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1. Notación

En este trabajo de tesis utilizamos algunos símbolos y notaciones más co-
munes y/o generales que se encuentran en la literatura, sin embargo aquí se
describen de manera breve los símbolos no estándar que se utilizarán a lo largo
de la exposición matemática.

δ - Variación.

(M, TM) - Espacio Topológico. - Definición 3.1.1.

(U,ψ) - Carta Coordenada. - Definición 3.1.7.

AM - Atlas. - Definición 3.1.10.

DM - Estructura Diferenciable. - Definición 3.1.11.

(M,DM) - Variedad Diferenciable. - Definición 3.1.12.

C(M,N ) - Espacio de funciones continuas de M a N . - Definición 3.1.13.

Ck(M,N ) - Espacio de funciones k-veces diferenciables de M a N . -
Definición 3.1.14.

Kp(M) - Conjunto de Clases de equivalencia de Curvas Tangencialmente
Equivalentes en p - Proposición 3.2.1.

TpM - Espacio Tangente en p ∈ M - Definición 3.2.1 y 3.2.2.

Ep(U) - Conjuntos de Germenes (Clases de equivalencia) de funciones de
U a R - Proposición 3.2.2

L(A,B) - Espacio de Transformaciones lineales de A a B.

TM - Haz Tangente - Definición 3.2.3.

π : TM → M - Proyección del Haz Tangente - Definición 3.2.3.

X(M) - Espacio de Campos Vectoriales de M en TM - Definición 3.3.1.

[X,Y ] - Bracket de Lie - Proposición 3.3.2.

df(v) = v(f) Diferencial de Una Función - Definición 3.3.3.

T ∗
pM - Espacio Cotangente en p ∈ M - Definición 3.3.3.

T ∗M - Haz Cotangente - Definición 3.3.4.

gp(∗, ∗) =< ∗, ∗ >p - Métrica Riemanniana - Definición 3.4.3.

(M, g) - Variedad Riemanniana - Definición 3.4.4.
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gij = g
(

∂
∂xi

, ∂
∂xi

)
- Coeficientes de la Métrica - Definición 3.4.5.

G - Matriz de Coeficientes de la Métrica - Definición 3.4.5.

gij - Coeficientes inversos de la Métrica - Definición 3.4.5.

v(f) = g(grad f, v) - Gradiente - Definición 3.4.6.

lba(γ) - Longitud de Arco - Definición 3.4.7.

∇ - Conexión - Definición 3.5.2 y Definición 3.5.1.

Γkij - Símbolos de Christoffel - Definición 3.5.3.

D
dt

- Derivada Covariante - Proposición 3.5.2.

R(X,Y ) - Operador de Curvatura de Riemann - Definición 3.6.1.

Rlijk - Coeficientes de la Curvatura - Definición 3.6.2.

Ksec(X,Y ) - Operador de Curvatura Escalar - Proposición 3.6.2.

Ksec(σ) - Curvatura Escalar - Definición 3.6.5.

Ric( ∂
∂xi

) - Curvatura de Ricci - Definición 3.6.4.

K(p) - Curvatura Escalar - Definición 3.6.5.

g̃ - Métrica Conforme - Sección 4.

∇̃ - Conexión Métrica Conforme - Teorema 4.0.1 y 6.1.1.

Γ̃kij - Símbolos de Christoffel de Métricas Conformes - Corolario 4.1.1.

δij - Delta de Kronecker.

K̃sec(σ) - Curvatura Seccional Métrica Conforme - Corolario 4.2.1.

R̃ic( ∂
∂xi

) - Curvatura de Ricci Métrica Conforme - Lema 4.3.1.

K̃(p) - Curvatura Escalar Métrica Conforme - Corolario 4.4.1.

Kλ
sec(σ) - Curvatura Seccional Métrica Conforme a la Métrica Euclidiana

con factor λ - Corolario 4.2.1.

Ricλ( ∂
∂xi

) - Curvatura de Ricci Métrica Conforme a la Métrica Euclidiana
con factor λ - Lema 4.3.1.

Kλ(x) - Curvatura Escalar Métrica Conforme a la Metrica Euclidiana con
factor λ - Corolario 4.4.1.
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2. Introducción

Este trabajo representa el esfuerzo del autor por entender las ideas y prin-
cipios que dieron lugar a los fundamentos e inspiración para la construcción de
la Métrica de Jacobi-Maupertuis, para ello se hace uso del análisis en
variedades, la geometria Riemanniana y diferencial para estudiar algunas
propiedades asociadas a esta métrica por ejemplo sus curvaturas y geodésicas.
Por otro lado también se hace una pequeña discusión para clarificar la relación
histórica de la Métrica de Jacobi-Maupertuis con la Mecánica Clásica
además de estudiar algunos casos particulares que abordan fenómenos físicos de
interés para la Mecánica Clásica.
En el presente capítulo vamos a hacer un pequeño recuento histórico asocia-
do con las leyes fundamentales de la física clásica, en particular de la Me-
cánica Clásica y llegaremos hasta la discusión asociada al Principio de
Mínima Acción y su relación con un caso particular de este principio, da-
do por Pierre Louis Maupertuis el cual lleva su nombre y se conoce como
Principio de Maupertuis que da lugar a la formulación de La Métrica de
Jacobi-Maupertuis hecha por Leonhard Euler que ha sido reformulada y
re-entendida en tiempos recientes por algunos autores que han visto en esta
métrica una herramienta útil para abordar y estudiar algunos problemas tanto
en mecánica clásica como en las teorías más modernas de la física.
También para contextualizar vale la pena comentar que La Métrica de Jacobi-
Maupertuis tratada con las herramientas clásicas de la geometría diferencial,
el cálculo variacional y un poco el lenguaje contemporáneo de la geometría dife-
rencial nos permite obtener y abordar algunos problemas de interés físico y unos
tantos no tan interesantes para la física, pero si para las matemáticas, en ese
sentido gran parte de los resultados y estudios hechos a lo largo de esta tesis se
enfocan en hacer un estudio un poco exhaustivo de estos problemas de interés
para el autor.
Continuando con la introducción resta comentar que la subsección siguiente da
una mirada general a toda la tesis.

2.1. Introducción a la Tesis

A continuación daremos un pequeño repaso y listados de los capítulos que
concierne a la presente tesis.

• 1 - Notación:
Este capítulo presenta algunas notaciones usadas en el trabajo matemáti-
co, además de la referencia al interior del documento donde se define tal
notación.

• 2 - Introducción:
Este capítulo hace una introducción a la tesis, desde el punto de vista his-
tórico y a nivel matemático además de hacer un repaso de los antecedentes
que conciernen al tema central de la tesis.
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• 3 - Preliminares Matemáticos:
Este capítulo hace una introducción breve pero suficiente del Análisis en
Variedades, Geometría Diferencial y Riemanniana para poder dar
una base sólida a la teoría matemática utilizada en la presente tesis.
Cabe resaltar que se intenta ser lo más autocontenido posible, sin embargo
se hace referencia a los resultados y ejemplos importantes presentes en
otros textos que sirvieron de referencia para el autor.

• 4 - Métricas Conformes a la Métrica Euclidiana:
En este capítulo se estudia con cierta profundidad las llamadas Métricas
Conformes en particular las que son conformes a la Métrica Euclidiana
pues estas serán parte central de la tesis.

• 5 - Preliminares Físicos:
En este capítulo se hace una introducción teórica y conceptual de las
herramientas de la física que serán útiles para el desarrollo de la tesis,
cabe resaltar que aquí se desarrolla el Principio de mínima Acción de
Maupertuis con mayor precisión para así establecer la conexión entre
este principio y la conocida como Métrica de Jacobi-Maupertuis.

• 6 - La Métrica de Jacobi-Maupertuis:
En este capítulo se estudia y exploran algunos de los resultados clásicos,
además de derivar otros más haciendo uso de lo expuesto en los capítulos
4 y 5.

• 7 - Resultados y Conclusiones:
Para finalizar, en este capítulo se resaltan algunos resultados derivados de
lo hecho en el capítulo 6, además de otros más inspirados en los siguientes
trabajos matemáticos [Pin75], [Pol76] , [Lau65] y [LLBP78].

2.2. Introducción Histórica

Comenzamos la introducción histórica comentando algunos antecedentes re-
levantes para la formulación del Principio de Mínima Acción, para ello cabe
resaltar que la discusión alrededor de la formulación de este principio conlleva
los intentos de varios grandes filósofos naturales de los siglos XVI-XVIII, en este
periodo de tiempo, contemporáneos a la formulación de las bases de la mecáni-
ca y el cálculo dadas por Newton en su famoso libro Philosophiæ naturalis
principia mathematica [New02], estos personajes históricos intentaron en-
contrar principios fundamentales que permitieran entender el mundo físico en
algunos casos prescindiendo de la formulación en términos de la Fuerza dadas
originalmente por Sir Issac Newton, sin embargo este camino conllevó largas
discusiones, artículos, cartas e incluso disputas por la autoría de alguna idea o
incluso acusaciones de plagio.
Podemos hacer una breve lista de algunos de los partícipes de este periodo de
investigación en busca de los principios que pudieran describir la realidad, en-
tre ellos tenemos a Simon Stevin, Christiaan Huygens, Pierre de Fermat, John
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Bernoulli, Gottfried Wilhelm Leibniz, René Descartes, Leonhard Euler, etc.
Un recuento histórico bastante completo donde se describe con mucho detalle
las discusiones, problemas e ideas que estos personajes hicieron a lo largo de
los siglos XVII-XVIII puede encontrarse en los siguiente libros [Coo17], [RB18],
[Dug89].
Haciendo un breve resumen de lo expuesto en las muy buenas reseñas históricas
previamente citadas, tenemos que los siguientes principios, ideas y problemas
fueron los que se discutieron antes de poder llegar a la formulación correcta del
Principio de Mínima Acción.

• Principio de Fermat: Pierre de Fermat en una carta fechada el 1 de
enero de 1662 enviada a Cureau de la Chambre expresó lo siguiente:

“La naturaleza opera por medios y maneras que son más fáciles y
rápidos.”

En otra parte de la misma escribe

“del principio, tan común y tan bien establecido, de que la Naturaleza
siempre actúa en los caminos más cortos. ” 1

Estas ideas llevaron a la formulación del Principio de Tiempo Míni-
mo que establece una respuesta parcial para explicar algunos fenómenos
ópticos tales como la refracción, además de ser una respuesta incompleta
como principio fundamental de la naturaleza. Una buena discusión e intro-
ducción asociada a este principio se pueden encontrar en [Dug89, Capítulo
5].

• Solución del problema de la Braquistócrona: Otro de los problemas
importante que contribuyeron en cierta medida y a su vez tiene cierta
conexión con el Principio de Tiempo Mínimo y sirve como antecedente
para su formulación.
Una de las formulaciones del problema que da como solución la curva
Braquistócrona es la siguiente

“Dado dos puntos A y B en un plano vertical, ¿Cuál es la curva que
traza un punto que viaja de A a B bajo acción de la gravedad en el

menor tiempo?.”

La formulación anterior fue dada originalmente por Johann Bernoulli y dis-
cutida por varios filósofos naturales entre los cuales se destacan Gottfried
Leibniz, Sir Issac Newton, Johann y Jacobo Bernoulli los cuales hicieron
contribuciones a la solución y formulación correcta del problema.
Entre lo que podemos destacar es que ese problema llevó a la formula-
ción y aparición del cálculo variacional, pues el problema al plantearse
matemáticamente, se convierte en un problema de minimizacion.

1(in 1662, in a letter to de la Chambre) Goldstine H, History of the Calculus of Variations
from the Seventeenth through the Nineteenth Century, Springer-Verlag, New York (1980).
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• Principio de mínima Resistencia: Alrededor del año 1682 Gottfried
Leibniz hace una modificación al Principio de Fermat agregando un
supuesto más, el cuál expresó de la siguiente forma en el artículo donde
postulo su principio

“La luz hace una elección entre optimizar el tiempo u optimizar las
distancias.”

Tal afirmación constituye el Principio de Mínima Resistencia, una
breve descripción de este principio se puede encontrar en [Dug89, Página
260].

• Principio de mínima Acción de Maupertuis: En la década de 1740-
1750 Pierre Louis Moreau de Maupertuis entró en acción para poner en
discusión y formular su Principio de mínima Acción cuestionando y
completando las visiones dadas por sus predecesores Leibniz, Fermat y
demás corrientes de pensamiento que estaban en busca del principio fun-
damental de la realidad.
Maupertuis formuló de manera parcialmente correcta el principio que hoy
conocemos como Principio de mínima Acción en la física, pues si bien
éste era correcto al considerar el trabajo de Newton (las 3 leyes de New-
ton), no tenía un fundamento matemático claro, recurría a argumentos
esotéricos y religiosos para justificar el principio.
El Principio de mínima Acción de Maupertuis aparece en una de
las publicaciones de Maupertuis en la siguiente forma:

“en la Naturaleza, la cantidad de acción necesaria para el cambio es la
más pequeña posible. La acción es el producto de la masa de un cuerpo

por su velocidad por la distancia que se mueve”

Como podemos ver en esta afirmación aparece por primera vez el concepto
de acción, sin embargo no aborda de manera adecuada el principio pues
no hace uso de alguna herramienta matemática que pueda dar cierta pre-
cisión a la afirmación siendo así que no es tan consistente con las ideas de
Newton al no hacer uso del cálculo.
Posterior a las afirmaciones y de postular su principio por parte de Mau-
pertuis, el gran matemático Leonhard Euler dio la correcta formulación a
nivel matemático del principio dado por Maupertuis y con ello empezar a
construir las bases conceptuales para las formulaciones de la Mecánica
Lagrangiana y Mecánica de Hamilton.
Para más información y consulta de los datos históricos se pueden leer en
[Dug89, Página 260-274] , [Coo17, Página 27-30] y [RB18, Página 59-65].

Para concluir esta subsección del capítulo vale la pena comentar que la in-
formación y el seguimiento histórico del desarrollo del Principio de mínima
Acción es bastante más extenso que el pequeño resumen ofrecido aquí, pues aun
falta agregar las aportaciones dadas por William Rowan Hamilton, Joseph-Louis
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Lagrange y algunos otros personajes históricos que construyeron las formulacio-
nes más acabadas de la mecánica las cuales son conocidas como Mecánica
Lagrangiana y Mecánica de Hamilton, además de los principios de Míni-
ma Acción (El caso más general y usado en la física moderna) y Conservación
de la Energía (Caso particular relacionado con el Principio de mínima Ac-
ción de Maupertuis), en ese sentido, las referencias bibliográficas útiles para
el autor de esta tesis son las siguientes. [RB18, Capítulo 4] , [Coo17, Capítulo
1-7] y [Dug89, Parte 3, Página 231-347].

2.3. Introducción Matemática

En la presente subsección del capítulo vamos a hacer una introducción ma-
temática partiendo de la formulación matemática basada en el cálculo varia-
cional que permite desarrollar la Métrica de Jacobi-Maupertuis y utilizar
el Principio de Mínima Acción de Maupertuis, sin embargo en capítulos
posteriores vamos a hacer algunas distinciones y precisiones respecto al Prin-
cipio de Mínima Acción de Lagrange el cual es la forma más general del
Principio de Mínima Acción.
Siguiendo el Principio de mínima Acción de Maupertuis formalizado por
Leonhard Euler tenemos que originalmente Maupertuis definió la acción de la
siguiente forma

S(γ) =
∫ t1

t0

mv dl.

Considerando a esta acción sujeta a γ(t0) = q0 y γ(t1) = q1 en donde v es
la velocidad de la curva γ ⊂ Rn y m su masa, en ese sentido el Principio de
mínima Acción de Maupertuis interpretado por Euler nos lleva a la siguiente
condición para formular de manera adecuada este principio [RB18, Página 66].

mı́n
γ∈M

S(γ) = mı́n
γ∈M

{∫ t1

t0

mv dl

}
. (2.3.1)

Aquí considerando M := { γ(t) ⊂ Rn | γ(t0) = q0 y γ(t1) = q1 }.

b

b

γ

q0

q1

Figura 2.3.1: Curva de mínima Acción.

Posterior a esto y con el
trabajo hecho por otros perso-
najes históricos, tenemos que
Jacobi reformuló esta condi-
ción y la reinterpretó en el
lenguaje de la geometría dife-
rencial, además de hacer uso
de otra cantidad física co-
nocida como Energía Total
H(t, γ) = K(t) + V (t) que
de manera equivalente cumple
con el principio formulado por
Hamilton, conocido como Principio de Conservación de la Energía en el
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cual tenemos que en condiciones ideales la energía total es constante, es decir
h = K(t) + V (t), en donde el término K(t) = m v2

2 es conocida como Energía
Cinética y V (t) es conocido como potencial de fuerza sujeto al tipo de fenó-
meno físico que se intenta describir.
Dicho lo anterior, la forma en la que Jacobi reformuló el Principio de mínima
Acción de Maupertuis consiste en despejar el término de velocidad y llevarlo
a la siguiente forma.

v =
√
v2 =

√
2

m
(h− V )

sustituyendo en la integral de Acción y dividiendo entre la raíz del valor de
masa, considerando que es constante, tenemos lo siguiente

S(γ) =

∫ t1

t0

mv dl =

∫ t1

t0

m

√
2

m
(h− V ) dl =

√
m

∫ t1

t0

√
2 (h− V ) dl

⇒ S0(γ) =
1√
m
S(γ) =

∫ t1

t0

√
2 (h− V ) dl.

Ahora, considerando que en una superficie el diferencial de longitud se puede
expresar de la siguiente forma dl =

√
g(γ̇, γ̇) dt, con esto podemos de manera

equivalente formular el Principio de mínima Acción de Maupertuis dado
en 2.3.1.

mı́n
γ
S(γ) = mı́n

γ

{∫ t1

t0

mv dl

}
⇒

mı́n
γ
S0(γ) = mı́n

γ

∫ t1

t0

√
2 (h− V ) dl = mı́n

γ

∫ t1

t0

√
2 (h− V )

√
g(γ̇, γ̇) dt.

Con esto llegamos a la formulación dada por Jacobi que se reinterpreta como
encontrar las curvas que minimizan la métrica ds2 = 2 (h− V ) g que en el con-
texto de la geometría diferencial es equivalente a encontrar las curvas geodésicas
de esta métrica, que en términos del cálculo variacional se escribe como sigue.

δS0(γ) = δ

∫ t1

t0

√
2 (h− V )

√
g(γ̇, γ̇) dt = 0.

Con esto último llegamos a la formulación moderna y conocida comúnmente
como la Métrica de Jacobi-Maupertuis, sin embargo ésta no es la forma
en la que se presenta en algunos otros textos, para ello vamos a formalizar y
abordar con mayor formalidad en el capítulo 5.

11



3. Preliminares Matemáticos

En esta sección vamos a introducir algunos conceptos y definiciones preli-
minares, necesarios para el desarrollo de la teoría en los capítulos posteriores,
en particular comenzaremos con todo lo concerniente a dar las bases necesa-
rias para lo que necesitaremos del Análisis en Variedades, la Geometría
Diferencial y Riemanniana.

3.1. Variedades Diferenciables

Para comenzar, en esta subsección tenemos algunas definiciones preliminares
de ciertos aspectos relacionados con la Topología básica de las Variedades
Diferenciable.

Definición 3.1.1. Espacio Topológico:
Sea M un conjunto, T ⊆ P (M) se dice una topología si:

• ∅,M ∈ T .

•
⋃

α∈
∧Vα ∈ T para cualquier conjunto de índices

∧
.

•
n⋂

k=1

Vk ∈ T .

A la dupla (M, T ) se le llama espacio topológico.

Definición 3.1.2. Base de un Espacio Topológico:
Sea (M, T ) un espacio topológico, a un conjunto B ⊂ T se le llama base del
espacio topológico si cumple las siguientes propiedades:

• ∀U ∈ T , Existe S ⊂ B tal que U =
⋃

W∈S

W.

• Dados U1, U2 ∈ B y p ∈ U1 ∩ U2, existe U ∈ B tal que p ∈ U ⊂ U1 ∩ U2.

Definición 3.1.3. Espacios Segundo Numerable:
Sea (M, T ) un espacio topológico, este se dice, segundo numerable si este
tiene una base numerable.

Continuando con la exposición, tenemos que las siguientes tres definiciones
son fundamentales para dar la definición de Variedades Topológica.

Definición 3.1.4. Continuidad:
Sea (M, T ) y (M′, T ′) un par de espacios topológicos y f : M → M′ , una
función, esta se dice continua si: f−1(U) ∈ T ′, ∀U ∈ T .
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Definición 3.1.5. Espacios tipo Hausdorff o T2:
Sea (M, T ) un espacio topológico, este se dice espacios tipo Hausdorff o
T2 si:

∀p, q ∈ M con p 6= q, ∃U, V ∈ T tal que
U ∩ V = ∅ con p ∈ U y q ∈ V .

Definición 3.1.6. Homeomorfismo:
Sea (M, T ) y (M′, T ′) un par de espacios topológicos y f : U ⊆ M → V ⊆ M′,
una función continua, entonces f se dice un homeomorfismo entre U y V si
existe una función continua g tal que g : V ⊆ M′ → U ⊆ M , es decir, g es
una biyección entre los elementos de U y V con g = f−1.

A continuación damos una definición fundamental para entender las Varie-
dades Topológicas y como consecuencia, las Variedades Diferenciables.

Definición 3.1.7. Espacios Localmente Euclidianos:
Sea (M, T ) un espacio topológico, este se dice localmente euclidianos si,
∀p ∈ M, ∃U ∈ T y un homeomorfismo ψ : U → ψ(U) con ψ(U) abierto en
Rn.
A la dupla (U,ψ) se le llama carta coordenada y a la dupla (ψ(U), ψ−1)
parametrización.

0 1 2
0

1

2

U

ψ(U)

ψ ψ−1

M

Rn

Figura 3.1.1: Carta y Parametrización.

Definición 3.1.8. Variedad Topológica:
Una Variedad Topológica es un espacio topológico M localmente eucli-
diano, Hausdorff y con base numerable, conformado por la siguiente dupla,
(M, TM).
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Estando en este punto, sólo resta un par de definiciones que nos darán lo
necesario para poder llegar finalmente a la definición de una Variedad Dife-
renciable.

Definición 3.1.9. Cartas Compatibles:
Sea (M, T ) un espacio topológico, localmente euclidiano, dadas dos cartas
(U1, ψ1) ,(U2, ψ2) tales que U1 ∩U2 6= φ, estas se dicen Ck-Compatibles si los
siguientes mapeos:

• ψ1 ◦ ψ−1
2 : ψ2(U1 ∩ U2) → ψ1(U1 ∩ U2)

• ψ2 ◦ ψ−1
1 : ψ1(U1 ∩ U2) → ψ2(U1 ∩ U2)

son Ck-Diferenciables (de clase Ck). Ambos mapeos son llamados Mapeos
de Transición o Cambios de Coordenadas entre las cartas.

0 1 2
0

1

2

M

0 1 2
0

1

2

U1 ∩ U2

ψ1 ψ2

ψ1(U1 ∩ U2)
ψ2(U1 ∩ U2)

ψ1 ◦ ψ−1
2

ψ2 ◦ ψ−1
1

Figura 3.1.2: Cambio de coordenadas o Mapeo de Transición.

Definición 3.1.10. Atlas:
Un Ck-Atlas para un espacio topológico localmente euclidiano (M, T ), es
una colección A = {(Uα, φα)} de cartas coordenadas Ck-Compatibles tales que

M =
⋃

α

Uα.
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Definición 3.1.11. Atlas Maximal o Estructura Diferencial:
Sea (M, T ) un espacio topológico, localmente euclidiano, un Ck-Atlas Ma-
ximal o Ck-Estructura Diferencial para el espacio topológico, es un Ck-
Atlas D tal que, dada una carta (U0, φ0) arbitraria, si esta es Ck-Compatible
con cualquier carta (Uα, φα) ∈ D, entonces (U0, φ0) ∈ D.

Finalmente tenemos lo necesario para la siguiente definición

Definición 3.1.12. Variedad Diferenciable:
Una Variedad Diferenciable de dimensión n y grado k, es una dupla (M,DM),
conformada por una variedad topológica (M, TM), equipada con una Ck-
Estructura Diferencial DM, Localmente Euclidiana a Rn.

Para más información, revisar [GN14, Secciones 1.1 y 1.2] y [Tu11, Sección
5].

3.1.1. Funciones en Variedades

A continuación damos algunas definiciones básicas del Análisis en Varie-
dades empezando por funciones continuas y diferenciables en Variedades.

Definición 3.1.13. Funciones Continuas:
Sean (M,DM) y (N ,DN ) dos variedades diferenciables, de dimensión, m y n
respectivamente.

• Una función f : M → N es continua en p ∈ M si y sólo si, existen dos
cartas (U,ψM) ∈ DM y (V, ψN ) ∈ DN tales que, p ∈ U , f(p) ∈ f(U) ⊂ V
y la función ψN ◦ f ◦ ψ−1

M : ψM(U) → ψN (V ) es continua en ψM(p) = 0.

• Una función f : M → N se dice continua en M si y solo si, f es continua
∀p ∈ M.

• Si f es continua se puede escribir de la siguiente forma: f ∈ C(M,N )

Definición 3.1.14. Funciones Diferenciables:
Sean (M,DM) y (N ,DN ) dos variedades diferenciables, de dimensión, m y n
de grado l, s ≥ k respectivamente.

• Una función f : M → N es diferenciable de clase Ck en p ∈ M si y sólo
si, existen dos cartas (U,ψM) ∈ DM y (V, ψN ) ∈ DN tales que, p ∈ U ,
f(p) ∈ f(U) ⊂ V y la función ψN ◦ f ◦ ψ−1

M : ψM(U) → ψN (V ) es
diferenciable de clase Ck en ψM(p) = 0.

• Una función f : M → N se dice diferenciable de clase Ck en M si y sólo
si, f es diferenciable de clase Ck ∀p ∈ M.

• Si f es diferenciable de clase Ck se puede escribir de la siguiente forma:
f ∈ Ck(M,N )

Para más información, revisar [GN14, Sección 1.3] y [Tu11, Sección 6].
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0 1 2
0

1

2

M

0 1 2
0

1

2

N

b b

ψ−1
M ψN

f

ψM(U) ψN (V )

VU
p

f(p)

ψN ◦ f ◦ ψ−1
M

Figura 3.1.3: Funciones Diferenciables en Variedades.

3.2. Espacio Tangente

En esta subsección construimos algunos objetos matemáticos que usaremos
para definir el espacio tangente y los campos vectoriales.

Proposición 3.2.1. Curvas Tangencialmente Equivalentes:
Sea (M,DM) una variedad diferenciable de dimensión n con p ∈ M. Dado el
conjunto Kp de curvas que pasan por p en t = 0, es decir

Kp(M) = {γ ∈ C∞((−ǫ, ǫ),M) : γ(0) = p} .

Tomando α, β ∈ Kp(M) se dicen Tangencialmente Equivalentes, α ∼ β, si

(φ ◦ α)′(0) = (φ ◦ β)′(0) ∈ R
n.

Para alguna carta (φ,U) con p ∈ U . Notemos que ∼ es una relación de equiva-
lencia.

Definición 3.2.1. Espacio Tangente:
Sea (M,DM) una variedad diferenciable de dimensión n con p ∈ M. Definimos
al espacio tangente como el conjunto de clases de equivalencia

TpM := Kp(M)/ ∼ .

Donde ∼ es la relación de curvas tangencialmente equivalentes y sus ele-
mentos son clases de equivalencia [γ̇(0)] ∈ TpM que llamaremos vectores tan-
gentes en p. En adelante consideraremos únicamente a los representantes de
cada clase de equivalencia en TpM.
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0

1

2

3

4
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6

7

8

M

γ

β

ψ

ψ ◦ γ ψ ◦ β

Figura 3.2.1: Curvas Tangencialmente Equivalentes.

Una definición alternativa para el espacio tangente que nos será de mayor
utilidad se construye a continuación.

Proposición 3.2.2. Germen:
Sea (M,DM) una variedad diferenciable de dimensión n con p ∈ M fijo. To-
mando f, g ∈ C∞(U,R) con U vecindad de p. Definimos una relación f ∼U g si
y sólo si f ≡ g en alguna vecindad V ⊂ U de p. Notemos que ∼U es una rela-
ción de equivalencia y la clase [f] la llamaremos germen de f en p, al conjunto
de todas las clases de equivalencia la denotamos por Ep(U).

Definición 3.2.2. Espacio Tangente(Segunda Versión):
Sea (M,DM) una variedad diferenciable de dimensión n con p ∈ U ⊂ M con
U vecindad de p. Definimos al Espacio Tangente de M en p como

TpM := {v ∈ L(Ep(U),R) : v(f · g) = g(p)v(f) + f(p)v(g) }

Donde v es un operador lineal llamado Vector Tangente y la operación v(f)
con f ∈ Ep(U) es llamada Derivación.

Proposición 3.2.3. Derivaciones:
Sea (M,DM) una variedad diferenciable de dimensión n con p ∈ M. Dado
v ∈ TpM y un f ∈ Ep(U) arbitrario, entonces existe una curva γ : (−ǫ, ǫ) → M
tal que γ(0) = p y [γ̇(0)] ≡ v y expresamos a la derivación de v como sigue

v(f) = γ̇(0)(f) =
d

dt
(f ◦ γ) (0) =

d

dt

∣∣∣∣∣
t=0

f(γ(t)).

La demostración de esta proposición se puede encontrar en [Jä10, Sección 2.2].
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M

TpM

γ

v

Figura 3.2.2: Espacio Tangente.

Proposición 3.2.4. Caracterizaciones del Espacio Tangente:
Sea (M,DM) una variedad diferenciable de dimensión n con p ∈ M fijo. Sea
v tangente en p, es decir existe una curva diferenciable γ : (−ǫ, ǫ) → M y sea
(U,ψ) ∈ DM una carta coordenada con p ∈ U , sea f ∈ Ep(U) entonces v se
puede caracterizar de la siguiente forma

v =




n∑

i=1

ẋi(0)
∂

∂xi

∣∣∣∣∣
ψ(p)


 .

Considerando que f̃ = f ◦ ψ−1, x(t) = ψ ◦ γ(t) y ψ(p) = x(0), aquí usando
de manera indistinta las siguientes notaciones xi(t) = xi(t).

Demostración.
Consideremos f ∈ Ep(U), las definiciones de f̃ = f ◦ ψ−1 y x(t) = ψ ◦ γ(t), con
ello tenemos lo siguiente

v(f) =
d

dt

∣∣∣∣∣
t=0

f(γ(t)) =
d

dt

∣∣∣∣∣
t=0

(

f̃︷ ︸︸ ︷
f ◦ ψ−1 ◦

x︷ ︸︸ ︷
ψ ◦ γ(t))

=
d

dt

∣∣∣∣∣
t=0

(f̃ ◦ x(t)) =
d

dt

∣∣∣∣∣
t=0

f̃(x(t)) =
n∑

i=1

∂f̃

∂xi
(x(0))

dxi

dt
(0)

=

n∑

i=1

ẋi(0)
∂f̃

∂xi
(ψ(p)) =




n∑

i=1

ẋi(0)
∂

∂xi

∣∣∣∣∣
ψ(p)


 f̃ �
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Lema 3.2.1. Base del Espacio Tangente:
Sea (M,DM) una variedad diferenciable de dimensión n, p ∈ M y (U,ψ) ∈ DM

una carta coordenada alrededor de p con TpM el espacio tangente en p, entonces
cualquier elemento v se puede escribir como combinación lineal de las siguientes
bases

TpM = span





∂

∂xi

∣∣∣∣∣
ψ(p)

, i = 1, .., n



 ≡ span





∂

∂ui

∣∣∣∣∣
p

, i = 1, .., n





con f : M → R diferenciable y

∂

∂xi

∣∣∣∣∣
ψ(p)

(f̃) =
∂

∂xi

∣∣∣∣∣
ψ(p)

(f ◦ ψ−1) ≡ ∂

∂ui

∣∣∣∣∣
p

(f).

Recordemos que f̃ y xi son las coordenadas de la curva x dadas en la caracte-
rización de la Proposición 3.2.4.

Con esto último podemos definir a la variedad diferencial que llamaremos
Haz Tangente.

Definición 3.2.3. Haz Tangente:
Sea (M,DM) una variedad diferenciable de dimensión n y p ∈ M un punto
fijo. Definimos el haz tangente como la unión de todos los espacios tangentes
a cada punto en M, es decir:

TM =
⋃

p∈M

TpM = {(p, v) : v ∈ TpM}.

De manera alternativa podemos usar la siguiente notación vp = (p, v) para
elementos del Haz Tangente, en algunos casos se omite escribir explícitamente
la dependencia de v respecto a p como elementos del haz tangente.
Así podemos definir la siguiente función π : TM → M como

π(vp) = π(p, v) = p, ∀v ∈ TpM.

Notemos que π−1(p) = TpM y

TM =
⋃

p∈M

π−1(p).

Cabe resaltar que el haz tangente admite también una estructura diferencial.

Para más información, revisar [GN14, Sección 1.4] , [Tu11, Sección 8] y
[SMPV07, Sección 1.2]
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Figura 3.2.3: Campo Vectorial.

3.3. Campos Vectoriales

Definición 3.3.1. Campo Vectorial:
Sea (M,DM) una variedad diferenciable y sea p ∈ M. Se define un campo
vectorial en el punto p como sigue

{
X : M → TM
p 7→ X(p) := Xp ∈ TpM

El campo vectorial se dice diferenciable si, el mapeo es diferenciable, el conjunto
de todos los campos vectoriales en M es denotado por X(M).

Proposición 3.3.1. Caracterización de Campos Vectoriales:
Sea (M,DM) una variedad diferenciable, p ∈ M y X(p) ∈ TpM un campo
vectorial en el punto p, por la proposición 3.2.4 y el lema 3.2.1 sabemos que
X(p) se caracteriza como sigue

X(p) =

n∑

i=1

Xi(p)
∂

∂ui

∣∣∣∣∣
p

Definición 3.3.2. Curvas Integrales:
Sea (M,DM) una variedad diferenciable, sea X ∈ X(M) un campo vectorial el
M. Sea I ⊂ R un intervalo abierto tal que una curva γ : I → M es llamada
una curva integral de X si satisface la siguiente ecuación

γ̇(t) = X(γ(t))

∀t ∈ I.
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M

TpM γ̇ = X(γ(t))

Figura 3.3.1: Curva Integral.

Proposición 3.3.2. Bracket de Lie:
Sea (M,DM) una variedad diferenciable y sean X,Y ∈ X(M), existe un único
campo vectorial Z ∈ X(M) tal que

Zf = (XY − Y X)f

para toda función diferenciable f ∈ C∞(M). A este campo vectorial se le llama
Bracket de Lie y se denota como sigue

Z = [X,Y ] .

Proposición 3.3.3. Propiedades del Bracket de Lie:
Sea (M,DM) una variedad diferenciable y sean X,Y, Z ∈ X(M) entonces el
Bracket de Lie tiene las siguientes propiedades

(i) Bilinealidad: Para todo α, β ∈ R.

[αX + βY, Z] = α [X,Z] + β [Y, Z]

[X,αY + βZ] = α [X,Y ] + β [X,Z] .

(ii) Antisimetría:

[X,Y ] = − [Y,X ] .

(iii) Identidad de Jacobi:

[[X,Y ] , Z] + [[Y, Z] , X ] + [[Z,X ] , Y ] = 0.

(iv) Regla de Leibniz: Para todo par f, g ∈ C∞(M)

[fX, gY ] = fg [X,Y ] + f(X(g))Y − g(Y (f))X.
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Figura 3.3.2: Diferencial y Espacio Cotangente.

Definición 3.3.3. Diferencial de una Función y Espacio Cotangente:
Sea (M,DM) una variedad diferenciable, con v ∈ TpM y p ∈ M fijo. Sea
f ∈ C1(M,R) arbitraria entonces se define la diferencial de dfp ∈ T ∗

pM como
una transformación lineal dfp : TpM → R tal que

dfp(v) = v(f).

El conjunto T ∗
pM es conocido como el Espacio Cotangente en el punto p,

definido como

T ∗
pM =

{
dfp|f ∈ C1(M,R) y p ∈ M fijo

}
.

El Espacio Cotangente es el espacio dual del Espacio Tangente.

Definición 3.3.4. Haz Cotangente:
Sea (M,DM) una variedad diferenciable, con p ∈ M. Sea f ∈ C1(M,R) arbi-
traria tal que el diferencial dfp ∈ T ∗

pM entonces se define el Haz Cotangente
como

T ∗M =
⋃

p∈M

T ∗
pM := {(p, dfp) : dfp ∈ T ∗

pM, ∀f ∈ C1(M,R) y ∀p ∈ M}

Nuevamente cabe resaltar que el Haz Cotangente admite una estructura dife-
rencial pues a su vez es una variedad diferenciable.
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Corolario 3.3.1. Bracket de Lie Nulo:
Sea (M,DM) una variedad diferenciable de dimensión n, con p ∈ U y (U,ψ) ∈
DM una carta coordenada, entonces dada una base de TpM, tenemos que

[
∂

∂ui
,
∂

∂uj

]
= 0, ∀i, j = 1, ..., n

Demostración.
Dado (M,DM), p ∈ U y (U,ψ) ∈ DM una carta coordenada, con TpM el
espacio tangente en p, por el lema 3.2.1 y la definición 3.2.3 obtenemos que

∂

∂ui

∣∣∣∣∣
p

(f) ≡ ∂

∂xi

∣∣∣∣∣
ψ(p)

(f ◦ ψ−1)

Ahora, tomando ∂
∂ui

, ∂
∂uj

∈ X(U) operadores de la base del haz tangente para

cada p ∈ U y 0 6= f ∈ Ep(U) entonces calculamos su Bracket de Lie
[
∂

∂ui
,
∂

∂uj

]
(f) =

∂

∂ui

(
∂

∂uj

)
(f) − ∂

∂uj

(
∂

∂ui

)
(f)

≡ ∂2

∂xi∂xj

∣∣∣∣∣
ψ(p)

(f ◦ ψ−1) − ∂2

∂xj∂xi

∣∣∣∣∣
ψ(p)

(f ◦ ψ−1)

=
∂2f̃

∂xi∂xj
(ψ(p)) − ∂2f̃

∂xj∂xi
(ψ(p)) = 0

Lo último pues la función 0 6= f̃ = f ◦ ψ−1 : ψ(U) → R, donde ψ(U) ⊂ Rn �.

Para más información revisar [PdC92, Sección 5, Capítulo 0], [GN14, Sección
1.6] y [WRAS20, Sección 2.4].
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Figura 3.3.3: Métrica riemanniana.
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3.4. Métrica Riemanniana

Definición 3.4.1. Producto Interior Euclidiano:
Sea u = (u1, ..., un), v = (v1, ..., vn) ∈ Rn, el producto interior euclidiano se
define como sigue

u · v =

n∑

i=1

uivi

Definición 3.4.2. Producto Interior:
Sea V un espacio vectorial, una función 〈, 〉 : V × V → K se dice que es un
producto interior si cumple con las siguientes propiedades:

• Bilineal: para todos u, v, w ∈ V y α, β ∈ K.

〈v, αu + βw〉 = 〈v, αu〉 + 〈v, βw〉
〈αv + βu,w〉 = 〈αv,w〉 + 〈βu,w〉.

• Simétrica: para todos u, v ∈ V . 〈v, u〉 = 〈u, v〉.
• Definida Positiva: ∀u ∈ V \ {0}, 〈u, u〉 > 0.

Definición 3.4.3. Métrica Riemanniana:
Sea (M,DM) una variedad diferenciable de dimensión n y sea p ∈ M. Se define
una métrica riemanniana como una función g diferenciable tal que

gp(∗, ∗) = 〈∗, ∗〉p : TpM × TpM → R ∀p ∈ M
Donde gp es un producto interior y adicionalmente definimos la longitud o nor-

ma de X ∈ TpM como ‖X‖ := gp(X,X)
1
2 .

Definición 3.4.4. Variedad Riemanniana:
Una variedad riemanniana es una variedad diferenciable (M,DM) con una
métrica riemanniana. Una variedad riemanniana se denota como (M, g).

Definición 3.4.5. Coeficientes de la Métrica:
Sea (M, g) una variedad riemanniana, (U,ψ) ∈ DM una carta coordenada y
TpM el espacio tangente con p ∈ U , entonces localmente los Coeficientes de
la Métrica se definen como

gij := g

(
∂

∂xi
,
∂

∂xj

)
, ∀i, j.

Además existe una representar matricial que opera sobre las coordenadas de los
campos, denotada por G y conocida como Tensor Métrico

G =




g11 g12 · · · g1n

g21 g22 · · · g2n

...
. . . · · ·

...
gn1 gn2 ... gnn


 .

Finalmente hay que destacar que G es invertible y los coeficientes de la matriz
inversa se denotan como G−1 = (gij)

−1 = (gij), ∀i, j.
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Definición 3.4.6. Campo Gradiente:
Dada una variedad riemanniana (M, g) ,con p ∈ M y sea f : M → R,
entonces, se define el único vector gradiente gradf , ∀v ∈ TMp como

v(f) = dfp(v) = g(gradf, v).

Definición 3.4.7. Longitud de Arco:
Dada una variedad riemanniana (M, g) ,con p, q ∈ M y sea γ : (a, b) → M,
una curva tal que γ(a) = p y γ(b) = q entonces la Longitud de Arco de la
curva γ se calcula como sigue

lba(γ) =

∫ b

a

‖γ̇(t)‖dt.

Para más información, revisar [GN14, Capítulo 3] [Lee97].

p

M

TpM γ
q

b

b

lba(γ) =

∫ b

a

‖γ(t)‖dt

ψ(p) ψ(q)

Figura 3.4.1: Longitud de Arco.

3.5. Conexión de Levi-Civita

Definición 3.5.1. Conexión Afín:
Sea (M,DM) una variedad diferenciable de dimensión n, una conexión afín ∇,
es un mapeo ∇ : X(M)×X(M) → X(M) definido como (X,Y ) 7→ ∇XY el cual
∀X,Y, Z ∈ X(M) y f, g ∈ C∞(M) satisface las siguientes propiedades

a) ∇fX+gY Z = f∇XZ + g∇Y Z.

b) ∇X(Y + Z) = ∇XY + ∇XZ.

c) ∇X(fY ) = f∇XY +X(f)Y.
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Definición 3.5.2. Conexión de Levi-Civita:
Sea (M, 〈, 〉) una variedad Riemanniana, la conexión de Levi-Civita ∇ en la
variedad es una Conexión Afín que satisface las siguientes propiedades

a) Simetría:
[X,Y ] = ∇XY − ∇YX.

b) Compatibilidad con la Métrica:
X 〈Y, Z〉 = 〈∇XY, Z〉 + 〈Y,∇XZ〉 .

Adicionalmente como consecuencia de la linealidad, la compatibilidad con la
métrica y la simetría de la Conexión de Levi-Civita tenemos la Fórmula
de Koszul

2 〈Z,∇YX〉 =X 〈Y, Z〉 + Y 〈Z,X〉 − Z 〈X,Y 〉
+ 〈[Z,X ], Y 〉 + 〈[Z, Y ], X〉 − 〈[X,Y ], Z〉 .

Definición 3.5.3. Símbolos de Christoffel:
Sea (M, g) una variedad Riemanniana de dimensión n, con la conexión de Levi-
Civita ∇, dada (U,ψ) ∈ DM una carta coordenada y tomando TpM como en el
lema 3.2.1, para algún p ∈ U , entonces los Símbolos de Christoffel se definen
como

∇ ∂
∂xi

∂

∂xj
=

n∑

k=1

Γkij
∂

∂xk
(3.5.1)

Proposición 3.5.1.
Sea (M, g) una variedad Riemanniana de dimensión n, con la conexión de Levi-
Civita ∇, dada (U,ψ) ∈ DM una carta coordenada y tomando TpM como en el
lema 3.2.1, para algún p ∈ U , entonces los Símbolos de Christoffel Γkij tiene
la siguiente forma

Γkij =
1

2

n∑

l=1

[
∂gil
∂xj

+
∂glj
∂xi

− ∂gji
∂xl

]
glk (3.5.2)

Más aún, si la base es ortogonal, es decir gij = gij = 0, ∀i 6= j entonces

Γkij =
1

2

[
∂gik
∂xj

+
∂gkj
∂xi

− ∂gji
∂xk

]
gkk.

La demostración de estas afirmaciones es rutinaria y se pueden encontrar en
[GN14, Teorema 3.2, Capítulo 3].

De ahora en adelante daremos por hecho que cuando trabajemos con una
variedad Riemanniana M estará equipada con la conexión de Levi-Civita.
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3.5.1. Derivada Covariante

Proposición 3.5.2. Derivada Covariante:
Sea (M, 〈, 〉) una variedad Riemanniana. Existe una única correspondencia que
asocia el campo vectorial V a lo largo de la curva diferenciable c : I → M con
un campo vectorial DV

dt
llamado la derivada covariante, tal que

a) D
dt

(V +W ) = DV
dt

+ DW
dt
.

b) D
dt

(fV ) = df
dt
V + f DV

dt
, donde, V es un campo vectorial a lo largo de c y

f es una función diferenciable a lo largo de I.

c) si V es inducido por un campo vectorial Y ∈ X(M), es decir V (t) =
Y (c(t)), entonces DV

dt
= ∇ dc

dt
Y (c(t)) = ∇ dc

dt
V (t).

Corolario 3.5.1. Compatibilidad con la Métrica:
Sea (M, 〈, 〉) una variedad Riemanniana entonces la derivada covariante es
compatible con la métrica; es decir, para cualesquiera campos V y W a lo largo
de una curva diferenciable c : I → M

d

dt
〈V,W 〉 =

〈
DV

dt
,W

〉
+

〈
V,
DW

dt

〉

para todo t ∈ I.

Proposición 3.5.3. Derivada Covariante en un Marco Local:
Sea (M, 〈, 〉) una variedad Riemanniana, (U,ψ) ∈ DM una carta coordenada,
c(t) ∈ U una curva y un campo vectorial V (t) = Y (c(t)) con una base de Tc(t)M
como en el lema 3.2.1 entonces la derivada covariante localmente es

DV

dt
=

n∑

k=1




dvk
dt

+

n∑

i,j=1

Γkijvj
dxi
dt





∂

∂xk

La demostración de esta proposición esta en [PdC92, Página 52].

3.5.2. Geodésicas

Definición 3.5.4. Geodésica:
Dada una variedad Riemanniana (M, 〈, 〉 = g), una curva parametrizada γ :

I → M se dice geodésica en t0 ∈ I si D
dt

(
dγ
dt

)
= 0 en el punto t0. Si γ(t) es

geodésica ∀t ∈ I entonces decimos que γ(t) es una geodésica.

Una consecuencia de la definición anterior es que dada γ geodésica entonces

d

dt

〈
dγ

dt
,
dγ

dt

〉
= 2

〈
D

dt

(
dγ

dt

)
,
dγ

dt

〉
= 0

lo que implica que ‖ dγ
dt

‖ = constante.
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p

M

TpM
γ q

b

b

mı́n
γ∈M

lba(γ) = mı́n
γ∈M

∫ b

a

‖γ(t)‖dt

Figura 3.5.1: Geodésica.

Corolario 3.5.2. Ecuaciones de la Geodésica:
Dada una variedad Riemanniana (M, 〈, 〉), (U,ψ) ∈ DM una carta coordenada
y γ : I → M ∩ U una curva geodésica ∀t ∈ I entonces cumple las siguientes
ecuaciones diferenciales

d2xk
dt2

+

n∑

i,j=1

dxj
dt

dxi
dt

Γkij = 0, k = 1, ..., n.

en donde (x1(t), ..., xn(t)) = x(t) = ψ ◦ γ(t) es la expresión local de γ(t) ∈ U .

Demostración.
Empecemos tomamos la definición 3.5.4 de la geodésica para utilizar la expre-
sión de la curva geodésica en términos de la derivada covariante y usando la
proposición 3.5.3 obtenemos que

D

dt

(
dγ

dt

)
=
DV

dt
=

n∑

k=1




dvk
dt

+
n∑

i,j=1

Γkijvj
dxi
dt





∂

∂xk
= 0

ahora, tomando la expresión local de x(t) = ψ ◦ γ(t) = (x1(t), ..., xn(t)) y el
campo x′(t) = (x′

1(t), ..., x′
n(t)) = (v1(t), ..., vn(t)) obtenemos que

D

dt

(
dγ

dt

)
=
DV

dt
=

n∑

k=1

αk︷ ︸︸ ︷


d2xk
dt2

+

n∑

i,j=1

Γkij
dxj
dt

dxi
dt





∂

∂xk
= 0 (3.5.3)

Dado que ∂
∂xk

es una base de Tc(t)M por lo tanto cada uno de los coeficientes
αk de 3.5.3 debe ser 0, lo cual nos lleva al resultado deseado �
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3.6. Operadores de Curvatura

En esta subsección abordamos el estudio de algunos de los operadores de
curvatura básicos para la geometría Riemanniana que nos darán la herramienta
más importante para el desarrollo de la tesis.

3.6.1. Curvatura de Riemann

Empecemos por estudiar el Operador de Curvatura de Riemann.

Definición 3.6.1. Operador de Curvatura de Riemann:
Dada una variedad Riemanniana (M, 〈, 〉), el operador de curvatura de Rie-
mann es un mapeo R(X,Y ) : X(M) → X(M) que para cada par X,Y ∈ X(M)
se define como

R(X,Y )Z = ∇Y ∇XZ − ∇X∇Y Z + ∇[X,Y ]Z, Z ∈ X(M),

Donde ∇ es la conexión de Levi-Civita.

Proposición 3.6.1.
Sea M, g una variedad Riemanniana y dados X1, X2, Y1, Y2, Z,W ∈ X(M) y
∀f, g ∈ C∞(M), el tensor de curvatura de Riemann cumple las siguientes pro-
piedades

i) Bilinealidad:
R es bilineal en X(M) × X(M) es decir

R(fX1 + gX2, Y1) = fR(X1, Y1) + gR(X2, Y1),

R(X1, fY1 + gY2) = fR(X1, Y1) + gR(X1, Y2),

ii) Para un par X,Y ∈ X(M), el operador de curvatura R(X,Y ) : X(M) →
X(M) es lineal tal que

R(X,Y )(Z +W ) = R(X,Y )Z +R(X,Y )W,

R(X,Y )fZ = fR(X,Y )Z,

Definición 3.6.2. Coeficientes del Operador de Curvatura:
Sea (M, 〈, 〉) una variedad Riemanniana y dada (U,ψ) ∈ DM una carta coorde-
nada, entorno a p ∈ M tenemos que dada una base β = { ∂

∂xk
, k = 1, 2, .., n} y

dados X,Y, Z ∈ X(M), con expresiones locales de la forma

X =

n∑

i=1

ui
∂

∂xi
, Y =

n∑

j=1

vj
∂

∂xj
, Z =

n∑

k=1

wk
∂

∂xk
.

Entonces por linealidad del operador definimos los coeficientes del operador
de curvatura Rlijk como sigue

R(X,Y )Z =

n∑

i,j,k,l=1

uivjwkR
l
ijk

∂

∂xl
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En donde Rlijk se puede expresar en términos de los símbolos de Christoffel
como sigue

Rsijk =
n∑

l=1

{ΓlikΓsjl − ΓljkΓsil} +
∂

∂xj
Γsik − ∂

∂xi
Γsjk (3.6.1)

Demostración.
Sea (U,ψ) ∈ DM una carta coordenada para una vecindad de p ∈ M y tomando
una base de TpM de la forma dada en el lema 3.2.1, calculamos los símbolos de
Christoffel Γkij. Calculando la curvatura para ∂

∂xi
, ∂
∂xj

y ∂
∂xk

, tomando en cuenta

la definición del operador de curvatura y sus coeficientes tenemos lo siguiente

R

(
∂

∂xi
,
∂

∂xj

)
∂

∂xk
=

n∑

s=1

Rsijk
∂

∂xs

= ∇ ∂
∂xj

∇ ∂
∂xi

∂

∂xk
− ∇ ∂

∂xi

∇ ∂
∂xj

∂

∂xk
+ ∇[ ∂

∂xi
, ∂

∂xj
]

∂

∂xk
(3.6.2)

Tomando en cuenta la definición de los símbolos de Christoffel, tenemos que

∇ ∂
∂xi

∂

∂xk
=

n∑

l=1

Γlik
∂

∂xl
, ∇ ∂

∂xj

∂

∂xk
=

n∑

l=1

Γljk
∂

∂xl
(3.6.3)

Sustituyendo 3.6.3 en 3.6.2, usando las propiedades (b) y (c) de la definición
3.5.1 de conexión afín y que [ ∂

∂xi
, ∂
∂xj

] = 0 por el corolario 3.3.1, tenemos que

R

(
∂

∂xi
,
∂

∂xj

)
∂

∂xk
=

n∑

s=1

Rsijk
∂

∂xs

= ∇ ∂
∂xj

(
n∑

l=1

Γlik
∂

∂xl

)
− ∇ ∂

∂xi

(
n∑

l=1

Γljk
∂

∂xl

)

=

n∑

l=1

[
∇ ∂

∂xj

(
Γlik

∂

∂xl

)
− ∇ ∂

∂xi

(
Γljk

∂

∂xl

)]

=

n∑

l=1


Γlik

1︷ ︸︸ ︷
∇ ∂

∂xj

∂

∂xl
+

∂

∂xj
Γlik

∂

∂xl
− Γljk

1︷ ︸︸ ︷
∇ ∂

∂xi

∂

∂xl
− ∂

∂xi
Γljk

∂

∂xl




Nuevamente usando la definición de los símbolos de Christoffel en los términos
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marcados con (1) añadiendo el índice s en la suma obtenemos lo siguiente

R

(
∂

∂xi
,
∂

∂xj

)
∂

∂xk
=

n∑

s=1

Rsijk
∂

∂xs

=

n∑

l=1

[
Γlik

n∑

s=1

Γsjl
∂

∂xs
+

∂

∂xj
Γlik

∂

∂xl

]

−
n∑

l=1

[
Γljk

n∑

s=1

Γsil
∂

∂xs
+

∂

∂xi
Γljk

∂

∂xl

]

Distribuyendo las sumas y reorganizando los términos obtenemos

R

(
∂

∂xi
,
∂

∂xj

)
∂

∂xk
=

n∑

s=1

Rsijk
∂

∂xs

=

n∑

s=1

n∑

l=1

[
ΓlikΓsjl − ΓljkΓsil

] ∂

∂xs

−

2︷ ︸︸ ︷
n∑

l=1

[
∂

∂xj
Γlik − ∂

∂xi
Γljk

]
∂

∂xl

Intercambiando los índices l → s en el término marcado con (2) y factorizando
obtenemos que

R

(
∂

∂xi
,
∂

∂xj

)
∂

∂xk
=

n∑

s=1

Rsijk
∂

∂xs

=

n∑

s=1

n∑

l=1

[
ΓlikΓsjl − ΓljkΓsil

] ∂

∂xs
+

n∑

s=1

[
∂

∂xj
Γsik − ∂

∂xi
Γsjk

]
∂

∂xs

=
n∑

s=1

[
n∑

l=1

[
ΓlikΓsjl − ΓljkΓsil

]
+

∂

∂xj
Γsik − ∂

∂xi
Γsjk

]
∂

∂xs

ahora, dado que
{

∂
∂xs

, s = 1, 2, .., n
}

conforma una base, podemos entonces no-

tar que por independencia lineal

Rsijk =
n∑

l=1

[
ΓlikΓsjl − ΓljkΓsil

]
+

∂

∂xj
Γsik − ∂

∂xi
Γsjk

lo cual es el resultado deseado �

Para más información, revisar [PdC92, sección 2, capítulo 3 ]
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3.6.2. Curvatura Seccional

Proposición 3.6.2.
Sea σ ⊂ TpM un subespacio de dimensión 2 del espacio tangente TpM, sea
X,Y ∈ σ dos vectores linealmente independientes, entonces

Ksec(X,Y ) =
〈R(X,Y )X,Y 〉

‖X‖2‖Y ‖2 − 〈X,Y 〉2

no depende de la elección de la base de los vectores X,Y ∈ σ. Para ver la
demostración [PdC92, página 94].

Definición 3.6.3. Curvatura Seccional:
Dada un punto p ∈ M y un subespacio σ de dimensión 2 entonces el número
real Ksec(σ) = Ksec(X,Y ) es llamado Curvatura Seccional, donde {X,Y }
es base de σ.

Corolario 3.6.1. Curvatura Seccional en Coordenadas Locales:
Sea (M, 〈, 〉) una variedad Riemanniana, dada (U,ψ) ∈ DM una carta coor-
denada entorno a p ∈ M, con β = { ∂

∂xk
, k = 1, 2, .., n} base de TpM y

σij = span{ ∂
∂xi

, ∂
∂xj

} ⊂ TpM entonces la curvatura seccional Ksec(σij) tiene

la forma

Ksec(σij) = Ksec

(
∂

∂xi
,
∂

∂xj

)
=

n∑

k=1

Rkijigkj

giigjj − (gij)2
∀i, j = 1, ..n con i 6= j.

(3.6.4)

Más aún, si la base β es una base ortogonal la curvatura seccional toma la forma

Ksec(σij) = Ksec

(
∂

∂xi
,
∂

∂xj

)
=
Rjiji
gii

. (3.6.5)

Demostración.
Sea (M, 〈, 〉) una variedad Riemanniana, dada (U,ψ) ∈ DM una carta coor-
denada, β = { ∂

∂xk
, k = 1, 2, .., n} base de TpM y dados los subespacios σij =

gen{ ∂
∂xi

, ∂
∂xj

} ⊂ TpM, calculamos la curvatura seccional Ksec(σij)

Ksec(σij) = Ksec

(
∂

∂xi
,
∂

∂xj

)
=

〈R( ∂
∂xi

, ∂
∂xj

) ∂
∂xi

, ∂
∂xj

〉
‖ ∂
∂xi

‖2‖ ∂
∂xj

‖2 − 〈 ∂
∂xi

, ∂
∂xj

〉2

Usando la definición 3.6.2 sabemos que R( ∂
∂xi

, ∂
∂xj

) ∂
∂xi

=
∑n

k=1 R
k
iji

∂
∂xk

y la de-

finicion de los coeficiente de la métrica 3.4.5, al sustituir y usar las propiedades
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de linealidad de la métrica Riemanniana tenemos que

Ksec

(
∂

∂xi
,
∂

∂xj

)
=

〈
n∑

k=1

Rkiji
∂

∂xk
,
∂

∂xj

〉

giigjj − (gij)2
=

n∑

k=1

Rkiji

〈
∂

∂xk
,
∂

∂xj

〉

giigjj − (gij)2

=

n∑

k=1

Rkijigkj

giigjj − (gij)2
.

Así obtenemos la primer formula. Para la segunda formula, si β es una base
ortogonal entonces gij = 0 ∀i 6= j, usando la primer formula tenemos que

Ksec

(
∂

∂xi
,
∂

∂xj

)
=
Rjijigjj

giigjj
=
Rjiji
gii

. �

Corolario 3.6.2. Curvatura de Gauss:
Sea (M, g) una superficie de dimensión 2 entonces la curvatura seccional Ksec(σ12) =
Ksec(TpM), tomando ∂

∂x1
y ∂
∂x2

como base del espacio tangente entonces defi-
nimos la Curvatura de Gauss.

Ksec(σ12) = Ksec(TpM) =
g12R

1
121 + g22R

2
121

g11g22 − (g12)2

Si ∂
∂x1

y ∂
∂x2

son ortogonales, entonces

Ksec

(
∂

∂x1
,
∂

∂x2

)
=
R2

121

g11
.

Demostración.
Usando el primer resultado del corolario 3.6.1 obtenemos

Ksec

(
∂

∂x1
,
∂

∂x2

)
=

∑2
k=1 R

k
121gk2

g11g22 − (g12)2
=
R1

121g12 +R2
121g22

g11g22 − (g12)2

lo cual es el primer resultado. Para el segundo resultado usamos la segunda
fórmula del corolario 3.6.1, así

Ksec

(
∂

∂x1
,
∂

∂x2

)
=
R2

121

g11
. �

3.6.3. Curvatura de Ricci

Definición 3.6.4. Curvatura de Ricci:
Sea (M, g) una variedad Riemanniana y sea β =

{
∂
∂xi

, i = 1, ..., n
}

⊂ TpM
una base ortonormal de TpM, tomando ∂

∂xj
∈ β, entonces tenemos que la Cur-

vatura de Ricci en dirección de ∂
∂xj

se define como

Ric

(
∂

∂xj

)
=

1

n− 1

n∑

i=1

〈
R

(
∂

∂xj
,
∂

∂xi

)
∂

∂xj
,
∂

∂xi

〉
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Lema 3.6.1. Curvatura de Ricci(2):

Sea (M, g) una variedad Riemanniana y sea β =
{

∂
∂xi

, i = 1, ..., n
}

⊂ TpM
una base ortonormal de TpM, tomando ∂

∂xi
∈ β, entonces tenemos que la Cur-

vatura de Ricci en dirección de ∂
∂xi

tiene la forma

Ric

(
∂

∂xi

)
=

1

(n− 1)

n∑

j=1

Ksec(σij)

Demostración.
Usando la fórmula de la definición 3.6.4 tenemos que

Ric

(
∂

∂xi

)
=

1

n− 1

n∑

j=1

〈
R

(
∂

∂xi
,
∂

∂xj

)
∂

∂xi
,
∂

∂xj

〉

Ahora, recordando la fórmula de la curvatura seccional de la proposición 3.6.2,
la definición 3.6.3 y dado que β es una base ortonormal tenemos entonces que

〈
R

(
∂

∂xi
,
∂

∂xj

)
∂

∂xi
,
∂

∂xj

〉
= Ksec(σij)

con esto tenemos finalmente que

Ric

(
∂

∂xi

)
=

1

n− 1

n∑

j=1

〈
R

(
∂

∂xi
,
∂

∂xj

)
∂

∂xi
,
∂

∂xj

〉
con j 6= i

=
1

n− 1

n∑

j=1

Ksec(σij). �

Resaltemos que ∀X ∈ TpM podemos construir una base ortonormal α ⊂
TpM, tomando X̂, Ŷ ∈ α con X̂ = X

‖X‖ entonces como consecuencia de la
proposición 3.6.2 la Curvatura Seccional Ksec(σ) = Ksec(W,Z) no depende
de la elección de los elementos W,Z ∈ σ = span{X̂, Ŷ } ⊂ TpM por lo tanto por
el lema 3.6.1 la curvatura Ric (X) no depende de los elementos que se utilicen
para construir una base de TpM mientras la base sea ortonormal.

3.6.4. Curvatura Escalar

Definición 3.6.5. Curvatura Escalar:
Sea (M, g) una variedad Riemanniana y sea β =

{
∂
∂xi

, i = 1, ..., n
}

⊂ TpM
una base ortonormal de TpM, tomando ∂

∂xi
∈ β, entonces tenemos que la Cur-

vatura Escalar se define como

K(p) =
1

n

n∑

i=1

Ric

(
∂

∂xi

)
.
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4. Métricas Conformes a la Métrica Euclidiana

En este capítulo desarrollamos algunos resultados asociados a las conocidas
métricas conformes, en particular las métricas conformes a la métrica Eu-
clidiana, todo ello como pieza fundamental de esta tesis pues, algunos de los
resultados que se presentan en el capítulo 6 y 7 son derivados de lo expuesto en
esta sección.

Teorema 4.0.1. Conexión Métrica Conforme:
Sea (M, g) una variedad Riemanniana, dotada con una conexión de Levi-Civita
∇. Tomando g̃ = λg una métrica conforme a g, entonces, para todo par de
campos vectoriales X,Y ∈ X(M) la conexión de Levi-Civita para (M, g̃) estará
dada por:

∇̃XY = ∇XY +AXY donde

AXY =
1

2λ
(dλ(X)Y + dλ(Y )X − g(X,Y ) grad λ) .

b

p

M

TpM

γ

v
u

g(u, v)

b

p

M

TpM

γ

v
u

λg(u, v)

g → λg

0

b b

g(u, v)

λg(u, v)

Figura 4.0.1: Métrica Conforme.

Demostración.
Escribamos la fórmula de Koszul 3.5.2 para la conexión ∇

2g(∇XY, Z) =Xg(Y, Z) + Y g(X,Z) − Zg(X,Y )

+ g([X,Y ], Z) + g([Z,X ], Y ) + g([Z, Y ], X) (4.0.1)

para la conexión ∇̃ es de la forma

(i)︷ ︸︸ ︷
2g̃(∇̃XY, Z) =

(ii)︷ ︸︸ ︷
Xg̃(Y, Z) +

(iii)︷ ︸︸ ︷
Y g̃(X,Z) −

(iv)︷ ︸︸ ︷
Zg̃(X,Y )

+

(v)︷ ︸︸ ︷
g̃([X,Y ], Z) + g̃([Z,X ], Y ) + g̃([Z, Y ], X) (4.0.2)
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Desarrollando de (i)-(v) tenemos que

(i) 2g̃(∇̃XY, Z) = 2λg(∇̃XY, Z)

(ii) Xg̃(Y, Z) = X(λg(Y, Z)) = X(λ)g(Y, Z) + λXg(Y, Z)

(iii) Y g̃(X,Z) = Y (λg(X,Z)) = Y (λ)g(X,Z) + λY g(X,Z)

(iv) Zg̃(X,Y ) = Z(λg(X,Y )) = Z(λ)g(X,Y ) + λZg(X,Y )

(v)
g̃([X,Y ], Z) + g̃([Z,X ], Y )

+g̃([Z, Y ], X)
= λ

{
g([X,Y ], Z) + g([Z,X ], Y )

+g([Z, Y ], X)

}

Usando los términos desarrollados de (i)-(v), en 4.0.2 obtenemos que

2λg(∇̃XY, Z) =X(λ)g(Y, Z) + Y (λ)g(X,Z) − Z(λ)g(X,Y )

+

(6)︷ ︸︸ ︷
λ

{
Xg(Y, Z) + Y g(X,Z) − Zg(X,Y )+

g([X,Y ], Z) + g([Z,X ], Y ) + g([Z, Y ], X)

}

Usando 4.0.1 en los términos marcados con (6) obtenemos

2λg(∇̃XY, Z) =X(λ)g(Y, Z) + Y (λ)g(X,Z) −
(7)︷ ︸︸ ︷
Z(λ) g(X,Y ) + 2λg(∇XY, Z)

Dividiendo entre 2λ y usando la definicion 3.4.6 del vector gradiente en (7)

Z(λ) = dλ(Z) = g(grad λ, Z)

Obtenemos lo siguiente

g(∇̃XY, Z) = g(∇XY, Z) +
1

2λ
{X(λ)g(Y, Z) + Y (λ)g(X,Z) − g(grad λ, Z)g(X,Y )}

Ahora, agrupando todo dentro de la métrica usando su linealidad tenemos

g(∇̃XY, Z) = g(∇XY +
1

2λ
{X(λ)Y + Y (λ)X − g(X,Y ) grad λ}, Z)

Finalmente usando que X(λ) = dλ(X) , Y (λ) = dλ(Y ) obtenemos la siguiente
igualdad

∇̃XY = ∇XY +
1

2λ
{X(λ)Y + Y (λ)X − g(X,Y ) grad λ}

= ∇XY +
1

2λ
{dλ(X)Y + dλ(Y )X − g(X,Y ) grad λ}

Por lo tanto, queda demostrado el lema. �
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4.1. Símbolos de Christoffel

Corolario 4.1.1. Símbolos de Christoffel de Métricas Conformes:
Sea (M, g) una variedad Riemanniana de dimensión n, con una conexión Levi-
Civita ∇, dada la métrica g̃ = λg conforme a g, tenemos que para (M, g̃) y la

conexión ∇̃ conforme los Símbolos de Christoffel son

Γ̃kij = Γkij +
1

2λ

n∑

l=1

[
gil

∂λ

∂xj
+ glj

∂λ

∂xi
− gji

∂λ

∂xl

]
glk (4.1.1)

donde Γkij y gij son los símbolos de Christoffel y términos de la métrica origi-
nales.

Demostración.
Sea (U,ψ) ∈ DM una carta coordenada para una vecindad de p ∈ M y tomando
una base de TpM como en el lema 3.2.1, dada la métrica conforme g̃ = λg
y los coeficientes de la métrica g̃ij = λgij para todo i, j, también sabemos que

(g̃ij)
−1 = (g̃ij) = (g

ij

λ
). Calculando los símbolos de Christoffel para la métrica

g̃ usando la fórmula dada de la definición 3.5.3 obtenemos

Γ̃kij =
1

2

n∑

l=1

[
∂g̃il
∂xj

+
∂g̃lj
∂xi

− ∂g̃ji
∂xl

]
g̃lk

=
1

2

n∑

l=1

[
∂(λgil)

∂xj
+
∂(λglj)

∂xi
− ∂(λgji)

∂xl

]
glk

λ

=
1

2

n∑

l=1




1︷ ︸︸ ︷
λ
∂gil
∂xj

+

2︷ ︸︸ ︷
gil

∂λ

∂xj
+

1︷ ︸︸ ︷
λ
∂glj
∂xi

+

2︷ ︸︸ ︷
glj

∂λ

∂xi
−

1︷ ︸︸ ︷
λ
∂gji
∂xl

−

2︷ ︸︸ ︷
gji

∂λ

∂xl



glk

λ

Agrupando y factorizando λ en los términos marcados con (1) y agrupando los
términos marcados con (2) tenemos que

Γ̃kij =

Γk
ij︷ ︸︸ ︷

λ

2

n∑

l=1

[
∂gil
∂xj

+
∂glj
∂xi

− ∂gji
∂xl

]
glk

λ
+

1

2

n∑

l=1

[
gil

∂λ

∂xj
+ glj

∂λ

∂xi
− gji

∂λ

∂xl

]
glk

λ

=Γkij +
1

2λ

n∑

l=1

[
gil

∂λ

∂xj
+ glj

∂λ

∂xi
− gji

∂λ

∂xl

]
glk �
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b

p

M

TpM

γ

v

b
TRn = R2n

g = λ

(
n∑

i=1

dx2
i

)

Figura 4.1.1: Métrica Conforme a la métrica Euclidiana.

Corolario 4.1.2. Símbolos de Christoffel de Métricas Conformes a la
métrica Euclidiana:
Sea (Rn, g̃) una variedad Riemanniana de dimensión n, dotada con una cone-

xión de Levi-Civita ∇̃ y una métrica conformes a la métrica Euclidiana g̃ =
λ(
∑n

k=1 dx
2
k), entonces los Símbolos de Christoffel para (Rn, g̃) tienen las

siguientes 5 reglas de cálculo.

a) Si i 6= j 6= k entonces Γ̃kij = 0.

b) Si i = j 6= k entonces Γ̃kij = Γ̃kii = − 1
2λ

∂λ
∂xk

.

c) Si i = k 6= j entonces Γ̃kij = Γ̃iij = 1
2λ

∂λ
∂xj

.

d) Si k = j 6= i entonces Γ̃kij = Γ̃jij = 1
2λ

∂λ
∂xi

.

e) Si i = j = k entonces Γ̃kij = Γ̃iii = 1
2λ

∂λ
∂xi

.

Demostración.
Empecemos utilizando el resultado del corolario 4.1.1. Tenemos que los Símbolos
de Christoffel para la métrica conforme son de la forma

Γ̃kij = Γkij +
1

2λ

n∑

l=1

[
gil

∂λ

∂xj
+ glj

∂λ

∂xi
− gji

∂λ

∂xl

]
glk.
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Tenemos que gij = δij y Γkij = 0 pues son los Símbolos de Christoffel y los
coeficientes de la métrica Euclidiana, por tanto

Γ̃kij =
1

2λ

[
δik

∂λ

∂xj
+ δkj

∂λ

∂xi
− δji

∂λ

∂xk

]
.

Tomando en cuenta todas las posibles combinaciones con repetición de {i, j, k =
1, 2, ..., n}, los cuales representan n3 posibles combinaciones, para calcularlas
tenemos 5 casos posibles:

a)
Si i 6= j 6= k tenemos que en (4.28) δik = 0, δkj = 0 y δji = 0 por lo tanto

Γ̃kij = 0, lo que representa n(n− 1)(n− 2) = n3 − 3n2 + 2n términos.

b)
Si i = j 6= k tenemos que en (4.28) δik = 0, δkj = 0 y δji = 1 por lo tanto

Γ̃kij = Γ̃kii = − 1
2λ

∂λ
∂xk

, lo que representa n(n− 1) = n2 − n términos.

c)
Si i = k 6= j tenemos que en (4.28) δik = 1, δkj = 0 y δji = 0 por lo tanto

Γ̃kij = Γ̃iij = 1
2λ

∂λ
∂xj

, lo que representa n(n− 1) = n2 − n términos.

d)
Si k = j 6= i tenemos que en (4.28) δik = 0, δkj = 1 y δji = 0 por lo tanto

Γ̃kij = Γ̃jij = 1
2λ

∂λ
∂xi

, lo que representa n(n− 1) = n2 − n términos.

e)
Si i = j = k tenemos que en (4.28) δik = 1, δkj = 1 y δji = 1 y debido a
que los índices son iguales, haciendo la suma total sólo queda un término,
por lo tanto Γ̃kij = Γ̃iii = 1

2λ
∂λ
∂xi

, lo que representa n términos.

Finalmente hacemos la suma de los términos en a), b), c), d) y e), lo cual nos
da n3 términos. �

Corolario 4.1.3. Símbolos de Christoffel de Métricas Conformes a la
métrica Euclidiana en R2:
Sea (R2, g̃) una variedad Riemanniana con una métrica conforme a R2, es decir
g̃ = λ(dx2

1 + dx2
2) entonces tenemos que los Símbolos de Christoffel para

(R2, g̃) cumplen la siguiente relación:

Γ1
11 = Γ2

12 = Γ2
21 = −Γ1

22 =
1

2λ

∂λ

∂x1

Γ2
22 = Γ1

12 = Γ1
21 = −Γ2

11 =
1

2λ

∂λ

∂x2
. (4.1.2)

Demostración.
Usando el resultado del corolario anterior 4.1.2 y el hecho de que n = 2, ob-
tenemos que hay 23 = 8 términos y correspondientemente 8 combinaciones de
(i, j, k), por tanto tenemos lo siguiente:

39



a)

Si i 6= j 6= k entonces Γ̃kij = 0, pero no hay combinaciones de i,j y k en
las cuales los 3 sean distintos índices.

b)

Si i = j 6= k entonces Γ̃kij = Γ̃kii = − 1
2λ

∂λ
∂xk

, para este caso tenemos 2

posibles combinaciones (1, 1, 2) y (2, 2, 1), así

Γ2
11 = − 1

2λ

∂λ

∂x2
(ii) Γ1

22 = − 1

2λ

∂λ

∂x1
(i)

c)

Si i = k 6= j entonces Γ̃kij = Γ̃iij = 1
2λ

∂λ
∂xj

, para este caso, tenemos las

siguientes 2 combinaciones (1, 2, 1) y (2, 1, 2), así

Γ1
12 =

1

2λ

∂λ

∂x2
(ii) Γ2

21 =
1

2λ

∂λ

∂x1
(i)

d)

Si k = j 6= i entonces Γ̃kij = Γ̃jij = 1
2λ

∂λ
∂xi

, para este caso, tenemos las
siguientes 2 combinaciones (2, 1, 1) y (1, 2, 2), así

Γ1
21 =

1

2λ

∂λ

∂x2
(ii) Γ2

12 =
1

2λ

∂λ

∂x1
(i)

e)

Si i = j = k entonces Γ̃kij = Γ̃iii = 1
2λ

∂λ
∂xi

, para este caso, tenemos las
siguientes 2 combinaciones (1, 1, 1) y (2, 2, 2), así

Γ1
11 =

1

2λ

∂λ

∂x1
(i) Γ2

22 =
1

2λ

∂λ

∂x2
(ii)

Finalmente agrupando los términos marcados en (i) y (ii) obtenemos el resultado
deseado. �

Corolario 4.1.4. Símbolos de Christoffel de Métricas Conformes a la
métrica Euclidiana en R

3:
Sea (R3, g̃) una variedad Riemanniana con una métrica conforme a la métrica
Euclidiana g̃ = λ(dx2

1 +dx2
2 +dx2

3) entonces los Símbolos de Christoffel para
(R3, g̃) cumplen la siguiente relación:

Γ3
12 = Γ2

13 = Γ3
21 = Γ1

23 = Γ2
31 = Γ1

32 = 0.

Γ1
11 = Γ2

12 = Γ3
13 = −Γ1

22 = Γ2
21 = Γ3

31 = −Γ1
33 =

1

2λ

∂λ

∂x1
.

Γ2
22 = Γ1

21 = Γ3
23 = −Γ2

11 = Γ1
12 = Γ3

32 = −Γ2
33 =

1

2λ

∂λ

∂x2
.

Γ3
33 = Γ1

31 = Γ2
32 = −Γ3

22 = Γ2
23 = Γ1

13 = −Γ3
11 =

1

2λ

∂λ

∂x3
.
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Demostración.
Usando el resultado del corolario 4.1.2 y el hecho de que n = 3, notamos que hay
33 = 27 términos que corresponden a 27 combinaciones de (i, j, k), por tanto
tenemos lo siguiente:

a)

Si i 6= j 6= k entonces Γ̃kij = 0, lo que nos da 6 combinaciones posibles de
i,j y k las cuales son (1, 2, 3), (1, 3, 2), (2, 1, 3), (2, 3, 1), (3, 1, 2) y (3, 2, 1),
por tanto tenemos que

Γ3
12 = Γ2

13 = Γ3
21 = Γ1

23 = Γ2
31 = Γ1

32 = 0. (0)

b)

Si i = j 6= k entonces Γ̃kij = Γ̃kii = − 1
2λ

∂λ
∂xk

, para este caso tenemos 6 po-

sibles combinaciones (1, 1, 2), (2, 2, 1), (1, 1, 2), (2, 2, 1), (1, 1, 2) y (2, 2, 1)
así

Γ2
11 = − 1

2λ

∂λ

∂x2
(ii) Γ3

11 = − 1

2λ

∂λ

∂x3
(iii) Γ1

22 = − 1

2λ

∂λ

∂x1
(i)

Γ3
22 = − 1

2λ

∂λ

∂x3
(iii) Γ1

33 = − 1

2λ

∂λ

∂x1
(i) Γ2

33 = − 1

2λ

∂λ

∂x2
(ii)

c)

Si i = k 6= j entonces Γ̃kij = Γ̃iij = 1
2λ

∂λ
∂xj

, para este caso tenemos 6 posibles

combinaciones (1, 2, 1), (1, 3, 1), (2, 1, 2), (2, 3, 2), (3, 1, 3) y (3, 2, 3) así

Γ1
12 =

1

2λ

∂λ

∂x2
(ii) Γ1

13 =
1

2λ

∂λ

∂x3
(iii) Γ2

21 =
1

2λ

∂λ

∂x1
(i)

Γ2
23 =

1

2λ

∂λ

∂x3
(iii) Γ3

31 =
1

2λ

∂λ

∂x1
(i) Γ3

32 =
1

2λ

∂λ

∂x2
(ii)

d)

Si k = j 6= i entonces Γ̃kij = Γ̃jij = 1
2λ

∂λ
∂xi

, para este caso tenemos 6 posibles
combinaciones (1, 2, 2), (1, 3, 3), (2, 1, 1), (2, 3, 3), (3, 1, 1) y (3, 2, 2) así

Γ2
12 =

1

2λ

∂λ

∂x1
(i) Γ3

13 =
1

2λ

∂λ

∂x1
(i) Γ1

21 =
1

2λ

∂λ

∂x2
(ii)

Γ3
23 =

1

2λ

∂λ

∂x2
(ii) Γ1

31 =
1

2λ

∂λ

∂x3
(iii) Γ2

32 =
1

2λ

∂λ

∂x3
(iii)

e)

Si i = j = k entonces Γ̃kij = Γ̃iii = 1
2λ

∂λ
∂xi

, para este caso tenemos 3 posibles
combinaciones (1, 1, 1), (2, 2, 2) y (3, 3, 3) así

Γ1
11 =

1

2λ

∂λ

∂x1
(i) Γ2

22 =
1

2λ

∂λ

∂x2
(ii) Γ3

33 =
1

2λ

∂λ

∂x3
(iii)

Finalmente agrupando los términos marcados en (i), (ii) y (iii) obtenemos el
resultado deseado. �
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4.2. Curvatura Seccional

Corolario 4.2.1. Curvaturas Seccionales Métrica Conforme a la Mé-
trica Euclidiana:
Sea (Rn, g̃) una variedad Riemanniana con g̃ = λ(

∑n
k=1 dx

2
k) conformes a la

métrica Euclidiana, entonces para una base β ortogonal del espacio tangente las
curvaturas seccionales K̃sec(σij) = K̃sec(

∂
∂xi

, ∂
∂xj

) son

K̃sec

(
∂

∂xi
,
∂

∂xj

)
= −∆ij lnλ

2λ
− ‖∇λ‖2

4λ3
+

‖∇ijλ‖2

4λ3
(a)

= K̃sec(σij) = −∆ijλ

2λ2
− ‖∇λ‖2

4λ3
+

3‖∇ijλ‖2

4λ3
(b) (4.2.1)

∀i 6= j donde ∆ij = ∂2

∂x2
i

+ ∂2

∂x2
j

y ∇ij = ( ∂
∂xi

, ∂
∂xj

).

Demostración.
Empecemos a demostrar (a), haciendo uso de la fórmula (3.6.5) del corolario
3.6.1, así tenemos que g̃ii = λ y

K̃sec

(
∂

∂xi
,
∂

∂xj

)
=
R̃jiji
g̃ii

=
R̃jiji
λ

(4.2.2)

Calculando el coeficiente del operador de curvatura R̃jiji usando la fórmula 3.6.1
de la definición 3.6.2 tenemos que

R̃jiji =

(1)︷ ︸︸ ︷
n∑

l=1

{Γ̃liiΓ̃
j
jl − Γ̃ljiΓ̃

j
il} +

(2)︷ ︸︸ ︷
∂

∂xj
Γ̃jii −

(3)︷ ︸︸ ︷
∂

∂xi
Γ̃jji (4.2.3)

Ahora, los términos Γ̃ son los símbolos de Christoffel de la métrica conforme a
la métrica Euclidiana que calculamos usando las reglas de cálculo del corolario
4.1.2, así los términos marcados con (1),(2) y (3), se desarrollan como sigue

(1) Para estos términos, la suma tiene la forma

n∑

l=1

{Γ̃liiΓ̃
j
jl − Γ̃ljiΓ̃

j
il} =

1≤l≤n∑

l 6=i6=j

{Γ̃liiΓ̃
j
jl − Γ̃ljiΓ̃

j
il}

+

l=i︷ ︸︸ ︷
{Γ̃iiiΓ̃

j
ji − Γ̃ijiΓ̃

j
ii} +

l=j︷ ︸︸ ︷
{Γ̃jiiΓ̃

j
jj − Γ̃jjiΓ̃

j
ij} (4.2.4)

Calculando los símbolos de Christoffel con las reglas de cálculo para el caso
l = i y tomando en cuenta que i 6= j tenemos que

{

1
2λ

∂λ
∂xi︷︸︸︷

Γ̃iii

1
2λ

∂λ
∂xi︷︸︸︷

Γ̃jji −

− 1
2λ

∂λ
∂xj︷︸︸︷

Γ̃iji

1
2λ

∂λ
∂xj︷︸︸︷

Γ̃jii } =
1

4λ2

((
∂λ

∂xi

)2

+

(
∂λ

∂xj

)2
)
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Para el siguiente caso tenemos con las reglas de cálculo para el caso l = j
y tomando en cuenta que i 6= j tenemos que

{

− 1
2λ

∂λ
∂xj︷︸︸︷

Γ̃jii

1
2λ

∂λ
∂xj︷︸︸︷

Γ̃jjj −

1
2λ

∂λ
∂xi︷︸︸︷

Γ̃jji

1
2λ

∂λ
∂xi︷︸︸︷

Γ̃jij } = − 1

4λ2

((
∂λ

∂xj

)2

+

(
∂λ

∂xi

)2
)

Sustituyendo en (4.2.4) obtenemos que

n∑

l=1

{Γ̃liiΓ̃
j
jl − Γ̃ljiΓ̃

j
il} =

1≤l≤n∑

l 6=i6=j

{Γ̃liiΓ̃
j
jl − Γ̃ljiΓ̃

j
il}

+
1

4λ2

((
∂λ

∂xi

)2

+

(
∂λ

∂xj

)2
)

− 1

4λ2

((
∂λ

∂xj

)2

+

(
∂λ

∂xi

)2
)

=

1≤l≤n∑

l 6=i6=j

(
Γ̃liiΓ̃

j
jl − Γ̃ljiΓ̃

j
il

)
=

1≤l≤n∑

l 6=i6=j

Γ̃liiΓ̃
j
jl −

1≤l≤n∑

l 6=i6=j

Γ̃ljiΓ̃
j
il (4.2.5)

Calculando los símbolos de Christoffel de la primera suma siguiendo las
reglas de cálculo y dado que l 6= i 6= j tenemos lo siguiente

Γ̃lii = − 1

2λ

∂λ

∂xl
Γ̃jjl =

1

2λ

∂λ

∂xl
.

Para la segunda suma siguiendo las reglas de cálculo y dado que l 6= i 6= j
tenemos lo siguiente

Γ̃lji = 0 Γ̃jil = 0

Por tanto, la segunda suma se anula y la primera se escribe continuando
en (4.2.5) como sigue

n∑

l=1

{Γ̃liiΓ̃
j
jl − Γ̃ljiΓ̃

j
il} =

1≤l≤n∑

l 6=i6=j

{Γ̃liiΓ̃
j
jl − Γ̃ljiΓ̃

j
il} =

1≤l≤n∑

l 6=i6=j

Γ̃liiΓ̃
j
jl −

1≤l≤n∑

l 6=i6=j

Γ̃ljiΓ̃
j
il

=

1≤l≤n∑

l 6=i6=j

Γ̃liiΓ̃
j
jl =

1≤l≤n∑

l 6=i6=j

(
− 1

2λ

∂λ

∂xl

)(
1

2λ

∂λ

∂xl

)

= − 1

4λ2

1≤l≤n∑

l 6=i6=j

(
∂λ

∂xl

)2

.

(2) Para el término marcado con (2) tenemos que calcular el símbolo de Chris-

toffel Γ̃jii, el cual con la regla de cálculo nos permite obtener lo siguiente

∂

∂xj
Γ̃jii =

∂

∂xj

(
− 1

2λ

∂λ

∂xj

)
= −1

2

∂2

∂x2
j

lnλ.
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(3) Para el término marcado con (3) tenemos que calcular el símbolo de Chris-

toffel Γ̃jji, el cual con la regla de cálculo nos permite obtener lo siguiente

∂

∂xi
Γ̃jji =

∂

∂xi

(
1

2λ

∂λ

∂xi

)
=

1

2

∂2

∂x2
i

ln λ.

Hecho esto, podemos terminar de calcular el coeficiente del operador de curva-
tura R̃jiji continuando lo hecho en (4.2.3)

R̃jiji =

(1)︷ ︸︸ ︷
n∑

l=1

{Γ̃liiΓ̃
j
jl − Γ̃ljiΓ̃

j
il} +

(2)︷ ︸︸ ︷
∂

∂xj
Γ̃jii −

(3)︷ ︸︸ ︷
∂

∂xi
Γ̃jji

= − 1

4λ2

1≤l≤n∑

l 6=i6=j

(
∂λ

∂xl

)2

− 1

2

∂2

∂x2
j

lnλ− 1

2

∂2

∂x2
i

lnλ

Factorizando los términos como operadores de ∂2

∂x2
i

y ∂2

∂x2
j

y asociado a ∆ij te-
nemos que

R̃jiji = − 1

4λ2

1≤l≤n∑

l 6=i6=j

(
∂λ

∂xl

)2

− 1

2

∂2

∂x2
j

lnλ− 1

2

∂2

∂x2
i

lnλ

= − 1

4λ2

1≤l≤n∑

l 6=i6=j

(
∂λ

∂xl

)2

− 1

2

(
∂2

∂x2
i

+
∂2

∂x2
j

)
lnλ

= −1

2
∆ij ln λ− 1

4λ2

1≤l≤n∑

l 6=i6=j

(
∂λ

∂xl

)2

Así continuamos con el cálculo de la curvatura seccional hecho en (4.2.2)

K̃sec

(
∂

∂xi
,
∂

∂xj

)
=
R̃jiji
λ

=
− 1

2 ∆ij ln λ− 1
4λ2

∑1≤l≤n
l 6=i6=j

(
∂λ
∂xl

)2

λ

= − 1

2λ
∆ij lnλ− 1

4λ3

1≤l≤n∑

l 6=i6=j

(
∂λ

∂xl

)2

.

Finalmente, intercambiamos l por k, además de sumar y restar los términos que
faltan en la última suma, para los casos de k = i y k = j, así obtenemos

K̃sec

(
∂

∂xi
,
∂

∂xj

)
= − 1

2λ
∆ij ln λ− 1

4λ3

1≤k≤n∑

k 6=i6=j

(
∂λ

∂xk

)2

= − 1

2λ
∆ij ln λ− 1

4λ3
‖∇λ‖2 +

(
∂λ
∂xi

)2

+
(
∂λ
∂xj

)2

4λ3
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Así, obtenemos el resultado en (a) definiendo ‖∇ijλ‖2 =
(
∂λ
∂xi

)2

+
(
∂λ
∂xj

)2

.

Para la fórmula (b) tenemos que usar las siguientes identidades

∂2

∂x2
i

ln λ =

∂2λ
∂x2

i

λ
−

(
∂λ
∂xi

)2

λ2
⇒ ∆ij ln λ =

∆ijλ

λ
− ‖∇ijλ‖2

λ2

Usando esto en el resultado anterior tenemos lo siguiente

K̃sec(σij) = − 1

2λ
∆ij ln λ− 1

4λ3
‖∇λ‖2 +

‖∇ijλ‖2

4λ3

= − 1

2λ2
∆ijλ+

1

2λ3
‖∇ijλ‖2 − 1

4λ3
‖∇λ‖2 +

‖∇ijλ‖2

4λ3

= − 1

2λ2
∆ijλ− 1

4λ3
‖∇λ‖2 +

3‖∇ijλ‖2

4λ3
.

Así, obtenemos el resultado deseado. �

Corolario 4.2.2. Curvatura Métrica Conforme a la Métrica Euclidia-
na en R2: Sea (M, g̃) una variedad riemanniana con métrica g̃ = λ(dx2

1 +dx2
2)

conforme a la métrica Euclidiana en R2, entonces la curvatura seccional (Cur-

vatura de Gauss) K̃sec(σ12) = K̃sec(
∂
∂x2

, ∂
∂x2

) = K̃sec(TpM), tiene la siguiente
forma

K̃sec(σ12) = K̃sec(TpM) = −∆ lnλ

2λ
= −

(
∂2

∂x2
1

+ ∂2

∂x2
2

)
ln λ

2λ
(4.2.6)

Demostración.
Usamos el corolario 4.2.1 tomando i = 1, j = 2 y n = 2, lo que hace que la
formula (4.2.1-a) tome la forma siguiente

K̃sec

(
∂

∂x1
,
∂

∂x2

)
= − 1

2α
∆12 ln λ = − 1

2λ
∆ lnλ. � (4.2.7)

4.3. Curvatura de Ricci

Lema 4.3.1. Curvatura de Ricci para Métricas Conformes a la Métri-
ca Euclidiana Rn: Sea (Rn, g̃) una variedad riemanniana con g̃ = λ(

∑n
i=1 dx

2
i )

y sea β ⊂ TpM una base ortonormal de TpM entonces tenemos que la Curva-
tura de Ricci en dirección de ∂

∂xi
tiene la forma

Ric

(
∂

∂xi

)
= − ∆ lnλ

2(n− 1)λ
− (n− 2)

2λ(n− 1)

∂2

∂x2
i

lnλ

− (n− 2)

4λ3(n− 1)
‖∇λ‖2 +

(n− 2)

4λ3(n− 1)

(
∂λ

∂xi

)2

(a)

= − ∆λ

2(n− 1)λ2
− (n− 2)

2(n− 1)λ2

∂2λ

∂x2
i

− (n− 4)

4(n− 1)λ3
‖∇λ‖2 +

3(n− 2)

4(n− 1)λ3

(
∂λ

∂xi

)2

(b)
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Demostración.
Usando la fórmula del lema 3.6.1 y sustituyendo la fórmula del corolario 4.2.1
de las curvaturas seccionales, tenemos

Ric

(
∂

∂xi

)
=

1

n− 1

1≤j≤n∑

j 6=i

Ksec(σij)

=
1

n− 1

1≤j≤n∑

j 6=i

(
−∆ij lnλ

2λ
− ‖∇λ‖2

4λ3
+

( ∂λ
∂xi

)2 + ( ∂λ
∂xj

)2

4λ3

)

=
1

n− 1




− 1
2λ

(1)︷ ︸︸ ︷
1≤j≤n∑

j 6=i

∆ij ln λ−

(2)︷ ︸︸ ︷
1≤j≤n∑

j 6=i

‖∇λ‖2

4λ3

+ 1
4λ3

(3)︷ ︸︸ ︷
1≤j≤n∑

j 6=i

((
∂λ

∂xi

)2

+

(
∂λ

∂xj

)2
)




Calculando individualmente los términos marcados con (1),(2) y (3) tenemos
que

(1) Para el término marcado con (1) calculamos la suma asociada al operador

∆ij = ∂2

∂x2
i

+ ∂2

∂x2
j

lo que nos lleva a lo siguiente

1≤j≤n∑

j 6=i

∆ij =

1≤j≤n∑

j 6=i

(
∂2

∂x2
i

+
∂2

∂x2
j

)
=

1≤j≤n∑

j 6=i

∂2

∂x2
i

+

1≤j≤n∑

j 6=i

∂2

∂x2
j

La primera suma que no depende de j, entonces se suman (n-1) veces el

término ∂2

∂x2
i

. En la segunda suma, sumamos y restamos el término ∂2

∂x2
i

lo

que nos lleva a lo siguiente

1≤j≤n∑

j 6=i

∆ij =

1≤j≤n∑

j 6=i

∂2

∂x2
i

+

1≤j≤n∑

j 6=i

∂2

∂x2
j

= (n− 1)
∂2

∂x2
i

+

n∑

j=1

∂2

∂x2
j

− ∂2

∂x2
i

= (n− 2)
∂2

∂x2
i

+ ∆

En la última línea tenemos finalmente ∆ como se define usualmente.

(2) Para la suma (2) tenemos que no hay dependencia de j por lo tanto tene-
mos que

1≤j≤n∑

j 6=i

‖∇λ‖2

4λ3
= (n− 1)

‖∇λ‖2

4λ3
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(3) Para la suma marcada con (3) tenemos lo siguiente

1≤j≤n∑

j 6=i

((
∂λ

∂xi

)2

+

(
∂λ

∂xj

)2
)

=

1≤j≤n∑

j 6=i

(
∂λ

∂xi

)2

+

1≤j≤n∑

j 6=i

(
∂λ

∂xj

)2

En la primera suma tenemos que no depende de j entonces hay (n-1) veces
( ∂λ
∂xi

)2. En la segunda expresión sumamos y restamos ( ∂λ
∂xi

)2 así obtenemos

1≤j≤n∑

j 6=i

((
∂λ

∂xi

)2

+

(
∂λ

∂xj

)2
)

=

1≤j≤n∑

j 6=i

(
∂λ

∂xi

)2

+

1≤j≤n∑

j 6=i

(
∂λ

∂xj

)2

= (n− 1)

(
∂λ

∂xi

)2

+

n∑

j=1

(
∂λ

∂xj

)2

−
(
∂λ

∂xi

)2

= (n− 2)

(
∂λ

∂xi

)2

+ ‖∇λ‖2

Continuando con el cálculo original, sustituimos los resultados de las sumas en
(1) (2) y (3)

Ric

(
∂

∂xi

)
=

1

n− 1




− 1
2λ

(1)︷ ︸︸ ︷
1≤j≤n∑

j 6=i

∆ij lnλ−

(2)︷ ︸︸ ︷
1≤j≤n∑

j 6=i

‖∇λ‖2

4λ3

+ 1
4λ3

(3)︷ ︸︸ ︷
1≤j≤n∑

j 6=i

((
∂λ

∂xi

)2

+

(
∂λ

∂xj

)2
)




=
1

n− 1




− 1
2λ

(
∆ lnλ+ (n− 2) ∂

2

∂x2
i

lnλ
)

− (n− 1)‖∇λ‖2

4λ3

+ 1
4λ3

(
(n− 2)

(
∂λ
∂xi

)2

+ ‖∇λ‖2

)



Ahora, haciendo álgebra y distribuyendo los términos tenemos lo siguiente

Ric

(
∂

∂xi

)
= − 1

2λ(n− 1)
∆ ln λ− n− 2

2λ(n− 1)

∂2

∂x2
i

ln λ

− (n− 2)‖∇λ‖2

4λ3(n− 1)
+

(n− 2)

4λ3(n− 1)

(
∂λ

∂xi

)2

Así obtenemos el resultado para (a). Para (b) usamos las siguientes identidades

∂2

∂x2
i

ln λ =

∂2λ
∂x2

i

λ
−

(
∂λ
∂xi

)2

λ2
⇒ ∆ lnλ =

∆λ

λ
− ‖∇λ‖2

λ2
.

y haciendo un poco de álgebra en la fórmula (a) obtenemos (b). �
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4.4. Curvatura Escalar

Corolario 4.4.1. Curvatura Escalar para Métricas Conformes a la
Métrica Euclidiana en Rn:
Sea (Rn, g̃) una variedad riemanniana, con g̃ = λg, siendo g la métrica usual de
Rn y sea β ⊂ TpM una base del espacio tangente TpM como en el lema 3.2.1,
entonces tenemos que la Curvatura Escalar para Métrica Conforme a la
Métrica Euclidiana en R

n tiene la siguiente forma

K(p) = − 1

nλ
∆ ln λ− (n− 2)

4nλ3
‖∇λ‖2 (a)

= − 1

nλ2
∆λ− (n− 6)

4nλ3
‖∇λ‖2 (b)

Demostración.
Usando la fórmula de la definición 3.6.5 y las expresiones para la curvatura de
Ricci del lema 4.3.1 obtenemos lo siguiente

K(p) =
1

n

n∑

i=1

Ric

(
∂

∂xi

)
=

1

n

n∑

i=1




− ∆ lnλ
2(n−1)λ − (n−2)

2λ(n−1)
∂2

∂x2
i

ln λ

− (n−2)
4λ3(n−1)‖∇λ‖2 + (n−2)

4λ3(n−1)

(
∂λ
∂xi

)2




Distribuyendo la suma obtenemos que

K(p) = − 1

n

n∑

i=1

∆ ln λ

2(n− 1)λ
− (n− 2)

4nλ3(n− 1)

n∑

i=1

‖∇λ‖2

− (n− 2)

2nλ(n− 1)

n∑

i=1

∂2

∂x2
i

lnλ+
(n− 2)

4nλ3(n− 1)

n∑

i=1

(
∂λ

∂xi

)2

Las dos primeras sumas no depende de i así tenemos n veces las expresiones su-
madas, por otro lado las dos sumas restantes tienen como resultado el laplaciano
y la norma al cuadrado del gradiente, por tanto

K(p) = − n∆ ln λ

2n(n− 1)λ
− n(n− 2)

4nλ3(n− 1)
‖∇λ‖2

− (n− 2)

2nλ(n− 1)
∆ ln λ+

(n− 2)

4nλ3(n− 1)
‖∇λ‖2

Factorizando términos comunes y haciendo álgebra obtenemos

K(p) = − ∆ lnλ

2n(n− 1)λ
(n+ n− 2) − n(n− 2)

4nλ3(n− 1)
‖∇λ‖2(n− 1)

= − 2(n− 1)∆ lnλ

2n(n− 1)λ
− n(n− 1)(n− 2)

4nλ3(n− 1)
‖∇λ‖2

= − ∆ lnλ

nλ
− (n− 2)

4λ3
‖∇λ‖2
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Finalmente obtenemos la primera fórmula. Para la segunda fórmula, calculamos
∆ lnλ como sigue

∂2

∂x2
i

lnλ =
∂

∂xi

(
∂λ
∂xi

λ

)
=

∂2λ
∂x2

i

λ−
(
∂λ
∂xi

)2

λ2
=

∂2λ
∂x2

i

λ
−

(
∂λ
∂xi

)2

λ2

Con este cálculo obtenemos lo siguiente

∆ ln λ =

n∑

i=1

∂2

∂x2
i

ln λ =

n∑

i=1




∂2λ
∂x2

i

λ
−

(
∂λ
∂xi

)2

λ2




=

∑n
i=1

∂2λ
∂x2

i

λ
−
∑n

i=1

(
∂λ
∂xi

)2

λ2
=

∆λ

λ
− ‖∇λ‖2

λ2

sustituyendo en la primera suma obtenemos

K(p) = − 1

nλ
∆ ln λ− (n− 2)

n4λ3
‖∇λ‖2 = − 1

nλ

(
∆λ

λ
− ‖∇λ‖2

λ2

)
− (n− 2)

n4λ3
‖∇λ‖2

= − ∆λ

nλ2
+

‖∇λ‖2

nλ3
− (n− 2)

n4λ3
‖∇λ‖2 = − ∆λ

nλ2
− (n− 6)

n4λ3
‖∇λ‖2

Así, hemos llegado finalmente al resultado de la fórmula (b). �

4.5. Resultados Preliminares

Ejemplo 4.5.1. Geodésicas para Métricas Conformes a la Métrica Eu-
clidiana en R2:
Sea (R2, g̃) una variedad riemanniana con métrica conforme a la métrica Eu-
clidiana, entonces las ecuaciones de las geodésicas para las métricas con-
formes en un sistema de coordenadas son de la forma

d2x1

dt2
+ Γ1

11

((
dx1

dt

)2

−
(
dx2

dt

)2
)

+ 2Γ1
12

dx1

dt

dx2

dt
= 0

d2x2

dt2
+ Γ2

22

((
dx2

dt

)2

−
(
dx1

dt

)2
)

+ 2Γ2
12

dx1

dt

dx2

dt
= 0.

Demostración.
Usando los resultados del corolario 4.1.3. tenemos que los Símbolos de Chris-
toffel para (R2, g̃) cumplen la siguiente relación:

(i) Γ1
11 = Γ2

12 = Γ2
21 = −Γ1

22 =
1

2λ

∂λ

∂x1
.

(ii) Γ2
22 = Γ1

12 = Γ1
21 = −Γ2

11 =
1

2λ

∂λ

∂x2
.
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Usando la fórmula para las ecuaciones de las geodésicas del corolario 3.5.2 que
son de la forma

d2xk
dt2

+

2∑

i,j=1

dxj
dt

dxi
dt

Γkij = 0, k = 1, 2.

Así la ecuación geodésica para el índice k = 1 se ve

0 =
d2x1

dt2
+

2∑

i,j=1

dxj
dt

dxi
dt

Γ1
ij

=
d2x1

dt2
+

(i)︷︸︸︷
Γ1

11

(
dx1

dt

)2

+

(i)︷︸︸︷
Γ1

22

(
dx2

dt

)2

+

(ii)︷︸︸︷
Γ1

12

dx1

dt

dx2

dt
+

(ii)︷︸︸︷
Γ1

21

dx1

dt

dx2

dt

Identificando los símbolos de Christoffel marcados con (i) notamos que cumplen
la siguiente relación Γ1

11 = −Γ1
22. Los términos marcados con (ii) cumplen que

Γ1
12 = Γ1

21. Sustituyendo Γ1
22 por Γ1

11 y Γ1
12 por Γ1

21 obtenemos lo siguiente

0 =
d2x1

dt2
+ Γ1

11

(
dx1

dt

)2

− Γ1
11

(
dx2

dt

)2

+ Γ1
12

dx1

dt

dx2

dt
+ Γ1

12

dx1

dt

dx2

dt

=
d2x1

dt2
+ Γ1

11

((
dx1

dt

)2

−
(
dx2

dt

)2
)

+ 2Γ1
12

dx1

dt

dx2

dt

Así tenemos la primera ecuación geodésica.
Continuando con los cálculos, ahora con k = 2, tenemos lo siguiente

0 =
d2x2

dt2
+

2∑

i,j=1

dxj
dt

dxi
dt

Γ2
ij

=
d2x2

dt2
+

(ii)︷︸︸︷
Γ2

11

(
dx1

dt

)2

+

(ii)︷︸︸︷
Γ2

22

(
dx2

dt

)2

+

(i)︷︸︸︷
Γ2

12

dx1

dt

dx2

dt
+

(i)︷︸︸︷
Γ2

21

dx1

dt

dx2

dt

Identificando los símbolos de Christoffel marcados con (i) notamos que cumplen
la relación Γ2

12 = Γ2
21. Los términos marcados con (ii) cumplen que Γ2

22 = −Γ2
11.

Sustituyendo Γ2
11 por Γ2

22 y Γ2
21 por Γ2

12 obtenemos lo siguiente

0 =
d2x2

dt2
− Γ2

22

(
dx1

dt

)2

+ Γ2
22

(
dx2

dt

)2

+ Γ2
12

dx1

dt

dx2

dt
+ Γ2

12

dx1

dt

dx2

dt

=
d2x1

dt2
+ Γ2

22

((
dx2

dt

)2

−
(
dx1

dt

)2
)

+ 2Γ2
12

dx1

dt

dx2

dt

Por tanto, tenemos la segunda ecuación geodésica. �
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Ejemplo 4.5.2. Geodésicas para Métricas Conformes a la Métrica Eu-
clidiana en R3: Sea (R3, g̃) una variedad riemanniana con métrica conforme
a la métrica Euclidiana, entonces tenemos que las ecuaciones de las geodésicas
en un sistema de coordenadas son de la forma

d2x1

dt2
+ Γ1

11

((
dx1

dt

)2

−
(
dx2

dt

)2

−
(
dx3

dt

)2
)

+ 2Γ1
12

dx1

dt

dx2

dt
+ 2Γ1

13

dx1

dt

dx3

dt
= 0

d2x2

dt2
+ Γ2

22

((
dx2

dt

)2

−
(
dx1

dt

)2

−
(
dx3

dt

)2
)

+ 2Γ2
12

dx1

dt

dx2

dt
+ 2Γ2

23

dx2

dt

dx3

dt
= 0

d2x3

dt2
+ Γ3

33

((
dx3

dt

)2

−
(
dx1

dt

)2

−
(
dx2

dt

)2
)

+ 2Γ3
13

dx1

dt

dx3

dt
+ 2Γ3

23

dx2

dt

dx3

dt
= 0.

Demostración.
Empecemos usando los resultados del corolario 4.1.4 así tenemos que los sím-
bolos de Christoffel para (R2, g̃) cumplen la siguiente relación:

(0) Γ3
12 = Γ2

13 = Γ3
21 = Γ1

23 = Γ2
31 = Γ1

32 = 0

(i) Γ1
11 = Γ2

12 = Γ3
13 = −Γ1

22 = Γ2
21 = Γ3

31 = −Γ1
33 =

1

2λ

∂λ

∂x1

(ii) Γ2
22 = Γ1

21 = Γ3
23 = −Γ2

11 = Γ1
12 = Γ3

32 = −Γ2
33 =

1

2λ

∂λ

∂x2

(iii) Γ3
33 = Γ1

31 = Γ2
32 = −Γ3

22 = Γ2
23 = Γ1

13 = −Γ3
11 =

1

2λ

∂λ

∂x3

También usando la fórmula para las ecuaciones de las geodésicas del corolario
3.5.2

d2xk
dt2

+

3∑

i,j=1

dxj
dt

dxi
dt

Γkij = 0, k = 1, 2, 3 (4.5.1)

La ecuación geodésica para el índice k = 1 es la siguiente

d2x1

dt2
+

3∑

i,j=1

dxj
dt

dxi
dt

Γ1
ij =

d2x1

dt2
+

(i)︷︸︸︷
Γ1

11

(
dx1

dt

)2

+

(i)︷︸︸︷
Γ1

22

(
dx2

dt

)2

+

(i)︷︸︸︷
Γ1

33

(
dx3

dt

)2

+

(ii)︷︸︸︷
Γ1

12

dx1

dt

dx2

dt
+

(iii)︷︸︸︷
Γ1

13

dx1

dt

dx3

dt
+

(ii)︷︸︸︷
Γ1

21

dx1

dt

dx2

dt

+

(0)︷︸︸︷
Γ1

23

dx2

dt

dx3

dt
+

(iii)︷︸︸︷
Γ1

31

dx3

dt

dx1

dt
+

(0)︷︸︸︷
Γ1

32

dx3

dt

dx2

dt
= 0

Identificando los símbolos de Christoffel marcados con (0) notamos que cumplen
la siguiente relación Γ1

23 = Γ1
32 = 0. Los términos marcados con (i) cumplen que

Γ1
11 = −Γ1

22 = −Γ1
33. Los términos marcados con (ii) cumplen que Γ1

12 = Γ1
21.
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Para los términos marcados con (iii) cumplen la relación Γ1
31 = Γ1

13. Final-
mente, sustituyendo Γ1

22 , Γ1
33 por Γ1

11, Γ1
12 por Γ1

21 y Γ1
31 por Γ1

13 obtenemos lo
siguiente

d2x1

dt2
+

n∑

i,j=1

dxj
dt

dxi
dt

Γ1
ij =

d2x1

dt2
+ 2Γ1

12

dx1

dt

dx2

dt
+ 2Γ1

13

dx1

dt

dx3

dt

+ Γ1
11

((
dx1

dt

)2

−
(
dx2

dt

)2

−
(
dx3

dt

)2
)

= 0

Así tenemos la primera ecuación geodésica.
Continuando con los cálculos, ahora con k = 2, tenemos lo siguiente

d2x2

dt2
+

3∑

i,j=1

dxj
dt

dxi
dt

Γ2
ij =

d2x2

dt2
+

(ii)︷︸︸︷
Γ2

11

(
dx1

dt

)2

+

(ii)︷︸︸︷
Γ2

22

(
dx2

dt

)2

+

(ii)︷︸︸︷
Γ2

33

(
dx3

dt

)2

+

(i)︷︸︸︷
Γ2

12

dx1

dt

dx2

dt
+

(0)︷︸︸︷
Γ2

13

dx1

dt

dx3

dt
+

(i)︷︸︸︷
Γ2

21

dx1

dt

dx2

dt

+

(iii)︷︸︸︷
Γ2

23

dx2

dt

dx3

dt
+

(0)︷︸︸︷
Γ2

31

dx3

dt

dx1

dt
+

(iii)︷︸︸︷
Γ2

32

dx3

dt

dx2

dt
= 0

Identificando los símbolos de Christoffel marcados con (0) que cumplen la rela-
ción Γ2

31 = Γ2
13 = 0. Los términos marcados con (ii) cumplen que Γ2

22 = −Γ2
11 =

−Γ2
33. Los términos marcados con (i) cumplen la relación Γ2

12 = Γ2
21. Para los

términos marcados con (iii) cumplen que Γ2
32 = Γ2

23. Sustituyendo Γ2
11, Γ2

33 por
Γ2

22, Γ2
12 por Γ2

21 y Γ2
23 por Γ2

32 obtenemos lo siguiente

d2x2

dt2
+

n∑

i,j=1

dxj
dt

dxi
dt

Γ2
ij =

d2x2

dt2
+ 2Γ2

12

dx1

dt

dx2

dt
+ 2Γ2

23

dx2

dt

dx3

dt

+ Γ2
22

((
dx2

dt

)2

−
(
dx1

dt

)2

−
(
dx3

dt

)2
)

= 0

Así tenemos la segunda ecuación geodésica.
Continuando con los cálculos, ahora con k = 3, tenemos lo siguiente

d2x3

dt2
+

3∑

i,j=1

dxj
dt

dxi
dt

Γ3
ij =

d2x3

dt2
+

(iii)︷︸︸︷
Γ3

11

(
dx1

dt

)2

+

(iii)︷︸︸︷
Γ3

22

(
dx2

dt

)2

+

(iii)︷︸︸︷
Γ3

33

(
dx3

dt

)2

+

(0)︷︸︸︷
Γ3

12

dx1

dt

dx2

dt
+

(i)︷︸︸︷
Γ3

13

dx1

dt

dx3

dt
+

(0)︷︸︸︷
Γ3

21

dx1

dt

dx2

dt

+

(ii)︷︸︸︷
Γ3

23

dx2

dt

dx3

dt
+

(i)︷︸︸︷
Γ3

31

dx3

dt

dx1

dt
+

(ii)︷︸︸︷
Γ3

32

dx3

dt

dx2

dt
= 0
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Identificando los símbolos de Christoffel marcados con (0) cumplen la relación
Γ3

12 = Γ3
21 = 0. Para los términos marcados con (iii) cumplen que Γ3

33 = −Γ3
22 =

−Γ3
11. Los términos marcados con (ii) cumplen que Γ3

23 = Γ3
32. Por último para

los términos marcados con (i) cumplen la relación Γ3
31 = Γ3

13. Sustituyendo Γ3
11,

Γ3
22 por Γ3

33, Γ3
32 por Γ3

23 y Γ3
31 por Γ3

13 obtenemos

d2x3

dt2
+

3∑

i,j=1

dxj
dt

dxi
dt

Γ3
ij =

d2x3

dt2
+ 2Γ3

23

dx2

dt

dx3

dt
+ 2Γ3

13

dx1

dt

dx3

dt

+ Γ3
33

((
dx3

dt

)2

−
(
dx1

dt

)2

−
(
dx2

dt

)2
)

= 0

Así tenemos la ultima ecuación geodésica. �

Ejemplo 4.5.3. Curvaturas Métricas Conformes a la Métrica Eucli-
diana en R

2: Sea (R2, g̃) una variedad Riemanniana con métricas conformes a
la métrica Euclidiana, entonces la Curvatura de Gauss cumple los siguiente

K̃sec(σ12) = K̃sec(σ21) = Ric

(
∂

∂x1

)
= Ric

(
∂

∂x2

)
= K̃(p) = −∆ lnλ

2λ
.

Demostración.
Usando las fórmulas del corolario 4.2.1, el lema 4.3.1 y el corolario 4.4.1,tomando
n = 2, tenemos para la primera fórmula

K̃sec(σij) = −∆ij lnλ

2λ
− ‖∇λ‖2

4λ3
+

( ∂λ
∂xi

)2 + ( ∂λ
∂xj

)2

4λ3

Ahora, tomando n = 2 obtenemos dos curvaturas seccionales asociadas a dos
subespacios de TpM es decir, σ12 ,σ21 ⊂ TpM, generadas por la misma base,
{ ∂
∂x1

, ∂
∂x2

}, también tenemos que el operador ∆ij es simétrico, por tanto ∆12 =
∆21 = ∆, así los últimos 2 términos de la suma se anulan debido a la definición
de ‖∇λ‖2 = ( ∂λ

∂xi
)2 + ( ∂λ

∂xj
)2 lo que nos da finalmente

K̃sec(σ12) = K̃sec(σ21) = −∆ lnλ

2λ
(4.5.2)

Ahora, trabajando con la fórmula del lema 4.3.1 que corresponde a la curvatura
de Ricci, tenemos

Ric

(
∂

∂xi

)
= − ∆ lnλ

2(n− 1)λ
− n− 2

2λ(n− 1)

∂2

∂x2
i

lnλ

− n− 2

4λ3(n− 1)
‖∇λ‖2 +

n− 2

4λ3(n− 1)

(
∂λ

∂xi

)2

Dado que n = 2 los últimos 3 términos de la fórmula se anulan por tanto
obtenemos finalmente que

Ric

(
∂

∂x1

)
= Ric

(
∂

∂x2

)
= −∆ lnλ

2λ
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Para terminar tomamos la fórmula (a) del corolario 4.4.1 lo que nos da

K(p) = − 1

2λ
∆ ln λ− 2 − 2

n4λ3
‖∇λ‖2 = − 1

2λ
∆ ln λ.

Así finalmente obtenemos el resultado deseado, al considerar el resultado de los
cálculos en las 3 curvaturas. �

Ejemplo 4.5.4. Métricas Conformes a la Métrica Euclidiana para
múltiplo de funciones: Sea (Rn, g̃) una variedad riemanniana con g̃ = λ1λ2g,
siendo g la métrica usual de Rn y λ1, λ2 : Rn → R tales que λ1 > 0 y λ2 > 0
entonces los Símbolos de Christoffel y las Curvaturas para la métrica Con-
forme en TRnp tienen la siguiente forma
Símbolos de Christoffel:

a) Si i 6= j 6= k, Γ̃kij = 0.

b) Si i = j 6= k, Γ̃kij = Γ̃kii = − 1
2λ1

∂λ1

∂xk
− 1

2λ2

∂λ2

∂xk
.

c) Si i = k 6= j, Γ̃kij = Γ̃iij = 1
2λ1

∂λ1

∂xj
+ 1

2λ2

∂λ2

∂xj
.

d) Si k = j 6= i, Γ̃kij = Γ̃jij = 1
2λ1

∂λ1

∂xi
+ 1

2λ2

∂λ2

∂xi
.

e) Si i = j = k, Γ̃kij = Γ̃iii = 1
2λ1

∂λ1

∂xi
+ 1

2λ2

∂λ2

∂xi
.

Curvatura Seccional:

Ksec(σij) =
Kλ1
sec(σij)

λ2
+
Kλ2
sec(σij)

λ1
− ∇λ1 · ∇λ2

2λ2
1λ

2
2

+
1

2λ2
1λ

2
2

(
∂λ1

∂xi

∂λ2

∂xi
+
∂λ1

∂xj

∂λ2

∂xj

)
.

Curvatura de Ricci:

Ric

(
∂

∂xi

)
=
Ricλ1

(
∂
∂xi

)

λ2
+
Ricλ2

(
∂
∂xi

)

λ1
− (n− 2)∇λ1 · ∇λ2

2(n− 1)λ2
1λ

2
2

+
(n− 2)∂λ1

∂xi

∂λ2

∂xi

2(n− 1)λ2
1λ

2
2

.

Curvatura Escalar:

K(p) =
Kλ1(p)

λ2
+
Kλ2(p)

λ1
− (n− 2)

2nλ2
1λ

2
2

∇λ1 · ∇λ2.

Siendo K
(·)
sec(σij) , Ric(·)( ∂

∂xi
) , y K(·)(p) las fórmulas de las curvaturas asocia-

das a las métricas λ1g y λ2g respectivamente.

Demostración.
Empecemos por calcular los símbolos de Christoffel usando la regla de cálculo
del corolario 4.1.2,tomando el factor conforme λ = λ1λ2 así obtenemos que

1

λ

∂λ

∂xi
=

1

λ1λ2

∂(λ1λ2)

∂xi
=

λ2

λ1λ2

∂λ1

∂xi
+

λ1

λ1λ2

∂λ2

∂xi
=

1

λ1

∂λ1

∂xi
+

1

λ2

∂λ2

∂xi
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Sustituyendo en las reglas de cálculo de corolario 4.1.2 obtenemos el resultado
deseado. Para obtener las fórmulas primero hacemos los siguientes cálculos para
λ = λ1λ2





(i)
∂

∂xi
ln λ =

∂

∂xi
ln λ1 +

∂

∂xi
lnλ2

(ii) ∆ij ln λ = ∆ij ln λ1 + ∆ij ln λ2

(iii) ∆ lnλ = ∆ ln λ1 + ∆ ln λ2

(iv)
∂λ

∂xi
= λ2

∂λ1

∂xi
+ λ1

∂λ2

∂xi

(v)

(
∂λ

∂xi

)2

= λ2
2

(
∂λ1

∂xi

)2

+ λ2
1

(
∂λ2

∂xi

)2

+ 2λ1λ2
∂λ1

∂xi

∂λ2

∂xi

(vi)

(
∂λ

∂xi

)2

+

(
∂λ

∂xj

)2

= λ2
2

((
∂λ1

∂xi

)2

+

(
∂λ1

∂xj

)2
)

+

λ2
1

((
∂λ2

∂xi

)2

+

(
∂λ2

∂xj

)2
)

+ 2λ1λ2

(
∂λ1

∂xi

∂λ2

∂xi
+
∂λ1

∂xj

∂λ2

∂xj

)

(vii) ‖∇λ‖2 = λ2
2‖∇λ1‖2 + λ2

1‖∇λ2‖2 + 2λ1λ2∇λ1 · ∇λ2

Continuando con el cálculo, empezamos con la fórmula para la curvatura sec-
cional dada en el corolario 4.2.1

K̃sec(σij) = K̃sec

(
∂

∂xi
,
∂

∂xj

)
= −∆ij lnλ

2λ
− ‖∇λ‖2

4λ3
+

( ∂λ
∂xi

)2 + ( ∂λ
∂xj

)2

4λ3

Usando (ii), (vi) y (vii) en la fórmula obtenemos que

K̃sec(σij) = − ∆ij lnλ

2λ
− ‖∇λ‖2

4λ3
+

( ∂λ
∂xi

)2 + ( ∂λ
∂xj

)2

4λ3

= −

(1)︷ ︸︸ ︷
∆ij lnλ1

2λ1λ2
−

(2)︷ ︸︸ ︷
∆ij lnλ2

2λ1λ2
−

(1)︷ ︸︸ ︷
λ2

2‖∇λ1‖2

4λ3
1λ

3
2

−

(2)︷ ︸︸ ︷
λ2

1‖∇λ2‖2

4λ3
1λ

3
2

−

(3)︷ ︸︸ ︷
2λ1λ1∇λ1 · ∇λ2

4λ3
1λ

3
2

+

(1)︷ ︸︸ ︷
λ2

2

((
∂λ1

∂xi

)2

+
(
∂λ1

∂xj

)2
)

4λ3
1λ

3
2

+

(2)︷ ︸︸ ︷
λ2

1

((
∂λ2

∂xi

)2

+
(
∂λ2

∂xj

)2
)

4λ3
1λ

3
2

+

(3)︷ ︸︸ ︷
2λ1λ2

(
∂λ1

∂xi

∂λ2

∂xi
+ ∂λ1

∂xj

∂λ2

∂xj

)

4λ3
1λ

3
2

Agrupando y simplificando los términos marcados con (1) , (2) y (3) obtenemos
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lo siguiente

K̃sec(σij) =

K
λ1
sec(σij )︷ ︸︸ ︷


∆ij lnλ1

2λ1
− ‖∇λ1‖2

4λ3
1

+

((
∂λ1

∂xi

)2

+
(
∂λ1

∂xj

)2
)

4λ3
1




1

λ2
− ∇λ1 · ∇λ2

2λ2
1λ

2
2

+

K
λ2
sec(σij )︷ ︸︸ ︷


∆ij lnλ2

2λ2
− ‖∇λ2‖2

4λ3
2

+

((
∂λ2

∂xi

)2

+
(
∂λ2

∂xj

)2
)

4λ3
2




1

λ1
+

(
∂λ1

∂xi

∂λ2

∂xi
+ ∂λ1

∂xj

∂λ2

∂xj

)

2λ2
1λ

2
2

Identificando los términos marcados con Kλ1
sec(σij) y Kλ2

sec(σij) los cuales son
las curvaturas seccionales del corolario 4.2.1 aplicado a los factores conformes
λ1 y λ2, esto nos lleva a la siguiente expresión

K̃sec(σij) =
Kλ1
sec(σij)

λ2
+
Kλ2
sec(σij)

λ1
− ∇λ1 · ∇λ2

2λ2
1λ

2
2

+

(
∂λ1

∂xi

∂λ2

∂xi
+ ∂λ1

∂xj

∂λ2

∂xj

)

2λ2
1λ

2
2

Así obtenemos el resultado deseado para la curvatura seccional.
Continuando con el cálculo usamos la fórmula del lema 3.6.1 para la curvatura
de Ricci y la fórmula anterior para obtener lo siguiente

R̃ic

(
∂

∂xi

)
=

1

(n− 1)

1≤j≤n∑

j 6=i

K̃sec(σij) =
1

(n− 1)

1≤j≤n∑

j 6=i



K

λ1
sec(σij)
λ2

+

(
∂λ1
∂xi

∂λ2
∂xi

+
∂λ1
∂xj

∂λ2
∂xj

)

2λ2
1λ

2
2

+
K

λ2
sec(σij )
λ1

− ∇λ1·∇λ2

2λ2
1λ

2
2




Distribuyendo la suma y agrupando obtenemos lo siguiente

R̃ic

(
∂

∂xi

)
=

Ricλ1 ( ∂
∂xi

)
︷ ︸︸ ︷

1

(n− 1)

1≤j≤n∑

j 6=i

Kλ1
sec(σij)

λ2
+

Ricλ2 ( ∂
∂xi

)
︷ ︸︸ ︷

1

(n− 1)

1≤j≤n∑

j 6=i

Kλ2
sec(σij)

λ1

− ∇λ1 · ∇λ2

2λ2
1λ

2
2

+

(∗)︷ ︸︸ ︷
1

(n− 1)

1≤j≤n∑

j 6=i

(
∂λ1

∂xi

∂λ2

∂xi
+
∂λ1

∂xj

∂λ2

∂xj

)

2λ2
1λ

2
2

Identificando Ricλ1 ( ∂
∂xi

) y Ricλ2( ∂
∂xi

) las curvaturas de Ricci del lema 3.6.1
correspondientes a los factores conformes λ1 y λ2, a continuación desarrollamos

56



el término marcado con (*)

1

(n− 1)

1≤j≤n∑

j 6=i

(
∂λ1

∂xi

∂λ2

∂xi
+
∂λ1

∂xj

∂λ2

∂xj

)
=
∂λ1

∂xi

∂λ2

∂xi
+

1

(n− 1)

1≤j≤n∑

j 6=i

∂λ1

∂xj

∂λ2

∂xj

=
∂λ1

∂xi

∂λ2

∂xi
+

1

(n− 1)




n∑

j=1

∂λ1

∂xj

∂λ2

∂xj
− ∂λ1

∂xi

∂λ2

∂xi




=
(n− 2)

(n− 1)

∂λ1

∂xi

∂λ2

∂xi
+

∇λ1 · ∇λ2

(n− 1)

Sustituyendo el cálculo anterior obtenemos finalmente el resultado deseado.

R̃ic

(
∂

∂xi

)
=
Ricλ1

(
∂
∂xi

)

λ2
+
Ricλ2

(
∂
∂xi

)

λ1
− ∇λ1 · ∇λ2

2λ2
1λ

2
2

+
(n− 2)∂λ1

∂xi

∂λ2

∂xi

2(n− 1)λ2
1λ

2
2

+
∇λ1 · ∇λ2

2(n− 1)λ2
1λ

2
2

=
Ricλ1

(
∂
∂xi

)

λ2
+
Ricλ2

(
∂
∂xi

)

λ1
− (n− 2)∇λ1 · ∇λ2

2(n− 1)λ2
1λ

2
2

+
(n− 2)∂λ1

∂xi

∂λ2

∂xi

2(n− 1)λ2
1λ

2
2

Así hemos llegado al resultado deseada, sin embargo haciendo los cálculos par-
tiendo de la fórmula dada en el lema 4.3.1, podemos notar que obtendríamos el
mismo resultado.
Continuando con los cálculos, usaremos ahora la fórmula dada en en la defini-
ción 3.6.5 en resultado anterior para obtener la curvatura escalar, lo que nos da
lo siguiente

K(p) =
1

n

n∑

i=1

Ric

(
∂

∂xi

)
=

Kλ1 (p)
λ2︷ ︸︸ ︷

1

n

n∑

i=1



Ricλ1

(
∂
∂xi

)

λ2


+

Kλ2 (p)
λ1︷ ︸︸ ︷

1

n

n∑

i=1



Ricλ2

(
∂
∂xi

)

λ1




−

1︷ ︸︸ ︷
1

n

n∑

i=1

(
(n− 2)∇λ1 · ∇λ2

2(n− 1)λ2
1λ

2
2

)
+

2︷ ︸︸ ︷
1

n

n∑

i=1

(
(n− 2)∂λ1

∂xi

∂λ2

∂xi

2(n− 1)λ2
1λ

2
2

)

Nuevamente identificando Kλ1 (x) y Kλ2(x) correspondientes a las curvaturas
escalares como en la definición 3.6.5 aplicadas a los factores conformes, dividi-
dos entre λ2 y λ1 respectivamente, por otro lado las sumas marcadas con (1) y
(2) se calculan a continuación

1

n

n∑

i=1

(
(n− 2)∇λ1 · ∇λ2

2(n− 1)λ2
1λ

2
2

)
=
n(n− 2)∇λ1 · ∇λ2

2n(n− 1)λ2
1λ

2
2

y

1

n

n∑

i=1

(
(n− 2)∂λ1

∂xi

∂λ2

∂xi

2(n− 1)λ2
1λ

2
2

)
=

(n− 2)∇λ1 · ∇λ2

2n(n− 1)λ2
1λ

2
2
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Subtituyendo y calculando finalmente obtenemos

K(p) =
Kλ1(p)

λ2
+
Kλ2(p)

λ1
− n(n− 2)∇λ1 · ∇λ2

2n(n− 1)λ2
1λ

2
2

+
(n− 2)∇λ1 · ∇λ2

2n(n− 1)λ2
1λ

2
2

=
Kλ1(p)

λ2
+
Kλ2(p)

λ1
+

(1 − n)(n− 2)∇λ1 · ∇λ2

2n(n− 1)λ2
1λ

2
2

=
Kλ1(p)

λ2
+
Kλ2(p)

λ1
− (n− 2)∇λ1 · ∇λ2

2nλ2
1λ

2
2

Finalmente hemos obtenido el resultado deseado. �

Ejemplo 4.5.5. Variedades de Curvatura Constante:
Sea (M, g) una variedad Riemanniana de dimensión n con curvatura constante
K, podemos caracterizar estas variedades en 3 grupos importantes de la siguiente
manera

K =





K < 0 Espacios Modelo hiperbólicos.

K = 0 Espacios Modelo Euclidianos.

K > 0 Espacios Modelo a la Esfera.

El estudio de las curvaturas, símbolos de Christoffel y geodésicas para los
espacios de curvatura K = 0 correspondientes a espacios modelo Euclidianos,
todo ello se reduce a considerar que los símbolos de Christoffel son Γkij = 0 lo
que implica que solución de las ecuación geodésicas dan como soluciones rectas
en Rn.
Continuando con las demás variedades las podemos caracterizar usando una
métrica conforme a la métrica Euclidiana usando la n-esfera como espacios
modelo (K > 0) y el Disco de Poincare (K < 0), para estos casos usaremos
una métrica auxiliar que nos permitirá hacer los cálculos para las curvaturas
y corroborar que son constantes con el signo correspondiente, además de que
podremos calcular los símbolos de Christoffel y las ecuaciones de las geodésicas.

K > 0 K = 0 K < 0

R
n

Disco de Poincaré H
nEspacio EuclidianoEsfera S

n

Figura 4.5.1: Espacios de Curvatura Constante.
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Antes de empezar cabe resaltar que esta métrica auxiliar esta basada en la
métrica obtenida gracias a la proyección estereográfica, las referencia para obte-
ner las métrica que inspiran el factor conforme que usaremos se pueden encon-
trar en [CFK+97, Sección - Hyperbolic Geometry], [Lee19, Sección 3 -Spheres]
y [Lee19, Sección 3 - Hyperbolic Spaces].
Para comenzar usaremos una métrica auxiliar que involucra el uso del parámetro
s, el cual dependiendo de su signo permite obtener los casos de curvatura posi-
tiva o negativa respectivamente, así tenemos (M, g) una variedad de curvatura
constante K con la métrica conforme a la métrica Euclidiana.

g = λ(x)

(
n∑

i=1

dx2
i

)
=

4C2
(∑n

i=1 dx
2
i

)

(C + s‖x‖2)2
=

4C2
(∑n

i=1 dx
2
i

)

(C + s(
∑n

i=1 x
2
i )

2)2

Entonces podemos usar las fórmulas del corolario 4.1.2 para calcular los símbolos
de Christoffel, el corolario 4.2.1, lema 4.3.1 y corolario 4.4.1 para las curvaturas
Seccional, Ricci y Escalar respectivamente. Calculando para la función conforme

λ(x) = 4C2

(C+s‖x‖2)2 lo siguiente





(i)
∂λ

∂xi
= − 42sC2xi

(C + s‖x‖2)3
= −sxiλ

2

C2
(C + s‖x‖2)

(ii)

(
∂λ

∂xi

)2

=
44s2C4x2

i

(C + s‖x‖2)6
=

4s2x2
iλ

3

C2

(iii) ‖∇λ‖2 =
4s2

C2
λ3‖x‖2

(iv)
∂2λ

∂x2
i

=
6s2

C2
x2
iλ

2 − sλ2

C2
(C + s‖x‖2)

(v)

(
∂λ

∂xi

)2

+

(
∂λ

∂xj

)2

=
4s2λ3

C2
(x2
i + x2

j)

(vi) ∆ijλ =
6s2

C2
λ2(x2

i + x2
j ) − 2sλ2

C2
(C + s‖x‖2)

Con esto calculamos la curvatura seccional del subespacio σij ⊂ TM partiendo
de la fórmula del corolario 4.2.1 además de usar (iii), (v) y (vi) obtenemos lo
siguiente

K̃sec(σij) = −∆ijλ

2λ2
− ‖∇λ‖2

4λ3
+

3

4

((
∂λ
∂xi

)2

+
(
∂λ
∂xj

)2
)

λ3

= −
6s2λ2(x2

i + x2
j )

2C2λ2
+

2sλ2(C + s‖x‖2)

2C2λ2
− 4s2λ3‖x‖2

4C2λ3
+

3

4

4s2λ3(x2
i + x2

j)

C2λ3

= −3s2

C2
(x2
i + x2

j) +
s

C2
(C + s‖x‖2) − s2

C2
‖x‖2 +

3s2

C2
(x2
i + x2

j)

=
s

C
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Así hemos obtenido que K̃sec(σij) = s
C

, ∀i, j,continuando usamos los resultados
del lema 3.6.1 para la curvatura de Ricci

Ric

(
∂

∂xi

)
=

1

(n− 1)

1≤j≤n∑

j 6=i

Ksec(σij) =
1

(n− 1)

1≤j≤n∑

j 6=i

s

C
=

s

C

Nuevamente tenemos que Ric
(

∂
∂xi

)
= s

C
, ∀i, a continuación usamos la fórmula

dada en la definición 3.6.5

K(p) =
1

n

n∑

i=1

Ric

(
∂

∂xi

)
=

1

n

n∑

i=1

s

C
=

s

C

Por lo tanto obtenemos

K̃sec(σij) = Ric

(
∂

∂xi

)
= K(p) =

s

C
= K

Para todo i, j, con este resultado podemos caracterizar los dos grupos de varie-
dades de curvatura constante considerando C > 0 e intercambiando de signo del
parámetro s = −1, 1.

K > 0 ⇒ s = 1 K < 0 ⇒ s = −1

λ(x) =
4C2

(C + ‖x‖2)2
λ(x) =

4C2

(C − ‖x‖2)2

K̃sec(σij) = 1
C

K̃sec(σij) = − 1
C

Ric
(

∂
∂xi

)
= 1

C
Ric

(
∂
∂xi

)
= − 1

C

K(p) = 1
C

K(p) = − 1
C

Ahora pasamos al cálculo de las ecuaciones geodésicas para los casos de di-
mensión n=2,3. Empezaremos por el siguiente cálculo usando (i)

1

2λ

∂λ

∂xi
= −sxiλ

2

2λC2
(C + s‖x‖2) = −sxiλ

2C2
(C + k‖x‖2)

= −4sxiC
2(C + s‖x‖2)

2C2(C + s‖x‖2)2
= − 2sxi

C + s‖x‖2
(4.5.3)

Para el caso de dimensión n=2, los símbolos de Christoffel de acuerdo al coro-
lario 4.1.3 y a (4.5.3) son de la forma siguiente

Γ1
11 = Γ2

12 = Γ2
21 = −Γ1

22 =
1

2λ

∂λ

∂x1
= − 2sx1

C + s‖x‖2

Γ2
22 = Γ1

12 = Γ1
21 = −Γ2

11 =
1

2λ

∂λ

∂x2
= − 2sx2

C + s‖x‖2
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Usando el ejemplo 4.5.1 las ecuaciones geodésicas con estos símbolos de Chris-
toffel para la primera ecuación se ven así

0 =
d2x1

dt2
+ Γ1

11

((
dx1

dt

)2

−
(
dx2

dt

)2
)

+ 2Γ1
12

dx1

dt

dx2

dt

=
d2x1

dt2
− 2sx1

C + s‖x‖2

((
dx1

dt

)2

−
(
dx2

dt

)2
)

− 4sx2

C + s‖x‖2

dx1

dt

dx2

dt

=
d2x1

dt2
− 2s

C + s‖x‖2

(((
dx1

dt

)2

−
(
dx2

dt

)2
)
x1 + 2x2

dx1

dt

dx2

dt

)

Para la segunda ecuación tenemos lo siguiente

0 =
d2x2

dt2
+ Γ2

22

((
dx2

dt

)2

−
(
dx1

dt

)2
)

+ 2Γ1
12

dx1

dt

dx2

dt

=
d2x2

dt2
− 2sx2

C + s‖x‖2

((
dx2

dt

)2

−
(
dx1

dt

)2
)

− 4sx1

C + s‖x‖2

dx1

dt

dx2

dt

=
d2x2

dt2
− 2s

C + s‖x‖2

(((
dx2

dt

)2

−
(
dx1

dt

)2
)
x2 + 2x1

dx1

dt

dx2

dt

)

Hecho lo anterior, para espacios de curvatura constante K > 0 es decir s = 1
obtenemos lo siguiente

(i)
d2x1

dt2
− 2

C + ‖x‖2

(((
dx1

dt

)2

−
(
dx2

dt

)2
)
x1 + 2x2

dx1

dt

dx2

dt

)
= 0

(ii)
d2x2

dt2
− 2

C + ‖x‖2

(((
dx2

dt

)2

−
(
dx1

dt

)2
)
x2 + 2x1

dx1

dt

dx2

dt

)
= 0

Para espacios de curvatura constante K < 0 es decir s = −1 obtenemos lo
siguiente

(i)
d2x1

dt2
+

2

C − ‖x‖2

(((
dx1

dt

)2

−
(
dx2

dt

)2
)
x1 + 2x2

dx1

dt

dx2

dt

)
= 0

(ii)
d2x2

dt2
+

2

C − ‖x‖2

(((
dx2

dt

)2

−
(
dx1

dt

)2
)
x2 + 2x1

dx1

dt

dx2

dt

)
= 0

Continuando con el caso de dimensión n=3 nuevamente usando (4.5.3) y el
corolario 4.1.4 con esto tenemos que los símbolos de Christoffel cumplen lo si-

61



guiente

Γ3
12 = Γ2

13 = Γ3
21 = Γ1

23 = Γ2
31 = Γ1

32 = 0

Γ1
11 = Γ2

12 = Γ3
13 = −Γ1

22 = Γ2
21 = Γ3

31 = −Γ1
33 =

1

2λ

∂λ

∂x1
= − 2sx1

C + k‖x‖2

Γ2
22 = Γ1

21 = Γ3
23 = −Γ2

11 = Γ1
12 = Γ3

32 = −Γ2
33 =

1

2λ

∂λ

∂x2
= − 2sx2

C + k‖x‖2

Γ3
33 = Γ1

31 = Γ2
32 = −Γ3

22 = Γ2
23 = Γ1

13 = −Γ3
11 =

1

2λ

∂λ

∂x3
= − 2sx3

C + k‖x‖2

Ahora usando el ejemplo 4.5.2 y haciendo cálculos similares al caso para n = 2
obtenemos que las ecuaciones geodésicas con estos símbolos de Christoffel son

d2x1

dt2
− 2s

C + s‖x‖2

(((
dx1

dt

)2

−
(
dx2

dt

)2

−
(
dx3

dt

)2
)
x1 + 2x2

dx1

dt

dx2

dt
+ 2x3

dx1

dt

dx3

dt

)
= 0

d2x2

dt2
− 2s

C + s‖x‖2

(((
dx2

dt

)2

−
(
dx1

dt

)2

−
(
dx3

dt

)2
)
x2 + 2x1

dx1

dt

dx2

dt
+ 2x3

dx2

dt

dx3

dt

)
= 0

d2x3

dt2
− 2s

C + s‖x‖2

(((
dx3

dt

)2

−
(
dx1

dt

)2

−
(
dx2

dt

)2
)
x3 + 2x1

dx1

dt

dx3

dt
+ 2x2

dx2

dt

dx3

dt

)
= 0

Hecho lo anterior, tenemos que para espacios de curvatura constante K > 0 es
decir s = 1 tenemos

(i)
d2x1

dt2
− 2

C + ‖x‖2

(((
dx1

dt

)2

−
(
dx2

dt

)2

−
(
dx3

dt

)2
)
x1 + 2x2

dx1

dt

dx2

dt
+ 2x3

dx1

dt

dx3

dt

)
= 0

(ii)
d2x2

dt2
− 2

C + ‖x‖2

(((
dx2

dt

)2

−
(
dx1

dt

)2

−
(
dx3

dt

)2
)
x2 + 2x1

dx1

dt

dx2

dt
+ 2x3

dx2

dt

dx3

dt

)
= 0

(iii)
d2x3

dt2
− 2

C + ‖x‖2

(((
dx3

dt

)2

−
(
dx1

dt

)2

−
(
dx2

dt

)2
)
x3 + 2x1

dx1

dt

dx3

dt
+ 2x2

dx2

dt

dx3

dt

)
= 0

Finalmente para espacios de curvatura constante K < 0 es decir s = −1 obte-
nemos

(i)
d2x1

dt2
+

2

C − ‖x‖2

(((
dx1

dt

)2

−
(
dx2

dt

)2

−
(
dx3

dt

)2
)
x1 + 2x2

dx1

dt

dx2

dt
+ 2x3

dx1

dt

dx3

dt

)
= 0

(ii)
d2x2

dt2
+

2

C − ‖x‖2

(((
dx2

dt

)2

−
(
dx1

dt

)2

−
(
dx3

dt

)2
)
x2 + 2x1

dx1

dt

dx2

dt
+ 2x3

dx2

dt

dx3

dt

)
= 0

(iii)
d2x3

dt2
+

2

C − ‖x‖2

(((
dx3

dt

)2

−
(
dx1

dt

)2

−
(
dx2

dt

)2
)
x3 + 2x1

dx1

dt

dx3

dt
+ 2x2

dx2

dt

dx3

dt

)
= 0

Con esto concluimos el ejemplo para variedades de curvatura constante.
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5. Preliminares Físicos

Definición 5.0.1. Sistema Mecánico Simple:
Sea (M, g) una variedad Riemanniana y V : M → R una función diferencia-
ble llamada Función Potencial entonces llamaremos a la tripleta (M, g, V )
Sistema Mecánico Simple. A la variedad M se le llama Espacio de Con-
figuración, al haz tangente TM se le llama Espacio Fase o Espacio de
Estados. Un punto (p, v) ∈ TM es un estado del sistema mecánico el cual
involucra la posición y velocidad de una partícula en el sistema mecánico.
Empecemos definiendo la Energía Cinética K : TM → R de la siguiente
forma

K(vp) =
1

2
gp(v, v) ∀vp ∈ TM.

Con esto se puede construir la comúnmente conocida como Energía Total
del sistema E : TM → R como

E(vp) = K(v) + V (π(vp)) ∀vp ∈ TM.

También podemos definir la función Lagrangiano L : TM → R que tiene la
forma

L(vp) = K(v) − V (π(vp)) , ∀vp ∈ TM (5.0.1)

Hay que resaltar que en el caso más general estas funciones pueden explícita-
mente depender del tiempo, sin embargo en nuestro caso estas depende implíci-
tamente del tiempo por lo cual agregamos la palabra "Simple". Ahora vamos a
definir las Órbitas o Trayectorias Físicas, así podremos diferenciar los crite-
rios y condiciones a cumplir para considerarlas soluciones del sistema mecánico.

Definición 5.0.2. Trayectorias Físicas:
Sea (M, g) una variedad Riemanniana y (M, g, V ) un Sistema Mecánico
Simple. Una Órbita o Trayectoria Física es una curva γ : (a, b) → M que
satisface la ecuación de movimiento (Sistema Dinámico)

D

dt
γ̇(t) = ∇γ̇(t)γ̇(t) = −(grad V )γ (5.0.2)

Con esta definición de Trayectorias Físicas tenemos lo necesario para de-
sarrollar la parte central de este trabajo, cabe resaltar que esta definición es
consistente con el Principio de Mínima Acción de Maupertuis y el Prin-
cipio de Conservación de la Energía.
Continuando con esta exposición vamos a dar una pequeña demostración del
Principio de Conservación de la Energía.

Proposición 5.0.1. Conservación de la Energía:
Dada (M, g, V ) un Sistema Mecánico Simple y γ(t) una trayectoria física
entonces la Energía Total es constante a lo largo de γ, dicho de otra forma
E(γ̇γ) = C.
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Demostración. Supongamos que γ(t) es una trayectoria física del sistema me-
cánico simple (M, g, V ), tenemos que la función de energía en esta trayectoria
tiene la siguiente forma

E(γ̇γ(t)) = K(γ̇(t)) + V (π(γ̇γ(t))) = K(γ̇(t)) + V (γ(t))).

Calculando la derivada respecto del tiempo de la función de energía tenemos los
siguiente

d

dt
E(γ̇γ(t)) =

d

dt
(K(γ̇(t)) + V (γ(t))))

=
d

dt

(
1

2
gp(γ̇(t), γ̇(t)) + V (γ(t)))

)

Dado que la Conexión de Levi-Civita es compatible con la Métrica Rieman-
niana (Corolario 3.5.1) y dada la definición 3.4.6 del campo gradiente tenemos
lo siguiente

d

dt
E(γ̇γ(t)) =

d

dt

(
1

2
gp(γ̇(t), γ̇(t)) + V (γ(t)))

)

= gp

(
D

dt
γ̇(t), γ̇(t)

)
+ dVγ(γ̇(t))

= gp

(
D

dt
γ̇(t), γ̇(t)

)
+ gp ((grad V )γ , γ̇(t))

Haciendo uso de la definición 5.0.2 de Trayectoria Física tenemos finalmente

d

dt
E(γ̇γ(t)) = gp

(
D

dt
γ̇(t), γ̇(t)

)
+ gp ((grad V )γ , γ̇(t))

= gp (−(grad V )γ , γ̇(t)) + gp ((grad V )γ , γ̇(t)) = 0

Con esto concluimos que la función de energía total es constante. �

A continuación podemos hacer una distinción de la región en la cual la
función de energía total tiene sentido, es decir dado E(v) = h siendo h un valor
constante de energía, entonces tenemos que dada (M, g, V ) y el valor de energía
constante tenemos que

h = K + V ⇒ h− V = K =
1

2
g ≥ 0 ⇒ V ≤ h.

Con esto podemos definir lo que conoceremos como la cerradura del h-Espacio
de Configuración siendo de la siguiente forma

Mh = {x ∈ M : V (x) ≤ h} .

Dado que g es no degenerada tenemos que el h-Espacio de Configuración es

Mh = {x ∈ M : V (x) < h} .
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Lo cual representa una Subvariedad de M.
Denotaremos a la Frontera del h-Espacio de Configuración como

∂Mh = {x ∈ M : V (x) = h} .

En algún momento vamos a hacer uso de la Frontera del h-Espacio de Con-
figuración pues bajo la definición de la Métrica de Jacobi-Maupertuis ésta
será degenerada.

5.1. El Principio de Maupertuis

Ahora tenemos lo necesario para justificar y construir adecuadamente la
que conoceremos como métrica de Jacobi-Maupertuis y señalar las diferen-
cias entre el principio de Maupertuis y el principio de mínima acción
de la mecánica clásica, pues la formulacion matematica de principio de
Maupertuis es un caso particular dentro de las formulaciones Hamiltonia-
na y Lagrangiana de la mecánica, para ello definimos de manera general la
formulación de la mecánica Lagrangiana, para señalar finalmente las limita-
ciones o restricciones bajo las cuales trabajaremos con la métrica de Jacobi-
Maupertuis.

Definición 5.1.1. Sistema Mecánico Lagrangiano:
Sea (M, g) una variedad Riemanniana y V : M → R una función potencial,
se define un Sistema Mecánico Lagrangiano como la dupla (M,L), siendo
L una función Lagrangiano definida con la ecuación 5.0.1.

Definición 5.1.2. La Acción en Sistemas Mecánicos Lagrangianos:
Sea (M, g) una variedad Riemanniana, V : M → R una función potencial
y (M,L) el Sistema Mecánico Lagrangiano asociado, definimos así la Ac-
ción de una curva γ : [a, b] → M como

S(γ) :=

∫ b

a

L(γ̇(t))dt.

Definición 5.1.3. Principio de Mínima Acción:
Sea (M,L) un Sistema Mecánico Lagrangiano, una curva α : [a, b] → M,
se dice que es un extremal de la acción si esta curva minimiza el funcional S es
decir

mı́n
γ∈M

S(γ) := mı́n
γ∈M

∫ b

a

L(γ̇(t))dt =

∫ b

a

L(α̇(t))dt.

A esta afirmación se le conoce como el Principio de Mínima Acción.

Para más información sobre la formulación matemática moderna en términos
del cálculo variacional se puede consultar [Arn97, Capítulo 3], [LLBP78, Capí-
tulo 1, Sección 2] y [AKN10, Sección 1.2 ]. Una forma equivalente del Principio
de Mínima Acción se expresa mediante las ecuaciones siguientes.
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Definición 5.1.4. Las Ecuaciones de Euler-Lagrange:
Sea (M, g) una variedad Riemanniana de dimensión n, V : M → R una fun-
ción potencial , (M,L) el Sistema Mecánico Lagrangiano asociado y
ψ ∈ DM una carta arbitraria (o cartas) que contiene a γ, entonces se dice
que γ cumple con el Principio de Mínima Acción si y solo si, la curva
x(t) = ψ ◦ γ(t) satisface las Ecuaciones de Euler-Lagrange

∂L
∂xi

− d

dt

∂L
∂ẋi

= 0 i = 1, 2, ..., n.

Aquí consideramos ẋ(t) = dψγ ◦ γ̇(t).

Definición 5.1.5. Acción Reducida o de Maupertuis:
Sea V : M → R una función potencial con (M, g, V ) el sistema mecánico
simple asociado y dada una curva γ : [a, b] → M, se define la Acción Reducida
(o Acción en el sentido de Maupertuis) como sigue

S0(γ) :=

∫

γ

√
2K(γ̇)dl =

∫

γ

√
2(h− V )

√
gγ(γ̇, γ̇)dt.

Esta definición está motivada al hacer una analogía a lo hecho en la sub-
seccion 2.3, sin embargo debido a que estamos trabajando en el haz tangente
tenemos que el diferencial de longitud es dl =

√
gdt y si consideramos un valor

de energía fijo h el hamiltoniano del sistema mecánico a lo largo de la curva es

h = E(γ̇γ) = K(γ̇) + V (π(γ̇γ)) ⇒ h− V (π(γ̇γ)) = K(γ̇) ∀γ̇γ ∈ TγM ⊂ TM.

Despejando obtenemos la expresión que aparece en la segunda integral.

Proposición 5.1.1. Principio de Mínima Acción de Maupertuis:
Sea (M, g, V ) sistema mecánico simple, dada una curva α : [a, b] → M y la
Acción Reducida de la curva, entonces α es una Trayectoria Física si mi-
nimiza la Acción Reducida es decir

mı́n
γ∈M

S0(γ) := mı́n
γ∈M

∫

γ

√
2(h− V )gγdt =

∫

α

√
2(h− V )gαdt.

Esta afirmación es una paráfrasis del Principio de Mínima Acción de
Maupertuis expuesto en el capítulo 2 y con más énfasis en la sección 2.3.
Para más información respecto a la formulación matemática de este principio
revisar [Arn97, Capítulo 9, página 245] , [Pin75, Sección 1.2] y quizás la re-
ferencia con mejor explicación física [LLBP78, Capítulo 7, Sección 44, página
169].
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6. La Métrica de Jacobi-Maupertuis

6.1. Generalidades de la Métrica de J-M

Definición 6.1.1. Métrica de Jacobi-Maupertuis:
La métrica de Jacobi-Maupertuis gh : TM × TM → R+ correspondiente a un
valor de energía h, de un sistema mecánico (M, g, V ) es dado por

gh(vp) = 2(h− V )g(v)p.

Aveces usaremos la abreviación J-M para referirnos a Jacobi-Maupertuis.

b

p

M

TpM

γ

v
b

p

M

TpM

γ

v

Metrica g Metrica de J-M g(h− V )

Espacio Tangente y Geodesicas de g
Espacio Tangente y Geodesicas de g(h− V )

Misma variedad pero distintas geodesicas

Figura 6.1.1: Métrica de Jacobi-Maupertuis

Lema 6.1.1. Conexión Métrica Conforme(Segunda Versión):
Sea (M, g) una variedad Riemanniana, dotada con una conexión de Levi-Civita
∇. Tomando g̃p(v) = e2ρ(vp)gp(v) una métrica conforme a la métrica Rieman-
niana g, entonces, para todo par de campos vectoriales X,Y ∈ X(M) la conexión
de Levi-Civita para (M, g̃) esta dada por

∇̃XY = ∇XY +AXY donde

AXY = dρ(X)Y + dρ(Y )X − g(X,Y ) grad ρ

Demostración.
Utilizando la fórmula del lema 4.0.1 tenemos

∇̃XY = ∇XY +AXY donde

AXY =
1

2λ
(dλ(X)Y + dλ(Y )X − g(X,Y ) grad λ)

Tomando λ = e2ρ(vp), tenemos que dλ = 2e2ρ(vp)dρ y grad λ = 2e2ρ(vp) grad ρ
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así, tenemos que

AXY =
1

2λ
(dλ(X)Y + dλ(Y )X − g(X,Y ) grad λ)

=
2e2ρ(vp)

2e2ρ(vp)
(dρ(X)Y + dρ(Y )X − g(X,Y ) grad ρ)

= dρ(X)Y + dρ(Y )X − g(X,Y ) grad ρ

Finalmente obtenemos el resultado deseado.

∇̃XY = ∇XY +AXY donde

AXY = dρ(X)Y + dρ(Y )X − g(X,Y ) grad ρ. �

Teorema 6.1.1. Teorema de Jacobi:
Las trayectorias físicas de (M, g, V ) de energía total h, son geodésicas de la
variedad Riemanniana (Mh, gh) donde gh es la métrica de Jacobi-Maupertuis.

Demostración.
Usando e2ρ = 2(h− V ) tenemos que

e2ρdρ = −dV
por lo tanto tenemos que dada la definición 3.4.6 de campo gradiente asociado
a la métrica g aplicada a un vector tangente arbitrario, tenemos por tanto

2(h− V ) gradρ = − gradV (6.1.1)

Ahora, sea γ(t) una trayectoria física de energía h, es decir

∇γ′(t)γ
′(t) = − gradV (6.1.2)

tenemos también que la energía cinética es

2K(γ(t)) = g(γ′(t), γ′(t)) = 2(h− V (γ(t))) (6.1.3)

Usando el lema 6.1.1 , tenemos que

∇̃γ′(t)γ
′(t) = ∇γ′(t)γ

′(t) + 2dρ(γ′(t))γ′(t) − g(γ′(t), γ′(t)) gradρ

Por (6.1.1) , (6.1.2) y (6.1.3) tenemos que

∇̃γ′(t)γ
′(t) = − gradV + 2dρ(γ′(t))γ′(t) + gradV

por lo tanto

∇̃γ′(t)γ
′(t) = 2dρ(γ′(t))γ′(t). (6.1.4)

Ahora haciendo una reparametrización por longitud de arco, tenemos que




t → r(s)

s → r−1(t)

s = r−1(t) =

∫ t

t0

2(h− V (γ(τ)))dτ =

∫ t

t0

e2ρdτ.
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Por el teorema de la función inversa y derivando h(s) tenemos que

dr

ds
(s) =

1

e2ρ
=

1

2(h− V (γ(t)))
. (6.1.5)

Ahora derivando la curva reparametrizada por longitud de arco, tenemos que

d

ds
γ(r(s)) =

dr

ds

dγ

dt
=

1

e2ρ(γ)

dγ

dt

Calculando la derivada covariante de dγ
ds

(r(s)) respecto a sí misma y usando las
propiedades (a) y (c) de la definición de conexión afín 3.5.1, tenemos que

∇̃ dγ
ds

(r(s))

[
dγ

ds
(r(s))

]
= ∇̃ dr

ds
dγ
dt

[
dr

ds

dγ

dt

]

=
dr

ds

(
∇̃ dγ

dt

[
dr

ds

dγ

dt

])

=
dr

ds




1︷ ︸︸ ︷[
dγ

dt

(
dr

ds

)]
dγ

dt
+

2︷ ︸︸ ︷
dr

ds
∇̃ dγ

dt

dγ

dt


 (6.1.6)

utilizando 6.1.5 en 1 y 2 tenemos que

dγ

dt

(
dr

ds

)
= d(e−2ρ)

(
dγ

dt

)

= − 1

e2ρ
2dρ

(
dγ

dt

)

dr

ds
∇̃ dγ

dt

dγ

dt
=

1

e2ρ
∇̃ dγ

dt

dγ

dt

Sustituyendo en 6.1.6 tenemos que

∇̃ dγ
ds

(r(s))

[
dγ

ds
(r(s))

]
=
dr

ds

([
dγ

dt

(
dr

ds

)]
dγ

dt
+
dr

ds
∇̃ dγ

dt

dγ

dt

)

=
1

e2ρ

(
− 1

e2ρ

[
2dρ

(
dγ

dt

)]
dγ

dt
+

1

e2ρ
∇̃ dγ

dt

dγ

dt

)

=
1

e4ρ

(
−
[
2dρ

(
dγ

dt

)]
dγ

dt
+ ∇̃ dγ

dt

dγ

dt

)
= 0

Finalmente utilizando 6.1.4 obtenemos la última igualdad. Por lo tanto, tenemos
que

∇̃ dγ
ds

(r(s))

[
dγ

ds
(r(s))

]
= 0.

Es decir, la curva γ̃(s) = γ(r(s)) parametrizada por longitud de arco, es geodé-
sica con la conexión asociada a la métrica gh(vp) = 2(h−V )gp(v), por lo tanto,
cualquier trayectoria o curva física de energía h en (M, g, V ) es geodésica en
(M, gh). �
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Lema 6.1.2. Parametrización por longitud de arco:
Como consecuencia de la demostración del teorema de Jacobi, tenemos que la
reparametrización por longitud de arco es la siguiente.

r(s) =

∫ s

0

dτ

e2ρ((γ′(τ)))
=

∫ s

0

dτ

2(h− V (γ(τ)))
.

Continuando con los resultados derivados de la sección 4 y 5 tenemos lo
siguiente.

Corolario 6.1.1. Símbolos de Christoffel Métrica Jacobi-Maupertuis:

Sea (M, g) una variedad Riemanniana de dimensión n > 1 y la métrica de
Jacobi-Maupertuis gh = 2(h − V )g, entonces los símbolos de Christoffel de la
métrica de J-M dependen únicamente del potencial V , los coeficientes de la
métrica y los símbolos de Christoffel de la métrica g con la forma

Γ̃kij = Γkij +
1

2(h− V )

n∑

l=1

[
gji

∂V

∂xl
− gil

∂V

∂xj
− glj

∂V

∂xi

]
glk. (6.1.7)

Más aún si g es la métrica Euclidiana, entonces los símbolos de Christoffel son
de la siguiente forma

a) Si i 6= j 6= k entonces Γ̃kij = 0.

b) Si i = j 6= k entonces Γ̃kij = Γ̃kii = 1
2(h−V )

∂V
∂xk

.

c) Si i = k 6= j entonces Γ̃kij = Γ̃iij = − 1
2(h−V )

∂V
∂xj

.

d) Si k = j 6= i entonces Γ̃kij = Γ̃jij = − 1
2(h−V )

∂V
∂xi

.

e) Si i = j = k entonces Γ̃kij = Γ̃iii = − 1
2(h−V )

∂V
∂xi

.

Demostración.
Usando las fórmula (6.1.7) y (4.1.1) además del corolario 4.1.1 y λ = 2(h− V )
obtenemos que ∂λ

∂xi
= ∂

∂xi
2(h−V ) = −2 ∂V

∂xi
, al sustituir en (4.1.1) demostramos

la primera afirmación y la formula.
Para la segunda afirmación usamos el corolario 4.1.2, λ = 2(h− V ) y 1

2λ
∂λ
∂xi

=
1

2λ
∂
∂xi

2(h− V ) = − 1
λ
∂V
∂xi

= − 1
2(h−V )

∂V
∂xi

. �

Como consecuencia del capítulo 4 podemos obtener expresiones para las
curvaturas seccionales, de Ricci y escalares para la métrica de J-M en Rn.

Definición 6.1.2. Curvaturas Mecánicas de la Métrica de J-M:
Sea (M, g) una variedad Riemanniana de dimensión n ≥ 2, dada la métrica de
Jacobi-Maupertuis gh = 2(h− V )g se definen las Curvaturas Mecánicas de
la Métrica de Jacobi-Maupertuis K

2(h−V )
sec seccionales, Ric2(h−V ) Ricci y

K2(h−V ) escalar respectivamente como las curvaturas seccionales, Ricci y escalar
de (Mh, gh).
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b

p

M

TpM

γ

v

b

TRn = R2n

g = λ

(
n∑

i=1

dx2
i

)

b

p

M

TpM
γ

v

g̃ = λ(h− V )

(
n∑

i=1

dx2
i

)

g̃ = (h− V )g

Figura 6.1.2: Métrica de J-M conformes a la métrica Euclidiana

Corolario 6.1.2. Curvaturas Mecánicas de la Métrica de J-M confor-
mes a la métrica Euclidiana:
Sea (Rnh, gh) una variedad Riemanniana de dimensión n ≥ 2, con la métrica de
J-M gh = 2(h − V )g, con g la métrica usual de R

n, entonces las curvaturas
mecánicas son

(i) Curvatura Mecánica Seccional:

K2(h−V )
sec

(
∂

∂xi
,
∂

∂xj

)
= −∆ij ln(h− V )

4(h− V )
− ‖∇V ‖2

8(h− V )3
+

‖∇ijV ‖2

8(h− V )3
(a)

=
∆ijV

4(h− V )2
− ‖∇V ‖2

8(h− V )3
+

3‖∇ijV ‖2

8(h− V )3
(b)

(6.1.8)

(ii) Curvatura Mecánica de Ricci:

Ric2(h−V )

(
∂

∂xi

)
= − ∆ ln(h− V )

4(n− 1)(h− V )
−

(n− 2) ∂
2

∂x2
i

ln(h− V )

4(n− 1)(h− V )

− (n− 2)‖∇V ‖2

8(n− 1)(h− V )3
+

(n− 2)
(
∂V
∂xi

)2

8(n− 1)(h− V )3
(a)

=
∆V

4(n− 1)(h− V )2
+

(n− 2) ∂2

∂x2
i

V

4(n− 1)(h− V )2

− (n− 4)‖∇V ‖2

8(n− 1)(h− V )3
+

3(n− 2)
(
∂V
∂xi

)2

8(n− 1)(h− V )3
(b)

(6.1.9)

71



(iii) Curvatura Mecánica Escalar:

K2(h−V )(p) = −∆ ln(h− V )

2n(h− V )
− (n− 2)‖∇V ‖2

8n(h− V )3
(a)

=
∆V

2n(h− V )2
− (n− 6)‖∇V ‖2

8n(h− V )3
(b) (6.1.10)

Demostración.
Empecemos considerando que (Rnh, gh) es una variedad Riemanniana con métri-
ca de J-M conforme a la métrica Euclidiana e identificamos el factor conforme
como λ = 2(h− V ) calculamos lo siguiente

∂λ

∂xi
= −2

∂V

∂xi
(a)

∂2λ

∂x2
i

= −2
∂2V

∂x2
i

(b) ∆λ = −2∆V (c)

ln 2(h− V ) = ln(h− V ) (d) ‖∇λ‖2 = 4‖∇V ‖2 (e)

Sustituyendo (a), (b), (d) y (e) la fórmula (4.2.1-(a)) del corolario 4.2.1 obte-
nemos

K2(h−V )
sec (σij) = −∆ij lnλ

2λ
− ‖∇λ‖2

4λ3
+

( ∂λ
∂xi

)2 + ( ∂λ
∂xj

)2

4λ3

= −∆ij ln(h− V )

4(h− V )
− 4‖∇V ‖2

4(2(h− V ))3
+

4( ∂V
∂xi

)2 + 4( ∂V
∂xj

)2

4(2(h− V ))3

= −∆ij ln(h− V )

4(h− V )
− ‖∇V ‖2

8(h− V )3
+

( ∂V
∂xi

)2 + ( ∂V
∂xj

)2

8(h− V )3

Así obtenemos (i-a), la formula (i-b) es consecuencia de la identidad dada en el
corolario 4.2.1.
Para (ii-a) usamos (a), (b), (d) y (e) en la primera fórmula del lema 4.3.1

Ric2(h−V )

(
∂

∂xi

)
= − ∆ ln λ

2(n− 1)λ
− n− 2

2λ(n− 1)

∂2

∂x2
i

ln λ

− n− 2

4λ3(n− 1)
‖∇λ‖2 +

n− 2

4λ3(n− 1)

(
∂λ

∂xi

)2

= − ∆ ln(h− V )

4(n− 1)(h− V )
− n− 2

4(n− 1)(h− V )

∂2

∂x2
i

ln(h− V )

− 4(n− 2)

4(n− 1)(2(h− V ))3
‖∇V ‖2 +

4(n− 2)

4(n− 1)(2(h− V ))3

(
∂V

∂xi

)2

= − ∆ ln(h− V )

4(n− 1)(h− V )
− n− 2

4(n− 1)(h− V )

∂2

∂x2
i

ln(h− V )

− n− 2

8(n− 1)(h− V )3
‖∇V ‖2 +

n− 2

8(n− 1)(h− V )3

(
∂V

∂xi

)2
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La fórmula (ii-b) es consecuencia del lema 4.3.1.
Para (iii-a ) usamos (a),(b), (d) y (e) además de las fórmulas del corolario 4.4.1
obtenemos

K2(h−V )(p) = − 1

nλ
∆ ln λ− n− 2

n4λ3
‖∇λ‖2

= − 1

2n(h− V )
∆ ln(h− V ) − n− 2

4n(2(h− V ))3
4‖∇V ‖2

= − 1

2n(h− V )
∆ ln(h− V ) − n− 2

8n(h− V )3
‖∇V ‖2

Para (iii-b) usamos (c) y (e)

K2(h−V )(p) = − 1

nλ2
∆λ− n− 6

n4λ3
‖∇λ‖2

= − 1

n(2(h− V ))2
(−2∆V ) − n− 6

4n(2(h− V ))3
4‖∇V ‖2

=
1

2n(h− V )2
∆V − n− 6

8n(h− V )3
‖∇V ‖2

Con el último calculo hemos obtenido las fórmulas deseadas. �

Ejemplo 6.1.1. La Métrica de Jacobi-Maupertuis y la Partícula Libre:
Sea (M, g) una variedad Riemanniana conexa de dimensión n, dada la métrica
de Jacobi-Maupertuis gh = 2(h−V )g, consideremos el caso asociado a la partí-
cula libre, es decir, el caso en el cual un cuerpo se encuentra libre sin la acción
de alguna fuerza externa actuando sobre él, esto es equivalente a considerar que

∇γ′(t)γ
′(t) = − gradV = 0.

La ecuación anterior nos dice que la función potencial V es igual a una cons-
tante, lo que implica las siguiente afirmaciones

a) Las trayectorias físicas son las geodésicas de (M, g).

b) Las curvaturas mecánicas son proporcionales a las curvaturas de (M, g).

Demostración.
Comencemos con − gradV = 0 que implica que el potencial es V = C ∈ R

constante, por lo tanto la Métrica de J-M es de la forma gh = 2(h − C)g.

Renombrado 2(h−C) como C̃ = 2(h−C) y calculando los símbolos de Christoffel

usando el corolario 4.1.1 con el factor conforme λ = C̃, tenemos que ∂λ
∂xi

= 0
para todo i = 1, ..., n, por lo tanto los símbolos de Christoffel de (M, gh) son de
la siguiente forma

Γ̃kij = Γkij +
1

2λ

n∑

l=1

[
gil

∂λ

∂xj
+ glj

∂λ

∂xi
− gji

∂λ

∂xl

]
glk = Γkij . (6.1.11)
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Así tenemos que las ecuaciones de las geodésicas coinciden con las del corolario
3.5.2 por tanto las geodésicas de (M, gh) son las mismas que (M, g), esto de-
muestra la afirmación (a).
Para la afirmación (b) usamos la definición de los coeficientes del operador de
curvatura de la definición 3.6.2 y la ecuación (6.1.11) con lo cual obtenemos

que R̃sijk = Rsijk . Considerando que g̃kij = C̃gij y la fórmula (3.6.4) del corolario
3.6.1 obtenemos la curvatura seccional

K2(h−V )
sec (σij) =

n∑

k=1

R̃kijig̃kj

g̃iig̃jj − (g̃ij)2
=

C̃

C̃2




n∑

k=1

Rkijigkj

giigjj − (gij)2




=
1

C̃
Ksec(σij)

Continuando con los cálculos y usando el lema 3.6.1 para la curvatura de Ricci
obtenemos lo siguiente

Ric2(h−V )

(
∂

∂xi

)
=

1

n− 1

1≤j≤n∑

j 6=i

K2(h−V )
sec (σij) =

1

n− 1

1≤j≤n∑

j 6=i

1

C̃
Ksec(σij) =

1

C̃
Ric

(
∂

∂xi

)

Usando la definición de la curvatura escalar dada en la definición 3.6.5 tenemos
que

K2(h−V )(p) =
1

n

n∑

i=1

Ric2(h−V )

(
∂

∂xi

)
=

1

n

n∑

i=1

1

C̃
Ric

(
∂

∂xi

)
=

1

C̃
K(p)

Así hemos demostrado que las curvaturas mecánicas son proporcionales a las
curvaturas de (M, g) con factor 1

C̃
= 1

2(h−C) . �

b
p

M → Disco de Poincaré

TpM
v

TRn = R2n

g = λ

(
n∑

i=1

dx2
i

)

gh = 2λ(h− V )

(
n∑

i=1

dx2
i

)

gh = 2(h− V )g

b

p

Mh → Disco de Poincaré

TpM
v

Figura 6.1.3: Métrica de J-M de espacios de Curvatura Negativa.
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Ejemplo 6.1.2. La Métrica de Jacobi-Maupertuis en Variedades de
Curvatura Constante:
Sea (M, g) una variedad Riemanniana conexa de dimensión n, de curvatura
constante. Sabemos que estas variedades se pueden modelar como en el ejemplo
4.5.5, además podemos calcular las curvaturas mecánicas utilizando los resul-
tados del ejemplo 4.5.4, sin embargo el caso de curvatura cero se aborda en el
corolario 6.1.2, entonces continuamos con los casos de curvatura positiva y ne-

gativa usando las funciones λ1(x) = 4C2

(C+s‖x‖2)2 y λ2 = 2(h− V ) como factores

conformes para construir la métrica de Jacobi-Maupertuis gh = λ1λ2g con g la
métrica Euclidiana, así las curvaturas mecánicas son

i) Curvatura Mecánica Seccional:

K2λ(h−V )
sec

(
∂

∂xi
,
∂

∂xj

)
=

s

2C(h− V )
+

(C + s‖x‖2)2

4C2
K2(h−V )
sec (σij)

+
s(C + s‖x‖2)

4C2(h− V )2

(
∂V

∂xi
xi +

∂V

∂xj
xj − ∇V · x

)
.

ii) Curvatura Mecánica de Ricci:

Ric2λ(h−V )

(
∂

∂xi

)
=

s

2C(h− V )
+

(C + s‖x‖2)2

4C2
Ric2(h−V )

(
∂

∂xi

)

+
s(n− 2)(C + s‖x‖2)

4C2(n− 1)(h− V )2

(
∂V

∂xi
xi − ∇V · x

)
.

iii) Curvatura Mecánica Escalar:

K2λ(h−V )(x) =
s

2C(h− V )
+

(C + s‖x‖2)2

4C2
K2(h−V )(x)

− s(n− 2)(C + s‖x‖2)

4C2n(h− V )2
∇V · x.

Donde K
2(h−V )
sec (σij), Ric

2(h−V )
(

∂
∂xi

)
y K2(h−V )(x) son las fórmulas del

corolario 6.1.2 y el parámetro toma los valores s = 1 para curvatura positiva,
s = −1 para curvatura negativa.

b

p

Rn

TpR
n

v
b

p

v
Rnh

TpR
n
h

ds2 =
∑n

i=1 dx
2
i gh = 2(h− V )ds2

Figura 6.1.4: Métrica de J-M en Rn.
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Demostración.
Usando las funciones λ1(x) = 4C2

(C+s‖x‖2)2 , λ2(x) = 2(h− V ) y del ejemplo 4.5.5

tenemos lo siguiente

(i) Kλ1
sec(

∂

∂xi
,
∂

∂xj
) =

s

C
(ii)

∂λ1

∂xi
= −sxiλ

2
1

C2
(C + s‖x‖2)

(iii) ∇λ1 = −sλ2
1

C2
(C + s‖x‖2)x (iv)

∂λ2

∂xi
= −2

∂V

∂xi
(v) ∇λ2 = −2∇V (6.1.12)

Usando la fórmula del ejemplo 4.5.4 y los cálculos anteriores obtenemos

Ksec(σij) =
Kλ1
sec(σij)

λ2
+
Kλ2
sec(σij)

λ1
− ∇λ1 · ∇λ2

2λ2
1λ

2
2

+
1

2λ2
1λ

2
2

(
∂λ1

∂xi

∂λ2

∂xi
+
∂λ1

∂xj

∂λ2

∂xj

)

=
s

2C(h− V )
+

(C + s‖x‖2)2

4C2
K2(h−V )
sec (σij)

− 2
sλ2

1

C2 (C + s‖x‖2)∇V · x
2λ2

14(h− V )2
+

2
sλ2

1

C2 (C + s‖x‖2)

2λ2
14(h− V )2

(
∂V

∂xi
xi +

∂V

∂xj
xj

)

=
s

2C(h− V )
+

(C + s‖x‖2)2

4C2
K2(h−V )
sec (σij)

+
s(C + s‖x‖2)

4C2(h− V )2

(
∂V

∂xi
xi +

∂V

∂xj
xj − ∇V · x

)

Ahora usando el ejemplo 4.5.4 y los resultados de 6.1.12 obtenemos

Ric

(
∂

∂xi

)
=
Ricλ1( ∂

∂xi
)

λ2
+
Ricλ2( ∂

∂xi
)

λ1
− (n− 2)∇λ1 · ∇λ2

2(n− 1)λ2
1λ

2
2

+
(n− 2)∂λ1

∂xi

∂λ2

∂xi

2(n− 1)λ2
1λ

2
2

=
s

2C(h− V )
+

(C + s‖x‖2)2

4C2
Ric2(h−V )

(
∂

∂xi

)

− 2(n− 2)
sλ2

1

C2 (C + s‖x‖2)

2(n− 1)λ2
14(h− V )2

∇V · x+
2(n− 2)

sλ2
1

C2 (C + s‖x‖2)

2(n− 1)λ2
14(h− V )2

∂V

∂xi
xi

=
s

2C(h− V )
+

(C + s‖x‖2)2

4C2
Ric2(h−V )

(
∂

∂xi

)

+
s(n− 2)(C + s‖x‖2)

4(n− 1)C2(h− V )2

(
∂V

∂xi
xi − ∇V · x

)

Finalmente usamos el ejemplo 4.5.4 y obtenemos lo siguiente

K(p) =
Kλ1 (x)

λ2
+
Kλ2 (x)

λ1
− (n− 2)

2nλ2
1λ

2
2

∇λ1 · ∇λ2

=
s

2C(h− V )
+

(C + s‖x‖2)2

4C2
K2(h−V )(x) − 2(n− 2)

sλ2
1

C2 (C + s‖x‖2)

2nλ2
14(h− V )2

∇V · x

=
s

2C(h− V )
+

(C + s‖x‖2)2

4C2
K2(h−V )(x) − s(n− 2)(C + s‖x‖2)

4nC2(h− V )2
∇V · x �
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p

Sn

TpS
n

γ

TRn = R2n

g = λ

(
n∑

i=1

dx2
i

)

gh = 2λ(h− V )

(
n∑

i=1

dx2
i

)

gh = 2(h− V )g

p

S
n
h

TpS
n
h

γ

Figura 6.1.5: Métrica de J-M en espacios de curvatura positiva.

Continuando con el ejemplo tomamos (ii) y (iv) de (6.1.12) para calcular lo
siguiente

1

2λ1

∂λ1

∂xi
+

1

2λ2

∂λ2

∂xi
=

− sxiλ
2
1

C2 (C + s‖x‖2)

2λ1
+

−2 ∂V
∂xi

4(h− V )

= −sxiλ1(C + s‖x‖2)

2C2
−

∂V
∂xi

2(h− V )

= −sxi4C
2(C + s‖x‖2)

2C2(C + s‖x‖2)2
−

∂V
∂xi

2(h− V )

= − 2sxi
(C + s‖x‖2)

−
∂V
∂xi

2(h− V )

Así, usando el ejemplo 4.5.4 concluimos que los símbolos de Christoffel son
Símbolos de Christoffel:

a) Si i 6= j 6= k entonces Γ̃kij = 0

b) Si i = j 6= k entonces Γ̃kij = Γ̃kii = 2sxk

(C+s‖x‖2) +
∂V

∂xk

2(h−V )

c) Si i = k 6= j entonces Γ̃kij = Γ̃iij = − 2sxj

(C+s‖x‖2) −
∂V
∂xj

2(h−V )

d) Si k = j 6= i entonces Γ̃kij = Γ̃jij = − 2sxi

(C+s‖x‖2) −
∂V
∂xi

2(h−V )

e) Si i = j = k entonces Γ̃kij = Γ̃iii = − 2sxi

(C+s‖x‖2) −
∂V
∂xi

2(h−V )

Aquí recordemos que s = 1 para curvatura positiva y s = −1 para curvatura
negativa.
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Ejemplo 6.1.3. La Métrica de Jacobi-Maupertuis en Variedades de
Curvatura Constante de Dimensión 2:
Sea (M, g) una variedad Riemanniana conexa de dimensión 2, de curvatura

constante, tomamos nuevamente los factores conformes λ1(x) = 4C2

(C+s‖x‖2)2 y

λ2(x) = 2(h − V ), para construir la métrica de Jacobi-Maupertuis gh = 2(h −
V )g = 2λ1(h− V )(dx2

1 + dx2
2) para la variedad (Mh, gh).

Empecemos por calcular las curvaturas tomando en cuenta los resultados de los
ejemplos 6.1.2 y 4.5.3, así tenemos que la curvatura seccional, Ricci y escalar,
coinciden

Kλ1λ2
sec (σ12) = Ricλ1λ2

(
∂

∂x1

)
= Kλ1λ2 (x) =

s

2C(h− V )
+

(C + s‖x‖2)2

4C2
K2(h−V )(x)

Haciendo uso del corolario 3.6.2 tenemos que K2(h−V )(x) es la curvatura me-
cánica para la métrica euclidiana en R2, lo que nos lleva a lo siguiente

Kλ1λ2 (x) =
s

2C(h− V )
+

(C + s‖x‖2)2

4C2
K2(h−V )(x)

=
s

2C(h− V )
− (C + s‖x‖2)2

42C2(h− V )
∆ ln(h− V )

=
s

2C(h− V )
+

(C + s‖x‖2)2

42C2(h− V )2
∆V +

(C + s‖x‖2)2

42C2(h− V )3
‖∇V ‖2

Con esto hacemos la siguiente tabla para caracterizar las curvaturas mecánicas

Curvatura Positiva

1
C

= K > 0 ⇒ s = 1 λ1(x) =
4C2

(C + ‖x‖2)2

K2λ1(h−V )(x) = 1
2C(h−V ) + (C+‖x‖2)2

42C2(h−V )2 ∆V + (C+‖x‖2)2

42C2(h−V )3 ‖∇V ‖2

Curvatura Cero
K = 0

K2λ1(h−V )(x) = 1
4(h−V )2 ∆V + 1

4(h−V )3 ‖∇V ‖2

Curvatura Negativa

− 1
C

= K < 0 ⇒ s = −1 λ1(x) =
4C2

(C − ‖x‖2)2

K2λ1(h−V )(x) = − 1
2C(h−V ) + (C−‖x‖2)2

42C2(h−V )2 ∆V + (C−‖x‖2)2

42C2(h−V )3 ‖∇V ‖2

Figura 6.1.6: Curvaturas Mecánicas de la Métrica de J-M.

De los ejemplos 4.5.5 y 4.1.3 tenemos los símbolos de Christoffel.

Γ1
11 = Γ2

12 = Γ2
21 = −Γ1

22 = − 2sx1

(C + s‖x‖2)
−

∂V
∂x1

2(h− V )

Γ2
22 = Γ1

12 = Γ1
21 = −Γ2

11 = − 2sx2

(C + s‖x‖2)
−

∂V
∂x2

2(h− V )
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Notemos que estos símbolos de Christoffel describen los 3 casos, pues en el caso
de curvatura 0, basta tomar s=0.
Para concluir calcularemos las geodésicas , usando el ejemplo 4.5.2 y los Sím-
bolos de Christoffel calculados, así tenemos lo siguiente

(i)
d2x1

dt2
− 1

2(h− V )

(((
dx1

dt

)2

−
(
dx2

dt

)2
)
∂V

∂x1
+ 2

∂V

∂x2

dx1

dt

dx2

dt

)

− 2s

C + k‖x‖2

(((
dx1

dt

)2

−
(
dx2

dt

)2
)
x1 + 2x2

dx1

dt

dx2

dt

)
= 0

(ii)
d2x2

dt2
− 1

2(h− V )

(((
dx2

dt

)2

−
(
dx1

dt

)2
)
∂V

∂x2
+ 2

∂V

∂x1

dx1

dt

dx2

dt

)

− 2s

C + k‖x‖2

(((
dx2

dt

)2

−
(
dx1

dt

)2
)
x2 + 2x1

dx1

dt

dx2

dt

)
= 0

Finalmente podemos caracterizar cada caso, s = 1 para curvatura positiva, s =
−1 para curvatura negativa y s = 0 para los espacios Euclidianos.

Ejemplo 6.1.4. La Métrica de Jacobi-Maupertuis en Variedades de
Curvatura Constante de Dimensión 3:
Nuevamente sea (M, g) una variedad Riemanniana conexa de dimensión 3, de
curvatura constante con factores conformes a la métrica euclidiana λ1(x) =

4C2

(C+s‖x‖2)2 y λ2(x) = 2(h−V ) para construimos la métrica de Jacobi-Maupertuis

para (Mh, gh).
De nuevo calculamos las curvaturas mecánicas, para espacios K = 0 partiendo
del corolario 6.1.2 sustituyendo n = 3

i) Curvatura Mecánica Seccional K2(h−V )
sec :

K2(h−V )
sec

(
∂

∂xi
,
∂

∂xj

)
= −∆ij ln(h− V )

4(h− V )
− ‖∇V ‖2

8(h− V )3
+

( ∂V
∂xi

)2 + ( ∂V
∂xj

)2

8(h− V )3

ii) Curvatura Mecánica de Ricci Ric2(h−V ):

Ric2(h−V )

(
∂

∂xi

)
= −∆ ln(h− V )

8(h− V )
−

∂2

∂x2
i

ln(h− V )

8(h− V )
− ‖∇V ‖2

42(h− V )3
+

(
∂V
∂xi

)2

42(h− V )3

iii) Curvatura Mecánica Escalar K2(h−V ):

K2(h−V )(x) = −∆ ln(h− V )

6(h− V )
− ‖∇V ‖2

24(h− V )3
(1)

=
∆V

6(h− V )2
+

‖∇V ‖2

8(h− V )3
(2)
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Ahora, tomando los ejemplos 4.5.5, 4.5.4 y las curvaturas K
2(h−V )
sec (σij), Ric

2(h−V )
(

∂
∂xi

)

y K2(h−V )(x) para expresar las curvaturas mecánicas en los casos de curvatura
positiva y negativa

i) Curvatura Mecánica Seccional:

Kλ1λ2
sec

(
∂

∂xi
,
∂

∂xj

)
=

s

2C(h− V )
+

(C + s‖x‖2)2

4C2
K2(h−V )
sec (σij)

+
s(C + s‖x‖2)

4C2(h− V )2

(
∂V

∂xi
xi +

∂V

∂xj
xj − ∇V · x

)

ii) Curvatura Mecánica de Ricci:

Ricλ1λ2

(
∂

∂xi

)
=

s

2C(h− V )
+

(C + s‖x‖2)2

4C2
Ric2(h−V )

(
∂

∂xi

)

+
s(C + s‖x‖2)

8C2(h− V )2

(
∂V

∂xi
xi − ∇V · x

)

iii) Curvatura Mecánica Escalar:

Kλ1λ2 (x) =
s

2C(h− V )
+

(C + s‖x‖2)2

4C2
K2λ1(h−V )(x) − s(C + s‖x‖2)

8C2(h− V )2
∇V · x (1)

=
s

2C(h− V )
+

(C + s‖x‖2)2

4C2
K2λ1(h−V )(x) − s(C + s‖x‖2)

8C2(h− V )2
∇V · x (2)

Para describir las curvaturas tomamos s = 1 para curvatura positiva y s = −1
para curvatura negativa.
Continuando con el cálculo de los símbolos de Christoffel usando el ejemplo
4.5.5 y el corolario 4.1.4 tenemos lo siguiente.

Γ3
12 = Γ2

13 = Γ3
21 = Γ1

23 = Γ2
31 = Γ1

32 = 0

Γ1
11 = Γ2

12 = Γ3
13 = −Γ1

22 = Γ2
21 = Γ3

31 = − 2sx1

(C + s‖x‖2)
−

∂V
∂x1

2(h− V )

Γ2
22 = Γ1

21 = Γ3
23 = −Γ2

11 = Γ1
12 = Γ3

32 = − 2sx2

(C + s‖x‖2)
−

∂V
∂x2

2(h− V )

Γ3
33 = Γ1

31 = Γ2
32 = −Γ3

22 = Γ2
23 = Γ1

13 = − 2sx3

(C + s‖x‖2)
−

∂V
∂x3

2(h− V )

Cabe resaltar que estos símbolos de Christoffel describen los 3 casos, pues en el
caso de curvatura 0, basta tomar s = 0.
Para concluir calculamos las geodésicas usando el ejemplo 4.5.2 y los símbolos
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de Christoffel calculados

(i)
d2x1

dt2
− 2s

C + s‖x‖2

(((
dx1

dt

)2

−
(
dx2

dt

)2

−
(
dx3

dt

)2
)
x1 + 2x2

dx1

dt

dx2

dt
+ 2x3

dx1

dt

dx3

dt

)

− 1

2(h− V )

(((
dx1

dt

)2

−
(
dx2

dt

)2

−
(
dx3

dt

)2
)
∂V

∂x1
+ 2

∂V

∂x2

dx1

dt

dx2

dt
+ 2

∂V

∂x3

dx1

dt

dx3

dt

)
= 0

(ii)
d2x2

dt2
− 2s

C + s‖x‖2

(((
dx2

dt

)2

−
(
dx1

dt

)2

−
(
dx3

dt

)2
)
x2 + 2x1

dx1

dt

dx2

dt
+ 2x3

dx2

dt

dx3

dt

)

− 1

2(h− V )

(((
dx2

dt

)2

−
(
dx1

dt

)2

−
(
dx3

dt

)2
)
∂V

∂x2
+ 2

∂V

∂x1

dx1

dt

dx2

dt
+ 2

∂V

∂x3

dx2

dt

dx3

dt

)
= 0

(iii)
d2x3

dt2
− 2s

C + s‖x‖2

(((
dx3

dt

)2

−
(
dx1

dt

)2

−
(
dx2

dt

)2
)
x3 + 2x1

dx1

dt

dx3

dt
+ 2x2

dx2

dt

dx3

dt

)

− 1

2(h− V )

(((
dx3

dt

)2

−
(
dx1

dt

)2

−
(
dx2

dt

)2
)
∂V

∂x3
+ 2

∂V

∂x1

dx1

dt

dx3

dt
+ 2

∂V

∂x2

dx2

dt

dx3

dt

)
= 0

Con esto último podemos expresar las geodésicas para los 3 casos s = 1 para
curvatura positiva, s = 0 curvatura nula y s = −1 curvatura negativa.

6.2. Ejemplos y Aplicaciones

Para comenzar con los ejemplos y aplicaciones presentamos al oscilador ar-
mónico simple, el cual es un sistema mecánico que es muy utilizado en física y
sirve para describir el movimiento de un péndulo con longitud de cuerda fija y
oscilaciones angulares pequeñas o de manera equivalente también el movimiento
de un resorte.

Ejemplo 6.2.1. Oscilador Armónico Simple:
El problema con condiciones iniciales asociado al oscilador armónico simple está
descrito por las siguientes expresiones.





ẍ+ α2x = 0

x(t0) = x0

v(t0) = ẋ(t0) = v0.

Donde α está asociada al valor de la amplitud de onda de las soluciones. Las
soluciones de este sistema de ecuaciones están dadas por




x(t) = x0Cos(αt) +

v0

α
Sen(αt)

v(t) = −αx0Sen(αt) + v0Cos(αt).
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Las funciones lagrangiano y hamiltoniano del sistema están dadas por los si-
guientes términos





H(t) =
1

2
(v2 + α2x2)

L(t) =
1

2
(v2 − α2x2).

El término asociado a la energía potencial es α2

2 x
2, finalmente la métrica de

Jacobi-Maupertuis asociada a este sistema mecánico es

gh(v) = 2(h− α2x2)g(v).

Ahora, redefiniendo los valores de x0 y v0

α
en términos de una variable angular

tenemos que





x0 =

√
x2

0 +
v2

0

α2
Sen(φ)

v0

α
=

√
x2

0 +
v2

0

α2
Cos(φ)

x(t) =

√
x2

0 +
v2

0

α2
(Sen(φ)Cos(αt) + Cos(φ)Sen(αt))

=

√
x2

0 +
v2

0

α2
Cos(αt+ φ)

v(t) = −α
√
x2

0 +
v2

0

α2
Sen(αt+ φ).

Renombrando A =

√
x2

0 +
v2

0

α2 tenemos que las soluciones del sistema en el ha-
miltoniano y el lagrangiano toman la forma.





x(t) = ACos(αt + φ)

v(t) = −AαSen(αt+ φ)

H(t) =
1

2
(v2 + α2x2)

=
α2A2

2
(Sen2(αt+ φ) + Cos2(αt+ φ)) =

α2A2

2
= h

L(t) =
1

2
(v2 − α2x2) =

α2A2

2
(Sen2(αt+ φ) − Cos2(αt+ φ))

=
α2A2

2
Cos(2(αt+ φ)).

La métrica de Jacobi-Maupertuis a lo largo de una solución toma la siguiente
forma

gh(v) = 2(h− α2x2)g(v) = v2g(v) = A2α2Sen2(αt + φ)g(v)
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y calculando la reparametrizacion por longitud de arco para la métrica de Jacobi-
Maupertuis





r(s) =

∫ s

s0

dτ

2(h− V (γ(τ)))
=

∫ s

s0

dτ

A2α2Sen2(αt+ φ)

=
1

A2α2

∫ s

s0

Csc2(ατ + φ)dτ = − 1

A2α2
Cot(ατ + φ)

∣∣∣∣∣

s

s0

.

Ejemplo 6.2.2. Problemas de Fuerza Central y la Métrica de Jacobi-
Maupertuis en R

n
h:

En este ejemplo estudiaremos algunos casos particulares de potenciales conoci-
dos como Potenciales de Fuerza Central, los cuales históricamente están
relacionados con el llamado Problema de Kepler el cual es un caso particu-
lar del problema de 2 cuerpos para la mecánica Newtoniana, es decir uno de
los cuerpos esta estático en el centro coordenado y sometido a la atracción pro-
ducida por el Potencial de Fuerza Central, en ese sentido, estudiaremos
este problema considerando la siguiente familia de potenciales tomando a ω y α
como parámetros que posteriormente nos servirán para particularizar ejemplos
históricamente muy importantes 2

V (x) =
ω

‖x‖α =
ω

(
∑n

k=1 x
2
k)

α
2

=
ω

rα
. (6.2.1)

Calculando sus derivadas parciales, su laplaciano y la norma del gradiente ob-
tenemos lo siguiente

(a)
∂V

∂xi
= − αωxi

‖x‖α+2
= −αωxi

rα+2

(b)
∂2V

∂x2
i

=
α(α + 2)ωx2

i

‖x‖α+4
− αω

‖x‖α+2
=
α(α + 2)ωx2

i

rα+4
− αω

rα+2

(c)

(
∂V

∂xi

)2

=
α2ω2x2

i

‖x‖2α+4
=
α2ω2x2

i

r2α+4

(d) ‖∇V ‖2 =
ω2α2

‖x‖2α+2
=
ω2α2

r2α+2

(e) ∆V =
ωα(α+ 2 − n)

rα+2

Calculemos la curvatura mecánica escalar para este potencial usando el corolario
6.1.2 para los espacios de curvatura cero, es decir para la métrica de J-M en Rnh

K2(h−V )(x) =
∆V

2n(h− V )2
− (n− 6)‖∇V ‖2

8n(h− V )3

=
ωα(α + 2 − n)

2nrα+2(h− V )2
− (n− 6)ω2α2

8nr2α+2(h− V )3

2Eligiendo ω = −mMG y α = 1 nos permitirá abordar el problema de Kepler.

83



Para continuar calculamos lo siguiente

1

(h− V )l
=

1

(h− ω
rα )l

=
1

(hrα−ω)l

rlα

=
rlα

(hrα − ω)l

Con esto continuamos y obtenemos lo siguiente

K2(h−V )(x) =
ωα(α + 2 − n)

2nrα+2(h− V )2
− (n− 6)ω2α2

8nr2α+2(h− V )3

=
ωαr2α(α+ 2 − n)

2nrα+2(hrα − ω)2
− (n− 6)ω2α2r3α

8nr2α+2(hrα − ω)3

=
ωαrα−2(α+ 2 − n)

2n(hrα − ω)2
− (n− 6)ω2α2rα−2

8n(hrα − ω)3

=
ωαrα−2

8n(hrα − ω)3
(4(hrα − ω)(α+ 2 − n) − (n− 6)ωα)

=
ωαrα−2

8n(hrα − ω)3


4hrα(α + 2 − n) − ω

(∗)︷ ︸︸ ︷
((n− 6)α+ 4(α+ 2 − n))




Haciendo álgebra con el término marcado con (∗) tenemos

(n− 6)α+ 4(α+ 2 − n) = (n− 6)α+ 4α+ 4(2 − n)

= (n− 2)α− 4(n− 2) = (n− 2)(α− 4)

Sustituyendo en el cálculo anterior, finalmente llegamos a lo siguiente

K2(h−V )(x) =
ωαrα−2

8n(hrα − ω)3

Q(n,α)︷ ︸︸ ︷
(4hrα(α + 2 − n) − ω(n− 2)(α− 4)) (6.2.2)

Con esto resulta interesante identificar algunos casos particulares haciendo va-
riación de los parámetros α y n, para ello necesitamos estudiar la siguiente
expresión que obtenemos en la curvatura escalar.

Q(n, α) = 4hrα

(1)︷ ︸︸ ︷
(α+ 2 − n) −ω(n− 2)(α− 4)

En uno de los casos nos conviene expresar α en función de n partiendo del
término marcado con (1), tomando α = n− 2 obtenemos el siguiente resultado.

Corolario 6.2.1.
Sea (Rnh, gh) un h-Espacio de Configuración de dimensión n, con n > 2, con
métrica de Jacobi-Maupertuis asociada al siguiente potencial

V (x) =
ω

‖x‖n−2
=

ω

(
∑n

k=1 x
2
k)

n−2
2

=
ω

rn−2

Entonces, la curvatura mecánica escalar es

K2(h−v)(x) = −ω2(n− 6)(n− 2)2rn−4

8n(hrn−2 − ω)3
.
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Demostración.
La curvatura mecánica para la métrica de Jacobi-Maupertuis asociada al poten-
cial (6.2.1) tiene la forma dada en (6.2.2)

K2(h−V )(x) =
ωαrα−2

8n(hrα − ω)3
Q(n, α)

pero sabemos que α = n− 2, así sustituyendo obtener lo siguiente

K2(h−V )(x) =
ωαrα−2

8n(hrα − ω)3
Q(n, α)

=
ω(n− 2)rn−4

8n(hrn−2 − ω)3
Q(n, n− 2)

=
ω(n− 2)rn−4

8n(hrn−2 − ω)3
(−ω(n− 2)(n− 6))

= −ω2(n− 6)(n− 2)2rn−4

8n(hrn−2 − ω)3
�

Con el corolario anterior encontramos dos casos particulares, cuando n = 2
que al substituir su valor para α en el potencial, regresamos a un caso abordado
en el ejemplo 6.1.1. El siguiente ejemplo importante es para el valor n = 6.

Corolario 6.2.2.
Sea (R6

h, gh) un h-Espacio de Configuración de dimensión 6, con métrica
de Jacobi-Maupertuis asociada al siguiente potencial

V (x) =
ω

‖x‖4
=

ω

(
∑6

k=1 x
2
k)2

=
ω

r4
.

Entonces la curvatura mecánica escalar es cero. �

A continuación tenemos otros dos casos particulares, cuando n = 2 y α = 4
que nos permiten escribir el siguiente par de resultados.

Corolario 6.2.3.
Sea (Rnh , gh) un h-Espacio de Configuración de dimensión n, con Métrica
de Jacobi-Maupertuis asociada al siguiente potencial

V (x) =
ω

‖x‖4
=

ω

(
∑n

k=1 x
2
k)2

=
ω

r4

Entonces la curvatura mecánica escalar es de la siguiente forma.

K2(h−V )(x) =
2hω(6 − n)r6

n(hr4 − ω)3
(6.2.3)

Demostración.
Tomando la curvatura mecánica para la métrica de Jacobi-Maupertuis asociada
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al potencial (6.2.1) con la forma dada en (6.2.2) y considerando que α = 4
obtenemos lo siguiente

K2(h−V )(x) =
4ωr4−2

8n(hr4 − ω)3
Q(n, 4)

=
4ωr2

8n(hr4 − ω)3

(
4hr4(6 − n)

)

=
2hω(6 − n)r6

n(hr4 − ω)3
�

A continuación abordamos el caso más importante de este ejemplo, cuando
n = 2 pues se estudiará con más detalle en los ejemplos posteriores.

Corolario 6.2.4.
Sea (R2

h, gh) un h-Espacio de Configuración de dimensión 2, con Métrica
de Jacobi-Maupertuis asociada al siguiente potencial

V (x) =
ω

‖x‖α =
ω

(x2
1 + x2

2)
α
2

=
ω

rα

Entonces la curvatura mecánica escalar es de la siguiente forma.

K2(h−V )(x) =
hωα2r2α−2

4(hrα − ω)3

Demostración.
Comencemos la curvatura mecánica escalar calculada en (6.2.2) para los poten-
ciales (6.2.1) y considerando n = 2

K2(h−V )(x) =
ωαrα−2

16(hrα − ω)3
Q(2, α)

=
ωαrα−2

16(hrα − ω)3
(4hrαα)

=
hωα2r2α−2

4(hrα − ω)3
�

Para concluir este ejemplo revisaremos el último caso de interés para este
trabajo, cuando n = 3, pues por razones de interés físico es obligado su estudio.

Corolario 6.2.5.
Sea (R3

h, gh) un h-Espacio de Configuración de dimensión 3, con Métrica
de Jacobi-Maupertuis asociada al siguiente potencial

V (x) =
ω

‖x‖α =
ω

(x2
1 + x2

2 + x2
3)

α
2

=
ω

rα

Entonces la curvatura mecánica escalar es de la siguiente forma.

K2(h−V )(x) =
ωαrα−2

24(hrα − ω)3
(4hrα(α− 1) − ω(α− 4))
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La demostración es similar a las anteriores al considerar n = 3 y sustituir
Q(3, α) = 4hrα(α− 1) − ω(α− 4) en (6.2.2). �

Ejemplo 6.2.3. Curvaturas Mecánicas para Funciones Armónicas:
En este ejemplo empezamos a analizar las funciones armónicas en Rn y usare-
mos estas funciones para describir las curvaturas mecánicas. Una función ar-
mónica es una función V : Rn → R solución de la siguiente ecuación diferencial
parcial.

∆V =

n∑

k=1

∂2V

∂x2
i

= 0. (6.2.4)

Para solucionar esta ecuación diferencial hacemos el cambio de variable r =√∑n
k=1 x

2
i , con esta variable calculamos lo siguiente

(i)
∂r

∂xi
=
xi
r

(ii)
∂2r

∂x2
i

=
1

r
− x2

i

r3

(iii)

(
∂r

∂xi

)2

=
x2
i

r2
(6.2.5)

(iv)
∂2V

∂x2
i

=
∂2V

∂r2

(
∂r

∂xi

)2

+
∂V

∂r

∂2r

∂x2
i

(v) ‖∇V ‖2 =

∥∥∥∥
∂V

∂r

∂r

∂xi

∥∥∥∥
2

= (v′)2 ‖x‖2

r2
= (v′)2.

Considerando que sólo tenemos la variable radial podemos expresar ∂2V
∂r2 =

d2V
dr2 = v′′ y ∂V

∂r
= dV

dr
= v′ con esto calculamos lo siguiente

∆V =

n∑

k=1

∂2V

∂x2
i

=

n∑

k=1

(
∂2V

∂r2

(
∂r

∂xi

)2

+
∂V

∂r

∂2r

∂x2
i

)

=

n∑

k=1

((
∂r

∂xi

)2

v′′ +
∂2r

∂x2
i

v′

)
=

n∑

k=1

(
x2
i

r2
v′′ +

(
1

r
− x2

i

r3

)
v′

)

=
r2

r2
v′′ +

(
n

r
− r2

r3

)
v′ = v′′ +

(n− 1)

r
v′ = 0.

Solucionando esta ecuación diferencial tenemos lo siguiente

v′′ +
(n− 1)

r
v′ = 0 ⇒ v′′

v′
= −n− 1

r
.

Integrando tenemos que para alguna constante b

ln(v′) =

∫
v′′

v′
dr = −

∫
n− 1

r
dr = ln(r−(n−1)) + b.
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Despejando e integrando tenemos

v(r) =

∫
v′dr =

∫
b

r(n−1)
dr ⇒ v(r) =





b ln(r) + c (n = 2)

b

r(n−2)
+ c (n ≥ 3)

Para c = 0 la función potencial satisface la ecuación diferencial (6.2.4), susti-
tuyendo en la fórmula para la curvatura escalar del corolario 6.1.2 y tomando

en cuenta que v′ = − b(n−2)
r(n−1) obtenemos

K2(h−V )(x) = K2(h−V )(x) =
∆V

2n(h− V )2
− (n− 6)‖∇V ‖2

8n(h− V )3

= − (n− 6)‖∇V ‖2

8n(h− V )3
= − (n− 6)(v′)2

8n(h− V )3

= −
(n− 6) (n−2)2b2

r2(n−1)

8n (hr(n−2)−b)3

r3(n−2)

= − (n− 6)(n− 2)2b2r3(n−2)

8n(hr(n−2) − b)3r2(n−1)

= − (n− 6)(n− 2)2b2r(3n−6)

8n(hr(n−2) − b)3r(2n−2)
= −b2(n− 6)(n− 2)2r(n−4)

8n(hr(n−2) − b)3

Así podemos mejorar el corolario 6.2.1, al incluir el caso n = 2 excluido en el
corolario y a su vez agregando la propiedad de armonicidad a los potenciales de
fuerza central (6.2.1) con α = n − 2, sin embargo, aún necesitamos calcular el
caso n = 2 para las funciones armónicas, es decir con el potencial v(r) = b ln(r),
calculando la curvatura escalar usando el corolario 6.1.2 tenemos lo siguiente

K2(h−V )(x) = K2(h−V )(x) =
∆V

2n(h− V )2
− (n− 6)‖∇V ‖2

8n(h− V )3

= − (−4)‖∇V ‖2

16(h− V )3
=

(v′)2

4(h− b ln(r))3

=
b2

r2

4(h− b ln(r))3
=

b2

4r2(h− b ln(r))3

Finalmente podemos reformular el corolario 6.2.1 en la siguiente forma.

Corolario 6.2.6.
Sea (Rnh, gh) un h-Espacio de Configuración de dimensión n, con n ≥ 2,
con métrica de Jacobi-Maupertuis asociada al siguiente potencial armónico de
fuerza central.

V (x) =




ω ln(r) (n = 2)

ω

rn−2
(n ≥ 3)
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Entonces, la curvatura mecánica escalar es

K2(h−V )(x) =





ω2

4r2(h− ω ln(r))3
(n = 2)

−ω2(n− 6)(n− 2)2rn−4

8n(hrn−2 − ω)3
(n ≥ 3)

La demostración es inmediata tomando los cálculos de este ejemplo y el
corolario 6.2.1. �

Ejemplo 6.2.4. Problemas de Fuerza Central y la Métrica de J-M en
R2:
Continuamos los casos particulares de Potenciales de Fuerza Central abor-
dados en el ejemplo 6.2.2. Del corolario 6.2.4 tenemos que la curvatura mecánica
Gaussiana asociada a la métrica de Jacobi-Maupertuis para el potencial

V (x) =
ω

‖x‖α =
ω

(x2
1 + x2

2)
α
2

=
ω

rα

es

K2(h−V )(x) =
hωα2r2α−2

4(hrα − ω)3

Con esto podemos abordar los siguientes casos, considerando α = 1.

(1) Problema de Kepler:
Considerando ω = −mMG donde m y M son las masas positivas del
cuerpo en atracción y el central respectivamente, además de que G es la
constante de gravitación.

(2) Potencial Electrostático de Coulomb:
Considerando ω = qQK, donde Q y q son un par de cargas en atracción
o repulsión dependiendo del signo de las cargas, aquí Q es la carga central
y K la constante de Coulomb.
Este ejemplo considera q,Q ∈ R \ {0}, en ese sentido el producto qQK
depende del signo de las cargas q y Q.

Con esto podemos obtener los siguientes resultados.

Corolario 6.2.7.
Sea (R2

h, gh) un h-Espacio de Configuración de dimensión 2, con Métrica
de Jacobi-Maupertuis asociada al siguiente potencial gravitacional.

V (x) = −mMG

‖x‖ = − mMG

(x2
1 + x2

2)
1
2

= −mMG

r

Entonces la curvatura mecánica escalar es

K2(h−V )(x) = − hmMG

4(hr +mMG)3

La demostración es inmediata al usar el corolario 6.2.4 y tomando los valores
de los parámetros en (1), es decir ω = −mMG y α = 1. �
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Continuando con el caso (2) obtenemos

Corolario 6.2.8.
Sea (R2

h, gh) un h-Espacio de Configuración de dimensión 2, con Métrica
de Jacobi-Maupertuis asociada al siguiente potencial Coulombiano.

V (x) =
qQK

‖x‖ =
qQK

(x2
1 + x2

2)
1
2

=
qQK

r

Entonces la curvatura mecánica escalar es

K2(h−V )(x) =
hqQK

4(hr − qQK)3

Nuevamente usando el corolario 6.2.4 y los valores de los parámetros en (2) es
decir ω = qQK y α = 1 obtenemos el resultado deseado. �

En los siguientes ejemplos se analiza con mayor profundidad estos casos
particulares de potenciales Gravitacional y Coulombiano, sin embargo para con-
tinuar vamos a calcular las ecuaciones geodésicas asociadas a esta clase de po-
tenciales de fuerza central, usando el ejemplo 6.1.3 tenemos lo siguiente

(a)
∂V

∂x1
= − αωx1

‖x‖α+2
= −αωx1

rα+2

(b)
∂V

∂x2
= − αωx2

‖x‖α+2
= −αωx2

rα+2

Así tenemos que las ecuaciones geodésicas toman la forma

(i)
d2x1

dt2
+

αω

2r2(hrα − ω)

(((
dx1

dt

)2

−
(
dx2

dt

)2
)
x1 + 2x2

dx1

dt

dx2

dt

)
= 0

(ii)
d2x2

dt2
+

αω

2r2(hrα − ω)

(((
dx2

dt

)2

−
(
dx1

dt

)2
)
x2 + 2x1

dx1

dt

dx2

dt

)
= 0.

A continuación usamos el ejemplo anterior para abordar los espacios de cur-
vatura constante y después nos concentraremos en los casos particulares relativos
al Problema de Kepler y Potencial Electrostático de Coulomb.

Ejemplo 6.2.5. Problemas de Fuerza Central y La Métrica de J-M en
Espacios de Curvatura Constante n=2:
Para los espacios modelos (M, g) de curvatura (K = s

C
) constante positiva y

negativa, tomando los ejemplos 4.5.5, 6.1.3 y el corolario 6.2.4 tenemos que la
métrica de Jacobi-Maupertuis para el h-Espacio de Configuración (Mh, gh)
asociado al siguiente potencial

V (x) =
ω

‖x‖α =
ω

(x2
1 + x2

2)
α
2

=
ω

rα
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es decir con gh = 2(h − V )λ(dx2
1 + dx2

2) y λ(x) = 4C2

(C+s‖x‖2)2 , entonces la

curvatura mecánica Gaussiana es

K2(h−V )λ
sec (σ12) = Ric2(h−V )λ

(
∂

∂x1

)
= K2(h−V )λ(x)

=
s

2C(h− V )
+

(C + s‖x‖2)2

4C2
K2(h−V )(x)

=
srα

2C(hrα − ω)
+
hωα2r2α−2(C + sr2)2

16C2(hrα − ω)3

Usando los ejemplos 6.1.3 y 6.2.4 tenemos que las ecuaciones geodésicas asocia-
das a esta métrica son

(i)
d2x1

dt2
+

(
αω

2r2(hrα − ω)
− 2s

C + sr2

)(((
dx1

dt

)2

−
(
dx2

dt

)2
)
x1 + 2x2

dx1

dt

dx2

dt

)
= 0

(ii)
d2x2

dt2
+

(
αω

2r2(hrα − ω)
− 2s

C + sr2

)(((
dx2

dt

)2

−
(
dx1

dt

)2
)
x2 + 2x1

dx1

dt

dx2

dt

)
= 0.

Ejemplo 6.2.6. La Métrica de J-M y el Problema de Kepler en Espa-
cios de Curvatura Constante n = 2:
Continuamos con el desarrollo hecho en los ejemplos 6.2.4 y 6.2.5 podemos
extender los resultados a espacios de curvatura constante y el Problema de
Kepler .
Sea (M, g) una variedad Riemanniana conexa de dimensión 2, de curvatura

constante entonces tomamos la función λ(x) = 4C2

(C+s‖x‖2)2 como factor confor-

me y tomamos el potencial V : R2 → R

V (x) = −mMG

‖x‖ = − mMG

(x2
1 + x2

2)
1
2

= −mMG

r

Con esto construimos la métrica de Jacobi-Maupertuis gh = 2λ(h−V )(dx2
1+dx2

2)
para el h-Espacio de Configuración (Mh, gh). Del corolario 6.2.4 tenemos
que la curvatura mecánica para (R2

h, gh) es

K2(h−V (x) =K2(h−V )(x) = − hmMG

4(hr +mMG)3

Haciendo uso del ejemplo 6.2.5 tenemos que la curvatura mecánica para los h-
Espacio de Configuración asociados a los espacios de curvatura positiva y
negativa tomando α = 1 y ω = −mMG tienen la forma

K2λ(h−V )(x) =
s

2C(h− V )
+

(C + s‖x‖2)2

4C2
K2(h−V )(x)

=
srα

2C(hrα − ω)
+
hωα2r2α−2(C + sr2)2

16C2(hrα − ω)3

=
sr

2C(hr +mMG)
− hmMG(C + sr2)2

16C2(hr +mMG)3
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Con esto podemos hacer la siguiente tabla.

Curvatura Positiva

1
C

= K > 0 ⇒ s = 1 λ(x) =
4C2

(C + ‖x‖2)2

K2λ(h−V )(x) = r
2C(hr+mMG) − hmMG(C+r2)2

16C2(hr+mMG)3

Curvatura Cero
K = 0

K2(h−V )(x) = − hmMG
4(hr+mMG)3

Curvatura Negativa

− 1
C

= K > 0 ⇒ s = −1 λ(x) =
4C2

(C − ‖x‖2)2

K2λ(h−V )(x) = − r
2C(hr+mMG) − hmMG(C−r2)2

16C2(hr+mMG)3

El siguiente paso es obtener las ecuaciones geodésicas, partiendo del ejemplo
6.2.4 con α = 1 y ω = −mMG podemos escribir las ecuaciones geodésicas para
(R2

h, gh)

(i)
d2x1

dt2
− mMG

2r2(hr + mMG)

(((
dx1

dt

)2

−
(
dx2

dt

)2
)
x1 + 2x2

dx1

dt

dx2

dt

)
= 0

(ii)
d2x2

dt2
− mMG

2r2(hr + mMG)

(((
dx2

dt

)2

−
(
dx1

dt

)2
)
x2 + 2x1

dx1

dt

dx2

dt

)
= 0

Para espacios de curvatura constante positiva usamos el ejemplo 6.2.5 y tomado
s = 1 las geodésicas de (S2

h, gh) son

(i)
d2x1

dt2
−
(

mMG

2r2(hr +mMG)
+

2

C + r2

)(((
dx1

dt

)2

−
(
dx2

dt

)2
)
x1 + 2x2

dx1

dt

dx2

dt

)
= 0

(ii)
d2x2

dt2
−
(

mMG

2r2(hr +mMG)
+

2

C + r2

)(((
dx2

dt

)2

−
(
dx1

dt

)2
)
x2 + 2x1

dx1

dt

dx2

dt

)
= 0

Para espacios de curvatura constante negativa usamos el ejemplo 6.2.5 y tomado
s = −1 las geodésicas de (H2

h, gh) son

(i)
d2x1

dt2
+

(
2

C − r2
− mMG

2r2(hr +mMG)

)(((
dx1

dt

)2

−
(
dx2

dt

)2
)
x1 + 2x2

dx1

dt

dx2

dt

)
= 0

(ii)
d2x2

dt2
+

(
2

C − r2
− mMG

2r2(hr +mMG)

)(((
dx2

dt

)2

−
(
dx1

dt

)2
)
x2 + 2x1

dx1

dt

dx2

dt

)
= 0

Con esto concluimos este ejemplo que corresponde al inciso (1) de 6.2.4.
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Ejemplo 6.2.7. La Métrica de J-M y el Potencial Electrostático de
Coulomb en Espacios de Curvatura Constante n = 2:
Finalmente desarrollamos el inciso (2) de 6.2.4 y hacemos uso del ejemplo 6.2.5
para extender los resultados a espacios de curvatura constante en el problema
de dos cargas bajo un Potencial Electrostático de Coulomb.
Ahora, sea (M, g) una variedad Riemanniana conexa de dimensión 2, de curva-

tura constante. Tomando nuevamente la función λ(x) = 4C2

(C+s‖x‖2)2 como factor

conforme y tomamos el potencial V : R2 → R

V (x) =
qQK

‖x‖ =
qQK

(x2
1 + x2

2)
1
2

=
qQK

r

Para construir la métrica de Jacobi-Maupertuis gh = 2λ(h−V )(dx2
1 +dx2

2) para
el h-Espacio de Configuración (Mh, gh). Del corolario 6.2.4 tenemos que la
curvatura mecánica para (R2

h, gh) es

K2(h−V )(x) =K2(h−V )(x) =
hqQK

4(hr − qQK)3

De nuevo haciendo uso del ejemplo 6.2.5 tenemos que la curvatura mecánica
para los h-Espacios de Configuración asociados a los espacios de curvatura
positiva y negativa tomandoα = 1 y ω = qQK tienen la forma

K2λ(h−V )(x) =
s

2C(h− V )
+

(C + s‖x‖2)2

4C2
K2(h−V )(x)

=
srα

2C(hrα − ω)
+
hωα2r2α−2(C + sr2)2

16C2(hrα − ω)3

=
sr

2C(hr − qQK)
+

hqQK(C + kr2)2

16C2(hr − qQK)3

Variando el parámetro s = 1,−1 obtenemos la siguiente tabla

Curvatura Positiva

1
C

= K > 0 ⇒ k = 1 λ(x) =
4C2

(C + ‖x‖2)2

K2λ(h−V )(x) = r
2C(hr−qQK) + hqQK(C+r2)2

16C2(hr−qQK)3

Curvatura Cero
K = 0

K2(h−V )(x) = − hqQK
4(hr−qQK)3

Curvatura Negativa

− 1
C

= K > 0 ⇒ k = −1 λ(x) =
4C2

(C − ‖x‖2)2

K2λ(h−V )(x) = − r
2C(hr−qQK) + hqQK(C−r2)2

16C2(hr−qQK)3
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Finalmente las ecuaciones geodésicas a partir del ejemplo 6.2.4 con α = 1 y
ω = qQK las ecuaciones geodésicas para (R2

h, gh) son

(i)
d2x1

dt2
+

qQK

2r2(hr − qQK)

(((
dx1

dt

)2

−
(
dx2

dt

)2
)
x1 + 2x2

dx1

dt

dx2

dt

)
= 0

(ii)
d2x2

dt2
+

qQK

2r2(hr − qQK)

(((
dx2

dt

)2

−
(
dx1

dt

)2
)
x2 + 2x1

dx1

dt

dx2

dt

)
= 0

Para espacios de curvatura constante positiva usamos el ejemplo 6.2.5 y tomado
s = 1 las geodésicas de (S2

h, gh) son

(i)
d2x1

dt2
+

(
qQK

2r2(hr − qQK)
− 2

C + r2

)(((
dx1

dt

)2

−
(
dx2

dt

)2
)
x1 + 2x2

dx1

dt

dx2

dt

)
= 0

(ii)
d2x2

dt2
+

(
qQK

2r2(hr − qQK)
− 2

C + r2

)(((
dx2

dt

)2

−
(
dx1

dt

)2
)
x2 + 2x1

dx1

dt

dx2

dt

)
= 0

Por último para espacios de curvatura constante negativa usamos el ejemplo
6.2.5 y tomado s = −1 las geodésicas de (H2

h, gh) son

(i)
d2x1

dt2
+

(
2

C − r2
+

qQK

2r2(hr − qQK)

)(((
dx1

dt

)2

−
(
dx2

dt

)2
)
x1 + 2x2

dx1

dt

dx2

dt

)
= 0

(ii)
d2x2

dt2
+

(
2

C − r2
+

qQK

2r2(hr − qQK)

)(((
dx2

dt

)2

−
(
dx1

dt

)2
)
x2 + 2x1

dx1

dt

dx2

dt

)
= 0.
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7. Resultados y Conclusiones

Para concluir esta tesis, presentaremos algunos de los resultados que a juicio
del autor, vale la pena resaltar y describir.

7.1. Resultados Generales

La siguiente afirmación es una consecuencia directa del corolario 6.1.2, lo
cual nos permite dar una primera clasificación del signo de las curvaturas al
menos a nivel local (puntos críticos) en Rn.

Proposición 7.1.1. Curvaturas Mecánicas de métricas conformes a Rn

en puntos críticos:
Sea (Rnh , gh) un h-Espacio de Configuración de dimensión n ≥ 2, con métri-
ca de J-M gh = 2(h− V )g conforme a la métrica euclidiana, tomando r0 ∈ Rn

punto crítico, es decir ∇V (r0) = 0 entonces las curvaturas son

i) Curvatura Mecánica Seccional:

K2(h−V )
sec

(
∂

∂xi
,
∂

∂xj

)
=

∆ijV

4(h− V )2

ii) Curvatura Mecánica de Ricci:

Ric2(h−V )

(
∂

∂xi

)
=

∆V

4(n− 1)(h− V )2
+

(n− 2)∂
2V
∂x2

i

4(n− 1)(h− V )2

iii) Curvatura Mecánica Escalar:

K2(h−V )(x) = K2(h−V )(x) =
∆V

2n(h− V )2

Además podemos dar ciertas condiciones para determinar el signo de la Cur-
vatura Mecánica Seccional.

i-a) si ∆ijV (r0) > 0 entonces K
2(h−V )
sec (σij) > 0.

i-b) si ∆ijV (r0) < 0 entonces K
2(h−V )
sec (σij) < 0.

i-c) si ∆ijV (r0) = 0 entonces K
2(h−V )
sec (σij) = 0.

Continuando con la Curvatura Mecánica de Ricci.

ii-a) si ∆V (r0) + (n− 2)∂
2V
∂x2

i

(r0) > 0 entonces Ric2(h−V )( ∂
∂xi

) > 0.

ii-b) si ∆V (r0) + (n− 2)∂
2V
∂x2

i

(r0) < 0 entonces Ric2(h−V )( ∂
∂xi

) < 0.

ii-c) si ∆V (r0) + (n− 2)∂
2V
∂x2

i

(r0) = 0 entonces Ric2(h−V )( ∂
∂xi

) = 0.
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y para la Curvatura Escalar.

iii-a) si ∆V (r0) > 0 entonces K2(h−V )(r0) > 0.

iii-b) si ∆V (r0) < 0 entonces K2(h−V )(r0) < 0.

iii-c) si ∆V (r0) = 0 entonces K2(h−V )(r0) = 0.

A diferencia de la proposición anterior, en el caso de funciones potenciales
armónicas podemos hacer una clasificación del signo de las curvaturas en función
de la dimensión del espacio asociado a los sistemas mecánicos que describe.

Proposición 7.1.2. Curvaturas Mecánicas Escalares en Rn y Poten-
ciales Armónicos:
Sea (Rnh, gh) un h-Espacio de Configuración de dimensión n ≥ 2, con la mé-
trica de Jacobi-Maupertuis gh = 2(h− V )g conforme a la métrica usual en Rn,
suponiendo que V : Rn → R es un Potencial Armónico, es decir ∆V = 0,
entonces las siguientes afirmaciones se cumplen para la curvatura Mecánica Es-
calar.

• K2(h−V ) > 0 para n < 6.

• K2(h−V ) < 0 para n > 6.

• K2(h−V ) = 0 para n = 6.

La demostración es inmediata, haciendo uso de la fórmula dada en el coro-
lario 6.2.6:

K2(h−V )(x) =
∆V

2n(h− V )2
− (n− 6)‖∇V ‖2

8n(h− V )3
= − (n− 6)‖∇V ‖2

8n(h− V )3

Por otro lado, también se puede demostrar haciendo uso de la fórmula de Cur-
vatura Mecánica Escalar calculada en el corolario 6.1.2 .
Este es un resultado particular de uno más general presente en [Pin75, Página
291]

Proposición 7.1.3. Curvatura Mecánica en espacios de curvatura K
constante de dimensión 2:
Sea (Mh, gh) un h-Espacio de Configuración de dimensión 2, de un espa-

cio de curvatura constante, con factor conforme λ(x) = 4C2

(C+s‖x‖2)2 a la métrica

euclidiana y con V : R2 → R función potencial para la métrica de Jacobi-
Maupertuis gh = 2λ(h− V )(dx2

1 + dx2
2).

Como consecuencia del ejemplo 6.1.3 en la tabla 6.1.6 tenemos expresiones pa-
ra las curvaturas mecánicas en términos del potencial, con esto hacemos una
clasificación de la curvatura mecánica a partir del signo de la curvatura de la
variedad original.

Corolario 7.1.1.
Sea (S2

h, gh) un h-Espacio de Configuración de un espacio de curvatura cons-
tante positiva con métrica de Jacobi-Maupertuis gh = 2λ(h− V )(dx2

1 + dx2
2), si

V es un potencial armónico o bien ∆V > 0 entonces K2λ(h−V )(x) > 0.
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En el caso del h-Espacio de Configuración de un espacios de curvatura
negativa el análisis es un poco más complicado lo cual nos lleva solamente a
poder analizar de manera sencilla los puntos críticos del potencial.

Corolario 7.1.2.
Sea (H2

h, gh) un h-Espacio de Configuración de un espacio de curvatura
constante negativa con métrica de Jacobi-Maupertuis gh = 2λ(h−V )(dx2

1 +dx2
2),

tomando x0 un punto crítico del potencial, si V es armónico o bien ∆V (x0) < 0
entonces K2λ(h−V )(x0) < 0.

Finalmente recordemos que en el ejemplo 6.1.3 el parámetro s en el fac-
tor λ toma los valores −1 y 1 para espacios de curvatura negativa y positiva
respectivamente.

7.2. Potenciales de Fuerza Central

A continuación, resaltaremos algunos de los resultados de mayor interés físico
que son consecuencia de lo calculado en los ejemplos del capítulo anterior.

7.2.1. Curvatura Mecánica en Rnh

En esta subsección vamos a abordar de manera particular algunos resultados
calculados principalmente en el ejemplo 6.2.2, también sintetizamos y resaltamos
algunas propiedades de las curvaturas mecánicas consecuencia de los corolarios
obtenidos en este ejemplo.

Teorema 7.2.1.
Sea (Rnh, gh) un h-Espacio de Configuración de dimensión n, con n > 2, con
Métrica de Jacobi-Maupertuis gh = 2(h − V )(

∑n
i=1 dx

2
i ) asociada al siguiente

potencial

V (x) =
ω

‖x‖α =
ω

(
∑n

k=1 x
2
k)

α
2

=
ω

rα

Entonces la Curvatura Mecánica Escalar es de la forma

K2(h−V )(x) =
ωαrα−2

8n(hrα − ω)3
(4hrα(α+ 2 − n) − ω(n− 2)(α− 4))

La demostración de este teorema se sigue de los cálculos hechos en el ejemplo
6.2.2.

Hay que resaltar que la expresión para la Curvatura Mecánica Escalar del
teorema 7.2.1 depende de 4 parámetros n, h, ω y α.
A continuación vamos a hacer un pequeño estudio paramétrico variando sola-
mente n y α lo cual nos permite obtener algunos resultados interesantes.
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Teorema 7.2.2.
Sea (Rnh, gh) un h-Espacio de Configuración dimensión n > 2, con Métrica
de Jacobi-Maupertuis gh = 2(h− V )(

∑n
i=1 x

2
i ) asociada al siguiente potencial

V (x) =
ω

‖x‖α =
ω

rα

Entonces la curvatura mecánica escalar es de la forma

i) Si α = n− 2, entonces

K2(h−V )(x) = −ω2(n− 6)(n− 2)2rn−4

8n(hrn−2 − ω)3

Demostración: Corolario 6.2.1

ii) Si n = 6 y α = 4 entonces la curvatura mecánica escalar es

K2(h−V )(x) = 0

Demostración: Corolario 6.2.2

iii) Si α = 4 entonces

K2(h−V )(x) =
2hω(6 − n)r6

n(hr4 − ω)3

Demostración: Corolario 6.2.3

iv) Si n = 2 entonces

K2(h−V )(x) =
hωα2r2α−2

4(hrα − ω)3

Demostración: Corolario 6.2.4

v) Si n = 3 entonces la Curvatura Mecánica Escalar es

K2(h−V )(x) =
ωαrα−2

24(hrα − ω)3
(4hrα(α− 1) − ω(α− 4))

Demostración: Corolario 6.2.5

En las siguientes subsecciones veremos casos particulares de mayor interés
como los potenciales armónicos y los potenciales en dimensión n = 2 y n = 3.

7.2.2. Potenciales de Fuerza Central Armónicos

Como resultado del ejemplo 6.2.3 y el corolario 6.2.6 podemos hacer algunas
clasificaciones de las curvaturas haciendo variar los parámetros ω, h y n, a
continuación presentamos teoremas en el caso n = 2 y n > 2
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Teorema 7.2.3.
Sea (R2

h, gh) un h-Espacio de Configuración de dimensión 2, con Métrica
de Jacobi-Maupertuis gh = 2(h− V )(dx2

1 + dx2
2) asociada al siguiente potencial

V (x) = ω ln(r)

con curvatura mecánica escalar

K2(h−V )(x) =
ω2

4r2(h− ω ln(r))3

Entonces las curvaturas mecánicas escalares se clasifican de la siguiente manera

n = 2 h > 0 h < 0 h = 0

ω > 0 K2(h−V ) > 0 K2(h−V ) < 0 K2(h−V ) < 0

ω < 0 K2(h−V ) > 0 K2(h−V ) < 0 K2(h−V ) > 0

La demostración es inmediata haciendo uso del corolario 6.2.6.

Teorema 7.2.4.
Sea (Rnh, g) un h-Espacio de Configuración de dimensión n > 2, con Métrica
de Jacobi-Maupertuis gh = 2(h− V )(

∑n
i=1 dx

2
i ) asociada al siguiente potencial

V (x) =
ω

rn−2

con curvatura mecánica escalar

K2(h−V )(x) = −ω2(n− 6)(n− 2)2rn−4

8n(hrn−2 − ω)3

Entonces las curvaturas mecánicas escalares se clasifican de la siguiente manera

n < 6 h > 0 h < 0 h = 0

ω > 0 K2(h−V ) > 0 K2(h−V ) < 0 K2(h−V ) < 0

ω < 0 K2(h−V ) > 0 K2(h−V ) < 0 K2(h−V ) > 0
n > 6

ω > 0 K2(h−V ) < 0 K2(h−V ) > 0 K2(h−V ) > 0

ω < 0 K2(h−V ) < 0 K2(h−V ) > 0 K2(h−V ) < 0

La demostración es inmediata haciendo uso del corolario 6.2.6.

7.2.3. Problema de Kepler y Coulomb en R2
h y R3

h

Para terminar en esta subsección vamos a clasificar el tipo de geodésicas
que genera la métrica de Jacobi-Maupertuis en el plano, haciendo variación del
parámetro de energía como resultado de usar los corolarios 6.2.7 y 6.2.8 y la
clasificación dada en [Pol76], cabe resaltar que estos resultados son un poco
más generales comparados al resultado dado en [Pin75, Sección 2.2], para ello
tenemos el siguiente par de teoremas.
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Teorema 7.2.5.
Sea (R2

h, gh) un h-Espacio de Configuración de dimensión 2, con Métrica de
Jacobi-Maupertuis gh = 2(h−V )(dx2

1 +dx2
2) asociada al potencial gravitacional.

V (x) = −mMG

‖x‖ = −mMG

r

Con curvatura mecánica Gaussiana

K2(h−V )(x) = − hmMG

4(hr +mMG)3

Entonces las geodésicas se clasifican de la siguiente forma

Energía Curvatura Geodésica
h > 0 K2(h−V ) < 0 Órbita Hiperbólica
h = 0 K2(h−V ) = 0 Órbita Parabólica
h < 0 K2(h−V ) > 0 Órbita Elíptica

La demostración de este teorema esencialmente es aplicar la variación de
signos de h al corolario 6.2.7 y usar la clasificación hecha en [Pol76, Capítulo
1, Sección 7-10]

Teorema 7.2.6.
Sea (R2

h, gh) un h-Espacio de Configuración de dimensión 2, con Métrica de
Jacobi-Maupertuis gh = 2(h−V )(dx2

1 +dx2
2) asociada al potencial Coulombiano.

V (x) =
qQK

‖x‖ =
qQK

r

Con curvatura mecánica Gaussiana

K2(h−V )(x) =
hqQK

4(hr − qQK)3

Entonces las geodésicas son clasificadas de la siguiente forma

Qq > 0 Energía Curvatura Geodésica
h > 0 K2(h−V ) > 0 Órbita Elíptica
h = 0 K2(h−V ) = 0 Órbita Parabólica
h < 0 K2(h−V ) > 0 Órbita Elíptica

Qq < 0

h > 0 K2(h−V ) < 0 Órbita Hiperbólica
h = 0 K2(h−V ) = 0 Órbita Parabólica
h < 0 K2(h−V ) < 0 Órbita Hiperbólica

La demostración de este teorema esencialmente es aplicar la variación de
signos de h al corolario 6.2.8 y usar la clasificación hecha en [Pol76, Capítulo
1, Sección 7-10]
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Finalmente resta calcular y clasificar el caso n = 3 para el potencial de fuerza
central.

Teorema 7.2.7.
Sea (R3

h, gh) un h-Espacio de Configuración de dimensión 3, con métrica
de Jacobi-Maupertuis gh = 2(h− V )(dx2

1 + dx2
2 + dx2

3) asociada al potencial de
fuerza central.

V (x) =
ω

‖x‖ =
ω

(
∑n

k=1 x
2
k)

1
2

=
ω

r

Entonces el potencial es un potencial armónico y la curvatura escalar es de la
forma

K2(h−V )(x) =
ω2

8r(hr − ω)3

La demostración es inmediata partiendo del teorema 7.2.4 y tomando n = 3. Es-
te resultado también se puede obtener derivado del teorema (7.2.2 - v) tomando
α = 1.

7.3. Comentarios Finales

Aquí resaltamos algunos aspectos y temas que quedaron pendientes de es-
tudio, pues, debido a que estos temas hacen necesario extender mucho más este
trabajo y debido a la falta de espacio y tiempo es necesario dejarlos como pen-
dientes o estudio a futuro.
A continuación se hace una breve lista de estos temas pendientes, además de
una breve descripción.

• Métrica Braquistócrona:
Existe una forma de relacionar el problema de la Braquistócrona con la
Métrica de J-M, algunos resultados asociados a este y que se pudieron
explorar se encuentran en [Lau65, Sección 14.4].

• Estabilidad de las Geodésicas:
A lo largo de los capítulos 6 y 7 se estudian distintos tipos de curvaturas,
sin embargo, la utilidad de esto y las conclusiones finales nos pueden llevar
a hacer un estudio dinámico asociado a las Geodésicas de la Métrica
de J-M, pues se puede estudiar la estabilidad asintótica de las mismas,
sin embargo en el caso de variedades de dimensión 2, basta con fijarse en
el signo de la Curvatura Gaussiana, todo ello gracias a los Campos
de Jacobi.
Algunos resultados y discusiones al rededor de la estabilidad de las geo-
désicas se pueden encontrar en las siguientes 2 referencias [Lau65, Sección
14.5] y ([GLHP]).

• Encajes de Sistemas Mecánicos en Superficies de Revolución:
Usando la Métrica de J-M en R2 se puede construir un encaje que nos
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permite construir una parametrización de un Superficies de Revolu-
ción, siendo así, es posible estudiar en algunos casos también el compor-
tamiento de las geodésicas y algunas otras propiedades.
Algunos resultados y referencias relativos a este tema se pueden encontrar
en [Pin75, Sección 2.3] y [Moe18].

Como conclusión final, podemos ver que el estudio de la Métrica de Jacobi-
Maupertuis es relativamente poco conocido, sin embargo se podría considerar
como una formulación alternativa para la mecánica clásica que puede tener
cierta utilidad e incluso dar una perspectiva más geométrica comparado a las
formulaciones más estándar utilizadas por los físicos, tales como la formulación
Hamiltoniana y Lagrangiana de la mecánica, sin embargo, el estudio hecho aquí
es parcial y solo se enfoca a las curvaturas pues como se explica en la lista de
temas pendientes a estudiar, las implicaciones dinámicas haciendo uso de los
Campos de Jacobi nos permitiría al menos saber el comportamiento asinto-
mático que seguiría una partícula sometida a algún potencia de fuerza y con
ello describir algunos comportamientos dinámicos de interés físico lo cual com-
pletaría aun más los pendientes de este trabajo de investigación relativo a la
Métrica de Jacobi-Maupertuis.
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