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Resumen

Las condiciones de frontera adecuadas entre dos regiones son muy importantes
en el desarrollo de modelos heterogeneos debido a que es indispensable saber lo
que pasa entre las fases o regiones. Por tal razon, en este trabajo se desarrollaron
condiciones para un modelo de transporte de cantidad de movimiento en
un sistema estratificado donde se necesitan condiciones de frontera para el
acoplamiento de las ecuaciones para cada estrato, a partir de un modelo de
un dominio y un modelo de dos dominios. El primero se resuelve suponiendo
que el sistema es pseudo-homogéneo y se expresa en términos de coeficientes de
medio efectivo que dependen de la posicion en la inter-region. Por su parte, en el
segundo se toma una ecuacion para cada estrato con coeficientes constantes y se
unen mediante condiciones de frontera para acoplar las ecuaciones de cada region

homogénea.

También se desarroll6 analiticamente el sistema suponiendo los medios porosos
como una serie de canales paralelos, donde se vieron los cambios en la velocidad
del sistema entre medios porosos de distinta fraccion volumétrica y del medio
poroso con las paredes. Ademas se pudo obtener una expresion del coeficiente de

permeabilidad de forma analitica utilizando la ecuacion de Darcy.

Para el transporte de cantidad de movimiento entre cada estrato de medio
poroso se obtuvieron dos condiciones de frontera, en términos de coeficientes
de salto, a partir de la solucién de un problema de cerradura macroscopico. Lo
anterior, siguiendo la metodologia de Valdés-Parada y col. (2013) que deriva los
modelos de uno y dos dominios. Del problema de cerradura resultante también se
determiné la posicion en la cual las condiciones de frontera deben ser aplicadas.
Este trabajo permiti6 observar el perfil de la velocidad promedio en un medio
estratificado a partir de modelos de uno y dos dominios asi como con una soluciéon

analitica.



Nomenclatura

Ag, area de la interfase, m?

g vector de gravedad, m?/s

I tensor identidad

K tensor de permeabilidad, m?

n,, vector unitario normal dirigido de la regién -n hacia la region -w.
L longitud caracteristica del sistema, m

¢ longitud caracteristica de la celda unitaria m

ps presion en la fase -3, N/m?

ps desviaciones espaciales de la presion en la fase -3, N/m?

(ps)” promedio intrinseco de la presion, N/m?

ro radio del volumen de promediado, m

Sen»Suw»SppSnw variables de cerradura macroscopicas

busn>Buses s 0Oy variables de cerradura macroscopicas, m

S; coeficientes de salto, i = w,n, m~!

b; coeficientes de salto, 1 = w,n

v velocidad en la fase -3, m/s

v desviaciones espaciales de la velocidad en la fase -3, m/s
(v3)? promedio intrinseco de la velocidad, m/s

¥V region de promediado

V volumen de promediado-j contenida en la region de promediado, m?

10



n,w niamero de celdas localizadas en el medio poroso -w
n,n numero de celdas localizadas en el medio poroso -n

no numero de celdas en el volumen promediante

{3, espesor del fluido en los poros de la region porosa w, m
g, espesor del fluido en los poros de la region porosa 7, m
[y fraccion de celda n

fo fraccion de celda w

fay fraccion de fluido en n

fs. fraccion de fluido en w

Simbolos griegos

e fracccion volumétrica asociada a la fase -3
€3, fracccion volumétrica en la regiéon porosa -w
gy fracccion volumétrica en la regiéon porosa -n
1 funcion arbitraria asociada a la fase -3

pg densidad del fluido -3, Kg/m?

pp viscosidad del fluido -3, Kg/ms

¢ coordenada con origen justo en la interfase solido-liquido en la cual términa

el medio poroso w y comienza el medio poroso 7

& coordenada de posicion del centriode en los canales.
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Capitulo 1

Introduccion

La necesidad de conocer los fenomenos por los que ocurre el transporte de
cantidad de movimiento en sistemas tales como proliferaciéon de contaminantes
en suelos estratificados, en el aire y en aguas subterraneas o el transporte de
nutrientes en tejidos celulares, por mencionar sélo algunos ejemplos, ha llevado
al desarrollo del area de los fenémenos de transporte en varias fases y en
particular de ecuaciones denominadas de medio efectivo. Para determinar los
coeficientes de transporte de cantidad de movimiento involucrados en dichas
ecuaciones se necesita realizar una serie de experimentos, y estos sbélo son
aplicables bajo las condiciones restringidas a las que se llevaron a cabo. Existen
otras formas para obtener estos coeficientes, como los modelos estocasticos que
no tienen una mateméatica que los respalde o los llamados DNS (Simulaciones
Numéricas Directas) que requieren tiempo de computo. Con ese fin, se desarrollo
una técnica para obtener modelos en sistemas de escalas miltiples llamado
promedio volumétrico, el cual predice estos coeficientes para una gran cantidad
de situaciones, ademas de que esta técnica nos permite obtener las restricciones
que se deben cumplir para su aplicacion. Por tal razon, para el presente trabajo
se utilizara dicho método. Ademas, para la solucion de este método, se resuelve
un problema de cerradura que extrae la informacién importante y la conduce a
otras escalas.

Cabe senalar que existen otros métodos y modelos Zaman y Jalali (2010)

como los de Koseny-Carman para obtener coeficientes efectivos que, si bien,
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Capitulo 1 Introduccion

pueden ser adecuados para describir un fenémeno en particular, se obtuvieron
semiempiricamente y de manera frecuente incluyen coeficientes desconocidos.

Algunas investigaciones sobre descontaminacion del subsuelo han mostrado que
el transporte esta influenciado por los fenémenos que se dan a nivel microscopico.
Asi, se ha determinado que la distribucion y el transporte de contaminantes
dependen de la geometria del poro, asi como de las reacciones a esa misma escala.

Un caso particular de sistemas de varias fases son los medios porosos que
son una red tridimensional interconectada de poros, cuyo grado de interconexion,
tamano y forma depende del material. Las propiedades de cada material, como
la porosidad, permeabilidad y el area superficial, son relevantes en la industria.
Por ejemplo, en la extraccion de petroleo del subsuelo o el uso de membranas
estratificadas, se pueden tener dos o méas tipos de porosidades y es importante
conocer los cambios dréasticos de velocidad y del esfuerzo en las fronteras de cada
estrato para poder optimizar su uso.

No obstante, aparte de los avances anteriores, existen sistemas que, a pesar de
que existen estudios de ellos, se puede continuar con el desarrollo de su teoria.
Unos de estos son los sistemas estratificados que tienen aplicaciones en procesos de
separacion industriales asi como en sistemas biolégicos y quimicos. Ello motiva un
campo importante para nuevas investigaciones. En el presente trabajo se desarrolla
un modelo, con base en el promedio volumétrico, para describir el comportamiento
del transporte de cantidad de movimiento dentro de un sistema estratificado. Los
estratos poseen porosidades distintas y, por lo tanto, el transporte es diferente.

En este tipo de sistemas se desarrolla primeramente el modelo de un solo
dominio (One Domain Approach, ODA), considerando dos estratos, n y w
(Figura 1.1). Este consiste en promediar el transporte de cantidad de movimiento,
expresado mediante la ecuacion de Stokes. Cabe senalar que se prefiere ésta a la
ecuacion de Navier-Stokes debido a que los valores del nimero de Reynolds son
bajos (Re<1), esto quiere decir que las fuerzas viscosas son mas importantes
que las fuerzas inerciales. En este promediado los pardmetros de porosidad y
permeabilidad se consideran variables en el espacio. Los coeficientes del modelo

requieren de la solucion de un problema de cerradura, como se muestra en trabajos

Modelado matemdtico 13 Jorge Chavarria Ornelas



Capitulo 1 Introduccion

anteriores Valdés-Parada y col. (2013), en este trabajo se desarrolla un método
analitico para obtener dichos coeficientes.

Como siguiente paso, se desarrolla el modelo de transporte de cantidad de
movimiento de dos dominios (Two Domain Approach, TDA), donde se mantienen
constantes los pardmetros en cada estrato del sistema. En consecuencia, se obtiene
la ecuacion de Darcy Brinkman, una para cada region.

Enseguida se emplea la metodologia propuesta por Valdés-Parada y col. (2013),
para obtener las condiciones de salto. Esta metodologia es preferible pues se
obtienen dos condiciones de salto, a diferencia de trabajos anteriores donde se
obtiene una de éstas y se supone la segunda condicion de frontera (Ochoa-Tapia
v Whitaker, 1995a) y Beavers y Joseph (1967).

En el desarrollo de estos modelos es necesario conocer el comportamiento de
dichos pardmetros. Para ello, se realiza utiliza el desarrollo analitico suponiendo
canales para cerrar el problema. De aqui se obtienen relaciones lineales en la
inter-region que son necesarias en el problema de un solo dominio.

En dicha metodologia se suman el ODA y el TDA y como resultado se obtiene
otro problema de cerradura para las desviaciones macroscopicas. Para la solucion
se requiere de un método numérico. Para este problema se utiliza el método de
diferencias finitas donde se requiere discretizar las ecuaciones. Las variables de
cerradura obtenidas son muy importantes porque contienen informaciéon de la
inter-region. Lo anterior, debido a que colapsan los fenémenos que ocurren en
el volumen llamado inter-region para convertirlo en una superficie divisoria con

posicion en .

Modelado matemdtico 14 Jorge Chavarria Ornelas



Capitulo 1 Introduccion

Medio poroso
homogéneo N

Lw

Medio poroso
homogéneo w

Figura 1.1. Esquema de una regién porosa por estratos.

De acuerdo a la metodologia para el desarrollo de condiciones de salto se
busca que la diferencia entre el ODA y el TDA, integrada en un volumen, que
incluya parte de las regiones homogéneas y la inter-region sea lo mas cercana
a cero. Esto con la finalidad de resolver el problema de manera mas sencilla,
ya que es mas complicado resolver el ODA computacionalmente, que tener dos
ecuaciones acopladas con condiciones a la frontera. Ademas, si se tienen ecuaciones
promediadas de cada estrato y condiciones de frontera se podria hacer un segundo
escalamiento a gran escala donde se podria modelar un sistema estratificado como
una sola region homogénea.

Un aspecto importante que se debe tomar en cuenta al resolver estos sistemas
reside en la geometria con la cual se resuelve el medio poroso, asi como las
restricciones de escala. Con estas tltimas es posible determinar donde es aplicable

el modelo.

En este trabajo se busca una soluciéon para dos medios porosos, donde se tiene
como modelo un sistema formado por una serie de canales paralelos que forman

el medio poroso. De esta manera, bajo condiciones de flujo laminar, se obtienen

Modelado matemdtico 15 Jorge Chavarria Ornelas



Capitulo 1 Introduccion

los perfiles de velocidad analiticamente y se conoce la velocidad a la escala local
en cualquier punto del canal. En consecuencia, se puede obtener exactamente el
perfil de la velocidad promedio para cualquier posicion del volumen que se use
como muestra para promediar.

En esta forma de abordar el problema se obtienen ecuaciones algebraicas a
partir de la simplificaciéon de la ecuacion de Stokes para flujo unidimensional.
Esto representa una gran ventaja debido a que las ecuaciones son més faciles de
manipular, a diferencia de las ecuaciones diferenciales que se obtienen con otros
métodos. Adicionalmente, con esta metodologia se puede observar claramente la
contribucion de Brinkman cerca de la inter-region debido a que solamente es
notable cerca de un cambio en la fracciéon volumétrica.

Si bien, el método analitico muestra la velocidad en cualquier punto del sistema
requiere de una ecuaciones para cada region. En este trabajo se busca desarrollar
un modelo que pueda homogeneizar un sistema de este tipo, primero realizando
las ecuaciones de frontera entre cada medio poroso y mas adelante se busca un

promediado a gran escala para todo un sistema formado por dos o més estratos.

1.1. Objetivo general

Desarrollar un modelo macroscopico de transporte de cantidad de movimiento

para un sistema formado por dos estratos porosos.

1.2. Objetivos particulares

= Desarrollar un modelo analitico para obtener de manera analitica los

coeficientes de porosidad y permeabilidad.

= Desarrollar condiciones de salto cerradas de cantidad de movimiento para el

sistema formado por dos estratos.

= Obtener la posicion de la superficie divisoria

Modelado matemdtico 16 Jorge Chavarria Ornelas



Capitulo 1 Introduccion

» Evaluar el efecto de las condiciones de salto para la velocidad y el esfuerzo

en las ecuaciones promedio y en sus coeficientes efectivos.

Estructura de este trabajo

En el Capitulo 2 se revisan los trabajos més recientes en esta area.

En el Capitulo 3 se expone una forma de atacar el problema de un sistema
estratificado de una manera analitica. Se supone el medio poroso como una serie
de canales paralelos, donde se obtienen los perfiles de flujo para dos medios porosos

y posteriormente un medio poroso y un canal.

Después, en el Capitulo 4 se deducen las condiciones de salto para el sistema
de dos estratos, se aplica la técnica del promedio volumétrico a la ecuacion de
continuidad y la ecuacion de Stokes para obtener el modelo de un solo dominio
ODA y posteriormente el modelo de dos dominios TDA. Lo anterior, para obtener
las condiciones de salto en la velocidad y en el esfuerzo en la inter-region entre
dos estratos, pues es necesario colapsar la informacion de toda esta region en dos

condiciones de frontera.

En el Capitulo 5 se muestran los resultados obtenidos al aplicar las condiciones
de salto y la solucion mediante un método analitico para un sistema formado por

dos estratos de porosidades de 0.3 y 0.9.

En el Capitulo 6 se presentan las conclusiones del trabajo y algunas perspectivas

sobre este.

Por ultimo, en los apéndices se da a conocer a mayor detalle la solucion a los

problemas de cerradura y la soluciéon por diferencias finitas.

Modelado matemdtico 17 Jorge Chavarria Ornelas



Capitulo 2

Antecedentes

Antes de abordar el tema relativo a modelos en sistemas estratificados, vale la

pena revisar las investigaciones mas relevantes sobre transporte en medios porosos.

Para modelar el transporte de cantidad de movimiento dentro de los poros se
utiliza la ecuacion de Navier-Stokes, pero debido al nimero de Reynolds pequenos
Re < 1 que se tiene en los medios porosos, en éstos se utiliza la ecuacion de Stokes
(2.1), Bird (1982), que contiene solo la parte difusiva de la ecuacion. Sin embargo,
algunos autores han utilizado diversas ecuaciones a partir de la ecuacion (2.1). Una
de las maneras consiste en promediar dicha ecuacién y considerar la correcciéon de
Brinkman, que algunos autores desprecian debido a que ésta solo es importante
cerca de la inter-region que es la region donde cambia la fraccion volumétrica

entre dos estratos porosos.

0= —Vpg — P3g + /LﬁVQVg en la fase — (3
—— —~— ——
término superficial normal  término volumétrico  término superficial viscoso
(2.1)
V-vg=0 en la fase — (3 (2.2)

18



Capitulo 2 Antecedentes

v =0 en la interfase — fo (2.3)

En primer término, Beavers y Joseph (1967) propusieron un sistema que
contiene dos regiones, un medio poroso homogéneo y un fluido, como se muestra
en la Figura (2.1), donde desarrollaron experimentos de un canal parcialmente
lleno con material poroso. Ellos propusieron utilizar la Ley de Darcy en el medio
poroso homogéneo y una condicion de deslizamiento en la interfase, y obtuvieron
una condiciéon de salto en la velocidad con un coeficiente ajustable que dependen
de la geometria local de la interfase. De acuerdo con las ecuaciones, se obtuvieron
perfiles que ajustaban a los experimentos realizados. Sin embargo, en este estudio
no se toma en cuenta la correccién de Brinkman, ademés tal coeficiente ajustable
contienen demasiadas suposiciones y debido a esto el modelo no tiene suficiente
confiabilidad. Adicionalmente, en la segunda condiciéon a la frontera se supuso
continuidad en el esfuerzo.

La ecuacion resultante muestra la condicion de salto en la velocidad y los

coeficientes mencionados.

Modelado matemdtico 19 Jorge Chavarria Ornelas



Capitulo 2 Antecedentes

1 cronémetro

J 0O

)/!
/Iﬁ%;ptor

98

bomba Tanques de
recoleccion

Medio poroso

Almacenamiento
principal

Figura 2.1. Esquema del experimento Beavers y Joseph.

d<“5>6 «
By 0 = = (sl — Esuvalol) (25)

A partir del trabajo anterior, Ochoa-Tapia y Whitaker (1995a) abordaron el
problema con uso del método del promedio volumétrico, donde se puede observar
el desarrollo tedrico del modelo a partir de las ecuaciones puntuales (2.1) y
(2.2) ademas de la condicion de no deslizamiento (2.3). Al aplicar el método
del promedio volumétrico obtuvieron la ecuaciéon de Darcy con la correccion de
Brinkman (2.6).

(Voo = =2 [V05) = po = <5V (2.6

Esta describe el flujo en un medio poroso y la correcciéon es importante en la
inter-region, como se muestra en la Figura 2.2. Estos autores desarrollaron un
método para obtener finalmente un condicién de salto en el esfuerzo como se
muestra en la ecuacion (2.7). Este resultado contrasta con el trabajo de Beavers y
Joseph donde se supuso continuidad en el esfuerzo. No obstante, Ochoa-Tapia
y Whitaker (1995a) supusieron continuidad en la velocidad sin el desarrollo

tedrico realizado en la primera condicion a través de la superficie divisoria y

Modelado matemdtico 20 Jorge Chavarria Ornelas



Capitulo 2 Antecedentes

realizaron una comparacion con los experimentos de Beavers y Joseph (1967) en
una segunda parte del trabajo efectuado por Ochoa-Tapia y Whitaker (1995b).
Ademas consideraron que la condiciéon de salto también contenia coeficientes

ajustables.

dvs)il _ W0yl _ 2B

m o = skl 27)
y=h
Regién-n
y=0
et G nd
y=-H

r, . I}

Figura 2.2. Esquema de representacion para el sistema estudiado por Ochoa-Tapia y Whitaker.

Tras los intentos por conseguir una teoria mas desarrollada en este tipo de
sistemas y con trabajo de computo mas avanzado, se demostré que mediante
celdas unitarias se pudo modelar el comportamiento del fluido en la inter-region
medio poroso-fluido Valdés-Parada y col. (2007). En este tltimo trabajo se obtuvo
el coeficiente de permeabilidad en funcion de la posicion. Ademés, Valdés-Parada
y col. (2010) realizaron la derivacion de las condiciones de salto en la inter-region,
donde se resolvié un problema de cerradura macroscopico.

De manera reciente, se abordaron de manera completa los trabajos mencionados
anteriormente y Valdés-Parada y col. (2013) desarrollaron las dos condiciones de

salto mostradas en las ecuaciones (2.8) y (2.9), el esfuerzo y en la velocidad
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respectivamente. Ademas, por medio de método numéricos, se obtuvieron los
coeficientes de dichas condiciones. Asimismo, se desarroll6 una comparacion
grafica del comportamiento del flujo con los modelos: Ochoa-Tapia y Whitaker
(1995a) y Beavers y Joseph (1967) donde se mostrd que, con las dos condiciones

de salto, el modelo se ajusté6 mas al de un solo dominio.

d(vg)! o d(vs)’ |, a
d—ynlyo - kﬁwanw dy 2 = kﬂw(<vﬂ>§‘yo - €BWU<U5>£|Z/0> (28>

Por otro lado, se puede resaltar la aplicacion de tales investigaciones a

3 B
d<Uﬁ>w‘yo B wd<U,8>77‘yo . Oz6ﬁwﬂ(<vﬁ>g|yo _ Bwn<vﬁ>§|y0) (2.9)

diferentes sistemas en otros campos. Por ejemplo, Wood y col. (2001) realizaron
un estudio para métodos de prediccion de coeficientes efectivos de difusion en
sistemas celulares tomando informaciéon de la microescala, donde se llevo a cabo
el intercambio de materia entre las células y el fluido. Después se obtuvieron
ecuaciones promedio. Cabe mencionar que el coeficiente de difusion efectiva
depende de los parametros de transporte microscopico y de la geometria de la
estructura. Por estas razones, en esta investigacion se llevo a cabo la solucion
del problema de cerradura por dos métodos: uno, donde se consider6 una celda
unitaria de Chang de estructura sencilla, y fue posible resolver el problema de
cerradura de forma analitica, y otro, donde se tomo la celda unitaria compleja,
resolviendo el problema de cerradura numéricamente. Después se realizd6 una
comparacion entre ellas y se analizd la importancia de la geometria de la celda

unitaria, debido a que si existen una diferencia entre estas.

Asimismo, Goyeau y col. (2003) realizaron el estudio de las condiciones de salto
donde se abord6 el problema de manera distinta, realizando como primer punto
un modelo de un solo dominio para todo el sistema (fluido, inter-region y medio

poroso) y otro con dos dominios donde se usan ecuaciones de medio efectivo en
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las regiones homogéneas, las cuales se acoplan por medio de sus correspondientes
condiciones de salto. Estos autores combinaron los modelos de uno y dos dominios,
logrando una expresion del coeficiente 5 obtenido de las investigaciones de Ochoa

y Whitaker(1995), en funcion de la solucion del problema en un solo dominio.

Otro trabajo interesante en este tipo de sistemas es el abordado por Wood
(2009), donde se demuestra el papel de las leyes de escalamiento en un sistema
heterogéneo complejo donde se realizan distintos promediados y es notoria la
importancia del cumplimiento de las restricciones de escala para el modelo.

Otros trabajos muestran las distintas formas de estudiar el flujo en estos tipos
de sistemas, tal como es el caso de Zaman y Jalali (2010). Estos autores comparan
diferentes correlaciones en la simulaciéon de flujo en esferas monodispersas de
paquetes aleatorios. El trabajo utilizo como principio la Ley de Darcy para obtener
la permeabilidad, en la que se analiz6 la caida de presion, para distinto niimero de
esferas en una celda. De esto se concluyd que, mediante el uso de una correlacion
de Stokes combinada con la ley de Darcy, fue posible obtener una nueva correlacion
de la permeabilidad. Esta fue valida para todo el rango de porosidades.

Asimismo, se estudi6 la variaciéon de presion a lo largo del medio mediante
la ecuacion de Ergun (2.10) y la prediccion de Stokes (2.11). Se obtuvo que la
ecuacion de Ergun sélo fue valida para porosidades menores a 0.7. Por lo tanto,
se tomo la ecuacion de la permeabilidad dada por Stokes. Este anélisis se realizo

para diferente nimero de esferas en el medio, y se observaron cambios menores.

AP (1—¢e)?pu 1 — e pu?
— = 150———"F—— + L. — 2.1
— = 150 1 (2.10)
d2
(2.11)

RRCIES
donde AP se define como el gradiente de presion, L la longitud de la cama, u
la velocidad superficial y d el diametro esférico. Adicionalmente, se combiné la
ecuacion de Darcy con la obtenida por Stokes para describir el gradiente de presion

en el medio diluido, y se obtuvo una nueva expresion, representada en la ecuacion
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(2.12).

AP 18pu(l —¢)
L d?
La ecuacion (2.12) se compard con las correlaciones de Kozeny-Carman Rose

(1993), Rumpf-Gupte Rumpf y Gupte (1971), Howells-Hinch Torquato (2013),

observadas de manera respectiva en las ecuaciones (2.13), (2.14), (2.15). Se

(2.12)

determiné que las simulaciones con 2000 esferas en el medio poroso tienen una
buena aproximacion para porosidades menores a 0.7, y todas predijeron resultados
similares para la permeabilidad en el rango entre 0.7 y 0.8. Las ecuaciones (2.13)
v (2.15) predijeron valores hasta de 0.8 a 0.9, a diferencia del modelo propuesto
en el que alcanza a predecir la permeabilidad a porosidades mayores del 0.9. Por
lo tanto, este modelo tiene mayor alcance. Sin embargo, la expresion depende del

numero de esferas.

ed?
K=—"% 2.13
180(1 — ¢)? (2.13)
5.5 72
g (2.14)
5.6

%:1+%(1_5)§+%(1—5)ln(1—5)+16.456(1—5)—|—O((1—5)) (2.15)

donde d es el diametro de las esferas, de las cuales esta compuesto el medio poroso,

N el nimero de esferas y € la porosidad.

d = (6(;—;[5)>;’ (2.16)

Lasseux y col. (2008) estudiaron otro problema en el cual se trabajo un medio
poroso heterogéneo de dos fases con flujo inercial. En éste se utilizdé el modelo
de Darcy-Forchheimer ecuacion (2.17), debido a que éste considera ntimeros de

Reynolds altos y la parte inercial no puede ser despreciada. Ademaés, este modelo
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estudia fluidos compresibles, pues en el sistema se estudié una mezcla de agua y
gas. Se estudiaron tres configuraciones de medios porosos distintas: capas paralelas
al flujo, capas perpendiculares al flujo y medio nodular.

A diferencia de los trabajos mencionados anteriormente, en el desarrollo de este
problema se supuso continuidad en la velocidad y en el esfuerzo en la inter-region
del medio poroso heterogéneo. Se comparan los modelos de Darcy ecuacion (2.4)
y Darcy-Forchheimer ecuacion (2.17), y se concluy6 que la importancia de los
efectos inerciales para nimeros de Reynolds altos que solo pueden verse con el

modelo de Darcy-Forchheimer.

o) == (PR 4 uRe) (Vi) pg)  (217)

donde o = aceite, agua

En otra investigacion realizada por Lasseux y col. (2014) se desarrollo el
modelo macroscopico de transporte de masa y cantidad de movimiento para un
gas ligeramente compresible con condicion de frontera deslizante ecuacion (2.18),
donde se us6 una condicion de primer orden bajo la restricciéon de ntmeros de
Knudsen Kn < 0.1 donde se llega a la ecuacion de Darcy-Klinkenberg (2.19) que

toma en cuenta la teoria cinética de los gases.

v+ E&Am - (Vg + Vvh) - (I —nn) = —({vg)” (2.18)
_ L br \ d(ps)’
Vo) = MﬁK (1 i <PB>B) dx (219

Primero realizaron la ecuacién suponiendo gases ideales en un medio isotropo
y luego desarrollaron el modelo tomando en cuenta la ecuaciéon de Van Der Waals

(2.20), donde K es la permeabilidad y S es el coeficiente de deslizamiento. Ahi,
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el problema de cerradura se vuelve mas complicado porque toma en cuenta el

choque entre particulas.

vy k. 1) 8
Vol MBK <I+<p/3>ﬁ ) Vips) (2:20)
2 = gy g (221)

Otro anélisis importante en los medios porosos fue realizado por Alazmi y Vafai
(2001), donde se hizo una comparacion de los modelos existentes de condiciones de
frontera en la inter-region medio poroso-fluido. Para la transferencia de cantidad
de movimiento se compararon los resultados siguientes: 1)continuidad de la
velocidad y su gradiente, 2) continuidad de las propiedades de viscosidad efectiva y
molecular, 3) las condiciones de Ochoa-Tapia y Whitaker (1995), 4) las condiciones
de Ochoa-Tapia y Whitaker (1998) que considera los efectos inerciales y 5) la

condicion de BJ.

Recientemente Jimenez-Islas y col. (2009) realizaron un estudio numérico de la
conveccion natural en 2-D para un sistema medio poroso-fluido donde se usaron
los enfoques de uno y dos dominios. Para el modelo de un dominio se utiliz6é un
parametro binario para que las ecuaciones de cantidad de movimiento y energia
tuvieran validez en todo el dominio y en el modelo de dos dominios se utilizaron
las condiciones de la inter-region dadas por Beavers y Joseph (1967) descritas
anteriormente. Para tal desarrollo se utilizaron las ecuaciones de Navier-Stokes y
Darcy-Brinkman, se demostré que para ambos enfoques se encontraron resultados
similares. Ademés se realiz6 una comparacion entre los métodos numéricos de
colocacion ortogonal y diferencias finitas para la solucion de las ecuaciones y se

encontr6d que la primera requiere 2 6 3 veces menor malleo que el segundo.

Por otra parte Ehrhardt (2010) realiz6 una recopilacion de los diferentes
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enfoques que se pueden tomar dentro de la inter-region medio poroso-fluido desde
la aplicacion de la ley de Darcy, Darcy-Brinkman, los trabajos con promedio
volumétrico hasta llegar a trabajos interesantes como el de Le Bars y Worster
(2006) donde proponen una nueva condiciéon de frontera dentro de la region del

medio poroso donde se dan los cambios llamada “zona de transiciéon viscosa’.

A partir del analisis bibliografico, es posible identificar una contribuciéon en
el desarrollo de las condiciones de salto para un medio estratificado donde se
pueden tener dos o mas capas de diferente material. Por lo anterior, cambian
sus coeficientes efectivos, como la porosidad y la permeabilidad. Se necesitan
condiciones de salto en la frontera para obtener un modelo mas elaborado que
pueda describir el transporte de cantidad de movimiento en todo el sistema
tomando en cuenta la informacién de la inter-region, que estard contenida en

sus condiciones de frontera.
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Método analitico para el flujo en un

sistema estratificado

En este capitulo se desarrolla un modelo simple que puede resolverse analiticamente
donde la importancia radica en demostrar la contribucion de la correcciéon de
Brinkman y aplicarlo en el desarrollo de las condiciones de salto del siguiente
capitulo. Ademaés de obtener ecuaciones que permiten obtener coeficientes efectivos
en cada region. Se supondra el medio poroso como una serie de canales y a partir
de la ecuacion de Stokes para flujo unidimensional y con la condiciéon de no

deslizamiento se obtendran los perfiles de velocidad en todo el sistema.

Figura 3.1. Esquema del sistema con dos medios porosos.
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3.1. Flujo entre dos medios porosos

De acuerdo al sistema, se desarrolla un modelo para un sistema con dos
medios porosos, primeramente se obtiene el perfil de velocidad para un canal
y posteriormente se promedia para obtener el perfil en cada regiéon o inter-region.

El perfil de velocidad para cada uno de los poros se obtiene de la simplificacion

de la ecuacion de Stokes para flujo unidimensional es

dp d2vg
0=—— 3.1
Donde se considera la presion constante
dp _pL—po _ A = constante < 0 (3.2)
dz L '
De tal manera que la ecuacion (3.1) toma la forma:
d?v% A
L-= (3.3)
dys  pp

Esta ecuacion debe ser resuelta sujeta a las condiciones de frontera siguientes

En Yo =0b vg =0 (3.4)
E 0 i 0 3.5
n Yo = % = ( . )

La integracion de la ec.(3.6) junto con la aplicacion de la condicion de simetria

dada por la ec. (3.5) da como resultado:

vy A
0= Dy, (3.6)
dy, K3
Una nueva integracion lleva a
A
v = —y, + Co (3.7)
P 2u
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Al aplicar la condicion de frontera dada por la ecuacion (3.4) se obtiene

A
— b = .
205 +Cy =0 (3.8)
de donde
Ab?
Cy = ——— 3.9
? 2ps (39)

De tal manera que el perfil de velocidad en cada uno de los poros esta dado

por

Vg = A [1 . (%‘")2] (3.10)

Que en términos de la velocidad méxima, en ausencia de deslizamiento en las

paredes del solido, dada por

A 2
v:)max = __b (311>
5 2//[/6
toma la forma
Yur \ 2
Vi = V% pan [1 — <?> ] para —b <y, < +b (3.12)

El perfil de velocidad para el canal del medio poroso n se puede obtener por

un procedimiento analogo al anterior, esta dado por

Y\ 2
Vg = VL e [1 — (En) } para —-B <y, <+B (3.13)

En donde

vgmax - 5 (314)
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En la Figura 3.1 se muestra el sistema donde hay dos regiones porosas con
porosidades €3, y €3, y una inter-regiéon con un volumen promediante de 2ry. El

esquema del sistema se muestra en la Figura 3.2.

AP=cte

Y y=y0

Figura 3.2. Esquema del sistema en forma de canales en dos medios porosos.

De acuerdo a las formulas de las definiciones dadas, las fracciones volumétricas

del fluido en los medios porosos homogéneos estan dadas por:

2B 2D
Shn = g o =

El promedio intrinseco de la velocidad esta definido por

1
(vg) = — / vadV (3.15)
Vﬁ Vs

en donde vg es un vector de la velocidad puntual en la direccién paralela a
los canales de ambas regiones como se muestra en la Figura 3.2. La velocidad

superficial esta dada por :
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(V) = % / vadV (3.16)
Vs

Las secciones de promediado se muestran en la Figura 3.2 para los diferentes
tipos de muestra que se deben considerar. Antes se definira la coordenada & con
origen justo en la interfase de los medios porosos en la cual comienza la region de

fluido homogéneo con distinta porosidad.
Debido a la forma de seleccionar & = 0, la tltima celda unitaria del medio
poroso no incluye sélido de la pared so6lida. El tamano de la seccién de promediado
estda dado por 2ry y contendra ng celdas unitarias que en este trabajo se limitara

a un numero entero.

3.1.1. Regién porosa homogénea w.

En esta region los promedios se tomaran para posiciones del centroide &,
limitadas por

—Lw—l—TQ <f() < —To

Es importante notar que para promedios en donde el total de muestra esta
localizada en el medio poroso homogéneo debido a la periodicidad del campo en
los poros, la velocidad promedio dada por la ecuacion (3.15) se puede escribir

CO1mo:

1
<U5>B:—/Ugdv <3.17)
V
vp
s_ L[
vg)’ = vid 3.18
il = o3 [ 3.1
1 b
w5 = [ wdy (3.19)
gﬁw -b

Se sustituye la ecuacion (3.12) en la integral donde se realiza un cambio de

— Y

variable ¢ 7
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<Uﬂ>g _ b /1 [1 . §2]d§ (320>

w
Vemax gﬁw 1

y debido a que lg, = 2b la integral toma la forma

<Uﬁ>£ /1[1 o §2]d§ (321>

w
Uz max

y se obtiene el perfil de velocidad promedio para la regién porosa.

(vl _ 2 (3.22)

w
Uz max 3

Es conveniente notar que, para la misma caida de presion, las velocidades

méximas en los poros estan relacionadas por:

U?maw b ?

al sustituir la ecuacion (3.23) en la ecuacion (3.22) y se obtiene la velocidad

-0

y la ecuacion se puede expresar en forma de promedio superficial

adimensional

2
<Z7}Z>w N (g) (%) Epuw — L 19 < 8o < =70 (3.25)

Uz, mazx
3.1.2. Regién porosa homogénea 7.

En esta region, los promedios se tomaran para posiciones del centroide &,

limitadas por

T0<§0<L77—7“0
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y debido a que se tomaré otra region porosa, se sigue el mismo camino que en la

region porosa homogénea w y se obtienen resultados similares.

<Uﬂ>ﬁ E /1 [1 o §2]d§ (326)

77 pu—
Vzmax lO —1

Resolviendo la integral se tiene

(vg)y 2
v n 1 - g (327)
que también se puede expresar en forma de promedio superficie
. 2
<: I = (g) € ro <& < Ly —ro (3.28)
Vzmazx

3.1.3. Inter-region w —n.

En la inter-region, los promedios se tomaran para posiciones del centroide &,
limitadas por
—19 < & <71

La velocidad promedio se obtiene de la ecuacion (3.17) que se expresa como:

v +1 v / /
[
V8)hy = vad vad 3.29

En donde V3, es el volumen del fluido en los capilares del medio poroso w y

Vs, es el volumen del fluido en los capilares del medio poroso 7.

Dentro de la fraccion del volumen promediante en los medios porosos Vg, y
Vs, puede haber ademas de n, celdas unitarias completas, una fraccion f que se

determina del nimero entero resultante de la division indicada enseguida.
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¥ T § oo Ig”

Figura 3.3. Fraccion de fluido que queda dentro de la regién de promediado.

— =ny+ fu (3.30)

=yt f, (3.31)

En donde f indica una fracciéon de celda unitaria y tendra contribucion al flujo

del fluido tan solo si satisface

Jo>1—¢epu (3.32)
fo>1—¢p, (3.33)

de tal manera que f3, dado por la ecuacion siguiente, sea mayor que cero

fow=1F—(1—¢pw) (3.34)
Jon=Ff— (1 —¢py) (3.35)

Estas fracciones no seran las mismas para cada region ya que el tamano de los

canales son distintos, por lo tanto tendremos fs, y f3,

Modelado matemdtico 35 Jorge Chavarria Ornelas



Capitulo 3 Método suponiendo flujo en canales

Por ello la Ec. (3.29) puede escribirse como

1
B _ B w
V3)pw = Nl pw(Vs), + faulw?s + 3.36
< B>” npwfﬁw + fﬁwéw ‘1'”19776677 —|—f577€n[ ptf < 6> p ( )

"pfﬂn@@g + fanlnv]]

1
(Uﬁ% = 2_7,0 ["pwéﬁw@@g + fpwluvs + npgﬂn@[»g + fﬁngnvg] ro < &o < —To
(3.37)

En donde (v3)? esta dada por la ecuacion (3.24). A partir de la ecuacion (3.12)

: W oo
se obtienen v¥ y v

+b

Pt = [ oy, (3:38)
Yo
4B

(fanln)v! :/ vldy, (3.39)
Yn

En donde los limites inferiores de las integrales y,, y y,, que definen la posicién
del extremo inferior del volumen promediante en términos de las coordenadas

locales del capilar, se obtienen de

b—Ufs si b>{(
Yoo = T st b2 Lis (3.40)
—ffg si b< ffg
B—/lfs si B>/
Yy = fs ST /s (3.41)
—lfs si B<Ufs

La integral en la Ec. (3.38) esta dada por

+b +b Y 92
(fﬂf)zf; - U;J,max/ U?dy = U,;J,max/ [1 o (g) :| dy (342)
Yw Yw
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+b
2 T
w Cdy =v* |Zh—y, 1——(—) 3.43
vz,maw /yw UZ y Uz,max [3 y |: 3 b ]] ( )
por ello

v? Ebw |2 WY 1 (yw)Q
— A I [ i 3.44
U(Zmam 2f3w [3 b [ 3 b < )

para dejar todas las ecuaciones de la misma forma divididas entre v7 . tenemos

que la ecuacion toma la forma

2
U;J €Bw b 2 Yo 1 (%J)Q
= — ——=11-=-|= 3.45
y de igual forma para 7
vl Eom |2 Yy 1 (%)2
= ——=l1l-=(= 3.46

3.1.4. Inter-regién medio poroso-pared.

En esta region los promedios se tomaran para posiciones del centroide &,
limitadas por
—L,—19 < 50 < —L,+ 7 (347)

La velocidad promedio se obtiene de la ecuacion (3.24), que se expresa como

1
npwgﬁw + fﬁwgﬁ

(vg) = [l (V)5 + Faulurv?V] (3.48)

De igual forma

1
<Uﬁ>gw T (1005 (08) + fuluv?" ] —Ly—19 < & < —Ly,+19 (3.49)

En donde (v3)” estd dada por la ecuacion (3.24) y n,, es el ntimero de celdas

unitarias de medio poroso contenidas por la seccidn; se obtiene de
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+L,+r
0 S =t L. (3.50)
La fraccion fgz, se calcula usando la fraccion f con el uso de la relacion
Jor Ju < Epu
faw = { ’ (3.51)
€Bw, fw > EBw
Finalmente v“"V se obtiene
W 1 /fﬁwgw_b ( )
v = vy dy, 3.52
jbwgw —b

fgwgwfb UUJ f E f e
wW _ w g = zZ,max Bwtw . Bwtw 353
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3.2. Flujo en un canal y un medio poroso

En esta seccion se desarrolla el sistema medio poroso y fluido debido a que con
la solucion de la seccién 3.1 no es posible obtener el caso limite con eg = 1.

Para la solucion se tienen los mismos perfiles para los canales del medio.

2

fluido ol = (1 - (%) ) ~B<y,<+B (3.54)
Yo'\ 2

poro VY =02 e <1 - <?) > —b <y, <+b (3.55)

donde las v/

c
,max y Uz,max

representan las velocidades en el centro del canal y de los
poros respectivamente, las cuales se obtienen por la condiciéon de no deslizamiento
en la superficie del s6lido, y¢ y y. indican las coordenadas locales con respecto al
centro de cada canal.

En la Figura 3.4 se observa el sistema donde se desarrolla el modelo de
transporte de cantidad de movimiento que considera una parte porosa, una de

fluido y paredes en los extremos.

Figura 3.4. Sistema Medio Poroso-Fluido.

Se hace la suposicion de considerar la regién porosa homogénea como una serie

de canales y esto conduce al siguiente esquema:
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AP=cte

Figura 3.5. Esquema del sistema suponiendo el medio poroso en forma de canales.

El sistema se desarrolla bajo las mismas condiciones que en la primera seccion
de este capitulo. Las secciones de promediado se muestran en la Figura 3.5 para
los cinco diferentes tipos de muestra que se deben considerar. Antes se definira
la coordenada & con origen justo en la interfase de los medios porosos en la cual
comienza la region de fluido homogéneo con distinta porosidad.

Debido a la forma de seleccionar & = 0, la ultima celda unitaria del medio
poroso no incluye sélido de la pared so6lida. El tamano de la seccion de promediado
estda dado por 2ry y contendra ng celdas unitarias que en este trabajo se limitara

a un numero entero.

3.2.1. Regién porosa homogénea w

Debido a que para este sistema esta region es la misma que en la secciéon 3.1.1

se obtiene la misma ecuacion que se presenta a continuacion.

g2
fj’? = 4R (3.56)
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Es conveniente notar que para la misma caida de presion la velocidad maxima

en los poros estan relacionadas por:

vzj,ma:l: b ?
B
lgy = 2b lgy = 2B N:Z
De donde se obtiene una relacion de la siguiente forma:
b legw  €hw
535 " 3N (3.58)
U;J,max €Bw 2
T = (av) (359

La ecuacion (3.59) se sustituye en la ecuacion (3.56) debido a que todas las

expresiones se escriben en este trabajo como ecuaciones adimensionales.

()2 (2, (%)2
i 3+kn SN (3.60)
zZ/w 2 w €Bw 2

3.2.2. Regién de fluido homogéneo.

En esta region los promedios se tomaran para posiciones del centroide &,
limitadas por

7”0<50<L77—7“()

En donde la region de promediado estd localizada totalmente en el fluido

homogéneo de tal manera que la ecuacion (3.17) se puede escribir como.
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1 /yo+T0
B _ _ n
vg)y = (Ug)y = =— vldy 3.62
(vg)y = (Us)y o0 ), 0 (3.62)
<U5>g 1 [t 22
=3 / [1—a’Y?+ k] dY (3.63)
Uz,max Yo—1

En donde se han usado, por conveniencia, los términos adimensionales

Yn To Yo
Y = o= — Yo = & 3.64
To B 0 To ( )

Integrando la Ec. (3.63) se obtiene

vg)? 1 ’ ’
sn@n -1 [3/()+1_(yo_l)_%(%+1)3+%(Y()—1)3+2k2 (3.65)

va)B 2 1 2
O L

La ecuacion (3.67) muestra el comportamiento de la velocidad en el fluido

homogéneo.

va) B 2 2
<n5>” — [1 — (% — 1) -3 <%> +kp| para 2B —1rg <& <1 (3.67)
Uz, max

3.2.3. Inter-regiéon medio poroso fluido.

En esta region los promedios se tomaran para posiciones del centroide &,

limitadas por

—1r9 < & < 1o (3.68)
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La velocidad promedio se expresa como:

1

B _ B dV / dV 3.69

= i | [ oo+ [ oo (3.60)
Vw Vin

En donde V3, es el volumen del fluido en los capilares del medio poroso w y

Vs, es el volumen del fluido del canal.

Dentro de la fracciéon del volumen promediante en el medio poroso V. puede
haber ademéas de n, celdas unitarias completas, una fracciéon f que se determina

del nimero entero resultante de la divisiéon indicada enseguida.

_&o Ty g (3.70)

En donde f indica una fraccion de celda unitaria y tendra contribucion al flujo

del fluido tan solo si satisface
f>1—¢p, (3.71)

de tal manera que f3, dado por la ecuacién siguiente, sea mayor que cero

fo=Ff—(1—¢epn) (3.72)

Por ello la ecuacion (3.69) puede escribirse como

1
5 = 5 w n
(V8 nls T ol 6 T [npl5(vs), + falv? + (&0 + ro)v]] (3.73)
1
<Uﬁ>§w = 2 [%%@@g + falv? + (o + 7”0)“2] —1r9 < & < 1o (3.74)
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En donde (vg), estéd dada por la Ec. (3.60). A partir de la Ec. (??) obtiene

w
vy y es

+b
(fsl)vs = / vy dy. (3.75)
Yoo
En donde el limite inferior de la integral v,,, que define la posicion del extremo
inferior del volumen promediante en términos de las coordenadas locales del

capilar, se obtiene de

b—/ i b</
o= VoS (3.70
—€f6 Sl b<€f5
La integral en la ecuacion (3.29) esta dada por
+b +b
Y\
/v;’dyw :/ [1— <?) +k:,°;’] Ay, (3.77)
Yw Yo
+b ) X ,
Yuw
“dy. = |Zb—po |1— = (22) + kb — 3.78
[t =3 i-g (%) smo-w)| 6w
Yoo
Por ello
vy EBw |2 Yo 1(yw>2 " Yo
- 2oty () e - B 3.79
o 2f5[3 b[ 3\3) TR (3.79)

y usando ec. (3.59)

2
UZJ €5w €5w 2 Y 1 Yw 2 w Yw
_ L PR ) Ry
o 2fﬁ(2fﬁ> [3 b[ 3<b) +hn b)”

zZ,max

~/

3.80)

Enseguida se obtene v que corresponde al fluido homogéneo encontrado en la

region
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—B <y, < =B+ (ro+ &) 0 0<¢<ry+&

1 —(B—&o+ro)
1]77 — Und
© &+ /—B W

se cambia de coordenada y toma la siguiente forma

. 1 Eo+ro .
) ARG

en donde

_ B\?
v1(€) = V! [1 — (%) + k! para 0<¢<2B

Por ello la ecuacion (3.82) es ahora

" 1 St )
£ = 1—(¢—1)"+ Kk ds
Ug,max S+« /0 [ ( ) n]
" 1 Soto
z = 2§ — §2 + kn dg
Ug,max S+ & /0 [ n]
con el cambio de variable
=S
B
por ello
o' 1 1 Sot«
772: — |:§2__g3+kzg]
Uz, mazx o + « 3 0

La ecuacion resultante toma la siguiente forma

v & 1o 1 (& o
R (R ) PR (- NRACR | S
T (3*3)[ 3(B+B>r+”

(3.81)

(3.82)

(3.83)

(3.84)

(3.85)

(3.86)

(3.87)
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3.2.4. Inter-regiéon medio poroso-pared.

En esta region los promedios se tomaran para posiciones del centroide &,
limitadas por
—Ly—19 <& < =L, + 10 (3.88)

La velocidad promedio se obtiene de la ecuacion. (3.15), que se expresa como

1 w
() = nls T Jol [n,05(v3)5 + falve™ ] (3.89)
P

De igual forma

1
(Vg)ww = 2_1“0 [np%(?)ﬁ}g + fgfvg’w} —Ly—rg <& < —L,+19 (3.90)

En donde (vg)? esta dada por la ecuacion (3.60) y n, es el nimero de celdas

unitarias de medio poroso contenidas por la seccidn; se obtiene de

+ Ly +
0 : AU — (3.91)
La fraccion f3 se calcula usando la fraccion f con el uso de la relacion
<
[ (3.92)
€Bw, f > €Bw
Finalmente v“" se obtiene
1 /fﬂf—b
wW w
vy = — vy dy, 3.93
fol J (393)
fﬁé—b ,Uw g g
Tt :/ vy, = —2F (fi) [3 — <fi> + 3/4:%] (3.94)
b 3 b b
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3.2.5. Inter-region fluido homogéneo pared.

En esta region los promedios se tomaran para posiciones del centroide &,

limitadas por

23—7’0§€0<2B—|—7’0

La velocidad promedio toma la forma

B
1 1
(vg)2 = —/vde = /vgdy (3.95)
B nW Vﬁn B — Yy n
Vian Yn
En donde
Yn = 50 —r9— B
Por ello, la ecuacion (3.95) toma la forma
B
(vahyw _ 1 / - (@)2 y
Ug,maz 2B + To — 50 B Y
Yn
1
<Uﬁ>§W B
= 1—(c—1)]d
v;’,maz QB—F?“O—&)/[ (§ )] °
%
Y resulta la siguiente ecuacion adimensional
(vg) B 2y 1)’ y
_ L A 1_—”) 9B — 1y < & < 2B

(3.96)

Resumen de las ecuaciones de acuerdo a cada sistema

Ecuaciones para los poros
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2
canal en n vl = vl (1 — (% ) —-B <y, <+B
Y
canal en W vy = U e (1 (?> ) —b <y, <+b

Region medio poroso-medio poroso

2
<Uz>w — (2) (E) gﬂw —Lw -+ To < 50 < —T0

v, 2
< >Tl (—)8577 T’0<€0<Ln—7’0

1
(0)ns = 5— [Mplpw(vs)] + faulv? + nyplay(vg)y + faylv?] o < & < —rg

Region medio poroso-fluido

Vz)w 2 €Bw 2
I
vg)8 2 2
3y 1—(%—1) _5(%) para 2B —19 <& <1
Uz, max
1
<Uﬁ>§w = 2 [np€5<vﬁ>g + falv? + (§o + 7’0)@2} —1r9 < & <1

1
<Uﬁ>wW — 2_7°O [npwgﬂw<vﬁ>g + fﬂwng,(;w] _Lw — 71y < 50 < _Lw + 70
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3.3. Resultados del Sistema resuelto por el método analitico

para dos medios porosos

En esta seccion se muestran las graficas de las ecuaciones desarrolladas en
este Capitulo para un caso especifico donde se tomo6 un sistema formado por
dos estratos porosos, w y m uno con una porosidad de 0.3 y otro de 0.9,

respectivamente.

Por consiguiente al tener las ecuaciones del comportamiento en cada una de las
regiones del sistema se realiza un programa para graficar el comportamiento del
transporte de cantidad de movimiento. Adicionalmente a esto, se muestra que, en
la forma en que se hace el estudio, que consiste en tomar una regiéon de promediado
que barre todo el sistema y nos permite tener informacion de dos regiones a la vez
y asi observar lo que para en las inter-regiones. De esta manera podemos observar
el comportamiento de la velocidad en las inter-region medio poroso-pared y medio

poroso-medio poroso.

v, 2
v<77 >n:<§>55n ro < & < Ly — 1o
Vs 2 b2
577 > = (g) <E> €Bw —Lw +1rg < f() < —Ty
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100 | L;? |

85 =0.9
50

g 0f ]

_50 [ |
Ep = 0.3

—100 | —L,, | | | | | L]
0.0631 0.1 0.158 0.251 0.398 0.631

(vs )/ Vmax

Figura 3.6. Perfil de velocidad en todo el sistema que va desde —100rg a 1007.

En la Figura 3.6 se muestra el perfil de velocidad en el sistema formado por
dos medios porosos donde se puede observar los dos medios porosos ademas de
la inter-region. Para notar el cambio gradual en la inter-region en esta grafica se

redujeron los puntos tomados.

1 w
(vg)p, = o [l (V) + Falv? + pnlag(vs)h + faglv?]  —ro < & <o
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200 - i
100 + ro)

& 0f :
—100 | -rg -

—200 | :

| | | | | |
0.0631 0.1 0.158 0.251 0.398 0.631
<Uﬂ>/vmax

Figura 3.7. Perfil de velocidad en la inter-region w — 7.

En la Figura 3.7 se muestra el perfil de la velocidad en la inter-region entre los
medios porosos w y 7, ademas se puede observar que fuera de —ry < &3 < 1¢ ya
no contiene informaciéon de la inter-region y se observa el perfil del seno de cada

medio poroso.

Este resultado muestra por que es importante mantener la correccion de
Brinkman, ademas de obtener de aqui, ecuaciones que permiten obtener los
coeficientes de permeabilidad y porosidad necesarios en el desarrollo de condiciones
de salto. Ademés de que nos muestra de una manera sencilla el comportamiento
de la velocidad resolviendo el problema de forma analitica. Es por ello que se

utilizara en el tratamiento para desarrollar las condiciones de salto en el Capitulo
4.
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-10%

Figura 3.8. Perfil de velocidad en el medio poroso-pared.

En la figura 3.8 se muestra el comportamiento de la relacion velocidad promedio

en funcion de la velocidad max calculada a partir de la siguiente ecuacion

1
(Wg)ow = 2ry [n,05(vs) + fatve™ ] —L,—19<& < —L,+mg

Respecto a la region promediante, se observa el perfil exponencial que tiene
que ver con la capa de Brinkman y a partir de donde la regiéon promediante ya no

tiene informacion de la pered se ve el perfil del medio poroso.

3.4. Resultados del Sistema resuelto por el método analitico

para un medio poroso y un fluido

Teniendo las ecuaciones del comportamiento en cada una de las regiones del
sistema se realiza un programa para graficar el comportamiento del transporte de

cantidad de movimiento. Adicionalmente a esto, se muestra que, en la forma en
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que se hace el estudio, que consiste en tomar una region de promediado que barre
todo el sistema y nos permite tener informacion de dos regiones a la vez y asf
observar lo que pasa en las inter-regiones. De esta manera podemos observar el
comportamiento de la velocidad en las inter-regiones medio poroso-pared, medio

poroso-fluido y fluido-pared.

V)w 2 w €8w )\ 2
<n> :(_+ n)<6>55w —Ly +19 <& < —To

vg)8 ] 2
<nﬂ>n _ 1_(%_ ) _g(%> + k7 para 2B —rg < <rg
Vz,max

100 |- :

20

—50

—100 - |

1077107 107® 107* 1073 1072 107+ 1
<Uﬁ>/vmax

Figura 3.9. Perfil de velocidad para el sistema completo.

En Figura 3.9 se muestra el perfil de la velocidad en todo el sistema de estudio
medio poroso-fluido.
Es notorio que la contribucion de Brinkman varia de acuerdo al cambio de

la fraccion volumétrica desde que existe un medio poroso hasta que la fraccion
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volumetrica tienda a uno sin llegar a ser un fluido.

1
{vglow = 2r0 [npgﬁ@@g + fﬁfU?W] —Ly —rg <& < =L, + 19

-10%

—0.98 - |

10-12 101 10710
<UB>/Umax

Figura 3.10. Perfil de velocidad para el medio poroso-pared.

En la Figura 3.10 se muestra el comportamiento de la relacion velocidad
promedio en funcion de la velocidad max calculada a partir de la ec. (3.89) respecto
a la region promediante. Se observa un comportamiento exponencial que tiene que
ver con la capa de Brinkman y a partir de donde la regiéon promediante ya no tiene
informacion de la pared se ve el comportamiento del medio poroso. Esto no puede

verse en un estudio donde se desprecia la correccién mencionada.

1
<Uﬂ>§w = 20 [”p%(”@g + falvy + (&o + ”f’o)vg} —rg < & <19
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100 |- :

a0 |- 8

§p 0f 1

—50 | -

—100 + |

10719107210%10"710"%107510"*10310"210!
<Uﬁ>/vmax

Figura 3.11. Perfil de velocidad para el medio poroso-fluido.

En la Figura 3.11 se muestra el comportamiento de la relacion velocidad
promedio en funcion de la velocidad méxima calculada a partir de la ec. (3.80)
respecto a la region promediante. Se observa un comportamiento creciente donde
cambia suavemente desde la region de medio poroso al fluido, debido al método

se puede observar el cambio en la inter-region.

- S B () 4k (1-2)| 2B-n<g <28
V3 maz 2B +19— & [3 B+3(B> + Ky B ] ro < € + 7
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-10*

1.01 .

0.99 | :

0.99 |- |
Y O 1 Y A B W a1

1077 107% 1075 107* 1073 102 10!
<U6>/Umax

Figura 3.12. Perfil de velocidad para el fluido homogéneo-pared.

En la Figura 3.12 se muestra la relacion velocidad promedio en funcion de
la velocidad méaxima calculada a partir de la ec. (3.96) respecto a la region
promediante. Se observa un comportamiento exponencial que tiene que ver con
la capa de Brinkman y a partir de donde la regiéon promediante ya no tiene
informacion de la pared es notorio el perfil del fluido. Esto no puede verse en un

estudio donde se desprecia la correccion mencionada.
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Capitulo 4

Determinaciéon de condiciones de salto

para un sistema estratificado

En este capitulo se desarrolla un modelo mateméatico mediante un enfoque
distinto al expuesto en el capitulo anterior, donde se obtiene un modelo que
se resuelve analiticamente para demostrar la importancia de la correccion de
Brinkman en la inter-region.

Se tratan las ecuaciones puntuales y se aplica la técnica del promedio
volumétrico para obtener el modelo de uno y dos dominios. Con esto se pretende
obtener las condiciones de salto, siguiendo el método de Valdés-Parada y col.
(2013).

Para este tipo de sistemas se desarrolla primeramente el modelo de un
solo dominio (one domain approach) ODA que es vélido tanto en las regiones
homogéneas como en la inter-region, mostradas en la Figura 4.1. El anélisis
comienza con el planteamiento del problema de transporte de cantidad de
movimiento a la escala del continuo. En este caso las ecuaciones gobernantes
del movimiento del fluido £ a través de la matriz porosa de sblido o son las de

Stokes (4.5) y la de continuidad (4.6) para un fluido incompresible:

o7
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Figura 4.1. Sistema con dos medios porosos

4.1. Promedio volumétrico

Para comenzar con el anélisis se define una region de promediado (V) de
volumen V' como se muestra en la Figura 4.1 la cual puede estar localizada en

cualquier parte del sistema y se define como sigue
V=V+ Y, (4.1)

donde ¥; denota el volumen ocupado por la fase i en V. Para promediar las
ecuaciones que gobiernan el transporte es necesario definir los operadores de

promediado superficial e intrinseco para una propiedad 3 definida en la fase

5.

W) =5 [ sV (4.2
Vs

wwzéfww (4.3)
Vs

estos operadores estan relacionados por la fraccion volumétrica de fluido.
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Y5 = (Pp) €5 (4.4)

debido a las integrales de las definiciones.

Ademas de esto se debe definir el concepto de regiéon homogénea como una
porcion del sistema que no es influenciada por sus fronteras y que sus propiedades
no dependen de la posicion. Por otro lado, se maneja el concepto de inter-region
a la porcion de volumen que divide dos regiones homogéneas y por tdltimo la

superficie divisoria que divide las regiones homogéneas.

4.2. Obtencién de las ecuaciones para el modelo de uno y

dos dominios

Como se mencion6 anteriormente el desarrollo de uno y dos dominios comienza
con el promediado de las ecuaciones de Stokes (4.5) y de continuidad (4.6) asi como

de la condicion de frontera ecuacion (4.7).

0= —Vpg — PsE + 1sV3vs en la fase — (3
—~— ——
término superficial normal  término volumétrico  término superficial viscoso
(4.5)
V.-vg=0 en la fase — (3 (4.6)
vg =0 en la interfase — So (4.7)

se promedian la ecuaciones (4.5) y (4.6), utilizando las ecuaciones (4.2), (4.8) y
(4.4).
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(Vibg) = V(¥s) + % / ng,YpdA (4.8)

A,
Se realiza primero el promediado de la ecuacion de continuidad en su forma de

promedio superficial y se tiene

<V . V5> =0 (4.9)
(V-vg) =V - (vg) + % / ng, - vgdA =0 (4.10)
Ago

se utiliza la condicion de frontera de la ecuacion (4.7) y se obtiene que
V- <Vg> =0 (4.11)

ahora se cambia el promedio superficial por el promedio intrinseco de acuerdo a

la ecuacion (4.4).

V- <V3> = —851V€3 . <V5>6 (4.12)
de la misma forma se realiza el promediado para la ecuacion de Stokes término a
término. .
(Vps) = oV o + ) Vs + i [ mawpsdd  (413)
Ago

es necesario descomponer los valores puntuales de presion y velocidad de acuerdo

a
ps = (ps)’ + Ps vs = (vg)’ + Vs (4.14)

y se obtiene
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%

1 1 -
(Vpg) = eV (ps)’ + (ps)°Ves + — / ng, (ps) dA + % / ng,psdA (4.15)
A,Bo‘ A

Bo

donde se aplica la siguiente definicion

> [ msotwtaa= o [ npdatn)’ =-(vaw)’ @)
Apes Ao

y se llega a que el promedio del gradiente de presion toma la forma
1 -
(Vps) = €5V{ps)” + v / ng,ppdA (4.17)
Ago

en este punto en necesario recordar que para dichas definiciones que se han
aplicado existen restricciones de escala que se presentan en Whitaker (1999) y

son descritas a continuacion
(s < 19 rg < L? (4.18)

ademas se puede ver que las variaciones de (@bg)ﬁ son despreciables dentro del

promedio

(s = (s’ (4.19)

y en consecuencia el promedio de las desviaciones debe satisfacer que

<7ZB> ~ 0 (4.20)

Ahora se realiza el promediado del tercer término de la ecuacion donde se repite

el procedimiento que al gradiente de presion

1 ~
(V-Vvg) =V - (Vvg) — Veg - V<V5>B + v / ng, - VvgdA (4.21)
Ao
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donde se tiene que

1 1 ~
(V-Vvg) :V2<V5>+V' V/nﬁgvmifl —V€5~V<V5>ﬁ+v/nﬁa'VV5dA
Ago Agey
(4.22)

y se aplica la condicion de frontera de no deslizamiento descrita en la ecuacion
(4.7).

1 ~
<V : VVﬁ> = V2<Vg> - VEB : V<Vﬁ>ﬁ + V / ngs - VngA (4.23)
Ago

Finalmente juntando los términos se tiene la ecuacion

0= =V (ps)’ +eapsg + sV (vs)’ — e ' upVes  V(vg)’ — e usVies(vs)”

1 ~ ~
+ % / ng, - (—psl + psVvg)dA (4.24)
Ags

1 - ~
donde se propone que v / ng, - (—psl + s Vvg)dA = —pusK ™t g5(vp)

Ao

B

(4.25)

y se obtiene la ecuacion que representa el promedio de la ecuacion de Stokes

0=~V {(ps)’ + psg + 1sV2(vs) + psK ™t e5(vs)’ — 57 sV - (Veg(vg)”)
(4.26)

Para cerrar el problema en este trabajo no se resuelve un problema de cerradura
debido a que se tiene una soluciéon analitica del problema descrito en el Capitulo
3. Es por ello que se tiene el perfil de la velocidad en todo el sistema y, bajo la
siguiente suposicion donde la gradiente de presion es constante, se puede obtener

una expresion para la permeabilidad.
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En este caso, se supone que el diferencial de presion es constante en todo el
sistema en una sola direccion y se utiliza la ley de Darcy (4.27) de uno de los

estratos de referencia.

Kp, d{ps)’
(ve) = —— = (4.27)
HBE Bw dx
d<p5>ﬁ _ d<pﬂ>g _ d<p5>g _ _ HpEBw <Uﬁ>ﬁ (4.28)
dx dx dx K, “ '
se puede reescribir de la siguiente forma
B d s
Kpg, = —W"%% donde <§ﬂ> =cte=A (4.29)
x

De acuerdo con la ecuacion (4.29) podemos obtener los perfiles de la permeabilidad
de acuerdo con la velocidad promedio obtenidas en el Capitulo 3. Ademas de
obtener las ecuaciones para el seno de cada medio poroso y la inter-region entre
medios porosos, en este trabajo es posible tener las ecuaciones de la inter-region

medio poroso-pared.

K, = en la region w (4.30)

£
Kg, = L en la region n (4.31)

Para el caso de la inter-region, no es posible usar la ley de Darcy debido a que
ésta, solo se aplica en el seno de una region.

de igual forma para la permeabilidad se pueden obtener los perfiles en cada region.

€pn en n
Eg=1 €p= a% +b en inter-region (4.32)
€Bw en w
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ODA

Resuelto el problema de las desviaciones se regresa al problema original como
se tiene en la ecuacion (4.26), pero con la expresion de permeabilidad desarrollada
para la componente x. Se llega a la ecuacion (4.33) que representa el enfoque de

un dominio para la cantidad de movimiento en todo el sistema.

_ Pu)? e d(vg)” (€_1d2€5
dy2 B dy dy B dy2

— epK ") (0g)” + K (0s)]) o
(4.33)

Esta ecuacion es valida para todo el sistema soélo bajo las supocisiones debido
a que tiene coeficientes variables y toma el nombre de modelo de un solo dominio,
también contiene un coeficiente constante de la permeabilidad debido a que se

tomd como referencia el estrato w para el diferencial de presion.

Ahora, para obtener los coeficientes efectivos en la inter-region entre medios
porosos y medio poroso-pared es necesario el uso de los resultados en el Capitulo
3y la ecuacion (4.33) ya que esta es valida en todo el sistema.

A continuacion se presentan las expresiones de la velocidad y la porosidad en

la inter-region.

1 w
(v3) o = DT [l (V) + falv? + npnlay(vs)h + faglv?]  —ro < & <o

€g = oL +b en la inter-region
To

con estas expresiones es posible obtener el perfil de la permeabilidad en la inter-

region necesaria para obtener los coeficientes de salto.
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P d2<%>5n+ L deg d(vs)s,

-1 .
gﬂK <Uﬁ>wn - dy2 85 dy dy € Bw

Kﬁj(vﬁ}ﬁ en la inter-region

w,00

(4.34)

TDA

A continuacion, se desarrolla el modelo de transporte de cantidad de movimiento
de dos dominios (two domain approach) TDA. De la ecuacion (4.33) se llega a las
ecuaciones (4.35) y (4.36) donde se toman constantes los parametros efectivos e

y K en cada estrato y por lo tanto desaparecen algunos términos.

d2<v5>§ —1/, \B ~1/,, \B
0= d—y2 T 5577Kﬂ77 <Uﬁ>n + gﬁwKﬂw <Uﬁ>w,oo en (435)
d?{vg)? _
0= d—yi — eau K5 ((vg)2 — (vg)2 ) en w (4.36)

Las ecuaciones (4.35) y (4.36) son més sencillas que el ODA ya que sblo son
aplicables en el seno de cada estrato y requieren condiciones de frontera que se

obtendran mas adelante.

4.3. Problema de cerradura macroscopico

Lo que se busca en este trabajo es que el modelo de dos dominios sea lo més
parecido al modelo de un dominio. Es por ello que se realiza una diferencia entre
modelos como se muestra en la ecuacion (4.37) y posteriormente integrar e igualar
con cero. De esta manera, se asegura que los coeficientes que se obtienen de
este problema, al ser aplicados como condiciones de frontera del modelo de dos
dominios serd comparable al de un dominio con un error despreciable.

B

b — (vp)} para A = n,w (4.37)

Uy = (vg)
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al realizar la diferencia se obtienen las ecuaciones (4.38) y (4.39).

d*0 deg do deg d{vg)? d’e
0= L% 1250 1055 NUB)y 220 K Yoy 4.38
dy? s dy dy fﬁ dy dy ‘yi+(55 42 Eplrg Jout+ )
ft?ejlte
ades gy g (v5)?| la regic
€5 ggz ~ s T eseku, | (wsily para la region w
fu?z;lte
A2 den do de s d{vg)? d?
o iy _idepdiy _depdlg) o+ T — s it (439)

dy> P ody dy 7 dy dy

fuente

1 d%eg -1 ~1 .
(gﬁld—yﬂ — g5 +epy Ky, (m)ﬁ\yo para la region 7

g

~
fuente

Las condiciones de frontera para el problema de las desviaciones se muestran
a continuacion y se dice que las desviaciones macroscopicas de la velocidad son
igual con cero debido a que estas son resultado de la diferencia del TDA y ODA y
justamente en el punto y, y y., los valores de la velocidad son iguales, por lo tanto,
la diferencia de la velocidad es igual con cero y de igual forma sus desviaciones

asi como la derivada de las desviaciones.

dvy,

en ., =0 y d_z —0 (440
-

en y, By =0 y diy” =0 (441

y para yo = 0 se supone que la velocidad y su derivada por la izquierda es la
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misma que por la derecha

d{vg)’ d{vg)’
‘yo_ = :u,@ ‘yg
dy dy

en y =0 (va)’ |y = (va)’ly ¥

(4.42)

Aoy, dby _ )i, | o
d Yo d _ d Yo d
Y Y Y

(Vs)ulyy +0w = Wa)ilys +iy ¥
—— ———

Y
fuente fuente W Fuente
(4.43)
Se puede demostrar con una serie de Taylor que:
d(vg)L) 1, d*(vg)]
<Uﬁ>g’y - <Uﬁ>g‘yo + %o dy |y0 2y0 d ) ‘yo (444)
(vs) = () lyo (4.45)
d(vg)l, _ d{vs)] d*(vg)s, 1 2 d*(vs)]]
2, = ——= — = —(y — = .. (4.46
d(vg)l, _ d{vs)l)
e — (4.47)

dy —  dy

Solo bajo la restriccion de escala 4= = <<1lyg n L << 1

Se propone la solucion del problema definido en las ecuaciones (4.38) y (4.39)

de las desviaciones con base en el principio de superposicion.

. d(vg), d{vg)”
Vo = Swn<vﬁ>§|yo + Sww<vﬁ> o + bun—— dy g + bww#bo (4.48)
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N d<vﬁ>6 d<U5>6
Up = Snn(”ﬂﬁ‘zm + Snw<vﬂ>g‘yo + bnnd—yn’yo + bnwd—yw‘yo (4-49)

4.4. Procedimiento para la determinacién de y,

Para obtener las variables de cerradura macroscopicas se sustituyen las
soluciones (4.48) y (4.49) en las ecuaciones (4.38) y (4.39) y se resuelve el sistema
de ecuaciones por el método de diferencias finitas como se muestra en el Apéndice
A. Debido a que se tiene 2 condiciones de frontera en cada extremo (4.40), (4.41)
y sOlo son necesarias una de cada lado, se parte de esta condicién extra para
conocer el valor de yp.

Se realizan las corridas y se varia la posicion de la superficie divisoria, se realiza
la diferencia entre los valores del area bajo la curva y se cambia de posicion de g

hasta obtener un error absoluto menor a 121073,

4.5. Primera condiciéon de salto

Ahora para obtener la primera condicion de salto se evalta la primer restriccion
de las desviaciones dadas en la ecuacion (4.50).

En el Apéndice A se desarrolla la solucion por diferencias finitas para las
variables de cerradura macroscopicas, dadas por las ecuaciones anteriores.

Una vez obtenida la solucion anterior, se considera que la ecuacion (4.20) dada

anteriormente debe cumplirse.

(65) =0 (4.50)

y aplicando la definicién de promedio se tiene:

1 o
/ bdy = 0 (4.51)

Yn + Yo J—y,

como se tienen 2 regiones, la integral se subdivide como se expresa en la ecuacion
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Yo Yn
/ m@+/fmwzo (4.52)

Yw Yw

(4.52)

cuyo desarrollo posterior permite obtener la ecuacion (4.53)

Yo Yn 3 Yo Yn P
(/ Swndy + / Snndy> <U6>n lyo + (/ Swwdy + / Snwdy> (V) lyot
—Yuw Yo Yo Yo

>ﬁ

Yo Yn d {vg Yo Yy d (U/3>ﬁ
bwdy+/ b dy)—no+</ bwwdy+/ bwdy)—“’o:()
( /_ . 7 " n dy ly N " " dy ly

(4.53)

Que se puede escribir de una forma simplificada de la siguiente forma:

d{vs), d (vs)]
L </Uﬂ>7€ ‘yo + Iy <2)5>§ ‘Z/o + I3d—yn‘yo + I4d—yUJ’yo =0 (454>

Se despeja uno de los términos y se renombran los pardmetros para llegar a la
condicion de salto de la velocidad (4.55).

Condicion de salto en la velocidad

d(vs), d{vs) g
2w = T = O({ws)y o = M) l) (4.55)

Con los pardmetros descritos a partir de las integrales de las variables de

cerradura. Donde el término © nos muestra el coeficiente global de transferencia
de cantidad de movimiento a partir de la informacion de las variables de cerradura

del problema asociado.

r=--1 0=-2 A=-2 (4.56)

Y se puede observar que la forma de la condiciéon de salto es la misma a la
ecuacion (2.8) de la que se hablo en el Capitulo 2. y que se muestra a continuacion

con sus respectivos coeficientes obtenidos de la misma manera.
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d{vs), a d{vs),) a
gy g = = (sl — s vs)il)
A L L
= —— EguV = —— Qpy = ——

4.6. Segunda condicién de salto

Para obtener la segunda condicion de salto se integran las ecuaciones (4.38) y
(4.39) para la w y n respectivamente. Debido a que se busca que el TDA sea lo més
parecida al ODA para ello primero se realizo la resta de estas y ahora se integra la
diferencia igualada a cero para, de este modo, obtener una condiciéon de salto que

contenga esta informacion, cuyo desarrollo permite llegar a las ecuaciones (4.6) y
(4.6).

do,, Y dlneg do, ealy, d{vs)? /yo _1d €3 T
0= W _ o gy — 1 =20 VB K:Y6,d
dy /yw dy dy cpo  dy o+ Y % dp vt

Yo d e B B 5
</ (e5 WB — ek Ydy + 5ﬁwKﬁw1(yO — yw)> (vg)P],, para la region w

- (4.57)

do U dine 5 di ey, d{vg)2 v d2eg
0:——”—/ B2 gy 4 In=2lve 2 270 0+/ A0 e Ko dy+
dy w Ay dy Eap Ay b Yo € 8 dy? b8 )0

Yn d 55 1 3 »
i (eﬁ e — sk )dy(vg), para la region n (4.58)
0

Se agrupan las ecuaciones (4.6) y (4.6) en una sola y se reduce la ecuacion

usando condiciones a la frontera (4.40) y (4.41) para obtener la condicion de

salto.
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Yn 1 d B
Y

€Bw dy

d(vs)’ly, to
<1+1n55(90)> oyl +< Mﬂdw%@}(yﬁy@) (052t

—Yuw

Yn
( Mydy + 255 (g — yo>) (w5)?

Yo

Se sustituye la solucion del problema de las desviaciones macroscopicas y se

obtienen 4 ecuaciones que dependen de las variables de cerradura.

Yo dlneg d Yn dlneg d
W= Mg — wwd Mg — ——=— ] S,.d 4.60
/ ( ﬁ dy d ) S y + /yo < /8 dy dy) 577 y+ ( )

Yo
Yo
Mﬁdy + (?JO + yw)gﬁngu}
—Yw

Yo dlneg d Yn dlneg d
= Mg — ond Mg — d 4.61

—Yw Yo

Mgdy + (yy — yo)emKﬁ_nl

Yo

Jo dlnes d Y dlneg d es(Yo)
b =/ (M— )bwd +/ (M— )b d +1—|—1n
n= | T Ty dy) YT\ T Ty dy ) Y €8

" (4.62)

Yo dlneg d Yn dlneg d e5(vo)
i ’ dy dy o ’ dy dy) " € Bw

(4.63)

Se sustituye en la ecuacion (4.59) y se obtiene la siguiente ecuacion
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B
d<vﬁ>fj| 0 d<vﬁ> ‘yo
Sw<vﬂ>g‘yo + ST)<UB>§|yo + b, dy L+ by dyn =0 (4.64)
B
d<vﬁ>ﬂ|y bn d<vﬂ>77|yo Sw B ’977 38
et = - 4.65
dy + bw dy bw <Uﬁ>w|y0 bw <U6>77 |yo ( )

Para fines comparativos se hace un reacomodo de los parametros y se presenta

la condicion de la siguiente forma.

Condicion de salto en el esfuerzo

Aws)l _ o Hosbyl

_ 153 B
dy o = Yol = 2vsdy ) (4.66)

_ by S 5,
e V=" Q=—g (4.67)

donde el resultado también tiene la misma forma que la ecuacién descrita en el
Capitulo 2

En esta metodologia se obtienen dos condiciones de salto, a diferencia de

dlva)P dvﬁo w
Wololw _ H08hlw _ agaubi 0o g )y

trabajos anteriores, donde se obtiene una de éstas y se supone la segunda condicion

de frontera.

Las ecuaciones (4.55) y (4.66) difieren de las desarrolladas anteriormente por
Valdés-Parada y col. (2013) debido a que se tienen dos medios porosos. Si bien la

estructura es equivalente, los coeficientes son distintos.
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Resultados y discusion

5.1. Obtencion de perfiles para permeabilidad y porosidad

En esta seccion se presentan los resultados de los perfiles para la permeabilidad
y la porosidad para un caso especifico de estudio. En este se tomo un sistema
formado por dos estratos porosos, w y 17 uno con una porosidad de 0.3 y otro de

0.9 respectivamente.

3 O

Kpg, = ﬁlWQ = 0.00225¢* en la region -w (5.1)
3 0

Ky = 21— = 0.06072(> en la region - (5.2)

d*(vg)] des d(vs),
~1 B _ Bluwn —1@EB C\VB/wny
8/3Kw77 <Uﬁ>wn - dy2 + Sﬂ dy dy

+ engﬂj(v@gm en la inter-region

(5.3)

egn = 0.9 en 1
€6 =19 €3 =a; +b en inter-region (5.4)
€5, = 0.3 en w

Las relaciones anteriores se usaran en el modelo de un dominio debido a que
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contiene coeficientes variables como se vié en el Capitulo 4.

5.2. Variables de cerradura macroscépicas

De acuerdo al Capitulo 4 se sigui6é la metodologia y se obtuvo un problema
de cerradura de las desviaciones macroscopicas donde se calcularon 8 variables de
cerradura. Las soluciones de esto, obtenidas mediante MatLab se presentan en la
Tabla 5.1 y fueron tomados para una yy = —9 6 yg = 0.36r( en un sistema formado
por 100 nodos que fue el mejor ajuste para que se cumplieran las condiciones de
frontera mencionadas en el Capitulo 4 para satisfacer un error absoluto menor al
121073, La forma en que se trabajo vy fue debido a que se tienen 2 condiciones
de frontera para cada uno de los extremos del sistema y solo son necesarias dos,
es por ello que se fue recorriendo el nodo de la linea divisoria hasta satisfacer
las 4 condiciones de frontera. En la Figura 5.1 se ejemplifica la forma del malleo
en que se trabajo para la busqueda de el punto yy donde se puede observar la
posicion de los extremos y el punto central donde se realizaron las pruebas para
que se cumplieran las condiciones de frontera y saber donde se localiza la superficie
divisoria.

Se realizaron simulaciones para diferentes porosidades y se concluyo que la

_ 8
K’

pardmetro que determina la posicion de yy entre dos medio porosos. Si Mg, >Mpg,,

relacion de la porosidad con la permeabilidad Mpg; = donde ¢ = w,n es un
la posicion de yq se inclinard hacia la region—w, en el caso contrario, Mg, <Mg,,
se tnclinard hacia la region-n. Cabe senalar que la region-w es menos porosa que
la region-n.

Para todos los casos, la posicion de gy esta més influenciada por la region
menos porosa, debido a que los cambios de la velocidad en dicha regiéon son mas

significativos.
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Figura 5.1. Nodos en el programa para obtener yy.

En la Figura 5.2 se muestra el punto donde se satisface el menor error que

indica el lugar de la linea divisoria .

0.12

0.1

81072 |

Error ¢ 92|
4-1072|

2-1072

O L | | |

—-12 -10 -8 -6 -4 =2
Nodos

0

Figura 5.2. Error de entre las cuatro condiciones de salto.

En las ecuaciones (4.48) y (4.49) se muestran las 8 variables de cerradura que

se obtuvieron mediante el método de diferencias finitas como se muestra en el

Apéndice A al final de este trabajo.

. d<2}5>6 d<1}5>5
Vy = Sw77<vﬁ>§‘y0 + Sww<vﬁ>f;|y0 + buﬂ?d—yn|yo + bwwd—yw‘yo (55>
X 8 8 d(vs), d(vg)]
Un = Snn<“ﬁ>n|yo + S V8) lyo + by dy lyo + b dy <[y, (5.6)
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Sen

Sww Snw
-2.1246

3.6264 | 3.6160

SWI bww bnw bwn b777]
-2.1197 | 0.0349 | 0.0349 | 0.0407 | 0.0406

Tabla 5.1. Coeficientes de cerradura para obtener las desviaciones de la velocidad

Para las condiciones de salto se obtuvieron 6 coeficientes de salto a partir de
las integrales de las variables de cerradura mostradas en la Tabla 5.1 La condicion
de salto en la velocidad esta dada en la ecuacion (5.7) y contiene tres coeficientes
de salto que son el resultado de las variables de cerradura. Se puede ver que
el coeficiente de mayor importancia dado por © que proviene de las integrales
dadas por los coeficientes I1 v I es el de mayor valor, esto nos indica que los
coeficientes estan mayormente influenciadas por la region de mayor porosidad, en
este caso la region 7). En la literatura este coeficiente es llamado coeficiente global

de transferencia de cantidad de movimiento.

d(vs)y  d(vs)lye
dy ! wo — 1 dy 2 = ®(<Uﬁ>§‘y0 - A<Uﬁ>5|y0) (5.7)
I I I
F=-2=-81644 ©=-2=-306361 A=-==18065 (5.8)
I I I

La condicion de salto en el esfuerzo se muestra en la ecuacion (5.9) que de
igual manera contiene tres coeficientes de salto, a diferencia de la ecuacion (5.7)
el coeficiente ¥ que proviene de los términos de w es el menor. El término II
tiene el valor aproximado de la unidad, y es el resultado de los coeficientes de las
derivadas que a su vez, son el término de mayor importancia en esta condicion

debido a que es el mayor.

B
d(vg>g|yo d<“ﬁ>n‘yo 3 8
b w
M= = 0993 - —f— — 03882 Q= % — 25057 (5.10)
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5.3. Modelos de uno y dos dominios para el sistema

En esta secciéon se discutiran las graficas del comportamiento de la velocidad
para el sistema formado por dos estratos de eg = 0.3 y g = 0.9 utilizando los
dos enfoques de uno y dos dominios discutidos anteriormente en los Capitulos 4
y .

Se realiz6 un programa en MatLab donde se sigui6 la restriccion de longitudes
de escala ¢ < ryp < L aumentando por dos ordenes de magnitud a las démas
escalas. Para este sistema se tomaron 10 000 puntos con una rg = 100£. Se
presentan los perfiles de velocidad para la inter-region, para la region porosa con

la pared asi como todo el sistema y las ecuaciones que las representan.

T
L

10| 7
=09 !

51 E i

_5 L |

Ep = 0.3

—10| B
_\L“’ ! ! ! ! !
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

(v3) /Vmax

Figura 5.3. Perfil de la velocidad en el sistema de dos estratos con porosidades de eg = 0.3 y g = 0.9
con coeficientes constantes TDA.
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2| eg=0.9 i |
i . l
o OFf 1
e |
ol eg = 0.3 |

| | | |

0 0.2 0.‘4 0[6 0.8 1
<UB>/UmaX

Figura 5.4. Perfil de la velocidad en la inter-regiéon de dos estratos con porosidades de eg = 0.3 y
eg = 0.9 con coeficientes constantes TDA.

d2<vﬁ>g 1 8 1 B .
= d—y2 — 5ﬁnKﬂn (v@n + €Ky, (v@wm en la region homogénea -n
d?(vg)P?
0= % — %Kﬁ—o}(@ﬂ)g —{vg)2 ) en la region homogénea -w
y b

En la Figura 5.3 se observa el comportamiento de la velocidad en los medios
porosos en el sistema tomando en cuenta la condicion de frontera obtenida
mediante los coeficientes de salto donde se puede observar la influencia del medio
poroso superior 7 tiene un efecto importante en el medio poroso inferior w debido a
que la fraccion volumetrica n es mayor que w es por ello que la superficie divisoria
que se encontrd se encuentra localizada en la parte inferior de la inter-region.

Para el desarrollo de estas graficas se utilizo6 un mallado de 2000 puntos, mil
para cada estrato, donde 200 conforman la inter-region. La posicion de la superficie
divisoria obtenida se encuentra en la posicion yy = —9 tomando como 0 el punto

medio del sistema, en este punto es donde se aplican las condiciones de salto
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obtenidas en el Capitulo 4.

L\
10 | 1
Ep = 0.9
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Figura 5.5. Perfil de la velocidad en el sistema de dos estratos con porosidades de eg = 0.3y eg = 0.9
con coeficientes variables ODA.

o = Plop)” - _ydegd{vg)”

dy? b dy  dy

+ (e5 = — e8K ) (v) + epuK ) (08)] o
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Figura 5.6. Perfil de la velocidad en la inter-regién de dos estratos con porosidades de eg = 0.3 y
eg = 0.9 en la inter-regién con coeficientes variables ODA.

En la Figura (5.5) se muestra el comportamiento de la velocidad a lo largo del
sistema desde el medio poroso w con fraccion volumétrica de €5 = 0.3 hasta el
medio poroso 7 con fracciéon volumétrica eg = 0.9 que tienen un comportamiento
de flujo tapon en el seno de cada region porosa y en la inter-region se realizod
el tratamiento del cambio de la velocidad dependiente de la posicion debido a
que al cambiar la fraccion volumétrica en la region de promediado cambia la
permeabilidad y esto afecta directamente el valor de la velocidad.

En la Figura 5.6 se muestra el comportamiento de la velocidad en el sistema con
coeficientes variables o enfoque de un dominio ODA donde se observa el cambio
suave en la inter-region entre un medio poroso y debido a que los coeficientes

fueron calculados punto a punto en el sistema.
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Figura 5.7. Comparacién de los perfiles entre los modelos de uno y dos dominios
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Figura 5.8. Comparacion de los perfiles con un acercamiento para los modelos de uno y dos dominios

En las Figuras 5.7 y 5.8 se muestra la comparacion de los modelos donde se
pueden ver que ambos tienen los mismos perfiles de velocidad en las regiones
homogéneas y solo difieren en la inter-regién debido a que en el TDA los cambios

en la velocidad se dan en el medio poroso w debido a que se encontr6 una yy =
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—0.36r¢. Esto quiere decir que desde el momento en el que un pequena parte de
la region de promediado se encuentra en el medio poroso con mayor porosidad, la

velocidad comienza a cambiar.

Aportaciones Limitaciones
Se puede describir el perfil de Se supuso el medio poroso como
velocidad en toda la region de canales capilares

forma analitica.

Se obtuvieron coeficientes efectivos En la solucién analitica es necesaria
de forma analitica que fueron usados una ecuacion para cada region

en el desarrollo del modelo de un dominio o inter-region.

Con la solucion analitica es posible El modelo fue desarrollado s6lo
determinar, ademés de los coeficientes para dos estratos, no para todo

en la inter-region entre medios porosos, sistema estratificado

coefientes entre medio poroso-pared.

En principio, la metodologia describe Para la aplicacion del modelo,
que se deben realizar 2 problemas de es necesario satisfacer restricciones
cerradura y en este trabajo solo fue de escala.

necesaria una.

Se obtuvieron las ecuaciones promedio

para cada regiéon y 2 condiciones de salto
cerradas, entonces es posible realizar

un promediado a gran escala,para describir
un sistema estratificado con un sélo modelo.

Tabla 5.2. Esquema de aportaciones y limitaciones del modelo para un sistema estratificado
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Conclusiones

En este trabajo se estudi6 el transporte de cantidad de movimiento en un
sistema formado por dos estratos con fracciones volumétricas distintas, esto se
realizo bajo un gradiente de presion constante. El desarrollo condujo a dos modelos
distintos utilizando la técnica del promedio volumétrico, el primero llamado
modelo de un dominio donde su ecuaciéon contiene coeficientes variables en el
espacio y el segundo llamado modelo de dos dominios que contiene dos ecuaciones,
una para cada estrato, con coeficientes constantes pero que requiere de condiciones
de frontera entre cada estrato. Se obtuvieron dichas ecuaciones con la metodologia
desarrollada por Valdés-Parada y col. (2013).

Con esta metodologia se pudo obtener tanto las ecuaciones diferenciales como
condiciones a la frontera cerradas. De esta manera se obtuvo el modelo de de
transporte de cantidad de movimiento para dos estratos con ecuaciones de medio

efectivo y condiciones de frontera.

En el caso del modelo de transporte suponiendo el medio poroso como canales
paralelos (Capitulo 3), el cual se resolvio analiticamente, analizando los cambios
de fraccion volumétrica y con las paredes del sistema. En la solucion se pudo ver
el perfil de velocidades y se encontré que la correccion de Brinkman existe y que
tiene una dependencia directamente proporcional a la fraccion volumétrica. Por
ejemplo en el sistema resuelto en este trabajo se encontré que para la porosidad

eg = 0.3 es mayor la contribucion que en una de €3 = 0.9, pero que siempre y
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cuando la fraccion volumétrica sea eg # 1 la contribucién existe y por lo tanto su

aporte es importante en el sistema.

El contar con la solucion analitica, permitié que en el desarrollo de las
condiciones de salto se realizaran un menor nimero de suposiciones. Es por ello
que se obtuvo el perfil de la permeabilidad en la inter-region, esto quiere decir que
no se realizo el primer problema de cerradura. Ademas de que fue posible obtener
los coeficientes de permeabilidad del medio poroso con las paredes.

Para el desarrollo de las condiciones de salto siguiendo la metodologia (Capitulo
4), se obtuvieron dos modelos, el modelo de un dominio donde previamente se
obtuvieron relaciones lineales del comportamiento de la permeabilidad y porosidad
en el Capitulo 3, y el modelo de dos dominios con coeficientes constantes. La resta
de estos modelos condujo a otro problema con condiciones a la frontera que llevo
a obtener coeficientes de cerradura con la informacion de la inter-region para
colapsarla en condiciones de frontera para aplicarlos en una superficie divisoria.
Gracias a las condiciones del nuevo problema, se logré obtener la posicion de la
superficie divisoria donde se deben aplicar las condiciones de salto. Se observo que
ésta, tiende a situarse en la region de menor porosidad debido a que es influenciada
por el sistema con mayor porosidad y por lo tanto, mayor velocidad. Para un
sistema formado por un malleo de 200 puntos, donde 100 es el yy = 0 se encontrd

la posicion de la superficie divisoria en yy = —9.

Los resultados (Capitulo 5) muestran en general el comportamiento de la
velocidad para el sistema similar en el caso de la soluciéon analitica y la numérica.
Adicionalmente se observo el salto en la velocidad en el caso donde se aplican las

condiciones de salto.

Se realizod el desarrollo de las condiciones de salto atun teniendo la soluciéon
analitica debido a que se busca tener un desarrollo matematico mas detallado en
este tipo de sistemas para trabajos futuros donde se pueda lograr un segundo

promediado y poder trabajar un sistema estratificado con un solo modelo pero
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con la informacion de cada region.

Otra contribucion de este trabajo consiste en que con un modelo de dos
dominios se puede resolver un sistema de manera mas sencilla al tener coeficientes
de medio efectivo constantes y por lo tanto, un menor tiempo de cémputo a
diferencia del modelo de un dominio, donde los coeficientes son variables en el

espacio y esto dificulta la solucion.
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6.1. Perspectivas

Con base en los resultados de este trabajo, al tener las ecuaciones promediadas
de cada estrato y las condiciones de salto entre cada uno de estos es posible realizar
un segundo promediado donde se puede llegar a una escala mayor para ver un
sistema estratificado como una region homogénea como se muestra en la Figura
6.1.

También es posible realizar tablas de coeficientes de salto para distintos
materiales comunes en este tipo de sistemas, de acuerdo con su fracciéon

volumétrica y geometria.

d*(vg)?
0= % — 5ﬁnKﬁ_771 (Uﬁ>§ + gﬁwKﬁj (v@ﬁm en la region homogénea -n
(6.1)
d*(vg)]
0— C<ZUﬁ2’>w _ Eﬁngwl((U@g —(v3)? ) en la region homogénea -w  (6.2)
y )

d{vg)? d{vg)?
<dz>n y — T <UZ?>JW|yO _ @(<Uﬂ>§|y0 _ A(yﬁ>g|y0) en la inter-region w — 7

(6.3)

A0l d0s)ih

r vy — \Il(<115>g|y0 — Q<Uﬁ>§|yo) en la inter-region w — n

(6.4)
Esto podria ser aplicado por ejemplo al flujo de contaminantes en el aire o en

suelos estratificados o con fines de extraccion de gas o petroleo en regiones con

estas caracteristicas.
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Primera

etapa

: Sééunda

‘etapa

Figura 6.1. Promediado a gran escala
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Apéndice A

Solucién para obtener las variables de

cerradura.

A partir de los problemas de las desviaciones para cada region y de la solucion
propuesta de las mismas, se sustituye la solucion para posteriormente obtener una
ecuacion que depende tnicamente de las variables macroscopicas de cerradura.
Estas se separan para obtener un sistema de ecuaciones, que se resuelven por

diferencias finitas.

d*0y, 1degdiy  _ydegd{u )5 L d%eg
0= = K57 )ty
dy2 B dy dy B dy dy ‘Z,IO (55 dy2 + €p )U +
d2
(6§1W€2ﬂ - 5BK5_1 + 55WK6_5)<U5>W|% para la region w (A1)
v, ydesdd,  degd{vg),  dPeg
V=GR T Gy % ay dy g e
LS5 N ) 4 e K (05) la regic A2
(55 7 L )<V5>n + ek g, <Uﬁ>n|y0 para la region .~ (A.2)
: . dfvs), d{vp);
Vo = SWU<V»3>77|Z/0 + SWW<V5> ‘yo + bWT) dy ‘yo bww dy |y0 (A3>
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X d{vg), d(vg)”
Un = Snn<“6>§|yo + Snw<VB> lyo + bm—— dy yo + bnw#‘yo (A.4)

Se sustituye la solucion del problema de las desviaciones macroscopicas (A.3)
v (A.4) en las ecuaciones (A.1) y (A.2) y en las condiciones de frontera (4.40),
(4.41) y (4.43)

0= [djljg” : Ci;yﬂ dj;n Mﬁsnn} <Uﬁ>§ +M5<Uﬁ>§ (A.5)
[djijgw s Cj{lﬁ dj;w MBSW] ()] + esK 5 (vg)] (A.6)

l% - Cfij dcz;;n Mﬂbm] d<§Z>ﬂ - CZB d<dy>£|yo AT
[djlzm p Cizggf dej‘” Mﬁbnw] % (A.8)

0 — [% d&lg dSwn

+ M3S, b A

" Mﬂsw] s+ (M + K5 (0s)? (A10)

Pbay _ydesdbay, d(vs),
= own D+ Mgb,,, | ——2 A1l
[d?ﬁ %5 Ay dy ’ "] dy (A1)
Pboy _ydegdb,, dvg)] 1 depd{vg)]
+ Mgb,,, w & A.12
[dy2 €p dy dy a ] dy % dy dy o ( )

Condiciones de frontera para el problema de las desviaciones macroscopicas

d(vs), d(vs)})

Sum(v8)5 + (Suw + 1) {vg)l + bwn# + b““d—y (A.13)
d{vs)y d(vs),

= (S + D(ws)y + S0 + b= = + bra— o (A14)

Modelado matemdtico 89 Jorge Chavarria Ornelas



Apéndice A: Solucion para obtener las variables de cerradura.

dSuy, 5 ASuw, 5 gl  dbu,dvs)y  dby, d(vg))
* i A.15

dSmy , 5 d(w)f? dSnw , g | dby, d(v@ﬁ dbyy, d{vs))
= e A.16

De aqui se obtiene un sistema de ecuaciones que se resuelven en pares debido
al acoplamiento en sus condiciones de frontera utilizando el método de diferencias
finitas.

Para este método se necesitan dos condiciones en los extremos y una en la
posicion de la linea divisoria. Dichas condiciones estan descritas en las ecuaciones
(4.40), (4.41) y (4.43) y debido a que tenemos 4 ecuaciones (A.17) que deben
cumplirse y solo son necesarias dos, se realizan pruebas para cada par de
condiciones de frontera donde se comienza suponiendo la superficie divisoria justo
a la mitad del sistema y se mueve el nodo hasta alcanzar un error menor a 1x10™3
como e muestra en la Figura 5.2. El error se obtiene al realizar la diferencia de

las integrales de cada par de variables de cerradura

Condiciones de frontera para los extremos en una malla formada por un numero
M de nodos y M = 2N donde N es la posicion yy = 0. Este nodo se mueve hasta
alcanzar el mismo valor para las integrales de las variables de cerradura con los

dos pares de condiciones de frontera en los extremos los extremos.

Se discretizan las ecuaciones (A.18), (A.24), (A.30), (A.36) en diferencias finitas
y de las dos condiciones de frontera de cada par en la posicion de la superficie

divisoria se forma una sola para el nodo N.
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C.F.wl S1=0
C.F.w2 —S1+5,=0
C.Fnl Suy=0
C.F.n2 —Syp-1+Su=0

(A.17)

Problema con valor a la frontera para determinar las variables de cerradura

Macroscopico Sy ¥ Siy

d? S,y B 8—1@65*%77
dy* 7 dy dy
{CFSW _1deg dSyy

+ MgSwn =0

Ay Py dy

—|—M587777—{—M5 =0 <A18>

CF.1 Syn = Sy + 1 (A.19)
dsS dsS

CF2 Mo e A .20
a0 a0 (A.20)

St — [2 = Aw)(Au) — Myrd(Au)’JS; + [1 = Au) (Au)]Sist = —Myri(Au)?

(A.21)

Sip — 2 = Mu)(Au) — Mgrg(Au)?)S; + [1 — AMu)(Au))Sip1 =0
(A.22)
C.F.1 Sn_1— 25y + SN+1 =1 <A23>

Problema con valor a la frontera para determinar las variables de cerradura

MAaCroscoOpico Suw ¥ Sy
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S, degdS..

— _8 —_—

dy> P dy dy
PSp ey dSy,
dy? b dy dy

+ MpSy + K5, | =0 (A.24)

ds, ds
F.2 i il A2
C a0 2 (A.26)

Sit = 2= Mu)(Au) — Myrd(AupS; + [1 = A(u)(Au)]Siys =
—Mgr?)(Au)Q — 65T3K§$(Au)2

(A.27)
Sz‘—l — [2 — )\(U)(AU) — MgTS(AU)Z]SZ + [1 — )\(U) (AU)]SZ+1 = —MQT(Z)(AU)Q

(A.28)

C.F. Sy_1— 2SN + SN+1 =1 <A29>

Problema con valor a la frontera para determinar las variables de cerradura

macroscopico by, y by,

[dewn . _idedby,

by _ydegdby, _
— e, ——— + Mpgb A = A.30
[ dy2 gﬂ dy dy + BYm + (u>_ 0 ( )
C.F.1 by = ey (A.31)
db db
C.F.2 U, A.32
dy * dy ( )
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bio1— [2 — AMu)(Au) — Mpr(Au)?)b; + [1 — A(u)(Au)]bi = 0

(A.33)

bi-1— [2 — Mu)(Au) — Mpry(Au)?)b; + [1 — M) (Au)]birg = Mu)(Au)?
(A.34)
C.F. by_1 — 2by + bN+1 = —Au <A35>

Problema con valor a la frontera para determinar las variables de cerradura

mMacroscoOPICo by y by

[d;Zg‘” — e;l%dzw Mﬁbnw} =0 (A.36)

CF.1 Do = b (A.37)
by, by,

CF2 i 1 d; (A.38)

bi1— [2 — Mu)(Au) — Mpry(Au)?b; + [1 — M) (Au)]big = AMu)(Au)?
bio1— [2 — AMu)(Au) — Mary(Au)?)b; + [1 — Mu)(Au)]bi = 0
(A.39)

C.F. by_1 — 2by + bN+1 = —Au <A40>
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Apéndice B

Solucion por diferencias finitas para el

modelo de uno y dos dominios

En esta seccion se presenta el adimensionamiento y solucion mediante diferencias
finitas de los modelos ODA y TDA.

)’ N 871@61(@@5
- B
dy? dy dy

di{g
& dy

+ (g5

— epK ") (vg)" + K (vs)] o
(B.1)

Se desarrollaron las ecuaciones en forma adimensional, utilizando las siguientes

variables adimensionales.

Y <Uﬁ>f

U= U= i =w,n (B.2)
donde los coeficientes tienen la forma
eg=au-+b en la inter-region

d*(vg)., _1@61(@6)57,

2 TO<UB>B T dw? “s du du

w5, 7“0(@5)5 (B.3)

w,0
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d? des d 2
0 = o+ 'l (] - K e + Kl (B4)
Aluw) Mb

Se discretizo la ecuacion y se obtuvieron:

[1— Auw)(Auw)]vi_; — [2 = AMu)(Au) — Mb(Au)*|v; + vip1 = Mb(Au)?  (B.5)

Para el modelo de dos dominios se realiz6 el mismo procedimiento, partiendo

de las ecuaciones dimensionales se obtuvieron las ecuaciones (B.8) y (B.9).

d2<7}3>6 B
0= 0 + ey K (08)) + €80l 5y (U3)]] o0 €0 (B.6)
d*(vs), 8 8
0= v + epu K, (< 8) 1 (Ua)00) €N W (B.7)
Se desarrolla en forma adimensional
d*v
0= e + sﬁnK rév + 55wK rZ en 7 (B.8)
o v, K 2o + e, ;) (B.9)
€Bw €Bw .
du2 /8 Tov /8 7“0 en w
Y se discretiza de la siguiente manera,
Vi—1 — [2 + Mbw(Au)Q]vl + Vj+1 = Mbw(Au)Q (BlO)
Vi1 — [2 + Mb,(Au)?|v; + v = Mb,(Au)? (B.11)

Para las condiciones de salto se realizo la discretizacion y se unié para formar

una condicién valida para la condicion de frontera.
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B
d<vﬁ>6|y d{vs)ylye  agp,p 3 3

wh _w = v — B, (v B.12
dy dy kﬂw (< 5>w’yo 77< 5>n’y0) ( )

dlos)y o d{wy)lly o

w190 B B

— |y — Ol = v 0 — EBwUV 0 B.13
dy n Ko ) dy k6w<< ﬁ>n’y BV b’>w|y) ( )
Avi_1 — Bv; + Cvi1 =0 (B14)

Donde A, B y C' son coeficientes que resultan del problema de cerradura y que

contienen la informacién de la inter-region.
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