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Resumen

Las condiciones de frontera adecuadas entre dos regiones son muy importantes
en el desarrollo de modelos heterogeneos debido a que es indispensable saber lo
que pasa entre las fases o regiones. Por tal razón, en este trabajo se desarrollaron
condiciones para un modelo de transporte de cantidad de movimiento en
un sistema estratificado donde se necesitan condiciones de frontera para el
acoplamiento de las ecuaciones para cada estrato, a partir de un modelo de
un dominio y un modelo de dos dominios. El primero se resuelve suponiendo
que el sistema es pseudo-homogéneo y se expresa en términos de coeficientes de
medio efectivo que dependen de la posición en la inter-región. Por su parte, en el
segundo se toma una ecuación para cada estrato con coeficientes constantes y se
unen mediante condiciones de frontera para acoplar las ecuaciones de cada región
homogénea.

También se desarrolló analíticamente el sistema suponiendo los medios porosos
como una serie de canales paralelos, donde se vieron los cambios en la velocidad
del sistema entre medios porosos de distinta fracción volumétrica y del medio
poroso con las paredes. Además se pudo obtener una expresión del coeficiente de
permeabilidad de forma analítica utilizando la ecuación de Darcy.

Para el transporte de cantidad de movimiento entre cada estrato de medio
poroso se obtuvieron dos condiciones de frontera, en términos de coeficientes
de salto, a partir de la solución de un problema de cerradura macroscópico. Lo
anterior, siguiendo la metodología de Valdés-Parada y col. (2013) que deriva los
modelos de uno y dos dominios. Del problema de cerradura resultante también se
determinó la posición en la cual las condiciones de frontera deben ser aplicadas.
Este trabajo permitió observar el perfil de la velocidad promedio en un medio
estratificado a partir de modelos de uno y dos dominios así como con una solución
analítica.
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Nomenclatura

A

��

área de la interfase, m2

g vector de gravedad, m2
/s

I tensor identidad

K tensor de permeabilidad, m2

n
⌘!

vector unitario normal dirigido de la región -⌘ hacia la región -!.

L longitud característica del sistema, m

` longitud característica de la celda unitaria m

p

�

presión en la fase -�, N/m2

p̂

�

desviaciones espaciales de la presión en la fase -�, N/m2

hp
�

i� promedio intrínseco de la presión, N/m2

r0 radio del volumen de promediado, m

S

!⌘

,S
!!

,S
⌘⌘

,S
⌘!

variables de cerradura macroscópicas

b

!⌘

,b
!!

,b
⌘⌘

,b
⌘!

variables de cerradura macroscópicas, m

S

i

coeficientes de salto, i = !, ⌘, m�1

b

i

coeficientes de salto, i = !, ⌘

v
�

velocidad en la fase -�, m/s

v̂

�

desviaciones espaciales de la velocidad en la fase -�, m/s

hv
�

i� promedio intrínseco de la velocidad, m/s

V región de promediado

V volumen de promediado-j contenida en la región de promediado, m3
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n

p

! número de celdas localizadas en el medio poroso -!

n

p

⌘ número de celdas localizadas en el medio poroso -⌘

n0 número de celdas en el volumen promediante

`

�!

espesor del fluido en los poros de la región porosa !, m

`

�⌘

espesor del fluido en los poros de la región porosa ⌘, m

f

⌘

fracción de celda ⌘

f

!

fracción de celda !

f

�⌘

fracción de fluido en ⌘

f

�!

fracción de fluido en !

Símbolos griegos

"

�

fraccción volumétrica asociada a la fase -�

"

�!

fraccción volumétrica en la región porosa -!

"

�⌘

fraccción volumétrica en la región porosa -⌘

 

�

función arbitraria asociada a la fase -�

⇢

�

densidad del fluido -�, Kg/m3

µ

�

viscosidad del fluido -�, Kg/ms

⇠ coordenada con origen justo en la interfase sólido-líquido en la cual términa
el medio poroso ! y comienza el medio poroso ⌘

⇠0 coordenada de posición del centriode en los canales.
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Capítulo 1

Introducción

La necesidad de conocer los fenómenos por los que ocurre el transporte de
cantidad de movimiento en sistemas tales como proliferación de contaminantes
en suelos estratificados, en el aire y en aguas subterráneas o el transporte de
nutrientes en tejidos celulares, por mencionar sólo algunos ejemplos, ha llevado
al desarrollo del área de los fenómenos de transporte en varias fases y en
particular de ecuaciones denominadas de medio efectivo. Para determinar los
coeficientes de transporte de cantidad de movimiento involucrados en dichas
ecuaciones se necesita realizar una serie de experimentos, y estos sólo son
aplicables bajo las condiciones restringidas a las que se llevaron a cabo. Existen
otras formas para obtener estos coeficientes, como los modelos estocásticos que
no tienen una matemática que los respalde o los llamados DNS (Simulaciones
Numéricas Directas) que requieren tiempo de computo. Con ese fin, se desarrolló
una técnica para obtener modelos en sistemas de escalas múltiples llamado
promedio volumétrico, el cual predice estos coeficientes para una gran cantidad
de situaciones, además de que esta técnica nos permite obtener las restricciones
que se deben cumplir para su aplicación. Por tal razón, para el presente trabajo
se utilizará dicho método. Además, para la solución de este método, se resuelve
un problema de cerradura que extrae la información importante y la conduce a
otras escalas.

Cabe señalar que existen otros métodos y modelos Zaman y Jalali (2010)
como los de Koseny-Carman para obtener coeficientes efectivos que, si bien,

12



Capítulo 1 Introducción

pueden ser adecuados para describir un fenómeno en particular, se obtuvieron
semiempíricamente y de manera frecuente incluyen coeficientes desconocidos.

Algunas investigaciones sobre descontaminación del subsuelo han mostrado que
el transporte está influenciado por los fenómenos que se dan a nivel microscópico.
Así, se ha determinado que la distribución y el transporte de contaminantes
dependen de la geometría del poro, así como de las reacciones a esa misma escala.

Un caso particular de sistemas de varias fases son los medios porosos que
son una red tridimensional interconectada de poros, cuyo grado de interconexión,
tamaño y forma depende del material. Las propiedades de cada material, como
la porosidad, permeabilidad y el área superficial, son relevantes en la industria.
Por ejemplo, en la extracción de petróleo del subsuelo o el uso de membranas
estratificadas, se pueden tener dos o más tipos de porosidades y es importante
conocer los cambios drásticos de velocidad y del esfuerzo en las fronteras de cada
estrato para poder optimizar su uso.

No obstante, aparte de los avances anteriores, existen sistemas que, a pesar de
que existen estudios de ellos, se puede continuar con el desarrollo de su teoría.
Unos de estos son los sistemas estratificados que tienen aplicaciones en procesos de
separación industriales así como en sistemas biológicos y químicos. Ello motiva un
campo importante para nuevas investigaciones. En el presente trabajo se desarrolla
un modelo, con base en el promedio volumétrico, para describir el comportamiento
del transporte de cantidad de movimiento dentro de un sistema estratificado. Los
estratos poseen porosidades distintas y, por lo tanto, el transporte es diferente.

En este tipo de sistemas se desarrolla primeramente el modelo de un solo
dominio (One Domain Approach, ODA), considerando dos estratos, ⌘ y !

(Figura 1.1). Éste consiste en promediar el transporte de cantidad de movimiento,
expresado mediante la ecuación de Stokes. Cabe señalar que se prefiere ésta a la
ecuación de Navier-Stokes debido a que los valores del número de Reynolds son
bajos (Re<1), esto quiere decir que las fuerzas viscosas son mas importantes
que las fuerzas inerciales. En este promediado los parámetros de porosidad y
permeabilidad se consideran variables en el espacio. Los coeficientes del modelo
requieren de la solución de un problema de cerradura, como se muestra en trabajos

Modelado matemático 13 Jorge Chavarría Ornelas



Capítulo 1 Introducción

anteriores Valdés-Parada y col. (2013), en este trabajo se desarrolla un método
analítico para obtener dichos coeficientes.

Como siguiente paso, se desarrolla el modelo de transporte de cantidad de
movimiento de dos dominios (Two Domain Approach, TDA), donde se mantienen
constantes los parámetros en cada estrato del sistema. En consecuencia, se obtiene
la ecuación de Darcy Brinkman, una para cada región.

Enseguida se emplea la metodología propuesta por Valdés-Parada y col. (2013),
para obtener las condiciones de salto. Esta metodología es preferible pues se
obtienen dos condiciones de salto, a diferencia de trabajos anteriores donde se
obtiene una de éstas y se supone la segunda condición de frontera (Ochoa-Tapia
y Whitaker, 1995a) y Beavers y Joseph (1967).

En el desarrollo de estos modelos es necesario conocer el comportamiento de
dichos parámetros. Para ello, se realiza utiliza el desarrollo analítico suponiendo
canales para cerrar el problema. De aquí se obtienen relaciones lineales en la
inter-región que son necesarias en el problema de un solo dominio.

En dicha metodología se suman el ODA y el TDA y como resultado se obtiene
otro problema de cerradura para las desviaciones macroscópicas. Para la solución
se requiere de un método numérico. Para este problema se utiliza el método de
diferencias finitas donde se requiere discretizar las ecuaciones. Las variables de
cerradura obtenidas son muy importantes porque contienen información de la
inter-región. Lo anterior, debido a que colapsan los fenómenos que ocurren en
el volumen llamado inter-región para convertirlo en una superficie divisoria con
posición en y0.

Modelado matemático 14 Jorge Chavarría Ornelas



Capítulo 1 Introducción

Medio poroso 
homogéneo η  

Medio poroso 
homogéneo ω  

Inter-región  

Fase �  

Fase β  

Fase �  

2r0 

Lη"

Lω"

Figura 1.1. Esquema de una región porosa por estratos.

De acuerdo a la metodología para el desarrollo de condiciones de salto se
busca que la diferencia entre el ODA y el TDA, integrada en un volumen, que
incluya parte de las regiones homogéneas y la inter-región sea lo mas cercana
a cero. Esto con la finalidad de resolver el problema de manera más sencilla,
ya que es más complicado resolver el ODA computacionalmente, que tener dos
ecuaciones acopladas con condiciones a la frontera. Además, si se tienen ecuaciones
promediadas de cada estrato y condiciones de frontera se podría hacer un segundo
escalamiento a gran escala donde se podría modelar un sistema estratificado como
una sola región homogénea.

Un aspecto importante que se debe tomar en cuenta al resolver estos sistemas
reside en la geometría con la cual se resuelve el medio poroso, así como las
restricciones de escala. Con estas últimas es posible determinar dónde es aplicable
el modelo.

En este trabajo se busca una solución para dos medios porosos, donde se tiene
como modelo un sistema formado por una serie de canales paralelos que forman
el medio poroso. De esta manera, bajo condiciones de flujo laminar, se obtienen

Modelado matemático 15 Jorge Chavarría Ornelas



Capítulo 1 Introducción

los perfiles de velocidad analíticamente y se conoce la velocidad a la escala local
en cualquier punto del canal. En consecuencia, se puede obtener exactamente el
perfil de la velocidad promedio para cualquier posición del volumen que se use
como muestra para promediar.

En esta forma de abordar el problema se obtienen ecuaciones algebraicas a
partir de la simplificación de la ecuación de Stokes para flujo unidimensional.
Esto representa una gran ventaja debido a que las ecuaciones son más fáciles de
manipular, a diferencia de las ecuaciones diferenciales que se obtienen con otros
métodos. Adicionalmente, con esta metodología se puede observar claramente la
contribución de Brinkman cerca de la inter-región debido a que solamente es
notable cerca de un cambio en la fracción volumétrica.

Si bien, el método analítico muestra la velocidad en cualquier punto del sistema
requiere de una ecuaciones para cada región. En este trabajo se busca desarrollar
un modelo que pueda homogeneizar un sistema de este tipo, primero realizando
las ecuaciones de frontera entre cada medio poroso y más adelante se busca un
promediado a gran escala para todo un sistema formado por dos o más estratos.

1.1. Objetivo general

Desarrollar un modelo macroscópico de transporte de cantidad de movimiento
para un sistema formado por dos estratos porosos.

1.2. Objetivos particulares

Desarrollar un modelo analítico para obtener de manera analítica los
coeficientes de porosidad y permeabilidad.

Desarrollar condiciones de salto cerradas de cantidad de movimiento para el
sistema formado por dos estratos.

Obtener la posición de la superficie divisoria

Modelado matemático 16 Jorge Chavarría Ornelas



Capítulo 1 Introducción

Evaluar el efecto de las condiciones de salto para la velocidad y el esfuerzo
en las ecuaciones promedio y en sus coeficientes efectivos.

Estructura de este trabajo

En el Capítulo 2 se revisan los trabajos más recientes en esta área.

En el Capítulo 3 se expone una forma de atacar el problema de un sistema
estratificado de una manera analítica. Se supone el medio poroso como una serie
de canales paralelos, donde se obtienen los perfiles de flujo para dos medios porosos
y posteriormente un medio poroso y un canal.

Después, en el Capítulo 4 se deducen las condiciones de salto para el sistema
de dos estratos, se aplica la técnica del promedio volumétrico a la ecuación de
continuidad y la ecuación de Stokes para obtener el modelo de un solo dominio
ODA y posteriormente el modelo de dos dominios TDA. Lo anterior, para obtener
las condiciones de salto en la velocidad y en el esfuerzo en la inter-región entre
dos estratos, pues es necesario colapsar la información de toda esta región en dos
condiciones de frontera.

En el Capítulo 5 se muestran los resultados obtenidos al aplicar las condiciones
de salto y la solución mediante un método analítico para un sistema formado por
dos estratos de porosidades de 0.3 y 0.9.

En el Capítulo 6 se presentan las conclusiones del trabajo y algunas perspectivas
sobre este.

Por último, en los apéndices se da a conocer a mayor detalle la solución a los
problemas de cerradura y la solución por diferencias finitas.

Modelado matemático 17 Jorge Chavarría Ornelas



Capítulo 2

Antecedentes

Antes de abordar el tema relativo a modelos en sistemas estratificados, vale la
pena revisar las investigaciones más relevantes sobre transporte en medios porosos.

Para modelar el transporte de cantidad de movimiento dentro de los poros se
utiliza la ecuación de Navier-Stokes, pero debido al número de Reynolds pequeños
Re < 1 que se tiene en los medios porosos, en éstos se utiliza la ecuación de Stokes
(2.1), Bird (1982), que contiene solo la parte difusiva de la ecuación. Sin embargo,
algunos autores han utilizado diversas ecuaciones a partir de la ecuación (2.1). Una
de las maneras consiste en promediar dicha ecuación y considerar la corrección de
Brinkman, que algunos autores desprecian debido a que ésta solo es importante
cerca de la inter-región que es la región donde cambia la fracción volumétrica
entre dos estratos porosos.

0 = �rp

�| {z }
término superficial normal

� ⇢

�

g|{z}
término volumétrico

+ µ

�

r2v
�| {z }

término superficial viscoso

en la fase � �

(2.1)

r · v
�

= 0 en la fase � � (2.2)
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Capítulo 2 Antecedentes

v
�

= 0 en la interfase � �� (2.3)

En primer término, Beavers y Joseph (1967) propusieron un sistema que
contiene dos regiones, un medio poroso homogéneo y un fluido, como se muestra
en la Figura (2.1), donde desarrollaron experimentos de un canal parcialmente
lleno con material poroso. Ellos propusieron utilizar la Ley de Darcy en el medio
poroso homogéneo y una condición de deslizamiento en la interfase, y obtuvieron
una condición de salto en la velocidad con un coeficiente ajustable que dependen
de la geometría local de la interfase. De acuerdo con las ecuaciones, se obtuvieron
perfiles que ajustaban a los experimentos realizados. Sin embargo, en este estudio
no se toma en cuenta la corrección de Brinkman, además tal coeficiente ajustable
contienen demasiadas suposiciones y debido a esto el modelo no tiene suficiente
confiabilidad. Adicionalmente, en la segunda condición a la frontera se supuso
continuidad en el esfuerzo.
La ecuación resultante muestra la condición de salto en la velocidad y los
coeficientes mencionados.
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interruptor 
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Figura 2.1. Esquema del experimento Beavers y Joseph.

dhv
�

i�
⌘

dy

|
y0 =

↵p
k

�!

(hv
�

i�
⌘

|
y0 � "

�!

hv
�

i�
!

|
y0) (2.5)

A partir del trabajo anterior, Ochoa-Tapia y Whitaker (1995a) abordaron el
problema con uso del método del promedio volumétrico, donde se puede observar
el desarrollo teórico del modelo a partir de las ecuaciones puntuales (2.1) y
(2.2) además de la condición de no deslizamiento (2.3). Al aplicar el método
del promedio volumétrico obtuvieron la ecuación de Darcy con la corrección de
Brinkman (2.6).
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Esta describe el flujo en un medio poroso y la corrección es importante en la
inter-región, como se muestra en la Figura 2.2. Estos autores desarrollaron un
método para obtener finalmente un condición de salto en el esfuerzo como se
muestra en la ecuación (2.7). Este resultado contrasta con el trabajo de Beavers y
Joseph donde se supuso continuidad en el esfuerzo. No obstante, Ochoa-Tapia
y Whitaker (1995a) supusieron continuidad en la velocidad sin el desarrollo
teórico realizado en la primera condición a través de la superficie divisoria y
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realizaron una comparación con los experimentos de Beavers y Joseph (1967) en
una segunda parte del trabajo efectuado por Ochoa-Tapia y Whitaker (1995b).
Ademas consideraron que la condición de salto también contenía coeficientes
ajustables.
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Figura 2.2. Esquema de representación para el sistema estudiado por Ochoa-Tapia y Whitaker.

Tras los intentos por conseguir una teoría más desarrollada en este tipo de
sistemas y con trabajo de cómputo más avanzado, se demostró que mediante
celdas unitarias se pudo modelar el comportamiento del fluido en la inter-región
medio poroso-fluido Valdés-Parada y col. (2007). En este último trabajo se obtuvo
el coeficiente de permeabilidad en función de la posición. Además, Valdés-Parada
y col. (2010) realizaron la derivación de las condiciones de salto en la inter-región,
donde se resolvió un problema de cerradura macroscópico.

De manera reciente, se abordaron de manera completa los trabajos mencionados
anteriormente y Valdés-Parada y col. (2013) desarrollaron las dos condiciones de
salto mostradas en las ecuaciones (2.8) y (2.9), el esfuerzo y en la velocidad
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respectivamente. Además, por medio de método numéricos, se obtuvieron los
coeficientes de dichas condiciones. Asimismo, se desarrolló una comparación
gráfica del comportamiento del flujo con los modelos: Ochoa-Tapia y Whitaker
(1995a) y Beavers y Joseph (1967) donde se mostró que, con las dos condiciones
de salto, el modelo se ajustó más al de un solo dominio.

dhv
�

i�
⌘

dy

|
y0 �

↵p
k

�!

↵

⌘!

dhv
�

i�
!

|
y0

dy

=
↵p
k

�!

(hv
�

i�
⌘

|
y0 � "

�!

vhv
�

i�
!

|
y0) (2.8)

dhv
�

i�
!

|
y0

dy

� !

dhv
�

i�
⌘

|
y0

dy

=
↵"

�!

�p
k

�!

(hv
�

i�
!

|
y0 � B

!⌘

hv
�

i�
⌘

|
y0) (2.9)

Por otro lado, se puede resaltar la aplicación de tales investigaciones a
diferentes sistemas en otros campos. Por ejemplo, Wood y col. (2001) realizaron
un estudio para métodos de predicción de coeficientes efectivos de difusión en
sistemas celulares tomando información de la microescala, donde se llevó a cabo
el intercambio de materia entre las células y el fluido. Después se obtuvieron
ecuaciones promedio. Cabe mencionar que el coeficiente de difusión efectiva
depende de los parámetros de transporte microscópico y de la geometría de la
estructura. Por estas razones, en esta investigación se llevó a cabo la solución
del problema de cerradura por dos métodos: uno, donde se consideró una celda
unitaria de Chang de estructura sencilla, y fue posible resolver el problema de
cerradura de forma analítica, y otro, donde se tomó la celda unitaria compleja,
resolviendo el problema de cerradura numéricamente. Después se realizó una
comparación entre ellas y se analizó la importancia de la geometría de la celda
unitaria, debido a que si existen una diferencia entre estas.

Asimismo, Goyeau y col. (2003) realizaron el estudio de las condiciones de salto
donde se abordó el problema de manera distinta, realizando como primer punto
un modelo de un solo dominio para todo el sistema (fluido, inter-región y medio
poroso) y otro con dos dominios donde se usan ecuaciones de medio efectivo en
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las regiones homogéneas, las cuales se acoplan por medio de sus correspondientes
condiciones de salto. Estos autores combinaron los modelos de uno y dos dominios,
logrando una expresión del coeficiente � obtenido de las investigaciones de Ochoa
y Whitaker(1995), en función de la solución del problema en un solo dominio.

Otro trabajo interesante en este tipo de sistemas es el abordado por Wood
(2009), donde se demuestra el papel de las leyes de escalamiento en un sistema
heterogéneo complejo donde se realizan distintos promediados y es notoria la
importancia del cumplimiento de las restricciones de escala para el modelo.

Otros trabajos muestran las distintas formas de estudiar el flujo en estos tipos
de sistemas, tal como es el caso de Zaman y Jalali (2010). Estos autores comparan
diferentes correlaciones en la simulación de flujo en esferas monodispersas de
paquetes aleatorios. El trabajo utilizó como principio la Ley de Darcy para obtener
la permeabilidad, en la que se analizó la caída de presión, para distinto número de
esferas en una celda. De esto se concluyó que, mediante el uso de una correlación
de Stokes combinada con la ley de Darcy, fue posible obtener una nueva correlación
de la permeabilidad. Esta fue válida para todo el rango de porosidades.

Asimismo, se estudió la variación de presión a lo largo del medio mediante
la ecuación de Ergun (2.10) y la predicción de Stokes (2.11). Se obtuvo que la
ecuación de Ergun sólo fue válida para porosidades menores a 0.7. Por lo tanto,
se tomó la ecuación de la permeabilidad dada por Stokes. Este análisis se realizó
para diferente número de esferas en el medio, y se observaron cambios menores.
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= 150
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3
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s

=
d

2

180(1� ")
(2.11)

donde �P se define como el gradiente de presión, L la longitud de la cama, u
la velocidad superficial y d el diametro esférico. Adicionalmente, se combinó la
ecuación de Darcy con la obtenida por Stokes para describir el gradiente de presión
en el medio diluido, y se obtuvo una nueva expresión, representada en la ecuación
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(2.12).
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d

2
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La ecuación (2.12) se comparó con las correlaciones de Kozeny-Carman Rose
(1993), Rumpf-Gupte Rumpf y Gupte (1971), Howells-Hinch Torquato (2013),
observadas de manera respectiva en las ecuaciones (2.13), (2.14), (2.15). Se
determinó que las simulaciones con 2000 esferas en el medio poroso tienen una
buena aproximación para porosidades menores a 0.7, y todas predijeron resultados
similares para la permeabilidad en el rango entre 0.7 y 0.8. Las ecuaciones (2.13)
y (2.15) predijeron valores hasta de 0.8 a 0.9, a diferencia del modelo propuesto
en el que alcanza a predecir la permeabilidad a porosidades mayores del 0.9. Por
lo tanto, este modelo tiene mayor alcance. Sin embargo, la expresión depende del
número de esferas.
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donde d es el diámetro de las esferas, de las cuales está compuesto el medio poroso,
N el número de esferas y " la porosidad.
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Lasseux y col. (2008) estudiaron otro problema en el cual se trabajó un medio
poroso heterogéneo de dos fases con flujo inercial. En éste se utilizó el modelo
de Darcy-Forchheimer ecuación (2.17), debido a que éste considera números de
Reynolds altos y la parte inercial no puede ser despreciada. Además, este modelo
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estudia fluidos compresibles, pues en el sistema se estudió una mezcla de agua y
gas. Se estudiaron tres configuraciones de medios porosos distintas: capas paralelas
al flujo, capas perpendiculares al flujo y medio nodular.
A diferencia de los trabajos mencionados anteriormente, en el desarrollo de este
problema se supuso continuidad en la velocidad y en el esfuerzo en la inter-región
del medio poroso heterogéneo. Se comparan los modelos de Darcy ecuación (2.4)
y Darcy-Forchheimer ecuación (2.17), y se concluyó que la importancia de los
efectos inerciales para números de Reynolds altos que sólo pueden verse con el
modelo de Darcy-Forchheimer.
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donde ↵ = aceite, agua

En otra investigación realizada por Lasseux y col. (2014) se desarrolló el
modelo macroscópico de transporte de masa y cantidad de movimiento para un
gas ligeramente compresible con condición de frontera deslizante ecuación (2.18),
donde se usó una condición de primer orden bajo la restricción de números de
Knudsen Kn  0.1 donde se llega a la ecuación de Darcy-Klinkenberg (2.19) que
toma en cuenta la teoría cinética de los gases.
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Primero realizaron la ecuación suponiendo gases ideales en un medio isotropo
y luego desarrollaron el modelo tomando en cuenta la ecuación de Van Der Waals
(2.20), donde K es la permeabilidad y S es el coeficiente de deslizamiento. Ahí,
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el problema de cerradura se vuelve más complicado porque toma en cuenta el
choque entre partículas.
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Otro análisis importante en los medios porosos fue realizado por Alazmi y Vafai
(2001), donde se hizo una comparación de los modelos existentes de condiciones de
frontera en la inter-región medio poroso-fluido. Para la transferencia de cantidad
de movimiento se compararon los resultados siguientes: 1)continuidad de la
velocidad y su gradiente, 2) continuidad de las propiedades de viscosidad efectiva y
molecular, 3) las condiciones de Ochoa-Tapia y Whitaker (1995), 4) las condiciones
de Ochoa-Tapia y Whitaker (1998) que considera los efectos inerciales y 5) la
condición de BJ.

Recientemente Jimenez-Islas y col. (2009) realizaron un estudio numérico de la
convección natural en 2-D para un sistema medio poroso-fluido donde se usaron
los enfoques de uno y dos dominios. Para el modelo de un dominio se utilizó un
parámetro binario para que las ecuaciones de cantidad de movimiento y energía
tuvieran validez en todo el dominio y en el modelo de dos dominios se utilizaron
las condiciones de la inter-región dadas por Beavers y Joseph (1967) descritas
anteriormente. Para tal desarrollo se utilizaron las ecuaciones de Navier-Stokes y
Darcy-Brinkman, se demostró que para ambos enfoques se encontraron resultados
similares. Además se realizó una comparación entre los métodos numéricos de
colocación ortogonal y diferencias finitas para la solución de las ecuaciones y se
encontró que la primera requiere 2 ó 3 veces menor malleo que el segundo.

Por otra parte Ehrhardt (2010) realizó una recopilación de los diferentes
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enfoques que se pueden tomar dentro de la inter-región medio poroso-fluido desde
la aplicación de la ley de Darcy, Darcy-Brinkman, los trabajos con promedio
volumétrico hasta llegar a trabajos interesantes como el de Le Bars y Worster
(2006) donde proponen una nueva condición de frontera dentro de la región del
medio poroso donde se dan los cambios llamada “zona de transición viscosa”.

A partir del análisis bibliográfico, es posible identificar una contribución en
el desarrollo de las condiciones de salto para un medio estratificado donde se
pueden tener dos o más capas de diferente material. Por lo anterior, cambian
sus coeficientes efectivos, como la porosidad y la permeabilidad. Se necesitan
condiciones de salto en la frontera para obtener un modelo más elaborado que
pueda describir el transporte de cantidad de movimiento en todo el sistema
tomando en cuenta la información de la inter-región, que estará contenida en
sus condiciones de frontera.
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Método analítico para el flujo en un

sistema estratificado

En este capítulo se desarrolla un modelo simple que puede resolverse analíticamente
donde la importancia radica en demostrar la contribución de la corrección de
Brinkman y aplicarlo en el desarrollo de las condiciones de salto del siguiente
capítulo. Además de obtener ecuaciones que permiten obtener coeficientes efectivos
en cada región. Se supondrá el medio poroso como una serie de canales y a partir
de la ecuación de Stokes para flujo unidimensional y con la condición de no
deslizamiento se obtendrán los perfiles de velocidad en todo el sistema.

2r0 

β 

σ 
lσ 

Lη 

Lω 

V 

V 

V 

lβ 

Figura 3.1. Esquema del sistema con dos medios porosos.
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3.1. Flujo entre dos medios porosos

De acuerdo al sistema, se desarrolla un modelo para un sistema con dos
medios porosos, primeramente se obtiene el perfil de velocidad para un canal
y posteriormente se promedia para obtener el perfil en cada región o inter-región.

El perfil de velocidad para cada uno de los poros se obtiene de la simplificación
de la ecuación de Stokes para flujo unidimensional es
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Donde se considera la presión constante
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De tal manera que la ecuación (3.1) toma la forma:
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Esta ecuación debe ser resuelta sujeta a las condiciones de frontera siguientes

En y

!

= b v

!

�

= 0 (3.4)

En y

!

= 0
dv

!

�

dy

!

= 0 (3.5)

La integración de la ec.(3.6) junto con la aplicación de la condición de simetría
dada por la ec. (3.5) da como resultado:
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Modelado matemático 29 Jorge Chavarría Ornelas



Capítulo 3 Método suponiendo flujo en canales

Al aplicar la condición de frontera dada por la ecuación (3.4) se obtiene
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de donde

C2 = �Ab

2

2µ
�

(3.9)

De tal manera que el perfil de velocidad en cada uno de los poros está dado
por
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Que en términos de la velocidad máxima, en ausencia de deslizamiento en las
paredes del sólido, dada por
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El perfil de velocidad para el canal del medio poroso ⌘ se puede obtener por
un procedimiento análogo al anterior, está dado por
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En la Figura 3.1 se muestra el sistema donde hay dos regiones porosas con
porosidades "

�!

y "
�⌘

y una inter-región con un volumen promediante de 2r0. El
esquema del sistema se muestra en la Figura 3.2.

l� 
yη 

yω 

l 

l� 
l 

Figura 3.2. Esquema del sistema en forma de canales en dos medios porosos.

De acuerdo a las fórmulas de las definiciones dadas, las fracciones volumétricas
del fluido en los medios porosos homogéneos están dadas por:

"
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El promedio intrínseco de la velocidad está definido por
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en donde v
�

es un vector de la velocidad puntual en la dirección paralela a
los canales de ambas regiones como se muestra en la Figura 3.2. La velocidad
superficial está dada por :
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hv
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Las secciones de promediado se muestran en la Figura 3.2 para los diferentes
tipos de muestra que se deben considerar. Antes se definirá la coordenada ⇠ con
origen justo en la interfase de los medios porosos en la cual comienza la región de
fluido homogéneo con distinta porosidad.

Debido a la forma de seleccionar ⇠ = 0, la última celda unitaria del medio
poroso no incluye sólido de la pared sólida. El tamaño de la sección de promediado
está dado por 2r0 y contendrá n0 celdas unitarias que en este trabajo se limitará
a un número entero.

3.1.1. Región porosa homogénea !.

En esta región los promedios se tomarán para posiciones del centroide ⇠0,
limitadas por

�L

!

+ r0 < ⇠0 < �r0

Es importante notar que para promedios en donde el total de muestra está
localizada en el medio poroso homogéneo debido a la periodicidad del campo en
los poros, la velocidad promedio dada por la ecuación (3.15) se puede escribir
como:
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Se sustituye la ecuación (3.12) en la integral donde se realiza un cambio de
variable & = y!

b

.
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y debido a que l
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= 2b la integral toma la forma
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y se obtiene el perfil de velocidad promedio para la región porosa.
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Es conveniente notar que, para la misma caída de presión, las velocidades
máximas en los poros están relacionadas por:
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al sustituir la ecuación (3.23) en la ecuación (3.22) y se obtiene la velocidad
adimensional
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y la ecuación se puede expresar en forma de promedio superficial
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3.1.2. Región porosa homogénea ⌘.

En esta región, los promedios se tomarán para posiciones del centroide ⇠0,
limitadas por

r0 < ⇠0 < L

⌘

� r0
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y debido a que se tomará otra región porosa, se sigue el mismo camino que en la
región porosa homogénea ! y se obtienen resultados similares.

hv
�

i�

v

z

⌘

max

=
B

l0

Z 1

�1
[1� &

2]d& (3.26)

Resolviendo la integral se tiene

hv
�

i�
⌘

v

z

⌘

max

=
2

3
(3.27)

que también se puede expresar en forma de promedio superficie

hv
z

i
⌘

v

⌘

z,max

=

✓
2

3

◆
"

�⌘

r0 < ⇠0 < L

⌘

� r0 (3.28)

3.1.3. Inter-región ! � ⌘.

En la inter-región, los promedios se tomarán para posiciones del centroide ⇠0,
limitadas por

�r0  ⇠0  r0

La velocidad promedio se obtiene de la ecuación (3.17) que se expresa como:

hv
�

i�
⌘!

=
1

V

�!

+ V

�⌘

 Z

V�!

v

�

dV +

Z

V�⌘

v

�

dV

!
(3.29)

En donde V

�!

es el volumen del fluido en los capilares del medio poroso ! y
V

�⌘

es el volumen del fluido en los capilares del medio poroso ⌘.

Dentro de la fracción del volumen promediante en los medios porosos V

�!

y
V

�⌘

puede haber además de n

p

celdas unitarias completas, una fracción f que se
determina del número entero resultante de la división indicada enseguida.
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fβη 

fβω 

lβη 
 

lβω 

 

lη 
 

lω 

 

Figura 3.3. Fracción de fluido que queda dentro de la región de promediado.

�⇠0 � r0

`

!

= n

p

+ f

!

(3.30)

�⇠0 � r0

`

⌘

= n

p

+ f

⌘

(3.31)

En donde f indica una fracción de celda unitaria y tendrá contribución al flujo
del fluido tan solo si satisface

f

!

> 1� "

�!

(3.32)

f

⌘

> 1� "

�⌘

(3.33)

de tal manera que f

�

, dado por la ecuación siguiente, sea mayor que cero

f

�!

= f � (1� "

�!

) (3.34)

f

�⌘

= f � (1� "

�⌘

) (3.35)

Estas fracciones no serán las mismas para cada región ya que el tamaño de los
canales son distintos, por lo tanto tendremos f

�!

y f

�⌘
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Por ello la Ec. (3.29) puede escribirse como

hv
�

i�
⌘!

=
1

n

p!

`

�!

+ f

�!

`

!

+ n

p⌘

`

�⌘

+ f

�⌘

`

⌘

[n
p!

`

�!

hv
�

i�
!

+ f

�!

`

!

v

!

z

+ (3.36)

n

p

`

�⌘

hv
�

i�
⌘

+ f

�⌘

`

⌘

v

⌘

z

]

hv
�

i�
⌘!

=
1

2r0

⇥
n

p!

`

�!

hv
�

i�
!

+ f

�!

`

!

v

!

z

+ n

p

`

�⌘

hv
�

i�
⌘

+ f

�⌘

`

⌘

v

⌘

z

⇤
r0  ⇠0  �r0

(3.37)

En donde hv
�

i�
!

está dada por la ecuación (3.24). A partir de la ecuación (3.12)
se obtienen v

!

z

y v

⌘

z

(f
�!

`

!

)v!
z

=

Z +b

y!

v

!

z

dy

!

(3.38)

(f
�⌘

`

⌘

)v⌘
z

=

Z +B

y⌘

v

⌘

z

dy

⌘

(3.39)

En donde los límites inferiores de las integrales y
!

y y

⌘

, que definen la posición
del extremo inferior del volumen promediante en términos de las coordenadas
locales del capilar, se obtienen de

y

!

=

(
b� `f

�

si b � `f

�

�`f
�

si b < `f

�

(3.40)

y

⌘

=

(
B � `f

�

si B � `f

�

�`f
�

si B < `f

�

(3.41)

La integral en la Ec. (3.38) está dada por

(f
�

`)v!
z

= v

!

z,max

Z +b

y!

v

!

z

dy = v

!

z,max

Z +b

y!


1�

⇣
y

b

⌘2�
dy (3.42)
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v

!

z,max

Z +b

y!

v

!

z

dy = v

!

z,max


2

3
b� y

!


1� 1

3

⇣
y

!

b

⌘2��
(3.43)

por ello

v

!

z

v

!

z,max

=
"

�!

2f
�!


2

3
� y

!

b


1� 1

3

⇣
y

!

b

⌘2��
(3.44)

para dejar todas las ecuaciones de la misma forma divididas entre v

⌘

z,max

tenemos
que la ecuación toma la forma

v

!

z

v

⌘

z,max

=
"

�!

2f
�!

✓
b

B

◆2 2
3
� y

!

b


1� 1

3

⇣
y

!

b

⌘2��
(3.45)

y de igual forma para ⌘

v

⌘

z

v

⌘

z,max

=
"

�⌘

2f
�⌘


2

3
� y

⌘

B


1� 1

3

⇣
y

⌘

B

⌘2��
(3.46)

3.1.4. Inter-región medio poroso-pared.

En esta región los promedios se tomarán para posiciones del centroide ⇠0,
limitadas por

�L

!

� r0 < ⇠0  �L

!

+ r0 (3.47)

La velocidad promedio se obtiene de la ecuación (3.24), que se expresa como

hv
�

i�
!W

=
1

n

p!

`

�!

+ f

�!

`

�

⇥
n

p!

`

�!

hv
�

i�
!

+ f

�!

`

!

v

!W

z

⇤
(3.48)

De igual forma

hv
�

i�
!W

=
1

2r0

⇥
n

p!

`

�!

hv
�

i�
!

+ f

�!

`

!

v

!W

z

⇤
�L

!

� r0 < ⇠0  �L

!

+ r0 (3.49)

En donde hv
�

i�
!

está dada por la ecuación (3.24) y n

p!

es el número de celdas
unitarias de medio poroso contenidas por la sección; se obtiene de
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⇠0 + L

!

+ r0

`

= n

p!

+ f

!

(3.50)

La fracción f

�!

se calcula usando la fracción f con el uso de la relación

f

�!

=

(
f

!

, f

!

 "

�!

"

�!

, f

!

> "

�!

(3.51)

Finalmente v

!W

z

se obtiene

v

!W

z

=
1

f

�!

`

!

Z
f�!`!�b

�b

v

!

z

dy

!

(3.52)

v

!W

z

=

Z
f�!`!�b

�b

v

!

z

dy

!

=
v

!

z,max

3

✓
f

�!

`

!

b

◆
3�

✓
f

�!

`

!

b

◆�
(3.53)
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3.2. Flujo en un canal y un medio poroso

En esta sección se desarrolla el sistema medio poroso y fluido debido a que con
la solución de la sección 3.1 no es posible obtener el caso límite con ✏

�

= 1.
Para la solución se tienen los mismos perfiles para los canales del medio.

fluido v

⌘

z

= v

⌘

z,max

✓
1�

⇣
y

⌘

B

⌘2◆
�B < y

⌘

< +B (3.54)

poro v

!

z

= v

!

z,max

✓
1�

⇣
y

!

b

⌘2◆
�b < y

!

< +b (3.55)

donde las vf
z,max

y v

c

z,max

representan las velocidades en el centro del canal y de los
poros respectivamente, las cuales se obtienen por la condición de no deslizamiento
en la superficie del sólido, y

f

y y

c

indican las coordenadas locales con respecto al
centro de cada canal.

En la Figura 3.4 se observa el sistema donde se desarrolla el modelo de
transporte de cantidad de movimiento que considera una parte porosa, una de
fluido y paredes en los extremos.

Figura 3.4. Sistema Medio Poroso-Fluido.

Se hace la suposición de considerar la región porosa homogénea como una serie
de canales y esto conduce al siguiente esquema:
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l 
lβ 

yη 

yω 

2B 
yη 

l� 
l 

Figura 3.5. Esquema del sistema suponiendo el medio poroso en forma de canales.

El sistema se desarrolla bajo las mismas condiciones que en la primera sección
de este capítulo. Las secciones de promediado se muestran en la Figura 3.5 para
los cinco diferentes tipos de muestra que se deben considerar. Antes se definirá
la coordenada ⇠ con origen justo en la interfase de los medios porosos en la cual
comienza la región de fluido homogéneo con distinta porosidad.

Debido a la forma de seleccionar ⇠ = 0, la ultima celda unitaria del medio
poroso no incluye sólido de la pared sólida. El tamaño de la sección de promediado
está dado por 2r0 y contendrá n0 celdas unitarias que en este trabajo se limitará
a un número entero.

3.2.1. Región porosa homogénea !

Debido a que para este sistema esta región es la misma que en la sección 3.1.1
se obtiene la misma ecuación que se presenta a continuación.

hv
�

i�

v

z

!

max

=
2

3
+ k

!

n

(3.56)
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Es conveniente notar que para la misma caída de presión la velocidad máxima
en los poros están relacionadas por:

v

!

z,max

v

⌘

z,max

=

✓
b

B

◆2

(3.57)

`

�!

= 2b `

�⌘

= 2B N =
B

`

De donde se obtiene una relación de la siguiente forma:

b

B

=
`"

�!

2B
=
"

�!

2N
(3.58)

v

!

z,max

v

⌘

z,max

=
⇣
"

�!

2N

⌘2
(3.59)

La ecuación (3.59) se sustituye en la ecuación (3.56) debido a que todas las
expresiones se escriben en este trabajo como ecuaciones adimensionales.

hv
z

i�
!

v

⌘

z,max

=

✓
2

3
+ k

!

n

◆⇣
"

�!

2N

⌘2
(3.60)

hv
z

i
!

v

⌘

z,max

=

✓
2

3
+ k

!

n

◆⇣
"

�!

2N

⌘2
"

�!

�L

!

+ r0 < ⇠0 < �r0 (3.61)

3.2.2. Región de fluido homogéneo.

En esta región los promedios se tomarán para posiciones del centroide ⇠0,
limitadas por

r0 < ⇠0 < L

⌘

� r0

En donde la región de promediado está localizada totalmente en el fluido
homogéneo de tal manera que la ecuación (3.17) se puede escribir como.
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hv
�

i�
⌘

= hv
�

i
⌘

=
1

2r0

Z
y0+r0

y0�r0

v

⌘

z

dy

⌘

(3.62)

hv
�

i�
⌘

v

⌘

z,max

=
1

2

Z
Y0+1

Y0�1

⇥
1� ↵

2
Y

2 + k

⌘

n

⇤
dY (3.63)

En donde se han usado, por conveniencia, los términos adimensionales

Y =
y

⌘

r0
↵ =

r0

B

Y0 =
y0

r0
(3.64)

Integrando la Ec. (3.63) se obtiene

hv
�

i�
⌘

v

⌘

z,max

=
1

2


Y0 + 1� (Y0 � 1)� ↵

2

3
(Y0 + 1)3 +

↵

2

3
(Y0 � 1)3 + 2k⌘

n

�
(3.65)

hv
�

i�
⌘

v

⌘

z,max

=


1�

⇣
y0

B

⌘2
� 1

3

⇣
r0

B

⌘2
+ k

⌘

n

�
para �B + r0  y0  +B � r0 (3.66)

La ecuación (3.67) muestra el comportamiento de la velocidad en el fluido
homogéneo.

hv
�

i�
⌘

v

⌘

z,max

=

"
1�

✓
⇠0

B

� 1

◆2

� 1

3

⇣
r0

B

⌘2
+ k

⌘

n

#
para 2B � r0  ⇠0  r0 (3.67)

3.2.3. Inter-región medio poroso fluido.

En esta región los promedios se tomarán para posiciones del centroide ⇠0,
limitadas por

�r0  ⇠0  r0 (3.68)
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La velocidad promedio se expresa como:

hv
�

i�
⌘!

=
1

V

�!

+ V

�⌘

0

B@
Z

V�!

v

�

dV +

Z

V�⌘

v

�

dV

1

CA (3.69)

En donde V

�!

es el volumen del fluido en los capilares del medio poroso ! y
V

�⌘

es el volumen del fluido del canal.

Dentro de la fracción del volumen promediante en el medio poroso V

�c

puede
haber además de n

p

celdas unitarias completas, una fracción f que se determina
del número entero resultante de la división indicada enseguida.

�⇠0 � r0

`

= n

p

+ f (3.70)

En donde f indica una fracción de celda unitaria y tendrá contribución al flujo
del fluido tan solo si satisface

f > 1� "

�!

(3.71)

de tal manera que f

�

, dado por la ecuación siguiente, sea mayor que cero

f

�

= f � (1� "

�!

) (3.72)

Por ello la ecuación (3.69) puede escribirse como

hv
�

i�
⌘!

=
1

n

p

`

�

+ f

�

`+ ⇠0 + r0

⇥
n

p

`

�

hv
�

i�
!

+ f

�

`v

!

z

+ (⇠0 + r0)v
⌘

z

⇤
(3.73)

hv
�

i�
⌘!

=
1

2r0

⇥
n

p

`

�

hv
�

i�
!

+ f

�

`v

!

z

+ (⇠0 + r0)v
⌘

z

⇤
�r0  ⇠0  r0 (3.74)

Modelado matemático 43 Jorge Chavarría Ornelas



Capítulo 3 Método suponiendo flujo en canales

En donde hv
�

i�
⌘!

está dada por la Ec. (3.60). A partir de la Ec. (??) obtiene
v

!

z

y es

(f
�

`)v!
z

=

+bZ

y!

v

!

z

dy

!

(3.75)

En donde el límite inferior de la integral y
!

, que define la posición del extremo
inferior del volumen promediante en términos de las coordenadas locales del
capilar, se obtiene de

y
!

=

(
b� `f

�

si b  `f

�

�`f
�

si b < `f

�

(3.76)

La integral en la ecuación (3.29) está dada por

+bZ

y!

v

!

z

dy

!

=

+bZ

y!


1�

⇣
y

!

b

⌘2
+ k

!

n

�
dy

!

(3.77)

+bZ

y!

v

!

z

dy

!

=


2

3
b� y

!


1� 1

3

⇣
y

!

b

⌘2
+ k

!

n

(b� y

!

)

��
(3.78)

Por ello

v

!

z

v

!

z,max

=
"

�!

2f
�


2

3
� y

!

b


1� 1

3

⇣
y

!

b

⌘2
+ k

!

n

(1� y

!

b

)

��
(3.79)

y usando ec. (3.59)

v

!

z

v

!

z,max

=
"

�!

2f
�

✓
"

�!

2f
�

◆2 2
3
� y

!

b


1� 1

3

⇣
y

!

b

⌘2
+ k

!

n

(1� y

!

b

)

��
(3.80)

Enseguida se obtene v

⌘

z

que corresponde al fluido homogéneo encontrado en la
región
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�B  y

⌘

 �B + (r0 + ⇠0) ó 0  ⇠  r0 + ⇠0

v

⌘

z

=
1

⇠0 + r0

Z �(B�⇠0+r0)

�B

v

⌘

z

dy

⌘

(3.81)

se cambia de coordenada y toma la siguiente forma

v

⌘

z

=
1

⇠0 + r0

Z
⇠0+r0

0
v

⌘

z

(⇠)d⇠ (3.82)

en donde

v

⌘

z

(⇠) = v

⌘

z,max

"
1�

✓
⇠ � B

B

◆2

+ k

⌘

n

#
para 0  ⇠  2B (3.83)

Por ello la ecuación (3.82) es ahora

v

⌘

z

v

⌘

z,max

=
1

&0 + ↵

Z
&0+↵

0

⇥
1� (& � 1)2 + k

⌘

n

⇤
d&

v

⌘

z

v

⌘

z,max

=
1

&0 + ↵

Z
&0+↵

0

⇥
2& � &

2 + k

⌘

n

⇤
d& (3.84)

con el cambio de variable

& =
⇠

B

(3.85)

por ello
v

⌘

z

v

⌘

z,max

=
1

&0 + ↵


&

2 � 1

3
&

3 + k

⌘

n

&

�
&0+↵

0

(3.86)

La ecuación resultante toma la siguiente forma

v

⌘

z

v

⌘

z,max

=

✓
⇠0

B

+
r0

B

◆
1� 1

3

✓
⇠0

B

+
r0

B

◆�
+ k

⌘

n

(3.87)

Modelado matemático 45 Jorge Chavarría Ornelas



Capítulo 3 Método suponiendo flujo en canales

3.2.4. Inter-región medio poroso-pared.

En esta región los promedios se tomarán para posiciones del centroide ⇠0,
limitadas por

�L

!

� r0 < ⇠0  �L

!

+ r0 (3.88)

La velocidad promedio se obtiene de la ecuación. (3.15), que se expresa como

hv
�

i�
!W

=
1

n

p

`

�

+ f

�

`

⇥
n

p

`

�

hv
�

i�
!

+ f

�

`v

!W

z

⇤
(3.89)

De igual forma

hv
�

i
!W

=
1

2r0

⇥
n

p

`

�

hv
�

i�
!

+ f

�

`v

!W

z

⇤
�L

!

� r0 < ⇠0  �L

!

+ r0 (3.90)

En donde hv
�

i�
!

está dada por la ecuación (3.60) y n

p

es el número de celdas
unitarias de medio poroso contenidas por la sección; se obtiene de

⇠0 + L

!

+ r0

`

= n

p

+ f (3.91)

La fracción f

�

se calcula usando la fracción f con el uso de la relación

f

�

=

(
f, f  "

�!

"

�!

, f > "

�!

(3.92)

Finalmente v

!W

z

se obtiene

v

!W

z

=
1

f

�

`

Z
f�`�b

�b

v

!

z

dy

!

(3.93)

v

!W

z

=

Z
f�`�b

�b

v

!

z

dy

!

=
v

!

z,max

3

✓
f

�

`

b

◆
3�

✓
f

�

`

b

◆
+ 3k!

n

�
(3.94)
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3.2.5. Inter-región fluido homogéneo pared.

En esta región los promedios se tomarán para posiciones del centroide ⇠0,
limitadas por

2B � r0  ⇠0 < 2B + r0

La velocidad promedio toma la forma

hv
�

i�
⌘W

=
1

V

�⌘

Z

V�⌘

v

z

dV =
1

B � y

⌘

BZ

y⌘

v

⌘

z

dy

⌘

(3.95)

En donde

y

⌘

= ⇠0 � r0 � B

Por ello, la ecuación (3.95) toma la forma

hv
�

i�
⌘W

v

⌘

z,maz

=
1

2B + r0 � ⇠0

BZ

y⌘


1�

⇣
y

⌘

B

⌘2�
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⌘

hv
�

i�
⌘W

v

⌘

z,maz

=
B

2B + r0 � ⇠0

1Z

y⌘
B

⇥
1� (& � 1)2

⇤
d&

Y resulta la siguiente ecuación adimensional

hv
�

i�
⌘W

v

⌘

z,maz

=
B

2B + r0 � ⇠0


2

3
� y

⌘

B

+
1

3

⇣
y

⌘

B

⌘3 ⇣
1� y

⌘

B

⌘�
2B � r0  ⇠0 < 2B + r0

(3.96)

Resumen de las ecuaciones de acuerdo a cada sistema

Ecuaciones para los poros
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Región medio poroso-fluido
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3.3. Resultados del Sistema resuelto por el método analítico
para dos medios porosos

En esta sección se muestran las gráficas de las ecuaciones desarrolladas en
este Capítulo para un caso específico donde se tomó un sistema formado por
dos estratos porosos, ! y ⌘ uno con una porosidad de 0.3 y otro de 0.9,
respectivamente.

Por consiguiente al tener las ecuaciones del comportamiento en cada una de las
regiones del sistema se realiza un programa para graficar el comportamiento del
transporte de cantidad de movimiento. Adicionalmente a esto, se muestra que, en
la forma en que se hace el estudio, que consiste en tomar una región de promediado
que barre todo el sistema y nos permite tener informacion de dos regiones a la vez
y asi observar lo que para en las inter-regiones. De esta manera podemos observar
el comportamiento de la velocidad en las inter-región medio poroso-pared y medio
poroso-medio poroso.

hv
z

i
⌘

v

⌘

z,max

=

✓
2

3

◆
"

�⌘

r0 < ⇠0 < L

⌘
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=

✓
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3

◆✓
b

B

◆2

"

�!

�L

!

+ r0 < ⇠0 < �r0
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Figura 3.6. Perfil de velocidad en todo el sistema que va desde �100r0 a 100r0.

En la Figura 3.6 se muestra el perfil de velocidad en el sistema formado por
dos medios porosos donde se puede observar los dos medios porosos ademas de
la inter-región. Para notar el cambio gradual en la inter-región en esta grafica se
redujeron los puntos tomados.

hv
�

i�
⌘!

=
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2r0

⇥
n

p!

`

�!
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�

i�
!
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`v

!

z

+ n

p⌘

`
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�
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⌘
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�⌘
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Figura 3.7. Perfil de velocidad en la inter-región ! � ⌘.

En la Figura 3.7 se muestra el perfil de la velocidad en la inter-región entre los
medios porosos ! y ⌘, además se puede observar que fuera de �r0  ⇠

�

 r0 ya
no contiene información de la inter-región y se observa el perfil del seno de cada
medio poroso.

Este resultado muestra por que es importante mantener la corrección de
Brinkman, además de obtener de aqui, ecuaciones que permiten obtener los
coeficientes de permeabilidad y porosidad necesarios en el desarrollo de condiciones
de salto. Además de que nos muestra de una manera sencilla el comportamiento
de la velocidad resolviendo el problema de forma analítica. Es por ello que se
utilizará en el tratamiento para desarrollar las condiciones de salto en el Capítulo
4.

Modelado matemático 51 Jorge Chavarría Ornelas



Capítulo 3 Método suponiendo flujo en canales

10�3 10�2

�1.01

�1

�1

�0.99

�0.99

�0.98

�0.98

·104

"� = 0.3

"� = 0.9

�L! � r0

�L⌘ + r0

hv
�

i/v
max

⇠

�

Figura 3.8. Perfil de velocidad en el medio poroso-pared.

En la figura 3.8 se muestra el comportamiento de la relación velocidad promedio
en función de la velocidad max calculada a partir de la siguiente ecuación

hv
�

i
!W

=
1

2r0

⇥
n

p

`

�

hv
�

i�
!

+ f

�

`v

!W

z

⇤
�L

!

� r0 < ⇠0  �L

!

+ r0

Respecto a la región promediante, se observa el perfil exponencial que tiene
que ver con la capa de Brinkman y a partir de donde la región promediante ya no
tiene información de la pered se ve el perfil del medio poroso.

3.4. Resultados del Sistema resuelto por el método analítico
para un medio poroso y un fluido

Teniendo las ecuaciones del comportamiento en cada una de las regiones del
sistema se realiza un programa para graficar el comportamiento del transporte de
cantidad de movimiento. Adicionalmente a esto, se muestra que, en la forma en
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que se hace el estudio, que consiste en tomar una región de promediado que barre
todo el sistema y nos permite tener información de dos regiones a la vez y así
observar lo que pasa en las inter-regiones. De esta manera podemos observar el
comportamiento de la velocidad en las inter-regiones medio poroso-pared, medio
poroso-fluido y fluido-pared.

hv
z
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!

v

⌘

z,max

=

✓
2

3
+ k

!
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◆⇣
"

�!

2N

⌘2
"

�!

�L

!
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⇣
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Figura 3.9. Perfil de velocidad para el sistema completo.

En Figura 3.9 se muestra el perfil de la velocidad en todo el sistema de estudio
medio poroso-fluido.

Es notorio que la contribución de Brinkman varia de acuerdo al cambio de
la fracción volumétrica desde que existe un medio poroso hasta que la fracción
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volumetrica tienda a uno sin llegar a ser un fluido.
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Figura 3.10. Perfil de velocidad para el medio poroso-pared.

En la Figura 3.10 se muestra el comportamiento de la relación velocidad
promedio en función de la velocidad max calculada a partir de la ec. (3.89) respecto
a la región promediante. Se observa un comportamiento exponencial que tiene que
ver con la capa de Brinkman y a partir de donde la región promediante ya no tiene
información de la pared se ve el comportamiento del medio poroso. Esto no puede
verse en un estudio donde se desprecia la corrección mencionada.
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Figura 3.11. Perfil de velocidad para el medio poroso-fluido.

En la Figura 3.11 se muestra el comportamiento de la relación velocidad
promedio en función de la velocidad máxima calculada a partir de la ec. (3.80)
respecto a la región promediante. Se observa un comportamiento creciente donde
cambia suavemente desde la región de medio poroso al fluido, debido al método
se puede observar el cambio en la inter-región.
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Figura 3.12. Perfil de velocidad para el fluido homogéneo-pared.

En la Figura 3.12 se muestra la relación velocidad promedio en función de
la velocidad máxima calculada a partir de la ec. (3.96) respecto a la región
promediante. Se observa un comportamiento exponencial que tiene que ver con
la capa de Brinkman y a partir de donde la región promediante ya no tiene
información de la pared es notorio el perfil del fluido. Esto no puede verse en un
estudio donde se desprecia la corrección mencionada.
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Capítulo 4

Determinación de condiciones de salto

para un sistema estratificado

En este capítulo se desarrolla un modelo matemático mediante un enfoque
distinto al expuesto en el capítulo anterior, donde se obtiene un modelo que
se resuelve analíticamente para demostrar la importancia de la corrección de
Brinkman en la inter-región.

Se tratan las ecuaciones puntuales y se aplica la técnica del promedio
volumétrico para obtener el modelo de uno y dos dominios. Con esto se pretende
obtener las condiciones de salto, siguiendo el método de Valdés-Parada y col.
(2013).

Para este tipo de sistemas se desarrolla primeramente el modelo de un
solo dominio (one domain approach) ODA que es válido tanto en las regiones
homogéneas como en la inter-región, mostradas en la Figura 4.1. El análisis
comienza con el planteamiento del problema de transporte de cantidad de
movimiento a la escala del continuo. En este caso las ecuaciones gobernantes
del movimiento del fluido � a través de la matriz porosa de sólido � son las de
Stokes (4.5) y la de continuidad (4.6) para un fluido incompresible:
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2r0 

β 

σ 
lσ 

Lη 

Lω 

V 

V 

V 

lβ 

Figura 4.1. Sistema con dos medios porosos

4.1. Promedio volumétrico

Para comenzar con el análisis se define una región de promediado (V ) de
volumen V como se muestra en la Figura 4.1 la cual puede estar localizada en
cualquier parte del sistema y se define como sigue

V = V
�

+ V
�

(4.1)

donde V
i

denota el volumen ocupado por la fase i en V . Para promediar las
ecuaciones que gobiernan el transporte es necesario definir los operadores de
promediado superficial e intrínseco para una propiedad  

�

definida en la fase
�.

h 
�

i = 1

V

Z

V�

 

�

dV (4.2)

h 
�

i� =
1

V

�

Z

V�

 

�

dV (4.3)

estos operadores están relacionados por la fracción volumétrica de fluido.
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�

= h 
�

i� "
�

(4.4)

debido a las integrales de las definiciones.

Además de esto se debe definir el concepto de región homogénea como una
porción del sistema que no es influenciada por sus fronteras y que sus propiedades
no dependen de la posición. Por otro lado, se maneja el concepto de inter-región
a la porción de volumen que divide dos regiones homogéneas y por último la
superficie divisoria que divide las regiones homogéneas.

4.2. Obtención de las ecuaciones para el modelo de uno y
dos dominios

Como se mencionó anteriormente el desarrollo de uno y dos dominios comienza
con el promediado de las ecuaciones de Stokes (4.5) y de continuidad (4.6) así como
de la condición de frontera ecuación (4.7).

0 = �rp

�| {z }
término superficial normal

� ⇢

�

g|{z}
término volumétrico

+ µ

�

r2v
�| {z }

término superficial viscoso

en la fase � �

(4.5)

r · v
�

= 0 en la fase � � (4.6)

v
�

= 0 en la interfase � �� (4.7)

se promedian la ecuaciones (4.5) y (4.6), utilizando las ecuaciones (4.2), (4.8) y
(4.4).
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hr 
�

i = rh 
�

i+ 1

V

Z

A��

n
��

 

�

dA (4.8)

Se realiza primero el promediado de la ecuación de continuidad en su forma de
promedio superficial y se tiene

hr · v
�

i = 0 (4.9)

hr · v
�

i = r · hv
�

i+ 1

V

Z

A��

n
��

· v
�

dA = 0 (4.10)

se utiliza la condición de frontera de la ecuación (4.7) y se obtiene que

r · hv
�

i = 0 (4.11)

ahora se cambia el promedio superficial por el promedio intrínseco de acuerdo a
la ecuación (4.4).

r · hv
�

i = �"�1
�

r"
�

· hv
�

i� (4.12)

de la misma forma se realiza el promediado para la ecuación de Stokes término a
término.

hrp

�

i = "

�

rhp
�

i� + hp
�

i�r"
�

+
1

V

Z

A��

n
��

p

�

dA (4.13)

es necesario descomponer los valores puntuales de presión y velocidad de acuerdo
a

p

�

= hp
�

i� + ep
�

v
�

= hv
�

i� +fv
�

(4.14)

y se obtiene
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hrp
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rhp
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i� + hp
�

i�r"
�

+
1

V

Z

A��

n
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n
��

ep
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dA (4.15)

donde se aplica la siguiente definición

1

V

Z

A��

n
��

h 
�

i�dA =
1

V

Z

A��

n
��

dAh 
�

i� = �(r"
�

)h 
�

i� (4.16)

y se llega a que el promedio del gradiente de presión toma la forma

hrp

�

i = "

�

rhp
�

i� + 1

V

Z

A��

n
��

ep
�

dA (4.17)

en este punto en necesario recordar que para dichas definiciones que se han
aplicado existen restricciones de escala que se presentan en Whitaker (1999) y
son descritas a continuación

`

�

⌧ r0 r

2
0 ⌧ L

2 (4.18)

ademas se puede ver que las variaciones de h 
�

i� son despreciables dentro del
promedio

D
h 

�

i�
E
' h 

�

i� (4.19)

y en consecuencia el promedio de las desviaciones debe satisfacer que
D
e
 

�

E
' 0 (4.20)

Ahora se realiza el promediado del tercer término de la ecuación donde se repite
el procedimiento que al gradiente de presión

hr ·rv
�

i = r · hrv
�

i � r"
�

·rhv
�

i� + 1

V

Z

A��

n
��

·rev
�

dA (4.21)
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donde se tiene que

hr ·rv
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i = r2hv
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i+r ·

2
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dA
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V
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��
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(4.22)
y se aplica la condición de frontera de no deslizamiento descrita en la ecuación
(4.7).

hr ·rv
�

i = r2hv
�

i � r"
�

·rhv
�

i� + 1

V

Z

A��

n
��
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�

dA (4.23)

Finalmente juntando los términos se tiene la ecuación
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�
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⇢

�
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donde se propone que
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Z

A��

n
��

· (�ep
�

I + µ

�

rev
�

)dA = �µ

�

K�1 · "
�

hv
�

i�

(4.25)

y se obtiene la ecuación que representa el promedio de la ecuación de Stokes

0 = �rhp
�

i� + ⇢

�

g+µ

�

r2hv
�

i� +µ

�

K�1 · "
�

hv
�

i� � "

�

�1
µ

�

r · (r"
�

hv
�

i�)
(4.26)

Para cerrar el problema en este trabajo no se resuelve un problema de cerradura
debido a que se tiene una solución analítica del problema descrito en el Capítulo
3. Es por ello que se tiene el perfil de la velocidad en todo el sistema y, bajo la
siguiente suposición donde la gradiente de presión es constante, se puede obtener
una expresión para la permeabilidad.
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En este caso, se supone que el diferencial de presión es constante en todo el
sistema en una sola dirección y se utiliza la ley de Darcy (4.27) de uno de los
estratos de referencia.

hv
�

i�
!

= � K

�!

µ

�

"

�!

dhp
�

i�

dx

(4.27)

dhp
�

i�

dx

=
dhp

�

i�
⌘

dx

=
dhp

�

i�
!

dx

= �µ

�

"

�!

K

�!

hv
�

i�
!

(4.28)

se puede reescribir de la siguiente forma

K

�!

= �hv
�

i�
!

µ

�

"

�!

A

donde
dhp

�

i�

dx

= cte = A (4.29)

De acuerdo con la ecuación (4.29) podemos obtener los perfiles de la permeabilidad
de acuerdo con la velocidad promedio obtenidas en el Capítulo 3. Además de
obtener las ecuaciones para el seno de cada medio poroso y la inter-región entre
medios porosos, en este trabajo es posible tener las ecuaciones de la inter-región
medio poroso-pared.

K

�!

=
"

3
�!

`

2

12
en la región ! (4.30)

K

�⌘

=
"

3
�⌘

`

2

12
en la región ⌘ (4.31)

Para el caso de la inter-región, no es posible usar la ley de Darcy debido a que
ésta, sólo se aplica en el seno de una región.
de igual forma para la permeabilidad se pueden obtener los perfiles en cada región.

"

�

=

8
><

>:

"

�⌘

en ⌘

"

�

= a

y

r0
+ b en inter-región

"

�!

en !

(4.32)
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ODA

Resuelto el problema de las desviaciones se regresa al problema original como
se tiene en la ecuación (4.26), pero con la expresión de permeabilidad desarrollada
para la componente x. Se llega a la ecuación (4.33) que representa el enfoque de
un dominio para la cantidad de movimiento en todo el sistema.

0 =
d

2hv
�

i�

dy

2
� "

�1
�

d"

�

dy

dhv
�

i�

dy

+ ("�1
�

d

2
"

�

dy

2
� "

�

K

�1)hv
�

i� + "

�!

K

�1
�!

hv
�

i�
!,1

(4.33)

Esta ecuación es válida para todo el sistema sólo bajo las supocisiones debido
a que tiene coeficientes variables y toma el nombre de modelo de un solo dominio,
también contiene un coeficiente constante de la permeabilidad debido a que se
tomó como referencia el estrato ! para el diferencial de presión.

Ahora, para obtener los coeficientes efectivos en la inter-región entre medios
porosos y medio poroso-pared es necesario el uso de los resultados en el Capítulo
3 y la ecuación (4.33) ya que esta es valida en todo el sistema.

A continuación se presentan las expresiones de la velocidad y la porosidad en
la inter-región.

hv
�

i�
⌘!

=
1

2r0

⇥
n

p!

`

�!

hv
�

i�
!

+ f

�!

`v

!

z

+ n

p⌘

`

�⌘

hv
�

i�
⌘

+ f

�⌘

`v

⌘

z

⇤
�r0  ⇠0  r0

"

�

= a

y

r0
+ b en la inter-región

con estas expresiones es posible obtener el perfil de la permeabilidad en la inter-
región necesaria para obtener los coeficientes de salto.
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"

�

K

�1hv
�

i�
!⌘

=
d

2hv
�

i�
!⌘

dy

2
+ "

�1
�

d"

�

dy

dhv
�

i�
!⌘

dy

+ "

�!

K

�1
�!

hv
�

i�
!,1 en la inter-región

(4.34)

TDA

A continuación, se desarrolla el modelo de transporte de cantidad de movimiento
de dos dominios (two domain approach) TDA. De la ecuación (4.33) se llega a las
ecuaciones (4.35) y (4.36) donde se toman constantes los parámetros efectivos "
y K en cada estrato y por lo tanto desaparecen algunos términos.

0 =
d

2hv
�

i�
⌘

dy

2
� "

�⌘

K

�1
�⌘

hv
�

i�
⌘

+ "

�!

K

�1
�!

hv
�

i�
!,1 en ⌘ (4.35)

0 =
d

2hv
�

i�
!

dy

2
� "

�!

K

�1
�!

(hv
�

i�
!

� hv
�

i�
!,1) en ! (4.36)

Las ecuaciones (4.35) y (4.36) son más sencillas que el ODA ya que sólo son
aplicables en el seno de cada estrato y requieren condiciones de frontera que se
obtendrán mas adelante.

4.3. Problema de cerradura macroscópico

Lo que se busca en este trabajo es que el modelo de dos dominios sea lo más
parecido al modelo de un dominio. Es por ello que se realiza una diferencia entre
modelos como se muestra en la ecuación (4.37) y posteriormente integrar e igualar
con cero. De esta manera, se asegura que los coeficientes que se obtienen de
este problema, al ser aplicados como condiciones de frontera del modelo de dos
dominios será comparable al de un dominio con un error despreciable.

bv
�

= hv
�

i� � hv
�

i�
�

para � = ⌘,! (4.37)
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al realizar la diferencia se obtienen las ecuaciones (4.38) y (4.39).

0 =
d

2
v̂

!

dy

2
� "

�1
�

d"

�

dy
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dy
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dy
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�

i�
!

dy

|
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+ (4.38)

✓
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⌘
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2
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dy
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2
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+ (4.39)

✓
"

�1
�

d

2
"

�

dy

2
� "

�

K

�1
�

+ "

�⌘

K

�1
�⌘

◆
hv

�

i�
⌘

|
y0

| {z }
fuente

para la región ⌘

Las condiciones de frontera para el problema de las desviaciones se muestran
a continuación y se dice que las desviaciones macroscópicas de la velocidad son
igual con cero debido a que estas son resultado de la diferencia del TDA y ODA y
justamente en el punto y

⌘

y y

!

los valores de la velocidad son iguales, por lo tanto,
la diferencia de la velocidad es igual con cero y de igual forma sus desviaciones
así como la derivada de las desviaciones.

en y

!

v̂

!

= 0 y
dv̂

!

dy

= 0 (4.40)

en y

⌘

v̂

⌘

= 0 y
dv̂

⌘

dy

= 0 (4.41)

y para y0 = 0 se supone que la velocidad y su derivada por la izquierda es la
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misma que por la derecha

en y = 0 hv
�

i�|
y

�
0
= hv

�

i�|
y

+
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y µ
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dhv
�
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|
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0
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|
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+
0

(4.42)
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�
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+
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!
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(4.43)

Se puede demostrar con una serie de Taylor que:
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�

i�
!

|
y
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�
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dhv
�
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!
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|
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y0 + ... (4.44)

hv
�

i�
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i�
!

|
y0 (4.45)
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!
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|
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=
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i�
!

dy

|
y0 + (y � y0)

d
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i�
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dy

2
|
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2d
3hv

�

i�
!

dy

3
|
y0 + ... (4.46)

dhv
�

i�
!

dy

=
dhv

�

i�
!

dy

|
y0 (4.47)

Sólo bajo la restricción de escala y!

L!
<< 1 y y⌘

L⌘
<< 1

Se propone la solución del problema definido en las ecuaciones (4.38) y (4.39)
de las desviaciones con base en el principio de superposición.

v̂

!

= S

!⌘

hv
�

i�
⌘

|
y0 + S

!!
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!

|
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⌘
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!!
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�
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!
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|
y0 (4.48)
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v̂

⌘

= S
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i�
⌘

|
y0 + S

⌘!

hv
�

i�
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|
y0 + b
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i�
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|
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dhv
�

i�
!

dy

|
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4.4. Procedimiento para la determinación de y0

Para obtener las variables de cerradura macroscópicas se sustituyen las
soluciones (4.48) y (4.49) en las ecuaciones (4.38) y (4.39) y se resuelve el sistema
de ecuaciones por el método de diferencias finitas como se muestra en el Apéndice
A. Debido a que se tiene 2 condiciones de frontera en cada extremo (4.40), (4.41)
y sólo son necesarias una de cada lado, se parte de esta condición extra para
conocer el valor de y0.

Se realizan las corridas y se varía la posición de la superficie divisoria, se realiza
la diferencia entre los valores del área bajo la curva y se cambia de posición de y0

hasta obtener un error absoluto menor a 1x10�3.

4.5. Primera condición de salto

Ahora para obtener la primera condición de salto se evalúa la primer restricción
de las desviaciones dadas en la ecuación (4.50).

En el Apéndice A se desarrolla la solución por diferencias finitas para las
variables de cerradura macroscópicas, dadas por las ecuaciones anteriores.

Una vez obtenida la solución anterior, se considera que la ecuación (4.20) dada
anteriormente debe cumplirse.

hv̂
�

i = 0 (4.50)

y aplicando la definición de promedio se tiene:

1

y

⌘

+ y

!

Z
y⌘

�y!

v̂dy = 0 (4.51)

como se tienen 2 regiones, la integral se subdivide como se expresa en la ecuación
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(4.52) Z
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dy = 0 (4.52)

cuyo desarrollo posterior permite obtener la ecuación (4.53)
✓Z

y0

�y!

S

!⌘

dy +

Z
y⌘

y0

S

⌘⌘

dy

◆
hv

�

i�
⌘

|
y0 +

✓Z
y0

�y!

S

!!

dy +

Z
y⌘

y0

S

⌘!

dy

◆
hv

�

i�
!

|
y0+

✓Z
y0

�y!

b

!⌘

dy +

Z
y⌘

y0

b

⌘⌘

dy

◆
d hv

�

i�
⌘

dy

|
y0 +

✓Z
y0

�y!

b

!!

dy +

Z
y⌘

y0

b

⌘!

dy

◆
d hv

�

i�
!

dy

|
y0 = 0

(4.53)

Que se puede escribir de una forma simplificada de la siguiente forma:

I1 hv�i�
⌘

|
y0 + I2 hv�i�

!

|
y0 + I3

d hv
�

i�
⌘

dy

|
y0 + I4

d hv
�

i�
!

dy

|
y0 = 0 (4.54)

Se despeja uno de los términos y se renombran los parámetros para llegar a la
condición de salto de la velocidad (4.55).

Condición de salto en la velocidad

dhv
�

i�
⌘

dy

|
y0 � �

dhv
�

i�
!

|
y0

dy

= ⇥(hv
�

i�
⌘

|
y0 � ⇤hv�i

�

!

|
y0) (4.55)

Con los parámetros descritos a partir de las integrales de las variables de
cerradura. Donde el término ⇥ nos muestra el coeficiente global de transferencia
de cantidad de movimiento a partir de la información de las variables de cerradura
del problema asociado.

� = �I4

I3
⇥ = �I1

I3
⇤ = �I2

I1
(4.56)

Y se puede observar que la forma de la condición de salto es la misma a la
ecuación (2.8) de la que se habló en el Capítulo 2. y que se muestra a continuación
con sus respectivos coeficientes obtenidos de la misma manera.
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4.6. Segunda condición de salto

Para obtener la segunda condición de salto se integran las ecuaciones (4.38) y
(4.39) para la ! y ⌘ respectivamente. Debido a que se busca que el TDA sea lo más
parecida al ODA para ello primero se realizó la resta de estas y ahora se integra la
diferencia igualada a cero para, de este modo, obtener una condición de salto que
contenga esta información, cuyo desarrollo permite llegar a las ecuaciones (4.6) y
(4.6).
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(4.57)
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Se agrupan las ecuaciones (4.6) y (4.6) en una sola y se reduce la ecuación
usando condiciones a la frontera (4.40) y (4.41) para obtener la condición de
salto.
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Se sustituye la solución del problema de las desviaciones macroscópicas y se
obtienen 4 ecuaciones que dependen de las variables de cerradura.
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(4.63)
Se sustituye en la ecuación (4.59) y se obtiene la siguiente ecuación

Modelado matemático 71 Jorge Chavarría Ornelas.



Capítulo 4 Condiciones de salto
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Para fines comparativos se hace un reacomodo de los parámetros y se presenta
la condición de la siguiente forma.

Condición de salto en el esfuerzo
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(4.67)

donde el resultado también tiene la misma forma que la ecuación descrita en el
Capítulo 2
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En esta metodología se obtienen dos condiciones de salto, a diferencia de
trabajos anteriores, donde se obtiene una de éstas y se supone la segunda condición
de frontera.

Las ecuaciones (4.55) y (4.66) difieren de las desarrolladas anteriormente por
Valdés-Parada y col. (2013) debido a que se tienen dos medios porosos. Si bien la
estructura es equivalente, los coeficientes son distintos.
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Capítulo 5

Resultados y discusión

5.1. Obtención de perfiles para permeabilidad y porosidad

En esta sección se presentan los resultados de los perfiles para la permeabilidad
y la porosidad para un caso específico de estudio. En este se tomó un sistema
formado por dos estratos porosos, ! y ⌘ uno con una porosidad de 0.3 y otro de
0.9 respectivamente.
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`

2

12
= 0.00225`2 en la región -! (5.1)

K

�⌘

=
"

3
�⌘

`

2

12
= 0.06072`2 en la región -⌘ (5.2)
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y
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"

�!

= 0.3 en !

(5.4)

Las relaciones anteriores se usarán en el modelo de un dominio debido a que
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contiene coeficientes variables como se vió en el Capítulo 4.

5.2. Variables de cerradura macroscópicas

De acuerdo al Capítulo 4 se siguió la metodología y se obtuvo un problema
de cerradura de las desviaciones macroscópicas donde se calcularon 8 variables de
cerradura. Las soluciones de esto, obtenidas mediante MatLab se presentan en la
Tabla 5.1 y fueron tomados para una y0 = �9 ó y0 = 0.36r0 en un sistema formado
por 100 nodos que fue el mejor ajuste para que se cumplieran las condiciones de
frontera mencionadas en el Capítulo 4 para satisfacer un error absoluto menor al
1x10�3. La forma en que se trabajó y0 fue debido a que se tienen 2 condiciones
de frontera para cada uno de los extremos del sistema y solo son necesarias dos,
es por ello que se fue recorriendo el nodo de la linea divisoria hasta satisfacer
las 4 condiciones de frontera. En la Figura 5.1 se ejemplifica la forma del malleo
en que se trabajó para la búsqueda de el punto y0 donde se puede observar la
posición de los extremos y el punto central donde se realizaron las pruebas para
que se cumplieran las condiciones de frontera y saber donde se localiza la superficie
divisoria.

Se realizaron simulaciones para diferentes porosidades y se concluyo que la
relación de la porosidad con la permeabilidad M

�i

= �"�i

Ki
, donde i = !, ⌘ es un

parámetro que determina la posición de y0 entre dos medio porosos. Si M
�!

>M

�⌘

,
la posición de y0 se inclinará hacia la región�!, en el caso contrario, M

�!

<M

�⌘

,
se inclinará hacia la región-⌘. Cabe señalar que la región-! es menos porosa que
la región-⌘.

Para todos los casos, la posición de y0 está más influenciada por la región
menos porosa, debido a que los cambios de la velocidad en dicha región son más
significativos.
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Figura 5.1. Nodos en el programa para obtener y0.

En la Figura 5.2 se muestra el punto donde se satisface el menor error que
indica el lugar de la línea divisoria y0.

�12 �10 �8 �6 �4 �2 0 2

0

2 · 10�2

4 · 10�2

6 · 10�2

8 · 10�2

0.1

0.12

Nodos

Error

Figura 5.2. Error de entre las cuatro condiciones de salto.

En las ecuaciones (4.48) y (4.49) se muestran las 8 variables de cerradura que
se obtuvieron mediante el método de diferencias finitas como se muestra en el
Apéndice A al final de este trabajo.
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S!! S⌘! S!⌘ S⌘⌘ b!! b⌘! b!⌘ b⌘⌘

3.6264 3.6160 -2.1246 -2.1197 0.0349 0.0349 0.0407 0.0406

Tabla 5.1. Coeficientes de cerradura para obtener las desviaciones de la velocidad

Para las condiciones de salto se obtuvieron 6 coeficientes de salto a partir de
las integrales de las variables de cerradura mostradas en la Tabla 5.1 La condición
de salto en la velocidad esta dada en la ecuación (5.7) y contiene tres coeficientes
de salto que son el resultado de las variables de cerradura. Se puede ver que
el coeficiente de mayor importancia dado por ⇥ que proviene de las integrales
dadas por los coeficientes I1 y I2 es el de mayor valor, esto nos indica que los
coeficientes están mayormente influenciadas por la región de mayor porosidad, en
este caso la región ⌘. En la literatura este coeficiente es llamado coeficiente global
de transferencia de cantidad de movimiento.
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� = �I4

I3
= �8.1644 ⇥ = �I1

I3
= �3063.61 ⇤ = �I2

I1
= 1.8065 (5.8)

La condición de salto en el esfuerzo se muestra en la ecuación (5.9) que de
igual manera contiene tres coeficientes de salto, a diferencia de la ecuación (5.7)
el coeficiente  que proviene de los términos de ! es el menor. El término ⇧
tiene el valor aproximado de la unidad, y es el resultado de los coeficientes de las
derivadas que a su vez, son el término de mayor importancia en esta condición
debido a que es el mayor.
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⇧ = � b
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b
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= �0.9936  = �S
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= �0.3882 ⌦ =
S

⌘

S

!

= 2.5057 (5.10)
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5.3. Modelos de uno y dos dominios para el sistema

En esta sección se discutirán las gráficas del comportamiento de la velocidad
para el sistema formado por dos estratos de "

�

= 0.3 y "

�

= 0.9 utilizando los
dos enfoques de uno y dos dominios discutidos anteriormente en los Capítulos 4
y 5.

Se realizó un programa en MatLab donde se siguió la restricción de longitudes
de escala ` ⌧ r0 ⌧ L aumentando por dos ordenes de magnitud a las démas
escalas. Para este sistema se tomaron 10 000 puntos con una r0 = 100`. Se
presentan los perfiles de velocidad para la inter-región, para la región porosa con
la pared así como todo el sistema y las ecuaciones que las representan.

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

�10

�5

0

5

10

�L!

L⌘

"� = 0.3

"� = 0.9

hv
�

i/v
max

⇠0

Figura 5.3. Perfil de la velocidad en el sistema de dos estratos con porosidades de "� = 0.3 y "� = 0.9
con coeficientes constantes TDA.
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Figura 5.4. Perfil de la velocidad en la inter-región de dos estratos con porosidades de "� = 0.3 y
"� = 0.9 con coeficientes constantes TDA.
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En la Figura 5.3 se observa el comportamiento de la velocidad en los medios
porosos en el sistema tomando en cuenta la condición de frontera obtenida
mediante los coeficientes de salto donde se puede observar la influencia del medio
poroso superior ⌘ tiene un efecto importante en el medio poroso inferior ! debido a
que la fracción volumetrica ⌘ es mayor que ! es por ello que la superficie divisoria
que se encontró se encuentra localizada en la parte inferior de la inter-región.

Para el desarrollo de estas gráficas se utilizó un mallado de 2000 puntos, mil
para cada estrato, donde 200 conforman la inter-región. La posición de la superficie
divisoria obtenida se encuentra en la posición y0 = �9 tomando como 0 el punto
medio del sistema, en este punto es donde se aplican las condiciones de salto
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obtenidas en el Capitulo 4.
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Figura 5.5. Perfil de la velocidad en el sistema de dos estratos con porosidades de "� = 0.3 y "� = 0.9
con coeficientes variables ODA.
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Figura 5.6. Perfil de la velocidad en la inter-región de dos estratos con porosidades de "� = 0.3 y
"� = 0.9 en la inter-región con coeficientes variables ODA.

En la Figura (5.5) se muestra el comportamiento de la velocidad a lo largo del
sistema desde el medio poroso ! con fracción volumétrica de "

�

= 0.3 hasta el
medio poroso ⌘ con fracción volumétrica "

�

= 0.9 que tienen un comportamiento
de flujo tapón en el seno de cada región porosa y en la inter-región se realizó
el tratamiento del cambio de la velocidad dependiente de la posición debido a
que al cambiar la fracción volumétrica en la región de promediado cambia la
permeabilidad y esto afecta directamente el valor de la velocidad.

En la Figura 5.6 se muestra el comportamiento de la velocidad en el sistema con
coeficientes variables o enfoque de un dominio ODA donde se observa el cambio
suave en la inter-región entre un medio poroso y debido a que los coeficientes
fueron calculados punto a punto en el sistema.
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Figura 5.7. Comparación de los perfiles entre los modelos de uno y dos dominios
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Figura 5.8. Comparación de los perfiles con un acercamiento para los modelos de uno y dos dominios

En las Figuras 5.7 y 5.8 se muestra la comparación de los modelos donde se
pueden ver que ambos tienen los mismos perfiles de velocidad en las regiones
homogéneas y solo difieren en la inter-región debido a que en el TDA los cambios
en la velocidad se dan en el medio poroso ! debido a que se encontró una y0 =
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�0.36r0. Esto quiere decir que desde el momento en el que un pequeña parte de
la región de promediado se encuentra en el medio poroso con mayor porosidad, la
velocidad comienza a cambiar.

Aportaciones Limitaciones

Se puede describir el perfil de Se supuso el medio poroso como

velocidad en toda la región de canales capilares

forma analítica.

Se obtuvieron coeficientes efectivos En la solución analítica es necesaria

de forma analítica que fueron usados una ecuación para cada región

en el desarrollo del modelo de un dominio o inter-región.

Con la solución analítica es posible El modelo fue desarrollado sólo

determinar, además de los coeficientes para dos estratos, no para todo

en la inter-región entre medios porosos, sistema estratificado

coefientes entre medio poroso-pared.

En principio, la metodología describe Para la aplicación del modelo,

que se deben realizar 2 problemas de es necesario satisfacer restricciones

cerradura y en este trabajo solo fue de escala.

necesaria una.

Se obtuvieron las ecuaciones promedio

para cada región y 2 condiciones de salto

cerradas, entonces es posible realizar

un promediado a gran escala,para describir

un sistema estratificado con un sólo modelo.

Tabla 5.2. Esquema de aportaciones y limitaciones del modelo para un sistema estratificado
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Conclusiones

En este trabajo se estudió el transporte de cantidad de movimiento en un
sistema formado por dos estratos con fracciones volumétricas distintas, esto se
realizó bajo un gradiente de presión constante. El desarrollo condujo a dos modelos
distintos utilizando la técnica del promedio volumétrico, el primero llamado
modelo de un dominio donde su ecuación contiene coeficientes variables en el
espacio y el segundo llamado modelo de dos dominios que contiene dos ecuaciones,
una para cada estrato, con coeficientes constantes pero que requiere de condiciones
de frontera entre cada estrato. Se obtuvieron dichas ecuaciones con la metodología
desarrollada por Valdés-Parada y col. (2013).

Con esta metodología se pudo obtener tanto las ecuaciones diferenciales como
condiciones a la frontera cerradas. De esta manera se obtuvo el modelo de de
transporte de cantidad de movimiento para dos estratos con ecuaciones de medio
efectivo y condiciones de frontera.

En el caso del modelo de transporte suponiendo el medio poroso como canales
paralelos (Capítulo 3), el cual se resolvió analíticamente, analizando los cambios
de fracción volumétrica y con las paredes del sistema. En la solución se pudo ver
el perfil de velocidades y se encontró que la corrección de Brinkman existe y que
tiene una dependencia directamente proporcional a la fracción volumétrica. Por
ejemplo en el sistema resuelto en este trabajo se encontró que para la porosidad
"

�

= 0.3 es mayor la contribución que en una de "
�

= 0.9, pero que siempre y
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cuando la fracción volumétrica sea "
�

6= 1 la contribución existe y por lo tanto su
aporte es importante en el sistema.

El contar con la solución analítica, permitió que en el desarrollo de las
condiciones de salto se realizaran un menor número de suposiciones. Es por ello
que se obtuvo el perfil de la permeabilidad en la inter-región, esto quiere decir que
no se realizó el primer problema de cerradura. Además de que fue posible obtener
los coeficientes de permeabilidad del medio poroso con las paredes.

Para el desarrollo de las condiciones de salto siguiendo la metodología (Capítulo
4), se obtuvieron dos modelos, el modelo de un dominio donde previamente se
obtuvieron relaciones lineales del comportamiento de la permeabilidad y porosidad
en el Capítulo 3, y el modelo de dos dominios con coeficientes constantes. La resta
de estos modelos condujo a otro problema con condiciones a la frontera que llevó
a obtener coeficientes de cerradura con la información de la inter-región para
colapsarla en condiciones de frontera para aplicarlos en una superficie divisoria.
Gracias a las condiciones del nuevo problema, se logró obtener la posición de la
superficie divisoria donde se deben aplicar las condiciones de salto. Se observó que
ésta, tiende a situarse en la región de menor porosidad debido a que es influenciada
por el sistema con mayor porosidad y por lo tanto, mayor velocidad. Para un
sistema formado por un malleo de 200 puntos, donde 100 es el y0 = 0 se encontró
la posición de la superficie divisoria en y0 = �9.

Los resultados (Capítulo 5) muestran en general el comportamiento de la
velocidad para el sistema similar en el caso de la solución analítica y la numérica.
Adicionalmente se observó el salto en la velocidad en el caso donde se aplican las
condiciones de salto.

Se realizó el desarrollo de las condiciones de salto aún teniendo la solución
analítica debido a que se busca tener un desarrollo matemático más detallado en
este tipo de sistemas para trabajos futuros donde se pueda lograr un segundo
promediado y poder trabajar un sistema estratificado con un solo modelo pero
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con la información de cada región.

Otra contribución de este trabajo consiste en que con un modelo de dos
dominios se puede resolver un sistema de manera más sencilla al tener coeficientes
de medio efectivo constantes y por lo tanto, un menor tiempo de cómputo a
diferencia del modelo de un dominio, donde los coeficientes son variables en el
espacio y esto dificulta la solución.
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6.1. Perspectivas

Con base en los resultados de este trabajo, al tener las ecuaciones promediadas
de cada estrato y las condiciones de salto entre cada uno de estos es posible realizar
un segundo promediado donde se puede llegar a una escala mayor para ver un
sistema estratificado como una región homogénea como se muestra en la Figura
6.1.

También es posible realizar tablas de coeficientes de salto para distintos
materiales comunes en este tipo de sistemas, de acuerdo con su fracción
volumétrica y geometría.
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Esto podría ser aplicado por ejemplo al flujo de contaminantes en el aire o en
suelos estratificados o con fines de extracción de gas o petroleo en regiones con
estas características.
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Figura 6.1. Promediado a gran escala
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Apéndice A

Solución para obtener las variables de

cerradura.

A partir de los problemas de las desviaciones para cada región y de la solución
propuesta de las mismas, se sustituye la solución para posteriormente obtener una
ecuación que depende únicamente de las variables macroscópicas de cerradura.
Estas se separan para obtener un sistema de ecuaciones, que se resuelven por
diferencias finitas.
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y0 para la región ⌘ (A.2)

v̂

!

= S

!⌘

hv
�

i�
⌘

|
y0 + S

!!

hv
�

i�
!

|
y0 + b

!⌘

dhv
�

i�
⌘

dy

|
y0 + b

!!

dhv
�

i�
!

dy

|
y0 (A.3)
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v̂

⌘

= S

⌘⌘

hv
�

i�
⌘

|
y0 + S

⌘!

hv
�

i�
!

|
y0 + b

⌘⌘

dhv
�

i�
⌘

dy

|
y0 + b

⌘!

dhv
�

i�
!

dy

|
y0 (A.4)

Se sustituye la solución del problema de las desviaciones macroscópicas (A.3)
y (A.4) en las ecuaciones (A.1) y (A.2) y en las condiciones de frontera (4.40),
(4.41) y (4.43)

0 =


d

2
S

⌘⌘

dy

2
� "

�1
�

d"

�

dy

dS

⌘⌘

dy

+M

�

S

⌘⌘

�
hv

�

i�
⌘

+M

�

hv
�

i�
⌘

(A.5)

d

2
S

⌘!

dy

2
� "

�1
�

d"

�

dy

dS

⌘!

dy

+M

�

S

⌘!

�
hv

�

i�
!

+ "

�

K

�1
�!

hv
�

i�
!

(A.6)

d

2
b

⌘⌘

dy

2
� "

�1
�

d"

�

dy

db

⌘⌘

dy

+M

�

b

⌘⌘

�
dhv

�

i�
⌘

dy

� "

�1
�

d"

�

dy

dhv
�

i�
⌘

dy

|
y0 (A.7)


d

2
b

⌘!

dy

2
� "

�1
�

d"

�

dy
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⌘!

dy

+M

�

b

⌘!

�
dhv

�

i�
!

dy

(A.8)

0 =


d

2
S

!⌘

dy

2
� "

�1
�

d"

�

dy

dS

!⌘

dy

+M

�

S

!⌘

�
hv

�

i�
⌘

(A.9)

d

2
S

!!

dy

2
� "

�1
�

d"

�

dy

dS

!!
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�

S

!!

�
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�
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!
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�

+ "

�

K

�1
�!

)hv
�

i�
!

(A.10)

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2
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!⌘

dy

2
� "

�1
�

d"

�

dy
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!⌘

dy
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�

b

!⌘

�
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�

i�
⌘

dy

(A.11)

d

2
b

!!

dy

2
� "

�1
�

d"

�

dy

db

!!

dy

+M

�

b

!!

�
dhv

�

i�
!

dy

� "

�1
�

d"

�

dy

dhv
�

i�
!

dy

|
y0 (A.12)

Condiciones de frontera para el problema de las desviaciones macroscópicas

S

!⌘

hv
�

i�
⌘

+ (S
!!

+ 1)hv
�

i�
!

+ b

!⌘

dhv
�

i�
⌘

dy

+ b

!!

dhv
�

i�
!

dy

(A.13)

= (S
⌘⌘

+ 1)hv
�

i�
⌘

+ S

⌘!

hv
�

i�
!

+ b

⌘⌘

dhv
�

i�
⌘

dy

+ b

⌘!

dhv
�

i�
!

dy

(A.14)
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dS

!⌘

dy

hv
�

i�
⌘

+
dS

!!

dy

hv
�

i�
!

+
dhv

�

i�
!

dy

+
db

!⌘

dy

dhv
�

i�
⌘

dy

+
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!!

dy

dhv
�

i�
!

dy

(A.15)

=
dS

⌘⌘

dy

hv
�

i�
⌘

+
dhv

�

i�
⌘

dy

+
dS

⌘!

dy

hv
�

i�
!

+
db

⌘⌘

dy

dhv
�

i�
⌘

dy

+
db

⌘!

dy

dhv
�

i�
!

dy

(A.16)

De aquí se obtiene un sistema de ecuaciones que se resuelven en pares debido
al acoplamiento en sus condiciones de frontera utilizando el método de diferencias
finitas.

Para este método se necesitan dos condiciones en los extremos y una en la
posición de la línea divisoria. Dichas condiciones están descritas en las ecuaciones
(4.40), (4.41) y (4.43) y debido a que tenemos 4 ecuaciones (A.17) que deben
cumplirse y solo son necesarias dos, se realizan pruebas para cada par de
condiciones de frontera donde se comienza suponiendo la superficie divisoria justo
a la mitad del sistema y se mueve el nodo hasta alcanzar un error menor a 1x10�3

como e muestra en la Figura 5.2. El error se obtiene al realizar la diferencia de
las integrales de cada par de variables de cerradura

Condiciones de frontera para los extremos en una malla formada por un numero
M de nodos y M = 2N donde N es la posición y0 = 0. Este nodo se mueve hasta
alcanzar el mismo valor para las integrales de las variables de cerradura con los
dos pares de condiciones de frontera en los extremos los extremos.

Se discretizan las ecuaciones (A.18), (A.24), (A.30), (A.36) en diferencias finitas
y de las dos condiciones de frontera de cada par en la posición de la superficie
divisoria se forma una sola para el nodo N.
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C.F.!1 S1 = 0

C.F.!2 �S1 + S2 = 0

C.F.⌘1 S

M

= 0

C.F.⌘2 �S

M�1 + S

M

= 0

(A.17)

Problema con valor a la frontera para determinar las variables de cerradura
macroscópico S

!⌘

y S

⌘⌘


d

2
S

!⌘

dy

2
� "

�1
�

d"

�

dy

dS

!⌘

dy

+M

�

S

!⌘

�
= 0


d

2
S

⌘⌘

dy

2
� "

�1
�

d"

�

dy

dS

⌘⌘

dy

+M

�

S

⌘⌘

+M

�

�
= 0 (A.18)

C.F.1 S

⌘⌘

= S

!⌘

+ 1 (A.19)

C.F.2
dS

⌘⌘

dy

=
dS

!⌘

dy

(A.20)

S

i�1 � [2� �(u)(�u)�M

�

r

2
0(�u)2]S

i

+ [1� �(u)(�u)]S
i+1 = �M

�

r

2
0(�u)2

(A.21)

S

i�1 � [2� �(u)(�u)�M

�

r

2
0(�u)2]S

i

+ [1� �(u)(�u)]S
i+1 = 0

(A.22)

C.F.1 S

N�1 � 2S
N

+ S

N+1 = 1 (A.23)

Problema con valor a la frontera para determinar las variables de cerradura
macroscópico S

!!

y S

⌘!
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
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�1
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�
= 0


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2
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dy
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�
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�

dy
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⌘!
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�
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�!

K

�1
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�
= 0 (A.24)

C.F.1 S

!!

+ 1 = S

⌘!

(A.25)

C.F.2
dS

!!

dy

=
dS

⌘!

dy

(A.26)

S
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�

r

2
0(�u)2]S

i
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�M

�

r

2
0(�u)2 � "

�

r

2
0K

�1
�!

(�u)2

(A.27)

S

i�1 � [2� �(u)(�u)�M

�

r

2
0(�u)2]S

i

+ [1� �(u)(�u)]S
i+1 = �M

�

r

2
0(�u)2

(A.28)

C.F. S

N�1 � 2S
N

+ S

N+1 = 1 (A.29)

Problema con valor a la frontera para determinar las variables de cerradura
macroscópico b

!⌘

y b

⌘⌘


d

2
b

!⌘

dy

2
� "

�1
�

d"

�

dy

db

!⌘

dy

+M

�

b

!⌘

�
= 0


d

2
b

⌘⌘

dy

2
� "

�1
�

d"

�

dy

db

⌘⌘

dy

+M

�

b

⌘⌘

+ �(u)

�
= 0 (A.30)

C.F.1 b

⌘⌘

= b

!⌘

(A.31)

C.F.2
db

⌘⌘

dy

+ 1 =
db

!⌘

dy

(A.32)
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b

i�1 � [2� �(u)(�u)�M

�

r

2
0(�u)2]b

i

+ [1� �(u)(�u)]b
i+1 = 0

(A.33)

b

i�1 � [2� �(u)(�u)�M

�

r

2
0(�u)2]b

i

+ [1� �(u)(�u)]b
i+1 = �(u)(�u)2

(A.34)

C.F. b

N�1 � 2b
N

+ b

N+1 = ��u (A.35)

Problema con valor a la frontera para determinar las variables de cerradura
macroscópico b

!!

y b

⌘!


d

2
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!!

dy
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dy
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!!

dy
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dy
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2
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�

dy
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dy
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�

b
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�
= 0 (A.36)

C.F.1 b

!!

= b

⌘!

(A.37)

C.F.2
db

!!

dy

+ 1 =
db

⌘!

dy

(A.38)

b

i�1 � [2� �(u)(�u)�M

�

r

2
0(�u)2]b

i

+ [1� �(u)(�u)]b
i+1 = �(u)(�u)2

b

i�1 � [2� �(u)(�u)�M

�

r

2
0(�u)2]b

i

+ [1� �(u)(�u)]b
i+1 = 0

(A.39)

C.F. b

N�1 � 2b
N

+ b

N+1 = ��u (A.40)
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Apéndice B

Solución por diferencias finitas para el

modelo de uno y dos dominios

En esta sección se presenta el adimensionamiento y solución mediante diferencias
finitas de los modelos ODA y TDA.

0 =
d

2hv
�

i�

dy

2
+ "

�1
�

d"

�

dy

dhv
�

i�

dy

+ ("�1
�

d

2
"

�

dy

2
� "

�

K

�1)hv
�

i� + "

�!

K

�1
�!

hv
�

i�
!,1

(B.1)

Se desarrollaron las ecuaciones en forma adimensional, utilizando las siguientes
variables adimensionales.

u = y

r0
v = hv�i�i

hv�i�!,1
i = !, ⌘ (B.2)

donde los coeficientes tienen la forma

"

�

= au+ b en la inter-región

"

�

K

�1
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2
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d

2hv
�

i�
!⌘
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2
+ "
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�

d"

�

du

dhv
�

i�
!⌘

du

+ "

�!

K

�1
�!

r

2
0hv�i�!,1 (B.3)
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d

2
v

du

2
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du| {z }
�(u)
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du
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2
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2
� "

�
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r

2
0| {z }
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)v + "

�!

K

�1
�!

r

2
0 (B.4)

Se discretizó la ecuación y se obtuvieron:

[1� �(u)(�u)]v
i�1 � [2� �(u)(�u)�Mb(�u)2]v

i

+ v

i+1 = Mb(�u)2 (B.5)

Para el modelo de dos dominios se realizó el mismo procedimiento, partiendo
de las ecuaciones dimensionales se obtuvieron las ecuaciones (B.8) y (B.9).

0 =
d

2hv
�

i�
⌘

dy

2
+ "

�⌘

K

�1
�⌘
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�
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⌘
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!,1 en ⌘ (B.6)
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(hv
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�

i�
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Se desarrolla en forma adimensional
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d

2
v
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2
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�⌘
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Y se discretiza de la siguiente manera

v

i�1 � [2 +Mb

!

(�u)2]v
i

+ v

i+1 = Mb

!

(�u)2 (B.10)

v

i�1 � [2 +Mb

⌘

(�u)2]v
i

+ v

i+1 = Mb

⌘

(�u)2 (B.11)

Para las condiciones de salto se realizó la discretización y se unió para formar
una condición valida para la condición de frontera.
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↵p
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↵
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�
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�

i�
!

|
y0) (B.13)

Av

i�1 � Bv

i

+ Cv

i+1 = 0 (B.14)

Donde A,B y C son coeficientes que resultan del problema de cerradura y que
contienen la información de la inter-región.
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