Modelando a Mittag-Lefller

Tesis que presenta,
Cecilia Hernandez Dominguez
Para la obtencion del grado de
Maestra en Ciencias

(Matematicas)

Asesor:

Dr. Luis Miguel Villegas Silva

Universidad Autéonoma Metropolitana Iztapalapa

Marzo 2010



II



Agradecimientos

Quiero agradecer profundamente al Dr. Luis Miguel Villegas Silva por su invaluable apoyo en
mis estudios y por su amistad. Agradezco a mis sinodales: Dra. Maria José Arroyo, Dr. Rogelio
Ferndndez Alonso y Dr. Juan Antonio Nido, por su disponibilidad e interés al revisar esta tesis,
ayudandome a enriquecerla.

Asimismo, agradezco al CONACYT por el apoyo econémico que me brindé para realizar estos
estudios.

II1



v



Indice

‘Agradecimientos‘ 111
IntroducciéHJ VII
‘I. Preliminares 1
‘I.l. Introduccion a la teoria de modelos . . . . . . . . . ... oo 1
‘II. Teoria de modelos en médulos 7
IL1. Férmulas primitivo positivas . . . . . .o oo 7
I1.2. La reticula de pp-formulas y pp-TipoS . . . « « o v oot 10
I1.3. Realizaciones Libres‘ ................................... 13
II.4. Dualidad en pp-formulas . . . . . . . . . . .. ... .. 15
I1.5. Pureza . . . . . . . . . e e e e 20
11.6. -Eliminacién de Cuantificadore 22
11.6.1. Teorema de Baur-Monk . . . . . . . . . . . . . . . . o 26

I1.7. Teorfas y sus AUAlES . . e 36
‘IIIAtomicidad. saturacién y constructibilidad positivas 43
II1.1. Médulos puro inyectivos . . . . . . . o v v v i e e e e e e e e e 43
II1.2. Médulos puro proyectivos . . . . . . . . . . o o e e 46
IV Moddulos Mittag-Leffler 51
‘IV.l. Los médulos ML son at(’)micos‘ .............................. 52
IV.1.1. Aplicaciones a la Teoria de Mdédulos . . . . . ... .. ... ... ...... 57

IV.2. Problemas Propuestos . . . . . . .. e e e e 62

Apéndice 65
Bibliografia 69

Tndice alfabético 71




VI



Introduccion

La relacién entre teoria de modelos y algebra ha sido muy fructifera, en especial en teoria de
campos y teoria de médulos. La presente tesis estd dedicada a la relacién con la tltima, esto es, la
teoria de modelos aplicada a moédulos. Primero daremos un breve panorama de la relacién entre
estas dos ramas de la matematica y su buena interaccién.

El concepto de pureza en &dlgebra fue introducido por Priifer en [27] mediante la nocién de
subgrupo puro . Un subgrupo A de un grupo abeliano B es puro si nBN A = nA para todo natural
n, es decir, para cada a € A y cada n, si nja en B implica que n|a también en A. Tal condicién
de divisibilidad n|z se puede expresar mediante la férmula Jy(z = ny) donde, en el lenguaje de
grupos, ny es la abreviaciéon de y +y + - - - + y n veces.

Este concepto fue generalizado a médulos mediante el producto tensorial por Cohn en [6],
donde se encuentra una caracterizacién la cual es frecuentemente utilizada como la definiciéon. Un
submédulo A de un R-médulo izquierdo B (de manera similar con médulos derechos) se llama
puro si cada sistema finito de ecuaciones con coeficientes en R y parametros en A con solu-
cién en B era soluble en A. Esta condicién también se puede expresar, tal como en el caso de
grupos, mediante féormulas de un lenguaje adecuado, la solucién del sistema se representa como
g A Qo rijy; + O sax = 0), las cuales son pp-férmulas, férmulas primitivo positivas.

Dentro de la teoria de modelos de médulos, las pp-férmulas tienen especial relevancia, basta
con mencionar al resultado clasico de Baur-Monk, pp-eliminacion de cuantificadores, que aparece
como tal en [5] y respecto a grupos abelianos en [24], el cual enuncia que cada férmula en el
lenguaje de los médulos es equivalente a una combinacién booleana de pp-férmulas, implicando
asi la simplificacién de la estructura de los conjuntos definibles.

Este resultado permitié que a partir de conceptos referentes a la teoria de modelos, se puedan
considerar sus versiones positivas. Por positivas nos referimos a que en lugar de férmulas arbitarias
sblo se consideran pp-férmulas. Tales conceptos resultan equivalentes a conceptos puramente de
teoria de modulos. Esto permite la combinacion de métodos de teoria de modelos con métodos
algebraicos. Por medio de esta combinacién, se han podido obtener resultados algebraicos y también
nuevas demostraciones mas sencillas a las existentes.

Como ejemplo basta enunciar que la nocién algebraica de médulo puro proyectivo coincide con
la de médulo construible positivo, una nocién de teoria de modelos. De manera similar, los médulos
puro inyectivos son los saturado positivos y los médulos Mittag-Leffler son precisamente los atdmico
positivos; estos dos 1ltimos se encuentran en extremos opuestos dentro de la teoria de modulos. Los
primeros, satisfacen la mayor cantidad de pp-tipos posibles, mientras los Mittag-Leffler la menor
cantidad de ellos.

Dado un R-médulo izquierdo M y una familia {N;} de R-mdédulos derechos es posible definir
un homomorfismo canénico ([[; Ni) ®r M — [[, (N; ®g M). En [22], Lenzing demostrd que tal
homomorfismo es epimorfismo para cada familia de R-médulos derechos si y sélo si M es finitamente
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generado; y que es un isomorfismo si y sélo si M es finitamente presentado. Goodearl inicié en
[12] una investigacién de las condiciones sobre M con las cuales este homomorfismo candnico es
inyectivo; prob6 que es monomorfismo para cada familia {K;} de R-mddulos planos si y s6lo si para
todo submddulo finitamente generado M’ de M la inclusién, M’ — M se factoriza a través de un
modulo finitamente presentado. Después, Raynaud y Gruson en [28] colaboraron significativamente
al estudio de los médulos M para los cuales el homorfismo en cuestién es inyectivo para cualquier
familia {N;}. Ellos llamaron a los médulos que cumplen tal propiedad mddulos Mittag-Leffler.
El motivo de este nombre es porque tales médulos pueden describirse como los médulos que son
limites directos li_n)le de R-médulos izquierdos finitamente presentados F} tal que el sistema
inverso de grupos abelianos Hompg(f;, N) cumple la condicion Mittag-Leffler (véase [28, p. 68])
para cada R-moddulo izquierdo N. En el trabajo mencionado, Raynaud y Gruson dieron diversas
caracterizaciones de los modulos Mittag-Leffler.

En este trabajo nos enfocaremos al estudio de la atomicidad de los médulos Mittag-Lefller,
desarrollada en [31] por Rothmaler. Cabe senalar que, dentro de la teoria de modelos, los médulos
puro inyectivos habian sido muy estudiados al contrario de los Mittag-Leffler.

Rothmaler realizé una caracterizacion, en teoria de modelos, de los moédulos Mittag-Leffler
mediante los pp-tipos que realizan. La principal herramienta que utiliz6 es el concepto de dualidad,
desarrollada por Herzog en [16] entre pp-férmulas izquierdas y pp-férmulas derechas (el lado lo
determina su pertenecia a la teorfa de los R-mdédulos izquierdos o bien derechos), y su relacién con
el producto tensorial.

Debido a sus propiedades, los médulos Mittag-Leffler son en la actualidad objeto de estudio,
como ejemplo los trabajos recientes [17] y [15].

A continuacion se desglosa la estructura del presente trabajo:

Durante los primeros dos capitulos se desarrollan los conceptos y resultados necesarios en el
estudio de la teoria de modelos en mdédulos. El Capitulo Il contiene una introduccién al lenguaje
apropiado para los R-mdédulos, asi como las definiciones y notaciones requeridas en el transcurso
de este trabajo.

En el Capitulo TI se introduce el concepto de pp-férmula, el cual, como se habia mencionado,
es fundamental y el concepto de tipo se relativiza a esta clase de féormulas para obtener un pp-
tipo. Se introduce un orden entre las pp-férmulas, luego se dota con una estructura de reticula
al conjunto de ellas. Se establece una correspondencia entre mddulos finitamente presentados y
pp-formulas mediante las realizaciones libres. Se desarrolla en detalle la dualidad existente entre
las pp-férmulas derechas e izquierdas, la cual brinda una anti-isomorfismo entre las reticulas co-
rrespondientes. Asimismo, para una teoria de médulos izquierdos se construye una teoria dual de
moédulos derechos. Se introduce el concepto de submédulo puro. Adicionalmente, como una parte
relevante del presente trabajo se realiza una demostracion completa y detallada del teorema fun-
damental de pp-eliminaciéon de cuantificadores en la teoria de R-mddulos, asi como sus principales
consecuencias.

Los conceptos de estructura atémica, construible y saturada se relativizan a las pp-férmulas
en el Capitulo [III, para generar asi sus versiones positivas. Los médulos construible positivos y
positivo saturados se caracterizan en términos algebraicos en este mismo capitulo.

En el Capitulo TV esencialmente se presenta el resultado principal de este trabajo, el cual
caracteriza a los mddulos atémico positivos como los moédulos Mittag-Leffler. Para finalizar se
plantean algunos problemas en la misma linea de investigacion.

En el Apéndice enunciaremos algunos conceptos algebraicos, necesarios a través de este trabajo,
para que el lector pueda realizar una consulta rapida de ellos.



Capitulo I
Preliminares

Comenzaremos este trabajo dando un breve panorama de los conceptos bésicos de Teoria de
Modelos, en un lenguaje de primer orden, asi como, de manera especifica, de los conceptos orien-
tados al estudio de la Teoria de Mddulos.

I.1. Introduccion a la teoria de modelos

Un lenguaje formal £ consta de simbolos logicos, encontrados en todo lenguaje, y no légicos,
los cuales son los que caracterizan a un lenguaje en particular. Los primeros estan conformados por
los conectivos V, A, —, —; los cuantificadores V, 3; y variables u, w, v, vy, v1, ..., Un, . ... Los simbolos
no légicos se agrupan en simbolos de constantes, de funciones y de relaciones. A partir de nuestros
simbolos se construyen los términos y las férmulas del lenguaje.

Si los simbolos no légicos de .Z se interpretan en un conjunto M, tal conjunto junto con sus
interpretaciones se dice que es una Z-estructura.

Denotamos con p.Z al siguiente lenguaje, apropiado para los R-médulos izquierdos (respecti-
vamente, Zr al lenguaje de los R-mdédulos derechos), donde R es un anillo asociativo con 1.

Para describir gp.Z empezaremos con sus simbolos no 16gicos. El inico simbolo de constante es
0, el cual se interpreta en un R-mdédulo de manera natural como el elemento neutro para la suma;
el tinico simbolo de relacion es la igualdad =; los simbolos de funcién son + el cual representa la
funcién binaria suma ((u,v) — u + v) y para cada r € R definimos un simbolo de funcién unario
fr, €l cual representa la multiplicacién escalar con r de los elementos del R-mdédulo (v — rv).

Un término del lenguaje se define, recursivamente, como una variable, una constante o un
simbolo de funcién aplicado a un término. En el caso de r.Z, un término es “0” o bien “riv; +
ToUs + + -+ + rpvy,” donde r;v; en realidad es fr, (v;),r; € Ry las v; son variables.

Con los términos definidos podemos construir las férmulas del lenguaje empezando con las
atémicas, las cuales son simbolos de relacién aplicados a términos. En z.Z, una féormula atémica
es equivalente a “rivy + rove + -+ + v, = 07, una ecuacién lineal con coeficientes en R.

A partir de dos férmulas del lenguaje ¢ y 1, de manera recursiva definimos las férmulas -,
@AY y Fv . No es necesario construir las férmulas con los demas conectivos y el cuantificador uni-
versal, ya que se pueden considerar definidos a partir de la negacion, conjuncién y el cuantificador
existencial: p V1 := =(mp A ), ¢ — 1 1= =(p A) y Yup := =(Jv ). A las variables dentro
de una férmula ¢ que se encuentren en el alcance de algin cuantificador se les llama variables
acotadas, en caso contrario se les llama variables libres; escribimos (v, va, . .., v,) si las variables
v; son libres en . Si una férmula no tiene variables libres se le llama enunciado.

Notacion. Sea a = (ag,a1,...,a,_1) una n-ada en M", es decir, a € M™"™. Frecuentemente, de
05 ’ ) ’ ) )



2 1.1 Introduccion a la teoria de modelos

manera indistinta, escribiremos “@ en M” en lugar de “a € M™”. Asi podremos omitir el natural
n cuando no sea necesario nombrarlo.

Definicién I.1. Sea () una férmula con n variables libres y M un R-mddulo. Si existe una
n-ada @ en M tal que al sustituirla en las variables libres de ¢ satisface a la férmula, es decir, la
hace cierta en M, decimos que M modela a @, o bien, ¢ es satisfacible o realizada por a en M
y escribimos M = ¢(a@). Ademds, se dice que @ es una realizacién de ¢ en M. En caso contrario,
esto es, si @ no satisface a ¢ en M escribimos M p£o(a).

El conjunto definido por (), (M), es el subconjunto de M™ conformado por las n-adas
que satisfacen a la férmula,

p(M) ={ae M" [ M p(a)}.

Dos r.Z-férmulas son equivalentes en M si definen el mismo conjunto en M.

Dos p.Z-férmulas son equivalentes si definen el mismo conjunto en cada R-mdédulo, lo cual
denotaremos con =.

Un subconjunto de A de M" es definible si existe una férmula ¢ en el lenguaje tal que
A= o(M).

Decimos que un conjunto de formulas ® es satisfacible en M, o bien, M realiza o es modelo
de P, si existe una misma realizaciéon a de cada férmula de ® en M, es decir,

O(M) = {a € M" | M = (a) para toda ¢ € &} = [{e(M) | p € B},

es no vacio.
En general, decimos que una férmula o un conjunto de ellas es consistente si tiene un modelo.
Un conjunto de férmulas ¥ es finito satisfacible en M si cada subconjunto finito de X es
satisfecho en M. Se dice que ¥ es finito satisfacible si cada subconjunto finito de él tiene un
modelo.

A continuacién profundizaremos en la interpretacién de cada férmula en un R-mdédulo izquierdo
M.

Una férmula se identifica con el conjunto definido por ella. El subconjunto que define una
férmula atémica es un subgrupo, ya que es el conjunto solucién de una ecuacion lineal. Por ejemplo,
si R = Z, 6v = 0 define al subgrupo de elementos anulados por el 6 del Z-mddulo, o grupo abeliano,
M . Si ¢ y 1 son férmulas, el conjunto definido por su conjuncion ¢ A v es la interseccion de los
definidos por cada férmula, por ejemplo 6v = 0 A 4v = 0 da lugar al conjunto de los elementos
anulados por 12. Mediante la conjuncién de férmulas atéomicas se puede representar el conjunto
solucién de un sistema de ecuaciones lineales. La negacién de una férmula, es decir, - define al
complemento del conjunto definido por ¢. Claramente la disyuncién ¢ V 1 define la unién de los
definidos por cada férmula.

Las féormulas obtenidas a partir s6lo de férmulas atémicas mediante combinaciones boolenas
(combinaciones que sélo involucran A, V y —) se llaman libres de cuantificadores. Finalmente, agre-
gamos a tales féormulas los cuantificadores. Mediante el cuantificador existencial podemos definir
una proyeccién de un conjunto definido. Por ejemplo si ¢(u,v) = v = 2u, entonces Ju (v = 2u)
define los numeros pares, el cual es la proyeccién de ¢(M) el cual consiste en las parejas de la
forma (m,2m).

Es importante notar que podemos enriquecer nuestro lenguaje admitiendo pardametros en las
férmulas, por ejemplo, pardmetros de un subconjunto B de un médulo M. Esto se hace de manera
formal agregando al lenguaje simbolos de constante b para cada elemento b de B, los cuales se
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interpretan en M de manera natural como el elemento correspondiente. Si nuestro lenguaje es .Z,
el lenguaje extendido se denota como .Z(B). En general, una interpretacién M’ de M como .Z(B)-
estructura se llama una £ (B)-expansién de M . A manera de ejemplo, veamos una interpretacién
de .Z(B) en un médulo distinto a M.

Observacién 1.2. Sea I un conjunto. Definimos la estructura M’ del lenguaje . (B) como el
médulo potencia M?!, donde el simbolo de constante b, para b € B, es interpretado como el
elemento (b:i € I) € M!.

Un concepto central en la teoria de modelos es el de tipo.

Definicién I.3. Un tipo es un conjunto de férmulas, en un lenguaje .Z, finito satisfacible. En
particular, si p es un conjunto de n-férmulas (férmulas con n variables libres) en #(B) finito
satisfacible se dice que es un n-tipo sobre B. Observemos que al ser finito satisfacible, por el
teorema Compacidad (citado en la paginal5) todo tipo tiene un modelo.

Son de particular relevancia los tipos conformados por féormulas con parametros en B que
satisfacen una n-ada especifica en M, al cual se llama el tipo de a sobre B en M,

tpa(a/B) = {9(v,0) € Z(B) | M |= o(a,b)} .

Si B = (), simplemente escribimos tps(a), el tipo de @ en M.
Un n-tipo p es completo si para toda férmula ¢(o) con n variables libres, ¢ € p o bien, =p € p.
El tipo tpys(a/B) es completo para toda a € M.

Podemos identificar a tpys(a/B) con la coleccién de subconjuntos de M™ definibles (por férmu-
las con pardmetros en B) y que contienen a a. Esta coleccién es un filtro (véase Apéndice, p.[65),
aun més un ultrafiltro, en los conjuntos de M™ con la contencién.

Continuaremos recordando algunas nociones y resultados de la teoria de modelos necesarios
para nuestro fin.

Definicién 1.4. Sean M, M’ R-médulos. M es elementalmente equivalente a M’, M = M’,
si ambos satisfacen los mismos enunciados del lenguaje.

Un homomorfismo f: M — N se llama elemental si preserva satisfacibilidad de férmulas, es
decir, si para cada @ en M, tpp(a) = tpy(f(@)). Denotamos con M < N la inclusién o encaje de
modulos. Decimos que es un encaje elemental, M < N,si M < N y paracadaaen M, tpy(a) =
tpn(a), es decir, a satisface las mismas férmulas en ambos médulos. M se llama subestructura
elemental o submédulo elemental de N y N, a su vez, extension elemental de M.

Observacién 1.5. Como tpys(a) contiene, en particular, todos los enunciados véalidos en M, si
M < M’ entonces M y M’ son elementalmente equivalentes.

El encaje elemental de estructuras preserva subconjuntos definibles: si M es subestructura
elemental de M’ entonces (M) = M N p(M').

Ejemplo. Observemos que M < M’y M = M’ no siempre implica que M < M’. Para ejemplificar
esto, los Z-mdédulos 27 y Z son isomorfos y 2Z es submdédulo de Z pero no es elemental: si p(v) =
Jw 2w = v, entonces Z = ¢(2) pero 2ZF£p(2).

Definicién 1.6. La teoria de un médulo M, T'eo(M), es el conjunto de todos los enunciados que
son ciertos en M. La teoria Teo(K) de una clase de médulos K es el conjunto de enunciados que
se satisfacen simultdneamente por todos los médulos de K.



4 1.1 Introduccion a la teoria de modelos

De manera general, una teoria 7' es un conjunto de enunciados de p.Z consistente, es decir,
que no se puede deducir una contradiccién a partir de 7. Un modelo de una teoria T es un
médulo M que satisface todos los enunciados en T, M = T.

Una teoria se llama completa si para todo enunciado o del lenguaje, siempre sucede que o o
-0 pertenecen a T'.

La cerradura deductiva de una teoria T, en simbolos T'F, es el conjunto de sus consecuencias
lgicas, esto es, todo modelo de T' es modelo de cada enunciado en TF.

Cualquier teoria de la forma Teo(M), para un algin mdédulo M, es completa. Ademds toda
teorfa T puede extenderse a una teoria completa T’ tomando a T" = Teo(M) para algin modelo
M deT.

Notemos que cualesquiera dos modelos de una teoria completa son elementalmente equivalentes.

Los siguientes enunciados son los axiomas (o esquemas de axiomas) de la teoria de los R-médulos
izquierdos:

» VuVo (u+v=v+u).

» VuVoYw (u+ (v+w) = (v+u) +w).

s Vu(u+0=mu).

s Vu ((—1)u+ u =0), donde 1 es el neutro multiplicativo del anillo.
= YuYo (r(u +v) = ru + rv), para todo r € R.

s Vu ((r + s)u = ru + su), para todo r, s € R.

s Vu ((rs)u = r(su)), para todo r, s € R.

s Vu((Du=mu).

Al conjunto de estos axiomas lo denotamos por g 7.

Es decir, un R-médulo M, visto como una gr.Z-estructura, modela a todos los enunciados
anteriores.

Asi, la teoria de los R-mdédulos izquierdos es la cerradura deductiva de g T'; para el caso de
R-médulos derechos se procede de manera andloga. La teoria de R-médulos no es completa: el
enunciado Vo(v = 0) es cierto en el médulo cero pero falso en todos los demads, de donde, ni él ni
su negacién pertenecen a pr T=.

En el desarrollo de este trabajo consideraremos como una teoria de médulos a una teoria en
r-Z (0 en £g) que contenga al conjunto de axiomas anterior (o su equivalente para R-médulos
derechos).

Un resultado relevante en teoria de modelos en mddulos, aunque en este trabajo no nos enfo-
caremos en él, es que toda teorfa T' de mddulos es estable (véase [26]).

Definicién I.7. Una clase de médulos K se dice axiomatizable si es la clase de los modelos de
una teoria de moddulos T'. La caracterizacién de clases axiomatizables en un lenguaje de primer
orden es la siguiente: K es axiomatizable en r.Z si y sélo si es cerrada respecto a ultraproductos
y equivalencia elemental.

Para finalizar enunciaremos los teoremas clésicos de la légica de primer orden, los cuales se
utilizan de manera implicita en este trabajo.
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Completud Si T es una teoria y ¢ un enunciado, entonces o es valido en cada modelo de T si
y s6lo si T' prueba o.

Compacidad Un conjunto de formulas es satisfacible, es decir, tiene un modelo, si y sélo si es
finito satisfacible (todo subconjunto finito es satisfacible). A saber, si ®(7) es finito satisfacible en
M, entonces existe una extensién elemental M’ de M y una @ en M’ tal que M’ = ®(a).

Lowenheim-Skolem ascendente Sea M una estructura con un universo infinito. Para cada
cardinal A\ > |M| + |.Z(M)] existe N = M de cardinalidad al menos A.

Lowenheim-Skolem descendente Sea N una estructura infinita de cardinalidad al menos
|-Z(M)]|. Para cada A C N existe M < N tal que A C My |[M| < |A| 4+ |-L(M)| + Ro.

Lema del diagrama Sean M y N Z-estructuras. M se encaja en N si y sélo si existe una
Z(M)-expansién de N que es modelo del diagrama de M, Diag(M), el cual es el conjunto de
férmulas atémicas y negaciones de férmulas atémicas de £ que modela M.

Amalgamacién de estructuras Si M y M’ son modelos de una teoria completa T, entonces
existe un modelo de T' que contiene a M y M’ como subestructuras elementales.
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Capitulo II

Teoria de modelos en moédulos

En este capitulo se introducira el concepto de féormula primitivo positiva en el lenguage de los
R-médulos y sus principales propiedades, incluida su dualidad. Asimismo, se expondra el teorema
esencial de pp-eliminacion de cuantificadores.

II.1. Férmulas primitivo positivas

Definicién II.1. Una férmula ¢ se llama primitivo positiva, pp-féormula, si es de la forma
3w 0(w, v), donde € es una conjuncién finita de férmulas atémicas.

En un lenguaje sin més simbolos de relacién que la igualdad, cada férmula atémica es una
ecuacion, asi que una pp-féormula expresa que cierto conjunto finito de ecuaciones tiene una solucién,
por lo que una pp-féormula ¢ en g.Z debe tener la siguente forma

n

k m
Elwl,...,wm/\ ZTij’LUj—ZSilvl:O ; (%)

i=1 \j=1 =1

donde m,n,k € N, 75,554 € Ry v1,...,v, son variables libres de ¢. La férmula ¢ puede o no tener
variables acotadas.

Diremos que son pp-férmulas izquierdas o derechas, dependiendo al lenguaje al que pertenezcan,
esto es, respectivamente g.Z o Zxg.

Observemos que el conjunto de todas la pp-formulas es cerrada bajo cuantificadores existencia-
les, aunque el nimero de variables libres cambia frecuentemente.

Otra manera de representar a ¢(7) es mediante matrices

p(v) = Fw (Aw = Bo);
una abreviacién para tal férmula es A|Bv (de alguna manera ¢ representa que A divide a B7).

Observacién I1.2 (Transformacién de las pp-férmulas en matrices). Si ¢(0) es la siguiente pp-
férmula con n variables libres

k m n
le,...,wm/\ E rijw; = E S |
i=1 \ j=1 =1

7
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desglosando las ecuaciones, es equivalente a

r11W1 + ri2wWe + -+ T Wy = S11V1 + S1202 + -+ S1mUn

T21W1 + T22W2 —+ -4 TomWm = S21U1 + S$922U2 + -+ So9mUn
Jwy, ..., wn

Te1W1 + Te2W2 + - - - + Ty Wm = Sk1V1 + Sk2V2 + - - + SkmUn

Asi podemos reescribirla en su forma matricial ¢(o) = 3w (Aw = Bv), donde

1 T2 o Tim S11 S12 ° Sin
21 T22 - T2m S21 S22t S2p
A= B =
k1 Tk2 ° Tkm Sk1 Sk2 " Skn
U1 w1
V2 w2
Un, Wm

Lema II.3 (Linealidad de las pp-férmulas). Sea ¢(v) una pp-férmula de r.Z. Para todo mddulo
M se cumple:

(a) Mk ¢(0).
(b) M =Vv,u (o(v) A p(t) = (0 —1u)).
Demostracion. Tomemos a ¢ como en (%).
Es claro (@), ya que ¢(0) = Jwr, ..., wn /\f:1 (Z;nzl rijw; = O) y por lo tanto, para que se

cumpla ¢(0), basta tomar w; = 0 para toda 1 < j < m. B
Para (b), sean @ = (a1,...,a,),b = (b1,...,b,) n-adas en M tales que M | ¢(a) A p(b),

entonces existen wsy, ..., Wy, w}, ..., w, € M tales que para toda 1 <i <k
m n m n
Doriwi =Y suar =0y D riwi =3 subi =0,
j=1 I=1 j=1 1=1
de donde
m n
Zrij(wj — ’LU;) — Z sil(al - bl) =0.
j=1 1=1
Por lo tanto, M = op(a — b). O

Definicién I1.4. Para todo R-médulo M y ¢ pp-férmula con n variables libres, (M) es un
subgrupo definible de M™, llamado pp-subgrupo.

Observacién I1.5. Mds atn, si R es un anillo conmutativo ¢(M) también es un submédulo, sélo
basta notar que si r € Ry a € ¢(M), los elementos que atestiguan ¢(ra) son los testigos para a
multiplicados por r. Si p(M) = Jw (Aw = Bv) para ciertas matrices A y B en R, dado que a la
satisface, existe ¢ en M tal que A¢ = Ba, luego por la conmutatividad de R,

B(ra) = r(Ba) = r(Ac) = A(re).
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Los ejemplos més simples de pp-férmulas son aquellas que representan condiciones de anulacién
y de divisibilidad.

Ejemplo. Sea M un R-médulo.

(a) Sir € R, entonces la pp-férmula ¢(v) = rv = 0 es realizada por a € M si y sélo si r anula
al elemento a, entonces (M) = {a € M | ra = 0}. Esta condicién se puede generalizar con la
pp-férmula, con n variables libres,))(v) = Ho = 0, donde H = (r;;) es una matriz en R de
tamano n x m, asi 0(M) = {a € M™ | Ha = 0}.

(b) Si r € R, entonces la pp-férmula p(v) = Jw (v = rw), la cual en notacién matricial es

equivalente a Jw (1 — r) 5) , es realizada por a € M si y sélo si a es divisible por r en

Notacién. Dado un homomorfismo de R-médulos f: M — N, si a es una n-ada en M, digamos
(agp,a1,...,an—1), denotamos con f(a) a la n-ada (f(ag), f(a1),..., f(an—1)).

Lema I1.6. Sean M, N R-mddulos, f : M — N un homomorfismo entre ellos y p(0) una
pp-formula. Entonces M |= o(a) implica que N = ¢(f(@)) para cualquier a en M.

Demostracion. Supongamos que ¢(0) = 3wl (w, v), donde 6 es una conjuncién de férmulas atémi-
cas (ecuaciones).
Sea a en M, si M |= ¢(a), existe b en M tal que 6(b,a) se cumple en M. De la linealidad del

homomorfismo f se sigue que 6(f(b), f(a)) se cumple en N, por lo tanto N |= 3w 0(w, f(a)), esto
es, N |=p(f(a)) O

Luego, las realizaciones de una pp-férmula se preservan respecto a homomorfismos.
Un pp-subgrupo ¢(M) no necesariamente es un R-submddulo, pero si lo es, si se consideran
como Endg(M)-médulos.

Observacién I1.7. Sea M un R-médulo y Endgr(M) el anillo de endomorfismos de M, es decir,
R-homomorfismos f : M — M. Recordemos que, para cualquier n natural, M™ es un End(M)-
moédulo si definimos la multiplicacién escalar para f € Endg(M) y @ = (ag,--.,an—1) € M™ como
fa:= f(a) = (f(ao),..., f(an-1))-

Sea ¢ una pp-férmula . Entonces ¢(M) es un submédulo de M como Endg(M)-mébdulos.

Ejemplo. Sean R = Zy p un nimero primo. Sea M = &, Z,, donde I es un conjunto posiblemente
infinito y Z, denota al Z-médulo ciclico de p elementos. La pp-férmula v = v (o equivalentemente,
la pp-férmula Ov = 0) define a todo M, es decir, el pp-subgrupo definido por tal férmula es M;
la pp-férmula v = 0 define al subgrupo cero. Adema4s, no existen mas pp-subgrupos de M: para
cualesquiera dos elementos distintos de cero a, b € M existe un homomorfismo f € Endgr(M)
tal que f(a) = b, luego, si @(M) es un pp-subgrupo distinto de cero, digamos 0 # a € @(M),
entonces para cualquier b € M, b # 0, tenemos que b = f(a) € (M) para la f adecuada, de donde
(M) =M.

Con una pp-férmula no sélo podemos representar a un sistema de ecuaciones homogéneo. Si
permitimos que en las pp-férmulas se involucren pardmetros se abre la posibilidad a mas sistemas
de ecuaciones.
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Definicién I1.8. Una pp-férmula con parametros, digamos b de un médulo M, es el resultado
de remplazar @ con b (de manera formal, remplazar con simbolos de constante para b) en una pp-
formula (v, @) con n + m variables libres. El resultado es ¢(,b) una pp-férmula con n variables
libres en el lenguaje extendido.

Para (v, @) una pp-férmula con n + m variables libres, denotamos
p(M,b) ={ae M" | M = p(a,b)}.

para cualquier m-ada b en M.
A partir de este momento, siempre se mencionaran las restricciones de pardmetros a las pp-
férmulas en cuestién.

Lema I1.9. El conjunto ¢(M,b) es vacio o es una clase lateral de M™ con respecto al subgrupo

©(M,0).

Demostracién. Primero notemos que, efectivamente, ¢(%,0) es una pp-férmula sin pardmetros,
por lo cual ¢(M,0) es un subgrupo. Sea b € M™, supongamos que (M, b) no es vacio. Elegimos
¢* € p(M,b) y afirmamos que ¢(M,b) = &* + ¢(M,0).

Sea d cualquier elemento de (M, b), el lema [I1.3 implica que la pp-formula ¢(d — &*,b — b) =
o(d — &*,0) se cumple en M, es decir, d — & € p(M,0). De donde, d € ¢* + ¢(M,0).

Por otra parte, sea d un elemento de & + p(M,0). Entonces M = o(d — &*,0), ademds M =

©(¢*,b) por la eleccién de ¢*. Luego, nuevamente por la linealidad de las pp-formulas, ¢((d — &) +

¢*,0+ b) = ¢(d, b) se cumple en M, obteniéndose asi la otra contencién. (]

I1.2. La reticula de pp-formulas y pp-Tipos

Dotaremos a las pp-férmulas sin pardmetros (bajo equivalencia) de una estructura de reticula
(vedselA.2).

Si ¢, son pp-férmulas en el mismo nidmero de variables libres, definimos ¥ < ¢ si (M) C
(M) para todo R-médulo M, es decir, si T = V0 (¢(0) — ¢(7)).

Definimos la pp-férmula ¢ + 1 como (p+ ) (9) = Fz2(p(v — 2) A (Z)). A partir de la definicién
se observa que el pp-subgrupo definido por ¢ + v en un médulo M coincide con la suma de los
pp-subgrupos definidos por ¢ y : sélo notemos que si a € (¢ + ¥)(M), existe ¢ € (M) tal que
b=a—ce (M), esdecir,a=b+c e p(M)+p(M).

Sea PP,, el conjunto de clases de equivalencia de las pp-férmulas de Zg con n variables libres
respecto a la equivalencia de férmulas =, denotamos con @ a la clase de equivalencia de la pp-
férmula . Heredamos a PP,, de manera natural el orden <: @ < 1 si y sélo si ¢y < o para
cualesquiera, o equivalentemente, para todas las pp-féormulas ¢q, 1o tales que wo = ¢ y g = 9.

Dotamos al conjunto PP,, con el orden parcial < de la estructura de reticula.

Primero definimos las operaciones + y A para elementos de PP, como G +v¢ = o+ y
B AY = A1, las cuales estan bien definidas: si o1 = o v 11 = ¥y entonces

(p1 +¥1)(®) = Fz(p1(v - 2) AY1(2))
= F2(p2(0 — 2) ANh2(2)) = (g2 + ¥2)(0),
(pr A1) (0) = (p2 A2)(D).
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Es necesario notar que al utilizar las operaciones anteriores y el orden parcial de las clases de
equivalencia es equivalente hacerlo en las pp-férmulas representantes.

Se define al supremo y al infimo de 3 y 1), respectivamente como ¢ + 1 y ¢ A 1. Con el fin de
verificar que cumplen con los requisitos necesarios para ser el supremo y el infimo, primero veamos
que son cotas, respectivamente superior e inferior.

Para ver que ¢ + 1 es cota superior debemos mostrar que 3 < ¢+ v ¥ < ¢ + 1), o bien,
<o+ y 1 <e+1. Sea M un R-médulo, si M = ¢(a) entonces ( +4)(a) tiene como testigo
z =0, de donde (M) C (¢ +v)(M). Si M = v(a) entonces (p + 1)(a) se satisface por z = @,
ast p(M) C (1o +1)(M).

Claramente ¢ A1) < By p A < 1, ya que el pp-subgrupo ¢(M) N1 (M) esta contenido en los
pp-subgrupos p(M) y ¥(M) para todo médulo M.

Finalmente, sean ¢ otra cota superior y 3 otra cota inferior de % y 1. Entonces, para todo médulo
M, (M) C C(M) y $(M) C (M), de donde, el subgrupo (i + ¥)(M) = (M) + (M) C ¢(M).
As1 © + 1 es la menor cota superior. Por otra parte (M) C (M) y v(M) C (M), lo cual implica
que Y(M) C o(M)Np(M) = (p Ap)(M), con lo que se demuestra que ¢ A1 es la mayor cota
inferior.

Definicién I1.10. Para cada n natural, la pp-reticula de R-Mod, pp,(R-Mod) es la reticula
(PPn7 ] /\ +)
Dado un R-médulo M definimos la pp-reticula de M, pp, (M), sobre los conjuntos

{@(M) | ¢ es una pp-férmula con n variables libres} .

En ella, el supremo es la suma de grupos y el infimo la interseccién de grupos, con el orden
parcial C.

Seguiremos con otros conceptos relevantes.

Definicién I1.11. Un pp-tipo (parcial) es un tipo formado por pp-férmulas, posiblemente con
parametros, en el mismo nimero de variables libres. En otras palabras, un pp-tipo es un conjunto de
pp-férmulas consistente (en la teoria que se considere, en nuestro caso, en la teorfa los R-médulos).

Si los parametros los tomamos en un conjunto B decimos que es un pp-tipo sobre B.

Si p es un tipo entonces las pp-férmulas en él forman un pp-tipo, el cual es completo con
respecto a consistencia, lo denotamos como p*, la pp-parte de p.

Un pp-tipo p se llama completo con respecto a consistencia si para toda pp-férmula ¢ ¢ p,
{¢} Up no es consistente, es decir, finito satisfacible.

De manera frecuente trabajaremos con pp-tipos completos con respecto a consistencia, ya que
son deductivamente cerrados, es decir, cerrados respecto a conjunciones finitas e implicacién de
pp-féormulas.

Proposicion I1.12. FEl cero siempre realiza a un pp-tipo ® sin parametros, y el conjunto de sus
realizaciones forma un subgrupo en M.

Demostracion. Se sigue del lema I1.3. (|
Existen varias propiedades inmediatas de los pp-tipos que necesitamos notar:

Observacién I1.13. Un pp-tipo sin pardmetros completo es un filtro (véase Apéndice, p.[65): si
v, € @ entonces p A ¢’ € O y 1) es tal que p < 9 entonces ¢ € ®. Se induce un filtro mediante
los subgrupos definidos por pp-férmulas en ®, en los subgrupos de M con la contencion.
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Observacion I1.14. Como un pp-tipo es consistente, no puede contener pp-férmulas que den
lugar a clases laterales distintas de un mismo subgrupo.

Demostracion. Sean (v,b), (v, ¢) en un pp-tipo ®. Dado un médulo M, si (M, ) ( , ) son
dos clases laterales distintas de un mismo subgrupo entonces ¢(M,b) N (M,e) = de donde
M = —30(¢(,b) A(v,€)), contradiciendo la consistencia de ®. O

Observaciéon I1.15. Si los parametros de un pp-tipo son tomados de un médulo M, por ser un
conjunto consistente existe una extension elemental N > M que realiza al pp-tipo.

Definicién I1.16. Dada una n-ada a en M el conjunto de pp-férmulas a las que satisface a forman
un tipo, llamado el pp-tipo completo de a en M

tpi; (@) = {p(v) | ¢(v) es una pp-formula y M = p(a)} .

En particular, definimos el pp-tipo de a sobre B en M como

11(@/B) = {o(0,b) | ¢(v,w) es una pp-formula,
b€ B™ para algunam y M = ¢(a,b)} .

Lema I1.17. Si ® es un pp-tipo completo (con respecto a consistencia) que se realiza en M
entonces ® = tp},(a) para alguna @ en M.

Demostracion. Como ® es realizado en M, existe a tal que & C tp‘]&(d) y por ser completo debe
suceder que tp},(a) C 9. O

Definicién I1.18. Si ¢ y ® son, respectivamente, una pp-férmula y un pp-tipo sin parametros,
decimos que 1 genera a ®, en simbolos ¢ < P, si ¢ < ¢ para toda ¢ € P, es decir, (M) C (M)
para todo médulo M y para toda ¢ € .

Decimos que la pp-férmula con pardmetros (7, b) genera a un pp-tipo con pardmetros ®, en
simbolos ¥(v,b) < @, si 1(v,0) genera al pp-tipo ®., el cual no tiene pardmetros y estd formado
a partir de los elementos de ® de la siguiente manera: ®, = {¢(9,0) | ¢(9,¢) € ® para alguna ¢} .

Un pp-tipo es finitamente generado ( fg) si es generado por una férmula contenida en él.

Lema I1.19. Sea M un R-mddulo.

(a) Para cualesquiera pp-formulas o(v,b), ¢(v,€), con pardmetros y con las mismas variables

libres, se tiene que p(M,b) C (M, ¢) siy slo si o(M,0) C (M,0) y p(M,b) Np(M,e) # (.

(b) Un pp-tipo p realizado en M (en particular, p = tp},(a/B)) es finitamente generado por ¢ si
y sdlo si (M) C (M) para todo ¢ € ®.

Demostracidn. Empecemos mostrando con detalle (a), que es el mds técnico.
Para la suficiencia, si (M, b) no es vacio elegimos a* € ¢(M,b) C ¥(M, ¢), entonces p(M,b) =
a* +o(M,0) y (M,c) = a* + (M, 0), luego, por la hipétesis, p(M,0) C (M, 0).
Reciprocamente, es suficiente notar que a* € @(M,b) N (M, ¢) sirve como representante de
ambas clases laterales con lo cual, como ¢(M,0) C 1(M,0), obtenemos el resultado deseado.
Continuemos con (b)).
Si ¢(v,b) € p genera a p, entonces, por definicién, »(v,0) < 1 (9,0) para toda ¥ (v,¢) € p,
ademds existe a € p(M,b) N1(M, ) por ser p finito satisfacible. De (a), ¢(M,b) C (M, é).

La necesidad es inmediata utilizando nuevamente el inciso anterior. O
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Proposicion I1.20. Toda pp-formula consistente genera un pp-tipo completo en algun mddulo.

Demostracion. Sea ¢ una pp-formula consistente. Supongamos que es de la forma (7, b), donde
los pardmetros b pertenecen a B C M, y ademas M la satisface. Sea p = {4(7,¢) | ¢ es una pp-
formula con ¢ en B, p(M,b) C (M, ¢), ¢(v,0) < 9(v,0)}. Claramente ¢ < py ¢ € p. A todas las
pp-férmulas ¢(7, €), con ¢ en B, que no pertenecen a p las colectamos en {1;(7,¢;) | i € I'} donde
I es un conjunto indice. Para cada i € I elegimos @; € ¢(M,b) —1;(M,¢;) y definimos a = (a;) ¢,
en M'. Veamos que tp;\rﬂ (a/B) = p, donde la interpretacién de M! como r.Z(B)-estructura es la
misma que en la observacién 1.2, con lo cual p tiene la forma necesaria para ser completo

Empecemos con la contencién p C tp},,(a/B). Basta mostrar que ¢(v,b) € tp},,(a/B), pero
que a satisfaga a ¢(0,b) en M! es equivalente, por la interpretacién en M7, a que cada una de sus
componentes a; satisfaga a ¢(7,b) en M, lo cual se cumple por la eleccién de las a;.

Para la otra contencién, sea 1(, ¢) una pp-férmula tal que M?! = 1(a, €), lo que es lo mismo,
a; € Y(M,¢) paratodai € I, de donde ¢ no puede ser ¢; para ninguna j € I, porlocual ¢ € p. O

I1.3. Realizaciones Libres

Los moédulos finitamente presentados y las pp-formulas guardan una relacién relevante.

Definicién I1.21. Dada una pp-férmula ¢, una realizacién libre de ¢, es un par (M,a) que
consiste en un médulo M finitamente presentado (véase Apéndice, p.[66) y a € p(M) tal que para
cualquier médulo N y b € p(N) existe un homomorfismo f : M — N tal que a — b (lo denotamos!
con f: (M,a) — (N,b)). En tal caso diremos que @ realiza libremente a ¢ en M, y también que
M realiza libremente a .

Lema I1.22. Para pp-férmulas sin cuantificadores, es decir, férmulas de la forma 1 (v) = Hv = 0
donde H es una matriz de tamano apropiado, una realizacion libre (Myg,ap) se obtiene de manera
canonica tomando al modulo Mg como sigue: si H es una matriz de tamano n X m, consideramos
el R-mddulo izquierdo My = R™ /Ky, donde Ky es el submddulo generado por las n filas de H
(asi My es finitamente presentado). Y tomamos a ag una sucesion de generadores de Myy.

Demostracion. Notemos que Kg = {FH |7 € R™}. Si

S11 812t Sim
S21 S22 - S2m
H == . . . 9
Snl Sn2 e Snm
Kg = {((s11,812," " sS1m)y- -5 (Sn1, Sn2s " » Snm))
= {ri(s11,812,  +, S1m) + - +1rn(Sn1, Sn2, - Snm) | T € R}

{(risit+ -+ rasnt,. ., T181m + - + TusSpm) | 10 € R}
= {(T15T27"'7T’n)H|Ti€R}.

Sea e; el elemento de R™ que tiene 1 en la j-ésima entrada y 0 en las demés, sea

am = (eo+ Ku,...,em-1+Kn)';

1Esta notacién sélo indica la descripcién del homomorfismo, no tiene una conotacién en términos de teoria de
modelos.
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ay es una sucesion de generadores de Mpy. Sea G una matriz de tamano k x m sobre R. Entonces
t
G(eo, . ,em_l) =GI =G.

Gay esigual a la k-ada de clases laterales de las filas de G.

911 912 9im eo + Ky
g21 922 -+ Gom e1+ Kpy
Gag = . . . .
gkl Gk2 0 Gkm em—1+ Ky
(giieo+ -+ gimem—1) + Ku (9115, 91m) + Kn

(g21€0 + -+ + gomem—1) + Kn (9215, 92m) + Kn

(gr1e0+ -+ + grmem—1) + Ku (Gr1s - Gem) + Ku

Entonces Gay = 0 en My si y sélo si esta k-ada pertenece a Kp, equivalentemente, si cada
entrada es de la forma 7H para alguna 7 en R™.

Por lo anterior, Gaz = 0 en My siy sélo si G = FH para alguna matriz k x n F. En particular,
Hapg = 0.

Para mostrar que (Mg, ag) es una realizacién libre de 9, sea M cualquier médulo y supongamos
que a = (ag,.-.,am—1) € M™ satisface tal férmula, M | ¢(a). Con la asignacién e; + Ky — a;,
i < m, obtenemos el homomorfismo f : (Mpy,ag) — (M,a): resta ver que esté bien definido. Si
t+ Ky € My es cero, es decir, t = (to,...,tm_1) € Ky, entonces existe ¥ € R™ tal que t = 7H.
Luego,

f(t+ Ky) = f(tay) =tf(ag) =ta= (fH)a = r(Ha) =70 = 0.
O

Observaciéon 11.23. Mas atn, un moédulo es finitamente presentado si y sélo si es de la forma
My para alguna matriz H.

Demostracion. Si M es finitamente presentado existe un epimorfismo i : R™ — M, para algin m
natural, tal que Kerh es finitamente generado, digamos que por n elementos. Entonces H es la
matriz de tamafio n X m cuyas filas son las m-adas generadoras de Kerh. Asi M & R™/Ker h =
My O

Las realizaciones libres también existen para pp-formulas que incluyen cuantificadores como se
puede observar en el siguiente resultado.

Lema I1.24 (Existencia de realizaciones libres).

(a) Cada pp-férmula libre de cuantificadores ¢ tiene (salvo isomorfismos) una tnica realizacion
libre (My,ay) tal que Gy es una sucesion de generadores de My. Reciprocamente, para cada
sucesion de generadores a en un mddulo finitamente presentado M existe una pp-formula libre
de cuantificadores ¢ tal que (M,a) es una realizacion libre de 1.

(b) Cada pp-formula tiene una realizacion libre. Reciprocamente, para cada n-ada en un mddulo
M finitamente presentado existe una pp-férmula ¢ tal que (M,a) es una realizacion libre de
@; de manera mds precisa, si M = My entonces ¢ puede ser tomada de la forma Jw(Hw =
0AD=Gw).
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(¢c) Sea (M,a) es una realizacion libre de una pp-formula @. Entonces para cualquier pp-férmula
¥ (en las mismas variables libres)

MEy(@) siysdlosi o<,
es decir, tph,(a) es generado por .
Demostracion.

(a) Una pp-férmula ¢ libre de cuantificadores es de la forma Ho = 0 para cierta matriz H, entonces
(Mu,am) es una realizacién libre de 1. Sea (My,ay) otra realizacién libre de ¢ tal que ay
genera a My, Luego, existen morfismos f : (Mp,am) — (My,ay) y g: (My,ay) — (Ma,am).
Tanto ayg como G, son sucesiones de generadores, de donde f y g son morfismos inversos
mutuamente, induciendo asi un isomorfismo entre My y My.

Para el reciproco, si a es una sucesion de generadores en un moédulo finitamente presentado
M, primero elegimos una matriz H tal que M es de la forma My . Para la sucesién generadora
ayg de My = M podemos encontrar matrices A y B tales que a = Aay y ag = Ba. Sea
(v) la pp-férmula ABY = v A HBv = 0. Afirmamos que (M, a) es una realizacién libre de .
Claramente @ satisface ¢ en M. Ahora, sea b € 1)(N) para algtin médulo N. Como HBb = 0,
existe un morfismo f : (M,ag) — (N, Bb). Luego, b = ABb = Af(ay) = f(Aay) = f(a). Por
lo tanto, f : (M,ax) — (N,b).

(b) Sea ¢(¥) una pp-férmula de la forma A|Bo. Consideremos la matriz H = (B, —A) y la reali-
zacion libre (Mg, ap) de la pp-férmula H <Z> = 0. Expresamos de manera adecuada a través

de una particién ay = (Z) Entonces, (Mg, b) es una realizacién libre de ¢.

(¢) Sea (M,a) una realizacién libre de ¢ y supongamos que M |= 9(a). Para cualquier R-mdédulo
N ycen N, si N | ¢(¢) entonces existe un morfismo f : (M,a) — (N, ), de donde, por el
lema T1.6, N = v(f(a)), esto es, N = 1(¢), con lo cual demostramos ¢ < .

O

Observacion II1.25. Si un médulo M es generado por una m-ada que tiene un pp-tipo en M
finitamente generado, entonces M es finitamente presentado.

Demostracion. Supongamos que a genera a M y tpj\'/[(d) es generado por ¢ € tpj\'/_[ (a). Sea (M, ay,)
una realizacién libre de ¢. Como a@ € (M) existe un homomorfismo f : (M, a,) — (M, a), ademds
f es epimorfismo debido a que @ genera M (Fa = f(7a,)).

Por el lema[I1.24 (c), tp}&% (@) esta generado por ¢, luego @ y @, tienen el mismo pp-tipo. Por
lo tanto, el homomorfismo se escinde y asi M = M,,. (|

II.4. Dualidad en pp-formulas

La dualidad en pp-férmulas se refiere a la dualidad existente entre pp-férmulas izquierdas y
pp-férmulas derechas. Se establece un anti-isomorfismo (véase Apéndice, p.[65) entre las reticulas
de pp-férmulas izquierdas y derechas sobre un anillo R en un conjunto fijo de variables.
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Definicién I1.26. Sea ¢(7) una pp-férmula izquierda de la forma A|Bv. Definimos el dual de ¢
como la pp-férmula derecha

D(A|Bv) =3z (v = ZB A zA = 0)

o bien,
Dy = (B, A) | v (s, Ou(5)xk)

en la forma oficial, donde k es el ntimero de renglones de A, (%) la longitud de #; I y 0 son las
matrices identidad y cero, respectivamente.

El dual de una pp-férmula derecha se define simétricamente. Observemos que Dy tiene el mismo
ntmero de variables libres que ¢.

El dual de una pp-férmula definido de la forma previa se encuentra motivado por los siguientes
argumentos. Toda pp-férmula ¢ = A | Bo, que equivale a

Jw (Bv = Aw) < Jw (Bv — Aw = 0) < Jw (B,—A) (;) =0
se puede escribir de la forma

es decir,

donde G = (B,—A), H = (L;5), 0y(5)41(

queda de la siguiente forma,
_ = I\ _
3z ((B, —A)z=0N0= (0> z) .

Con lo cual obtenemos cierta simetria entre una pp-férmula y su dual. Para demostrar que el dual
define un morfismo en las reticulas de pp-férmulas, se necesita demostrar que es invariante bajo
equivalencia légica. Para esto necesitamos un hecho técnico, encontrado en [26, p. 180], el cual
describe la forma que deben tener las pp-férmulas implicadas por otra pp-férmula dada.

Entonces, el fin es describir las pp-féormulas C' | Do que se implican 16gicamente por A | Bo.
Claramente, A | Bv < GA | GB?v para cualquier matriz G de tamano apropiado. Si GA = CF,
también GA | 2 < C | Z pues

g
Nl
“
il
N~—
Il

GA|z=3wGAw =z = FJwCFw =z = J0' Cu' =z,

de donde, GA | GBv < C | GBY para cualquier matriz F tal que GA = CF.
Como C | CH% (o bien, 3w Cw = CH?) se cumple para toda matriz H, se sigue que

A|Bo<C|(GB+CH)v

siempre que GA = C'F, para una matriz apropiada F. En este caso decimos que C' | (GB + CH) v
es trivialmente implicada por A | Bv. Veamos que esta es la unica forma de que una pp-férmula
sea implicada por A | B7.

Lema I1.27. A | Bo < C | Du si y sdlo si C'| DU es trivialmente implicada por A | Bv. es decir,
sty sélo si D =GB+ CH para matrices G, H tales que GA = CF' para alguna matriz F.
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Demostracion. Una direccién ya estd verificada. Para la otra direccién, supongamos que A | Bt <
C' | Dv. Recordemos que

A| By =3w(Aw = Bv) = 3w (—B, A) (;}) =0.

Sea (M, @, b) una realizacién libre de la pp-férmula ¢ = (—B, A) =0, tal que (@, b) genera

v
w
a M = M(_p, 4. Por la construccién de la férmula ¢, se cumple A | Ba, de donde también se
cumple C'| Da en M, es decir, existe ¢ en M tal que C¢ = Da. Como (a, b) generan a M podemos
escribir ¢ = (H, F) % para ciertas matrices H y F'. Entonces

a

Da=Cé=C (H,F) <b

> =CHa+ CFb,
luego (CH — D)a + CFb =0, o equivalentemente (CH — D,CF) (% =0.

Como se verificé en la demostraciéon del lema T1.22) (CH — D,CF) = G(—B, A) para alguna
matriz G, de donde CH — D = —GB, o bien, CH + GB = D como lo deseabamos. O

Ahora, veamos que el dual de una pp-férmula se preserva bajo equivalencia légica.

Lema II.28. Si ¢ < ¢ entonces Do < Dip. Por lo tanto, 3 = ¢ si y solo si DY = Dy, y ademds
D establece un antimorfismo de ordenes parciales

ppn(R-Mod) — ppp(Mod-R)  (ppn(Mod-R) — ppn(R-Mod))
el cual invierte el orden parcial <.

Demostracion. Sea v la férmula A | Bo y ¢ la férmula C' | Dv. Por la hipétesis y el lema anterior
existen matrices F', Gy H tales que D =GB+ CH y GA=CF.
Ademas, -
D(A| Bv) = 3w(v = wB AwA = 0),
D(C | Dv) = 3z(v = zD A zC = 0).

Sea a € Dp(N) para algin médulo derecho N, por definicién de dual existe ben N tal que
@ =bD y bC = 0. Queremos mostrar que @ satisface también a Dy en V.
Tenemos que

a=0bD=0bGB+CH)=0bGB+bCH = (bG)B,
(bG)A = (bO)F =0,
asi, bG atestigua N |= Dt (a). Por lo tanto D(A | Bv) < D(C | Dv). O

Ejemplos Daremos algunos ejemplos de cédlculos de duales de pp-formulas bésicas, los cuales nos
seran utiles durante el desarrollo del trabajo.
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3.D(v=0)=D(0|In)=3z(v =2IA20=0) =0 = ©.
4. D(v=2)=DEwIv=I0)=D(I |Iv) =3Fz2(v=2IA 20 =0) = v = 0.

Sean ¥, 4 conjuntos ajenos de variables; consideremos los morfismos 3z y Oz del conjunto de
las pp-férmulas L, con variables libres © 4, al conjunto de las pp-férmulas L} con variables libres
U, definidos como sigue:

Tales morfismos preservan el orden en las correspondientes reticulas.

El siguiente resultado brinda una herramienta 1til, la cual nos dice como calcular los duales de
las férmulas Ju (v, 4) y 1 (v,0) a partir del dual de (v, 4).

Denotamos con Dy a la restriccién de la dualidad D al conjunto L.

Lema I1.29. Sea Ay la reticula ppr(R — Mod) y A la reticula ppr,(Mod — R), para todo k
natural. Los morfismos 3 y U se comportan con respecto a la dualidad como se muestra en el
stguiente diagrama.

3 (8}
An—i—m — A, An-i-m — A,
D\L l D D \L l D
A% AP A% s AP
n+m n n+m n

Demostracion. Debemos mostrar que Dz(3ay)) es equivalente a Uz Dy (%) para toda pp-férmula
(0, ). Para simplificar la prueba, supongamos que ¥ no tiene cuantificadores (de lo contrario, la
prueba se puede realizar de manera similar). Entonces ¢ es de la forma Au = Bo, o equivalente-
mente, (B, —A)(v,7)T = 0. Mediante calculos directos (ayudédndonos de los ejemplos anteriores),
tenemos que

D'D,ﬁ(w) =Jw ((77 ﬂ’) = ’LT}(B7 _A))
=30 (0 = @B A -1 = WA)
De aqui,
U:D5.4(¢) =3w (v =wB A wA =0)
D;(A|Bwv).
Pero sabemos que A|Bv = Ju, obteniendo asf el resultado deseado. o

Proposicién I1.30. El operador dualidad D induce un anti-isomorfismo (véase Apéndice, p.[65)
entre las reticulas pp,(R-Mod) y pp,(Mod-R) para toda n, el cual tiene como inverso a él mismo.
En particular,

D(p + 1) =Dy A Dy
D(¢ A) = Dy + Dy

para todas las pp-formulas ¢ y 1 (izquierdas o derechas) en las mismas variables libres.



Capitulo 11 Teoria de modelos en modulos 19

Demostracion. Por el lema|II.28 los morfismos

D : ppn(R-Mod) — pp,(Mod-R)
D : ppn(Mod-R) — pp,(R-Mod)
estan bien definidos e invierten el orden parcial <. Para verificar que D? = Id, debemos mostrar

que la pp-férmula derecha 3z(v = ZB A zA = 0) (o bien, (B, A) | #(I,0)) tiene un dual equivalente
a A | Bu. Entonces, por definicién, el dual de tal férmula es

=30 (v = (I,0)w A (B, A)w = 0),
la cual equivale a

Y = i, we((v =Ty + 0wn) A (B + A = 0))
Ty, wo((0 = wn ) A (B + A = 0))

= Juwr(BU = A(—2))

= A| Bwv.

Se deduce que el operador D induce un anti-isomorfismo de érdenes parciales, lo cual implica
que es también un anti-isomorfismo reticulas. O

Un aspecto relevante del dual es el siguiente resultado, el cual es fundamental en la demostracién
del teorema |IV.6.

Notacién. Dada una n-ada a = (ao,...,a,—1) en M" y una n-ada b= (bo,...,bp_1) en N", el
elemento a®b de M @ N denota la suma > icn @i ®b;. Todo elemento de M ® N se puede expresar
como a ® b para ciertas a y b (véase .

Lema I1.31. Sean M un R-mddulo derecho y N un R-mddulo izquierdo.

(a) a®b=0 en M ®pr N siy sélo si existe una pp-formula derecha con n variables libres ¢ tal
que @ € p(M) y b e Dp(N).

b) Sea (M,,a,) una realizacion libre de una pp-formula derecha ¢ con n variables libres. Entonces
@ () UN b ¥
para cualquier b € N*, a, @b =0 en M, @r N si y sdlo si b € Dp(N).

Demostracion.

(a) Comencemos por suponer que a € (M) y b € Dp(N) para la pp-férmula derecha () =
Jw(wA = 0B) y su dual, la pp-férmula izquierda, De(v) = 32(0 = Bz A Az = 0). Entonces

existen ¢ en M y d en N tales que ¢A = aB, b= Bd y Ad = 0, luego
a®b=a®Bd=aB®d=cA®d=c® Ad=¢®0=0.

Para el reciproco sea a®@b = 0 en M ® N. Como consecuencia de la propiedad del producto ten-
sorial enunciada en la observacién|A.11 (del Apéndice), podemos suponer que M es finitamente
generado, digamos que es generado por (a,¢) para alguna ¢ en M.

Nuestro objetivo es encontrar una férmula ¢ que cumpla nuestros requisitos. Si tenemos una
pp-férmula derecha (v, w) tal que M | o(a,c) y N &= Du(b,0) entonces la pp-férmula
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¢ = Jwp cumpliria que @ € ¢(M) y b € Dp(N) por el lema [I1.29 en el cual se deduce que
D(Fwp) = Dy(w,0).

Para simplificar notemos que si @ ® b = 0 entonces también (a,¢) @ (b,0) = 0,
(@,¢) ® (b,0) = Zaz@;b +ch®0_o

para cualquier ¢. Con esto podemos suponer que a genera a M.

Sea @ el pp-tipo de @ en M. Consideremos K = Y, __5 Do(N) y la asignacién h : (a7, d) —

Fd+ K de M x NaN"/K conTen Ryd€eN.

Esta asignacién esta bien definida: si ar = 0, la formula ¢ = 7 = 0 pertenece a @, y su dual,
como ya lo habfamos calculado antes, es la pp-férmula izquierda Jw A, (v; = 7w) claramente
satisfecha por 7d en N, N |= 3w A, (r;d = r;w) tomando w = d, de donde 7d € Dy(N) C K.

Ademas, debido a su construccién es inmediato notar que h es bilineal. Asi, por la propiedad
universal de producto tensorial existe un homomorfismo f : M@N — N"/K tal que f(ar®d) =
rd+ K.

Denotamos para cada ¢ < n, como es comun, € € R" a la n-ada que tiene a 1 en su i-
ésima coordenada y cero en las demds. Podemos expresar ), (aé; ® b)) =a®b =0, por
lo cual si aplicamos el morfismo f obtenemos K = f(>(ae; ® bl)) = > &b, + K, es decir,
b= Zi<néib—i e K",

Como @ es un filtro, entonces {Dy | ¢ € &} es un ideal (véase Apéndice, p. [65). De donde,
K =, ce Dp(N), por lo cual existe ¢ € ® tal que b € Dy como lo deseabamos.

ped

(b) Por el inciso anterior, @, ®b = 0 si y sélo si existe ¢ tal que a, € ¥(M,) y b € Di(N). Como ¢
genera al pp-tipo de a,, entonces ¢ < 1, lo cual equivale a Dy» < Dg. Por lo tanto, b € Dp(N).

O

El siguiente corolario sera de gran utilidad en la proposicién IV.3.

Corolario II.32. Sean M un mddulo derecho, N un mddulo izquierdo, a en M yben N.Si
a®b=0en M ® N, entonces existen un mddulo derecho F finitamente presentado, ¢ en F y un
morfismo h: (F,¢) — (M,a) tales que c®b=0en F® N.

Demostracion. La prueba es casi inmediata del lema anterior. -
Como a® b = 0, entonces existe una pp-formula derecha ¢ tal que a € (M) y b € Dp(N). Sea
(F,¢) una realizacién libre de ¢. Se sigue de TL.31([b) que ¢ ® b = 0. O

I11.5. Pureza

Una importante propiedad de las pp-formulas es que son preservadas por homomorfismos. Esto
es, dado un homomorfismo de médulos f : M — M’, por el lema 1.6 siempre sucede lo siguiente:
M = p(a) implica que M’ |= ¢(f(a)) para cualquier ¢(¥) una pp-férmula y @ en M. Dicho de otra
manera, siempre que tengamos una solucién a un sistema finito de ecuaciones en M, a ese mismo
sistema lo satisface la imagen respecto de f de tal solucién en M’.

El reciproco de esta propiedad define a un homomorfismo puro.
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Definicién I1.33. Sean M y M’ R-mdédulos. El homomorfismo f : M — M’ se dice puro si para
toda pp-férmula ¢(v) y cada @ en M

M' = ¢(f(a)) = M = o(a).

Notemos que todo homomorfismo puro es monomorfismo: si f es puro, dada la pp-férmula
o(v,u) = v = u, entonces M = ¢(f(a), f(b)) siy sélo si f(a) = f(b), y por pureza, esto implica
que, M = ¢(a,b), es decir, a = b.

Por lo tanto, un homorfismo puro es llamado encaje puro (o0 monomorfismo puro).

Definicién I1.34. Si M es un submddulo de M’ decimos que un submdédulo puro (o simple-
mente, M es puro en M) si la incusién es un encaje puro, esto es, para toda pp-férmula ¢(v) y
cada a en M

M E p(a) = M' | ¢(a).

Es inmediato de la definicién que, M es puro en M’ si cada sistema finito de ecuaciones lineales
con coeficientes en R, parametros en M y con una solucién en M’, tiene una solucién en M, es
decir, esta definicién es equivalente a la definicién algebraica de pureza (véase Apéndice, p.[66).

Ejemplo. El Z-médulo Zs no es puro en Zy: si p(v) = 2v = 0, entonces Zs | ¢(1) pero en Zy
21 =2, por lo tanto Zs£p(1).

Proposicién 11.35. Si M < M’, entonces M es puro en M'.
Demostracion. Claramente los encajes elementales son encajes puros. (|

Ahora veamos el concepto dual de encaje puro, el de epimorfismo puro.

Definicién I1.36. Una sucesién exacta 0 — K 5 M % N — 0, es pura-exacta si f es un encaje
puro. A la g de la sucesién se le llama epimorfismo puro.

Existe una condicién sobre el epimorfismo puro g que lo caracteriza y frecuentemente se utiliza
como la definicién.

Proposicion 11.37. indexepimorfismolpuro g : M — N es un epimorfismo puro si y sélo si
para cualquier pp-formula ¢(0), cada ¢ € p(N) tiene una g-preimagen en (M), es decir, existe
a € p(M) tal que g(a) = ¢.

Demostracion. Supongamos que 0 — K ERY VNS YN 0 es una sucesién pura-exacta. Sean ()
una pp-férmula y ¢ € p(N). Podemos suponer que ¢ es de la forma Jw H(v,w) = 0, para cierta
matriz H en R, recordemos que si ¢(0) = 3w Aw = Bv entonces H = (B, —A).

Entonces, existe d en N tal que H(¢,d) = 0. Como g es epimorfismo, elegimos €, b en M
tales que g(€) = ¢ y g(b) = d. Luego, g(H(e,d)) = Hg(e,d) = H(¢,d) = 0, lo cual implica que
f(@a) = H(e,d) € Kerg = Im f para alguna a en K.

Definimos la pp-férmula ¢ (a) = 30, w(H (v,w) = @), la cual es satisfecha por f(a) en M. De
donde, como f es un encaje puro en M, a satisface a 1) en K, es decir, existen a@’, @” en K tales
que H(a',a") = a. Obtenemos que H(e — f(a'),b — f(@")) = H(e,b) — H(f(@',a")) = 0, esto
es, M = p(e — f(a')), ademéds g(e — f(a’)) = g(e) — g(f(a’)) = ¢. Por lo tanto € — f(@’) es una
g-preimagen de ¢ en p(M).

Ahora demostraremos el reciproco. Para este fin, construimos la sucesién exacta 0 — Ker g —
MZLN— 0, mostraremos que es pura-exacta.
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Sea p(v) = Jw H(v,w) = 0 una pp-formula y @ en Kerg tal que a = 1(a) € p(M). En-
tonces existe b en M tal que H(a,b) = 0. Luego, mediante g obtenemos que 0 = g(H(a,b)) =
H(g(a),g(b)) = H(0,g(b)), es decir, g(b) satisface la pp-férmula ¢ (w) = H(0,w) = 0 en N. Por
hipétesis, existe o', una g-preimagen de g(b) en ¢»(M), por lo cual g(b) = g(b'), o equivalentemente,
g(b— ) =0 . Por lo tanto H(a,b — ') = H(a,b) — H(0,g(b)) = 0y b — b pertenece a Kerg,
asi a € p(Kerg). O

Proposicion 11.38. Si N es un sumando directo de M, entonces N es puro en M.

Demostracion. Basta con notar que dada una solucién de un sistema de ecuaciones en M =
N ® N’ = N x N’, la podemos proyectar a N. Esto es, si a € N y ¢(v) = Fwb(v,w) (utili-
zamos una pp-férmula con una variable libre para simplificar la notacién), M | ¢(a) si existen

(boyco)y -+ (bm—1,cm—1) en M que satisfacen todas las ecuaciones en 6, por ejemplo, si la ecuacién
rv = SowWp + -+ + Sm—1Wm—1 aparece en tal conjuncién, entonces

M ': ’I”(CL, O) = SO(bOa CO) + -+ Smfl(bmflv Cmfl);
y por lo tanto, N |= ra = sobg + -+ - + Sm—1bm—1. Se sigue que N = p(a). O

Proposicién I1.39. Si N es puro en M, entonces tp};(a) = tpi(a), para toda @ en N.

Demostracion. Sélo debemos resaltar que cualquier n-ada a en N satisface las mismas pp-férmulas
en Ny M. o

I1.6. pp-Eliminacion de Cuantificadores

En esta seccién presentamos un resultado que muestra que la teoria de los R-médulos admite
un tipo de eliminacién de cuantificadores, a saber, todas las férmulas del lenguaje son equivalentes
a combinaciones booleanas de un cierto tipo de férmulas, las pp-férmulas.

Lema I1.40 (Principio de Sylvester). Sean Ag, A1, ..., Ay subconjuntos de un conjunto dado, Ag
finito. Entonces Ay C Ule A; siy sélo si

S (14N () Al =0

AC{1,...k} ieA
donde |Al es la cardinalidad de los subconjuntos A.

Demostracion. Como Ag es finito, también lo son AgNA;, 1 < i < k. Por el principio combinatorio
de inclusion - exclusion (A.1) se tiene

AgN U Al = U (AQﬂAl)

1<i<k 1<i<k

_ Z (_1)\A|+1

AC{L,. k) A

(40N Ai)

i€EA
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Ay C Ule A; siy sélo si Ag N Uy, Ai = Ao. Entonces la igualdad anterior equivale a

|Ao| = > (=D)!AF) (A N A4))

)

AC{L,....k},A%0 i€A
o bien,
| Aol + Z (—1)!A m(AoﬂAi) =0
AC{1,....k},A%0 i€A
> =R Aen4)| = o
AC{L,....k} i€A
de donde se sigue la equivalencia deseada. O

Lema I1.41. Si(K;)i<j<m es una familia finita de subgrupos (se admiten repeticiones), cada uno
de los cuales tiene indice infinito en el grupo abeliano G, entonces

U &+K)sa

1<j<m
para cualesquiera b; € G, 1< 7 <m.

Demostracion. Sea r el nimero de distintos subgrupos en (K;)i<;j<m. La prueba se hard por
induccién sobre r.
Si 7 =1, entonces (Kj)i<j<m = {K} y b+ K G G para toda b en G, ya que [G : K] es infinito.
Ahora probaremos el enunciado si el nimero de subgrupos distintos es r, suponiéndolo vélido
cuando dicha familia tiene menos que r elementos distintos.
Supongamos que existen b; € G tales que

G= |J &+K;

1<j<m

yque K; = K paral <j <s, K # K; para s < j <m, donde s = (m —r) + 1, es decir, existen r
subgrupos distintos entre si.

Como [G : K] = oo, existe una clase lateral b+ K tal que b+ K C G — U, <;<,(bj + K). Pero
G —Uicjcs(bj + K) € Usejcpn (b + Kj), por lo tanto, K C U, _;<,,(b; — b+ K;). Asi, para toda
1<i<s, bi+K; C Us<j§m(bi +b; — b+ Kj).

Luego,

G=J | U Gi+bj—bv+EK)|u |J 0;+K).
1<i<s \s<j<m s<j<m

Lo cual no puede ser, ya que en esta ultima igualdad aparecen r — 1 distintos subgrupos y
contradice a la hipdtesis de induccién. O

Lema I1.42. Sean Hy,--- ,H;, K1, -+ , K, subgrupos de un grupo abeliano G tales que [G : H;] <
oo para 1 <i <l y[G: Kj]=o00 paral <j<m.
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Si existen clases laterales a; + H;, 1 <i <1, b; + K;, 1 < j < m tales que

G=J @+H)U | O;+K)),

1<i<i 1<j<m

entonces

Demostracion. Sea K = ﬂi:l H;. Observemos que los indices [G : K|y [H; : K] son finitos, ya que

G K] [{g+K|geG}|
= H{g+H)N---N(g+H)|geG}|

[G:Hi]---[G: H] <o

IN

y ademds, [G : K| =[G : H;][H; : K] para toda 1 <14 <.
Luego, dada i sea I* = [H; : K|. Entonces existen ¢/ € G tales que

"
j=1

Por lo anterior, | J; .,,(a; + H;) se puede expresar como la unién finita de clases laterales de K.
Asi, es suficiente probar la afirmacion en el caso en que Hy = Hy, = --- = H; = H, supongamos

que J;<;<;(a; + H) C G, entonces debe existir una a € G tal que a+H C |, <, (b; + K;) y por

lo tanto a; + H C Ulgjgm(bj —a+a;+ K;), 1 <i<I. Sesigue que G es la unién finita de clases

laterales de K, pero por hipétesis [G : K;] = oo, lo cual no puede suceder por el lema I1.41. Por

lo tanto, G = |J; <;<;(a; + H;). O

Lema I1.43. Sean Hy, H1,...,H, subgrupos de un grupo G, y ag,ai...,a, elementos de G.
Entonces para toda 1 < i < n se cumple

(a0 + Ho) N (a; + H;) =0
0
(ao + Ho) N (a; + H;)) =a+ HyNH; para algin a€ G.

Demostracion. Sea 1 < i < n, y supongamos que (ag + Hy) N (a; + H;) # 0. Podemos elegir g € G
tal que g =a; + h; y g = ag + ho con h; € H;,hg € Hy.

Se afirma que (ag + Ho) N (a; + H;) = g + Ho N H;.

Sea ¢g* € (ap + Ho) N (a; + H;), ¢* = a; + hf = ao + h{ para algunos hi € Hy, h! € H;.
Sabemos que a; = g — h;, por lo tanto ¢g* = (g — h;) + hf. Ademas,

—hi+hi = (ai+h)—(a;i+hi)
= (ao—l—ha)—(ao-i-ho):—ho—f—ha € Hy.

De lo anterior, se sigue que g* = g+ (—h; + h}) € g+ Ho N H;.
Reciprocamente, si tomamos ¢* € g+ Ho N H;, g¢* =g+ h para algin h € HyN H;. Entonces
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y
g =(ao+ho)+h=ap+ (ho+h) €ag+ Hy,

por lo tanto ¢* € (ap + Ho) N (a; + H;). O

Corolario I1.44. Con las mismas hipctesis del lema |11.43, para toda 1 < i < n tememos que
Hy N (a; + H;) es vacta, o bien, Hy N (a; + H;) = a + Ho N H; para algin a € G.

Demostracion. La prueba de esta afirmacion es similar a la del lema mencionado, poniendo ag =

0. O

Corolario II1.45. Sean Hy, Hi,...,H, subgrupos de un grupo G, y ag,...,a, € G. Entonces
No<i<n(ai + Hi) es vacia, o bien, es igual a a+ (\y<;<,, Hi para algin a € G.

Lema I1.46 (Neumann). Sean Hy, H1,--- , H,, subgrupos de un grupo abeliano G. Si para algunos
elementos go, g1,--- ,gn € G se tiene que go + Ho C Uy <;<,(9i + Hi) y [Ho : Hy N H;| es infinito
para i > k, entonces T

go + Hy C U (9; + H;).
1<i<k

Demostracion. Sean go, g1, -+ ,gn € G tales que

go + Ho C U (g9;: + Hy). (%)

1<i<n

Supongamos que (go + Ho) N (g; + H;) # () para toda 4, de no ser asf, simplemente eliminamos de
la unién las clases laterales que no cumplan con esta condicién, ya que no contribuyen.
Por el lema[I1.43] para toda i existe g} tal que
gi + Ho N H; = Ho N ((9: — go) + H). (5x)

De la inclusién (%), se sigue que

Ho= |J ((9: = g90) + Hi) N Ho. (% x %)

Por (k) y (x %),

Como [Hy : Hy N H;] = oo para i > k, del lemal[I.42 se obtiene que

1<i<k
= U ((9i — go) + H;) N Ho.
1<i<k

Por lo tanto

go+HoC | (g:+ Ho).
1<i<k
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I1.6.1. Teorema de Baur-Monk

Presentamos una prueba detallada del teorema de pp-eliminacién de cuantificadores. En la
demostracién se obtiene, dada una férmula cualquiera del lenguaje, la combinacién booleana a la
cual es equivalente. En seguida, damos una caracterizacién, concluida en [32], importante para
poder determinar cuando dos médulos son elementalmente equivalentes, la cual sélo depende de
los invariantes de las pp-férmulas con una variable libre.

Teorema I1.47 (Baur-Monk). Para cualquier R-Mddulo M, cada férmula o en p& es equivalente
en M a una combinacion booleand? de pp-férmulas.

Esta combinacion booleana puede ser elegida de tal manera que solo dependa de o y de los
indices [Y(M) : o(M)] donde ¥, ¢ son pp-férmulas tales que @ < .

Demostracion. Sean M un R-Mddulo y ¢ cualquier férmula de p.Z. Podemos suponer que ¢
estd en su forma normal prenexa

P = (lel) T (vam)w

donde @; es un cuantificador universal o existencial (puede no haber cuantificadores), v; son va-
riables, y ¥ es una férmula sin cuantificadores.

El teorema se demostrard por induccién en el nimero de cuantificadores.

Si ¢ no tiene cuantificadores, entonces es una combinacién booleana de férmulas atémicas, pero
una férmula atémica es, en particular, una pp-férmula. Por lo tanto, el paso inductivo se cumple.

Ahora, sea ¥ (v, u1, ..., Uy ) una férmula equivalente en M, a una combinacién booleana de pp-
férmulas. Por demostrar que (Qu)w (v, u1, ..., Uy ), donde @ puede ser 3 o V, también es equivalente
en M a una combinacién booleana de pp-férmulas.

Es suficiente demostrar el caso en que Q = V. En el caso Q = 3, como es cierto que Jvy) =
—Yv—), entonces si ¥ es una combinacién booleana de pp-férmulas también lo es —, y por el
caso V, para Yv— es vélido el teorema. Por lo tanto Jvy seria equivalente a la negacién de la
combinacién booleana que se obtiene para Yv—i).

Observemos que las pp-férmulas son cerradas respecto a conjuncién, es decir, si o(9) y o’ (¢') son

pp-férmulas de la forma o = 3w (/\l Do Tiw; =D, silvl) y o' = 3w’ (/\l Do THW =0 sglvf) ,

respectivamente, entonces su conjuncion es

! — =/ / / !/ /
oANo =3Jw,w /\ E TijW; = E e /\/\ E W = E 550
i 1 i 1
Como 7 es una combinacion booleana de férmulas, puede ser llevada a la forma
ni n2
v=\-av Ve
i=1 j=1

En nuestro caso ¢;, ¢; son pp-férmulas de r.Z, por lo tanto

\/ g = - </\ ¢i> = o
=1

i=1

2Es decir, una combinacién que sélo involucra A, V —.
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para alguna pp-férmula ¢g.
Asi, es suficiente estudiar los casos cuando 1 es de la forma —pg 0 bien, =gV 1 Vo V- -V,

donde ¢; es una pp-férmula con variables libres v, u1, ..., Up,.
Por lo anterior, la férmula Yo (¢ (v, u1, . .., um)) es equivalente a Vo(—pg), o bien, Yo(—po V@1 V

La férmula Yo(—pg) es equivalente a =(Jvpg), que es la negacién de un pp-férmula, es decir,
una combinacién booleana de pp-férmulas. Como consecuencia, s6lo faltaria probar la afirmaciéon
cuando la férmula Vv es equivalente a Yu(—pg V (01 V -+ V @n)).

Es decir, basta probar que la férmula

p(u) = Vo (po(v, @) — @1 (v, 0) V- -V on (v, 1)), ()

con ¢; una pp-formula para toda i, es equivalente en M a una combinacién booleana de pp-férmulas.

Sean H; = ¢;(M,0) para 0 < i < n. Podemos elegir & > 0 tal que [Hy : Hyo N H;] es finito para
1 <i <k e infinito para k < 7 < n.

Fijemos a € M™.

Se obtiene inmediatamente de la definicién de ¢ que M = ¢(a) se cumple siy sélo si po(M,a) C
U?:l (pi(Mv d)'

Si p(a) se cumple en M entonces, para toda v € M, si se cumple pg(v,a) también se cumple
vi(v,a) para toda i, de donde se sigue la inclusién deseada.

Por el lema[1.9] sabemos que para toda 0 <14 < n, si ¢;(M,a) no es vacio, es una clase lateral
de M con respecto a ¢;(M,0) = H;.

En el caso de que alguno de los ¢;(M, a) fuera vacio para 1 < i < n, simplemente se desecharia
de la unién y se procederia similarmente sin esa pp-férmula.

Supongamos que ¢;(M,a) # () para 0 < i < n. Por lo tanto, ¢o(M,a) C J:—, ¢i(M,a) es una
inclusién de clases laterales de M, y por el lema de Neumann (lema 11.46), es equivalente a la
inclusién i

</70(M7 EL) c U <Pi(M7 EL)'
i=1

Seaw: M — M,/ HyN---N Hy la proyeccién canénica. Definimos A; = w(p;(M,a)), para
1<i<Ek.

Se afirma que A; es vacio o es una clase lateral de M Hy N ---N Hy con respecto a H; /Hy N
o N Hy.

Si @;(M,a) = 0 entonces A; = 0. En caso contrario, ¢;(M,a) = a* + H; para algin a* € M y
en consecuencia

A; = w(pi(M,a)) =n(a"+ H;)

= {m+HoN---NH,|mea+ H;}
{(a*+h)+HoN---NH | heH;}
{(a*+Hon---NHy)+ (h+HoN---NHy) | heH}
= (a*+HoN---NH)+ H;/HyN---N Hy.

Con lo que queda establecida la afirmacion.
Obervemos que

k
po(M,a) C | Jpi(M,a) & Ao C | A
i=1 i=1
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Sea A C {1,...,k}, denotamos por Ax = (), Ai. Por el Principio de Sylvester (lema [II.40),
Ay C Ule A; se cumple si y sélo si

> (=DRlAgnAal=0.
AC{1,...k}

Afirmamos que AgNAa = () o consiste de Na clases laterales de M con respecto a HoN---NHy,
donde
NA: [HoﬂHAHoﬂmHk]

Sabemos que A; es una clase lateral de M “Hy N ---N Hy con respecto a H; /HoN---N Hy.
Por el corolario[I1.45) si Ay N Aa no es vacia entonces existe ¢ € M /HgN---N Hy tal que

AgNAx = c+ (Ho/HoN---NHg)O () (Hi/HoN-- N Hy)
1€EA
= ¢+ HyNHxa/HoN---N Hy
C+{d+H0ﬂ~'~ﬂHk|d€H0ﬂHA}
= {(c+d)+Hon---NH,|de HyNHA},

por lo tanto |Ag N Aa| = Na, con lo cual la afirmacién se verifica.
Denotemos por p al conjunto potencia de {1,...,k}. De la serie de equivalencias anteriores
podemos concluir que

M E ¢(a)

si y solo si

Y. (=1BINy =0,

AEN™

donde N* ={A € p| AgNAa # 0}.
Para cada A € p definimos la férmula

A (1) = v (cpo(v,u) A /\ goi(v,u)> .

i€EA

Notemos que 7a (@) es una pp-férmula que expresa la condicién de que Ag N Aa # 0 cuando
Como consecuencia

ME @) 3 (~1)2INs =0 (¢)

AEN (@)

donde N(a) ={A € p|METa(a)}.
Ahora, sea S la familia (finita) de subconjuntos N de o para los cuales

> (-1)AINA =0.

AEN

Asi, de () se deduce que

M E o(u) siysolosi N(u)eS. (o0)
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A cada subconjunto A de p le asociamos la conjuncién

v (1) = /\ Ta(u) A /\ —7a (1),

AEN Aep\N

y definimos la férmula
@) = \/ ),
Nes
la que es una combinacién booleana de pp-férmulas.
Afirmamos que 7() es equivalente en M a la férmula ().
Por (ee) es suficiente demostrar que

MET(a) siysdlosi N(u)eS.

Sea a € M™, donde m es, recordemos, la longitud de las variables libres @ . Si M(a) € S,
claramente 7(a) se cumple en M.

Ahora, si la férmula 7(a) es cierta en M, entonces Tpr(@) se cumple en M para un N € S.
Basta probar que N/ = N (@), lo cual es inmediato de la definicién de 77, ya que para todo A € :

Si A € NV, entonces M |= 7a(a) lo cual implica A € N'(a). Si A ¢ N, entonces M = —7a(a) lo
cual implica A ¢ N (a).

Esto muestra que

M ': VU((pO(’U,’EL) — <P1(’Uva) VeV @n(va ﬁ)) — T(ﬁ)
Ademis, observemos que 7 sélo depende de los indices Na, con lo cual se termina la prueba. [

Corolario I1.48 (Sabbagh). Sean M, M’ R-mddulos. Entonces, M = M' (véase la definicion|I.4)
sty solo si para todas las pp-formulas con una variable libre tales que ¢ < @, los subgrupos definidos
por i, o en M y M' cumplen que los indices [p(M) : p(M)], [o(M') : (M")] son iguales o ambos
son infinitos.

Para la demostracién de este corolario necesitamos varios lemas previos.
Sean v, ¢ pp-férmulas con el mismo nimero de variables libres, digamos n. Para k natural,
definimos el siguiente enunciado

Xk =Yoo 0 (e@A N —v@- )
1<i<k

También, dado M un R-médulo denotaremos con Inv(M, p, ) al indice [p(M) : o(M)Ny(M)].
Si ¢ < ¢, claramente Inv(M, @, 1) = |o(M)/yp(M)].

Lema I1.49. Supongamos que ¥ < ¢. Entonces, Inv(M, p, ) >k si y sdlo si el enunciado xyi se
cumple en M.

Demostracion. Supongamos que M | yi. Sean dy,...d; € M™, entonces existe a € M™ tal que
MEp@) y M= —¢@-—d) para toda 1 <4 < k. De donde a € p(M) y a — a; ¢ ¥(M). Por lo
tanto

a+ (M) #a;+p(M) 1<i<k,

es decir, existen al menos k + 1 clases laterales de ¢(M) con respecto al subgrupo ¢(M).
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Ahora, supongamos que X no se cumple en M. Por lo tanto existen ay,...d; € M™ tales que
M = Vo(—¢(0) V V<< (0 — a;)). Observemos que si a € ¢(M) entonces a — a; € (M) para
alguna i, de donde =~

Vae M) Fie{l,...,k} tal que a+ (M) = a; + p(M).
Lo cual implica que Tnv(M, ¢,v) < k. O

Por esta razén, para cada k natural, abreviamos el enunciado xx como |¢/1| > k, a su negacién
como |p/Y| < ky |p/1p] = k denota la conjuncién de |p/¥| > ky |¢/¢| < k+ 1. El conjunto de
enunciados |¢/¥| > k, para toda k > 0, se abrevia como |/ = .

Lema I1.50. La propiedad Inv(M,p,v) = k es expresada por el enunciado |@/v¥| = k. Ademds,
Inv(M,p,v) es infinito si M = |@/¥| = 0o, por lo cual es una propiedad que se axiomatiza
mediante una cantidad infinita de enunciados.

A estos enunciados de primer orden se les llama invariantes. Este nombre hace referencia a
que dada una teorfa completa de médulos T, el valor de |¢/1| es el mismo en todos sus modelos.
Notemos que la relacién ¢ < ¢ se expresa por el invariante |¢/(¢ A ¢)| = 1: como (M) C
©(M) entonces (M) = o(M) N (M) y por lo tanto su cociente resulta ser el grupo trivial,

P(M)/(p(M) Np(M)) = 0.

Demostracion del corolario |II.48. Supongamos que M = M’ y que
[p(M) - (M)] =k

para alguna k € w. Como 1 C ¢ entonces

[p(M) = p(M)] = [p(M) : (M) N p(M)] = Inv(M, ¢, ¢)

[p(M') : p(M")] = [p(M') : p(M") N p(M")] = Inv (M, 0, ¥).
Por el lema TI1.50/ tenemos que
M E Yoy, ...0p Jo(p(v) A /\ (v — v;))

1<i<k

M = —(Yuy, ... o5, vp41 Fo(e(v) A /\ —P(v —v;))).
1<i<k+1

Pero M y M’ son elementalmente equivalentes, por lo que

M EVvy, ..o Fv(e(v) A /\ (v —v;))

1<i<k

M = =(Vor, . ove vk F(e@) A N\ v —w)),

1<i<k+1

es decir, Inv(M’, p,%) = k. En consecuencia
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Si [p(M) : ¢(M)] es infinito, por los mismos argumentos que antes, el indice [p(M’) : ¥ (M’)]
también es infinito.

Reciprocamente, sea o un enunciado de r.%Z. Por el teorema [I1.47] o es equivalente en M a
una combinacién booleana de pp-férmulas que s6lo depende de los indices [¢)(M) : p(M)] con @,
pp-formulas ¥ C .

Por hipétesis [(M) : p(M)] = [¢(M') : ¢(M’)] para todas las pp-férmulas con esas condicio-
nes. Ademads, una pp-féormula sin variables libres es de la forma

k m

Elwl,...,wm /\ E Tij’LUj:O 5

i=1 \j=1

el cual es un enunciado siempre verdadero (en cualquier R-médulo tomamos a w; = 0).

Por lo tanto, o es equivalente en M’ a la misma combinacién booleana, y asi M = o si y sélo
si M' =o. O

Corolario I1.51. Toda teoria completa de mddulos puede ser aziomatizada por enunciados de la
forma /Y| >k yle/¢| <1 (k,l € w) donde ¥, @ son pp-férmulas con una variable libre.

Demostracion. Sea T una teoria completa de g.Z.

Como T es una teorfa completa existe un médulo M tal que T' = T'eo(M), entonces Inv(M, ¢, 1))
es finito o infinito para cualquier par v, ¢ de pp-férmulas con una variable libre.

Se define el conjunto A, de enunciados como sigue: si Inv(M,¢,v) = k, para alguna k
natural, entonces A, o = {|¢/¥| >k, |¢/9¥| < k+ 1}. En el caso de que Inv(M, ¢, 1) sea infinito,
Apy ={lo/Y| >k | k € w}.

Definimos

A= U{A%w | 1, pp-férmulas}.

Afirmamos que A axiomatiza a T. Sean % la clase de los R-mddulos que satisfacen Ty &’ la
clase de los R-médulos que satisfacen A; debemos mostrar que las clases son iguales.

Claramente, € C ¢’ ya que A CT.

Si N € €’ es suficiente demostrar que M = N para que N € €. Para cualesquiera pp-férmulas
¥ C ¢, como N y M son modelos de A se tiene

N|:A8071/J y M):A%w'

En consecuencia, [p(M) : (M)] = [¢(N) : ¥(N)] ya que los enunciados de A 4 representan el
valor de estos indices. Del corolario [I1.48]se sigue que M = N, por lo tanto ¢’ C %.
O

Corolarios de la pp-eliminacién de cuantificadores

En esta seccién presentamos algunos corolarios cuyas pruebas son mas sencillas a partir de la
pp-eliminacién de cuantificadores en la teoria de médulos. Veamos antes algunos lemas auxiliares.

Lema I1.52. Sea M;, i € I, una familia de R-mddulos y ¢(0), una pp-férmula. Entonces
(a) ¢ (Ilies Mi) = ITier o (M)
(b) 2 (@ie[ Ml) = @ie] SD(MZ')
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Demostracion. La igualdad es un abuso de notacién, se obtiene si ¢ tiene una variable libre, en
otro caso s6lo tenemos un isomorfismo.

(a) Sea a una n-ada de [[,.; M;, a = (((ﬂ)zd , (az)lel yees (a?)zel) Claramente ([],., M;)" =
[L;c; (M), entonces podemos asociar a @ con su correspondiente a € [, cr (M), donde
a = (a},af, c. ,af)iel.

Demostraremos que @ € ¢([,c; M;) siy sélo si a’ € [[;o; o(M;).

Supongamos que a € ¢(][;c; M;). Dado j € I, sea p; : [[;c; Mi — M; la proyeccién j-ésima.

Por el lema[IL.6 sabemos que M, = ¢(p;(a)), es decir,

M; = ¢(a} aj, ],...,a?),

luego M; = ¢(a’;), y por lo tanto a’ € [];o; ¢(M;).
Reciprocamente, supongamos que a’ € [Lcr o(M;) y que ¢ tiene la forma

n
Jwy, ..., wn /\ g ThjWwj — E spvr =0

h=1 \j=1 =1
Dado i € I, p(a},a?,...,a?) se cample en M;, por lo que existen testigos b}, b?,... 0" en M;
tales que
m n
§ J E I _
VhE{l,...,k} Thijb; — Shlai—o.
j=1 =1
Asi, para todo h =1, ...,k se sigue que
m m n
§ Thj ze] - § Shl ze] = § T'hg 1 ze] § Shla i€l
j=1 Jj=1 =1
m n
Z Z l
= Thg - Shi@;
=1 =1 i€l

J
= (0)ier
Concluimos que [];.; M; = o(a).

(b) La demostracién es anédloga al inciso (@).

Lema I1.53. Sean M, N, N’ y M;, i € I, R-mddulos. Entonces

(a) Si M es submddulo puro de N entonces
Inv(N, @, ¢) = Inv(M, ¢, ) - Inv(N/M, ¢, 1))

para cualesquiera @,V pp-formulas con una variable libre, de donde N = M @© (N/M). En
particular Inv(M, p, ) < Inv(N, e, V).
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(a’) Si M < N entonces N =M @& (N/M). Si ademds N < N’ entonces N/M es submddulo puro
de N'/M.

(b) Inu(M & N, @, 9) = Inv(M, ¢, ) - Inv(N, o, para cualesquiera o, pp-formulas.

(€) Inv(Bje; Mis 0, ¥0) = Tlier Inv(Ms,0,00) = Inv([1;e; Mi, o, ) para cualesquiera @, pp-
formulas, donde = significa que son iguales o ambos infinitos.

Demostracion.

(c) Del lemalII.52]se sigue que el cociente ¢ ([T M;) /v (I1M;) es isomorfo a [T (M;) /14 (M;)
y también que ¢ (@ M;) /¢ (D M;) es isomorfo a @ ¢ (M;) / Py (M) .
Si asignamos (a},...,al)icr + [[¢ (M;) — ((al,....a}) + ¥ (Mi))iel claramente obtenemos
que [T (My) /TT¢ (M) = [T (e (Mi) /¢ (M;)) , y de manera andloga, @ ¢ (M:) / @ v (M;) =
D (o (M) /¢ (M)
De lo anterior se sigue que |¢ (] M;) /¥ (T1M;)| = [I] (v (M;) /¥ (M;))], o de manera equiva-
lenteu Inv (H Mi7 2 Q/J) = H InU(Miu 2 w)
Ahora, para demostrar que Inv(@ M;, p,¢) = [[ Inv(M;, ¢, 1), sélo es necesario comprobar
que | (» (M;) /¢ (My))] = [T Inv(Mi, ¢, ).
Si para algtn i € I, |¢ (M;) /v (M;)| es infinito, entonces también lo son | (¢ (M;) /¢ (M;))]
y [T Inv(M;, ¢, 1); si para una cantidad infinita de i € I, |p (M;) /¢ (M;)| > 1, también ambas
cardinalidades son infinitas. Finalmente, si para cada i € I, |p (M;) /¢ (M;)] es finita y sélo

para algunos es mayor que 1, es decir, para una cantidad infinita de ¢ € I el inico elemento de
o (M;) /v (M;) es el “0” (¢ (M;)), entonces cada elemento de [] (¢ (M;) /¢ (M;)) tiene infinitas

entradas “0” y por lo tanto @ (¢ (M;) /v (M;)) = ] (v (M;) /4 (M;)).

(b) Es el caso particular de (c), cuando I tiene dos elementos.

(a) Primero demostraremos que si M es puro en N y o(v) es una pp-férmula entonces |o(N/M)| =
|o(N)/o(M)|. Supongamos que o es de la forma

k m
o(v) = Jwy, ..., W /\ <7‘iv+Ztilwl =O>,

i=1 =1
con r;,t; € R.
Notemos que o(M) = M No(N), ya que para cualquier a en M, como M es puro N entonces
a€o(M)siysélosiaca(N).
Ademés, observemos que por el lemal[IL.6, si N = o(a) entonces N/M = o(a + M).
Por lo anterior, definimos el homomorfismo f : o(N)/o(M) — o(N/M) como f(a+ o(M)) =

a + M para a € o(N). Claramente f estd bien definido, a + o(M) = b + o(M) implica que
a—-beo(M)C M.

Veamos que f es un monomorfismo. Sean a,b € o(N) tales que a + M = b+ M, entonces
a+0o(M) = a+MnNo(N) por una observacién anterior, pero a € o(N) por lo tanto a+o(M) =
(a+ M)No(N) y por hipétesis a +o(M) = b+ M)No(N) =b+ o(M).

Miés anin, f es un epimorfismo. Sea a € M tal que N/M = o(a + M).
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I1.6 pp-Eliminacion de Cuantificadores

Llamemos 6 a la siguiente férmula

k m
O(w,v) = /\ <riv + Ztilwl = O) ,
i=1 1=1

o sea, a o la podemos expresar como o(v) = Fwh(w,v). Entonces N/M |= Jwb(w,a + M), es
decir, existen by, ..., b, € N tales que 8(by + M, ... by, + M,a + M) se cumple en N/M.
Ahora, si al elemento neutro “0” lo tomamos como pardametro, podemos reemplazar a 6 con la

férmula 0y (w,v,0) donde

k

Oo(w,v,z) = /\ (Tﬂ) + itilwl = zz> .
1=1

i=1
Tenemos que N/M = 6o(b,a,0), es decir, ri(a+ M) + > " tu(by+ M) = M parai=1,...k,
o equivalentemente, r;a + Y ;- tyb; = ¢; para ciertos ¢; € M. Luego, N = 6y(b, a,c).

Por lo tanto, 3w, v 0y(w, v, ¢) es una pp-férmula que se cumple en M. Como M es puro en N
y € estd en M entonces 3w, vfo(w, v, ¢) también se cumple en M. En consecuencia existen b’
ya' en M tales que M modela 6y (b, a’,¢) y, por lo tanto, también N lo hace.

Asi, por la linealidad de las pp-férmulas, la férmula (b — V', a —a’,é—¢) = 0p(b—b',a —a’,0)
es valida en N. En particular, N | 3w 6y(w,a — a’,0), y por las definiciones de 6y y de 6
obtenemos que N = o(a — a’), es decir, a — a’ € o(N). Ademas, a —a’ + M = a + M ya que
a € M.

Por lo tanto, a+M = f((a—a')+o(M)), y asi f es un isomorfismo entre o(N/M) y o(N)/o(M).
Ahora veamos que Inv(N, ¢, ¥) = Inv(M, p,¥)-Inv(N/M, p,1); podemos suponer que ¢ < .
Como ¢(N/M) < o(N/M), entonces por el conocido teorema de Lagrange

[p(N/M)| = [p(N/M) = p(N/M)] |[p(N/M)].
Pero [o(N/M)| = [p(N)/p(M)| y [ (N/M)| = [»(N)/¢(M)]. Luego,
[p(N) = p(M)] = [p(N/M) : (N/M)] [p(N) : p(M)]. (%)

Por otro lado, como ¥(M) < p(N) < o(N) y (M) < (M) <

M) = [p(N) : p(N)][(N) : p(M)]
[p(N) = p(M)] = [p(N) : p(M)] [p(M) : H(M)].

< p(N) tenemos que

Entonces, por la igualdad (%) obtenemos
[p(N) : (N [P(N) = p(M)] = [p(N) : p(M)] [p(M) : ¢ (M)]
([p(N/M) = p(N/M)] [P(N) = (M) [o(M) 2 p(M)] - (5x)

Ademds, debido a que [¢)(N) : ¢(M)] es menor o igual que [p(N) : Y(N)] v [(M) : p(M)], la
igualdad (#*) es equivalente a

[p(N) : (N)] = [p(N/M) - p(N/M)] [p(M) : (M)
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como se queria.

Finalmente, por el inciso (b))
ITL’U(M@N/M,(Q,’L/}) = I?’L’U(M, 8071/’) IHU(N/M,(/?,’L/})

Luego Inv(M @& N/M, ¢,v) = Inv(N, p,1) para todas las pp-férmulas tales que ¢ C ¢, y por
el corolario I1.48 se concluye que N = M & (N/M).

(a’) Si M < N, en particular M es puro en N y por (a) se obtiene N = M & (N/M).
Para la siguiente afirmacién supongamos que ademés N < N’. Debemos mostrar que N/M es
submédulo puro de N'/M.
Sean ¢(?) una pp-férmula y a = (ag,...,an—1) € M™. Supongamos que a+ M € o(N'/M)
donde @ + M denota a la n-ada (ag + M,...,an—1 + M) € (N/M)™. Anédlogamente a la
demostracién del inciso (@) podemos encontrar @’ € M™ tal que N’ = ¢(a —a’). En particular,

a—a € N"ycomo N < N’ entonces N = ¢(a — a'). De donde concluimos que a + M =
(@—a')+ M e o(N/M), es decir,

N/M | o(a+ M).

Corolario I1.54. Sean M, y M;i € I, R-mddulos.

(a) @ics Mi = [lie; Mi-

(b) M®) = M®0) = MR = M* para cualquier k infinita. (Si X es un cardinal M®) = D, M
Yy MA = HV<)\ M)

Demostracion. Los dos incisos se siguen del lema [I1.53(c) y de la caracterizacién en el corolario
11.48 O

Lema I1.55. Sean M, M'y N R-mddulos. Si M es puro en N, N puro en M’ y M = M’ entonces
M<NyN<M.

Demostracidn. Por lema[I1.53(a), tenemos que
Inv(M, ¢, 9) < Inv(N,p,v) < Inv(M', 0, ).

Ademaés, por el corolario IL.48, Inv(M, ¢,v) = Inv(M’,¢,1) lo cual implica que M = N.

Sean @ en M y o(v) cualquier férmula del lenguaje. Por el teorema de Baur-Monk (IL.47) o
es una combinacién booleana de pp-férmulas. Luego, como M es puro en N, cada pp-férmula de
esa combinacién se cumple en M si y sélo si se cumple en N. Por lo tanto, M | o(a) si y sélo si
N = o(a), esto es, M < N. Por los mismos argumentos, N < M’. O

Corolario 11.56. Si M es elementalmente equivalente a N entonces cualquier encaje puro de M
en N es un encaje elemental, en particular, st M es puro en N, M < N.

Demostracion. Sea f : M — N un encaje puro y ¢ una férmula del lenguaje. Por argumentos
similares a la prueba anterior, a cada pp-férmula de la combinacién boolena correspondiente la
satisface una n-ada de M siy sélo si su imagen respecto a f la satisface en N. Luego, M = o(a)
siy sélo si N = o(f(a)), siendo asi f elemental. O
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Corolario I1.57. Sea M;, i € I, una familia de R-mddulos. Entonces
@ M; < H M;.
icl icl
Demostracion. Primero veamos que € M; es puro en [[ M;.
Sea (v) = Jwh(w,v) una pp-férmula y a = ((all)

1 < j < n Si[[M; | ¢(a), entonces existen (bf), ;,.--,
cumple.
Paracada k=1,...n ei € I definimos

. {bf sia # 0
¢ =

)iel) con (a})iel € @ M, para

iel,...,(a?
(07);er € TTM; tales que 6(b,a) se

0  en otro caso,

Claramente, (cj)

o(a).
Luego, por los Corolarios|IT.54] y [TI.56] concluimos que @@ M; < [ M;. O

ierr- - (€);e; son elementos de € M;, con los cuales obtenemos que (P M; =

Corolario I1.58. Para cualquier R-mddulo M se cumple
M=M®) = M= M.

Demostracidn. Sean ¢, pp-férmulas con una variable libre (¢» C ). Del corolario[I1.48, si M =
M®0) entonces Inv(M, p, ) = Inv(M®0) g, ).

Pero, por el lema [T1.53, Inv(M®0) o ) = [1,x, Inv(M, p,), por lo tanto Inv(M, p,v)) =
[1,,cx, Inv(M, p,), lo cual ocurre si y sdlo si Inv(M, p,v) = £ > Ng. De donde, Inv(M, ¢, 1)) =

(Inv(M, e, 1/1))2 y del mismo lema concluimos que M = M?. El reciproco es anilogo. O

I1.7. Teorias y sus duales en el lenguaje de los R-Mddulos

Daremos algunas definiciones dentro del contexto de este trabajo. Por una teoria de R-mdédu-
los izquierdos (respectivamente, R-médulos derechos) entenderemos una unién de los axiomas
rT (resp. Tr) y un conjunto de combinaciones booleanas de enunciados invariantes finitos, que
es consistente (es decir, que existe un médulo que satisface tanto a las férmulas de tal conjunto
asi como a los axiomas).

Como permitimos infinitos enunciados invariantes para cada teoria, basta con un enunciado
invariante por cada par ¢, 1 de pp-férmulas tales que ¢ < 1. Asi, los axiomas de una teoria de
R-médulos pueden describirse mediante una funcién f que asigna un invariante (finito o infinito)
a pares de pp-férmulas izquierdas (derechas).

Por el corolario I1.51, (los axiomas de) una teorfa completa T podemos pensarla como una
funcién del conjunto de todos los pares de pp-férmulas ¢, 1 con una variable libre tales que ¢ < ¥,
al conjunto {00,1,2,3,...} (obviamente que sea consistente con gT o Txr segun sea el caso). A
dicha funcién se le llama funcién definicién de T, fr.

Por las observaciones anteriores, frecuentemente describiremos una teoria por su funcién defi-
nicién f, es decir,

Ty = RTU{f(¢/¥) | ¢/t € domf}.
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Definicién I1.59. Dada cualquier teoria T, izquierda o derecha, denotamos por T™ a la teoria
completa de la suma directa de Ry copias de cada modelo de T de cardinalidad kg (recordemos
que kg = |R| + Ny, la cardinalidad del lenguaje de los R-mddulos),

T*zTeo(@{MNO|M|:Ty|M|=nR}>.

A las teorfas Teo(R-Mod)" y Teo(Mod-R)* se les llaman las teorias mds grandes de R-médulos
izquierdos y derechos, respectivamente.

Definicién I1.60. El dual D(|p/v| > «) del enunciado invariante |¢/v| > a (o € {00,1,2,3,...})
es, por definicién, el enunciado |Di/Dp| > «. Similarmente se definen los duales de los demads
enunciado invariantes. El dual de una combinacién booleana de enunciados invariantes se define
como la misma combinacién de los correspondientes duales de los invariantes.

El dual de una teoria (izquierda) T" se define como la unién de Tk con el conjunto de duales de
las combinaciones booleanas que ocurren en 7.

Es més, si T estd dada por una funcién fr, el dual de tal teoria DT puede darse por la funcién
for definida como:

for (DY/Dy) = fr(e/¥),

para todos los pp-pares con una variable libre en el dominio de fr. A continuacién corroboraremos
que, efectivamente, el conjunto DT definido con la funcién fpr es consistente, esto es, que tiene
un modelo, el cual construiremos.

Construccién del modelo para fpr.

Sea M el médulo de caracteres (véase Apéndice, definicién[A.15) del R-médulo izquierdo M,
es decir, el R-mdédulo derecho Homgz(M,Q/Z). El médulo de caracteres de un modelo de una teoria
T dada, es nuestro candidato para un modelo de DT

Lema I1.61. Para todo R-mddulo M, (M+)" = (M™)".

Demostracion. Dado f = (f; :i < n)en (M1)", sea f(z) el caracter en M™ (es decir, que pertenece
a (M™)") que transforma cada @ = (a; : i <n) € M" en f(a) := > icn fi(ai). Entonces f — f(z)
define un epimorfismo de (M*)" a (M™)*.

De hecho, es un isomorfismo: si f(z) es el morfismo cero en (M™)", es decir, f(a) = 0 para
toda @ € M™, entonces f(&;) = 0. Lo cual implica que f;(1) = 0 para todo i < n, de donde los f;

son los morfismos cero para todo i. Asi, efectivamente el morfismo definido antes es inyectivo. [

Primero observemos que existe un homomorfismo * : M — M™" donde a cada a € M se le
asigna el caracter @ : M+t — Q/Z definido por a(f) = f(a) para toda f € M.

Como (MT)" 22 (M™)", escribiremos f para f(z). Luego, Ker f esigual a {ae M| f(a)=0}.

Dado un subgrupo A de M", definimos su complemento ortogonal , AL+, en M+ como el
subgrupo {f € (M™)" | AC Ker f}.

Dado un subgrupo F de (M7T)", definimos su complemento ortogonal, F', en M como el
subgrupo (e Ker f.

Los complementos ortogonales 1 y T establecen una conexién de Galois entre subgrupos de
M" y subgrupos de (M*)", estoes, A C A+T; F C F't:si A C B, entonces B+ C A'; y si
F C G, entonces G' C F'T para todos los subgrupos A, Bde M" y F, G de (M™)".

A continuacién daremos algunas propiedades de esta conexion.
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Lema I1.62. (ApN Al)J‘ C Apt + AH‘, para cualesquiera subconjuntos Ay y A1 de M™.

Demostracion. Para simplificar la notaciéon podemos suponer que n = 1. Cualquier morfismo
f € (Aon Ap)* da lugar a un caracter F € (M/(Ag N A1) que envia a + Ay N Ay a f(a). Como
M/(ApN Ay) se encajaen M/Ay® M/A; mediante e : a+ AgN Ay — (a+ Ag,a+ A7), el morfismo
F puede ser factorizado a través de e. Luego, existen caracteres g; € (M/Ai)+ tales que f(a) =
F(a+AoNA1) = gola+Ag)+g1(a+ A1). Consideremos los epimorfismos candnicos m; : M — M /A;
y sean h; = g; o m;. Entonces, h; € A"y ho(a) + hi(a) = go(a + Ag) + ga(a + A1) = f(a) para
toda a € M. Por lo tanto, f = hg + Iy € At + At O

Lema I1.63. Supongamos que M es un grupo abeliano y A, B son subgrupos de M™.
(a) Para cualquier a € M™ — A eziste algin f € AL tal que f(a) # 0.
(b

)
(c) AC B siy sélo si B- C A*. Por lo tanto, A= B si y sélo si B+ = A+,
(d)

Demostracion. Sin pérdida de la generalidad, debido a que (M1)" = (M ")Jr, supongamos que
n=1.

AJ_T

Si B C A, entonces B JA+ >~ (A/B)™".

(a) Sea B el subgrupo de M generado por {a} U A. Como a € M — A entonces B/A # 0, por
lo cual también (B/A)" es diferente al grupo trivial. De donde, existe un caracter en B/A,
digamos f, que no anula a + A. Consideremos f’ = f o7, donde 7 es la proyeccién canénica
de B a B/A. El morfismo f’ un caracter en B que se puede extender a f, un caracter en M,
por la inyectividad de Q/Z, como lo muestra el siguiente diagrama.

0—=B—=M
/
, s
! l ST
Q/Z
Claramente A C Ker f, y ademés f(a) = f'(a) = f(n(a)) = f(a+ A) # 0.
(b) Sabemos que A C A+ T. Supongamos que la otra contencién no se cumple, entonces existe ¢ €
A+T — A. Por el inciso anterior podemos encontrar f € A+, f: M — Q/Z tal que A C Ker f,
que satisface f(c) # 0. Pero c € (A+) = Nyear Kerg, lo cual es una contradiccién.

(c) A C B implica B+ C A*; y esta contencién implica a su vez B-T C AL T, que por el inciso
anterior es equivalente a A C B.

(d) Definimos el morfismo Y : BX /ALt — (A/B)" de la siguiente manera: para f € B, es decir

f:M—Q/Zy BCKerf, B
T(f+AY) =T,

donde f*: A/B — Q/Z tal que f(a+ B) = f(a) para toda a € A.
T estd bien definido: Si f € A+ entonces A C Ker f, por lo cual para toda a € A, 0 = f(a) =
fla+ B), asi f =0.
Ahora, comprobemos que T es un isomorfismo. La inyectividad es inmediata de la definicién,
ya que si Y(f + AL) = f = 0 entonces A C Ker f, o bien, f € A+,
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Verifiquemos que también sea epimorfismo. Sea g un caracter en A/B e 1 : A/B — M el
monomorfismo tal que a + B +— a. Tenemos el siguiente diagrama por la inyectividad de Q/Z:

0—=A/B-> M

/
gl ,
L fa
Q/z
De donde, g(a + B) = f4(i1(a + B)) = f4(a). Ademds el morfismo f, es un caracter en M tal

que f4(b) = g(b+ B) = ¢(0) = 0 para todo b € B, lo cual implica B C Ker f,, por lo cual
fy € B+, Asi Y(f, + At) = g, como se requerfa.

O

Regresando a nuestro objetivo inicial, en el siguiente resultado veremos la conexién entre el
complemento ortogonal y su dual.

Lema 11.64. Sea ¢ una pp-formula. Entonces,
-
p(M)" =Dp(M*¥) y Dp(MT)" = p(M).

Demostracion. Es suficiente verificar que gp(M)L es igual a Dp(M ™). La segunda igualdad es el
resultado inmediato de aplicar el lema [IL.63(b) a la primera igualdad.

Empezaremos con la contencién Do(M*) C cp(M)J'. Supongamos que ¢ es de la forma G|Hv
por lo que su dual Dy es 32 (0 = ZH A 2G = 0). Si f satisface a Dy en M™T, podemos escribir
f = gH donde gG = 0, para cierta § en MT. Dada a € (M) con b como testigo, escribimos
Ha = Gb. Entonces f(a) = (gH)(a) = g(Ha) = §(Gb) = (§G)(b) = 0, con lo cual se verifica
©(M) C Ker f. Por lo tanto, f € p(M)"

La demostracion de la contencion restante se realizard por induccién en la construccion de ¢.
Supongamos que tiene n variables libres.

» ¢ es primitiva. En nuestro lenguaje, es este caso ¢ debe ser equivalente a ), rv; =0
para ciertos r; € R. De los ejemplos en la pagina[17] si utilizamos las matrices adecuadas,

obtenemos su dual,
D (Zrivi = O) = Jw /\ v; = Wr;.

i<n <n

Sea A = p(M). Debemos probar At C Dp(M ™). Para simplificar a escritura denotaremos
con ¢ al término en ¢, t(T) = Y, 7iv;, es decir, p(v) = t(v) = 0.

Si f € AL, entonces f € (MT)" y es tal que f(a) = 0 para toda n-ada a que satisfaga
t(a) = 0. Asi, la asignacién t(a) — f(a) define un caracter en ), ;M. Tal morfismo lo
extendemos a un caracter f € M ™ por la inyectividad de Q/Z. Entonces

Zfi(ai) = f(a) = f(t(a)) = Z(fﬁ)(ai)a

para toda @ = (a; : i < n). De donde, f = (fr; : i < n), con lo cual, debido al isomorfismo
del lema I1.61, se verifica que f satisface De.
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= = 1 A p2. Supongamos sin pérdida de generalidad que @1 y o tienen el mismo nimero
de variables libres, en caso contrario simplemente renombramos a las variables de, digamos,
2 con un conjunto ajeno a las variables en ¢; y después se anadiria a cada férmula las
variables de la contraria con coeficientes todos cero.

Como D es un anti-isomorfismo en las pp-reticulas, entonces D(¢p A 1) = Do + Dipy.

Asi, nuestro resultado a probar es (oo A 1) (M) = (Dpg + D1 ) (M), lo cual, al realizar
las operaciones en subgrupos definibles y aplicar la hipdtesis de recursion a g y ¢1, es
equivalente a

($o(M) N @1 (M) = Dpo(M ™) + Dy (M)

= po(M)™ + 1 (M)™.
La otra contencién se obtiene del lema [11.62.
= ¢ = Jw (0, w). Por el lema I1.29] Dp(0) es de la forma U, Dy (v, w).

Primero demostraremos que si B es un subgrupo de M™*! cuya proyeccién sobre los primeros
n componentes es A, entonces

At ={feMH™|(f,0)e B*}.

Sea f € At y b en B. Si escribimos b = (@,c) con @ en Ay ¢ € M, obtenemos (f,0)(b) =
f(@) =0, por lo cual (f,0) € M+.

Si B = (M), entonces A = (M), y por la observacién previa, ¢(M)" esté contenido en
la proyeccién de las primeras n coordenadas de (M )J‘. Pero, por hipétesis de induccion
en 1, z/J(M)l C D¢(M™), por lo cual cp(M)L estd contenido también en la proyeccién de
las primeras n coordenadas de Dy(MT), es decir, U,,Diyy(M™*) = Dp(M™), con lo cual se
obtenemos el resultado deseado.

O

Finalmente, obtenemos la consistencia de DT definido por la funcién fpr.

Proposicion I1.65. Sea T una teoria izquierda de médulos y M un R-mddulo izquierdo. Entonces
M ET siysélo Mt = DT.

Demostracion. Mostraremos que M = |p/1| > k siy sélo si M+ |= |D¢/Dyp| > k para cualquier
par de pp-féormulas ¢, ¥ con una variable libre, tales que ¢ < ¢ y para cualquier nimero natural
k. Luego, esto mismo se hereda a las combinaciones booleanas. Asi, como toda teoria de médulos
T es axiomatizada por enunciados invariantes, y DT esta definida mediante los duales de tales
invariantes, obtenemos el resultado deseado.

Sean (v), ¥(v) pp-férmulas como arriba. Sabemos que (M) C (M), lo cual equivale, por el
lema IL63(D) , a @(M)* € w(M)*.

Por el lema anterior, Dip(MT) = ¢(M)™ y Dp(M+) = o(M)™, de donde, Diy(M+)/Dyp(M+) =
Y(M)*/o(M)™*, pero lo cual a su vez, por[IL63(b) es isomorfo a (o(M)/¢(M))". Es decir,

DY(M ™) /Dp(M ) 2 (p(M) /(M) ™.

Si un grupo es finito entonces es isomorfo a su grupo de caracteres (véase Apéndice, observa-
cién . Luego, que p(M)/9(M) sea finito, es decir, M = |¢/9| = k para alguna k natural,
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equivale a que ((M)/¢(M))" sea finito y con la misma cardinalidad, lo cual equivale también,
por el isomorfismo de arriba, a que Dy(M™)/Dy(M™) sea finito y ademds M T = |Dy/Dy| = k
para la misma k.

Si un grupo es infinito también lo es su grupo de caracteres, asi que por los mismos argumentos
que antes, si p(M)/1(M) es infinito también lo es Dyy(M™)/Dp(M™). De donde, los invariantes
|p/v| > k, |Dy/Dy| > k se camplen en M y M ™, respectivamente, para todo k natural. O

El siguiente corolario resume los resultados obtenidos en el transcurso de esta seccion.
Corolario I1.66.
(a) Una teoria de mdédulos T' es consistente si y sélo si su dual lo es.
(b) Cada teoria es un dual de alguna teoria.

Demostracion. El tnico inciso que requiere un poco mas de explicacion es el segundo. Dada una
teoria de médulos T obtenemos su teoria dual DT mediante los duales sus enunciados invariantes.
Pero, recordemos que D es un anti-isomorfismo tal que DDy = ¢, lo cual implica, por la definicién
del dual de un invariante, que D (D(|p/9| > k)) = |¢/¢| > k para todo enunciado invariante.
Asi T = D(DT). O

Para terminar esta parte, relativizaremos algunos conceptos, de la clase o la teoria de todos los
R-médulos, a subclases y otras teorias.
El orden parcial < en pp-férmulas lo relativizamos a una clase arbitraria de médulos K, escri-
bimos
P <icp

si (N) C @(N) para todo N € K; si K = {N} sélo escribimos ¢ <x ¢. Por esta definicién, < es
el mismo orden que <g-prod Y SMod-R-

Proposicién I1.67. El orden <g, (fp es la clase de los mddulos finitamente presentados) es el
mismo que <.

Demostracion. Es una consecuencia del lema I1.24] Supongamos que ¢ <g, ¢ y sea (My,ay) una
realizacién libre de 1. Como M, es finitamente presentado, por nuestra hipétesis tenemos que
W(My) C p(My), de donde, M, = ¢(ay). Entonces, por el inciso (¢) del lema antes mencionado,
V<. O

Ahora lo extendemos a las teorias; < representanta al orden <jpsoq7. También definimos 7T-
equivalencia =7 por <t y >7; y K-equivalencia =x por <x y >k.

Asi, el conjunto de clases =p-equivalentes de pp-férmulas, con n variables libres, forma una
reticula respecto a A y +, la cual denotamos por pp,,(T), donde su orden es, claramente, <7. A
estas reticulas nos referiremos como las pp-reticulas de T'. Se pueden definir similarmente las pp-
reticulas de K, pp,(K), notando que pp,({M}) es exactamente la misma reticula que la definida
con anterioridad, pp, (M).

Notemos que debido a que las pp-férmulas conmutan con sumas directas, entonces el orden
<7+, donde la teoria T* estd definida en coincide con el orden <7.

Como se habia mencionado previamente, Teo(Mod-R)" es llamada la teoria mds grande de
médulos derechos, en general se dice que Teo(K)” es la teoria mas grande de médulos en K. El uso
del término "maés grande”viene del hecho de que estas teorias son las méas grandes con respecto al
orden entre teorias definido por

§T implica gT/ .
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Si T es una teorfa de R-médulos (izquierdos o derechos), denotamos con K7 a la clase de los
sumandos directos de modelos de T' (y por lo tanto incluye a todo ModT). Nuevamente, ya que
las pp-férmulas conmutan con sumas directas, <x, y <7 son iguales. Por lo anterior <7, <7+ y
<k, coinciden.

Observacion I1.68. Para cualquier teoria T' o clase K existe un médulo N de cardinalidad kg,
digamos cualquier modelo de T* o Teo(K)* de esa cardinalidad (el cual existe por el teorema de
Lowenheim-Skolem), tal que <7 o < coinciden con <.

Proposicion I1.69. Sea K una clase de mddulos. Si N es un mddulo tal que <y coincide con <i
entonces N = Teo(K)*.

Demostracion. Supongamos que <y y < coinciden, pero N no es modelo de Teo(K)*. Entonces
existe un enunciado, en particular podemos elegir a una pp-férmula ¢ € Teo(K)* tal que N J;&p. Sea
¥ cualquier otra pp-férmula tal que —¢ € Teo(K)*. Tenemos que N = ¢ — 1), es decir, ¢ <y .
De donde, por hipétesis, se cumple que ¢ <k %, lo cual impica que ¢ <reo(x)< ¥, 1o cual es una
contradiccién ya que =(¢ — ¥) = o A "p € Teo(K)*. O

Finalmente relativizamos el anti-isomorfismo D a reticulas de teorias. Sabemos que <7 y <7
son los mismos si y sélo si para todos las pp-férmulas ¢, 1, ¥ <7 @ siy sélo si ¥ <7+ .

Proposicién I1.70. D es un anti-isomorfismo entre pp,(T) y ppn(DT) (y por lo tanto también
entre ppn (M) y ppn(M™)), es decir, 1 <7 @ si y sélo si 1) <pr @ para todos los pp-pares (con n
variables libres).

Demostracion. Si Dy =pr Dy, entonces Dp(N) = Dy(N) para todo N modelo de DT. Por la

proposicién I1.65 M+ | DT para cada modelo M de T, de donde Dp(M ™) = Dy)(M™). Por el

lema [T1.63 y la observacién T1.64) (M) = (M) para cada modelo M de T, es decir, ¢ =7 1.
Como D? = Id, el regreso se sigue de manera ansloga. O



Capitulo IIT

Sobre satisfacibilidad de pp-tipos:
atomicidad, saturacion y constructibilidad
positivas

En teoria de modelos se definen dos tipos de estructuras en extremos contrarios respecto a la
cantidad de tipos que realizan. Aquellos modelos que realizan la mayor cantidad de tipos posibles
se les llama saturados (o k-saturados para algin cardinal k) y a los que realizan los menos posibles
(s6lo los tipos finitamente generados o aislados) se les llama atdmicos. En analogia a estos concep-
tos con respecto a los pp-tipos es que se define constructibilidad positiva, atomicidad positiva y
saturacién positiva. Estas versiones “positivas” son generalizaciones de los conceptos de atomicidad
y constructibilidad en [25].

Definicién ITI.1. Sea M un R-médulo.

Diremos que M es positivo saturado (+-saturado) si realiza a todos los pp-tipos sobre M.

Dado A C M, A es un subconjunto atémico positivo (+-atémico) si todo subconjunto finito de
A da lugar a un pp-tipo finitamente generado. Si A = M se dice que el médulo M es atémico
positivo.

Una construccién positiva (para A C M) en M es una sucesién (a; : i < «) (que enumera
al conjunto A) de elementos de M no necesariamente distintos, o un ordinal, tal que tpf,(a;/A;)
es finitamente generado para todo i < «, donde A; = (a; : j <i). A C M se dice construible
positivo (+-construible) en M si existe una construccién positiva para A en M. Si A = M decimos
que el médulo M es construible positivo.

A continuacion caracterizaremos a estas versiones positivas.

III.1. Moddulos puro inyectivos

La nocién de inyectividad en moédulos se puede retringir a una cierta clase de encajes. En
particular, si la clase es la de encajes puros obtenemos los médulo puro inyectivos.

Definicién II1.2. Un médulo M es puro inyectivo si para cualesquiera médulos N, N', f : N —
M un homomorfismo y g : N — N’ un encaje puro, existe un homomorfismo f’ : N’ — M tal

que f = [’ og, es decir, el diagrama

43
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0—= N ——> N/

<+/
f g
l 20

M
conmuta.

Observaciéon II1.3. Un médulo M es puro inyectivo si y sélo si cada encaje puro f : M — N se
escinde. De donde, si M es puro en un médulo N, N = M & N’ para cierto submodulo N’.

Un médulo M se dice algebraicamente compacto (o compacto por ecuaciones) si cada
conjunto 3(v), v posiblemente infinito, de férmulas atémicas con pardmetros en M que sea finito
satisfacible en M es realizado en M.

En otras palabras, para I, J conjuntos indice, cada sistema de ecuaciones lineales

ZTij’UjZCi (ZEI)

jeJ
donde ¢; € M, y r;; € R tales que para cada i fijo casi todos los r;; son cero, si restringiendo a
cualquier subconjunto finito I’ C I tal sistema tiene solucién en M7, el sistema completo también
tiene solucién en M.

Teorema 111.4. Las siguientes condiciones son equivalentes para un modulo M.
(a) M es puro inyectivo.

(b) M es algebraicamente compacto.

(¢) M es +-saturado.

Demostracién. (@)=>(c). Utilizaremos la caracterizacién de (a) en la observacion II1.3. Sea p(v)
un pp-tipo parcial sobre M. Entonces, p es realizado por ¢ en alguna extensién elemental N de
M. Como M < N, en particular M es puro en N. Por hipétesis, este encaje se escinde, es decir,
N = M & N’ para algtin N’. Escribimos ¢ = (m,71) € M & N’. Las pp-férmulas son preservadas por
morfismos, proyectamos p(c) al componente M, M = p(m). Por lo tanto, existe una realizacién de
pen M.

(€)=(b). Sea ©(v) un sistema de ecuaciones finito satisfacible en M, supongamos que la longitud
de 7 es o, T = (v3)<a-

Denotamos con ©,, al conjunto de pp-férmulas que resultan de cuantificar existencialmente a
todas las variables de v excepto a vy en las ecuaciones de © (en cada ecuacién o férmula atémica
aparecen una cantidad finita de variables de ). Como el conjunto inicial era finito satisfacible
también lo es ©,,, por lo cual es un pp-tipo con una variable libre, vy.

Por (c), ©,, es realizado en M, digamos por agp € M. Ahora, si sustituimos las apariciones
de vy por ag en todas las ecuaciones de ©, obtenemos un nuevo sistema de ecuaciones ©' con
variables © — {v0} = (vg)o<g<a- Es claro que una solucién b para ©' da lugar a la solucién aj b del
sistema original ©, tal solucién es la sucesién que resulta de concatenar b a ag. Asi, el siguiente
paso es encontrar una solucién para O cuantificando existencialmente a todas las variables en las
ecuaciones de ©' excepto una, digamos vy, y obtenemos una solucién a; para el nuevo sistema de
ecuaciones, con la cual sustituiremos a v; en ©'. Este sistema de ecuaciones resultante tiene como
variables libres 7 — {vo, v1} = (vg)1<g<a-

Continuamos por induccién obteniendo una realizacién variable por variable, y asi obtener al
final una realizacion de © en M.
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(b)=-(c). Realizaremos la prueba directa de esta implicacién para mostrar el método, aunque
no es necesaria, ya que estd cubierta dentro de las otras implicaciones.

Sea ®(v) un pp-tipo. Cada férmula ¢ € @ la escribimos de la forma ¢(v) = 3w, 0, (0, W,),
donde 6,(v,1,) es una conjuncién de férmulas atémicas, de tal manera que para ¢, ¥ € ®, si
¢ # 1 las variables en w,, y wy son distintas.

Sea w de la longitud necesaria para abarcar todas las w, (puede ser infinita). Para cada ¢
escribimos 6, (7, w) para representar a la misma conjuncién de ecuaciones en 8,,(7, @, ), es decir, a
las variables w — w,, las antecede el coeficiente cero. Colectamos en © todas las 6, (v, w) con ¢ € ®;
notemos inmediatamente que es un conjunto de ecuaciones finito satisfacible. Por (b) existe una
solucién para © en M, digamos (a,b).

Veamos que @ es una solucién de ®: sea ¢ € ®, M modela 0,(a,b) o equivalentemente M =
0,(a,b,) (donde by, es la parte de b que corresponde a ), lo cual implica que M = 3w,0,(a, w,).
De donde M = ¢(a).

(b)=-(a). Supongamos que M es algebraicamente compacto. Sean g : N — N’ un encaje puro y
f N — M cualquier homomorfismo. Construiremos un homomorfismo i que extienda f, es decir,
con el cual conmute el siguiente diagrama.

0—= N —2= N/

Para simplificar la notacién supongamos g es la inclusién, es decir, que N C N’. Para ca-
da elemento b € N’ — N utilizamos una variable v,. Para cada combinacién lineal de la forma
Y icn Tibi = a que se cumple en N', con b; € N' = N, r; € Ry a € N para alguna n natural (a
se puede escribir como una combinacién lineal de elementos de N’ — N), formamos la ecuacién
Y ienTiVh; = f(a). Sea © el conjunto de todas esta ecuaciones, el cual tiene pardmetros en M,
mostraremos que © es soluble en M.

Sea ©' un subconjunto finito de ©, de tal manera que cada ecuacién contenga las mismas
variables libres. Esto es posible ya que a cada ecuacién en ©' podemos agregar las variables que
no aparecen en ella pero si en alguna otra ecuacion con coeficiente cero sin afectar la solucion de
tal ecuacién.

Supongamos que ©' es el conjunto de ecuaciones ), vy, = f(a;), para j < m. Entonces, las
combinaciones lineales EKH ri;0; = a; se cumplen en N, es decir, la pp-férmula ¢(vo, . .., Vpm—1) =
Jw /\j<m(zi<n rijw; = v;) es satisfecha por @ = (ao,...,am—1) en N’. Por la pureza de g,
N | p(a). Luego, existen b,...,b;, ; € N tales que ) . _ 7i;b; = a; para j < m. Entonces
Y ien i f (D) = f(aj) se cumple en M, de donde (f(bg), ..., f(b),_1)) es una solucién de © en M.

Por lo tanto © es finito satisfacible, pero M es algebraicamente compacto, por lo cual existe
una solucién de © en M. Por el Axioma de Eleccion podemos elegir una solucién ¢ para ©. Si
¢y € M es el valor asignado por tal solucién a xp, entonces definimos al morfismo h : N’ — M tal
que b— ¢y sibe N —Nybw— f(b)si N € N. Veamos que h es, por construccién de O, un
homomorfismo que extiende a f.

Para mostrar que h es un homomorfismo, sean bi,bs,b3 € N’ y r € R. Primero debemos
comprobar que h(b; + ba) = h(b1) + h(b2). Claramente h restringido a N coincide con f, por lo
tanto, primero supongamos que by € N'—N y by € N. Si by +bs = b3 entonces la combinacién lineal
bs—by = be cumple con lo necesario para que la férmula vy, —vp, = f(b2) = v—u = f(ba) pertenezca
a 0, de donde, tal férmula se satisface en M con cp, — cp, = f(b2), es decir, h(bs) — h(b1) = h(ba),
o bien, h(b1) + h(ba) = h(bs) = h(by + b2). De manera anédloga se demuestra la igualdad cuando by
y ba pertenecen a N’ — N, y también b3 € N’ — N, mediante la ecuacién vy, + vp, — vp; = 0.
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Finalmente, para comprobar que h(rby) = rh(b1), sélo necesario si by € N’ — N, utilizamos la
igualdad rb; = be en N’ para construir la pp-férmula rv,, —vp, = 0 = rv —u = 0, la cual pertenece
0.

o

I11.2. Moébdulos puro proyectivos

Definicién ITI.5. Un médulo N es puro proyectivo si para todo epimorfismo puro g : M — N’,
cualquier homomorfismo de N a N’ se factoriza a través de g, es decir, para todo f: N — N’ el
siguiente diagrama conmuta.
, 7
f
.7 lf
y

M—N——>0

Recordemos que un médulo es proyectivo si y sélo si es un sumando directo de un médulo libre.
Asimismo, un médulo es puro proyectivo si y sélo si es un sumando directo de una suma directa
de médulos finitamente presentados (véase [11, p. 240]).

En la siguiente proposicién veremos que es suficiente revisar el caso cuando N’ = N y el
homomorfismo en cuestién es la identidad.

Lema III.6. Sean Q, A, B y C R-mddulos. Consideremos el siguiente diagrama, el cual es el
producto fibrado de f y g,

’
g
— B

Q
f’l lf
AT‘C

Si g es un epimorfismo puro, entonces también lo es g'.

Demostracion. Sea ¢ una pp-férmula con n variables libres y sea b € ¢(B). Debemos exhibir una
g'-preimagen de b en ¢(Q).

Tenemos que f(b) € ¢(C) dado que b esté en ¢(B). Luego como g es puro, existe a € ¢(A) tal
que g(a) = f(b). Por la construccién de @ (vedse [14] Prop. X.2.2) sucede que (a,b) € Q, donde
(a,b) = (ai, b;),,, y ademds g'(a,b) = b. Para finalizar sélo notemos que (a,b) € p(A® B)NQ =
¢(Q).

O

Proposicion II1.7. N es puro proyectivo si y sdlo si cada sucesion pura-exacta de la forma
O—»KiMﬁNHO, se escinde.

Demostracion. La direccion de izquierda a derecha es inmediata: aplicando la definicién obtenemos
el diagrama

0 K M—N 0
donde h es la inversa derecha necesaria para g.
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Para la direccién no trivial, sea g : M — N’ un epimorfismo puro, f : N — N’ un homomor-
fismo. Necesitamos mostrar que f se factoriza a través de g. Formamos la sucesién pura-exacta
0> KB MLN —0,donde K = Kerg, go = kerg.

Por medio del producto fibrado de f y g (p.[67), obtenemos el siguiente diagrama conmutativo.

’

)

0 K Q—2=nN 0
')
0 K2 —2 N 0

Debido a que g es epimorfismo puro, por el lema [II1.6 también lo es ¢’ : Q@ — N. Luego, la
sucesion de arriba es pura-exacta y por hipétesis se escinde. Entonces existe ¢’ : N — @ tal que
g"g" = idg. Definimos h := f'g", asi gh = f. O

En analogia con las versiones modelo tedricas se mostrara que todo modelo +-construible es
+-atémico. Tal como en esa versién debemos empezar demostrando la monotonia y transitividad.

Lema IIL8. Sean b y ¢ en un mdédulo N y A un subconjunto de N. Entonces tp(bc/A) es
finitamente generado si y sdlo si tpf(b/A) y tp};(¢/Ab) son finitamente generados.

Demostracion. Con el fin de simplificar la notacién, supongamos que A = (), en caso contrario la
demostracién se realiza de manera similar.
Para la monotonia supongamos que ¢(v,u) < ]J(,(b ¢) con ¢ en dicho pp-tipo, es decir,

M E=vVovau (e, P(v,a)),

para toda ¢ € tp} (be) y todo médulo M.

Veremos que tp};(b) es finitamente generado por Ju ¢(v, @) y a su vez, tpk (¢/b) es finitamente
generado por (b, @).

Sea () € tpN(b), entonces (¢(v) A @ = u) € tpf(be). Luego, p(v,u) < (V) A 4 = 4,
donde Ju (v, 1) < ¥(v). Ademds, es claro que Jup(v,u) € tpk (b).

Para la segunda afirmacién notemos que ¢(b,u) € tpk (¢/b), sélo resta probar que (0, %) <
tpx(¢/ l_))* (recordemos la definicién en la pdgina 12 por la cual si p = tp} (¢/ b), entonces p, =
{00, 3) | 65,3 € p}).

u) € tph(¢/b),, es decir, ¥(v,u) € tpk(¢/b). Luego, ¥ (v,u) € tpi(b,e), por lo cual
U, ), en particular

o,
@

M EVau (p0,a) — ¢(0,1)),
para cualquier M. Se sigue que ¢(0, %) < tpi(¢/b), .

A continuacién mostraremos la transitividad. Supongamos que ¢(v) € tpk(b) v ¥(b,u) €
tpi (¢/b) y ambas pp-férmulas generan a sus respectivos pp-tipos. Afirmamos que ¢(v) A (o, )
genera finitamente a tp};(b¢).

Sea n(v,u) € tpk (bé). Por ser un filtro tenemos que (v, u) A n(v, %) pertenece a tp} (be).
Entonces 3 (¢¥(v,4) An(v,0)) € tpi(b) v asi o(v) < Fu (Y(v, ) An(v,w)). Ademas, es inmediato
que ¥(0,w) < n(0,w).

Para probar nuestra afirmacién, sea M un médulo cualquiera, d € ¢(M) y dé € ¢(M). Debemos
mostrar que dé € n(M).

Como d € (M) existe & € M tal que d&’ € (¢ An)(M) = (M) Nn(M). Luego, dé’ y
d & pertenecen a (M), y por linealidad de las pp-férmulas d&’ — de € (M). Esto implica que
e —ée € (0,M). Pero (0, M) C n(0, M), entonces & — € € (0, M). De lo cual se sigue, aunado
ade €n(M), que de=deé +0(e—e)en(M). O
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Proposicion II1.9. Mddulos +-construibles son +-atémicos.

Demostracion. Sea M un médulo construible positivo. Sea (a;), ., una +-construccién de M.
Mostraremos por induccién sobre j < a que cualquier conjunto finito de la forma aa; con a en A;
(de cualquier longitud finita) tiene un pp-tipo finitamente generado.

Para j = 0, Ag = 0 de donde tp},(ao/0) = tpi,(ao) el tnico conjunto finito posible es ag y tiene
un pp-tipo finitamente generado por hipétesis.

Ahora sea j > 0. Sabemos que t})j\%(aj /A;) es finitamente generado, por lo que existe una
férmula ¢; con pardmetros, digamos b en A;, que genera a este pp-tipo.

Observemos que tp‘]&(aj /ba) es finitamente generado por la misma férmula, debido a que
tpy;(a;/ba) C tpy,(a;/A;) y ademds p; € tp} (a;/ba). B

Como ba pertenecen a A;, por hipdtesis de induccién tp;\r/[(b a) es finitamente generado, entonces
por transitividad tp}; (baa;) también lo es y por monotonicidad tp},(@a;) es finitamente generado.

O

Si el modulo es numerablemente generado, el reciproco es cierto como se verd mas adelante, en

la Proposicion [111.12.

Observacién III.10. Supongamos que N es un submoédulo puro de un médulo M. Entonces
cualquier +-construccién es M que esté contenida en N es también un +-construccién en N ya
que, por I11.39 tpx(ai/Ai) = tp;\r/[(ai/Ai) para a; € N, A; C N.

Lema III.11. Cualquier +-construccion en un mdodulo M genera un submddulo +-construible, de
hecho cualquier 4-construccion en M puede ser extendida a una +-construccion del submaodulo
que esta genera.

Demostracion. Sea A = (a;);., una +-construccién en M, y sea N el submédulo que genera.
Debemos mostrar que N es +-construible.

Para cada elemento d en N existe un término ¢(w) y una n-ada a en A tal que d = t(a), para
alguna n € w. Luego, para cualquier conjunto C C N que contenga a a, el pp-tipo tp}(d/C)
estd generado por la férmula v = #(a@) (como ejemplo, ¢(0) = 0 y la férmula v = 0 implica cada
pp-férmula sin pardmetros).

Cualquier enumeracién de N que empiece con la +-construccién A es una +-construccién de
N en M. Para comprobar esto, si A’ = (a;)i<g, 8 > «, es una enumeracién con a; igual que en A
para ¢ < «, entonces para j > « siempre sucede que A; contiene una n-ada a tal que t(a) = a;, de

donde tp};(aj/A;) es finitamente generado.
(]

La siguiente proposicién es el reciproco parcial de la proposicién I11.9.

Proposicion II1.12. Un submddulo numerablemente generado de un modulo M es +-construible
en M siy solo si es +-atomico en M

Demostracion. Para la direccién que falta, sea N C M un submoédulo numerablemente generado
y +-atémico en M.

Elegimos un conjunto numerable X que genere a N. Por +-atomicidad, cada subconjunto finito
de X tiene un pp-tipo finitamente generado en M. Esto implica que cualquier enumeraciéon de X
de longitud w es una +-construccion: si (a; : i < w) es tal enumeracién, podemos ver a A; como
una n-ada pues es siempre finito, de donde tp‘]&(ai / Aj) es finitamente generado y por el lema [TI1.8
tpi,(a;/A;) también lo es.

Aplicando el lema anterior podemos extender esta +-construccién a N. O
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Lema II1.13. Una suma directa de modulos +-construibles es +-construible.

Demostracion. Supongamos que A y B son +-construibles en M y M = A® B. Sean (a; : i < )
y (b; : j < [) las +-construcciones de A y de B, respectivamente. Entonces, la concatenacién
(ai +4 < @) (bj : j < B) es una +-construccién en M. Sabemos que tp},(a;/C;) es finitamente
generado para i < «, pues C; = A;. Luego, sélo debemos mostrar que tpj\'/_[ (b;/C;) es finitamente
generado para cada j < 3, donde C; = A”B;. Supongamos que ¢(v,¢) pertenece a tpy,(b;/B;)
y lo genera.Claramente, ¢(v,¢) € tpy;(b;/C;). Sea ¥(v,m) una pp-férmula en tp},(b;/C;), por lo
cual ™ pertenece a Cj. Sea M’ la proyeccién de m sobre B;. De la linealidad de las pp-férmulas,
Y(v,m’) € tpl,(b;/Bj), por lo que ¢(v,0) < 1(v,0). Asi p(v, ) genera a tp},(b;/C;).

De manera general si M = @,_, N;, entonces procedemos inductivamente para construir una
+-construccién en M mediante concatenaciones. Luego, por el lema tal construccién se
puede extender a una +-construcciéon que enumera a M. O

Teorema II1.14. Un mddulo es +-construible si y solo si es puro proyectivo.

Demostracion. Sea N un moédulo +-construible. Sea (a; : i < «) una +-construccién de N y
denotamos, para todo i < «, como p; = tpi,(ai/A;) finitamente generado por ¢;(v,b;), donde los
parametros b; estan en Aj;.

Supongamos que 0 — K EN M % N — 0 es una sucesién pura-exacta. Demostraremos que esta
sucesion se escinde; con este fin definiremos de manera inductiva sobre ¢ < a una cadena creciente
de inversas derechas parciales de g, de N a M, h; : A; — M, A; C N (es decir, homomorfismos
cuyos dominios estan contenidos en N tales que gh; = ida,).

Sea hog =0y hs = ;s hj para d < a ordinal limite.

Para el paso sucesor i + 1 (donde i < «) supongamos que la seccién parcial h; : A; — M de g
ha sido definida.

Como ¢; (v, b;) < p;, entonces para toda 6(v,¢) € p; tenemos que ¢;(v,0) < 0(v,0) y ¢;(N,b;)N
O(N,¢) # 0.

Sabemos que la pp-férmula 37 p;(v,b;) es cierta en N (cuyo testigo es a;), de donde existe
d, € ;(M, h;(b;)), por ser h; es un homomorfismo.

Entonces g(d}) € @;(N,b;) porque g(hi(b;)) = b, y ast a; — g(d}) € ¢i(N,0). Como g es
epimorfismo puro, existe una g-preimagen d; € ;(M,0). Definimos hii1(a;) = d; = d; + dJ/.
Claramente g(d;) = a;.

Para ver que h;y1 es un homomorfismo parcial (de N a M con dominio A;;1), sea 6(v,¢) € p;;
debemos verificar que d; € (M, h;11(¢)). Por construccién, d; € ¢;(M, h;(b;)), por lo cual es sufi-

ciente verificar que ¢; (M, h;(b;)) C 0(M, h;(¢)) (porque h; y h;41 coinciden en A;, y como conse-
cuencia también en ¢). Esto tiltimo se verifica si ;(v,0) <pr 0(v,0) v ;(M, hi(b;))NO(M, h;(€)) #
(). Pero notemos que es cierto, ya que se sigue de ¢;(v,0) < 6(v,0) y de aplicar h; al hecho

Asi h = Uj<a h; es un homomorfismo de A, = N a M, la cual es una inversa derecha de g,
por lo cual la sucesién pura-exacta se escinde.

Para la otra direccién, sea M un médulo puro proyectivo. Empecemos recordando la observacién
de que un médulo es puro proyectivo si y sélo si es un sumando directo de una suma directa de
modulos finitamente presentados. Por [11] p. 197 Lema 1.7], M es una suma directa de médulos
numerablemente generados puro proyectivos. Entonces, por el lema [II1.13, podemos suponer que
M es numerablemente generado.

I Tal resultado se encuentra enunciado en el teorema 1 de [19].
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Luego, por la proposicién [TI1.12] es equivalente demostrar que M es +-atémico. Como lo ve-
remos mas adelante en el capitulo IV, con una demostracién independiente al capitulo actual, los
modulos finitamente presentados son Mittag-Leffler, los cuales son +-atémicos, y por ser finitamen-
te generados, el lema implica que los finitamente presentados también son +-construibles.
Nuevamente, por el lema TI1.13] una suma directa de finitamente presentados es -+-construible, la
cual del lemal[ITI.9 es +-atémica. Por lo cual, M es un sumando directo de un médulo N +-atémico.
Entonces, por la observacién/IL.38, M es un submdédulo puro de N, de lo que se sigue que el pp-tipo
de cada n-ada a de M es finitamente generado, ya que coincide con el pp-tipo de @ en N.

O

En el siguiente capitulo se verda que los moédulos +-atémicos son precisamente los mddulos
llamados Mittag-Leffler. Como consecuencia, todo médulo puro proyectivo es Mittag-Leffler, el
reciproco es cierto para médulos numerables (atin mds, para médulos numerablemente generados).



Capitulo IV

Modédulos Mittag-LefHler

Para iniciar este capitulo, generalizaremos el orden entre la pp-férmulas.

Dados dos pp-tipos ® y ¥ con el mismo nimero de variables libres, la relacién ¥ <x ® quiere
decir que ¥ <k @ para toda iy € ¥ y toda p € ®.

Nuevamente extendemos este concepto a las teorias, escribiendo ¥ <7 @ si ¥ <7 ¢ para todas
las pp-formulas respectivas de ambos pp-tipos.

Relativizaremos algunos conceptos a un conjunto I' de pp-formulas y a una clase de médulos IC
(estas nociones son equivalentes a las ya vistas cuando I' son todas las pp-fémulas y K es R-Mod
0 Mod-R). A la restriccién del pp-tipo de una n-ada a € M™, I Ntp},(a), le llamaremos el I'-tipo
de @ en M; por ejemplo, I" puede ser el conjunto ¢qf de todas las pp-férmulas sin cuantificadores.

El I-tipo de @ en M se dice K generado por ¢ si ¢ € tp},(a) y ¢ <x T'Ntpl;(a), y K finitamente
generado si es generado por alguna ¢ € I'. Si un pp-tipo de a en un médulo M es K finitamente
generado, entonces también lo es el pp-tipo de cualquier subconjunto de a.

Un homomorfismo h : (C,¢) — (M,a) se dice que se I'-factoriza a través de un médulo B, si
existen homomorfismos f: C — By g: B — M tales que el siguiente diagrama conmuta

(C,0) i (M, a)

(B, f(2))
y D Ntph(f(©) =T Ntpi,(a) (es decir, g no incrementa el I-tipo de f(¢)). Si I son todas las
pp-formulas decimos que se pp-factoriza.

Lema IV.1. Sean A un mddulo finitamente generado, por la n-ada a, y h : A— M un homomorfis-
mo. Entonces para cualquier conjunto de pp-formulas I’ que contenga al conjunto qf las siguientes
condiciones son equivalentes:

(a) ElT-tipo de h(a) es finitamente generado en M.
(b) h:(A,a)—(M,h(a)) se I'-factoriza a través de un mddulo finitamente presentado.

Demostracion. Empecemos con (a) = (b).

Sea ¢ € tpi;(h(a)) la pp-férmula que genera al I'-tipo de h(a). Elegimos una realizacién li-
bre (B,b) de v, B es finitamente presentado y existe un homomorfismo g : (B,b) — (M, h(a)).
Escribimos @= (ag, a1, ..,an_1)y b=(bo,b1,...,bp_1).

Como ), _, riv; = 0 pertenece a qf C T', tenemos que si h(a) satisface a tal pp-férmula, entonces
Y <) i, rivi = 0. De donde, para tales r;, > S r;h(a;) = 0, B |= 4(b) implica que B = ) rib; = 0
en B.

51
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En particular, si > r;a; = 0 en A, entonces > r;h(a;) = 0 en M y por lo tanto, > r;b; = 0.
Esto nos da pie para poder definir correctamente el homorfismo > TiQ; > Zl <n r:b;, digamos
f:(4,a) — (B,b), tal que go f = h.

go f(z Tia;) = Q(Z ribi) = Zh‘g(bi) = Zh‘h(ai) = h((z Tid;),

para todo r; € R, i < n.

Ademds, por ser (B, b) una realizacién libre de v, se deduce que ¥ < tp};(b). Luego, TNtp} (b) =
I'Ntpt;(h(a@)) como lo necesitabamos.

Para (b) = (a), sean f : A - By g: B — M tal que B es finitamente presentado y se
cumplen las condiciones para que f se I'-factorice a través de B. Sea 1 la pp-férmula que genera
a tph(f(a)), en particular,

i<n

¥ <TUtpg(f(a)) =T Utpy,(h(a)).

También, como B |= 1(f(a)), entonces mediante g, M = (g f(a)), de donde ¢ € tp},(gf(a) =
tpr, (h(a)). O

Un ejemplo de la utilizacién de este lema es el caso en el que A es un submédulo de M, generado
por una n-ada a en M,y h la inclusién correpondiente. Si I" es el conjunto de todas las pp-formulas,
el lema dice que el pp-tipo de a es finitamente generado si y sdlo si la inclusion h se pp-factoriza a
través de un modulo finitamente presentado.

IV.1. Los mdédulos ML son atomicos

Definicién I'V.2. Dada una familia I de R-médulos derechos, un R-médulo izquierdo M se llama
KC-Mittag-Lefler si el morfismo candnico

(]‘[ M—) or M — [[ (W @r M)

i€l i€l
es un monomorfismo para todas las subfamilias {N; | ¢ € I} de K.

Tal morfismo realiza la asignacién (n; : i € I) @ m — (n; @ m : ¢ € I). Recordemos que por la
propiedad universal del producto tensorial, para definir cualquier morfismo en el producto tensorial
es suficiente hacerlo en sus generadores.

Para simplificar la notacion prescindiremos de R en el simbolo ® cuando no exista ambigiiedad,
y abreviaremos K-Mittag-Leffler como K-ML. Si K = {N} simplemente escribiremos N-ML. Si
K = Mod-R se omitira IC, es decir, nos referimos a los médulos Mittag-Leffler, los mismos que
se definieron en |28, pp. 69-70].

Es claro que la propiedad KC-ML implica N-ML para todo médulo N € K. Ademads veamos que
los médulos ML coinciden con los fp-ML.

Proposicion IV.3. Sea M un R-mddulo izquierdo. M es ML si y sélo si es fp-ML.

Demostracion. Para el lado no trivial probaremos que si un médulo no es Mittag-Leffler tampoco
es fp-Mittag-Leffler. Entonces, sea M un R-mddulo izquierdo que no es ML, de donde, existe una
familia {N; | i < A} de R-médulos derechos tales que el morfimo canénico h : (J[;o\ N;) ® M —
[I;<x (Vi ® M) no es inyectivo.
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Recordemos la notacién introducida en II.4] para los elementos de un producto tensorial. Sea
@ ® b un elemento no cero de Kerh, con b en M y donde el j-ésimo elemento de la n-ada @ es
de la forma (a;; : i < \), es decir, a ® b = > jen((aiy i< A) ®bj). Aplicando el morfismo h
obtenemos que ) (a;,; ® b;) = 0 para todo i < . Por el corolamolﬂ para cada i < A ex1ste
fi + (Fi, &) — (Ny, @), con F; finitamente presentado y ¢; = (c;,j : j < n), tal que 3 ;(c; j ®b;) =
Podemos construir el siguiente diagrama conmutativo, donde f y f’ son inducidas por las f;.

(IL F) © M —~ T, (F; @ M)

fl lf’
(IT No) © M —— [, (N; @ M)

El elemento e = 3 ;((c;,; 1 1 < A) ® bj) € (][], £3) ® M no es cero porque su imagen respecto
a fes) ((aij:i<A)®bj) # 0. Pero, por la eleccién de ¢;, h'(e) = (3_,(ci; ®b;) 1 <) =
Conclunnos que el morfismo canénico h’ no es inyectivo y asi, M no es fp-ML. O

Por el teoremaTV.6, como los érdenes de las pp-férmulas en las clases R-Mod y fp son equiva-
lentes, también se puede deducir la proposiciéon anterior, sin una prueba directa.

El concepto de ML también lo extenderemos a las teorias. Si T es una teoria de R-mdédulos
derechos, decimos T-Mittag-Leffler en lugar de ModT-ML. Méas adelante veremos que C-ML,
Teo(K)-ML y Teo(K)*-ML significan lo mismo.

Lema IV.4. Si M es K-ML entonces también es K'-ML, donde K' consiste en los productos de
los miembros de K.

Demostracion. El morfismo candnico
f (HHM;—) oM — [[T] ™Vi; @ M)
I J I J
se factoriza a través del morfismo candnico
h: <HHN”> ®M — H <HN” ®M>
I J I J

es decir, el siguiente diagrama conmuta.
f
(I IT, Nij) @ M IL I, (Ni; ® M)

HI (IL; Nij ® M)
Ademas, si f = g o h es un monomorfismo, también lo es h. Por ambas observaciones podemos

concluir que X-ML implica K’-ML. O

Es necesario introducir notacién extra para los préximos resultados.
Dada una reticula (A, <), sea A(A) el cardinal més pequefio x tal que cada ideal (p.[65) es
generado por k elementos.

Proposicion IV.5. Los siguientes condiciones son equivalentes:

(a) A(A) es finito.
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(b) A(A) =1, es decir, todos los ideales en A son principales.

Demostracion. Si A(A) es finito, digamos n. Sea T un ideal de A, existen elementos zg, ..., Tp—1 €
7 que generan al ideal, es decir, para toda z € Z, ¢ < xg V --- V x,—1. Pero, por ser ideal,
oV --Vxy,_1 €Z, por lo cual, Z es generado por un elemento, es decir, es principal. Por lo tanto
A(A) =1.

O

Para un médulo N, denotamos con A(N) (respectivamente A(T')) al supremo de los cardinales
A(ppn(N)) (resp. A(ppn(T)) ) para todo n natural. Como no existen mas de kg pp-férmulas,
A(N) y A(T) estan acotadas por kg.

Teorema IV.6. Sea K una clase y sea T una teoria, ambas de R-mddulos derechos tales que <p
y <k coinciden. Sea N un R-mddulo derecho tal que <y y <g coinciden!. Consideramos pp-tipos
sin pardmetros.

Entonces, los siguientes enunciados son equivalentes para cualquier R-mddulo izquierdo M :

(a) M es K-ML.
(b) M es T-ML.

c) M es T*-ML.

)
)
(c)
(d) M es Kp-ML.
)
)

e) M es N-ML.

(
(f

El homomorfismo candnico
NAW)INl & M — (N® M)A(N)'\Nl
es monomorfismo.

(g) (M) CU{O(M) |6 es una pp-formula y Do <x DO para toda ¢ € ®} para cada pp-tipo com-
pleto ® en L.

(h) M realiza dnicamente pp-tipos completos DT finitamente generados. Es decir, tp;\r/[(d) es DT
finitamente generado para cada a en M.

Demostracion. Empezamos con (g) implica (a).
Sea {N; | i € I} C K y consideremos el homomorfismo canénico

h: <HN1»> oM — [[ (Vi@ M).
i€l iel

Necesitamos mostrar que h es un monomorfismo. Para esto, supongamos que h((b; : i € I)®a) =
(b;@a:i€I) =0, debemos verificar que (b; : i € I) ® a es cero en ([[ N;) @ M.

Dado que b; ® @ = 0, para todo i € I, por el lema existen pp-férmulas (sin pardmetros)
@; tales que @ € ;(M) y b; € Dip;(N;).

Sea ® = tp},(a), tenemos que {p; | i€ I} C ®. Como a € (¢i(M) C ®(M), por nuestra
hipétesis existe una pp-férmula 6 tal que @ € (M) y , en particular, Dp; <x D6 para todo i € I.

IDada K, T = Teo(K), N = T* cumplen los requisitos.
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Luego, b; € DO(N;), lo cual implica que (b; : i € I)
corolario antes mencionado se deduce que (b; :i € I) ®

Concluimos que M es K-ML.

Debido a que los 6rdenes <7, <7+, <k, ¥ <y son todos iguales a <x, la misma prueba sirve
para demostrar que (g) implica (b),(c),(d) y (€).

La implicacién (e)=(f) es inmediata de la definicién de N-Mittag Leffler mddulo.

Ahora probaremos (f)=-(g). Fijamos un pp-tipo ® y recordemos que ® es también un fil-
tro. Entonces {Dp(N) | ¢ € @} es un ideal en el correspondiente pp,(N), vy estd generado por
{Dg;(N) | i < A(N)} para algin subconjunto {¢; | i < A(N)} C ®. En el momento de comprobar
Dy <k DO para toda ¢ € ® (cuando ya se tenga a tal 6), o equivalentemente Dy < D6, es suficien-
te verificar que Dp; <y D@ para todo i € I: si Dp;(N) C DO(N) para toda i, dada ¢ € @ existen
m pp-férmulas, digamos ¢;,, ..., ¢, tales que Dp(N) C Dp;, (N)U---UDy;, (N) C DO(N).

Dado cualquier @ € ®(M), debemos encontrar el correspondiente 6.

En el caso de que A(N) = 1, en particular si N es finito, si tomamos simplemente 6 = g
funciona para el conjunto entero CIJ , esto es, si el ideal {Dgp( ) | p € @} es generado por Dyyg
entonces, por definicién, Dy <y D<p0 para tod‘ Zpedy d(M)= Npeap(M) C po(M).

Supongamos entonces que N es infinito. Sea {b;; | j < |N |} una enumeracién de Dy; (N).

Para cada ¢ < A(N) y j < |N| elegimos una copia N;; de N, consideramos su producto
NAWINE v la n-ada b = (b : i < A(N),j < |N|) en tal product(ﬂ Denotamos el morfismo en
(f) como f.

Como b;; € Dyg;(N;j) = Dp;(N) y a € ®(M) C p;(M) entonces b;; ® a =0 en cada N;; @ M.

Con los siguientes cédlculos directos,

f(l;@d) = f(((bijk 1, j) k< TL)® (Cbk k< TL))
:f(Z(bijk: ) ® a) Zf igy, 0y ) © ak)

€ OID6‘(N) = DO(]];(NV;)). Del mismo

k<n k<n
= (bijy, @ax 4, ) = (O (bijy, @ ax) : i, §)
k<n k<n

obtenemos que f(b®a) = (b ®a:i < A(N),j < |N[)=0en (N & M)AV
Como f es monomorfismo podemos deducir que b ® a es cero. Entonces existe una pp-férmula
0 tal que

a€0(M)ybeDI(NNINY = Do(J [ Viy) = [[ DON;),
de donde b;; € DO(N;;) = DO(N) para todo j < |N|, por lo cual se sigue que

Dei(N) € DO(N),

2En este parrafo de la demostracién no se utiliza que el homomorfismo sea inyectivo en (f), por lo que no depende
de M. Asi, en general, en el caso de que A(N) = 1, por las equivalencias en este teorema, todo médulo izquierdo
M es N-ML.

3 Aquf existe un abuso de notacién. Utilizando el isomorfismo (N")A(N)' INI o (NA(N)' ‘N‘)n podemos considerar
a b como una n-ada en NAW)INI_ Sj para todo 4 y todo 7, Eij = (bijo’bijv .. '7bij(n71))7 la manera correcta, sin

embargo no por eso la méas apropiada, de expresar a b seria

S

= (b 7 < AN, jo < IND), (bisy 56 < AN)j1 < IND, oy (b _yy 56 < AN, jno1 < IN])).



56 IV.1 Los mddulos ML son atomicos

es decir, Dyp; <y D@ para todo i < A(N), con lo que se cumplen las condiciones de (g).

Continuemos con (a)=-(€). Sea M un médulo K-ML, debemos probar que también es un médulo
N-ML, para cualquier N que tenga la propiedad de que los érdenes <y y <) son iguales.

Elegimos una subfamilia ' = {N, | j < a} C K de representantes de equivalencia elemental
de los elementos de K, es decir, para cada médulo K € K existe un j < a tal que K = N; (K es
elementalmente equivalente a ;).

La familia K’ es efectivamente un conjunto: cada médulo K en K se puede diferenciar de otros,
que no son elementalmente equivalentes a él, porque K modela a un enunciado de g.Z y los demas
no. Asi, cada clase de equivalencia elemental corresponde a un enunciado de r.Z, de los cuales
existen a kg = |R| + Rg. Por lo tanto a < k.

Consideremos el R-médulo derecho

Ne =[] .

j<a

Observemos que <y, v <x son iguales:

Sean ¢, 1 pp-féormulas. Primero comprobaremos que <x implica <y,. Si ¢ <k ¥, en particular
©(N;) € ¥(N;), para todo j < a, lo cual equivale a que Hj<a o(N;) C Hj<a1/)(Nj), y por la
conmutatividad de las pp-férmulas con el producto obtenemos

e(Ne)=¢ [ TI N ) <o | [] N | = @)

j<a j<a

Por otro lado, si ¢(Nx) C ¢¥(Nk), dado cualquier médulo N € K existe j < « tal que N = Nj;,
para el cual p(N;) C ¢¥(N;). En N; se cumple el enunciado Vo(¢(0) — (7)) y por lo tanto también
se cumple en N. Concluimos que <y, implica <x.

Por lema IV.4] si un médulo es K-ML entonces también es Ni-ML. Con esto se demuestra (€)
para el médulo Ny, y veamos que es suficiente para que M sea N-ML.

Sabemos que los érdenes <x y <y coinciden. Entonces, por la proposicién[I1.69, N es modelo
de Teo(K)*, pero por construccién, Nx también es modelo de tal teorfa completa. Entonces, N y
Ni son elementalmente equivalentes. Asi M es N-ML.

Siguiendo la misma construccién, esta vez utilizando la clase Mod T se muestra que (b) implica
(e) para el médulo Npsoq7. Andlogamente, para (c) implica (e) utilizamos la clase ModT* y
finalmente para (d) implica (), la clase Mod Kr.

Después de esto, hemos mostrado las equivalencias desde (&) hasta (g).

Para la ultima equivalencia, y no por eso menos importante, probaremos si y solo si (h).

Supongamos que se cumple (g). Debemos probar que todos los pp-tipos completos (sin pardme-
tros) realizados en M son DT-finitamente generados. Sea @ en M y sea ® = tp},(a). Como
a € ®(M), por la hipétesis existe una pp-férmula 0 tal que a € (M) y Dy < D, o bien,
Dy <7 D@ para toda ¢ € ®. Por la dualidad, es equivalente a 8 <pr ¢ para toda ¢ € @, lo cual
significa que ® es DT generado por la pp-férmula 6.

Para el reciproco, sea ® un pp-tipo completo sin pardmetros, elegimos a € ®(M) = ﬂape'@ o(M).
Como el tipo tp;\r/[(d) es DT-finitamente generado, existe una pp-férmula 8 <pr tp;\r/[(d) tal que
0 € tpi,(a) (@ € O(M)). Pero a satisface a todas las pp-férmulas en ®, de donde ® C tp;,(a),
asi 6 también DT genera a ®. Lo cual implica, por dualidad, Dy <p D8 para todo ¢ € ®. Se sigue

(®)- ]
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La equivalencia de los incisos (a) y (h) del teorema anterior, cuando K es la clase de todos los
R-moédulos derechos, nos brinda la caracterizacion de los médulos atémicos positivos definidos en
II1.1.

Teorema IV.7. Un mddulo es Mittag-Leffler si y sélo si es +-atémico.

En el teorema se muestra que tpj\%(d) es finitamente generado para M-Mittag-Leffler, pero se
puede decir atin més, los tp},(a/B) también son finitamente generado.

Corolario IV.8. Sea M un mddulo ML, entonces los pp-tipos completos (con o sin pardmetros)
que realiza son finitamente generados. Es decir, tpj\%(d/B) es finitamente generado para cada @ en
M, BC M.

Demostracion. Sea @ una n-ada en M y B C M, sea p = tp},(a/B). Recordemos que p, =
{¥(,0) | ¥(v,b) € p, b en B}, como p, es realizado en M (por el cero) entonces estd contenido en
algtin pp-tipo completo, tal pp-tipo, por[IV.6(h), es finitamente generado por alguna pp-férmula sin
pardmetros ¢(,0). Luego, ¢(7,0) < p. y ademas la pp-férmula ¢(9, €), con ¢ en B, tal que ¢(M, ¢)
es la clase lateral a + ¢(M,0) pertenece a p, ya que M |= o(a,c). Por lo tanto p es finitamente
generado por ¢(7, ¢). O

De donde se deduce que un médulo es Mittag-Leffler si y sélo si todos los pp-tipos completos
que realiza son finitamente generados.

En particular, como se puede observar en el siguiente resultado, cualquier R-médulo realiza
los pp-tipos finitamente generados. Por lo tanto, M es ML si realiza la menor cantidad posible de
pp-tipos completos.

Proposicién IV.9. Todo mddulo realiza a los pp-tipos (con o sin pardmetros) finitamente gene-
rados.

Demostracion. Sea p un pp-tipo generado por 0(©,0) € py sea M un R-médulo. Como p es
finito satisfacible, en particular, M = 30 (v, ). De donde, @(M,b) # (). Tomamos a* € (M, b),
entonces a* € p(M) = p(M). O
IV.1.1. Aplicaciones a la Teoria de Mddulos

En esta seccién se expondran algunos resultados clasicos utilizando el teorema anterior para su
prueba.

Corolario IV.10. Sea K una clase de R-mddulos derechos.

(a) Unmddulo M es K-ML si y sdlo si cada subconjunto finito de M estd contenido en un submddu-
lo puro de M el cual es K-ML.

La clase de mddulos IC-ML es cerrada respecto a submddulos puros y extensiones puras.

)

(¢) Una suma directa es K-ML si y sdlo si todos los sumandos son K-ML.
) Un mddulo finitamente generado es finitamente presentado si y sdlo si es ML.
)

Si N es un submddulo puro finitamente generado de un mddulo K-ML M, entonces M/N
también es K-ML.

Demostracion.



58

(a)

IV.1 Los mddulos ML son atomicos

Recordemos que el pp-tipo de una n-ada en un médulo M es el mismo si lo vemos en M o en
un submodulo puro de él que la contenga.

Por lo tanto, tpji(a) es (DT-)finitamente generado si y sélo si tp},(a) es (DT-)finitamente,
para N puro en M. En esta prueba tomamos T' = Teo(K).

La suficiencia es inmediata. Para la otra implicacién, dado {aog,...,an—1} C M, existe un
submédulo K-ML N puro en M que contiene a @ (la n-ada correspondiente a tal conjunto),
por del teorema anterior, tp, (@) = tp},(a) es finitamente generado, lo cual implica que M
es KC-ML.

El mismo argumento de la prueba (a) muestra que un submédulo puro de un médulo K-ML
es K-ML.

Para mostrar que las extensiones puras de -ML también lo son, sea 0 — K Lmes N 0,
una sucesién pura-exacta y supongamos que K y N son K-ML. Debemos mostrar que también
lo es M. Para simplificar la notaciéon supongamos que la clase I es Mod-R.

Seanm en M y i = g(m). Por hipétesis tp}; () es finitamente generado por alguna pp-férmula
1. Como g es epimorfismo puro, existe m’ € (M) tal que g(f’) = i, de donde g(m—m') = 0,
es decir, m —m € Kerg = Im f, digamos que f(k) = m — ™. Pero f es puro, y K realiza
sélo los tipos finitamente generados, entonces tp;r( (k) = tp;\r/[ (m — ') es finitamente generado
por alguna ¢. Asf el pp-tipo tp}, (M) contiene a la férmula 3z(v(2) A (v — 2)).

Afirmamos que, de hecho, es generado por esa férmula. Sea 6 en tp&(m), entonces f también
pertenece a tpj;(n), de donde ¢ < 6. Se sigue que M = 0(m’) (porque M [= ('), y por la
linealidad de las pp-féormulas M = 6(m —m’). Luego, ¢ < 6.

Para mostrar que 32(¢(2) A p(v — 2)) < 6, supongamos que se satisface 1)(b) A p(@ — b) en
algtin médulo M’ para ciertas @, b. Debemos mostrar que M’ = (a@). Como ¢ < 0 y ¢ < 6,
claramente M = 6(b) A 6(a — b). Nuevamente por la linealidad, se sigue que M = 6(a).

Concluimos que tp}& () es finitamente generado y por lo tanto, M es ML.

Para este inciso utilizaremos el hecho de que un sumando directo es también un submoddulo
puro (vedse observacién 11.38), y la caracterizacion de K-ML en (h) del teorema anterior.

Sea M = @P,¢;

Primero, si M es K-ML dada a en M;, para algtin ¢ € I, por ser M; puro en M, su pp-tipo en
M; es el mismo que en M, entonces tp]\}i (a) = tpi,(a) es DT-finitamente generado. Luego, M;
es IC-ML.

Para el reciproco, sea a en M y debemos probar que tp;\r/[(d) es DT-finitamente generado. Como
a es finito, existe un k tal que @ pertenece a @,_, M; = M’. Es claro que, por ser su sumando
directo, M’ es puro en M, por lo cual

M;. Por la observacién anterior todos los M; son puros en M.

tpip (@) = tp}; (@)

Asi, basta con probar que tp}, (@) es DT-finitamente generado. Sin perder generalidad lo
demostraremos para k = 2, entonces M’ = My @ M;. Supongamos que @ = dg + ay.

Observemos que tp;\r/loeaMl (ap+a1) = tp;\r/[0 (@) N tp}Ql (@1), ya que para toda pp-férmula ¢

Mo @ My = p(ao + a1) & Mo = v(ao) y M1 | ¢(ar).
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La suficiencia es consecuencia de la pureza de M; en My & M; y la necesidad de la conmuta-
tividad de la suma con las pp-férmulas.

Como los M; son K-ML, existen ¢g v @1 que DT-generan, respectivamente, a tpj\%o (ao) y
tpj\r/l1 (@1). Afirmamos que la pp-férmula @g + @1 DT-genera al pp-tipo de ag + a1 en M’.

Sea 6 € tpLO@Ml (@p+a1), mostraremos que @+ 1 <pr . Dado cualquier médulo N (modelo
de DT), sabemos que ¢o(N) C O(N) y ©1(N) C 6(N), de donde

(o + 1) (N) = @o(N) + p1(N) C O(N).

Podemos concluir que M = @ M; es K-ML.

Por el lema inciso (b), dados un médulo finitamente presentado M y una n-ada a en M
se puede construir una pp-férmula ¢ para la cual (M, a) es su realizacién libre. Adn més, por
el inciso (c), el tipo de @ en M estd generado por ¢. Como consecuencia, todos los pp-tipos
realizados en un médulo finitamente presentado son finitamente generados. Por lo tanto, todos
los médulos f.p son ML.

Para la implicacién restante, sea M un médulo Mittag-LefHler finitamente generado, digamos
por a. Tal a tiene un pp-tipo en M finitamente generado. Por la observacién [I11.25, M es
finitamente presentado.

N puro en M implica que N es K-ML por (b), y por el inciso anterior, como N es finitamente
generado también es finitamente presentado.

Para probar que M/N es K-ML mostraremos que cualquier n-ada ¢ = b+ N en M’ = M/N
tiene un pp-tipo DT-finitamente generado. Supongamos que a es quien genera a N.

Al ser M K-ML, el pp-tipo tp}& (@,b) es DT-finitamente generado por alguna pp-férmula (w0, 7)
tal que M = 6(a,b). Si aplicamos el epimorfismo (puro) canénico h : M — M’ tenemos que

M' = 6(a+ N,b+ N), o bien, M’ |= 6(0,¢).

De donde, la pp-férmula 6’ (v) = (0, v) pertenece a tp},, (¢). Veamos que tal férmula DT-genera
a este pp-tipo.

Sea ¢(v) € tp};(¢). Como h es un epimorfismo puro y ¢ € ¢(M’), existe b’ € @(M) tal
que h(b') = 0’ + N = ¢, por lo cual b’ —b € N™. Luego podemos escribir a este elemento
en términos del generador de N, b’ — b = Ta, donde 7 estd en R (y es columna o renglon
dependiendo de como tomemos a 7). Entonces M = ¢(b') lo escribimos como M = o(7a + b).
Si consideramos la pp-férmula ¢’ (w, v) = ¢(Fw + v) tenemos que ¢’ € tpi;(@,b). Por lo tanto,
0(w,v) <pr ¢ (w,v). Entonces en cualquier médulo D en K y d en D, las implicaciones

0'(d) = 0(0,d) = ¢'(0,d) = (70 + d) = o(d),
se cumplen. Lo cual implica que 0'(7) <pr (7).
O

En el siguiente resultado se establecen caracterizaciones de los conceptos de un médulo finita-

mente generado y de un médulo finitamente presentado.

Corolario IV.11.
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(a) Un mddulo M es finitamente generado si y sdlo si el homomorfismo candnico
h: (HN1> Qr M — H(Ni@RM)
i€l il
es un epimorfismo para todas las familias de R-mddulos derechos {N; | i € I}.

(b) Un mddulo M es finitamente presentado si y sdlo si h es un isomorfismo para todas las familias

{N; |iel}.

Demostracion.

(a) Supongamos que M es generado por la n-ada a, la cual da origen al epimorfismo f: R™ — M
(T +— 7a).

~

Una propiedad relevante del producto tensorial es que, en particular, A ® R™ = A", para
cualquier médulo A (vedse [14] p. 439]). De donde,

(IT¥) e &= (HNi)n =~ [ = [[ Vi@ RY).

Por lo cual, el homomorfismo canénico

g: <HNZ-> ®R" — [[(N: ® R™)

es un isomorfismo.

Ademais, el siguiente diagrama conmuta.
idr N, ®f

(ITN:) ® R™ (IIN:) @ M
g |
[TV, ® R™) TN, ® M)

[1(idn, ®F)

Debido a que f es epimorfismo, también lo es [[(idy, ® f). Por la conmutatividad del diagrama,
hidryn, ® f) = ([1(idn, ® f))g, como g es epimorfismo, es obligatorio que A sea también
epimorfismo.

Ahora demostraremos el reciproco.
Primero observemos que R ® M = M, con la asignacién r ® m — rm. Por nuestra hipotesis,

el homomorfismo
h:RMeo M — (Re M)M = MM

es epimorfismo. Primero elegimos una sucesién en M ¢ = (¢; : i € M), que enumere a los
elementos de M, es decir, ¢; # ¢; para ¢ # j. Para tal sucesién elegimos una h-preimagen en
RM © M, la cual debe tener la forma, por la observacién [A.11, 5 ®@ a = Ej<k s; ® a; para

55 € RM y a; € M. En resumen, h(5® a) = c.
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Afirmamos que a@ genera a M. Expresamos a los s; como s; = (rj ;i € M) para todo j < k.

(ci:ieM)=h(3®a)

:h ZSj@CLj
j<k
= h(s;®a)

j<k

zgh((rf:ie]\/l)@)aj)
:Z(rg@)aj:ieM).

j<k
Entonces ¢; = ZK,C(T{ ®aj) ~ Zj<k(r{aj) para todo i € M.

(b) Por (&), h es epimorfismo si y sélo si M es finitamente generado, y es monomorfimso si y sélo
si M es ML, luego es un isomorfismo si y s6lo si M es finitamente generado y ML, y por|{IV.10
(d) si y sélo si M es finitamente generado y finitamente presentado.

O

Un médulo N tal que N-ML es lo mismo que X-ML es llamado un médulo de prueba para
K-ML. El teorema[IV.6]implica que cualquier médulo N tal que <y y <x son el mismo orden, es
un médulo de prueba para IC-ML.

Dado un médulo de prueba N, una transformacién natural 7 : N @ — — (N ® —)! como en
el inciso (f) de tal teorema, es decir una transformacién para demostrar K-ML, es llamada una
transformacién de prueba para K-ML. Al médulo NV en 7 lo llamamos el médulo de prueba en
7y al conjunto I el exponente de 7. Para indicar esto se escribe 7 = 7 ;.

En cierta manera, es interesante encontrar transformaciones de prueba con un exponente pe-
queno y con médulo de prueba pequeno. En el siguiente corolario se puede ver este aspecto.

Corolario IV.12. Sea K una clase de mddulos derechos.

(a) Eziste una transformacion de prueba 7 : N¥ @ — — (N @ =)V para K-ML cuyo médulo de
prueba N tiene cardinalidad Kg.

(b) Cada mddulo de prueba N para K-ML tiene una transformacion de prueba con exponente de
cardinalidad no mayor a A(N) - |N|.

Demostracion.

(a) Segun el teorema [IV.6 cualquier médulo N tal que <y y <x coinciden, es un médulo prueba
para K-ML, y ya sabemos que cualquier modelo de T™ tiene esa propiedad. Entonces, sea
N E T* . Por el teorema de Lowenheim-Skolem podemos elegir a N de cardinalidad xg.
Tenemos la transformacién de prueba que nos brinda el teorema

NANINIg _ (N @ —)AW)INT
pero A(N) < kg = |N|, con lo que obtenemos la trasformaciéon deseada con exponente N.

(b) Por el inciso (f) de[IV.6.
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IV.2 Problemas propuestos

Ejemplos de médulos Mittag-Leftler

Para finalizar esta seccién enunciaremos algunos ejemplos relacionados a moddulos Mittag-

Leffler.

Del teoremall1.14] los médulos +-construibles son exactamente los médulos puro proyectivos
y por la proposicién [II1.9/1os +-construibles son también +-atémicos. De donde, los médulos
puro proyectivos son Mittag-Lefler.

Como todos los médulos proyectivos son también puro proyectivos, en particular, son Mittag-
Leffler.

Los moédulos libres son proyectivos, en particular, son Mittag-Leffler.
Por corolarioTV.11{[b), los médulos finitamente presentados son Mittag-Leffler.

El Z-médulo Z* es Mittag-Leffler para cualquier conjunto X, pero no es libre (por lo tanto,
tampoco es proyectivo ni puro-proyectivo) si X es infinito (vedse [4] p. 117]).

Dado un niimero p primo, sea Zj, el Z-mddulo ciclico con p elementos. El Z-médulo [ Z(p),
donde p recorre todos los nimeros primos, no es Mittag-Leffler (vedse [10, p. 127]).

Sea A un anillo noetheriano no necesariamente conmutativo y M un A-moédulo. Entonces,
M* = Homa(M,A) es un A-médulo plano Mittag-Leffler (vedse [28, p. 77 ]).

Un R-médulo M es separable si cada subconjunto finito de M estad contenido en un sumando

directo finitamente presentado de M ( [17]).

Un R-médulo Mes localmente puro proyectivo si cada epimorfimo puro g : N — M se

escinde localmente, esto es, si para cada subconjunto finito S C M existe un homomorfismo
h: M — N tal que gh(a) = a para todo a € S [3].

Un R-médulo M es estrictamente Mittag-LefHler si para cualquier homomorfismo v : F' —

M, con F finitamente presentado, existe un médulo finitamente presentado S y un homomorfismo
v: F — S, tal que v se factoriza a través de v y para cada médulo B y cualquier homomorfismo
f:S — Bexiste g: M — B con gv = fv [28].

= Los médulos estrictamente Mittag-Leffler que coinciden con los localmente puro proyectivos

son Mittag-Leffler, podemos encontrar algunos ejemplos en [3].

= M separable implica M estrictamente Mittag-Leffler, lo cual a su vez implica Mittag-Lefler

(véase [17| p. 14] ). Por lo tanto los médulos separables son Mittag-Leffler.

En el libro de Eklof y Mekler [9] se pueden encontrar diversos ejemplos de Z-médulos se-
parables (Rg-separables), y por lo tanto ML. Para mencionar algunos: Z*, para cualquier s
cardinal infinito; para cualquier R-médulo M, M* = Hompg(M, R).

IV.2. Problemas propuestos

1. Sea x un ordinal y M un R-médulo. Una cadena creciente de submédulos de M, F = (M, |

a < K), es una filtracién de M si sucede que My = 0, M, = U5<a Mg para « limite y
M = Uoz<n MO"
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Dada una propiedad de moédulos es natural preguntarse respecto a cuales operaciones de médu-
los se preserva, por ejemplo, respecto a submédulos, extensiones, producto o sumas directas,
filtraciones, étcetera; algunas respuestas son mas inmediatas que otras.

En [9], Eklof y Mekler formulan la siguiente cuestién: si M es casi-libre, esto es, si existe F
una filtraciéon en M y cada elemento de la filtracion es libre, entonces, ;es necesario que M
sea también un modulo libre? Ellos presentan respuestas parciales, que dependen de la teoria
de conjuntos. En [11, p. 537], Fuchs responde afirmativamente la misma pregunta, pero para
médulos proyectivos, es decir, si M es casi-proyectivo, entonces M es proyectivo. En los dos
casos anteriores se utilizan ciertas restricciones cardinales.

Lo cual nos lleva a la pregunta:

= Dados un médulo M y F una filtracién en M tal que cada elemento de F es Mittag-Leffler,
M es Mittag-Lefller?.

. Siintroducimos la siguiente nocion, un médulo M se llama k-Mittag-Leffler si para todo N C M,
|N| < k, N es Mittag-Leffler. Entonces, nos formulamos la pregunta:

= ;Todo médulo k-Mittag-Lefller es Mittag-Leffler?

Esta respuesta es afirmativa para las nociones anilogas con médulos torsionless en [23] y con
médulos proyectivos en [11], para ciertas restricciones cardinales.

. Una pregunta natural en teoria de modelos para toda clase de estructuras en un lenguaje es si
se puede axiomatizar.

= ;La clase ML de los médulos Mittag-Lefller es axiomatizable?

Lo cual es equivalente a demostrar que ML es cerrada respecto a ultraproductos y equivalen-
cia elemental. La cerradura de los médulos Mittag-Leffler respecto equivalencia elemental se
demuestra abajo, en IV.13| por lo cual sélo resta comprobarla para ultraproductos.

Proposicion IV.13. Sean M, N mddulos tales que M = N. Si M € ML entonces N € ML.

Demostracion. Por la caracterizacién en el teorema [IV.6, basta probar que todas las n-adas en
N tienen un pp-tipo finitamente generado. Sea a en N y p = tp}(d).

Primero observemos que p es finito satisfacible en M, ya que para todo subconjunto ¥g, ¥1, ..., ¥y
de pp-férmulas en p, N = FoA,_, 1i(v), lo cual implica que, por equivalencia elemental,
M ): dv /\i<n wi({))'

Ademds p es un pp-tipo completo en M: si existe una pp-férmula ¢ ¢ p, tal que pU{¢} es finito
satisfacible en M, nuevamente por equivalencia elemental, también seria finito satisfacible en
N, lo cual no puede ser.

Por lo tanto, existe una extension elemental M’ = M, en particular pura, y a’ € M’ tal que
p = tp};(@). Del corolario IV.10(b) ML es cerrada respecto a extensiones puras, asi M’ es
Mittag-Leffler. De donde, tpj\%, (@’) es finitamente generado por una férmula .

Asi, ¢ € py ¢ < p como se requeria. O



64

IV.2 Problemas propuestos



Apéndice

Este seccidn tiene el objetivo de recordar algunos conceptos algebraicos, los cuales son utilizados
en el transcurso del presente trabajo.

Proposicién A.1 (Principio de inclusién-exclusion). Si Ay, Aa, ..., A, son conjuntos finitos, en-
tonces |A1 U Ay U---U A, | es:

STIAI= DT JAin A+ D JANANAl+ -+ (1) A N AN N A,
i=1 i<j=1 i<j<k=1

Definicién A.2. Un orden parcial (A, <) es una reticula (A, <,A,V) si para cualesquiera dos
elementos x,y en A existen un infimo y un supremo respecto al orden, los cuales denotamos como
r ANy y xVy, respectivamente.

Un subconjunto no vacio J C A es una subreticula de A si es cerrado respecto A y V. La
subreticula generada por H C A, (H),es la més pequetia que contiene a H.

Z = (H)siysblosi HCZTy para toda z € T existe un entero n > 1 y existen hg, hq, ...,
h,_1 € H tales que z < hoVhi V- --Vh,_1.

La coleccién de subconjuntos de un conjunto C, p(C), es una reticula con el orden parcial C,
donde el infimo es AN By el supremo AU B para A, B € p(C).

Definicién A.3. Sean (A, <) y (T, <’) 6rdenes parciales. Un homomorfismo entre 6rdenes parciales
f: (A, <) — (T, <) es un morfismo que preserva 6rdenes: si <y entonces f(y) <’ f(z).

Si ademés A y T son reticulas, un homomorfismo de reticulas es un homomorfismo de érdenes
parciales f : A — Y tal que preserva infimos y supremos. Se dice que es isomorfismo de reticulas
si es biyectivo.

Un anti-isomorfismo de reticulas es un morfismo biyectivo f : A — T tal que invierte el
orden, es decir, si ¢ < y entonces f(y) <’ f(z) y ademas f(z Ay) = f(z)V f(y) vy flzVy) =
f(z) A f(y) para todo x,y € A.

Observacién A.4. Un (anti-) isomorfismo de érdenes parciales f : A — T es también un (anti-)
isomorfismo de reticulas. Pero, un homomorfismo de érdenes parciales no siempre es un homomor-
fismo de reticulas (véase [13| p. 16]).

Definicién A.5. Un ideal Z de una reticula (A, <) es una subreticula de A que cumple:
= Siz <ye7T entonces x € 7.

= Siz,y €7 entonces zVyeZL.

65
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Un ideal es principal si es generado por un elemento a, es decir, si es de la forma {x € A | < a}
para alguna a en 7.

Un filtro es el concepto dual de ideal. F es un filtro en una reticula A si es una subreticula que
cumple:

= Siz <y, x € F entonces y € F.

= Siz,y€ Fentoncesz Ay e F.

Un ultrafiltro es un filtro propio méaximo respecto al orden <.

Teoria de modulos

Definicién A.6. Un médulo finitamente generado (fg) M, es un médulo que tiene una cantidad
finita de generadores. También se puede definir como una imagen homomérfica de un moédulo libre
con una cantidad finita de generadores, es decir, existe h : F' — M, epimorfismo, tal que F es libre
y con finitos generadores. De donde, F' = R¥ para algtin k € w, luego podemos elegir h : R¥ — M.

Si ademds el nicleo de h, Kerh, es finitamente generad entonces se dice que M es finita-
mente presentado (fp). Como M = R*/Kerh, los elementos de M pueden ser descritos por
una cantidad finita de generadores de R* y Ker h. Trivialmente R* es finitamente presentado para
todo k natural.

Definicién A.7. Sean M, N R-moédulos, tales que M < N. Entonces M es puro en N, o bien,
N es una extensién pura de M, si para todo sistema finito Y r;j2; = ¢j conc; € M, 0 <14 < n,
0 < j < m, de ecuaciones en M con solucién en N, tal sistema ya tenia una solucién en M.

Definicién A.8. Una sucesién de R-médulos 0 — A 5 B LA C — 0 es pura exacta si, es una
sucesién exacta corta y, si la imagen «(A) < B es pura en B.

Un modulo P tiene la propiedad proyectiva respecto a esta sucesién si para cada homomorfismo
f : P — C existe un homomorfismo g : P — B tal que f = fg. Un R-mdédulo P es puro
proyectivo si tiene la propiedad proyectiva respecto a todas las sucesiones puras exactas. De
donde, todo médulo proyectivo es, en particular, puro proyectivo.

Un médulo I tiene la propiedad inyectiva respecto a la sucesién de arriba si para cada homo-
morfismo f : I — A existe un homomorfismo g : I — B tal que g = «f. El R-md6dulo I es puro
inyectivo si tiene la propiedad inyectiva respecto a todas las sucesiones puras exactas. Asi, todo
modulo inyectivo es, en particular, puro inyectivo.

A continuacién daremos un breve recordatorio de las propiedades bésicas del producto tensorial
de moédulos. Consideremos un R-moédulo derecho M, un R-médulo izquierdo N y C' un grupo
abeliano.

Definicién A.9. Un homomorfismo 3 : M x N — C es bilineal si
Bla+ad’,b) = B(a,b) + B(d’,b),

6(aab+ b/) = 6(0‘7()) + 6(0‘7()/)7
5(0/1‘, b) = 6(0,,?"1)),

para todo a, a’ € A, b,V € Byr e R.

4Un submédulo de un médulo finitamente generado no necesariamente es finitamente generado.
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SiB: M x N — C esbilineal y ¢ : C — D es un homomorfismo de grupos abelianos, entonces
pof: M x N — D es también bilineal.

Definiciéon A.10. El producto tensorial de M y N es un grupo abeliano M ® gz N junto con
un homomorfismo bilineal 7: M x N — M ®r N a partir del cual todo homomorfismo bilineal de
M x N a un grupo abeliano C' puede ser recuperado en forma unica de la siguiente manera:

M x N
M®RN3TBT>C

Denotamos como a ® b a la imagen de (a,b) repecto a 7, el morfismo tensor.

Existe M ®g N y su morfismo tensor, y son unicos salvo isomorfismo (para su construccién
vedse [14, p. 434] ). Cuando no exista confusién eliminaremos el anillo R en la notacién, quedando
M®N.

Debido a las propiedades de bilinealidad de 7, es inmediato observar que para todo a, a’ € A,
b,be ByreR,

a®@rb=ar®H>H,

(a+ad)®b=a®b+d @byax (b+b)=axb+a®l,
a®0=0®b=0.

Atn més, si H es una matriz en R, entonces, a ® Hb = aH ® b.

Observacién A.11. Es importante notar que cada elemento de M ® N es una suma finita ), a; ®
b;, donde a; € M y b; € N. Ademés, si > ,a;, ®b; = 0 en M ® N entonces »_,a; ®b; = 0 en
M’ ® N’ para algunos submédulos finitamente generados, M’ C M y N’ C N (vedse [14] p. 436)).

Definicién A.12. Sea f; : My — M, fo : My — M morfismos de R-mddulos. El diagrama
conmutativo

P$M2

pll lfz
f1

M1 ——— M
es llamado producto fibrado (o pullback) para el par (f1, f2) si, para cada par de morfismos
g1: X — My, go: X — M5 con fig1 = fogo, existe un tnico morfismo g : X — P con p1g=g¢1 y
p2g = go. Es decir, el siguiente diagrama conmuta.

P M,

| |

Ml?‘M

Para cada par de morfismo (f1, f2) existe un producto fibrado y es tnico salvo isomorfismos
(vedse [33, p. 73]).
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Definicién A.13. El grupo de caracteres AT de un grupo abeliano A es el grupo abeliano
Homgz(A,Q/Z). Recordemos que Q/Z es un cogenerador inyectivo para la categoria de los grupos
abelianos.

A los elementos de AT se les llama caracteres en A.
Por la inyectividad de Q/Z, existe un morfismo canénico del grupo de caracteres AT al grupo
de caracteres B' de cualquier subgrupo B de A.

Observacién A.14. Ademds, (@ A;)" =[] A}, es decir, Homz (@) A;, Q/Z) = [[ Homz(Ai, Q/7Z).
Se sigue que, grupos abelianos finitos son isomorfos a su grupo de caracteres y cada grupo abeliano
infinito tiene un grupo de caracteres infinito.

Definicién A.15. El médulo de caracteres Mt de un R-médulo izquierdo M es el R-médulo
derecho del grupo de caracteres del grupo aditivo de M, y r € R actia en f € Homyz(M,Q/Z) por

(fr)(a) = f(ra).
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