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INTRODUCCION

UN POCO DE HISTORIA
Durante mucho tiempo ha existido gran interés en determinar expresiones explicitas para

soluciones de ecuaciones diferenciales del tipo
X! = f(x):

Es en realidad escasa la coleccién de casos para la que esto es factible. Debemos a H. Poincaré
los enfoques para obtener la mayor informacion posible del comportamiento de las soluciones,
aun sin conocer éstas, gracias al estudio de sus aspectos geométricos y su caracter cualitativo
cuando el tiempo tiende a uno de los extremos del intervalo méximo de de..nicién. De este modo,
la expresion analitica de las soluciones pierde interés frente a la descripcion del retrato de fases
global del sistema, la cual no es otra cosa que una descripcion del comportamiento cualitativo
de las soluciones referido. A pesar de ello, la obtencion de resultados elegantes que permitan
describir el retrato de fases global de una ecuacién diferencial, es s6lo posible en variedades
de dimensién 1 o 2 (por ejemplo, el Teorema de Poincaré-Bendixon, que nos garantiza, bajo
condiciones de compacidad, el comportamiento cualitativo de las trayectorias). Sin embargo,
ni aun en el plano se posee un conocimiento completo del retrato de fases global de cualquier
ecuacion diferencial: existen preguntas importantes sobre el nUmero de drbitas periddicas y su
distribucion que aun continGan abiertas, tal como ocurre en el caso de sistemas de ecuaciones
diferenciales polinomiales en el plano, cuestion conocida como la segunda parte del Problema
16 de Hilbert [21], planteada desde hace mas de un siglo.

En general, los sistemas de ecuaciones que se estudian se clasi..can en lineales y no lineales.

El estudio de esta tesis se centrara en sistemas lineales por partes, los cuales localmente son
lineales y a nivel global resultan ser no lineales.

Estos sistemas, aunque han sido objeto de interés en algunos trabajos, como el clasico de
Chua-Komuro-Matsumoto: The double scroll family [11, 16], no se han estudiado exhaustiva-

mente y mucho menos de manera rigurosa debido a su complejidad, ya que a pesar de que el



analisis por partes se simpli..ca gracias a la la linealidad local, a nivel global se comportan de
modo tal que en sus dindmicas pueden aparecer Orbitas periddicas, algunas bifurcaciones, hasta
la manifestacién de caos.

Un antecedente al estudio de estos sistemas (referente a campos vectoriales lineales por
partes) podriamos encontrarlo en el empleo de las funciones lineales por partes. Citaremos dos
ejemplos al respecto:

1. La funcion de Weierstrass: una funcion continua no diferenciable en ningn punto que
se encuentra de manera iterativa y que en el limite tiene la propiedad referida. En cada uno
de los pasos de su construccion, los elementos de la serie resultante son funciones lineales por
partes [45].

2. Las funciones de interpolacion fractal lineales por partes: en este caso, mediante sistemas
de funciones iterativas continuas, las cuales son lineales por partes, se obtienen en el limite
conjuntos fractales [6].

Resulta natural extender la idea de una funcidn lineal por partes a un campo vectorial lineal
por partes. Llevado al contexto de las ecuaciones diferenciales, los sistemas lineales por partes
son de gran interés por la riqueza dinamica que pueden presentar debido a su no linealidad a
nivel global, y a que, como demostraremos, suelen ser no diferenciables en una determinada
cantidad de puntos.

En 1961 Y. Ueda [51], en 1963 E. Lorenz [35] y posteriormente O. E. Rdssler [41], estudiaron
sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias no lineales, con términos tales como x2, xy, x%y,
etc., que involucraban atractores extrafios. Fue el mismo Rassler [42], en 1981, quien estudid
por primera vez un sistema no lineal cuya caracteristica distintiva era que constituia un sistema
lineal por partes. En la modelacién matematica empezaron a surgir muy pronto otros sistemas
de este tipo, provenientes de las ciencias exactas y la ingenieria.

Los pocos estudios que con rigor formal se han realizado son los de Suarez et al [4], [5],
[48]; Llibre et al [8], [33], [34]; Moreno [37], [38] y Komuro [10], [25], [26], [27], [28], [29]. Las
investigaciones formales no han abundado como se desearia. Otro de los escasos enfoques que
se han empleado para la exploracion de los sistemas lineales por partes desde el punto de vista
matematico ha surgido de la topologia algebraica [7].

Algunos otros acercamientos se han conseguido utilizando métodos aproximados, por ejem-



plo el Método de Balance Armdnico, mismo que, exitosamente, ha sido de utilidad para predecir
la existencia de Orbitas periddicas de primer arménico [1], [2]. La mayoria de las aproximaciones
al estudio de estos sistemas han estado mas centradas en la simulacion numeérica [11], [17], [16],

[20], [53].

ACERCA DE LOS APORTES DE ESTA TESIS

El objetivo primordial de esta tesis ha sido el de, por vez primera, apuntalar a una teoria
de los sistemas lineales por partes en general, basada en los estudios referidos parrafos arriba
para casos particulares.

En nuestra tesis empezaremos haciendo un analisis grosso modo de estos sistemas en general,
en el que aportamos resultados en su mayoria originales, y que, desde nuestro punto de vista,
eran fundamentales para formalizar lo ya estudiado. Entre éstos hemos encontrado condiciones
de necesidad y su..ciencia para que el campo descrito por un sistema lineal por partes en
general sea continuo, y la manera de codi..carlo mediante una funcién continua. También
hemos hallado las condiciones para la existencia y unicidad de soluciones en tales sistemas,
asi como la caracterizacion de las mismas, algo que no se habia hecho hasta la fecha. A esto
dedicaremos el capitulo primero.

Posteriormente, en los dos capitulos siguientes, se trabajara en casos en que ciertas funciones
inducen particiones especiales de los espacios de estados, centrandonos en el caso de dimension
dos, para explotar aspectos de la teoria existente para tal dimension. A continuacién (capitulo
cuatro), se hara una recapitulacion y clasi..cacion de todos los tipos de bifurcaciones aparecidas
en los capitulos referidos, basadas en el comportamiento de las funciones de particion que
inducen tales sistemas.

En el capitulo cinco se volvera al tema de los capitulos dos y tres, extendiendo los resultados
a dimension n, a expensas de las herramientas Utiles empleadas en tales capitulos, pero llegando
lo mas lejos posible en la generalizaciéon.

En el capitulo seis responderemos la cuestion: ”Que en cada subsistema de su particion, un
sistema lineal por partes sea estable, ¢implicard que es globalmente asintdticamente estable?”.
Mostraremos, por otra parte, la di..cultad para probar con rigor la existencia de érbitas periédi-

cas para sistemas lineales por partes de dimensidn tres o superior (misma que no se encuentra



en sistemas bidimensionales): para ello demostraremos la existencia de una de ellas en un caso
particular, hecho que nos llevara a una conclusion general (a manera de contraejemplo) para
responder la pregunta al inicio de este parrafo.

Finalmente, en el dltimo capitulo, nos enfocaremos a uno de los problemas que motivaron
de manera especial la investigacion de esta tesis: el de la 6rbita periddica. Ahi haremos nuestro
estudio en el caso mas general posible, con el minimo de restricciones sobre las funciones que
inducen particiones en dimension n (sélo requeriremos continuidad). Presentaremos algunas
condiciones necesarias o su..cientes de existencia, asi como un analisis de los tipos de bifurcacién
que pueden presentar tales érbitas. En tal capitulo haremos algunas precisiones y correcciones

a resultados publicados por Gongalves y Megretski [12], [14].
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Chapter 1

Los sistemas lineales por partes

1.1 Preliminares

Los sistemas no lineales del tipo

X = f(x) (1.1)

con X en un espacio euclidiano n dimensional E" y f(x) : E" ¥ E" han sido objeto de
amplio estudio. Sin embargo, analizar tales sistemas representa por lo regular di..cultad pues
sus dinamicas son complicadas debido a la no linealidad de f(X), la cual a menudo implica la
presencia de Orbitas periddicas o atractores extrafios, entre otros comportamientos interesantes.
Como ya se menciond, cierto tipo de sistemas no lineales tienen la propiedad de ser lineales
por partes y en ellos situaremos nuestro interés.
En general, un sistema lineal por partes es uno no lineal del tipo (1.1): en el que la aplicacion

f(X) (dada por partes) induce una particion en el sistema del tipo:

ArX +Dby; X2 F1

8
X = f(x) = % A+ bz _ x2F2 (1.2)

- AnX+bh X2F,

11



en donde Aj 2 Mnxn(E™), y bi 2 E" coni 2 | = f1;2;t¢¢;ng. La clase F dada por:
F =fFy;Fo; i Fng

con los conjuntos F; %2 E" determina una particion del espacio de estados, E", es decir:

N L
Fi=;y Fi=E™
i=1 i=1

Notese que para la particion de E" determinada por los conjuntos Fy; Fy;:::; Fn, la relacion
XRK& si y solo si x; & 2 Fj

para algun i 2 | es de equivalencia y sus elementos forman la clase de equivalencia E"=R.
Para ser mas especi..cos, debemos, antes que nada, denotar la naturaleza de las entidades

que dan la particion. Estas seran hiperplanos de dimension n j 1 de la forma:
ii = fxjhci;xi+dj=0g; i=1;2;:5n (1.3)
donde hcj; xi denota el producto interno usual ciTx, con cj elementos de E" y dj nimeros reales.

1.1.1 Un enfoque desde la topologia algebraica

Si los hiperplanos se intersectan (no necesariamente deben hacerlo) pueden formar eventual-
mente regiones poliédricas. En caso contrario, es posible probar [7] que existen regiones simpli-
ciales (formadas por simplices) por las cuales pasan las trayectorias del sistema lineal, formando
un complejo simplicial ..nito o in..nito.

Dados p + 1 puntos ag; as; :::; ap arbitrarios en E", se de..ne como un simplice de dimensién
p o p-simplice al menor subconjunto convexo que los contiene. Los puntos referidos se Illaman
vértices del simplice al que denotaremos por Sp. Un punto x pertenecera al p-simplice que
contiene a ap;az;::;;ap Si, y solo si, se puede expresar como una combinacion lineal, es decir:
X = _oap + ,1a1 + i + _pap, donde los _j son nimeros reales no negativos y se cumple:

ot i+ =1

12



Un complejo simplicial K en E" es una coleccion ..nita de simplices en E" en la que, para
cada simplice, tal coleccion contiene a todas sus caras. Si en el complejo simplicial K dos
simplices se cortan lo hacen segin una cara comun. La union de los simplices de un complejo
simplicial K, al ser subespacio de un espacio euclideo, puede ser transformada en un espacio
topoldgico dotadndolo de una topologia inducida. Un complejo K, considerado de este modo
como un espacio topoldgico, se llama poliedro, y se designa por jKj.

De...nicion. Una triangulacion de un espacio topoldgico X consta de un complejo simplicial
K y de un homeomor..smo h: jKj ¥ X.

Ahora pasaremos a describir los grupos de homologia Hp(K) asociados a un poliedro jKj de
K. Llamaremos p-cadena o cadena p-dimensional al grupo abeliano libre C,(K) generado por
los p-simplices de K. De..namos un homomor..smo frontera @, : C, ¥ C,;1 en cada simplice

orientado (es decir, con una eleccion especi..ca de orientacion) S, = (ao; as; :::; ap) por

X )
@Sp = (i1)'(a0; a5 ap)
i=1
el cual se puede extender por linealidad a C,. Tal homomor..smo cumple que @,;1@, = 0 para
todo p. Si Z,(K) denota el kernel del homomor..smo frontera @, y Bp(K) es la imagen del

homomor..smo @,+1, el p-ésimo grupo de homologia de K sera de..nido entonces por
Hp(K) = Zp=Bp.

El anterior es un grupo abeliano ..nitamente generado y constituye un invariante de homo-
topia [22], [44].

Para un sistema lineal por partes es posible determinar una triangulacion, y, dada una
condicién inicial, conocer por cuales simplices ird pasando la trayectoria y, en consecuencia,
encontrar grupos de homologia asociados a los complejos simpliciales generados. Tales grupos
Hp(K) ayudan a determinar la naturaleza dinamica de un sistema.

Dada una triangulacion adecuada, supongamos que para cada subsistema x} = Ajx + b; del
sistema (1.2) las trayectorias son transversales respecto de las fronteras (n j 1)-dimensionales

de todos los simplices proximos. Dado un subsistema x” = Ax + b y un simplice S en E" con

13



- . . P
Vvértices ap; ag;::;;a, un punto X 2 S puede ser escrito de manera unica como X = »;a;, donde
i=1
L . P
las coordenadas simpliciales (o baricéntricas) »; cumplen »i=1y» _ 0.
i=1
Por lo anterior un subsistema, X' = Axx + by en relacion al simplice Sy, puede ser escrito

como

donde 3, y # son vectores cuyas coordenadas son simpliciales, es decir, 3, = (3,; :::;3kp) y
e = (Fys 5 #K,)-

Se puede encontrar una matriz N (compleja) invertible tal que la solucion del subsistema
anterior puede escribirse como

Z t
3. () =NJitexp(at)Ni3y i Nilexp(ogt i s)Ni#cds
0

donde gy es la matriz en forma de Jordan de ji. Asi

3.(0) = NJitexp(at)Ni3g i NJite (1 i exp(axt)) Ny

Es posible escribir la i-ésima componente de 3, (t) en la forma: (3,(t))i :r_Fj ®'i‘j exp(,jt) +
_Eﬂ donde T_;g es el conjunto de eigenvalores de j, ®'i‘j depende de _j vy 3OJy _E< depende de
.i Y e

Para determinar la sucesion S;;; Si,; ::: de simplices por los que una trayectoria dada pasara
supongamos que ésta ha pasado por los simplices S;j,; Si,; :::; Si, Y Se encuentra en la frontera
de S;j, en el punto X;, . Entonces contamos con el siguiente teorema:

Teorema. Dada una triangulacién de un espacio de estados para un sistema lineal por

partes, la trayectoria del sistema entrara al simplice Sk si se satisface:
K
®|j (30)5j > O'
j=1

La expresion del ultimo teorema nos permite determinar la sucesion de simplices S;, ; Si,; :::

14



por los que pasa una trayectoria dada. Renumerando éstos podemos suponer que la trayec-
toria pasa por los simplices S3; Sy Sea Ky el complejo simplicial generado por los simplices
S1; Sy; ii1; Sk, estamos interesados en la informacion topoldgica de Ky que nos proporcionaran
los grupos de homologia Hp(Ky). Estos son solamente, como hemos mencionado, invariantes
de homotopia, pero pueden ayudarnos a determinar el nimero de huecos, en una estructura
global y asi distinguir entre ciclos limite, fendmenos de doblamiento de érbita y posiblemente
la presencia de atractores extrafios. Podemos hacer una evaluacion recursiva de los grupos de
homologia Hp(Ky). Una descomposicion su..cientemente ..na de E™ nos puede ser de mucha
mas ayuda al buscar una aproximacion a la topologia de las trayectorias que una integracion
numerica.

El método que Banks-Khathur proponen [7] es el de la determinacién de una sucesion de
Mayer-Vietoris para el complejo K¢ y para el K41 para obtener el cambio desde el punto
de vista topoldgico de Ky a Ky+1. EI empleo de una sucesion de Mayer-Vietoris simpli..ca el
célculo recursivo de los grupos de homologia. Para nuestro caso, puesto que para el simplice

Sk+1

He(Sk+1) = 0; q=>0 (1.4)
Ho(Sk+1) = Z,

la sucesion de Mayer-Vietoris puede reducirse a una sucesion exacta.

Existen dos casos tipicos para Kg+; del modo siguiente (ver Figura 1.1):

(a) Cuando es tal que Ky+1 cumple que KkTSk+1 es el complejo de un simplice (n j 1)-
dimensional, y

(b) Cuando KkTSk+1 es la union del complejo de un simplice (n j 1)-dimensional y su
vértice opuesto, o bien, la interseccion KkTSk+1 no es unica, sino dos simplices (n j 1)-

dimensionales.

15



@) ()

Figura 1.1 Situaciones tipicas para Kg+1.

En el caso (a), puesto que Sk+1 es contraible, el grupo de homologia de Kg+1 €s el mismo
que el de K. Lo anterior se debe al hecho de que los grupos de homologia son invariantes de
homotopia, y por las relaciones (1.4).

Para el caso (b), de (1.4) tenemos

dy Jy . Oy
0¥ Hj(Ky) i ¥ Hj(Kk+1) 170
para j > 1y por lo tanto

Hj(Kk) 2 Hj(Kyg+1) paraj >1

Consideremos el caso j = 1. Entonces tenemos la sucesion exacta

i j g N i j
0¥ Hi(Kk) ¥ Hi(Kie1) i® Ho(Kk  Sk+1) i¥ Ho(Kk) ©Z 71 Ho(Kg+1)

para homomor..smos inducidos @q; ia Y jo referentes a los grupos de homolgia generados por los

complejos simpliciales que se forman de manera recursiva.

16



Sin embargo, puesto que el complejo Ky (k _ 1) es conexo (siendo derivado de una trayec-
toria conexa), tenemos
Ho(Kk) = Ho(Kk+1) = Z

y la Gltima sucesion se reduce a la siguiente
0 i Hi(KW) i1 Hi(Kewy) $3 zoZ 1 z0Z {1 2
Al reducir la sucesion tenemos
H1(Kk+1) 2 Hi(Ky) © Z

Ideas similares se pueden aplicar a casos més generales.
Por otra parte, se puede probar que, bajo ciertas condiciones, a un sistema no lineal (1.1)
se le puede asociar un sistema lineal por partes tan cercano a él como se desee [7], de aqui la

importancia y el interés de estudiar estos sistemas.

1.2 Condiciones para la continuidad de sistemas lineales por

partes

Nos interesa establecer condiciones necesarias y su..cientes para que, dada una particion, el
campo vectorial de los sistemas que nos ocupan sea continuo en las fronteras determinadas por
los hiperplanos jj. La continuidad es importante para nosotros. Mas adelante, al ..nal de esta
tesis, la requeriremos igualmente al concentrarnos en el tema de existencia de drbitas periddicas
para estos sistemas en general.

Supongamos que tenemos dos sistemas lineales proximos entre si (en regiones conexas) cuya
frontera comudn es el hiperplano jk. Sean AxX + by Y Ax+1X + by tales sistemas. Al ser
continuos en la frontera se habra de satisfacer AxXx + by = Ag+1X + bi+1, de donde tendremos
el sistema lineal:

(A i Ak+1)X = b+t i bk (1.5)

Ya que X 2 jk, Y puesto que deseamos que la continiudad no sea exclusivamente en un so6lo

17



elemento, tenemos la siguiente proposicién.

Proposicion 1.1. Para que el campo vectorial, en la region jk, que delimita los sistemas
lineales Ayx + by ¥ Ax+1X + bks1 sea continuo en tal frontera con Ay & Ag+1, se debe cumplir
lo siguiente:

det(Ax i Ak+1) =0. (1.6)

Obsérvese que el caso Ax = Ax+1 s el mas trivial posible e implica necesariamente b = bg+1.

El siguiente teorema es mucho mas especi..co, pues, dada la matriz Ax que determina el
tujo AxX + by, nos dice como debe ser la matriz Ax+1 que determina el Fujo Ax+1X +byg+1 para
que haya continuidad.

Teorema 1.2. EI campo vectorial en una frontera jk (ver (1.3)) entre los sistemas lineales

AX +bg y Axs+1X + besq €s continuo ahi si y solo si:
1 . T
Ak+1 = A + d—k(bk+1 i b)ck

con di & 0.

Demostracion.

Seay; 2 jk. Entonces es cierto que, hek; y1i+de = 0y se cumple la igualdad (A § Ax+1)y1 =
bk+1 i bk. Escojamos elementos yo, ys,..., yn en E", linealmente independientes, de modo que
hck;yil =0, con i = 2, 3,... De..namos una matriz Y 2 GL(E") dada por Y =[y1 Y2 .... Ynl

Puesto que y1 +Vi 2 jk entonces Ax(y1 + Vi) + bk = Ax+1(Y1 + Vi) + b1 Y por (1.5) tenemos:
(A T Ac+1)Yi = (Ak+1 i AY1 + b1 1 bk =0.

Ahora, notemos que: LY =cl[y1 Y2 .... ¥n] = (i0k;0;0;:::;0) = jdi(1;0;0;:::;0).
Ademas:
(Ax i Ac+1)Y = (Ak i Ax+1)lyryz:iiyn]
= (bk+1 1 Dx;0;0;:550)
= (bk+1 i bk)(@;0;0;:::;0)

= d—lk(bk i bk...l)C-krYZ

Multiplicando por Y il a la derecha de ambos miembros de la igualdad tenemos lo que
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deseabamos demostrar.
Por otra parte, supongamos cierta la igualdad Ax+; = Ak + d—lk(bk+1 i bk)cl. Para x 2 jk
se tiene:

1
(Ak+1 1 AX = d_k(bk+1 i br)cg x

y ya que CI = jdg, entonces (Ax+1 i Ak)X = j(bk+1 i bk) y por lo tanto (Ax j Ax+1)X =
(bk+1 i bk), lo cual implica continuidad en j.
Q.E.D.
Tomando los resultados del teorema anterior y la proposicion precedente, veri..camos un
hecho que debe satisfacer la matriz i(bkﬂ i b)cl, a saber: det[d—lk(bk+1 i bk)cl] = 0, con
di & 0.
Mé4s aun, para regiones cuyas fronteras son j1, i2, .-, ik, pOr el teorema anterior, la k-ésima

matriz Ax en términos de la matriz A; esta dada por:
3 .
Ak = A1+ E(bi+1 i bi)Ci (17)
i=1

donde, de acuerdo a la geometria del sistema lineal por partes, algunas c; y d; podrian repetirse.

1.2.1 Un contraejemplo

En algunas aplicaciones suelen emplearse sistemas lineales por partes, aun cuando no se dé
énfasis en la expresion de éstos mediante una funcion. Ciertos textos [13] ! citan un ejemplo en

gue se toma un sistema lineal por partes de..nido como sigue:

8
LS A x 21 Aox, x 2 11
X=
- Ax, X211 Aix, X2 1V
O 1 0] 1
it 1 i 10
conA; =@ A A =0 A ydonde I;11;11;1V denotan los cuadrantes
i10 igp il iq
de R2.

En el sistema anterior cada una de las matrices es estable. Por otra parte se a..rma que

 http://www.cds.clatech.edu/%7Ejmg/publi/PhD__thesis.pdf
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el sistema en general es no estable. EIl problema de considerar un sistema como ese es que
no es continuo en la fronteras, que, en su caso, son los ejes cartesianos. Las trayectorias no
pueden pasar de manera continua de un cuadrante a otro, lo que se veri..ca observando que
det (A1 i A2) = 81 & 0. Por lo tanto la continuidad se da sélo en un punto: el origen. Seria
imposible expresar tal sistema mediante una funcién continua.

En el apartado que sigue hablaremos, precisamente, de funciones continuas que denotan a

sistemas lineales por partes continuos.

1.3 Funciones de particion

Dado un sistema lineal por partes cuyo campo vectorial es continuo, y establecida la particion
en éste, podriamos preguntarnos si existe cierta funcion bien de..nida, continua, que pueda ser
escrita como una sola expresion, que dé pie a tal particion. Al inicio de este capitulo hemos
mostrado que la relacion xRk si y so6lo si x;& 2 Fj para algun i 2 1 es de equivalencia y sus
elementos forman la clase de equivalencia E"=R. Dicho de otro modo, ¢existira una funcién que
codi..que un sistema por partes continuo de la forma (1.2)? La pregunta es pertinente, ademas,
porque conocemos las condiciones que deben satisfacerse para que dos campos vecinos, con
una frontera en comun, sean continuos. Por otro lado, contar con una funcion de tal tipo nos
facilitaria la tarea de demostrar la unicidad de soluciones para (1.2). Primero contestaremos en
parte esta cuestion, remitiéndonos al caso de dos sistemas vecinos separados por una frontera
ik. La respuesta queda asentada en el siguiente lema, uno de nuestros primeros resultados de
interés:

Lema 1.3. EIl campo vectorial continuo en una frontera jx entre los sistemas lineales

AxX + bk ¥ Axr1X + besq se puede representar en la forma
i (X) = AX+ by + %(bk...l i D) Fjhcy; X1 + dyj + hey; xi + dyg (1.8)
k

Demostracion. Basta considerar que en las dos regiones conexas determinadas por jg
tenemos las expresiones AgX + by ¥ Ax+1X + b1 Y que, por uno de los teoremas anteriores,
Ak+1 = Ax + go (b i bi)Cy -

Q.E.D.
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Asi, si hacemos ux(x) = heg;Xi, la funcion ® que nos auxilia para expresar la férmula

anterior es tal que ®(ux) : E ¥ E, de..nida por

1 . .
®r(uk) = 2 fju + dij + uk + dig

Las funciones de particion, también podrian escribirse como condicionadas. Estas funciones
son lineales por partes, pero globalmente no lineales. Ademas, son continuas, hecho que se
demuestra sin gran problema a la manera de la Proposicion (1.1) y del Teorema (1.2).

Ahora bien, debido a (1.7) esto se puede extender para el campo vectorial por partes (X)
(1.2), el cual, en las fronteras ji, toma la forma f;, (X) = AxX + by

+ﬁ(bk+1 i D) fjhcy; X1 + dij + hey; Xi + dyg, para todo k 2 £1; 2:::; ng de la siguiente man-
era:

1 X . ) . )
f(x) = Aix+b + > d_(bk+l i b) fihck; i + dij + hey; Xi + dig:
K
k=1

Esta es la aplicacion que da pie a la particion de la que hemos hablado, ahora de..nida no sobre
E sino sobre E". Debido a la linealidad en el término Aix + by, podemos considerar que la
funcion f : E™ ¥ E"™ a la que se debe la particion es:
1 X1 . S :
®(X) = - — (bk+1 § bk) Fjhck; Xi + dyj + hey; X1 + dkg (1.9

2 ket dx

la cual es lineal por partes. Finalmente, resumiendo lo anterior, tenemos el teorema que sigue:
Teorema 1.4. El campo f(x) dado por (1.2) y lineal por partes es continuo si y so6lo si

esta descrito como:

f(x) =, + ®(X) (1.10)

Demostracion. Inmediata, basandose en el resultado anterior y en que la suma de aplica-
ciones continuas (con rango en un espacio euclideo como lo es E™) es continua.

Q.E.D.

Que tales funciones sean continuas no implica que sean diferenciables en todos los puntos

de su dominio. De hecho no lo son en uy + dx = 0. Para demostrarlo prescindiremos de los

subindices para simpli..car la notacién vy, sin pérdida de generalidad, lo probaremos para el caso
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escalar. Veamos:

Lema 1.5. La funcién de variable real ®(u) = 2—1dfju +dj +u+dg es no diferenciable en
u+d=0.

Demostraciéon. Por la Proposicicion (1.1) y Terorema (1.2) la funcion ®(u) es continua en
u+d=0:

Para terminar la demostracion basta ver que: ®°i (W=0y®&,. (W= % (para d & 0), de
donde concluimos la no diferenciabilidad.

Q. E.D.
Lo anterior implica directamente la veracidad del siguiente resultado:

Teorema 1.6. El campo continuo f;,(X) + ®(x) es no diferenciable en la frontera j.

1.4 Soluciones y unicidad en los sistemas lineales por partes

Ahora probaremos la unicidad de soluciones para los sistemas lineales por partes continuos.
Posteriormente describiremos la forma explicita de las soluciones.
Para la existencia y unicidad de soluciones demostreremos que para el campo referido f(x)

existe un nimero L > 0 de modo que se satisface la condicion de Lipschitz:
kf(x1) i F(x2)k - Lkxi i X2k

donde k ¢k es la norma euclidiana en E™ y el nimero L es la constante de Lipchitz.

Primero mostraremos que en f(x) = A x+b;+ ¥ Wlk(bkﬂ i bi) Fjhcy; Xi + dij + hey; xi + dgg
los términos ﬁ fjhck; Xi + dij + hey; X1 + dgg son Lki;:hitz. Con el ..n de simpli..car la notacion,
para cada k denotemos al producto interno hcy; Xi por % y a ﬁ fjhclg); X1 + dyj + hcy; xi + dkg
por " (¥k(x)) = " (%) (de modo que tendremos f(X) = Ai1X + b1+ (bk+1 i bk) " ()). Ya
que " (%) son escalares, emplearemos, en lugar de la norma, el valo:'(:albsoluto.

Lema 1.7. Las funciones ~ (%) : E ¥ E satisfacen la condicién de Lipschitz.

Demostracion. Sean " (%) = "((X1)) Y " (Fa,) = " (F(X2)).

Casol) Si X3; X2 2 Fy (i. e. hey; g1 +dg . 0y heg; Xoi +dg _ 0): _

'{'(%kl) i ")l =_ﬁ (h_Ck;f<1i + di + hey; X1 +d|f i{WCk;Xzi i de i hoxoi j dy) =

& (hw xai i ho; Xol) - g jhoks Xal i how; Xel) = T g i Y-
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Aqui tenemos L ="g=", di & 0.

Caso 2) Si X1 2 Fx ¥ X2 2 Fyq (i. €. heg;xai +di . 0y hey; Xoi + dg < 0): -
I Gh) i Ol = sk {0k Xai + e + i Xai + dh + hoi Xoi + i § ok ol § ch)” =
(i xai + )7 - i + A - o X + 0
- T dheks Xl i ha; Xoij = g kg i Yako-
Similarmente L = :i:, dx & 0.
Q. E.D.
Con este lema en nuestro haber, es momento de pasar a la demostracion de lo que deseamos:
que la aplicacién f(x) satisface la condicion de Lipschitz.
Teorema 1.8. La aplicacion f(x) dada por f;, + ®(x) es Lipschitz.

Demostracion.

kf(x1) i F(x2)k

=kA1(x1 i x2)+  (T(C(X1) i " (X2)))(bk+1 i bk

= AL T X OG0 1001 GG B § 0K

AL § KK (0 § 7O B § DK

- kA1kkxy § X2k+ - KC™ (Fac(X2) i " (Fa(X%2))) (be+1 1 bk

y, por consiguiente, aplicando el lema anterior al segundo sumando y simpli..cando se tendré:
A - - !

X-1:
kf(x1) i F(xo)k - kA k+ —d—k—jhck;bk+1 i bkdj kxg j X2k
k=1

donde, para dx & 0, tendremos como constante de Lipschitz a

XKoo= N
L =KkAik+  ——-jhcy; brs i biij
d
k=1
Q.E.D.
Esto, por lo tanto, nos garantiza la unicidad de las soluciones para los sistemas lineales por

partes, dada una condicion inicial Xg.

2Debido a que dx < j < Ck;X2 >
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La forma explicita de la solucion para el sistema x' = f(x) que denota a (1.2) queda
establecida por el siguiente teorema:
Teorema 1.9. Si x(t) es una solucion del sistema lineal por partes x’ = f,, +®(x) entonces,

para una condicion inicial Xq:

Z t
x(t) = efilxg+ eMlisygs

0
1 X2 Acctis) 1 . o i
+> M T (bry i bi) fihoi; X()i + dij + hei; x(8)i + dig ds
2 =1 O A

Demostraciéon. Esinmediata por derivacion. O deduzcase mediante el método de variacidn
de pardmetros.

Q.E.D.

La expresion descrita por la solucién del teorema anterior es derivable.

Como una observacion importante, debemos aclarar que todo lo abordado hasta aqui se
satisfara si las trayectorias son transversales a las fronteras j;sin pasar por los Vértices o
aristas (la interseccion de fronteras).

En el caso en que asi ocurra, las condiciones de continuidad en los puntos de interseccion
gi, que determinarén sistemas encontrados en tales vértices seran como sigue. Dado un vértice
gi en la particion, y si, digamos, opuestos por éste se encuentran los subsistemas lineales x' =

AmX +bm y X! = ApXx + by, la continuidad del campo en el punto g; se daréa si:

det(An i Am) & 0.

1.5 Puntos de equilibrio

En cada region en la que el sistema es lineal, de la forma x’ = Ajx + b; podemos abordar el
tema de la existencia de puntos de equilibrio ej. En nuestro caso, como hemos mencionado,
estamos considerando sistemas hiperbolicos, es decir, aquellos cuya parte linealizada (dada por
su matriz jacobiana D) en e; no tiene eigenvalores con parte real igual a cero, lo que implica:

detD & 0. En cada parte, por lo tanto, las A; son invertibles, entonces, dado que x’ = 0 implica
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gue puede haber puntos de equilibrio, entonces, los posibles candidatos en un sistema lineal por
partes son:

ei = iAiilbi.

Sin embargo, para que el candidato e; sea efectivamente un punto de equilibrio requerimos
que se encuentre en la region en que estan de..nidos A; y bj. Esto nos da la siguiente propiedad.

Propiedad 1.10. Supongamos que, dado en un sistema lineal por partes, para el subsistema
x! = Ajx +b; se cumple detA; & 0. El punto e; serd un punto de equilibrio si y solo si e; 2 F;.

Determinar lo anterior implicard que se satisfagan sistemas de desigualdades si los hiper-
planos que conforman la particion no se intersectan, o se intersectan formando conjuntos abier-
tos. Por otro lado, si los hiperplanos llegan a formar poliedros Fj, con vértices vg, Vi, ..., Vn,
entonces e; 2 F; si se cumple:

€= MV

donde _p »; =1y » _ 0. Lo anterior signi..ca la existencia de una combinacion convexa a la
que deB_eOpertenecer ei.

Segun la naturaleza estable o inestable de las matrices en cada elemento de la clase F, y el
namero de puntos de equilibrio, tendremos diversos tipos de dindmicas (ver, por ejemplo: [4],

[5], [48], [8], [33], [34], [37], [38], [10], [25], [26], [27], [28] y [29]).

1.6 Casos de funciones de particion

Por todo lo demostrado hasta aqui, podemos conocer las funciones que dan una particion
relativa a las fronteras determinadas por hiperplanos.
Eventualmente se podran considerar sistemas donde la funcion de particion o caracteristica
para todo el sistema se determinard por partes, es decir, se escribira de manera condicionada.
Los lineales por partes que estudiaremos en los capitulos siguientes podran escribirse de la
forma:

X! = fp(X) = AX + b®(u(x)) (1.11)

gue es una simpli..cacion de los sistemas (1.10), con u(x) : E" ¥ E y donde las ®(u(x)) :

E ¥ E seran las funciones caracteristicas que determinaran particiones del espacio de estados.
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Tendremos la ventaja de que, por otra parte, las ®(u(x)) son escalares, pero sin dejar de
tener relacion con las que hemos descrito, para ello baste ver que, en los sistemas anteriores,
b®(u(x)) 2 E".

Las funciones ®(u(x)) en nuestro caso, seran de cuatro tipos:
@) =ld(u), &) =¢), ©&u)==a(), ©u)=*¥(u)

las cuales estén de..nidas asi:

1) ®(u) = Id(u). Esta es la funcién identidad, a la que consideraremos como la funcién de
particién trivial o que parte al espacio en un solo elemento.

2) ®(u) = ¢(u), tal que

1. o .
¢c(u) = EfJU"'UOJ i ju i Uojg

con ug dado. ¢ = ¢(u) denota una funcién no lineal acotada que se obtiene acotando una
funcidn lineal, donde ug esta en E. Es, practicamente, una de las Unicas que se han estudiado
desde un punto de vista tedrico.

Gra..camente, la funcién se representa como en la Figura 1.2, y a un lado la escribimos

considerada como condicional:

Afw)

(1.12)

jup Siu - jug

¢(u) = U Si jup - U - Ug

W AW

Up Siug -u

Figura 1.2 Una funcién lineal por partes acotada.
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3) ®(u) = a(u) tal que:
1 . - .
a(u) = s f2u+ju i i ju+cig

con ¢ 2 E dada.

Abajo se muestra su gra..ca y su representacion en forma condicional:

o o)

(1.13)

8
%uicsiu>c

a(u)=_ Osijuj - c
= |
T u+csiu< jc
Figura 1.3 Otro caso tipico de funcion lineal por partes.
4) ®(u) = ¥(u), de modo tal que:
¥(u) = (¢ £o)(x)

¥ = ¥(u) representa una funcién lineal acotada y con una regién cuya imagen es cero, donde

C Y Ug estén en E (véase Figura 1.4).
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= (i)

UpSiu_ Up+cC (1.14)

8
g | @ _
ujcsic<u<ug+c
“(u,+ el Uy, + ¢

¥(u)=_0sijuj-c
u+csi j(U+c)<u<jc

iUosiu - j(up+c)

Figura 1.4 Funcién originada por una composicion de funciones lineales por partes.

Todas estas funciones de particion son continuas y Lipschitz. Por lo que se demostré an-
teriormente, las tres ultimas funciones son no diferenciables en los puntos en que cambian la
linealidad del campo vectorial.

En adelante la funcion de valores reales u = u(x) estara de..nida por u(x) :=: hk; xi = k' x,
con k 2 E". A continuacion detallaremos algunas cosas pertinentes respecto de las funciones
anteriores.

Para la funcion Id = Id(u) se tiene un solo sistema lineal y el estudio esta hecho por
completo, aunque, como hemos anotado, la mencionamos porque es un caso particular de las
otras y se analizara su relacién con ellas y los distintos tipos de bifurcacion que se presentaran,
asi como haremos la clasi..cacién de sus correspondientes dinamicas, regiones de atraccion y
naturaleza de puntos criticos

La funcién ¢ = ¢ (u) es conocida como saturacién y en ocasiones se denota por ¢(u) =

sat(u). Induce una particion de E" en tres regiones: S*;Si and S°, dadas por:

SH) =fx 2E": ¢(u=+(j)ug)g, S°=Fx2E":ju(X)j < uog
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limitadas por los hiperplanos: js :=< k; X >= 8up, donde el producto interior < k;x > estara
dado por kT x.

En cada region hay un sistema lineal:
X' =Ax8buy, x'=(A+Dbk")x

éstos se disponen simétricamente. Los sistemas en los que aparece esta funcién (empleada a
menudo en los sistemas de control lineal) son los que mas han sido estudiados (aunque en
la mayoria de los casos con poco rigor formal) en trabajos como [5] y [48], en los que se ha
caracterizado la forma de la region de atraccién del origen: —(0), la naturaleza de los puntos
de equilibrio asi como las distintas dinamicas y bifurcaciones posibles, aunque no con tanta
frecuencia, y en nuestro estudio abordaremos un caso interesante.

Por otro lado, las funciones & = a(u) y ¥ = ¥(u) inducen sistemas conocidos como de zona
muerta y zona muerta con saturacion, respectivamente. El tipo de sistemas que resultan al
aplicar las dos ultimas funciones caracteristicas, practicamente no han sido estudiados, o s6lo
se han abordado por medio de simulaciones numéricas [51], [53]. En nuestro caso nos interesa
extender a las funciones & = a(u) y ¥ = ¥(u) el estudio que se ha hecho para ¢ = ¢(u).

La funcion =& = @(u) divide E™ en tres regiones, en las cuales se hallan sistemas lineales

dispuestos simétricamente:
xXX=(A+bk")x8bc, x’'=Ax

cada uno de ellos en regiones delimitadas por los hiperplanos: js :=< k;x >= 8c.
En el caso de la funcion ¥ = ¥(u), ésta induce una particién del espacio en cinco regiones,
S*,S;, So, S+, Si determinadas por los hiperplanos: j8:=u=8(c+uy)y j-- :=u= 8c.

En cada region existe uno de los sistemas lineales
X' =Ax8buy, X =(A+bkT)x "ch, x'=Ax

también dispuestos simétricamente.

Puesto que trabajaremos con sistemas de la forma: X' = fg(x) = Ax + b®(u(x)), apare-
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ceran en nuestro andlisis parametros como d = det A y t = trA, conocidos como parametros
fundamentales de la matriz a lazo abierto Ay a D = det(A+bk") y T = tr(A + bk") como
parametros fundamentales de la matriz a lazo cerrado A + bk .

Otros nimeros que usaremos seran, ny, Ng, Ns, los cuales denotaran respectivamente el
namero de eigenvalores con parte real positiva, cero y negativa de la matriz A.

Ci,C% y C* denotan el conjunto de los nimeros complejos con parte real negativa, cero y

positiva respectivamente.

1.6.1 Hipotesis adicionales

Ademas consideraremos en adelante que la matriz A+bk' es Hurwitz, es decir, sus eigenvalores
estaran en la parte izquierda del plano complejo.

Una hipotesis mas serd que, en los sistemas x! = fg(x) = Ax + b®(U(X)), el par (A;b)
satisfara que

© ) a
span b;Ab;:;; AMilp = E"

0 en otras palabras que tal par es controlable. Cuando ocurre lo anterior el par (A;b) puede

escribirse de la forma

@) 1 o 1
0 1 0 =2 0 0
0 0 1 =2 0 0
A=gB : 1 & G b=B:C. (1.15)
0 0 0 = 1 0
ap a; az i an 1

De..nicion 1.11. Adicionalmente, de..niremos a los sistemas del tipo X' = fg(x) = AX +
b®(u(x)) a los que nos estamos re..riendo como realimentados o retroalimentados, con funcién
de retroalimentacion dada por el elemento ®(u(x)) 2 E, lo que signi..ca que la funcion de
particidn juega ese papel.

Una de..nicidbn mas a la que después recurriremos es la siguiente:

De...nicion 1.12. Decimos que un sistema lineal X! = Ax+b es hiperbdlico si 3/4(A)TC0 =

;. Donde %(A) denota el espectro de la matriz A 'y C° el subconjunto de los complejos con
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parte real igual a cero, en este caso detA & 0.
Nuestro estudio, en la mayoria de los casos se referira a sistemas hiperbdlicos por casos.

Otra hipotesis: las matrices de la forma A + bc™ seran Hurwitz.

1.6.2 De..niciones adicionales

Ya que una parte importante de la tesis estard destinada al estudio de oOrbitas periddicas, es
conveniente que de..namos con precisién que entenderemos por un punto periddico y una 6rbita
periddica, referentes a un fujo ", (x) (dicho fujo no se restringe necesariamente a sistemas
lineales por partes).

De...nicion 1.13. Un punto x 2 E™ es llamado punto periddico con periodo t > 0 si para
un fujo ", (x)

() =X

"(X) i x&08, 2(0;t)

De...nicion 1.14. La o6rbita O(X) de un punto periddico x es llamada una orbita periédica

y esta determinada por el conjunto:

Ox)=f",(x):¢ 2Eg.

1.6.3 \Volviendo al caso de la funcion ¢(u(x))

Vistos globalmente los sistemas (1.11), con ®(u(x)) = ¢ (u(x)) son no lineales y pueden pre-
sentar también multiples puntos de equilibrio. Como menciondbamos, son casi exclusivamente
los que se han estudiado a detalle.

Existen casos de ese tipo de sistemas en los que se ha demostrado rigurosamente compor-
tamiento caético, un buen ejemplo de esto es el sistema de Chua, véanse [11], [16]. Otros
resultados para sistemas con este tipo de funcidn caracteristica dan condiciones su..cientes para
la no existencia de oOrbitas periddicas [30], [31] y [32], pidiendo que los campos vectoriales f(x)
a los que se re..eren sean de clase C!(hecho que en nuestros casos no se satisface pues en las

fronteras, los sistemas lineales por partes son no diferenciables). Sin embargo, la mayoria de los
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comportamientos tipicos de estos sistemas no lineales, se han mencionado en trabajos basados
fundamentalmente en simulaciones, sobre todo en el caso de la funcién ¢(x). Aunque escasos,
existen trabajos que han logrado caracterizar la forma de la regién de atraccion —(0) del origen
para €¢(x), asi como la descripcién de su dinamica.

Para el sistema x? = f¢(x) se ha clasi..cado completamente el comportamiento geométrico de
las soluciones asi como la caracterizacion de las regiones de atraccion, en esencia, los estudios
han consistido en tres aspectos: Encontrar la region de atraccion del sistema. Caracterizar
el conjunto de elementos k, que garantizan la estabilidad global a lazo cerrado. Encontrar
funciones no lineales, diferentes a ¢(x), de modo que el sistema a lazo cerrado sea globalmente
asintdticamente estable.

Se ha determinado la dindmica y el nUmero de puntos criticos de estos sistemas acotados.

En Suérez et al [5] podemos ver que en estos sistemas, los efectos de la acotacion (o satu-
racion) presentan comportamientos tipicamente no lineales, tales como: multiplicidad de puntos
de equilibrio, fujos restringidos a esferas, cilindros, etcétera; ahi se denota una descripcion cual-
itativa de estos sistemas caracterizando sus puntos de equilibrio, sus érbitas periddicas (en el
caso del plano) o la forma de la regién de atraccion. En un trabajo previo sobre sistemas bidi-
mensionales [5], fue estudiado el comportamiento cualitativo de la regidén de atraccion del origen
—(0) en términos de los parametros del sistema no retroalimentado y tambiéen fue establecida la
clasi..cacion de los puntos de equilibrio de x” = f¢(x). Si %(A) denota el espectro de la matriz
A, se mostré que al ser 3/4(A)TC+ & ;, el origen no es globalmente asintéticamente estable.
Ademas, si TrA = 0, entonces podria aparecer una orbita periddica alrededor del origen del
manera que —(0) es un conjunto acotado. Ademas en [34] fueron descritas bifuraciones topol6g-
icas, de —(0) tales como el paso de —(0) de un conjunto no acotado a un conjunto acotado a
través de conexiones homo(hetero)-clinicas entre puntos de equilibrio de tipo silla.

En otro trabajo citado ya en un capitulo anterior [48], y continuando con métodos cualita-
tivos, se dio una caracterizacion topologica de la region de atraccion del origen para sistemas
lineales con control lineal acotado. Para este ..n fue esencial el estudio del comportamiento
dinamico sobre la frontera de tal region. En particular, se prob6 que la frontera es igual a la
union de las variedades estables de los elementos criticos (puntos de equilibrio y ciclos limite)

sobre la frontera. Esto signi..ca que para estimar la region de atraccion del origen se demostro

32



que su frontera, @—(0), satisface @—(0) =? W?(°;) donde los ©; son elementos criticos en @—(0)
los cuales estén conectados al origen y WSJ(°J-) son sus correspondientes variedades estables. En
ese trabajo se prob6 que la forma de la regidn de atraccion del origen depende fuertemente del
numero ny de valores caracteristicos del sistema a lazo abierto con parte real positiva.

Especi..camente, los resultados en [48] son los siguientes:

Para un sistema cuyos valores propios a lazo abierto tienen parte real no negativa, la region
de atraccion es no acotada. Para sistemas a lazo abierto estables, fue probado que todas las
trayectorias eventualmente tienden hacia algin conjunto compacto de volumen cero. Para
sistemas de lazo abierto antiestables (%(A) Y2 C™) fue probado que la regién de atraccion del
origen es acotada y homeomorfa a la bola unitaria n-dimensional. En el caso de sistemas con
algunos valores propios con parte real positiva y otros con parte real negativa, se encuentra
gue una retroalimentacion que sélo reubica los valores propios con parte real positiva, hace a
—(0) homeomorfa a el producto de las regiones de atracciéon asociadas a las partes estable y
estabilizada. En consecuencia, —(0) para un sistema a lazo cerrado es homeomorfa al cilindro
E" £ B"v. Para n, = 1 y manteniendo ..jos los valores propios reubicados, la estructura
cilindrica de la region atractora se mantiene bajo pequefios cambios en la ubicacién de los
valores propios estables a lazo abierto.

Como se ve en [48], una descripcion analitica del tamafio de la regidn de atraccion del origen
no es una tarea facil, porque en general no es posible encontrar explicitamente las soluciones
del sistema X! = fq(X) y el uso de las técnicas de sistemas dinamicos para el analisis de las
trayectorias que de..nen —(0) es un problema muy complicado. También son apreciadas técnicas
no lineales, como el Método del Primer Armonico. Tales técnicas podrian producir informacién
adicional de naturaleza no numérica para el comportamiento cualitativo de la region atractora.

En adelante, investigaremos sistemas con las funciones de particion & = a(u) y ¥ = ¥(u),
asi como algunos topicos no abordados anteriormente en la literatura para los referentes a la
funcion ¢ = ¢(u).
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Chapter 2

a-sistemas bidimensionales

Sea
X! = fa(x) = Ax + ba(u) (2.1)

conu=k"'x (x;k" 2 E?)y lafuncion a(u) : E ¥ E de..nida en el Capitulo 1, con ¢ > 0. Este
tipo de sistemas se llegan a conocer también como sistemas de zona muerta [53]. La funcion
caracteristica =(u) induce una particion del espacio de estados en tres regiones, con un sistema

lineal en cada una, con campos:
(A+bkT)x+bc, Ax, (A+bk")x j bc.

Cada una de esas regiones esta delimitada por las rectas: j-- :=k'x = ""c.

2.1 Puntos de equilibrio

Es inmediato ver que el origen es un punto de equilibrio para el sistema anterior. A este punto lo
denotaremos por eg = 0. Cuando det A & 0 existen otros dos candidatos a puntos de equilibrio,
asaber: e; =c(A+bkT)ilby e, = jc(A+bk")ilh:

Contamos, pues, con la siguiente proposicion:

Proposicion 2.1. Sea el sistema x' = fa(x). Si detA > 0 el sistema tiene un sélo punto
de equilibrio: el origen: eg. Si detA < 0 el sistema tiene tres puntos de equilibrio: e;, eg =0

Yy e+.
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Demostracion. Puesto que el sistema es controlable, podemos escribirlo en la forma

candnica siguiente: (0] 1 O 1

=@ 0 1 Ax+@ OAo(u)_
1

ai az

XO

Haremos el analisis para el punto e;, (la demostracion para e+ sera idéntica). Empleando

la ecuacion anterior, el punto e; debe satisfacer:

kTe; =ck"(A+bkT)ilh>c
es decir: o) 10 1 (o) 1
- a2+k2 1 O C
kT @ 1 a1+ky a1 +ky A@ A — kT @ ar+ki A >0
1 0 c 0
asi:
ke ¢
a1 +kg

Puesto que A+bkT es Hurwitz se cumple: a; +k; < 0 (ademas de a, +k, < 0), por lo tanto
de lo anterior tenemos: kic < c(a;+Kki), lo cual implica ca; > 0y por lo tanto a; > 0. Tomando
en cuenta que de la forma canonica empleada det A = a; concluimos nuestro resultado.

Q.E.D.

Podemos formular un corolario a la proposicion anterior, el cual relaciona el nimero de
puntos de equilibrio con el de eigenvalores estables de la matriz A.

Corolario 2.2. Para el caso hiperbdlico, si el nimero de eigenvalores estables de A es 0 0
2 (i.e. ng =0;2), existe un solo punto de equilibrio: el origen. Si ng = 1, entonces el nimero
de puntos de equilibrio es 3.

Demostraciéon. Empleando la proposicion anterior y usando el hecho de que existe una
matriz P de modo que A = P i1JP donde J es la matriz en forma canonica de Jordan, tenemos
los siguientes casos:

1) detA=>0ytrA=0
O 1

0 _ . . . .
En este caso J = @ A, con ~ >0, (aqui los eigenvalores son estrictamente imagi-

i 0

narios) y el sistema seria no hiperbdlico.
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2) detA=0y TrA&0
Aqui existen tres posibilidades para J:
(0] 1
0
a)J=@ -1 A con _1y .5 reales. Notese que det A = detJ, por lo tanto: signo(_1) =
0 .2
signo(.»), i.e. .1.2 = 0. En este caso hay, segun la proposicion anterior, un sélo punto de
equilibrio ycf)écilmentejs:e ve que se cumple: ng =0; 2.
0
J=@ -1 A o cual implica que ambos eigenvalores son iguales, ya sea estables o
1 .1

inestables, %)r lo tantolhay un solo punto de equilibrio y ng = 0; 2.

® - 4 —2
0)J =0 A con ~ > 0. Nétese que en efecto detd = ® + 2 > 0. Puesto que

i ®
ambos eigenvalores tienen la forma , = ® 8 i la parte real tiene el mismo signo en ambos
casos, por lo que concluimos que también hay un punto de equilibrio y ng = 0; 2.

3) detA <0

O 1
0

La matriz en forma canénica de Jordan tiene la forma: J = @ ** A
0 .2
Puesto que det A = detJ < 0, es evidente que ,; <0< _, 0 _2<0 < _1. Asi que, basados
nuevamente en la proposicion anterior decimos que en este caso hay tres puntos de equilibrio y
ng =ny = 1.

Q.E.D.

2.2 Estabilidad y trayectorias

Puesto que la matriz A + bk" es Hurwitz podemos establecer otro importante e interesante
resultado:

Lema 2.3. Sea el sistema x? = fa(x) en el cual u es estabilizante. Entonces todas las
trayectorias de dicho sistema estan acotadas.

Demostracion. Escribiendo nuestro sistema en la forma x” = (A + bk")x j b&(kTx), e

integrando, tenemos que la solucion es la siguiente:

z

t
x(t) = e@+kDty ¢ gAK@ (u(s))ds.
0
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Acotando se obtiene:

Zy

X(t) - ke@DKDtpok + ke KD kkha (KT x)kds.
0

Puesto que ¢(u(s)) es acotada, existe " > 0 tal que kb@ (k" x)k < ". Ahora, empleando que
%(A +bkT) ¥ Ci vemos que existen L y ~ tales que ke®+kDtk . Lei’t paraL;” > 0. De

esto obtenemos: kx(t)k - Lei t(kxok j -) + L-. De donde:
t“!nl kx(k - L=.

Por lo tanto concluimos que las trayectorias son acotadas y convergen a un conjunto con-
tenido en la bola B(L~).

Q. E.D.

Més adelante analizaremos las formas del conjunto, veremos que en cada caso es un conjunto

compacto y conoceremos su naturaleza segun sean los valores de ng y las relacionaremos con la

forma de la regién de atraccion del origen —(0).

2.3 Regiones de atraccion del origen

Analizaremos la dinamica de los sistemas lineales con funcién caracteristica =@(u) por casos. A
partir de ello caracterizaremos las regiones de atraccion del origen. Antes que nada deremos
una de..nicién que nos sera util.

De..nicion 2.4. Un sistema x” = (x) es estrictamente disipativo si divf(x) < 0.

Establezcamos a continuacion un lema.

Lema 2.5. Considérese el sistema x? = Ax + bu con %(A) % Ci [ C°. Supdngase que el
sistema (2.1) es estrictamente disipativo (i.e. div(Ax +bz(u)) < 0). Entonces, para el sistema
con zona muerta, (2.1), la region —(0) es no acotada.

Demostraciéon. Es inmediata y similar a la dada en [5].

Q.E.D.

Ahora analizaremos por casos las formas de las regiones de atraccion del origen. Nuestro

estudio se haré para el caso hiperbolico, es decir, aquél en el que para el sistema a lazo abierto
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T
(2.1) %(A) C° = ;. Debido a ello, det A& 0y ng = 0.

2.3.1 Caso ng=2

En este caso, sabemos que hay un s6lo punto de equilibrio y que es estable.

Podemos establecer el siguiente resultado.

Teorema 2.6. Considérese la matriz A con ns = 2. Sea u(X) un estabilizador global y el
sistema de lazo cerrado (2.1) estrictamente disipativo. Entonces, para tal sistema se cumple
que —(0) = E2.

Demostracién. Por el Lema 2.3 sabemos que todas las trayectorias estan acotadas. Ahora
bien, por el Corolario 2.2, el origen es el Unico punto de equilibrio del sistema (2.1). Recordemos
que el Teorema de Poincaré-Bendixon implica que el conjunto !-limite de una trayectoria es
una orbita cerrada o el origen. Pero de acuerdo con el Lema 2.5 (2.1) no puede haber érbitas
cerradas. Entonces el origen es el conjunto !-limite de todas las trayectorias de (2.1).

Q.E.D.

2.3.2 Caso ng = 1.

Este caso presenta tres puntos de equilibrio, como ya hemos visto, dos estables y uno silla (el
origen).
Existe una transformacion lineal de coordenadas T : E? ¥ E? tal que (2.1) toma la forma:

Xj =, *xq +bym(u) (2.2)

Xy =, Txp + bpa(u) (2.3)

donde ,* >0;_.% <0, yb;;b, &0. En este caso nos referimos a un sistema (2.1) transfor-
mado en el (2.2-2.3) y debido a la geometria del problema, (como hemos discutido arriba), en
primer lugar deseariamos conocer las regiones de atraccion de los puntos de equilibrio estables
e+; ;.

Ya que (2.3) es estable, estudiaremos la dinamica de la ecuacion unidimensional (2.2). Sea

x} = ,*x; + byu con la hipGtesis mencionada. Consideremos el caso by > 0 (el andlisis para
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b, = 0 es el mismo).

De..nicién 2.7. Una retroalimentacién minima para el sistema (2.2-2.3) es una retroal-
imentacion en la que u es tal que u = u(xz). Esto es, tal retroalimentacion reubica sélo el
eigenvalor inestable de (2.2-2.3).

En el caso de una retroalimentacion minima, sea u(x;) = kxi, entonces (2.2) tiene (de
acuerdo al Corolario 2.2) tres candidatos a puntos de equilibrio:

blc

X1 =0; Xlnglkxl

Nétese que los puntos §>+—f})ﬁ tienen dependencia de k: Tomando el punto i% (en
el otro caso el andlisis es similar) vemos que cuando k ¥ 1 estos puntos de equilibrio se
acercan al origen, el cual seria entonces estable, y el sistema tenderia a ser un sistema so6lo con
realimentacion lineal.

Ahora tenemos este lema facil de probar:

Lema 2.8. Considérese el sistema unidimensional inestable a lazo abierto x°1 = _Fx1+byu.
Supdngase que u = u(Xz), con u(0) = 0, es una retroalimentacidn globalmente estabilizable y

sea ©(u(x1)) la funcion de..nida en el Capitulo 1. Entonces los puntos e4;e: son puntos de

i
equilibrio asint6ticamente estables del sistema x} = , *x; + b;a(u(x1)) y sus correspondientes
regiones de estabilidad asintotica estan dadas por:

8 S
< (§1:0)7(0; 1)) si by >0

-m(fe+;e;0) = _ S _
- 0;1) (30 sibp<:

donde —\; representa la regidn de atraccion para una retroalimentacion minima.
Observaciéon 2.9. Denotemos por WS(x) y WU(x) las variedades estable e inestable del

punto de equilibrio X, respectivamente. Del Corolario 2.2 para ny, = 1, y ng = 1, el sistema

(2.1) tiene tres puntos de equilibrio: O (punto silla) y e; y e+. A partir del Lema 2.8 se veri..ca

directamente que, para una retroalimentacion minima
T T
WH0) -m(e+) &5 WH0O) -m(e;) &

i.e. O esta conectado con los puntos e+;e;.
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Mas generalmente, podemos establecer el siguente resultado, para una funcion u = u(x) en
general.

Teorema 2.10. Sea la matriz A del sistema (2.1) tal que ng = 1. Entonces existe una
conexion heteroclinica entre los tres puntos de equilibrio, dos de los cuales son estables y uno
silla, y no pueden haber Orbitas periodicas en el sistema.

Demostracion. Por el Lema 2.3 sabemos que todas las trayectorias son acotadas y con-
vergen a un subconjunto de una bola B(L~), por lo tanto, WY(0) no se va a in..nito ni puede
converger a ninguna otra region que no sean los puntos e+ y e; (atractores) ya que no existen
otros puntos de equilibrio, entonces WY(0) va a esos puntos de equilibrio (conexion hetero-
clinica); lo anterior implica, por el Teorema de Unicidad de las Soluciones, que no existen
orbitas periddicas alrededor de los puntos de equilibrio e+ y e;. Ahora bien, W*(0) no puede
llegar al origen desde los puntos e+ y e; ya que estos son atractores, ni desde ningun otro
punto ya que no existen més puntos de equilibrio. Por otra parte, ya que el origen es un punto
silla, localmente hay trayectorias que estan cerca asintéticamente de W*(0) y WY(0), de esto
se in..ere que W*3(0) no puede formar conexiones homoclinicas (dos en este caso, al consid-
erar simetria). Entonces, se concluye que W=(0) so6lo puede llegar al origen desde el in..nito.
Esto altimo implica por lo tanto que no existe ninguna Grbita periddica alrededor del origen.
De esto se concluye, nuevamente por el Teorema de Unicidad de las Soluciones, que todas las
trayectorias convergen a e+ y e; (si las condiciones iniciales no pertenecen a W*(0)), y a O: el
origen (si las condiciones iniciales estan en W=(0)), entre los cuales existe, como se ha visto,
una conexion heteroclinica (ver Figura 2.1).

Q.E.D.
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Figura 2.1 Conexion heteroclinica de tres puntos de equilibrio

para el caso ng = 1, la Unica posibilidad geométrica.

En base a esto podemos conocer en este caso la forma de la region de atraccién del origen,
que nos interesaba caracterizar y para lo cual contamos con el siguiente resultado:
Corolario 2.11. La region de atraccion del origen —(0) es tal que: —(0) = W3(0).

Demostracién. Se sigue de inmediato por el teorema anterior.

2.3.3 Caso ng =0.

Para el caso ng = 0 formulamos el siguiente resultado.

Teorema 2.12. Sea la matriz A en (2.1) tal que ng = 0. Entonces existe una Grbita
periddica estable alrededor del origen el cual es repulsor.

Demostracion. Nuevamente por el Lema 2.3 sabemos que todas las trayectorias estan
acotadas y convergen a un conjunto contenido en una bola B(L~). Por el Teorema de Poincaré-
Bendixon el conjunto !-limite de una trayectoria es una drbita periédica o un punto de equilib-
rio. Pero el Unico punto de equilibrio, el origen, es un punto repulsor. Por lo tanto, el conjunto
I-limite de las trayectorias es al menos un ciclo limite estable alrededor del origen.

Q.E.D.

Un ejemplo para el caso del teorema anterior, en el que el origen es inestable y en el que bajo
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retroalimentacion estabilizante aparece Orbita periddica estable (Figura 2.2) es el del siguiente

sistema:
X} = 2x; + a(u)

Xy = xp + B(U)

conu= j10x; + 8x, yc=1.

Cycle: y[x) Cycle: y[x)

Figura 2.2 Orbita periddica estable para el caso ns = 0, la primera trayectoria tiene

condicion inicial dentro de la 6rbita y la segunda fuera de ella. EIl origen es repulsor.

Es importante, ademds, demostrar la unicidad de esta érbita periddica estable. Para ello,
antes que nada, probaremos que el sistema X' = fa(x) = Ax + ba(u) se puede escribir en la
forma de Liénard, como se ha hecho en [34] para la funcion ¢(u) y de donde se desprende por
consiguiente el resultado. Para ello, recuérdese que es posible representar el sistema anterior
como X’ = (A+bkT)x j b& (k" x). Haciendo el cambio de variables x = Py (con P no singular)
tenemos: y' = Pil(A+bk")Py j Pib¢((PTk)"y), renombrando P Tk como k y P ilh como

b, y haciendo y = x llevamos el sistema a la forma:

X'=Jx j b&(k"x)
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donde J =J(k) = P il(A+bk")P es la forma candnica de Jordan de la matriz A + bk .
Ahora bien, por la forma en que se ha reescrito el sistema (de..niendo los parametros fun-
damentales: d” = detJ, t' = trJ, D" = det(J j bk") y T = tr(J j bk")), podemos demostrar
que el sistema x' = Ix j b& (k" x) puede llevarse a la forma de Liénard después de un cambio
de variables adecuado, de lo que se desprende la proposicion siguiente:
Proposicién 2.13. Supongase que el sistema x" = Jx j b& (kT x) tiene una 6rbita periddica
y sean d, t°, D'y T? sus parametros fundamentales. Entonces después de un cambio de variables
y de invertir el signo de la variable del tiempo, el sistema anterior puede ser reescrito en la
forma de Liénard
X§ =x2 i F(x1)
x5 = jg(x1)
donde
F(x1) =t + ¢(x)(T" j t)
g(x1) = d'; + ¢(x)(D" i )

Demostracion. Puesto que el sistema tiene Orbita periddica se puede demostrar [34] que
t' > 0 por lo que hay tres casos a considerar de acuerdo a las correspondientes formas candnicas
J. Analizaremos cada unoode ellos.
Caso 1: Cuando J =@ =* 0 A . oyt= 1+ .
0 .2
En este caso ki y ko son diferentes de cero puesto que, suponiendo, digamos, k; = 0,
entonces, x°2 = 52x2+b°2¢(k2x2), (con bo2 = jhy). Por consiguiente, la recta X, = 0 es invariante
bajo el tujo del sistema. Puesto que las rectas jg (véase de..nicion) son paralelas a él, tenemos
una contradiccion con el hecho de que el sistema tiene una orbita periodica. Algo similar ocurre
si k; = 0. Ahora, vemos que _1 & _» ya que si, la matriz J es un multiplo diagonal de la
identidad todos los segmentos de rectas que pasen por el origen y estén contenidos entre las

rectas j 8, deben ser invariantes bajo el fujo del sistema por lo que no habria una orbita y ello

constituirfa una contradiccion.
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Ahora, podemos ver gue la siguiente matriz esta bien de..nida y es no singular
(@) 1 O 1
A

i o 2k L1k

Si proponemos el cambio de variables x = My; tenemos y' = M i1IJMy j ¢(kTMy)M ip’.
Después de algunas operaciones, renombrando variables y cambiando el signo de la variable t,
llegamos a

X =t i X2+ E(xg)(T" j t)
xy = d'; + ¢(x1)(D' § d)
o 1

®
Caso 2. Cuando J =@ Acon20=ty~ >0.

i ®
Escribimos nuestro sistema en notacion compleja como sigue: paraz = X3 +ixp, , = ®+i
k = kg + iko, b = by + iby, de esto obtenemos: z' = _z + b&(kz + kz). Ahora consideremos el
sistema complejo:
' =_z+bekz +k2)

7' = 7+ ba¢(kz + k2):

Notese que el sistema consiste esencialmente de dos copias del sistema original. A partir de
ese hecho, podemos seguir una consideracién similar a la del Caso 1. Ya que k; +k, & 0, se
sigue que k y en consecuencia k son distintos del cero. Es claro que _, & _, y la siguiente matriz

esta bien de..nida y es no singular

1 o _ 1
k k
A conMil=0@ A

k .k

s s

-

=t
Py [T

O 1 o 1

. . . . . z X1
Procediendo como en el caso anterior, haciendo el cambio de variables, @ A=MQ@ A

4 X2
con la parte real de x; distinta de cero y la parte imaginaria cero, y con X, complejo, al tomar

la parte real de las soluciones x1(t) y X2(t) e invirtiendo el signo de la variable del tiempo, se

obtiene el sistema en su forma de Liénard.
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O 1

0
Caso 3. Cuando J =@ = =~ Acon2, =t
1

En este caso ky & 0, Por otra parte el eje X debe ser invariante bajo el sistema, puesto
que j1 Y iz son paralelos a tal eje, entonces el sistema no tendria una oOrbita, lo cual seria una
contradiccidén. Ahora bien, la siguiente matriz esta bien de..nida y es no singular

O 1 O 1

2. ike p conMil=@ . & A

M=3@
2 keiki, ki iko+ky, ko,

Después de cambiar variables y proceder como en los casos anteriores, obtenemos el sistema
en la forma de Liénard propuesta.
Q. E.D.
La demostracion anterior, por lo tanto, implica que el sistema que estamos considerando se
puede ver como un sistema de Liénard. Esto nos permite establecer un Teorema de unicidad
de drbita periddica.

Teorema 2.14. Sea el sistema x? = fo(X) = Ax + ba(u), llevado a la forma de Liénard

Xy =%z i F(x1)

X3 = 19(x1)

de..nido en todo E?. Supdngase que el sistema esta de..nido en todo E? y satisface:

(i) F y g son Lipschitz en un intervalo acotado.

(ii) g es una funcion impar tal que x19(x1) >0 si x; & 0.

(iii) F es impar tal que existe xo >0 para el cual F(X;) <0si 0<x; <Xy F(X) . 0, si
X1 . Xo. Entonces el sistema tiene a lo méas una érbita periodica.

Demostracion. Es idéntica a la dada en [34] reescribiendo el campo fs(X) como JX j
b&(k"x), donde J = J(k) =P i1(A+DbkT)P.

Q.E.D.
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Chapter 3

¥-sistemas bidimensionales

Sea un sistema en la forma:
X! = Fy(X) = Ax + b¥(u) (3.1)

con u = k'x, x;k" 2 E? y la funcion caracteristica ¥(u) : E ¥ E de..nida en el Capitulo 1,
donde c;ug > 0.

De...nicion 3.1 El sistema anterior es también conocido como un sistema con zona muerta
y saturacion. La funcion ¥(u) divide al espacio de estados en cinco regiones con un espacio

lineal en cada una:

Ax+bug, (A+bk")xjch, Ax, (A+bkT)x+ch, Axjbug

Cada sistema esta localizado en una de las regiones: S™; S;; So; S+; S limitadas respec-
tivamente por las cuatro rectas: i =u=c8uy yi-:=u=8§c
Basados en el hecho de que nuestra ecuacién satisface la condicion (1.15) podemos escribirla
en la forma (cer Capitulo 1):
O 1 o 1

X=@ 0 1 Ax+@ 0 A¥(u): (3.2)
1

d; ap

Ademas del punto e; = 0 (el origen), al ser det A & 0 existen otros cuatro candidatos a

puntos de equilibrio: e* = jAilbug, e; = c(A+bkT)ilb, er = jc(A+bkT)ilh, ei = Ailpug.
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Nuevamente emplearemos la hipotesis: %(A +bk™) % Ci, i.e. que la matriz A + bk" es
Hurwitz. Bajo ¥(u) el origen no es necesariamente un atractor global, como veremos mas
adelante. Sea —(0) la region de estabilidad asintdtica del origen, y @—(0) la frontera —(0).
Nuestro proposito es describir la dindmica respecto de los puntos de equilibrio y la forma de
—(0) para el sistema.

Tenemos una primera proposicion:

Proposicion 3.2. La solucion del sistema x! = fy(X) = Ax + b¥(u) esta dada por:

Z t
x(t) = eMxo +  eAtidh¥(u(s))ds.
0

Demostraciéon. Es inmediata empleando el método de variacion de parametros.
Q.E.D.

Ahora estableceremos, un teorema que relaciona el nimero de eigenvalores de la matriz A
con el niumero de puntos de equilibrio estables.

Teorema 3.3. Sea la retroalimentacion no lineal u = u(x) una que estabiliza globalmente
para X! = fy(Xx) = Ax + b¥(u) en el origen. Entonces para dicho sistema se cumple:

(1) Si detA =0, el origen es el Unico punto de equilibrio.

(2) Si detA >0, (en este caso hs =0 0 ng = 2), el origen es el tnico punto de equilibrio.

(3) Si detA < 0 (en este caso ng = 1), existen cinco puntos de equilibrio: O (el origen-
(punto silla)), e+; e; (asintéticamente estables), y e*; el (puntos silla).

Demostraciéon. Analizando por casos:

(1) det A = 0: En este caso (u(x) no lineal) la prueba es similar para u(x) lineal, (véase [5]).

(2) y (3) Podemos ver que el origen esta en la region contenida entre las rectas j; Y i+,
i.e.. KTO=0y jc <0 <c. Para los otros puntos de equilibrio: e, debe estar entre las rectas
iijV i+ yel debe estar por debajo de j¥ (por simetria debe ocurrir lo mismo con los puntos
de equilibrioe; y e entre j;,y i", y por encima de j*, respectivamente), en otras palabras

veremos que deben satisfacerse las desigualdades siguientes:

i(c+up) < ick"(A+Dbk")b< jc; kTAilbug < j(c+ up)
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Tomando el par (A;b) como en (3.2) obtenemos:

0) 10 1 O 1
- ax+ks 1 0 . ¢
ic(A+bkN)ilp=@ "otk @ A@ 0 A=@ 'atk A
1 0 iC 0
y o) 170 1 o0 1
a2 1 0 Uo
Ailpy, =@ '3 @ A@ T A=@ 2 A,
1 0 Ug 0

En consecuencia tenemos las dos desigualdades que siguen:

i(C+uy)<i

kiu
=9 < j(c+ ug)
az

Puesto que (A +bk') es Hurwitz entonces a; + k; < 0y a, + ko < 0. Para que la solucion
de las desigualdades sea no vacia es necesario que: ﬁ > 1, el hecho de que a; +k; <0
implica k; < 0; ahora, usando que k; < 0 en %%l < j(c+up) <0 vemos gque a; > 0, para que
el conjunto solucion de ambas desigualdades sea distinto del vacio. Empleando el hecho de que
det A = ja; & 0, deducimos el resultado.

Q.E.D.

3.1 Regiones de estabilidad asintotica del origen

Para hacer una caracterizacion de estas regiones de estabilidad nos referiremos, como ya habiamos
mencionado, a sistemas hiperbdlicos en los que, por regiones se satisface que %(A;) C° = ;:

Analicemos por casos respecto al nimero de eigenvalores estables.

3.1.1 Caso ns=2

En este caso, el sistema de lazo abierto (3.1) es estable.
.S
Lema 3.4. Considérese el sistema x' = Ax + bu con %(A) % C1 — C°. Supongase que tal

sistema es estrictamente disipativo. Entonces, para el sistema (3.1), la region de atraccion del
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origen, —(0), es no acotada.

Demostraciéon. Es inmediata y similar a la dada en [5] y la del caso correspondiente para
la funcién =(x).

Teorema 3.5. Sea u(x) un estabilizador global, sea el sistema de lazo cerrado X' = Ax +
bu(x) estrictamente disipativo y considérese para A: ng = 2. Entonces, para el sistema (3.1),
-(0) = E2.

Demostracién. Por la Proposicién 3.2 la integracion de (3.1) da

Z t
x(t) = eMxo + e Atidh¥(u(s))ds.
0

Después de tomar normas obtenemos

YA t
kx(Dk - ketkkxok +  keATiS)kkb¥(u(s))kds.
0

Puesto que ¥(u(s) es acotada, existe un namero positivo " tal que kb¥(u(s))k - ". Dado que
%(A) % Ci, se veri..ca la siguiente igualdad (véase [5]): keAtk - Lei’t L;” > 0.

Sustituyendo en las desigualdades de arriba obtenemos kx(t)k - Lei '[kxok j -] + L~.
Ello conduce a que tIi!rri kx(t)k - L-. Lo cual implica que todas las trayectorias de (3.1) son
acotadas. Del Teorema 3.3 el origen es el Unico punto de equilibrio de (3.1). Ahora bien, el
Teorema de Poincaré-Bendixon implica que el I-limite de una trayectoria es una érbita cerrada
o el origen. De acuerdo al Lema 3.4, (3.1) no tiene érbitas periédicas. Entonces concluimos que
el origen es el -limite de todas las trayectorias.

Q.E.D.

3.1.2 Casong=1

Existe una transformacion lineal de coordenadas T : E? ¥ E? tal que (3.1) toma la forma:

X§ = . xg +bi¥(u
01 ,_ 1 1¥(U) (3.3)
Xp =, X2 +hp¥(u)
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donde ,* >0;_7 <0,y by;h, & 0. En este caso nos referimos a un sistema (3.1) transformado
en el (3.3).

En este caso, y debido a la geometria del problema, en primer lugar deseariamos conocer las
regiones de atraccion de los puntos de equilibrio estables e+;e;, para en segundo lugar hacer
una caracterizacion de la regién de atraccion del origen.

Ya que la segunda ecuacién de (3.3) es estable, estudiaremos la dinamica de la primera
ecuacion unidimensional (3.3). Sea x} = , *x; +byu con la hip6tesis mencionada. Consideremos
el caso b; > 0 (el andlisis para b, = 0 es el mismo). Esto nos lleva al siguiente lema:

Lema 3.6. Considérese el sistema (3.3) y sea u(x) una retroalimentacion globalmente
estabilizante. Entonces para el sistema (3.1)-(3.3),

8 8
—(ex)) < [0;+1]E£E sib; >0 —(es)) < [0 £E sib; >0
cl(—(e+)) = _ cl(—(e;)) = _

* i:0]EEsib <0 Y Z [0t E£Esib <0

i
s

donde +i = Do y 4+ = bt
Demostracion. Para el punto e, este resultado se obtiene tomando la primera ecuacion
de (3.3) y observando que para b; > 0, y para b, <0, respectivamente:
8 8
O < <0six; <0 0 < >0six;>0
sgn(xy) = _ ) sgn(xy) = _ )
- >05sixg>+! - <0sixg <ttt
La demostracion para el punto e; es idéntica.

Q.E.D.

El lema siguiente nos da el comportamiento de la trayectoria A((Xo), dada una condicion
sobre la condicidn inicial, especi..camente si Xg 2 cl(—(e+)) ScI(—(ei)):

Lema 3.7. Para el sistema (3.3), sea Xg 2 cl(—(e+)) Scl(—(ei)). Entonces la trayectoria
A(xo) es acotada para t > 0.

Demostracion. Por el lema anterior, si Xg 2 cl(—(e+)) S cl(—(e;)) la primera coordenada
de A((xo) es acotada para toda t > 0.

Integrando (3.3), y como en el Teorema 3.5, tenemos que X»(t) (t > 0) es acotada. Esto
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implica:

x2(®)j - Le-"ixoj i '_'i]+|_'—'i (L;”>0).

Asi, A;(Xo) es acotada para toda t > 0.
Q.E.D.
Ahora nos preguntamos qué ocurre en este caso para una funcién de retroalimentacion
minima, como las que de..nimos en el capitulo anterior.
En el caso de una retroalimentacion minima sea u(x1) = kxy, entonces la primera ecuacion
del sistema (3.3) tiene (de acuerdo al Teorema 3.3) cinco candidatos a puntos de equilibrio:

— -- — — b
X1 = 4%1 X1 =0 X1_§T-;|L-ﬁ

s

donde .* +bik & 0. Notese que los puntos ~~2Y% son independientes de k, y los puntos

5
>

§—2C _ tienen dependencia de k: Tomando los puntos 242 y § —2E _ (en los otros casos el

L bk I bk
analisis es similar), vemos que existen valores de k tales que j Tbiﬁ < bty 5 Tbiﬁ _ Do

El caso k = ib{(ui0 + 1), implica la igualdad. Recordando que el origen O es un punto de
equilibrio, y usando los mismos argumentos algebraicos de la Introduccién, podemos ver que si

el sistema de desigualdades s
< Ko < §(c+up)

- kbyc -
i(C+uo) < =g <ic

tiene un conjunto solucién diferente del vacio, existen cinco puntos de equilibrio.

Después de algunas operaciones algebraicas vemos que para valores de k tales que k <
iab%(ui0 + 1), existen cinco puntos de equilibrio, dos estables y tres inestables tipo silla. Para
valores de k > i‘b%(u% + 1) existe s6lo un punto de equilibrio: el origen, el cual es inestable.
Por argumentos de continuidad si k = j b—z(uio + 1), entonces el origen es un punto de equilibrio

(inestable) y existen dos puntos silla nodo justo antes que ocurra una bifurcacién. Mas aun, los

blC H . H blC — H ]
puntos estables §’++blk satisfacen: kl!lrpl (§’++blk) 0. Basados en este hecho, sik ¥ 1 el
sistema tiene un punto de equilibrio estable y dos puntos inestables, justo como en el caso sin
zona muerta, el cual es un estado acotado o saturado y ya se ha estudiado en [5], [48].

Ahora contamos con un lema, cuya demostracion es inmediata:

Lema 3.8. Considérese el sistema unidimensional inestable a lazo abierto x°1 = "Xy +byu.
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Supdngase que u = u(Xz1), con u(0) = 0, es una retroalimentacion globalmente estabilizante y
consideremos dada la funcion ¥(u(x1)). Entonces los puntos e+;e; son puntos de equilibrio
asintoticamente estables del sistema x} =, "x; + bi¥(u(x1)), y sus correspondientes regiones
de estabilidad asintética estan dadas por

8
= ((i+;0)s(0:ii)) siby >0

-m(fere50)=_ g .
= ((#F;0) (0;£%))siby <O

donde +i = Do y 4+ — ;bato

s

Lema 3.9. Para el sistema (3.3), sea u = u(X) una retralimentaciéon minima. Entonces su
region de estabilidad asintética asociada esta dada por

8 S
< ((#*;0) T(0; 1)) EE siby >0

-m(fe+;e;0) = _ . S .
- (#%0) (0;£")EE sib <O

Demostracién. El sistema de lazo cerrado, acotado y con zona muerta esta dado por

X) =, "x + bi¥(u(x1))

X =, Xy + ba¥(u(xy)).

Puesto que este sistema es un sistema con trayectorias acotadas (Lema 3.7), —(fe+;e;9) =
—1(fe+;e;0)E—2(fe+; e;0) (véase [5]), donde —1(Fe+; e; g) es la region de estabilidad asintdtica
de la primera ecuacion unidimensional de (3.3) y —2(fe+; e; g) la region de estabilidad asintotica
del sistema unidimensional x5 = _ix,. De ahi ,i < 0 —»(fe+;e;g) = E. Ahora, del Lema
3.8 —1(fe+;e;0) = ((%;0) S(O;ii)) (similarmente ((£;0) S(O;i*))) y nuestro lema queda
demostrado.

Q.E.D.

Observaciéon 3.10. Denotemos por W3(x) y W3(x) las variedades estable e inestable
del punto de equilibrio x, respectivamente. Del Teorema (3.3) para ny = 1, y ng = 1, el
sistema (3.1) tiene cinco puntos de equilibrio, a saber: O (punto silla), e+;e;; (atractores) y

e*;el (también puntos silla ). A partir del Lema 3.8 se veri..ca directamente que, para una
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retroalimentaciéon minima

Wu(e+)T_MEC(ei)& ; W“(O)T—MEc(ei)& ;

T T
WY(0) -mec(e+) & ; WYet) -—mec(e+) & ;

i.e. e;el y 0 estan conectados con los puntos e4;e;; y
N L C
Ws(e™)  WS(0) W>3(e')=0-mec(e+) @-mec(e;).

El siguiente teorema establece un resultado importante: La mas grande regién de estabilidad
asintotica es obtenida cuando ¥(u(x)) esta de..nida para una sola variable X;.
Teorema 3.11. Sea u(x) una retroalimentacion estabilizante (lineal o no lineal) y
S S
—(e+) —(e;) sucorrespondiente region de estabilidad asintotica. Entonces —(e+) —(e;) K
S
-m(E+) —-m(e;):
S S
Demostracion. La propiedad —(e+) -(e;) U —m(e+) —m(e;) es una consecuencia
directa de los Lemas 3.6 y 3.9.
Q.E.D.
De manera mas general el siguiente teorema caracteriza, para ng = 1, el comportamiento
dinamico de (3.1).
Teorema 3.12. Supdngase que ¥(u) es una retroalimentacion estabilizante acotada con
zona muerta. Entonces
. T T T T
(i) Si WH(e™)  —(e;) & ;;WH(0)  —(e;) & ;;WH(0) —(e+) &y WH(eT) —(e+) &
. . . S S S . S
; (notese la simetria), entonces @—(e+) @—(e;) =WS(e™) WS@0) Wsei)y —(e+) -—(e;)
es no acotada.
T ure T uren ¥ urmin T
(i) Si WH(e™)  —(e;) =5 WH(0O)  —(e;) =:;WH(0) é(e+) =y Wi -(e+)=
; (una vez méas tdmese en cuenta la simetria), entonces —(e+) —(e;) es o un conjunto de dos
orbitas periodicas (una alrededor de cada punto e+ y e;) o un grafo de conecciones heteroclinicas
. . . 3 S
entre e*; el y O (debida a la simetria), y —(e+) —(e;) es acotada.
Demostracion.
T T T T
(i) SiwHUE™)  -(e;) & ;;WH(0)  —(e;) & ;;WH(0) —(e+) &y W) —(e+) &
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;, de [[9], Teorema 3.7] se sigue que: W“(e*)T—(ei) &y W”(O)T—(ei) & ; implica
Ws(e+)SW5(O) K @—(e;), por otra parte (considerando la simetria) W”(O)T—(e+) &y
W”(ei)T —(e+) & ; implican W$(0) S'Ws(ei) K @—(e+). Entonces WS(e™) SWS(O) S'Ws(ei) 8
@-(e+) @—(e;). El que las trayectorias en @—(e+) @—(e;) (el cual es un conjunto unidi-
mensional) estén acotadas implica que, para un z 2 @—(e+)S@—(ei), 1(2) es 0 una érbita
cerrada (en los casos: z 2 @—(e+) 0 z 2 @—(e;)) 0 un punto de equilibrio. Si una Orbita cer-
rada ° pertenece a @—(e+) 0 @—(e; ), entonces @—(e+) =° 0 @—(e;) =°. Yaque e™;0;ei 2
0—(e+) S@—(e i ), @—(e+) no puede ser tampoco una orbita cerrada, @—(e j ), de donde 1(z) 2
fe*g Sng S'fei g. En consecuencia @—(e+) S 0—-(e;) LWS(e™) S W$(0) S'Ws(e i):

(if) Tenemos dos casos:

a)e";0;ef 20—(e+) S@—(ei). Del Lema 3.7, todas las trayectorias en @—(e+) y @—(e;).
estan acotadas. De ahi que @—(e+) y @—(e;) son Orbitas cerradas (idénticas) °;°,, una
alrededor de cada punto de equilibrio estable.

b) e*;0;ei 2 @—(e+) S@—(ei) (union incluyente). Aqui @—(e+) y @—(e;) no son oOrbitas
cerradas y ocurre: Ws(e+)T@—(ei) 6 ;. Existe una conexién heteroclinica entre e* y 0
‘alrededor’ de e;; y una conexion heteroclinica entre O y ei ’alrededor’ de e+, con ello pro-
baremos que e*;0; ei estan conectados heteroclinicamente. Probemos que existe una conexion
heteroclinica entre e*y 0 (la prueba para el caso O y e es idéntica, considerando por otra
parte la simetria del sistema y el hecho de que WS(O)T —(e+)6 ;). Seaz 2 Ws(e+)T@—(e i)
y N(2) una seccion transversal en z. Entonces N(z)T—(ei) & ;. Por el _-lemma (véase
[39]), existe T > O tal que para t > T, A,(N(z)) esta Cl-cercana a WY(e*) lo cual implica
que W“(e*)TcI(—(ei)) & ;. Ya que por hip6tesis hemos supuesto que W”(e*)T—(ei) =;
entonces W“(e+)T@—(ei) & ;. Ahora, seay 2 W“(e*)T@—(ei). Del Lema 3.7 (empleando
un razonamiento similar al de (i)) Y (y) no es una drbita periédica, entonces ! (y) es fOg o fe*g.
Puesto que e™;0 2 @—(e; ) entonces ! (y) = fOg (existe una 'semiconexion’ entre e*; 0). Notese
que e*;0;ef 2 @—(e+) S @—(e;), implica también W=(0) T@—(ei) & ; (para el caso de conex-
ion entre 0 y e! emplearemos por otra parte que Ws(ei)T@—(e+) & ;), entonces tomando
y 2 WS(O)T@—(ei) y siguiendo el mismo procedimiento, obtenemos, usando el hecho de que
e ;02 @-(e;), losiguiente: 1(y) = fe*g (la otra semiconexion), entonces existe una conexion

heteroclinica entre e™ y 0. Considerando la otra conexion entre O y ei (para cuya prueba los
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pasos son idénticos), concluimos que entre e*; 0;ei existe una conexion heteroclinica.

Q.E.D.

Uno de nuestros propositos principales era conseguir la caracterizacién del conjunto —(0)
en este caso. El siguiente corolario al teorema anterior nos da el resultado que buscdbamos.

Corolario 3.13. La region de estabilidad asintdtica del origen (—(0)) estd determinada
por:

. T T T T

(i) Si WH(e™)  —(e;) & ;;WH(0)  —(e;) & ;;WH(0) —(e+) &y WH(eT) —(e+) &
;, entonces

—(0) = W*(0)

la cual es no acotada (ver Figura 3.1).

e T T T T

(i) Si WH(E™)  —(e;) = 5;WH(0)  —(e;) =5 WH(0) —(e+)=:y WHEl) —(e+) =
;, entonces:

(a) Para e*;0;ef 2 @—(e+)S@—(ei):
L
~(0) = W(O)tal que W® =WU(°;)  WU(°,)

i.e.—(0) es la unidén de dos espirales encontradas (ver Figura 3.2).
. S
(b) Para e™;0;ef 20@—-(e+) @-(e;):

-(0) =W?*(0)

la cual es acotada y forma parte de una conexién heteroclinica entre e*;0;ei (ver Figura 3.3).

Demostracién. Se deduce de inmediato empleando el teorema anterior.

Q.E.D.
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Figura 3.1 Diagrama de fases para el caso (i).

Figura 3.2 Diagrama de fases para el caso (ii) inciso (a).
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Figura 3.3 Conexion heteroclinica del caso (ii) inciso (b).

Observacién 3.14. Notese que la curva que describe la conexion heteroclinica entre
e*;0;el, es una curva de bifurcacion, i.e. el retrato de fase del sistema (3.3) pasa por ella
cuando cambian los parametros ki y ko.

Para obtener mas informacion de esta curva de bifurcacién, consideremos los puntos en los
cuales las rectas j*;j;;i+; i laintersectan, es decir, entran en contacto con las variedades
WS(e*); WS(0); WS(eT); WY(e™); WY(0) y WU(eT). Empleando el procedimiento de [50] para
la funcion ¢ = ¢(u), calculamos los puntos de contacto del fujo con las rectas anteriores.
Considerando el caso en el cual Ws(e™); WY(e*) y WS(0); WY(0) ’cruzan’ las rectas i " Y i ;
(el otro se considera similarmente): obtenemos que los puntos de contacto del fujo con j* vy

i; (i.e. los puntos donde A (x) ¢ ﬁ = 0) satisfacen el sistema de ecuaciones:

s 8
2 kX2 k(@ ax) =0 F gkxe + gh(axy + X + ) =0

- kixg+koxo=¢ - kixg +koxo =c+ug

donde hemos tomado normas sobre los elementos del sistema en la forma (3.3) con a;, a, tales

que para el sistema se cumple que ng = 1, con eigenvalores _* > 0; _ ¥ < 0 como arriba.
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Resolviendo el sistema obtenemos:

(kq +azkkk)c

1 O 1
P11 I [ Za; i KZ+kiazkKK
p1=§ §=E §

- kzalc
P12 ¥ kZay i kZ+kiazkik

(k1 +(az2+uo)kkk)c

O 1 O 1
P21 KZay i Ka+k1(az+Uo)KKK
o = g £ g S
P22

- kzalc
1 kZay i K2+kq(az+Uo)kkk

donde p1 2 j; Yy p22 i*. Para las intersecciones de WS(0) y WY(0) con j;, Yy las de WS(e™)

y WY(e™) con j™, recurriendo a la teoria expuesta en [50], obtenemos los siguientes puntos:

05 =P1i FAX 3 =Pz i < (Ax+ uoh)

0§ =p1i %AX  af =pz i < (AX+ugh)
(@) 1 O 1
o . 0 1 0
donde, por la hipétesis de controlabilidad, A = @ Ayp=0 A
d; ap 1

Cuando la curva de bifurcacidn existe, entonces la aplicacién de Poincaré

(A+bkTyGeny i TP

satisface:
1(03) =q%
(@) 1

k
Siexiste una t >0 tal que para g 2 ¥, 1(q5) % i" y existe @ ' Atal que el sistema

Kz
anterior se satisface, entonces decimos que la curva de bifurcacién referida existe.
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La forma de la ecuacion que queda es la siguiente:

0]

:

Jt®IN(+e § 2™ 1) Led i 1)

1
e

%e%ﬂ@in)(etu il %et(®i°)(1+et° + %(et" il

1
§=Qi

i

donde & = '® + 4(a; + ki)

£E HEINA +e®) | Let IO 1) 2)

LeizCifEet j 1)

¢

1
2

,y®=a2+k2.

3.1.3 Caso ng=0

En este caso hay un so6lo punto de equilibrio. Antes que nada probemos una proposicion que
nos sera de utilidad.

Proposicion 3.15. Existe una bola tal que si la condicién inicial X para el sistema (3.1)
se elige fuera de ella, las trayectorias x(t) escapan a in..nito.

Demostracién. Tal como en la demostracion del Teorema 3.5, considerando ahora que

%(iA) Y% Ci, laintegracion de (3.1) conduce, después de acotar, a

kx(k _ Lite Y(kxok i T") +=  (L;">0).

Cuando X se elige fuera de la bola B(-k), x(t) escapa a in..nito.
Q.E.D.
Puesto que el punto de equilibrio es repulsor, y debido al resultado anterior, sabemos que a
partir de una region compacta las trayectorias escapan a in..nito, pero puesto que %(A+bk™) ¥
C1 sospechamos que pueden existir Orbitas periddicas. Deseariamos saber mas al respecto,
aungue es importante aclarar que el analisis se di..culta considerablemente.
Pese a ello ofreceremos un resultado cuando tenemos un valor pequefio del parametro c,
es decir cuando ¢ ¥ 0. Esta consideracion, aun cuando parece muy restrictiva nos permite

ir un poco mas alla en nuestro estudio y conocer algo mas del comportamiento del sistema.
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Cuando ocurre que ¢ ¥ 0 las funciones de particion ¥(u) y ¢(u) se acercan entre si tanto como
queramos, por lo que nuestro sistema x’ = fy(Xx) = Ax + b¥(u) puede ser escrito en este caso

particular de la siguiente manera:

X' = fe(x) +p(x) = fe(X) + p(u(x))

donde la funcion p(u(x)) puede ser vista como una perturbacion pequefia. A tal funcion podemos

proponerla como

p(UC)) = ¢u(x)) i ¥u(x))

De acuerdo al modo en que estan de..nidas ¢ (u(x)) y ¥(u(x)) podemos encontrar p(u(x)) =
C(uX)) i ¥(ux)), funcion que es continua y varia segin sea ¢ < Ug, C = Ug, 0 ¢ = Ug (ver
Apéndice).

Antes que nada nos hacemos la siguiente pregunta al estar x en un conjunto compacto y
dado un ug:

¢Se cumplird que si ¢ ¥ 0 entonces kp(u(x))k ¥ 0?

Es féacil veri..car que en efecto, si ¢ = up entonces kp(u(x))k ¥ 0sic ¥ 0 (ver Apéndice).

Ahora bien, en [5] se ha demostrado que, en el plano, el sistema x’ = f¢(X) posee una tnica
Orbita periddica, cuando ng = 0. Por otra parte, ya que estamos considerando a p(u(x)) como
una perturbacion pequefia, emplearemos un resultado de Seibert y Florio [3] que es el siguiente,
en una version mas débil:

Teorema 3.16. Supdngase que se tiene un conjunto U 2 X = R", que A en X es tal que
A se encuentra en un ..Itro generado por vecindades esféricas de U : Fy y que U absorbe A

en tiempo t para . = _o. Entonces para un " > 0 existe una vecindad N en F_, (el ..Itro de
vecindades del punto ) tal que B~(U) absorbe A en el mismo tiempo t para un _ 2 N.

Por absorber se entiende que, si U y A estan en E" y _ en un espacio de parametros,
entonces existe t tal que f¢(A) %2 U.

El teorema anterior, aplicado a nuestro contexto implica que, puesto que como para el
sistema x" = f¢(X) existe una region compacta en la cual las trayectorias se van al origen (que
en ese caso es estable) al aplicarse una pequefia perturbacion p(x), aunque el origen deja de ser

atractor, existe una region para la cual f¢(A) %2 U., es decir, en una vecindad sigue habiendo
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una region invariante que permanece estable. Ello nos permite establecer el siguiente resultado:

Teorema 3.17. Para el sistema x? = fy(x), cuando ¢ ¥ 0y ns =0, existen al menos dos
Orbitas periddicas, una estable y una inestable, en un conjunto compacto alrededor del origen.

Demostracion. Tomemos x? = f¢(X) + p(X). Sea el conjunto Vs = fx : V (X) = ®g, donde
V (x) es una funcién de Lyapunov, la cual, ya que estd de..nida sobre un conjunto compacto,
alcanza un maximo en su recorrido. Para el caso x” = f¢(x) tenemos %—‘{ =rVife(x) <
~(®) < 0. Ahora, para el sistema con la pequefia perturbacion: %—\( =rVife(X)+rVipx),y
como kp(x)k ¥ 0 (lo que implica que rV ¢p(x) ¥ 0) cuando ¢ ¥ 0, entonces, debido al teorema
anterior, existe una region que permanece estable donde se cumple: %—‘{ =rVife(X)+rvie
p(x) < 0. Puesto que el origen es inestable, existen trayectorias que permanecen en esa region
estable, por lo que, por el Teorema de Poincaré-Bendixon, debe existir al menos una orbita
periddica estable ahi. Basandonos en la Proposicion 3.15, sabemos que fuera de una cierta
region compacta, las trayectorias escapan a in..nito, nuevamente por el Teorema de Poincaré-
Bendixon, concluimos que hay, al menos, una orbita inestable ahi, la cual contiene a la érbita
estable.

Q.E.D.
Lo anterior se ha con..rmado con simulaciones numeéricas y el siguiente es un ejemplo:
Sea el sistema:
X} =x;
X} = §5x] +x} + ¥(u)

con up = 1y c = 0:01. El sistema a lazo abierto tiene eigenvalores inestables % + i%pﬁ y
% i i%pﬁ. La matriz a lazo cerrado es estable. Tal sistema presenta dos orbitas periodicas
alrededor del origen, una estable, y otra inestable conteniendo a la estable, como se muestra en

las Figuras 3.4y 3.5.
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Figura 3.4 Orbita estable donde el origen es repulsor.

1 & T

-i.5 | -1 | |
-1.5 f L5 -i.5 0 15

Figura 3.5 Orbita inestable que contiene a la 6rbita estable (n6tense las dimensiones), por dentro

de ella las trayectorias convergen a la orbita estable, por fuera escapan a in..nito.
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Chapter 4

Clasi...cacion de bifurcaciones

En este breve capitulo, haremos una relacion de los tipos de bifurcaciones en el plano dadas entre
las funciones € (u(x)); ¥(u(x)); @(u(x)) (las dos ultimas tomadas de los capitulos precedentes)
de acuerdo a los pardmetros de los que dependen, tomando también en consideracion la funcién
identidad 1d(u(x)).

¢ (u(x)) tiene dependencia de un pardmetro up. Por su parte =(u(x)) depende de un
pardmetro c. Finalmente ¥(u(x)) depende de parametros, tanto ¢ como ug. l1d(u(x)) es inde-
pendiente de parametros, pero es interesante notar que, para distintos valores de los parametros,
las cuatro funciones anteriores se relacionan. Vedmoslo para cada caso:

Puesto que la no linealidad ¢ (u(x)) depende dec;sic ¥ 1 tal linealidad tiende a la funcion
g(u(x)) = 0. Ahora bien, a medida que ¢ ¥ 0, ¢(u(x)) y Id(u(x)) se aproximan; y si ¢ = 0,
la no linealidad € (u(x)) pasa a ser la funcién Id(u(x)). La ilustracién de la Figura 4.1 nos lo

muestra.

63



o o)

2(u)§ T 1d(u)

)

Figura 4.1 Comportamiento de funciones bajo un parametro c.

En el mismo caso de la funcién a(u(x)), si ¢ = 0 ocurre una bifurcacion, teniendo entonces

el sistema el comportamiento correspondiente al de un sistema lineal.

Ahora bien, la no linealidad ¥(u(x)) que depende de ug y ¢, cuando c
a la funcion g(u(x)) = 0. Cuando ¢ ¥ 0, ¥(u(x)) se aproxima a ¢(u(x)); y si hacemos ¢ = 0,

la no linealidad ¥(u(x)) pasa a ser la no linealidad ¢ (u(x)). La Figura 4.2 nos lo ilustra.

= (i)

_/

-

(1, + )

¥Wi¥re(u

Aty

Figura 4.2 Comportamiento de funciones bajo un parametro c.
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Por lo tanto también ocurrird bifurcacion para ¢ = 0 en ¥(u(x)).
Notemos que en el mismo caso de ¥(u(x)) existe dependencia también en ug. Asi, si ug =0,
¥(u(x)) pasa a ser la funcion g(u(x)) = 0. Si up ¥ 1 entonces la nolinealidad ¥(u(x)) se

aproxima a la nolinealidad =(u(x)), ver la Figura 4.3.

H (i) A fw)

= [

i, + o) R

¥Wila)

Figura 4.3 Comportamiento de funciones bajo un parametro ug.

La situacion anterior implica también bifurcacion si ug = 0, aunque ésta de menos interés,
ya que nos remite un sistema de lazo cerrado a uno de lazo abierto sin retroalimentacion.

Ahora, basados en los resultados de los capituos anteriores, veremos de qué bifurcaciones
estamos hablando y las clasi..caremos, considerando el parametro c, que es el de méas importancia

y el que representa verdaderos casos de bifurcacion.

4.1 Caso g(u), en el que ¢ =0 implica &(u) = Id(u)

Distinguiremos nuestra clasi..cacion auxilidndonos del nimero ng (el nimero de eigenvalores

estables de la matriz A)

ns | Bifurcacion Tipo de bifurcacién
2 No _—
1 Si | De conexion heteroclinica entre 3 puntos de equilibrio a punto estable
0 Si De orbita periodica estable a punto de equilibrio estable
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En el caso ng = 2 no hay bifurcacién, tenemos un punto de equilibrio estable que sigue
estable aun cuando ¢ = 0.

Para ng = 1 la bifurcacion referida involucra tres puntos de equilibrio en conexién hete-
roclinica, dos de ellos estables y uno silla, que se bifurcan en un punto estable. Al observar
la Proposicion 2.1, el Corolario 2.2 y revisando el Lema 2.3 podemos ver que, a medida que
c ¥ 0 los puntos de equilibrio estables se acercan entre ellos, es decir, la variedad inestable del
punto silla se contrae (preservandose la estable) hasta que ocurre la bifurcacion en un punto de
equilibrio estable.

Para el ultimo de los casos, ns = 0, revisando con detalle el Lema 2.3 y su demostracion, es
posible concluir que, a medida que ¢ ¥ 0, el radio de la 6rbita periddica estable se va haciendo

mas pequefio, hasta que la orbita se bifurca en un punto de equilibrio estable.

4.2 Caso ¥(u), enel que c=0Yy uy &0 implica ¥(u) = ¢(u)

Igualmente, distinguiremos nuestros casos de acuerdo al nUmero ng

ns | Bifurcacion Tipo de bifurcacién

2 No _

1| \er casos: Ver casos

i Si De conexion entre 5 puntos a conexion de variedades

i (a) Si | De conexién entre 3 sillas y 2 6rbitas a una entre 2 sillas y una drbita
ii (b) Si De conexidn heteroclinica entre 5 puntos a una conexion entre 3
0 Si | 2 orbitas periddicas, una inestable y otra estable, en un ciclo inestable

Similarmente a la funcion a(u), en el caso ns = 2 no existe bifurcacion, pues tenemos un
punto de equilibrio estable que lo sigue siendo cuando el parametro ¢ asume el valor 0.

El caso ng = 1 es muy rico e interesante:

En i (ver el andlisis en el capitulo correspondiente a la funcion ¥(u(x))) hay cinco puntos
de equilibrio y tenemos que la region de atraccion del origen, —(0), que es W=(0), es decir, la
variedad estable de dicho punto, se bifurca en una que es la union de las variedades estables

de los puntos e* y ef: WS(e™) WsS(e?). Al producirse la bifurcacién, de cinco puntos de
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equilibrio (tres silla y dos estables), pasamos a tener tres puntos: dos silla y uno estable.

En ii (a) la regién de atraccion del origen, —(0), pasa de ser una conexion heteroclinica
entre tres puntos silla y dos orbitas periddicas inestables, a una conexion heteroclinica entre
dos puntos silla y una orbita peridédica inestable. Similarmente, al darse la bifurcacion, de cinco
punto de equilibrio se pasa a tres.

En ii (b) de una conexién heteroclinica entre cinco puntos de equilibrio (tres silla y dos
estables) se pasa a una conexion heteroclinica entre dos puntos silla y uno estable.

Finalmente, en el caso ng = 0, al darse la bifurcacion pasamos de tener dos 6rbitas periddicas,
una inestable que tiene en su interior a una estable, a una oOrbita periddica inestable. A medida
que ¢ ¥ 0, la orbita estable se contrae, hasta que en la bifurcacion, se convierte en un punto
de equilibrio estable.

El propdsito de este capitulo, ademas de una clasi..cacion de bifurcaciones entre las no
linealidades con que se ha trabajado (incluyendo la linealidad identidad), ha sido el de mostrar
la rigueza dinamica y multiplicidad de comportamientos que ofrecen los sistemas lineales por
partes.

Recalquemos que este estudio implica sistemas hiperbolicos, donde ademas pedimos que las
matrices Ax+1 = A+ i(bkﬂ i b)cl, en el caso méas general, sean Hurwitz. Por el lado de los
sistemas hiperbolicos en los que estas matrices no son estables y se consideran ademas puntos
de equilibrio repulsores, la naturaleza de los sistemas suele implicar, si es que adicionalmente se
demuestra que las trayectorias son acotadas, casos de caos y existencia de atractores extrafios

(véase de nuevo [10]).

67



Chapter 5

El caso n-dimensional

En este capitulo extenderemos algunos resultados de los capitulos anteriores, en particular el

referente a la funcion & = a(u(x)) al caso n _ 3. Aclaramos que se dio énfasis especial al caso

bidimensional ya que existen teoria y herramientas propias para aquél, que nos han permitido

obtener resultados mas especi..cos, hecho que no se puede conseguir para dimensiones mayores.

Empezaremos con los resultados de la funcién & = =(u) que, en consecuencia, induce el

sistema:

X! = fa(x) = Ax + ba(u) (5.1)

Puesto que también consideraremos que el par (A;b) es controlable, podemos escribir tal par de

modo que A y b quedan dados por (1.15). Notese que en (1.15)

y,siai &0

8

< a; si nes impar
detA = _

iai sinespar

o) o1
- a - a - - a
i id ia T2, ar
1 0 0 0 0
Ail = 0 1 0 0 0 C&.
0 0 O 1 0
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Como principio se considerara la naturaleza de los puntos de equilibrio.

Proposicion 5.1. Sea el sistema (5.1), tal que det A & 0, entonces:

(i) Si detA >0y n es par el sistema tiene un sélo punto de equilibrio: el origen: ey. En
el caso n impar, el sistema tiene tres puntos de equilibrio e;, eg y e+.

(i) Si detA <0y n es par el sistema tiene tres puntos de equilibrio, e;, eo y e+. En el
caso n impar, el sistema tiene un sélo punto de equilibrio: el origen: ep.

Demostracion. Similarmente al caso de E? una de las desigualdades que se debe cumplir
es

kTe.

=ck"(A+bk")ih>c¢

(para la otra, por simetria, el andlisis es idéntico). Entonces:

() 10 1
- a2+k2 - a3+k3 - a4+k4 - an+kn 1 0
1 a1 +ky 1 a1 +ky 1 a1 +ky 1 a;+ky a1 +ky
1 0 0 o 0 0 0
KT 0 1 0 = 0 0 P>
0
0 0 0 1 0 c
lo cual implica o 1
c
ai1+ky
0
a1 +kg
0

en donde, como anteriormente se ha considerado, ¢ > 0. Puesto que %(A+bk™) % Ci entonces,

de las condiciones de Hurwitz de estabilidadgai + kj < 0, entonces de kic < (a; + kp)c concluye

< a; para n impar
que a; > 0. Ahora, empleando que detA = _ obtenemos el resultado.
iaj para n par

Q.E.D.
Deseamos expresar, basados en esta proposicion, un resultado que relacione lo anterior con
el nimero de eigenvalores estables ng de la matriz A. Ello se consigue en el teorema siguiente:

Teorema 5.2. Sea el sistema (5.1), en el cual detA & 0, entonces:
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(i) Si ng es par y n es par existe un solo punto de equilibrio: el origen ep. En el caso n
impar hay tres puntos de equilibrio e;, eg y ex+.

(i) Si ng es impar y n es par existen tres puntos de equilibrio: e;, eo y e+. En el caso n
par hay un punto de equilibrio: el origen eg.

Demostr@cién. Las representiciones canodnicas de A en general, son:
C, 0 ¢te O

0 Cp ¢ttt O

(@ Jd = . . . donde las C; son _j-bloques de Jordan expresados en la

s

0 0 ¢ttt Ck
o

1
il 0 tee O
0 .i 1 ¢¢e O
siguiente forma: Ci; =B 0 0 _; ¢ttt O con las _; reales.
0O 0 O et _j
@) 1
C 1 0 ¢ O
0 C I ¢ttt 0 o 1 o 1
® j 10
®MJI=B0o 0 C ¢t 0 ¢ dondeC =@ ' Agr1=0@ A en el caso en
- ® 01
0 0 0 ¢t C
el que se tienen eigenvalores complejos.
Para el caso (a), sabemos que detJ = Q detC; y sgn(detJ) = (j1)"s. De aqui vemos
i-k

que si ng es par detJ > 0, y si es par det\ll_|<_ 0; empleando la proposicién anterior se obtiene
el resultado para (i) y (ii).

Para el caso (b) detJ = det“C. Notese que detC > 0y por tanto detJ > 0, de hecho
es inmediato ver que esto ocurre cuanto ng es par porgue los eigenvalores complejos dados por
pares conjugados, tienen la misma parte real estable o inestable. Nuevamente, recurriendo a la
proposicién anterior, tenemos lo que se deseaba demostrar, para (i) y (ii).

Q.E.D.
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5.1 Regiones de atraccion

El problema de estudiar regiones de atraccion para sistemas lineales por partes del tipo =, en el
caso n-dimensional es el que motivara esta seccién, tal como se hizo en el caso de los sistemas
bidimensionales. Antes que nada nos hacemos la pegunta: ¢Bajo qué condiciones estaran
acotadas las trayectorias para estos sistemas? Recordemos que en los capitulos precedentes,
para el plano, la respuesta fue a..rmativa en algunos casos, y que tal informacién se encontraba
en los eigenvalores.

Para responder esa pregunta de gran interés tenemos el siguiente lema, cuya demostracion
es inmediata, y que nos auxiliarq para demostrar resultados posteriores.

Lema 5.3. Sea el sistema (5.1) tal que u es estabilizante. Entonces todas las trayectorias
de dicho sistema estan acotadas.

Demostracién. Véase el Capitulo 3, la prueba es idéntica.

Q. E.D.

Ya que en esta seccién deseamos caracterizar las con..guraciones topologicas de las regiones
de atraccion de los sistemas con la no-linealidad @ o zona muerta, nos basaremos en la Teoria
de los Sistemas Dindmicos Suaves (debido a la suavidad que se requerird).

Consideraremos una funcion suave T, (x) la cual coincide con fa(Xx) en E™E-, donde
Er=fx:j"-kx+c-"0j"-k'xjc-"g

Notese que E- satisface E~; %2 E~, y tiene también la siguiente propiedad: para un conjunto
T "
compacto D, _[im) Vol(D E-) =0. Dado " > 0, de..namos la funcion C1 a"(r) como una

aproximacion de la funcion caracteristica

rjcsir>c

D(r) =

Osijrj-c

W AW 0

r+csir<jc

. S S -
talque o (r) " g(r)paratodor2 (jL;ici™ (ic+"ci™ (c+";1)y0-ddiIr - 1.
Entonces, la funcion f_(x) = Ax+ba" (k" x) es la funcion C1 que coincide con fa(X) en EME-.

Q.E.D.
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Para demostrar lo que a continuacién sigue, supondremos que la region de atraccién del
origen, —(0), esta sumergida en una variedad suave de E", aunque de hecho, la hipoétesis de
suavidad seré debilitada.

Proposicion 5.4. Sea A una matriz con %(A) % Ci SCO. Entonces, si @—(0) es una
variedad suave, la region de atraccion —(0) de x’ = fx(X) es no acotada.

Demostraciéon. Supongase que —(0) es acotada. %(A) . Ci S CO implica que divf,(x) -
0 para toda x 2 SS8E~, y que %(A+bkT) % Ci implica que existe ~ > 0 tal que divF,(x) = j
para todo x 2 S%E-. Por otro lado, se puede probar facilmente la existencia de un nimero h
tal que Re , - h para todo , 2 %(A+rbk") donde 0 - r - 1. Esto implica que divf,(x) < nh
para todo x 2 E~. Entonces, si —(0) esta acotada, existen "® y °© > 0 tales que

z . N\ - N\
divEL()dV, - nhVol(=(0)  E-) j "Vol(S®  —(0)iE-) < i°
-(0)

para todo " < "°. De la invariancia de @—(0) se sigue que hf(X); v(x)i = 0 para todo x 2 @—(0),

donde v(x) es el campo vectorial normal unitario exterior a la frontera @—(0). Esto, junto con
T

la condicion 'I,ilrrg) Vol(D E-~) =0, implica la existencia de un nimero L tal que

-7 -

. hfa(X); V(X)i dVp ;12 =1 hfa(X); v(X)idVp; 12 - "L (5.2)
@-(0) @—(0)8E-

N
[

Para " bastante pequefio esto es una contradiccion al Teorema de la Divergencia (ver [46]).

Por lo tanto —(0) es no acotada.
Q.E.D.

A continuacion enunciamos dos proposiciones que emplearemos un poco méas adelante y
cuya prueba y discusion se encuentran en [48].

Proposicion 5.5. Si x es un punto de equilibrio asintdticamente estable, entonces su region
de atraccion —(x) es un conjunto abierto invariante homeomorfo a E".

Proposicion 5.6. Si —(x) es no densa en E", entonces la frontera de —(x), @—(x), es un
conjunto cerrado invariante de dimensién n j 1. Si —(X) es un conjunto acotado y @—(X) es una
variedad suave, entonces, para n & 5, @—(x) es homeomorfa a la esfera (n j 1) dimensional.

Ahora nos preguntamos qué ocurre cuando tenemos todos los eigenvalores en el semiplano
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derecho (abierto) complejo o todos con parte real negativa. En lo que sigue, continuamos

suponiendo la aproximacion de fo(X) por la funcion suave f_,(x).

51.1 Casons=0

Teorema 5.7. Sea A una matriz de orden par con todos sus eigenvalores en C* y supéngase
que u = k' x es estabilizante. Entonces para el sistema (5.1) existe un conjunto compacto al
cual todas las trayectorias convergen, unas desde fuera de ella y otras desde el origen. De hecho
ese conjunto contiene un conjunto homeomorfo a S"il,

Demostracion. Puesto que u = k' x es estabilizante, para el sistema x* = f(x) escrito en
la forma X' = (A + bkT)x j b&(k"x) (con b® = jb) vemos que %(A + bk") % Ci y existe una
matriz P simétrica de..nida positiva que satisface la ecuacion P (A+bk") +(A+bk")TP = jI.

Ahora, sea funcion de Lyapunov V = xTPx, de ella obtenemos:

C:T\: =X"[P(A+bk") + (A+bkT)"PIx + (x"Pb’ + bTPX) ¢(k"X)

= jkxk? + (X"PH + BT PX)E (kT x) - jkxk?® + 2ckxkkP kkb'k

(n6tese que en este caso ¢(k'x) esta acotada por c, con ¢ > 0). Esto implica que %—\{ <0
siempre que kxk > 2ckP kkb’k, es decir si esta fuera de una bola n-dimensional de radio a lo
mas 2ckP kkb’k. Puesto que A es de orden par y %(A) % C*, por el Teorema 5.2 sabemos
que X' = fa(X) tiene un sdlo punto de equilibrio el cual es inestable. Por lo tanto todas las
trayectorias van a un conjunto compacto. Tomando la variable t negativa, y empleando las
Proposiciones 5.5 y 5.6 concluimos la demostracion.
Q.E.D.
Podriamos a continuacion preguntarnos qué ocurre cuando, en el mismo caso de A con orden

par, ahora todos los eigenvalores son estables.

5.1.2 Casong=n

Teorema 5.8. Sea A una matriz de orden par con todos sus eigenvalores en Ci y supongase
que u = k'x es estabilizante. Entonces para el sistema (5.1) las soluciones son acotadas y

existe un conjunto compacto invariante de volumen cero que contiene a los conjuntos !-limite
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T (x) de todos los puntos x 2 E". Si @—(0) es una varidad suave, entonces —(0) es no acotada.

Demostracién. Antes que nada probaremos que todas las soluciones estdn acotadas.
Puesto que u = k'x es estabilizante, para el sistema x” = fa(X) escrito en la forma x’ =
(A +bkT)x j be(kTx) (con b’ = jb) vemos que %(A + bk™) % C1 y existe una matriz P
simétrica de..nida positiva que satisface la ecuacion P (A +bk") + (A+bk™)TP = jI. Ahora,

sea funcion de Lyapunov V = x"Px, de ella obtenemos:

‘:j_\: = xT[P(A+DbKT) + (A +bk")TPIx + (X" Pb’ + b Px)¢(k"x)

= jkxk? + (xX"PE + BT PX)E (KT x) - jkxk? + 2ckxkkP kkb’k

(similarmente ¢(k" x) esta acotada por ¢, con ¢ > 0). Esto implica que ‘(’j—‘{ < 0 siempre que
kxk > 2ckP kkb’k =: r. Las soluciones estan contenidas en V, = fx 2 E" : V(x) - sup V (y)g
y2Bn(r)
y de ello podemos concluir que estan acotadas. Ahora, sea ® > 0 una constante tal que
S
Re(,) < i® para todo , 2 %(A) %(A + bk"). Por la formula de Abel-Jacobi-Liouville,

5

tenemos
- T T -
det eA — e(tl’A)t -e |®t; det eA"‘bk — etr(A+bk )t - el ®t.

Sea ¢ un numero positivo tal que By 2D = fx 2 E" : V(X) - cg. Ahora, el fujo envia
el conjunto compacto D en el conjunto compacto AD, con Vol(A,D) = (detA)Vol(D) -
Vol(D)exp(i®t). Ya que todas las trayectorias cruzan hacia adentro de la frontera de D,
ocurrird que AtlD Y% AtZD si t1 > tp. Entonces, toda trayectoria esta contenida ..nalmente en
D® = Ay (D). Esto implica la existencia de un conjunto de volumen cero D® contenido en
B”(r)t,>r(1)acia el cual tienden todas las trayectorias (ver [48]). Finalmente, que el conjunto —(0)
sea no acotado, es consecuencia de la Proposicién 5.4.

Q.E.D.

5.1.3 Cason = ny+ng (N eigenvalores con parte real positiva y ns eigenvalores

con parte real negativa)

La siguiente pregunta es qué ocurrird si se tienen ny eigenvalores con parte real poisitiva y ng

eigenvalores con parte real negativa, de modo que n = ny + ns. Para ello estableceremos el
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siguiente terorema.

Teorema 5.9. Sea A una matriz con ny eigenvalores con parte real poisitiva y ns eigen-
valores con parte real negativa, tal que que n = ny + ns. Sea el sistema X' = fo(X) y
X(t) = (X1(t); X2(t)) su solucion donde xi(t) tiene ny, componentes y X»(t) tiene ng com-
ponentes. Entonces, para el sistema anterior existen dos nimeros positivos ®; y ®;, y una
transformacion lineal de coordenadas T tal que la region T i1(EMs £ S"il(®;)) es atractora
de las componentes x;(t) de las trayectorias, es decir, X;(t) converge a un conjunto compacto
contenido en la frontera de cilindro T i1(E"s £S™i1(®,)). Por otro lado, dada una condicion
inicial x° existe un tiempo t°(x°) tal que la parte x»(t) de las trayectorias esta contenida en el
cilindro T i1(B"s(®,) £ E"v) para todo t > t°.

Demostracion. Sabemos que existe una transformacion T que envia al sistema x! = Ax-+bu

al sistema (0) 1 o 1
A* 0 b
X'=@ Ax+@ ' Ay
O Ai b2
O 1
X
con A* (ny £ ny) una matriz estable, A1 (ns £ ns) una matriz inestable y x = @ ! A de
X
o 1 2
+
este modo: @ Ax 2 E"v £ EMs. Empleando lo anterior, y que X' = f(X) puede ser
0o A

i
escrito en la forma X' = (A + bk")x j b& (k" x) tenemos que el sistema

X} = A*x; +ba(u)

X} = Aixp +bpa(u)

es equivalente al sistema
X} = (A* +D1kT)xy + Dy & (u)
X} = (AT +DkT)x + DBy & (u)

con 5? = jb;i y donde las matrices A* +b;k" y Ai +byk son estables. Ahora bien, tomando

una matriz simétrica de..nida positiva P; (ny £ ny) que satisface

Pi(A* +bik") + (AT +bikT)TP; = I

75



y tomando V = xI P1x1tenemos:

dv
dt

- i kxgk? + 2ckx,kkP1 kKD k

con ¢ > 0. Entonces %—\( < 0 si kx1k > ZCkPlkkB(]lk, i. e., si existe ®; tal que para un x° =
(x?;x3), con kx?k _ ®y, todas las trayectorias A;(x°) estan acotadas y convergen a un conjunto
compacto que contiene un conjunto homeomorfo a S™ i (por el Teorema 5.7). Recuérdese que
en esta caso el origen es inestable. Ello nos permite concluir que x1(t) % T iL(ENs£SNuil(®))):

Por otro lado, del Teorema 5.8 sabemos que existe P, (ns £ ng) que satisface:
P2(AT + k") + (AT +DkT)TP, = I

y de la funcién de Lyapunov V = xJ P,X, obtenemos:

dv
L 2ckx2kkPokkbyk
con ¢ > 0, asi que Cﬂ,—\{ < 0 si kxJk _ ®,, podemos ver que las soluciones estan contenidas
en Vg, = X 2 E" : V(X) - sup V(y)g, de ello podemos concluir que estan acotadas.
y2BN(®2)

Después, empleando los mismos razonamientos que en el Teorema 5.8, sabemos que hay una
region B"(®,) en la cual estan contenidas las coordenadas x(t) de las trayectoras (acotadas),

para todo t > t* a partir de un t°(x%), de donde concluimos que estan contenidas en el cilindro
TiY(B"s(®,) £ E™).

Q.E.D.
Corolario 5.10. Sea A como en el Teorema 5.9. Entonces existe un conjunto compacto
£ contenido en el conjunto acotado T i1(B"s(®;) £ S™il(®;)), tal que el conjunto !-limite
converge al conjunto £y 1(x°%) % Ti}(B"s(®,) £ S"il(®,)), para todo x° 2 E".
Demostracién. Es consecuencia de aplicar el Teorema 5.9, considerando x(t) = (X1(t); X2(t))
con los casos X1 (t) y x2(t) como en el teorema y al conjunto £ como la unién de dos conjuntos
compactos.

Q.E.D.
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5.1.4 Relacion entre regiones de atraccion de puntos de equilibrio y var-

iedades estables e inestables.

Desamos ahora conocer un poco acerca de la relacion que existe entre, ya sea las regiones de
atraccion de los puntos de equilibrio (el origen u otros) y las variades estables o inestables de
estos.

De..nicion 5.11. Dos conjuntos compactos invariantes (heteroclinicos) A; y A, estan
conectados si existe una trayectoria cuyos conjuntos ®-y -limite son iguales a A1 y Ao.

Establezcamos el siguiente lema que nos sera de mucha utilidad:

Lema 5.12. Sea ° un elemento critico hiperbolico de (5.1). Si ° esti conectado con el
origen, entonces se cumple que: WS(0) %2 @—(°). Donde —(°) denota la regién de atraccion
del elemento critico °.

Demostracion. Si © esta conectado con el origen entonces W Y(0) T —(°) & ;, (recuérdese,
por lo que se ha probado antes, que en este tipo de sistemas, el que haya mas elementos
criticos distintos del origen implica que el origen es un punto de tipo silla o repulsor). Sea
D pn W“(O)T—(°) un m-disco, con m = dim(W"(0)). Seay 2 W3(0) arbitrario. Para un
" >0, sea N un m-disco transversal a W=(0) con el elemento O contenido en una "-vecindad
de y. Por el _-lema [39], existe t > 0 tal que A,(N) es cercano a D de modo que A(N)
contiene un punto p 2 —(°). Asi: Ait(p) 2 N. Puesto que —(°) es invariante, esto muestra que
N T—(°) & ;. Haciendo " ¥ 0, se prueba que y 2 cl(—=(°)). Asi WS(0) % cl(—(°)). Puesto
que WS(0) y —(°) son conjuntos disjuntos, se sigue que W3(0) ¥2 W3(0) %2 @—(°).

Para probar un resultado adicional, nos basaremos en el siguiente teorema, cuya prueba se
encuentra en [9]:

Teorema 5.13. Considérese un sistema dinamico X' = f(x) (con x 2 EM) que satis-
face condiciones para unicidad y existencia global de soluciones. Supongamos que cumple lo
siguiente:

(i) Todos los elementos criticos en la frontera de la regién de atraccion son hiperbdlicos.

(i) Las variedades estable e inestable de los elementos criticos en la frontera de la regién
de atraccion satisfacen la condicion de transversalidad.

(iii) Cada trayectoria en la frontera de la region de atraccion se aproxima a uno de los

elementos criticos cuando t ¥ 1.
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Sean xi, i =1;2;::;1 los puntos de equilibrio y ©;, j = 1;2;::;;m las orbitas periddicas en la

frontera de la regién estable @—(0) de un punto de equilibrio asintéticamente estable. Entonces:

L L
0-(0) =" W=3(xi)  W3(%)).
i i
Q.E.D.
Teorema 5.14. Si todos los elementos criticos de x? = f(X), °j (3 =1;2;::) son hiper-

bolicos y estdn conectados con el punto O, el origen, entonces:

W*3(0) = L 0-(°5)
i
Demostraciéon. La prueba de este resultado es consecuencia del Teorema 5.13. La condi-
cion (iii) sigue del Corolario 5.10 y por el lema anterior, la condicion (ii) se puede reemplazar
por la condicién de conectividad.
Q. E.D.
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Chapter 6

Orbitas periddicas y estabilidad de

sistemas lineales por partes

Una pregunta que parece natural hacerse respecto a los sistemas lineales por partes, y que se
re..ere al tema de la estabilidad, es la siguiente:

¢Que en cada subsistema de su particion, un sistema lineal por partes sea estable, ¢implicara
que es globalmente asintdticamente estable?

Algo también natural seria el pensar en una respuesta a..rmativa para tal cuestion. En 1996
J. Bernat y J. Llibre [8], buscando un contraejemplo para las conjeturas de Kalman y Markus-
Yamabe, llevaron un problema de sistemas no lineales de clase C* al contexto de los sistemas
lineales por partes. Puesto que la conjetura garantizaba, bajo ciertas condiciones, estabilidad
global, estos investigadores mostraron que existia un sistema lineal por partes que cumplia las
condiciones dadas y que a su vez mostraba la existencia de una érbita periddica en su dindmica,
con lo cual echaron abajo una conjetura que algunos creian cierta. Tomando lo anterior como
ejemplo, la pregunta que nos habiamos planteado ofreci6 dos interesantes problemas:

1. Encontrar un sistema lineal por partes, dependiente de un parametro _, que fuera estable
en cada region y a nivel global para ciertos valores del parametro, y que para algin valor de
éste presentara una bifurcacion en una érbita periddica.

2. Dado que tal sistema sélo podia estar de..nido en E™, para n _ 3, un problema adicional

consistia en demostrar rigurosamente la existencia del ciclo limite referido.
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De manera fortuita, mediante simulaciones numéricas, encontramos un sistema con depen-
dencia en un pardmetro . que parecia satisfacer las condiciones del primer problema. Esto
sugeria que, en caso de ser demostrada la existencia de una érbita periddica en tal sistema
estable en cada region, obtendriamos automaticamente (a manera de contraejemplo) una re-
spuesta negativa a la pregunta planteada al inicio del capitulo.

El sistema que se encontro fue del tipo:
X! = fe(X) = Ax + be(u) (6.1)

donde u(x) =k'xy ¢(u) : E ¥ E esta de..nida por

8
% jUp Siu- jug
¢ (u(x)) = = u(x) si jup - u(x) - ug (6.2)

- Up Siug - u.

Esta funcion caracteristica, ¢(u) hace, como ya lo hemos mencionado, que nuestro sistema
sea lineal por partes, el espacio de estados se divide en tres regiones, en cada una de las cuales
tenemos un sistema lineal. No se pierde generalidad si se considera ug = 1. La particion de E"

esta de..nida por las regiones: S*; Si y S dadas por:
SH =fx2E": ¢(u=+(j)l)g; S°=fX2E":jux)j<1g

Para los objetivos de este capitulo consideramos en particular sistemas donde la matriz
A es Hurwitz, i.e., todos sus eigenvalores tienen parte real negativa, respetando la hipdtesis
que pusimos al principio de este trabajo. En nuestro caso, segun [48], existe un sélo punto de
equilibrio que es el origen. Recuérdese que el sistema lineal (A +bk')x es también Hurwitz.

Uno de los propdsitos de este capitulo es el de dar una demostracion rigurosa de la exis-
tencia de una 6rbita periddica en sistemas como el (6.1)-(6.2), para n _ 3, con las condiciones
anteriores, cosa que no se ha hecho en otros estudios sobre el tema. Con ello mostraremos,
ademas, lo dificil que es dar una prueba formal de la existencia de ciclos limite para sistemas
tridimensionales o de orden mayor.

Lo que haremos a continuacién aprovechara el hecho de que trabajaremos con un sistema
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simétrico. Para sistemas mas generales, trataremos el asunto mas adelante.

Es usual que un sistema como el (6.1)-(6.2), sea considerado Hurwitz. Mostraremos que
esto, en general, no ocurre. La funcion caracteristica ¢(u) (que, como hemos dicho, dota al
sistema de propiedades de no linealidad) puede causar la existencia de orbitas periodicas y, en
consecuencia, la pérdida de estabilidad en un sistema estable. Esta es la motivacion del presente
capitulo.

En [5] se ha demostrado que en E? un sistema Hurwitz a lazo abierto, bajo una retroal-
imentacion lineal acotada (nuestra funcion caracteristica), es globalmente asintéticamente es-
table. Por otro lado, en [1] mediante una bifurcacion de Hopf, se ha demostrado la existencia
de una drbita periddica (para n = 3), pero en el caso en el que la matriz A no es Hurwitz (de
hecho A, en ese caso, tiene un eigenvalor positivo y dos imaginarios).

Es bien conocido que una de las consecuencias de acotar puede ser la presencia de multiples
puntos de equilibrio, lo cual implica dinamicas complicadas o la aparicion de érbitas periédicas
del sistema a lazo cerrado [10]. Ya hemos mencionado que existen algunos trabajos que estudian
rigurosamente las propiedades de estos sistemas, en los que se han empleado métodos cualita-
tivos de analisis, y se ha hecho la caracterizacion topoldgica de la region de atraccion o de sus
bifuraciones [48]. Existen ademas trabajos en los que se aborda el problema de maximizar la
region de atraccion del origen, para el caso bidimensional se puede consultar [20], [17], aunque
su enfoque ha sido desde un punto de vista menos formal, restringido al anélisis numérico.

Cuando se trata el problema de demostrar rigurosamente la existencia de orbitas periddicas
en sistemas con funcién caracteristica ¢(u), para dimensién mayor o igual que 3, se tienen
di..cultades, ya que no se pueden extender a esas dimensiones teoremas como el de Poincaré-
Bendixon. En [30], [31] y [32] se proponen criterios muy interesantes, mediante la teoria de
variedades y el algebra exterior, para la no existencia de drbitas periodicas; en éstos se trabaja
con normas matriciales especiales, matrices extendidas, y ciertos criterios de la geometria difer-
encial. Estos resultados son validos, sin embargo, s6lo cuando el campo vectorial f(X) es de
clase C1, hecho que no satisfacen los campos de los sistemas lineales por partes, pues hemos
probado que son no diferenciables en las fronteras j; que determinan las particiones.

Para la prediccién de orbitas periddicas se ha tenido cierto éxito en la aplicacién del principio

de balance armonico [2], [33] la desventaja de este método es que sOlo se puede aplicar con
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facilidad para el caso del primer armonico y calcular una orbita de segundo arménico o de
armonicos superiores es demasiado complicado, ademas del limitante que implica que el método
es un método aproximado; de hecho, es un problema abierto demostrar que es necesaria y
su..ciente la presencia de una orbita periddica de primer armonico para que exista una orbita
periddica real.

Ademas de nuestro interés por encontrar una demostracion formal de existencia de orbita
periddica en sistemas n-dimensionales del tipo referido, con n _ 3, responderemos la pregunta
formulada al principio del capitulo, que, para nuestro caso particular, puede reformularse asi:
Para sistemas estables a lazo abierto, dada una retroalimentacion estabilizante k' x, ¢continuara
siendo el sistema saturado de lazo cerrado globalmente asintéticamente estable?

Tal pareciera que la respuesta es a..rmativa, sin embargo probaremos que aun en el caso en
el que el sistema a lazo abierto es estable y el cerrado también es estable, se presentan casos
de existencia de oOrbita periddica. La demostracion de esta a..rmacién consistird en encontrar
un sistema en E3 que sea estable en los casos a lazo abierto y cerrado, pero que al acotar la
retroalimentacion se presente una Orbita periddica, ademas de probar que efectivamente esa
Orbita existe. Esta demostracion respondera nuestra pregunta.

Para la prueba de existencia de una Orbita periédica encontraremos una aplicacién de
Poincaré y reduciremos el estudio de existencia de 6rbita al problema de encontrar un punto ..jo
0, en otras palabras, el cero de un cierto campo vectorial. La prueba de existencia se basara en
el Teorema de Newton Kantorovich. Este planteamiento fue inicialmente propuesto por Bernat
y Llibre en [8], para ofrecer un contraejemplo a la conjetura de Markus-Yamabe en dimensiones
mayores o iguales que 3. La unicidad de la drbita serd consecuencia del Teorema de Newton
Kantorovich. La estabilidad de tal punto ..jo se demostrard analizando los eigenvalores de la
aplicacion linealizada alrededor del punto ..jo. El método para la construccion de ésta se basa
en la estructura geométrica del espacio fase del sistema propuesto. Aprovecharemos el hecho de
que el sistema es lineal por partes. Nétese que, aunque el sistema x’ = f4(X) no es diferenciable,

la aplicacion de Poincaré si lo es.
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6.1 Un método para encontrar existencia de orbitas periédicas

En esta seccion ofrecemos un método para veri..car la existencia de orbitas periddicas en sistemas
del tipo (6.1)-(6.2). Este método es una generalizacion al propuesto por Bernat y Llibre en [8] y
que les resutd de utilidad para encontrar su contraejemplo a una conocida conjetura de Kalman
y de Markus-Yamabe.

Para encontrar la aplicacion de Poincaré consideremos dos hiperplanos a los que llamaremos
i+ VY i;- Estos hiperplanos coincidiran con los que determinan la particion para el sistema
(6.1)-(6.2), lo cual facilitara nuestra tarea.

Obsérvese que por la simetria del sistema referido, una érbita periddica que pasa por el
punto, digamos Xo := (X1; X2;::; Xn), contenido en el hiperplano j; = xjk'x= iuoa, lo
hace también en el punto j Xg perteneciente a j+ := ©xj kTx = uoa. Bajo esta consideracion
denotemos por o .

t(xo) ;= inf t>0j k' O(t; %) +ug =0
al nimero para el que ©(t; xX) va hacia adelante en el tiempo de Xo 2 j; al mismo hiperplano
i ; (véase la Figura 6.1), donde ©(t; Xo) es la solucion a X! = Ax + b con condicion inicial
©(0; Xp) = Xo.

Si A es una matriz estable, existe un hiperplano (n j 2) jdimensional L %2 j; donde el
campo vectorial Ax + b es tangencial a j;, i.e., KT(Ax +b) = 0. EIl hiperplano L divide

+

. S S .
en dos regiones i}' yil gl hiperplano j;, de modo tal queai = iJi“ L il donde j; =

© . . © .
X2ji;jKT(AXx+b) >0 yji= x2j; jkI(Ax+b) <0 :

+
i

Notemos que el campo vectorial se dirige de la regién j- a la region .: La solucion

©(t(Xp); Xp) de..ne una semi aplicacion de Poincaré
. -t -0
Toii; ¥l

dada por T1(Xo) = ©(t(Xo); Xo)-
Por otra parte, consideremos el hiperplano j+ y sea &(s; j Xo) la solucion a x* = (A+bk")x,
con condicion inicial 2(0; j Xo) = iXoY, S(iXo) > 0 el nimero para el que &(s; j Xo) va hacia

atras en el tiempo de jXo 2 j+ al hiperplano j;. Bajo esta de..nicion, s(jXo) quedara
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expresado como
a

©
s(ixg):=inf s>0jk &(js;ixo)+Up=0 .

No es dificil ver que existe un conjunto de condiciones iniciales ¢+ %2 j+ para el cual s(jXp)
esta bien de..nido (s(iXp) > 0). Dado jXo 2 ¢.; existe r > 0 tal que la solucion 2(s; j X)

determina una semi aplicacion

To:Br(iXo)\i+ 2 €, ¥ j

de..nida por T2(ix) = 2(is(iX); i X).
En consecuencia, empleando el hecho de la simetria del sistema (6.1)-(6.2), observamos que
la existencia de una orbita periddica que pasa por Xp 2 j; implica necesariamente que que se

satisfaga la siguiente ecuacién (ver Figura 6.1):

T1(X0) = T2(ii Xo) (6.3)

$ [z, t)

_.--'""'—‘fﬂr Iugﬂ

I

Figura 6.1 Semi aplicacién de retorno para deteccion de una orbita periddica.

0 equivalentemente:
©(t(X0); X0) = 2(i s(iiXo); iXo) (6.4)

De este modo, si existen nimeros s, t, y un Xo 2 j+ que satisfacen las ecuaciones (6.3) y

(6.4), existird una Orbita periddica, en este caso particular una drbita periddica simétrica.
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La anteriores ecuaciones equivalen a un sistema de n ecuaciones con n + 2 incognitas (las n
coordenadas de Xot = t(Xp) Y S = s(Xg)). Asi, para encontrar una oOrbita periddica debemos

agregar dos ecuaciones mas. Una de ellas se obtiene del hecho de que Xo 2 j ;:
1
Xn = k—(Uo i Knitxni1 i kix1) (6.5)
n
(con kn & 0). La otra puede obtenerse al recordar que ©(t; Xg) también esta contenida en j ;:
kT©(t; Xg) + up =0 (6.6)

Resumiendo lo anterior, existe una orbita periddica simétrica para el sistema (6.1)-(6.2), la
cual pasa Xo 2 j;, Si y solo si (Xo;t;s) satisface las siguientes ecuaciones no lineales

S

©(t; X0) = (i S; iXo), kT ©(t; Xo) + Ug =0, Xn =
n

(uo i knj1iXns1 i kix1) (6.7)

En otras palabras, la prueba de existencia de un ciclo limite del sistema (6.1)-(6.2) es equivalente
a la existencia de una solucion (Xg; t;s) al sistema de ecuaciones (6.7).
Para simpli..car el problema (6.7), obsérvese que por (6.5) el sistema (6.7) puede reducirse

a uno de n + 1 ecuaciones con n + 1 incdgnitas, el cual denotaremos por
0i(t; S; X1:::; Xnj1) =0 parai=1;:;n+1 (6.8)

Maéas que encontrar una solucién exacta (lo cual es imposible pues las ecuaciones (6.8) son
trascendentes), nos interesa probar que tal solucién existe para el sistema anterior, lo que
equivale demostrar la existencia de una oOrbita periddica. Para tal proposito existe un teorema,
el Teorema de Newton-Kantorovich, que da condiciones de existencia de solucion.

El teorema a..rma lo siguiente:

Teorema 6.1: (Newton-Kantorovich): Dada una funcién g: C %2 E™ ¥ E" y un conjunto
convexo Cg %2 C, supongase que g es C! en Cy y que se satisfacen las siguientes condiciones:

(@) jDg(z) i Dg(z")j - °jz i 2Yj para todo z; 2" 2 Co

(b) jDg(z0) 'g(20)j - ®

(c) iDg(z0) 1 - ~

85



P S
para un zo 2 Co. Considérense h = ® °y rip = 80 si h - 1y By, (20) % Co,

entonces la sucesion fzgde..nida por

Zie1 = Zk i D9(z) P1g(zk) para k = 0;1;::

esta contenida en By, (zo) (la bola abierta de radio ry con centro en zp) y converge al cero unico
de g(z) contenido en Cp \ By, (20):

Demostracién. Véase [47].

Q.E.D.
6.2 Ejemplo
Considérese el siguiente sistema estable a lazo abierto y cerrado.
x| =Xz
Xy = X3 (6.9)

X5 = X1 i 3%z i 3xg+ ¢(u)

conu=(1+ _3)x;+31 i .%)x+3(1+ _)xs: Los eigenvalores a lazo abierto son: 1 = _» =

.3=ilyalazocerradoson: .1 = _,=_,3=_,c¢con_ <0

Numeéricamente, encontramos que para (6.9) con 0 > _ > j14:735 el sistema se mantiene
asintoticamente estable, es decir, la region de atraccion del origen —(0), es todo ES3. Repenti-
namente, en las proximidades de . = j 14:735 aparece una Orbita periddica. En otras palabras,
. = i14:735 es un valor de bifurcacién de (6.9). La ..gura 6.2 muestra proyecciones sobre los

planos Xy, yz y zx para una simulacién numérica de tal tipo de orbita.
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Figura 6.2 Simulacién numérica de una Orbita periodica dependiente de un parametro ..

Esta oOrbita se mantiene para valores negativos de _;menores al valor de bifurcacion. De
acuerdo a los resultados de [48] la frontera de —(0) es un cilindro que contiene a la orbita
periddica, la cual es un atractor.

Asi que el sistema anterior, con , = §14:75 = i% es un buen candidato como ejemplo
para probar que no todo sistema Hurwitz a lazo abierto y cerrado, después de ser acotado, es
globalmente asintéticamente estable.

Para . = j % los planos de saturacion estan dados por:

1/2i 205315 10395 165 3/4

ig = 64 X1 i 16 XZITX3:§1

Estos planos, como deciamos, de..nen una particion del espacio en tres partes, donde los
sistemas lineales estan de..nidos por (6.1).

Analizaremos el comportamiento dinamico de (6.1) considerando las semi aplicaciones de
Poincaré (en [10], [49] se han hecho estudios similares con estas técnicas para la deteccion de
comportamiento cadtico y atractores extrafios).

Con el ..n de de..nir los semi aplicaciones de Poincaré debemos obtener las soluciones de
(6.1) en dos de las tres correspondientes regiones.

Cuando u - 1, el sistema (6.1) toma la forma
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X=Axjb (6.10)

@) 1 0]
0O 1 ©
dondeAon 0 1 E,ybzg
i3

il i3

1
E' y la solucién estd dada por: x(t) =

= O O

+t+1 2+t it? 2+t+1jet

[S1[=
S
> R

N[~
~+
N
1
~+
~+
N
1
w
(o
~+
N
- Nl
N
~+
H
NI
~+
N
11}
~+

Si i1 - u - 1, nétese que u = j 28312y, j 1039y, j 185x;, y (6.1) toma la forma

16
X' = Ax + bu = (A + bk )x (6.11)
o 1
0 1 0
donde (A +bk') = E 0 0 1 § La solucion es: x(t) = e(A+bkDty, =
- 593 . 31592 . 359
125 122 1752
o 1
S+ 3Pt+1 22+t
- 59
e'?tg i 2t i S+ B+l i§§t2+t §X0
4 3 3 2 2
it 2 Rt 2 P+l

Procedamos a demostrar la existencia de un ciclo limite. Tomaremos, pues, el caso , =
i%g en el cual una simulacion numérica da un ciclo limite. Denotaremos por ©(t) y &(t)
las soluciones en exponenciales de (6.10) y (6.11) respectivamente. Veri..caremos la existencia

de tal oOrbita periddica simétrica que pasara atraves del punto Xg := (X1;X2;X3) en el plano
a

©

o= 883§ 188y, j B3 =1 . Yaque Xo = (X1;X2;X3) 2 j; entonces: Xz =
j 205315y, ; 10395

Tes(1 i 283X i X2).

Después de manipulaciones algebraicas se llega al sistema (6.8) correspondiente a este caso,

donde:
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— (a2s . 59,595 3355 2852 it
gp=(e+ i 7e4°s+ 22eavs +el
ity - 3685,jt42
+el't j gPel't)x;
+ (i pRSc 4 5502552 4 it - B5pity2
(jes°s+Ppea s +e i Te )X

59 - - -
+eass? +eit+eilt+ Weit? j 1

— (3733,50s. . 1079455952 - 3733, it
R=(Zze*Si g €45 i Jge't

+ 36851 ttZ)X

+ (€% +e55s j ZBeTs? +eit | Reily
550 t;2

+ Zelit)x;

=)

ity ; 1690 itg2

2
e4 °s? + pgsel 330

. 4 g
|ﬁe4s

— (3709t = 3685,jt42 - 373355t 4 175643 s
03 = (Srret't j sgg2eltte j ggtelt + 2552e s

+ L16T8755 52 ; 3733)y
+ (SLeitt j e tt2_|_ 300965 4 191485652

i Pe¥s i63e'5x2

+ 169e'tt2 +ggsett i el it+ gge (6.12)
oo Hloteg |

— (10481625 6130918754 i
ga = (Pppe i o + 2 Re i)

166375, it 9150625, j t42
+(Tge i+ TEpme X,

_ 205379t - 203555 jts - 511225 jt42 o 205379
i 6z i Tor €'l Sggret v+ Vg

e

Deseamos demostrar la existencia de un cero para el sistema g; = 0, con i = 1;:::;4:

Se ha encontrado una aproximacion inicial de este cero calculando numéricamente una Or-

bita periodica del sistema lineal por partes (6.1). Tenemos que un cero posible de g =
(91; 92; 03; g4) debe estar cerca del punto zg = (t; s; X1; X2) = (0:950137102700428820833,;
0:004899185508245353869; § 0:020121260286767367286; 0:082062782042587803868). Tal orbita

pasa cerca del punto Xo 2 j; de modo que se cumple

4 @ 205315 10395
165 6a 11 77p

X2)):

= (X1, X2; —=
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Si calculamos los valores de g en el punto zy tenemos:
(91; 92; 93; 94) = (i 7:99491¢1072%; §1:04174¢10120; §4:41771¢10120; 3:47487 ¢10117).
Una simulacion numérica para , = i%g, con condicion inicial en
Xo = (i 0:020121; 0:082062; 0:296592), nos da las proyecciones sobre los planos Xy, yz y zx

de una orbita periddica que ha sido practicamente 'atrapada’, como muestra la Figura 6.3.
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Figura 6.3 Simulacion numérica del sistema (6.1) con con-

dicién inicial en xg = (§0:020121; 0:082062; 0:296592).

Empleando el Teorema de Newton-Kantorovich [47] demostraremos que existe un cero de
g = (01; 92; 93; g4) cerca del punto zy: Para aplicar tal teorema sobre la funcién g de..nida por
(6.12) tomamos n = 4, C = E4, y Cy = [0:95; 0:96] £[0:004; 0:005] £][ j 0:03; j 0:02] £[0:08; 0:09].
En lo siguiente emplearemos la norma matricial de..nida por el maximo j¢j1 en E%: jzj1 =m=’:1x

jzij, si z = (z1;::;24) 2 E*. Lanormajtjq de una matriz A = (aij) esta dada por

- - X - -
JAIL =max (- jaij):
i
Antes de proseguir es importante veri..car que ©(Xot) y 2(i Xo; iDs) estan Ebien de..nidas.
Notese que existe una recta L donde el fujo es tangencial a j;, i. €. At(x);t% =0, donde R
a

© .
es el vector n%rmal aij; = kTx = 1 . En este casg la recta L esta dada por el conjunto
n o

: . .63 1728 . 4441, - 69548 iy st
de puntos: X1, 15X+ mesE 55 X1 i e Denotsemos por il y i; las dos
regiones abiertas en las cuales j ; es dividido poI5 L. Aqué i*iL L i : TD ii NoEes dificil ver

i
que los puntos del campo vectorial satisfacen: At(x);R >0en i}L y At(x);R <0en j :
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, . - . 4 o
(véase Figura 6.4), lo cual signi..ca que el Fujo sale en la region j; y entra en la region j !.

TR
S

Figura 6.4 EIl fujo del sistema en las regiones i*iL Vi : del plano j ;.

Por argumentos de estabilidad, para xg 2 i}' se sigue la existencia de t > 0 tal que t :=
infft >0 j kT ©(xot) + 1 = 0g para el cual ©(xot) 2 j I, i.e. kKTO(Xot) - 1.

Ahora, de..namos el conjunto §Cp := Tjxjx 2 Cpg. Para &(jXo; iS) podemos probar
que, para todos los puntos del conjunto iCoT i+, existe s > 0 tal que &(iXo; iS) 2 i;,
con jXg 2 iCOT i+ demostramos ese hecho probando primero el resultado para los cuatro
Vértices de iCoT i+ (para lo cual analizamos el comportamiento de la funcion kT 2(j xo; is)
ahi, la aplicacion es decreciente de j+ hasta alcanzar j;). Ahora bien, el mismo resultado es
valido para todo el conjunto iCOT i+ empleando combinaciones lineales convexas. Entonces
la relacion j1 - kKT2(j§Xo; iS) - 1 esta garantizada en el conjunto iCoT i+

Iniciando la aplicacion del Teorema 6.1 calculamos las derivadas parciales de las funciones
gi, (véase el Apéndice).

Para encontrar las constantes ®; y © para las cuales se cumplen las desigualdades (),
(b) y (c) del teorema respecto de la funcion g empleamos algunos resultados, consecuencia del
Teorema del Valor Medio: Sean z = (t; S; X1; X2), Y Co % E* un paralelepipedo compacto. Si
f:E* ¥ EesClyz 22 Cy, entonces

31 11
. (N of. .ef. oef. ef ~. _ .
(@) i £(2)j - 4max [@t]’[@s]’[_@xl]’[_@xz] 1Ziz)

(véase [8]), donde [ﬂ] cony 2 ft; s; Xq; X2g denota el maximo de j@j en Cp. Por consiguiente
@x ey
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para g = (91; 02; U3; 94) cOn z = (z1;::5;24) = (t; S; X1; X2) obtenemos
A _
. . P - Z
jDg(@) i Dy(2hja  =max 82; @ i 2@
hoa= m
. - 0gi 50\
1ma_x4 4 1mja3<4 @ 9 (2) j L(z)

- @gi - 0gi 0_
41m|{ilx4 ﬁ?zj()'l@ ()

. 02gi = i -
161rlnjaﬁ<4 @Zj@éh jz i 2%a:

Calculando las segundas derivadas parciales de las funciones gj, acotandolas y empleando el
siguiente hecho: las cotas superiores obtenidas son funciones crecientes en las variables s; Xi;
Yy X2, Y decrecientes en t, acotamos las variables s; X1; y X2 por su maximo en Cg y t por su
minimo en Cqy para obtener precandidatos para valores de la © que aparece en el Teorema 6.1:

Para el primer caso de segunda derivada de g;tenemos: %‘32— = (i ¥Beit + 3Veitt

RBeit2)x;, + (jBeit+ Leilt j Reiltd)x, + eeit j 1Beitt+ Peitt2
Ahora, ndtese que al proceder como se menciona arriba se obtiene: ‘@@ftgl‘ - (BBeit +
Weitt+38eitt?) jxyj+(Leit+Leitt+Reilt?) jxoj+mzeit+12eit+12eilt? - 6:12621:
Haciendo lo mismo en todos los otros casos (i.e., todas las segundas derivadas parciales
@g) @?; parai;j;h=1;2;3;4,y (z1;::;24) = (t; S; X1; X2), obtenemos una lista de precandidatos

para ° (ver Apéndice). De ésta, una cota para todas las derivadas parciales es 107553, es decir

el mayor de los niameros obtenidos. Entonces, de

0%gi °

- - 0 - . - - 0. .
iDg(2) i Dy()ja - 16 max B0z, 21

si tomamos ° = 107553 £ 16 = 1720848, tenemos que ° satisface la condicion (a) del Teorema
6.1.

Reemplazando zg en las expresiones de: @g' obtenemos Dg(zp). Si C es una aproximacion
de Dg(zo)1?, entonces se puede ver que jC]l > 134.Considerando cuidadosamente los errores
en los céalculos (véase la seccion de calculo de errores en el apéndice) de Dg(zo) ity utilizando
resultados de [47] tenemos que jDg(z0) itj1 < 135.

Subsecuentemente

0(zo) = (i 7:99491 ¢10721; §1:04174¢1072; §4:41771¢10120;3:47487 ¢ 10i17)
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entonces

iDg(z0) "'9(z0)j1 - iDY(z0) tj1jo(z0)j1 - 4:7¢1011°

Asi, tomando

®=4:7¢10i% y = =135,

las suposiciones (b) y (c) del Teorema 6.1 se satisfacen. Entonces h = 1:091878 ¢ 1016, r; =
8:60902 ¢ 10i°, r, = 4:700002566 ¢ 10115, de esto sigue que h - 3 y recordando que hemos
considerado una = = 0:05 en una vecindad de zq es facil concluir que By, (z9) %2 Co. Por
lo tanto, basados en el teorema anterior probamos que la funcién g(z) tiene un cero Zp en
Co\By,(z0). En consecuencia, el sistema de control lineal por partes tiene una orbita periddica
°(t) tal que °(0) =75.

Con ello podemos establecer la siguiente proposicion:

Proposicion 6.2. Existen érbitas periodicas creadas cuando se acotan las retroalimenta-

ciones estabilizantes para sistemas estables a lazo abierto, es decir, en sistemas del tipo:
X' = e (X)

lo que implica que éstos no son globalmente asintdticamente estables.

Demostracion. Puesto que h = 1:091878 ¢ 10i6, r; = 8:60902 ¢ 10i°, y empleando que
+ = 0:05 en una vecindad de zp, se sigue que las condiciones h - % y By, (20) ¥ Cy se satisfacen.
Por otro lado, del Teorema 5.1, la funcion g(z) tiene un cero Zg en Cp \ By, (z0) (ndtese que
r, = 4:700002566 ¢ 10i1%). Finalmente, hemos probado que el sistema (6.9) tiene una orbita
periddica Unica °(t) con condicidn inicial °(0) = Zg:

Q.E.D.
Puede ademas probarse, como se hace también en el apéndice, la siguiente proposicion.

Proposicion 6.3. La Grbita periddica de la Proposicion 6.2 es asintéticamente estable.

6.3 EIl ejemplo anterior como contraejemplo

Las proposiciones precedentes han dado pie al siguiente teorema global, ahora re..riéndonos a

los sistemas lineales por partes en general, y a su estabilidad:
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Teorema 6.4. Para un sistema lineal por partes, la estabilidad sobre cada subsistema de
su particion no implica estabilidad asintdtica global.

El Teorema 6.4 contesta ..nalmente a la pregunta que nos hicimos al inicio de este capitulo,
empleando los resultados de la seccion anterior como un contraejemplo para dar una respuesta
negativa. Por un lado nos permite zanjar la cuestion planteada, y por otro nos muestra que la
intuicion puede ser en demasia engafiosa, como ocurre en otros aspectos de la Matematica.

En el capitulo siguiente, trataremos el problema de la 6rbita periodica desde el punto de vista
mas general posible, para sistemas lineales por partes arbitrarios (no necesariamente simétricos)

gue son continuos.
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Chapter 7

Orbitas periddicas para sistemas

lineales por partes en general

7.1 La existencia de 6rbita periddica

En los capitulos anteriores hemos llegado a poner énfasis en todos los casos en que aparecen
Orbitas periddicas. En los casos bidimensionales en que aparecio se trato el tema con atencion.
En el capitulo anterior se demostré de manera formal la existencia de una de ellas en dimension
tres para el caso de la funcion de particién €(x) y se evidencid la di..cultad que tal prueba
implica. Ahora trataremos de hacer un enfoque lo mas general posible, sin restriccion de la
dimensién o del nimero de elementos que se den en nuestra particidn del espacio de estados. La
Unica condicién a la que invocamos es que nuestros sistemas lineales por partes sean continuos.

En este capitulo abordaremos el problema desde una dptica geométrica y topoldgica para
la obtencion de resultados que, desde la sola geometria nos conduciran al &mbito del &lgebra
lineal. En [37] hemos propuesto una vision algebraica del tema de las orbitas periddicas, la cual
ha dado resultados de enorme interés.

En lo que sigue, nos atendremos a lo que hemos convenido en llamar punto periédico y

Orbita periédica, mencionado en las de..niciones 1.13 y 1.14.
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Partiendo del caso de un sistema lineal por partes del tipo:

8
§A1X+b1; X2 F;
AoXx+by X2F
x°=§ S ? (7.1)
- AX+bh X2F,

en donde A; 2 Mpxn(E™), y bj 2 E" con i 2 f1;2;¢t¢; ng, y la clase F determina una parti-
cion. Como se considero en el Capitulo 1, comenzaremos nuestro estudio de dérbitas periddicas
re..riéndonos a que las particiones del espacio de estados estan dadas por los hiperplanos de
dimension n j 1:
© a
ii= xjclx+di=0 ; i=1:2:0n (7.2)

que ya se habian mencionado, con c¢; y dj elementos de E"; estos hiperplanos dan la particién
referida.

Supongamos que tenemos una particion dada por n hiperplanos de modo que el fujo sea
continuo en todas partes.

Si existe una orbita periddica °(t), que pasa por k hiperplanos, para una condicion inicial
tomada en uno de ellos, digamos el j1 = jk+1, entonces tendremos una situacién como la

planteada por la Figura 7.1:
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Figura 7.1 Orbita periddica que pasa por k hiperplanos.

En lo anterior las trayectorias nos pueden de..nir una aplicacion de Poincaré, donde los t;
simbolizan los tiempos de arribo (los llamaremos asi en lugar de de retorno, en caso de existir
éstos) de la trayectoria del hiperplano ji;1 al plano ji. Los X; denotan los sitios por los que pasa
la trayectoria en cada hiperplano. A la condicion inicial la denotaremos por X; por conveniencia
en la notacion. Notese que al haber k hiperplanos, en el conteo de los hiperplanos por los que
pasa la oOrbita, al regresar esta al primer hiperplano éste se conrtar4d como el (k + 1)-ésimo:
i1 = ik+1, Y la trayectoria, al llegar a este mismo, nos denotarpa un punto numerado como
XKk+1-

En el caso hiperbdlico, que es el nuestro, cada matriz A; satisface: det A; & 0, entonces

cada sistema x' = Ajx + bj, i 2 F1;2; ::;; ng puede reescribirse en la forma:

X' = Ai(x + Ajtby)
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Integrando (en este caso la integracion es directa) se tiene:
x(t) = e (xo + Afh) § Aflh;

con Xo denotando una condicion inicial cualquiera (aungue anteriormente a una condicion inicial
Xo la denotabamos en negrita, de aqui en adelante, debido a la notacion que desarrollaremos,
lo evitaremos para no generar confusién). Si hacemos Xo = X1 2 i1 = ik, Y suponiendo que

existen los tj de arribo entonces:
Xi+1 = MU (x; + Allby) § Aflh; i=12::0k (7.3)

Haciendo E; = eAiti y p; = Aiilbi y encontrando iterativamente los xj, a partir de X

tenemos:

X1 = X1

Xo = Eix1 + (E1 i )p1

X3 = ExEixy + Ex(Er i Dp1+ (B2 i Dp2

Xq = EsBE2E1xq + EsBE2(Ex i )pr + E3(Ez i Dp2+ (B3 i 1)ps

it
Xi+1 = Ex CCCE1 X+ ExtttEi+1(Ei i Dpi + (Ex i 1)pk (7.4)
i=1
Notese que si existe una oOrbita periodica, con periodo t = t; + ¢¢¢ + t, se cumple que:
Xk+1 = X1, Y por lo tanto:

..N #
(| i Ek¢¢¢E1)X1 = Ek¢¢¢Ei+1(Ei i I)pi +(Ek i I)pk (7.5)
i=1
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De aqui en adelante diremos que un punto periddico X; = Xk+1 (0 la dérbita que pasa
por éste) es transversal a la frontera ji si dada la solucién * del sistema lineal por partes
correspondiente, existe un nimero ty, tal que "(X1;tk) 2 jk y para t & tx, mas propiamente
(ver Figura 7.1): t 2 (tk;1;tk) [ (tk; t1), se cumple que " (X1;t) 2 jk.

El anterior es un sistema de n ecuaciones, con n + k incognitas, n correspondientes a las
coordenadas de X3 Yy k correspondientes a los elementos ty;:::; tx. Requerimos k ecuaciones mas.
Reescribamos a las n términos de (7.5) del siguiente modo

M ”
Ex ¢t Eiva(Ei i Dpi + (B i Dpk (1 i ExCEED)Xy 1= 0i(X1y; X, 1155 X5 T 125 105 )

= (7.6)
coni=1;2;::n.

Revisando las ecuaciones (7.4), las cuales son satisfechas por las X, y ya que estas ultimas,
parai _ 1 dependen de X;, podemos determinar un sistema que gobierna a la orbita periddica.

De..namos antes las k ecuaciones adicionales:
ciTxi + di 1= 0i(X1,; X1,; 1305 X1,y T 25 105 ) (7.7

coni=n+1n+2;:;n+Kk.
Obsérvese que las gi(ty; tz; ::i; th) son funciones reales continuas. Asi, si existen Xi,; X1,; =% X1,;

ty; 35 ty, tal que satisfacen el sistema constituido por las n + k ecuaciones:

01(X1,5 X1,; 55 Xas ts s i t) = 0
(7.8)

On+k (X145 X155 55 Xa st oy i t) =0

existe una Orbita periddica, °(t) con periodo t = t; + ¢¢¢ + t, la cual es obtenida con la
condicion inicial x; 2 E" que cumple (7.5). Todo lo anterior puede ser resumido en la siguiente
proposicion

Proposicion 7.3: Sea el sistema continuo (7.1). Considérense las funciones g; de..nidas en
(7.8) y asociadas al sistema referido. Entonces, existe una solucion periddica °(t) con periodo

t =t +¢t¢t+ 1t > 0y condicién inicial X1 si y sélo si existe una solucién para el sistema
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0i (X115 X1, 5355 Xa s T 25 1255 1) = 0.

Es importante que observemos que entre ninguno de los tj debe cumplirse que el fujo del
sistema (7.1) satisfaga la igualdad ";(x) i X = 0 de acuerdo a la De..nicion 1.

Construir el sistema de ecuaciones (7.8) mediante el mecanismo anterior es algo muy sencillo
y tiene una ventaja esencial sobre el método propuesto por Bernat y Llibre en [8] (y nuestra
generalizacion al mismo [38]) ya que, en su caso, aquél sélo es valido para sistemas simétricos
especiales, como los simétricos, y el del nuestro no tiene ninguna restriccion al respecto.

Una pregunta que podriamos hacernos es:

En el sistema lineal (7.5) ¢podrd encontrarse la condicién inicial x; de la forma siguiente?:

M ”
x1=(1 i ExtttE)Tt  EwtttEiva(Ei i Dpi+ (Ex i ik (7.9)
i=1

La respuesta parece a..rmativa y es la que se da en [13] para un caso muy particular para
el plano. Més adelante, haciendo un estudio a mayor detalle, veremos que la respuesta es en
realidad negativa, es decir: no existen ty;:::; tx mayores que cero, tal que lamatriz (I j Ext¢¢Eq)
es invertible.

También, por otra parte, podriamos preguntarnos cuando el sistema de ecuaciones

0i (X155 X1,; 1205 X1,,; t1; t2; 2235 t) = 0 de la Proposicion 7.3 tiene solucion:

Para abordar el problema reescribamos la aplicacion que aparece en el sistema anterior asi:
9i (X115 X1p3 1155 X3 115 T25 25 6) = QY15 Y23 55 Vs Y1 Yinr2s 2255 V) -
De..namos las aplicaciones continuas:
hi(y1:y2; 225 Yn+k) = Gi(Y1: Y2; 1255 Ynek) + Vi
Y para todo ¥ = (y1;¥2; :::; Yn+k) tomemos la aplicacion continua
h(®) = (h1(9); :::; hn+k ()

del n + k-espacio euclideo real en si mismo.
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Teorema 7.4: EI sistema de ecuaciones (7.8) (con i = 1;::;n + k), donde las funciones
reales continuas g; van del n + k-espacio euclideo real en si mismo, tiene solucion si existe
un conjunto T homeomorfo a la bola unitaria en el n + k-espacio euclideo, tal que, para las

funciones hi(y1;:::; ¥Yn+k), Y para la aplicacién continua h

h(T)%T:

Demostracién. La existencia del conjunto T de..nido, de modo que h(T) 2 T , implica,
por el Teorema de Punto Fijo de Brower, que h tiene un punto ..jo.

Ahora bien, siguiendo los planteamientos en [36] para el tépico de punto ..jo, supongamos »
un punto ..jo para h. Asi: h(®) = (h1(1); :::; hn+k (1)) = 9. Por lo que (g1(B) + y1; 5 gn+k(P) +
th+k) = By se cumple: gi(P) +vyi =vVi y ..nalmente:

gi() =0

por lo tanto la existencia de un punto ..jo para h implica la existencia de una solucion para el
sistema gi(y1; y2; i1 Yn+k) = 0.
Q.E.D.
Ahora bien, en otra instancia, podemos hacer un planteamiento mas directo para encontrar
la aplicacion completa de Poincaré correspondiente a sistemas lineales por partes continuos que
nos lleve a otros resultados. Partamos de lo siguiente:
Sean §i(xi) 2 ji vecindades de los xj 2 ji. Para la solucion local ®(x;;t) de un sistema

lineal por partes. De..namos los nimeros tj : j; ¥ E como

t=infft>0j "(X;t) 2 ji+10

Si existen t1; to; :::; tn, dados como arriba de..niremos las aplicaciones parciales de Poincaré asi:

Tix = Eix+ Eipi i pi

Al haber una érbita periodica, las aplicaciones parciales podran ser representadas por el
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diagrama:
ir 1Y iz a¥ ot g ik 0¥ 1T ikn
Ahora, por razones de simplicidad que veremos més adelante, de..namos el hiperplano
i 1.p, dado por

iLp = Xy +p1jXs 2 jkg

Proposicion 7.5: Supongase que existen ty;tp;::;;ty, con tj : j1p, ¥ E de..nidos como
arriba. Entonces, existe una aplicacion completa de Poincaré T = Ty ¢0¢+To+ Ty j1;p, ¥
i 1;p, dada por:

Tx = AJ EKEk; 1ttt E2E1Arx

Demostraciéon. En cada hiperplano i, por continuidad, se satisface lo siguiente: Ajx+b; =
Aj+1X + bj+1, 0 bien, Aj(X + pi) = Aj+1(X + pij+1): De (7.3) tenemos la igualdad: Xx+1 + px =
ek (x, + px). NOtese que en j1 = jk ocurre lo siguiente: Ai(X + p1) = Ax(X + pk). Por lo

tanto, para Xk+1 2 jk tenemos (ver ..gura de arriba): A;(Xk+1 + p1) = Ac(Xk+1 + px)- Asi:

_ il _ il
Xk+1 + P1 = AT A (X1 + Pi) = Af AR (X + pi)
— il — il
= Af et AL (X + pi) = AfTe Rk AL 1 (Xk + Prj1)
= AfteAte A jefrittiat (X g + pi; 1) = AdTefktkekittat Ay oy (X1 + Pr 1)

_ ail 1t _ Ail Lt
= AfteftkeAittkit Ay o (Xi 1 + Prj2) = Af TeAteAkittat Ay o (X2 + Pri2)

= AjlefxtkeArirtiin gg¢eAetzeAti A (xg + py)

donde X1 y Xk+1 pertenecen a jx = i1, Y X1 +P1 Y Xk+1 + prviven en jip,.
Q.E.D.
Ahora bien, existe una érbita periddica °(t) si y solo si X1 = Xk+1 Y por lo tanto:
AJEKEx; 180 E2E1AL(Xe + P1) = X1 + p1 (7.10)

Reinterpretando lo anterior, X3 +p1 €s un punto ..jo de una aplicacion completa de Poincaré

de j1;p, €n si mismo.
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La ecuacién (7.10) implica que un punto ..jo X1 en j1 (es decir, para una aplicacion afin),
es equivalente a que haya un punto ..jo X3 + p1 en jip,, 0 sea, para una aplicacion lineal.
Lo anterior signi..ca que conocer condiciones necesarias y su..cientes de existencia de érbita
periddica en j1;p, nos da la pauta para conocer las correspondientes en j.

En lo anterior, notese que el teorema implica que el siguiente diagrama es conmutativo:

T:’-J’
i —— T

TR‘LT.

para todo i 2 f1;2;::;;k + 1g, donde k +1 =1 (lo que implica jk+1 = i1) ¥ Ti+1 = Ti £ Tj;1.

Ahora bien, si en las ecuaciones (7.10) hacemos x; + p; := X, éstas pueden escribirse asi:
EkEk il tee E2E1A1X = AlX

Esto altimo puede verse como un problema de eigenvalores y eigenvectores, es decir: para
el eigenvalor _ =1 tenemos que A1X es eigenvector asociado. Para simpli..car la notacion, y ya
que A; tiene coordenadas constantes, hagamos Aix :=y. Noétese que el problema se relaciona

nuevamente con uno de punto ..jo, es decir:
EkEkil¢¢¢E2E1y=y (7.11)

justamente en un espacio euclideo de dimension n+k, problema para el que el Teorema 7.4 nos
pide la existencia de un conjunto T homeomorfo a un n + k espacio euclideo gque satisfaga la
relacion h(T) %2 T:

7.1.1 Simpli..cando el problema de existencia de 6rbita periédica

Otra manera de conocer condiciones necesarias de existencia de oOrbita para el tltimo sistema

es la que propondremos a continuacién.
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El sistema (7.11) equivale a : (ExEk;1¢¢¢Ez2E; § 1)y = 0. Si en tal sistema existen
t1; o5ty tales que la matriz ExEx;1¢¢¢E2E7 i | es invertible, esto implica que la solucion del
eigensistema o sistema propio es Unica y es la trivial: el origen, hecho que no nos aporta nada.

Observacion 7.6: Notese que el que la matriz ExEx;1¢¢¢E2E 1 j | sea invertible es equiv-
alente a que exista la matriz (I j Ex¢¢¢E1) il del sistema (7.9), y hemos concluido que eso no
es posible. Por lo tanto la respuesta a la pregunta hecha con referencia a (7.9) es negativa, no
ocurre como se a..rma en [13].

Entonces, ya que el hecho de que el sistema (ExEx;1¢¢¢E2E 1 j 1)y = O tenga solucion
Unica se descarta, buscamos la posibilidad de que tenga in..nitas soluciones. Para ello pedimos

la existencia de numeros ti;:::; tk tales que
det (ExEx;10¢¢E2E1 § 1) =0 (7.12)

Lo ultimo podria, sin embargo, implicar que la solucion del sistema fuese el conjunto vacio,
asi que analicemos el caso con més detalle: Cada solucién y; del sistema tiene la forma: y; = %’L,
donde los ¢; son determinantes asociados y € el determinante principal del sistema. Se puede
probar que si ¢; = 0, 8 1 2 f1;:::; kg, entonces el sistema referido tiene in..nitas soluciones.
Para un sistema homogéneo como el nuestro, esto se satisface pues los &; son todos cero, ya
que, en cada caso, una de sus columnas sera el vector O:

Por otra parte, como el eigenespacio W1 de la matriz ExEx;1¢¢¢E2E 1, para el eigenvalor
. = 1, puede tener dimensiones que van desde 1 hasta k (dependiendo de la multiplicidad de los
eigenvalores , = 1y de la forma canonica de la matriz ExEx;1¢¢¢E2E1 j 1). La interseccion
de este espacio con el hiperplano jo puede ser un conjunto j-dimensional (j 2 f1;::;kg), la
localizacion de Xp desde el punto de vista geométrico debe ser mas cuidadosa (ver ejemplo més
abajo). A pesar de ello, contamos con algunos criterios Utiles que llenan algunos vacios en la
teoria y que fortalecen en gran medida el enfoque limitado que se ofrecid en el Capitulo 6.

Todo lo anterior demuestra el siguente teorema:

Teorema 7.7. Si existen t; > 0, para todo i 2 f1;:::; kg, tales que la matriz ExEy;1¢¢¢Eq

tiene un eigenvalor . = 1, entonces existe una Orbita periddica °(t) para el sistema lineal por

5

partes (7.1), con periodo t =1t; +¢¢¢ + ty.
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7.1.2 Ejemplo al teorema anterior

Para el sistema (6.9) del Capitulo 6, en el cual probamos la existencia de una 6rbita periddica,
podemos recurrir al resultado del Teorema 7.7. En tal caso, en la matriz ExEx;1¢¢¢E2E; § 1,

por simetria, t3 =t; y t4 = t,, y ésta se reduce a una con dos parametros:

[E2E1% i | = [e”22eMU]? j I
(@) 1 (@) 1
0O 1 0 0 1 0
dondeAl=g 0 0 1 EyA2=§ 0 0 1 E
i1 i3 i3 ; 202279 ; 1014(;13 ; 1%7

En este caso existen en efecto nimeros reales t; y t, que satisfacen det([E1E2]? § 1) =0y
éstos son: t; = 0:950137102700428820833::: y t, = 0:004899185508245353869:::, justamente los
gue encontramos anteriormente, con la ventaja de que para demostrar existencia no requerimos
conocer el elemento x 2 E3 en uno de los planos de la particion del sistema. Por otro lado,
el sistema de este ejemplo podria ser no simétrico y aun asi la aplicacion del Teorema 7.7 no
presentaria problemas.

El teorema nos da condiciones necesarias de existencia, aun cuando no nos diga en qué
elemento Xo (perteneciente al eigenespacio del sistema), tomado como condicion inicial sobre el

hiperplano jo = ik, Se encuentra ésta.

7.2 La aplicacion tangente

Deseariamos més condiciones, ahora para conocer, por ejemplo, requisitos de estabilidad de
Orbitas periddicas o bifurcaciones de éstas, en caso de existir. Para ello nos sera de interés la
aplicacion tangente a la aplicacion completa de Poincaré T.

Consideremos de nuevo el campo vectorial (7.1) de..nido sobre una particion dada por
hiperplanos jj como los referidos anteriormente. Para abreviar, al campo AiX;j+bj = Aj(Xi+pi)
(con xi 2 iji), que existe en la region F; de la particion, podemos representarlo por fr, :=
Ai(Xi+pi). De este modo tenemos la siguiente proposicion, que nos a..rma como es la aplicacion

tangente a cada aplicacién completa de Poincaré.
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Proposicion 7.8. Supongamos un ciclo limite transversal a los hiperplanos ji en los puntos
Xi 2 ji, 1 2 T1;2;:::; kg respectivamente. Entonces, para una condicion inicial xi, la aplicacion
tangente (o0 jacobiana) a la aplicacion completa de Poincaré, DT (que es el producto matricial

DT = DT¢DTg;1¢¢¢DT,DTy), tiene la forma:

= cl*
DT = | j =21 EgEg;1tttE
'Cprl kEkij1 1
T 5
donde cada una de las matrices DT; es de la forma: DTi = | j ?'J}% E;.
i+1'Fj+1

Demostracién. Sea X; 2 ji, en general, y supdngase que existe tj > 0 tal que
Xir1 = Ei(Xi +Pi) i Pi Y o (Eiva(Xi + Pis1) i Piv1) + divs = Clo1Xi+1 + disg & O, para
todo t 2 (tj;1; ti).

De..namos la siguiente funcion
: T At _ ¢
Gt) =cjpy 7 (X+pi) i pi +diva

Puesto que G(Xi; ti) = ¢/, Xj+1 + di+1 =0y

0G

o) = cl 1AMt (X + pi) = ¢l Ai(Xie1 + i) 60

para todo t 2 (t;;1:ti) existe una vecindad ji(Xi) de x; en j;i y una funcion, t: ji(xi) ¥ E tal

que G(x;t(x)) =0y t(xj) = t;. Entonces

: i1
Dt(xi) = i %—?(Xi;ti) %_S:(Xi;ti) (7.13)

£ 0.4
— - T Aijti 14T Aiti
= 0 CinaAiRTT(Xi +pi) TGt

£ a.q
= i cf il T At
= i CirtAi(Xi+1 +pi)  Cipr€7TH.

De..namos una aplicacion T : ji(Xi) ¥ ji+1 como T;j(X) = Ej(x+pj) i pi De (7.13) tenemos:

DTi(xi) = AieNh(x; + pi)Dt(x;) + et
= Ai(Xi+1 + pi)Dt(x;) + M

£ Oi1 ity s
= FAIXir1 +Pi) ClaAI(ies +pi) | e et
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' #
_ AilXi+1 + pi)Clyy Aty
i

L Ai(Xis1 + Pi)

) ) . T
_ A1 (Xis1 + Pi+1)Ciag pAiti = | 1+l
C}r+1Ai+1(Xi+1 + Pi+1) C-ir+11:|:i+1

Por otro lado, veamos como es la composicion de dos de ellas D(Tj+1 = Ti)(Xi):

D(Ti+1 £ Ti)(Xi) = DTi+l(Xi+1)D-|¢-,j(Xi) "

#
T T
_ - fFi+2Ci+2 ) - fFi+lCi+l )
= 1j IR Eiv1 1i T f Ei
Cix2TFisz Cit1TFiss

A : . fe el
Después de cierta algebra esto se reduce a | j y
Civ2TFiaz

Ei+1Ei.
Asi, para el caso de la aplicacion completa de Poincaré, desde la condicion inicial Xy y

realizando este procedimiento de manera iterativa, tenemos

-
- ka+1Ck+l

DT = EkEkilM¢E1

C-I£+l1:|:k+1
y aplicando que fg, ,, =fF, ¥ CI+1 =c] (ver la primera ..gura de este capitulo) concluimos lo
gue deseamos.
Q. E.D.
El teorema siguiente para la matriz jacobiana de una orbita periddica es conocido. En este
caso especial DT tomara la forma que acabamos de deducir.
Teorema 7.9. Si el espectro de DT, %(DT), esta contenido en el disco unitario, la érbita
periddica °(t), en caso de existir, es localmente estable.
En otros casos, la presencia de bifurcaciones depende del cambio de eigenvalores, justo
cuando , =j,re +1i,imj deja de ser igual a 1.
Mostraremos que, de manera comoda, tal como en nuestras consideraciones anteriores, en
nuestro estudio seguiremos empleando propiedades de la matriz ExEy;1¢¢¢E1 aun cuando

. . f ol ”
trabajemos con la matriz | j << EEj ;1 ¢00E;.
Cr+1 Fr+1
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7.3 Bifurcaciones locales

Para campos vectoriales suaves, es posible que se presenten algunos tipos de bifurcacion.
Sea X1 = Xk+1 2 jk = i1 un punto peridico transversal con una sucesion de arribos ti; :::; ty.

Consideremos la aplicacién tangente a la aplicacion completa de Poincaré

-
- ka+1Ck+1

DT = 1 j ExEx;1000E,

C-kr+1f|:k+1

Adicionalmente sea la matriz M = ExEy;1¢t¢E1de orden n £ n. Una matriz M! seré
linealmente conjugada a la matriz anterior, si existe una matriz no singular P tal que M’ =
PMP il Podemos ver que si M = E1EkEk;1¢¢¢Ey y tomando P = E; se satisface lo anterior

y en consecuencia podemos escribir la matriz M asi:
M =EJ'ME;

De hecho, empleando la matriz M" podemos ver que la matriz

fe,cl ” fe,cl ”
DT = 1j—422 M'= |22

E1EKEk;1¢¢CEy
C-Zr‘ﬂ:2 C;—fpz !

es la jacobiana correspondiente, al empezar nosotros su determinacion en el sistema con una
condicion inicial xo 2 jo.

A continuacion, de..niremos algunos tipos de bifurcaciones conocidas, que pueden encon-
trarse en la literatura ([15], [40]).

De...nicion 7.10.

(i) Bifurcacion silla nodo: Esta ocurre en el punto periddico xx+1 si la aplicacion DT (i)
tiene un eigenvalor igual a 1.

(ii) Bifurcacién de doblamiento de periodo: Este tipo de bifurcacién ocurre en el punto
periddico xk+1 Si la aplicacion tangente DT (Xk) tiene un eigenvalor igual a j 1.

(iii) Bifurcacion de Hopf: Una bifurcacién de Hopf ocurre en el punto periédico Xy+1 Si la
aplicacion tangente DT (Xk) tiene un par de eigenvalores conjugados complejos cuyos valores

absolutos son iguales a 1.
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La bifurcacion silla-nodo crea/destruye puntos ..jos cuando un parametro cambia de man-
era continua. En este caso, una orbita periodica atractora y una de tipo silla se aproximan,
colisionan y desaparecen cuando un parametro cambia continuamente y, en este caso, la orbita
tiene un eigenvalor igual a 1.

En la bifurcacion de doblamiento de periodo, una Orbita atractora, con periodo t cambia a
una de tipo silla y, simultdneamente en otra atractora, con periodo 2t. Cuando esto ocurre, la
orbita original con periodo t tiene un eigenvalor igual a j1. Este tipo de bifurcaciones se da,
por ejemplo, en la aplicacion (o mapeo) conocida como rutas al caos. La bifurcacion cambia
la estabilidad de un punto ..jo y se genera una nueva solucion con el doble del periodo de la
anterior

Finalmente, la bifurcacion de Hopf se da cuando una 6rbita atractora cambia en una repul-
sora, y simultdneamente aparece una region invariante atractora homeomorfa al toro.

Con esto en mente formularemos el siguiente teorema, que nos da condiciones de bifurcacion
para puntos periodicos.

Teorema 7.11. Sea Xk+1 2 jk un punto periddico transversal, con una sucesion de tiempos
de arribo ft;:::;tx; t1g. Sea Sk la suma de los menores principales de orden k de la matriz
M = ExEy;1¢¢0E;. Entonces:

(i) Aparece una bifurcacion del tipo silla-nodo en el punto periddico Xk+1 Si y solo si

MiiMmi2dSi+Mid)Sittt+(il)"'sp=0

(ii) Aparece una bifurcacién de doblamiento de periodo en el punto periddico Xy+1 Si y sélo

Si

S +S3+0tt+S, = 0 cuando n es impar

1+S, +S,+06t+S, = 0 cuando n es par:

(iii) Aparece una bifurcacién de Hopf en el punto periddico Xk+1 Si y so6lo si, para algun

L2[0;2%]y ex = eS8 (k2 F1;2;::n j 1g) se cumple
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Demostracion. Sea M! = E1EkEk;1¢¢¢Ey, entonces, al existir Orbita periodica, la matriz
M tiene un eigenvector A;x (recuérdese que se de..ni6: x1 + p1 = X) correspondiente al eigen-
valor 1. Por las propiedades que ya hemos visto que satisfacen los campos A;(X; + pi), Y que se

cumplen de manera iterada, no es dificil probar que, en efecto
MUA;x = E1Ex;1 ¢t EpAIX

después de operaciones iterativas, se reduce a

MA]_X = AlX
h fr cf !
Ahora bien, lamatrizL = 1 j C—E}F—l es un proyector de E™ a un cierto conjunto — a lo largo
1M

del vector A;x. De lo anterior se desprende que si la matriz M’ tiene eigenvalores f1; _2; 5 gy
eigenvectores correspondientes TA1X;Vy; i vpg, la matriz LM tiene eigenvalores f0; _2;:; .nQ
y eigenvectores correspondientes TA;X; Up; :::; ung, donde u; = Lvj (J = 2;3;::5;n).

Puesto que M y M! son linealmente conjugadas, i. e.,
M =EjiMIE;

tenemos que, empleando que existe Grbita periddica, es decir, uno de los eigenvalores de nuestra

matriz es igual a 1 se cumple:

det(M' j _1) = det(M bbl)= 1
I ORI R LN

iHo@ )
+(1§iS1+Sz i Ss). " +ett+(i)"Sy

Denominemos q(,) al polimonio
S Li8). P (LS +8), "+ (LiS1+S2 0 Sg), M+ttt + (i D)"Sy

Cuando la matriz LM’ tiene un eigenvalor 1, es decir, q(1) = 0, se satisface (i). Si LM’

tiene un eigenvalor 1, es decir, q(j1) =0, se cumple lo indicado en (ii). Finalmente, con las
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condiciones pedidas en la parte ..nal del teorema, se satisfara (iii).

7.3.1 Ejemplo

Como caso particular del teorema anterior, en dimensién 3, tenemos que:
-Existe una bifurcacion del tipo silla-nodo en el punto Xg+1 si y solo sidetM j trM +2 = 0.
-Existe una bifurcacion de doblamiento de periodo si y sélo si detM +trM = 0.
-Y ..nalmente, existe una bifurcacion de Hopf en el punto Xx+1 Si y s6lo si detM j 1 =0y

il<TrM <3.

7.3.2 Un resultado mas concerniente a Orbita periodica

Podemos hablar de un polinomio de bifurcacion

a(.) =0

el cual existe, si y solo si, el polinomio caracteristico de ExEy;1¢¢¢E; es divisible por 1. Que
lo anterior ocurra implicara la veracidad de la siguiente a..rmacion, desprendida del Teorema
7.11:

Corolario 7.12. Dada una sucesion de tiempos de arribo fty;:::; tyg para una aplicacion
completa de Poincaré, existe una orbita periodica si y solo si, para la matriz M = ExEy;1(t¢(Eq,

se satisface lo siguiente:
1§S1+Syitet(i)"11Sh;1=(i)"detM

donde los Sk son la suma de los menores principales de orden k de M y n es la dimension de la
matriz M.

Un problema interesante que podemos proponer siguiendo los planteamientos de Banks [7]
es el de la determinacion de grupos de homologia simplicial que caractericen oOrbitas periddicas,
asignadas particiones simpliciales coherentes con las particiones de un sistema lineal por partes

cualquiera.
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7.4 Un caso particular de aplicacion de los resultados anteriores

En este capitulo hemos mostrado resultados que facilitan conocer informacion acerca de la
existencia de orbitas periddicas para sistemas lineales por partes en general. Podriamos ver, en
casos especiales, donde y como localizar los puntos periddicos en caso de existir.

Partamos del caso de no linealidad ¢ (u) en n dimensiones. Recordemos que ésta de..ne
al sistema: x" = Ax + b&(u(x)), es decir, uno lineal por partes, con los subsistemas lineales
correspondientes: x' = Ax 8 by x’ = Bx, con B = A+ bk'. Supongamos A y B invertibles.

Lo que haremos a continuacion sera escribirlos en términos del elemento p = Ailb:

De este modo tenemos, por casos:

n (0]
X'= AXip) Bx AX+p)

Las soluciones son, respectivamente:

n o
XM= eMxoip+p B eAxo+p)ip

En el sitio en que los hiperplanos j-- := k"x = "1 dividen al espacio de fases, y en j; Yy

i+ se cumple respectivamente:
A(x ip)=Bx, A(x+p)=Bx (7.14)

Encontremos la aplicacion completa de Poincaré T = T4 T3xT2+T1 :Br(Z)\i; ¥ i;.

De modo que partiendo de z 2 j; se llega mediante la aplicacion completa ay 2 j;.
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Asumamos que existen t;t%;s y s, ver Figura 7.2.

Figura 7.2 Aplicacion completa de Poincare sobre los hiperplanos j; y i+.

Procediendo como en la teoria de este capitulo, y si hacemos y* =y jpy z° =z jp,
. . . = 0 0
tenemos la igualdad siguiente: y° = AileBs eAlgBseAtaz®
Si existe una 6rbita periddica debe cumplirse la relacion y® = z" y por simetria del sistema

se tiene:

ATleBSAtgBSeAtpzT — 77 (7.15)

Buscamos un punto ..jo no trivial de la ecuacion (7.15). Denotemos a la matriz eBseAteBseAt =
[eBseA? como M = M(t;s). Asi: AilMAZ® = z°,
Obsérvese que esto implica la existencia de un eigenvalor _ = 1 de la matriz AitMA,

La ecuacién anterior equivale a:
(M j DAZ" =0 (7.16)

Si la matriz (M j I)A es no singular, el sistema tendria una Unica solucién, la trivial, la

cual no nos interesa. Por otro lado, si det[(M j 1)A] = det(M j I)detA =0, partiendo de la
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hipétesis de que A es invertible tenemos:

det(M j 1) =0 (7.17)

lo que signi..ca que habra in..nidad de soluciones. En el conjunto solucion de (7.16) se encuentran
las z° correspondientes, las cuales viven en el eigenespacio generado por el eigenvector asociado
a . = 1. Podria existir multiplicidad de eigenvalores , = 1y, de acuerdo a las caracteristicas
de la matriz M, p. e., que sea diagonalizable o no, su eigenespacio E satisface: dimE - n.

Por ser el conjunto E un subespacio vectorial contiene al origen, por lo tanto es una variedad
homeomorfa a un espacio euclideo de la dimension de E. De este modo, si existe una orbita
periddica del sistema que estamos estudiando, z° (z° & 0) satisface las ecuaciones: (M j 1)Az" =
OykT(z°+p)=il.

Supongamos que tenemos el caso particular de que dim E = 1. Empleando que z® determina
z, el eigenespacio E intersecta los hiperplanos j; y i+ en los puntos z y j z, en caso de existir
la 6rbita periddica simétrica. Esto signi..ca que el ciclo limite pasa por los puntos z y jz, hecho
que, en caso simples como éste, nos puede permitir encontrar su ubicacion precisa (véase la
Figura 7.3).

F

Figura 7.3 El eingenespacio E intersectando los hiperplanos j; ¥ i+ enzy j z.
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Por otra parte, a partir de las condiciones geométricas, y después de un poco de algebra, la

ecuacion (7.17) se reduce a la siguiente condicion simple de existencia de orbita periddica:

det(e™ +eiBs) =0
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Chapter 8

Conclusiones y perspectivas

8.1 Conclusiones

El capitulo uno presentd, como menciondbamos en la introduccion, resultados que se requerian
para formalizar algunos aspectos del estudio de los sistemas lineales por partes. En éste se
procuré introducir una teoria general de estos sistemas, y motivar a su estudio, desde un punto
de vista absolutamente formal.

Es importante que mencionemos que, referente al capitulo cinco, en [48] se ha realizado un
andlisis similar en ciertos sentidos para el caso de la dindmica inducida por la funcion ¢(x)
en n dimensiones. Sin embargo, en este capitulo aportamos algunos descubrimientos, como el
de que el numero n, es decir el orden de la dimension, y su paridad, son relevantes en el tipo
de dindmica que puede haber. También hemos propuesto otro enfoque para la determinacion
del nimero de puntos de equilibrio, segun sea el nUmero ng, dado que, curiosamente, no fue
posible la aplicacion de la Teoria del indice en este caso, hecho que da pie a una investigacion
mas detallada al respecto para futuros trabajos. Es posible, de manera semejante, hacer un
analisis de la dinamica para el caso de la funcion ¥(x) y asi extender los resultados de dimensién
dos a dimensiones superiores. Las herramientas utilizadas serian practicamente las mismas y
los resultados se asemejarian en el mismo grado en que los de la funcion ©(x) de dimension n
se relacionan con los de dimension dos, pero escribir lo anterior seria un problema demasiado

engorroso debido a la notacion. Tomemos en cuenta que la funcidén ¥(x) se puede contemplar
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como una composicion entre la funcién g(x) y €¢(x):
¥(X) = (¢ £o)(x) = (¢(a(X))

El sistema (6.9) del capitulo seis es estable en cada elemento de una particion bien de..nida,
pero no es globalmente asint6ticamente estable, lo que constituye un contraejemplo a la posible
suposicion de que estabilidad por partes implica estabilidad global. Recalquemos el hecho de
que, aunque se recurrid hasta cierto grado a la aplicacion de herramientas propias del analisis
numérico (idem en el apéndice), éstas sirvieron sélo para, de ahi, saltar a una demostracién
rigurosa de la prueba de que hay ciclo limite en el caso referido. jEn ningln instante se tomaron
aproximaciones numéricas como una evidencia de existencia de orbitas periodicas!

Los del capitulo siete son resultados originales, inspirados en lo investigado por Komuro en
[28] para un caso particular. En nuestra busqueda de una teoria general de los sistemas lineales
por partes, entre otras cosas, hemos ligado el problema de la existencia de 6rbita periddica en
tales sistemas con el Teorema de Punto Fijo de Brower, mediante razonamientos muy semejantes
a los que se emplean en la topologia algebraica. Finalmente, al dirigir nuestra atencién al tema
de bifurcacion de orbitas periodicas, hemos encontrado lo expuesto en el Teorema 7.11, el que

podria considerarse como el mas elegante de la tesis.

8.2 Perspectivas de investigacion

He aqui una lista somera de temas que, como consecuencia de esta investigacion, han quedado
como interesantes perspectivas para desarrollarse a futuro:

1. Siguiendo los planteamientos de Banks, expuestos en el capitulo uno, determinar grupos
de homologia simplicial que caractericen orbitas periodicas, asignadas particiones simpliciales
coherentes con las particiones de un sistema lineal por partes cualquiera. Por otro lado, es
posible que el Teorema de Lefschetz de punto ..jo, o similares, puedan ser aplicados en este
contexto.

2. Estudiar el problema de existencia de Orbitas periddicas y regiones atractoras desde el
punto de vista de la Teoria de las homologias cubicas, misma que, a la fecha, ha generado un

amplio interés.
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3. Re..nar la aplicacionde la Teoria del indice para sistemas Lineales por Partes de manera
general. Podriamos intentar responder al hecho de por qué no pudo aplicarse ésta a lo expuesto
en el capitulo cinco.

4. Estudiar los casos en que no se considera a la hiperbolicidad entre las hipotesis de partida
en el capitulo uno.

5. Analizar formalmente dindmicas de sistemas lineales por partes en los que las matrices
A+ bcT no son estables y se presentan maltiples puntos de equilibrio (en tal caso se esperia la
aparicion de atractores extrafios si las soluciones permanecen dentro de un conjunto compacto).

6. Encontrar resultados que permitan extender, hasta el mayor grado posible, la Teoria de
los Sistemas Lineales por Partes aqui expuesta a Sistemas No Lineales, empleando herramientas
como la topologia de la convergencia uniforme.

7. Relacionar estos resultados con la teoria de fractales que involucran Funciones Lineales

por Partes, segun el planteamiento de Barnley.
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Chapter 9
Apendice

9.1 La funcion p(u(x)) del capitulo 3 (3.1.3)

La funcion p(u(x)) = ¢(u(x)) i ¥(u(x)), a la que nos referimos en el capitulo tres, y auxiliar
en nuestra demostracion de existencia de drbitas periddicas, es la siguiente, segun la relacion
entre ¢ y Up:

a) Sic<ug

Osiu_ up+c
iu+(c+ug)siup<u<up+c
csic<u - U

pU(X)) = €(u(x)) i ¥(u(x)) = usijuj - c
icsi jup-u<c

iui(C+ug)si j(u+c)<u< jug

* VOURRARRAAAR/ - /KKKKRRRRRRORY ©0

Osiu- j(up+c)
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plufx))

#fx)

Figura A.1

b) Si ¢ = uo

Osiu_ up+c
jut+(ct+ug)sic<u<ug+c
p(u(x)) = ¢u(x)) i ¥(ux)) = usijuj - ¢

iuj(c+uysi j(u+c)<u< jc

TV /KRR 00

Osiu - j(up+c)

plux))

— ()

Figura A.2
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c) Sic=>ug

8
Osiu_c+ug
ju+(c+ug)sicju<u<c+ug
UpSiUpg<U ~-Cij U
pPU(X)) = €(u(x)) i ¥(u(x)) = usi juj - ug
jUpSi jc+uy -u< jup
iui(c+ug)si j(up+c)<u<ijc+up

Osiu - j(c+up)

pluix)
g
e I': E‘[D —4
| — “(e)
L
Figura A.3
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9.2 Precandidatos para ° del capitulo 6 (6.2)

Los precandidatos para °, obtenidos y ordenados segun las segundas derivadas parciales _0%i

parai;j;h =1;2;3;4, son los nimeros:

6:12621
0:00000
41:0985
8:06787
21:0810
16:6465
3:06493

11:8652
0:00000
100:809
19:0961
357:340
391:818
68:9127

19:7006
0:00000
191:733
35:7146
11545:4
7485:20
963:500

13155:1
0:00000
107553

19176:5
0:00000
0:00000
0:00000

2j0zn’

9.3 Las matrices Dg(zp) y C del capitulo 6 (6.2)

Las matrices referidas son:

(@)
j 0:08059 j 0:08059
j 0:30227 j 0:30227
Dg(z0) =
0:12807 0:12806
449:64137 0
o
j 92:7143 29:6194
C = j 6:35507 j 1:69133
4:17026 j 1:30858
i 20:4085 6:37489

11:64668
14:79071
65:08207

49877:38239

11:5646
j0:182777
j 0:464257

2:2034

1
i 2:03765
i 1:55500
i 13:92050

8149:21396

0:00222399

1
i 0:00222399
j3:25261 £10i19

i 1:30104 £ 1018

(los calculos han sido efectuados con una precision de 10§29, pero solamente hemos escrito los

nameros redondeados a cuatro decimales).
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9.4 Estabilidad de la 6rbita periddica del capitulo 6 (6.2)

En esta seccion probaremos que la oOrbita periddica °(t) que hemos encontrado es asintdtica-
mente estable. La aplicacion de Poincaré, de..nida en una vecindad de la 6rbita periodica °(t) es
la composicion de cuatro mapeos. Sea Z7 el primer punto de la orbita periodica en j; despues
que la orbita pasa a traves del punto zg 2 j ;. Para r > 0 lo su..cientemente pequefia, el fujo

asociado a la solucion de (6.9) de..ne cuatro aplicaciones (ver Figura A.1):

T
T1:Br(Z0) ij

T
T2 :Br(ZD) i
T
T3:Br(iZ0) i+
T
Ta:Be(iZ0) i+

Por simetria de las soluciones del sistema (2:1) con respecto al origen se cumple que T3(z) =
iTi(@) y Ta(z) = iT2(2). (SiS(z) = jz,entonces T3 =S+T1+Sy Ty, =S+T,+S).
La aplicacion de Poincaré T en una vecindad de °(t) puede ser de..nida como (véase Figura

de abajo):

AN
T=TaxT3tTo+xT1:Br(Z0) i; ¥ ij;

—— I
—Tzﬁ;‘,).jf E

Figura A.4 La aplicacion de Poincaré T en

una vecindad de la orbita periodica °(t).
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Puesto que los sistemas de ecuaciones diferenciales para los que se de..nen las aplicaciones
de Poincaré T; (i = 1;:::;4) son lineales, es sabido que las T!s son analiticas (véase [8]), entonces
T es analitica. Para probar que °(t) es localmente estable, es su..ciente demostrar que el radio
espectral de DT (Zp) es menos que 1:

Yaque T es la composicion de cuatro aplicaciones, calcularemos su diferencial en Zg, DT (Zp)
mediante la regla de la cadena. Empecemos calculando DT1(Zp): Sea ©(t;z) la solucion del
sistema (6.9), la cual pasa por el punto z 2 B¢(Zg) \ j; cuando t =0, y sea t > 0 el tiempo

mas pequefio tal que ©(t; z) 2 j ;. Entonces, la derivada de T1(z) = ©(%; z); esta dada por

00;i(t; Z) 00; 0t @©|
0z; et @zJ @zJ

DT1(20) = (@©I(_ Z) =75 1-i;j-2; donde
0z;

Las primeras derivadas parciales de ©; con respecto a ty z; se pueden calular directamemte.

Por otra parte, la derivada é"% puede ser calculada recordando que ©(t; z) satisface

kToz) = jl: (9.1)

Denotemos por ©3(t; z) a la expresion k' ©(t; z): Ahora, derivando ambos lados de la ecuacién
(9.1) se obtiene @©3(_Z) = @83& + % = 0; de donde @— =i %?3 @©3 para j = 1;2.

Recuérdese gque eI punto Zg y el tiempo ty no se conocen pero, por eI Teorema de Newton-
Kantorovich, se sigue que (;5; Zg) 2 Co T Br,(t; S; Zo) v, el punto zg es tal que j(to; So; o) i (to;
30, Z0)j1 < 4:8010i15: Asi, realizaremos los calculos en el punto zg = ( j 0:020121260286767367286;
0:082062782042587803868) y to = 0:950137102700428820833 en lugar de Zg y to (el calculo del
error aparece en la seccion al ..nal de este capitulo.)

Denoétese w = (t; zo1; Zo2), entonces, evaluando g—v%; en w tenemos:

O 1
q j 0:0806 j 12:6457 i2:0326
©; .
@—f jtto: zo)=§ §0:3023 j 15:1737 i 2:6326 §
@W_]
449:6414 49877:3824 8149:2140
De donde se obtiene (o) 1

@ j 3:7059 j 0:5719 A

18:3564 2:8457

DTi(20) =
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De manera similar se calcula DT,(z1); donde

z1 = T1(z0) = (0:0205197092213362427; §0:0805918152325252957). Ahora, la solucién en
esta region esta dada por 2(t; z) de donde se tiene T2(z) = &(5; z): Notese que la solucion pasa
por el punto z 2 Br(zI)T i i, cuando t = 0: Aqui sp = 0:004899185508245353869. Denotemos

w = (S; z11; Z12), Y @3 = kT2, El célculo de las primeras derivadas parciales da

0 1
0o § 0:0821 0:9991 0:0047
=W
0= j(so;zl)=§ i 0:2966 §0:3775 0:9235 §
Ow;j
368:6794 182:5503 23:2971

con 1 - i;j - 3. De donde, puesto que &(s; z) satisface k' &(s;z) = j 1, obtenemos
(@) 1
DTy(2) = @ 1:0397 0:0099 A
i0:2306  0:9422
Obsérvese que, debido a la simetria de las soluciones del sistema (6.9) con respecto al
origen, se satisface T3(z) = §T1(z) y T4(z) = iT2(z). Si S(z) = jz entonces T3 =S+T1 S
yT4=S%T,+S. Yaque T3 =S +T; S se sigue que DT3(jzo) = DT1(2p), y andlogamente
DT4(jz1) = DT2(z1): Entonces, de DT (z9) = DTa(iz1) £ DT3(izo) £ DT2(z1) £ DT1(20), se
obtiene ..nalmente

O 1

3:19756 0:48618
DT (z) = @ A, (9.2)
j15:57749  j2:36786

Los eigenvalores de DT (zp) son 0:827088 y 0:00262006, ambos menores que uno (hemos escrito
sélo cinco decimales, sin embargo la precision 10i%° se ha mantenido). Finalmente, puesto
que el error ~ en el calculo de los eigenvalores de DT (Zg) (véase el ..nal de este capitulo)
satisface = - 8:7£10i3, los eigenvalores estan contenidos en los intervalos (0:818388; 0:835788)
y (j0:00607994;0:01132006) respectivamente, de donde concluimos que la orbita periddica es

estable.
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9.5 Calculo de errores en el capitulo 6 (6.2)

Realicemos el calculo de los errores como sigue a continuacion:

9.5.1 Calculo de una cota para la norma de la matriz Dg(z)i!.

En esta seccion obtendremos una cota a la norma de Dg(zo) 1! basandonos en el siguiente lema
[47]:

Lema Al. Sea A una matriz real n£ny C una aproximacion numérica de Ail. Entonces

Ail . __iCi .
A 1ijl iACj"
En primer lugar calculamos directamente las derivadas parciales

@@gtl — ( 3733e|tt+ 36859'tt2)X1

+(eft j Reilt+ 2eilt2)x,

ity - 169,142
+ gsei'ti gpeit
%951 — (i 3733eTSs+ 197945e4 52)x1

4 g 59 @s 2
+ 1654 °S + 35064 °S
59 59 59
091 — e7s i %GTSS+ 322567582

it ity - 3685,it42
+e! +e't|We't

091 — - o2s 55,2252 it - 554 §t42

m—le‘1 S+§e4s +e.t|§e.t
Qg2 3733 t 3709 t 3685 4 j t42
= (i gteit+ 20 Rei 4 96elt)xl

%s_ — 37sse s - 171596243e ss - 11677688755 ?fssz)xl
_,_(%e%s ; 3(1)29(5—sS - 191455e 52)x2
i ™S i Mess § Hhe¥os
%3% 37 3733, Ss j 197945‘34 ss? j 3733e|tt+ 3685€|tt2
9 = o%s § BeTos+32eit j 47200t + 2208t
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89 — (ITgit ; SMoLoity 4 3Bgite2)y,
17744t = 16945ty 4 554ity2
+ (et i elit+ Felt)x

i @eit+ﬁeitt i @eittz

%q§ = (68930517625456%552 + 11240149‘3?495s - 3717e 5%y
+(§ Ule¥s + 184493e 2SS + 11295845e 7552)X,
B e
% = iLS’SGST + 171596243e—ss + 11677688755e sg2
i 3Z§3eit+@e”t - @e”tz
g_g(z: i%e%s_,_sl e s+191455e sg2
3 - -

004 — (10481625t 4 487312375ty . 613001875, jts2
ot = (el 3072 et g et )Xy

1663755t 4 7819625t
+(Fpelt + S=elt

. 9150625 4§ t42 57t 4 62154t 4 511225 15 t42
i Tap el )X+ el + el + 2aellt

fus —

0s 0

69s — 10481625ty 613091875 jty2
O — 26 et g ettt
@04 — 166375ty 4 9150625 4 j t+2
o, — et =gpeelt

Evaluando las derivadas en zg obtenemos

Dg(z0) =
(0] 1
i 0:08059 i 0:08059 i 11:64668 j 2:03765
i 0:30227 i 0:30227 i 14:79071 i 1:55500
0:12807 0:12806 j 65:08207 i 13:92050 ’
449:64137 0 49877:38239 8149:21396

los calculos han sido realizados con una precision de 10i2°, aunque los ntmeros en Dg(zo) se

han redondeado a 5 decimales.
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Sea C una aproximacion a Dg(zo) 1! obtenida numéricamente

° i 92:7143 29:6194 11:5646 0:00222399 .
c= j 6:35507 j 1:69133 i 0:182777 j 0:00222399 E
4:17026 i 1:30858 j 0:464257 i 3:25261 £ 10119
i 20:4085 6:37489 2:2034 i 1:30104 £10i18

Entonces vemos que jCj < 134: ~ ~

Finalmente, por el Lema Al se sigue que _Dg(zo)il_ - 135; puesto que jCj; < 134y
i Dg(z0)Cj, - 41£10i1L,

9.5.2 El error en el célculo de los eigenvalores de DT (Zp)

Calculemos ahora el error ~ en el calculo de los eigenvalores de DT (Zg). Los eigenvalores
de DT (Zg) seran aproximados por los eigenvalores de DT (zp) v, la diferencia serd acotada
empleando el siguiente resultado ([47]):

Proposicion A2. Si B es una matriz diagonalizable n£n, B = PDP i, y A es una matriz
arbitraria n £ n, entonces para cada eigenvalor _(A) de la matriz A existe un eigenvalor _(B)

de la matriz B tal que
i.(A) i .(B)j - iPiy P jA§Bjy.

Empecemos controlando el error en el célculo de las primeras derivadas parciales, @—©L en
Wo = (to; 20), to = t(2o) en lugar de Wo = (to; o), to = 1(Z0).

- - A . 1
@0, . . @0, - X g2 -
ow; Wo) i _( 0) ) ﬂ;"j—".‘skzl Bw;j Owi

JWo i Wojq :

donde [h] denota el maximo de la funcion h en By, (Wp); la bola de radio ry centrada en wp.

Puesto que las funciones ©; de..nidas en el Capitulo 6 son lineales en las variables wi = X1,

- ’ I - I I
i = 2;3 (recuérdese que w = (t; zo1; Zo2) = (t; X1; X2)), Se sigue que max 070 max
i -3y OO i-3k=1

20 .
@@i—@?v'; : Por otra parte, las cotas superiores para las segundas derivadas parciales son las fun-
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ciones -

:@2©1
0t2

3733e|t + 3709e|tt+ 3685e|tt2)JX J

+ (@eit+ ieitt+ ieittz)szj

it 1730t 4 1694 ts2

- + maseit+ fieitt+ Beilt

- 020, - _ 3733ty 4 36854 tr2

~0tox- etit+ Sgelt

-0%01- _ ait 4 59.it 55 t42

S - eit+ Peitt+ Reilt
—020,- 122661 0t 4 122133 it 4. 405385 ty2
e - eit + 12218pity 4 405640 te2) jx, j

+ (neszeit + Wsdeity 4 %eittz)szj

4+ 14160t 4 273640t 4 676e|tt2

- * a5 145
- 020, - _ 37334t 37094t 3685, it42
—@tOx1- e Tt e t+ 96 © t
-0%©; - _ 6340t 4 57qitt 4 554it42
otax, - ac T ettt gelt
:@2© - 36153287544t 5502021254t 613091875, jt42
T - (Sorp el + poe i+ S ) jx)

+ (6488625e it 84§gé25eitt + %eittz)szj

. + SBI3git . ATty 5L 12
- 0203 - _ 10481625, it 529238875 0t
:@t@X1: 256 e + el’t
- 0203 _ 1663755t 4 7819625 4 jts 4 9150625 . jts2
0 36l et =gp=eltt

Puesto que estas funciones que acotan superiormente a las derivadas son crecientes con
respecto a wj = Xj;1, i = 2; 3 'y decrecientes con respecto a w; = t, es su..ciente tomar los
los valores de la funcion en el méximo de x; y en el mininP]o de t_en Br,(Wp). De este modo,
para t = 0:9501, x; = 0:0202 y x, = 0:0821 obtenemos que %‘; - 1i.h, donde las 1;,, estan

dadas por la siguiente tabla de valores

4:15500 41:9730 8:20600
8:03400 100:253 18:9620
9039:81 108948 19471:8
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h i
0°0: . 1374597, y en consecuencia

Entonces, 1rr_1ia_x3 - o
. - A ) |
-80i . . 80 X e v
Wo)~ - max —— W iWw
@WJ( o)l ( 0) N s Byl jWo i Woj1
- 6:6£10i%°
Ahora, empleando los niUmeros g—ajt(to; Zp); para calcular
ajay (9 3)

@©
'(to, 20) = M(a; a; 85 &) =8 i -

“ag = % yas = %—%. De este modo tenemos que

donde al—@@%';az—%%
H -a]_b -8.2 -alaz’

im@ i m@)j - 1+ — + — 4+ — jaid

im@) i m@)j 2 2 2 jaia,

jai i @j, - 6:6£10i%0 en By, (Wo), y
* 0:31£49877:4

Tat 031 @t 498774 asa
as 449’ ag 49 ' & 4492

de esto se sigue que

jm(a) i m@)j, - 7:4£10i8

Entonces, se tiene que las diferencias entre los elementos de la matriz DT1(zo) y sus corre-
i8 Asi, el error satisface

spondientes elementos de la matriz DT1(Zp) son menores que 7:4 £ 101

jDT1(%) i DT1(20)j1 - 23 £10F7 (9.4)

De manera similar deseamos estimar el error en el célculo de DT»(z1) con respecto de
DT2(z1). Ya que z1 = T1(z0) Y Z1 = T1(Zo), tenemos que jzi i Zijq = jT1(20) i T1(Z0)i4 -

Repitiendo algunos de los argumentos anteriores llegamos a
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20 X

jz1 1 Z1j7 = T1(20) i T1(0)i1 - 41(73;?)_(2 @—Zj'(t(z); z) jzo i Zoja

Puesto que el error en los elementos de DT;y(z), Cﬁmbiando z en Br,(Wp) es a lo mas
i

2:3£10i7; de la matriz DT1(zo) obtenemos que 1m_e_lx2 %—(Zl(t(z); z) - 18:4. Asi:
- |;J -

jz1 i Zjq - 4£184£48£101° - 3533 £101 13

Ahora, si hacemos @3 := kT & y procedemos como arriba, se sigue que
- A !
_@a xX @Za_ > .
( 1) i —(W )- - max — WL i Wija

1-i5-3 s@w,
-3 @s@wi

donde wy = (s(z1); z1), W1 = (3(Z7); Z1) Y [h] como se ha de..nido en la bola cerrada de radio
r = 3:533 £ 10113 centrada en z;. Nétese que jWr j Wij, - maxf jS i Sjq:jZ1 i 21j,0 =
maxf4:8 £ 10i1%; 3:533 £ 10i13g = 3:533 £ 10i13: Repitiendo el mismo razonamiento, con
ﬁ =0: 0048 T1(zo) = (0:0206: 0:0806) tenemos la siguiente tabla de valores para ©;. ¢ tal que

@Za

TEwe K
2:86200 0:37000 0:93830
15:1130 76:8720 15:5470
47637:9 42528:6 5352:29
P h 02=, ! :
Por consiguiente n’llz’le 5, BB 95518:8 y
3 '(w—) '(wl)— - 95518:8 £3:533 £10113 - 3:4 £1018:
1

En este caso m(a) estd de..nida de modo similar: %—Zi(s(zl); z1) = m(ay; ap; as; a4) =

a i %}g“ Entonces:
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At 030 ap”

182:6  aj@,° 0:30 £182:6
a;  368:6° az 3686 a2 368:62

jm(a) § m@)j, - L50£3:4£10i8 - 5:1 £10i8:

De ahi, cada elemento de la matriz DT,(z1), respecto de los correspondientes de la matriz
DT,(z7), tiene un error menor que 5:1 £ 10i8. Por tanto.

jDT2(Z7) i DT2(z10)j, - L6E£10F":

Consideremos la siguiente desigualdad

jDT2(z1)DT1(20) i DT2(z1)DT1(Z0)j1
- jDT2(21)j4 iDT1(20) i DT1(Z0)i4
+jDT2(z1) i DT2(Z1)j1 (1DT1(20)j1

+jDT1(20) i DT1(Z0)j1)

- 3:7£1016

(9.5)

Si F :=DT,(z1)DT1(z0) y H := DT2(Z1)DT1(Z0), entonces

jDT(20) i DT@)i, = F2iH?
- jF i Hiqg jF +Hj,
- JF i Hig (jFiq +jHiq)
- JF i Hj4 2jFjq4 +JF i Hjq)

Ya que jFj, = jDT2(z1)j4 JDT1(20)j5 - 25:03, tenemos que

iDT(20) i DT (%)j, - 19£10H4
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y por la Proposicion A2, dada

o 1 o

i 0:150441 i 0:200918 19:111492
p=0@" ' Aypil=@

0:988619 0:979608 i 19:287286

se sigue que
j.(DT(20) i .(DT(20))j - 8:7£101%:

en otras palabras, el error satisface

T - 87£1013,
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