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Introducción 
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con coeficientes (1) (X) y G operadores no acotmlos, c:orlstruir un se1niglwl)o 
tlinárrlico cwintico general con este  generador  formal (soluci6n  (le la ecuacicin 
maest,ra). E11 estle ca.so (1) os 1111;~ t.ransforrrlacitirl<:ollll)l(~t,t~ll~(~~lt~! I)osit,ivrl ( I C  
B(7-1) en un espacio de  operadores no acotados. En el capítulo I1 d e  la 
tosis se prueba  que en el caso (1) ( X )  y G acotados, La expresihn (2) y la 
(1) son equivalentes.  Algunos  resultdos en csta dirección se crlcuerltmll en 

El semigrupo  construido con este  generador formal no necesariarnente es 
corlscrvativo, es decir, 1 1 0  rlecesariameut,e preserva la itlentitlad, como lollac:en 
los scmigrllpos Ilniforrncnleotc continuos  y es necesario dar conc1ic:iones atli- 
cionales para  que estto  se cumpla (condiciones de conservat,ivitlac-l). Esto mo- 
tiva otro problema  interesante:  obtener  condiciones necesarias  y  suficientes o 
sólo condiciones  suficientes para la conservatividad del semigrupo constrl~itlo. 

Este  trabajo se realizó con apoyo  parcial de  CONACYT a través del 
proyecto  Análisis Funciorlal y EstocAstico de  Ecuaciones  de Evolucicin clave 
0233P-E9506. 

[Ch2] , [C/d] , [Ch-F] . 



Capítulo I 

Semigrupos Lhnarnlcos 
Cuánticos 

Semigrupo dinámico  cuálltico o sernigrupo  cuiintko,  por  brevedad, es el norn- 
b r e  comllnrrlcnte llsaclo para 1111 semigrupo de cont~r~acciones, c.ornpletarrlonC,e 
Imsitivas y rlorlnales s o h e  c l  álgel)ra (le von Neurrlar~n B(7-t) (le 1111 espa.t:io 
de  Hilbert cornplejo y separable 7-t que  preservan la identidad.  En relación 
con la física cuántica,  este  concepto  permite  modelar la evolución de u11 

sistema  cuántico  abierto, es  tlecir, un sistema  que  illteractila con el medio 
que lo rodea. El concepto  de  semigrupo  cuántico  tarnbién  generaliza al de 
semigrupo de Markov que aparece en la teoría de probabilitlad. 

En este  trabajo  estwliarenlos a los sernigrupos  dinárnicos  cuánticos  prin- 
cipalmente  en relación  con  Física, los lectores  interesados  en su relacibn  con 
Probabilidad  pueden  consultar (h/l],[El],[EZ],[ChlI,[G],[Pl],[A]. 

Dinámica  reducida 
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n= 1 n= 1 

m 

= x, < OO. 
n= I 

Y (le manera similar se obtiene llTlli = X,"=, IX,I < OO. 
Los estados  mezclados o matrices de densidad d e  S son los operadores 

positivos de traza 1. Estos forman un conjunto convexo P ('lis), es decir, si 
p1, p2 E P ('lis), entonces para O < a < I ,  apl + (1 - a )  pa es un operador 
posit,ivo y 

m 

n= 1 
m 00 

n=l n= 1 

= N-(] - N )  

= I  
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n= 1 
00 

n= 1 
oc) 

M 

m 

G 
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Positividad  completa 
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(1.4) 





AtA = W,*AW,, 
N 

(1.5) 

1 o 



7011 ogia. 





Semigrupos dinámicos cuánticos 



N 2 -  1 

N2- 1 

h.1-0 

o (X) 





entonces 



por tanto 11). Pt (-Yn) = P ( X )  . 
(iv)  Sean X i ,  Y ,  E B('FI), 1 5 j ,  k 5 n, n = 1 ,2 ,  . . . entonces 

Finalmente,  para el generador  del  semigrupo  tenemos 

Ejemplo 2:  Sea { T U  (15) I t 2 O} 1111 rnovimierlto Brownia,no  con w (O) = O y 
sea L un  operador  autoa<ljllrlt,o en el  espacio  de Hilbert,  complejo y separable 
'FI = ~ a  (IR') . Definimos 

'1' (X) ~ ~ei"'(l)f,'X'e-i"'(")" 
t 

..... __ 



R. ( i , l U  ( t ) y  f p  (211, X) = (adL)li (X) 
k! k=O 

y además 

pues 
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1 
2 

- - " (PX + XP) + LXL 

(At)'" 
P (N ( t )  = k )  = e+-. k !  



"r, ( X )  ] 1 - 0  = -xx 4- X U * S I I  
d 
n 1 

= x (U*XU - X ) .  

d 1 
dt 2 
"r, ( S )  = " (L*LX + X L * L  - 2L*XL) 

~01.1  L = JXU, L* = al/* 
De la representa.ci6n 



Capítulo I1 
Teorema de 
Gorini-Kossakowski-Sudarshan 
y Lindblad. 
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i=l j= l  1 <i,j<n 

= u,* {O(X,*Xj) - O(X,i)Xj - X,L*B(xj)} q. 
1 si,j<n 



K ( ( X ,  u ) ,  ( Y ,  ? I ) )  = ( , u ,  {O(X*Y)  - ( J ( X * ) Y  - X * B ( Y ) }  11) 

dontfe y Z u ,  = aiui, u E 7-1 para toda ai E @, E 7-1, i = 1, 2... ,  ’II. Ahora, 1)or 
el teorema  construcción de Gelfand-Nairnark-Segal5 exist,e un par de Gelftrltl 
(IC, X) donde IC es un espacio de  Hilbert y X : B(7-1) X 7-1 -+ K: es 11118 

transformación  tal  que 

(X@, u ) ,  X(U, ? I ) )  = (21, {O(X*Y) - B(X*)Y - X*O(Y)}  v )  (2.1) 



Proposición 3: Sean O,  7r corno e n  In Proposición 2. Entonces existe ho- 
momorfismo *-unztal p : B(X) + B(K) tal que n-(XY) = 7r(X)Y - p ( X ) n ( Y )  
para I!OtlO x ,  Y E B(X). 

Demostración: Q I I C ~ C I I I ~ S  (lcfinir p : B(7i) + B(K)  para l o  cllal p r t ~ t x t -  

c 1 ~ 1 1 o s  cl(:fillioltlo p C I I  ¿,/(X) c B(7-t) ( U  E U(X) si y stilo si UU* = I ) ,  
seguidamente se define p en  conhirlaciones lineales finitas (le unitarios, ~ I I C S  

cada X E B(X) es combinación  lineal de cuatro  operadores m i t a r i d .  
Sea. U E U(X) definase 



Por  otra  parte, tomarldo  adjuntos y por la  Proposición 2 inciso(i) 

= (u, { S ( X * U Y )  - O(X*U)y - X * Q ( U Y >  + X * O ( U ) Y }  11) 



p( 1)7r(X)?L = 7 r (  1X),¿L - 7r( I)XU 
= 7r(X)?L = 1 

--- ." 



(4.1) 
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Y + Y*  Y - Y* l l  2 11 l,lI 22 11 





n ( x * Y )  - n ( x * ) Y  - X * H ( Y )  = [Lj ,  X ] *  [ L , ,  Y ]  
j 

(6.1) 



T,  (XV) 11 = 7rj  (X) Y 1 1  + x 7 r 3  (Y) 'U,  

"" 



La propicdad (ii) se sigue de la propiedad (ii) del Corolario 1. 
Proposición 7 :  Sen ( L j )  u m  sucesión en B(Z) q m  sdisjuce (6.1) entonces 

Demostración: 

= (L ,  171) ((111 ’1L 



Demostración: Cuando Pu = u tenemos 

P [Lj ,  PXP] 21 = P ( L j P X P  - PXPL,) 21 

= P(LjPXP1L - XPLj) '¡ / ,  
= P ( L j P X  - d Y f  L j )  ' / I  

El resultado se sigue de la ecuación (6.1). m 



pero T,* = y T* = T" por  ser operatlores unitarios. Por tanto 

1 
= -17. 71 (L*L) , 

1 
= -17. n (L*L) , 
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Para ca.da par L ,  Ad, de  operadores  hermitianos t]erleInos 
I 
4 

B ( L ,  A l )  = - { B ( L  + M ,  L + NI) - B ( L  - Ad, L - M ) }  (9.4) 

3 7 



Demostración: Por 1a.s Proposiciones 7 y 9 
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(11.3) 

1 
2 

= - ( U j  + O j )  



Por otra  parte, 

restantlo a ( 1  1.6) l a  ecuacih ( I  1.7) obterlerrlos 

es decir 
(11.8) 

4 1 





(D.  1) 



1 
R e  ( y ,  -Gy) = ( y ,  - ( 5@ (1) - iH) p) + (9, - (:a (1) - iH) p) 

Demostración: Irlmcdiata, pues (X) está en la forma de Iiraus (1.5). E 

Proposicicin 15: Supórqnse que 6 ( X )  = -G*X - XG + @ ( X ) ,  entonces 
para cada X E B(7-1) la ecuación  diferencial 

r l  
d l  
""/; ('Y) p o ( ' /)  ('Y)) p,'/i, (,Y) - .Y (15.1) 

(15.2) 

". . . . 
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Denlostración: 
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A 

i=l 
4 



Ti-, (a) (T, (X))) y l a  corlvergencia también es en sentido  fuerte pues la 
st~cesión es creciente. Así mismo,  por el teorema  de  convergencia n~orlcitona. 

( 1 )  

y la convergencia  tambikn es fuerte. por 10 tant,o,  satisface la misma 
ecuacicin (15.2). Para X general basta  representar a este  operador colno 
cornhinacicin lineal de  operadores positivos. m 

Teorema : (Gorini- Kossa~owsk.i-Sudnrshan, Lindblad) Sea 'Ft un espacio  de 
Hilbert. Un operador B en B('Ft) es el  generador de un sernigrupo dinu'mico 
cucíntico 'u71i~oo7.melnente continuo si y sólo si, existen un espncio de IIilDerl 
I C ,  un operador acotado L : 'Ft t 'Ft 8 K: y un operador  acotado y crutoutljunto 
fl cn 'Ft tales que sc s( l t isJ(m l o  siyuiente: 
Cl) B ( X )  = i [ H ,  X ]  -; { L * L X  + X L * L  - 2L*X €3 IL} para todo x E B(3.t). 
Cli) El conjll1nto 

{ ( I JX  - ( X  (23 1) L )  11 I x E Bpi) ,  11 E 3.t) 

es t o t d  en  7-t @ I C .  

Demostración: (j) Sea H generador del s.d.c. {T,} en B('7-l). Por las 
Propsicion 2 y el Corolario 1 potlernos construir un espacio de I-Iilbcrt, K: y 
un mapeo lineal 7r : B(7-1) t B('Ft 8 K:) tal que se cumplen las  propiedatles (i) 
a (iii) del Corolario 1 y el conjunto { r ( X ) u  1 X E B('FI), ' 1 ~  E X} es total en 
Ft @ K:. Corno en la prueba de la Proposición  6  construimos el isomorfismo 
unitario ro : 7-t 8 IC -+ 3.t @'Ft @ .  . tal que r07r(X)u = ej L . ,  X 'u para 
todo X E B('Ft), u E 'Ft y la ecuación  (6.1)  se  cumple.  Por la Proposic:icirl 
I I escogemos {c,} tal q11e: x, ( 1 ~ ~  - q / (  < cm. Sea L~ = L, - c j  entonces 

x, < m, y xj L,*L, es fuertemente convergente. Definirnos 

[Y I 
- 2 
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corno en la  prueba de la  Proposición 6 

o, ( X * Y )  - 81 ( X * )  Y - XH, ( Y )  = 7r ( X ) *  ( Y )  (**) 
= 0 (X"1') - o (X*) I' - x 0  ( Y )  

pwa todo X ,  Y E B('Ft). 
Tenemos 

(9, ( X * Y )  = " {L*I,X*Y + X * Y L * L  - 2L*X*Y (8 1L)  1 
2 

1 
2 
1 
2 

Q1(X*)Y = - {L*LX*Y  + X*L*LY - 2L*X* (8 I L Y }  

-X*H1(Y)  = - {X*L*LY  + X * Y L * L  - 2X*L*I' (8 lL} 

entorices 

(9, ( X * Y )  - 0 ,  ( X * )  Y - XH, ( Y )  = X*L*LY + L*X*Y (8 1IJ - 
- L * x *  @ 1LY - X*L*Y (8 1 IJ 
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1 
t 

O , ( X * )  = "-7 {L*LX* + X * L * L  - 2L*X* (8 IL} 

tn  ( I )  t2P (1) 
7 ;  ( 1 )  = I + __ 

I !  2! -1" + . .  



1 
0 (X) = Z [ N ,  X] - - 1 (L&X + XLdL, " 2f,;xLj) . 

2 ,  



y de esto se sigue qne 7; es normal. 
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Apendice 1 

Teorema de 
Gelfand-Naimark-Segal 



c ,. 



Apendice 2 

Teorema de Stone-von 
Neumann. 





Apendice 3 

Teorema de representación de 
derivaciones de álgebras de von 
Neurnann. 



Si U, V E U, tenemos 

A~,Av (T) = [U (VT + S (V)) V" -t h (U)] U" 
= UVTV"U" + US (V) v-lu-' $- S ( U )  U P  
= (UVT + S (UV)) V - l P ,  







Apendice 4 

Teorema de existencia de la 
medida de Haar. 

11 (:cS) = 11 ( S )  
/ 1  ( S X )  = / L  (S) , 



Demostración: (i) lnvarianea por la izquierda: 

(yC) : G = c : G 

(iv) Adit,ivi<lati  débil e11 serltito finit,o: Si GIG" n C2G" = Q), entonces 







62(I/') = { A v  : u 2 v E W )  
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De la rrlisma manera,  existe una vecindad  abierta t i e  Borel U2 de e tal que 

es cerrado, y hemos mostrado que existe U E W tal q11e R ( U )  & A, así 
X E 61 ( U )  5 A, os tlcc:ir 

x ( C ,  - { ~  C,) = X ( C , )  ~+ x (e,) . 
(iv) A = {a E : 4 ( A )  = 1) es cerrado.  Para U E W ,  

en  particular, X no es ident,icarnent,e cero. 
(v) Dado C y 3; E X, el conjunto 

A = (4 E a) : (r(3;C) = &(C)) 

X (XC) = X ( C ) .  



X induce una medida d e  Bore1 LL regular.  Dado  que 

. p  no es identicamente  cero.  Por el teorema de invarisnaa, IL es invariar~t~e 
por  la  izquierda,  es  decir, p es una  medida regu1a.r de Haar. M 

Finalmente,  establecerr~os sin dernostración el siguierlt,e teorema 



Apendice 5 

Productos tensoriales, sumas 
directas y trazas  de  operadores. 

Productos tensoriales de  espacios de  Hilbert. 

Valiéndonos del teorema de construccion de Gelfand-Naimark-Segal del apéndice 
1, podernos introducir el producto tensorial de espacios de Hilbert de la sigu- 
iente manera: 
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Proposición: Sea '?-ti, 1 5 i 5 n espacios  de Hilbert y sean Si, Ti operadores 
acotados en 'Fli para  cada a .  Sean S = Si, T = @?=,Ti. Entonces s e  
cwmplen las siguientes  propiedades. 
(a) La aplicación  definida de B(7-1,) x . . x B(7-1,) en B ( 7 - 1 1  @ . @ X,/,) , 
(TI, ..., TT,) --f T es multilineal; 
(i i) ST = @?=,SiT,,T* = @?=,T*; 
(iii) Si cada Ti tiene unu inuerso acotado entonces T tiene inueno  acotado 
y T-l = @:=,T,"; 
(iv) T es autoadjunto, unitwio, normal, o proycccio'n c u m t l o  cada uno de 
los Ti es autoadjunto,  unitario, normal o proyección; 
(u) T es positivo si cada Ti es positivo; 
(vi) Si =I ui)(vi I donde u i ,  vi E " t i  para cada i entonces 

T = I ? L ~  ~ . . . @ ~ ~ ) ( v ~ @ . . . @ ~ ) , ~ ~  I .  

Sumas directas  de  operadores 

Definición: Sea Tj un operador autoadjunto en 7-1~tj, j = 1 ,2 ,  ... E n  el  espacio 
de Hilbert 'FI = definimos 

7s 



Traza de operadores,  principales  propiedades. 



M 
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Demostración: El teorcma es consecuencia t1irec:I;a (le los siguientes lenlas: 
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'I 1 



Demostración: Cada T E B(E) puede escribirse (le nlanera  uníca de  l i t  
forma, T = TI + iT2, tloncle TI ,  T2 son hermitianos. En efecto, 

I 

U=T+i ( I -T")" ,  

1 
2 

T = - (U + U*) 

"" 
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