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Introduccion

La presente tesis es un trabajo expositorio de algunos aspectos de la Leoria
de semigrupos dindmicos cudnticos uniformemente continuos, especialmente
del teorema de Gorini, Kossakowski, Sudarshan y Lindblad.

En el capitulo I se da una motivacion del concepto de semigrupo dindmico
cudntico, principalmente de las propiedades de normalidad y de positividad
completa, asi como algunos ejemplos.

En el capitulo II se da una demostracién completa del teorema de Gorini,
Kossakowski, Sudarshan y Lindblad que caracteriza a los generadores in-
finitesimales acotados de semigrupos dindmicos cudnticos uniformemente con-
tinuos, estos son operadores acotados del espacio de Banach B(H) en si mismo
que tienen la siguiente estructura:

0(X) =i, X] % (L'LX + XL'L - 20" (X ©1) 1) (1

donde L : H — H ® K, es un operador acotado, H es un espacio de Hilbert
complejo separable, K es un espacio de Hilbert y H un operador acotado
y autoadjunto en B(H). Historicamente el teorema fue demostrado primero
para espacios de Hilbert de dimension finita en un trabajo conjunto de Gorini,
Kossakowski, Sudarshan [G-K-S] y Lindblad [L] demostrd el teorema para
un espacio de Hilbert general.

Para demostrar que el generador infinitesemal 6 de un semigrupo dindmico
cudntico uniformemente continuo tiene la forma (1) se siguié a Parthasarathy
[Pa] con la diferencia de que en ésta tesis no se usa ningun resultado de prob-
abilidad, sino sélo resultados del andlis funcional y del algebra de operadores,
ademis de haberse desarrollado de una manera exhaustiva los detalles de la
demostracién que Parthasarathy solamente indica. Para demostrar que todo
operador de la forma (1) genera un semigrupodindmico cndntico uniforme-
mente continuo no se siguié a [’a] , sino que se utilizé ¢l método empleado por




Chebotavev [Chl1]y Carcia-Quezada [G-Q.], que ha sido empleada principal-
mente con generadores no acotados los cuales no se estudian en el presente
trabajo.

Los objetivos principales de la tesis son:

i) Dar una motivacién del concepto de semigrupo dindmico cuantico
uniformemente continuo y del teorema de Lindblad GKS partiendo de la
dindnica reducida de uu sistéma cudntico abierto.

ii) Demostrar el teorema de Lindblad sin usar resultados de la teoria
de probabilidad, sino solo aquellos del analisis funcional y del dlgebra de
operadores.

iii) En lo posible, los resnltados previos requeridos, como lo son, el teo-
rema de Gelfand, Naimark, Segal, el teorema de Stone-Von Neumann y demas
teoremas adjuntos en los apéndices, estdn demostrados en la tesis, es decir,
se traté de elaborar un trabajo autocontenido.

I cuanto a las principales imitaciones de este trabajo podemos men-
cionar que no se pudo cumpliv cabalmente ¢l objetivo i) ya que el trabajo
e extendié mas alld de lo esperado. En particular no incluimos una de-
mostracién del teorema de Kraus mencionado al final del capitulo T ni del
teorema que afirma la densidad en sentido débil de los operadores de la forma
U,V, con U, V, grupos uniformemente continuos que cumplen las relaciones
de conmutacién de Weyl, usada en la Proposicién 5 del capitulo 11

De los logros de este trabajo, podemos mencionar que fue posible en
la demostracién de una parte del teorema de Lindblad combinar la teorfa
general de semigrupos con el método empleado por Chebotarev, Garcia y
Quezada pues usando la serie de potencias para el semigrupo

Tt - cil,()

que da la teoria general, no es facil demostrar la positividad completa ni la
normalidad de {13} y usando la ccuacion integral

¢
T, (X) = w; Xw, + / drw!_, @ (T; (X)) wi—s,
0

annque es posible demostrar la positividad completa y la normalidad, no es
f4cil demostrar que el semigrupo {73} es uniformente continuo, por ejemplo.

oo relacion con los antecedentes y las posibles extensiones de este trabajo,
podemos decir que, aparte de snrelacion con fisica cudntica, la teoria de
semigrupos dindmicos cudnticos es uno de los caminos por los cuales se busca




extender los métodos de la probabilidad y de la teoria de procesos estocasticos
al caso de variables aleatorias no conmutativas, extendiendo ¢l concepto de
semigrupo de Markov al reemplazar el espacio de funciones sobre el cual
actua este semigrupo por un dlgebra de operadores.

La caracterizacion del generador infinitesimal de un semigrupodindmico
cudntico general, ¢s decir, no necesariamente uniformemente continuo, ha re-
sultado un problema sumamente dificil, sin embargo existen algunos trabajos
en esta direccién |H],[Da2],[Br].

Un problema mas accesible pero igualmente interesante, es el siguiente:
dado un generador fornal del tipo Lindblad:

0(X)=(X)—GX — XG" (2)

con coeficientes ¢ (X) y G operadores no acotados, construir un semigrupo
dindmico cudntico general con este generador formal (solucién de la ecuacién
maestra). En este caso ® es una transformaciéncompletamente positiva de
B(H) en un espacio de operadores no acotados. Ln el capitulo II de la
tesis se prueba que en el caso ® (X) y G acotados, La expresion (2) y la
(1) son equivalentes. Algunos resultados en esta direccion se encuentran en
[CRh2],[Ch3],[Ch-F].

El semigrupo construido con este generador formal no necesariamente es
conservativo, es decir, no necesariamente preserva la identidad, como lohacen
los semigrupos uniformemente continuos y es necesario dar condiciones adi-
cionales para que esto se cumpla (condiciones de conservatividad). Esto mo-
tiva otro problema interesante: obtener condiciones necesarias y suficientes o
s6lo condiciones suficientes para la conservatividad del semigrupo construido.

Este trabajo se realizé con apoyo parcial de CONACYT a través del
proyecto Andlisis Funcional y Estocéstico de Ecuaciones de Evolucién clave
0233P-1£9506.




Capitulo 1

Semigrupos Dinamicos
Cuanticos

Semigrupo dindmico cudntico o semigrupo cuantico, por brevedad, es el nom-
bre comunmente usado para un semigrupo de contracciones, completamente
positivas y normales sobre el dlgebra de von Neumann B(H) de un espacio
de Hilbert complejo y separable H que preservan la identidad. En relacion
con la fisica cudntica, este concepto permite modelar la evolucién de un
sistema cuantico abierto, es decir, un sistema que interactiia con el medio
que lo rodea. El concepto de semigrupo cudntico también generaliza al de
semigrupo de Markov que aparece en la teoria de probabilidad.

En este trabajo estudiaremos a los semigrupos dinamicos cuanticos prin-
cipalmente en relacién con Fisica, los lectores interesados en su relacién con
Probabilidad pueden consultar [M],[F1],[E2],[Ch1],[G],[P1],[A].

Dinamica reducida

La siguiente argumentacién formal, nos permitird motivar la definicién de
semigrupo dinamico cudantico, que se incluye en la ultima scccidon de este
capitulo, especialmente las propiedades de normalidad y positividad com-
pleta.  Considérese, un sistema cuantico abierto .S, es decir; un sistema
cuantico que interacciona con el exterior. En la representacion de Schrodinger,
para modelar este sistema cuantico se utilizan un espacio de Hilbert complejo
y separable Hg con producto interior (-,-), conjugado lineal en la primera
coordenada y lineal en la segunda, y el espacio de Banach 7 (Hg), de los

1
operadores de la clase de traza en Hg, con la norma ||T||, = tr (T*7T)2.

4




Si T € T y ademas es autoadjunto, tiene una representacion de la forma
T =5, A | @) {(@n |, por el teorema espectral, donde {p,},_, es un sis-
tema ortonormal completo (sonc) y usamos la notacion de Dirac | -){- |,para

el operador | @) (3 | en B(H) definido por:
L oY (¢ | n == (¢, n)p para todo n € H.

Entonces

= Z An Y ||T“1 = Z Anl,
n=1 n=1

pues

trl’ = Z <907naT90m>

<(‘0m’ i An | on)(n | ‘Pm>

Q

3
I

—_

I
Nk

n=1

(,Oma Z ATI,<(‘0'II) Saln)(;au>

n=1

il

mn

[
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i

m

= Z /\u (Sm'n,

n,m=|
o0

= Z An < 00.
n=1

A1) o elmilar eo 3 _ )
Y de manera similar se obtiene ||T']], = Y02, |An] < 0.

Los estados mezclados o matrices de densidad de S son los operadores
positivos de traza 1. Estos forman un conjunto convexo P (Hs), es decir, si
p1,p2 € P (Hs), entonces para 0 < o < 1,ap; + (1 — a) pp es un operador

positivo y

<(,0n7 ap Py + (1 - (M) /)2(pn>

K

tr(ap; + (1 —a)ps) =-

3
Il

<90n7a,01§0n +Z (;Ona P2<Pn>
n=1

—(1—a)

| fl
~ 7 ie

Llamamos estados puros del sistema a los extremos de P (Hg), dados por
las proyecciones sobre subespacios de dimensién 1. En la notacién de Dirac
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estos estados son de la forma | @){(p | con

Lo (oo ) =Y (ol 0)le ] @)

n=1
00
= Z <90m <(P7 ‘P'n)‘P>
n=1
> 9
= Z (o, (p,”)“
n=1
= lell*.

Como cada p € P (HS) es positivo y acotado, es autoadjunto y, por lo tanto,

P = i o | n) (|

n=1

con {y,} un sistema ortonormal completo y

Los observables acotados del sistemna se representan por operadores antoad-
juntos de B(H) y el valor medio de uno de estos observables A en un estado
p, esté dado por tr (pA).

Los estados de S cambian debido a la dinamica interna del sistema y a
i1 interaceion con el exterior 2. El espacio de Hilbert del sistema completo
(S+R)csel producto tensorial Hg @ Hy donde Hy, es el espacio de Hilbert
complejo y separable asociado con ol medio exterior R. Deseamos describir
sélo la dindmica interna del sistema (dinamica reducida), entonces s6lo nos
interesan los cambios de los estados de S.

Supongamos que preparamos al tiempo to = 0 un estado inicial del sis-
tema completo p®wp, donde p es un estado inicial de S, es decir p € P(H,)
y wp es un estado fijo de referencia de R. Denotemos por U, = e HHiot )
grupo unitario que describe la evolucién reversible del sistema completo, su
generador i, es un operador autoadjunto en Hg @ H . Entonces, la trans-
formacién que describe un cambio de estado en S puede escribirse en la forma

p— Ap=EUp@wrl]), (I.1)




donde E es el operador (traza parcial o esperanza condicional) de T (Hs ® Hg)
en T (Hs) definido mediante la relacion

{p, Iy (¥)) = Z (0® fi,y (Wb ® Sl mgerine
k=1

para v € T (Hs ® Hyp) y @, ¢ € Hs, donde {fc} es un sistema ortonormal
completo en Hg. E estd bien definido y E~ € T (Hs) pues si {¢n} es un
sistema ortonormal completo entonces

tr (By) = Y {ex, By
k

= S {op ® fi.ver ® fi)
Kl
= try < o0.

Positividad completa

La condicién de positividad completa, que es mas fuerte que la positividad
usnal (X > 0 implica ATX > 0), estd motivada por las siguientes condiciones
[K],[L),[D]. Para cadat > 0 la transformacién A, : T(H,) — T (H,) definida
por (I.1)pertencee a una clase especial de transformaciones. Por comodidad,
sea L > 0 fijo y denotemos por A a A, Intentemos caracterizar a la clase
de transformaciones A en términos s6lo del espacio de Hilbert Hg. Podemos
suponer que todas las sumas son finitas por simplicidad. Como wp es un
ostado del sistema R, es un operador positivo de traza uno, entonces es
autoadjunto y tiene una representacion de la forma

WR = Z)\v | fv><fv ’

con {f,} un sonc de Hp y (A,) una sucesién de nimeros reales. Tomando
un sonc {¢x} en Hs obtenemos la siguiente representacion matricial de (I.1)

(A/))Ac,l = Z )‘uU/tk,,um/)anun,;Ll ([2)

A
m,n

donde
<(10k ® -/'/“ U ((P"” ® f”)) = (Jk‘/:.mu’




Entonces la transformacién A puede ser escrita como
* .
Ap = ZI/V(,;)I/V“ (1.3)
Q

donde W, € B(H,). Para mostrar la equivalencia entre (1.2) y (1.3) témese
a= (), Wa)m = VAU ik um, entonces

(Ap)er = (0w Aopr) = 2 (o @ f, (U (@ wr) US) (@1 ® [ ngann

H

- Z(SDI»' & .[/n U (Z | P X f1/><90m @ .fl' ‘> </’ 0 Z )‘0 l f()></(l l)

I 1LY

X <Z l Pn @ f’l/><80‘u @ f‘ll l) U* (‘Pl ® f/‘)>Hse9’Hu

n,n
- Z /\U <@k @ f/u U (‘Pm & fv)) <(Pm & fm Y ® ([ j()></(l I) (W::. Y fl/)>
Py

X <90'n ® fm U~ (901 Y fu))
= Z )‘0 <‘10k & f;n U ((Pm & fu)> <(pm ® fua PPn & <j01 f‘1/> /()>

JIRXR
m,n

X (‘P’n ey fn: U- (Wl & fu)) -
= Z /\()Uk“,mu (QPma p‘Pn) <fl/7 (an fn) f0> Unn,lu

0
m,n

= Z /\()[]A:p,'nu/ <(/9nm /)(,On> <.f:/7 /()) <f{)a /I]> ﬁ’llﬁl},//l

1 0m
m,n

= Z )\()Uk/t,'nw <(Pma ﬂSDn> 601/501)[]717],1;1.

IL)I/)OV‘,]
m,n

= Z )\UUAJ/I,,‘IIM//)‘III’ILU‘I’“/,“L (I‘J)

[T
m,n

Aqui hemos usado que

Z l Pin & ./.u><(,0m ® fu I: IHSQQHR.'

mL

Para (s, 7) fijo, sea W ¢l operador sobre Hy definmido por

<90k> W(u,v)ﬁp""'> - Ukw'l"’
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Entonces, (1.4) puede escribirse en la forma

(Ap)k'l = (¢, Appr)

= Z Ay Pk, VV(N v) I SOIn Som l /)90n> <<P'm "V&L)V)(,D[>

mn

<
= /\, <(‘0 W, (1, 1/)/)901L> <(70” M (I“ >
(e

;u
— I“/ /\1 O Wi (P | o) (pn | IV“ 1’>¢‘)>
_ L/\” <90k, W) /)VV () 901>

Y

pues S | @m){@m |= 1, por tanto A tiene la forma (1.3). Podemos mostrar
ademas que S, W WS =1, dado que

(A, = E;A v (o1 Wi W, L) = ZA {0k ® fuU ((w Wie) © o))
U (o ® 1) (W, (,L,,,)(pl) ® i)
= YA (@ ® Foo (Wiyer) © fo)
= S0 (B (W) (i f)

= S (Woan 1)) (fur )
= Z v SDA & f, ,U ((Pl & fu)> <f;t7 fu>

T8 %

= Z Ay <SOA ® fu, 0 ./'/t> <f/l) f”>

[id

= A G ) (S B )

Ly

= {Pk, P1)
= {(pr 1)

donde hemos usado el hecho de que U* (¢ ® f)=0®/ ;L es un sonc.
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Pasemos ahora a la representaciéon de Heisenberg. Para cada A € B(H),
sea AT A el tinico elemento en B(H) tal que

tr ((Ap) A) =tr (p (ATA))

La transformacion AT : B(Hg) — B(Hg) estd bien definida si A es continua,
pues para cada A € B(H) el funcional p — tr [(Ap) A] es un funcional lineal
continuo en 7(Hg) y la funcién A — tr (-A) es un isomorfismo isométrico
entre B(Hg) y T(Hg)", el dual de T (Hs). Si la suma es infinita se debe
suponer algo en relacién con la convergencia de la serie 3> W W, = 1, por
cjemplo, que la convergencia es en sentido fuerte.

Nétese que si A es de la forma (1.3) obtenemos que AT tiene la forma

AMA =S WIAW,, (L5)

W, € B(Hg), con 3, WiW, = 1.
En particular, para todo A > 0,

(p, A Ap) = <(p, ZW(’;AWQ>

= Z (e, WJAW/(x@

04

Z {(Waep, AW, )

¢

> 0

i

entonces At preserva positividad, es decir, es una transformacion positiva y

M=SWW, =1

Podemos verificar que A es una contraccién. Si X es acotado
‘<(P’ AT‘\"L/)>\ S Z !<(P7 I'/I’IL:‘)(I/{'r(t"d’)l
o

< DNl
Hpll el 11X

Wl

AN

X

I
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pucs

Z:HWQH2 = sup Z(VVanp,W/agp)

lloli=1 o

= sup <<,0,ZW,’:VV,,L,0>
llpfl =1 @

=1

de donde

AT x]| < 11X
Supdéngase ahora que (Xn)n21 es una sucesién de operadores en B (H) tal que
Xn = X en la topologia débil* de B(HS)’ es decir, tr [X,p —tr [Xpl, para
todo p € T(Hg)*. Tenemos que '

()] = 5o (V2] )

i

= Z <(10'"I,) (Z M/(‘:‘Y'ILIA/(V> /)(pll'l.>

m &

= Z Z <80m, I/V;XnWaPSDm)

= Z tr (W, X, Wap)

— Fe * I * — tr i
= Sty (X W pWa] = Y tr [XWIpWo] =t [(A1X) |
01 83

Entonces, la transformacion Al es normal, es decir, continua en la topologia
déhil* de B(H). En particular, si p es un operador de rango uno, digamos

p = p, =| p){p | entonces

<g0, A*Xngo> = {r [AfX,,p(p] — tr [ATX/)VJ} = <<p, ATX<p>

os decir, Al también es continua en la topologia débil de B(H.).
Considérese el espacio de Hilbert n-dimensional C*. Si H ¢s cualquier
espacio de Hilbert entonces H @ C" puede identificarse con la suma directa
He - DH de n sumandos y cualquier operador X en H ® C" puede cs-
cribirse como una matriz ((X;;)) donde Xj; es un operador en H para cada

Ver apéndice 5
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1<i,j<n SiT:BH,) — B(H,) es un operador lineal que satisface las
condiciones: (i) T1 = 1; (il) T(X) 2 0 si X >0 (i) T(X*) =T (X)";
(V) 1T (X < WXl (v) wlim, ool (Xn) = T(X) si wlim, oo Xy = X.
Definimos el operador lineal 700 1 B (Hz ® C") — B(H, ®C") poniendo
T (X)) = (T(Xi)), X € B(Hy), 1 < 4,j < n. En tal caso
T (X @ B) = T(X) ® B para todo X € B(M,),B € B(C"). No nece-
sariamente T debe preservar positividad. Sin embargo sl T preserva la
positividad decimos que T' es un operador n-positivo de B(H,) en B(H,).
Si T es n-positivo para cada n = 1,2, ... decimos que T es completamente

Ppositvo.

Proposicién: Sea T : B(H,) — B(H,) un operador lineal completamente
positivo. Entonces para cada X, ., Xn € B(Hy),Y1,..Yn € B(H,),n =
1,2, ...
S VT (XX, 20
1<i,j<n
Demostracién: Para todo u € H; tenemos
a0 Yiu

w, STYFT (X7 X)) Yy ) = L L (T GX5))

i,J Y, u Y

Dado que ((X}X;)) = 0 en Hy ®C*y por csta razon ((T(X7X;))) > 0 en
H; ® C" de aqui se sigue que ¢l lado derecho de la ecuacién de arriba es no
negativo. |

Un teorema de Kraus [[{], afirma que una transformacion normal 1" es
completamente positiva sty s6lo si, se puede representar en la forma (1.5). Si
H. es separable entonces el indice v se puede tomar en un conjunto contable.

Nuestra argumentacién y el teorema de Kraus nos motivan a postular que
la dinamica reducida de un sistema cuantico abierto debe ser deserita por
transformaciones normales completamente positivas. La importancia de la
nocion de positividad completaen fisica estadistica endantica fue reconocida
por Kraus [/, Lindblad [L], Gorini, Kossakowski y Sudarshan [G-K-5].
Aunque ésta nocion en matematicas es conocida desde mucho antes, ver poe
ejemplo Stinespringe, 1955, Proceedings AMS.

Para describir la evolucién Lemporal de los estados de S se necesita ahora
dejar que el tiempo ¢ se mueva en [0, 00) , obtenemos de csta manera una

[2




familia {7 | ¢ > 0} uniparamétrica de operadores lineales sobre T(Hg) o
bien, una familia {7; | ¢ > 0} de operadores lincales sobre B(H.) segin se
trabaje en la representacion de Schradinger o en la representacion de Tleisen-
herg respectivamente. En general, esta familia no es un semigrupo, pero si
suponemos que tiene esta propicdad obtenemos una descripeion aproximada
de la evolucidn de mnchos fendémenos lisicos.

Semigrupos dindmicos cuanticos

A lo largo de este trabajo utilizaremos la representacion de Heisenberg y
consideraremos la siguiente definicién de semigrupo dinamico cuantico:

Definicién: Un semigrupo dindmico cudntico (s.d.c.) en un espacio de
[Hilbert complejo y separable H es una familia uniparamétrica {T, | £ > 0} de
operadores en el espacio de B(H) que satisface las siguientes condiciones:
(i) Ty (X) = X para todo X € B(H), TTs = Tiys para todo s,t > 0;
(i1) tim_o |7, (X) — X || = 0 para todo X € B(H);
(iii) 72 (1) = LI (O < [1X

w. lim Ty (X,,) = T, (X) si w”lggo X, =X;

n—0o0
(iv) para todo X;,Y; € B(H),1 <i<n,n= 1,2, ...

DVIT(XTX5)Y; 2 0.
(%)
Un semigrupo dindmico cudntico {7, | t > 0} se dice uniformemente con-
tinuo si liny_o supyxyet 173 (X) — X|| = 0.
Para los semigrupos uniformemente continuos existe, segun la teoria gen-
eral de semigrupos, un operador acotado 6 en B(H) tal que

. 1
0(X) = }im 7 (1, (X) — X) para todo X € B(H)

-0

donde el lmite es en la norma de operadores. Tendremos entonces T; (X) =
et (X) para todo t > 0. Pero la condicién (i) y especialmente (iv) determi-
nan a una clase més restringida de semigrupos, los completamente positivos.
Entonces el generador infinitesimal de estos semigrupos debe tener una es-
tructura especial que corresponda con la condicién de positividad completa.
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La descripcién de estos generadores es uno de los objetivos principales de

esta tesis.
Continuando con la discusion de la seccidmn anterior, C()nb]derunos 0]

caso mas simple, es decir, cuando dimH = N. En este caso, dim B(H) =
NZ-1
sea (Fy),.o una base de B(H) con Fy =1y escr ibamos

NZ-1
Vo (t) = Z oy (t) Fi
k=0
entonces
N2-1
Wy (t) = oy (1) Fy;
k=0

y usando (1.5) con un sélo sumando (o = 1) tenemos

AI)&' = Z(”‘ Z(Yk

i
|

= Z(vk Doy (£) 173 X T,

;

. N*-1 . . .
La matriz ((vk( ATe? (t)) o positiva definida y por lo tanto autoadjunia,

es decir AtX tiene la forma

N‘Zgl
Z Ck 1 (t) ,F;://F}
k=0

N2} . .. . [
con (g (1)), 1—¢ UNa Matriz definida positiva. El generador esta dado por la

expresion:

AX - X
0(X) = Jim =
1 N2-}
= lg}ég AZJ Ck,l(€)FkXFl—~)&
o Cop (E) Nde
= lim ; ¥+Z FkX+---
N2-1
= A'X + XA+ Z (z,,,,lFZ,‘XFl

&l

14




B ! P . N?*--1 NOPINE
suponiendo que todos los limites existen, donde (ayy),,-, €5 una malriz

.. . N2 . , 9 )
definida positiva y A = Lﬁ:o YeorFy. Si ademds suponemos™ que (1) =0
obtenemos que

N2}
A+ AT =— Z a Fi Fl.
k=1
Entonces,
1 N2--1
G(X) = 5 Z ak‘,l{FI: [JY,FI] + [F:>X] Fl}
kil

Si agregamos el término i[H, X] que esta asociado con la dindmnica interna
del sistema, con H = H*,y regresamos a la forma de (1.5) tenemos que

1

1
9(X) fUiM+QZHWMKWM+WLXHW}

STWiWL, X

SR

= G[H,X]+ > WiXW, -
(44 t-

[@(1), X,

[N R

— G[H, X]+®(X) -

con @ (X) = 3o Wi XW,. Donde [-, -] denota al conmutador y [-,-], denota
al anticonmutador.

Gorini, Kossakowski y Sudarshan [G-K-S5] demostraron que ésta es la
forma mas general del generador de un semigrupo dindmico cudntico uni-
formemente continuo en el caso cuando H es de dimension finita. De manera
independiente Lindblad [L] demostro este mismo resultado para cualquier
espacio de Hilbert complejo separable H. No existe hasta la fecha una ca-
racterizacion similar para el generador de un semigrupo dindmico cuantico
general, es decir, no necesariamente uniformemente continuo. Pero existen
algunos trabajos en esta direccién, por ejemplo, Holevo, On the structure of
the generators of covariant QDS, J.Functional Analysis.

[l objetivo principal de este trabajo es revisar estos resultados, escribi-
éndolos de una manera autocontenida.

Para finalizar cste capitulo consideremos algunos ejemplos.

Ejemplo 1: Si [l ¢s un operador acotado 'y autoadjunto en un espacio de
Hilbert. H, sea ¢! ¢l grupo unitario continuo en la norma de B(H) generado

9 A ’
2ver la Proposicion © del capitalo 1




por ¢f. Sea ‘ '
PL (X) — 8~'LLI'1X61LII

entonces P, es un grupo dindmico cuantico, llamado semigrupo de Heisenberg.
Efectivamente,

(1) R (X) =X,
1)34_1 ()() = cfi(s"'t)UXe‘i(s-H)H
o~ isH (e’””Xe““) st

= P,P,(X) paratodo s,t > 0.

(ii) Para cada X € B(H) tencmos que

1P (X) - Xl =[xt - Xy
< erim(p _ XSOH + H6~“HX<P . ti'
< il (= 1+ 1)
entonces
1P (X) = X[ = sup [P (X)p— Xoll

A

e e =+ e 1)

la ultima expresiéon tiende a cero cuando t tiende a cero, por la continuidad
de ¢! en la norma de B(H). Ademas, supyxy<i 17 (X) — X < 'e“” — 'l“%—
e — 1“ que tiende a cero cuando t — 0 y por lo tanto I} es uniforme-

mente continuo
(iii) P, (D u = ettty = u,

|17, = “e—unxeicu”
< IX1-
Y si w.limy, e Xn = X entonces

(1, Xpv) — (1, Xv) para todo u,v € H

asi que
G o A A
<ezcl ’IL,)\.,,,e‘tHfU> N <e“”u, Xe””11>

n
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y, tomando adjuntos obtenemos que

<“’ €~”HX”€”H’U> N <'U,, 6—”HX(:'”H’U>
n

por tanto w.lim, . P} (X,) = P(X).
(iv) Sean X;,Y; € B(H),1 < j,k <n,n=1,2,... entonces

0 < <Z Xje“HYju, Z Xje“HYju>
J J

— <’ll/, Z }/j*6~itllX;XkezL1])/k>
j,k

Finalmente, para el generador del semigrupo tenemos

%[)t (X) | e = (—7:}[€~it[1Xeit11 + i(:‘—illlX}IGitil) |t:0
at

= i(HX - XH)

= —i[H,X]

Ejemplo 2: Sea {w(t) | ¢ > 0} un movimiento Browniano con w(0) =0y
sea L un operador autoadjunto en el espacio de Hilbert complejo y separable
H =L, (Rd) . Definimos

T, (X) = et WL x p=iw(t)l.

donde E denota la esperanza con respecto a la medida de probabilidad del
proceso w en el sentido de Bochner, es decir, para cada « € H la funcion
H-valuada e X ey es Bochner integrable®. La medibilidad fuerte de
la funcién w — e™@®LX e~ MLy para cada t > 0y u € H se sigue de su
medibilidad en sentido débil y del teorema 1 de la seccién 4 del capitulo V
de [Y], su integrabilidad es consecuencia del teorema 1 de la seecion 5 del
mismo libro y la desigualdad

X 0| < X ] (17

para todo t > 0,u € H. Entonces la esperanza esta bien definida en el sentido
de Bochner.

3Ver secciones 4 y 5 del capitulo V de [Y].
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Dado que el movimiento Browniano estandard tiene incrementos esta-
cionariamente independientes tenemos

TL-|~3(X) — ]Eci(w(t—ks)~w(s))Leiw(s)LXe—i'w(s)Lc—i(w(tqts)—w(s))L
= T, (T, (X))
Si L es acotado se sigue que {T;} es un sdc uniformemente continno. [n
efecto, si (adL)(X) = [L, X], tenemos que la sucesién

n k
™ (w, X) Z G O) any (x)

n = 0,1,2,... converge en la norma de B(H) a ™1 Xe 0L para cada t.

En particular
S w, X)u 7'elw(t)l’X6'w'“)["u

y ademas

o, Xl < 32 2 g ) g 0

k=0

HHIO X [l

IA

pues “(adL) X)H < 2% |L))* || X|| . Entonces por el teorema de convergencia
domiada para integrales de Bochner tencinos que

) ( Aty g, il ) = lim B (f)" (w0, X))
= lim Z: ﬁ (adL)* (X)E (w (/)k)
) :
= hmz( ) (adL)* (X)

k=0
e—%(adI/)Z (X) ,

pues
k 1 g oz
]E(w(t) ) = ﬁ./—mxe T dx
. 0 si k es impar
N { 1-3-5.-.- (2m = 1)U si k= 2m




centonces

T,(X) = e 3@ (X) 1> 0y X € B(H).
De esto se sigue inmediatamente que Tg (X)=XyT, (1) =1,pnes (adL) (1) =

0. Obsérvese ademas que

HE <8m(t)LXC»-z‘w(z)L)“ < ]EH(e’”‘”(”"Xe"““(‘)">H
< EX| =X

Por tanto, ¢l semigrupo cs de contracciones.
. w
Por otra parte, si Xy — X, entonces
N

<u ((L(IL) (XN )U>

oo
li[{/n (u, T, (Xn)v) = li[{,u >

N
— Z(‘ﬁ) lun<u (G(UJ) (X )”>

k
= (u, T, (X)v),

2k : . :
pues limy <u (adL)? (XN)U> = < 1, (adL) (X)v> y limy se intercambia
con la serie porque se cumple la estimacion

<"3>k

2 LI el ol

>~1H—

<'u, ((LdL)Qk (X) v>

Esto demuestra la propiedad (iii).
Tenemos ademas que

o e i) -] = [l )

nn(t

< X E|e O - 1“ +1 e
R P
— 0,

si b — 0. Lo que implica ademas que ¢l semigrupo es uniformemente continuo

tomando el supremo sobre |X| < 1.
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Para verificar la propiedad (iv) de la definicién de s.d.c. obsérvese (ue
i’j 1”]
= E (<Z X;e 'i’m(l,)l,}/i’ Z X iw(l) l,)'t>>
i i

0

Vv

pues podemos hacer uso del teorema de Fubini.
Finalmente, el generador de este semigrupo es

d ) |
%Pt (X) | j=0) = -5 ((,LdL)Z (X)
1/, , ,
- _§(LX+XL)+L‘ L
1

—5 [LZ, X] L LXL

Ejemplo 3: Sea U un operador unitario en H ysea { N (t) | t > 0} el proceso
ostocdstico de Poisson con intensidad X > 0, es decir, NMBeN, 120, N({)
tiene incrementos independientes y

L (nF
P(N({#)=k)=c¢e “(7_!)—.
Definimos
T,(X) = BUNOXUN® [t >0, X € B(H).
Entonces

Tits (X) = (U*N([+S)"N(S)U*N(S)XUN(S)UN(t+s)fN(s))
= Tv’ (Ta ()())

donde la esperanza se toma con respecto a la medida de Poisson en el mismo
sentido del ejemplo anterior.
Il generador se puede obtener de la siguiente manera

T,(X) = 3 Bl ponU M OXu

k=0
— XP(N()=0)+UXUP(N@)=1)+ U“XU*P(N(L)=2)+--
N2
— Xe M4 X Ue M+ U*QXUA“)C"’\LE%% A
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cntonces

%7} (X) | oo =—AX+AXU
a
= MU*XU-X).

Que también se puede representar como

1
—:ETt (X) = —% (L*LX + XL'L - 2L*X L)

con L = VAU, L* = VAU*

De la representacion

s (M)
T,(X) = Xe M+ U XUe MM + U2 xue A ;,) +e

se obtiene facilmente que Ty (X) = X, T, (1) = 1. Tenemos

IO = [Eo Xy

< oo xpmo)
EIXT = X1
Por otra parte,
EvoxuNO x| < B(|X0MO < x|+ |UVOX - X])

IXie (@ =+ o = 1)

1l IA

si t — 0, lo cual demuestra la propiedad (ii) y ademds tomando el supremo
sobre | X]| < 1 se observa que ¢l semigrupo es uniformemente continuo.
La propiedad (iv) se sigue del hecho de que T; tiene la forma de Kraus

(L5).




Capitulo 11

Teorema de
Gorini-Kossakowski-Sudarshan

y Lindblad.

Signiendo a K.R.Parthasarathy [P2] en este capitulo desarrollamnos una de-
mostracién del Teorema que le da nombre. La alternativa que se presenta
aqui es, primeramente, la de no usar resultados de probabilidad en ninguna de
las demostraciones, sino sélo teoremas del algebra de operadores y del analisis
funcional como son, la construccién de Gelfand-Naimark-Segal (GNS) y el
teorema de representacién de derivaciones, que se anexan en los apéndices.
En segundo lugar, en la demostracién de la suficiencia se sigue el método
de A. Chebotarev [C'h2],[GQ) para construir soluciones minimales de la
ccuacién maestra, lo que permite demostrar este resultado, sin utilizar la
teorfa de ecuaciones diferenciales estocasticas que Parthasarathy desarrolla
en su libro.

Proposicién 1: Sea § ¢l generador de un semigrupo dindmico cudntico wii-
formemente continuo {T,} en B(H). Entonces se cumple lo siguiente:
(i) 0(1) =
(i) Si X;,Y; € B(H), 1 <i<ny Y, X;¥;=0 entonces
S VO(XIX)Y 20
1<4,5<n
(iii) Para todo X3, Y; € B(H), 1 <i <,
SV O(XIX,) =0 (X)X, ~ X70(X)}Y, > 0.

1<i,j<n
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Demostracién: (i) Por la propiedad (iii) en la definicién de s.d.c. T,(1) =1
para toda t, asf (1) = lim_ot™' (T3 (1) — 1) = 0 donde el limite es en la
norma de operadores.

(ii) De la propicdad (iv) en la definicion de s.d.c. para todo X;,Y; € B(H),
Yi<ij<n YT,(X}X;)Y; > 0y por hipétesis 3 XY, = 0, entonces

0 < 1 > YITU(XTXG)Y;
1<i,j<n
- VRN~ XX
I<u,3<n
pues < j<n Yir X7 XY = 0. Haciendo t — 0 obtenemos (ii) ya que los
operadores T, son continuos en la norma de operadores.
(iii) Sean X;,Y; € B(H),1 < i,j = n cualesquiera, pongase Xo = 1y
Yy = — i, XiY; entonces
no XiY = XoYo + 2l XiY = 0. Por (ii) se obtiene

0 < Yr0(X;Xo)Yo+ Y Yy0(XgY))Y;
j:l

FI VX Xo)Yo + Y YIO(X[X))Y;
i=1 1<,7<n

= (=X XY+ Y- D XYY
i=1 i=1 j=1 =1

POV (=X Y YIOXX)X,
i=1 j=1

1<i,j<n
n n n n
= VXS OX)Y - YO XY+ D YOXXY,
i=1 j=1 i=1 j=1 1<ij<n
_ Y VO — U)X, - XTO(X,)HY). .
1<i,j<n
En la siguiente Proposicién se usa el teorema de construccion de Gelfand-
Naimark-Segal CGNS cuyo enunciado y demostracion se dan en el apéndice
1.

Proposicién 2: Sea 6 como en la Proposicion 1. Entonces existen un
espacio de Hilbert K y para todo X € B(H), un operador lineal 7(X): H —
K que satisfacen lo siguiente:




(i) m(X)n(Y) =0(X*Y) — (X*)Y — X*0(Y);

(it) La correspondencia X — m(X) es lineal;

(ii5) Bl conjunto {m(X)u|X € B(H),u € H} es total en K;

(iv) Si (K',7') es otro par que satisface de (i) a (iii) entonces existe un
isomorfismo unitario T' : K — K' tal que Tn(X)u = 7'(X) para todo X
e B(H), u € H. )

Demostracién: De la Proposicién 1 se sigue que la funcién
K((X,u),(Y,v)) = {(u, {(X*Y) = 8(X")Y = X*0(Y)} v)

es un Kernel definido positivo! en el espacio B(H) x H, en efecto, por la
propicdad (iii) de la Proposicién 1 tenemos que

X70(X5)} uy)

F0(X5)} Yiu)

Z @ajl(((Xi,u,'), (XJ,ILJ)) = Z ﬁi(]{j (’lti, {0(X1*XJ) - 0<XL*)XJ -
1<t,j<n 1<ij<n
= Z <(Yi’lt.i, {()(1‘(71\3) - ()()(i*))(j - ){7()(;\’])} (Yj’ll,j>
' 1<ij<n
= Z (u) Yl* {Q(XL*XJ) - O(XJ*)XJ - Xz*
1<,5<n
= 0,

donde Yju = a;u;, 1 € H para toda «; € C,u; € H,7 =1,2...,n. Ahora, por
el teorema construccion de Gelfand-Naimark-Segal® existe un par de Gelfand
(K, A) donde K es un espacio de Hilbert y A : B(H) x H — K es una
transformacion tal que

X, ), MY, v)) = (u, {0(X*Y) — 0(X*)Y — X*0(Y)} v) (2.1)

paratodou,v € H, X,Y € B(H), y el conjunto {\(X,u) | X € B(H), v € H}
es total en K.

Dado que el lado derecho de (2.1) es antilineal conjugado en (X, u) y lineal
en (Y, v) se sigue que A(X, u) es lineal en cada una de las variables X, u. Asi,
existe un operador m(X) : H — K que satisface w(X)u = A(X,u) y (2.1)
implica [|7(X)u)|* = (u, {0(X*X) — 8(X*)X — X*0(X)}u). Dado que 0 es

1Ver apéndice 1
®Ver apéndice 1
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acotado se sigue que m(X) s acotado, por la desigualdad de Schwartz, como
operador de H en K.
Ahora (2.1) implica que
(i) m(X)*m(Y) = 0(X*Y) = 0(X*)Y = X*0(Y);
(ii) La lincalidad de 7 se sigue de la de A
(iii) Esta propiedad es consecuencia del hecho de que {A(X,u)} es total.
(iv) La propiedad (iv) se sigue inmediatamente de la dltima parte del teorema

de GNS. u

Definicién: Un homomorfismo T' : B(H;) — B(H,) donde Hy, Hz son
espacios de Hilbert, se llama *-unital st

(i) I (X*) =T (X).
(1) T (1) = 1y,

Proposicién 3: Sean 0, m como en la Proposicion 2. Entonces existe un ho-
momorfismo *unital p : B(H) — B(K) tal que n(XY) = n(X)Y —p(X)7(Y)
para todo X,Y € B(H).

Demostracién: Queremos definir p : B(H) — B(K) para lo cual proced-
cremos definiendo p en U(H) € B(H) (U € U(H) siy sélo si UU* = 1),
seguidamente se define p en combinaciones lineales finitas de unitarios, pues
cada X € B(H) es combinacién lineal de cuatro operadores unitarios®.

Sea U € U(H) definase
plU): k— K,

donde k = span {n(X)u : X € B(H), v € H} mediante
p(U)m(X)u = (r(UX) —w(U)X)u
entonces
(p(U)m(X)u, p(U)(Y)v) = ((n(UX) = n(U)X)u, (x(UY) = 7(U)Y)v)
= (r(UX)u, 7(UY)v) = (xm(UX)u, n(U)Yv)
— () Xu, n(UY )v) + (n(U) Xu,n(U)Yv)

= {u, ™ (UX)n(UY)v) — (u, n*(UX)w(U)Yv)
— {u, X7 (U)w(UY Yoy + (0, X w(U) 7 (U)Y v)

SVer apendice 5




L{0(XTY) = 0(X*UDUY — X*U0(UY)} v)
— (, {0(X) = 0(X*UNU = X U0(U)} o)

— (u, X*{OY) = U O(UY) — 0(UUY } v)

+ (u, X {—0(U)U - U*0(U)} Yv) (*)

= G

= (u, {8(X*Y) - 9(X")Y — X"0(Y)}v)
= (w7 (X)r(Y)v)
= (m(X)u,n(Y)v)

donde la igualdad (*) se sigue de la Proposicién 2 inciso (i).
Entonces, p (U) : k — K es isometria y se extiende a una isometria de K
en si mismo. Demostraremos ahora que p(U*) = p*(U). Por definicién

/)( ) (Y)w) = (m(X)u, (w(UY) = n(U)Y)v)

(p(UYa(X)u,n(Y)v) = (n(X)u,
= (m(X)u, (7" (X)n(UY) — n*(X)m(U)Y)v)
= (u, {8(X*UY) - 0(XUY — X*0(UY)} )
—(u, {0(X*U) - (XU — X*0(U)} Yv)

= (u, {0(X*UY) = X*0(UY) — 0(X*U)Y + X*0(U)Y'} v)

Por otra parte, tomando adjuntos y por la Proposicién 2 inciso(i)

(p(UN7(X)u, 7(Y)vy = (m(U*X)u—7(U*)Xu,n(Y)v)

= (u,7(U*X)u— X*w(U*)n(Y)v)
(u, {0 XYY = 0((U* X)) )Y — (U X)0(Y)}v)
—(u, X" {0(UY) —0(U)Y —UO(Y)} v)

i

= (u, {0(X*UY) - (X Uy — X*9(UY )+ X*0(U)Y} v)
Y comparando obtenemos que p (U*) = p (U)*
Ahora, para cualesquiera dos operadores unitarios Uy, Uy € 'H, p(U\U,) =
p(Uh)p(Us) y p(1) = 1. En efecto,
p(UU)m(X)u = (U Uy X)) — (U Uy) Xu (3.1)
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y, por otra parte, como p(X)m(Y) = m(XY) - m(X)Y tenemos que

p(UN)p(Un) (X )u = p(Uy) [r(U2X)u — m(Uy) X ]

= 71'((]1 (JQX)U — W(Ul)UzX’lL - (W(U]UQ))(’IL - W(U])UQ)(U)
= TI'(UI UQ)()’IL - W(Ul l]g)X’ll,

1o cual demuestra que p(U,Uz) = p(Uy)p(Uy).
Ademas,

p(Mr(X ) = 7(1X)u—n(1)Xu
= w(X)u=1

pues (1) = 0, ya que 7 (1)w(1)u = (9(1"1) — 0(1)1 — 1*0(1))u = 0.
Entonces, {(w, 7*(1)m(1)w) = 0 para cada wy por lo tanto (m(Vyu, w(1)u) =
0 es decir 7(1) = 0. Esto demuestra que p(1) = 1. Tenemos entonces que
p(U) es unitario para toda U € U(H) pues o (DNpU) = p(UU) = p(1) = 1.
Ahora, si X = 33;¢;Uj es combinacién lineal finita de operadores en 'H
se define

pX) =3 cip(Us)
J
si 3 ¢;U; = 0 entonces

Zc_,»/)(Uj)w(Y) = ’/T(Z ¢;U;Y) = W(Z c;U;)Y =0,

es decir p(X) estd bien definida cuando X es una combinacioén lincal de o-
peradores unitarios, como todo operador en B(H) es combinacion lineal de
cuatro operadores wnitarios p(X) esta bien definido para todo X en B(H).
Tisto implica que la transformacion X — p(X) es un homomorfismo *-unital

de B(H) — B(K). m

Proposicién 4: Sea p : B(H) — B(K) el homomorfismo *-unital definido
en la Proposicion 8. Si w.lim, e Xn = X en B(H) entonces

w. Iim‘/)(‘\',,) (N en B(K).

"o

Demostracién: Sea w.lim, ..o X, = X en B(H) entonces por la propiedad
(iii) en definicion de s.d.c. tenemos

w. lim T,(X,) = T,(X), Vt >0

Ty OO
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es decir,

lim (u, Ty(Xn)v) = (u, (X)) Yu,v € H, t>0

entonces,
k oo 4k
] o (X)) =S — (u, 08X 4.1
ny}goz% <u ( U> ,ZOA <u (X )U> (4.1)
Poniendo

k-2

X <u 0" (X”)v>

k-2

[

B

|
™Me
”\

Eol
|3
jo=]
o~

<u 08 (X ) >

=X
I
.Mg
"1

-~
|1
S

concluimos de la ecuacién (4.1) derivando con respecto a t que

lim ((u, {0(X,) — 0(X)}v) + ton(t) = tp(t)) =0, vt > 0. (4.2)

NnN—00

Por otra parte, dado que 6 es acotado y sup, | X,,]| < oo por el principio de
acotamiento uniforme, existe « > 0 tal que

max (|90n(t)| ) |‘r0(“)‘) < et

pues,
00 tk_
ootk
< }: THUIWHX,,HHUH para algim >0
h=2
< Z A—_ﬂ, para algin 3 > 0.

-~
|
[

simil(nmente para |p|. Si e > 0 es arbitrario escogemos to > 0 tal que
toe'o < 5, por la ec. (4.1) vy (4.2) tenemos

)y
Tim | (u, {8(X,) = 0(X)} 0} < i [(u, {6(X) — (X )} v) + towna(to) — top(to)]

UG < e

dado que g es arbitraro

lim (1, O( X)) = (u, 0(X)v) Vo, v € H (4.3)
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Para todo Y; € B(H),w; € H i=1,2 tenemos de la definicion de p y 7 en la
Proposicién 3 y la ecuacién (4.3)
Jim (Y1), p(Xp)mw(Ya)uz) = lim (m(Y) )y {m(X,Y2) — w(X,,)Yo} )
’11520 (wy 7 (Y))m( X, Ys) — 7 (Vi) (X,,) Yauy)
= lim (ur, {0(Y1XY2) = 0(Y]) Xo Yo = Y'0(X,Y2) } ) —
— lim,fun, {100V X0~ 00 Xo = YO(X, )] Vo) 1)

= (uy, {0V XYa) — O(Y)XYs — Y7O(XY) — [0(Y? X) = 0(Y;)X — YO(X)] Yo} un)

= (r(VJur, p(X (Y (1.4)
Si ||Y]] < 1 entonces,
HY+Y <1’”Y—.Y <1
2 - 2t -

y asi
Y +Y* _U]_+U2 Y__Y'*_ V]_J[_VZ

2 2 2 2
donde U;,V;, i=1,2 son unitarios. Luego [[p(Y)|| < 2 cuando ||V < L

Entonces sup, ||o(X5)|| < oo.
Ahora, de la totalidad del conjunto{n(Y)u | Y € B(H),uw € H} en Ky de
la ccuacion (4.4) se obticne que w.lim, p(X,,) = p(X). |

?

Proposicién 5: Sea 7 : B(H,) — B(H) un homomorfismo*-unital. Eriste
un espacio de Hilbert K y un isomorfismo unitario I' : H — H, @ K tal que
(X)) =T"'X ® 1T para toda X € B(H,) donde 1 es el operador identidad
en K.

Demostracion:  Sca dim?, = oo, Sin pérdida de generalidad supong-
amos que Hy = L2 (R) pues st H, es separable, estos espacios son isomor-
fos. Témense dos grupos uniparamétricos U; = e 4V, = ¢ donde ¢,p
satisfacen [q,p] = 4. Sean @, P operadores autoadjuntos, generadores de
7 (U,), 7 (V,), es decir, 7 (U,) = ¢ 7 (V) = ¢ #" Entonces w (U,) , 7 (V)
obedecen las relaciones de conmutacion de Weyl, dado que Uy, Vi satisfacen
dichas relaciones, es decir

UV = eiSLV'tUs
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implica

7 (U (V) = m(UW)
=7 ((iis"l/LUs>
= ¢S (VUy)
= & (V) (Us)

Por ¢l teorema de Stone-von Neumann” existen un espacio de Hilbert Ky
un isomorfismo unitario IV 0 Hy — B(R,K), es decir, de Hy en el conjunto

de los operadores acotados de R en K, tales que

(e ) Nw) = e @)
(Cr(T) @) = Sl =t

Fntonces,

(M (U T (V) ) (@) = e (e (v f) ()
= e f(u—1),

pero dado que U, V, a su vez, satisfacen las relaciones de conmutacion de

Weyl, tenemos

(XIUADI . f) (x) = UVJ ()

y asi, obtenemos

r(UV) =" ({UV:®1)T

donde I' = =1, Por el isomorfismo entre el espacio® L (Hy,dp) ® Ky
L2 (Hy,dy; K) . Como las combinaciones lineales de Us, Vi, son densas en
sentido débil? en B(H) se sigue que 7 (X) = r-Hxenl.

Ahora, supongamos que dimH,; = n < co. Entonces, salvo equivalencia
unitaria, existe un par irrecucible de operadores unitarios U,V € H; tales que
Un=V"=1yUV = exp (%’%) V. Por un andlogo al teorema de Stone-von

Neumann para el grupo {0,1,2,...,n— 1} con adicion médulo n existe un
espacio de Hilbert K tal que r-tuen)lr=nr) T 'wvel)l=x((V).

TVer apéndice 2
802 (H, dji; K) es el conjunto de todas las funciones medibles f de Hy en K que satis-

. 2
facen [, NS (@)l de (x) < o0.
9Para una demostracién de este hecho, ver el libro de P.A. Meyer, [M], Cap. 3 Sec. O
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El algebra generada por U,V es B(H,) vy, por el mismo argumento del caso
n = oo tenemos (X)) =T (X®1)T. |

Corolario 1: Sea 0 ¢l generador del s.d.c uniformemente continuo {1} }
en B(H). Entonces existe un espacio de Huilbert K y una funcion lineal m :
B(H) — B(H® K) tal que

(i) {m(X)u| X € B(H),u € H} es total en HS K;

(i) 7(X)w(Y) = 0(X*Y) — 0(X")Y — X*0(Y);

(iii) T(XY) = n(X)Y + (X @ D)n(Y) para todo X, Y € B(H).
Demostracién: Sean 6,7, p como en la Proposicién 3. Por las Proposiciones
4 y 5 existe un espacio de Hilbert Ky y un isomorfismo unitario I' : K —
H ® K, tal que p(X) = T' X ®1T para toda X en B(H). Definase 7 (X) =
7 (X) . Entonces se cumplen las propiedades (i) a (iit), con 7 reemplazado
por 7, por la Proposicién 2 y la definicion de p, ya que I' es isomorfismo y
{7 (X)u} es total en K y por lo tanto I'r es total en H @ K y se cample (i).

La propiedad (ii) se cample porque

7o (XY m(Y) = (Tr (X)) I'n(Y)
7 (X) I*T'r (Y)
= 7(X)'7m(Y)

I

ya que T*T' =1 por ser I' unitario.
La propiedad (iii) es consecuencia de
o (XY) = I'n(XY)

= I'x(X)Y +p(X)n (V)]

= Pe(X)Yar{P (X el ()]

= 7w (X)Y + (X ®1)m (V) |
Proposicién 6: Sea 0 el generador de un s.d.c. uniformente continuo {T;}
en B(H). Entonces existe una sucesion {L;} en B(H) que satisface lo sigu-

rente

(i)

sup S ||[Lj, X]ul” < oo; (6.1)
flufi<l 5
fixf<t

(1)
O(XY) — O(X")Y = X*0(Y) = 3 [L;, XT" [1;, Y]

J
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para todo X, Y en B(H), donde la suma del lado derecho converge fuerte-

ente.

Demostracién: En ¢l Corolario 1 sea {¢;} -, una basc ortonormal en Ky
Izl .

considérese

tal que Dyu ® v = @; (e;,v) u para todo v € K,u € H. Probaremos que 'y

¢s 1somorfisio unitario:

(Tou @ v, o @) = <€B {ej,v)u, ® (ej,0) u’>
j j

= (v, ") {u,u')
= (u@uv,u 1),

pues (v,v) = ¥ (ej,v) (gj,v") .
Para cualquier X € B(H) existen m; € B(H) tales que Dym (X)u =
P; mi (X)u,u € H . Entonces
¥ (X}/) U =T (X) Yu-+ )(7Tj (}/) u,

pues,

T(XY)u=nm(X)Yu-+(X®1)n(Y)u,
lo cual implica que
EB 7Tj ()(Y) = F()ﬂ' (X) Y’lL *f— F() ()( ® ]) s (Y) U
J
= @ (X)Yu+To(X®1)(wewv),
j

con m(Y)u = w® v tenemos
EJB T (XY) = @&m(X)Yu+ToXw® lv
- @ ™ () Yk @ (e,0) X
= @m(X)Yut @ X (e, v)w)
= EP (m; (X)Yu+ Xm; (Y)u),
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entonces 7 es una derivacion acotada'! en B(H) para cada j. Por lo tanto
existen L; en B(H) tales que mj(X) = [L;, X].
Ah(na 'y es unitario y w acotado por lo tanto 'y es acotado asi que
2
0o > |om (X)ulf® =

= Tl (0
- ZMMJWW,

Para cada v € H y X € B(H). Tomando supremos obtenemos que

@ i (X)u
j

sup - Ly, X Jul? < sup Fom, (X)ulf* < oo

full <t j=1 flull<
X<t Ixi<t
La propiedad (ii) se sigue de la propiedad (ii) del Corolario 1. ' |

Proposicién 7: Sea {L;} una sucesion en B(H) que satisface (6.1) entonces

bl]p L(“LJU” [{w, Lju)| ) < 00 (7.1)

flufl=

Demostracién: En la ccuacién (6.1) ponemos X = |u)(u| y observamos que
2 2
My, Xl = 12 )l = o (] Ly
= (L Ju) {u] 1 — |y (u] Ly, Ly ) (uf w — Ju) (u] L)

= (L; l[ull*u, L ljull” wy = (L fle)* u, (u, Lyu) w) — ((u, Lju) w, Lyu)

+ ([u) (u| Lju, |w)(u] Lyu),

pues |u)(u|u = |Ju]|*«. Y como ||w||” = 1, tenemos que
L, X]ul> = L ul)* = (Lju, (u, L)) —
- {{u, Lju> w, Lju) + ((u, Lju) u, (u, Lju) w)
= || Lul)* — (u, L) (Lju,u) —
—(u, Lju> (w, Ly + (w, Lyu) {u, Lju)
| Lyull® = [, Ly m

Ver apéndice 3.
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Proposicién 8: Sea {L;} una sucesion en B(H) que satisface (6.1) entonces
para cualquier proyeccion P en 'H
2
sup > _|[PL;P, PXPlull” < o0

fiXl<t
||lul|=1,Pu=u

Demostracion: Cuando Pu = u tenemos

[PL;P,PXPlu = (PL;,PPXP —PXPPL;P)u
(L Xr PXPLP)
= P(L;PX - XPL;)Pu
P(L;PX — XPLj)u,

I

por otra parte,

P[L;,PXPlu = P(L;PXP—PXPLj)u
= P(LjPXPu-— XPLj)u
= P(L;PX - XPLj)u

pues Pu = u, entonces

\PL; P, PXPlu)| = ||P[L; PXPlul
< [y PX Pl
El resultado se sigue de la ecuacién (6.1). ]

Proposicién 9: Sea dimH = n < 0o. Denotamos por dU la diferencial de la
medida de Haar'' normalizada del grupo compacto U(H). Entonces existen
constantes positivas o, 3 lales que o« +nf=n""y

() [ LU dU = n="tr L*1;

(i) [, ULUW|* dU = adrL*L + fltrL]* para todo L en B(H) y todo
vector unitario w en H.

Demostracion: Primeramente verificamos que U (1) es grapo topologico
con la topologia fuerte. Efectivamente, si {T,,},{S,}, son sucesiones de
operadores nnitarios que convergen en la topologia fuerte (dado que H es

MVer apéndice 4.
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de dimension finita, la topologia fuerte y la débil son equivalentes) a 1", 5 €
U (H) respectivamente, entonces,

Th =T,
pero T* = T-' y T* = T~! por ser operadores unitarios. Por tanto
Tt T
Por otra parte,
1(SuTw = STY el < IS (T = T)lf + 1(Su = S) Tl
(T = T) ol + 11(Su = 5) Tepl| = 0.

Como ||T|| < 1 para todo T € U(H), entonces U (H) es compacto
(dimH = n < 00). En particular, (H) es localmente compacto y por tanto
existe en éste, una tinica medida de Haar regular.

Por la invarianza bilateral de la medida de Haar de U(H) el lado izquierdo
de (i) es independiente del vector w. Asi, para cualquier base ortogonal

€1, ..., €y, cn 'H tenemos
. T N
/]]LUu]l‘z(lU — ! Z/ ILUe;
j=1

pues los e; son unitarios y la medida no depende del unitario elegido, ademas,

<
<

AU

1,
S LU, LUe) = 3 (Ues, L7 LUE;)
n< n i

1
= —tr(L"L),
n

7

por lo tanto

i

/' LUl dy = © /m- (LL)dU
. T .

1
= —tr(L'L
(L),

pues [dU =1y Uej es una base de H y la traza es independiente de la base
clegida. Para probar (ii) considérese la forma sesquilineal

B(L, M) = / (0, U LU (w, U* MUY dU, |ful| = 1
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en el espacio B(H). Entonces
BU*LU,U*MU) = B(L,M), YL,M € B(H),U € U(H) (9.1)

por la invarianza de la medida de Haar.
Por el argumento en la prucha de (i)

B(L,1) =n""trL. (9.2)
Para cualesquiera proyecciones ortogonales P, Q) tales que ’Q) = () pongase
a= B(P ), b=B(lQ),

por (9.1) éstas son constantes positivas independientes de P, () ya que si
P’ () son proyecciones ortogonales entonces existe U € U(H) tal que P =
U*P'U, similarmente para Q.( Si P, () son proyecciones ortogonales en H
tales que ||P — Q]| < 1 entonces, P y () son unitariamente equivalentes'?).
Seal =P+ -+ D, dado que TrP, =1, B(P,1) =n"! por (9.2). Por otra
parte si 1 = P4+ Qy + -+ - + @, donde P, ; son proyecciones ortogonales,

entonces

B(P’l) = 13([)7[)%_@1_,_"'+Qn—l)
— B(P,P)+ B(P,Q)) + -+ B(P,Quer)
B(P,P)+ (n—1)B(P,Q)

donde Q es cualquiera de las @, asi a+(n—1)b = n"! donde a = B(P, P),b =
B(P,Q). Por la designaldad de Schwarz

b= / (w, U* PUWY (u, U*QUuY dU

< {/ (u,U*PU)Z/ (u,U*QU)2}2 —a

Para todo L autoadjunto con resolucién espectral L = 3, A, F’; donde cada
P; es una proyeccién unidimensional tenemos

B, L) = / o, U L) (e, U L )

2Ver Weidmann [W], Teorema 4.35 pag 86.
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- / <«u, U (Z AjL]) Uu> <u, U* (Z A,L,-) Uu> U

= B(X AP NE)
_ ZX?B(P,,ZA-P,)
L)\ B 0D A B, 1)

J#k

= (LZ/\QerZ/\ A

J#k
b 2 .
= atrl?+ {(tre)* = irL |3 (9.3)
Para cada par L, M, de operadores hermitianos tenemos
1
B(L,M):Z{B(L+M,L+M)—B(L—A-’I,L—]W)} (9.4)
pues,
1
B(L,M) = n {B(L,L) + B(L; M)+ B(M, L)+ B(M, M)}
% (B(L, L) — B(L, M) — B(M, L) + B(M, M)

ya quel y M son hermitianos y ademas
(v, U*LUw) = (Un,LUu)
= (LUu,Uu)
= (U'LUu,u)
{u, U*LUw)
de donde se sigue la igualdad B(L, M) = B(M, L).
or (9.3) y (9.4) tenemos

BL M) = i{(L—b)tT(LJrM) T b{tr(L+ M)

1
1{((1— b)tr(L — M)? + b(tr(L — M))*}
= (a—0)trLM + btrLtr M

para L, M arbitrarios L = L + ily,, M = M, + «M, donde L;, M; son
hermitianos

B(L, M) = B(Ly +iLy, My + iMy)
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= ((L - I)) {[/I'L|A[| -+ [[IL|A[2 — 'it'l'[;g]\/fl -} I‘".[J‘J A[z} -+
+b {tTLll,’l‘]\”ll -+ It’IL]tT'A[Q — ’it’l‘Lgf’I'A’ﬂ + [I[thj\/[g}

= (o — bytr L* M + by Lir M

Poniendo v = a—b, 3 = g, L = M y usando la relacion a- (n—1)b = n !

tenemos (i) donde v, /3 son positivos y - nf = }l}' |

Proposicién 10: Sea dimH = n < 0o y sea{l;} una sucesion en B(H) que
satisface (6.1). Entonces

- 1 * 1
ZJJ[, (]/J — ;f?LJ> (LJ — _,;t,LI) < 00
Demostracién: Por las Proposiciones 7y 9
/Z{((r,jy«u“? |, U LU} U < oo (10.1)
J

ya que

- !
/ LUl dU = ~trL*L
T

2

/ (U L) 2l = e 1L+ L

Entonces, sustituyendo estos valores en (10.1) obtenemos
1 * * 2
Z (’;L{TLJLJ - (Yt’I‘Lij - /))ltILJ! ) < 00O

ademds nff = n~! — vy asi

, 1 .
SnB (rLiL,) ~ AlrL, P = n[)’Z(trL;.Lr—T—Lll;rLj[‘z)
J

J

1——
J

1
== TL/BZ (tT(L;LJ) - ﬁt//'[/;t'/‘]—zj)
J
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dado que trl =n

* 1 * 1 * 1 .
= n[)’Z‘f:r (I{j L,‘i — ," (f’YL}) L_,)‘ - ;LITL!L, -+ 'I‘I_.ZhLI{,L))
4

< I . [
Il/jL[I ([JJ' - T][I]ﬁ) (Lj - “"I‘“Lj> < X0
7

pues ((trL;)1)" = trL;l =trl;l ]

I

Proposicién 11: Sea H un espacio de Hilbert y sea {L;} cualquier SUCESTON
en B(H) que satisface (6.1). Entonces existe una sucesion de escalares {¢;
tales que Y25 (Ly —¢;)" (Ly = ¢;)converge fuertemente.

Demostracion: Scan u,v € H dos vectores unitarios L.y scan aq; =
{(w, Lyuy by = (v, Ljv). Sea P la proyeccién ortogonal sobre el subespacio
generado por uy v, sea m; = %t'rPLjP. Por la Proposicion 8, ya que {L;}
satisface la ecuacion (6.1), para toda P proyeccién ortogonal en H tenemos

que
r 2

sup S NPL; P, PXPlul” < oo

X<t §
[l <1, Pu=u
Observemos que { PL; P} es una sucesion que satisface (6.1) en B (span {u,v}),
pues cada operador acotado en span {u, v} tiene la forma X = PX'P donde
X' € B(H) y ademds para w € span {u, v},

sup Z WL, Xl '111“'2 = stup 2: WPL; P, ]’X’/’][[z < 00
floll<t full <1 ’
IXf<1 ’ I1X )<Y, Pu=u

pues

X=X

H)(HB'(S[I(HL{?I,?/}) =

Podermos aplicar la Proposicion 10y obtenemos que
N Tty ( PL P ! rPL; P * PL; I’ (l L1 < oo
L A 44 — é[l 45 4§ - 5[[ 4§ < OO,
7 2

Sea Aj = PL; P — ;1 entonces

HA_,-"U,“2 = (N, Aju) = <u,A;AJ~u>,
Aol = (Ao Aoy = (0, A A0
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luego
HAJ’U,HH) -+ HAj’U“z = tIA;AJ < 0O

por la Proposicion 10, es decir

}:{u(pLjp_mJ Yl + [|(PL;P = my)v]|*} < oo (11.1)
J

Como Pw = w para w en span {u, v}y ||ul] = | entonces

2 2
S WPLP —a)ull” = S IP (L — ay)uf
J i
< Z” L — aj) ”“
= }:(nwn —Jaf) <00 (112)
J
por la Proposicion 7. Similarmente

STI(PLP = by)wlf* < o0 (11.3)
J

Ahora, por otra parte

1

m; = Etrsp(,,l{.,m,}PIJjP = = ({u, PL;Pu) + (v.PL;Pv))

[Nl

1
= §(aj+bj)

sustituyendo my en (11.2) y usando que le|l = Jv]] = 1 tenemos

. 1
|(PL; P — m;) ul> = |\PL; Pul|’ — (uJ +0;)a;

1 . .
—‘2‘ ((I—J -}- I)j) (L]' |- Z I”’j + [)jlz . (' 14)
También Lenemos que
‘ | —
W(PLP = mpol)t = [PLPolf* =5 (a; + ;)b
1 — 1 .

sumando y simplificando (11.4) y (11.5) obtenemos
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00 > Z {H(PLJI — ) ul]* + [(PL; P — m, )U||2}

1 1 9 1 :
Z(wme+wmmmu @@+@m MW~§M@-

J

(11.6)
Por otra parte,
|(PL;P — aj)ul” = ((PLjP— a;)u,(PL;P — a;)u)
= [[PL;Pul* ~ oI
Similarmente,
I(PLP = b)) ol = | PLPoll” ~ ]
Asl que,
Z(!PLJPIL” — |ayl ) < 00
j
Z(WLHM~MA)< o0
J
o bicn
: 2 2 2
> QIPLPull® + | PLPo|l* = (Jos)* + Jby[*) } < o0 (11.7)
J
restando a (11.6) la ecuacién (11.7) obtenemos
1 2 =
2-2- (f(lef) -+ lbth — (ljbj - (ljbj) < 00
J
es decir
Zl u, Lju) — (v, L) < co. (11.8)

Para cualesquicra w, v lincalmente independientes se escoge un vector uni-
Lario [ijo ug y se pone ¢ = an L gy . Tintonces para cada vector unitario w
tal que w y wy son L.

2 ‘
Ly —e)wl” = ((L; — J) wu, (LJ ¢;) w)
= ||Lw|* - —&d; + o5
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donde d; = (w, Lw) asi que

|(w, Ljw) — (uo, Lj’IL0>|2 = |dj — ¢l

= |y ey - s+l

Ny ol el 1l

entonces
2 2 2
Ly = ¢) wll” = 1Ly = dy)wl” + 1d; = 5]

Por lo tanto

Z (L, — cywl = 3 {0y —dy) w||? + d; — e’}

i

= S (gl — 1) + 1 ) < o

J

por la Proposicién 7 y por (11.8).
Cuando w = ¢y tenemos que

(L =) cug||”* = el (“Lj'“'oﬂz - l"jlz>
y por la proposicion 7 obtenemos

Sl = ) wlf < o

. . . PR - *
lo cual implica convergencia débil pues <'u), > (L — ) (L = ¢) w> < 00,

— -
Hagamos por simplicidad Lj—¢;=L;ysea T, = > L; Ljentonces
Ty <Ty< - ST <o <00,

ademas, los T, son autoadjuntos para toda n € N. Por lo tanto'?, existe
T € B(H) tal que T, 5T, ' | ]

Definicién: Para cada operador X € B(H) y cada ¢ € M, definase el
operador ® (X)) mediante la relacién

D)= L3N Ljp,
J

S
3yer Weidmann (W], teorema 4.28




donde escribimos L; por L; de la proposicion anterior.
Para cada X € B(H) tenemos que

o, ()@l < SHLw XLl
< XIS el
= ||JY||Z<@,L;Lj¢><m (D.1)
i

para cada ¢ € H. El principio de acotamiento uniforme aplicado a la sucesién
i Ll implica que existe una constante ¢ tal que

1 (X)) = sup [, ® (X))} < cliXT},

ol <t

es decir, ® (X) es un operador acotado para cada X € B(H). Entonces @ es
una transformacién de B(H) en si mismo, estudiemos sus propiedades.
Primero obsérvese que

© (1) = LiL
J

y por {D.1) tenemos que

(X)) < || X[ (1), para todo X € B(H).

Ademas

(o, (1) 0) =3 (0, LyLyo) = 3 llLsell® = 0
J

entonces

® (1) > 0.

Definicién: Sca IT un operador autoadjunto en B(H) definase el operador
(' en 'H mediante la relacion

G:%@U%ﬁﬂ
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m s
Tenemos que

Re (p, ~Gyp) = <%—(%‘I’(1)—’if1>90>+<90,—(%‘P(l)—‘iﬂ>¢>
= —{p,®(1)p) <0,

para cada ¢ en 'H.
Asi mismo
Re (g, =G"p) = = (p,® (1) p) < 0.

Entonces como —G y —G* son disipativos, —G es el generador de un semi-
b}

grupo de contracciones uniformente continuo, pues GG es acotado. Denotemos

por w, a este semigrupo e contracciones.

Proposicién 14: La transformacion ® es completamente positiva y normal
de B(H) en si mismo.

Demostracién: Inmediata, pues ® (X) estd en la forma de Kraus (1.5). ®

Si 6 es ¢l generador del semigrupo dindamico cnantico 7;, entonces para

cada X € B(H)
CT(X) = 0(T; (X)), 2 0,

donde la derivada es en la norma de B(H).

Proposicién 15: Supdngase que 0 (X) = —G*X — XG + ® (X), entonces
para cada X € B(H) la ecuacion diferencial

(X ) = 0 (L (X))o, Ty (X) = X (15.1)
es equivalente a la ecuacion integral
L
T (X)) =wXwp+ / drw; O (17 (X)) w_rp (15.2)
0

donde la derivada y la integral son en la topologia fuerte de B(H).
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Lo * —tG*

Demostracién: (15.2)=(15.1) Sustituyendo w, = ¢ 7w = e
(15.2) y derivando obtenemos que
()
%Ti (X)p = —Grw; Xwp— wy XwyGo
¢

[/ drw} BT X))wi-r¢
i

sabemos que

t ;
gz/o dre ED (T e Gy, = BT, (X))LP+A dTé—t ('(Uf_#b('l}(X))'m‘,%Tcp)

it
= O(T (X)) ¢+ / dr [—G*’II)Z_T(I) (T (X)) wt__Tap} —
0

€11

t
[ [ 2 (7 () wes Ol
0

entonces
LrX)e. = —GT(X) e+ T (X)Gp+ (L (X))
= (T (X))e
(15.1)=+(15.2) Tencmos para 7 > () y para cada ¢ € H,
, d . ;

(T, (X))o =G Ty (X)p+ T (X) G — =17 (X)py To(X)=X.
entonces, para 0 <7 <tyyp= w1, Y € H obtenemos que

wi_ P (T (X)) wierp = w; G (X) we—rp + wi_, Ty (X) Guy—rtp

d
—w;_, ((—I;TT (X)) Wy P

d
= —w} Ty (X)were,

dr

hemos usado la regla de Leibnitz “wlap —Gup y < wtcp) = (l[t (wyf),
pues w;, = e "¢ y G* conmuta con € —tG" Integrando con respecto a 7 en [0,¢]

se obtiene

t
/ drw} O (T (X)) wi-rp = wr T (X)) wyrp H
0
= w_  Nwerp—Ti(X)p
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asi

t
T (X)) = wi Xwyp + A drw’_ @ (T, (X)) w7 ]
Proposicién 16: L, 2 = (wi_pp, ® () wi—rp) , PAYD cada p € H.
dr 14 ¥
Demaostracion:
d 9 d , ,
o Nwi—rpl]” = o (Wi s, W—rtp) = (Gw,_rp, We—rp) + (wy—rp, Gy p)

1
= <§(l) (1) w, 1o, 'wl,.,<p> i (Hwy i, W)
1 oy
-+ <'wl_7<p, 5(1) (1) 11)L,T<p> — 1 (w7, Hw_7)

observando que tanto H como @ (1) son auntoadjuntos se cancelan y agrupan
términos para obtener lo buscado. u

Proposicion 17: Sean 'l ’L(“) =0, ’1}(") (X) = wa’u;L'z/f—}j]‘(f drw;_ P ('1 e 1) ()\)) wy P
entonces TV (X) — T, en la topologia fuerte de B(H) vy T, satisface la

i

cenacion (15.2).

Demostracién: Haremos la demostracion siguiendo los siguientes pasos:
(i) Para todo X > 0,0 < T (X) < | X]| - 1
(ii) Para cadan € Ny cada X en B(H), JL('") (X) es uniformemente acotado
donde ,

™) (X) = /0 drwp_, @ (T (X)) wi-r.
(iii) Para cada n € N, T satisface la condicién (iv) en la definicion de
semigrupo y es continuo en la norma de B(H) para cada t >0 fijo.

(iv) T (X) < T (X) para toda X > 0.
Sabemos que

n - - 't (i — -

<<P>Tz( ) (X) <p> = (up, X wyp) + / dr <’U)L,,T<p’ P ([‘5 1) (X )) 417(,-7-(,0> )
Jo

Demostraramos (1) por induceion sobre i Paracn i

0 < <<,0,'/’,“) (X) L,0> = (wp, Xwip)
< ol Xl < X
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pues w; es de contracciones y X ¢s positivo. Entonces (0 < 7",,“) (X) <
| X]| - 1. Supongamos 0 < = (X) < |X|| - 1 para cada X 2 0, entonces
f(f dr <wtﬁ7<p, b (TT("‘” (X )) wt_T(p> > (), pues P es completamente positivo
y

0 < {1 (X))
< ||’mup||2 X|| -+ u)‘ dr <’le—T<p, o (TT(‘n»-l) (A)) wé/ﬂp>\ ’
pero
[“r G (160 00wl < [Lar [ QO i ) i)

(17.1)
pues (¢, ® (X)) < [ X]] (@, @ (1)) . Ademds por la Proposicién 16 y la
hipétesis de induccion, la expresién del lado derecho de (17.1) es menor igual
que

't (l ¢ ‘ 9
X0 [ ol = DX (el = ool
entonces
0 < (0.1 (X)p)
2 2 2
< XN w11 (el = Thon-reel”)

9
= [ X1l

es decir se cumple (i).

La propiedad (ii) se sigue de la desigualdad (17.1) y la desigualdad ante-
rior.

Probaremos (i) y (iv) simultancamente por induccion:

TU (X)) = w; Xw, entonces para cada @ € H y cada par de sucesiones
finitas (X3), (Vi) en B(H) tenemos que

<Z: Yip,1 ’,(') (NN Y,-Lp> = Z (Yip,w; (X[ X}) wY o)
Y i
= <>: Xy Yip, E Xi’lULYz‘SO>

2
= “Z XY

> 0




por otra parte
0=T" <1V,

( ,
Paran = 1, Tt ) = wf Xwg. SiXp — X en la norma, es decir, si || X5, — X | —

T
0 entonces

Uf/;“’(xn)~'1;“>()<) sup 18 (Xa) v = T (X) |

el =1
= sup [Jw; Xnwip — Wy * Xwp||
=t
< sup [|[Xn — Xl [Jwel]
llll=1

< [ Xn— Xl 70

es decir T} ) es continuo en la norma de B(F).
Supongamos que (iii) se cumple para n. Escribimos

T(n+l) (X) = TL(” (X) + / dTTt_—r (‘I’ (Fr(“) (X)))

como 1( ) @ y J( ") cumplen la propiedad (iv) en la de finicién de sde, por

hipotesis, y dada la linealidad de la integral, T(”Jrl también satisface la

propiedad (iv).
Supongamos que Xn ~ X en la norma de operadores entonces

1060 = 187 0] =t 0 =60 [t (o (1 (X”_X)))”

|

< - X[+ [ ar i (2 (10 Con = X))

< Xy = x|+ [ arfo (T (0w - X0}

< WX =X+ [ dr [T (0= X0 e ()

< n‘YN ~ XH + Bt HXN — )(H 7 0,

con A= (V)| y X = 0.
Pues
e (XN = S {p, @ (X))

< [1Xl sup (v, @ (1) @)
= |Ixpie @l
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ya que ® (X) es positivo y autoadjunto, @ (1) es autoadjunto y acotado vy,

z n . ’ . . <y . Ve
ademas, Tt( b < j1X| - 1, por hipdtesis de induccién. Si X no es positivo se
escribe como combinacién lineal de cuatro operadores positivos y

1o (01 = Z@(cix»)

< Z:llcilll‘l’(xi)ll
< O ledIXil 1@ (Ol
< k(X

donde & = maz (|¢;]) . Con esto terminamos la demostracion de (iii).

Para la propiedad (iv) escribimos

/: ar {1, (@ (T (X ))) =7 (@ (70 (X))}
- [l om0 00)

> 0

r]wl('rl-f—l) ()() _ Tt(n) ()()

pues por hipdtesis de induccién Tc(n) (X) — TL("_I) (X) >0y ®(X)20si

X >0.

Por las propiedades (i) a (iv) tenemos que{<<p,Tl(") (X) 90>} ,, s una
n-

sucesién creciente de nitmeros reales para cada ¢ € Hy X € B(H),X =2 0.
Sea

T, (X) @] = sup <g0,TL(n) (X) (p> X > 0.
T, (X) [} es una forma cuadratica acotada, pues
0< (0, (X)) < Xl lell”, V.

para cada X > 0. Entonces por el teorema de representacién de formas
cuadrdticas' . existe Tp (X) en B(H) tal que T, (X)[¢] = Tup. Ademas

)

7™ (X) } T, (X), X > 0. Tenemos que para X = 0,7 (<I> (TT(“) (X))) }

Myer Kato [Kal, capitulo V1, teorcma 2.1

49




I : L .
e (® (T, (X))) y la convergencia también es en sentido fuerte pues la
sucesion es creciente. Asi mismo, por el teorema de convergencia monotona

O'l arT, ( (T (3))) 7 / a7, (@ (T; (X))

y la convergencia también es fuerte. Por lo tanto, T, satisface la misma
ecuacién (15.2). Para X general basta representar a este operador como
combinacién lineal de operadores positivos. [ ]

Teorema :(Gorini-Kossakowski-Sudarshan, Lindblad) Sea 'H un espacio de
Hilbert. Un operador 6 en B(H) es el generador de un semigrupo dindmico
cudntico uniformemente continuo si y solo si, existen un espacio de Hilbert
K, un operador acotado L : H — H ® K y un operador acotado y autoadjunto
H en H tales que se satisface lo siguiente:

(i) 0(X) =i[H, X]-3{L*LX + XL*"L — 2L*X ® 1L} para todo X € B(H).
(12) El congunto

{(LX - (X®1)L)u| X € B(H),u € H}

es total en H QK.

Demostracién: (=) Sea 6 generador del s.d.c. {T;} en B(H). Por las
Proposicion 2 y el Corolario 1 podemos construir un espacio de Hilbert Ky
un mapeo lineal 7 : B(H) — B(H ® K) tal que se cumplen las propiedades (i)
a (iii) del Corolario 1y el conjunto {m(X)u | X € B(H),u € H} es total en
H ® K. Como en la prueba de la Proposicién 6 construimos el isomorfismo
unitario 'y : HQ K — HOH G- tal que Ion(X)u = @, [LJ,X] u para
todo X € B(H), u € H y la ecuacién (6.1) se cumple. Por la Proposicién
—_ 2 —

11 escogemos {c;} tal que: )7, ”Lj - (:j“ < 0o. Sea Lj = L — ¢; entonces
> |l Lyul® < oo, ¥ ¥_; L7 L; es fuertemente convergente. Definimos

Lu=Tg" {EB Lju}
J
entonces
m(X)=LX - X ®1xL, X € B(H)

donde 1 es el operador identidad en . Efectivamente,
m(X)u=Ty! {EB (L;, X] u}
J
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como en la prueba de la Proposicién 6

J

= Fa' <€B Lqu> — FJ' (6]9 XLju)
J J

= LXu-Tg! (X @ Lju)
J
Sea :
(X)) =—3 {(L*LX + XL*L - 2L*X ® 1L}

nsando la propiedad (ii) del Corolario 1 podemos demostrar que

0, (X*Y) =0, (X")Y = X0, (Y) = n(X)'m(Y) (**)
— OXTY) - O(XY)Y — X0(Y)

para todo XY € B(H).
Tenemos

1
0,(X'Y) = —-{L'LX'Y + X'YL'L-2L'X'Y ® 1L}
1,
QXY = S{LLXY + XDLY —20°X" 1LY}
1
—X0(Y) = S {(XLLY 4 XYL =2X LY ® 11}

entonces

0, (X*Y)—0,(X)Y = X0,(Y) = X'L'LY +L'X"Y @ 1L~
_I'X*@1LY — X*L*'Y @ 1L

Por otra parte

A(X)n(Y) = (LX) = (X®I1L)) (LY - Y ®1L)
= (X'L*—L'X*®1) (LY ~Y ®1L)
- X'L'LY - X*L*Y @ 1L —
~LX*® 1LY + L'X*® 1Y ® 1L
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pero

@”®1MY®1paVY®1
de donde se sigue la igualdad (%) y — #, es una derivacion acotada en

asi
B(H). Mas aiin, tenemos 0(X)* = (X~ ) y 0,(X)* = 0,(X*) pues

1
0,(X*) = —5 (L'LX" + X*L'L—2L' X" ® 11}

]' - * - x 1 % *
O(X)" = =5 ((PLX) + (XL L) =2 (X @ 11)")

de donde se sigue facilimente la igualdad buscada.  Por lo tanto O(X) —
6,(X) = i |H, X] para toda X y algin H acotado y autoadjunto.
Finalmente, queremos que L sea acotado, pero

Lu = T, {GBLJU}

W Lul? < HZHL P =3l < oo

pues Iy es unitario,

(<) 0 es acotado ya que L, X, H son acotados y || X @ 1}] = [[.X][[|1]| =
| X]||. Sea
Tt = 6“)1
este es un semigrupo uniformemente continuo en B(H). En efecto, Ty =1y
calculando directamente de la serie obtenemos 1}, s = 1)1, ademads, tenemos
-

la estimacion
T, — 1) < t]|6] !

T, ~ 1
Ly
t

< ol 17 - 1

1o que implica que{T;} es semigrupo uniformemente continuo de operadores
acotados con generador 0. Ademas, dado que

0 (1 1262 (1
(), 2o

T, (1) =1+ 1 o1
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y 0(1) = 0 obtenemos T, (1) = 1.

Considérese el homorfismo unitario I'y : HQ K — HBHP -+ que sal-
isface T'yu ® v = €B; {e;,v)u donde ey, ey, ... es una base ortonormal en K.
Eutonces L esta dado por UyLu = @; Lyu para todo u en 'H, donde {L;} es
una sucesién de operadores acotados en ‘H, 3°; L L; converge fuertemente y

ILI” = P 1211 Ta propiedad (i) se puede escribir como

1
0(X) =i[H,X] = 5 3 (13L,X + XLiL, 2L X L)

J

También como

T, 1
0(X) = ®(X)— (5@ (1) - z’H) X-X (5@ (1) + LH>
= O(X)-GX — XG*,

donde

G = %@(1) — M.

Sea ’E la solucién de (15.2) construida en la Proposicién 17. La proposicion
15 y ¢l teorema de unicidad para ecuaciones diferenciales implican que Ty =
T,. Entonces T, es un semigrupo en B(H) uniformemente continuo que
cumple la propiedad (iv) en la definicion de sdc. Notemos que Ty es de
contracciones pues

(X)) < 1x]

para toda n y por lo tanto lo mismo ¢s cierto para Tj.
Por (13.1) y (13.2), =G es generador de un semigrupo de contracciones
uniformemente continuo en H, w,. Mostraremos ahora que T} es normal. 5i

w w e
Xy =% X (podemos suponer que Xy  X), tenemos para todo t > 0 fijo
que
(wyp, w X nth) - (wep, w X 1)

para todo ¢, en ‘H. Iintonces ’[}(l) es normal.

Supodngase que 7}(") es normal y recordemos que ¢ también es normal,
entonces como la composiciéon de transformaciones normales es nuna transfor-
macién normal

w

) (0 (159 00)) 71 (0 189)

N




pues todas estas transformaciones preservan positividad. De aqui resulta por
¢l teorema de convergencia mondtona que

<so, /(;thTéEl (® (T (A'N)))f¢> = /()th<<,0,'t(,l)T (@ (T (Xn))) )
o Jar (ort (o (310 00) )

= <<p, /Ot drT) (‘I’ (TT(") (X))) ’1/)>

y de esto se sigue que T; es normal. [
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Apendice 1

Teorema de
Gelfand-Naimark-Segal

Sea V un conjunto arbitrario y sea K : V x V — C una funcién que satisface

lo siguiente:
ZT’,«\", K (,2;) >0
iy

para toda oy € C,z; € Vi = 1,...,n. A tal funcién se le llama kernel
definido positivo en V.

La construccién de Gelfand-Naimark-Segal (GNS) permite asociar con
(V, K) otro par (H, ), tinico salvo isomorfismo, donde ‘H es un espacio de
Hilbert y  es una funcién tal que

K (z,y) = (m(z),m(y)y -

A (H, ) se le llama par de Gelfand asociado a (V, K).
Tenemos entonces el siguiente

Teorema: (Construccion de Gelfand-Naimark-Segal) Sea W cualquier con-
junto y sea K un kernel definido positivo en W. Entonces cristen un espacio
de Hilbert H y una funcién 7 : W — H que satisface

(i) Ll congunto {n (), € W} es tolal en 'H.

(i) K (z,y) = (w (x), 7 (y)) para todo x,y € W.

(iii) Si H' es otro espacio de Hilbert y w2 H — H' ¢s olra transformacion
que satisface (i) y (ii) con H y m reemplazadas por H' y ' respectivamente,
entonces existe un isomorfismo unitario U : H — H' tal que Um (x) = 7' ()
para toda x € W.
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Demostracién: Tomemos el conjunto CV' = {f : W — C} considérense las
funciones xzy : W — C definidas por

Osiz #y
X{z} (/I/):{ 1 si xr =1y

Sea V = sp(m{x{x} cx € W}, el conjunto {X{w} cx € M/} es lLi. en V
puessi Ty, to... € W, ... € C entonces, st y_; QiX (2} (@) = 0, tenemos
que

o = Zo‘i/\/{mi} (z;) =0

para cada j. Definimos ahora

<Z G X (i} Z (ij{wj}> == Z?ﬂ-(zj]\" (@i, ;)
i J vt

Sea N = {x € W (x (), x (), =0} entonces la completacion de V/N es
el espacio de Hilbert H buscado.

S definimos 7 : W — V/N por la correspondencia m () = X1z donde
Xta) €s la clase de equivalencia de x (s} () tenemos el par de Gelfand (V/N, )
buscado.

Para probar (iii) considérese S = {m (z) : = € W},s = {m(z):zecW}
y la trausformacién U : 7 (x) — 7' (z) de S en S'. Entonces U es una
transformacién que preserva el producto escalar, por lo tanto'®, se extiende

de manera vnica a un isomorfismo de H en H'.
B

Para una demostracion de este teorema aplicado a formas, ver V.S. Sunder

5]

15Ver Parthasarathy [?2], Proposicién7.2




Apendice 2

Teorema de Stone-von
Neumann.

Definicién: Sea U, un grupo unitario fuertemente continuo en un espacio
de Hilbert 7. Un subespacio cerrado D_ C H se llama entrante si:

() U, [D.] C D. para t <0.

(i) NU D] = {0}

(U, [D-] =H
Teorema: Sean U,,V, dos grupos uniparamétricos fuertemente continuos en
un espacio de Hibert ‘H que satisfacen

UV, = e*V,U, para todo s, t.
Entonces existe un espacio de Hilbert Ny un operador unitario I' : H —

L2 (RN) tal que (TUTVf) (@) = f(x —t) y TVTUf) (@) = e f (2).

e, . —at P2 Y
Demostracién: Sean P, (), autoadjuntos con U, = e " y V, = ¢ 5 Sea
D ¢l conjunto de vectores en H de la forma

pr = / /Oo [ (t,8) UVspdtds

donde ¢ € Hy f € C(R?) . Se puede probar'® que D es denso en H,
D C D(Q),DC D(P),y que D es invariante bajo Uy, V,. Por ¢l teorema

'Simon y Reed S — R], teorema VIILS.
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de Stone I y Q son esencialmente autoadjuntos en D. Sea 1p € D, como Uy
st también en D, podemos derivar ambos miembros de la igualdad

UlVs = eiLsVsUt
con respecto a s. Poniendo s = 0, obtenemos
UQU_yth = (Q — ti) ¢ (A2.1)

Dado que esta relaciion es cierta en D, el cual es un esencia de ¢y de
() — tI, conclnimos que Q y @ — tI son unitariamente equivalentes y A2.1
s¢ cumple para todo ¢ € D (Q). Ahora, sca (Lo} la familia espectral de
(). Entonces {U,EqU_,} es una familia espectral para U,QU_,. Dado que
Fo = xa (Q), (A2.1) implica que

UE(oom)U-t = Ei—cozt1) (A2.2)

para todo x y t en R.

Sca D_ = Ranl_ . Mostraremos que D_ es un subespacio entrante
para U, en H. Primeramente, (A2.2) implica que U, D_ = RanFE( - coxtq DATA
todo 1. Asi,

(i) UD-C Dt <0;

(i) NU,D- = {0} ;

(iii) U, D- =H,;

por las propiedades usuales de las proyecciones. Tenemos asi'”, que existe un
espacio de Hilbert auxiliar Ay un operador unitario I'_ de H en L£? (R; )
tal que T_D_ = £2(—00,0;N) y TUT"" es una traslacion a la derecha en
¢ unidades. Finalmente, dado que I'_E(—c00)T~ X(~00,0), (A2.2) implica que
F_E(_oo,z)Fjl = X(—o0,e) PaTa toda . Por tanto, T'.QI'~! es una multiplicacion
por  y [_e™¥ T~ es igual a una multiplicacién por e~**. |

7Siinon y Reed op. cit. teorema X1.82.
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Apendice 3

Teorema de representacion de
derivaciones de algebras de von
Neumann.

En este apéndice, se da una caracterizacion para los operadores derivacion
que se utiliza ampliamente en la demostracién del teorema de principal de
esta tesis. Primeramente, damos la definicién de cstos operadores.

Definicién: Un dlgebra de von Neumann A en un espacio de Hilbert. H es
una subdlgebra de B(H) tal que A = A",

Un algebra A de von Newmmnann tal que T* € A siempre que T € A se
Hama x—algebra.

En particular B(H) es un dlgebra de von Nenmann.
Definicién: Una derivacién é de un dlgebra de von Neumann A es un oper-
ador lineal de una *-subdlgebra D (6) , el dominio de 4, en U con las siguientes
propiedades
() 6(A)" = 6(A%), A€ D (o),
(il) 6 (AB) =6(A) B+ Ab(B),A,Be D($).

Teorema: Sea A un algebra de von Neuman y & una derivacion de A.
Entonces existe un Ty € A tal que [Tl < 6 y 6 (T) = [Ty, T) para todo
T e A




Demostracion: 12 Sca U el grupo de los operadores unitarios en A, Para
U € U, definimos la aplicacién Ay : A — A por

Ay (T) = (UT+(5 (U)) Ut

Si U,V € U, tenemos

AvAy (T) = [U(VT+6(V)V™+é (v
- gvTV U +us(V)VuTt+ s(Uyu!
= (UVT+6WV)V'U,
entonces

AyAy = Apy

Sea & el conjunto de K C A que poseen las signientes propiedades:
(i) K es no vacio, convexo y débil compacto;
(ii) Ay (K) C K para todo U € U;
(iii) cada elemento de K tienc norma menor ignal que |[6]]
Primeramente, £ # §. Bfectivamente, sea M C A el conjunto de é (uyu!
para U € U. Si U,V € U, tenemos

Ay (syu') = (veyu! +o(V)) V!
= s(vou'v

Asi, Ay (M) € M. Consecuentemente, la envolvente convexo debilmente
cerrada de M es un elemento de £. Si (K;) es una familia totalmente ordenada
de conjuntos &, tenemos NK; € £. Por el lema de Zorn, existe en £ un

elemento minimal Ky.
Supéngase que se ha probado que Ky se reduce a un solo punto Ty, en
otras palabras Ky — Ko = {0} . Tenemos entonces, para cada U € U,

Ty = Ay (To) = UTy U™ + 6 (U) U™

por tanto 8§ (U) = [Ty, U] y por linealidad 6 (T') = [Ty, U] para cada T € A.
Nétese que Ko — Ko es convexo y débil-compacto, y que

UKo — Ko) U™ =Ky~ Ko
para cada U € U, dado que

U (S — Ijx) l]i‘ == AU (S) - A(/ (rj’)

60




para S, T € K.

2° Si A es el producto de algebras de von Neumann A, Ay, tenemos
§(A) C Ay 6(Ay) C A8, Podemos asi, suponer que A es semi-finita o
puramente infinita'®. Si A es semi-finita, el conjunto de proyecciones I de
A tales que Ay es finita es un filtro creciente con supremo 7?°. Por lo tanto,
es suficiente demostrar sélo el caso cuando A es finita y o-finita?!.

3¢ Supéngase que A es finita y o-finita, y sean S, T" € Ky. lintonces, existe
una traza finita, normal confiable®* en A; Esta traza define una norma ||-||,,
pre-Hilbert en A. Sea « = supgeg, |22, < +oo. Sea 1 C Ky el conjunto
de Ay <% (S + T)) para U € U; sea H' C Kg la componente convexa cerrada
en la topologia débil de H; por (i), H es invariante bajo los Ay, entonces
también lo es H', entonces H' = Ky por la minimilidad de K. Para cada
e > 0, existe in R € Ky tal que @ — e < ||R|],; como la norma |||, es
semicontinua por abajo en la topologfa débil*| existe un operador U € U tal

que

a—& < ”AU <%— (S -+ T))

2

- ”% (A (S) + Au (T))

2
Dado que ||Ay (S)|, < vy [|Ay (T)]l, < vy ||-]l, es una norma pre-Hilbert,
existe un U tal que

1Ay (8) = Au (D)ll, = [U(S-T)U"|

2

Por tanto S =T.

4° Supéngase que A es puramente infinita y o-finita, y sean S, T € K.
Sea f una forma lineal débil continua en A. Sea a = suppe, |f (R)] < co.
Argumentando exactamente como en 3% para cada € > 0, existe U tal que

o= <[5 (F (Ao (9) + f (Ag (7))

4

"8Dixinier [D], Von Neuman Algebras, Lema 2, Parte IT1, capitulo 9.

M Dixnier, op.cit. capitulo 6

2Dixmier, op.cit. cap.2,prop.5 y coro.1 de la prop.7

2 Dixnier, op.cit. cap.9 lemas 5y 6

22Una forma lineal ® se llama confiable si ® (1) =0y 1" € A" hnplica que T" =
23Dixmier, op.cit. parte I capitulo 6, corolario de la proposicién 2
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como f (Ay(S)) <ay f{Ay(T)) < o, existe U € U tal que
\f (Ao (8) = Ay (D) = | (U (5 =T) U]
es suficientemente pequeno.
Si Ky — Ko # 0, podemos escoger S, T € Ky es un elemento no cero del
centro*! de A; entonces

UlS-nu'=s-T

paratodo U € U, y por lo demostrado en este parrafo tenemos que f (S — T) =
0. Por tanto S — T = 0, lo cual es una contradiceion. [ |

2Dixmier, op.cit. parte TTcap.8,coro.6 del teo.l
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Apendice 4

Teorema de existencia de la
medida de Haar.

Sea X un grupo topolégico, Hausdorfl, localmente compacto. Una medida
de Taar sobre X es una medida de Borel g, no identicamente cero que es
invariante por la izquierda y por la derecha:

jw(@S) = n(S)
jw(Se) = u(s),

para todo boreliano .S C X y para todo punto z € X.

Lema: Sea G, un abierto de Borel no vacio, fijo. Para un compacto no vacio
C, considérese el conjunto de nimeros naturales n, que tienen la propiedad
de que existe una serie de puntos xy,..., &, tales que C C Uya,G. Dado
que C es compacto, este conjunto de enteros es no vacio. Il simbolo C: G,
designa el natural mds pequeno de esle congunto con esta propicdad. Si ¢ =
diremos por definicion que C : G =0 :G = 0.

Podemos definir una funcion entera sobre C = {C : C' es compacto en X}
en Lérminos de un pardmetro G # 1 :

Cc—-C: G

Entonces C — C : (G liene las siguientes propiedades:
(i) Invarianza por la izquierda.

(ii) C — C : G es real ( de hecho natural) y mondtona.
(ii1) Subaditividad finita.
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(iv) Aditwidad débil en sentido finito.

Demostracién:(i) Invarianza por la izquierda:
(yC):G=c:G

para todo C € C,y € X.
Ya que C C UP ;G siy sélosi C C UL, (ya;) G
(i) €' — C: @ es real (de hecho natural) y monétona:

C,DC, implicaCy:G>Cy: G
Esto se prueba, haciendo notar que si C) 2 Cy # By wy,.. . x, s una serie
tal que

entonces,
Cy c U x,G

de modo que n > Cy : G.
(iil) Subaditividad finita:

(CLUCY):GLC:G+Cy: G

uesto que si ! .’L"C} U/,'-L2 1I,'.'G cubren res yectivamente a Cl CQ (l()nde Ty =
=1 M=, )
Cl : G, ny = 02 : C’ entoncees

(UM 2,G) U (U2 2,G)
cubre a C; U Cy y por lo tanto
(CLUCy) G <ny+no.
(iv) Aditividad débil en sentido finito: Si C,G'NCL,G ' =0, entonces
(CYUCyY):G=C:G+Cy: G,
En efecto, supongamos que C), NG # 0, x € C,G~' entonces existen ¢y €
Cy,y € G tales que ¢, = g, asi x = ;97" € C;G'. Similarmente, s

Conall £ 0, € Co ' Bntonces, la hipétesis ¢ G TN CYGY = @, implica
que para todo x € X, al menos una de las intersecciones Cy NaG, Cy N 2
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es vacia. Supongamos que Cy, Cy son no vacios y C\G~'NCYG = . Sea
(C1U ) : G = n, entonces existen xy, ..., T, tales que

c,uC, Cuta,G
Se sigue de la hipStesis, que existe un & € N,1 < &k < n, tal que después de
alguna permutacion de los indices
C) C Ulerr;iG,C’g C Ul z,G
entonees
(CLUCY)) :G=n=k+n—k)2C:G+Cs:G.

Sea A € C con interior no vacio. Para C € C, definimos €' @ A = 0 si
?
C=0ysi C#0 C:Acsel minimo natural n para el cual existe nuna serie

&y, ..., Lal que
C C Ule; A

Sean A un compacto con int (A) # 9, G # B, C un compacto:
C:G<(C:A)(A:G) (Ad.1)

Ffectivamente, Supongamos que C' # §. Si

Y C Ut A, A C UL y,G,

entonces

C C U (UG
U, Ui (2ayy) G,

=1

de manera que
mn>C:G.

Consideremos C' : G como una funcién de dos variables:
(CLC) O
(e C,P#£ U, (G abierto de Y.
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Queremos una forma modificada de esta funcién, que sea acotada, consid-
erada como una funciéon de G, para C fijo. Sea A un compacto con mterior
no nulo. Definimos para G # @, la funcién Aq sobre C por la férmula

A (O) C:G

G —_

A:G

por (A4.1)

Asi, para C fijo (y A fijo), C' : A es una cota superior de A (C) - Suponganios
A fijo para todas las funciones de la forma Ag (), entonces las variables son
G, C. Para G fijo C' — A (C),C — C: A, son las misimas funciones salvo
un factor positivo, entonces ¢ — A (C) posee las misinas propiedades (i),
(i), (iii), (iv) establecidas para C—C:A |

Teorema: Todo grupo topologico Hausdorff localmente compacto posee una
dnica medida de Haar regular.

Demostracion: Sea X un grupo topologico, Hansdorff y localmente com-
pacto. Sea A C X un compacto con interior no vacio. A cada C € C le
asociamos 1 intervalo cerrado y acotado (por tanto compacto) [0,C: Al . El
espacio producto, s entonees compacto y Haunsdorll:

¢ = llcec [()7 C: A]
Fs conveniente identificar un elemento (x;) de ® con la funcién real ¢ definida
en C:
p(C) =z €[0,C: Al

La proyeccion del espacio producto sobre el espacio factor [0,C : A], para C
dado, es
¢p—¢(C),(pe?)
asi, esta funcién, de pardmetro C, es real y continua (por la definicion, la
hase de la topologia producto estd dada por estas proyecciones).
Sea W la base de V. formada de las vecindades abiertas de Borel de la
identidad e,del grupo X. Para C € c,UueWw,

0< A (C)<CH A (A4.2)
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Entonces, cada U € W determina el subconjunto no nulo de @ :
Q) ={\:UDVeW}

Sean Ui, ..., U, € W. Entonces NtU; € W, y N{U; C U (j =1,..,n),
asi
Q(NyU) € N (U;) -
Ya que para U € W, Q(U) es no vacio (Ay € Q(U)) y
AMQ(U;) 2 Q(NYU;) # 0.

Esto establece la propiedad de intersecciones finitas para la familia de sub-
conjuntos de ® : {Q(U)}, ¢y - Dado que ¢ es compacto,

NuewQ (U) # 0.

Asi, existe A € ﬂerm. Demostraremos etapa por etapa que A es una
medida distinta de cero, que es invariante por la izquierday siendo un cle-
mento de @, es una funcion real, no negativa sobre C.
(i) X es mondtona. En efecto, sean Cy C Cy. Ya qne ¢ — o (Cy) — ¢ (C))
es continua,.
A={pe®: ¢(C)<¢(Co)}
es cerrado. para U € W, Ay es una funcion mondétona sobre C, entonces
Ay € A . Dado que U es un elemento cualquiera de W, Q(U) C A, entonces

e Q(U) CA,

es decir,
AC)) S A(Cy).
Las demas propiedades de A serdn establecidas por el mismo argumento
de continuidad.
(it) Para dos compactos dados Cy, C, el conjunto

A={ped:p(Cruly) <¢(Cr)+d(Cy)}

es cerrado (dado que ¢ — ¢ (Cy U Cy) — ¢ (Cy) — ¢ (C2) es continua). Para
U € W, \y es subaditiva en sentido finito, entonces Ay € A. Asi, Q(U) C
A\ €Q(U), es decir,

A UC) < MCH 4+ A(C).
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(iii) Supongamos que €, N Cy = (. Existen vecindades W, W, de C,,C,
respectivamente, tales que W, MWy = (). Existe una vecindad V; de e tal que
C Vi € W,, entonces existe una vecindad abierta de Borel U; de e tal que
Ul_l C Vi, de suerte que

curtcovicw
De la misma manera, existe una vecindad abierta de Borel Us de e tal que
CyUy ' C W,

U = U, N U, es una vecindad abierta de Borel de e, tal que c\u-t c wy,
CQUNI - WQ, asi CIU_I M C’;g[]_l = 0.

Para la aditividad débil en sentido finito,
M (Cr+ Cy) = Ay (Cy) + Au (Co).
El conjunto
A={ped:¢(Cr+Cy) =¢(C)+¢(Ca)}

es cerrado, v hemos mostrado que existe U € W tal que Q(U) C A, asi
A e Q(U) C A, es decir

/\ ((,/'[ ‘i" (}2) - )\ (()1]) ' /\ ((/‘2) .

(iv) A ={¢p € ®: ¢(A) =1} es cerrado. Para U € W,

AU

Ay (A) = —— =1

v =Fp ="t

entonces Q (U) C A, A€ Q(U) C A, es decir,
A(A) =1,

en particular, A no es identicamente cero.
(v) Dado C'y z € X, el conjunto

A= {ped:¢(aC)=¢(C)

es corrado. Para U € W, Ay es invariante por la derecha, entonces §2 (U) C

A€ Q(U) C A, es decir,
A(zC) = X(C).
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A induce una medida de Borel p regular. Dado que

A(C) < p(0),

4t no es identicamente cero. Por el teorema de invarianza, p es invariante

por la izquierda, es decir, y es una medida regular de Haar. |
Finalmente, establecemos sin demostracién el siguiente teorema

Teorema: Sea G un grupo topoldgico localmente compacto. Existe un
funcional I en Cfy tal que:
(i) I(f) es real y positiva para f # 0.
(i) T(f +g) =T (f) +1(g) para toda f,g € Cqy,
(iii) T (af) = od (f) para « >0y f € Cyp.
(iv) T(fu) = I(f) para U € G y f € C, donde fy (X) = f(XU) para
U, X € G;similarmente I (yf) = 1(f) con vf (X)=f(UX).

Donde Coo y Cfy son el conjunto de funciones de soporte compacto y el
conjunto de funciones no negativas de soporte compacto en ;' respectiva-
mente. Al funcional I se le conoce como integral de Haar en Ch.
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Apendice 5

Productos tensoriales, sumas
directas y trazas de operadores.

Productos tensoriales de espacios de Hilbert.

Valiéndonos del teorema de construccion de Gelfand-Naimark-Segal del apéndice
1, podemos introducir el producto tensorial de espacios de Hilbert de la sigu-

lente manera:

Definicién: Sean H;, 1 < i < n, espacios de Hilbert y sea H' = H; x---xH,,
entonces la funciéon

a9 — n p y a1 — {1 p Py 1
K () = TP (ug, ) = (g, .. 1,),0 = (01, 0)
donde w;,v; € H; es un kernel en ‘H'. Considérese el par de Gelfand (H,n

asociado a (H', K) entonces H es Namado producto tensorial de H;, ¢ =

1, ...,n. Escribimos
H = HI®MH @ - ®@H, = QH,,
i=1
Tw) = 4 ® - Qu, = Qu
i=1

y Hamamos a 7 (u) el producto tensorial de los vectores wu;.
A continuacién enunciamos algunas propiedades:
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Proposicion: Sean H;, 1 < i < n, espacios de Hilbert y sea T; un operador
acotado en H; para cada 1 . Entonces, existe un operador T dnico en H =
®* H, que satisface:

T, u; = ®;Tyu; para todo u; € H;, 1 << n.

ademas ||T|| = IL || T3] -

Proposicién: Sea H;, 1 < i < n espacios de Hilbert y sean S;,T; operadores
acotados en H; para cada i. Sean S = @5, T = ®L,T;. Entonces se
cumplen las siguientes propiedades.

(i) La aplicacién definida de B(H,) x ---x B(H,) en B(Hi ® --- @ M..),
(1, ..., T,,) = T es multilineal;

(i) ST = & S, T;, T* = @, T

(iii) Si cada T; tiene una inverso acotado entonces T' tiene inverso acotado
y T =@, T

(iv) T es autoadjunto, unitario, normal, o proyeccion cuando cada uno de
los T; es autoadjunto, unitario, normal o proyeccion;

(v) T es positivo si cada T; es positivo;

(vi) Si T; =| w;){v; | donde w;,v; € H; para cada i entonces

T=wy® - Quv®- - ®u, | .

Sumas directas de operadores

Definicién: Sea T un operador autoadjunto en H;, j = 1,2,... En el espacio
de Hilbert H = &H; definimos

D(T) = {u | w=uj,u; € D(Ty), > Ty < oo} CH,
j .
7

T ® vy =@ Tju;.
J J

Proposicién: Sea A, € B(H,),n=1,2,..., donde {H,} es una sucesion de
espacios de Hilbert. Suponga que sup,, ||A,|| < co. Entonces existe un dnico
operador A = @, A, en H = &,H,, que satisface

A Py 1y, = by, A'n,/”“n;
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ademds

14

| = sup||Anl-
n

Si {A}, {Bu} son dos sucesiones de operadores lales que A, By, € B(H,,)
para cada n y sup, (|Aal] + | Bull) < oo entonces sus sumas directas A =
@, A, y B = ®,Bp satisfacen lo siguiente:

(i) A+ B =®,(A,+ B.),AB = ®,A, By, A* = D, A,

(ii) Si cada A, tiene un inverso acotado y sup |AH| < oo entonces A
tiene un inverso acotado y A~ = @, A"

(i4i) A es autoadjunto , normal, unitario, positivo o proyeccion de cuando
cada A, tiene las mismas propiedades.

w) Si A es de la clase de traza® entonces cada A, e¢s de la clase de

traza y |All, = Xn |Aull,  trA =3, trA

Traza de operadores, principales propiedades.

s e . . 00
Definicion: Sea M un espacio de Hilbert separable, {@,},,-., una base orlonor-
mal. Entonces, para cada operador positivo A definimos trA = Y52 {0y, Apy).
El nimero trA es llamado traza de A y es independiente de la base escogida.

Lema: La lraza tiene las siguientes propicdades:

(a) tr (A4 B) =trA+{rB.

(b) tr (A\A) = MrA para todo A = 0.

(¢) tr (UAUY) = tr A para cualquier operador unitario U.

(d) Si 0 < A< B, entonces trA < trB.
Demostracién:Dada wna base ortogonal {¢,} o0, , definimos bry, (A) = 3200 (u, Apu) -
Si {tpn}o. €8 otra base ortonormal entonces

o0

t7‘<p (A) = Z (QPn, ASOTL)

n=

2

I
M8

ot

(£ Komaten))

=
Il
-

2

I
M8

e

Y - o T
25Ver la siguiente seccion del apéndice.




oo o0

= Z [( A, ©n) !2
1

m=1 \n=

= 3 Ak

= Z <?/)ma /_h/)'m>

m=1

= try (4)

Dado que todos los términos son positivos, el intercambio de las sumas estd
permitido. Las propiedades (a), (b) se siguen facilmente de la linealidad del
producto interior (), también es inmediata, para ver (¢) notamos que s
{¢p,} es una hase ortonormal, también lo es {Uwp,} . Entonces,

tr (DAU™Y) = trwy (vav-)
= try(A)
= tr(A). u

Definicién: Un operador A € L(H) es llamado de la clase de traza sty solo
si tr|A] < co. La familia de los operadores de la clase de traza se denota por
7.

T, es un *-ideal bilateral en L(H), es decir: (i) T, es un espacio vectorial;
(i) Si A € T, y B € L(H); enlonces AB € T,,BA € Ty; (iii) Si A€ Ty,
entonces A* € Ty.

Un elemento T € L(H) tienc rango finilo n st dim(T) = n < o0. Se¢
denota por Ty al conjunto de todos los operadores de Tango finito. Ty es un
*_ideal bilateral.

Un elemento T € B(H) se llama operador compacto si para tode sucesion
{n.,,,} de vectores unitarios en H, {Tu.n} tiene una subsucesion convergente.
Denotamos por To, el conjunto de operadores compactos. T es también un
*_ideal bilateral.

Teorema: (Schatten) Sea H cualquier espacio complejo de Hilbert separable.
Para cualquier operador de la clase de traza Ty cualquier operador acotado
X en H sea (I X) = b'TX. Iinlonces sc cumnplen las siguienles propicdades:

(i) Con la norma ||T||, = tr |T| el conjunto Ty (H) de los operadores de
la clase de traza en H es isométricamente isomorfo al dual del espacio de
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Banach Toy de los operadores compactos en H con la norma de operadores
bajo la correspondencia T — (T, ) |7,00, T € T (H);

(ii) El espacio de Banach B(H) de los operadores acolados en H es
isométricamente isomorfo al dual de Ty (H) con la norma |||, bajo la co-
rrespondencia X — (-, X) |z, X € B(H).

Demostracién: El teorema es consecuencia directa de los siguientes lemas:

Lema V.1: Sea A cualquier funcional acotada en el espacio de Banach T.
Entonces cviste un T € Ty ainico, tal que XN (X) = trTX  para lodo X. Mas
aun

sap A X)] =17,
X €e€Ton(H)
1xl=1

donde [T, = sup yxp=1 [T X ] Conversamente, para todo 1" € Ti (H) la
XeB(H)
transformacion X — trTX es un funcional acotado en Too (H) .

Demostracién: Para cualesquicra w,o € H, | wy{v |€ T y B (1, v) =
A ([ w)(v ]) es una forma sesquilineal que satistace

B (u,v) = [[A[H |/ [|o]]
Fntonces existe un operador 1" € B(H) tal que

AMluyw]) = (v,Tu)

= trT |u){v| para todou,veH

Considérese la descomposicién normal T = U [T'] y escojase una base ortonor-
mal {1} en R(|T]) tal que v; = U, sea ma base ortononmal en R(T).
Entonces para cada n fijo, Y77 ) | w){v; |[= X, es un operador de rango

finito y norma uno y

n T2

M) = D Ta) = S (0", )
- z< (T} uy) < AL
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Escéjase una base ortonormal de N (|T']) = R ([T[)l , junte ésta con {u,}y
constriiyase una base ortogonal {fi} en H tal que

i

2T < AN

j=1
Por la proposicién 9.14 del libro de Parthasarathy [PP2], T' € T, (H),

n

Tl = > (1T f) < A
7=1
y M(X) = trTX para todo X en 7o, (H). Por otra parte por la proposicion
9.12 de la obra citada || \|| < ||T||, - Asi, ||\l = [|T]l; - |

Lema V.2: Sea \ cualquier funcional acotado en el espacio de Banach
Ti (H) con ||-]|,. Entonces existe un operador inico X € B(H) tal que
MNT) = trTX para todo T en T, (H) y ||| = || X||. Reciprocarnente, para
todo X en B(H) la transformacidn T — trTX es un funcional lineal acotado

en T, (H).

Demostracién: Como en la prueba de la proposicién anterior la transfor-
macién (v,u) — A (| w)(v |) es una forma sesquilineal acotada y por lo tanto
existe un X € B(H) que satisface

AJwylo ) =trX |uw)(v]|.

Por la proposicién 9.3 de [P2] cualquier T € 7; (H) puede ser expresada
como
T = Z T) | u;){v; |

donde 325, (T) < ooy {u}, {1 .} son conjuntos ortonormales. Entonces
AMT)=trTX = tr XT. Més atin

|tr XT| =13 s (T) {wy, X)) < IXTITH
J
Entonces, |[A| < || X|I. Si T =| u)( ul]] = ||v]] = 1 entonces
[tr XT| = |(v, Xw)| y ||T]|, = 1. Entonces
sup |trXT| = || X]|

17l =1

™




y 1Al = IX1 . =
LemaV.3: Sea T que pertence a B(H), entonces T ¢s combinacion lineal de

operadores unitartos.

Demostracién: Cada T € B(H) puede escribirse de manera unica de la
forma T = T} + iT», donde Ty, T3 son hermitianos. En efecto,

1

= (T T) y o= 5 (1" = 1T)

T

Considerando este hecho ahora es suficiente considerar el caso cuando T es
T|| < 1. Bn este caso [ —T* > 0. Escribiendo

hermitiano tal que
U:T+z'(I—T2)%,
tenemos que U € U(H) y
UUt = UU = <T+i (1- T’~’)5> (T —i(1- ’1‘2)%)
= T4 1 -T*=1

asi que U es unitario. Mas alin

_ !

T
2

(U+U") |
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