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Introducción 

De acuerdo con resultados fundamentales de Cálculo Estocástico Cuánti
co, véase por ejemplo el Teorema 27.8 en [28], la solución de una Ecuación 
Diferencial Estocástica Cuántica (EDEC), ( ecuación derecha de Hudson
Parthasarathy), 

{ 

dV(t) = {I:k ,jEJ(Wk,j - Ók,j)dAk,j(t) - I:k ,jEJ LkWk,jdAj(t) 
+ I:k ,jEJ L1dAj(t) - (iH + ½ ¿ 1EJ L;L1)dt} V(t) , 
V(O) = I , 

es un único proceso adaptado, fuertemente continuo y unitario ½, si los 
operadores H, L1 , Wk ,í sobre el espacio de Hilbert separable H, satisfacen 
las condiciones: 

■ H, L1, Wk ,í E !3(H) para cada k, j E J , donde Je N. 

■ H = H*, 

■ LE !3(H , ( 0 H ), donde Lh = ¿1 z1 ® L1h, 

■ W E U(( 0 H ), donde W = I:k,í lzk)(z1I 0 Wk ,j , 

donde (z1)1EJ es una base ortonormal de otro espacio Hilbert separable 
( ( el espacio de multiplicidad) con dim( () = IJI-

Asociado de manera canónica con el proceso ½ existe un grupo uni
paramétrico U = (Ut)tElR · Para definir Ut es necesario considerar la segunda 
cuantización 8t, sobre el espacio de Fock simétrico 
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del grupo unitario fuertemente continuo del operador de traslación 0t sobre 
L2 (IR, (); definido para cada t E IR por 

0tv(r) = v(r + t), para toda v E L2 (IR) continua, 

et'lj;(v) = 'lj;(0tv) , para toda v E L2 (IR) , 

donde 'lj; ( v) denota el vector exponencial asociado con v. 
El operador et anterior, puede extenderse a todo el espacio r ( L2 (IR,()) ® 

H , y se cumple la propiedad de cocido de V(t) con respecto a et, véase [2]: 

V(s + t) = e ; V(t)es V(s) , \:/s, t 2:: O. 

Entonces podemos definir el grupo unitario fuertemente continuo Ut, ver las 
referencias[ll], [12], [24], mediante 

u - { et½ si ' t 2:: o 
t - V¡;¡ et si ' t < o 

Por el teorema de Stone, {Ut}tEIR es generado por un operador autoadjunto 
C, entonces para cada t E IR, tenemos formalmente 

El problema de la caracterización del operador C, planteado por L.Accardi 
[1], permaneció abierto por alrededor de quince años. La dificultad principal 
es que C es un operador singular y su dominio debe describirse usando condi
ciones de frontera. Este problema fue abordado por primera vez por A.M. 
Chebotarev [6], en el caso cuando IJI = 1 y con operadores del sistema (o 
coeficientes) no acotados pero conmutativos. Chebotarev encontró una ex
presión analítica explícita para este operador y una condición de frontera 
que deben satisfacer los elementos del dominio de C. Recientemente en [7] , 
extendió algunos de sus resultados para el caso de operadores no acotados, 
no necesariamente conmutativos, pero manteniendo la restricción IJI = l. 
El caso de coeficientes acotados y multiplicidad arbitraria I JI, fue completa
mente resuelto por M. Gregoratti en [18], [19], él demostró que en ese caso C 
resulta ser un operador esencialmente autoadjunto. Desde un punto de vista 
diferente W. von Waldenfels en [33] obtuvo una demostración diferente del 
resultado de Gregoratti y una representación diferente del operador C. 

En este trabajo consideraremos el caso de coeficiente no acotados, no 
necesariamente conmutativos y multiplicidad arbitraria. Esta extensión es 
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un complemento necesario a la teoría desarrollada por los autores antes men
cionados. Es importante mencionar que el problema de existencia, unicidad 
y unitariedad de la solución V de una EDEC con coeficientes no acotados, 
no necesariamente conmutativos y multiplicidad arbitraria, ha sido estudiado 
por F. Fagnola, véase por ejemplo [10]. Pero este trabajo tiene una motivación 
adicional, pues existen ejemplos como los que incluimos en el Capítulo 4, que 
no pueden ser tratados con los resultados de Chebotarev y Gregoratti. 

Siguiendo las ideas de Chebotarev y Gregoratti, daremos condiciones su
ficientes para que el operador C sea densamente definido y simétrico sobre el 
subespacio lineal generado por una familia de vectores pseudo-exponenciales 
contenidos en su dominio, también daremos condiciones suficientes que ase
guran que -iC es restricción de un generador de un semigrupo fuertemente 
continuo de isometrías. Nuestro enfoque es diferente de aquel desarrollado 
por Gregoratti pues, con el mismo espíritu de Chebotarev, trataremos este 
problema en el marco de la teoría de operadores. 

Describiremos ahora el contenido del trabajo. El Capítulo 1 contiene los 
prerrequisitos necesarios de la teoría de semigrupos y algunos resultados pre
liminares. En el Capítulo 2 se caracteriza el generador infinitesimal de Ut en 
el caso de coeficientes acotados conmutativos y sin multiplicidad; también 
se dan condiciones suficientes para que un operador simétrico sea restri
cción de un generador infinitesimal de un semigrupo fuertemente continuo 
de isometrías en términos de sus índices de defecto, resultado que también 
se aplica en el Capítulo 3, en el caso de coeficientes no acotados, no nece
sariamente conmutativos y multiplicidad arbitraria. Además de tratar este 
último caso, en el Capítulo 3 se define una nueva clase de vectores pseudo
exponenciales que generan un subespacio denso del dominio de C y se de
muestra que la restricción de C a este subespacio es simétrica. Finalmente en 
el Capítulo 4 se aplica la teoría desarrollada en los Capítulos anteriores a dos 
ejemplos que no pueden tratarse con la teoría desarrollada por Chebotarev 
y Gregoratti, también se indica cómo nuestro enfoque se puede aplicar para 
obtener el resultado de Gregoratti. 
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Capítulo 1 

Resultados preliminares 

En este capítulo hacemos una brevísima revisión de los conceptos y prin
cipales resultados de la teoría de semigrupos fuertemente continuos en un 
espacio de Banach complejo. Después desarrollaremos los elementos necesa
rios de la teoría de espacios de Fock que utilizaremos posteriormente en el 
desarrollo de nuestro trabajo. Además se abordará el estudio de una clase 
de semigrupos de operadores que permiten modelar la dinámica de sistemas 
cuánticos que interaccionan con otro sistema. 

1.1. Semigrupos fuertemente continuos 

Definición 1.1.1. Sea B un espacio de Banach, una familia 1-paramétrica 
{Ut}t:,::0, de operadores acotados en B es un semigrupo de operadores acota
dos en B si 
(i) U0 = I , donde I es el operador identidad en B. 
(ii) Us+t =Uso Ut para cadas, t ~ O (propiedad de semigrupo). 

Definición 1.1.2. Un semigrupo {Ut}t:;::o, de operadores acotados en B es 
fuertemente continuo si 

lím Ud= f 
t -+O+ 

para cada f E B. 
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Definición 1.1.3. El operador lineal A definido por 

D (A) ={JE B : 1
, Utf-f 
lm 

t-o+ t 
existe } 

y 

AJ= lím Utf- f = dUtf lt=O 
t->O+ t dt 

paraf E D (A) 

es el generador infinitesimal del semigrupo {Ut}t2:o, D (A) es el dominio de A. 

Las demostraciones de los resultados que a continuación se enuncian se 
encuentran en [29] y [25]. Aquí sólo demostraremos algunos de ellos. 

Teorema 1.1.4. Sea {Uth 2:o un semigrupo fuertemente continuo en B. Exis
ten constantes w 2:'.: O y M 2:'.: 1 tales que 

para t 2:'.: O. 

Demostración. Primero mostraremos que existe una r¡ > O tal que IIUt 11 
está acotada para O ~ t ~ r¡. Si esto es falso, entonces existe una sucesión 
{ tn} que satisface tn 2:'.: O, límn_,00 tn = O y IIUtJ 2:'.: n. Por el principio de 
acotación uniforme se sigue que para algún f E B , IUtnfll no está acotado, 
contradiciendo que {Uth2:o es fuertemente continuo. Así, IIUtll ~ M para 
O ~ t ~ r¡. Como IIUoll = 1, M 2:'.: l. Hagamos w = r¡-1 log M 2:'.: O. Dado 
t 2:'.: O tenemos t = nr¡ + ó donde O ~ ó < r¡ y por la propiedad de semigrupo 

o 

Corolario 1.1.5. Si {Uth2:o es un semigrupo fuertemente continuo, entonces 
para cada f E B, t f---t Utf es un función continua de ]R+ (el eje real no 
negativo) en B. 

Teorema 1.1.6. Sea {Uth 2:o un semigrupo fuertemente continuo en B y sea 
A su generador infinitesimal. Entonces 
(a) Para cada f E B, 

1 ¡t+h lím -h Usfds = Utf . 
h->O t 
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(b} Para f E B, 

y 

A(fot Usfds) = Ud - f. 

(c) Para f E D(A) , Ud E D(A) y 

d 
dt Ud = AUd = UtAf. 

(d} Para f E D(A) , 

Ud - Usf = ¡ t UrAf dr = ¡ t AUrf dr. 

11 

Corolario 1.1. 7. Si A es el generador infinitesimal de un semigrupo fuerte
mente continuo {Ut}t:2'.0, entonces D(A) es denso en B y A es un operador 
lineal cerrado. 

Teorema 1.1.8. Sea A el generador infinitesimal de un semigrupo fuerte
mente continuo {Ut}t:2'.0· Si D(An) es el dominio de An, entonces n~=1D(An) 
es denso en B. 

Ejemplo (Semigrupo de Traslaciones) Sea B el espacio de Banach que 
consiste de las funciones acotadas y uniformemente continuas en IR, con la 
norma del supremo, llfll oo = supxER{lf(x)I}. Para f E B definimos Ut para 
cada t ~ O por 

(Ud)(x) = f( x + t) 
(i) Para t = O tenemos U0 = J. 
(ii) Paras, t ~ O, y para f E B, Ut((Usf)( x )) = (Ud)(x+ s) = f(x + s +t) = 
(Us+d)(x), luego {Ut}t:2'.0 es un semigrupo sobre B. 
(iii) Para f E B, límt_.0+ Ud = f pues f es continua en IR . Entonces {Uth:2'.o 
es un semigrupo fuertemente continuo. 
El generador infinitesimal del semigrupo {Ut}t:2'.0 está definido en 

D (A) = {f : f E B, f' existe, f' E B} 

por 
(Af)(x) = f'(x). 

• 
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1.2. El Teorema de Hille-Yosida 

Sea {Ut}t::::o un semigrupo fuertemente continuo en B. Por el Teorema 
1.1.4 se tiene la existencia de constantes w ~ O y M ~ 1 tales que IIUt 11 ~ 
M ewt para t ~ O. Si w = O, {Uth::::o es llamado uniformemente acotado y si 
además M = 1 se llama semigrupo fuertemente continuo de contracciones. 
En esta sección se dará la caracterización del generador infinitesimal de un 
semigrupo fuertemente continuo de contracciones; así como condiciones sobre 
el comportamiento de la resolvente de un operador A, ·1as cuales son nece
sarias y suficientes para que A sea el generador infinitesimal de un semigrupo 
de contracciones fuertemente continuo. 

Si A es un operador lineal definido en B no necesariamente acotado, el 
conjunto resolvente p(A) de A es el conjunto de los números complejos A 
para los cuales Al - A es invertible, i.e., (Al - A)-1 es un operador acotado 
sobre B. La familia R>.(A) = (Al - A)-1

, A E p(A) de operadores acotados 
en B es llamada la resolvente de A. 

El siguiente teorema es uno de los resultados más importantes en la teoría 
de semigrupos fuertemente continuos, la demostración de este teorema la 
podemos hallar en [29]. 

Teorem a 1.2.1. (Hille-Yosida) Un operador lineal no acotado A es el gene
rador infinitesimal de un semigrupo de contracciones fuertemente continuo 
{ Ut h >o si y sólo si 
(a) A es cerrado y D(A) = B. 
(b) El conjunto resolvente p(A) de A contiene a JR+ y para cada A~ O 

1 
IIR>.(A) 11 ~ ~-

Denotaremos por B* al dual del espacio de Banach B y para cada x E B 
definimos el conjunto dualidad F(x) S: B* por 

F(x) = {x* : x* E B* y (x*, x) = llxll 2 = llx* 11 2
}. 

D efinición 1.2 .2. Un operador A es disipativo si para cada x E D(A), existe 
un x* E F(x) tal que Re(Ax,x*) ~ O. 
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Tenemos . el siguiente teorema, cuya demostración la podemos hallar en 
[29]. 

Teorema 1.2.3. (Lumer-Phillips) Sea A un operador densamente definido 
en B , entonces: 
(a) Si A es disipativo y existe ,\0 > O, tal que R(>.01 - A) = B , entonces 
A es el generador infinitesimal de un semigrupo fuertemente continuo de 
contracciones en B . 
(b) Si A es el generador infinitesimal de un semigrupo fuertemente continuo 
de contracciones en B, entonces R (>.I - A) = B para cada A > O y A es 
disipativo . Además, para cada x E D (A) y cada x* E F(x) , Re(Ax,x*) ~ O. 

De aquí en adelante 1{ será un espacio de Hilbert complejo separable con 
producto interno ( ·, ·) lineal en la segunda coordenada y norma 11 · 11-

Definición 1.2.4 . Sean { An}nEN y A operadores autoadjuntos sobre el es
pacio de Hilbert H. Diremos que { An}nEN converge a A en la norma en el 
sentido de resolventes si R>.(An) - R>.(A) en la norma para cada A E (C 

con <:sm>. -=1- O. Además diremos que { An}nEN converge a A fuertemente en el 
sentido de resolventes si R>.(An) - R>.(A) fuertemente para cada A E (C con 
<:sm>. -=1- O. 

Teorema 1.2.5. Sean { An}nEN y A operadores autoadjuntos y uniforme
mente acotados. Entonces An ------+ A en la norma en el sentido de resolventes 
si y sólo si An ------+ A en la norma de operadores. 

Tenemos el siguiente Teorema cuya demostración se puede hallar en [26]. 

Teorema 1.2.6. Sean {An}nEN y A operadores autoadjuntos sobre H . 
( a) Si An - A en la norma en el sentido de resolventes y f es una función 
continua sobre IR que se anula en oo, entonces ll f (An) - J(A) 11 ---t O. 
(b) Si An - A fuertemente en el sentido de resolventes y f es una función 
continua y acotada en IR, entonces f(An)<p - f(A)<p para toda <p E H . 

Teorema 1.2. 7. (Teorema de Stone) Sea {Uth:2:0 un grupo unitario fuerte
mente continuo de operadores sobre H . Entonces, existe un único operador 
autoadjunto A sobre 1{ tal que Ut = e-itA para cada t 2". O. 

Demostración. Véase [31], página 222. 
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1.3. El espacio de Fock 

En esta sección definiremos el espacio de Fock, el cual es un nuevo espacio 
de Hilbert que se construye a partir de un espacio de Hilbert dado, para ello 
empezaremos definiendo el producto tensorial de dos espacios· de Hilbert y 
después, definiremos el espacio de Fock simétrico r s(L2 (IR)) , el cual resulta 
de gran importancia en los capítulos posteriores del presente trabajo. 

Sean 'H1 y 'H2 espacios de Hilbert , para cada <p1 E 'H1 y <p2 E 'H2; <p1 0 <p2 
denota la forma bilineal que actúa sobre 'H1 x 'H2 por 

donde (·, ·)i es el producto interno en el espacio de Hilbert 'Hi· 

Sea E el conjunto de todas las combinaciones lineales finitas: 
n 

[ = {¿ ai('Pii 0 'Pi2 ) : Vi= 1, ... , n 'Pii E 'H1 , 'Pi2 E 'H2 y ai E C}. 
i=l 

Definimos un producto interno ( ·, ·) sobre [ por 

esta definición se extiende a todo [ por bilinealidad y se puede probar que 
( ·, •) está bien definido y es positivo definido. 

Definición 1.3.1. Definimos el espacio 'H1 0 'H2 como la completación de [ 
bajo el producto interno(· , ·) antes definido. 'H10 'H2 será llamado el producto 
tensorial de 'H1 y 'H2; 'H1 0 'H2 es un espacio de Hilbert. 

Tenemos las dos siguientes proposiciones cuyas demostraciones se pueden 
hallar en [26]. 

Proposición 1.3.2. Si { <pk} y { ,¡p1} son bases ortonormales de 'H1 y 'H2 
respectivamente, entonces { 'Pk 0 ,¡p1} es una base ortonormal de 'H 1 0 'H2 . 

Proposición 1.3.3. Sean (M1 , µ 1 ) y (M2 , µ 2 ) espacios de medida, y con
sideremos los espacios L2(M1, dµ 1 ) y L2(M2, dµ 2 ) . Entonces existe un único 
isomorfismo de L2(M1, dµ 1 ) 0 L2(M2, dµ 2 ) a L2(M1 x M2, dµ 1 0 dµ 2 ) tal que 
f 0 g f--t Í · g. 
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Ejemplo Si Mi = IR y µi es la medida de Lebesgue, entonces por la 
proposición anterior podemos decir que L2(IR2) es isomorfo a L2(IR) ® L2(IR). 

Definición 1.3.4. Si {'Hn}~=l es una sucesión de espacios de Hilbert, defini
mos el espacio suma directa como el conjunto 

00 00 

'H = E9'Hn = {{xn}~=l: Xn E 'Hn, L ll xnlltn < oo}. 
n=l n=l 

El conjunto 1-i es nuevamente un espacio de Hilbert bajo el producto interno 
(-, •) : 1-i x 1-i -----t <C dado por 

00 

({xn}~=1,{yn}~=1ht = ¿ (xn,Yn)Hn · 
n=l 

Definición 1.3.5. Sea 1-i un espacio de Hilbert y denotemos por 1-i®n al 
producto tensorial de orden n , es decir, 1-i®n = 1-i ® 1-i ® · · · ® 1-i. Sea 1-iº = <C 
y definamos 

n=O 

r('H) es llamado espacio de Fock sobre 1-i; éste será separable si 1-i lo es. 

Ejemplo Si 7-i = L2(IR), entonces un elemento '!/; E r(L2(IR)) es una 
sucesión de funciones 

'!/; = {'!/;o, '1/;1, '1/;2, · · · } 

donde '1/;0 E <C , y para toda k, '1/;k E L2 (JRk); de la Definición 1.3.4 se tiene 
que el producto interno y la norma en r('H) son: 

00 

('!/;, 'P)r(H) = '1/;o<po + L ('1/;k, 'Pkh2(Rk), 
k=l 

00 

ll '!/; ll~(H) = l'!/;ol 2 + L ('1/;k, '1/;k)H®,. 
k=l 
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Existe un subespacio de r(H) que es de especial importancia, a saber, 
rs(H) el espacio de Fock simétrico el cual construiremos a continuación. 

Sea Pn el conjunto de permutaciones de n elementos y { cpk} una base del 
espacio de Hilbert 1i. Para cada CJ E Pn definiremos un operador ( el cual 
también denotaremos por CJ) sobre elementos básicos de 1i®n por 

y CJ se extiende por linealidad a un operador acotado de norma 1 sobre 
1i®n, de manera que podemos definir 

Por la manera como se ha definido CJ se tiene que S;,, = Sn y S~ = Sn, 
así que Sn es una proyección ortogonal. El rango de Sn es llamado el producto 
tensorial simétrico de orden n de H. 

En el caso donde 1i = L2 (IR) y 1i®n = L2 (IR) ® ... ® L2 (IR) = L2 (IRn), 
Sn1i®n es justamente el subespacio de L2 (1Rn) de todas las funciones inva
riantes bajo cualquier permutación de las variables; es decir, f(x 1, ... , Xn) = 
f(xa(l) , ... , Xa(n)) para cada CJ E Pn. 

D efinición 1.3.6. Definimos el espacio de Fock simétrico sobre 1{ ( o espacio 
de Fock bosónico sobre 1i) por 

00 

rs(H) = EB Sn1i®n. 
n=O 

El espacio de Fock simétrico es un espacios de Hilbert. Los elementos de 
este nuevo espacio son llamados vectores de Fock. 
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1.4. Ecuaciones de evolución con condiciones 
en la frontera 

En lo sucesivo ffi.; para cada n 2: 1 denotará al conjunto ffi.n\ {O} y dado un 
número real no nulo 0; en r8(L2(ffi.*)) consideremos la familia de operadores 
acotados {U!}t~0 , donde para cada t 2: O, U! : rs(L2 (ffi.*)) -- rs(L2 (ffi.*)) 
está definido para 1lJ E r8(L2 (ffi.*)), 1lJ = ('!/Jo , ,¡/J1 (x1), ,¡/J2 (x1 , x2), ··· )con cada 
'l/Jn continua, mediante 

Aquí I( - t,o)(-) denota la función indicadora del intervalo (-t, O). La definición 
de U! se extiende a todos los elementos de rs ( L2 (ffi.*)) por densidad. 

Puede considerarse que la familia de funciones 1lJ t = U!iIJ, t 2: O, describe 
la evolución de un flujo de fotones moviéndose en línea recta de derecha a 
izquierda y que éstos interactúan en el origen con otro sistema cuántico que 
les transmite un corrimiento de fase ei0 . 

Proposición 1.4.1. La familia de operadores {U!}t~0 es un semigrupo fuerte
mente continuo de operadores unitarios en rs ( L 2 (ffi.*)). 

D em ostración . Primero probaremos que {U!}t~o es un semigrupo. Para 
esto , dada la manera como actúa U! para cada t 2: O es suficiente probar 
que cada componente de 1Ilt = U! 1IJ , donde 1lJ tiene componentes continuas, 
cumple las condiciones para ser un semigrupo, es decir, probaremos que para 
cada n EN 

es un semigrupo en L2 (ffi.;) . 
(i) De manera natural, se tiene que 
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es decir, ug = J . 
(ii) Sean s , t E JR+, supongamos sin pérdida de generalidad que s =/= t , ha
ciendo cálculos para n ~ 1 fija 

n 

º II i0 = Ut ('l/Jn (X1 + S, · · · , Xn + s) {e J(-s ,o)(xk) + JR\(-s,o)(xk )}) 
k=l 

= 'l/Jn (X1 + S + t , · · · , Xn + S + t) 
n 

X TI { i 0 I(-s,o)(xk + t) + IR\(-s,o)(xk + t)} X {ei0 I (-t,o)(xk) + IR\(-t ,o)(xk)}. 
k=l 

Haciendo cálculos en cada factor del producto anterior, tenemos 

Por lo tanto , 

n 

II ~ 0 
X {e 1(-s-t,o)(xk) +IR\(-s-t,o)(xk)} = (Ut+s'l/J)n(X1,· ·· ,xn) -

k=l 

Esto muestra que en cada coordenada {U!}t2:o es un semigrupo y así {Uf h 2:o 
es un semigrupo en r s(L2 (IR*)). 

Ahora probaremos que {Uf}t:,~ 0 es fuertemente continuo. Observemos que 
se cumple la igualdad 

ei0 I(-t,o)(x) + IR\(-t,o)(x) = ei01<- t ,o)(x). 

Ahora sea 'lr = ( '1/Jo, 'I/J1, ... ) donde para cada n ~ 1, '1/Jn E C0 (IRn), es decir, 
l'I/Jn(X1, · · · , Xn) I :S M sobre el compacto K = soporte de '1/Jn, calculando 
tenemos: 
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n 

= ll'!/Jn(X1 + t, · · · , Xn + t) IJ eiBI(-t,o)(xk) - '1/Jn(Xi, · · · , Xn) 11 

k=l 
n n 

= ll'!/Jn(X1 + t, . .. , Xn + t) IJ eiBI(-t,o)(xk) - '1/Jn(Xi, ... , Xn) IJ eiBI( - t,o)(xk) 

n 

k=l k=l 
n 

+'l/Jn(X1, · · · , Xn) IJ eiBI( - t,o)(xk) - 'l/Jn(X1, · · · , Xn) 11 

k=l 

~ 11 IJ eiBI( - t,o)(xk) 11 · l'!/Jn(X1 + t , · · · , Xn + t) - 'l/Jn(X1, · · · , Xn)I 
k=l 

n 1 1 M 1 
·01 ( ) (:2 (:2 • (:2 

+I"'' (x1 · · · x )I · 11 II e1 
<- t,oJ xk - III < - + -----=-- = -. 

'//n , , n 2!!:+l M . 2!!:+l 2!!: k=l 2 2 2 

l 

Pues tenemos que l'!/Jn(X1 + t , · · · , Xn + t) - 'l/Jn(X1, · · · , Xn)I < ;?+ 1 cuando 
2"2' 

t - O por continuidad de '1/Jn; y como la norma del operador de multiplicación 
por la función ei81<- t,o)(xk) es 1, entonces 

y así 

n 

11 IJ eiBI (- t ,o)(xk) 11 = lleiB I:;=1 I (- t,o)(xk) 11 = l. 
k=l 

n 

11 II eiBI( - t ,o)(xk) - III - o si t - o+. 
k=l 

Ahora, para W E EB~=º C0 (JR.n) tenemos, (usando la estimación del párrafo 
anterior en cada coordenada) cuando t - O 

oo k oo l 
"" IJ iBI (x ·) 2 "" E

2 
2 = L., ll '!/Jk(x1 +t, · · · xk+t) e <- t,oJ 1 -'l/Jk(x1, · · · , Xk)IIL2(JRk) ~ L...( k) - O. 

k=l j=l k=l 2 2 

Consideremos para cada k fija, '1/Jk E L2(JR.k) , por la densidad de C0 (JR.k) 
en L2(JR.k) existe { '1/Jn,d C C0 (JR.k) tal que '1/Jn,k -----t '1/Jk cuando n - oo en 
L2(JR.k) , entonces 
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esto si consideramos un no » 1 tal que llvik - vino,kll < f y ltl « 1 tal que 
ll(Ufvi)no,k - vino,kl l < f. La continuidad fuerte de {Uf}t~o se obtiene medi
ante un argumento similar al de arriba. 

Ahora demostraremos que {Uf}t~0 es un semigrupo de operadores uni
tarios. Sin pérdida de generalidad podemos tomar w, <I> E rs ( L2 (JR*)) con 
coordenadas continuas; calculando 

(U!w, U!<I>)r• = (wt, <I>t)r• 

= ((vio, vi1(x1, t) , vi2(x1, X2, t), · · ·),(<Po, c/>1(x1, t), c/>2(x1, X2, t), · · · ))r• 
n 

=((vio , ... 'vin(X1 + t, . .. 'Xn + t) II [eiBI( - t,o)(xk)J, . . . ), 
k=l 

n 

(<Po , . . . '<Pn(X1 + t , . .. 'Xn + t) II [eiBI(-t,o) (xkl], . .. ))r• 
k=l 

oo . k 

= vio<Po + "IJvik(X1 + t , · · · , Xk + t) · eiB¿j=l 
1<-t,o)(xj), 

k=l 
,.j, ( +t +t) i0 '-'k J(-tO)(Xj )) 'f'k X1 , · · . , Xk · e L,,=l ' L2(R.k) 

= vio<Po + f { k vik(X1 + t, · · · , Xk + t)e-iB¿:=l 1<-t,O) (xj) 
k=l l R. 

,.¡, ( + t + t) iB¿k 1(-to)(xj) d d X 'f'k X1 , · · · , Xk e , = l ' · X1 · · · Xk 

= vio<Po + f { k vik(x1 + t, · · · , Xk + t) · <Pk(x1 + t, · · · , Xk + t) · dx1 · · · dxk 
k=l l R. 

= ( W, <I>) r• . 

Así Uf preserva el producto interno, por lo tanto {Uf}t~o es un semigrupo 
de operadores unitarios. □ 

En los capítulos posteriores abordaremos el estudio del generador in
finitesimal de semigrupos fuertemente continuos de esta clase. Para mostrar 
algunas de las dificultades que tiene este problema consideraremos el caso 
donde la evolución se realiza sólo en el espacio L2 (JR*). Es decir, considera
remos la familia de operadores en L2 (JR*) definida por 

0 i0 (Ut vi )(x) = vi (x + t)[e I(-t ,o)(x) + IR.\(-t,o)(x)], 0 i= O y t 2:: O. 
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En este caso tenemos el siguiente resultado cuya demostración es similar 
a la de la proposición anterior. 

Proposición 1.4.2. La familia {U!h2:o es un semigrupo fuertemente con
tinuo de operadores unitarios en L2 (JR*). 

En lo sucesivo, W2,1 (JR*) denotará el espacio de Sobolev de funciones ab
solutamente continuas con primera derivada en L2 (JR*). La siguiente proposi
ción nos caracteriza el generador infinitesimal del semigrupo {Ut}t2:0 · 

Proposición 1.4.3. El generador infinitesimal del semigrupo fuertemente 
continuo {Ut}t2:o en L2 (JR*) es la cerradura del operador o! con dominio 

tal que o!cp = cp' para cp E Do. 

Demostración. Para cp E L2 (JR*) tenemos que 

Uº (x = { cp_(x +t) si,x (/: (-t,O) 
( t cp) ) ei0cp(x + t) si, x E (-t, O). 

El subespacio denso Do de L2 (JR*) queda invariante bajo la acción del semi
grupo. En efecto: 

(1) Para cp E Do y t > O: 

lím (U!cp)(x) = lím eiºcp(x + t) = eiºcp(t). 
x---+O - x---+O-

lím (U!cp)(x) = lím cp(x + t) = cp(t). 
x---+O+ x---+O+ 

De lo anterior (U!cp)(o-) = eiº(U!cp)(o+), es decir, (U!cp) cumple la condi
ción de frontera en Do. 

(2) Para cp E Do, (U!cp)'(x) E L2 (JR*). En efecto, 

.!!_(Uº )( ) _ 1, (U!cp)(x + h) - (U!cp)(x) 
d 

t cp X - 1m h 
X h---+0 
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{ 
1, cp(x+h+t)-<,o(x+t) 

- 1mh7 0 , '· h ' 
- l ' e'iD[<,o(x+h+t)-<,o(x+t)j 

Imh-+O h ' 

Resultados preliminares 

X t/. ( -t, O) 
x E (-t , 0) 

{ 
.. 'P'(x + t) si, x tj. (-t, O) 

= ' eiº~'(x+t) si,x E (-t,O) . 

Ahora r.p'(x + t) E L2 (IR*), pues fnt. lr.p'(x + t)l 2dx < oo a causa de que 
r.p E W2,1(IR*); además ÍR. leiºr.p'(x + t)l2dx = e2

iO ÍR. lr.p'(x + t)l2dx < oo. Por 
lo tanto, ((U!r.p)(x))' E L~(IR*). 

(3) Ahora, para demostrar completamente la invarianza de Do debemos 
ver que (U!r.p)(x) es absolutamente continua en IR*. Para cada x E (-t, O) , 
r.p(x + t) es absolutamente continua pues r.p lo es; ahora, como 0 es constante, 
entonces eiºr.p(x + t) es absolutamente continua para x E (-t, O) teniendo en 
cuenta que r.p lo es en (-t, O). 

Ahora, para r.p E Do tenemos: 

J-t 1 jº 1 = 1-([U! - I] r.p)(x) ,_ 8!r.p(x)l 2dx + 1-([U! - I] r.p)(x) - 8!r.p(x)l2dx 
- 00 t -t t 

+ /
00 

l~([U!-I]r.p)(x)-8!r.p(x)l2dx = Jº l~([U!-I]r.p)(x)-8!r.p(x)l2dx ---t O lo t -t t 

cuando t - O, las integrales sobre (-oo, -t] y [O, oo) tienden a cero cuando 
t - O debido a que en estos intervalos podemos usar el bien conocido hecho de 
que Bx con dominio W2,1(IR) es el generador infinitesimal del grupo unitario 
(½r.p)(x) = r.p(x + t), r.p E L2(IR). Ver [31], pg. 225. 

Así, para cada x E (-t, O) 
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Para ver que este último límite tiende a cero definiremos una nueva fun
ción ip(x) dada por 

ip(x) = { ei
8
<p(x) s~, x > O 

<p(x), si,x < O. 

Ahora, la última integral de la igualdad anterior es igual a 

la cual tiende a cero si t -t o+, a causa de que <p es absolutamente continua 
en (-t, O) y <p' pertenece a L2 (R*). 

Lo anterior demuestra que D0 es una esencia para 8!, el generador in
finitesimal de U!- El Teorema 1.2.1 (Hille-Yosida) nos asegura que este ope
rador es cerrado. De aquí se sigue el resultado de la proposición. 

□ 

En el próximo capítulo extenderemos este resultado para el semigrupo Uf 
en el espacio de Fock P(L2(R*)). 
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Capítulo 2 

Coeficientes acotados 
multiplicidad 

2.1. Introducción 

• 
Slll 

Los resultados de este capítulo se encuentran en [17]. 
Una Ecuación Diferencial Estocástica Cuántica (EDEC) del tipo Hudson

Parthasarathy [28] tiene la forma, 

d½ = [(W - I)dAt - L*WdAt + LdA¡ - (iH + ~L* L)dt]½, 

Vo = J. 
Donde W, L y H son operadores en un espacio de Hilbert separable H. 
y dAt, dAt, dA¡ son las diferenciales estocásticas básicas en el espacio de 
Fock simétrico rs(L2 (1R+)), véase la página 125 de [22]. La solución {½h::::o 
de esta EDEC es un proceso adaptado de operadores en rs(L2 (1R+)) ® H 
que describe la evolución total del sistema cuántico junto con su medio am
biente. Existe un grupo unitario fuertemente continuo {Ut}tER relacionado 
con {½}t::::o- El grupo unitario Ut se construye introduciendo sobre rs(L2 (JR)) 
la segunda cuantización 8t , véase [28], del operador de corrimiento 0t en 
L2 (JR) y definiendo 

u - { et½ si ) t 2: o 
t - 11¡;, et si , t < o 

donde et es identificado con 8t ® I sobre rs(L2 (JR)) ® H . 
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La continuidad fuerte de½, 8t y la propiedad de cocido de½ aseguran 
la continuidad fuerte de Ut en rs(L2 (JR)) ® H , ver [3], [11], [24]. 

Por el teorema de Stone, { Ut }tER. es generado por un operador autoadjunto 
C, entonces para cada t E JR, tenemos formalmente 

El problema de la caracterización del operador C permaneció abierto alrede
dor de quince años. La principal dificultad es que C es un operador singular 
y su dominio se describe usando condiciones de frontera; A. M. Chebotarev 
[6] encontró recientemente la forma explícita de dicho operador, y probó que 
éste se puede obtener como el límite fuerte en el sentido de resolventes de 
una familia de operadores autoadjuntos Cª, a > O. Una manera diferente de 
atacar este problema se puede encontrar en [18] y [19] donde se consideró el 
caso de multiplicidad arbitraria y un sistema de operadores acotados. En 
la sección 2.2 daremos una caracterización alternativa de C usando un en
foque diferente que permite fácilmente determinar un dominio esencial para 
él. En la sección 2.3 proporcionamos un ejemplo donde los índices de defecto 
del operador simétrico C se pueden calcular de manera explícita, además 
obtenemos una condición suficiente que asegura que iC es la restricción de 
un generador de un semigrupo de contracciones fuertemente continuo. 

2.2. El generador infinitesimal de { Ut}tElR 

Consideraremos el caso sin multiplicidad, es decir, L = O, y W es un 
operador unitario que conmuta con el operador autoadjunto y acotado H, 
el Hamiltoniano del sistema. El grupo unitario asociado con la EDEC es 
definido para cada t E lR por [6], 

donde 
\JI = ( 'l/Jo, 'l/J1, 'l/J2, ... , 'l/Jn, ... ) E r s ( L 2 (JR*)) ® 1-{ 

con 'l/Jn continua para cada n ~ l , 'lj;0 E C y JR* = lR \ {O} y JR~ es el 
espacio euclidiano n-dimensional sin los planos coordenados. Para cada n ~ l 
tenemos, 

{
Ut si,~~O 

Ut,n = ut . O 
ltl,n si, t < 
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donde 

n 

(Ut,n'l/Jn)(x1, ... , Xn) = e-itH Q9{I(-t,o)(x1)v(x1+t)W +IJR\(-t,o)(x1)v(x1+t)}®h, 
j=l 

aquí e-itH y W son identificados con I ® e-itH y I ® W, respectivamente, 
IA denota la función indicadora del conjunto A y 'l/Jn (x1, ... xn) = v(x1) ® 
... ® v(xn) ® h, h E H. La definición de Ut ,n se extiende por densidad a todo 
L2(IR.;) ® H para cada n EN. 

Primero trabajaremos con el subespacio de n-partículas de L2(IR.;) ® H, 
para cada n 2: l. Consideraremos el subespacio denso de rs(L2(IR.*)) ® 1{ 

dado por 

Lema 2.2.1. Sea v E W2,1(IR.*), entonces los límites por la derecha y por la 
izquierda en cero v(O±) existen y además 

lv(o±)l2 ~ ll vll llv'II ~ llvl!L, 

donde 11 · 112,1 denota la norma en W2,1(IR.*) . 

Demostración. Demostraremos la estimación para lv(0-)1, la estimación 
para lv(ü+)I es similar. Para e, x E (-oo, O) , x < e, tenemos que J; v(s)v'(s)ds = 
½(!v(c)\2-\v(x)l2), por lo tanto límx-+-oo lv(x)I =Opuesto que v E W2,1(IR.*). 
Usando la desigualdad de Schwarz obtenemos lv(o- )12 = 2 J~

00 
v(s)v'(s)ds ~ 

2llvll!lv'II ~ llvl!L- □ , 

Para v1 E W2,1 (IR.*), j = 1, ... , n, definimos 

A¡v1 Q9 ... Q9 Vn = Vj(o±)v1 ® ... ® Vj ® ... ® Vn, 

donde el tilde ~ significa que el factor correspondiente es omitido. 
Como consecuencia del lema anterior tenemos 

por lo tanto A¡ puede extenderse a operadores acotados de W2,1 (IR.*) ®n en 
L2(IR.;-1

) y IIA;II ~ l. 
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Lema 2.2.2. Para cada q> E W2,1(IR*) ®n tenemos que A¡cp(x1, ... , x;, ... , xn) = 
cp(x1, ... ,o±, ... , Xn) para l :::; j ::; n. 

D emostración. La conclusión claramente se cumple para cada combi
nación lineal finita de tensores simples. Para un elemento en general </> E 
W2,1 (IR* )®n existe una sucesión de combinaciones lineales finitas de tensores 
simples (</>k)k "?. l que converge a</> en W2,1(IR*)®n. Tomando subsucesiones 
podemos asegurar que ( <Pkh"?. 1 converge casi en todas partes en IR* y que 
(éJí<Pk)k "?. l también converge casi en todas partes. La continuidad absoluta de 
q> y <Pk para cada k 2: O, implica que para cada x > O: 

= cp(x1 , .. . , Xj, ... , Xn) - fo Xj é)jcp(x1 , ... , t, ... , Xn)dt = cp(x1, ... ,o+, .. . , Xn), 

casi en todas partes. 
Si fuera necesario tomamos nuevamente una subsucesión y obtenemos que 

puntualmente. Esto prueba el resultado para A;. Un argumento similar se 
necesita para A¡. □ 

Denotamos por W2,1 el subconjunto de aquellos vectores en rs ( L2 (IR*)) 
cuya n-ésima componente pertenece al espacio de Sobolev W2,1 (IR~). El es
pacio W2,1(IR*)®n está densa y continuamente inmerso en W2,1(IR~), por lo 
tanto la definición anterior puede extenderse para obtener un operador aco
tado A¡ de W2,1(IR~) sobre L2(IR~-1) y el resultado del Lema 2.2.2 también 
se tiene para cada </> E W2,1 (IR~). 

Usaremos en el presente trabajo la identificaciones naturales L2(IR~, 1-í ) = 
L2(IR~) 0 1-í, W2,1(IR~, 1-í ) = W2,1(IR~) 0 1-í y C0 (IR~, 1-í ) = C0 (IR~) 0 1-í. 

Sea Cn, n EN, el operador Cn = Lk=l iéJxk + H con dominio 
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La condición de frontera A;'l/Jn = W Af '1/;n, l ::; j ::; n, es el resultado de la 
interacción del sistema cuántico con su medio ambiente la cual asumiremos 
que está asociada con la acción del operador unitario W. 

Teorema 2.2.3. La cerradura del operador iC en r5(L2 (JR*)) ® 1-t definido 
por Cw = (O, C1 '1/;1 , ... , Cn'l/Jn, ... ) sobre 'D = {'11 E lF: 'l/Ji E Di, j EN} es el 
generador infinitesimal del grupo unitario fuertemente continuo {Ut}tEIR.· 

Por lo tanto C es un operador autoadjunto y 'D es un dominio esencial 
para él. Como lo dijimos antes, para demostrar este teorema trabajaremos 
con el subespacio de n-partículas . 

Proposición 2.2.4. La cerradura del operador iCn = - ¿k=l Oxk + iH con 
dominio Dn es el generador infinitesimal del grupo unitario fuertemente con
tinuo { Ut,n }tEIR. en L2 (JR~) . 

Demostración. Es suficiente demostrar que Dn es un dominio esencial 
para Cn. Debido a un resultado bien conocido acerca de dominios esenciales 
de generadores infinitesimales, ver [4], Corolario 3.1.7, p. 167, es suficiente 
demostrar que 

2. Dn es invariante bajo la acción Ut,n· 

3. Dn C D(Cn), donde D(Cn) es el dominio de Cn. 

Como C0 (JR~; 1-t ) e Dn, por lo tanto Dn es un subespacio denso de 
L2 (JR~; 1-t ) y (1) es cierto. 

Para 'l/Jn E W2,1 (JR~) 0 1-t , la acción de Ut,n para t 2": O esta dada por 

Ut,n'l/Jn(X1, ... , Xn) = e-itHW1'l/Jn(X1 + t, ... , Xn + t), 
donde l = #t, con e= {k E {1 , ... ,n}: Xk E (-t,0)}. El subespacio 
W2,1(JR~)01-t es invariante bajo la acción de Ut,n, por lo tanto para probar (2) 
es suficiente verificar que Wt,n = Ut ,n'l/Jn satisface las condiciones de frontera. 
Para 1 ::; j ::; n tenemos que 

donde A¡ se identifica con A¡®l y hemos usado que e-itH y W conmutan con 
A¡ pues ellos actúan sobre diferentes factores. Cálculos similares se tienen 
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para el caso t < O, por lo tanto '11t ,n satisface las condiciones de frontera en 
Dn. 

Tomando VJn E Dn , y para 1 ::; j ::; n, definimos Qj = IR* x · · · x 
(-t, O) x • • · x IR*, por lo tanto tenemos que ..___, 

j 

+ lm n n ¡!( {Ut,n - J}'l/Jn)(x1, •··, Xn) - (iCn'l/Jn)(x1, ... , Xn)l2dx1 .. . dxn , 
nt. \ Uj=l Qj t 

donde 1 · 1 denota la norma en 7-{. 

La segunda integral tiende a cero cuando t - O pues el operador iCn = 
- ¿ ~=l Oxk + i H con dominio W{1 (IR~) 0 7-í es el generador infinitesimal del 
grupo unitario definido por (½,n'l/Jn)(x1 , ... ,xn) = e-itH'l/Jn(X1 + t , ... ,Xn + t), 
para VJn E L2 (IR~) 0 7-í , continua. . 

Para cada { k1 , · · · , km} C {1 , · · · , n} , 1 ::; m ::; n , definimos la familia de 
subconjuntos ajenos 

Tenemos que R{l , .. , ,n} = nj=l Qj , Y uj=l Qj = u~=l u{kl ,"' ,k,n} R{k1 ,"· ,k,n} · Para 
estimar la primera integral introduciremos las funciones 

donde s{k1 ,"•,km } = {(x1, . .. ,xn): Xk. > o, 1 ::; s::; m}. 
Por lo tanto tenemos que 
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(iCn'l/J )(x1, ... , Xn)l2dx1 ... dxn, 

donde escribimos simplemente ;j; en lugar de ;j;{ki ,·· ,k.,.} . La última integral 
tiende a cero cuando t --+ O debido a que el operador iCn con dominio 
W2 1 (I~.;) ® 1{ es el generador infinitesimal del grupo unitario (½)tElR, en 
L 2 

(~;) ® 1{ definido antes. Dn e D( Cn) y esto finaliza la demostración. O 

Observación 2.2.5. La familia de subconjuntos R{ki ,---,kn } es semejante a la 
idea de las cámaras de Fock definidas por A .M. Chebotarev en {6}. 

DEMOSTRACIÓN DEL TEOREMA 2.2.3. Para demostrar el Teo
rema 2.2.3 es suficiente demostrar que, 

2. 1) es invariante ba jo la acción de Ut. 

3. 1) e D(C) , donde D(C) es el dominio de C. 

Sea\[!= ('l/Jo, 'l/;1, ... , 'l/Jn, ... ) E r s(L2 (~*))®1i, por lo tanto L ~ 1 ll 'l/Ji ll r2(JR{;H) < 
00 y dado un E> o, :lkE EN tal que L ~k.+l ll 'l/Ji llr2(lR{;'H) < ½· Adem ás como 

Di es denso en L2 (~1 , H ), para cada j EN, :lcpi E Di t al que se cumple 

11<pj - 'l/Jj 11r2(JR{;H) < 2(k:+l)" 

Sea <PE= (cpo, ... , 'Pk,, O, ... ) E V , por lo tanto , 

k, 

ll<I>E - w11i•(L2(JR. ))®'H = L ll 'Pi - 'l/;j 11r2 (JR1;H) 
j=O 

Así 1) es denso en r s(L2 (~*)) ® H. 
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Para '11 E V, '11 = ('!/Jo, 'l/J1, ... , 'l/Jn, ... ) donde 'l/Jí E Dí, Vj 2:: 1, '!/Jo E C. 
Tenemos que Ut'l! = ('!/Jo, Ut,1'!/J1 , ... , Ut,n'l/Jn, ... ) y el resultado de la Proposición 
2.2.4 implica que Ut,j'lpj E Dí para cada j 2:: 1, por lo tanto Ut'l! E V para 
cada t E IR y '11 E V. Como {Ut}tEIR deja a V invariante. Nos resta demostrar 
que V e D(C). Sea '11 E V, por lo tanto :lk EN tal que '11 =('!/Jo, .. . , 'l/Jk, O, .. . ) 
con 'lpj E Dí, j = 1, 2, ... , k. Dado E> O, :ltj(E) > O tal que 

Entonces si ltl < min{tj(E)}J=1 , se cumple 

k é 

< L k = é. 
j=l 

Por lo tanto '11 E D ( C). □ 

, 
2.3. Indices de defecto de C 

El problema de la autoadjunticidad de C en el caso en que H es un 
operador simétrico no acotado es mucho más delicado. En [7] A. M. Chebo
tarev estudió condiciones suficientes que aseguran la autoadjunticidad de C, 
la propiedad de isometría del semigrupo asociado y la conservatividad de dos 
semigrupos dinámicos cuánticos canonicamente asociados con C . En esta 
sección expondremos un ejemplo que muestra que en algunos casos el opera
dor C no es autoadjunto y que iC puede no ser el generador de un semigrupo 
fuertemente continuo de isometrías. El siguiente ejemplo fue discutido en un 
contexto diferente en [6], también véase [14] . 

En _el espacio de Hilbert L2(0,oo) consideraremos operadores inducidos por 
la forma diferencial 

r¡u = 
2
\ ((fu)'+ fu'), 

donde f E 0 00 (0 , oo), f > O, f' es acotada y f0
00 dxf(x)- 1 = oo. Notemos 

que las funciones de la forma f(x) = (1 + x)°', O ~ a ~ 1, satisfacen estas 
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condiciones. Denotaremos por H1,0 y H1 los operadores minimal y maximal 
respectivamente, inducidos por T¡. 

El operador maximal H1 inducido por T¡ está definido por 

domH1 = {u E L2 (0,oo): u es absolutamente continua y T¡u E L2 (0 ,oo)} 

y 
H 1u = T¡u , u E domH1. 

El operador minimal, inducido por T¡ se define por 

domH1,o = Cg"(O,oo) y H1,ou = T¡u , 

Notemos que 

u E domH1,o-

dom.H1,0 = {u E domH1 : u(O) = O} , 

véase, para esto [31], Teorema 6.31. 
A continuación se demostrará que H1,0 es un operador simétrico; por lo tanto 
es cerrable y su cerradura H1,0 es también simétrico, además H{0 = H{0 = 
H1. 

Lema 2.3.1. k E R(H1,0 ) ~ k E C0 (0,oo) y Jcf' f( x)-½k(x)dx = O. 

D emostración. Si k = H 1,0u, u E C0 (0, oo) entonces k E C0 (0, oo) y 

pues 

T¡j-½ = ; i((J½)' + ¡(!-½)') = ;/½1-½ J' -½11-!J') 

= ;/½¡-½ j' -½¡-½¡')=O. 

Inversamente, supongamos k E C0 (0, oo) es tal que ¡0= f( x)-½ k(x)dx = O, 
sea [a, ,6] un intervalo compacto que contiene al soporte de k. Sea 
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Obviamente tenemos que u E C 00 (0, oo) y u(x) = O para cada x E (O , a]. 
Para x E [,6, oo) tenemos 

u(x) = if(x)-½ ¡x k(t\ dt = if(x)-½ {
13 

k(t\ dt 
lo f(t)2 la f(t)2 

= if(x)-½ ¡oo k(t)
1 

dt = O. 
lo J(t)2 

Por lo tanto u E C0 (0, oo) y k = r¡u; es decir k E R(H1,0 ). □ 

Proposición 2.3.2. Para H1,0 y H1 los operadores maximal y minimal res
pectivamente, inducidos por la forma diferencial T¡, tenemos: 
{i) H1,o es un operador simétrico, 
{ii) H~ ,o = Hto = H1. 

Demostración. (i) Sean u, v E domH1,0 

[
00 u(x)* 

(u, H1,ov) = lo ~{(fv)'(x) + f(x)v'(x)}dx 

¡00 u'(x )* 1 
= u(x)* f(x)v(x)/': - lo 2i f(x)v(x)dx + 

2
i u(x)* f(x)v(x)/': 

-;i fo00 

(fu)'(x)*v(x)dx = fo00 

{ ;i [(Ju)'+ fu'](x)} *v(x )dx 

= (r¡u, v) = (H1,ou, v). 

(ii) Sean u E domH1 , v E domH1,0 y [a, ,6] un intervalo compacto que contiene 
al soporte de v . Integrando por partes tenemos 

(H1u,v) = fo
00

(r¡u)(x)*v(x)dx = J:(r¡u) (x)*v(x)dx 

= f
00 

u(x)*(r¡v)(x)dx = (u, H1 ov), lo , 
por lo tanto H1 y H1,0 son adjuntos formales uno del otro. Ahora probaremos 
la inclusión Hi,o e H1. 
Sea u E Hi,o y w una función absolutamente continua en (O, oo) tal que 
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Tal función w existe: como (r¡w)(x) = ½[f'(x)w(x) + 2f(x)w'(x)] la igualdad 
de la ecuación anterior se tiene si y sólo si 

2f(x)w'(x) + J'(x)w(x) = 2i(Ht0u)(x) , 

o equivalentemente 

Esta ecuación diferencial lineal tiene por solución 

y esta función es absolutamente continua. 
Por integración por partes , para cada v E domH1,0 obtenemos 

(u, H1,ov) = (H¡,0u, v) = 1: (H;,0u)(x)*v(x)dx 

= 1: w(x)*(r¡v)(x)dx = 1o= w(x)*(H1,0v)(x)dx. 

Entonces para cada k E R(H1,0 ) tenemos 

F(k) = 1o= ( u(x) - w(x))* k(x )dx = O 

por lo tanto el núcleo del funcional F 

k---+ 1o= (u(x) - w(x))*k(x)dx 

contiene a R(H1,0 ). El Lema 2.3.1 implica que R(H1,0 ) = Ker(F0 ) donde F0 

es el funcional F0 : C0 (O , oo) ---+ C definido por 

Fo(k) = ¡= k(t) 
1 
dt. 

lo J(t) -2 
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Así por el Teorema 4.1 , página 53 de [31], existe un número eo E (C tal que 
F = eoF0 . Por lo tanto 

r= 1 l o (u(x) - w(x) - cof(x)- 2 )*k(x)dx = O para cada k E Cg"(O,oo). 

Ahora, para cada subintervalo compacto [a, ,B] tenemos que 

y 

luego, de esto tenemos que ( u - w - eoJ-½) 1 (a,.B] = O. Como esto se tiene para 
cada subintervalo compacto [a, ,B], de aquí se sigue que 

1 
u(x) = w(x) + eof(xt 2 c.t.p. en (O, oo) . 

Por lo tanto u es absolutamente continua y T¡u = T¡W = Ht 0u E L2(0, oo), 
como u E L2(0, oo), esto prueba que u E domH1, así H;,0 e H1. □ 

Consideremos ahora las ecuaciones 

Ht0u = ±iu, u E domH;,0 . 

Las soluciones de estas ecuaciones son respectivamente, 

y 

c1 , c2 no nulas. 

Notemos que roo 2J.x d-r llu+ll2 = Ci l o dxf(x) - 1e- 0 ITil < oo, 

pues f0
00 

f~~) = oo , por lo tanto u+ E L2(0, oo). De manera similar podemos 
demostrar que u_ tf. L2 (O , oo). Esto demuestra que los índices de defecto del 
operador simétrico H1,o son n+(fI1,0 ) = 1 y n_(fI1,0 ) = O. 

Siendo fI1,0 un operador simétrico maximal, entonces ifI;,0 = iH1 es el 
generador de un semigrupo fuertemente continuo de contracciones. A conti
nuación daremos una demostración. 
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Teorema 2.3.3. El operador iHi,o = iH1 satisface las hipótesis del Teorema 
de Lumer-Phillips 1.2.3, entonces genera un semigrupo fuertemente continuo 
de contracciones {Uth~o-

Demostración. Por el Teorema de von Neumann tenemos que 

domH1 = domfI1,o EB N+ EB N_ 

y 

donde 

son los subespacios de defecto de fI1,0 . 

Pero ya hemos demostrado que N _ = {O} , por lo tanto 

domH1 = domfI1,o EB N+ 

y 
H1(w + v+) = H 1,ow + iv+, w E domfI1,o, V+ EN+. 

Entonces para u E domH1, u= w + V+, w E domfI1,0 , V+ EN+ tenemos 
que 

por lo tanto 
R e(iH1 u , u) = -llv+ 11

2 ~ O. 

Esto prueba que iH1 es disipativo. 
Sea 8(iH 1) = { (iH1u, u) : u E domH1, llull = 1} el rango numérico de 

iH1, entonces tenemos para .>..0 > O 

pues Re(iH1u, u) ~ O, u E domH1. De esto 

ó < l(iH1u , u) - .>..ol = l((iH1 - .>..oI)u ,u)I ~ 
< ll(iH1-.>..oI)ull, 
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para cada u E domH1, llull = l. Por lo tanto el operador (iH1 - >..01)-1 

existe, es acotado y cerrado sobre R (iH1 ->..01), pues (iH1 - >..0 I) es cerrado. 
Entonces R (iH1 - >..0 ) es cerrado y por lo tanto 

R(iH1 - >..ol) = H , 

pues R(iH1 - >..0 I)J_ e R (iH1,o - >..0Il = {O} para cada >..0 > O. □ 

Ahora por el Corolario 10.6 en [29], pg. 41. tenemos que el adjunto 
-iHi = -iff 1,0 es el generador del semigrupo adjunto Ut. Pero, como se 
probará enseguida, el operador ifI1,0 no satisface las condiciones necesarias 
y suficientes del Teorema de Lumer-Phillips 1.2.3 [23], [29] y por lo tanto no 
es el generador de un semigrupo fuertemente continuo de contracciones. 

Corolario 2.3.4. El rango R(I - iH1,0 ) no es denso en L2 (0, oo). Por lo 
tanto iff 1,0 no es el generador de un semigrupo fuertem ente continuo de 
contracciones. 

Demostración. Es suficiente observar que 

R(I - iH1,o)J_ = R(-i - fI1 ,o)J_ = N(i - H1) = N+ = span{ u+} . □ 

Se sigue del Corolario 10.6 en [29] que tampoco -ifli,o = -iH1 genera 
un semigrupo fuertemente continuo de contracciones. 

Ahora usaremos el siguiente teorema probado en [6], Proposición 12.2.2, 
pg. 254. 

Teorema 2.3.5. Supongamos que H = I ® H0 , donde H0 es un operador 
cerrado, simétrico y densamente definido que actúa en 1-{ y conmuta con el 
operador unitario W. Entonces los índices de defecto de 

n 

Cn i/Jn = ( i L Oxk + H)i/Jn i/Jn E Dn ® domHo , 
k=l 

coinciden con los índices de defecto de H0 . 

Como una consecuencia tenemos que el operador C = iox ® I + I ® ff 1 0 , 
con dominio D ® domH0 , es un operador simétrico con índices de defecto 
iguales a los de H1,0 , i.e. , n_ = O and n+ = 1, por lo tanto este no tiene 
extensiones autoadjuntas. De manera similar como en el Corolario 2.3.4 an
terior, podemos probar que iC no satisface las hipótesis del Teorema de 
Lumer-Phillips 1.2.3, por lo tanto éste no es el generador de un semigrupo 
fuertemente continuo de contracciones. 
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2.4. Condición suficiente para que iC sea gene
rador 

Dado un operador simétrico y cerrado C surge de manera natural la 
pregunta de cuándo es iC la restricción de un generador de un semigrupo 
fuertemente continuo de isometrías. En esta sección damos una respuesta a 
esta pregunta usando los índices de defecto de C. 

Proposición 2 .4.1. Sea C un operador simétrico y cerrado en un espacio 
de Hilbert 1i con índices de defecto finitos ( n+, n_). 

(i) Si n+ ~ n_ entonces el operador iC es la restricción de un generador de 
un semigrupo fuertemente continuo de isometrías en 1-i. 
(ii) Si n+ > n_ entonces iC no es la restricción de un generador de un 
semigrupo fuertemente continuo de isometrías en 1i. 

D emostración. (i) Si O = n+ ~ n_, entonces C es simétrico maximal, 
o autoadjunto si n_ = O, para la referencia ver [31], Teorema 8.14. Por 
lo tanto los argumentos en el Teorema 2.3.3 prueban que -iC* genera un 
semigrupo fuertemente continuo de contracciones en 1-i. El semigrupo adjunto 
(Ut = Wt)t>o es generado por iC; como n+ =Oeste semigrupo (Ut)t>o es de 
isometrías. Si C es autoadjunto , iC genera un grupo unitario. -

Si O < n+ ~ n_, entonces el subespacio de defecto N + de C es isometrica
mente isomorfo con un subespacio F_ de N_, denotaremos por V la isometría 
V: N+---+ F_ . Por el Teorema de von Neumann, existe asociada con V una 
extensión cerrada y simétrica Cv de C definida como 

domCv =dome+ {v + Vv: V EN+} 

y 
Cv(u + v + Vv) =Cu+ iv - iVv = C(u + v + Vv) 

para u E domC y v EN+· Como 

R(-i - Cv) = R(-i - C) tB N+ = R(-i - C) tB R(-i - C)J_ = 1i 

tenemos que n+ ( Cv) = O, por lo tanto estamos en el caso O = n+ ( Cv) < 
n_ ( Cv). Así podemos proceder como antes para probar que iCv genera un 
semigrupo fuertemente continuo de isometrías en 1-i , y por lo tanto iC es 
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la restricción de un generador de un sem1grupo fuertemente continuo de 
isometrías en 'H . 

(ii) Si n+ > n_, entonces existe una isometría V' del subespacio de defecto 
N_ de C sobre un subespacio propio de N+, y asociado con V' existe una 
extensión simétrica maximal Cv, de C. El semigrupo de contracciones gene
rado por el operador disipativo iCi,, no es un semigrupo de isometrías puesto 
que n+(Cv,) > O, ver Ejemplo 4.2 en [16] y Corolario 4.1 en [14]. □ 



Capítulo 3 

Coeficientes no acotados y 
multiplicidad arbitraria 

3.1. Introducción 

El estudio del generador infinitesimal de la solución de una Ecuación 
Diferencial Estocástica Cuántica fue iniciado por A.M. Chebotarev [6] en el 
caso de multiplicidad uno y con coeficientes no acotados pero conmutativos. 
En su trabajo A.M. Chebotarev obtuvo la expresión diferencial formal que 
define a este generador y la condición de frontera que deben satisfacer los ele
mentos de su dominio. Posteriormente M. Gregoratti [19] abordó el problema 
demostrando que este operador es esencialmente autoadjunto, en el caso en 
que la multiplicidad es arbitraria pero los coeficientes de la ecuación son 
operadores acotados no necesariamente conmutativos. Más recientemente A. 
M. Chebotarev [7] extendió algunos de sus resultados eliminando la restrición 
de que los coeficientes de la ecuación conmuten entre sí, pero manteniendo 
la condición de multiplicidad uno. 

En este capítulo seguiremos las ideas de estos dos autores para tratar el 
caso de coeficientes no acotados no necesariamente conmutativos y multipli
cidad arbitraria. 
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3.2. Resultados preliminares 

En lo que sigue cada espacio de Hilbert será un espacio complejo y sepa
rable. Dados dos espacios de Hilbert 1-f , ( y una base ortonormal {zj}jEJ de 
( , consideraremos el espacio de Fock simétrico 

00 

r'H = EB L2 (R;, ( ®~ ® 1t), 
n=O 

donde ( ®~ denota el producto tensorial simétrico de ( consigo mismo y 
L2 (R~, ( ®~ ® 1-f) denota el espacio de funciones simétricas. De manera análo
ga, el símbolo W2,1 (R~, ( ®~ ® 1-f), denotará el espacio de Sobolev de funciones 
simétricas. 

Llamaremos a ( espacio de multiplicidad y su dimensión 1 ~ !JI ~ oo 
será la multiplicidad. 

El producto interno para <I> y w en r'H se define mediante la relación 

consecuentemente 

La siguiente hipótesis será crucial en el desarrollo del presente capítulo. 

H ipótesis H-1: Existe un espacio de Hilbert K, densa y continuamente 
inmerso en 1t; K, se puede tomar como K, = domA ½ , donde A 2:: I es un 
operador autoadjunto y tenemos que 

\l<I>, w E K, 

Entonces para cada k E K,, 

pues A 2:: J . 

En este capítulo también consideraremos al espacio de Fock simétrico r K 

construido con K, en lugar de 1-f . Los siguientes resultados son consecuencia 
inmediata de la Hipótesis H-1. 
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Proposición 3.2.1. {i) ( ® K, está densa y continuamente inmerso en 
(® 1t. 

{ii) Entre los siguientes espacios de operadores acotados se tiene la con
tención 

B (K,, ( ® K,) e B (K,, ( ® 7t) 

y para cada FE B(K,, ( @K,) se cumple que IIFIIB(K,(®1-i) :S IIFIIB(K,(®K), 
en particular, la inclusión es continua. 

{iii) Para cada n 2 1, se tiene que 

y la inclusión es continua. 

{iv) Se tiene que rK e rH y la inclusión es continua. 

Demostración. 

(i) Para tensores simples tenemos que 

Esta desigualdad se extiende por linealidad y continuidad a todo ele
mento en ( @K,. La densidad de ( @ K, en ( @1t se sigue de la densidad 
de K, en 1t. 

(ii) Para cada FE B(K, , ( ® K,) y k E K, tenemos que 

de manera que Fk E ( ® 1t y 

(iii) Los incisos anteriores implican que para cada n 2 O, y t E IR se tiene 
que u(t) E(®': @K, e(®': 0 1t y 

1-: llu(t)ll~®~®Hdt :S 1-: llu(t)ll~®~®Kdt = llull~2(IR.,(®~®K)' 

Esto demuestra (iii) . 
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(iv) Es consecuencia inmediata de (iii) y la definición de r'J-l. 

□ 

En este capítulo consideraremos la Ecuación Diferencial Estocástica Cuánti
ca (H udson-Parthasarathy) 

{ 

dV(t) = u::k,jEJ(wk,j - Ók,j )dAk,j(t) - ¿k,jEJ L r,wk,jdAj(t) 
+ ¿k,jEJ LjdA}(t) - (iH + ½ ¿jEJ L ;Lj)dt} V(t), 
V(O) = I , 

donde dAk,j(t), dAj(t) , dA}(t) son las diferenciales estocásticas básicas en el 
espacio de Fock simétrico r'H. H , Lj , Wk,j son operadores en 1-i , llamados 
operadores del sistema y satisfacen la siguiente hipótesis: 

Hipótesis H- 2: 

■ Lj, L; E B(K. , 1-i) para cada j E J. También supondremos que LjK, e 
domL; para cada j 2'. 1 y que ¿j L;Lj E B(K. , 1-i). 

■ Wk ,j E B(ri) para cada k , j E J , y W = ¿k,j lzk)(zj l® Wk,j E U(( ® ri) . 

■ H : K, -t 1-t es un operador acotado como operador de K, en 1-t y 
autoadjunto como operador en 1-t . 

De acuerdo con resultados generales del Cálculo Estocástico Cuántico, 
ver por ejemplo el Teorema 27.8 en [28], la solución V(t) de esta ecuación es 
un proceso adaptado fuertemente continuo y unitario si los operadores del 
sistema son acotados y satisfacen las condiciones en la Hipótesis H-2. Este 
proceso tiene asociado un grupo unitario {Ut}tEIR que se define de la misma 
manera que en el capítulo anterior. 

Nuestro propósito principal en este capítulo es estudiar al generador in
finitesimal -iC del grupo unitario {Ut}tEIR, en el caso cuando los operadores 
del sistema son no acotados, no necesariamente conmutativos y la multipli
cidad es arbitraria. Para esto partiremos de la expresión y la condición de 
frontera obtenidas por A. M. Chebotarev en [6], [7]. El estudio de la solución 
de una EDEC con coeficientes no acotados ha sido realizado por ejemplo por 
F. Fagnola en el contexto del Cálculo Estocástico Cuántico, véase [10]. N ues
tro enfoque para el estudio del operador C es diferente, se puede considerar 
dentro del contexto de la teoría de operadores. 
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Las Hipótesis H-1 y H-2, junto con algunas otras hipótesis, se usaron 
en [15] y [13] para estudiar condiciones suficientes para la conservatividad 
del semigrupo minimal construido a partir de un generador de Lindblad con 
parte completamente positiva dada por la sucesión de operadores (Lí)í "?. l· 

3.3. Vectores pseudo-exponenciales 

Siguiendo las ideas de A.M. Chebotarev [6], [7] y M. Gregoratti [19], en 
esta sección construiremos una nueva clase de vectores pseudo-exponenciales 
en r,i. 

D efinición 3 .3.1. Las coordenadas de nuestros vectores pseudo- exponenciales 
se defin en de la siguiente manera: para cada F E B(JC , L2 (JR*, (@ JC) ), h E JC 
y p = (r1, · · · ,rn) E JR~ tales que rn > · · · > r1, defínase 

n=O 
si, n ~ 1, 

donde Sn es la proyección ortogonal sobre el producto tensorial simétrico ( ®~ . 
En el caso en que las entradas de la n-ada (r1 , · · · , rn) E JR~ no cumplan 

con el orden anterior se define 

donde O" es la única permutación de {1, · · · , n} tal que r a(n) > · · · > r a(l) · 

En esta definición: 

Y para cp E ( ®k @ JC , k ~ 1, se define 

(I®k @ F(r)) cp = lím(I®k @ F(r)) cpn, 
n 

con ( 'Pn)n"?.l una sucesión de combinaciones lineales finitas de tensores simples 
que converge a cp. 
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Lema 3.3.2. El espacio de Hilbert ( ®L 2 (IR* , ( ®<n-i) ®K) es isometricamente 
isomorfo con el espacio de Hilbert L 2(IR*, ( ®n ® K). 

Demostración. Para cada c.p E ( ® L 2(IR*, ( ®<n- i) ® K) , la función rp 
definida mediante la aplicación t ---t rp(t) es medible de IR* en ( ®n ® K. 

Si c.p = z ® '1/; entonces tenemos que 

llc.pll~®L2(IR. ,(®(n- 1) ®K) = 11 Z 112 ll 'I/; 11~2(IR. ,(®(n- 1) ®K) 

= ¡_: ll z ® 'l/; (t)112®n®Kdt = ll 0ll12cIR. ,(®n®K)· 

Si ( c.pn)n>l es una sucesión de combinaciones lineales finitas de tensores 
simples y <pn----t <p en ( ®L 2 (IR* , ( ®(n- l) ®K) , entonces 'Pn ---t rp en L 2 (IR* , ( ®n@ 
K) y se tiene que 

ll c.pl l(®L2(IR.,(®(n- l)®K) = lí,;,11 ll c.pn ll(®L2(IR. ,(®(n- l)®K) 

= lí,;,11 ll 'Pn llL2(1R.,(®n®K) = ll ,:P II L2(IR. ,(®n®K) 

Esto demuestra el lema. □ 

Proposición 3.3.3. Sea F como en la definición anterior, entonces tenemos 
que '1tn(F) E B(K,L 2 (IR~, ( ®n®K)) para cadan ~O.Consecuentemente para 
cada h E K , '1! ( F) h : = { '1! n ( F) h} ~ =O es un vector en el espacio de Fock r K. 

Demostración. Nótese que para h E K tenemos que 

y usando el Lema 3.3.2 obtenemos que 

ll(J ® F)( z ® h)ll2@L2(IR. ,(®K) = ¡_: ll(J ® F(r))( z ® h)ll(®2®Kdr 

= ll z ll2 IIFhll i 2cIR. ,(®K) ~ IIFllicKP(IR. ,(®K)) ll z ® hll2@K· 

De manera análoga se demuestra que 
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1-: ll( I®(n- I) ® F(r))(z1 ® · · · ® Zn-1 ® h)lk@"©Kdr 

:S l!Fll~(K;L2(R.,(©K)) llz1 18) . .. 18) Zn-1 18) hll~®(n- l)@K" 
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Ahora, para una sucesión ( 1Pm)m~l de combinaciones lineales finitas de 

tensores simples tal que límm IPm = <p E ( ®(n- iJ ® /C, usando el Lema de 
Fatou obtenemos que 

1-: ll(I®(n-l) ® F(r))ipll~®"©Kdr = 1-: 1~ ll(I®(n- l) ® F(r))1Pmll~®"©Kdr 

:S lím infm 1-: 11 (I®(n- i) ® F(r))1Pmll~®"©Kdr 

:S lím infml!Fll~cx:;L2(1R.,(©K)) ll1Pmll~@(n- l) ©K = IIFll~(K;L2(1R.,(©K)) ll1Pll~®(n- l)©Kº 

Usando esta última desigualdad obtenemos que 

k, ... ll(iirn(F)h)(r1 , · ·· ,rn)ll~®"©Kdr7 :S l!Fll~(K,L2(JR.,(©K)) · llh llt . 
Esto demuestra la proposición. 

P ara cada colección {LjtEJ e B(JC , H ) y cada h E /C definimos 

Lh = L Zj ® Lj h E ( ® 1{ 
jEJ 

□ 

y la acción de este operador se puede extender a r x: definiendo para u E r x:, 

De manera análoga, para cada j ~ 1, la acción del operador Lj se puede 
extender a todo r x: definiendo 

Y asociado con la familia { Lj LEJ se puede definir el operador L : r x: -
( ® r 1-1. mediante la relación 

Lu = ¿ zj ® Lju. 
j 
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La siguiente hipótesis es crucial en el desarrollo del presente trabajo: 

Hipótesis H-3: Para cada colección {Lj }jEJ e B(K , ri ) se tiene, 

I:: 1 ILj l 11(X::,7-l) < OO. 
jEJ 

Lema 3.3.4. Si se cumple la Hipótesis H- 3, entonces para cada u E r x:: se 
tiene que Lu = Lu. 

Demostración. El subconjunto 

1 < i < k r1 + · · · + rn = n k = 1 · · · n} - - ' ' ' ' , 
es una base ortonormal de ( ®~, ver por ejemplo la Proposición 17.3 en [28]. 
Por comodidad, denotaremos simplemente por Zj1 0s · · · 0s Zjn a los elementos 
de esta base ortonormal de ( ®~ . 

Sea (hk)k~ 1 una base ortonormal de K y definamos 

Un(r1 , .. . ' rn) = L Ü'.j¡ ,·· ,jn,k(r1, ... ' rn) Zj¡ 0s . . . 0s Zjn 0 hk , 
j¡,·· ,jn,k 

donde O'.j1 ,. . . ,jn,k son escalares; así tenemos que 

(I®n 0 L)un = L L O'.j¡, ·· ,jn ,k( r1 , · · · , rn) Zj¡ 0s · 0s Zjn 0 s Zj 0 Ljhk 
j j¡ ,·· ,jn,k 

L Zj0 L Ü'.j¡ , ·· ,jn ,k(r1 , ... 'rn)Zj¡ 0s ·. ·0 sZjn 0 L jhk = L Zj0 (I®n 0 Lj ) un. 
j j1 , ·· ,jn,k j 

Ahora bien, tenemos la estimación 

11 (I®n 0 L j) Zj1 0, · · · , 0Zjn 0 hll~®n®7-l = ll zj¡ 0 , · · · , 0Zjn ll ~@n IILjhlli 

~ IILj 111(X::,7-l) ll zj¡ 0 , ... '0Zjn 0 hll~®n®X::> 

que se puede extender por linealidad y continuidad a todo elemento de ( ®n 0 
K. Entonces (I®n 0 L j) es un operador acotado de ( ®n 0 K en ( ®n 0 ri. 
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Además calculando se obtiene que 

(¿ Zj 0 (I®n 0 Lj)Un, L Zk 0 (J®n 0 Lk)un) (®(n+1)®1i 
j k 

j,k j,k 

:s L IILJ1cx:,1t)llunll~®n®K" 
jEJ 

Por lo tanto, el operador I:j Zj0(I®n ®Lj) es acotado de ( ®n 0 K en (®<n+i) 0 H 
si I:iEJ IILi 111cx:,1t) < oo . Consecuentemente por linealidad y continuidad 
obtenemos que 

para cada u E rx:. □ 

De manera similar, cada elemento de la familia de operadores adjuntos 
{L;L EJ se puede definir sobre rx: de la siguiente manera: para u E rx: , 
L;u = (U®n 0 L;)unt>o' Y obtenemos el operador L* : ( 0 r1i -t rx: que 

para z E ( y h E K, actifa mediante la relación 

L*(z 0 u)= ¿ (zj, z)(L;u. 
j 

Nótese que para cada u E rx: tenemos que 

j j,k j 

Proposición 3.3.5. Supóngase que la Hipótesis H- 3 se cumple, entonces 

(a) El operador L: rx: - ( 0 f1t es acotado y 

l 

IILII :s ( L 11Ljll1cx:,1t))2 • 
jEJ 
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(b) El operador L * : ( ® r 7-l --t r K, es acotado y 

( c) L * L es un operador acotado de r K en r K. 

D emostración . Por el lema anterior tenemos que ( I®n ® Li) es un operador 
acotado de ( ®n ® K, en ( ®n ® 1i y además 

ll(J®n@ Lj)ll1((®n©K,(®n©'H) S L 11Ljll1(K,'J-l) < OO. 
j 

Ahora, calculando obtenemos que 

IILull2@rH = (¿ Zj ® Lju, ¿ zk ® Lku)(®rH = ¿ (zj, zk)c(Lju, Lku)r'H 
j k j,k 

= L IILjull~'H = L L i n ll(J®n ® Lj)un(t1, · · · , tn)ll2®n©'Hdt 
j j n ~ . 

S y IILjlli(K;'H)IJ ~ k.'; llun(t1 , · · · , tn) ll 2®n©Kdt 

S L IILílli(K,7-l)llullt-
j EJ 

Esto demuestra (a). 
Tenemos la estimación 

IIL*(z ® u) lk@r'H s I: 1 (zj, z)kllLjullr'H 
j 

1 1 1 

S ( L 1 (zj, z)l2)2 ( L IILjull 2
) 

2 
S ( L IILj lli(K,'H)) 2 ll z ® ulk@rx: 

j j j 

que se extiende por linealidad y continuidad a todo ( ® r'J-l. Esto demuestra 
(b). 

Finalmente (c) es consecuencia de (a) y (b). □ 

Con cada función v E L2 (R*, (), podemos asociar el operador 
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definido mediante la relación 

V(r)h := v(r) ® h, 

para cada h E X:. 
El correspondiente vector pseudo-exponencial \ll(V)h se obtiene de la 

siguiente manera. Para r 1 < · · · < r n tenemos que , 

1 ©n ( ) ) 1 ©n = q(Sn ® I)(I ® V(rn)) ···V r2 ®s v(r1 ® h = qv • (r1, · · · , rn)h , 
yn! vn! 

entonces 

\ll(V)h = \ll(v) ® h E r.~:, 
donde w(v) 
función v . 

(v®~ )n>o es el vector exponencial simétrico asociado con la 

3.4. El operador C 

El objeto principal en este capítulo será el operador C, considerado por 
primera vez por A. M. Chebotarev en el caso de multiplicidad IJI = 1 véase 
[6], [7]. La regla de correspondencia de C es 

Cw = i(v' + G* - L*a_)w, (A) 

y los elementos de su dominio, que precisaremos más adelante, satisfacen la 
condición de frontera 

( a_ - w ª+ - L) w = o. 

El operador G está definido por G = ½L* L+iH, donde H : domH e X:--+ 
H con X: e domG y H E B(X: , H). Por lo tanto, G* = ½L* L- iH . La acción 
de H se puede extender como operador acotado de r JC en r 1í definiendo 
Hu= ((I®n ® H )un) para u E rJC. 

n ~ O 
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Consideraremos el siguiente subespacio D e D('v), donde D('v) denota 
el dominio máximo del operador 'v : 

D = {U= (un)n2:1 E rrl: Un E W2,1(1R~, ( ®:@ 1i) Y 

llul l5cv) = L llunll~2,1(R:',(®~®1-l) < 00 } , 
n 

con ll unll~2.1(R:' ,C®~®rl) = llunll~2(R.,(®~®rl) + 11I:1=181unll~2(R.,(®~®rl)" 
D('v) es el subespacio de rrl definido por 

D( 'v) = {u= (un)n2:1 E rrl: Un E H E(JR~,(®: ® 1i) y 

llul l5cv) = L llunll~2,1(R:',(®~®1-l) < 00 }, 
n 

con 

n 

H E(JR~ , ( ®:@ 1i) = { U E L 2(1R~ , ( ®:@ 1i) : L O¡U E L 2(1R~, ( ®:@ 1i) }. 
l=l 

Notemos que para los elementos en este último subespacio, se pide solamente 
que la derivada direccional de u en la dirección de e1 +· ·· + en, con (en)n2:l 
la base canónica en JRn exista y sea cuadrado integrable. Por esta razón D es 
un subespacio propio de D('v). 

Las componentes conexas de JR~ se denotarán por Qm, m = 1, · • • , 2n. De 
acuerdo con la notación de A.M. Chebotarev, cada uno de estos subconjuntos 
se llamará cámara den-partículas y su frontera se denotará por 8Qm. 

Si v E W2,1(1R~, ( ®: ® 1i), su traza A[v = v l{ri=r} es una función en el 
espacio L 2 (JR~ n- l ), ( ®: ® 1i) para cada r E {o-, o+ } . Este hecho no necesa
riamente se cumple para los elementos de H E (JR~ , ( ®: ®1i), véase por ejemplo 
el artículo de Gregoratti [20] . Mediante el símbolo vlaQ.,. denotaremos la traza 
de v en la frontera 8Qm , que puede expresarse en términos de n trazas del 
tipo vl{ri=O±}-

Para s E {o- , o+} consideraremos los sub espacios de r 'H definidos por 

y escribiremos N0±(D) = N0- (D) n N 0+(D). 
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Para cada u E Ns (D) y s E {o-, o+}, definimos el operador a( s) mediante 
la relación 

Puesto que la función Un es simétrica, en la definición de a( s) se puede tomar 
cualquier A¡, 1 :S l :S n. Escribiremos simplementeª± en lugar de a(O±). 

Nótese que los valores del operador a ( s) se encuentran en el espacio 

y L * ( ® r 1í --+ r x:: , entonces L * a_ está bien definido en No± (D) n r x::. 
Además, por la Hipótesis H-1 , G* está bien definido en f x::, entonces la ex
presión formal del operador C está bien definida sobre N0± (D)nrx::. Los opera
dores que aparecen en la condición de frontera también están bien definidos 
en N0±(D) n rx::, pero la identidad correspondiente se cumple en ( ® rrí. 
Nótese que el operador W E U(( ® 7-i ) se extiende a U(( ® rrí) definiendo 

Wu = (w(z ® un)) ' para z ® Un E ( 0 L2 (1R~, ( ®~ 0 7-i ). 
n>O 

Desafortunadamente, como observó el mismo A. M. Chebotarev, los vec-
tores exponenciales de la forma '1F(V)h = '1/J ( v) ® h con h E K, y v en un 
subespacio denso de L2 (1R*, () no satisfacen la condición de frontera y, por 
lo tanto no pertenecen al dominio de C, pues en la primera componente se 
tiene que 

y 

a_'111(V)h = v(o-) ® h, 

Wa+ '111(V)h = L (zk, v(o+))( Zj Q9 wj,kh 
j,kEJ 

Lh = ¿ Zj ® Ljh para v continua. 
jEJ 

Entonces el vector '1F(O)h satisface la condición de frontera 

(a_ - Wa+ - L)'1F(O)h = O 

si y sólo si L,jEJ Zj ® Ljh = O. Esta es una condición demasiado restrictiva, 
pues en el caso !JI = 1 es equivalente con la condición h E Ker( L). 



54 Coeficientes no acotados y multiplicidad arbitraria 

Por esta razón es necesario considerar una clase más amplia de vectores 
pseudo-exponenciales. 

Consideremos la clase de funciones de la forma 

donde 1: > O y para h E K,, V(r)h = v(r) ®h; v E S e W2,1 (1R*, (), S denso en 
L2 (1R*, () , ~ E C0 (1R), ~(O)= 1 y l~(r) I ~ 1 Yr E lR; para c E(, ch= c ® h. 

En la siguiente Proposición demostraremos que Ve E B(K, , L2 (1R*, ( ®K)), 
entonces por la Proposición 3.3.3 tendremos que el correspondiente vector 
exponencial w(ve)h E rK para cada h E K,. Más adelante en la Proposición 
3.4.2 demostraremos que 

y 
n 

'vw(ve)h = (¿ Ok'Pn(ve)h)n?.O E r'H, 
k=l 

para cada h E K,. Y en la Proposición 3.4.3 demostraremos que este subcon
junto de vectores exponenciales es denso en rK. 

Proposición 3.4.1. Para cada 1: > O, 

Ve E B(K, , L2 (JR*, ( ® K,)). 

Consecuentemente w(ve)h E r>::. 

Demostración. Para cada h E K, te°:emos que 
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+4 ¡_: llv(r)lkllhlkll(o,oo) lll(I @e_~r )W*(cJ - L)hlk@Kdr 

+ ¡_: 1~(~)1211cll~llhllidr + ¡_: III(o ,oo)(r)(I @e-A~)W*(cl - L)hll~®Kdr + O 

Hemos aplicado la desigualdad de Schwarz y usado el hecho que J~00 1~( ~)12dr = 
Ell~ll i2(IR)' 

De acuerdo con nuestras hipótesis, el lado derecho de la última desigual
dad será finito si III(o,oo)( -)(I @e-A(¿))W*(cJ - L)hllL2(IR. ,(®K) < oo. Estime
mos esta norma: 

III(o,oo)(·) (I@e-A(¿) )W*(cI-L)hlli2(IR.,(®K) = fo00 

ll e-~(I®A)W*(cl-, L)hll ~@Kdr 

= fo00 

(W*(cl - L)h , (I ® A)e-~(I®A)W*(cl - L )h)(®'Hdr 

= fo00 

dr ¡00 

µ(dx)xe-~x. 

Donde µ(dx) es la medida espectral del operador autoadjunto I @A aso
ciada con el vector W *(cl - L)h E ( @ 1-{_ Calculando esta última integral 
obtenemos que 

loo J,oo 2r E J,oo E -dr µ(dx)xe-•x = - µ(dx) = -IIW*(cl - L)hll ~®'H < oo 
o 1 2 1 2 
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pues como consecuencia de nuestra Hipótesis H-3, LE B(JC , ( 0 H). 
De lo anterior obtenemos que 

donde 

Esto termina la demostración. □ 

Hipótesis H-4: (I 0 A)½W*(cJ - L) E B(JC , ( ® H). 

Proposición 3.4.2. Si se cumple la Hipótesis H-4 , entonces para cada E> O 

(i) '11n(ve )h E W2,1(IR:, B(JC , ( ®n &) H)) , 

(ii) 'l/Jn ( ve) h E W2,1 (IR: , ( ®~ 0 H) para cada n ~ O y además 
'v\JJ(ve )h := o=~=l Ok\Jfn(ve )h)n~O E r')-{. 

Consecuentemente, \JI( ve)h E D. 

Demostración. (i) Para h E JC; sabemos por el cálculo funcional que 
(I ® A)e-t(l®A) = I ® Ae-t\ luego 

¡_: ll(I 0 Ae-tA)I(o,oo) (t)W*(cI - L)hll2@'Hdt 

= ¡_: ((I®Ae-tA) I(o,oo) (t)W*(cI-L )h, (I®Ae-tA )I(o,oo) (t)W*(cI-L )h)(®'Hdt 

= j 00 

dt r00 

µ(dx)x 2e-2tx I (o,oo) (t) = r00 

µ(dx )x2 j 00 

e-2tx I(o,oo) (t)dt 
-00 11 11 -oo 

= r00 

µ(dx)x 2 r00 

e-2tx dt = r00 

µ(dx )x2
( ~) = ~ r00 

xµ(dx), 
11 lo 11 2x 2 11 

donde µ( dx ) es la medida espectral del operador autoadjunto I 0 A asociada 
al vector W *(cI - L)h E ( 0 H. Ahora, 

1 /,00 1 - -- xµ(dx) = -(W*(cI - L)h, (I 0 A)W*(cI - L)h)(®K 
2 1 2 
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pues por hipótesis se tiene que (I ® A)½W*(cl - L) E B(JC , ( ® H). 
De manera similar se obtiene la estimación 

Calculando se tiene que 

+}((~){cl(-oo,o)(r) + I (o ,oo) (r)(I ® e -~r)W*(cl - L) - V(r)} , 

entonces para h E K, tenemos que 

57 

Elevando al cuadrado, aplicando la desigualdad de Schwarz en varios 
sumandos y usando la desigualdad llhllH ~ llhllx:, obtenemos la estimación 

donde 
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- 1 

+;-11w*(cl - L)ll1(K,(®rl) + c 2ll v ll i2(lR. ,() 

+4E-1 ll v'II L2(IR.,() 11 (I ®A) ½w *(cl - L) 111(K,(®H) +2E½ ll cll ( ll v'II L2(IR. ,() ll(II L2(IR.) 

- 1 -
+ IIW*(cl - L)IIB(K,(®H)ll (I 0 A)2 W*(cl - L )IIB(K,(®rl) 

+E-2ll vllL2(IR.,() ll(I 0 A) ½W*(cl - L) IIB(K,(®rl) 

+E-2 ll clk([ : 1( ( ~ )l4dr)½ llv ll L2(IR.,() + t é-¾ ll v ll L2(IR.,() IIW*(cl - L ) IIB(K,(®H)· 

Esto demuestra que v~ E B(K, L2 (IR* , ( ® 1í)) y además la estimación 

llv~ IIB(K,L2(IR.,(®H)) ::; A(é). 

Ahora, para h E K, , tenemos que 

consecuentemente para n 2 1 tenemos la desigualdad 

::; n( n!)-
1 ll ve 11 1(x:,L2(IR.,(®rl)) ll v~ 111(K,L2(IR.,(®rl)) 11 hll~ 

< 1 A(é)2a(é)2(n-1) llhll 2 
- (n - 1)! K · 



3.4 El operador C 59 

De aquí se obtiene que para cada E > O, 1Pn(ve)h E W2,1 (1R~, ( ®•n 0 7-i) 
para cada n 2 O y 

Esto demuestra la proposición. o 

Proposición 3.4.3. (a) El subespacio D0 generado el conjunto 

es denso en rK: y, por lo tanto, en r'J-l. 

(b) Los elementos de Do pertenecen al subespacio N 0± ( D) y satisfacen la 
condición de frontera (a_ - Wa+ - L)iI!(ve)h = O. 

Consecuentemente, D0 e No± n r K: e dom( C) y el operador C está den
samente definido en r 7-l · 

Demostración. 
Para cada función v E C0 (JR*, () tenemos que 

+ r III(o,oo)(r) (J 0 er:)W*(cI - L)hll~®K:dr + r l~('.C)l 2 llv(r) 0 hll~®K:dr lR.. lR.. E 

+2 k.. I~( ~ Wllc 0 hlk@KIII (o,oo)(r)(J 0 er: )W*(cI - L)hlk@K:dr 

+2 k.. 1~(~)12 llc 0 hlk@Kllv(r)lkl lhlkdr 

+2 k..1~(~)1211v(r) 0 hlk@dI(o,oo) (r)(J 0 er:) W *(cI - L)hlk@K:dr 

:S Ell~llh(R.)llcll~llhllk + ~IIW*(cJ - L)IIB(K:,(®7-l)llhllk 

+E(supr llv(r) 11~) ll~ll12(R..}ilhlk + (2E)½ llclkllW*(cJ - L) IIB(K:,(®K:) llhllk 

+2E(supr llv(r) lk) ll~ll12(R..) llclk 11 hllk+(2E) ½ llvll12(R..,(®K:) 11 W* ( el -L) IIB(K:,(®K:) 11 hllk 
= o-(é) llhlk-
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Entonces, 

1 

llve - v!IB(K,L2(1R.,(®K)) = o-(E) 2 - O, cuando E - O. 

Con el mismo t ipo de estimaciones que en la Proposición 3.3.3 obtenemos 
que 

n 

:s: I: llvell!%~tio~ •. (®}C))llve - v11 i(K,L2 (1R.,(®}C))llv ll!%~l1(1R.,(®}C))llh lk 
k = l 

n 

:S L a( E) 2(n- k) llvllL2(1R.,()O"( E) l!h lk-
k= l 

Nótese que la identidad 

implica que 

ll vllB(K,L2 (1R.,(®}C)) = ll vllL2 (1R.,() · 
Como o-(E) - O, la densidad de D 0 se obtiene del hecho que los vectores 

pseudo-exponenciales de la forma '11 (V) h con h E K y v E C0 (I~*, () forman 
un conjunto denso en r ,ac , que también usamos en la demostración de la 
Proposición 3.3.5. 

Para demostrar la segunda parte de la proposición obsérvese que de acuer
do con la definición de a_, para cada n 2'.: 1 se t iene que 
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(1) 

En lo anterior hemos usado que ve(o-) = e y que los operadores A~ y (Sn ®I) 
conmutan, pues actúan en diferentes factores . Entonces, 

donde usamos que III®~ ® cJl 8 ((®(n-1J ®'H,( ®n®'H) = llclk- Esto demuestra que 
\JI( ve)h E N0-(D) y de manera análoga se demuestra que \JI( ve)h E N0+ (D) 

Ahora, usando (1) y tomando en cuenta que ve(ü+) = W *(cI-L) tenemos 
que, 

= (J®<n - ii @ (Wve(o+) + L))wn-1(ve) h(r1 , · · · , rn-1) 

= ((Wa+ + L)\J!(ve) h) (r1, · · · , rn-1)-
n-l 

Esto demuestra que 

El resultado se sigue por linealidad. □ 

De ahora en adelante denotaremos por C0 a la restricción de C a D0 . 
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3.5 . Simetría del operador Co 

La fórmula de integración por partes o fórmula de Green, ver por ejemplo 
[8] página 2, se cumple sobre cada cámara Qm . De manera que si T/m es 
el vector normal exterior a 8Qm . Entonces para u, v E W2,1 (~~, ( ®~ ® K), 
tenemos 

+ t r (r¡m, e¡)(u leQrn, V leQrn\®~®Kº 
l=l l eQrn 

Obsérvese que (r¡m, e¡) es diferente de cero solamente sobre 8Qm n {r1 = O} 
de manera que ¿~1 (r¡m, e¡) puede tomar solamente los valores ±1. 

Ahora, para u , v E W2,1 (~~, ( ®~ ® K) sumando sobre las 2n cámaras de 
n partículas Qm C ~~ tenemos en particular la fórmula de integración por 
partes 

n n 

(u,¿ 81v) L2(R'..',C®~ ®K) = -(¿ o¡u, v) L2(R'..'.C®~®K) 
l=l l=l 

n 

= -(¿ O¡U , v) L2(R'..',(®~®K) + n(u l{rn =O- }, V l{rn=O- }) L2 (R_n- 1,( ®~ ®K) 
l=l 

Lema 3.5.1. Para cadas E {o- , o+} existe una familia de operadores (aí(s) tEJ' 
aí(s): N0±(D)-rH tales que para cada u,v E N0±(D), 

{i) a(s)u = Lj Zj ® aj(s)u, 

{ii) (a(s)u, a(s)v)c®r1-t = Lj(aj(s)u, aí(s)v)r1-t , 

{iii) Lj(Líu , aí(o-)v)c®r1-t = Lj(u, L;aí(o-)v)r1-t = (u, L*a_v)rw 
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Demostración. Sea (zj1 0 s · · · 0 s Zjn) una base ortonormal de ( ®~ y 
(hk)k-~_1 una base ortonormal de 1í; entonces 

(a(s)u))t1 , ··· , tn) = L aj,j1,·•,jn,k(t1 , ··· , tn)Zj ®sZj¡ ®s··· ®sZjn® hk 
j,j1 ,·· ,Jn,k 

= ¿ zj 0 ¿ aj,j¡ , ·•, jn,k(t1 , ... ' tn) Zj¡ 0s . .. 0s Zjn 0 hk. 
j j¡ , ·· ,Jn,k 

Entonces podemos definir 

( aj(s)u L = L aj,j¡ ,·· ,Jn,k(t1 , ... ' tn) Zj¡ 0 s . . . 0s Zjn 0 hk , 
j1 ,· · ,Jn,k 

y aj(s)u = ( (a j(s)uL) · 

Calculando se obtiene que 

= k_n 11 ¿ Zj ® ( a(s)u L (ti , ·· · , tn)ll~0~ ®?idt1 , · · · dtn 
• J 

= ¿llzjll 2 k_n ll(a(s)u)Jt1,·· · ,tn)ll~0~®1idt1 , ···dtn 
J • 

Es decir, la serie en el lado derecho es convergente. 

Ahora bien, usando (1) se obtiene que 

lla(s)ull2®rH = ~ ll(a(s)u)J~2 (lRSn-1),(®~®?i) 

= L L ll(aj(s)u)J:2 (lR(n- l) ,.0~n-1)®?i) = L llaj(s)ulliH. 
n:2'.:0 J • ' ~ J 

Y ( ii) se obtiene de lo anterior usando la identidad de polarización. 
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Para d~mostrar ( iii) obsérvese que 

(u, L*a_v)r'H = (u, L* ¿ z1 @a1(0-)v)r'H = ¿(zk, z1)c;(u, L:a1(0-)v)r'H 
j j,k 

= ¿(L1u, a1(0-)v)rw 
j 

□ 

De acuerdo con la parte ( ii) del lema anterior, la fórmula de integración 
por partes vale para u, v E N0± (D) y tiene la forma 

j j 

Teorema 3.5.2. El operador C0 es simétrico. 

Demostración Sean v = '1i(v€) h y u = '1i(u€)h dos elementos de D 0 , 

entonces la condición de frontera implica que Wa+u = a_u - Lu, o equiva
lentemente, 

w L Zj @ aj(o+)u = L Zj ( aj(o-) - Lj )u. 
j j 

Consecuentemente, 

¿(aj(o+)u, aj(o+)v)r'H = ¿(zj, Zj' )c;(aAo+)u, aj(o+)v)r'H 
j j,j' 

= (w( L Zj © aj(o+)u)' w( L Zj'@ aj'(o+)u ))c;®r'H 
j j' 

= (¿ Zj @ ( aj(o-) - Lj )u, L Zj' @ ( aj'(o-) - Lj') v)(®r'H = 
j j' 

= ¿((a1(0-) -L1)u, (a1(0-) -L1)u)rw 
j 

Usando esta condición y la fórmula de integración por partes (2) después 
de algunos cálculos obtenemos que, 
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(u,Cov) = i(u, (v' + G* - L*a_)v) 

= -(v'u, v)rrí + i ¿(aj(o-)u, aj(o-)v)rrí - i ¿ (aj(o+)u, aj(o+)v)rrí 
j j 

+i(u, G*v) - i(u, L*a_v) = -i('vu, v) + i ¿ (ai(o-)u , ai(o-)v)rrt 
j 

-i ¿(( ai(o- ) - Li )u, ( ai(o-) - Li )u)rrt + i(u, G*v) - i(u, L*a_v) 
j 
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= -i('vu,v)-i¿(Lju,Liv) +i¿(ai(o- )u,Liv)rrt +i¿(Lju,ai(o-)v)rrt 
j j j 

+i(u, G*v) - i(u, L*a_v) = -i('vu, v) + i ¿ (L;ai(o - )u , v)rrt 
j 

-i((G* + G)u, v) + i(u, G*v)rrt = (i(v' - L*a_ + G*)u, v) = (C0u, v). 

También hemos usado la igualdad G + G* = ¿j L;Lj. □ 

Una vez demostrado que C0 es simétrico, mediante una aplicación de 
la Proposición 2.4.1 obtenemos condiciones suficientes para que el opera
dor -iC0 sea restricción del generador infinitesimal de un semigrupo de 
isometrías. En particular , esto se tiene si C0 es esenciamente autoadjunto. 
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Capítulo 4 

Aplicaciones 

4.1. Introducción 

En este capítulo ilustraremos la teoría desarrollada en el capítulo an
terior aplicándola a dos ejemplos. La Hipótesis H-4 no se cumple en estos 
ejemplos, por esta razón empezaremos estableciendo una nueva hipótesis, la 
cual resulta alternativa a la hipótesis H-4; además daremos una extensión de 
la Proposición 3.4.2 la cual resulta como consecuencia del cumplimiento de 
nuestra nueva suposición. En la última sección del presente capítulo discu
tiremos cómo nuestro enfoque se relaciona con el resultado de M. Gregoratti 
[19] , en el caso de coeficientes acotados. 

La siguiente hipótesis alternativa a la hipótesis H-4, resulta parte medular 
para el desarrollo del presente capítulo. 

Hipótesis H-4 ': (J 0 A)½W*(cl - L)A-½ E B(K, ( 0 'H ). 

Proposición 4.1.1. Si se cumple la Hipótesis H-4 ', entonces para cada E> O 
y h E dom(A): 

(i) ÍIR. llv~(r)hll~@Hdr :S -X(E)2IIA½h11L donde .X(é) es una constante. 

(ii) 'viir (ve)h := o=~=l EA iirn(ve)h)n?_O E r'H. 

Demostración. Sea h E dom(A) , como en la demostración de la Proposi
ción 3.4.2 tenemos que, si µ( dx) es la medida espectral del operador autoad
junto I 0 A asociada con el W*(cl - L)h E ( 0 'H , entonces 
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1: ll(I ® Ae-tA)I(o,oo)(t)W*(cJ - L)hll~@rídt = ~ fi00 

xµ(dx) 

1 - -= 2(W*(cJ - L)h, (I ® A)W*(cl - L)h)(®rí 

De manera similar se obtiene la estimación 

E - 1 1 

:s; 211W*(cJ -L)A- 2 IIB(X:,(®rí)IIA 2 hllx:-

Entonces, de manera análoga a la demostración de la Proposición 3.4.2 y 
observando que llhllrí :s; IIA½ hllrí :s; IIA½ hllx:, se obtiene que 

r ll v~(r) hllL2(IR.,(®rí)dr :s; .\(1:)2IIA½hllx: , 
}IR. 

donde 

E-l 1 

+1:- 1 llcll~ll(III2(IR) + 2 11W*(cJ -L)A- 2 111(X:,(®rí) + 1:-2 llvllI2(IR.,() 

+41:-1 llv'IIL2(IR.,() 11 (J®A) ½w*(cI-L )A- ½ 111(X:,(®rí)+21:½ llclkllv'IIL2(IR. ,() llf llL2(IR.) 

+llv'IIL2(IR.,() IIW*(cJ - L)A-½ IIB(X:,(®rí) + llv'IIL2(IR.,() llvllL2(IR.,() 
- 1 1 - 1 

+IIW*(cJ - L)A- 2 IIB(X:,(®rí) 11 (I ® A) 2 W*(cl - L)A- 2 IIB(X:,(®rí) 

Esto demuestra el primer inciso. 



4.1 Introducción 69 

Para demostrar la segunda parte obsérvese que para <p E ( ®(i-l} ® H, 
tenemos que 

Esto se demuestra primero para tensores simples y después para elementos 
1 ( ®u-i> '1..J • d . 1 genera es en ® , i aproximan o con tensores s1mp es. 

Para h E dom(A) tenemos que 

consecuentemente para n 2: 1 tenemos las siguientes desigualdades 

kn ll'7'1j;n(ve) h(r1 , · · · Tn)hll~®n®1-ldr7 . 

~ n(n!)-1 
ll vell!%~{1(1R.,(®1-i))>,(E)2 llve ll!Y~~2(1R. ,(®K)) IIA½ hllk 

1 - ( ) 1 < --A(E)2a(E)2 n-l IIA"2 hll 2 
• 

- (n - 1)! K 

Hemos usado que ll ve llB(K,L2(IR.,(®7-l)) y ll ve llB(K,L2(1R.,(®K)) son ambas menores 
que la constante a(E) en la demostración de la Proposición 3.4.1. 

De aquí se obtiene que para cada E > O, 

Esto demuestra la proposición. □ 

Los resultados de la Proposición 3.4.3 siguen siendo ciertos si se reemplaza 
D0 por el subconjunto denso 



70 

4.2. 

Aplicaciones 

El proceso de absorción y emisión 
simultánea de dos fotones 

El fenómeno de absorción y emisión simultánea de dos fotones es uno de 
los mecanismos fundamentales de interacción entre la materia y la energía. 
Fue descubierto teóricamente por Maria Goppert-Mayer [27] en 1931, laurea
da con el premio nobel, y observado por primera vez en 1961, ver [32]. Desde 
entonces este fenómeno ha sido estudiando de manera intensa. En un trabajo 
reciente [9], F. Fagnola y R. Quezada estudiaron los estados invariantes del 
semigrupo cuántico de Markov asociado con este proceso en el caso >.1 ::; >.0 . 

Se sabe que el semigrupo dinámico cuántico minimal construido a partir del 
correspondiente generador de Lindblad y Gorini-Kossakowski-Sudarshan es 
explosivo si >.1 > >.0 , véase [16] 

uestro propósito principal en esta sección es aplicar la teoría desarro
llada en el capítulo anterior y así obtener que el Hamiltoniano C0 asociado 
con este proceso es un operador simétrico. Para esto utilizaremos el modelo 
matemático para describir este fenómeno que fue deducido en [9] usando la 
técnica del límite estocástico, [2]. 

En este caso, IJI = 2, 1i = l2 (N) y ( = C2
; entonces podemos tomar 

J = {O, 1} y tomaremos Wí,k = Ój,kl, j, k E J. Los operadores {Lj}jEJ se 
definen mediante las relaciones L0 = >.0a5, L1 = >.1 ªi donde a 1 = at, a0 = a 
son los operadores de creación y aniquilación, respectivamente, >.0 > O, >.1 ~ O 
y >-1::; >.o. 

Recuérdese que estos operadores actúan de acuerdo con la regla 

donde ek es el k-ésimo elemento de la base canónica de 1{ = l 2
; además 

estos cumplen con la relación de conmutación [a, at] = l. En este caso, para 
w E IR, el operador autoadjunto H está definido por H : dom(N2

) - Z2 y 
H = waiª6 = wN(N-1), donde N es el operador de número N =ata= a1a0 

densamente definido en 
00 

dom(N) = {x = (xn)~=l E Z2
: ¿n2 lxnl 2 < oo}. 

n=l 

Como los operadores L 0 , L1 y H no son acotados, este ejemplo no se 
puede tratar con la teoría desarrollada por M. Gregoratti [18], [19]. Y como 
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la multiplicidad es 2, entonces los resultados de Chebotarev en [7] tampoco 
se aplican a este ejemplo. 

Usaremos la notación: { zi h=o,1 como la base de C2 sobre C, es decir 

Zo = ( ~ ) = \0), Z1 = ( ~ ) = \1). 

Se puede probar que se tiene la cadena de contenciones dom(Li) 
dom(N) :? dom(N2) :? dom(N3 ) :? ... 

Para aplicar nuestra teoría tomaremos 

00 

K, = dom(N2) = {x = (xn)~=l E l2: L n4 \xn\ 2 < 00 }. 

n=l 

Con la norma \\x\\x: = \\N2x\\H; es decir, A= N4. Este K, satisface nuestra 
Hipótesis H-1. 

El operador L : K, ---+ C2 ® l2 está dado por L = I:}=o \j) ® Li , es decir, 
para h E K, tenemos 

Proposición 4.2.1. (i) Li E B(K, 1-í ) para cada j E J. 

(ii) L;Li E B(K , 1-í) , para cada j y por lo tanto I:í L;Li E B(K, 'H) . 

(iii) H E B(K, 'H). 

Demostración. (i) Para x E K, x = I:n>l Xnen, con (en)n>l la base 

canónica de l2; tenemos que Lox = Ao I:~=l xnJn(n - l)en-2, así -

00 ~-- 00 

\\Lox \\¡2 =(.>..o¿ xnJn(n - l)en-2, Ao ¿ XnJn(n - l)en-2)12 
n=l n=l 

00 00 

= A6 ¿ n(n - 1)\xn \2 :S A6 ¿ n4 \xn\ 2 = A6\\N2 x\\% = A6(N2x, N2x)12 
n=l n=l 

= A6(x, x)K_ = A6\lx\\t 

Por lo tanto tenemos \\L0 x\\¡2 :S .>..5\\xllt así, Lo E B(K, 'H) , de hecho 
\\Lo\\B(K,rl ) :S Ao. De manera análoga L1 E B(K ,'H ) y \\L1\IB(K,rl) :S .>..1. 
Esto demuestra ( i). 
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00 00 

IIL~Loxlli = A6 L n2 (n - 1)2lxnl
2 :S A6 L n

4
1xnl

2 = A6IIN
2
xlli 

n=l n=l 

= A6(N2x,N2x )1í = A6(x,x)x: = A6llxllt 

De manera análoga, 

00 00 00 

IIL~L1xlli = .Xf ¿(n+l)2(n+2)2l xn l2 :S .Xf ¿ (n+2)4lxnl 2 < 81Af ¿ n 4 lxnl 2 

n=l n=l 

= 8l.XfllN
2
xl li = 81.Xfllxllt 

Así tenemos que ¿i L;Li E B(K, , 1i). 
( iii) La prueba de que H E B(K, , 1i) es análoga a la de ( ii) . 

n=l 

□ 

Como consecuencia inmediata de la Proposición 4.2.1 se tiene que las 
Hipótesis H-2 y H-3 se cumplen. 

En este ejemplo los operadores base para los vectores pseudo-exponenciales 
son los siguientes. 
Sea v E W2,1(R* , C2

), v(t) = v0 (t)I O) + v1(t)ll), donde vi : R* -t C son 
funciones absolutamente continuas y v; E L 2 (R*, C). V(t) : K, -t C2 ® K,, es 
tal que V(t)h = v(t ) ® h, ( E C0 (R) con ((O) = 1, l((t)I :S 1 Vt E R. En 
este ejemplo, la base de los vectores pseudo-exponenciales son los operadores 
Ve E B(K, , L 2 (R*, C2 ® K,)) que en este caso tienen la forma, 

t t - tN4 -
ve(t) := V(t)(l - ((;)) + ((;){cI(-oo,o)(t) + I(o,oo)(t)( I ® e 7 )(el - L)}, 

teniendo en cuenta las notaciones anteriores y que para e E C2
, e = 

col O) + c1l l) , ch= e® h = eolü) ® h + c1l l) ® h, ci E C. 

Para h E K, tenemos , 

t t 
Ve(t) h = ¿ {(1 - ((-))vj(t)IJ) ® h + ((-) I (-oo,o)(t)cjlj) ® h 

jEJ E E 

+I(o,oo)(t) lj) ® e-~N
4

(ci - Aja;) h}. 

En el presente ejemplo se cumple con la Hipótesis H-4' . 
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Proposición 4.2.2. El operador (I ® A)½W*(cI - L)A-½ : K, -----t (('.
2 ® l 2 

está bien definido y es acotado. 

Demostración. Recuérdese que W* = I , A= N 4 y K, = dom(N2
). Sea 

x1 E K, y x = N-2x 1 E dom(N4
), entonces 

(I®N 2 )(cI -L)N-2 x 1 = (I®N 2 )(cI -L)x = (I®N 2 )(¿ { cilj)®x- >-ilj) ®a;x}) 
jEJ 

= L { cilj) ® N 2x - Aj lJ) ® N 2a;x} 
jEJ 

el operador está bien definido, pues x E dom(N4). 

Ahora, veremos que el operador (I ® N 2 )(cI - L)N-2 E B(K, (('.2 ® l2
), 

sea x1 E K, entonces N- 2 x 1 = x E dom(N4 ) e K , calculando tenemos 

(I ® N 2 )(cI - L)N- 2 x1 = ¿ {cilj) ® N 2 x - >-ilj) ® N 2 a;x}, 
jEJ 

así que 

ll(I ® N 2 )(cl - L)N- 2x1ll c2®7-l = 11 ¿ { cilj) ® N 2 x - AjlJ) ® N 2 a;x }l k:2®7-l 
jEJ 

~ L {llcilj) ® N
2
xll 1C2®7-l + 11>-ilj) ® N

2
a;xllc2®7-l} 

jEJ 

= ¿ {lcill lN
2
x ll7-l + >-illN

2
a;x ll7-l} -

jEJ 

Ahora, teniendo en cuenta la relación de conmutación [a0 , a1] = 1, se prueba 
que N 2a5 = a5(N - 2)2, entonces tomando x1 E K, y considerando que a5 es 
acotado en K, y que I laol IB(K;1-l) ~ 1, tenemos: 

IIN 2a6xll12 = lla6(N-2)2xll12 ~ ll(N-2)2N-2x1lk = ll(I- 4N- 1+4N- 2 )x1lk 

~ llx1lk + 4 II N - 1x1lk + 4IIN-
2
x1 lk = llx1lk + 4IINx1ll12 + 4 ll x1l l12 

~ ll x1lk + 4I IN
2
x1l l12 + 4l lx1lk = ll x1lk + 4 ll x1 lk + 4 llx1lk = 9 ll x1lk

De esto resulta que 
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También, teniendo en cuenta la relación de conmutación y que ªi es acotado 
en K, se prueba de manera análoga que 

IIN2a~xllz2 ~ ll(N + 2)2N-2x1llx: ~ 9llx1llx:

Esto demuestra que (J 0 N 2 )(cJ - L)N-2 E B(K,, C2 ® l2
). 

4.3. El proceso cuántico de nacimiento 
y muerte 

□ 

Este es un ejemplo similar al anterior. y por esta razón omitiremos algunos 
cálculos. Este proceso ha sido estudiado por varios autores, se conoce por 
ejemplo que tiene un sólo estado invariante si >.1 ~ >.0 y se ha estimado 
la velocidad de convergencia hacia el estado invariante, ver [5] . También se 
sabe que el semigrupo dinámico minimal construido con el correspondiente 
generador de Lindblad y Gorini-Kossakowski-Sudarshan, es explosivo si >.0 < 
>.1 , [16]. 

Aquí, 111 = 2, 'H = l2 (N) y ( = C2
; podemos tomar J = {O, 1} y 

tomaremos Wi,k = ój,kI , j , k E J. Los operadores {Li}iEJ se definen mediante 
las relaciones L 0 = >.0a0 , L1 = >.1a1 donde a1 = at, a0 = a son los operadores 
de creación y aniquilación, respectivamente, >.0 > O, >.1 2:: O y >.1 ~ >.0 . En 
este caso H = O. 

Se puede probar que se tiene la cadena de contenciones dom(Li) 

dom(N½) :2 dom(N) :2 dom(N2 ) :2 dom(N3 ) :2 . .. 
En el present~ ejemplo tomaremos K, = dom(!v), es decir, A= N 2 . 

El operador L: K, - C2 0 l2 está dado por L = LJ=o lj) 0 Li, es decir, 
para h E dom(N) tenemos 

1 

Lh = ¿ lj) 0 Lih = >-olO) 0 aoh + >-111) 0 a1h, 
j=O 

Proposición 4 .3 .1. (i) Li E B(K,, 'H ) para cada j E J, 

(ii) L;Lj E B(K,, 'H ) para cada j y consecuentemente Lj L;Lj E B(K, , 'H ). 

D emostración. La demostración es análoga a la correspondiente Proposi-
ción 4.2.1. □ 
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Como consecuencia inmediata de la Proposición 4.3. 1 se obtiene que la 
Hipótesis H-2 se cumple y L j IIL;Lílli(K:,rí) < oo, es decir , la Hipótesis H-3 
también se cumple. 

En este ejemplo los operadores base para los vectores pseudo-exponenciales 
se obtienen de la siguiente manera: 

sea v E W2,1(lR*, C2
), v(t) = v0 (t)IO) + v1(t)ll) , donde Vj : JR* - C son 

funciones absolutamente continuas; sean además V(t) : K, - C2 0 K , tal que 
V(t)h = v(t) 0 h, l E C0 (lR) tal que l(O) = 1, ll(t)I :::; 1 Vt E lR. 

La base de los vectores pseudo-exponenciales son los operadores Ve E 

B(K,, L2 (JR* , (C2 0 K,)) que en particular aquí los definiremos como 

t t - t N 2 -
Ve(t) := V(t)(l - l(~)) + l(~){cI (-oo,o)(t) + I (o,oo)(t)(I 0 e7 )(el - L)} 

teniendo en cuenta las notaciones anteriores y que aquí e E C 2
, 

e= eo!O) + c1l l) , ch= e 0 h = eoiü) 0 h + c1l l) 0 h, cí E C. 

Para h E K, tenemos, 

Ve(t) h = L {(1 - l(!))vj(t)lj) 0 h + l( !)I (-oo,o)(t)cj!J) 0 h 
jEJ E E 

+I(o,oo)(t) lj ) 0 e-~N\cj - Aja;)h} . 

En el presente ejemplo se cumple la Hipótesis H-4'. 

Proposición 4.3.2. El operador (I 0 A)½W*(cI - L)A-½ : K, --t C2 ® l2 

está bien definido y es acotado. 

Demostración. Recuérdese que W* = I , A = N 2 y K, = dom( N). 
Sea x1 E K , luego x = N-1x1 E dom(N2) e K , entonces 

(I®N)(cI-L)N- 1x1 = (I®N)(cI-L)x = (I®N)(¿{cílj)®x-Aj lj )®ajx}) 
jEJ 

jEJ 

el operador está bien definido , pues x E dom(N2
) e K , entonces N a0x = 

( fo(n - l)xn-1)~=2 y calculando , tenemos 
00 00 00 

¿ ( vn(n - 1))21xnl2 = L n(n - l )2l xnl2 < L n4 lxn l2 < oo; 
n=2 n=2 n=l 
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por lo tanto, N a0 x E l2
, de manera análoga se puede ver que N a1x E l2

. 

Ahora veremos que el operador (I ® N)(cI - L)N-1 E B(K, C2 ® l2
). Sea 

x1 E K , y x = N-1x1 E dom(N2
) e K , calculando tenemos 

(I®N)(cI-L)N- 1x1 = (I ®N)(cI-L) x = ¿ {cilJ) ®Nx- .Xilj) ®Naix}, 
jEJ 

entonces 

ll(J ® N)(cI - L)N- 1x1llcc2@12 = 11 ¿ { cilJ) ® Nx - .XilJ) ® N aix }l lcc2@12 
jEJ 

1 

~ L {I lcilJ) ®Nx l lcc2@12+II.XilJ)®Naixllce2@12} = ¿ {lcilllNxl l12+.XillNaixll12 }. 
jEJ j=O 

Ahora, teniendo en cuenta la relación de conmutación [a0 , a1] = 1 se prueba 
que Na0 = a0 (N - 1), entonces tomando x1 E K y considerando que a0 es 
acotado en K y que llaolls(K;ri) ~ 1, tenemos, para x1 E K y x = N-1x1 E 

dom(N2
) e K: 

IINaoxll12 = llao(N - l)xl l12 ~ ll(N - l)N-1x1 lk 

~ llx1lk + IIN-
1
x1lk = llx1lk + ll x1 ll12 ~ 2llx1lk -

También, teniendo en cuenta la relación de conmutación y que a1 es acotado 
en K se prueba de manera análoga que 

IINa1xll12 ~ ll(N - l)N-1x1lk ~ 2llx1lk 

Esto demuestra que (I ® N)(cI - L)N- 1 E B(K, C2 ® l2). 

4.4. El caso de coeficientes acotados 
y multiplicidad arbitraria 

□ 

En esta sección discutiremos cómo nuestro enfoque se relaciona con el 
resultado de M. Gregoratti [19], en el caso de coeficientes acotados. Para 
iniciar consideraremos algunas propiedades del adjunto del operador C0 . 



4.4 El caso de coeficientes acotados 
y multiplicidad arbitraria 

Sea 

y denotemos por C1 la restricción de the C al subespacio 

dom(C) n N0± = {u E N0± : (a_ - Wa+ - L)u = O}. 
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M. Gregoratti demostró en [19] que C1 es un operador simétrico, de hecho 
esto se puede verificar directamente como en el Teorema 3.5.2 aplicando la 
condición de frontera y la fórmula de integración por partes generalizada, 
demostrada por el mismo Gregoratti en [20]. 

Claramente se tiene que D0 e D(C) n N0± y, por lo tanto , C0 e C1 . 

Consecuentemente q e C0 y C1 e q, pues C1 es simétrico. Entonces tenemos 
que C1 e C0. 

Usando nuevamente que C0 y C1 son simétricos y, por lo tanto, cerrables, 
obtenemos que 

(1) 

Sospechamos que 

(A) C0 e C1 , pero hasta ahora no tenemos una demostración de esto. 

Veamos algunas consecuencias de esta conjetura. La primera consecuencia 
de (A) es que se tendría q e Co* = C0 . Entonces, usando (1) y la parte (e) 
del Teorema 5.3 en [31] obtenemos que e; = q e C1 . Además, usando que 
C1 también es simétrico vemos que C1 e e¡. Por lo tanto, C1 =e¡ , i.e. , C1 es 
esencialmente autoadjunto. Este es el resultado obtenido por Gregoratti en 
[19]. 

Otra consecuencia de (A) es la siguiente: tendríamos que C0 e C1 , por 
lo tanto, C1 = e; e C0 . Esto junto con (1) implican que C1 = C0 , i.e., C0 

también es esencialmente autoadjunto. 
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Conclusiones y perspectivas 

En este trabajo hemos obtenido condiciones suficientes para que C sea 
un operador densamente definido y simétrico en el caso de coeficientes no 
acotados, no necesariamente conmutativos y multiplicidad arbitraria, lo cual 
constituye una extensión necesaria de la teoría desarrolladas hasta ahora 
por A.M. Chebotarev y M. Gregoratti. También hemos dado condiciones 
suficientes para que -iC sea restricción del generador infinitesimal de un 
semigrupo fuertemente continuo de isometrías, en términos de los índices de 
defecto de C. Hemos aplicado nuestra teoría a dos ejemplos que no pueden 
tratarse con los resultados de los autores antes mencionados. También in
dicamos cómo nuestra teoría se aplica para obtener el resultado de Gregoratti 
[19]. 

El estudio del operador C se podría continuar a lo largo de las siguientes 
vertientes: 

1.- Caracterizar el adjunto C0 de Co. 

2.- Calcular los índices de defecto de C0 en ejemplos importantes. 

3.- Dar condiciones suficientes para la autoadjunticidad de C. 

4.- Dar condiciones suficientes para que los índices de defecto de C0 satis
fagan la condición de la Proposición 2.4.1. 

5.- En su caso, estudiar extensiones autoadjuntas de C0 . 

6.- Aplicar la teoría a nuevos ejemplos provenientes de modelos intere
santes de la física cuántica. 

7.- Estudiar la relación de C con el correspondiente generador infinitesimal 
de Lindblad y Gorini-Kossakowski-Sudarshan, especialmente relacionar 
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las condiciones suficientes para markovianidad del semigrupo minimal 
y la autoadjunticidad de C. 

8.- Estudiar la dinámica del sistema acoplado con su medio ambiente, me
diante el operador C. 
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