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Resumen

Las pruebas secuenciales se han aplicado, bajo el debido rigor, desde la Segunda Guerra
Mundial, con la investigacién de ( ). Hoy en dia su aplicacién en la industria es
muy variada y representa un ahorro en la inferencia sin perder la calidad en la misma.
Sin embargo, la apariciéon de un evento externo al experimento secuencial puede alterar el
rumbo natural de una prueba secuencial sin haber tomado la decisién final, lo que hace
el andlisis interesante, tanto tedrico como aplicado. En esta investigacion hemos aplicado
la teoria clasica a las pruebas secuenciales bajo un horizonte aleatorio con distribucién
geométrica y hemos obtenido resultados mas generales; ademas de que hemos simulado de
manera computacional algunos resultados.
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Introduccion

Dentro de la inferencia estadistica se encuentra un método desarrollado durante la
Segunda Guerra Mundial que se denomina andlisis secuencial y una de sus aplicaciones
es a las pruebas de hipdtesis. En las pruebas de hipotesis que hoy en dia conocemos, uno
de los problemas a considerar tiene que ver con el tamano n de la muestra para realizar
dicha prueba, debido a que si es muy pequena puede ser insuficiente la informacién como
para tomar una decision; mientras que si es demasiado grande, nos puede ocasionar un
gasto excesivo. Se sabe que si fijamos las probabilidades de error tipo I y II es posible
determinar, conociendo desde luego la distribuciéon del o los estadisticos involucrados, el
tamano minimo N sugerido para realizar la prueba con un nivel de confianza del (1 — «),
donde « es la cota de la probabilidad de cometer el error tipo I. En una prueba de hipétesis
secuencial, la caracteristica principal es que el tamano de la muestra no se fija de antemano,
sino que es vista como una variable aleatoria, la cual depende de las observaciones tomadas
con anterioridad. Un procedimento secuencial es de suma importancia en muchos estudios
aplicados ya que representa un ahorro en el gasto del experimento porque nos lleva a una
decision sobre alguna de las hipdtesis planteadas con el minimo de observaciones, alrededor
del 50 % (N/2) con respecto a las pruebas de tamano fijo y son ademads igual de confiables

(Wald, 1947).

Un método en particular de este andlisis secuencial es conocido hoy en dia como la
Prueba Secuencial en Razén de Probabilidades (SPRT por sus siglas en inglés), el cual
fue presentado con detalle en ( ). Sin embargo, la optimalidad de la SPRT se
presenté un ano después en ( ). Hoy en dia sabemos que tanto la
teoria secuencial como en particular la SPRT tienen variadas aplicaciones dentro de la
industria, neurociencia, medicina, por mencionar algunos ejemplos ( , ;

, ; , ; , ; , ). Sabemos que
en general una prueba secuencial como la SPRT, consta de dos reglas: una llamada regla
de paro y otro llamada regla de decision. Es asi que nos surge la inquietud de analizar
qué sucederia si un experimento secuencial se ve afectado por un factor externo a las
mismas observaciones y no por la regla de paro de la prueba secuencial definida para un
experimento, afectando la decisién final. Desde luego que este planteamiento tiene sentido
practico. Por ejemplo, podemos suponer que cierto experimento o proceso se ve afectado
por cuestiones de presupuesto, teniendo que reportar cudl serd la mejor decision con la
informacion que se tenga en ese momento. Entonces tiene sentido practico suponer que
el horizonte que gobierna al proceso es aleatorio e independiente de las observaciones del
proceso, ya que la toma de observaciones puede ser interrumpida por falta de recursos,
porque el tiempo para la decision final se ha terminado o simplemente por un evento ajeno
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X INTRODUCCION

a nuestra voluntad y externo a las observaciones. Por supuesto que en la teoria de pruebas
secuenciales, se cuenta con variada informacién con este enfoque del horizonte aleatorio,
pero lo que nosotros planteamos en esta investigacion es completamente original, a dife-
rencia por ejemplo de ( )y ( ) en donde ellos después
de que se interrumpe el experimeno ya no se hace la decisién final y en cambio se amonesta
porque no se llegd a una decision final, pero es entendible porque el enfoque que le dan a
las pruebas son aplicadas a la neurociencia.

La forma en que estd estructurada la siguiente investigacion es como sigue: en el Capitu-
lo 1, explicaremos brevemente los antecedentes que consideramos mas relevantes, siguiendo
con algunos conceptos bésicos tanto de la teoria clasica secuencial como no secuencial co-
mo vemos al revisar el Lema de Neyman-Pearson; asimismo recordaremos en qué consiste
la SPRT y las generalizaciones de ésta que han realizado algunos investigadores. Tam-
bién expondremos algunos detalles técnicos referentes a procesos estocasticos, como son
filtraciones y tiempos de paro. Finalmente, realizaremos el planteamiento principal de la
presente investigacion bajo el enfoque del horizonte aleatorio.

Para el Capitulo 2, resolveremos por medio de programaciéon dindmica el problema prin-
cipal, que hemos llamado Kiefer-Weiss Modificado Bajo Horizonte Aleatorio (KWMH),
primero para el llamado caso truncado, y posteriormente extenderlo al caso no trunca-
do. Caracterizaremos completamente la optimalidad de las pruebas secuenciales bajo el
horizonte aleatorio. Cabe mencionar que a partir del Capitulo 2 hasta el Capitulo 4, los
resultados son nuestra contribucion al anélisis secuencial, a excepcion de los lemas 2.1 y
2.2. Un ejemplo que ilustra esta teoria lo pueden ver en la Seccion 3.1.

En el Capitulo 3, aplicaremos los resultados del Capitulo 2 para cuando las observa-
ciones son unicamente independientes; cuando las observaciones son i.i.d, pero suponiendo
que el horizonte aleatorio posee distribucién geométrica, obteniendo resultados importan-
tes relacionados con la teoria clasica secuencial. Finalmente abordaremos el que hemos
denominado el problema inverso.

En el Capitulo 4 mostramos algunos resultados aplicados a las pruebas secuenciales
del tipo Bayes para dos pruebas de hipotesis compuestas. También aplicamos nuestros
resultados para caracterizar procesos de Markov a tiempo discreto. Y finalmente, hemos
realizado simulacion numérica con el Método Montecarlo para observaciones discretas y
continuas: del tipo Bernoulli y exponencial. Principalmente hemos hecho dos tipos de
simulaciones computacionales. Primero, para estimar los errores tipo I y II cuando fijamos
el intervalo (A, B), conocido como regién de continuacién; asimismo para estimar el tiempo
promedio de paro del experimento, cuando generamos observaciones, discretas o continuas,
bajo cada una de las hipotesis, en donde la tasa de fallos debido al horizonte aleatorio es
nuestro dominio. Segundo, y conocido como el problema inverso, para determinar la regién
de continuacién cuando suponemos que el horizonte tiene distribucién geométrica en una
prueba de hipdtesis simple cuyas observaciones son del tipo Bernoulli, variando la tasa de
fallos py debido al horizonte aleatorio. En esta parte quedan muchas interrogantes que se
pueden tratar en un trabajo futuro, como son los parametros: de costo ¢ > 0 y el valor K
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para decidir por una de las hipdtesis cuando el experimento termina debido al horizonte
aleatorio y no por la regla de paro.
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Capitulo 1

Teoria Secuencial

1.1. Antecedentes

En este primer capitulo, hablaremos de la parte motivacional que dio origen a este
trabajo, y para ello, revisaremos brevemente algunos antecedentes de la teoria clasica,
tanto secuencial como no secuencial y algunas variantes a lo largo de su historia.

Un primer acercamiento a las pruebas secuenciales se presentd con
( ) quienes construyeron un procedimiento de muestreo doble en el cual el nimero de
observaciones no se determina de antemano, pero que depende de las mismas observaciones.
Este método de doble muestreo, consiste basicamente en tomar una primera muestra de
tamano n, y de acuerdo a esta primera muestra se decide si se toma una segunda muestra
o no de tamano ny. Posteriomente ( ) disené un muestreo miltiple pero para
algunos casos en concreto.

Una motivacion que dio origen a la Prueba Secuencial en Razon de Probabilidades
(SPRT por sus siglas en inglés) de Wald, fue el Lema de Neyman-Pearson. Estos personajes,
Neyman y Pearson, establecieron y demostraron un método para construir lo que se conoce
hoy en dia como la prueba mas potente para una prueba simple frente a otra prueba
simple también. Supongamos que X tiene una funcién de densidad f(z;#), o funcién de
probabilidad para el caso discreto, y deseamos probar Hy : 6 = 6, contra Hy : 0 = 04, 0y <
0, (© = {6p} U {0} es un espacio paramétrico que consta de inicamente dos elementos).
El lema se establece como sigue:

Lema 1.1 (Neyman and Pearson, 1933). Sean X, X, ..., X,, una muestra aleatoria y sea

[Ii, /(X5 60)
[z, (X5, 60)

Entonces la prueba mas potente de Hy en contra de Hy se obtiene al rechazar Hy sil, > K,
y se acepta Hy sil, < K, donde K se determina por el nivel de significancia.

l, = (1.1)

La prueba mas potente radica basicamente en fijar el error tipo I y minimizar el error
tipo I suponiendo de antemano una muestra de tamano n fijo. En esto radica la diferencia
con respecto a las pruebas secuenciales, el de no fijar el tamano de la muestra, y lo cual
hace a este tipo de pruebas 6ptimas al utilizar menos recursos ( , ).
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La llamada SPRT del andlisis secuencial clasico consiste en lo siguiente. Supongamos
que estamos tomando observaciones X7, Xo, X3, ... i.i.d. y que provienen de una funcién
de probabilidad (de masa para el caso discreto y densidad para el caso continuo) en
comun f(-;0). De ahora en adelante sélo le llamaremos funcién de probabilidad, donde 6
es un parametro. Podemos suponer que # es un sélo parametro, sin embargo, en la teoria
secuencial se aborda el problema general donde 6 es visto como un vector de parametros.
El problema principal consiste en probar

Hy:0=0y contra H;:0=0,, 0y<§6,

minimizando
Ez(N)aZ = 07 17

donde N corresponde al tamano maximo de la muestra {X7, ..., Xy }.
Sujeto a
P(rechazar Ho|0y) <« 'y P(aceptar Hy|0;) < 3,

donde «, 5 € (0,1) son las cotas para los errores tipo I y tipo II, respectivamente. Ahora
bien, para aplicar la SPRT se eligen dos niimeros A, B cualesquiera, tales que cumplan
0<A<1<B<ooyA# B. Sea [, definido como en (1.1), entonces para n = 1,
tenemos que ver si se verifica lo siguiente:

1. sil, < A aceptamos Hy,
2. si B > [, aceptamos Hi,
3. si A <, < B tomamos una nueva observacion y repetimos lo anterior con [, .

El intervalo (A, B) se conoce como el intervalo o regién de continuacién (continuar
observando datos o con el muestreo). Una pregunta que surge de manera natural es, jqué
tan arbitrarios deben ser los valores A y B que se eligen para iniciar la prueba SPRT?
Pues bien, Wald trabajé en este tema y encontré unas cotas para dichas constantes, que
se conocen hoy en dia como cotas de Wald, y que en la mayoria de los propositos préacticos

son suficiente ( , ). Asi tenemos que si v y [ son las cotas de nuestros errores
tipo I y II, respectivamente, entonces los valores A y B para la SPRT tienen las siguientes
cotas: .
b cacp<l=h
1 -« o

Una justificaciéon por utilizar un método secuencial, como ya mencionamos, es debido
a que minimiza el tamano muestral esperado con respecto a la prueba mas potente. De
esta manera tenemos un procedimiento secuencial que optimiza los recursos. Se probé que
esta minimizacién del tamano esperado se satisface bajo ambas hipdtesis y que ademas,
un procedimiento de este tipo es acotado y tiene terminacion finita con probabilidad 1
( | 1948).

La optimalidad de la SPRT se presenté en 1948 bajo el supuesto de que X, Xo, ...
es una sucesion de variables aleatorias i.i.d. cuya funcién de probabilidad estda dada por

f(a;0).
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Teorema 1.1 (Wald and Wolfowitz, 1948). De entre todas las pruebas (de tamario fijo
o secuencial) para las cuales P(rechazar Hyl0y) < «, P(aceptar Hyl01) < B y tales que

E(N|6;) < oo, i = 0,1, la SPRT con probabilidad de errores v y [3, minimiza tanto a
E(N|6y) como a E(N|6;).

Para demostrar este hecho utilizaron un enfoque bayesiano, donde minimizan lo que
se conoce como riesgo bayesiano de un procedimiento 9, dado por

r(m, wo, wy,0) = wlwea + cE(N|0y)] + (1 — 7)[wia + cE(N|61), (1.2)

donde 6 es una variable aleatoria tal que P(0 = 6y) = 7 =1 — P(6 = 6,); c representa el
costo por observacién y w; ¢ = 0, 1 son los pesos que se le asigna a las probabilidades de los
errores. Para demostrar el teorema anterior se hace menciéon de un cierto procedimiento
0, que dentro de la teoria secuencial se conoce hoy en dia como prueba secuencial.

Algo que debemos tener en cuenta en las pruebas de hipdtesis es la forma de ver el
planteamiento de una de éstas. Por ejemplo para pruebas paramétricas, es muy comun
hacer pruebas de hipdtesis acerca de los parametros, conocida la distribucion. Digamos
que si X1, Xo, ..., X, es una muestra aleatoria secuencial tomada al tiempo n y cuya den-
sidad conjunta verdadera esta dada por f(z1,...,2,;6) (en el caso continuo o funcién de
probabilidad en el caso discreto), donde 6 es el parametro verdadero desconocido que,
en el caso de pruebas de hipotesis simples, puede ser fy o bien ;. Asi, si se desea hacer
estimacion sobre el parametro 6 de esta distribucion, entonces un planteamiento de una
prueba de hipédtesis simple, puede ser planteada como sigue:

H()Ze:e(] ) H1:9:01.
Sin embargo uno podria plantear lo siguiente:

Hy: f=fo A Hy:f=fi

donde f; es igual a la densidad conjunta bajo la hipdtesis ¢ = 0,1. Incluso podriamos
plantear
H()ZP:PO VS Hll.P:Ph

donde P es la distribucién verdadera de las observaciones, mientras que P; es la distribu-
cién de las observaciones bajo las hipotesis ¢ = 0, 1.

Después de la aparicion de la optimizacién de la SPRT hubo modificaciones, tanto
de los mismos autores como de otros interesados en el problema. Por ejemplo,
( ) mostré una generalizacién de la SPRT (GSPRT, por sus siglas en inglés), donde
la diferencia principal radica en que el intervalo de continuacién (A, B) no es el mismo
durante el experimento, sino que las constantes son diferentes en cada paso, es decir,
(An, B,), con A, < B, para el paso n. Ademds, supone que las densidades f(z;,6,),
J = 0,1, bajo las hipotesis Hy y H; son acotadas casi en todas partes, es decir, excepto en
un conjunto de probabilidad nula. También abordé el caso truncado, esto es, que existe
un horizonte finito de observaciones, digamos V.
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En el trabajo de ( ) se trabaja con un aspecto muy importante con
respecto al nimero muestral esperado que se calcula suponiendo que el flujo de informa-
cién proviene de una distribucion diferente de las hipotetizadas. Por ejemplo, si se desea
minimizar el valor esperado muestral, Ey(N), bajo la prueba

H0:0:00 VS H119:917

con errores tipo I y II acotados por « y 3, respectivamente, entonces se minimiza bajo una
tercera distribucion, cuyo pardmetro verdadero es 6 y que no necesariamente coincide con
los parametros hipotetizados. Este problema es bien conocido con el nombre del problema
Kiefer-Weiss modificado.

Otro trabajo, no menos importante lo vemos en ( ), en donde se interesé
en demostrar que dada una sucesién de variables aleatorias X, X5, X3, ... con distribu-
cién comun, excepto quizas para algin pardametro 6, el problema consistié en probar una
hipdtesis simple H_; : € = 0_; contra un hipdtesis alternativa simple también H; : 6 = 04,
donde 0_; < 6, y restringiéndose a pruebas con errores tipo I y Il acotados por dos valores
ay B (a+p < 1) dados. La principal caracteristica en este trabajo es que se minimizo el
tamano muestral esperado, E(N|#), bajo un tercer pardmetro #. También se minimizé el
maximo tamano muestral esperado, sobre todas las pruebas T que cumplen ciertas condi-
ciones, es decir, miny méxy F(N|6). Se trabajé con dos ejemplos en particular y en ambos
se supone el caso simétrico que consiste simplemente en fijar a = (3; pero en el primero se
analizan observaciones provenientes de una distribucién normal con media 6 desconocida
y varianza o2 conocida, N(6,0?); mientras que en el caso 2, se suponen observaciones
con distribucién comin de Bernoulli, tal que P(x = 0) =1 -0y P(z = 1) = 6. Para
lograr su objetivo construyé una prueba bayesiana T con respecto a una distibucion a
priori (b_1, bo.by), tal que b_1 4+ by + by = 1 y donde las probabilidades de error tipo I y II
para T estéan acotadas por dos valores a y . Entonces minimiza E(N|f) bajo una tercera

distribucién conocida con parametro 6y tal que #_; < 6, < 6; como en
( ). De hecho la cantidad

b_1Py_,[H_y sea rechazado| + by E(N|0y) + by Py, [Hy sea rechazado],

es minimizada por T'.

Ahora bien, para minimizar el maximo tamano muestral esperado, se parte del supues-
to de que F(N|f usando T') = méxy F(N|0 usando T') y se procede por contradiccién en
su demostracién. En dicho trabajo se analiza también el caso truncado, es decir, hay un
maximo de observaciones por tomar en el experimento y en caso de no terminar el expe-
rimento, ya sea por la prueba o regla en cuestién, se decide por una de las dos pruebas,
basicamente eligiendo a placer, 50-50.

En el trabajo de ( ) se menciona que para demostrar la
propiedad de optimalidad en la SPRT dada por ( ), se hace ba-
jo dos condiciones: una que los valores A, B satisfacen A < 1 < B, y dos, que sélo las
pruebas secuenciales con tamano muestral finito se tomaron en cuenta. En este trabajo
demuestran que la segunda condicién no es necesaria, no asi la primera a menos que se
consideren pruebas con al menos una observacion. También se trabaja bajo un costo por
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observacion, el cual no se fija de antemano, lo cual en la practica tiene sentido, debido a
que los costos pueden variar con el tiempo.

Otra variante que aparecio fue el trabajar con pruebas secuenciales aleatorizadas, (
, ; , ). En estos trabajos se analizan las propiedades de las pruebas
de decisién (secuenciales). Se explican ciertas ventajas de hacer uso de estas reglas aleato-
rizadas, como por ejemplo tiene la propiedad de linealidad, insesgadez, suficiencia, etcétera.

Se presentd una nueva generalizacion en ( ), al considerar observa-
ciones no necesariamente independientes e idénticamente distribuidas para las pruebas del
tipo GSPRT’s. Se centran en el estudio de una amplia gama de pruebas que contienen a
las pruebas SPRT’s. Describen que el modelo basado en observaciones i.i.d. es inapropiado
toda vez que las razones de verosimilitud que se utilizan en las pruebas secuenciales no
estan definidas directamente de las muestras aleatorias. Para ello, definen una secuencia
anidada, que no es mas que una filtracién, dada de manera natural por las mismsa ob-
servaciones y por la variable de paro N. En este nuevo planteamiento se tiene como caso
particular el Lema de Neyman-Pearson.

En ( ) se toman observaciones de tamano M en cada etapa
n (XM = (X1, Xpn2, ..., Xnar), al tiempo o etapa n) y en donde suponen que los vecto-
res de observaciones de etapa en etapa no tienen por que ser idénticamente distribuidos
(XM XM XM ..). Sin embargo, para una sola etapa n, las observaciones X,,1, X9, ..., X
si se suponen idénticamente distribuidas, aunque no independientes, pero si independien-
tes de un vector a otro. Se aborda este problema tomando la clase GSPRT, por lo que se
tienen cotas distintas en cada etapa.

En el trabajo de ( ), se trabaja basicamente con las condiciones cldsicas en
la teorfa secuencial, es decir, se pretende minimizar el tamano muestral esperado, E(N),
en la prueba Hy : p = f vs Hy : p = g, con observaciones X1, X, ..., i.i.d., donde f, g son
las densidades bajo Hy y Hi, respectivamente. También se trata el problema Kiefer-Weiss
modificado, es decir, se minimiza F(N) bajo una tercera densidad p que no necesariamente
debe ser f o g. Ademas, no se tiene restriccion alguna sobre el niimero de observaciones,
bajo las probabilidades hipotetizadas por lo que P(N = n) > 0 para toda n € N, lo
que significa que de manera implicita el horizonte del experimento es infinito; sin embar-
go, bajo la tercera densidad, p, P(N < oo) = 1. La importancia de este trabajo radica
basicamente en que se da una nueva demostracion de la SPRT, utilizando el enfoque que
se utiliza en el método de operadores de Lagrange ( , ). Este método de
Lagrange no es propiamente el mismo, pero se toma la misma idea del método de multi-
plicadores de Lagrange, porque a la funcién objetivo a minimizar, E(N), se le suman las
restricciones dadas por los errores tipo I y II. Es asi que la funcién a minimizar ahora es
E(N) + ua + vf (conocida como funcién de Lagrange), donde u, v son dos pesos dados
a las cotas de las probabilidades de error tipo I y II, respectivamente. Un trabajo mas
reciente sobre el Lagrangiano para pruebas secuenciales con un enfoque de programacion
lineal lo pueden ver en ( ).
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Hoy en dia existen muchas aplicaciones de las pruebas de hipotesis secuenciales como
podemos ver en ( ); ( ); ( );

( ), entre otros. Precisamente y debido al andlisis de ciertas investigacio-
nes como las anteriores, nos surgen preguntas como, ;jqué sucederia si por alguna razén
el experimento secuencial se ve interrumpido en algin momento por cuestiones ajenas a
nuestra decisién? ;Qué decision tomar sobre las hipdtesis? Por ejemplo, se puede pensar
que se terminan los recursos para seguir tomando observaciones, o bien se precisa dar una
decision final antes de lo esperado, etc. Lo que queremos decir con lo antes expuesto, es que
puede ocurrir que nuestro experimento se vea interrumpido por una variable independiente
de las observaciones, y entonces, ;qué decision debemos tomar sobre nuestras hipdtesis, ya
sea tanto para el caso truncado como el no truncado? Lo que sigue es exponer brevemente
algunos trabajos que son parte de la motivacion principal de nuestra investigacion.

Entonces continuando con los antecedentes, tenemos que en el trabajo de

( ), se estudia la optimalidad de las SPRT’s no estacionarias a través de un enfoque
bayesiano, agregando un costo ¢ > 0 fijo por observacion y revisando el caso truncado. Sin
embargo, en el caso truncado, si en la ultima observacién tomada la razén de verosimili-
tud esta en el intervalo de continuacién, no se toma decisién alguna sobre las hipdtesis.
Para estudiar la optimalidad se toman observaciones independientes, pero no necesaria-
mente idénticamente distribuidas, por lo que es més general este andlisis. También se da
la posibilidad de que el tiempo de paro, llamado N, sea aleatorio, pero dependiente de las
observaciones, por ser dado por la regla de paro, que a su vez depende de las observaciones.
Debido a este estudio, se obtienen ciertas propiedades que son aplicadas a distintos tipos
de senales como: senales periddicas, transitorias y mondétonas en ruido estacionario.

Es bien conocido que los resultados clésicos del andlisis secuencial pueden ser obtenidos
con base en la teoria de paro éptimo para Procesos de decision de Markov, ver por ejemplo
( )y ( ). En estos trabajos las pruebas secuenciales
son llamadas politicas, en donde las observaciones se suponen i.i.d. y las cuales se analizan
bajo un horizonte aleatorio independiente de las mismas observaciones. Este modelo de
horizonte aleatorio e independiente de las observaciones se ajusta muy bien para mode-
lar: fallas de un sistema en un modelo econémico, la muerte de un animal en un modelo
ecologico, la banca rota de una firma en un modelo econémico, etc. Principalmente se
emplea un horizonte aleatorio bajo una distribucién geométrica.

El clasico “problema de la secretaria” para ocupar una vacante con las mejores apti-
tudes, ( , ), se modela bajo un horizonte aleatorio independiente de las
observaciones i.i.d.. dicho horizonte se considera tanto finito como infinito. En este traba-
jo no se realiza prueba de hipotesis alguna, la decisién es sélo de tomar al cadidato o a
la candidata con mejores calificaciones para ocupar el puesto, por lo que el problema es
puramente de paro éptimo.

Una de las motivaciones directa de nuestra investigacion surge de los trabajos de
( )y ( ), en donde si se aborda el problema de prueba de
hipétesis secuencial simple cuando la decisién a tomar sobre una de las pruebas se debe
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hacer bajo la presion de un horizonte aleatorio, independiente de las orbservaciones. En

( ) podemos ver que las pruebas de hipétesis son aplicadas al estudio de
la neurociencia, en donde explican que aparentemente tanto los humanos como los ani-
males acumulan informacién para posteriormente tomar, la que ellos denominan, decisién
forzada éptima sobre dos alternativas simples (hip6tesis nula y alternativa simples). Sin
embargo, en muchas ocasiones la decision final puede ser afectada por una fecha limite
finita (horizonte aleatorio), que puede tener relacién o no con la informacién acumulada, es
decir, pueden ser factores externos o la misma incertidumbre del individuo. Realizan una
simulacion computarizada en donde presentan ejemplos con observaciones de Bernoulli, y
suponen primero una fecha limite finita (caso truncado en el andlisis clasico) y posterior-
mente emplean una distribucién gamma para el horizonte aleatorio. Es importante aclarar
que si la toma de decision se ve afectada por el horizonte aleatorio, entonces se hace una
penalizacién y la decision final sobre una de las hipétesis no se lleva acabo.

En cuanto al trabajo de ( ), la fecha limite estocastica (horizonte
aleatorio), como ellos denominan, y en diferencia del anterior trabajo, es que la decisién
de la distribucién de las observaciones se toma de un conjunto de m distintas funciones de
densidad de probabilidad. Ademés, por el enfoque ahi empleado (aplicado a la neurocien-
cia y psicologia), se dan cuenta que minimizar el riesgo bayesiano es igual a maximizar la
tasa de recompensa a largo plazo. Sin embargo, no se realiza decision final sobre una de las
hipétesis si el horizonte interrumpe el experimento y es entendible por el enfoque del area
de aplicacién. Es importante senalar que el horizonte aleatorio se supone independiente
de las observaciones i.i.d y cuya su distribucién suponen geométrica.

Un trabajo mas reciente relacionado con esta investigacion y bajo un enfoque bayesiano
es propuesto en ( ), en donde se supone un horizonte tanto aleatorio como
finito para la toma de las observaciones independientes e idénticamente distribuidas. Se
propone probar Hy contra H;, minimizando el valor esperado muestral sélo bajo la hipéte-
sis alterna. Se analiza el caso truncado, con N maximo de observaciones y la regla de paro
estd relacionada con la razon de verosimilitud y se acepta H; si la razén de verosimilitud
supera una cota superior que se define de las misma observaciones y que puede cambiar de
etapa en etapa; sin embargo, si el tamano muestral méaximo se alcanza con la observacién
Ty, sin que la razén de verosimilitud supere la cota, entonces se decidira sobre Hy. En
cuanto al caso en que el horizonte no es finito y en donde suponen las mismas condiciones
que el caso truncado, proponen que sea un horizonte aleatorio, que denominan los autores
tamano muestral maximo, el cual es independiente de las observaciones y con distribucion
geométrica con media finita. Para tal propdsito, se plantean pruebas secuenciales que tie-
nen una regla de paro dada por las mismas observaciones, digamos 7" y en donde actia un
horizonte aleatorio con distribucion geométrica que es independiente de las observaciones,
digamos N, y en tales pruebas secuenciales siempre se llegarda a una decisién final. Por
ejemplo si el experimento es interrumpido por el horizonte y no por la regla de paro de la
prueba, entonces se decidira por H;, mientras que si se detiene el experimento por la regla
de paro de la prueba secuencial, entonces entra la regla de decisién definida en la prueba
secuencial, por lo tanto, dependera de la decision optar por Hy o bien Hj.

Como antecedente final, tenemos las investigaciones de ( )y
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( ), en donde caracteriza las pruebas secuenciales éptimas tanto para observaciones
que sélo son independientes como para observaciones en general que provienen de un pro-
ceso estocastico a tiempo discreto, en donde minimiza el tamano muestral esperado bajo
una tercera hip6tesis (Problema Kiefer-Weiss modificado) sobre todas las pruebas secuen-
ciales cuyas probabilidades de errores tipo I y II permanecen acotadas y el enfoque del
Lagrangiano también es aplicado.

Para nuestra presente investigacion seguiremos en gran parte el enfoque dado por

( ), s6lo que ahora participard un horizonte aleatorio cualquiera, independiente del
proceso y con distribucion conocida, en particular analizaremos ciertos resultados cuando
el horizonte es geométrico, y a diferencia del caso truncado con ( ), se
tendra una regla de paro dada por las observaciones y también el horizonte aleatorio que
puede interrumpir la toma de observaciones antes de actuar la misma regla de paro o bien
el tamano muestral maximo permitido. Hasta donde sabemos no hay trabajos bajo este
mismo enfoque, por lo tanto la teoria a desarrollar en esta investigacion consideramos es
original.

1.2. Conceptos basicos

En esta seccion revisaremos algunos conceptos basicos que utilizaremos a lo largo de
esta investigacion.

Recordemos que en un espacio de probabilidad (X, X, P), X es una o—algebra de
eventos de un espacio muestral X', la cual contiene toda la informacién de X y P es
una medida de probabilidad (medida finita, por lo tanto, o-finita) definida en X, i.e.,
P : X — [0,1]. Sea ademas, X" la coleccién de todos los eventos que suceden hasta el
tiempo n. Entonces cada X" representa toda informacion disponible hasta el tiempo n.
Por lo tanto:

(i) para cada n se tiene que X" contiene menos informacién que X. Luego, X" C X para
toda n;

(ii) y si m < m, entonces se tendrd mayor informacién conforme pasa el tiempo, por lo
que X" C X

Decimos que {X" : n =0,1,2,...} es una coleccién creciente de o—algebras. Asi tenemos
una estructura de la informacion, dependiente del tiempo, que filtra la informacién en
(X,%,P). A toda estructura de la informacién que depende del tiempo (para nuestros
fines n siempre es discreto) y que satisface los puntos (i) y (ii) se le conoce como filtracion
en (X, X, P). Con lo anterior se define un espacio filtrado como (X, X, {X"}, P).

Se sabe ademas, que si la tnica informacién que se filtra proviene de una sucesion de
variables aleatorias X1, X5, X3, ..., entonces decimos que la filtracién {X"} es la filtracién
natural y se denota como

O'{Xl,XQ,...,Xn} = X" Vn.

Un proceso estocastico es una sucesiéon de variables aleatorias que cambian con el
tiempo, donde el tiempo puede ser considerado continuo o discreto. En la teoria clasica
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secuencial y debido a la naturaleza del problema, se consideran procesos estocasticos a
tiempo discreto y es comun el desarrollo de la misma bajo variables aleatorias continuas
ya que para el caso discreto, y cuando es necesario, sélo se intercambia la integral por la
suma.

Definimos a la siguiente sucesiéon {X,,} = {X,(w) : n € Nyw € X} como un proceso
estocastico a tiempo discreto adaptado en el espacio filtrado (X', X, {X"}, P), donde {X"}
es la filtracién natural del proceso. Para el vector (X1, ..., X,,) sea fj su funcién de densidad

fo =15 (@1, .., zn),

dada por la derivada de Radon-Nikodym de su distribuciéon, con respecto a una medida
producto p™, donde p es una medida o-finita en X paran =1,2,3, ....

Dentro de la teoria secuencial es imprescindible trabajar con tiempos de paro. Entonces
un tiempo de paro es una funciéon

T(w): X* = {n:n>0}

donde X* =X x X x ---, tal que el conjunto {w : 7(w) < n} =: {7 < n} es medible con
respecto a la filtracién natural X™ para toda n. En ( , ) vemos que los tiempos
de paro son dados por la filtracién natural de las mismas observaciones, pero también 7 se
trata de manera deterministica al abordar el problema secuencial truncado. Recordemos
ademas que si 71 y 7 son dos tiempos de paro definidos en el mismo espacio filtrado, o
simplemente espacio, entonces, min{, 75} también es un tiempo de paro en dicho espacio.

Como realizaremos en un principio pruebas de hipotesis paramétricas, dadas ciertas
observaciones X1, .., X,,, entonces las pruebas que podemos hacer, pueden ser sobre un
parametro en particular, digamos Hy : 8 = 6y vs Hy : = 61, o sobre la misma densidad
de las n observaciones fy (fy conocida, no asi ), por ejemplo Hy : fo = fo vs Hy : fo = fi,
o bien sobre su distribucién Py, asi Hy : Py = Py vs Hy : Py = P;. Lo que queremos decir
con lo anterior, que en lo sucesivo puede aparecer alguna de estas pruebas de hipotesis y
todas son equivalentes en el caso paramétrico.

Por el momento diremos que dada una sucesion de variables aleatorias {X,}, una
prueba secuencial es una pareja (1, ¢) formada por una regla de paro ¢ y una regla de
decision ¢, dadas de la siguiente manera:

¢ = (¢07 wla ¢27 )
y

(b = <¢07 (bla ¢27 )7
donde las funciones ¥, = 1, (X1, ..., X;,) ¥ &n = ¢n(X1, ..., X;,) son medibles con respecto
a las o-dlgebras X", n =1,2,...,y vg, ¢ € [0, 1] son dos nimeros.

El analisis secuencial en el marco de un evento que puede interrumpir nuestro experi-
mento (la toma de observaciones) por causas ajenas a nuestra propia decisién, lo llama-
remos horizonte aleatorio y denotaremos por H. De esta manera, decimos que la variable
aleatoria H es independiente de las observaciones X, X, ..., X,,, pero supondremos en
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todo momento que su distribucion es conocida, y de hecho abordaremos mas adelante el
caso particular cuando su distribucién es geométrica.

Debido a este horizonte aleatorio H el espacio filtrado sufre una ligera modificacion.
Por lo tanto si (X, X, {X"}, P) es un espacio filtrado, entonces {X"} estarda dada por

X" =o0{X1,.,,, Xn, Lgg=n}, L{g>n}} para toda n. (1.3)

1.3. Planteamiento del problema

Supongamos que se desea realizar un experimento (estadistico) bajo un horizonte alea-
torio H, que puede ser finito, H < oo o bien infinito H = oo, que es independiente del
experimento en si, pero con distribucién conocida. Sea { X, : n > 1} un proceso estocéstico
a tiempo discreto adaptado en el espacio filtrado (X, X, X", P), donde X" es la filtracién
dada por proceso y el horizonte H como en (1.3), que es la informacién obtenida hasta el
momento n debido a las observaciones { Xy : k = 1,...,n} y por el conocimiento de si ha
llegado o no a interrumpirse nuestro experimento debido a H al tiempo n.

Consideremos el problema clasico de probar una hipdtesis simple a cerca de la distri-
bucién de las observaciones del proceso P, Hy : P = P, contra una alternativa simple
también H, : P = P,.

Supongamos que, bajo la hipétesis H;, el vector de observaciones (X7, Xo, ..., X,,) tiene
como “densidad” de probabilidad la funcién

fzn = fz‘n(mlax% -'->$n)7 1= 07 17

dada por la derivada Radon-Nikodym de su distribucion, con respecto a la medida producto
1", n veces p por él mismo, donde p es alguna medida o-finita en X paran =1,2,3,....

Seguiremos con la idea de trabajar las pruebas secuenciales de forma aleatorizadas
como ( ), con lo que tenemos la siguiente.

Definicién 1.1. Una prueba de hipdtesis secuencial (aleatorizada) es una pareja (1, @)
formada por una regla de paro v y una regla de decision ¢, con

Q/] = (w07 1/J1a ¢27 )7
Y
¢ = (¢0a ¢17 ¢27 )7
donde las funciones 1, : X" — [0,1] y ¢, : X™ — [0, 1] suponemos medibles con respecto
a las o-dlgebras X", n =1,2,..., y o, ¢ € [0, 1] son dos nimeros.
Podemos debilitar la aleatoriedad a las reglas de paro y de decision, siempre que la
distribucién de las observaciones del proceso sean continuas ( , ).

Sabemos que en la teoria clasica ( ) trabajaron con reglas de
decisién indicadoras en la demostracion de la optimalidad de la SPRT, debido a que dichas
reglas podian tomar sélo valores cero o uno y facilitando con ello los célculos. Ademas,
en la teoria clasica es comun tomar al menos una observacion, i.e., n = 1, para iniciar el
andlisis secuencial.
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En la definicién anterior el valor 1y es interpretado como la probabilidad de parar sin
tomar observacién alguna (que llamamos aleatorizacion inicial), y dado cualquier niimero
n de observaciones, el valor ¥, (x1, ..., z,,) es interpretado como la probabilidad condicional
de parar el experimento en la etapa n, dada las observaciones (x4, xs, ..., z,,), y dado que el
experimento no paré antes. Estas dos reglas se aplican secuencialmente paran = 0,1, ...,
hasta que el experimento finalmente se detenga.

Después de que el experimento se detuvo, la funciéon de decision ¢ entra en juego y
es utilizada para tomar la decisién final: ¢, (x1, s, ..., x,) se interpreta entonces como
la probabilidad condicional de rechazar la hipétesis nula, dado que la informacion obser-
vada en la etapa n es (x1,x9,...,x,), y dado que el experimento termina en la etapa
n =1,2,.... En caso de “detener” (de hecho nunca se inicia) el experimento sin tomar
observacion alguna, esto sucede en la etapa 0, entonces la hipétesis nula Hy es rechazada
con probabilidad ¢q y serd aceptada con probabilidad 1 — ¢.

Por lo anterior es conveniente considerar a 1y y ¢o como funciones medibles en el
conjunto X% = {()} (sin observaciones) con respecto a la o-dlgebra trivial X° = {X°, (}.
Sea en este caso pu° una medida de probabilidad en X°. Para mantener la coherencia,
también definamos fJ = fY =1 (y, generalmente, f =1 en X?).

Notemos ahora que las pruebas de hipotesis clasicas donde la muestra tiene tamano
fijo n lo podemos ver como un caso particular de las pruebas de hipdtesis secuenciales
al tomar como regla de paro a » = (9 = 0,91 = 0,...,¢,_1 = 0,1, = 1,...) y s6lo se
identifican con la decisién ¢,,.

Cualquier regla de paro 1 nos genera, por el mismo proceso descrito anteriormente, un
tiempo de paro T, (aleatorizado) con la siguiente distribucién:

P(Tw = 0) :1/10,

P(Tlﬁ = n) = E[(l - 1/]0)(1 - 7vbl) T (1 - Q/Jn—l)d}n]» n = 1727 BRI (14)

Ahora bien, para toda regla de paro ¥ = (1o, %1, ...), denotemos a tgb =1, sg =g, ¥y
para cualquier n =1,2,...

tZ: (1 —=%o)(L —41) -+ (L = ¢y1), Sﬁztﬁ%-
En particular, tenemos de (1.4):

P(ry =n) = Es?

n’

n=0,1,....

Observemos que para n = 1,2,3, ..., la funcién s¥ = s¥(X;,..., X,) nos sehalara el
momento en que el experimento se detendra exclusivamente por nuestra regla de paro en la
etapa n, y no antes y ni debido al horizonte H. Mientras que la funcién t¥ = t¥ (X1, ..., X,,)
nos senalara el momento de detener el experimento en la etapa n debido al horizonte alea-
torio, y no por la naturaleza del experimento. No debe haber confusiéon al utilizar esta
P, que representa la probabilidad bajo la distribucion verdadera de la observaciones, que
bien puede ser Fy, P; o simplemente P.
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El enfoque principal de esta investigacion es introducir un horizonte aleatorio H, donde
la variable aleatoria H es una variable que toma valores enteros (posiblemente extendida)
tal que P(0 < H < 00) = 1 o de manera equivalente que P(H = oo) = 0. Supondremos
también que H es independiente del proceso de observaciones X1, Xs, ..., v que la distri-
bucién de la misma es fija y conocida por el estadista, a quien sélo se le informa si H > n
o no. En caso de que se interrumpa la toma de observaciones por el horizonte H se debera
realizar la decisién final en favor de Hy o H; con base en la realizacién de las observaciones
(x1,22,...,2,), n = 1,2,... con que se cuente hasta ese momento. Ahora bien, cuando
el horizonte es finito, H = N (caso truncado), para alguna constante N, el marco tedrico
correspondiente para abordar este problema son las pruebas secuenciales truncadas ( ,

), con un numero maximo de observaciones N, sin embargo, nosotros supondremos
en el caso truncado que también puede actuar H de manera aleatoria.

Sabemos que al realizar una prueba de hipdtesis no quedamos exentos de tomar una
decisién errénea; por ejemplo, optar por rechazar la hipdtesis nula Hy (error del tipo I)
cuando ésta es verdadera o aceptar la hipdtesis nula, siendo falsa (error del tipo II). A
las probabilidades de los errores tipo I y tipo II, se les denota cominmente como « y f3,
respectivamente. Lo mas sensato es tener estos errores o y S lo mas pequenos posibles
para tener la mejor decisién. Ahora bien, dada una prueba secuencial (1, ¢) le asociaremos
sus probabilidades de error tipo Iy tipo II como (v, ¢) v B(w, @), respectivamente.

Notemos que dada una prueba secuencial y bajo el marco de un horizonte aleatorio H,
a(, ¢) v B(1¢, ¢) se pueden calcular partiendo el espacio donde esté definido el horizonte
aleatorio, Z* en dos partes, tomando una parte cuando H llega antes o igual al tiempo de
paro y la segunda parte cuando el tiempo de paro llega antes que el horizonte aleatorio.
Por lo tanto, las probabilidades de error tipo I y tipo II pueden calcularse de la siguiente
manera:

a(,¢) = Py(rechazar Hy, H > 7,) + Py(rechazar Hy, H < )

= Y Po(¢n=1sl=1LH>n)+> PR, =1L1t=1H=n)
n=0 n=0

= Y EopusiP(H >n)+ Y _ Eyputi P(H =n)
n=0 n=0

= Z Eobut? (¢, P(H > n) + P(H =n)) (agrupando y factorizando t¥)

n=0

B(,¢) = Pi(aceptar Hy, H > 7,) + Pi(aceptar Ho, H < 1)

= Y P(l—¢p=1s0=1H>n)+> P(l—¢, =11t =1H=n)
n=0 n=0

= iEl(l — ¢n)sYP(H > n) + f: E(1 = ¢u)t P(H = n)

= Y E(1— ¢t (VuP(H > n) + P(H =n)).
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De esta manera tenemos la siguiente.

Definicién 1.2. Dada cualquier prueba secuencial (1, @), definimos las probabilidades de
error tipo I como

n=0
y tipo II como
n=0

donde h¥ = 1, P(H > n) + P(H = n) para toda n.

Enseguida veremos qué sucede con el nimero promedio muestral, el cual debe tener en
cuenta las restricciones debido a las mismas observaciones y al horizonte aleatorio H; por
lo tanto, estamos interesados en el valor esperado de 7, A H = min{r,, H} bajo alguna de
las dos hipétesis en cuestion, H;, © = 0,1 y el cual denotaremos como:

N(@) = E(ty NH). (1.7)
Supongamos que la distribucién verdadera de las observaciones es P = P;, i = 0, 1.
Entonces si la probabilidad de terminar el experimento, ya sea por el tiempo de paro
definido en la prueba secuencial o debido al horizonte aleatorio, es finita e igual a uno,
P(ty N H < 00) =1 (equivalentemente P(7, A H = 00) = 0), se sigue que
N(’gb) = ETw A HI{HZTw} + ETw A HI{H<T¢,}
= ETl/)I{HETw} + EHI{H<%}

= ZnP(Tw :n,H>n)+ZnP(H:n,T¢ > n)

= ZnP(Tw :n)P(H >n)+ZnP(H:n)P(Tw >n)

n=0
= ZnEs}fP(H >n)+ ZnP(H =n)EtY
n=0 n=0
= ZnE (stP(H >n)+t'P(H ZnEt%g
n=0

donde I4 es la funcién indicadora del conjunto A.

Definicién 1.3. Bajo un horizonte aleatorio, si P(ty NH < 00) = 1, tenemos que el valor
esperado del minimo entre el tiempo de paro T, y el horizonte aleatorio H es

= nEth. (1.8)
n=0

De otra manera si P(ty N H < 00) < 1 (o equivalentemente si P(ty N H = 00) > 0),
entonces N (1) = oo.
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En un contexto usual de pruebas de hipdtesis secuenciales, es conveniente trabajar con
pruebas para las cuales sus errores tipo [ y tipo Il no excedan ciertas cotas que imponemos
de antemano, digamos:

a(,¢) <a vy B,0) < B, (1.9)
para algunas «, 5 € [0, 1) fijas.

Entonces, bajo los conceptos antes planteados, el problema principal es caracterizar
las pruebas secuenciales 6ptimas que surgen de minimizar el tamano muestral esperado
N (1)) sobre todas las pruebas secuenciales sujetas a (1.9). Supondremos que la esperanza,
definida en (1.7), es calculada bajo una tercera distribucién de las observaciones del proceso
X1, Xy, ..., que no necesariamente tiene que coincidir con Fy o Py, i.e. consideraremos una
variante del problema Kiefer-Weiss modificado (ver ( ) ( )

( ) con observaciones i.i.d.), pero bajo horizonte aleatorio (KWMH).



Capitulo 2

Pruebas ()ptimas bajo Horizonte

2.1. Reduccién a un problema de paro 6ptimo

Primero abordaremos el problema Kiefer-Weiss modificado bajo horizonte aleatorio
(KWMH) en la clase A de todas las pruebas secuenciales. En realidad A es una clase
genérica de las pruebas secuenciales en la cual requerimos obtener la minimizacion, por lo
que A puede ser tomada como la clase de todas las pruebas secuenciales truncadas o bien
puede ser tomada simplemente como la clase de todas las pruebas secuenciales. La idea
de este capitulo radica primero en abordar el problema truncado, para luego extender los
resultados para el caso no truncado.

Para minimizar (1.8) sujeto a (1.9) aplicaremos el método de multiplicadores de La-
grange usado por ( ) con el objeto de reducir el problema de minimizacién de
la funcion de Lagrange:

N @) +ua(y, ¢) +vB(¢, ¢), (2.1)

donde u,v > 0 son ciertas constantes llamadas multiplicadores de Lagrange.
Es inmediato ver que minimizar (2.1) es equivalente a minimizar

LY, d) = L, ¢3¢, A) = N () + A, 9) + B¢, 9), (2.2)

donde ¢, A > 0 son algunas constantes (c es el costo unitario por observacion); de hecho,
c=1/vy A =u/v. Usaremos esta ultima forma, la cual es méds conveniente para nuestros
propositos.

Las constantes de peso u, v, también llamadas multiplicadores de Lagrange, han reci-
bido poca atencién dentro de la literatura en cuanto a cémo tomarlas de tal manera que
satisfaga las restricciones de las probabilidades en (1.9), sin embargo, pueden consultar

( ) donde se adentran al estudio de las mismas. Precisamente en el tra-
bajo de ( ) hacen uso del método de Lagrange para pruebas de hipotesis
secuenciales bajo un enfoque de programacion lineal.

Observemos que a partir de las definiciones 1.2 y 1.3 tenemos que la funcién L(1), ¢)
(nombrado Lagrangiano en alguna literatura) dada en (2.2) a minimizar es:

15



16 CAPITULO 2. PRUEBAS OPTIMAS BAJO HORIZONTE

£.0) =Y [ e (enf" 4 X, + (1= 6,017 ) (23)
n=0

El siguiente lema nos servird para fijar el camino riguroso a nuestro problema de
minimizar N (1)) que, bajo las restricciones (1.9), se reduce a la minimizacién de L(1), ¢),
de hecho es el Teorema 2.1 en ( ) (simplemente hay que recordar que el
horizonte aleatorio H se encuentra detrds de todas las definiciones de ahora en adelante).

Lema 2.1. Sean ¢ y X\ algunas constantes positivas. Sea (1V,¢) € A una prueba que
satisface L(V, ¢;c, \) < 00, y tal que para toda prueba (V' ¢') € A que cumpla

LY, ¢5¢,N) < LY, ¢'5¢, M), (24)
Y que
(Y, ) = a Y B, ) = B. (2.5)
Entonces para toda prueba (¢, ¢') € A que satisface
a(l,¢) <a y B, ¢) <p (2.6)
se cumple que
N () < N(@). (2.7)

La desigualdad en (2.7) es estricta si al menos una de las desigualdades en (2.6) es estricta.

La prueba del Lema 2.1 se repite literalmente como en ( ).

Cabe mencionar que las condiciones (2.5) son en general dificil de cumplir debido a
las constantes ¢ y A introducidas en (2.2), ya que no hay una manera simple de moverlas
de tal forma que se cumpla (2.6). La pregunta sobre la existencia de “buenas” pruebas
con o'y 3 dadas que cumpla con (2.5), no hay una respuesta en general, inclusive para la
SPRT ( : ). Por otro lado, en algin sentido, las condiciones (2.5) se
satisfacen “automaticamente” cada vez que se tenga una prueba (1, ¢) que cumpla (2.4);
de hecho, podemos elegir a = a1, ¢) y 5= (¥, ¢) y (2.5) se cumple.

Debido al lema arriba descrito, el problema ahora se reduce a encontrar la estructura
de las pruebas que minimizan la funcién L(1), ¢) sobre todas las pruebas secuenciales (ver
condicién (2.4)). En una manera muy usual, el primer paso es determinar las reglas de
decisién ptimas que minimizan la funcién de Lagrange L£(1), ¢) sobre todas las reglas de
decision ¢. Precisamente el Teorema 2.1 abajo enunciado es el que nos daré las condiciones
necesarias y suficientes para este proposito.

Antes necesitamos adoptar la siguiente notacién para facilitar los calculos. Escribamos
Y ~ Itp <p,y cuando se cumpla la desigualdad siguiente Itp <py < ¥ < Iip <p,). Veamos
que la notacion antes descrita es equivalente a tener:

'(ﬁIlSiF1<F2,

wZOSiF1>F2y



2.1. REDUCCION A UN PROBLEMA DE PARO OPTIMO 17

0 < < 1 siempre que F} = Fj.

Si las funciones ¥, I} y F» dependen de algunos argumentos, entonces esta regla debera
aplicarse a sus valores calculados en cualquier argumento dado.

Acordemos a partir de ahora que para cualquier par de funciones F,, = F,(x1, ..., z,)
y Gn = Gp(xy,...,z,) las relaciones F,, = G,, y F,, < G,,, asi también los limites como
limpy 00 FV, etc., se entendera u"-casi en todas partes, abreviadamente como p™-c.t.p., a
menos que se diga expresamente lo contrario. Vale la pena recordar que una condicién se
cumple p"-c.t.p. si existe un conjunto A € X" donde la condiciéon no se cumple y tiene
medida cero, pu"(A) = 0, para alguna n.

Ahora es preciso ver el siguiente lema que es de suma importancia para la demostracién
del teorema posterior.

Lema 2.2. Sean ¢, F1, F5 algunas funciones medibles en un espacio medible con una me-
dida 1, tales que

/ min{ Fy(z), Fy(x) }dp(x) < oo,

Entonces
[ G@FR@ + (- @) R@)dua) > [win{Fi). @), (28)

con igualdad si y solo si
¢ = I{r () <Fa(e)} (2.9)
p-c.t.p.

La prueba de este lema se encuentra en ( , p-211).

Teorema 2.1. Sea (¢, ¢) cualquier prueba secuencial y A un nimero positivo dado. En-
tonces

ha(w,0) + 5(0.0) = S [ eehmin{Afy. £} (2.10)
n=0
donde
hY =, P(H >n)+P(H=n), n=0,1,2,.... (2.11)

Hay igualdad en (2.10) si y solo si la regla de decision ¢ = (¢g, ¢1,...) es tal que
On = Iap<gpy p'-ct.p. en SY (2.12)
para toda n =0,1,..., donde

SV = {(21, ... 1) € X" t¥(2q, ..., xp) AV (21, ..., 2,) > 0F.

n
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La demostracion de este teorema la dejamos hasta el apéndice A.1.
Notemos que debido a nuestro previo acuerdo, para cuando no tomamos observacion
alguna, tenemos

5 {XO si YoP(H >0)4 P(H=0)>0,y (213)

(), en otro caso.

En el primer caso, la condicion “¢g ~ I (AJO< 10} pl-c.t.p. en Ssp "significa justamente
que “¢g ~ Ity<1y”, en el segundo caso, no representa ninguna condicion en absoluto.

Observemos que del Teorema 2.1 el inf, £(1), ¢) siempre se alcanza para una ¢, cual-
quiera que sea la regla de paro ; de hecho, podemos utilizar una tnica ¢ para toda
que cumple, por ejemplo, si las componentes son de la forma ¢, = Iyprepmy, n=0,1,....
Con base en lo anterior y abusando de la notacion, definamos

L) = L(Y;e,N) = fgfﬁ(@b, d;c, ). (2.14)

Con lo anterior vemos que nuestro problema de minimizacién de £(1), ¢) se reduce a la
minimizacién ahora de £(v) sobre todas las reglas de paro . De hecho si existe tal regla
de paro v, tal que

L) = ig/fﬁ(zﬁ'; ¢, N,
entonces usando cualquier regla ¢ que satisfaga (2.12) del Teorema 2.1 tendremos

L, ¢) = L) < LI) = LW, ¢) < LY, ¢),

para cualquier prueba secuencial (¢, ¢’), que garantice la desigualdad (2.4) en el Lema
2.1.

Por lo tanto, y de ahora en adelante, el objetivo se centra en minimizar £(v)) sobre
todas las reglas de paro .

Definamos a

ln = ln(x1, ..o, x0; A) = min{ A f (21, ..., ), f1(21, .o 20)}
paran = 0,1,... (notemos que por lo ya convenido fJ = f? = 1, luego Iy = min{\, 1}).
En el caso del problema KWMH, estamos suponiendo que la distribucién P tiene funcién

de densidad f" dado un vector de observaciones del proceso, para toda n.

Corolario 2.1. Si P(ry AN H < 00) =1, entonces
cw) =Y / 1Y (enf™ + 1) dy” (2.15)
n=0

Por otro lado si P(ty N H < 00) < 1, entonces L(v)) = oo.

Demostracion. Se sigue del Teorema 2.1 por (2.2), en vista de (1.8). O
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2.2. Reglas de paro 6ptimas

En esta seccién se centra el principal estudio de esta investigacion ya que vamos a
caracterizar las reglas 6ptimas, en caso truncado y no truncado. Primero abordaremos el
problema de paro 6ptimo visto en la seccién anterior.

2.2.1. Reglas de Paro ()ptimo Truncadas

Decimos que una regla de paro es truncada al nivel N si no se permite tomar mas de
N > 0 observaciones del proceso. Podemos ver que una regla de paro ¥ = (¢, 1,19, .. .)
sera truncada al nivel N € N si

(I —=9o)(1—y)...(1 —2n) =0, (2.16)

o de igual forma cuando P(ry, = N) = 1.

Sea DV la clase de las reglas truncadas.

En lo siguiente caracterizaremos la estructura de las reglas en DV tales que minimizan
L(1), para cualquier N > 0 fija.

Observemos primero que, debido a (2.16) y (1.8), todos los sumandos con n = N +
I, N +2,... en la parte derecha de (2.15) son iguales a 0, luego

Z/t%w (enf™ +1,,) du. (2.17)
Ademas, el ultimo sumando de la suma en (2.17) es

/ tyhy (eNfN +1y) dp™ = P(H > N) / tvn (NN +1y) du™

+P(H = N) /t;@ (eNfN+1y)dp = P(H > N) /#}Q (NN + 1y) dp,

lo anterior es cierto debido a (2.16).
De esta manera tenemos que (2.17) se convierte en

Z /twhw enf®+1,)du" + P(H > N) /t% (eNFN +1y) dp. (2.18)

Tomemos en cuenta que si P(H > N) = 0, entonces la expresién en (2.18) se reduce a lo
mismo para una N menor. De hecho podemos tomar a N = méax{n > 0: P(H > n) > 0}.
Por lo tanto, y sin perder generalidad, podemos suponer que se cumple P(H > N) > 0.

En vista de (2.18) definamos para cualquier funcién medible no negativa v = v(z1, ..., xy),
k > 1, el funcional

Z/zwhw enf™ +1,) du™ + P(H > k) /tf (ckf*+v)du* (2.19)
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(de ahora en adelante, y para tener sentido, tomaremos a 3. (-) = 0).

Debido a las definiciones (2.18) y (2.19) se cumple la siguiente igualdad

Ly(¥) = By (ly)
para toda ¢ € DV.

El siguiente lema representa la mayor parte del trabajo en esta seccion.

Lema 2.3. Sea v = v(xy,...,2p41) cualquier funcion no negativa p*-integrable, donde
k>0 es tal que P(H > k+ 1) > 0. Entonces

By, (v) > B (Dyv), (2.20)
donde, por definicion,

Dyv = pily + (1 — pi) min {1y, cff + Jyv},

con
Jv = Jpo(zy, .y 1) = /U(ﬂf"l, oy Thy Thog1 ) A Tgeg1 )
! P(H =k)
== 2.21
Y (2.21)
Se cumplird la igualdad en (2.20) si y solo si
Vr = Ly <cph i} pwF-c.t.p. en T,:,p, (2.22)
donde T = {(z1, ..., zx) € X* : t¥(xy,...,2%) > 0}.
La demostracién del Lema 2.3 se encuentra en el Apéndice A.2.
Sea ahora
V=V, .. an) = Iz, ..., on) (2.23)
y, recursivamente para n = N, N —1,..., 1, definamos
VN =D, VN (2.24)

Dada cualquier regla de paro truncada v € DY, podemos aplicar el Lema 2.3 con
k = N — 1 para Ly(1)) = Bi(ly) con lo que obtenemos Ly(¢)) > BY_ (VA ), con
igualdad si y sé6lo si y_; cumple con (2.22). Ahora, aplicando Lema 2.3 con k = N — 2
para BY_, (V') tenemos BY (V) > BY_,(VY,), v con igualdad si y sélo si thy_s
cumple con (2.22). Haciendo esto de manera consecutiva para los demas k = N —3,...,1,
llegamos finalmente a

BY (V") > By (V) = Vi = polo + (1 — po) min{ly, ¢ + oV}

y obviamente una serie de condiciones suficientes y necesarias sobre cada 1, para alcan-
zar las igualdades en todas las desigualdades. Entonces por una variante de induccién
matematica hacia atras (ver ( )) obtenemos el siguiente.
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Teorema 2.2. Supongamos que N > 1 y que P(H > N) > 0. Entonces para toda ) € DV
Ln(e) > V" (2.25)
Se cumplird la igualdad en (2.25), para una 1 € DV, si y sdlo si

Un = g, <cpnia,vN ) p-c.t.p. en TV
para toda n =0,1,.... N — 1.

Conforme a nuestro previo acuerdo, tenemos que 7, Sﬁ = X0 es el conjunto de “no
observaciones” y “u’-c.t.p. en el conjunto Téﬁ” significa justamente “en X°7.

Ahora es mas facil ver el caso cuando P(H > N) = 0. Para ello podemos aplicar el
mismo procedimiento del Teorema 2.2, con una N inferior, como mencionamos anterior-
mente, con N = max{n > 0 : P(H > n) > 0}. Esto precisamente nos lleva a que el
horizonte aleatorio H es acotado con probabilidad uno, digamos P(H < k) =1,y N > k;
donde los componentes de la regla de paro ¥y 1, ¥rio, ... YN de cualquier regla de paro ¥
serdn irrelevantes para llegar a la optimalidad en DY debido a que no se requerirdn nunca
para el procedimiento de paro.

En caso de tener un truncamiento al nivel N = 0, existe una tnica regla de paro ¢y = 1
en DY lo que significa tener la desigualdad Iy < cf® + JoV debido a (2.22). Ahora por
(2.13), vemos que SY = X0, entonces como regla de decision tenemos que ¢g >~ Iy 1y ul-
c.t.p. en Sg’ . Por lo tanto, tenemos que Ly(g) = V = min{\, 1}, entonces la minimizacién
de Ly(1)) sobre 1) € D° se vuelve trivial.

También se vuelve trivial la optimizacién si en alguna etapa n < H, una de las densi-
dades conjuntas de las hipétesis se anula. Por ejemplo, si f{* = 0, para alguna n, entonces
l, = min{Af',0} = 0. Luego, para alcanzar la cota inferior (2.25) del Teorema 2.2, bajo
los mismos supuestos, 1, = 1, mientras que para k =n—1,n—2,...,;1, Yy, es de la forma
(2.22) y el elemento de la regla de decisién para la etapa n es ¢,, ~ Iiapn<oy = 0; es decir,
debemos rechazar la hipdtesis nula con una probabilidad de 0. Por lo tanto, aceptamos la
hipétesis nula es este caso y el costo asociado al experimento es cn.

Recordemos que las funciones VN son construidas para cualquier ¢ y A positivas y
fijas, asf las funciones V¥ = VN (... z,;¢,\) dependerén en cierta medida de dichas
constantes. Ademas, la distribucion del horizonte aleatorio H esta detras de todas nuestras
definiciones y construcciones, por lo que es necesario tenerlo presente en lo sucesivo.

Cabe hacer mencién que la variable py definida en (2.21) se le conoce como “tasa de
fallos” y se puede demostrar, de manera sencilla, que cuando esta tasa es constante, en
el caso discreto, tiene una distribucién geométrica, mientras que para el caso continuo,
tiene una distribucion exponencial. Esta parte de la tasa de fallos la veremos con un
poco de detalle mas adelante cuando abordemos el caso de observaciones independientes
e idénticamente distribuidas.

2.2.2. Optimalidad de las reglas de paro no truncadas

Ahora estamos en condiciones de extender los resultados previos para poder caracteri-
zar la estructura de reglas de paro 6ptimas, cuando no existe restriccion sobre el nimero
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maximo de observaciones y aplicar estos resultados al problema original de pruebas de
hipétesis. Sobre la regla de paro no hay restriccion, sin embargo, recordemos que el hori-
zonte aleatorio puede interrumpir el experimento en cualquier momento.

Dada cualquier regla de paro v y para cualquier nimero natural N > 1 definamos,

donde ¥V = (g, 91, ..., n_1, 1, ...) es una regla ¢ truncada al nivel N. Como ¢V € DV se
sigue que Ly () puede ser calculado usando (2.18) y que la desigualdad en (2.25) se cumple
para toda N > 1. Asi obtendremos los resultados de nuestra optimalidad, precisamente
pasando al limite en (2.25), como N — oc.

Como un primer paso para lo anterior, necesitamos saber las condiciones bajo las cuales
se cumple Ly (v)) — L(¢), siempre que N — o0.

Lema 2.4. Sean )\ y ¢ cualesquiera nimeros positivos y v cualquier regla de paro tal que
E(ty NH) < 0o. Entonces

A}im Ly, N) = L(;¢,\)

sty solo si

n—o0

lim P(H > n) / tY min{\fy, fr}du™ = 0.
Si E(ty N H) = 0o pero P(ty N H < 00) =1 entonces limy_,oo Ln () = 00.
La demostracion del Lema 2.4 se encuentra en el Apéndice A.3.

Corolario 2.2. Si P(H < 00) =1 entonces

lim L (¢) = L(¢) (2.26)
N—oo
para toda regla de paro 1.
Demostracion. Si
E(ry NH) < 00, (2.27)

entonces (2.26) se sigue de la primera parte del Lema 2.4, porque

[emtniagg gy < [mingafy, e <x [ gt =3 <,

y P(H >n) — 0, n — oo, por condicién.
Si (2.27) no se cumple, entonces L(1) = oo, y (2.26) se sigue de la segunda parte del
Lema 2.4 debido a que P(t, A H < 00) > P(H < 00) = 1. O

Corolario 2.3. Supongamos que al menos una de las siguientes condiciones se satisface:

(i) P=moPy+mP, conmy >0, m >0, donde mp +m = 1.
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(ii) para alguna A >0
lim /min{)\f(?, fdu™ = 0.
n—o0

(iii)
Xy, ..., X5)
fou( Xy, ..., Xy)

— 0, como n — o0,
en Py-probabilidad.

Entonces para toda regla de paro v tal que P(Ty N H < 00) =1 se cumple
i Ly (v) = L(1). (2.28)
—00

La prueba del Corolario 2.3 la dejamos hasta el Apéndice A 4.

De igual manera necesitamos ver qué ocurre cuando N — oo en las funciones (2.23) y
(2.24).

Lema 2.5. Para todos los enteros no negativos n y N tales que n < N, se cumple
VN >N et (2.29)

Ver prueba en el apéndice A.5

Dado un nimero N > 0, sabemos que las funciones V¥, 0 < n < N, son no negativas
y por el Lema 2.5 sabemos que son no crecientes; por lo tanto, su limite existe cuando
N — oo. Entonces para cada entero no negativo n definamos

Vo =Vu(zy, ... 2,) = lim VnN($1,...,xn), (2.30)

N—oo

el cual existe p"-c.t.p. por el Lema 2.5.

Ahora a estas funciones V' les tomaremos el limite cuando N — oo en el Teorema 2.2
para poder expresar una cota minima para la funcién de Lagrange, £(v), dada cualquier
regla de paro y la cual puede ser alcanzada bajo ciertas condiciones.

Teorema 2.3. Supongamos que P(H > N) > 0 para toda N > 1 y que las condiciones
del Corolario 2.2 o el Corolario 2.3 se satisfacen.
Entonces para toda regla de paro 1)
£(¢) Z Vb = polo + (1 - po) min{lo, c+ J()‘/l} (231)
Eziste igualdad en la desigualdad (2.31) si y sélo si

U = Ly <opriavany  H-c.tp. enT? (2.32)

para toda n = 0,1, 2....
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Demostracion. Sea N > 1 cualquier entero no negativo y sea 1 cualquier regla de paro.
Es facil ver, por induccion hacia atrés sobre k = N, N—1,...,1, que paratoda 1 < k < N
se tiene la siguiente desigualdad

B (VM) > B (VY)), (2.33)

con By definida en (2.19), y ;¥ en (2.23) y (2.24).
Sea ahora k cualquier entero entre 1 y N. Como B (VYY) = Bi(ly) = Ly(¥) y
BY (V) = ViV es facil ver a partir de (2.33) que

Ly() > BY(VY) > B (ViY) > VY (2.34)

Como 0 < V;¥ < I} para toda k, donde [l du* < min{\, 1} < oo y en virtud de (2.30),
VY — Vi, como N — oo, pf-c.t.p., se sigue entonces del Teorema de Convergencia
Dominada que B} (VY) — B} (Vi), como N — oo. Por lo tanto, de (2.34) se sigue que

L) > B (Vi) > BY (Vi) >V, (2.35)

y de (2.24) que
Vi = DeaVi (2.36)

k—1
wr-ctp..
La primera parte del Teorema 2.3 estd demostrado: se sigue de (2.35) que

L() = W,

cualquiera que sea la regla de paro 2.

Supongamos ahora que v satisface (2.32) para toda n = 0,1,.... Debido a (2.36), se
sigue del Lema 2.3 que BZ(Vk) = BZfl(Dk_ﬂ/k) = BZ,l(Vk—ﬂ para toda k =1,2,.... En
particular, BY (Vi) = By (Vo) = Vp (cf. (2.35)), i.e.

k-1
> / tRY (enf™ + 1) du™ + P(H > k) / ty (ckf* + Vi) duk =V (2.37)
n=0

para toda k = 1,2,.... Se sigue ahora de (2.37) que

P(H > k) /t’,fckf’“du’“ < Vo(< min{\, 1} < o),

donde la parte izquierda es equivalente a
ckP(H > k)P(ty > k) = ckP(ty NH > k)
lo que implica

min{\, 1}

— 0, £ — oo.
ck ’ >0

P(Tw/\HZk?)S

Asi, P(ty NH < o0) = 1.
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Usando de nueva cuenta (2.37), vemos ahora que

Z/twiﬁp (enf™ 4+ 1,) du™ <V

para toda k =1,2,..., lo que implica
Z / RS (en f + L) du = £() < Vo,

Tomando en cuenta que, por la primera parte del Teorema, £(¢)) > V4, tenemos ahora que
L) = Vp. De esta manera la suficiencia de (2.32) estd probada.

La necesidad fécilmente se sigue del mismo Lema 2.3. Si L(v)) = V para algin 9,
entonces, obviamente, todas son igualdades en (2.35), en particular,

By (Vi) = B}, (Vi1) = By_ (D1 Vi)

(la dltima ecuacién debido a (2.36)). Ahora, esto se sigue del Lema 2.3 que (2.32) se
satisface paran = k — 1 p"-c.t.p. en T¥. Como k > 1 es arbitrario, la necesidad de (2.32)
se sigue. 0

Ahora notemos que si se tiene P(H > N) = 0 para algin natural N, es ficil ver de
(2.11) que no hay més de N sumandos en la expresién (2.15) para £(v), cualquiera que
sea 1. Entonces podemos hacer N = méax{n > 0: P(H > n) > 0}, con lo que tenemos
L(Y) = Ln(¢) (la funcién Lagrange truncada al nivel N, definida en (2.18)). De esta
manera podemos emplear el Teorema 2.2 para minimizar £y (1)) sobre todas las reglas de
paro v y suponiendo desde luego que N > 1, de otra manera el problema se vuelve trivial.
Se sigue del Teorema 2.3 que, bajo esas condiciones,

inf £(y) = Vo.

Asi, el Teorema 2.3 caracteriza la estructura de todas las reglas de paro las cuales mini-
mizan L(1)).

Enseguida podemos aplicar el Teorema 2.3 al enfoque bayesiano, considerando jus-
tamente P = nPy + (1 — m)P;, con 0 < m < 1. Las condiciones de ahi se satisfacen
precisamente en virtud del Corolario 2.3, para cualquiera que sea el proceso de observa-
ciones X1, Xo,...,X,,.... Suponiendo entonces que P(H > N) > 0, con N > 1, y con
ayuda del Teorema 2.1, obtenemos de manera inmediata a partir del Teorema 2.3 una
caracterizacion de todas las pruebas secuenciales bayesianas.

Supongamos que 0 < 7 < 1 es dada. Hagamos my = 7y m; = (1 — 7). Tomemos a
fm=mofl + m f7'. Entonces por (1.8) vemos que



26 CAPITULO 2. PRUEBAS OPTIMAS BAJO HORIZONTE

N@)=E(ry, NH) = ZnE#ﬁhz
= Z / nt?hY frdu”
= Z/nt%w (7 fe+ (1 —m) f1)dp
= WZ/ ntYh? frdu” + (1 — ) Z/ nt?h frdu”

= 7T0E0(Tw VAN H) +71E1(T¢ VAN H)

Por lo tanto, combinando los resultados y las demostraciones del Lema 2.1 y los teore-
mas 2.1 y 2.3 tenemos el siguiente teorema sobre la estructura de las pruebas secuenciales
6ptimas en el problema original Kiefer-Weiss modificado y que nos seré fundamental para
los resultados siguientes. El resultado siguiente es una contribucién original ya publicada
en ( ), que se construye de otros resultados previos a partir del
Teorema 2.1.

Teorema 2.4 (Teorema KWMH). Supongamos que se cumplen las condiciones del Teo-
rema 2.3.
Sea (1, ¢), cualquier prueba secuencial, tal que la regla ¢ cumple

On ~ Ipngpegpy p'-ctp.en SY (2.38)

para todan =0,1,2,..., y ¥ satisface

Un = Limin{afn iy <cfrdaVory  H'-Ctp.en TY (2.39)
para todan = 0,1,.... Entonces para toda prueba secuencial (3, ¢'), tal que
a.¢) <alh,9) y BH,¢) < B, ) (2.40)
se tiene
E(ty NH) < E(ty N H). (2.41)

La desigualdad en (2.41) es estricta, si al menos una de las desigualdades en (2.40) es
estricta.

Si existen igualdades en todas las desigualdades en (2.40) y (2.41) entonces ¢' también
satisface (2.38) (con ¢' y ' en lugar de ¢ y 1, respectivamente) para todan =0,1,2,. ..,
y Y satisface (2.39) para todan =0,1,..., (con ' en lugar de ).

Es preciso recordar que ¢, A y la distribucion del horizonte H estéan involucradas en la
construccién de las funciones V,, dadas en el Teorema 2.4 (ver (2.30)). Por lo tanto, dada
cualquier prueba secuencial (¢, ) € A, si ¢; y ¢o son dos costos asociados a dicha prueba
y A1 ¥ A2 son dos pesos asociados a la probabilidad del error tipo T (a(1), ¢)), los cuales
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fijamos de antemano, entonces la optimalidad de L(1, ¢;c1, A1) v L(2, ¢; ¢a, A2) no tienen
por qué ser la misma. Algo parecido sucede al suponer el horizonte aleatorio, H, bajo una
distribucién F} o con una distribucién Fs.

El resto de esta investigacién se refiere a aplicar el resultado del Teorema 2.4 a va-
rios modelos estadisticos cominmente usados en el andlisis secuencial, muchos de ellos
basados en observaciones i.i.d. o bien sélo independientes. Sin embargo, los resultados de
este capitulo, en particular de esta seccion, son aplicables a procesos estocasticos mas ge-
nerales que s6lo para observaciones independientes. Por ejemplo, no es dificil ver que el

Teorema 4.4. en ( ), puede ser extendido a pruebas de hipétesis para procesos
de Markov, cuando el horizonte aleatorio estd presente. En particular, los resultados de la
Seccion 4.5 en ( ) pueden ser facilmente extendidos a este modelo de horizonte

aleatorio.
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Capitulo 3

Optimalidad para Observaciones
Independientes

Es esta seccidon caracterizaremos las pruebas secuenciales 6ptimas basadas en obser-
vaciones independientes, que no necesariamente son idénticamente distribuidas, bajo la
presencia de un horizonte aleatorio. Asumamos que las densidades de las observaciones
vienen dadas por

f(?(xlv s 7IN) = Hf072(xl) y fln(xla B vwn) = Hfl,i(xi)v (31>
=1

i=1

bajo Hy y Hy, respectivamente, y que

n
i wn) =[] filw) (3.2)
i=1
es usado como criterio de minimizacién del tamano muestral promedio E(r, A H).

La optimalidad dada por Wald-Wolfowitz (bien conocida para observaciones i.i.d., ver

( ); ( ); ( )) cuando el nimero

muestral es minimizado bajo ambas hipdtesis, es ampliamente deseable para aplicaciones

y muy atractivo desde el punto de vista tedrico, pero parece ser demasiado fuerte para

aplicarlo a modelos més generales, incluso para los mas simples que consideramos en esta
seccion.

3.1. El problema Kiefer-Weiss bajo horizonte aleato-
rio

En una amplia clase de pruebas de hipétesis para observaciones independientes, las
pruebas 6ptimas derivadas del Teorema 2.4 toman una forma mucho més simple. En esta
seccion veremos que estan basadas en “razones de probabilidad” para las distribuciones
involucradas.

Supongamos que paran = 1,2, ...

29
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{/" =0y c{fg =0y u{f’ =0} (3.3)
En cierto sentido lo anterior significa que la distribuciéon correspondiente a f se “en-
cuentra entre” las correspondientes funciones de probabilidad fy y fi.
Por ejemplo, supongamos que tomamos observaciones independientes provenientes de
una distribucién uniforme

fe(x)Z{L siozelf,0+1], (3.4)

0, en otro caso,

y deseamos probar Hy : 6 = 6y vs Hy : 8 = 6, 6; > 6y con un promedio del tamano
minimo muestral dado por E67,. Observemos que si 6 € [y, #;] entonces se cumple (3.3).

Por lo tanto, si suponemos que la condicién (3.3) se satisface, entonces la funcién de
Lagrange £(v) dada en (2.15), puede ser expresada en términos de su razén de probabilidad
definida para n = 1,2, ... como

22 = Zg(w‘l, ,.Tn) — H fOJ(l’Z) y 2711 = Zrlz(xb an) = H fl,Z(:L‘Z)

0_ .1 —
y ZO = ZO =
De hecho y debido a (3.3) tenemos

Z / tohe (enf™ + min{\fg, f13) Iipasoydiin
_ Z Etd)hw C?’L + ml’n{/\zg, zrll}) (35)

Es preciso indicar que de ahora en adelante, supondremos que cualquier esperanza corres-
pondiente a una funcién de densidad f(x)

Eg(X) = / 9(x) f(@)dp(z),

se entenderd como
E9(X) = [ @) @) Ty duta),

por lo que no tendremos problemas por preocuparnos por definir g(z) en {f(x) = 0}. Por
lo tanto, no hay problema con la definicién de z¥ y z! en (3.5) cuando f™ = 0.

En vista de (3.5) parece muy natural que en este caso las reglas de paro 6ptimas del
Teorema 2.4 son funciones sélo de z° y z!. Demostremos lo anterior y determinemos la
correspondiente estructura éptima de las pruebas en términos de 20 y z!.

Definamos para n = 0, 1,2, ... las funciones p = pN (2%, 2!),2% 2! > 0 de la manera
siguiente, iniciando con

PN (0, 21) = ga(20, 2) = min{A=°, 21}, (3.6)
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y definimos de manera recursiva paran =N —1, N —2,....1,0

oo (2%, 21) = ga(2°, 2" )pn + (1 = pu) min {ga (2%, 21), e+ Lup) 1 (2°, 21 ], (3.7)
donde
n Xy ) fln 1(XTL+1>
Ly = L2 2') = Ev (zOfo’ 1 (Xni1 , 21 + , 3.8
( ) fn+1(Xn+1> fn+1<Xn+1) ( )

para toda funcién medible no negativa v = v(z°, z1).
Lema 3.1. Bajo la condicion (3.3), se tiene para toda N > 1 yn=0,1,2,..., N que
VY= S0 (20, 2).
Ver demostracién en Apéndice. A.6

Lema 3.2. Para toda N >1yn=20,1,2,...,N

P (20, 20) = pp (2 )

para toda 2° >0, z* > 0.

Ver demostracion en Apéndice. A.7
Por el Lema 3.2, y para todan =0,1,2,... existe

pn(2%,2Y) = ]Vlgrloopg(zo,zl), 22 >0,z >0.

Tomando el limite, como N — 0o, en (3.7), tenemos que

pn (2, 28) = ga (2%, 2 )pn + (1 — pu) min{gr (2%, 2Y), ¢ + Lipni1 (2°, 21)} (3.9)
para todan =0,1,2,....
Se sigue ahora del Lema 3.1 que las pruebas secuenciales éptimas en el Teorema 2.4
satisfacen
Gn = Ipnneay pi-ctpoen SYN{f" >0}, (3.10)

Un = Loy ey <ettupnin(9.20) - H-ctpoen T N {f" > 0} (3.11)

para todan =0,1,2,....
Si f* = 0, entonces la prueba 6ptima en el Teorema 2.4 sugiere seguir tomando ob-

servaciones (¢ = 0), excepto para los casos donde el paro es opcional; i.e. si f' =0 (en
cuyo caso se tiene que rechazar Hy si viene el paro) o f' = 0 (aceptar Hy al detenerse el
experimento).

A partir de (3.9) estamos en condiciones de analizar un caso estacionario particular de
observaciones independientes.

Podemos hacer en (3.9) que las observaciones sean i.i.d. y ademds la “tasa de fallos”
pn debida al horizonte aleatorio H sea constante. Por lo tanto y para el resto de esta
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seccion, supondremos que las observaciones X1, X, ... son independientes e idénticamente
distribuidas, y p, = p paratodan =20,1,2,....
Entonces veamos qué forma tienen las pruebas éptimas (3.10)-(3.11) en este caso en

particular.
Para fo, = fo fii = fiy fi = f, paratoda i = 1,2,..., el operador dado en (3.8)

toma la forma A A
Iv = Tv(z", 2! :Ev<zoo Lot 1) 3.12
) 7)) 12
para toda funcién medible no negativa v = v(z; 21).
De las funciones (3.6)-(3.7) podemos ver que bajo las condiciones de esta seccién se
cumple

pnN(ZOa Zl) = prjy—:_ll(zov Zl)’ ZO» 2! >0, (313)

para toda n < N y toda N.
Tomando el limite en (3.13), como N — oo, tenemos

pn<z07 Zl) = pn—i—l(z()? Zl)? ZO: Zl 2 0)
para toda n = 0,1,2,... Si denotamos a p(2°,21) = p, (2% 2), 22,21 > 0, obtenemos de
(3.9)
p(2",2") = ga(2%, 2" )p + (1 — p) min{gn(z", 2*), e + Ip(z°, 21)} (3.14)
para toda 2%, 2t > 0.
Es asi que las pruebas secuenciales del Teorema 2.4 (ver (3.10)-(3.11)) deben satisfacer
ahora

On = Ipno<any pi-ctpoen SYN{f" >0}, (3.15)
y
Un 2 gy (o0 20y <eitp0 20 W-c.tp.en TV N {f" > 0} (3.16)

para todan =0,1,2,...

Como era de esperarse, cuando p = 0 corresponde a un horizonte infinito H = oo y
nuestras pruebas secuenciales (3.15)-(3.16) son versiones aleatorizadas (extendidas, en los
términos de ( )) de la prueba éptima (3) de ( ).

Para finalizar esta seccién es conveniente ilustrar los resultados obtenidos en esta in-
vestigacion para la construccién de pruebas secuenciales 6ptimas bajo horizonte en el
problema Kiefer-Weiss.

Supongamos que las observaciones de un proceso tienen todas distribucion uniforme
(3.4) y deseamos realizar la siguiente prueba de hipétesis Hy : 6 = 6y vs. Hy : 6 = 0y, con
0, > 6y. Nuestro propédsito sera entonces minimizar el maximo tamano promedio muestral

sup FgTy.
0€[00,01]

Este es el problema Kiefer-Weiss original, pero ahora bajo horizonte Aleatorio. Ademas,
supongamos que el horizonte aleatorio H tiene una tasa de fallos constante, i.e.

PH=n)=p(1—-p)", Vn=0,1,... (3.17)
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(distribucién geométrica con pardmetro p).

Para un parametro 6 fijo, con 6y < 6 < 6y, construyamos la prueba 6ptima minimizando
Ey(ty N H) definida por (3.15) — (3.16).

Para empezar y por cuestiones practicas hagamos A = 1, entonces 0 < ¢ < 6; — 6y de
tal manera que podamos iniciar el andlisis inductivo hacia atrds (més adelante se ve la
razén en el Corolario 3.2). Enseguida, necesitamos la forma del operador I en (3.16). Sea
v(2%, 2') una funcién medible no negativa, tal que v(0, z') = v(2°,0) = 0 para todos los
valores no negativos 2° y z'. Es asf que por definicién tenemos

Oo+1

Tv(2° zl)—/0+lv 20& 21& fo(z)dr = v(2° 2Y)x =0(2% 2 (1 +6,—6)
R Y e P o

por que f" > 0 en [f, 0+ 1]. Por lo tanto, (3.14) se convierte en
0 1y _ 0 .1 . 0 1 0 1
P2 2) = gu(2, 2+ (1 — p)min{gn (2, 21), 4 p(%, )1+ o — 6))  (3.18)
para todas 2%, 2! >0y

Vn 2 Lig (20 21)<ctp(20,2) (1400 —01)} (3.19)

para todan =0,1,2,....

Por la misma definicién, 20 y z! toman sélo valores 0 6 1. Podemos verificar facilmente
que si uno de estos es 0, entonces la regla de paro 6ptima (3.19) es igual a 1, y se debera
detener el procedimiento. Ahora demostremos que si z2 = 1y z! = 1, entonces no se
detendra el proceso, al menos cuando ¢ es lo suficientemente pequenio. Debido a (3.18)

p(1,1) <1, entonces evaluando (3.19) tenemos
c+p(1,1)(1+€0—91) §C+(1+90—61> <1

si ¢ < (61 — 0p). Asi, la regla de paro 6ptimo (3.19) tiene que continuar el procedimiento
cuando 20 =1y 2! = 1.

Vemos que la regla de paro 6ptima en (3.19) tiene que detener el procedimiento al
primer tiempo n cuando 2 = 0 o0 z! = 0 y deberd de continuar en otro caso. La prueba
también debe parar en la etapa n cuando H = n, inclusive cuando ambas 20 =1y z! = 1,
por ser un paro independiente de las observaciones. La regla decisién se aplica en este caso
(3.15), asi deberfamos rechazar H, (porque A = 1).

Caracterizemos el procedimiento 6ptimo que justamente hemos determinado. Primero
hagamoslo para el tamano promedio muestral, pero observemos que #; — 6y > 0 luego
1—0y+6; <1y también 1 —p < 1. entonces:
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Eo(ry NH) = Y Py(ry >n,H>n)=Y Py(ry>n)P(H >n)

= ) (146 6)""'(1—p)"

n=1

k
= l}ggo (146 —6)" (1 —p)"
n=1
(1 =6 —6)" (1 —p)? —(1-p)

= lim
_ p—1

1—p+(6h—01)(1—p)—1

I—p

p+ (61— 6o)(1—p)

Y ahora para las probabilidades de los errores tipo I y II, tenemos

a($,0) = > EgbutathnP(H >n)+ Y Egnt, P(H = n) (3.20)

n=0 n=0

= ZEeof{fglzfgg}I{Xie[el,ueo},i:lz ..... n-1H(xel0.0y P(H >n)  (3.21)

+ Z Eoof{f£1Zfég}I{Xie[91,1+9o],i=172 vvvvv n-1P(H =n) (322)
n=0
oo p
_ L+ 60 — 0:)"p(1 — )" — 3.23
> (146, —61)"p(1 —p) 1— (1460 —6:)(1—p) 2

n=0

- P (3.24)

p+(91 —0)(1 —p)

B, ¢) = ZEel — Gn)tntbn P(H > ) +ZE91 — ¢u)tnP(H =n) (3.25)

= ZEelf{fgg<fg;}I{Xie[el,ueo},i:l,z ..... n-1l{x,e00.03P(H > n)  (3.26)
n=0

+ Z Bo Ly gy <gp yIxielor 1460)i=12.... -1} P(H =n) =0. (3.27)
n=0

En conclusion, tenemos que debido a la presencia del horizonte aleatorio, los resultados
son:

EirnH) = 1__007’)(1 — (3.28)
p
a(y,p) = e T T p—_ (3.29)

B(,¢) = 0. (3.30)
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Pero para un horizonte aleatorio infinito (H = 00), equivalente a tomar p = 0, tenemos

1
E9(7-¢) = 91 _ 907

Oé(dja ¢) = 07 6(1/}7 ¢) = 0.

(3.31)

En este ejemplo simple, podemos facilmente estimar el efecto de un horizonte aleatorio
en el desempeno de la prueba éptima. Si no hay un horizonte finito, ambas probabilidades
de los errores son iguales a 0, y el tamano muestral es el reciproco de 6; — 6y. Ahora bien,
cuando la distribucién del horizonte es geométrica, a (v, ¢) aumenta a (3.29), y el nimero
muestral promedio decrece como en (3.28). Por lo tanto, el decaimiento en el tamano
muestral promedio, debido al efecto del horizonte, es

1 1—0p P

01—0 p+(O—0)1—p) (01— 0)(p+ (01— 00)(1—p))

Es asi que, si la probabilidad del error tipo I aumenta a «, debido a un horizonte aleatorio,
el nimero muestral promedio se reducird en «/(6; — ), y viceversa : teniendo informacién
confiable sobre el horizonte aleatorio, podriamos reducir el nimero muestral promedio por
algiin valor r, pero es pertinente aclarar que esto causara el aumento de la probabilidad
del error a r(6, — 6y).

Lo ultimo de esta seccion por hacer, es notar que la prueba que obtuvimos en este
ejemplo en efecto resuelve el problema original Kiefer-Weiss para este modelo uniforme
bajo un horizonte aleatorio geométrico.

Sean « y [ definidos por (3.29) y (3.30), respectivamente. Ademds supongamos que
hay otra prueba (¢, ¢') tal que

a,¢) <oy B, ¢)=0.

Entonces, y debido a la optimalidad de (¢, ¢) para 6 tenemos

sup Ey(ty NH) > Eg(tyy NH) > Eg(ty NH) = sup Eyp(ry AN H),
0€(60,01) 0€(60,01)

entonces la prueba (1, ¢) es éptima en el problema Kiefer-Weiss en presencia del horizonte
geométrico.

Ademas, si el horizonte es infinito, la misma prueba (v, ¢) es 6ptima para cualquier
0 € [0y, 6,] para a =0y B = 0, por construccién. Por lo tanto, es éptima en el problema
Kiefer-Weiss con a = 0y f = 0 y también bajo el horizonte infinito.

3.2. Minimizacién del promedio muestral bajo una
hipoétesis
Supongamos que, bajo la hipétesis H;, las densidades (con respecto a p en X) de las

observaciones independientes X, Xy, X3,..., son respectivamente, f;1, fio, fig..., ¢ =
0,1. El enfoque clasico de observaciones independientes e idénticamente distribuidas es
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un caso particular de ésta, cuando f;; = f; para toda j e i = 0,1. Algunos modelos
aplicados involucran la independencia, no asi observaciones idénticamente distribuidas,

como se describe en ( ). De hecho los autores afirmaron que la prueba
que ellos construyeron minimiza el tamano muestral promedio no solo para Hy sino también
para H; (optimalidad de ( )), pero, debido a ( ), NO es

cierto en general.

En esta seccion, deseamos ver cuando la optimalidad toma lugar para alguna de las
hipétesis, en presencia de un horizonte aleatorio. Queremos construir las pruebas secuencia-
les 6ptimas que minimizan el nimero muestral promedio bajo una de las hipétesis, digamos
bajo Hy. Esto significa que nuestro criterio de minimizacién serd N (¢)) = Eo(1y A H).

Todos los resultados previos se aplican inmediatamente tomando P = F,, lo cual nos
indica que debemos utilizar a f' y f" en esta seccién, respectivamente, como

fzn = f?(.ﬁlﬁl, ce ,xn) = Hfz,k(-rk)a 7= 0, 1 y fn = fn(.iljl, . ,xn) = Hfo,k(.xk)
k=1 k=1

(3.32)

Por razones técnicas, supondremos a lo largo de esta secciéon que la distribucion de las

observaciones X,, bajo Hy y H; son equivalentes (mutuamente absolutamente continuas),
es decir,

P(fi—in(X,) =0)=0 parai=0,1, yparatodan=12,.... (3.33)

Sin el supuesto (3.33), la caracterizacién de las pruebas secuenciales éptimas se vuelven
algo complicadas, pero aun asi es bastante factible sobre la base de los resultados del
Capitulo 2

Introduzcamos la siguiente familia de funciones pY : Rt — RT 0 < n < N, pa-
ra cualquier entero no negativo N, que nos ayudard en el analisis de esta parte de la
investigacion.

Para cualquier funcién medible no negativa v : Rt — R*, definamos

fl,n+1(Xn+1)> 2> 07
fO,n-H (Xn+1)

paran = 0,1, .... Sea ¢,(2) definida como g,(z) = min{\, z} para toda z > 0. Ahora bien,
para cualquier N > 0, hagamos

Iy = Tv(z) = Egv (z (3.34)

pa(2) = ga(2), 2 > 0, (3.35)
y, recursivamente, paran =N —1,...,1, 0,
P (2) = ga(2)pn + (1 = pa) min {ga(2), ¢ + Lipili1 (2) }4 (3.36)

para toda z € RT.

Tengamos en cuenta que todas las funciones p)Y dependen de los niimeros positivos
fijos c y A, i.e. pY(2) = pN(z;¢,)\), 2 > 0, para toda N >0y 0 < n < N. Como antes, p,
se entiende que es la tasa de fallos debida al horizonte aleatorio.

Para una A\ dada, listaremos todas las propiedades de las funciones con las que vamos
a trabajar. Sea K = KC(\) la clase de las funciones v : R — R* tal que
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(a) v es no decreciente, céncava y continua en RT,
(b) v(0) =0, lim, o v(2) = Ay
(¢) v(z) <min{\, 2z} para toda z € RT.

Lema 3.3.

i) Para todo entero no negativo N, pN € K para toda 0 < n < N y I,pYN., € K para
n n+1
toda 0 <n < N —1.

(ii) Para todo z € RY pN(2) > pN*tY(2), cualquiera que sea N >0y 0 <n < N.

(iii) Para toda n > 0 fija, el limite p,(2) = Umy_,o0 p (2) existe para todo z > 0. Las
funciones limite p, € K, y I,pns1 € K, para toda n > 0.

(iv) Para toda n > 0

pn(2) = ga(2)pn + (1 — pn) min {gx(2), ¢ + Lnpni1(2)} (3.37)
para todo z € RT.

Ver demostracion en el apéndice A.S.

Probemos ahora que todos los elementos de las reglas de paro éptimas debido a los
Teoremas 2.2 y 2.3, pueden ser expresados en términos de las funciones p” (Z,,), donde Z,
es el estadistico de la razon de verosimilitud, definido, para n =0,1,2,..., como

fixy, ey xp)
T = Zn(w1, Ty oy ) = & [0,y )

0, en otro caso,

si fo(zy, .y xn) >0,

donde f", i = 0,1, corresponden a observaciones independientes (ver (3.32)), y por defi-
nicién, Zy = 1.

Las funciones V¥ y V,, que definimos en el capitulo anterior (ver (2.23), (2.24) y (2.30),
respectivamente), en este caso de observaciones independientes, adquieren ficilmente la
siguiente forma.

Lema 3.4. Para toda 0 <n < N
V= foon (Zn), (3.38)
cualquiera que sea N > 0. Para toda n > 0,

Vi = [ on(Zn)- (3.39)

La demostracién de (3.38), se sigue de manera andloga a la prueba del Lema 3.1,
mientras que (3.39) se sigue de (3.38) tomando el limite cuando N — oo.

Aqui la parte importante del por qué relacionar estas funciones pY y V¥ es por el
hecho de aprovechar las propiedades de las funciones p del Lema 3.3, ya que éstas quedan
definidas en todo R™; en particular podemos aplicar algunas de ellas en los puntos de los
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estadisticos de razon de verosimilitud, Z,, > 0, las cuales usaremos para encontrar, mas
adelante y de manera tnica, los valores que se conocen como region de continuacion del
experimento secuencial.

Una consecuencia inmediata que obtenemos del Lema 3.4, en particular, que la cota
inferior del Teorema 2.3 puede ser expresada de una manera equivalente, como V =
po(1). Tomando en cuenta la definicién de L£(1)) en (2.14), y (2.2), tenemos que, bajo las
condiciones del Teorema 2.3,

{bf}i{cf\/(iﬁ) +Aa(¥,9) + B, 9)} = po(L;c, ). (3.40)

Un hecho interesante es que esto puede ser generalizado de la manera siguiente.

Lema 3.5. Bajo las condiciones del Teorema 2.5
nf{eN () + Aa(®, 9) + 28(0,0)} = polz, ) (3.41)

para toda z >0, ¢ >0, A > 0.

Demostracion. Como z > 0, tenemos de (3.40) que

E{eN (¥) + Aa(y, 6) + 25(, )}
= [ ENW) + 2a(6,9) + (1, 0)} = sm(Li /2 1),

la afirmacién del Lema se sigue facilmente tomando el limite como N — oo en

N/1q. _ N/_.
zp, (Lie/z, M 2) = p,) (256, \),
lo cual, a su vez, se verifica de manera inmediata a través de inducciéon hacia atras. [

Notemos que el infimo en (3.41) es aplicado a la familia de funciones lineales, con
respecto a (z,¢, A), de esta manera vemos que la funcién limite, po(z; ¢, A), es una funcién
concava de (z, ¢, A). Por lo tanto, aplicando el Teorema 10.1 en ( ) tenemos
el siguiente.

Corolario 3.1. La funcidn po(z;c, ) es continua, como funcion de sus tres argumentos
(z,¢,\), en {z>0,c>0, \>0}.

Observemos que el Corolario 3.1 se cumple, no solo para pg, sino también para toda p,;
justamente aplicando los resultados previos a la sucesién de observaciones X, 11, X190, . ..
y condicionando la distribucién del horizonte H en H > n, n > 0.

Podemos ver, a partir del Lema 3.4, que

JnVn—l—l = / n—l—l(xla-- xn—l—l)dﬂ/(a;n—l-l)
= /f pn+1 n+1)d:u(xn+1)
n f,n 'CE’VL
= Jo /Pn+1 (an Jons1(@ns1)dp(@ng1)

f0n+1($n+1)
= foEopnii1(Zn) = fo lnpnii(Zn).
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Por lo tanto, tenemos de manera inmediata que la desigualdad que define la regla de
paro 6ptima en el Teorema 2.3, es

ln S Cf(? + JnVn—i-l
(ver (2.32)), es equivalente a
g)\(Zn) S c—+ ]npn+1(Zn)u (342)

cuando f§ > 0.
A partir del siguiente lema se demuestra que los conjuntos de Z, para el que las
desigualdades del tipo (3.42) mantienen una estructura muy simple (del tipo GSPRT, —

ver ( ).

Lema 3.6. Sin >0 es tal que
A> et L (N, (3.43)
entonces existen constantes A, y B,, A, < A\ < B,,, tales que
Ap=c+ Lipnii(Ar), y A=c+ Lipati(By),

y la desigualdad
9 (2) < ¢4 Lnpnia(2) (3.44)

se satisface si y solo si z & (An, By).
Si (3.43) no se cumple, entonces (3.44) es valido para todo z > 0.

La demostracion se encuentra en el Apéndice A A.9.

Procedamos ahora con la caracterizacién de todas las reglas de paro éptimas en el caso
de observaciones independientes bajo el modelo de un horizonte aleatorio.

Definamos la variable aleatoria Z,, como Z,, = Z,(X1,...,X,), y sean los eventos ’7;}1’
y 8Y como TV = {(Xy,...,X,) € TV} y S = {(X1,...,X,) € SV}, respectivamente
para n = 0,1,.... Sabemos que dado un vector de observaciones (zy,...,x,) € TY es

X"—medible, tal que t¥(xy,...,x,) > 0, es decir,
P(ry, >n|X1,..., X,) =t > 0.

Lo que se traduce a que el experimento no termina por la regla de paro de la prueba
secuencial sino por el horizonte aleatorio con probabilidad t¥ en la etapa n, por lo que

TY = {P(ry > n|X1,...,X,) >0}

Algo anélogo obtenemos para S¥. El vector de observaciones (z1,...,7,) € SY es
X"—medible, tal que t¥(zy,...,z,)h% (z1,...,2,) > 0 (ver (2.11)). Entonces

P(ry =n|Xy,...,X,) =t'hY > 0,
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que es la probabilidad de que el experimento termine debido a la regla de paro y no antes
y ni por el horizonte aleatorio. Por lo tanto,

Sff ={P(ry =n|Xy,..., X,) >0}

De ahora en adelante “c.s” se entenderd como “casi seguramente”. Si una condicion se
cumple c.s., entonces existe un conjunto medible A en donde la condicién no se satisface
y este conjunto es improbable o imposible de ocurrir, i.e. P(A) = 0.

Con lo antes visto en esta secciéon obtenemos y del Teorema 2.3, tenemos el siguiente
teorema.

Teorema 3.1. Supongamos que P(H > n) > 0 para toda n > 1 y también se satisface
(3.43) para toda n.
Entonces para toda regla de paro 1 se tiene

L(1) > po(1). (3.45)
FEziste igualdad en (3.45) si y solo si

I{Zn¢[An,Bn]} S @/)n(Xl, Ce ,Xn) S ]{ané(An,Bn)} PO-C.S. en 7:;# (346)

para todo entero no negativo n.

Demostracion. Las condiciones del Teorema 2.3 se satisfacen, porque, en este caso hemos
considerado a P = P, entonces la condicién (i) del Corolario 2.3 se satisface de manera
trivial. Ahora (3.45) se sigue de (2.31) en el Teorema 2.3, porque Vy = po(1), debido a
(3.39). Finalmente (3.46) es equivalente a (2.32) debido al Lema 3.6 y por el hecho de que

(x1,...,xp) €A p'-ctp.en BN{fy(x1,...,x,) >0}
es equivalente a
(X1,...,Xn) €A PFPycs.en {(Xy,...,X,) € B},

para cualesquiera que sean A, B € X"). O

Combinando el Lema 2.1 y los teorema 2.1 y 3.1 obtenemos inmediatamente el siguiente
teorema.

Teorema 3.2. Supongamos que P(H > n) > 0 para toda n > 1 y que la condicion (3.43)
se satisface.
Sea (¢, ¢) cualquier prueba secuencial, tal que ¢ satisface (3.46) para toda n >0, y ¢

satisface
gbn(le---aXn) >~ ]{an)\} P()—C.S. en S;f (347)

para toda n > 0. Entonces para toda prueba secuencial (¢, @), tal que

a@,¢) <a(p,é) y BE,¢) < B, 0) (3.48)
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se cumple
EQ(Tw/\H> S E0<T¢//\H). (349)

La desigualdad en (3.49) es estricta si al menos una de las desigualdades en (3.48) es
estricta.
Si hay igualdades en todas las desigualdades de (3.48) y (3.49) entonces

Lizogian sy < Uh(X1, ., X0) < Iizog(anay Po-c.s. en T,V (3.50)

para toda n >0 y
O(X1, ., Xn) = [z,5 Po-cs. enSY (3.51)

para toda n > 0.

Notemos que las pruebas secuenciales 6ptimas truncadas, digamos a un nivel N > 0,
admiten una caracterizacién similar. La diferencia es que p¥ 41 debe ser usado en lugar de
pni1 €n el Lema 3.6, y consecuentemente, las constantes para la llamada regién de conti-
nuacién serén AY y BY. Finalmente, las reglas de paro en, (3.46) y (3.47), se restringen
a una n < N, mientras que para las reglas de decisién (3.47) y (3.51) aunan < N — 1,
asumiendo desde luego para este caso que ¢y = 1.

Tanto en el Teorema 3.1 como en en Teorema 3.2 hemos supuesto que se satisfacen
ciertas condiciones, la primera que P(H > n) > 0 para todan > 1y que se cumple (3.43).
En caso que P(H > n) = 0 para alguna n > 1, entonces la prueba secuencial 6ptima
(1, ¢) del Teorema 3.2 serd truncada al nivel

N = mix{n>0:P(H >n)>0}.

Por otro lado, si P(H > n) > 0 para toda n > 1, pero (3.43) no se satisface para alguna
n > 0, entonces la prueba secuencial éptima puede ser nuevamente encontrada en la clase
de pruebas truncadas, tomando a N precisamente como

N=min{n>0: A <c+ L,pns1(N)}.

Debido a (3.40), el valor po(1) = po(1;¢, A) es el minimo de la funcién de Lagrange
calculada bajo la presencia de H. Denotemos esta cota como pif(1;c, ) v sea pj(1;¢, \) la
funcién de Lagrange calculada bajo este supuesto. Es facil ver que pj(z; ¢, \) < plf(z;¢, \)
para toda z > 0 y la diferencia pff(1;¢c,\) — pi(1;¢,A) puede ser considerada como el
impacto del horizonte en el problema de la prueba. Ademads, si tomamos esperanza en
(3.40), no es dificil ver que la diferencia converge en distribucién a 0 cuando H — oo, por
lo que la prueba correspondiente pj(1; ¢, A) puede ser considerada una solucién asintética
al problema de la prueba cuando H — oo.

Finalmente, apliquemos los resultados al caso de observaciones i.i.d. y bajo un horizonte
aleatorio con distribucién geométrica.

3.3. Observaciones 1.i.d

De ahora en adelante, supondremos que el horizonte aleatorio posee distribucién geométri-
ca con parametro p. La caracterizacion de las pruebas secuenciales 6ptimas en el caso
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de observaciones i.i.d, tiene atn una forma mads sencilla. Sea f;;(z) = f;(x), para toda

k=1,2,...,1=0,1, es decir, tomando las densidades de las hipotesis
[y mn) =[] fiz), i=0,1, (3.52)
k=1

y usando Ey(7y A H) (o bien Ey(1y A H)) como criterio para la minimizacién del nimero
promedio muestral.
Supongamos que las distribuciones hipotetizadas son distintas, i.e

u({a s folw) # fi(2)} > 0. (3.53)

La condicién de equivalencia que necesitamos en este caso es

Pz(flfz(X) = 0) =0, 1=0,1, (3'54)

A pesar de que el modelo de observaciones i.i.d. (3.52) parece ser mucho més simple,
que el estudiado en general de la secciéon anterior, no hay un debilitamiento aparente,
generalmente hablando, en la estructura de las pruebas 6ptimas en el Teorema 3.2, princi-
palmente debido a la presencia de la variacion de la “tasa de fallos” p,, de la distribucién
del horizonte aleatorio el cual participa en las definiciones de las funciones p?. Podemos
decir que la unica y afortunada excepcion, del caso ocurre cuando p, = p, p € (0, 1), para
todan =0,1,..., lo cual corresponde a la distribucién geométrica (con pardmetro p) del
horizonte aleatorio, que anteriormente ya habiamos mencionado. Es facil ver que en este
caso

P(H=n)=p(1—-p)", n=0,12,.... (3.55)

El significado aplicado de esta distribucién es bien conocido: si H obedece a (3.55),
entonces puede ser interpretado como el tiempo del primer éxito en una serie de ensayos
independientes de Bernoulli con probabilidad p de éxito en cada uno. De esta manera,
corresponde al caso cuando la intervencién, debido al horizonte, ocurre para cualquier
etapa del experimento secuencial con la misma probabilidad p, independientemente de
que ocurra 0 no en otras etapas.

Recordemos que la tasa de fallos es p, = —ﬁggizg para toda n > 0, de donde
PH>n) = ZP(H:k) =p(1—p)" +p(1 —p)" +p(1 — )24 -
k=n

= p(l—p)"(1+(1=p)+(1=p*+---)

1
= pl—p”(—> = (1—p)".
s ) Y
Por lo tanto,
1 —p)"
pnzu:p para toda n > 0.

(1—p)"

Podemos partir al contrario, podemos suponer que la tasa de fallos es constante para
toda n, i.e p, = p € (0,1) y asf llegar a que la tnica distribucién que cumple con esto es
la distribucién geométrica. Para probar este hecho, procederemos por induccion.
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Para n = 0 tenemos
P(H=0)=pP(H >0)=np.
Ahora para n = 1 tenemos
P(H=1)=pP(H>1)=p(1 - P(H =0))=p(l—p).
Supongamos que para alguna n > 2 se satisface que
P(H =n)=p(1—p)"
Entonces para n + 1, tenemos
P(H=n+1) = pP(H>n+1)=p(1l—-P(H <n))
= pl—-PH=0—-PH=1)—---—P(H =n))
= p{l—p—p(l—p)—p(l—p)*—---—p(1—p)"}

= p{l—p—pll-p)+10-p°+---+1-p)"]}
1—p—(1—-p"t!

= pil—p—vp

{ ; }
= p{l—-p—1+p+(1-p"*'}
= p(l_p)n+17

con lo que también vemos que se cumple para n + 1.
Observemos que el caso clasico del horizonte infinito, H = oo, puede ahora ser consi-
derado como un caso limite de (3.55), haciendo p lo suficientemente pequeno (p — 0).
Primero que otra cosa necesitamos simplificar ciertas férmulas para pY definidas en
(3.35) y (3.36). Es obvio que en este caso de observaciones i.i.d y con p; = p para toda k

oY (2) = DpYs(2), 2 20, (3.56)

(ver (3.36)), donde el operador D es definido para cualquier funcién medible v : Rt — R¥,
como

Du(z) = gA(z)p+ (1 — p) min {gx(2), ¢ + Tv(2)}, (3.57)
siendo
Iv(z) = Eyv (2}0(1)8((;) , 2>0,

(ver (3.34)). Debido a que p¥(2) = gx(2), 2 > 0, tenemos, a partir de (3.56), que
pN(z) = DN ""gr(2), 2>0,0<n < N. (3.58)
Veamos que asi es. Aplicando el operador D a la ecuaciéon inmediata anterior tenemos
pN—2(2) = Dpn_y(2) = D(Dga(2)) = D*ga(2), 2 > 0.

Luego de manera inductiva obtenemos el resultado deseado.
Por lo tanto,
pn(z) = lim py(z) = lim D¥gy(2), n >0,
—00

N—oo
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para toda z > 0, lo cual significa que
pn(2) = p(z) = ]\}im DNg\(2), z>0, (3.59)
—00

para cualquiera que sea n > 0.
Tenemos ahora, a partir de (3.6), que

p(z) = gx(2)p + (1 = p)min{gx(2), ¢ + Ip(2)}, 2 > 0.

Debido a que hemos considerado una tasa de fallos constante en cada etapa (horizonte
con distribucién geométrica), vemos que la anterior funcién sélo depende de z y ya no de
la etapa n.

En este caso los elementos de la regla de paro ahora son ¢, ~ Iy (.)<ct1p(z)} durante
toda etapa n.

Del Lema 3.6 tenemos el siguiente corolario.

Corolario 3.2. Supongamos que P(H > 1) > 0 y la condicién de equivalencia (3.54) se
cumple. St

A>c+ Ip(N), (3.60)
entonces existen constantes A, B, 0 < A < X\ < B, tales que
A=c+1Ip(A) y A=c+Ip(B) (3.61)
y la desigualdad
ax(2) < c+Ip(z) (3.62)

se satisface si y solo si z ¢ (A, B).
El siguiente resultado es una consecuencia directa del Teorema 3.2.

Teorema 3.3. Supongamos que las condiciones del corolario 3.2 se satisfacen y sean A, B
que satisfacen (3.61). Sea (1, ¢) cualquier prueba secuencial tal que

Lz gany < n(Xi,..., X)) < Izgamy Po-cs.en T

para toda n >0 y
(X1, X)) = Iiz5n Po-cs.en SY

para toda n > 0. Entonces para toda prueba secuencial (¢, ¢') tal que

aW,¢) <a(,¢) y B, ¢) < B, 9), (3.63)

se cumple que
Eo(Tw/\H> S E0<T¢//\H). (364)

La desigualdad en (3.64) es estricta, si al menos una de las desigualdades en (3.63) es
estricta.
Si existen igualdades en todas las desigualdades en (3.63) y (3.064) entonces

Iiz,¢a,8)) < Q/J;L(Xh X)) < Iz, ¢aB)y FPo-c.s. en 7#/

para toda n >0 y
(X1, .y X,) = Iiz,50 Po-cs.en SV

para toda n > 0.
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Si (3.60) no se cumple, entonces la prueba secuencial con 1)y = 1 (detener el experi-
mento sin haber tomado observacién alguna) y ¢o ~ I{<1y es 6ptima en el sentido de
la primera parte del Teorema 3.3 (entonces la prueba termina sin haber tomado observa-
cién alguna). De lo contrario, se sigue del mismo Teorema 3.3 que ¥y = 0 siempre que
A< Zy < B,ie. A <1< B, que significa que la prueba 6ptima tiene que iniciar tomando
al menos una observacién. Si a lo mds A = 1 o B = 1, entonces 1y € [0, 1] es cualquier
nimero, que es la aleatorizacién opcional inicial en la etapa 0 y por lo tanto no cuesta
nada realizar una prueba asi.

Observemos que si la distribucién de las hipdtesis Fy y P; son diferentes, i.e.

p{z s folz) # fi(z)}) >0,

entonces integrando bajo Hy en (3.60), podemos ver que la desigualdad (3.60) se satisface
al menos para c lo suficientemente pequeno.
Se sigue del Teorema 3.3 que las pruebas éptimas, ante la presencia de un horizonte
aleatorio (3.55), tiene las mismas reglas de paro como la SPRT extendida, introducidas en
( ) para el caso clasico (horizonte infinito). Inclusive la regla
de decision coincide con la de la SPRT extendida, cuando el paro ocurre de cierta manera
“natural”, que no interviene el horizonte, esto ocurre porque si Z, > B entonces Z, > A,
lo cual nos lleva a rechazar Hy, vy si Z, < A entonces Z, < A, que significa aceptar
Hy. Desafortunadamente, si el paro ocurre al alcanzar primero el horizonte en lugar de
Ty (H < Ty), es posible que Zy € (A, B), y la decisién final éptima debe basarse en si
Zy estd por abajo o arriba de A\ € (A, B), y no sélo es compararlo con A y/o B. Vemos
que la SPRT extendida de ( ), ademéas de A y B, adquiere un
pardmetro adicional, K = A, cuando el horizonte aleatorio esta presente.

El siguiente teorema nos muestra que si Fy y P; son diferentes, entonces toda prueba
secuencial con una regla de paro del tipo SPRT extendida tiene la propiedad de optimalidad
del Teorema 3.3, con una eleccion adecuada de cierta constante K. A este tipo de problema
le hemos denominado problema inverso, debido a que ahora vamos de manera contraria, ya
que fijamos dos valores A, B y ahora debemos determinar un valor constante K (realmente
es el valor \ en caso de existir) con el cual la prueba es 6ptima.

Teorema 3.4 (Problema Inverso). Sean A y B cualesquiera nimeros positivos, tales que
A <1< B, A< B. Entonces existe K, A < K < B, tal que para toda prueba secuencial

(¥, @) para la cual
Lizogtany < ¥n(Xiy. . Xn) < Lizogapy Po-cs.en TV (3.65)

para todan >0 y
an(Xl,...,Xn) :I{ZnZK} Po—C.S. en S;f

para toda n > 0, tiene la siguiente propiedad de optimalidad.
Para toda prueba secuencial (¢, ¢'), tal que

a@,¢) <a(p,é) y BW,¢) < B, 0), (3.66)
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se cumple
Eo(Tw/\H> S Eo(T¢/AH). (367)

La desigualdad en (3.67) es estricta, si al menos una de las desigualdades en (3.66) es
estricta.
Si hay igualdades en todas las desigualdades en (3.66) y (3.67) entonces

Iizagramy < Un(Xi, . Xo) < Izgamy Fores.en TV (3.68)

para todan >0 y
(ﬁ;l(Xl,,Xn) ZI{ZnZK} P()—C.S. en ng)/

para toda n > 0.

La demostracion se deja hasta el Apéndice A.10.

Parece que no hay aparentemente una manera para determinar explicitamente la cons-
tante K de la prueba éptima del Teorema 3.4. Es necesario hacer una investigacién mas
profunda para saber si es apropiado usar a K =1, 0 K = (A4 B)/2,0 K = VAB, etc.,
pueden ser apropiadas para uso practico. Por otra parte, y debido a que se utiliza una sola
vez durante el procedimiento estadistico, (en la etapa final y sélo si el experimento se ve
interrumpido por el horizonte aleatorio), su valor exacto no es de esperar que sea de gran
importancia durante la realizacion de la prueba, al menos cuando se espera contar con un
nimero sustancial de observaciones.

Tampoco es claro que si dada cualquier prueba estadistica secuencial como en el Teo-
rema 3.4 puede ser éptima en el sentido de ( ), i.e. que se pueda
minimizar al mismo tiempo Ey(7y A H) y Ey(74 A H) entre todas las pruebas secuenciales
que satisfacen (3.66). Un caso obvio, cuando lo anterior sucede, es precisamente cuando
tomamos a H = 00, que en nuestro caso se satisface siempre que p = 0 en (3.57), porque
K nunca es usada en este caso y la prueba (¢, ¢) no es mas que la cldsica SPRT (ver

( ), ( )). Més abajo formulamos precisamente esta
propiedad en el Corolario 3.3.

Por otra parte, utilizando E;(7y A H) en lugar de Ey(7y A H), como criterio de minimi-
zacién en el Teorema 3.4, obtenemos la optimalidad de las pruebas (1, ¢) con los mismos
Ay B, pero posiblemente una diferente K. Si esto nos da la misma K, obviamente, la
optimalidad de Wald-Wolfowitz se sostendra. Por ejemplo, no es dificil ver que en los ca-
sos de distribucién normal simétrico (a1, @) = 5(1), ¢)) y binomial considerados en
( ), K es la misma para ambas pruebas, por lo que ambas poseen la propiedad de op-
timalidad de Wald-Wolfowitz y en estos casos ademds se cumple para p > 0 (H < 00). De
cualquier manera, la pregunta si se cumple la optimalidad Wald-Wolfowitz generalmente
en el caso donde H < oo, permanece abierta.

Corolario 3.3. Supongamos que H = oo y que se cumple (3.53).
Sean A y B cualesquiera niumeros positivos, tales que A <1 < B, A < B. Entonces
para toda prueba secuencial (1, @) que satisface (3.65) para todan >0 y

qbn(Xla--an) :I{ZnZB} PQ—C.S. en S:f
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para toda n > 0, tiene la siguiente propiedad de optimalidad.
Para toda prueba secuencial (¢, ¢'), tal que

aW,¢) <a(w,¢) y B, ) < B, 9), (3.69)

se cumple
E()Tw S EOTW Yy E17'¢ S ElTw/. (370)

Ambas desigualdades en (3.70) son estrictas, si al menos una de las desigualdades en
(3.69) es estricta.

Si tenemos igualdades en ambas desigualdades en (3.69) y al menos una de las de-
sigualdades en(3.70), entonces ], satisface (3.68) para todan >0 y

(X1, .., X)) =~ Iz, 55 Po-cs.en SV
para toda n > 0.

Observemos que si la condicién (3.54) se satisface, entonces la frase “Py-casi segura-
mente” puede ser libremente cambiado por “P;-casi seguramente” en cualquier parte del
Corolario 3.3. Ademsds, la afirmacion del Corolario 3.3 es de cierta manera mas fuerte que
la del Teorema 2 en ( ), debido a que la parte del “sélo si” nos proporcio-
na la estructura de todas las pruebas secuenciales que comparten la misma optimalidad
Wald-Wolfowitz (correspondiente a la dltima parte del Corolario 3.3).
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Capitulo 4

Aplicaciones

4.1. Pruebas secuenciales de Bayes para dos hipétesis
compuestas

Para esta seccion, la idea general en la optimizacién de las pruebas secuenciales es
observar la forma que tiene la funcién L£(v, ¢) dada en (2.3). Una vez que identificamos
los elementos que componen la regla de decisién, pasamos a la forma L£(1)) dada en (2.15),
y con esta tltima expresiéon identificamos a los elementos que componen la regla de paro .

A continuacién aplicaremos los resultados del capitulo anterior, principalmente los
resultados de la versién del problema Keifer-Weiss modificado, visto en el Capitulo 2, que
obtuvimos bajo el horizonte aleatorio a las pruebas bayesianas de dos hipdtesis compuestas.

Cabe recordar que en el enfoque frecuentista se trata a los pardmetros como fijos pero
desconocidos. La diferencia esencial con el enfoque bayesiano es que los parametros son
vistos como variables aleatorias y por ende tienen distribucién de probabilidad.

Para plantear este problema, iniciemos con algo de teoria. Supongamos que tenemos
una familia paramétrica de funciones de “densidad” conjunta { fp(z1, ..., 22),0 € ©,n > 1}
donde suponemos que toda fy(z1, ..., x,) es una funcién medible con respecto a (0, x1, ...xs),
para toda n = 1,2,.... En esta seccién, para la optimizacién de este tipo de pruebas
secuenciales de Bayes, consideraremos el problema de probar Hy : 0 € ©y vs Hy : 0 € O,
donde ©¢ y ©; son dos subconjuntos de un espacio de pardmetros O tales que ©,NO; = ().

Vamos a suponer que existe una distribucion a priori en el espacio paramétrico, i.e.
T e .

Recordemos que bajo toda esta teoria lo novedoso es la presencia del horizonte alea-
torio H, el cual es independiente de las observaciones. Para esta seccion no impondremos
ninguna restriccion sobre el tipo de distribucién que tenga dicho horizonte.

Definicién 4.1. Dada cualquier m € © y para toda prueba secuencial (¥, @), definimos el
riesgo bayesiano como

Wi, ) = ¢ / Ey(ry A H)dn(0) + a / (i, 0)ir(®) +b [ Gu(w,0)dn(0),  (41)

0

49
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donde

ap(V,0) =Y Eobutlhll  y  Be(th,¢) = Ep(l— ¢u)tihl
n=0 n=0

para 6 € ©, siendo ¢ > 0 el costo unitario por observacion, a,b > 0.

Cabe recodar que el horizonte aleatorio estd precisamente inmerso en la funcién h¥,
donde h¥ =, P(H > n) 4+ P(H = n) para toda n.

En este contexto estamos pidiendo, sin perder generalidad, que las constantes a y b sean
positivas, a diferencia de ( ) donde pide que las constantes (también conocidas
como pesos) que acompanan a las probabilidades de los errores tipo I y tipo II sean no
negativas. En caso de no ser asi, entonces veremos que la minimizacion del riesgo bayesiano
se vuelve trivial. Supongamos por ejemplo que a = 0, entonces en (4.1) estariamos exentos
de cometer el error tipo I, porque no suma en nada a la funcién riesgo, entonces podemos
simplemente tomar siempre la decisién de rechazar Hy (significa que ay(v, ) = 1), y por
consiguiente tendremos que 34(1), ¢) = 0. Por lo tanto, w(v, ¢) = ¢ [ Eg(ty AH)dm(0) = 0,
es decir, la regla de paro 6ptima es no tomar observacién alguna y la regla de decisién,
simplemente es ¢y € [0, 1] (la aleatorizacién inicial). Algo andlogo ocurre si b = 0.

Ahora es cuando debemos notar que la estructura de la funcién de riesgo bayesiano
(4.1) guarda cierta semejanza con la funcién de Lagrange dada en la ecuacion (2.2), y de
hecho mas adelante veremos como se relacionan para poder aplicar los resultados previos,
con el fin de minimizar el riesgo bayesiano. Notemos que b es un peso cualquiera positivo
que acompana a [y(1, ¢); en cambio el peso que acompana a (1, ¢) en (2.2) lo hemos
fijado en 1, que para estos fines también puede ser otro peso cualquiera positivo.

Dada cualquier distribucién a priori 7 € ©, llamamos a cualquier prueba secuencial
bayesiana si su riesgo bayesiano (4.1) es minimo de entre todas las pruebas secuenciales.
En esta seccion veremos como encontrar este tipo de pruebas secuenciales bayesianas bajo
un horizonte aleatorio dada cualquier distribucién a priori 7.

Usando el Teorema de Fubini, es facil ver que

/ el oyin) = 3 / 0 [ ot fpanan(o)
- > [ontin [ sy 0)

-y / Gt gndym, (4.2)
n=0



4.1. PRUEBAS SECUENCIALES DE BAYES PARA DOS HIPOTESIS COMPUESTAS51

[ ooy = 3 / | / (1= G )EERE fodprdn(6)

= > / (1= 6)e0RY / ()i
= my. / (1 — ¢n)tyhigrdu”, (4.3)
n=0

donde g' = f@i fodr(0)/m;, 7 = 7(0;), i = 0, 1; pero ademas,

/@Eg(m/\H)d?T(Q) — /@ i/ntﬁhfﬁ?dundw(@)jL/@

0 n=0
= Z n / tYRY grdp™ + m Z n/t%hgg{ldu”. (4.4)
n=0 n=0

Por lo tanto, ahora el riesgo bayesiano (4.1) es equivalente a

S [ ntens fyauan(o)

1 n=0

w(b.0) = Y [ eng" + adumag + b1~ )Gt (4.5)
n=1

donde g" = mogy + Mgl = [, fidm(0). Asi, la funcién w(1, ¢) tiene la misma estructura
que la funcién de Lagrange (2.2) (recordemos que por conveniencia tomamos la constante
que acompana a (1, ¢) igual a 1, pero puede ser cualquiera), por lo que podemos hacer
uso de la herramienta tedrica vista anteriormente.

Para poder aplicar los resultados previos a esta nueva funcién, necesitamos redefinir
los elementos clave de la estructura de las pruebas 6ptimas de la variante del problema
Kiefer-Weiss modificado. Para esto 1ltimo, sea

Iy = min{mpagl’, mbgl'}, N=1,2,... (4.6)
Definimos asi a
Vy =In (4.7)
y recursivamente
VN = Lipn + (1 = p,) min{l,, cg" + /an\ildu(mnﬂ)} (4.8)

paratodan=N—1,N -2, ... 1.
Con lo antes definido vemos que mas adelante tendremos

V, = lim VY (4.9)

N—oo

paratodan=1,2,...;y

JnVn—l—l = JnVn+1(ZE17 ceny In) = /Vn+1($1, ---7$n+1)dﬂ($n+1)7 (410)
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para toda n = 0,1, 2,.... Entonces, con ayuda del Teorema 2.1, vemos que el Teorema 2.3
se transforma en

Teorema 4.1. Supongamos que P(H > N) > 0 para toda N > 1 y la condicién (3.3) se
satisface. Entonces

w(t, ) = g,n(g,ww’, ¢') (4.11)
sty solo si
Gn > Iimgagp <mbgpy W'-C.L.p. en Sy (4.12)

para todan =0,1,2,..., y ¢ satisface

wn ~ I{mfn{ﬂoagg,ﬂ'lbg?}SCg"+JnVn+1} [j,n—Ctp en T#} (413)
para todan =0,1,....

En caso de que la condiciéon que imponemos sobre el horizonte no se satisfaga, es decir,
P(H > N) = 0, entonces podemos ver el problema en la clase de pruebas truncadas con
una N menor

N =méx{n>0: P(H >n)>0}.

Debido a la misma definicion del riesgo bayesiano, tenemos que para cualquier prueba
secuencial (¢, ¢) que satisfaga las condiciones del Teorema 4.1 es una prueba bayesia-
na, donde (4.12) y (4.13) nos brinda todas las pruebas secuenciales para dos hipdtesis
compuestas Hy: 0 € ©gy H; : 0 € ©; con ©OpNO; = 0.

4.2. Procesos de Markov a tiempo discreto

En esta parte de la investigacién abordaremos el Teorema 2.4 desde otro enfoque, lo
aplicaremos a pruebas secuenciales de dos hipdtesis simples acerca de la distribucién de
un proceso de Markov.

Recordando un poco y en términos generales, un proceso de Markov a tiempo discreto,
es un proceso con la propiedad que, dado un valor X,,, los valores de X,,, m > n, no
dependen de los valores de X, k < n; esto es, la probabilidad de cualquier comportamiento
a futuro del proceso, cuando su estado presente se conoce de manera exacta, no es alterada
aun con el conocimiento adicional de su comportamiento pasado ( , ).

Supongamos que, bajo la hipdtesis la respectiva H;, j = 0,1, la “densidad” condicional
de X;, dada X;_; es

fj,i(l‘i|xi—1) 7= 2, 3, ceey
y sea fj(z1) la “densidad” inicial, donde todas las densidades son con respecto a algu-

na medida o-finita pu. Para este caso tenemos que la funcién de densidad conjunta de
(X1, ..., X,), bajo la hipdtesis H;, es

f?:f;hb(l'layl’n) :fj(II)Hfj,z(xz|xl—1)v 7’1,22,3, ]:Oal (414)

1=2
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Definamos para toda n = 1,2, ... la razén de verosimilitud como

i
n7

Zn = 0
0, en otro caso .

si fo(zr, ... x,) >0,

Deseamos minimizar Ey(7y, A H) bajo las restricciones oy, ¢) < ay B(¢,¢) < B, asi
que en lo subsecuente construiremos las pruebas secuenciales éptimas para el anterior
proposito.

Como hicimos en la anterior seccién, necesitamos redefinir las funciones p}! para toda
k,n = 0,1,2,..., bajo este enfoque y que nos ayudaran a alcanzar la optimalidad en
este contexto, donde supondremos en todo momento que z > 0, a menos que se diga lo
contrario, y z € R. Primero hagamos

Jrrr1 (Xpqa|2) )
Lyv(z,x) = Egv | 2= , X , 2> 0. 4.15
(7 7) ’ ( forrr (Xper[z) 7 FH (4.15)
Sea
pr(z,2) = ga(2) = min{A, 2}, (4.16)

para toda k = 0,1,2,...; y recursivamente para todan = 1,2, ...,

pi1(z,2) = ga(2)pr-1 + (1 — pr—r) min{ga(z), ¢ + Limapf ' (2, 2)} (4.17)
para k > 2,y
0o (z,2) = p(2) = ga(2)po + (1 — po) min{ga(2), ¢ + lopy ™ (2, 21)}, (4.18)

donde

o ) = [ (S o) ol

Utilizando el método de induccion hacia atras, podemos verificar que se cumple

VR (@1, xn) = P (v, 2n) fo) (21, 0 20),

VkN(xh ) Q?k) = p}:;vjk(zku J:k:)f(])€<x17 ) xk)

para toda k=N — 1, N —2,....1 (ver (2.23) y (2.24)), y que

fl,k(xk‘wkfl)

JoaVi' = /f(lf_lpiv_k(Zk—lm,$k)fo,k(9€k|wk_1)du(xk)
= [ apy M (zr, ) (4.19)

(ver Lema 2.3).
Continuando con las mismas ideas de la versién del problema Kiefer-Weiss modificado,
podemos ver que se cumple
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pr(z,2) > ph T (z,2) >0, N=0,1,2,...
Por lo tanto, existe

lim pp (z,2) =: pr(z, 7).
N—oo

Entonces tomando el limite en (4.17), cuando n — oo y aplicando el Teorema de Conver-
gencia Dominada (TCD), tenemos para toda k > 2:

pr-1(2,2) = ga(2)pr-1 + (1 = pr-1) min{ga(2), ¢ + I-1pk(2, )} (4.20)

y de manera andloga para (4.18) tenemos que

po(2) = ga(2)po + (1 — po) min{gx(2), c + Iop1(z, x1)}. (4.21)

De igual forma, tomando el limite en (4.19), cuando N — oo, para toda k& > 2 (haciendo
uso desde luego del TCD), tenemos

JeaVe = f8 L1 pr (21, 751)

J[)‘/l = Igpl(l)

En el Teorema 2.4 hemos supuesto que la densidad verdadera de las observaciones
X1, ..., X, del proceso es ™, que no necesariamente coincide con alguna de las densidades
de las hipdtesis; sin embargo, en este caso deseamos minimizar el valor esperado muestral
bajo Hy (min Ey(14 A H)), por lo que estamos suponiendo que la distribucién verdadera es
Py, con lo cual debemos sustituir a f" por fJ' en dicho teorema. Con lo anterior estamos
en condiciones de poder expresar el Teorema 2.4 como:

Teorema 4.2. Supongamos que se cumplen las condiciones del Teorema 2.35.
Sea (1, ¢), cualquier prueba secuencial, tal que la regla ¢ cumple

On = Ipngr<gpy p'-c.tp.en SY (4.22)

para todan =0,1,2,..., y 1 satisface

@Zjn =~ I{gA(zn)§c+lnpn+1(zn,xn)} u”-c.t.p. en T:zp n {fg > O} (423)
para todan = 0,1,.... Entonces para toda prueba secuencial (', ¢'), tal que
a@,¢) <al,9) y BE,Y) < B, 9) (4.24)
se tiene

La desigualdad en (4.25) es estricta, si al menos una de las desigualdades en (4.24) es
estricta.

Si existen igualdades en todas las desigualdades en (4.24) y (4.25) entonces ¢ también
satisface (4.22) (con ¢' en lugar de ¢) para toda n = 0,1,2,..., y ¢ satisface (4.23)
pt-c.t.p. en TV N {f& > 0} para todan=0,1,..., (con )’ en lugar de ).
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Siguiendo las ideas del Capitulo 1 y fijando a = € R, podemos ver que las funciones
p(-, ) y pr(-, ) son céncavas, continuas y no decrecientes en RT para toda k =0,1,2, ...
y todan =0,1,2,.... Debido a esto ultimo, la desigualdad que nos define la regla de paro
en la etapa n, g\(2,) < ¢+ Lipni1(zn, Tn), es equivalente a

Zn & (An(zn), Ba(2n))

con 0 < A,(z) < Bp(z) <oo,n=1,2,...
Si el proceso en cuestion es un proceso de Markov homogéneo, i.e.,

Joi(zilzioy) = fo(wslzica) y  fri(@s|zio) = fi(@i|zizy), (4.26)

para toda ¢ = 2,3, ...; y ademas la distribucion del horizonte aleatorio H es geométrica,
con lo cual la tasa de fallos es constante para toda n (p, = p), entonces podemos verificar
facilmente que pi(z,x) = p1(z,x) para toda k = 2,3,.... Por lo tanto, A, (z) = A(z) y
B,(z) = B(z) para todan = 1,2, ....

Solo en el caso de que se cumplan ambas cosas a la vez: la distribucion de H que
sea geométrica y el proceso de Markov homogéneo; entonces (A(z), B(x)) sera la forma
del intervalo de continuacion del experimento. Por lo que si el proceso de Markov no
es homogéneo o la distribucién del horizonte es distinta de la distribucién geométrica,
entonces el intervalo de continuacion del experimento puede ser distinto en cada etapa n.

4.3. Simulaciones Computacionales

Las aproximaciones numéricas tienen mucha aceptacion para comprobar o refutar las
hipétesis que se hayan establecido con cierta confianza. Podemos encontrar aproximaciones
numéricas en los disenios de ensayos clinicos ( , ) y otras areas.

4.3.1. Estimando: a(v, ¢), B(1,¢) , Eo(H An)y Ei(H An)

En esta seccién mostraremos algunos resultados que obtuvimos al realizar una simula-
cion por computadora con la teoria hasta ahora desarrollada y haciendo uso del método
Montecarlo. Cabe mencionar que la simulacion computacional decidimos hacerla con el
software libre GNU Octave.

Principalmente hicimos uso de los resultados del Teorema 3.3 para observaciones i.i.d..
Propusimos analizar un caso discreto y otro continuo: observaciones Bernoulli y exponen-
cial, debido al tiempo maquina. De ahora en adelante y durante esta seccion entenderemos
que los procedimentos siguientes fueron aplicados para ambos casos: continuo y discreto,
a menos que se diga lo contrario.

Supusimos la existencia de un horizonte aleatorio H que con cierta frecuencia inte-
rrumpe nuestro experimento y que se rige de manera independiente a las observaciones
del proceso, pero con distribucién conocida, de hecho geométrica con tasa de fallos p,, = p.

Dada una prueba secuencial (1, ¢), establecimos la prueba de hipétesis simple

H()IQZHO Vs H1:9:91, 90<01.
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Para iniciar el método secuencial debemos fijar dos nimeros 0 < A < B < 00, y

que por cuestiones practicas hemos propuesto que dichas constantes sean las cotas de

( ), esto es A = % y B = % Propusimos el caso simétrico, esto es, cuando
a==0.1, entonces A =01y B=09.

El objetivo general para una prueba como la anterior es estimar las probabilidades
de los errores tipo I y II mediante montecarlo y compararlas con el caso simétrico, que
denotamos por a(y,¢) v B(¢, d), respectivamente. El dominio de las gréficas son los
valores propuestos para la tasa de fallos, tomando valores distintos para la tasa de fallos
p debida a H. Elegimos dos conjuntos de datos para p, A = {0.0001,0.0002, ...,0.001} y
B ={0.01,0.02,...,0.1} (#A =#B = 10), de tal manera que se viera el cambio cuando H
interviene poco (conjunto A) y cuando H interviene frecuentemente (conjunto B) en las
m = 10,000 simulaciones computacionales de una misma prueba (réplicas de una misma
prueba).

También hemos estimado el tamano promedio muestral bajo Hy y bajo Hi, esto es,
Eo[min(ry, H)| y Ey[min(7y, H)], respectivamente. Para cada réplica m de una prueba
generamos observaciones “aleatorias” x, en la etapa n, siempre y cuando el experimento
no se interrumpa por la regla de paro o bien por el horizonte. Tomamos observaciones
i.i.d., con distribucién fi(z,) = f(x,;6;) ¢ = 0,1., es decir, las funciones de probabilidad
o densidad, segin sea el caso, bajo cada hipdtesis i = 0, 1.

Para cada réplica m o realizacién de una misma prueba, generamos al inicio un niimero
aleatorio con distribucién geométrica de parametro p,, € A (y luego también para p,, €
B), que representa el horizonte aleatorio y el cual puede interrumpir nuestra prueba o
realizacion antes que la regla de paro, registrando dicho evento.

Notemos que algunas pruebas pueden no ser interrumpidas por horizonte sino por la
regla de paro H > 7,, y entonces aplicamos la decisién final de la teoria clasica secuencial
para decidir sobre una de las hipdtesis; sin embargo, en caso de que el horizonte llegue
antes de la regla de paro, H < 7, con tasa de fallos p,,, y que por cuestiones practicas
(tiempo computacional), decidimos tomar a K = 1 como el criterio K en la regla de
decisién en caso de H < 7, v 2, € (4, B).

Una observacién que debemos hacer en este momento es que las cotas dadas a = 0.1y
£ = 0.1 sélo son validas si no estuviera presente el horizonte aleatorio H, por lo que no se
necesitaria estimar los errores. Decidimos tomar estas cotas para, precisamente, observar
qué tan cercanos o alejados estdn nuestros estimados de estas cotas.

n fi(z)
i=1 fo(z;)
Entonces en la observacién (etapa) n, la regla es la siguiente:

Definamos a z, = [] como nuestra razén de probabilidades de la réplica m.

1. Si H > n, verificar los siguientes tres puntos.

(i) Si 2z, < 0.1, terminamos el experimento y decidimos por Hy.
(i) Si z, > 9, terminamos el experimento y decidimos por H;.
(iii) Si 0.1 < 2z, < 9, generamos una nueva observacion z,,,; y regresamos al punto

1.

2. Si H < n terminamos el experimento y
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(i) si z, <1, decidimos por H.
(i) Si z, > 1, decidimos por Hy,

donde el valor 1 es el valor propuesto para K.

Tanto para el caso discreto como continuo, realizamos dos pruebas de hipotesis; una
donde los pardmetros hipotetizados 6, < 6; estén relativamente cercanos (|fy — 0;| <
min{oy,00}); y otra donde estos pardmetros estén relativamente alejados (|0y — 61| >
min{oy,00}). El motivo de realizar estas dos pruebas fue para confirmar la parte tedrica,
en cuanto al tiempo maquina, ya que si los pardmetros hipotetizados (6y, 61 ) se encuentran
relativamente cercanos, le tomara mas tiempo a nuestro programa “decidir” por alguna
hipdtesis; mientras que si los parametros se encuentran relativamente alejados, entonces
el tiempo para “decidir” por una hipdtesis es mas rapido y ademéas para ver qué el efecto
que tiene H en ambos casos.

Observaciones con distribucién Bernoulli

Para una distribucién Bernoulli con pardmetro 6, P(X = 1) = 6, sabemos que su
varianza estd dada por o2 = 0(1 — 6). Las dos pruebas realizadas fueron:

1. Hy:0=0,=05vs H :0 =0, =053, 0.03=0, — 0 <min{0.2491,0.25)
Hy:0=05vs H :0=0.8, 0.3>min{0.16,0.25}

Para simplificar el analisis podemos suponer que la réplica en cuestién es m = 1,
entonces si en la etapa n el valor de z, se encuentra en la regién de continuacion, z, €
(A, B), siempre que el horizonte no haya truncado nuestro experimento, tendremos que

s <a-TTE < E
fa<;j@§18:2;§1‘ii<1;5
N (%)E_G:Z;)n_z_ g 1;5
ln<1fa><1n(g—;)ixm%n(i:g;)(n—gxi)<ln<1;5>
m(lfa)dn(g;i:g?)zmmn(l_g;) <m (220

De manera que la prueba es basicamente de la forma

i () <o Y e <1 (=),
i=1
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o bien

~2.197 < v, Zx + vy < 2.197,

=1

0:(1—6 1—
donde v; = In (H) y vg = In <1 — 9;) son dos constantes que contienen los

parametros hipotetizados.
Entonces sustituyendo los valores para observaciones de Bernoulli, tenemos que la regla
es:

1. Si H > n, verificar los siguientes tres puntos.
(i) Siwv Y i, @+ nvy < —2.197, terminamos el experimento y decidimos por Hy.
(i) Si v Z?Zl T; + nvy > 2.197, terminamos el experimento y decidimos por Hj.

(iif) Si —2.197 < vy Yy, @; + nvy < 2.197, generamos una nueva observacién ;.
y revisamos el punto 1.

2. Si H < n terminamos el experimento y

(i) si vy iz + nvy <0, decidimos por Hy.
(ii) Siwvy Yy i, + nvy > 0, decidimos por Hj.

Observaciones con distribuciéon exponencial

Para el caso continuo de una distribucién exponencial con parametro 3, la funcion de
densidad es f(x; () = %e*x/ﬁ x > 0. Sabemos que para una variable X ~ Exp(f), su

valor esperado y varianza son: E(X) = 8y Var(X) = (32, respectivamente. Las pruebas
de hipdtesis propuestas para este caso continuo fueron:

1. Hy: B=5vs Hy: =6, 1=p1—F <min{5,6}
2. Hy: p=5vs H : =11, 6> min{5,11}.

La desigualdad de la regla de paro es basicamente la misma que en el caso discreto

~2.197 < v, Z:p + vy < 2.197,

=1

solo que v, = 61—0 — % y vy = In (%) Por lo que el mismo algoritmo computacional

sirve para ambos casos.

Hasta ahora hemos establecido cuatro pruebas de hipétesis (dos por cada caso: discreto
y continuo), con dos conjuntos de valores para la tasa de fallos p y cuatro valores por
estimar en cada prueba

(05(77/), ¢)7 ﬁ(l/}a ¢)’ Eo[min(ﬂ,/)? H)]v Ey [ml’n(ﬂl}v H)])
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Las siguientes gréficas tienen como dominio la tasa de fallos p € A o bien p € B debida
al horizonte aleatorio, que en el caso de que p € A, significa que el horizonte aleatorio H
interviene poco en la interrupciéon de manera independiente del experimento; mientras que
si p € B, significa que el horizonte interviene mas en la interrupcién del experimento. Para
cada una de las figuras, vemos que hay dos graficas: las gréaficas de la izquierda muestran
el tiempo promedio de paro del experimento (ya sea por la regla de paro o por el horizonte
H) bajo ambas hipétesis: Eymin{n, H}| (curva en azul) y F;[min{n, H}] (curva en negro);
mientras que las graficas de la derecha muestran la estimacién de a(1, ¢) (curva en azul)
y B(¢,¢) (curva en negro) y contabilizamos las pruebas que no rebazan las respectivas
cotas @« = = 0.1 (recta en rojo), asimismo calculamos el promedio de réplicas que se
detienen sélo debido al horizonte aleatorio.

Estlmaclon:Eo[mln(H,Tw)], E:I.["’"n(H'Tll.l):I Estimacion errores tipo 1l y Il

1.2 B
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0

400 - b

Promedio muestral bajo H_yH
Estimacion errores tipo [ y Il

200

0.2 b
o o
0.002 0.004 0.006 0.008 0.01 0.002 0.004 0.006 0.008 0.01
Tasa de fallos p Tasa de fallos p
Interviene H en promedio 88.2% Interviene H en promedio 88.2%

Figura 4.1: Caso Bernoulli, prueba: Hy: 0 =05 vs H;:0=053ype A

Estlmaclon:Eo[mln(H,tw)], E:I.['“In(H’tu.l):I Estimacion errores tipo 1 y 11
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o
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o

timacion errores fipo |y I

Promedio muestral bajoH_yH

0.002 0.004 0.006 0.008 0.01 0.002 0.004 0.006 0.008 0.01

Tasa de fallos p Tasa de fallos p
Interviene H en promedio 5.74% Interviene H en promedio 5.74%b

Figura 4.2: Caso Bernoulli, prueba: Hy: 0 =05 vs H;:0=08ype A

Para las primeras 4 figuras, de la 4.1 a la 4.4, el dominio de p es A y para las 4 figuras
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Estlmaclon:Eo[mln(H,Tlp)]. El[mln(H-Tlp)] Estimacién errores tipo 1y Il
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Tasa de fallos p Tasa de fallos p
Interviene H en promedio 39.6% Interviene H en promedio 39.6%

Figura 4.3: Caso exponencial, prueba: Hy: 5 =5 vs H;:8=6ype A
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0.002 0.004 0.006 0.008 0.01 0.002 0.004 0.006 0.008 0.01
Tasa de fallos p Tasa de fallos p
Interviene H en promedio 4.76% Interviene H en promedio 4.76%

Figura 4.4: Caso exponencial, prueba: Hy: 5 =5 vs H;:8=11ype A

restantes, el dominio de p es B. En las figuras 4.1, 4.2, 4.5 y 4.6 las pruebas se hicieron bajo
observaciones Bernoulli, mientras que las cuatro restantes se hicieron bajo observaciones
exponenciales.

Observemos que en la Figura 4.1 tenemos un tamano promedio muestral mas grande
con respecto a las graficas de las figuras 4.2, 4.3 y 4.4 donde hemos tomado a p € A.
Notemos que si p € A ,entonces F(H) va de 100 a 1000. Por otra parte, la estimacién del
errores tipo I es el tnico que esta por debajo de la cota y ademés el horizonte H interviene
en alrededor del 88.2% de las veces.

En siguiente Figura 4.2 vemos que el tamano promedio muestral esta alrededor de 10
observaciones, mientras que el error tipo I sigue por debajo de la cota y en algin momento
el error tipo II llega a estar por debajo de la cota. El horizonte interrumpe el 5.74 % de
las veces el experimento.

Para la Figura 4.3 tenemos algo analogo a las primeras dos figuras, pero ahora para
observaciones exponenciales. El tamano promedio muestral bajo ambas hipotesis alrededor
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de 100 observaciones. Por otra parte, la estimacién de los errores tipo I esta por debajo
de la cota y el horizonte interrumpe el experimentos en 39.5 % de las veces.

Estlmaclon:ED[mln(H,tw)], E:I.[mln(H’Tlp)] Estimacion errores tipo 1y 11
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Figura 4.5: Caso Bernoulli, prueba: Hy: 0 =05 vs H;:0=053ypeB

EStII‘I’IaCIOI‘I:Eo[mlh(H,tw)], El[rnln(H,'rw)] Estimacion errores tipoly 11

o
o
\
s
o
)
\
s

1

0
o

Promedio muestral bajoH_yH
o

=
o
=
2
S 0.4
S
=
=]
S
fa~]
E
* ]
0.2
2
o ' ' ' B o r ' ' ' —
0.02 0.04 0.06 0.08 0.02 0.04 0.06 0.08
Tasa de fallos p Tasa de fallos p
Interviene H en promedio 39.7% Interviene H en promedio 39.7%

Figura 4.6: Caso Bernoulli, prueba: Hy: 0 =05 vs H;:0=08ypeB

En cuanto a la Figura 4.4, el tamano promedio muestral estd alrededor de 8 observa-
ciones y el error tipo I esté correcto, donde H interviene en 4.83 % de las veces.

Observe la analogia que tenemos en los resultados de las figuras 4.5-4.8, con respecto
a los primeros cuatro resultados, pero ahora p € B, lo que significa que H interviene
més. Tenemos ahora que F(H) va de 10 a 100. Tenemos que el horizonte interviene entre
un 35% y un 90 %. Notemos que los resultados se mejoran un poco si los parametros
hipotetizados se encuentran relativamente alejados.

Es claro que hay més trabajo por hacer en este caso y probar si alguna K € (A, B)
mejora ambos errores cuando el horizonte presenta una tasa de fallos cercana a 0.1. Una
propuesta de trabajo futuro es hacer montecarlo con dominio los valores posibles para K &€
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Estlmaclon:Eo[mln(H,'l:lp)], El[mln(H'Tu.l)] Estimacion errores tipo 1l y 11
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Figura 4.7: Caso exponencial, prueba: Hy: 5 =5 vs H,:=6yp€eB
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Figura 4.8: Caso exponencial, prueba: Hy: 6 =5 vs Hy:f=11ypeB

(A, B), porque si K — A, se mejora la decision para error tipo II, mientras que si K — B,
la estimacién se mejora para el error tipo I. Desde luego que podemos preguntarnos si
es posible minimizar el error tipo I y acotar el error tipo II, ;pero hasta dénde esta uno
dispuesto a sacrificar el margen de error tipo 117

El cédigo fuente del programa para este andlisis lo pueden ver en el Apéndice B.1 y
se anexa a la presente investigacion con extension .m, bajo el nombre MonteCarlo.m, el
cual puede ser implementado directamente en Matlab si lo desea o bien lo puede descargar
directamente de la siguiente ubicacién en onedrive.

4.3.2. Obtencion de la Region de Continuacion

En la seccién anterior fijamos el intervalo de continuaciéon (A = %,B = %) y

supusimos que el horizonte tiene distribucion geométrica y estimamos las probabilidades
de los errores tipo I y II dadas por la prueba secuencial (1, ), asimismo estimamos
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el tamano muestral promedio bajo ambas hipdtesis, tomando la tasa de fallos p en dos
conjuntos A y B. Ahora vamos al problema inverso, esto es, deseamos determinar la region
de continuacién (A, B,) para cada etapa n, tal como se sefiala en el Teorema 3.2. Vamos a
suponer que estamos en la clase de pruebas truncadas al nivel N > 0 (N nimero maximo
de observaciones por tomar y decidir por Hy o Hy), bajo un horizonte aleatorio H de
distribucién geométrica. Tomaremos para H una distribucién geométrica.

En esta simulaciéon computacional (bajo el método montecarlo) vamos a generar ob-
servaciones de Bernoulli i.i.d. para probar

Hy 19:90 vs H; 19:91, con 90<91, (427)

donde 0y = Py(X = 1)y 6 = P(X = 1), y fijando a(v,¢) = B(¢,¢) = 0.1 y asi
determinar la region de continuacién (A, B,) para cada etapa n.

Como las observaciones tienen una distribucion de Bernoulli y los parametros hipote-
tizados son diferentes, entonces se cumplen la condicién (3.53).

Vamos a iniciar los célculos y a guardar algunos resultados de manera inductiva, sélo
que la induccién sera hacia atras, esto significa que primero calcularemos y guardaremos
los resultados importantes de la etapa N y ya que tengamos los resultados deseados, con-
tinuaremos con los calculos de la etapa N — 1 y asi hasta llegar a la etapa 1 (programacién
dindmica).

Para una réplica del experimento secuencial, definamos ahora nuestro estadistico en
razon de probabilidades

fn
J1
n?
Zn == Zn(l‘hx27 al‘n) - 0
0, en otro caso.

si fy >0,

Como f]' corresponde a observaciones i.i.d. del tipo Bernoulli, tenemos que

n

i =TT e = [T 00— 6o = 02— gy =01
k=1

k=1

Con lo antes mostrado, llegamos a que nuestro estadistico en razén de probabilidades
queda como sigue.

pFRmT (] gy T (1 - 91)”<91(1 — 6o) )22—1”

Ly = <= =
9(?:’6:1 Ik(l . eg)n—zzzl T 1-— 60 90(1 — 61)

De esta manera podemos ver que Z,, s6lo depende del niimero de ”éxitos” de las obser-

. . Lo _ Ton k=1 Tk _1-6: _ 91(1—6o)
vaciones Bernoulli, en otros términos, Z, = K7'Kj; , donde Ky = o v Ky = Bo (1=01)

son constantes que se conocen a partir de establecer las hipotesis simples del problema. No-
temos que en la etapa 1, Z; puede tener a lo sumo dos valores distintos Z; (X;) = 2(0), (1),
donde z(0) = }:g; o bien z(1) = 2_35 mientras que en la etapa 2 se tiene tres valores dis-

tintos, a saber: Zy(X1, Xa) = 2(0,0), 2(0,1) = 2(1,0), 2(1, 1), donde

2(0,0) = G:Z;)Q 2(1,0) = 2(0,1) = H, 2(1,1) = (z—;)Q
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De manera inductiva en la etapa n se tendra a lo sumo n + 1 valores distintos de Z,
correspondientes al nimero de éxitos (0,1,2,...,n) y que por supuesto dependera del niimero
de éxitos que se tenga previamente (0,1,2,....n-1) en la etapa anterior n — 1. Entonces
podemos abusar de la notacién y agregar un subindice a nuestro estadistico con la idea
de denotar la suma o numero de éxitos en la etapa n-ésima; asi Z, ; denotard que en la
etapa n hubo j éxitos, donde 7 = 0,1,2,...n —1,ny n = 1,2,..., N. Por lo que ahora
Zn = Znj,j =0,1,...,n podemos verlo como un vector de tamano n+1. Sin embargo, para
calculos informdaticos vamos a tomar a Z; ; = Z(i,7) = K{Kgfl, dondei=N,N—1,...,1
yi=1,2 ... 41+ 1.

Procediendo como en el Capitulo 4 de observaciones independientes (e idénticamente
distribuidas), denotemos como py ;(Zn;) = ga(Zn;) = min{\, Zy;} j = 0,1,..., N el
vector de tamano N + 1 que contiene los minimos entre \ y el valor del estadistico Zy ;
(dltima etapa pero son los primeros célculos que se guardan) con respecto al j-ésimo éxito.
Por lo tanto, en la ultima etapa N, y para iniciar la induccién hacia atras, debemos pedir
que

_ c+§p%(Aggig)Po(X — 1)
_ c+;gk<A§;E§zi§)Po(X _

= ¢+ A min{6p, 61} + min{1 — 6,1 — 6;})
= c+ b+ 1—10y).

Simplicando el resultado anterior, vemos que la desigualdad anterior es equivalente a

C

)\>01_90.

(4.28)

Entonces una vez que introducimos el costo por observacion, ¢, y los parametros hipote-
tizados, 0y y 61, es facil introducir un valor para A > 0 que satisfaga la anterior desigualdad
(o equivalentemente, dado A introducir un valor ¢ < A(0; —6p)). Esto es importante que se
cumpla para iniciar la induccion hacia atrés. Desde luego que esta condicion sobre el costo
por observacién tiene justificaciéon porque hemos decidido agregar ¢ al modelo, rempla-
zando la constante del peso de la probabilidad del error tipo II en la funcién de Lagrange
para continuar teniendo dos grados de libertad y no tres.

Para todan =N — 1, N — 2, ..., 1 definamos las siguientes funciones:

o0 i(Znj) = ga(Znj)pE + (1 — p) min{gx(Zn ), ¢ + Luph 1 (Zn )}, (4.29)
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vectores de tamano n + 1 (j = 0,1,...,n), donde para cadan =N — 1,...,1 y j fijos,

1
P(X =x)
N _ N 1 _
Lnses) = 2ot (Zpe— ) A=

1—-6, 0,
P (Zn,j 1_—@0) (1= 60) + pia <Zn,j 9_0) fo.

= pflv+17j (Zn+1,j) (1 —06o) + P£1V+1,j+1 (Zn+1,j+1)90=

y el vector prjyﬂ’j (Zn+17j) 7 =0,1,...,n+1 ya ha sido previamente calculado y guardado, por
lo que los elementos de la etapa n quedan bien identificados para invocar a los resultados
de la etapa n + 1.

Lo que sigue es encontrar los intervalos de continuacién (A, B,) para cada una de las
etapasn = N, N — 1, ..., 1. Para dicho propdsito es necesario utilizar el resultado del Lema
3.6 y ver qué valores Z,, ; cumplen con la condicién

9\ (Znj) Sc+Lpn 1 j(Zng) n=N-1,..1j=12 .. n+1 (4.30)
Lo anterior significa que si
9\(Znj) > c+ In,afy“’j(Zn,j) n=N-1,..,1,7=1,2,...n+1, (4.31)

entonces Z,; se encontrard en la regién de continuacién paran = N —1,...,1y j =
1,...n + 1. De esta manera tenemos que el intervalo de continuaciéon es

(Ans Ba) = ((min{Zy}, mix{Z;})
J J

El vector Z,, ;, para cadan = 1,2, ..., N — 1, contiene todas las posibilidades de nuestra
razén de probabilidades en la etapa n y que hemos llamado frontera de observaciones.
La regién de continuacién (A,, B,) estd ligada con el minimo y méximo del vector Z, ;,
respectivamente, sobre el nimero de éxitos j en la etapa n, por lo que ya es posible dibujar
nuestra regién de continuacién dentro de la frontera de observaciones.

Una vez que tenemos nuestra region de continuacion, podemos generar 10000 réplicas
de una muestra de tamano N de observaciones Bernoulli bajo H;, i = 0, 1. Observemos que
Z, = K{LKQEZZ1 = 7, 1K\ K" donde x,, ~ Ber(6;), por lo tanto podemos ver el camino
de cada réplica y registrar en qué etapa n se sale de nuestra regién de continuacion para
contabilizar las decisiones correctas al saber que las observaciones que generamos fueron
bajo H; y si el camino fue en esa direccién.

Para cada una de las réplicas inicializamos la variable s = 1 y para cada etapa n =
1, ..., N, tenemos la siguiente regla:

(i) Hacemos s = sK1K3™.
(ii) Si s < A, decidimos por H,.

(iii) Si s > By, decidimos por Hj.
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(iv) Si A, < s < B,, repetir paso (i) con n + 1.

De esta manera tenemos identificados el porcentaje de decisiones correcta y podemos
también graficar el camino de cada réplica.

Debido a la naturaleza de la razén de probabilidades, es conveniente tomar logaritmos,
toda vez que Z, ; puede tomar valores extremandamente pequefios (inclusive por abajo del
épsilon de la maquina) o bien extremadamente grandes (no se puede interpretar la gréafica
de manera adecuada). Entonces los resultados del programa que determina (y dibuja)
la regiéon de continuacion de un experimento con observaciones de Bernoulli para probar
(4.27) podemos verlos en de las figuras 4.10 a la 4.24.

Para entender esta simulacién computacional, revisemos la Figura 4.9, en ella mostra-
mos sélo 10 réplicas del experimiento y fijamos el médximo de observaciones por tomar
en cada réplica de N =32 (abscisas), pero en las demds graficas este maximo muestral
lo cambiamos a placer. Sélo hemos analizado observaciones Bernoulli y hemos establecido
una prueba de hipétesis simple: Hy : 6 = 0.5 s Hy : 0 = 0.53 (en otras ocasiones #; = 0.8).
Las lineas en rojo son la frontera de observaciones, esto significa que la razén de proba-
bilidades Z,, (ordenadas) para cualquier etapa n no puede dar un valor por arriba o por
abajo de dicha linea. Sin embargo, la curva en azul acota la regién de continuacién, es
decir que si Z,, es nuestra razén de probabilidad y cae dentro de esta regién en la etapa n,
debemos tomar una nueva observacién y continuar con el algoritmo secuencial. Las lineas
en verde son los caminos de Z,, en cada réplica. Una vez que Z,, toca la frontera A, o B,
en la etapa n (linea en azul) se termina la réplica y se decide por Hy o bien por H; de
acuerdo a la regla de decision. Las observaciones de Bernoulli las generamos bajo ambas
hipdtesis y vemos el porcentaje de correctas decisiones en cada corrida del experimento.

Frontera de
observaciones

Decision Hy
Regiéndecontinuaeion

Decision H,
Frontera de _—"

observaciones

Figura 4.9: Observaciones de Bernoulli (10 réplicas) con parametro 6y = 0.5, py = 0.0001,
N = 32, de las cuales 9 decisiones fueron correctas y Eo(H An) = 26.6.

El codigo fuente del programa que dibuja la regién de continuacién bajo horizonte,
lo pueden ver en el Apéndice B.2 El nombre que hemos asignado a la funcién en Octave
para estos propédsitos es RegionDeContinuacion (o link de descarga en onedrive), la
cual se invoca como RegionDeContinuacion(N, p,, 6y, 01, H;), donde N es el maximo de
observaciones a tomar, p, es la tasa de fallos, 6; es el parametro hipotetizado bajo la
hipotesis ¢ y con H; = 0,1 estaremos indicando bajo qué hipdtesis vamos a generar las
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observaciones para los caminos. Ya hemos fijado ¢ = 0.0001 y A = 1, para que de esta
manera se puedan realizar los calculos numéricos.

En el siguiente conjunto de resultados, veremos algunas imagenes en donde la prueba
de hipotesis establecida es Hy : 0 = 6y vs Hy; : 8 = 6, c = 0.001 y A = 1, donde
0y = 0.5y 6; = 0.53 o bien 6; = 0.8. En teoria el valor del costo ¢ puede ser arbitrario, por
lo que no deberia estar sujeto a ninguna condicién, pero recordemos que ¢ debe cumplir
la condicién del corolario 3.2 para poder hacer la induccién hacia atras. Es posible, desde
luego, que no se introduzca el valor ¢ en la prueba y al final de una prueba secuencial sélo
multiplicar el tamano promedio muestral por dicho costo observacional para asi obtener el
costo del experimento. También tenemos otras variantes: py = 0.001 o bien p = 0.00001;
ademads el tamano méximo para cada réplica fue con N = 32,64, 128,500 y 1024. Al final
senialamos el porcentaje de buenas decisiones para cada resultado.

Iniciemos con la Figura 4.10 a), en ella vemos que N = 32, Ey(min{H,n}) = 21.29, lo
que nos indica que las observaciones generadas para esta grafica fueron bajo la hipotesis
nula, obteniendo un 64.6 % de decisiones correctas. En el inciso b, podemos ver que sélo
cambiamos N = 64, con lo que el tamano promedio muestral bajo Hy aumento 38.35 y
las decisiones correctas fueron del 66.12% y usando py = 0.001 en ambos casos. Y en
la Figura 4.11 las condiciones son iguales, s6lo que el tamano maximo posible es de 128
para a) y 1024 para b). Notemos que en estas ultimas gréficas las decisiones correctas
aumentaron. Para el siguiente bloque de figuras 4.12 y 4.13 lo que cambia es la tasa de
fallos a py = 0.00001, sin embargo las decisiones correctas se encuentran dentro del 60 %
y 80 %.

En la figuras 4.14 y 4.15 es andalogo a las figuras

2 L L L I L L 1 4 L I L L L I |
0 ] 0 15 20 25 30 35 0 i0 20 30 40 50 0] 70

(a) N =32, Eg(min{H,n}) =21.29y64.6% (b) N = 64, Ep(min{H,n}) = 3835 y
decisiones correctas. 66.12 % decisiones correctas.

Figura 4.10: Observaciones de Bernoulli bajo 6, = 0.5 (vs 0; = 0.53) y tasa de fallos
Pa = 0.001.
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(a) N = 128, Ey(min{H,n}) = 66.74 y (b) N = 1024, Eo(min{H,n}) = 147.75 y
69.34 % decisiones correctas. 77.9 % decisiones correctas.

Figura 4.11: Observaciones de Bernoulli bajo 6, = 0.5 (vs ; = 0.53) y tasa de fallos

2 L L L L L L | 4
0 3 10 15 20 23 30 35 0 0 20 30 40 50 B0 70

(a) N = 32, Ep(min{H,n}) = 21.11 y (b) N = 64, Ep(min{H,n}) = 3847 y
65.35 % decisiones correctas. 66.73 % decisiones correctas.

Figura 4.12: Observaciones de Bernoulli bajo 6, = 0.5 (vs 0; = 0.53) y tasa de fallos
pu = 0.00001.
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(a) N = 128, Ey(min{H,n}) = 67.94 y (b) N = 1024, Ey(min{H,n}) = 166.1 y
69.28 % decisiones correctas. 78.94 % decisiones correctas.

Figura 4.13: Observaciones de Bernoulli bajo 6, = 0.5 (vs 0; = 0.53) y tasa de fallos
pr = 0.00001.

2 L L L L L I 1 4 L
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(a) N = 32, Ey(min{H,n}) = 21.73 y (b) N = 64, Ey(min{H,n}) = 40 y 51.4%
47.45 % decisiones correctas. decisiones correctas.

Figura 4.14: Observaciones de Bernoulli bajo 6; = 0.53 (vs #; = 0.5) y tasa de fallos
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_1 0 1 1 1 1 L 1 ] 'BD 1 1 L 1 1 ]
] 20 40 &0 B0 100 120 140 ] 200 400 &00 &00 1000 1200

(a) N = 128, Ey(min{H,n}) = 71.23 y (b) N = 1024, Ey(min{H,n}) = 164.72 y
54.54 % decisiones correctas. 57.52 % decisiones correctas.

Figura 4.15: Observaciones de Bernoulli bajo ¢; = 0.53 (vs 0, = 0.5) y tasa de fallos
Pa = 0.001.

0 10 20 30 40 a0 80 o

(a) N = 32, Ey(min{H,n}) = 21.28 y (b) N = 64, E;(min{H,n}) = 40.13 y
47.63 % decisiones correctas. 51.55 % decisiones correctas.

Figura 4.16: Observaciones de Bernoulli bajo 6; = 0.53 (vs #; = 0.5) y tasa de fallos
pi = 0.00001.
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(a) N = 128, Ey(min{H,n}) = 71.88 y (b) N = 1024, Ey(min{H,n}) = 186.28 y
54.79 % decisiones correctas. 60 % decisiones correctas.

Figura 4.17: Observaciones de Bernoulli bajo ¢; = 0.53 (vs 6, = 0.5) y tasa de fallos
pr = 0.00001.
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(a) N =32, Ey(min{H,n}) =12.66 y 728 % (b) N = 64, Ey(min{H,n}) = 1546 y
decisiones correctas. 74.17 % decisiones correctas.

Figura 4.18: Observaciones de Bernoulli bajo 6y = 0.5 (vs #; = 0.8) y tasa de fallos
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(a) N = 128, Ep(min{H,n}) = 1748 y (b) N = 500, Ey(min{H,n}) = 1743 y
75.55 % decisiones correctas. 75.3 % decisiones correctas.

Figura 4.19: Observaciones de Bernoulli bajo 6y = 0.5 (vs #; = 0.8) y tasa de fallos
PH = 0.001.
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(a) N = 32, Eg(min{H,n}) = 1269 y (b) N = 64, Ey(min{H,n}) = 1587 y
72.85 % decisiones correctas. 75.02 % decisiones correctas.

Figura 4.20: Observaciones de Bernoulli bajo 6y = 0.5 (vs #; = 0.8) y tasa de fallos
pr = 0.00001.
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(a) N = 128, Eyp(min{H,n}) = 17.37 y (b) N = 500, Ep(min{H,n}) = 17.58 y
72.62 % decisiones correctas. 74.8 % decisiones correctas.

Figura 4.21: Observaciones de Bernoulli bajo 6y, = 0.5 (vs #; = 0.8) y tasa de fallos
pr = 0.00001.
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(a) N = 32, Ey(min{H,n}) = 1053 y (b) N = 64, Ei(min{H,n}) = 1872 y
97.91 % decisiones correctas. 99.26 % decisiones correctas.

Figura 4.22: Observaciones de Bernoulli bajo 6#; = 0.8 (vs #y = 0.5) y tasa de fallos
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(a) N = 128, Fy(min{H,n}) = 34.13 y (b) N = 500, Ei(min{H,n}) = 106.97 y
99.62 % decisiones correctas. 99.7 % decisiones correctas.

Figura 4.23: Observaciones de Bernoulli bajo 6; = 0.8 (vs 6y = 0.5) y tasa de fallos
PH = 0.001.
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(a) N = 32, Ey(min{H,n}) = 1058 y (b) N = 64, E;(min{H,n}) = 18.68 y
97.83 % decisiones correctas. 99.33 % decisiones correctas.

Figura 4.24: Observaciones de Bernoulli bajo #; = 0.8 (vs 6y = 0.5) y tasa de fallos
pr = 0.00001.
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(a) N = 128, Ey(min{H,n}) = 33.34 y (b) N = 500, Ei(min{H,n}) = 108.29 y
99.78 % decisiones correctas. 99.61 % decisiones correctas.

Figura 4.25: Observaciones de Bernoulli bajo §; = 0.8 (vs 6y, = 0.5) y tasa de fallos
pr = 0.00001.
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Capitulo 5

Conclusiones

Las conclusiones que podemos extraer de esta investigacién y sobre todo de esta simu-
lacién por computadora para la obtencion de la region de continuacion son varias:

Hemos obtenido una teoria mas general y original sobre las pruebas secuenciales
bajo el enfoque de un horizonte aleatorio, cuya distribucion es independiente de la
distribucion de las observaciones de un proceso estocastico a tiempo discreto. Esto
se puede ver cuando la tasa de fallos tiende a cero, p, — 0, con lo que tenemos
H = 0.

Falta més trabajo en cuanto al andlisis de la constante K que aparece en la regla
de decision sobre uno de los parametros de las hipdtesis, debido a que no queda
claro qué valor K > 0 pueda minimizar ambos errores cuando el horizonte aleatorio
interrumpe un experimento secuencial y la razén de probabilidades queda dentro
de la regién de continuacién. Durante las corridas del programa observamos que si
K — A, se mejora la decisién para error tipo II, mientras que si K — B, (4, B) es
nuestra regién de continuacion, por lo que falta verificar esto de manera numérica.

Con la teoria desarrollada hemos determinado la estructura de las pruebas 6ptimas
para las pruebas de Bayes para dos hipétesis compuestas, asi como para procesos de
Markov a tiempo discreto. S6lo hemos mostrado una estructura general de estos dos
enfoques sin agotar el tema.

En cuanto a los resultados computacionales cuando fijamos el intervalo de conti-
nuacién (A, B), hemos concluido que conforme los pardmetros hipotetizados se en-
cuentren relativamente alejados, nos proporciona una mejor decision tanto para H;
como para Hy (hicimos mas corridas pero no es posible poner todos los resultados en
esta investigacién). Con el valor py = 0.00001, equivalentemente E(H) = 100000,
obtuvimos el 100 % de la decisién correcta, por lo que a partir de esta tasa de fallos
0 mas pequena tenemos la teoria cldsica sin pasar al limite cuando pg — 0. Otra
observacion que obtuvimos de esta simulacién computacional fue que mientras los
parametros hipotetizados estén relativamente cercanos, las decisiones correctas dis-
minuyen para ambos casos; mientras que si estan alejadas aumentaran. Desde luego,
que sin importar qué tan cercanos estén los parametros, si py — 0 el porcentaje de
una buena decisién tiende a 100 %.

7
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= Para el problema inverso, es decir, para determinar la regiéon de continuacién, pro-

bamos con varios valores para A y el costo por observacion ¢ > 0, siempre y cuando

cumpliera la condiciéon A > . Al variar ¢ vimos que la regién de continuacién

01 — 0y
se modificaba, por lo que consideramos estudiar mas a fondo estos cambios en ¢ como
en . Queda abierto y con posibilidad de aplicar el método

Montecarlo para la constante K, que es el punto para decidir sobre alguna de las
decisiones cuando el horizonte detiene nuestro experimento secuencial y la razén de
probabilidades z, se encuentra en la regiéon de continuacién (A,, B,). La idea es
encontrar el K 6ptimo de tal manera que ambos errores (tipo I y II) se minimicen.

Como otro trabajo futuro, vemos la posibilidad de aplicar el método Montecarlo
para determinar la region de continuacion para observaciones de Poisson y obser-
vaciones normales u otra distribucion continua, pero discretizando los valores de la
distribucién, debido a las mismas restricciones computacionales.

Gracias a este andlisis numérico también vemos la posibilidad de realizar montecarlo
para cuando el horizonte aleatorio posee otra distribucion diferente a la geomérica.



Apéndice A

Demostraciones

A.1. Demostracion del Teorema 2.1

Para probar (2.10), recordemos que s¥ = t¥, y h¥ = ¢, P(H > n) + P(H = n),
entonces
sYP(H >n) +tYP(H =n) =t“hY.

Asi vemos que de (1.5) y (1.6) en la definicién 1.2 tenemos que
A, ¢) + B, ¢) Z AEyntVhY + Z Ei(1 — ¢ )tlh¥
n=0

Z / BRSOt fr(1— o). (A1)

Como Aff >0, f{ > 0y 0 < ¢, <1, entonces podemos aplicar el resultado del Lema 2.2
a Fy = \fi vy Fy = f{; por lo tanto, tenemos de manera inmediata que

ha(w,0) + 6(0.0) = S [ eihmin{Afy. £}
n=0

con igualdad si y sélo si
Gn = Iapr<gry  p-c.t.p.en SY (A.2)

para toda n > 0.

A.2. Demostracion del Lema 2.3

Observemos que de la definicién del funcional BY en (2.19), probar (2.20) es equivalente
a demostrar

/?%w@m*+@ym +PU¥>k+1%/kH((k+Df“V+@dM“

>P(H>E) [t (ckf* + Dyv) du*. (A.3)

79



80 Apéndice

Por hipétesis tenemos que la funcién v es no negativa y p*+!—integrable; asi, como las
funciones que intervienen en (A.3) también lo son. Entonces factorizando a ¢ y aplicando
el Teorema de Fubini a la parte izquierda de (A.3) (haciendo duft' = du*du(zr,1)),
tenemos que es igual a

/ £V [h’,f(ck: 5+ )

(1 — ) P(H > k+1) (/ (c(k + 1) 7"+ 1 v) d,L(ka))} it
= /t}f [(ka(H > k) + P(H = k))(ckf* + )

+(1— ) P(H > k+1)(c(k+ 1) fF + ka)l du*
= P20 [} 1= p) + p)eks 4 )

HL= (1= pleth+ D+ )|
= P20 [ |- ks +1)

+(1 = ) (c(k + 1) f* + Jpv)) + pr(ckf* + zk)} dp

= Pz [ [(1 )k fE + (e + (1= ) (ef* + o)

+pi(ck f* + lk)] i

= P(H > k) /t}f {ckf’“ + el + (1 = pr) (Walp + (1 — ) (ef* + ka))] du*.  (A.4)

Lo anterior es cierto toda vez que al factorizar P(H > k) (por hip6tesis sabemos que
P(H > k+1) > 0, luego también P(H > k) > 0) tenemos que

WP(H > k) +P(H=k) = P(H>Fk) (ka (H ZP’ZLI_ZP gf =k, pk>

= P(H > k) (e(1 — pi) + pr)

y
P(H>k+1) PH>k-PH=k
P(H>k) P(H > k) -
que Entonces aplicando el Lema 2.2 de ( ), vemos que (A.4) es mayor o igual

P(H > k) / ty [ck I* 4 prle + (1 = p) min{ly, ef* + Joo} | dp” (A.5)
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= P(H > k) /t}f(ckfk + Dyv)dp®,

lo cual coincide con la parte derecha de (A.3).

Tenemos ademds, por el mismo Lema 2.2, que hay igualdad entre (A.4) y (A.5) (que
por transitividad corresponde a la igualdad en (A.3)) si y sélo si (2.22) se cumple pF-c.t.p.
en T,:f .

A.3. Demostracion del Lema 2.4

Sea 1 cualquier regla de paro, tal que E(ry, A H) < oo0; y sean A y ¢ dos numeros
positivos cualesquiera. Entonces L£(¢) = L(1;¢,\) < 0o, y en virtud de (2.17) y (2.18),

L)~ L) = 3 / 1Y (enf™ + L)dy" — P(H > N) / £ (eN Y 4 1) (A.6)

Es inmediato ver que el primer sumando en (A.6) tiende a cero como N — oo, debido a
que es la cola de una serie convergente.

Ademds, por el hecho de ser E(ry A H) =Y nP(ty NH = n) < ooy usando la
independencia de H con 7y, tenemos

P(H > N) /cNt%depN =cNP(H > N)P(ry > N)=cNP(ry, NH > N) — 0
como N — oo.

Entonces ahora podemos ver facilmente que, bajo el supuesto E(1, A H) < 00, tenemos
que Ly () — L(1)), como N — oo, si y solo si

P(H > N) / thlndpy — 0,

como N — o0.
Finalmente supongamos que E(1, A H) = 0o, pero P(7, A H < 0o) = 1. Esto implica

que
Z/twhw enfy + ) dp™ = oo;
luego,

Z /twh¢ enfy + 1,)dp™ — oo, N — 0.

A.4. Demostracién del Corolario 2.3
Si 1 es tal que P(1y A H < 00) = 1 entonces, por la independencia de 7, y H,

P(ty NH>n)=P(ty >n,H>n)=P(ry, >n)P(H >n) — 0, (A.7)
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como n — 0.

Ahora si P(H < oco) = 1 entonces (2.28) se sigue del Corolario 2.1.

Si P(H < o0) < 1, entonces lim,, oo P(H > n) = P(H = 00) > 0, luego podemos ver
de (A.7) que P(1y > n) — 0, como n — oo, i.e. P(1y < 0o) = 1. Ahora consideremos dos
Casos.

a) BTy < 0o. Se sigue del Lema 3.2 de ( ) v por el Corolario 3.2 también
de ( ) que

/tﬁ min{\fJ, fi'} — 0, como n — oo,

entonces, en virtud del Lema 2.4, concluimos que (2.28) se cumple.

b) Ety = co. En este caso,

E(ry NH) =Y P(ry N\H >n) =Y P(r; >n)P(H >n) = o0

n=1

(porque lim,, oo P(H >n) >0y Ety =Y 2 P(1y > n) = 00), y (2.28) se sigue
de la segunda parte del Lema 2.4.

A.5. Demostracion del Lema 2.5

Para demostrar este hecho, procedamos por induccion hacia atras. Sea n = N, entonces

V]{[\H—l = DNVJ{fVJ:rll = Iypy + (1 — py) min{ly, cf™ + Jylnii}
< Ivpy + (1= pa)ly = Iy = Vi

Supongamos que (2.29) se satisface para algin 0 < k + 1 < N. Entonces para n = k
tenemos
VN = DVATY = peli + (1 — pi) min{ly, cf* + VT
= pudit (L= pminfle,ef*+ [ V(o))

< prli + (1 — pr) min{ly, cf* + /Vk]ildﬂ<xk+l)}

= pele + (1 = pi) min{ly, cf* + L V1, }
= Dka]YH - VkN'

Por lo tanto, vemos que también se satisface para k.
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A.6. Demostracion del Lema 3.1

Procedamos por induccion hacia atras y supongamos que f* > 0 paratodan. Sik = N
entonces

PYoN (e ) = £ oa(% 2h) = Y mingA2y, 2k} = min{ A £} = Iy = V.
Ahora supongamos que para un valor k+ 1, con 0 < k+ 1 < N, se cumple la igualdad

k+1 N (.0 1 __ /N
f pk—i—l(zk—f—lv Zk+1) = Vi1

Entonces, para k tenemos que
oo G z) = ozl zope + (1= pe) min{ fFor (21, z), ef* + FPlpilr (21 2)}
= f*oa(z, z)pk + (1 — pi) min {fkgx(zga %), eff + IkaJ-VH}

lepr + (1 — p) min{ly, cf* + VN, }
Dka]-VH = VY.

A.7. Demostracion del Lema 3.2

Procedamos por induccién hacia atras. Si k = N entonces

= gA(Zoazl)PNJr (1 —pN>mfn{9A(ZOaZ ), C+INP%E(Z z )}

< (22 = oy (", 2,

A, )

para toda 2%, 2t > 0y ¢ > 0.

Ahora supongamos que se cumple pi (2%, z) > pt1(20 21) (y con ello también se
satisface [, 1pp (2°,21) > I_1ph (2%, 21), porque sélo se toma la esperanza bajo H en
la desigualdad) para alguna k con 0 < k < N, para toda z € R*. Entonces

proi (2% 2Y) = a2 2 pkor + (1= pe—n) min{gx(2°, 2Y), e+ Loapy (2°,21)}

> ga(2°, 2 )prer + (1= pro1) min{ga (2%, 21), e+ Limapy (20, 21)}

= P (2% 2h),

para toda z°, 2! € RT. Por lo tanto, también se satisface para k — 1.

A.8. Demostracion del Lema 3.3

Primero recordemos que si v es una funcion céncava, entonces por la desigualdad de
Jensen [,,v = Eyv también es céncava.
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Iniciemos la demostracién del inciso (i) por induccién hacia atrds tanto para p& como
para Iy_1p%. Supongamos que N > 0 es fijo, entonces para un entero no negativo n
tal que n = N tenemos que pN(z) = ga(z) = min{), 2z} cumple inmediatamente con las
propiedades de I, es decir, es continua, no decreciente, céncava (por ser el minimo de
dos funciones céncavas) en R, p¥(0) = 0, Zlirgo pN(2) = A. Ademss, se cumple p¥(2) <
min{\, z} para toda z € RT.

Por otro lado, y debido a p%, la funcién Iy_1pY es céncava, asimismo continua y no
decreciente en RT. Es inmediato ver que Iy_1p¥(0) = 0. Si aplicamos el teorema de conver-
gencia mondtona y tomando en cuenta la condicién 3.33, tenemos que lim Iy_1p%(2) = A.

Z—00

Finalmente, es facil ver que Iy_1pN(2) < min{\, z}.

Supongamos ahora que para alguna k < N, tenemos que pi, I;_ip € K. Entonces
para k — 1, tenemos que p) , (ver definicién 3.36) es también céncava por ser suma de
funciones concavas, por lo que es continua y de la misma definicién tenemos también que
es no decreciente en RT. También es facil ver que py ;(0) =0y

lim g (2) = lim (gk(z)pk—l + (1 = pr1) min{ga(2), ¢ + L1} (Z)}>

Z—00

= Apgr+ (1= ppoy) min{A, e + lim L1y (2)}
= g1+ (1 —pr_q) min{\,c+ A} = A, por que ¢ > 0.

Finalmente tenemos de la definiciéon que pY |(z) < min{\, z} para toda 2 € RT, por lo
que también p) | € K.

Por otro lado, como p | es céncava, entonces I}Y ,pY | también es céncava, luego
también continua y por la misma definicién de I}¥ ,pY |, también vemos que es no de-
creciente. Ahora por el teorema de la convergencia mondtona y la condicién 3.33 tene-
mos que il_I)I(l) Liopy (2) =0y zlirgo Ii_opp (2) = Ay de la misma definicién vemos que

Ii—opY 1 (2) < min{\, z} para toda z € R*. Por lo tanto, para k— 1 también I _»p) ;| € K.

La demostraciéon del punto (ii), se sigue de manera anédloga de la demostracién del
Lema 3.2.

Para demostrar el punto (iii) procedamos nuevamente por induccién hacia atras. Sea

n = N, entonces la funcién limite py(z) = lim pi(2) = lim g\(z) = ga(2), la cual
N—o0 N—o0

por el punto (i) cumple con py € K. Podemos ver que Iny_1pn(2) = ga(2), por lo tanto
In_ipn € K.

Ahora supongamos que para algun k, se tiene pp € Ky Ix_1pr € K. Demostremos
primero que para k — 1, p,_; € K. La funcién limite py_1(2) = A}im PN (2) tam-

— 00

bién es una funciéon concava por ser limite de funciones céncavas, toda vez que tam-

bién I_1px(z) es céncava (por hipdtesis) y por consiguiente es continua. Asimismo, es
una funcion no decreciente por ser limite de funciones no decrecientes. También tenemos
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pr—1(0) = ]\}1_13;0 pr1(0) = 0. Ahora bien,

lim g a(2) = lim (ga(2)pis + (1= peoy) minga(2), e + Tio1pr(2)})
= App—1+ (1 — pr—1) min{, ¢+ Zlirgo Ir_1py (2)}
= Apg—1+ (1 = pr_1)min{\,c+ A} = A, por que ¢ > 0.

Finalmente y por los incisos (i) y (ii), tenemos que pr_1(2) < p&¥ ;(2) < min{\, z} para
toda z € R*. Por lo tanto py_; € K.

Ahora demostremos que I spp_1 € K. Como pr_1 € K, tenemos que [ _opp_1 €s
concava, continua y no decreciente por ser limite de funciones céncavas, y no decrecientes.
La continuidad la obtenemos de la concavidad. Asimismo, vemos que I_opr—1(0) =0y
Zlirgo I _2pr—1(2) = A por la condicién 3.33 y el teorema de convergencia monétona. Para

el ultimo punto también es sencillo ver que la funcién limite I,,_opx_1(2) < min{\, z} para
toda z € RT, por lo que I,_opr_1 € K.

El inciso (iv) sélo es la definicién de p,(z) aplicando el limite como N — oo en p(2),
para toda n > 0 y toda z € R*.

A.9. Demostracion del Lema 3.6

Dada cualquier n > 0 definamos a uy,, v, : Rt — RT como u,(2) = 2 — Lipp1(2) y
vn(2) = X — Lpni1(2), respectivamente, para toda z € RT. Entonces, usando el hecho
que, debido al Lema 3.3, I,,p,.1 € K, no es dificil ver que las siguientes propiedades tienen
lugar.

(i) w, y v, son continuas, no negativas y convexas. La continuidad la obtenemos debido
a que u,, v, estan definidas como suma de funciones continuas; son no negativas toda
vez que I,pni1(2) < ga(z) para toda z > 0. La convexidad la obtenemos porque z
es lineal y I,p,11 es céncava.

(ii) un,(0) =0, lim, o un(z) = 00, v,(0) = A, lim, . v,(2) = 0. Se sigue por la propie-
dad (b) de K.

iii) Para toda x,y € RT tal que z <
Yy q Yy

(a) un(z) < un(y), siempre que uy,(x) > 0,
(b) v, (z) > v,(y), siempre que v,(y) > 0.

(iv) up(A) = v(A) = X = Ipni1(A). Esta expresion es estrictamente mayor que ¢ si y
sélo si (3.43) se cumple.

Enseguida verifiquemos la propiedad (iii) por contradiccién en ambos casos.

Probemos primero que dados x,y € R con x < yy u,(z) > 0, entonces u,(x) < u,(y).
Para lo anterior supongamos lo contrario, es decir que u,(z) > u,(y). Sabemos que existe
un « € (0,1), tal que z = a0+ (1 — o)y = (1 — a)y. Ahora utilizando la convexidad de u,,
tenemos que
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Uun(y) < un(z) = un((1 = @)y) < (1 = @Jun(y) <un(y) Vo (0,1),

lo cual es una contradiccién. Por lo tanto w,(z) < u,(y).

Finalmente probemos que si x,y € RT con x < y y v,(y) > 0, entonces v, (z) > v,(y).
Supongamos que v,(x) < v,(y), entonces por la continuidad de v, y por el hecho de que
vn(00) = 0 (propiedades (i) y (ii), respectivamente), podemos tomar un z > y, de tal forma
que 0 < v,(2) < v,(y)/2. También sabemos que para toda t € (x, z) existe un a € (0, 1),
tal que t = az + (1 — «)z. Entonces para y existe un « tal que y = ax + (1 — a))z. Ahora,
por la convexidad de v,,, tenemos que

va(y) = vplax+ (1 —a)z) < avy(z) + (1 — a)v,(2)

Un(Y)
2

< avy(y)+ (1 —a)

Un(Y)
2

= (I+a) <w,(y) paratoda a € (0,1).

Con lo cual también llegamos a una contradicciéon. Por lo tanto, se debe cumplir que
v () > v,(y).

Supongamos ahora que la desigualdad (3.43) se cumple. Entonces de (i)—(iv), vemos
que para una ¢ > 0, es obvio (aplicando el Teorema del Valor Intermedio) que la ecuacién
un(z) = c tiene una solucién tnica en z = A, < A, y que u,(2) = 2 — Inpp11(2) < csiy
solo si z < A,,.

De la misma manera, la ecuacién v,(z) = c tiene una tnica solucién en z = B,
con B, > A\ vy uu(z) = A= Lppr1(z) < ¢ siy sélosi z > B,. Debido a que el
min{u,(z),v,(2)} = gr(2) — Lnpni1(z), tenemos que la primera afirmacién del Lema 3.6
se cumple.

Si (3.43) no se cumple, esto es, si A < ¢+ I,,pp41(2), tenemos de (1)—(iv) que u,(z) < ¢
para toda z < Ay v,(z) < ¢ para toda z > A, entonces min{u,(z),v,(2)} = gx(z) —
I,pns1(z) < ¢ para toda z > 0, lo cual demuestra que la ultima afirmacién del Lemma.

A.10. Demostracion del Teorema 3.4
Para proceder a la demostracion de este teorema necesitamos algunos lemas que ense-

guida enunciaremos y probaremos.
Tomando en cuenta el Lema 3.5, podemos definir de manera natural cuando ¢ =0 a

po(2:0,A) = mf{Aa(y, ¢) + 2B(¢, 9)}, (A.8)

para toda z >0y A > 0.

Lema A.1. Para toda z >0 y X >0

(2,0, ) i (APy(22, > \) + 2P (22, < \)) P(H = n). (A.9)
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Demostracion. Fijemos a un entero no negativo cualquiera /N, y haciendo uso del Teorema
2.2, se sigue que

inf ¢{Aa<w, ¢) + 2B(1, 6)} = pp (2,0, 4, (A.10)

T/JGDN,

donde, debido a (3.58), pN(2) = DN""gy(z), 0 < n < N, siendo D definida en (3.57)
(tomando precisamente a ¢ = 0).

Se sigue del Teorema 2.2 que el infimo en (A.10) es alcanzado, en particular, si ¢ es
tal que ¢, = [{gA(Zn)<Inp£¥+1(Zn)}v n=0,1,...,N =1y ¢y = 1. Es facil notar que la parte

(i) del Lema 3.3 también aplica para ¢ = 0, entonces se sigue que I,pY, | (z) < g\(z) para
toda z > 0. Por lo tanto, una regla de paro éptima es ¥ € DV si

YN =0 para 0<n<N-1, y o¥§ =1, (A.11)
con

inf{Aa(0",0) + 2B, 0)} = o (2:0.)
N—

(APy(2Z, > \)+ 2zP1(22, < \)) P(H =n)

—_

n=

+ (APy(22y > \) + 2P (22y < \)) P(H > N) (A.12)

Es obvio de (A.12) que p{’(2;0,\) converge, como N — 0o, a la parte derecha de (A.9),
i.e. po(z;0,N).
También es inmediato ver que la demostracion del Lema 2.4 (ver (A.6)) que

Ly (1;0,A) = L(150,A)
para toda regla de paro 1, entonces se sigue que L£(;0,A) > p(1;0, ) (cf. (3.45)), vy

mf{ra(y, ¢) +26(¢,9)} 2 p(2;0,4). (A.13)

para toda 1. Ahora bien si ¥ es tal que ¢, = 0 para toda n > 0, se verifica facilmente que
el infimo en (A.13) coincide con la parte derecha de (A.9), entonces (A.9) se sigue de la
definicién de p(z;0,A) en (A.8). O

Notemos que el infimo en ambas ecuaciones (3.41) y (A.8) son cero cuando A = 0 o
z = 0. Entonces con base en lo anterior podemos definir a p(0;¢,\) vy p(z;¢,0) como 0
para toda z > 0, ¢ > 0y A > 0. Asi hacemos a la funcién p(z;c, \) definida para toda
2>20,¢>0y A>0.

El siguiente lema nos muestra que p(z; ¢, A) es continua en ¢ = 0 cuando z > 0y A > 0
se mantienen fijas.

Lema A.2. Supongamos que se satisface (3.53). Entonces para toda z >0 y A > 0,

lim p(z; ¢, A) = p(z;0,A).
c—0
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Demostracion. Para toda ¢ > 0

0 < p(zi6,A) —p(2;0,A)
< g}g{c/\/(w) +Aa(y, ¢) + 281, 0)} — p(z;0,A)

< (") + Ma(”,60) + 2607, 0)) —p(=0,), (ALY
donde ¥ estéd definida por (A.11). Obviamente el lado derecho de (A.14) es igual a
cE(HAN) = (APy(22, > \) + 2P1(22, < \)) P(H = n)
n=N
+ ()\Po(ZZN > )\) + ZPl(ZZN S )\))P(H 2 N)
<N+ APy(228 > N) + 2P (228 < A). (A.15)

Sea € > 0 y sea IV lo suficientemente grande de tal forma que el segundo y tercer sumando
en (A.15) no exceda e (podemos hacer esto por el supuesto en (3.53)). Se sigue de (A.14)
y (A.15) que

0<p(z;c,\) —p(2;0,A) <3¢, sic<e/N.

]

Ahora sean A y B tales que 0 < A < B. Probaremos que existe ¢ >0y A\, A <\ < B,

tales que
A=c+1Ip(A;c,\) v A=c+ Ip(B;c, N, (A.16)

donde p(z;¢,\)(= p(z)) es definida en (3.59).

Para toda A > A fija, definamos, a partir de la primera de las ecuaciones en (A.16), a
¢ = ¢(\). Para demostrar que queda bien definida probemos las siguientes propiedades de
la funcién dy(c) = ¢+ Ip(A4;c, \).

Lema A.3. Supongamos que se satisface (3.53). Entonces
(i) dx(c) es no negativa, estrictamente creciente y continua para ¢ > 0.
(i1) d\(0) < A.

(i4i) lim,_, dy(c) = occ.

Demostracion. La parte (i) se sigue del Lema 3.5 y del Corolario 3.1. La parte (iii) es
inmediata.

Probemos ahora la parte (ii).

Con base en célculos tenemos que

Ip(A;0,\) = i (APy(AZp41 > A) + APL(AZ,,1 < \)) P(H = n). (A.17)

n=0

Ademas, para toda n > 1

APy(AZ, > \) + AP,(AZ, < \) < A, (A.18)
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CcOomo
APy (AZ, > \) = / Afrdp”
{Af>AfE}
< / Afrdp™ = AP(AZ, > \).
{AfP>AfE}

Se sigue de (A.17) y (A.18) que d\(0) = Ip(A4;0,)) < A, con igualdad si y sélo si hay
igualdades en (A.18) para toda n > 1.
Pero, bajo la suposicién de (3.53),

Py(AZ,> X)) — 0,y P(AZ, <)) = 0, como n — o0,

entonces hay desigualdad estricta en (A.18) para n grande. Por lo tanto, queda demostrado
en punto (ii). O

Ahora, para cualquier A > A, ¢ = ¢()\) se define de manera tinica por
c(A) + Ip(A;e(N),\) = A, (A.19)

y ¢(A) > 0 es una funcién continua y estrictamente creciente de A, en virtud del Teorema
de la Funcién Implicita.
Demostremos que existe A, A < A < B tal que

A =c(A)+ Ip(B;c(N),N) (A.20)
(cf. (A.16)). Para tal fin, definamos la funcién
G(A) = A —=c(A) = Ip(B;c(A), ),

la cual es una funcion continua de A, en virtud del Corolario 3.1. Ahora bien, si demostra-
mos que G(A) <0y G(B) > 0, entonces la existencia de A € [A, B] que satisface (A.20)
queda garantizada en virtud del Teorema del Valor Intermedio.

En efecto, como ¢(A) = A—1Ip(A;c(A), A), debido a (A.19), tenemos entonces el primer
resultado

G(A) = A—c(A) = Ip(B;c(A), A) = Ip(A;c(A), A) — Ip(B; ¢(A), A) < 0.
Ahora, usando (A.19) nuevamente, ¢(B) = A — Ip(A;¢(B), B), con lo cual

G(B) = B—c¢(B)—Ip(B;c(B),B)
=B —Ip(B;c(B),B) — (A—1Ip(A;c(B),B)). (A.21)

Observemos que z — Ip(z; ¢(B), B) es una funcién convexa no negativa de z e igual a cero
en el valor z = 0 y no decreciente. Entonces a partir de (A.21) tenemos que G(B) > 0.
Hemos demostrado justamente que, para cualesquiera que sean A, B con 0 < A < B,
entonces existen ¢ > 0y A € [A, B] tales que (A.16) se cumple.
Ahora si 1 € [A, B], entonces la afirmacién del Teorema 3.4 (con K = \) se sigue del
Teorema 3.3.
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Apéndice B

Programas en GNU Octave

B.1. Cddigo para estimar errores tipo I, Il'y E;(min{H,n})

Este y el siguiente cédigo fueron implementados con uso del software GNU Octave.

Para su correcta ejecucién se debe invocar el nombre de MonteCarlo en la terminal de
GNU Octave.

#Método Montecarlo con 10000 réplicas para estimar los <
errores tipo I y II,

#tomando como dominio el parametro p de la distribucion
geométrica debida al

#horizonte aleatorio, para probar HO vs H1 (simples), <
asimismo para estimar

#el tamaio muestral esperado Ei[min(N,H)=] %=0,1, de la <+
prueba bajo HO y bajo HI

# Opcional: Instalar y cargar paquetes nmecesartos <
statisticsm %0

##pkg wnstall -forge o

##pkg install -forge statistics

##pkg load %o

pkg load statistics

tilc

clear all

#F1jamos las cotas alpha y beta.

a=.1;b=.1;

A=log(b/(1-a));B=log((1-b)/a);

#En caso de término por el horizonte H, rechazamos H1 si ln
(zn) <=K.

K=0;

#Elegimos el tipo de obserwvaciones Yy st el horizonte <
intervendra frecuentemente o no.

DistF=input ("Generar ,Bernoulli Pruebal: (1), ,Bernoulli ¢

91
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Prueba2:,,(2), ,Exponencial Pruebal: ;(3), ,Exponencial ¢+
Prueba2:,,(4)uuu");
Conjuntop=input ("Qué, valores deseayparayp: (1) ,¢
0.001,0.002,..,0.01.,6,(2),0.01,0.02,..,0.1,,u");
#Se elige que el horizonte intervenga poco
if Conjuntop==
#Se elige que el horizonte intervenga menos E(H)=100 a <+
1000
p=0.001:.001:.01;
else
#Se elige que el horizonte intervenga mds E(H)=10 a 100
p=0.01:0.01:0.1;
end
#Numero total de Téplicas
m=10000;
#Se eligen observaciones de Bernoulli en la prueba 1
if DistF==
texto=’Caso_discreto: Distribucién Bernoulli Prueba 1’;
obs=’Bernoulli’;
#Valores de HO y H1, respectivamente
t=[0.5 0.53];
vi=log(t(2) *(1-t (1)) /(t (1) *x(1-t(2))));v2=1log((1-t(2))/(1-«
t(1)));
#Se eligen observaciones de Bernoulli en la prueba 2
elseif DistF==
texto=’Caso_discreto:  Distribucién Bernoulli Prueba 2’;
obs=’Bernoulli’;
t=[0.5 0.8];
vi=log (£ (2)*(1-t (1)) /(£ (1) *x(1-t(2))));v2=1log((1-t(2))<¢
/1=t (1)));
#Se eligen observaciones de ezxponenctiales en la prueba <
1
elseif DistF==

texto=’Casocontinuo: Distribucién Exponencial  Prueba 1l

) .
I

obs=’Exponencial’;
t=[5 6];
vi=1/t(1) -1/t (2);v2=1log(t (1) /t(2));
#Se eligen observaciones de exponenciales en la prueba <
2
elseif DistF==
texto=’Casocontinuo: Distribucién Exponencial  Prueba 2

) .
b

obs=’Exponencial’;
t=[5 11];
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vi=1/t(1) -1/t (2);v2=1log(t (1) /t(2));
end
#Intcializamos variables para identtificar decisiones por His
cuando el paro
#ocurre por horizonte o bien por la Tegla de paro.
HOD=zeros (2, length(p) ,m) ; HiD=zeros (2, length(p) ,m) ;
HOH=zeros (2,length(p) ,m) ;HlH=zeros (2, length(p) ,m);
#Hipotesis 1=1,2, nula y alterna, respectivamente
for i=1:2
#Dominio p
for j=1:1length(p)
#m=10000 réplicas de una misma prueba
for k=1:1:m
#Generamos hortizonte H Geo(p(j)) en cada réplica
H=geornd (p(j));r=0;fin=0;s=0;
#Pruebas 1 6 2 de Bernoull?

if DistF==1 || DistF==
do
#Contador para el tiempo de paro (ya sea por N o
por H)
++71;

#Estadistico
s=vl*binornd(1,t(i))+v2+s;
#S1 H mno ha llegado
if H>r
#Aceptamos HO
if s<=A
#N=0 es terminmar por regla de paro
N(i,j,k)=0;fin=1;HOD(i,j,k)=1;
#Rechazamos HO
elseif s>=B
N(i,j,k)=0;fin=1;H1D(i,j,k)=1;

end

#St H interrumpe la prueba lo identificamos con N
(i5,k)=1

else

#S1 fin=1 finaliza la m rTéplica
N(i,j,k)=1;fin=1;
#Aceptamos HO y se registra en HOH.
if s<=K

HOH(i,j,k)=1;

#Adceptamos H1 y se registra en HIH
else H1H(i,j,k)=1;
end

end
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until (fin==1)
#Registramos tiempo de paro del exzperimento

n(i,j,k)=r;
#Pruebas 1 6 2 Ezponencial andlogas a lo antertior
elseif DistF==3 || DistF==
do
++r;
s=vli*xexprnd (t(i))+v2+s;
if H>r
if s<=A

N(i,j,k)=0;fin=1;HOD(i,j,k)=1;
elseif s>=B
N(i,j,k)=0;fin=1;HID(i,j,k)=1;
end
else

N(i,j,k)=1;fin=1;

if s<=K

HOH(i,j,k)=1;
else H1H(i,j,k)=1;

end
end
until (fin==1)
n(i,j,k)=r;
end
end
end
end

#Inicializamos wvariables para evitar errores
EN_O=zeros (1, length(p));
EN_1=zeros(1,length(p));
TPHOH=zeros (1, length(p));
TPH1H=zeros (1, length(p));
D1_HO=zeros (1,length(p));
DO_Hl=zeros (1,length(p));
for i=1:length(p)
#Calculamos promedios de paro bajo HO
EN_O(i)=mean(n(l,i,:));
#Calculamos promedios de paro bajo HI
EN_1(i)=mean(n(2,1i,:));
#Contamos cudantas veces interviene H bajo HO
TPHOH (i) =sum (N(1,i,:));
#Contamos cudantas veces interviene H bajo HI
TPH1H (i)=sum(N(2,i,:));
#Estimacion del error Tipo I
D1_HO(i)=(sum(HI1D(1,i,:)))/m+(sum(H1H(1,i,:)))/m;
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#Estimacion del error Tipo II
DO_H1(i)=(sum(HOD(2,i,:)))/m+(sum(HOH(2,i,:)))/m;
end

#Resultados grdaficos de la estimacion de los promedios del <
tamafo muestral

subplot(1,2,1)

plot(p,EN_O,’b’,’linewidth’ ,6,p,EN_1,’k’,’1linewidth’ ,6)

set (gca, ’FontSize’, 28)

title([’Estimacién:E_O[min(H,\tau_\psi)], E_1[min(H,\tau_\«+
psi)]’],’FontName’,’Arial’,’FontSize’, 28);

axis ([min(p) max(p) -0.1 1.3*max(max(EN_O),max(EN_1))]1);

xlabel ({’Tasa,de, fallos,p’,[’Interviene H en promedio,’,¢
num2str (100* ((mean (TPHOH) +mean (TPH1H)) /m) /2,3) ,’ %’ 1}, +
FontName’,’Arial’,’FontSize’, 28);

ylabel ((’Promedio muestral bajo ,H_ Oy H_1’),’FontSize’ ,28);

#legend (’E_O0[min(n,H)]’,’E_1[min(n,H)]"’);

#Resultados gradaficos de la estimacion de las probabilidades<s

de los errores tipo I yII

subplot (1,2,2)

y=ones (1,length(p))*.1;

plot(p,y,’r’,’linewidth’ ,6,p,D1_HO,’b’,’linewidth’,6,p,+
DO_H1,’k’,’linewidth’,6)

set (gca, ’FontSize’, 28)

title([’Estimacidnerrores tipoyI yuII’], ’FontName’,’Arial’«+
,’FontSize’, 28);

axis ([min(p) max(p) -.01 3/2*max(max(D1_HO) ,max(DO_H1))]1);

xlabel ({’Tasa,de fallos,p’,[’Interviene H en promedio,’,+
num2str (100* ((mean (TPHOH) +mean (TPH1H) )/m) /2,3),° %1}, «
FontName’,’Arial’,’FontSize’, 28);

ylabel ((’Estimacidénerrores tipo, Iy, II’),’FontSize’ ,28);

#legend (’Cota=0.1",’\alpha estimado’, ’\beta estimado ’);

toc

B.2. (Cébdigo de la funcién para determinar la region
de continuacién (A,, B,,) bajo horizonte H

Cédigo para la obtencién de la regién de continuacién (A, B,,). En la terminal de GNU
Octave se debe invocar la funcién RegionContinuacion(NV, pH, t0,t1, Hi), donde N € N es
el maximo de observaciones por ser el caso truncado; py — 0 es la tasa de fallos; t0 es el
parametro bajo la hipdtesis nula; t1 es el parametro bajo la hipdtesis alternativa; Hz es la
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indicacién para generar las observaciones bajo la hipétesis nula si Hi = 0 o bien bajo la
hipotesis alternativa si Hi = 1.

#Funcion que grafica la rTegion de continuacion en un <
experimento

#secuenctal con observactiones de Bernoull4s

#para probar una prueba de hipotesis simple y donde <
interviene un hortzonte

#aleatorio H de distribucidon geométrica.

tic

function RegionDeContinuacion(N,pn,t0,tl1,H_1i)

# Cargamos el paquete statistics para hacer uso de la funcis
on binornd

pkg load statistics

format long

# Contantes debido a las observactiones de Bernoull<t

k1 =(1-t1)/(1-t0); k2 = t1x(1-t0)/(t0*(1-t1));

# La condicion L <=c/( t1 - t0O ) se cumple con los pard<
metros

#propuestos y ¢ , L abajo

c =0.0001; L =1;

# Obserwvaciones bajo la hipotesis nula o alternativa

if H_i==

t = t0;
else

t = t1;
end

# Con el siguiente bucle guardamos wvalores de la wltima <
etapa N y hacia atrads
for i = N:-1:1
# Numero de éxitos de 0 a ¢ +1 , com =N ,... ,1
for j=1:(i+1)
# Capturamos numero de éxzttos
Z(i,j) = k17ix(k2°(j-1));
# Registramos los walores para g de la regla de paro
g =min(L,Z(i,j));
# Registramos la funcion e la 4ltima etapa que coincides
con g
if 1 == N
Rho (i, j)=g;
else
# Registramos la funcion Tho en otras etapas <
distintas a N
Rho(i,j) = g*pn+(l-pn)*min(g,c+Rho(i+1,j)*(1-t0)+Rho (+
i+1,j+1)*t0);




B.2. CODIGO DE LA FUNCION PARA DETERMINAR LA REGION DE CONTINUACION (Ay, By

# Identificamos si mnos encontramos en la regidén de <
continuacion
if g > c+Rho(i+1,j)*(1-t0)+Rho(i+1,j+1)*t0
# Capturamos todos los walores que mno paran el <
experimento
Cont(i,j) = Z(i,j);
end
end
end
# Identificamos los walores extremos minimos del <
experimento
Em(i) = Z(i,min(£find(Z(i,:)>0)));
# Identificamos los walores extremos maximos del <
experimento
EM(i) = max(Z(i,:));
end
# Evitar errores cuando no hay valores
Cont (Cont==0) = NalN;
for i =1:1length(Cont)
# Identificamos region para nmo rechazar HO
m(i) = Cont(i,min(find(Cont(i,:)>0)));
# Identificamos region para Techazar HO
M(i) = max(Cont(i,:));
end
# Numero mazimo de Téplicas del método
# Montecarlo
MC =100;
x =1:1:N;
y =1:1:1ength(Cont) ;
for j =1:MC
s=1;
# Generaction de observactones aleatortias de distribucion <
Bernoull: bajo HO y
# registro del tiempo de paro
for i =1:1ength(Cont)
s = k2 binornd (1,t)*klx*xs;
way(i,j) = s;
if s <min(Cont (i, :))
d(j) =0;
break
elseif s >max(Cont (i, :))
d(j) =1;
break
else d(j) = NalN;
endif
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end

finales(j) = 1i;
end
k =1:length(way(:,MC/2));
disp([’Tiempo,de paro promedio’,num2str (mean(finales)) ,’«

con maximo_ de  observaciones N,=,’,num2str(N)])
if H_i ==
disp([’0Observaciones bajo H_Oycon, decisidncorrecta’,+
num2str ((length(d)-sum(d))/length(d) *100),° %’ 1)
else
disp([’0Observaciones bajo H_1,con decisidn ,correctay’,+
num2str (sum(d)/length(d) *100),°’ %’ 1)
end
# Mostramos los resultados grdficos
hold on
plot(x,log(Em(x)),’r,-,’,’LineWidth’,3)
##plot (z,log(EM(z)),’r - ’,’LineWidth’,3)
##plot (y,log(m(y)),’b’, ’LineWidth ’,7)
##plot (y,log(M(y)),’b’, ’LineWidth ’,7)
##plot (k,log (way),’g’, ’LineWidth’,2)
xlabel ((’Tasade fallos,p’),’ ’FontName’,’Arial’,’FontSize’, ¢
28) ;
ylabel ((’Promediomuestral bajoyH_OuyuH_1’),’FontSize’ ,28);

endfunction
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