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Introducción

El estudio de la teoŕıa de anillos a través de las clases de módulos ha sido de gran

importancia. Un ejemplo de esta situación es el estudio de clases de módulos de

torsión hereditaria y su relación con los filtros de Gabriel en el anillo. En [23], F.

Raggi y C. Signoret estudiaron las clases de Serre y una relación que existe con

ciertos filtros lineales en el anillo.

Además, el estudio por si solo de clases de módulos como grandes ret́ıculas ha

tenido un gran auge en los últimos veinte años. En [2], A. Alvarado, H. Rincón y

J. Ŕıos estudiaron las estructuras reticulares de las clases naturales y conaturales;

en [21], F. Raggi, J. Ŕıos y R. Wisbauer estudiaron la estructura reticular de las

clases de pretorsión hereditaria; y en [22], F. Raggi y C. Signoret estudiaron la

estructura reticular de las clases de Serre.

Durante los últimos quince años, el estudio de la estructura reticular de las

clases de módulos definidas mediante de propiedades de cerradura ha estado en

pleno apogeo. En [1], A. Alvarado, H. Rincón y J. Ŕıos estudiaron, por medio

de sus propiedades de cerradura, las ret́ıculas de clases de torsión hereditaria y

pretorsión hereditaria, aśı como la gran ret́ıcula de clases abiertas. También in-

cluyeron dos grandes ret́ıculas de clases de módulos que fueron estudiadas por

medio de este enfoque. En [9], J. Dauns y Y. Zhou recopilaron el estudio a fondo

de las clases de torsión, pretorsión y naturales por medio de sus propiedades de

cerradura.

También, en los últimos años, se han estudiado cierto tipo de clases de módulos
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II Introducción

que son “generadas” a partir de clases de módulos dadas. Al proceso de obtener

estas clases, lo llamaremos la aplicación de operadores en clases de módulos. En

[6], I. Crivei y S. Crivei introdujeron ocho operadores, los cuales tienen relación

directa en su mayoŕıa con las ret́ıculas de clases naturales y conaturales. En [24],

P. Smith introdujo tres operadores que tienen relación directa con las grandes

ret́ıculas de clases de Serre, clases hereditarias y clases cohereditarias.

En este trabajo se estudia la estructura reticular de ret́ıculas y grandes ret́ıcu-

las ya estudiadas por diversos investigadores, pero con el enfoque de operadores.

Además, se estudia la clase de las clases aditivas y se estudia su estructura reticu-

lar. También, se introducen dos grandes ret́ıculas derivadas de la clase de clases

aditivas.

En el caṕıtulo 1 se dan los preliminares para el estudio de ret́ıculas y grandes

ret́ıculas de clases de módulos conocidas y estudiadas en la literatura.

En el caṕıtulo 2 se estudian a detalle las grandes ret́ıculas de clases abiertas,

clases hereditarias y clases cohereditarias, las ret́ıculas de clases de torsión here-

ditaria, clases de pretorsión hereditaria y clases naturales, la gran ret́ıcula de las

clases de Serre y las grandes ret́ıculas R ´ sext y R ´ qext.

En el caṕıtulo 3 se introducen nuevos operadores de clases de módulos y se

estudian las propiedades de cerradura de algunas clases asociadas. Dichos opera-

dores son los duales de algunos estudiados en [6] y [24] por I. Crivei, S. Crivei y

P. Smith.

En el caṕıtulo 4 se introduce la clase de clases de módulos llamada R ´ ad

y a sus elementos, clases aditivas, consideradas por Walker y Walker en [27]. Se

estudia su estructura reticular y una relación que existe con ciertos filtros lineales.

También se introducen dos clases de módulos, llamadas R´sdfsum y R´qdfsum,

derivadas de la clase de clases aditivas y se estudian sus estructuras reticulares.



Introducción III

Este trabajo contiene dos apéndices. En el primero se estudia cierto tipo de

clases de módulos y sus propiedades de cerradura con respecto a algunos opera-

dores. En el segundo se presenta el conjunto de filtros lineales de un anillo R y

la relación que existe entre ellos y las clases de torsión hereditaria y pretorsión

hereditaria.
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1.1 Teoŕıa de Módulos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1
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A.1 La clase de módulos extensores . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 145
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Caṕıtulo 1

Preliminares

A lo largo del trabajo, usaremos la noción de conjunto basada en los axiomas de

Zermelo-Fraenkel con el Axioma de Elección. En la teoŕıa de conjuntos y sus apli-

caciones, una clase es una colección de conjuntos que puede ser definida en forma

no ambigua por una o varias propiedades que satisfacen sus miembros. Formal-

mente, si �px, p
1

, . . . , p
n

q es una fórmula, llamamos a C “ tx | �px, p
1

, . . . , p
n

qu
la clase de los conjuntos que satisfacen la fórmula; es decir, x P C si y solo si

�px, p
1

, . . . , p
n

q [15]. Sin embargo, manejamos las clases y los conjuntos en for-

ma muy similar. A continuación introduciremos nociones básicas de la Teoŕıa de

Módulos y la Teoŕıa de Ret́ıculas que serán utilizadas en este trabajo.

1.1. Teoŕıa de Módulos

Esta sección está constituida por tres partes: módulos, homomorfismos y ope-

raciones de módulos. De aqúı en adelante, consideraremos a todo anillo R como

anillo asociativo con 1.

1.1.1. Módulos, submódulos y módulos cociente

Sea R un anillo yM un grupo abeliano aditivo. Diremos queM es un R´módu-

lo izquierdo si existe una función

1



2 1. Preliminares

' : R ˆ M Ñ M

pr,mq 'fiÑ rm

tal que

iq rpm ` m1q “ rm ` rm1

iiq pr ` r1qm “ rm ` r1m

iiiq prr1qm “ rpr1mq
ivq 1m “ m

para toda r, r1 P R y para toda m,m1 P M .

De aqúı en adelante, entenderemos por módulo a un R´módulo izquierdo.

Ejemplo 1.1 Sea G un grupo abeliano. Entonces G es un Z´módulo. ˝

Ejemplo 1.2 Si R es un anillo, entonces R es un R´módulo. ˝

Ejemplo 1.3 Sea V un espacio vectorial sobre un campo K. Entonces V es un

K´módulo. ˝

Sea M un módulo y N Ñ M . Diremos que N es submódulo de M , que denota-

remos como N § M , si es un subgrupo de M cerrado bajo la multiplicación por

escalar de elementos en R. Si N ‰ M , diremos que N es submódulo propio de M .

Si N § M , el módulo cociente de M sobre N es el módulo

M{N “ tm ` N | m P Mu

donde la operación suma es la suma usual de grupos cociente (aditivos) y la mul-

tiplicación por escalar está definida como rpm`M 1q :“ rm`M 1 para toda r P R.

Diremos que un módulo M es finitamente generado si existe un conjunto finito

tm
1

,m
2

, . . . ,m
n

u Ñ M tal que M “
nÿ

i“1

Rm
i

. Si M “ Rm para algún m P M ,
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diremos que M es ćıclico.

Diremos que un módulo 0 ‰ M es simple si 0 y M son sus únicos submódulos.

Notemos que todo módulo simple es ćıclico.

1.1.2. Homomorfismos de módulos y Teoremas de Isomor-

fismo

Sean M,N módulos y f : M Ñ N una función. Diremos que f es un R-

homomorfismo de módulos si

iq fpm ` m1q “ fpmq ` fpm1q

iiq fprmq “ rfpmq

para toda m,m1 P M y para toda r P R.

De aqúı en adelante, entenderemos por homomorfismo a un R´homomorfismo de

módulos.

Sea f : M Ñ N un homomorfismo. Diremos que

f es monomorfismo (o mono) si f es inyectivo

f es epimorfismo (o epi) si f es sobreyectivo

f es isomorfismo si f es mono y epi. Usaremos la notación M – N para

decir que f : M Ñ N es un isomorfismo.

De esta manera, si N § M entonces la inclusión natural i : N Ñ M es mono, y

la proyección natural p : M Ñ M{N es epi con Ker p “ N .

Sea f : M Ñ N un homomorfismo. Entonces

Ker f “ tm P M | fpmq “ 0u § M

Im f “ tn P N | D m P M tal que fpmq “ nu § N
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Observación 1.4 Si f : M Ñ N es homomorfismo, entonces

iq f es mono si y sólo si Ker f “ 0

iiq f es epi si y sólo si Im f “ N ˝

Los Teoremas de Isomorfismo de Noether tienen su equivalente en la Teoŕıa de

Módulos, y son los siguientes.

Teorema 1.5 (Primer Teorema de Isomorfismo para módulos) .

Si f : M Ñ N es homomorfismo, entonces

M{pKer fq – Im f

Demostración:

Consideremos la función

' : M{pKer fq Ñ Im f

m ` Ker f fiÑ fpmq

Si fpmq “ fpm1q, entonces fpm ´ m1q “ 0, por lo que m ´ m1 P Ker f . Aśı,

m ` Ker f “ m1 ` Ker f . Por lo tanto, ' es mono. Por otro lado, ' es epi pues

Im ' “ Im f . De esta manera, ' es un isomorfismo. ⌅

Teorema 1.6 (Segundo Teorema de Isomorfismo para módulos) .

Si N,K § M , entonces K § K ` N , N X K § N y

N{pN X Kq – pN ` Kq{K
Demostración:

Sea p : M Ñ M{K la proyección natural y f “ p |
N

. Aśı,

Ker f “ tn ` K | n P Ku “ NXK

e Im f “ tn ` K | n P Nu “ tn ` k ` K | n P N, k P Ku “ pN ` Kq{K.

Por el Teorema 1.5,

N{pN X Kq – pN ` Kq{K
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Teorema 1.7 (Tercer Teorema de Isomorfismo para módulos) .

Si N,K § M tales que K Ñ N , entonces N{K § M{K y

pM{Kq{pN{Kq – M{N

Demostración:

Sea f : M{K Ñ M{N . De esta manera,

Ker f “ tm ` K | m P Nu “ N{K

Además, Im f “ tm ` K | m P Mu “ tm ` N | m P Mu “ M{N pues K Ñ N .

Por el Teorema 1.5,

pM{Kq{pN{Kq – M{N
⌅

El siguiente resultado caracteriza a los módulos ćıclicos.

Lema 1.8 Sea M un módulo. Entonces M es ćıclico si y sólo si M – R{I para

algún ideal I § R. Más aún, si M “ Rm para algún m P M , entonces

I “ tr P R | rm “ 0u

Demostración:

pñq Supongamos que M “ Rm para algún m P M . Definimos f : R Ñ M como

fprq “ rm. Entonces f es homomorfismo y además f es epi. Por el Teorema 1.5,

R{pKer fq – Im f “ M , donde Ker f “ tr P R | rm “ 0u § R.

pq Notemos que R{I “ Rp1 ` Iq pues 1 P R. Supongamos que f : R{I Ñ M es

isomorfismo para algún I § R. Entonces existe m P M tal que fp1 ` Iq “ m. De

esta manera, M “ Im f “ Rm.
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1.1.3. Sumas directas y productos directos de módulos y

sucesiones exactas de módulos.

Sea tM
i

u
iPI una familia de módulos, donde I es un conjunto.

El producto directo de tM
i

u
iPI es el móduloπ
iPI

M
i

“ tpm
i

q | m
i

P M
i

u

cuyas operaciones están definidas como

pm
i

q ` pn
i

q “ pm
i

` n
i

q y rpm
i

q “ prm
i

q

para toda m
i

P M
i

, n
i

P N
i

, r P R y para toda i P I.

La suma directa de tM
i

u
iPI es el móduloà

iPI
M

i

“ tpm
i

q | m
i

“ 0 para casi toda m
i

P M
i

u §
π
iPI

M
i

Llamaremos proyección natural del producto directo al homomorfismo

p
i

:
π
iPI

M
i

Ñ M
i

dado por pm
i

q p

ifiÑ m
i

e inclusión natural del producto directo al homomorfismo

�
i

: M
i

Ñ
π
iPI

M
i

dado por m
i

�

ifiÑ p0, 0, . . . , 0, m
iloomoon

i-ésima posición

, 0, . . . , 0, . . .q.

Tenemos que p
i

�
i

“ 1
M

i

para toda i P I, mientras que p
i

�
k

“ 0 si i ‰ k. Además,

p
i

,�
i

están definidas para
à
iPI

M
i

y son tales que
ÿ
iPI
�
i

p
i

“ 1À
iPI Mi

Teorema 1.9 Sean tM
i

u
iPI módulos dados y las inclusiones naturales

�
i

: M
i

Ñ à
iPI

M
i

. Entonces la pareja pÀ
iPI Mi

, t�
i

u
iPIq cumple con la siguiente
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Propiedad Universal de la Suma Directa: Para todo módulo X junto con

una familia de homomorfismos f
i

: M
i

Ñ X existe un único homomorfismo

' :
à
iPI

M
i

Ñ X

tal que ' ˝ �
i

“ f
i

para toda i P I.

Además, si existe otra pareja pA, t↵
i

: M
i

Ñ Au
iPIq que cumple con la propiedad,

entonces A – À
iPI Mi

.

Demostración:

Sean p
i

:
À

iPI Mi

Ñ M
i

las proyecciones naturales. Definimos

' :
à
iPI

M
i

Ñ X como 'ppm
i

qq “
ÿ
iPI

f
i

p
i

ppm
i

qq

Como casi todos los p
i

pm
i

q son cero, la suma en X es finita, por lo que ' esta

bien definida. Notemos que ' es homomorfismo de módulos y

' ˝ �
i

pm
i

q “
ÿ
kPI

f
k

p
k

�
i

pm
i

q “ f
i

pm
i

q,

por lo que ' hace conmutar el triángulo

à
iPI

M
i

D! ' // X

M
i

�

i

OO

f

i

>>

Supongamos que existe otra  :
À

iPI Mi

Ñ X que hace conmutar el triángulo

anterior. Entonces

 ppm
i

qq “  
ÿ
iPI
�
i

p
i

ppm
i

qq “
ÿ
iPI
 �

i

p
i

ppm
i

qq “
ÿ
iPI

f
i

p
i

ppm
i

qq “ 'ppm
i

qq

lo que implica que  “ '.
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Por otro lado, supongamos que existe otra pareja pA, t↵
i

: M
i

Ñ Au
iPIq que

cumple con la propiedad universal de la suma directa. Consideremos el siguiente

diagrama:

à
iPI

M
i

D! ' //

1‘M

i

��

A D!  //

1

A

⇡⇡à
iPI

M
i

D! ' // A

M
i

�

i

\\

↵

i

``

�

i

OO

↵

i

>>

De esta manera, tenemos que  ˝ ' “ 1
A

y ' ˝ “ 1‘M

i

y por lo tanto

' :
à
iPI

M
i

Ñ A es isomorfismo. ⌅

El siguiente resultado es dual al Teorema 1.9.

Teorema 1.10 Sean tM
i

u
iPI módulos dados y las proyecciones naturales

p
i

:
π
iPI

M
i

Ñ M
i

. Entonces la pareja p±
iPI Mi

, tp
i

u
iPIq cumple con la siguiente

Propiedad Universal del Producto Directo: Para todo módulo X junto con

una familia de homomorfismos f
i

: X Ñ M
i

existe un único homomorfismo

' : X Ñ
π
iPI

M
i

tal que p
i

˝ ' “ f
i

para toda i P I.

Además, si existe otra pareja pA, t↵
i

: A Ñ M
i

u
iPIq que cumple con la propiedad,

entonces A – ±
iPI Mi

. ⌅

Observación 1.11 Sea tM
i

u
iPI una familia de módulos. Si |I| “ n para algún

n P N, entonces
nπ

i“1

M
i

“
nà

i“1

M
i

“ M
1

‘ M
2

‘ ¨ ¨ ¨ ‘ M
n

. ˝

Sean N,M
1

,M
2

§ M . Diremos que M es la suma directa (interna) de M
1

y M
2

,
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que denotaremos como M “ M
1

‘ M
2

, si

M
1

X M
2

“ 0 y M
1

` M
2

“ M

Diremos que N es sumando directo de M , que denotaremos como N hM , si existe

K § M tal que M “ N ‘ K.

Sean f, g dos homomorfismos tales que M 1 f›Ñ M
g›Ñ M2. Diremos que la sucesión

es exacta en M si Im f “ Ker g. En ese caso, diremos que M 1 f›Ñ M
g›Ñ M2 es

exacta.

Observación 1.12 Sean M,M 1,M2 módulos y f, g homomorfismos. Entonces

iq 0 Ñ M 1 f›Ñ M es exacta si y sólo si f es mono

iiq M
g›Ñ M2 Ñ 0 es exacta si y sólo si g es epi

iiiq 0 Ñ M
f›Ñ M 1 Ñ 0 es exacta si y sólo si f es isomorfismo

ivq Si M 1 f›Ñ M
g›Ñ M2 es exacta, con f epi y g mono, entonces M “ 0. Se

concluye que si 0 Ñ M Ñ 0 es exacta, entonces M “ 0 ˝

Si 0 Ñ M 1 i›Ñ M
f›Ñ M2 Ñ 0 es exacta, tenemos que

Im i – M 1 y M{pIm iq – M{pKer fq – Im f – M2

A este tipo de sucesiones les llamaremos sucesiones exactas cortas. A través de

este enfoque, podemos reescribir el Tercer Teorema de Isomorfismo de la siguiente

forma.

Teorema 1.13 (Segunda versión del Tercer Teorema de Isomorfismo

para módulos)

Si N,K § M tales que K Ñ N , entonces existe una sucesión exacta corta

0 Ñ N{K Ñ M{K Ñ M{N Ñ 0
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Demostración:

Sea f : M{K Ñ M{N . De esta manera,

Ker f “ tm ` K | m P Nu “ N{K

Además, Im f “ tm ` K | m P Mu “ tm ` N | m P Mu “ M{N pues K Ñ N .

Por lo tanto, tenemos la sucesión exacta corta

0 Ñ N{K Ñ M{K f›Ñ M{N Ñ 0

donde Ker f “ N{K y f es epi. ⌅

Sea N § M . Diremos que N es esencial en M si para cada L § M , NXL “ 0

implica L “ 0. Diremos que N es superfluo en M si para cada L § M , N `L “ M

implica L “ M . Usaremos la notación N ú M y N ! M para decir que N es

esencial en M y superfluo en M , respectivamente.

Sea 0 Ñ A
iÑ B

pÑ C Ñ 0 una sucesión exacta corta. Diremos que la sucesión

exacta se escinde si existe j : C Ñ B tal que p ˝ j “ 1
C

.

Teorema 1.14 Sean A,B P R ´ Mod tales que i : A Ñ B es mono. Entonces A

es sumando directo de B si y sólo si existe p : B Ñ A tal que p ˝ i “ 1
A

.

Demostración:

pñq Supongamos que A h B. Entonces B “ A ‘ C para algún C § B. Definimos

p : B Ñ A como la proyección de B en A y tal que C “ Ker p. Es claro que

p ˝ i “ 1
A

.

pq Supongamos que existe p : B Ñ A tal que p ˝ i “ 1
A

. Definimos C “ Ker p,

entonces para b P B,

b “ i ˝ ppbq ` pb ´ pi ˝ pqpbqq
y aśı i ˝ ppbq P Im i y b ´ pi ˝ pqb P Ker p ya que

ppbq ´ p ˝ i ˝ ppbq “ ppbq ´ ppbq “ 0.
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Por lo tanto, B “ Im i ` Ker p y además Im i X Ker p “ 0. Por lo tanto,

B “ Im i ‘ Ker p y aśı, A es sumando directo de B. ⌅

Corolario 1.15 Sean A,B P R ´ Mod. Entonces A h B si y sólo si existe

C P R ´ Mod tal que 0 Ñ A Ñ B Ñ C Ñ 0 se escinde.

1.2. Teoŕıa de Ret́ıculas

Sea A un conjunto no vaćıo. Una relación binaria ⇢ es un subconjunto de

A ˆ A. Dos elementos a, b P A están en relación con respecto a ⇢ si pa, bq P ⇢

y lo denotaremos como a ⇢ b. De esta manera, ⇢ “ tpa, bq P A ˆ A | a ⇢ bu.
Un conjunto parcialmente ordenado es una pareja pA, ⇢q tal que ⇢ satisface las

siguientes propiedades:

(P1) pa, aq P ⇢; (reflexividad)

(P2) si pa, bq P ⇢ y pb, aq P ⇢, entonces a “ b; y (antisimetŕıa)

(P3) si pa, bq P ⇢ y pb, cq P ⇢, entonces pa, cq P ⇢. (transitividad)

Si ⇢ satisface las propiedades (P1), (P2) y (P3), diremos que ⇢ es una relación de

orden parcial y usualmente se denota como “§”. De aqúı en adelante, si pA,§q
es un conjunto parcialmente ordenado, solamente diremos que A es un conjunto

parcialmente ordenado, asumiendo que “§” es conocido.

Si A es una clase, diremos que A es una clase parcialmente ordenada si A cumple

con todas las propiedades de ser un conjunto parcialmente ordenado (recordando

que A es una clase, no un conjunto).

Sea H Ñ A y a, b P A. Diremos que a es una cota superior de H si h § a para

toda h P H. Una cota superior a de H es la menor cota superior (supremo) de

H si es la única cota superior tal que a § c para toda cota superior c de H; la

denotaremos como sup H o
ö

H.
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Diremos que b es una cota inferior de H si b § h para toda h P H. Una cota

inferior a de H es la mayor cota inferior (́ınfimo) de H si es la única cota inferior

tal que c § b para toda cota superior c de H; la denotaremos como inf H o
ô

H.

Definición 1.16 Sea A un conjunto parcialmente ordenado (clase parcialmente

ordenada). Diremos que A es una ret́ıcula (gran ret́ıcula) si sup ta, bu e inf ta, bu
existen para todo a, b P A. ˝

La siguiente proposición describe una condición más general del concepto de

ret́ıcula y gran ret́ıcula.

Proposición 1.17 Sea A un conjunto parcialmente ordenado. Entonces A es una

ret́ıcula si y sólo si sup H e inf H existen para cualquier H Ñ A finito no vaćıo.

El resultado anterior también se cumple para clases parcialmente ordenadas.

Demostración:

pñq Supongamos que A es una ret́ıcula y sea H Ñ A finito no vaćıo. Si H “ tau
para algún a P A, es claro que sup H “ inf H “ a. Supongamos que existen

sup H e inf H para H “ ta
1

, . . . , a
n

u, con n • 1 y a
i

P A para toda i “ 1, . . . , n.

Probaremos que existen sup H 1 e inf H 1 para H 1 “ H Y ta
n`1

u.

Sea b “ sup H y c “ sup tb, a
n`1

u. Dado que b § c, entonces a
i

§ c para toda

i “ 1, . . . , n. Como a
n`1

§ c, entonces c es una cota superior de H 1. Si d es una

cota superior de H 1, entonces a
i

§ d para toda i “ 1, . . . , n. Aśı, b § d y como

a
n`1

§ d, entonces c § d. Por lo tanto, c “ sup H 1.

Por inducción sobre el número de elementos de H, concluimos que existe sup H

para cualquier H Ñ A finito no vaćıo. Un proceso dual muestra que existe inf H

para cualquier H Ñ A finito no vaćıo.

pq Supongamos que sup H e inf H existen para cualquier H Ñ A finito no vaćıo.

En particular, sup H e inf H existen para H “ ta, bu con a, b P A cualesquiera.

Esto implica que A es una ret́ıcula. ⌅
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Sea A un conjunto parcialmente ordenado. Para cualesquiera a, b P A, denotare-

mos como a _ b “ sup ta, bu y a ^ b “ inf ta, bu. De esta manera, podemos ver a

“_” y a “^” como operaciones binarias sobre A de la siguiente forma:

_ : A ˆ A Ñ A

pa, bq fiÑ a _ b “ sup ta, bu y
^ : A ˆ A Ñ A

pa, bq fiÑ a ^ b “ inf ta, bu

Observación 1.18 Notemos que “_” y “^” cumplen las siguientes propiedades

para cualesquiera a, b, c P A.

(L1) a _ a “ a a ^ a “ a (idempotencia)

(L2) a _ b “ b _ a a ^ b “ b ^ a (conmutatividad)

(L3) pa _ bq _ c “ a _ pb _ cq pa ^ bq ^ c “ a ^ pb ^ cq (asociatividad)

(L4) a _ pa ^ bq “ a a ^ pa _ bq “ a (identidades de absorción)

. ˝

Definición 1.19 Sea A un conjunto (una clase) no vaćıo. Diremos que pA,^,_q
es una ret́ıcula (gran ret́ıcula) si ^ y _ son operaciones binarias sobre A tales que

ambas satisfacen las propiedades (L1), (L2), (L3) y (L4). ˝

El siguiente teorema muestra que las definiciones 1.16 y 1.19 son equivalentes.

Teorema 1.20 Sea A un conjunto no vaćıo.

piq Sea pA,§q una ret́ıcula. Definimos a ^ b “ inf ta, bu y

a _ b “ sup ta, bu. Entonces pA,^,_q es una ret́ıcula.

piiq Sea pA,^,_q una ret́ıcula. Definimos a § b si y sólo si a ^ b “ a. Entonces

pA,§q es una ret́ıcula.

El resultado anterior también se cumple para clases no vaćıas.

Demostración:

piq Por la observación 1.18, tenemos que pA,^,_q es una ret́ıcula.

piiq Supongamos que pA,^,_q es una ret́ıcula y definimos a § b si y sólo si

a ^ b “ a. Probaremos que “§” es una relación de orden parcial.
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Dado que “^” es idempotente, entonces a^ a “ a lo que implica que a § a.

Por lo tanto, “§” es reflexiva.

Supongamos que a § b y b § a. Entonces a ^ b “ a y b ^ a “ b. Dado que

“^” es conmutativa, entonces a “ a ^ b “ b ^ a “ b. Por lo tanto, “§” es

antisimétrica.

Supongamos que a § b y b § c. Entonces a ^ b “ a y b ^ c “ b. Aśı,

a “ a ^ b “ a ^ pb ^ cq pL3q“ pa ^ bq ^ c “ a ^ c

lo que implica que a § c. Por lo tanto, “§” es transitiva.

De esta manera, “§” es una relación de orden parcial y pA,§q es un conjunto

parcialmente ordenado. Ahora, probaremos que pA,§q es una ret́ıcula. Sea a, b P A

cualesquiera. Notemos que

pa ^ bq ^ a
pL3q“ a ^ pb ^ aq pL2q“ a ^ pa ^ bq pL3q“ pa ^ aq ^ b

pL1q“ a ^ b

lo que implica que a ^ b § a. Similarmente, a ^ b § b. De esta manera, a ^ b es

cota inferior de ta, bu.

Si c es una cota inferior de ta, bu, entonces c § a y c § b, lo que implica que

c ^ a “ c y c ^ b “ c. De esta manera,

c ^ pa ^ bq pL3q“ pc ^ aq ^ b “ c ^ b “ c,

lo que implica que c § a ^ b. Por lo tanto, a ^ b “ inf ta, bu.

Por otro lado, notemos que

a
pL4q“ a ^ pa _ bq y b

pL4q“ b ^ pb _ aq pL2q“ b ^ pa _ bq

lo que implica que a § a _ b y b § a _ b, respectivamente. Aśı, a _ b es cota

superior de ta, bu. Si c es una cota superior de ta, bu, entonces a § c y b § c, lo
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que implica que a ^ c “ a y b ^ c “ b. Notemos que

a _ c “ pa ^ cq _ c
pL2q“ c _ pa ^ cq pL2q“ c _ pc ^ aq pL4q“ c ;

similarmente b _ c “ c. De esta manera, tenemos que

pa_bq^c “ pa_bq^pa_cq “ pa_bq^pa_pb_cqq pL3q“ pa_bq^ppa_bq_cq pL4q“ a_b

lo que implica que a _ b § c. Por lo tanto, a _ b “ sup ta, bu.

Concluimos que pA,§q es una ret́ıcula. ⌅

Existen ret́ıculas que cumplen con una generalización del resultado de la propo-

sición 1.17 tomando subconjuntos no vaćıos arbitrarios. Éstas son descritas en la

siguiente

Definición 1.21 Sea A una ret́ıcula (gran ret́ıcula). Diremos que A es completa

si
ö

H y
ô

H existen para cualquier H Ñ A no vaćıo. ˝

Proposición 1.22 Sea A un conjunto parcialmente ordenado tal que existe
ô

H

para todo H Ñ A no vaćıo. Entonces A es una ret́ıcula completa. El resultado

anterior también se cumple para clases parcialmente ordenadas.

Demostración:

Sea A un conjunto parcialmente ordenado y H Ñ A no vaćıo. Probaremos que

existe
ö

H. Sea K el conjunto de cotas superiores de H. Por hipótesis,
ô

K

existe, digamos a. Si h P H, entonces h § k para toda k P K, lo que implica que

h es cota inferior de K y aśı, h § a. De aqúı se sigue que a P K, por lo que a es el

elemento menor en K. Por lo tanto, a “ ö
H. Se concluye que A es una ret́ıcula

completa. ⌅

1.2.1. Modularidad y distributividad en ret́ıculas

Proposición 1.23 Sea A una ret́ıcula y a, b, c P A. Entonces

piq pa ^ bq _ pa ^ cq § a ^ pb _ cq
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piiq a _ pb ^ cq § pa _ bq ^ pa _ cq
Demostración:

piq Como a ^ b § a y a ^ c § a, tenemos que pa ^ bq _ pa ^ cq § a. Además,

a ^ b § b § b _ c y a ^ c § c § b _ c

Por lo tanto, pa ^ bq _ pa ^ cq § a ^ pb _ cq.

piiq Como a § a _ b y a § a _ c, tenemos que a § pa _ bq ^ pa _ cq. Además,

b ^ c § b § a _ b y b ^ c § c § a _ c

Por lo tanto, a _ pb ^ cq § pa _ bq ^ pa _ cq. ⌅

Proposición 1.24 Sea A una ret́ıcula y a, b, c P A. Las siguientes igualdades son

equivalentes:

piq pa ^ bq _ pa ^ cq “ a ^ pb _ cq
piiq pa _ bq ^ pa _ cq “ a _ pb ^ cq

Demostración:

Supongamos que se cumple piq para cualesquiera a, b, c P A. Sea x, y, z P A.

Usando piq con a “ x _ y, b “ x y c “ z, tenemos que

px _ yq ^ px _ zq “ ppx _ yq ^ xq _ ppx _ yq ^ zq “ x _ ppx _ yq ^ zq
“ x _ ppz ^ xq _ pz ^ yqq “ px _ pz ^ xqq _ pz ^ yq
“ x _ pz ^ yq

Un proceso dual nos muestra que si se cumple piiq para cualesquiera x, y, z P A,

entonces px ^ yq _ px ^ zq “ x ^ py _ zq. ⌅

Definición 1.25 Sea A una ret́ıcula (gran ret́ıcula). Diremos que A es distributiva

si

pa ^ bq _ pa ^ cq “ a ^ pb _ cq
para cualesquiera a, b, c P A. ˝
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Definición 1.26 Sea A una ret́ıcula (gran ret́ıcula). Diremos que A es marco

(gran marco) si

a ^
˜™
�P⇤

b
�

¸
“

™
�P⇤

pa ^ b
�

q

para cualquier a P A y cualquier familia tb
�

u
�P⇤ de elementos de A. ˝

Proposición 1.27 Sea A una ret́ıcula y a, b, c P A. Las siguientes afirmaciones

son equivalentes:

piq pa ^ bq _ pa ^ cq “ a ^ pb _ pa ^ cqq
piiq pc § aq ñ rpa ^ bq _ c “ a ^ pb _ cqs

Demostración:

Supongamos que se cumple piq para cualesquiera a, b, c P A. Si c § a, entonces

c “ c ^ a. Por lo tanto,

pa ^ bq _ c “ pa ^ bq _ pa ^ cq “ a ^ pb _ pa ^ cqq “ a ^ pb _ cq.

Por otro lado, supongamos que se cumple piiq para cualesquiera a, b, c P A tales

que c § a. Dado que a^ c § a, tenemos que pa^ bq _ pa^ cq “ a^ pb_ pa^ cqq.⌅
Definición 1.28 Sea A una ret́ıcula (gran ret́ıcula). Diremos que A es modular

si para cualesquiera a, b, c P A tales que c § a, entonces

pa ^ bq _ c “ a ^ pb _ cq ˝

1.2.2. Complementos y pseudocomplementos en ret́ıculas

Sea A un conjunto parcialmente ordenado. Un cero de A es un elemento 0 tal

que 0 § a para toda a P A. Un uno de A es un elemento 1 tal que a § 1 para toda

a P A. Estos no necesariamente existen en A; sin embargo, son únicos si existen.

Diremos que A es acotado si existen un cero y un uno en A.

Sea A una ret́ıcula acotada y a P A. Diremos que a es un complemento de b P A si

a^ b “ 0 y a_ b “ 1. Notemos que si existe el complemento de un elemento de A,
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no necesariamente es único. Sin embargo, existen ret́ıculas donde si un elemento

tiene complemento, entonces es único.

Proposición 1.29 Sea A una ret́ıcula distributiva y a P A. Si b P A es un

complemento de a, entonces b es único.

Demostración:

Sea a P A. Si b
0

y b
1

son complementos de a, entonces

b
0

“ b
0

^ 1 “ b
0

^ pb
1

_ aq “ pb
0

^ b
1

q _ pb
0

^ aq “ pb
0

^ b
1

q _ 0 “ b
0

^ b
1

lo que implica que b
0

§ b
1

. Dualmente, se muestra que b
1

§ b
0

. Por lo tanto,

b
0

“ b
1

. ⌅

Sea A una ret́ıcula acotada. Diremos que A es complementada si cada elemento de

A tiene complemento. Diremos que A es Booleana si es una ret́ıcula distributiva

complementada. Notemos que en una ret́ıcula distributiva acotada, si b es un

complemento de a, entonces b es máximo en A tal que a ^ b “ 0.

Definición 1.30 Sea A una ret́ıcula (gran ret́ıcula) con cero y a P A. Diremos

que b es un pseudocomplemento de a en A si a ^ b “ 0 y es máximo en A con esa

propiedad. ˝

Referencia bibliográfica del caṕıtulo:

Anderson, F. W., Fuller, K. R., Rings and Categories of Modules, Graduate Texts
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Grätzer, G., Lattice theory: first concepts and distributive lattices, Dover ed.,

2009.



Caṕıtulo 2

Clases de módulos

En este caṕıtulo mostraremos algunas clases de módulos conocidas y estudia-

remos sus propiedades de cerradura, además de enunciar ciertas operaciones y

definir operadores de clases de módulos.

Definición 2.1 Sea R un anillo. Llamaremos clase abstracta de R´módulos a

cualquier colección X de R´módulos tal que 0 P X y que sea cerrada bajo iso-

morfismos, es decir, si M P X y M – N , entonces N P X . ˝

De aqúı en adelante, entenderemos por clase de módulos a una clase abstracta de

R´módulos.

Ejemplo 2.2 Los siguientes son ejemplos de clases de módulos.

R ´ Mod y la clase 0 :“ tK P R ´ Mod | K – 0u.
Las clases

L “ tM P R´Mod | ZpMq “ Mu y L1 “ tM P R´Mod | ZpMq “ 0u

de todos los módulos singulares y no singulares, respectivamente, donde

ZpMq “ tm P M | p0 : mq ú Ru § M .

Las clases R ´ simp Y t0u y R ´ ssimp de todos los módulos simples y

semisimples, respectivamente.

19
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Las clases

J “ tM P R ´ Mod | @ N § M D K h M tal que N ú Ku y

J 1 “ tM P R´Mod | @ N § M D K hM tal que K § N y N{K ! M{Ku
de todos los módulos extensores y elevadores, respectivamente.

Las clases A y N de todos los módulos artinianos y noetherianos, respecti-

vamente.

Las clases

T
⌧

“ tM P R ´ Mod | M es de ⌧ -torsiónu
y

F
⌧

“ tM P R ´ Mod | M es libre de ⌧ -torsiónu
de todos los módulos de ⌧ -torsión y libres de ⌧ -torsión, respectivamente,

donde ⌧ es una teoŕıa de torsión. ˝

De aqúı en adelante, para cada M P R ´ Mod denotaremos como tMu a la clase

de módulos tM 1 P R ´ Mod | M 1 – Mu Y t0u.

A lo largo del trabajo, consideraremos ciertas propiedades de cerradura para una

clase de módulos, las cuales se muestran en la siguiente

Definición 2.3 Sea X una clase de módulos. Diremos que

X es cerrada bajo submódulos si pM P X , N § M ñ N P X q
X es cerrada bajo cocientes si pM P X , N § M ñ M{N P X q
X es cerrada bajo extensiones exactas si

p@ 0 Ñ N Ñ M Ñ L Ñ 0; N,L P X ñ M P X q
X es cerrada bajo sumas directas arbitrarias si

ptM
i

u
iPI Ñ X , I conjunto ñ ‘

I

M
i

P X q
X es cerrada bajo sumas directas finitas si ptM

i

un
i“1

Ñ X ñ ‘n

i“1

M
i

P X q ˝
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2.1. Operaciones entre clases de módulos

Además de definir clases de módulos por medio de propiedades de cerradura,

también se pueden operar entre ellas. Espećıficamente, se definen el producto finito

de clases y la suma finita de clases (a través de sucesiones exactas cortas y sumas

directas, respectivamente).

Definición 2.4 Sea n un entero positivo y X ,Y ,X
1

,X
2

, . . . ,X
n

clases deR´módu-

los. Definimos

el producto de clases XY como

XY “ tM P R ´ Mod | N P X , M{N P Y para algún N § Mu

el producto finito de clases
nπ

i“1

X
i

como

nπ
i“1

X
i

“
˜

n´1π
i“1

X
i

¸
pX

n

q

la suma finita de clases
nà

i“1

X
1

como

nà
i“1

X
i

“
#
M P R ´ Mod

ˇ̌̌̌
ˇ M “

nà
i“1

M
i

, M
i

P X
i

+
. ˝

En particular, si X
i

“ X para toda i “ 1, 2, . . . , n, denotaremos a X
1

X
2

¨ ¨ ¨X
n

como X n y a X
1

‘ ¨ ¨ ¨ ‘X
n

como X pnq.

Proposición 2.5 Sea X y Y clases de R´módulos. Entonces

XY “
#
M P R ´ Mod

ˇ̌̌̌
ˇ D 0 Ñ X Ñ M Ñ Y Ñ 0 una sucesión exacta corta

tal que X P X y Y P Y

+
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Demostración:

Sea

T “
#
M P R ´ Mod

ˇ̌̌̌
ˇ D 0 Ñ X Ñ M Ñ Y Ñ 0 una sucesión

exacta corta tal que X P X y Y P Y

+
Probaremos que XY “ T .

Sea M P XY . Entonces existe N § M tal que N P X y M{N P Y . Aśı, la sucesión

0 Ñ N Ñ M Ñ M{N Ñ 0

es exacta corta, de donde se sigue que M P T . Por lo tanto, XY Ñ T .

Sea M P T . Entonces existe una sucesión exacta corta

0 Ñ X Ñ M Ñ Y Ñ 0

tal que X P X y Y P Y . De esta manera, existe N § M tal que X – N y

Y – M{X – M{N . Entonces , N P X y M{N P Y , y aśı, M P XY . Por lo tanto,

T Ñ XY . ⌅

Corolario 2.6 X Ñ X 2 para cualquier clase de módulos X .

Demostración:

Si M P X , entonces la sucesión 0 Ñ M Ñ M Ñ 0 Ñ 0 es exacta corta, lo que

implica que M P X 2. por lo tanto, X Ñ X 2. ⌅

Corolario 2.7 Sea X una clase de módulos. Entonces X es cerrada bajo exten-

siones exactas si y sólo si X “ X 2

Demostración:

Supongamos que X es cerrada bajo extensiones exactas. Por el corolario 2.6,

X Ñ X 2. Si M P X 2, por la proposición 2.5 existe una sucesión exacta corta

0 Ñ N Ñ M Ñ L Ñ 0
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tal que N,L P X . Dado que X es cerrada bajo extensiones exactas, entonces

M P X . Por lo tanto, X 2 Ñ X y aśı, X “ X 2.

Ahora, supongamos que X “ X 2. Sea 0 Ñ N Ñ M Ñ L Ñ 0 una sucesión exacta

corta tal que N,L P X . Por la proposición 2.5, M P X 2 “ X. Por lo tanto, X es

cerrada bajo extensiones exactas. ⌅

En [1], los autores definen EpX ,Yq como la igualdad en la proposición 2.5. La

siguiente proposición es un resultado que obtuvieron usando la notación EpX ,Yq
y que reescribimos para el producto de clases XY .

Proposición 2.8 X pYZq “ pXYqZ para cualesquiera X ,Y ,Z clases de módu-

los.

Demostración:

Sea M P X pYZq. Entonces existe 0 Ñ N Ñ M Ñ L Ñ 0 una sucesión exacta

corta tal que N P X y L P YZ. Como L P YZ, entonces existe

0 Ñ L1 Ñ L Ñ L2 Ñ 0

una sucesión exacta corta tal que L1 P Y y L2 P Z. Como L – M{N , enton-

ces L1 – K{N para algún K P R ´ Mod tal que existe 0 Ñ N Ñ K y existe

0 Ñ K Ñ M . De esta manera, tenemos el siguiente diagrama conmutativo:

0
✏✏

0
✏✏

0 // N // K //

✏✏

K{N
✏✏

// 0

0 // N //M //

✏✏

M{N
✏✏

// 0

M{K – //

✏✏

M{K
✏✏

0 0

Como N P X y K{N – L1 P Y , entonces K P XY . Como M{K – L2 P Z, se

tiene que M P pXYqZ. Por lo tanto, X pYZq Ñ pXYqZ.
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Por otro lado, sea M P pXYqZ. Entonces existe 0 Ñ N Ñ M Ñ L Ñ 0 una

sucesión exacta corta tal que N P XY y L P Z. Como N P XY , entonces existe

0 Ñ N 1 Ñ N Ñ N2 Ñ 0

una sucesión exacta corta tal que N 1 P X y N2 P Y . Tenemos que L – M{N y

N2 – N{N 1. Como existe 0 Ñ N Ñ M , entonces existe 0 Ñ N{N 1 Ñ M{N 1. De

esta manera, tenemos el siguiente diagrama conmutativo:

0
✏✏

0
✏✏

N 1

✏✏

– // N 1

✏✏
0 // N //

✏✏

M //

✏✏

M{N // 0

0 // N{N 1 //

✏✏

M{N 1 //

✏✏

M{N // 0

0 0

Como N{N 1 – N2 P Y y M{N – L P Z, entonces M{N 1 P YZ. Como N 1 P X , se

tiene que M P X pYZq. Por lo tanto, pXYqZ Ñ X pYZq. ⌅

Observación 2.9 Notemos que

pX‘Yq‘Z “ X‘pY‘Zq;

X‘Y “ Y‘X ; y

X‘ 0 “ 0 ‘X “ X

X 0 “ 0X “ X

para cualesquiera X ,Y ,Z clases de módulos. ˝

Proposición 2.10 Para cualesquiera X ,Y clases de módulos, se tiene que

X X Y Ñ X Y Y Ñ X‘Y Ñ XY
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Demostración:

La contención X X Y Ñ X Y Y es clara.

Sea M P X Y Y . Si M P X , entonces M – M ‘ 0 donde 0 P Y . Si M P Y , en-

tonces M – 0‘M donde 0 P X . De esta manera, M P X‘Y . Aśı, X YY Ñ X‘Y .

Si M P X‘Y , entonces M “ N‘L donde N P X y L P Y . Aśı, existe

0 Ñ N Ñ M Ñ L Ñ 0

una sucesión exacta corta, de donde se sigue que M P XY . Por lo tanto,

X‘Y Ñ XY . ⌅

La proposición anterior se puede generalizar de manera finita, como se describe

en el siguiente

Corolario 2.11 Sea X
1

,X
2

, . . . ,X
n

clases de R´módulos, donde

n P N. Entonces
n£

i“1

X
i

Ñ
n§

i“1

X
i

Ñ
nà

i“1

X
i

Ñ
nπ

i“1

X
i

.

2.2. Operadores sobre clases de módulos

En [24], P. Smith estudia las propiedades de cerradura de las clases HpX q,
EpX q y DpX q (ver definición 2.12), principalmente, y en [6], I. Crivei y S. Crivei

estudian las propiedades de cerradura de las clases

F 1pX q “ tM P R ´ Mod | N § M,N P X ñ N “ 0u

y T 1pX q “ tM P R ´ Mod | N § M,M{N P X ñ M{N “ 0u,
principalmente, a partir de una clase de módulos X cualquiera. A este tipo de

clases les llamaremos operadores de clases de módulos.

Sin embargo, estos operadores de clases han estado presentes de manera no expĺıci-

ta en la literatura. A continuación se muestra una lista de algunos operadores
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importantes y resultados que involucran propiedades de cerradura y operaciones

entre clases de módulos.

Definición 2.12 Sea X una clase de módulos. Definimos

HpX q “ tM P R ´ Mod | M{N P X para todo N § Mu

EpX q “ tM P R ´ Mod | M{N P X para todo N ú Mu

DpX q “ tM P R ´ Mod | @ N § M D K h M tal que N § K, K{N P X u
. ˝

Proposición 2.13 HpX q Ñ X para cualquier clase de módulos X .

Demostración:

Sea X una clase de módulos y M P HpX q. Entonces M{N P X para todo N § M .

En particular, M – M{0 P X , de donde se sigue que HpX q Ñ X . ⌅

Proposición 2.14 HpX q Ñ DpX q Ñ EpX q para cualquier clase de módulos X .

Demostración:

Sea M P HpX q. Entonces M{N P X para todo N § M . En particular, tenemos

que M h M y, por hipótesis, M{N P X . Esto implica que, M P DpX q. Por lo

tanto, HpX q Ñ DpX q.

Ahora, sea M P DpX q y N ú M . Por hipótesis, existe KhM tal que K{N P X . Si

K 1 § M es tal queM “ K‘K 1, entoncesKXK 1 “ 0 implicaNXK 1 “ 0, de donde

se sigue que K 1 “ 0. De esta manera tenemos que M “ K ` K 1 “ K ` 0 “ K.

Aśı, M{N – K{N P X . Por lo tanto, DpX q Ñ EpX q. ⌅

Proposición 2.15 Sea R un anillo, M P R ´ Mod y N § M . Entonces existe

K § M tal que K es máximo con respecto a NXK “ 0 y además, N ‘ K ú M .

Usualmente se llama a K un M´complemento de N en M .
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Demostración:

Sea M P R ´ Mod y N § M . Tomemos ⌦ “ tN 1 § M | N X N 1 “ 0u. Notemos

que ⌦ ‰ Ø pues 0 P ⌦. Aśı, sea T Ñ ⌦ una cadena de elementos de ⌦. Tomemos

L “
§
N

1PT
N 1. Notemos que L § M pues T es una cadena. Además, L P ⌦ pues

N X L “ N X
˜ §

N

1PT
N 1

¸
“

§
N

1PT
pN X N 1q “

§
N

1PT
0 “ 0.

Debemos probar que L ‰ M . Supogamos que L “ M . Entonces

N “ N X M “ N X L “ 0,

lo cual es una contradicción. Por lo tanto, L ‰ M y L es una cota superior para

T . Por el lema de Zorn, ⌦ tiene al menos un elemento máximo, digamos K, y es

tal que N X K “ 0.

Ahora, probaremos que N ‘ K ú M . Sea L § M tal que pN ‘ Kq X L “ 0.

Supongamos que L ‰ 0. Sea t P N X pK ` Lq, entonces t “ n “ k ` l lo que

implica que l “ n ´ k P pN ‘ Kq X L “ 0. De aqúı se sigue que t “ 0 y aśı,

N X pK `Lq “ 0, lo cual es una contradicción con respecto a que K es el máximo

elemento en M con esa propiedad. Por lo tanto, L “ 0 y aśı, N ‘ K ú M . ⌅

Proposición 2.16 Si X es una clase cerrada bajo submódulos y bajo extensiones

exactas, entonces

XXEpX q “ HpX q
Demostración:

Por la proposición 2.13 y la proposición 2.14, tenemos que HpX q Ñ XXEpX q.

Por otro lado, sea M P XXEpX q y N § M . Por la proposición 2.15, existe

K § M tal que NXK “ 0 y N ‘K ú M . Como X es cerrada bajo submódulos,

tenemos que K P X . Ahora, como M P EpX q, entonces M{pN ‘ Kq P X , por lo

que la sucesión

0 Ñ K Ñ M{N Ñ M{pN ‘ Kq Ñ 0
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es exacta pues K – pN ‘ Kq{N . Esto implica que M{N P X pues X es cerrada

bajo extensiones exactas. Por lo tanto, M P HpX q y aśı XXEpX q Ñ HpX q. ⌅

Proposición 2.17 Sea X una clase de módulos. Entonces

piq HpX q, EpX q y DpX q son cerradas bajo cocientes; y

piiq si X es cerrada bajo submódulos, entonces HpX q y EpX q son cerradas bajo

submódulos.

Demostración:

piqp1q Sea M P HpX q y N § M . Tomemos L{N § M{N . Como M P HpX q,
tenemos que pM{Nq{pL{Nq – M{L P X . Por lo tanto, M{N P HpX q.

p2q SeaM P EpX q yN § M . Tomemos L{N ú M{N . Supongamos que LXK “ 0,

con K § M . Entonces NXK “ 0, lo que implica que K – K{N § M{N . De

esta manera, L{NXK “ 0. Como L{N ú M{N , tenemos que K “ 0 y aśı,

L ú M . Como M P EpX q, tenemos que pM{Nq{pL{Nq – M{L P X . Por lo tanto,

M{N P EpX q.

p3q Sea M P DpX q y N § M . Tomemos L{N § M{N . Como M P DpX q, en-
tonces existe L1 h M tal que L1{L P X . Esto implica que L1{N h M{N . Además,

pL1{Nq{pL{Nq – L1{L P X . Por lo tanto, M{N P DpX q.

piiq Supongamos que X es cerrada bajo submódulos.

p1q Sea M P HpX q y N § M . Tomemos K § N . Entonces N{K § M{K. Como

M P HpX q, tenemos que M{K P X . Como X es cerrada bajo submódulos, con-

cluimos que N{K P X . Por lo tanto, N P HpX q.

p2q Sea M P EpX q y N § M . Tomemos K ú N . Por la proposición 2.15, existe

L § M tal que KXL “ 0 y K‘L ú M . Notemos que

KXpNXLq “ pKXLqXN “ 0XN “ 0

Como K ú N , tenemos que NXL “ 0 y aśı, N{K – pN‘Lq{pK‘Lq. Como

M P EpX q, entonces M{pK‘Lq P X . De esta manera, N{K § M{pK‘Lq.
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Como X es cerrada bajo submódulos, concluimos que N{K P X . Por lo tanto,

N P EpX q. ⌅

Corolario 2.18 Sea X una clase de módulos. Entonces X cerrada bajo cocientes

si y sólo si HpX q “ X .

Demostración:

Supongamos que X es cerrada bajo cocientes. Por la proposición 2.13, HpX q Ñ X .

Sea M P X . Como X es cerrada bajo cocientes, entonces M{N P X para todo

N § M . Esto implica que M P HpX q, de donde se sigue que X Ñ HpX q. Por lo
tanto, HpX q “ X .

Ahora, si HpX q “ X , por la proposición 2.17 piq X es cerrada bajo cocientes. ⌅

Proposición 2.19 Sea X una clase de módulos cerrada bajo extensiones exactas.

Entonces

piq HpX q‘HpX q “ pHpX qq2 “ HpX q
piiq EpX q‘EpX q “ pEpX qqpHpX qq “ EpX q

piiiq HpX q‘DpX q “ DpX q
Demostración:

piq Por la proposición 2.10, tenemos que

HpX q Ñ HpX q‘HpX q Ñ pHpX qq2

Aśı, debemos probar que pHpX qq2 Ñ HpX q. Sea M P pHpX qq2 y K § M .

Entonces existe una sucesión exacta corta 0 Ñ N Ñ M Ñ M{N Ñ 0 donde

N,M{N P HpX q. De esta manera,

pN ` Kq{K – N{pN X Kq P X y M{pN ` Kq P X

Aśı, tenemos que

0 Ñ pN ` Kq{K Ñ M{K Ñ M{pN ` Kq Ñ 0
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es una sucesión exacta corta y como X es cerrada bajo extensiones exactas, se

concluye que M{K P X . Por lo tanto, M P HpX q. Hemos probado que

HpX q‘HpX q “ pHpX qq2 “ HpX q

piiq Por las proposiciones 2.10 y 2.14, tenemos las siguientes contenciones

EpX q Ñ EpX q‘HpX q Ñ pEpX qqpHpX qq

Aśı, debemos probar la contención pEpX qqpHpX qq Ñ EpX q. Sea
M P pEpX qqpHpX qq y K ú M . Entonces existe una sucesión exacta corta

0 Ñ N Ñ M Ñ M{N Ñ 0 donde N P EpX q y M{N P HpX q. Dado que

K ú M , tenemos que N XK ú N y aśı, pN `Kq{N – N{pN XKq P X . Además,

M{pN ` Kq P X pues M{N P HpX q. De esta manera, tenemos que

0 Ñ pN ` Kq{K Ñ M{K Ñ M{pN ` Kq Ñ 0

es una sucesión exacta corta y como por hipótesis, X es cerrada bajo extensiones

exactas, se concluye que M{K P X . Por lo tanto, M P EpX q y aśı,

EpX q “ pEpX qqpHpX qq.

Por otro lado, la proposición 2.10 nos asegura que

EpX q Ñ EpX q ‘ EpX q

Aśı, debemos probar la contención EpX q ‘ EpX q Ñ EpX q. Sea
M P EpX q‘EpX q y K ú M . Entonces existen M

1

,M
2

P EpX q tales que

M “ M
1

‘M
2

. Dado que K ú M , tenemos que M
1

X K ú M
1

y aśı,

pM
1

` Kq{K – M
1

{pM
1

X Kq P X . Notemos que

M
1

` K “ M X pM
1

` Kq “ pM
1

‘M
2

q X pM
1

` Kq “ M
1

‘pM
2

X pM
1

` Kqq

Tenemos que pM
1

`KqXM
2

ú M
2

, pues si L § M
2

tal que ppM
1

`KqXM
2

qXL “ 0,
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entonces

0 “ ppM
1

` Kq X M
2

q X L “ pM
1

` Kq X L “ K X L

lo que implica que L “ 0. De esta manera, tenemos que

M{pM
1

` Kq “ pM
1

‘M
2

q{pM
1

‘pM
2

X pM
1

` Kqqq – M
2

{pM
2

X pM
1

` Kqq P X

pues M
2

P EpX q. De esta manera, tenemos que

0 Ñ pM
1

` Kq{K Ñ M{K Ñ M{pM
1

` Kq Ñ 0

es una sucesión exacta corta y como por hipótesis, X es cerrada bajo extensiones

exactas, se concluye que M{K P X . Por lo tanto, M P EpX q y aśı,

EpX q “ EpX q ‘ EpX q.
Hemos probado que EpX q‘EpX q “ pEpX qqpHpX qq “ EpX q.

piiiq Por las proposiciones 2.10 y 2.14, tenemos las siguientes contenciones

DpX q Ñ HpX q‘DpX q.

Aśı, debemos probar la contención HpX q‘DpX q Ñ DpX q. Sea
M P HpX q‘DpX q y N § M . Existen M

1

P HpX q y M
2

P DpX q tales que

M “ M
1

‘M
2

. Aśı,

pM
1

` Nq{N “ M
1

{pM
1

X Nq P X

pues M
1

P HpX q. Notemos que M
1

` N “ M
1

‘pM
2

X pM
1

` Nqq. Como

M
2

P DpX q, existe K h M
2

tal que K{pM
2

X pM
1

` Nqq P X . De esta manera,

M
2

“ K‘K 1 para algún K 1 P M
2

y aśı, M “ M
1

‘M
2

“ pM
1

‘Kq‘K 1, por lo

que pM
1

‘Kq h M . Además,

N § M
1

` N “ M
1

‘pM
2

X pM
1

` Nqq § M
1

‘K
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de donde se sigue que

pM
1

‘Kq{pM
1

`Nq “ pM
1

‘Kq{pM
1

‘pM
2

XpM
1

`Nqqq – K{pM
2

XpM
1

`Nqq P X

De esta manera, tenemos que

0 Ñ pM
1

` Nq{N Ñ pM
1

‘Kq{N Ñ pM
1

‘Kq{pM
1

` Nq Ñ 0

es una sucesión exacta corta y como X es cerrada bajo extensiones exactas, se

concluye que pM
1

‘Kq{N P X . Por lo tanto, M P DpX q. Hemos probado que

HpX q‘DpX q “ DpX q. ⌅

Corolario 2.20 Sea X una clase de módulos. Si X es cerrada bajo extensiones

exactas, entonces HpX q también lo es.

Demostración:

Supongamos que X es cerrada bajo extensiones exactas. Por la proposición 2.19,

HpX q2 “ HpX q. Por el corolario 2.7, HpX q es cerrada bajo extensiones exactas.⌅

A continuación, se muestran ciertos operadores que ya han sido descritos y es-

tudiados anteriormente, como clases generadas por ciertas clases, por diversos

autores en [1], [9], [13], [20], [24] y [27], por mencionar algunos.

Definición 2.21 Sea X una clase de módulos. Definimos

subpX q “ tM P R ´ Mod | existe 0 Ñ M Ñ K, donde K P X u
quotpX q “ tM P R ´ Mod | existe K Ñ M Ñ 0, donde K P X u
subquotpX q “ subpquotpX qq ˝

Proposición 2.22 Sea X una clase de módulos. Entonces

subquotpX q “ quotpsubpX qq
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Demostración:

Sea M P subquotpX q. Entonces, existen 0 Ñ M
fÑ K y L

gÑ K Ñ 0, donde

K P quotpX q y L P X . Aśı, tenemos el siguiente diagrama:

0

✏✏
M

f✏✏
L

g // K // 0

Sea P
b

el producto fibrado de L y M . Entonces tenemos el siguiente diagrama:

0

✏✏
P
b

f

1
✏✏

g

1
//M

f✏✏
L

g // K // 0

Notemos que f 1 es mono y g1 es epi. Como L P X , entonces P
b

P subpX q, por lo
que M P quotpsubpX qq. Por lo tanto, subquotpX q Ñ quotpsubpX qq.

Ahora, sea M P quotpsubpX qq. Entonces, existen K
fÑ M Ñ 0 y 0 Ñ K

gÑ L,

donde K P subpX q y L P X . Aśı, tenemos el siguiente diagrama:

0

✏✏
K

f //

g✏✏

M // 0

L

Sea P
o

la suma fibrada de L y M . Entonces tenemos el siguiente diagrama:

0

✏✏
K

f //

g

✏✏

M
g

1
✏✏

// 0

L
f

1
// P

o

Notemos que g1 es mono y f 1 es epi. Como L P X , entonces P
o

P quotpX q, por lo
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que M P subpquotpX qq. Por lo tanto, quotpsubpX qq Ñ subquotpX q. ⌅

Los siguientes operadores son estudiados en [1] y [22] como clases generadas por

ciertas clases. Cabe señalar que a través del análisis de operadores, se puede

apreciar el papel importante que juegan los anteriores operadores y operaciones

descritas. De aqúı en adelante, consideraremos a N como los números naturales

junto con el cero.

Definición 2.23 Sea X una clase de módulos. Definimos

extpX q “
§
nPN

X n

sextpX q “
§
nPN

psubpX qqn

qextpX q “
§
nPN

pquotpX qqn

serrepX q “
§
nPN

psubquotpX qqn ˝

Observación 2.24 Notemos que

sextpX q “ extpsubpX qq

qextpX q “ extpquotpX qq

serrepX q “ extpsubquotpX qq ˝

Los siguientes operadores, hasta donde sabemos, no han sido estudiados o con-

templados por alguien. En este trabajo se ha profundizado su estudio para obte-

ner propiedades interesantes que ayuden a describir la clase a la que pertenecen

(caṕıtulo 4). Además, muestran cierta relación con otros operadores ya conocidos,

como son las clases de Serre o las clases de pretorsión hereditaria generadas por

una clase cualquiera.

Definición 2.25 Sea X una clase de módulos. Definimos
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dfsumpX q “
§
nPN

X pnq

subdfsumpX q “ sub

˜§
nPN

X pnq
¸

quotdfsumpX q “ quot

˜§
nPN

X pnq
¸

adpX q “ subquot

˜§
nPN

X pnq
¸

˝

Observación 2.26 Notemos que

subdfsumpX q “ subpdfsumpX qq

quotdfsumpX q “ quotpdfsumpX qq

adpX q “ subquotpdfsumpX qq ˝

Definición 2.27 Sea X una clase de módulos. Definimos

dsumpX q “
#à

iPI
K

i

ˇ̌̌̌
ˇ I conjunto arbitrario y K

i

P X para toda i P I

+

�pX q “
§
MPX

subquotpdsumpMqq

cdsumpX q “
#à

iPI
M

i

ˇ̌̌̌
ˇ I conjunto arbitrario y M

i

– M

para algún M P X y para toda i P I

+

adcopX q “ subquotpdfsumpcdsumpcycpX qqqq ˝
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2.3. Ret́ıculas y grandes ret́ıculas de clases de

módulos

En [1], [2], [12], [13], [20], [21] y [22] se ha estudiado la estructura reticular de

clases de clases de módulos. En esta sección estudiaremos algunas grandes ret́ıcu-

las de clases de módulos y algunas propiedades que cumplen.

Sea X una clase de módulos. Diremos que

X cumple § si X es cerrada bajo submódulos.

X cumple ⇣ si X es cerrada bajo cocientes.

X cumple ext si X es cerrada bajo extensiones exactas.

X cumple ‘ si X es cerrada bajo sumas directas.

X cumple ‘n si X es cerrada bajo sumas directas finitas.

De aqúı en adelante, entenderemos como conjunto de propiedades de cerradura al

conjunto t§,⇣, ext,‘,‘nu. Sea A un subconjunto de propiedades de cerradura.

Denotaremos por L
A

a la clase de clases de módulos X tales que X cumple p para

todo p P A.

De esta manera, Lt§u denota la clase de todas las clases hereditarias en R ´Mod

(ver sección 2.3.1), Lt§,⇣,extu denota la clase de las clases de Serre (ver sección

2.3.2), etc. Notemos que R´Mod es el elemento más grande en L
A

para cualquier

subconjunto A de propiedades de cerradura.

Proposición 2.28 Ltextu Ñ Lt‘nu

Demostración:

Sea X P Ltextu y tM
i

un
i“1

una familia de elementos en X . Si n “ 1, claramente

M
1

P X . Si n “ 2, sea

0 Ñ M
1

Ñ M
1

‘M
2

Ñ M
2

Ñ 0
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una sucesión exacta corta. Como M
1

,M
2

P X y X P Ltextu, entonces M1

‘M
2

P X .

Supongamos que
kà

i“1

M
i

P X para alguna 1 † k natural. Sea

0 Ñ
kà

i“1

M
i

Ñ
k`1à
i“1

M
i

Ñ M
k`1

Ñ 0

una sucesión exacta corta. Como por hipótesis,
À

k

i“1

M
i

P X , tenemos que
k`1à
i“1

M
i

P X .

Por el Principio de Inducción, se concluye que
nà

i“1

M
i

P X para toda n P N.

Por lo tanto, X P Lt‘nu. ⌅

Definición 2.29 Sea A un subconjunto de propiedades de cerradura y X una

clase de módulos. Diremos que Y es la clase generada por X en L
A

si Y es la

menor clase de módulos en L
A

que contiene a X . ˝

Más adelante se mostrarán las clases generadas para cualquier clase de módulos

X en cada clase de clases de módulos que estudiamos en este trabajo.

Definición 2.30 Sea X ,Y P L
A

. Diremos que X es un pseudocomplemento para

Y en L
A

si X es máximo tal que XXY “ t0u. Diremos que X es un pseudocom-

plemento fuerte de Y si X es el mayor elemento en L
A

tal que XXY “ t0u. ˝

Denotaremos como XK
A al pseudocomplemento fuerte de X en L

A

, si existe.

Denotaremos como SkelpL
A

q a la clase de pseudocomplementos en L
A

. En algunas

ret́ıculas, es fácil describir los pseudocomplementos.

Ejemplo 2.31 Sea Lt§u la gran ret́ıcula completa de clases hereditarias en

R ´ Mod (ver sección 2.3.1). Probaremos que

XKt§u “ tM P R ´ Mod | N § M,N P X ñ N “ 0u

para cualquier X P Lt§u.

Consideremos W “ tM P R ´ Mod | N § M,N P X ñ N “ 0u.
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Sea M P W y N § M . Tomemos K § N tal que K P X . Como K § N § M

y M P W , entonces K “ 0. Aśı, N P W . Por lo tanto, W P Lt§u.

Sea M P XXW . Dado que M § M y M P X , entonces M “ 0. Por lo

tanto, XXW “ t0u.
Sea Y P Lt§u tal que XXY “ t0u y M P Y . Si N § M tal que N P X ,

entonces N “ 0 pues N P Y , lo que implica que M P W . Aśı, Y Ñ W. Por

lo tanto, W es la mayor clase en Lt§u tal que X X Y “ 0

Por lo tanto, XKt§u “ W. ˝

Observemos que F 1pX q “ XKt§u , según la notación de I. Crivei y S. Crivei en [6].

Ejemplo 2.32 Sea Lt⇣u la gran ret́ıcula completa de clases cohereditarias (ce-

rradas bajo cocientes) en R ´ Mod (ver sección 2.3.1). Probaremos que

XKt⇣u “ tM P R ´ Mod | N § M,M{N P X ñ M{N “ 0u

para cualquier X P Lt⇣u.

Consideremos W “ tM P R ´ Mod | N § M,M{N P X ñ M{N “ 0u.

Sea M P W y N § M . Tomemos K{N § M{N tal que M{K P X . Como

N § K § M y M P W , entonces M{K “ 0. Aśı, M{N P W . Por lo tanto,

W P Lt⇣u.

Sea M P XXW . Dado que M “ M{0 y M P X , entonces M “ M{0 “ 0.

Por lo tanto, XXW “ t0u.
Sea Y P Lt⇣u tal que XXY “ t0u y M P Y . Si N § M tal que M{N P X ,

entonces M{N “ 0 pues M{N P Y , lo que implica que M P W . Aśı, Y Ñ W.

Por lo tanto, W es la mayor clase en Lt⇣u tal que XXW “ t0u.

Por lo tanto, XKt⇣u “ W. ˝

Observemos que T 1pX q “ XKt⇣u , según la notación de I. Crivei y S. Crivei en [6].
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Definición 2.33 Sea L
A

una gran ret́ıcula. Diremos que L
A

es fuertemente pseu-

docomplementada si cada X P L
A

tiene un pseudocomplemento fuerte XK
A P L

A

.˝

Ejemplo 2.34 Las siguientes son ejemplos de grandes ret́ıculas fuertemente pseu-

docomplementadas:

El marco de todas las teoŕıas de torsión hereditaria, R ´ tors (ver sección

2.3.3)

La ret́ıcula de todas las clases naturales, R ´ nat (ver sección 2.3.6)

El marco de todas las clases de Serre, R ´ ss (ver sección 2.3.2)

El marco de todas las clases abiertas, R ´ op (ver sección 2.3.1) ˝

Lema 2.35 Si L
A

es fuertemente pseudocomplementada, entonces X Ñ pXK
AqK

A .

Demostración:

Sea L
A

una gran ret́ıcula fuertemente pseudocomplementada y X P L
A

. Entonces

existe XK
A P L

A

el pseudocomplemento fuerte de X . Por otro lado, para XK
A

existe pXK
AqK

A P L
A

el pseudocomplemento fuerte de XK
A . Como XK

AXX “ 0

y pXK
AqK

A es el mayor elemento en L
A

que intersecta a XK
A en 0, tenemos que

X Ñ pXK
AqK

A . ⌅

Notemos que si P y Q son subconjuntos de propiedades de cerradura tales que

P Ñ Q, entonces L
Q

Ñ L
P

.

Lema 2.36 Si L
A

es fuertemente pseudocomplementada, entonces

XK
A “ ppXK

AqK
AqK

A

Demostración:

Por el lema 2.35 tenemos que XK
A Ñ ppXK

AqK
AqK

A . Ahora, como ppXK
AqK

AqK
A es

el pseudocomplemento fuerte de pXK
AqK

A , entonces ppXK
AqK

AqK
AXpXK

AqK
A “ 0.

Por el lema 2.35, X Ñ pXK
AqK

A de donde se sigue que ppXK
AqK

AqK
AXX “ 0.

Como XK
A es el pseudocomplemento fuerte de X , entonces ppXK

AqK
AqK

A Ñ XK
A .

De esta manera, XK
A “ ppXK

AqK
AqK

A . ⌅
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Teorema 2.37 Sean P y Q subconjuntos de propiedades de cerradura. Supon-

gamos que L
P

y L
Q

son grandes ret́ıculas fuertemente pseudocomplementadas. Si

SkelpL
P

q Ñ L
Q

Ñ L
P

, entonces SkelpL
Q

q “ SkelpL
P

q.
Demostración:

Sea X P L
Q

y XK
Q P SkelpL

Q

q el pseudocomplemento fuerte de X . Probaremos

que XK
Q P SkelpL

P

q.
Dado que L

Q

Ñ L
P

, se tiene que X P L
P

y aśı, existe XK
P P SkelpL

P

q el pseudo-

complemento fuerte de X . Como SkelpL
Q

q Ñ L
Q

Ñ L
P

, entonces XK
Q P L

P

, por

lo que XK
Q Ñ XK

P . Ahora, como SkelpL
P

q Ñ L
Q

tenemos que XK
P P L

Q

. Esto

implica que XK
P Ñ XK

Q . Por lo tanto, XK
Q “ XK

P P SkelpL
P

q.

Por otro lado, sea X P L
P

y XK
P P SkelpL

P

q el pseudocomplemento fuerte de X .

Probaremos que XK
P P SkelpL

Q

q.
Por el lema 2.36, tenemos que XK

P “ ppXK
P qK

P qK
P . Dado que SkelpL

P

q Ñ L
Q

,

entonces XK
P , pXK

P qK
P P L

Q

. De esta manera, existe ppXK
P qK

P qK
Q el pseudo-

complemento fuerte de pXK
P qK

P en L
Q

. Ya que pXK
P qK

P XXK
P “ 0, tenemos que

XK
P Ñ ppXK

P qK
P qK

Q .Como L
Q

Ñ L
P

y ppXK
P qK

P qK
P es el pseudocomplemento

fuerte de pXK
P qK

P en L
P

, tenemos que

ppXK
P qK

P qK
Q Ñ ppXK

P qK
P qK

P “ XK
P

de donde se sigue que XK
P “ ppXK

P qK
P qK

Q . Esto implica que XK
P P SkelpL

Q

q.

Por lo tanto, SkelpL
Q

q “ SkelpL
P

q. ⌅

Corolario 2.38 Suponiendo las hipótesis del teorema 2.37, si X P L
Q

, entonces

XK
Q “ XK

P

Demostración:

Supongamos que SkelpL
P

q Ñ L
Q

Ñ L
P

, donde L
P

y L
Q

son fuertemente pseudo-

complementadas. Por el teorema 2.37, SkelpL
Q

q “ SkelpL
P

q.

Sea X P L
Q

. De esta manera, XK
Q P SkelpL

Q

q “ SkelpL
P

q lo que implica que

XK
Q Ñ XK

P . Como L
Q

Ñ L
P

, tenemos que X P L
P

y aśı,
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XK
P P SkelpL

P

q “ SkelpL
Q

q. De aqúı se sigue que XK
P Ñ XK

Q . Por lo tanto,

XK
Q “ XK

P . ⌅

Lema 2.39 Sea L
A

una gran ret́ıcula fuertemente pseudocomplementada.

Si X Ñ Y , entonces pXK
AqK

A Ñ pYK
AqK

A .

Demostración:

Sea XK
A el pseudocomplemento fuerte de X y YK

A el pseudocomplemento fuerte

de Y . Como Y X YK
A “ 0, se sigue que X X YK

A “ 0. Por lo tanto, YK
A Ñ XK

A .

Ahora, sea pXK
AqK

A el pseudocomplemento fuerte de XK
A y pYK

AqK
A el pseudo-

complemento fuerte de YK
A . Como XK

A X pXK
AqK

A “ 0, se sigue que

YK
A X pXK

AqK
A “ 0. Por lo tanto, pXK

AqK
A Ñ pYK

AqK
A . ⌅

Teorema 2.40 Sean P y Q subconjuntos de propiedades de cerradura. Si

SkelpL
P

q “ L
Q

, donde L
P

y L
Q

son fuertemente pseudocomplementadas, entonces

pXK
P qK

P es la clase generada por X en L
Q

para cada X P L
P

.

Demostración:

Sea X P L
P

y W la clase generada por X en L
Q

. Como X P L
P

, tenemos que

XK
P P SkelpL

P

q “ L
Q

. Por el corolario 2.38, pXK
P qK

P “ pXK
P qK

Q P L
Q

. Por el

lema 2.35, X Ñ pXK
P qK

P de donde se sigue que W Ñ pXK
P qK

P .

Por otro lado, dado que W P L
Q

“ SkelpL
P

q, entonces existe Y P L
P

tal que

W “ YK
P . Por el lema 2.39, se sigue que

X Ñ pXK
P qK

P Ñ pWK
P qK

P “ ppYK
P qK

P qK
P “ YK

P “ W

Aśı, pXK
P qK

P Ñ W . Por lo tanto, pXK
P qK

P “ W . ⌅

Observación 2.41 Sea A un subconjunto de propiedades de cerradura. Supon-

gamos que � es un conjunto y tX
↵

u
↵P� una familia de elementos en L

A

. Entonces£
↵P�

X
↵

P L
A
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Proposición 2.42 Sea A un subconjunto de propiedades de cerradura y L
A

par-

cialmente ordenada por la inclusión. Supongamos que � es un conjunto y tX
↵

u
↵P�

una familia de elementos en L
A

. Entonces©
↵P�

X
↵

“
£
↵P�

X
↵

Demostración:

Por la observación 2.41,
£
↵P�

X
↵

P L
A

. Es claro que
£
↵P�

X
↵

Ñ X
↵

para toda ↵ P �.
Supongamos que existe Y P L

A

tal que Y Ñ X
↵

para toda ↵ P �. Entonces

Y Ñ
£
↵P�

X
↵

. Concluimos que
©
↵PA

X
↵

“
£
↵PA

X
↵

. ⌅

Corolario 2.43 Sea A un subconjunto de propiedades de cerradura y L
A

par-

cialmente ordenada por la inclusión. Entonces L
A

es una gran ret́ıcula completa.

Demostración:

Sea H ‰ H cualquier subclase de L
A

. Por la proposición 2.42,
ô

H “ ì
H. Por

la proposición 1.22, L
A

es una gran ret́ıcula completa. ⌅

De esta manera, cualquier clase de clases de módulos L
A

es una gran ret́ıcula

completa. Sin embargo, describir el supremo para cualquier subclase de L
A

no es

sencillo. En las siguientes secciones describiremos el supremo de cada clase que

estudiamos en este trabajo.

2.3.1. Las clases R ´ sub, R ´ quot y R ´ op

Primero, estudiaremos la clase de todas las clases de módulos cerradas bajo

submódulos, R ´ sub.

Definición 2.44 Una clase de módulos X es hereditaria si es cerrada bajo submódu-

los. Llamaremos R ´ sub a la clase de todas las clases hereditarias. ˝

Notemos que R´sub “ Lt§u y R´sub está parcialmente ordenada por la inclusión.

La clase R ´ sub ha sido estudiada por A. Alvarado, H. Rincón y J. Ŕıos en [2].

Los siguientes son resultados que describen su estructura reticular.
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Proposición 2.45 Sea A un conjunto y tX
↵

u
↵PA una familia de elementos en

R ´ sub. Entonces£
↵PA

X
↵

P R ´ sub y
§
↵PA

X
↵

P R ´ sub.

Demostración:

piq Se sigue de la observación 2.41.

piiq Sea M P î
↵PA X

↵

y N § M . Entonces existe ↵
0

tal que M P X
↵0 . Como X

↵0

es cerrada bajo submódulos, entonces N P X
↵0 . Esto implica que N P î

↵PA X
↵

.

Por lo tanto,
î
↵PA X

↵

es cerrada bajo submódulos. ⌅

Recordemos que subpX q “ tM P R ´ Mod | existe 0 Ñ M Ñ K, donde K P X u
para cualquier clase de módulos X , por la definición 2.21. Si X “ tMu entonces

subpX q “ subpMq “ tN P R ´ Mod | existe 0 Ñ N Ñ Mu

de donde se sigue que subpMq Ñ subpX q para cada M P X .

Lema 2.46 subpX q P R ´ sub para cualquier clase de módulos X .

Demostración:

Sea M P subpX q y N § M . Entonces existe una sucesión exacta 0 Ñ M Ñ K tal

que K P X . Como N § M , entonces existe una sucesión exacta 0 Ñ N Ñ K, lo

que implica que N P subpX q. ⌅

Proposición 2.47 Si X es una clase de módulos, entonces subpX q es la clase

generada por X en R ´ sub.

Demostración:

Sea H P R ´ sub tal que X Ñ H. Si M P subpX q, entonces existe una sucesión

exacta 0 Ñ M Ñ K tal que K P X . Como K P X Ñ H y H P R ´ sub, tenemos

que M P H. Por lo tanto, subpX q Ñ H para toda H P R ´ sub tal que X Ñ H. ⌅

Teorema 2.48 R ´ sub es una gran ret́ıcula completa.
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Demostración:

Si A “ t§u, por el corolario 2.43 se concluye que R ´ sub es una gran ret́ıcula

completa. ⌅

Por el teorema anterior, debe existir el supremo para cada familia no vaćıa de

elementos en R ´ sub. El siguiente teorema describe dicho supremo.

Teorema 2.49 Sea A un conjunto y tX
↵

u
↵PA una familia de elementos en R´sub.

Entonces ™
↵PA

X
↵

“
§
↵PA

X
↵

Demostración:

Por la proposición 2.45,
§
↵PA

X
↵

P R ´ sub. Es claro que X
↵

Ñ
§
↵PA

X
↵

para toda

↵ P A. Supongamos que existe Y P R ´ sub tal que X
↵

Ñ Y para toda ↵ P A.

Entonces
§
↵PA

X
↵

§ Y . Concluimos que
™
↵PA

X
↵

“
§
↵PA

X
↵

. ⌅

Teorema 2.50 R ´ sub es gran marco.

Demostración:

Sea X P R´sub y tY
↵

u
↵PA cualquier familia de elementos de R´sub. Probaremos

que

X ^
˜™
↵PA

Y
↵

¸
“

™
↵PA

pX ^ Y
↵

q

Notemos que

X ^
˜™
↵PA

Y
↵

¸
“ X X

˜§
↵PA

Y
↵

¸
“

§
↵PA

pX X Y
↵

q “
™
↵PA

pX ^ Y
↵

q

de donde se concluye que R ´ sub es gran marco. ⌅

Del ejemplo 2.31, tenemos que para cada X P R ´ sub,

XKt§u “ tM P R ´ Mod | N § M,N P X ñ N “ 0u.

De aqúı, concluimos el siguiente
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Corolario 2.51 R ´ sub es fuertemente pseudocomplementada, donde el pseu-

docomplemento en R ´ sub de H está dado por

HKt§u “ tM P R ´ Mod | subpMqXH “ t0uu ⌅

Ahora, estudiaremos la clase de todas las clases de módulos cerradas bajo cocien-

tes, R ´ quot.

Definición 2.52 Una clase de módulos X es cohereditaria si es cerrada bajo

cocientes. Llamaremos R ´ quot a la clase de todas las clases cohereditarias. ˝

Notemos que R ´ quot “ Lt⇣u y R ´ quot está parcialmente ordenada por la

inclusión. La clase R ´ quot ha sido estudiada por A. Alvarado, H. Rincón y J.

Ŕıos en [2]. Los siguientes son resultados que describen su estructura reticular.

Proposición 2.53 Sea A un conjunto y tX
↵

u
↵PA una familia de elementos en

R ´ quot. Entonces£
↵PA

X
↵

P R ´ quot y
§
↵PA

X
↵

P R ´ quot.

Demostración:

piq Se sigue de la observación 2.41.

piiq SeaM P î
↵PA X

↵

y N § M . Entonces existe ↵
0

tal queM P X
↵0 . Como X

↵0 es

cerrada bajo cocientes, entonces M{N P X
↵0 . Esto implica que M{N P î

↵PA X
↵

.

Por lo tanto,
î
↵PA X

↵

es cerrada bajo cocientes. ⌅

Recordemos que quotpX q “ tM P R ´ Mod | existe K Ñ M Ñ 0, donde K P X u
para cualquier clase de módulos X , por la definición 2.21. Si X “ tMu entonces

quotpX q “ quotpMq “ tN P R ´ Mod | existe M Ñ N Ñ 0u

de donde se sigue que quotpMq Ñ quotpX q para cada M P X .

Lema 2.54 quotpX q P R ´ quot para cualquier clase X .
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Demostración:

Sea M P quotpX q y N § M . Entonces existe una sucesión exacta K Ñ M Ñ 0

tal que K P X . Como existe una sucesión exacta M Ñ M{N Ñ 0, entonces existe

una sucesión excacta K Ñ M{N Ñ 0, lo que implica que M{N P quotpX q. ⌅

Proposición 2.55 Si X es una clase de módulos, entonces quotpX q es la clase

generada por X en R ´ quot.

Demostración:

Sea Q P R ´ quot tal que X Ñ Q. Si M P quotpX q, entonces existe una sucesión

exacta K Ñ M Ñ 0 tal que K P X . Como K P X Ñ Q y Q P R ´ quot, tenemos

que M P Q. Por lo tanto, quotpX q Ñ Q para toda Q P R´ quot tal que X Ñ Q.⌅

Teorema 2.56 R ´ quot es una gran ret́ıcula completa.

Demostración:

Si A “ t⇣u, por el corolario 2.43 se concluye que R ´ quot es una gran ret́ıcula

completa. ⌅

Por el teorema anterior, debe existir el supremo para cada familia no vaćıa de

elementos en R ´ quot. El siguiente teorema describe dicho supremo.

Teorema 2.57 Sea A un conjunto y tX
↵

u
↵PA una familia de elementos en

R ´ quot. Entonces ™
↵PA

X
↵

“
§
↵PA

X
↵

Demostración:

Por la proposición 2.53,
§
↵PA

X
↵

P R ´ quot. Es claro que X
↵

Ñ
§
↵PA

X
↵

para toda

↵ P A. Supongamos que existe Y P R ´ quot tal que X
↵

Ñ Y para toda ↵ P A.

Pero esto implica que
§
↵PA

X
↵

Ñ Y . Concluimos que
™
↵PA

X
↵

“
§
↵PA

X
↵

. ⌅

Teorema 2.58 R ´ quot es gran marco.
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Demostración:

Sea X P R´quot y tY
↵

u
↵PA cualquier familia de elementos deR´quot. Probaremos

que

X ^
˜™
↵PA

Y
↵

¸
“

™
↵PA

pX ^ Y
↵

q

Notemos que

X ^
˜™
↵PA

Y
↵

¸
“ X X

˜§
↵PA

Y
↵

¸
“

§
↵PA

pX X Y
↵

q “
™
↵PA

pX ^ Y
↵

q

de donde se concluye que R ´ quot es gran marco. ⌅

Del ejemplo 2.32, tenemos que para cada X P R ´ quot,

XKt⇣u “ tM P R ´ Mod | N § M,M{N P X ñ M{N “ 0u.

De aqúı, concluimos el siguiente

Corolario 2.59 R ´ quot es fuertemente pseudocomplementada, donde el pseu-

docomplemento en R ´ quot de Q está dado por

QKt§u “ tM P R ´ Mod | quotpMqXQ “ t0uu ⌅

Para finalizar esta sección, estudiaremos la clase de todas las clases de módulos

cerradas bajo submódulos y cocientes, R´op. Esta clase de clases de módulos fue

introducida por F. Raggi, H. Rincón y C. Signoret en [20].

Definición 2.60 Una clase de módulos X es abierta si es cerrada bajo submódu-

los y cocientes. Llamaremos R ´ op a la clase de todas las clases abiertas. ˝

Notemos que R´op “ Lt§,⇣u y R´op está parcialmente ordenada por la inclusión.

Los siguientes son resultados que describen su estructura reticular.

Proposición 2.61 Sea A un conjunto y tX
↵

u
↵PA una familia de elementos en

R ´ op. Entonces£
↵PA

X
↵

P R ´ op y
§
↵PA

X
↵

P R ´ op.
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Demostración:

Sea A un conjunto y tX
↵

u
↵PA Ñ R ´ op. Como X

↵

es cerrada bajo submódulos y

cocientes para cada ↵ P A, por las proposiciones 2.45 y 2.53, tenemos que
ì
↵PA X

↵

y
î
↵PA X

↵

son cerradas bajo submódulos y cocientes. ⌅

Proposición 2.62 On P R ´ op para cualquier clase O P R ´ op y para toda

n P N.

Demostración:

Sea O P R ´ op. Probaremos por inducción que On P R ´ op para toda n P N.
Para n “ 1, O1 “ O P R ´ op. Supongamos que Ok P R ´ op para k P N tal que

k ° 1. Sea M P Ok`1 y N § M . Entonces existe 0 Ñ M 1 Ñ M Ñ M2 Ñ 0 una

sucesión exacta corta tal que M 1 P Ok y M2 P O. Como N § M , sean

0 Ñ M 1XN Ñ N Ñ pM 1 ` Nq{M 1 Ñ 0

y

0 Ñ pM 1 ` Nq{N Ñ M{N Ñ M{pM 1 ` Nq Ñ 0

sucesiones exactas cortas, por lo que tenemos el siguiente diagrama conmutativo:

0 // pM 1 ` Nq{N //M{N //M{pM 1 ` Nq // 0

0 //M 1 //

OOOO

M //

OOOO

M2 //

OOOO

0

0 //M 1XN //
?�

OO

N //
?�

OO

pM 1 ` Nq{M 1 //
?�

OO

0

Como O,Ok P R ´ op por hipótesis, tenemos que M 1XN P Ok,

pM 1 ` Nq{N P Ok, pM 1 ` Nq{M 1 P O y M{pM 1 ` Nq P O, lo que implica que

N P Ok`1 y M{N P Ok`1. Por lo tanto, Ok`1 P R ´ op.

Por el principio de inducción, tenemos que On P R ´ op para toda n P N. ⌅

Recordemos que, para cualquier clase de módulos X , por la definición 2.21,
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subquotpX q “ subpquotpX qq
“ tM P R ´ Mod | existen 0 Ñ M Ñ K, donde K P quotpX qu
“

#
M P R ´ Mod

ˇ̌̌̌
ˇ existe 0 Ñ M Ñ K y

L Ñ K Ñ 0, donde L P X

+

y por la proposición 2.22,

subquotpX q “ quotpsubpX qq
“ tM P R ´ Mod | existen K Ñ M Ñ 0, donde K P subpX qu
“

#
M P R ´ Mod

ˇ̌̌̌
ˇ existe K Ñ M Ñ 0 y

0 Ñ K Ñ L, donde L P X

+

Si X “ tMu, entonces

subquotpX q “ subquotpMq
“

#
N P R ´ Mod

ˇ̌̌̌
ˇ existen 0 Ñ N Ñ K y

M Ñ K Ñ 0

+

“
#
N P R ´ Mod

ˇ̌̌̌
ˇ existen K Ñ N Ñ 0 y

0 Ñ K Ñ M

+

De lo anterior se sigue que subquotpMq Ñ subquotpX q para cada M P X .

Proposición 2.63 subquotpX q P R ´ op para cualquier clase de módulos X .

Demostración:

piq Sea M P subquotpX q y N § M . Entonces existen 0 Ñ M Ñ L y K Ñ L Ñ 0,

donde K P X . Como N § M , entonces existe 0 Ñ N Ñ M y aśı, existen

0 Ñ N Ñ L y K Ñ L Ñ 0. Por lo tanto, N P subquotpX q.

piiq Sea M P subquotpX q y N § M . Entonces existen L Ñ M Ñ 0 y 0 Ñ L Ñ K,

donde K P X . Como N § M , entonces existe M Ñ M{N Ñ 0 y aśı, existen

L Ñ M{N Ñ 0 y 0 Ñ L Ñ K. Por lo tanto, M{N P subquotpX q. ⌅
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Proposición 2.64 Si X es una clase de módulos, entonces subquotpX q es la clase

generada por X en R ´ op.

Demostración:

Sea O P R ´ op tal que X Ñ O. Si M P subquotpX q, entonces existe

0

✏✏
M

✏✏
K // L // 0

donde K P X . Como X Ñ O P R ´ op, tenemos que M P O. Por lo tanto,

subquotpX q Ñ O para toda O P R ´ op tal que X Ñ O. ⌅

Teorema 2.65 R ´ op es una gran ret́ıcula completa.

Demostración:

Si A “ t§,⇣u, por el corolario 2.43 se concluye que R ´ op es una gran ret́ıcula

completa. ⌅

Por el teorema anterior, debe existir el supremo para cada familia no vaćıa de

elementos en R ´ op. El siguiente teorema describe dicho supremo.

Teorema 2.66 Sea A un conjunto y tX
↵

u
↵PA una familia de elementos en R´op.

Entonces ™
↵PA

X
↵

“
§
↵PA

X
↵

Demostración:

Por la proposición 2.61,
§
↵PA

X
↵

P R ´ op. Es claro que X
↵

Ñ
§
↵PA

X
↵

para toda

↵ P A. Supongamos que existe Y P R ´ op tal que X
↵

Ñ Y para toda ↵ P A.

Entonces
§
↵PA

X
↵

Ñ Y . Concluimos que
™
↵PA

X
↵

“
§
↵PA

X
↵

. ⌅

Teorema 2.67 R ´ op es gran marco.
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Demostración:

Sea X P R ´ op y tY
↵

u
↵PA cualquier familia de elementos de R ´ op. Probaremos

que

X ^
˜™
↵PA

Y
↵

¸
“

™
↵PA

pX ^ Y
↵

q

Notemos que

X ^
˜™
↵PA

Y
↵

¸
“ X X

˜§
↵PA

Y
↵

¸
“

§
↵PA

pX X Y
↵

q “
™
↵PA

pX ^ Y
↵

q

de donde se concluye que R ´ op es gran marco. ⌅

Proposición 2.68 R ´ op es fuertemente pseudocomplementada, donde el pseu-

docomplemento en R ´ op de O está dado por

OKt§,⇣u “ tM P R ´ Mod | subquotpMqXO “ t0uu
Demostración:

Sea W “ tM P R ´ Mod | subquotpMqXO “ 0u.

Sea M P W y N § M . Tomemos K P subquotpNq y L P subquotpM{Nq
tales que K,L P O.

Como subquotpNq Ñ subquotpMq, subquoutpM{Nq Ñ subquotpMq y

M P W , entonces K “ L “ 0, lo que implica que N,M{N P W . Por lo

tanto, W P R ´ op.

Sea M P OXW . Dado que M P subquotpMq, entonces M “ 0. Por lo tanto,

OXW “ 0.

Sea Y P R ´ op tal que OXY “ 0 y M P Y . Si N P subquotpMq tal que

N P O, entonces N “ 0 pues N P Y , lo que implica que M P W . Aśı,

Y Ñ W. Por lo tanto, W es la mayor clase en R ´ op tal que OXW “ 0.

Por lo tanto, OKt§,⇣u “ W . ⌅



52 2. Clases de módulos

2.3.2. La clase R ´ ss

Definición 2.69 Una clase de módulos X es clase de Serre si es cerrada bajo

submódulos, cocientes y extensiones exactas. Llamaremos R ´ ss a la clase de

todas las clases de Serre. ˝

Ejemplo 2.70 Las siguientes clases son clases de Serre en R ´ Mod:

1. La clase A de todos los módulos artinianos es una clase de Serre.

2. La clase N de todos los módulos noetherianos es una clase de Serre. ˝

Notemos que R ´ ss “ Lt§,⇣,extu y R ´ ss está parcialmente ordenada por la

inclusión. La clase R ´ ss fue estudiada por F. Raggi y C. Signoret en [22] y [23],

entre otros. Los siguientes son resultados que describen su estructura reticular.

Proposición 2.71 Sea � un conjunto y tX
↵

u
↵P� una familia de elementos en

R ´ ss. Entonces £
↵P�

X
↵

P R ´ ss.

Demostración:

Si A “ t§,⇣, extu, por la observación 2.41 tenemos que
£
↵P�

X
↵

P R ´ ss. ⌅

Recordemos que

extpX q “
§
nPN

X n y serrepX q “
§
nPN

psubquotpX qqn

para cualquier clase de módulos X , por la definición 2.23.

Lema 2.72 extpX q es cerrada bajo extensiones exactas para cualquier clase X .

Demostración:

Sea 0 Ñ K Ñ M Ñ L Ñ 0 una sucesión exacta corta tal que K P X i y L P X j

para algunas i, j P N. Probaremos que M P X i`j.

Sea j P N fijo. Para i “ 1,K P X 1 “ X lo que implica queM P X 1`j. Supongamos
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que K P X n implica M P X n`j para alguna n P N tal que n ° 1. Si K P X n`1,

entonces existe

0 Ñ K 1 Ñ K Ñ K{K 1 Ñ 0

una sucesión exacta corta tal que K 1 P X y K{K 1 P X n. De esta manera, tenemos

el siguiente diagrama:

0

✏✏

0

✏✏
K 1

✏✏

“ K 1

✏✏
0 // K

✏✏

//M //

✏✏

L //

✏✏

0

0 // K{K 1

✏✏

//M{K 1

✏✏

// L // 0

0 0

Como K{K 1 P X n y L P X j, por hipótesis tenemos que M{K 1 P X n`j. Como

K 1 P X , concluimos que M P X n`1`j.

Por el principio de inducción, tenemos que M P X i`j para toda i, j P N. Por
lo tanto, M P î

nPN X n y aśı, extpX q “ î
nPN X n es cerrada bajo extensiones

exactas. ⌅

Lema 2.73 extpOq P R ´ ss para cualquier clase O P R ´ op.

Demostración:

Sea O P R ´ op. Por la proposición 2.62, tenemos que On P R ´ op para toda

n P N. Por la proposición 2.61, extpOq “ î
nPN On P R ´ op. Por el lema 2.72,

extpOq es cerrada bajo extensiones exactas. Por lo tanto, extpOq P R ´ ss. ⌅

Proposición 2.74 Si O P R´ op tal que O Ñ X P R´ ss, entonces extpOq Ñ X .

Demostración:

Supongamos que O P R ´ op y es tal que O Ñ X P R ´ ss. Probaremos que

On Ñ X para toda n P N.
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Para n “ 1, tenemos que O1 “ O Ñ X por hipótesis. Supongamos que On Ñ X
para alguna n P N tal que n ° 1. Si M P On`1, entonces existe

0 Ñ K Ñ M Ñ L Ñ 0

una sucesión exacta corta tal que K P O Ñ X y L P On Ñ X por hipótesis. Como

X P R ´ ss, entonces M P X . Por lo tanto, On`1 Ñ X .

Por el principio de inducción, tenemos que On Ñ X para toda n P N.

Ahora, si M P extpOq, entonces M P Ok para alguna k P N. Pero Ok Ñ X , por lo

que se concluye que extpOq Ñ X . ⌅

Corolario 2.75 Si X es una clase de módulos, entonces serrepX q es la clase

generada por X en R ´ ss.

Demostración:

Por el lema 2.73, tenemos que serrepX q P R ´ ss. Como X Ñ subquotpX q, por
la proposición 2.64 tenemos que X Ñ serrepX q. Ahora, supongamos que existe

Y P R ´ ss tal que X Ñ Y . De esta manera subquotpX q Ñ Y y por la proposición

2.74, tenemos que serrepX q Ñ Y . Por lo tanto, serrepX q es la menor clase en

R ´ ss que contiene a X . ⌅

Teorema 2.76 R ´ ss es una gran ret́ıcula completa.

Demostración:

Si A “ t§,⇣, extu, por el corolario 2.43 se concluye que R ´ ss es una gran

ret́ıcula completa. ⌅

Por el teorema anterior, debe existir el supremo para cada familia no vaćıa de

elementos en R ´ ss. El siguiente teorema describe dicho supremo.

Teorema 2.77 Sea A un conjunto y tX
↵

u
↵PA una familia no vaćıa de elementos

en R ´ ss. Entonces ™
↵PA

X
↵

“ serre

˜§
↵PA

X
↵

¸
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Demostración:

Por el corolario 2.75, tenemos que serre

˜§
↵PA

X
↵

¸
P R ´ ss. Es claro que

X
↵

Ñ serre

˜§
↵PA

X
↵

¸
para toda ↵ P A. Supongamos que existe Y P R´ss tal que

X
↵

Ñ Y para toda ↵ P A. Entonces
§
↵PA

X
↵

Ñ Y y por el corolario 2.75, tenemos

que serre

˜§
↵PA

X
↵

¸
Ñ Y . Concluimos que

™
↵PA

X
↵

“ serre

˜§
↵PA

X
↵

¸
. ⌅

Teorema 2.78 R ´ ss es gran marco.

Demostración:

Sea X P R ´ ss y tY
↵

u
↵PA cualquier familia de elementos de R ´ ss. Probaremos

que

X ^
˜™
↵PA

Y
↵

¸
“

™
↵PA

pX ^ Y
↵

q

Notemos que

™
↵PA

Y
↵

“ serre

˜§
↵PA

Y
↵

¸
“

§
nPN

˜
subquot

˜§
↵PA

Y
↵

¸¸
n

“
§
nPN

˜§
↵PA

Y
↵

¸
n

“ ext

˜§
↵PA

Y
↵

¸
y ™

↵PA
pX ^ Y

↵

q “ serre

˜§
↵PA

pXXY
↵

q
¸

“ ext

˜§
↵PA

pXXY
↵

q
¸

por la porposición 2.61.

pÑq Sea M P X ^
˜™
↵PA

Y
↵

¸
. Entonces existe n P N tal que M P XX

˜§
↵PA

Y
↵

¸
n

Si n “ 1, entonces M P XX §
↵PA

Y
↵

. Aśı, M P XXY
�

para alguna � P A. Por lo

tanto,

M P pXXY
�

q Ñ
§
↵PA

pXXY
↵

q Ñ ext

˜§
↵PA

pXXY
↵

q
¸

“
™
↵PA

pX ^ Y
↵

q
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Supongamos que M P ext

˜§
↵PA

pXXY
↵

q
¸

siempre que M P XX
˜§
↵PA

Y
↵

¸
k

para

alguna k ° 0. Si M P XX
˜§
↵PA

Y
↵

¸
k`1

, entonces existe una sucesión exacta

corta 0 Ñ M 1 Ñ M Ñ M2 Ñ 0 tal que M 1 P
§
↵PA

Y
↵

y M2 P
˜§
↵PA

Y
↵

¸
k

. Como

X P R ´ op, M 1,M2 P X . Por hipótesis, M 1,M2 P ext

˜§
↵PA

pXXY
↵

q
¸

lo que

implica que M P ext

˜§
↵PA

pXXY
↵

q
¸
. Por el principio de inducción, tenemos que

M P
™
↵PA

pX ^Y
↵

q para toda n P N. De esta manera, X ^
˜™
↵PA

Y
↵

¸
Ñ

™
↵PA

pX ^Y
↵

q.

pÖq Dado que Y
�

Ñ
˜™
↵PA

Y
↵

¸
para toda � P A, tenemos que

X ^ Y
�

Ñ X ^
˜™
↵PA

Y
↵

¸
para toda � P A. De esta manera,

™
↵PA

pX ^ Y
↵

q Ñ X ^
˜™
↵PA

Y
↵

¸
. ⌅

Corolario 2.79 R ´ ss es una gran ret́ıcula distributiva. ⌅

Proposición 2.80 R ´ ss es fuertemente pseudocomplementada, donde cada

S P R ´ ss tiene un único pseudocomplemento en R ´ ss que está dado por

SKt§,⇣,extu “ tM P R ´ Mod | serrepMqXS “ 0u.
Demostración:

Sea W “ tM P R ´ Mod | serrepMqXS “ 0u.

Sea M P SXW . Dado que M P serrepMq, entonces M “ 0. Por lo tanto,

SXW “ 0.

Sea M P W y N § M . Tomemos K P serrepNq y L P serrepM{Nq tales
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que K,L P S. Como serrepNq Ñ serrepMq, serrepM{Nq Ñ serrepMq y

M P W , entonces K “ L “ 0, lo que implica que N,M{N P W .

Por otro lado, sea 0 Ñ M 1 Ñ M Ñ M2 Ñ 0 una sucesión exacta corta tal

que M 1,M2 P W . Supongamos que M R W . Entonces existe

0 ‰ N P serrepMq tal que N P S. Como S P R ´ ss Ñ R ´ op, tenemos que

NXM 1 P serrepMqXS de donde se sigue que NXM 1 “ 0, pues M 1 P W .

Aśı, notemos que N “ N{pNXM 1q – pN ` M 1q{M 1 § M2 P W . Entonces

N P W , pero N P S, por lo que N P WXS. Esto implica que N “ 0, lo

cual es una contradicción con el hecho de que N ‰ 0. Por lo tanto, M P W .

De esta manera, W P R ´ ss.

Sea X P R ´ ss tal que SXX “ 0. Sea M P X . Si N P serrepMq tal que

N P S, entonces N “ 0 pues N P X , lo que implica que M P W . Aśı,

X Ñ W. Por lo tanto, W es la mayor clase en R ´ ss tal que S X W “ 0.

Por lo tanto, SKt§,⇣,extu “ W . ⌅

En la siguiente sección veremos que a la descripción del pseudocomplemento fuerte

de cada S P R ´ ss se le pueden pedir menos condiciones (Corolario 2.109).

2.3.3. El conjunto R ´ tors

Definición 2.81 Sea T ,F clases de R´módulos. Llamaremos teoŕıa de torsión

a la pareja ⌧ “ pT ,Fq que cumple las siguientes propiedades:

Hom
R

pT, F q “ 0 para toda T P T , F P F ;

Si Hom
R

pT, F q “ 0 para toda T P T , entonces F P F ;

Si Hom
R

pT, F q “ 0 para toda F P F , entonces T P T . ˝

Definición 2.82 Sea X una clase de módulos. Definimos

lpX q “ tM P R ´ Mod | Hom
R

pM,Xq “ 0 @ X P X u, y
rpX q “ tM P R ´ Mod | Hom

R

pX,Mq “ 0 @ X P X u. ˝
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Proposición 2.83 ⌧ “ pT ,Fq es una teoŕıa de torsión si y sólo si

rpT q “ F y lpFq “ T .

Demostración:

pñq Supongamos que ⌧ es una teoŕıa de torsión.

Sea M P rpT q. Entonces Hom
R

pT,Mq “ 0 para cada T P T . Por hipótesis, tene-

mos que M P F . Por otro lado, si M P F , por hipótesis

Hom
R

pT,Mq “ 0 para toda T P T , lo que implica que M P rpT q.
Sea M P lpFq. Entonces Hom

R

pM,F q “ 0 para cada F P F . Por hipótesis, tene-

mos que M P T . Por otro lado, si M P T , por hipótesis

Hom
R

pM,F q “ 0 para toda F P F , lo que implica que M P lpF q.

pq Supongamos que rpT q “ F y lpFq “ T .

Sea T P T y F P F . Por hipótesis, tenemos que Hom
R

pT, F q “ 0 para todo

T P T y Hom
R

pT, F q “ 0 para todo F P F .

Si Hom
R

pT, F q “ 0 para todo T P T , entonces F P rpT q “ F .

Si Hom
R

pT, F q “ 0 para todo F P F , entonces T P lpFq “ T .

Por lo tanto, ⌧ “ pT ,Fq es una teoŕıa de torsión. ⌅

Proposición 2.84 Si ⌧ “ pT ,Fq es una teoŕıa de torsión, entonces T P Lt⇣,‘,extu.

Demostración:

Sea ⌧ “ pT ,Fq una teoŕıa de torsión. Probaremos que T P R ´ quot.

Sea M P T y N § M . Tomemos 0 Ñ N Ñ M Ñ M{N Ñ 0 una sucesión exacta

corta. Aplicando el funtor Hom
R

p , F q, donde F P F , tenemos que la sucesión

0 Ñ Hom
R

pM{N,F q Ñ Hom
R

pM,F q Ñ Hom
R

pN,F q

es exacta. Por hipótesis, Hom
R

pM,F q “ 0, por lo que Hom
R

pM{N,F q “ 0.

Por lo tanto, T P R ´ quot.
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Ahora, probaremos que T es cerrada bajo sumas directas arbitrarias.

Sea tM
i

u
iPI una familia de módulos en T . Entonces

Hom
R

˜à
iPI

M
i

, F

¸
–

π
iPI

Hom
R

pM
i

, F q “ 0

para toda F P F . Por lo tanto,
à
iPI

M
i

P T .

Probaremos que T es cerrada bajo extensiones exactas.

Sea 0 Ñ M 1 Ñ M Ñ M2 Ñ 0 una sucesión exacta corta tal que M 1,M2 P T .

Aplicando el funtor Hom
R

p , F q, donde F P F , tenemos que la sucesión

0 Ñ Hom
R

pM2, F q Ñ Hom
R

pM,F q Ñ Hom
R

pM 1, F q

es exacta. Por hipótesis, Hom
R

pM 1, F q “ Hom
R

pM2, F q “ 0, por lo que

Hom
R

pM,F q “ 0.

Concluimos que T P Lt⇣,‘,extu. ⌅

Definición 2.85 Sea X P Lt⇣,‘,extu y M P R ´ Mod. Llamaremos submódulo de

X´torsión de M al módulo

tX pMq “
ÿ
iPI

tN
i

§ M | N
i

P X u § M.

Si tX pMq “ M , diremos que M es de X´torsión y si tX pMq “ 0, diremos que M

es libre de X´torsión. ˝

Es fácil ver que tX pMq es el submódulo más grande de X´torsión de M, para

cada M P R ´ Mod.

Lema 2.86 Sea X P Lt⇣,‘,extu. Entonces tX pMq P X para toda M P R ´ Mod.

Demostración:

Sea X P Lt⇣,‘,extu. Como X es cerrada bajo sumas directas, tenemos que
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à
iPI

N
i

P X . Como X P R ´ quot,

tX pMq “
ÿ
iPI

tN
i

§ M | N
i

P X u –
˜à

iPI
N

i

O
L

¸
P X

donde L § à
iPI

Rn. Por lo tanto, tX pMq P X para toda M P R ´ Mod. ⌅

Lema 2.87 Sea ⌧ “ pT ,Fq una teoŕıa de torsión y M P R ´ Mod. Entonces

tT pMq P T y M{tT pMq P F .

Demostración:

Por la proposición 2.84, podemos considerar tT pMq. Por el lema 2.86,tT pMq P T
para toda M P R ´ Mod.

Por otro lado, supongamos que M{tT pMq R F . Entonces existe K P T tal que

Hom
R

pK,M{tT pMqq ‰ 0. Aśı, tomemos 0 ‰ f P Hom
R

pK,M{tT pMqq. Entonces
Im f “ L{tT pMq para algún L § M tal que tT pMq § L. Como T P R ´ quot,

entonces K{pKer fq – Im f P T . Sea la sucesión exacta corta

0 Ñ tT pMq Ñ L Ñ L{tT pMq Ñ 0

tal que tT pMq, L{tT pMq P T . Como T es cerrada bajo extensiones exactas, en-

tonces L P T . De esta manera, L § tT pMq lo que implica que L “ tT pMq y

Im f “ L{tT pMq “ 0. Por lo tanto, f “ 0 lo cual es una contradicción pues

f ‰ 0. Por lo tanto, M{tT pMq P F para toda M P R ´ Mod. ⌅

Proposición 2.88 Sea ⌧ “ pT ,Fq una teoŕıa de torsión. Entonces

piq M P T si y sólo si M es de T ´torsión; y

piiq M P F si y sólo si M es libre de T ´torsión.
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Demostración:

piq pñq Sea M P T . Como tT pMq es el submódulo más grande de T ´torsión de

M, entonces tT pMq “ M .

pq Sea tT pMq “ M . Por el lema 2.87, tenemos que M “ tT pMq P T .

piiq pñq Sea M P F . Dado que la sucesión 0 Ñ tT pMq Ñ M es exacta, aplicando

el funtor Hom
R

ptT pMq, q tenemos que la sucesión

0 Ñ Hom
R

ptT pMq, tT pMqq Ñ Hom
R

ptT pMq,Mq

es exacta. Por el lema 2.87 y por hipótesis, tenemos que Hom
R

ptT pMq,Mq “ 0,

lo que implica que Hom
R

ptT pMq, tT pMqq “ 0. Aśı, tT pMq “ 0.

pq Sea tT pMq “ 0. Por el lema 2.87, tenemos que M “ M{tT pMq P F . ⌅

Definición 2.89 Sea ⌧ “ pT ,Fq una teoŕıa de torsión. Diremos que ⌧ es una

teoŕıa de torsión hereditaria si T P Lt§,⇣,‘,extu. ˝

Ejemplo 2.90 Sea I un ideal idempotente. Entonces

T “ tM P R ´ Mod | IM “ 0u

es una clase de torsión hereditaria. ˝

Observemos que toda teoŕıa de torsión hereditaria es una teoŕıa de torsión, sin

embargo no toda teoŕıa de torsión es hereditaria.

Corolario 2.91 Sea ⌧ “ pT ,Fq una teoŕıa de torsión hereditaria y

M P R ´ Mod. Entonces

tT pMq P T y M{tT pMq P F .

Demostración:

Por la definición 2.89, podemos considerar tT pMq. Como toda teoŕıa de torsión

hereditaria es teoŕıa de torsión, por el lema 2.87, tT pMq P T y M{tT pMq P F . ⌅
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Proposición 2.92 Sea X P Lt§,⇣,‘,extu. Entonces

tX pMq “ tm P M | Rm P X u P X

para toda M P R ´ Mod.

Demostración:

Sea X P Lt§,⇣,‘,extu. Por el lema 2.86, tX pMq P X para toda M P R ´ Mod.

Por otro lado, Sea K “ tm P M | Rm P X u. Entonces Rn P X para toda n P K.

Como X es cerrada bajo sumas directas, tenemos que
à
nPK

Rn P X . Esto implica

que

K “
ÿ
nPK

Rn –
˜ à

nPK
Rn

O
L

¸
P X

donde L § à
nPK

Rn. Por lo tanto, K P X

Ahora, como K P X , entonces K § tX pMq. Como tX pMq P X y X P R ´ sub,

tenemos que Rm P X para cada m P tX pMq, lo que implica que tX pMq § K. Por

lo tanto, tX pMq “ tm P M | Rm P X u. ⌅

Proposición 2.93 Sea ⌧ “ pT ,Fq una teoŕıa de torsión. Entonces ⌧ es heredi-

taria si y sólo si F es cerrada bajo cápsulas inyectivas.

Demostración:

pñq Supongamos que ⌧ es una teoŕıa de torsión hereditaria. Sea M P F . En-

tonces tT pMq “ 0 por la proposición 2.88. Además, tT pEpMqq P T por la pro-

posición 2.92. Entonces tT pEpMqqXM P T pues T es cerrada bajo submódu-

los. Dado que tT pEpMqqXM § M , se sigue que tT pEpMqqXM Ñ tT pMq, pero
tT pMq “ 0 lo que implica que tT pEpMqqXM “ 0. Como M ú EpMq, se sigue

que tT pEpMqq “ 0. Por la proposición 2.88, se concluye que EpMq P F . Por lo

tanto, F es cerrada bajo cápsulas inyectivas.

pq Supongamos que F es cerrada bajo cápsulas inyectivas. SeaM P T y N § M .

Tomemos la sucesión exacta corta 0 Ñ N Ñ M Ñ M{N Ñ 0. Entonces existe
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una sucesión exacta larga

¨ ¨ ¨ Ñ Hom
R

pM,EpN{tT pNqqq Ñ Hom
R

pN,EpN{tT pNqqq
Ñ Ext1

R

pM{N,EpN{tT pNqqq Ñ ¨ ¨ ¨

donde N{tT pNq P F por el corolario 2.91 y por hipótesis, EpN{tT pNqq P F . De

esta manera, Hom
R

pM,EpN{tT pNqqq “ 0 por hipótesis y

Ext1
R

pM{N,EpN{tT pNqqq “ 0 pues EpN{tT pNqq es inyectivo. Por lo tanto,

Hom
R

pN,EpN{tT pNqqq “ 0, lo que implica que N “ tT pNq P T . Por lo tanto,

T P R ´ sub y aśı, ⌧ es hereditaria. ⌅

Sea X una clase de módulos. Definimos

lhpX q “ tM P R ´ Mod | Hom
R

pM,EpXqq “ 0 @ X P X u, y

rhpX q “ tM P R ´ Mod | Hom
R

pX,EpMqq “ 0 @ X P X u.

donde EpXq y EpMq son las cápsulas inyectivas de X y M , respectivamente.

Proposición 2.94 Sea ⌧ “ pT ,Fq una teoŕıa de torsión. Entonces ⌧ es heredi-

taria si y sólo si

rhpT q “ F y lhpFq “ T .

Demostración:

pñq Supongamos que ⌧ es una teoŕıa de torsión hereditaria. Sea M P rhpT q.
Entonces Hom

R

pT,EpMqq “ 0 para cada T P T . Dado que la sucesión

0 Ñ M Ñ EpMq es exacta, aplicándole el funtor Hom
R

pT, q, donde T P T ,

tenemos que la sucesión

0 Ñ Hom
R

pT,Mq Ñ Hom
R

pT,EpMqq

es exacta. Como Hom
R

pT,EpMqq “ 0, entonces Hom
R

pT,Mq “ 0. Por lo tanto,

M P F .

Por otro lado, si M P F , por la proposición 2.93 tenemos que EpMq P F . Esto

implica que Hom
R

pT,EpMqq “ 0 para toda T P T . Por lo tanto, M P rhpT q.
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Ahora, sea M P lhpFq. Entonces Hom
R

pM,EpF qq “ 0 para cada F P F . Dado

que la sucesión 0 Ñ F Ñ EpF q es exacta, aplicándole el funtor Hom
R

pM, q
tenemos que la sucesión

0 Ñ Hom
R

pM,F q Ñ Hom
R

pM,EpF qq

es exacta. Como Hom
R

pM,EpF qq “ 0, entonces Hom
R

pM,F q “ 0. Por lo tanto,

M P T .

Por otro lado, si M P T , entonces Hom
R

pM,F q “ 0 para cada F P F . Por

la proposición 2.93 tenemos que EpF q P F para cada F P F . Esto implica que

Hom
R

pM,EpF qq “ 0 para cada F P F . Por lo tanto, M P lhpFq.

pq Supongamos que rhpT q “ F y lhpFq “ T .

Sea T P T y F P F . Por hipótesis, tenemos que Hom
R

pT,EpF qq “ 0 para

todo T P T y Hom
R

pT,EpF qq “ 0 para todo F P F . Dado que la sucesión

0 Ñ F Ñ EpF q es exacta, aplicándole el funtor Hom
R

pT, q, donde T P T ,

tenemos que la sucesión

0 Ñ Hom
R

pT, F q Ñ Hom
R

pT,EpF qq

es exacta. Como Hom
R

pT,EpF qq “ 0, entonces Hom
R

pT, F q “ 0 para toda

T P T y para toda F P F .

Si Hom
R

pT, F q “ 0 para todo T P T . Supongamos que Hom
R

pT,EpF qq ‰ 0

para todo T P T . De esta manera, tomemos 0 ‰ f P Hom
R

pT,EpF qq y aśı,

Im f § EpF q. Como F ú EpF q, entonces 0 ‰ Im fXF “ Im f |
F

. Por lo

tanto, 0 ‰ f |
F

P Hom
R

pT, F q, lo cual es una contradicción. Concluimos que

Hom
R

pT,EpF qq “ 0 para todo T P T , lo que implica que F P rhpT q “ F .

Si Hom
R

pT, F q “ 0 para todo F P F . Supongamos queHom
R

pT,EpF qq ‰ 0

para todo F P F . De esta manera, tomemos 0 ‰ f P Hom
R

pT,EpF qq y aśı,

Im f § EpF q. Como F ú EpF q, entonces 0 ‰ Im fXF “ Im f |
F

. Por lo

tanto, 0 ‰ f |
F

P Hom
R

pT, F q, lo cual es una contradicción. Concluimos que

Hom
R

pT,EpF qq “ 0 para todo F P F , lo que implica que T P lhpFq “ T .
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Por lo tanto, ⌧ “ pT ,Fq. Ahora, por la proposición 2.84, T P Lt⇣,‘,extu. Sea

M P T y N § M . Entonces Hom
R

pM,EpF qq “ 0 para toda F P F . Tomemos la

sucesión exacta corta 0 Ñ N Ñ M Ñ M{N Ñ 0. Entonces existe una sucesión

exacta larga

¨ ¨ ¨ Ñ Hom
R

pM,EpF qq Ñ Hom
R

pN,EpF qq Ñ Ext1
R

pM{N,EpF qq Ñ ¨ ¨ ¨

donde F P F . De esta manera, Hom
R

pM,EpF qq “ 0 por hipótesis y

Ext1
R

pM{N,EpF qq “ 0 pues EpF q es inyectivo. Por lo tanto,Hom
R

pN,EpF qq “ 0,

lo que implica que N P T . Por lo tanto, T P R ´ sub y aśı, ⌧ es hereditaria. ⌅

Proposición 2.95 X “ htorspX q para cada X P Lt§,⇣,‘,extu.

Demostración:

pÑq Sea M P X . Si F P rhpX q, entonces Hom
R

pK,EpF qq “ 0 para toda K P X .

En particular, Hom
R

pM,EpF qq “ 0. Por lo tanto, M P htorspX q.

pÖq Sea M P htorspX q. Entonces Hom
R

pM,EpF qq “ 0 para cada F P rhpX q. Sea
tX pMq § M . Por el lema 2.86, tX pMq P X . Probaremos que M{tX pMq P rhpX q.
Supongamos lo contrario, es decir, M{tX pMq R rhpX q. Entonces existe K P X tal

que Hom
R

pK,EpM{tX pMqqq ‰ 0. De esta manera, tomemos

0 ‰ f P Hom
R

pK,EpM{tX pMqqq. Haciendo pf “ f |
M{tX pMq, tenemos que

0 ‰ pf P Hom
R

pK,M{tX pMqq. Aśı, Im pf “ L{tX pMq para algún L § M tal

que tX pMq § L. Como X P R ´ quot, entonces K{pKer pfq – Im pf P X . Sea la

sucesión exacta corta

0 Ñ tX pMq Ñ L Ñ L{tX pMq Ñ 0

y es tal que tX pMq, L{tX pMq P X . Como X es cerrada bajo extensiones exactas,

L P X , lo que contradice la maximalidad de tX pMq. Por lo tanto,

M{tX pMq P rhpX q de donde se sigue que Hom
R

pM,EpM{tX pMqqq “ 0. Dado

que la sucesión 0 Ñ M{tX pMq Ñ EpM{tX pMqq es exacta, aplicándole el funtor

Hom
R

pM, q tenemos que la sucesión

0 Ñ Hom
R

pM,M{tX pMqq Ñ Hom
R

pM,EpM{tX pMqqq
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es exacta. Como Hom
R

pM,EpM{tX pMqqq “ 0, entonces

Hom
R

pM,M{tX pMqq “ 0. De esta manera, M “ tX pMq lo que implica que

M P X . ⌅

Corolario 2.96 Para cada X P Lt§,⇣,‘,extu existe una teoŕıa de torsión heredita-

ria ⌧ “ pT ,Fq tal que X “ T .

Demostración:

Sea X P Lt§,⇣,‘,extu. Por la proposición 2.95, tenemos que X “ htorspX q. Por la
proposición 2.94, tenemos que ⌧ “ pX , rhpX qq es una teoŕıa de torsión heredita-

ria. ⌅

De esta manera, una teoŕıa de torsión hereditaria está únicamente determinada

por una clase de módulos X P Lt§,⇣,‘,extu. Una clase de módulos X es clase de

torsión hereditaria si es cerrada bajo submódulos, cocientes, extensiones exactas

y sumas directas. Llamaremos R ´ tors a la clase de todas las clases de torsión

hereditaria.

Observación 2.97 Por el teorema B.7, tenemos que R ´ tors es un conjunto. ˝

Notemos que R ´ tors “ Lt§,⇣,‘,extu y R ´ tors está parcialmente ordenada por

la inclusión. Los siguientes resultados describen su estructura reticular.

Proposición 2.98 Sea A un conjunto y tX
↵

u
↵PA una familia de elementos de

R ´ tors. Entonces £
↵PA

X
↵

P R ´ tors.

Demostración:

Si A “ t§,⇣, ext,‘u, por la observación 2.41, tenemos que
£
↵PA

X
↵

P R ´ tors.⌅

Para una clase de módulos X cualquiera, definimos

htorspX q “ lhprhpX qq

Proposición 2.99 Sea X una clase de R´módulos. Entonces htorspX q es la clase
generada por X en R ´ tors.



2.3. Ret́ıculas y grandes ret́ıculas de clases de módulos 67

Demostración:

Sea Y P R ´ tors tal que X Ñ Y . Sea X una clase de R´módulos. Si F P rhpX q,
entoncesHom

R

pK,EpF qq “ 0 para todaK P X Ñ Y . Esto implica que F P rhpYq.
De esta manera, si M P htorspX q, entonces Hom

R

pM,EpF qq “ 0 para toda

F P rhpX q Ñ rhpYq. Por lo tanto, M P lhprhpYqq “ Y por la proposición 2.95.

Por lo tanto, htorspX q Ñ Y para toda Y P R ´ tors tal que X Ñ Y . ⌅

Teorema 2.100 R ´ tors es una ret́ıcula completa.

Demostración:

Si A “ t§,⇣, ext,‘u, por el corolario 2.43 se concluye que R´tors es una ret́ıcula

completa. ⌅

Por el teorema anterior, debe existir el supremo para cada familia no vaćıa de

elementos en R ´ tors. El siguiente teorema describe dicho supremo.

Teorema 2.101 Sea A un conjunto y tX
↵

u
↵PA una familia de elementos en R ´

tors. Entonces ™
↵PA

X
↵

“ htors

˜§
↵PA

X
↵

¸

Demostración:

Por la proposición 2.99, htors

˜§
↵PA

X
↵

¸
P R ´ tors. Dado que X

↵

Ñ
§
↵PA

X
↵

para

cada ↵ P A, se sigue que X
↵

Ñ htors

˜§
↵PA

X
↵

¸
para toda ↵ P A. Supongamos

que existe Y P R ´ tors tal que X
↵

Ñ Y para toda ↵ P A. Entonces
§
↵PA

X
↵

Ñ Y

y por la proposición 2.99, se sigue que htors

˜§
↵PA

X
↵

¸
Ñ Y . Concluimos que

™
↵PA

X
↵

“ htors

˜§
↵PA

X
↵

¸
. ⌅

Teorema 2.102 R ´ tors es marco.
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Demostración:

Sea X P R´tors y tY
↵

u
↵PA cualquier familia de elementos de R´tors. Probaremos

que

X ^
˜™
↵PA

Y
↵

¸
“

™
↵PA

pX ^ Y
↵

q

pÑq SeaM P X^
˜™
↵PA

Y
↵

¸
y hagamos Z “

™
↵PA

pX^Y
↵

q. Supongamos queM R Z.

Tomando N “ tZpMq, tenemos que N P Z y M{N P rhpZq, por los corolarios

2.91 y 2.96. Como X ^
˜™
↵PA

Y
↵

¸
es cerrada bajo cocientes,M{N P X ^

˜™
↵PA

Y
↵

¸
.

Por otro lado, si tY
↵

pM{Nq “ 0 para toda ↵ P A, entonces M{N P rhpY
↵

q
para toda ↵ P A por la proposición 2.88 y el corolario 2.96. De esta mane-

ra, M{N P rh

˜§
↵PA

Y
↵

¸
. Dado que

™
↵PA

Y
↵

“ htors

˜§
↵PA

Y
↵

¸
, tenemos que

M{N P
«
rh

˜§
↵PA

Y
↵

¸� £ «
htors

˜§
↵PA

Y
↵

¸�
lo que implica que M{N “ 0. Por

lo tanto, M “ N P Z lo que es una contradicción con el hecho de que M R Z.

De esta manera, existe � P A tal que tY
�

pM{Nq ‰ 0. HagamosN 1{N “ tY
�

pM{Nq.
Entonces N 1{N P Y

�

por el corolario 2.91. Además, como X es cerrada bajo

submódulos, N 1{N P X pues N 1{N § M{N . Aśı, N 1{N P XXY
�

Ñ Z. Como

M{N P rhpZq, entonces N 1{N P rhpZq. Pero N 1{N P Z, lo que implica que

N 1{N “ 0, lo cual es una contradicción con el hecho de que tY
�

pM{Nq ‰ 0. Por

lo tanto, M P Z “
™
↵PA

pX ^ Y
↵

q. De esta manera, X ^
˜™
↵PA

Y
↵

¸
Ñ

™
↵PA

pX ^ Y
↵

q.

pÖq Dado que Y
�

Ñ
˜™
↵PA

Y
↵

¸
para toda � P A, tenemos que

X ^ Y
�

Ñ X ^
˜™
↵PA

Y
↵

¸
para toda � P A. De esta manera,

™
↵PA

pX ^ Y
↵

q Ñ X ^
˜™
↵PA

Y
↵

¸
. ⌅
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Corolario 2.103 R ´ tors es una ret́ıcula distributiva.

Demostración:

Tomemos A un conjunto con dos elementos y apliquemos el Teorema 2.102. ⌅

Proposición 2.104 R ´ tors es fuertemente pseudocomplementada, donde el

pseudocomplemento en R ´ tors de T está dado por

T Kt§,⇣,ext,‘u “ tM P R ´ Mod | htorspMqXT “ 0u.
Demostración:

Sea W “ tM P R ´ Mod | htorspMqXT “ 0u.
Sea M P T XW . Dado que M P htorspMq, entonces M “ 0. Por lo tanto,

T XW “ 0.

Sea M P W y N § M . Tomemos K P htorspNq y L P htorspM{Nq tales

que K,L P T . Como htorspNq Ñ htorspMq, htorspM{Nq Ñ htorspMq y

M P W , entonces K “ L “ 0, lo que implica que N,M{N P W .

Por otro lado, sea 0 Ñ M 1 Ñ M Ñ M2 Ñ 0 una sucesión exacta corta tal

que M 1,M2 P W . Supongamos que M R W . Entonces existe

0 ‰ N P htorspMq tal que N P T . Como T P R´tors Ñ R´op, tenemos que

NXM 1 P htorspMqXT de donde se sigue que NXM 1 “ 0, pues M 1 P W .

Aśı, notemos que N “ N{pNXM 1q – pN ` M 1q{M 1 § M2 P W . Entonces

N P W , pero N P T , por lo que N P WXT . Esto implica que N “ 0, lo

cual es una contradicción con el hecho de que N ‰ 0. Por lo tanto, M P W .

Ahora, sea tM
i

u
iPI una familia de módulos en W y supongamos queà

iPI
M

i

R W . Entonces existe 0 ‰ N P htors

˜à
iPI

M
i

¸
tal que N P T . De

esta manera, N P htors

˜à
jPJ

M
j

¸
donde J Ñ I finito. Como W P Lt‘nu

por el resultado previo y por la proposición 2.28, tenemos que
à
jPJ

M
j

P W ,

lo que implica que N P W . Pero N P T , por lo que N P WXY . Entonces

N “ 0, lo cual es una contradicción con el hecho de que N ‰ 0. Por lo tanto,à
iPI

M
i

P W . De esta manera, W P R ´ tors
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Sea X P R ´ tors tal que T XX “ 0. Sea M P X . Si N P htorspMq tal que

N P T , entonces N “ 0 pues N P X . Pero eso implica que M P W . Aśı,

X Ñ W. Por lo tanto, W es mayor clase en R ´ tors tal que T XW “ 0.

Por lo tanto, T Kt§,⇣,ext,‘u “ W . ⌅

Una aplicación directa del teorema 2.37 nos muestra que los esqueletos de

R ´ tors, R ´ ss y R ´ op son iguales. La única condición que debemos verificar

para que se cumpla el teorema 2.37 es que toda clase X P SkelpR´ opq es cerrada
bajo extensiones exactas y sumas directas.

Lema 2.105 Cada X P SkelpR´opq es cerrada bajo extensiones exactas y sumas

directas.

Demostración:

Sea X P SkelpR´opq. Entonces existe Y P R´op tal que X “ YKt§,⇣u . Probaremos

que X es cerrada bajo extensiones exactas.

Sea 0 Ñ M 1 Ñ M Ñ M2 Ñ 0 una sucesión exacta corta tal que M 1,M2 P X .

Supongamos que M R X . Entonces existe 0 ‰ N P subquotpMq tal que N P Y .

Como Y P R ´ op, tenemos que NXM 1 P subquotpMqXY de donde se sigue que

NXM 1 “ 0, pues M 1 P X . Aśı, notemos que

N “ N{pNXM 1q – pN ` M 1q{M 1 § M2 P X .

Entonces N P X , pero N P Y , por lo que N P XXY . Esto implica que N “ 0, lo

cual es una contradicción con el hecho de que N ‰ 0. Por lo tanto, M P X .

Ahora, probaremos que X es cerrada bajo sumas directas.

Sea tM
i

u
iPI una familia de módulos en X . Supongamos que

à
iPI

M
i

R X . En-

tonces existe 0 ‰ N P subquot

˜à
iPI

M
i

¸
tal que N P Y . De esta manera,

N P subquot

˜à
jPJ

M
j

¸
donde J Ñ I finito. Como X P Lt‘nu por el resultado

previo y por la proposición 2.28, tenemos que
à
jPJ

M
j

P X , lo que implica que
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N P X . Pero N P Y , por lo que N P XXY . Entonces N “ 0, lo cual es una

contradicción con el hecho de que N ‰ 0. Por lo tanto,
à
iPI

M
i

P X . ⌅

Corolario 2.106 SkelpR ´ opq “ SkelpR ´ torsq “ SkelpR ´ ssq.

Demostración:

Por el lema 2.105, tenemos que

SkelpR ´ opq Ñ R ´ tors Ñ R ´ ss Ñ R ´ op.

Aplicando el teorema 2.37, conclúımos que

SkelpR ´ opq “ SkelpR ´ torsq “ SkelpR ´ ssq. ⌅

Corolario 2.107 Sea T P R ´ tors. Entonces

T Kt§,⇣,ext,‘u “ tM P R ´ Mod | subquotpMqXT “ t0uu

Demostración:

Por el corolario 2.38, se sigue que T Kt§,⇣,ext,‘u “ T Kt§,⇣u . ⌅

Corolario 2.108 Si ⌧ “ pT ,Fq es una teoŕıa de torsión hereditaria, entonces

T Kt§,⇣,ext,‘u “ tM P R ´ Mod | subquotpMqXT
⌧

“ t0uu

Demostración:

Consecuencia de los corolarios 2.96 y 2.107. ⌅

Corolario 2.109 Sea S P R ´ ss. Entonces

SKt§,⇣,extu “ tM P R ´ Mod | subquotpMqXS “ 0u

Demostración:

Por el corolario 2.38, se sigue que SKt§,⇣,extu “ SKt§,⇣u . ⌅
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2.3.4. El conjunto R ´ pretors

Definición 2.110 Una clase de módulos X clase de pretorsión hereditaria si es

cerrada bajo submódulos, cocientes y sumas directas arbitrarias. Llamaremos

R ´ pretors a la clase de todas las clases de pretorsión hereditaria. ˝

Notemos que R ´ pretors “ Lt§,⇣,‘u y R ´ pretors está parcialmente ordenada

por la inclusión.

Proposición 2.111 Sea A un conjunto y tX
↵

u
↵PA una familia de elementos de

R ´ pretors. Entonces £
↵PA

X
↵

P R ´ pretors

Demostración:

Si A “ t§,⇣,‘u, por la proposición 2.41 tenemos que
£
↵PA

X
↵

P R ´ pretors. ⌅

Para describir el supremo de un conjunto arbitrario de elementos en R ´ pretors,

necesitamos describir un “nuevo” operador de clases.

Definición 2.112 Sea M un módulo. Un módulo N es (finitamente) generado

por M si existe un epimorfismo

M pAq Ñ N Ñ 0

para algún conjunto (finito) A. ˝

Definición 2.113 Sea M un módulo. Un módulo N es subgenerado por M si

existe un monomorfismo 0 Ñ N Ñ K, dondeK es generado porM . Para cualquier

clase de módulos X , denotaremos como �pX q a la clase de todos los módulos

subgenerados por algún M P X . De igual manera, denotaremos como �pMq a la

clase de todos los R´módulos subgenerados por M . ˝

Aśı,

�pX q “
#
N P R ´ Mod

ˇ̌̌̌
ˇ existen M pAq Ñ K Ñ 0 y 0 Ñ N Ñ K

donde A es un conjunto, K P R ´ Mod y M P X

+
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y
�pMq “

#
N P R ´ Mod

ˇ̌̌̌
ˇ existen M pAq Ñ K Ñ 0 y 0 Ñ N Ñ K

donde A es un conjunto y K P R ´ Mod

+

Observación 2.114 Notemos que la definición de �pMq coincide con la definición

de �rM s, la subcategoŕıa completa de R ´Mod de los módulos subgenerados por

M (ver [28], §15). Sin embargo, en este trabajo trataremos de distinta manera a

�pMq y a �rM s. ˝

Proposición 2.115 ([28], Subsección 15.3) Para cualquier R´móduloM , las

siguientes afirmaciones son equivalentes:

piq �rM s “ R ´ Mod;

piiq existe un mono 0 Ñ R Ñ Mk para algún k P N.

Demostración:

(piq ñ piiq) Supongamos que �rM s “ R ´ Mod. Tenemos el diagrama:

M pAq  // L // 0

R

'

OO

0

OO

Como R es proyectivo, existe � : R Ñ M pAq tal que  ˝ � “ '. Sea r P R y

supongamos que 'prq “ 0. Entonces 'prq “  p�prqq “  p0q “ 0, y como ' es

monomorfismo, tenemos que r “ 0. Por lo tanto, � es monomorfismo. Esto implica

que �p1q P Mk para alguna k P N. De esto se sigue que �pRq § Mk.

(piiq ñ piq) Supongamos que existe un mono 0 Ñ R Ñ Mk para algún k P N. Por
definición, �rM s Ñ R ´ Mod. Sea N P R ´ Mod. Como 0 Ñ R Ñ Mk es mono y

N es generado por R, tenemos el diagrama

0 // R|N | //

✏✏

pMkq|N |

✏✏
0 // N //

✏✏

K
✏✏

0 0
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donde K es el pushout de L y pMkq|N |. De aqúı se sigue que N P �rM s. Por lo

tanto, R ´ Mod Ñ �rM s, y aśı, �rM s “ R ´ Mod. ⌅

El siguiente resultado se sigue directo de la proposición anterior.

Corolario 2.116 �rRs “ R ´ Mod. De igual manera, �pRq “ R ´ Mod (como

clases de R´módulos). ⌅

Proposición 2.117 �pMq P R ´ pretors para cada módulo M .

Demostración:

Sea M un módulo.

Sea K P �pMq y N § K. Entonces existen
À

↵PA M Ñ T Ñ 0 y

0 Ñ K Ñ T , con T P R ´ Mod. Como N § K, entonces existe un mono

0 Ñ N Ñ T lo que implica queN P �pMq. Por otro lado, paraK{N tenemos

que existen 0 Ñ K{N Ñ T {N y
À

↵PA M Ñ T {N Ñ 0 lo que implica que

K{N P �pMq. Por lo tanto, �pMq P R ´ op.

Sea tK
�

u
�PB una familia de elementos de �pMq. Entonces para cada � P B

existen
À

↵PA M Ñ T
�

Ñ 0 y 0 Ñ K
�

Ñ T
�

, con T
�

P R´Mod. Por lo tanto,

existen
À

�PB
À

↵PA M Ñ À
�PB T

�

Ñ 0 y 0 Ñ À
�PB K

�

Ñ À
�PB T

�

, lo

que implica que
À

�PB K
�

P �pMq. Por lo tanto, �pMq P Lt‘u. ⌅

Proposición 2.118 Sean K,L P R ´ Mod. Entonces �pKq Ñ �pLq si y sólo si

K P �pLq.
Demostración:

pñq Supongamos que �pKq Ñ �pLq. Es claro que K P �pKq Ñ �pLq.

pq Supongamos queK P �pLq. Si T P �pKq, entonces existen À
↵PA K Ñ M Ñ 0

y 0 Ñ T Ñ M , con M P R ´ Mod. Como K P �pLq, entonces À
↵PA K P �pLq y

aśı M P �pLq. De esta manera, T P �pLq. Por lo tanto, �pKq Ñ �pLq. ⌅

Definición 2.119 Sea X una clase de módulos y M P R ´ Mod.
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piq Llamaremos R ´ cyc a un conjunto completo de representantes de clases de

isomorfismo de módulos ćıclicos.

piiq Denotaremos como cycpX q “ tK
j

| j P Ju a un conjunto completo de

representantes de clases de isomorfismo de submódulos ćıclicos de todos los

módulos K P X . Notemos que cycpX q Ñ R ´ cyc.

piiiq Denotaremos como cycpMq “ tM
i

| i P Iu a un conjunto completo de repre-

sentantes de clases de isomorfismo de submódulos ćıclicos de M . Notemos

que cycpMq Ñ cycpX q si M P X . ˝

Proposición 2.120 �pMq es la clase de pretorsión hereditaria más pequeña que

contiene a M .

Demostración:

Supongamos que existe X P R ´ pretors tal que M P X . Si N P �pMq, entonces
existen

À
↵PA M Ñ K Ñ 0 y 0 Ñ N Ñ K, con K P R ´ Mod. Como M P X ,

entonces
À

↵PA M P X , lo que implica que K P X . De esta manera, N P X . Por

lo tanto, �pMq Ñ X para toda X P R ´ pretors tal que M P X . ⌅

Definición 2.121 Sea X una clase de módulos. Para cycpX q “ tK
j

| j P Ju
definimos MX como la suma directa de todos los elementos de cycpX q, es decir,

MX “ à
jPJ

K
j

.

Notemos que MX es único salvo isomorfismo. ˝

Proposición 2.122 Sea X una clase de R´módulos. Entonces

piq �pMX q es la clase generada por X en R ´ pretors

piiq X P R ´ pretors si y sólo si �pMX q “ X

Demostración:

piq Por la proposición 2.117, tenemos que �pMX q P R ´ pretors.

Ahora, sea N P X . Notemos que Rn P �pMX q para cada n P N por la proposición
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2.120. Por lo tanto, N “
ÿ
nPN

Rn P �pMX q y aśı, X Ñ �pMX q.
Por otro lado, supongamos que existe Y P R ´ pretors tal que X Ñ Y . Si

N P �pMX q, tenemos el siguiente diagrama:

M
pAq
X

// K // 0

N

OO

0

OO

Como cada sumando de MX está en X Ñ Y , entonces MX P Y . De aqúı se sigue

que N P Y . Por lo tanto, �pMX q Ñ Y para toda Y P R ´ pretors tal que X Ñ Y .

piiqpñq Si X P R ´ pretors, del resultado anterior se sigue que �pMX q “ X .

pq Supongamos que �pMX q “ X . Es claro que X P R ´ pretors. ⌅

Proposición 2.123 Si X “ �pKq y Y “ �pLq, para algunos K,L P R ´ Mod,

entonces

X _ Y “ �pK ‘ Lq.
Demostración:

Sean K,L P R ´ Mod tales que X “ �pKq y Y “ �pLq. Probaremos que

X Ñ �pK ‘ Lq y Y Ñ �pK ‘ Lq.
Si M P X “ �pKq, entonces existen

À
↵PA K Ñ T Ñ 0 y 0 Ñ M Ñ T , con

T P R ´ Mod. Dado que existe
À

↵PApK ‘ Lq Ñ À
↵PA K Ñ 0, tenemos que

existe
À

↵PApK ‘ Lq Ñ T Ñ 0, lo que implica que M P �pK ‘ Lq. Por lo tanto,

X Ñ �pK ‘ Lq. Similarmente se prueba que Y Ñ �pK ‘ Lq.

Ahora, supongamos que existe Z “ �pNq P R ´ pretors tal que X Ñ Z y Y Ñ Z.

Probaremos que �pK ‘ Lq § Z.

Como K P X y L P Y , entonces K,L P �pNq y aśı K ‘ L P �pNq. Por la

proposición 2.118, tenemos que �pK ‘ Lq Ñ �pNq “ Z.

Concluimos que X _ Y “ �pK ‘ Lq. ⌅
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Teorema 2.124 R ´ pretors es una gran ret́ıcula completa.

Demostración:

Si A “ t§,⇣,‘u, por el corolario 2.43 se concluye que R ´ pretors es una gran

ret́ıcula completa. ⌅

Por el teorema anterior, debe existir el supremo para cada familia no vaćıa de

elementos en R ´ pretors. El siguiente teorema describe dicho supremo.

Teorema 2.125 Sea A un conjunto y tX
↵

u
↵PA una familia de elementos en

R ´ pretors. Entonces ™
↵PA

X
↵

“ �

˜à
↵PA

M
↵

¸
donde X

↵

“ �pM
↵

q para cada ↵ P A.

Demostración:

Sea X
↵

“ �pM
↵

q para cada ↵ P A. Por la proposición 2.122, tenemos que

�

˜à
↵PA

M
↵

¸
P R´ pretors. Probaremos que X

↵

Ñ �pÀ
↵PA M

↵

q para cada ↵ P A.

Si M P X
↵0 “ �pM

↵0q para algún ↵
0

P A, entonces existen
À

�PB M
↵0 Ñ T

↵0 Ñ 0

y 0 Ñ M Ñ T
↵0 , con T

↵0 P R ´ Mod. Dado que existeÀ
�PBpÀ

↵PA M
↵

q Ñ À
�PB M

↵0 Ñ 0, tenemos que existe
À

�PBpÀ
↵PA M

↵

q Ñ
T
↵0 Ñ 0, lo que implica que M P �pÀ

↵PA M
↵

q. Por lo tanto, X
↵

Ñ �pÀ
↵PA M

↵

q.

Ahora, supongamos que existe Y “ �pNq P R ´ pretors tal que X
↵

Ñ Y para

toda ↵ P A. Entonces M
↵

P �pNq para cada ↵ P A y aśı
À

↵PA M
↵

P �pNq. Por la
proposición 2.118, �pÀ

↵PA M
↵

q Ñ �pNq “ Y .

Concluimos que
™
↵PA

X
↵

“ �

˜à
↵PA

M
↵

¸
⌅

Una pregunta natural que surge es si R ´ pretors es distributiva, la cual es

respondida negativamente por la correspondecia biyectiva entre R ´ pretors y

R ´ fil, el conjunto de todos los filtros lineales (Ver Apéndice B), y el hecho de

que R ´ fil no es distributiva (ver [12]). Sin embargo, R ´ pretors śı es modular.

Para probar la modularidad de R ´ pretors necesitamos el siguiente resultado:
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Lema 2.126 Sea tX
↵

u
↵PA una familia de elementos en R ´ pretors. Entonces

FX “

$’&’%I § R

ˇ̌̌̌
ˇ̌̌ D tI

↵

u
↵PA Ñ

§
↵PA

FX
↵

con I
↵

P FX
↵

@ ↵ P A

tal que
£
↵PA

I
↵

es finita y
£
↵PA

I
↵

Ñ I

,/./-
donde X “

™
↵PA

X
↵

.

Demostración:

Sea

L “

$’&’%I § R

ˇ̌̌̌
ˇ̌̌ D tI

↵

u
↵PA Ñ

§
↵PA

FX
↵

con I
↵

P FX
↵

@ ↵ P A

tal que
£
↵PA

I
↵

es finita y
£
↵PA

I
↵

Ñ I

,/./-
Demostraremos que L P R ´ fil.

piq Sean J
1

, J
2

P L. Entonces existen unas familias tI
1

↵

u
↵PA Ñ

§
↵PA

FX
↵

y

tI
2

↵

u
↵PA Ñ

§
↵PA

FX
↵

con I
1

↵

, I
2

↵

P FX
↵

para toda ↵ P A, tales que
£
↵PA

I
1

↵

y£
↵PA

I
2

↵

son finitas y
£
↵PA

I
1

↵

Ñ I y
£
↵PA

I
2

↵

Ñ I.

Tomemos K
↵

“ I
1

↵

X I
2

↵

para cada ↵ P A. Notemos que K
↵

P FX
↵

para

toda ↵ P A. Además,

£
↵PA

K
↵

“
£
↵PA

pI
1

↵

X I
2

↵

q “
˜£
↵PA

I
1

↵

¸ £ ˜£
↵PA

I
2

↵

¸
Ñ J

1

£
J
2

y es finita. Por lo tanto, J
1

ì
J
2

P L.

piiq Sea I, J P R tal que I Ñ J e I P L. Entonces existe una familia

tI
↵

u
↵PA Ñ

§
↵PA

FX
↵

con I
↵

P FX
↵

para toda ↵ P A, tal que
£
↵PA

I
↵

es finita y£
↵PA

I
↵

Ñ I. Como I Ñ J , entonces
£
↵PA

I
↵

Ñ J , lo que implica que J P L.
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piiiq Sea I P L y pI : rq § R para algún r P R. Entonces existe una familia

tI
↵

u
↵PA Ñ

§
↵PA

FX
↵

con I
↵

P FX
↵

para toda ↵ P A, tal que
£
↵PA

I
↵

es finita y£
↵PA

I
↵

Ñ I. Como I
↵

P FX
↵

para cada ↵ P A, entonces pI
↵

: rq P FX
↵

para

cada ↵ P A.

Dado que I
↵

“ R para casi toda ↵ P A, pues
£
↵PA

I
↵

es finita, se sigue que£
↵PA

pI
↵

: rq es finita. Ahora, si s P
£
↵PA

pI
↵

: rq, entonces sr P I
↵

para toda

↵ P A, lo que implica que sr P I. De esta manera, s P pI : rq por lo que£
↵PA

pI
↵

: rq Ñ pI : rq. Por lo tanto, pI : rq P L.

De esta manera, se concluye que L P R ´ fil. Ahora, probaremos que L “ FX .

pÖq Sea I P FX
↵0
. Sea tI

↵

u
↵PA Ñ î

↵PA FX
↵

una familia tal que I
↵

“ R para

toda ↵ P A ´ t↵
0

u e I
↵0 “ I. Entonces

ì
↵PA I

↵

“ I, por lo que I P L.

Aśı, FX
↵

Ñ L para toda ↵ P A. Como existe una correspondencia biyectiva

entre R ´ pretors y R ´ fil, entonces Fö
↵PA X

↵

“ ö
↵PA FX

↵

. Por lo tanto,

Fö
↵PA X

↵

Ñ L.

pÑq Sea I P L. Entonces existe una familia tI
↵

u
↵PA Ñ î

↵PA FX
↵

con I
↵

P FX
↵

para toda ↵ P A, tal que
ì
↵PA I

↵

es finita y
ì
↵PA I

↵

Ñ I. Como
ì
↵PA I

↵

es

finita, entonces existe n P N y �
1

, �
2

, . . . , �
n

P A tales que
ì
↵PA I

↵

P FX
�

i

para cada i “ 1, 2, . . . , n. De esta manera,
ì
↵PA I

↵

P Fö
↵PA X

↵

lo que implica

que I P Fö
↵PA X

↵

. Por lo tanto, L Ñ Fö
↵PA X

↵

.

Aśı, concluimos que Fö
↵PA X

↵

“ L. ⌅

Teorema 2.127 R ´ pretors es una ret́ıcula modular.

Demostración:

Sea X ,Y ,Z P R ´ pretors tales que X § Y . Probaremos que

X _ pY ^ Zq “ Y ^ pX _ Zq
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pÑq Es claro que X _ pY ^ Zq Ñ Y ^ pX _ Zq.

pÖq Como existe una correspondencia biyectiva entre R ´ pretors y R ´ fil,

entonces basta con probar que FY^pX_Zq Ñ FX_pY^Zq. De esta manera, sea I P
FY^pX_Zq. Aśı, I P FY e I P FpX_Zq. Por el lema 2.126, tenemos que existen J P FX

y K P FZ tales que JXK Ñ I. Como I P FY , entonces IXJ P FY lo que implica

que pIXJq `K P FY pues FY es cerrado bajo super ideales. En el mismo sentido,

pIXJq ` K P FZ pues K P FZ . Aśı, tenemos que pIXJq ` K P FY^Z . Por lo

tanto,

JXppIXJq ` Kq “ pJXpIXJqq ` pJXKq “ pJXIq ` pJXKq Ñ I ` I “ I

lo que implica que I P FX_pY^Zq. Aśı, Y ^ pX _ Zq Ñ X _ pY ^ Zq. ⌅

Al igual que R ´ tors, cada X P R ´ pretors tiene un pseudocomplemento único,

lo que hace que R ´ pretors sea fuertemente pseudocomplementada. Para poder

describir los pseudocomplementos, necesitamos definir el suplemento derecho de

X P R ´ pretors.

Sea M P R ´ Mod. De la definición 2.85, diremos que tX pMq es el submódulo de

pretorsión de M si X P R ´ pretors. Diremos que M es un módulo de pretorsión

si tX pMq “ M y que M es un módulo libre de pretorsión si tX pMq “ 0.

De la proposición 2.92, tenemos el siguiente resultado.

Corolario 2.128 tX pMq P X para todo módulo M P R ´Mod y para toda clase

X P R ´ pretors.

Proposición 2.129 Sea X
1

,X
2

P R´ pretors. Entonces X
1

X
2

P R´ pretors y es

tal que

tpX1:X2qpMq{tX1pMq “ tX2pM{tX1pMqq
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Demostración:

Recordemos que, de la proposición 2.5, tenemos que

X
1

X
2

“
#
M P R ´ Mod

ˇ̌̌̌
ˇ D 0 Ñ X

1

Ñ M Ñ X
2

Ñ 0 sucesión exacta corta

tal que X
1

P X
1

y X
2

P X
2

+

Probaremos que X
1

X
2

P R ´ pretors.

Sea M P X
1

X
2

y N § M . Entonces existe 0 Ñ M 1 Ñ M Ñ M2 Ñ 0 una sucesión

exacta corta tal que M 1 P X
1

y M{M 1 – M2 P X
2

. De esta manera, tenemos el

siguiente diagrama conmutativo:

0
✏✏

0

✏✏

0
✏✏

0 //M 1XN //

✏✏

N //

✏✏

pM 1 ` Nq{M 1

✏✏

// 0

0 //M 1 //

✏✏

M //

✏✏

M{M 1

✏✏

// 0

0 // pM 1 ` Nq{N //

✏✏

M{N //

✏✏

M{pM 1 ` Nq
✏✏

// 0

0 0 0

donde M 1XN, pM 1 `Nq{N P X
1

y pM 1 `Nq{M 1,M{pM 1 `Nq P X
2

. Esto implica

que N,M{N P X
1

X
2

. Por lo tanto, X
1

X
2

P R ´ op.

Ahora, si tM
i

u
iPI es una familia de elementos de X

1

X
2

, entonces existen sucesiones

exactas cortas 0 Ñ M 1
i

Ñ M
i

Ñ M2
i

Ñ 0 para cada i P I, con M 1
i

P X
1

y M2
i

P X
2

.

De esta manera,
À

iPI M
1
i

P X
1

y
À

iPI M
2
i

P X
2

pues X
1

,X
2

P R ´ pretors, y aśı,

existe una sucesión exacta corta

0 Ñ à
iPI

M 1
i

Ñ à
iPI

M
i

Ñ à
iPI

M2
i

Ñ 0

Esto implica que
À

iPI Mi

P X
1

X
2

. Por lo tanto, X
1

X
2

es cerrado bajo sumas di-

rectas arbitrarias. Se concluye que X
1

X
2

P R ´ pretors.

Ahora, probaremos que tX1X2pMq{tX1pMq “ tX2pM{tX1pMqq.
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pÑq Sea m ` tX1pMq P tX1X2pMq{tX1pMq, donde Rm P X
1

X
2

. Entonces existe

K 1 § Rm tal que K 1 P X
1

y Rm{K 1 P X
2

. Si k1 P K 1, entonces Rk1 § K 1 P X
1

lo que implica que k1 P tX1pMq, pues k1 P K 1 § Rm § M . De esta mane-

ra, K 1 Ñ tX1pMq y aśı, Rm ` tX1pMq § Rm ` K 1 P X
2

. Esto implica que

m ` tX1pMq P tX2pM{tX1pMqq. Por lo tanto, tX1X2pMq{tX1pMq Ñ tX2pM{tX1pMqq.

pÖq Sea m ` tX1pMq P tX2pM{tX1pMqq, donde Rm ` tX1pMq P X
2

. Entonces la

sucesión 0 Ñ tX1pMq Ñ Rm Ñ Rm{tX1pMq Ñ 0 es exacta, con Rm{tX1pMq P X
2

.

Por la proposición 2.128, tenemos que tX1pMq P X
1

. De esta manera, Rm P X
1

X
2

por lo que m P tX1X2pMq. Se sigue que m ` tX1pMq P tX1X2pMq{tX1pMq. Por lo

tanto, tX2pM{tX1pMqq Ñ tX1X2pMq{tX1pMq. ⌅

Definición 2.130 Sea X
1

,X
2

P R ´ pretors. Denotaremos como pX
1

: X
2

q al

elemento en R ´ pretors tal que

tpX1:X2qpMq{tX1pMq “ tX2pM{tX1pMqq. ˝

Por la proposición 2.129 y la definición 2.130, tenemos que X
1

X
2

“ pX
1

: X
2

q.
Definición 2.131 Sea X P R ´ pretors. Diremos que Y P R ´ pretors es el

suplemento derecho de X si Y es el menor elemento en R ´ pretors tal que

XY “ R ´ Mod. ˝

Lema 2.132 Si X P R ´ pretors y si tY
↵

u
↵PA es un conjunto de elementos de

R ´ pretors, entonces

X
˜£
↵PA

Y
↵

¸
“

£
↵PA

pXY
↵

q

Demostración:

Dado que existe una correspondencia biyectiva, que preserva orden, entre

R ´ pretors y R ´ fil, el resultado se obtiene por la proposicón B.12. ⌅

Proposición 2.133 Para cada X P R ´ pretors, siempre existe su suplemento

derecho.
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Demostración:

Sea T “ tY
↵

u
↵PA la familia de todas las clases de pretorsión hereditaria tales

que XY
↵

“ R ´ Mod. Notemos que T ‰ H, pues R ´ Mod P T . Tomemos

Y “ ì
↵PA Y

↵

. Por el lema 2.132 tenemos que

XY “ X p
£
↵PA

Y
↵

q “
£
↵PA

pXY
↵

q “
£
↵PA

R ´ Mod “ R ´ Mod.

Por lo tanto, Y es el suplemento derecho de X . ⌅

Denotaremos como X p1q al suplemento derecho de X .

Teorema 2.134 Sea X P R ´ pretors. Las siguientes clases son iguales:

piq X p1q

piiq �ptM{tX pMq | M P R ´ Moduq

piiiq tM{M 1 | M P R ´ Mod y tX pMq Ñ M 1u

pivq �pR{tX pRqq

Demostración:

piq Ñ piiq Notemos que

tXX p1qpMq “ tm P M | Rm P XX p1qu “ tm P M | Rm P R ´ Modu “ M

para toda M P R ´ Mod, lo que implica que M{tX pMq “ tX p1qpM{tX pMqq para

todo M P R ´ Mod. Sea Z “ �ptM{tX pMq | M P R ´ Moduq. Si M P R ´ Mod,

entonces M{tX pMq P Z. Por el corolario 2.128, tenemos que tX pMq P X . De esta

manera, M P XZ lo que implica que R ´ Mod Ñ XZ. Entonces XZ “ R ´ Mod

de donde se sigue que X p1q Ñ Z “ �ptM{tX pMq | M P R ´ Moduq.

piiq Ñ piiiq Sea Y “ �ptM{tX pMq | M P R ´ Moduq y

Z “ tM{M 1 | M P R ´ Mod y tX pMq Ñ M 1u. Probaremos que Z P R ´ pretors.
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Sea M{M 1 P Z. Entonces tX pMq Ñ M 1. Si N{M 1 § M{M 1, tenemos que

tX pNq Ñ tX pMq, por lo que tX pNq Ñ M 1. Aśı, N{M 1 P Z.

Además, notemos que tX pMq Ñ M 1 Ñ N , por lo que

M{N – pM{M 1q{pN{M 1q P Z. Por lo tanto, Z P R ´ op.

Si tM
↵

{M 1
↵

u
↵PA es una familia de elementos de Z, entonces tX pM

↵

q Ñ M 1
↵

para toda ↵ P A. De aqúı se sigue que

tX

˜à
↵PA

M
↵

¸
“ à

↵PA
tX pM

↵

q Ñ à
↵PA

M 1
↵

lo que implica que
À

↵PApM
↵

{M 1
↵

q – pÀ
↵PA M

↵

q{pÀ
↵PA M 1

↵

q P Z. Por lo

tanto, Z es cerrada bajo sumas directas arbitrarias.

De esta manera, Z P R ´ pretors. Sea N P Y . Entonces existenà
↵PA

M{tX pMq Ñ K Ñ 0 y 0 Ñ N Ñ K,

para algún M P R ´ Mod y K P R ´ Mod. Notemos que M{tX pMq P Z. Como

Z P R´pretors, tenemos que
À

↵PA M{tX pMq, K P Z, lo que implica que N P Z.

Por lo tanto, Y Ñ Z.

piiiq Ñ pivq Sea Y “ tM{M 1 | M P R ´ Mod y tX pMq Ñ M 1u y Z “ �pR{tX pRqq.
Sea M{M 1 P Y . Entonces tX pMq Ñ M 1. Por el corolario 2.116, tenemos que

M P �pRq y entonces existen
À

↵PA R Ñ K Ñ 0 y 0 Ñ M Ñ K, donde

K P R ´ Mod. De esta manera, tenemos que existen
À

↵PA tX pRq Ñ tX pKq Ñ 0

y 0 Ñ tX pMq Ñ tX pKq. Entonces tenemos los siguientes diagramas:

0 //
À

↵PA tX pRq //

✏✏

À
↵PA R //

✏✏

À
↵PApR{tX pRqq

D✏✏

// 0

0 // tX pKq //

✏✏

K //

✏✏

K{tX pKq
✏✏

// 0

0 0 0



2.3. Ret́ıculas y grandes ret́ıculas de clases de módulos 85

0 // tX pKq // K // K{tX pKq // 0

0 // tX pMq //

OO

M //

OO

M{tX pMq
D
OO

// 0

0

OO

0

OO

0

OO

Por lo anterior, tenemos que M{tX pMq P Z. Como tX pMq Ñ M 1, la sucesión

0 Ñ M 1{tX pMq Ñ M{tX pMq Ñ M{M 1 Ñ 0 es exacta corta y aśı, M{M 1 P Z.

Por lo tanto, Y Ñ Z.

pivq Ñ piq. Sea Y “ �pR{tX pRqq y M P Y . Entonces existenà
↵PA

R{tX pRq Ñ K Ñ 0 y 0 Ñ M Ñ K,

donde K P R ´ Mod. Como XX p1q “ R ´ Mod, entonces

R{tX pRq “ tX p1qpR{tX pRqq P X p1q. Esto implica que
À

↵PA R{tX pRq, K P X p1q y

aśı, M P X p1q. Por lo tanto, Y Ñ X p1q. ⌅

Corolario 2.135 Sea X ,Y P R ´ pretors. Entonces tX pRq Ñ tYpRq si y sólo si

Y p1q Ñ X p1q.

Demostración:

pñq Supongamos que tX pRq Ñ tYpRq. Por el Teroema 2.134, tenemos que

Y p1q “ �pR{tYpRqq y X p1q “ �pR{tX pRqq. Si M P Yp1q, entonces existenà
↵PA

R{tYpRq Ñ K Ñ 0 y 0 Ñ M Ñ K,

donde K P R ´ Mod. Como por hipótesis tX pRq Ñ tYpRq, entonces existe un

epimorfismo R{tX pRq Ñ R{tYpRq Ñ 0, lo que implica que existeÀ
↵PA R{tX pRq Ñ K Ñ 0. Por lo tanto, M P X p1q, y aśı tenemos que Yp1q Ñ X p1q.

pq Supongamos que Yp1q Ñ X p1q. Por el Teorema 2.134, tenemos que

Yp1q “ tM{M 1 | M P R ´ Mod y tYpMq Ñ M 1u
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y X p1q “ tM{M 1 | M P R ´ Mod y tX pMq Ñ M 1u.
Notemos que R{tYpRq P Yp1q, por lo que R{tYpRq P X p1q por hipótesis. De esta

manera, tenemos que tX pRq Ñ tYpRq. ⌅

Definición 2.136 Sea F P R´fil y X P R´pretors. Diremos que X es Jansiano

si FX es Jansiano (ver definición B.3). ˝

Corolario 2.137 X p1q es Jansiano para cada X P R ´ pretors. Más aún,

FX p1q “ tI § R | tX pRq Ñ Iu.
Demostración:

Recordemos que FX p1q “ tI § R | R{I P X p1qu. Sea G “ tI § R | tX pRq Ñ Iu.
Probaremos que FX p1q “ G.

pÑq Sea I P FX p1q . Entonces R{I P X p1q. Por el Teorema 2.134, tenemos que

X p1q “ tM{M 1 | M P R ´ Mod y tX pMq Ñ M 1u

Entonces tX pRq Ñ I. Por lo tanto, I P G y aśı, FX p1q Ñ G.

pÖq Sea I P G. Entonces tX pRq Ñ I. Por el Teorema 2.134, tenemos que

X p1q “ tM{M 1 | M P R ´ Mod y tX pMq Ñ M 1u

Entonces R{I P X p1q. Por lo tanto, I P FX p1q y aśı, G Ñ FX p1q .

De aqúı se concluye que FX p1q “ tI § R | tX pRq Ñ Iu. Ahora, si tI
↵

u
↵PA es

una familia de elementos de FX p1q , entonces tX pRq Ñ I
↵

para toda ↵ P A. Por lo

tanto, tX pRq Ñ ì
↵PA I

↵

. De esta manera,
ì
↵PA I

↵

P FX p1q . Se concluye que FX p1q

es Jansiano y por la definición 2.136, X p1q es Jansiano. ⌅

Definición 2.138 Definimos ' : R ´ pretors Ñ R ´ tors como

'pX q “ torpX q,

donde torpX q “ tM P R ´ Mod | t
"pX qpMq “ Mu. ˝
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En [14], el autor menciona que torpX q coincide con la clase de torsión hereditaria

generada por X P R ´ pretors. En ([25], VI.2.5, VI.3.3) se describe torpX q como

torpX q “ tM P R´Mod | D 0 ‰ N P subpM 1qXX para cada 0 ‰ M 1 P quotpMqu.

Corolario 2.139 Sea X ,Y P R ´ pretors. Entonces

'pXXYq “ 'pX qX'pYq.
Demostración:

Dado que 'pX q “ torpX q, tenemos que 'pXXYq Ñ 'pX qX'pYq.

Ahora, sea M P 'pX qX'pYq y 0 ‰ M 1 P quotpMq. Como M P 'pX q, existe
0 ‰ K § M 1 tal que K P X . Como M P 'pYq y en particular

'pYq “ torpYq P R´tors, entoncesK P 'pYq. Esto implica que existe 0 ‰ K 1 § K

tal que K 1 P Y , donde K P quotpKq. Como X P R ´ pretors, entonces K 1 P X .

Aśı, K 1 P XXY y además, K 1 § M 1. Por lo tanto, M P 'pXXYq. ⌅

Corolario 2.140 Para cualquier X P R ´ pretors, 'pX qK es el pseudocomple-

mento fuerte de X en R ´ pretors.

Demostración:

Como 'pX qX'pX qK “ 0 y X Ñ 'pX q, tenemos que XX'pX qK “ 0. De esta

manera, si existe Y P R ´ pretors tal que XXY “ 0, entonces aplicando ' y por

el corolario 2.139, tenemos que 'pX qX'pYq “ 0. De esta manera, 'pYq Ñ 'pX qK

pues R ´ tors es fuertemente pseudocomplementada. Por lo tanto, Y Ñ 'pX qK,

de donde se sigue que XK “ 'pX qK. ⌅

El corolario anterior nos dice que R ´ pretors es fuertemente pseudocomplemen-

tada. De esta manera, al no ser distributiva, es lo que R ´ pretors hereda de

R ´ tors. Para finalizar, tenemos una relación entre el pseudocomplemento y el

suplemento derecho de una clase X P R ´ pretors.

Proposición 2.141 XK Ñ X p1q para cualquier clase X P R ´ pretors.
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Demostración:

Sea M P XK y la sucesión exacta corta

0 Ñ tX pMq Ñ M Ñ M{tX pMq Ñ 0.

Notemos que M{tX pMq P X p1q. Tenemos que tX pMq P XK. Como tX pMq P X ,

entonces tX pMq P XK ^ X “ 0, por lo que tX pMq “ 0. Aśı,

M – M{0 – M{tX pMq P X p1q. Por lo tanto, XK Ñ X p1q. ⌅

2.3.5. La clase R ´ sext

Definición 2.142 Llamaremos R´sext a la clase de todas las clases de módulos

cerradas bajo submódulos y extensiones exactas. ˝

Notemos que R ´ sext “ Lt§,extu y R ´ sext está parcialmente ordenada por

la inclusión. La clase R ´ sext fue introducida y estudiada por A. Alvarado, H.

Rincón y J. Ŕıos en [1]. Los siguientes son resultados que describen su estructura

reticular.

Proposición 2.143 Sea A un conjunto y tX
↵

u
↵PA una familia de elementos de

R ´ sext. Entonces £
↵PA

X
↵

P R ´ sext

Demostración:

Si A “ t§, extu, por la observación 2.41 tenemos que
ì
↵PA X

↵

P R ´ sext. ⌅

Definición 2.144 Sea X una clase de R´módulos. Definimos

piq X 0 “ t0u

piiq X 1 “ X

piiiq X n`1 “ pX nqX ˝
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Teorema 2.145 Si X P R ´ sub, entonces§
nPN

X n P R ´ sext.

Demostración:

Sea X P R ´ sub. Probaremos que X n P R ´ sub @ n P N.

Para n “ 0, X 0 “ t0u P R ´ sub trivialmente. Para n “ 1, X 1 “ X P R ´ sub.

Supongamos que X k P R ´ sub para alguna k P N tal que k ° 1. Sea M P X k`1 y

N § M . Entonces existe 0 Ñ M 1 Ñ M Ñ M2 Ñ 0 una sucesión exacta corta tal

que M 1 P X y M2 P X k. Como N § M , sea

0 Ñ M 1XN Ñ N Ñ pM 1 ` Nq{M 1 Ñ 0

una sucesión exacta corta, por lo que tenemos el siguiente diagrama conmutativo:

0 // M 1 // M // M2 // 0

0 // M 1XN //
?�

OO

N
?�

OO

// pM 1 ` Nq{M 1
?�

OO

// 0

Como X ,X k P R ´ sub por hipótesis, tenemos que LXN P X y pL`Nq{L P X k,

lo que implica que N P X k`1. Por lo tanto, X k`1 P R ´ sub. Por el principio de

inducción, tenemos que X n P R ´ sub para toda n P N.

Por la proposición 2.45,
î

nPN X n P R´ sub. Por el lema 2.72,
î

nPN X n es cerrada

bajo extensiones exactas. ⌅

Proposición 2.146 Si H P R ´ sub tal que H Ñ X P R ´ sext, entonces§
nPN

Hn Ñ X
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Demostración:

Supongamos que H P R ´ sub y es tal que H Ñ X .

Probaremos que Hn Ñ X @ n P N.
Para n “ 0, tenemos que H0 “ t0u Ñ X . Para n “ 1, tenemos que H1 “ H Ñ X
por hipótesis. Supongamos que Hn Ñ X para alguna n P N tal que n ° 1. Si

M P Hn`1, entonces existe

0 Ñ K Ñ M Ñ L Ñ 0

una sucesión exacta corta tal que K P H Ñ X y L P Hn Ñ X por hipótesis. Como

X P R ´ sext, entonces M P X . Por lo tanto, Hn`1 Ñ X . Por el principio de

inducción, tenemos que Hn Ñ X para toda n P N.

Si M P î
nPN Hn, entonces M P Hk para alguna k P N. Pero Hk Ñ X , por lo que

M P X . Por lo tanto,
î

nPN Hn Ñ X . ⌅

Recordemos que

sextpX q “
§
nPN

psubpX qqn

para cualquier clase de módulos X .

Corolario 2.147 Si X es una clase de R´módulos, entonces sextpX q es la clase

generada por X en R ´ sext.

Demostración:

Por el teorema 2.145, tenemos que sextpX q P R´sext. Es claro que X Ñ sextpX q.
Supongamos que existe Y P R ´ sext tal que X Ñ Y . Por la proposicón 2.47,

subpX q Ñ Y . Aśı, de la proposición 2.146 se sigue que sextpX q Ñ Y . ⌅

Teorema 2.148 R ´ sext es una gran ret́ıcula completa.

Demostración:

Si A “ t§, extu, por el corolario 2.43 se concluye que R´sext es una gran ret́ıcula

completa. ⌅

Por el teorema anterior, debe existir el supremo para cada familia no vaćıa de

elementos en R ´ sext. El siguiente teorema describe dicho supremo.



2.3. Ret́ıculas y grandes ret́ıculas de clases de módulos 91

Teorema 2.149 SeaA un conjunto y tX
↵

u
↵PA una familia de elementos enR ´ sext.

Entonces ™
↵PA

X
↵

“ sext

˜§
↵PA

X
↵

¸

Demostración:

Por el corolario 2.147, sext

˜§
↵PA

X
↵

¸
P R´sext. Es claro queX

↵

Ñ sext

˜§
↵PA

X
↵

¸
para toda ↵ P A. Supongamos que existe Y P R ´ sext tal que X

↵

Ñ Y pa-

ra toda ↵ P A. Entonces
§
↵PA

X
↵

Ñ Y y por el corolario 2.147, tenemos que

sext

˜§
↵PA

X
↵

¸
Ñ Y . Concluimos que

™
↵PA

X
↵

“ sext

˜§
↵PA

X
↵

¸
. ⌅

Teorema 2.150 R ´ sext es fuertemente pseudocomplementada, donde cada

X P R ´ sext tiene un único pseudocomplemento en R ´ sext que está dado por

XKt§,extu “ tM P R ´ Mod | subpMqXX “ t0uu
Demostración:

Sea W “ tM P R ´ Mod | subpMqXX “ t0uu.

Sea M P W y N § M . Aśı, tenemos que subpNq Ñ subpMq. De esta manera,

psubpNqXX q Ñ psubpMqXX q “ t0u. Por lo tanto, N P W .

Por otro lado, supongamos que

0 Ñ K Ñ M
⇢Ñ L Ñ 0

es una sucesión exacta corta tal que K,L P W . Supongamos que M R W .

Entonces existe 0 ‰ N § M tal que N P X . Como X P R ´ sext, tenemos

que NXK P X . Además, NXK P subpKq, por lo que

NXK P psubpKqXX q “ t0u. Como L – M{K, se sigue que ⇢|
N

: N Ñ L

es mono. De esta manera, N P subpLq pero N P X , por lo que

N P subpLqXX “ t0u. Entonces N “ 0, lo cual es una contradicción, pues

N ‰ 0. Por lo tanto, M P W . Se concluye que W P R ´ sext.
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Sea M P XXW . Dado que M P subpMq, entonces M “ 0. Por lo tanto,

XXW “ t0u.
Sea Y P R ´ sext tal que XXY “ t0u. Sea M P Y . Dado que M P subpMq,
se tiene que M P Y . De esta manera, subpMqXX Ñ YXX “ t0u. Por lo

tanto, M P W de donde se sigue que Y Ñ W . Por lo tanto, W es la mayor

clase en R ´ sext tal que XXW “ 0.

Por lo tanto, XKt§,extu “ W . ⌅

2.3.6. El conjunto R ´ nat

En [7], J. Dauns introdujo las clases naturales como clases saturadas, sin em-

bargo S. Page y Y. Zhou en [19] les llaman clases naturales. En esta sección,

estudiaremos su estructura reticular.

Definición 2.151 Una clase de módulos es clase natural si es cerrada bajo sub-

módulos, sumas directas y cápsulas inyectivas. Llamaremos R ´ nat a la clase de

todas las clases naturales. ˝

Notemos que R ´ nat “ Lt§,‘,Ep qu y R ´ nat está parcialmente ordenada por la

inclusión. En [29], Y. Zhou se muestra el siguiente resultado importante acerca de

la relación entre las clases naturales y los ideales del anillo.

Proposición 2.152 Existe una correspondencia inyectiva de R´nat al conjunto

potencia de la ret́ıcula de ideales de R.

Corolario 2.153 R ´ nat es un conjunto.

Nuestro objetivo es describir a la ret́ıcula R ´ nat. Para ello, ocupamos cierta

información.

Proposición 2.154 Sea A un conjunto y tX
↵

u
↵PA una familia de elementos de

R ´ nat. Entonces £
↵PA

X
↵

P R ´ nat.
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Demostración:

Si A “ t§,‘, Ep qu, por la observación 2.41 tenemos que
£
↵P�

X
↵

P R ´ nat. ⌅

Definición 2.155 Sea X una clase de R´módulos. Definimos

natpX q “ tM P R ´ Mod | D 0 ‰ N P subpM 1qXsubpX q @ 0 ‰ M 1 P subpMqu.

Proposición 2.156 natpX q P R ´ nat para cualquier clase de módulos X .

Demostración:

Sea M P natpX q y N § M . Tomemos 0 ‰ K § N . Como M P natpX q y

K P subpMq, entonces existe 0 ‰ L § K tal que L P subpX q. Esto implica que

N P natpX q.

Sea tM
i

u
iPI P natpX q una familia de elementos de natpX q, donde I es conjunto.

Tomemos 0 ‰ K § À
iPI Mi

. Entonces existe i
0

P I tal que KXM
i0 ‰ 0. Como

M
i0 P natpX q y KXM

i0 P subpMq, entonces existe 0 ‰ L § KXM
i0 tal que

L P subpX q. Esto implica que
À

iPI Mi

P natpX q.

Sea M P natpX q y EpMq su cápsula inyectiva. Tomemos0 ‰ K § EpMq. Como

M ú EpMq, entonces MXK ‰ 0. Como M P natpX q y MXK P subpMq,
entonces existe 0 ‰ L § MXK tal que L P subpX q. Esto implica que

EpMq P natpX q. ⌅

Proposición 2.157 Si X es una clase de R´módulos, entonces natpX q es la clase
generada por X en R ´ nat.

Demostración:

Por la proposición 2.156, tenemos que natpX q P R ´ nat. Sea M P X . Si M “ 0,

trivialmenteM P natpX q. SiM ‰ 0, entoncesM P subpMqXsubpX q. Esto implica

que M P natpX q. Por lo tanto, X Ñ natpX q. Ahora, supongamos que existe

Y P R ´ nat tal que X Ñ Y . Sea 0 ‰ M P natpX q. Entonces existe 0 ‰ K § M

tal que K P subpX q. Como X Ñ Y , entonces K P subpYq. De aqúı se sigue que

M P natpYq. Por lo tanto, natpX q Ñ Y , de donde se sigue quenatpX q es la menor

clase de R ´ nat que contiene a X . ⌅
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Corolario 2.158 Sea X P R ´ nat. Entonces X es cerrada bajo extensiones

exactas.

Demostración:

Sea 0 Ñ K Ñ M Ñ L Ñ 0 una sucesión exacta corta tal que K,L P X . Suponga-

mos que M R X . Entonces existe 0 ‰ M 1 P subpMq tal que subpM 1qXsubpX q “ 0.

De esta manera, M 1XK “ 0 pues K P X Ñ subpX q. Aśı, tenemos que

0 ‰ M 1 – M 1{pM 1XKq – pM 1 ` Kq{K § M{K – L P subpX q.

Esto implica que L R X , lo cual es una contradicción. Por lo tanto, M P X . ⌅

Teorema 2.159 R ´ nat es una ret́ıcula completa.

Demostración:

Si A “ t§,‘, Ep qu, por el corolario 2.43 se concluye que R ´ ss es una gran

ret́ıcula completa. ⌅

Por el teorema anterior, debe existir el supremo para cada familia no vaćıa de

elementos en R ´ nat. El siguiente teorema describe dicho supremo.

Teorema 2.160 Sea A un conjunto y tX
↵

u
↵PA una familia no vaćıa de elementos

en R ´ nat. Entonces ™
↵PA

X
↵

“ nat

˜§
↵PA

X
↵

¸
Demostración:

Por la proposición 2.157, tenemos que

nat

˜§
↵PA

X
↵

¸
P R ´ nat

Es claro que X
↵

Ñ nat

˜§
↵PA

X
↵

¸
para toda ↵ P A. Supongamos que existe Y P

R´nat tal que X
↵

Ñ Y para toda ↵ P A. Entonces
§
↵PA

X
↵

Ñ Y y por la proposición

2.157, tenemos que nat

˜§
↵PA

X
↵

¸
Ñ Y . Concluimos que

™
↵PA

X
↵

“ nat

˜§
↵PA

X
↵

¸
.⌅
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Existe una relación entre clases naturales y pseudocomplementos fuertes de clases

hereditarias. Para demostrar dicha relación, necesitamos los siguientes resultados.

Teorema 2.161 Sea X P R ´ sub. Entonces XKt§u P R ´ nat

Demostración:

Por el ejemplo 2.31, XKt§u P R ´ sub.

Ahora, tomemos tM
↵

u
↵PA Ñ XKt§u . Probaremos que

à
↵PA

M
↵

P XKt§u .

Sea K § à
↵PA

M
↵

tal que K P X . Supongamos que K ‰ 0. Para 0 ‰ k P K,

tomemos el menor entero n tal que k “ m
↵1 ` m

↵2 ` ¨ ¨ ¨ ` m
↵

n

. Por la elección

de k, notemos que

p0 : m
↵1q “ p0 : m

↵2q “ ¨ ¨ ¨ “ p0 : m
↵1q

lo que implica que, en particular p0 : kq “ p0 : m
↵1q. Entonces

Rk – R{p0 : kq “ R{p0 : m
↵1q – Rm

↵1 § M
↵1 P XKt§u

pero Rk P X , por lo que Rk “ 0. Esto implica que k “ 0, lo cual es una contra-

dicción. Por lo tanto, K “ 0 y aśı,
à
↵PA

M
↵

P XKt§u .

Ahora, tomemos M P XKt§u . Probaremos que EpMq P XKt§u .

Sea K § EpMq tal que K P X . Entonces K XM P X . Como M P XKt§u , entonces

KXM “ 0. ComoM ú EpMq, tenemos queK “ 0. Por lo tanto, EpMq P XKt§u .⌅

Proposición 2.162 Sea N P R ´ nat. Entonces N “ pNKt§uqKt§u

Demostración:

Sea M P pNKt§uqKt§u . Entonces, para cada 0 ‰ K § M existe 0 ‰ L § K tal que

L P N . Consideremos tL
↵

u
↵PA la familia de todos los sumbódulos de M tales que

L
↵

P N . Como N P R ´ nat, entonces
à
↵PA

L
↵

P N . Probaremos que
à
↵PA

L
↵

ú M .

Sea T § M tal que T ‰ 0. Entonces existe 0 ‰ T 1 § T tal que T 1 P N . Por lo
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tanto,
à
↵PA

L
↵

X T ‰ 0. Aśı,
à
↵PA

L
↵

ú M lo que implica que

EpMq “ E

˜à
↵PA

L
↵

¸
P N

Por lo tanto, M P N . De esta manera, pNKt§uqKt§u Ñ N .

Por otro lado, como R ´ sub es fuertemente pseudocomplementada, por el lema

2.35 se sigue que N Ñ pNKt§uqKt§u . ⌅

Teorema 2.163 SkelpR ´ subq “ R ´ nat

Demostración:

Sea X P R ´ nat. Por la proposición 2.162, X P SkelpR ´ subq. Ahora, tomemos

X P R ´ sub. Entones XKt§u P SkelpR ´ subq. Por el teorema 2.161, tenemos que

XKt§u P R ´ nat. ⌅

Gracias a un resultado previo que relaciona cierto tipo de clases con su esqueleto,

obtenemos el siguiente

Teorema 2.164 SkelpR ´ sextq “ R ´ nat

Demostración:

Por el corolario 2.158, tenemos que R ´ nat Ñ R ´ sext. Por el teorema 2.163,

SkelpR ´ subq “ R ´ nat Ñ R ´ sext Ñ R ´ sub.

Por el teorema 2.37, tenemos que SkelpR ´ sextq “ SkelpR ´ subq “ R ´ nat. ⌅

Corolario 2.165 Si X P R ´ sext, entonces XK
sext

K
sext “ natpX q. En particular,

si N P R ´ nat, entonces NK
sext

K
sext “ N .

Demostración:

Sea X P R ´ sext. Por el teorema 2.164, tenemos que

SkelpR ´ sextq “ R ´ nat. Por el teorema 2.40 concluimos que

pXKt§,extuqKt§,extu “ natpX q. En particular, por el corolario 2.158, tenemos que

R ´ nat Ñ R ´ sext. Aśı, para N P R ´ nat, por el teorema 2.40 concluimos que

pNKt§,extuqKt§,extu “ natpN q “ N . ⌅
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2.3.7. La clase R ´ qext

Definición 2.166 Llamaremos R´qext a la clase de todas las clases de R´módu-

los cerradas bajo cocientes y extensiones exactas. ˝

Notemos que R ´ qext “ Lt⇣,extu y R ´ qext está parcialmente ordenada por

la inclusión. La clase R ´ qext fue introducida y estudiada por A. Alvarado, H.

Rincón y J. Ŕıos en [1]. Los siguientes resultados son duales a los teoremas 2.145,

2.148 y 2.150 y al corolario 2.147; por ello sólo los enunciaremos.

Teorema 2.167 Si X P R ´ quot, entonces§
nPNYt0u

X n P R ´ qext.

Corolario 2.168 Si X es una clase de R´módulos, entonces
§

nPNYt0u
pquotpX qqn

es la clase generada por X en R ´ qext.

Para cada clase X deR´módulos, denotaremos a
§

nPNYt0u
pquotpX qqn como qextpX q.

Teorema 2.169 R ´ qext es una gran ret́ıcula completa, donde

©
↵PA

X
↵

“
£
↵PA

X
↵

y
™
↵PA

X
↵

“ qext

˜§
↵PA

X
↵

¸

para cualquier conjunto A y cualquier familia tX
↵

u
↵PA de elementos de R ´ qext.

Teorema 2.170 R ´ qext es fuertemente pseudocomplementada, donde cada

Q P R ´ qext tiene un único pseudocomplemento en R ´ qext que está dado por

QKt⇣,extu “ tM P R ´ Mod | quotpMqXQ “ t0uu
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2.3.8. La clase R ´ conat

Definición 2.171 Definimos la clase R ´ conat como el esqueleto de R ´ quot.

Es decir, R ´ conat “ SkelpR ´ quotq. A los elementos de R ´ conat se les lla-

mará clases conaturales. ˝

Proposición 2.172 Q P R ´ quot es conatural si y sólo si Q “ QKt⇣uKt⇣u .

Demostración:

pñq Sea Q P R ´ quot. Por el corolario 2.59 tenemos que

QKt⇣uKt⇣u “ tM P R ´ Mod | quotpMqXQKt⇣u “ t0uu.

Por el lema 2.35 tenemos que Q Ñ QKt⇣uKt⇣u . Por otro lado, como por hipótesis

Q P R´ conat, entonces existe X P R´ quot tal que Q “ XKt⇣u . De esta manera,

notemos que Q Ñ QKt⇣uKt⇣u implica XKt⇣u Ñ XKt⇣uKt⇣uKt⇣u .

Como XKt⇣uKt⇣uKt⇣u es el pseudocomplemento fuerte de XKt⇣uKt⇣u , entonces

XKt⇣uKt⇣uKt⇣uXXKt⇣uKt⇣u “ 0.

Dado que X § XKt⇣uKt⇣u por el lema 2.35, tenemos que XKt⇣uKt⇣uKt⇣uXX “ 0

lo que implica que

QKt⇣uKt⇣u “ XKt⇣uKt⇣uKt⇣u § XKt⇣u “ Q.

Por lo tanto, Q “ QKt⇣uKt⇣u .

pq Sea Q “ QKt⇣uKt⇣u con Q P R ´ quot. Como

QKt⇣u P SkelpR ´ quotq, entonces Q es el pseudocomplemento fuerte de

QKt⇣u P R ´ quot, es decir, Q P R ´ conat. ⌅

Proposición 2.173 R ´ conat Ñ R ´ qext.
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Demostración:

Dado que R ´ conat “ SkelpR ´ quotq, sólo basta probar que si X P R ´ conat,

entonces X es cerrada bajo extensiones exactas.

Sea X P R ´ conat. Entonces existe Q P R ´ quot tal que QKt⇣u “ X . Sea

0 Ñ M 1 Ñ M Ñ M{M 1 Ñ 0 una sucesión exacta corta tal que M 1,M{M 1 P X .

Supongamos que M R X . Entonces existe 0 ‰ M{K P quotpMq tal que M{K P Q.

Como Q P R ´ quot, tenemos que M{pK ` M 1q P quotpMqXQ de donde se sigue

que M{pK `M 1q “ 0, pues M{M 1 P X . Aśı, M “ K `M 1, de donde se sigue que

M{K “ pK `M 1q{K – M 1{pKXM 1q P quotpM 1q P X . Entonces M{K P X , pero

K P Q, por lo que M{K P XXQ. Esto implica que M{K “ 0, lo cual es una

contradicción con el hecho de que M{K ‰ 0. Por lo tanto, M P X . ⌅

Teorema 2.174 R ´ conat “ SkelpR ´ qextq.
Demostración:

Por la proposición 2.173, tenemos que R ´ conat Ñ R ´ qext. Por lo tanto,

SkelpR ´ quotq “ R ´ conat Ñ R ´ qext Ñ R ´ quot.

Por el teorema 2.37, tenemos que SkelpR´qextq “ SkelpR´quotq “ R´conat.⌅

Corolario 2.175 Si X P R ´ qext, entonces XK
qext

K
qext “ conatpX q, donde

conatpX q es la clase conatural más pequeña que contiene a X . En particular,

si Q P R ´ conat, entonces QK
qext

K
qext “ Q.

Demostración:

Sea X P R ´ qext. Por el teorema 2.174, tenemos que

SkelpR ´ qextq “ R ´ conat. Por el teorema 2.40 concluimos que

pXK
qextqK

qext “ conatpX q. En particular, por la proposición 2.173, tenemos que

R ´ conat Ñ R ´ qext. Aśı, para N P R ´ conat, por el teorema 2.40 concluimos

que pNK
qextqK

qext “ natpN q “ N . ⌅
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Caṕıtulo 3

Algunos operadores duales de

clases de módulos

En [24], P. Smith introdujo los operadores HpX q, EpX q y DpX q. En la sección

2.2 describimos algunas propiedades sobre ellos. Como un aporte propio al tema de

operadores de clases de módulos, en este caṕıtulo consideraremos las definiciones

y algunas propiedades duales de los operadores antes mencionados.

Definición 3.1 Sea X una clase de R´módulos. Definimos

piq hpX q “ tM P R ´ Mod | subpMq Ñ X u

piiq epX q “ tM P R ´ Mod | N P X para todo N ! Mu

piiiq dpX q “ tM P R ´ Mod | @ N § M D K h M tal que K § N, N{K P X u
. ˝

Lema 3.2 hpX q Ñ X para cualquier clase de módulos X .

Demostración:

Sea X una clase de módulos y M P hpX q. Entonces N P X para todo N § M . En

particular, M P X , por lo que hpX q Ñ X . ⌅

Proposición 3.3 hpX q Ñ dpX q Ñ epX q para cualquier clase de módulos X .

103
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Demostración:

Sea M P hpX q. Entonces N P X para todo N § M . En particular, notemos que

0 h M P hpX q y 0 § N . Dado que N{0 – N P X , tenemos que M P dpX q. Por lo
tanto, hpX q Ñ dpX q.

Ahora, sea M P dpX q y N ! M . Por hipótesis, existe K h M tal que N{K P X .

Si K 1 § M es tal que M “ K ‘ K 1, entonces K X K 1 “ 0 y K ` K 1 “ M . De

esta manera, N ` K 1 “ M de donde se sigue que K 1 “ M . Esto implica que

0 “ K X K 1 “ K X M “ K. Aśı, N – N{0 “ N{K P X . De esta manera,

M P epX q. Por lo tanto, dpX q Ñ epX q. ⌅
Para dualizar la proposición 2.16, necesitamos los siguientes resultados.

Definición 3.4 Sea M P R ´ Mod y N § M . Diremos que L § M es un

suplemento de N en M si L es mı́nimo con respecto a la propiedad N ` L “ M .
. ˝
A diferencia de que todo submódulo N de un módulo M tiene un M -complemento

en M (como se mostró en el lema 2.15), no todo submódulo de M tiene un

suplemento en M .

Proposición 3.5 Sea M P R ´ Mod y N § M . Entonces L § M es un suple-

mento de N si y sólo si

N ` L “ M y N X L ! L

Demostración:

pñq Supongamos que L es un suplemento de N . Sea K § L tal que

K ` pL X Nq “ L. Entonces

M “ L ` N “ K ` pL X Nq ` N “ K ` N

pero L es el mı́nimo con la propiedad M “ N ` L, por lo que L “ K. De esta

manera, N X L ! L.

pq Supogamos que N ` L “ M y N X L ! L. Sea K Ñ L tal que K ` N “ M .

Entonces

L “ M X L “ pK ` Nq X L “̊ K ` pN X Lq,
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donde la igualdad (*) está dada por la ley modular. Pero N X L ! L, por lo que

K “ L. De esta manera, L es mı́nimo con la propiedad L ` N “ M y aśı, L es

un suplemento de N . ⌅

Proposición 3.6 Si L § M es un suplemento de N entonces N X L ! M .

Demostración:

Supongamos que L es un suplemento deN . Por la proposición anterior,NXL ! L.

Sea K § M tal que K ` pN X Lq “ M . Entonces

L “ M X L “ pK ` pN X Lqq X L “̊ pK X Lq ` pN X Lq,

donde la igualdad (*) está dada por la ley modular. Pero N X L ! L, por lo que

L “ K X L y aśı, L § K. Como pN X Lq § L, entonces pN X Lq § K. De esta

manera, M “ K ` pN X Lq “ K y por lo tanto, N X L ! M . ⌅

Definición 3.7 Sea M P R´Mod. Diremos que M es suplementado si todos sus

submódulos tienen un suplemento en M . Llamaremos Sup a la clase de todos los

módulos suplementados. ˝

La siguiente es la equivalente dual de la proposición 2.16.

Proposición 3.8 Sea X una clase de R´módulos tal que X Ñ Sup. Si

X P R ´ qext, entonces

X X epX q “ hpX q
Demostración:

pÖq Por el lema 3.2 y la proposición 3.3, tenemos que hpX q Ñ X X epX q.

pÑq Sea M P X X epX q y N § M cualquiera. Probaremos que N P X .

Como X Ñ Sup, entonces N tiene un suplemento en M , es decir, existe L § M

tal que L`N “ M y N XL ! M . Como X P R´quot, entonces M{L P X . Como

M P epX q, entonces N X L P X . De esta manera, la sucesión

0 Ñ N X L Ñ N Ñ M{L Ñ 0
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es una sucesión exacta corta, pues N{pN X Lq – pL ` Nq{L “ M{L. Como X es

cerrada bajo extensiones exactas, tenemos que N P X . Por lo tanto, M P hpX q, y
aśı X X epX q Ñ hpX q. ⌅

Para dualizar la proposición 2.17, necesitamos los siguientes resultados.

Definición 3.9 Sea M P R ´ Mod. Diremos que M es superfluo si es superfluo

en algún módulo K P R ´ Mod. Denotaremos como S! a la clase de todos los

R´módulos superfluos. ˝

Lema 3.10 Sean M,N,K P R ´ Mod tales que N § M § K.

Si N ! M , entonces N ! K.

Demostración:

Sean M,N,K P R ´ Mod tales que N § M § K y supongamos que N ! M . Sea

L § K tal que N ` L “ K. Entonces

M “ M X K “ M X pN ` Lq “ N ` pM X Lq

por modularidad. Como N ! M , entonces M “ M XL lo que implica que M Ñ L.

De esta manera, tenemos que

K “ N ` L “ pN X Mq ` L “ pN ` Lq X pM ` Lq “ K X pM ` Lq “ K X L

lo que implica que K § L. Aśı, K “ L y por lo tanto, N ! K. ⌅

Lema 3.11 Sea N § M P R ´ Mod tal que N ! M . Si N § K con K h M ,

entonces N ! K.
Demostración:

Sea N § M P R ´ Mod tal que N ! M . Supongamos que N § K con K h M .

Sea L § K tal que N ` L “ K. Notemos que

K “ K X M “ pN ` Lq X M “ N ` pM X Lq

por modularidad. Como K h M , entonces existe K 1 § M tal que M “ K ` K 1 y

K X K 1 “ 0. De esta manera,

M “ K ` K 1 “ pN ` pM X Lqq ` K 1 “ N ` ppM X Lq ` K 1q
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y como N ! M , tenemos que

M “ pM X Lq ` K 1 “ M X pL ` K 1q

lo que implica que M § pL ` K 1q. Por lo tanto, M “ L ` K 1 y dado que

0 “ K X K 1 “ L X K 1, tenemos que

M “ L ‘ K 1 “ K ‘ K 1.

Esto implica que L “ K y por lo tanto, N ! K. ⌅

Teorema 3.12 Sea M P R ´ mod. Entonces M es superfluo si y sólo si M es

superfluo en su cápsula inyectiva.

Demostración:

pq Por definición, M P S!.

pñq Supongamos que M P S!. Entonces existe K tal que M ! K. Notemos que

M ! K § EpKq. Por el lema 3.10, tenemos que M ! EpKq. Como EpMq es

inyectivo y EpMq § EpKq, entonces EpMq h EpKq. Por el lema 3.11, tenemos

que M ! EpMq. ⌅

Lema 3.13 Sean M,M
1

,M
2

P R ´ Mod.

piq Si N,K § M tales que N,K ! M , entonces N ` K ! M

piiq Sean K
1

§ M
1

§ pM
1

‘M
2

q y K
2

§ M
2

§ pM
1

‘M
2

q. Si K
1

! M
1

y

K
2

! M
2

, entonces pK
1

‘ K
2

q ! pM
1

‘ M
2

q
Demostración:

piq Sean N,K § M y supongamos que N ! M y K ! M . Sea L § M tal que

pN ` Kq ` L “ M . Notemos que

M “ pN ` Kq ` L “ N ` pK ` Lq

Como N ! M , entonces K ` L “ M . Como K ! M , entonces L “ M . Por

lo tanto, pN ` Kq ! M .
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piiq Sean K
1

§ M
1

§ pM
1

‘M
2

q y K
2

§ M
2

§ pM
1

‘M
2

q. Supongamos que

K
1

! M
1

y K
2

! M
2

. Por el lema 3.10, tenemos que K
1

! pM
1

‘ M
2

q y

K
2

! pM
1

‘ M
2

q. Por piq, conclúımos que pK
1

‘ K
2

q ! pM
1

‘ M
2

q. ⌅

Teorema 3.14 S! P Lt§,⇣,‘nu.

Demostración:

Sea M P S! y N § M . Probaremos que N P S!. Sea L § EpMq tal que

N ` L “ EpMq. Notemos que

EpMq “ N ` L Ñ M ` L Ñ EpMq

por lo que EpMq “ M `L y como M ! EpMq, entonces L “ EpMq. Por lo tanto,

N ! EpMq.

Sea M P S! y N § M . Probaremos que M{N P S!. Sea L{N § EpMq{N tal que

M{N ` L{N “ EpMq{N . Notemos que

EpMq{N “ M{N ` L{N Ñ pM ` Lq{N Ñ EpMq{N,

por lo que EpMq{N “ pM ` Lq{N , lo que implica que

EpMq “ EpMq ` N “ pM ` Lq ` N “ M ` L.

Como M ! EpMq, entonces L “ EpMq y aśı L{N “ EpMq{N . Por lo tanto,

M{N ! EpMq{N .

Sea M
1

,M
2

P S!. Probaremos que M
1

‘ M
2

P S!. Por el teorema 3.12, tenemos

que M
1

! EpM
1

q y M
2

! EpM
2

q. Por el lema 3.13, concluimos que

pM
1

‘M
2

q ! pEpM
1

q‘EpM
2

qq. ⌅

La siguiente es la equivalente dual de la proposición 2.17.

Proposición 3.15 Sea X una clase de módulos. Entonces

piq hpX q, epX q, dpX q P R ´ sub



109

piiq si X P R ´ quot entonces hpX q P R ´ quot

Demostración:

piqp1q Sea M P hpX q y N § M . Como N § M , entonces subpNq Ñ subpMq Ñ X .

Por lo tanto, N P hpX q.

p2q Sea M P epX q y N § M . Sea K § N tal que K ! N . Por el lema 3.10,

tenemos que K ! M . Como M P epX q, entonces K P X . Por lo tanto, N P epX q.

p3q Sea M P dpX q y N § M . Tomemos K § N . Como M P dpX q, entonces
existe L h M tal que L § K y K{L P X . De esta manera, existe L1 § M tal que

L ` L1 “ M y LXL1 “ 0. Notemos que

K “ MXK “ pL ` L1qXK “ L ` pL1XKq

y LXpL1XKq “ pLXL1qXK “ 0XK “ 0

Se sigue que L h K. Un proceso similar nos muestra que L h N . Por lo tanto,

K P dpX q.

piiq Supongamos que X P R ´ quot. Sea M P hpX q y N § M . Tomemos K § M

tal que K{N § M{N . Como M P hpX q, tenemos que K P X . Como X P R´quot,

concluimos que K{N P X . Por lo tanto, M{N P hpX q. ⌅

La siguiente es la correspondiente dual de la proposición 2.18.

Proposición 3.16 Sea X una clase de módulos. Entonces X P R ´ sub si y sólo

si hpX q “ X .

Demostración:

pñq Supongamos que X P R ´ sub.

pÑq Sea M P hpX q. Como M § M y M P hpX q, entonces M P X .

pÖq Sea M P X . Como X P R ´ sub, entonces subpMq Ñ X . Por lo tanto,

M P hpX q.
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pq Supongamos que hpX q “ X . Por la proposición 3.15, X P R ´ sub. ⌅

La siguiente es la equivalente dual de la proposición 2.19.

Proposición 3.17 Sea X una clase de R´módulos cerrada bajo extensiones

exactas. Entonces

piq hpX q‘hpX q “ phpX qq2 “ hpX q

piiq epX q‘epX q “ phpX qqpepX qq “ epX q

piiiq hpX q‘dpX q “ dpX q

Demostración:

piq Por la proposición 2.10, tenemos las siguientes contenciones

hpX q Ñ hpX q‘hpX q Ñ phpX qq2.

Aśı, debemos probar que phpX qq2 Ñ hpX q. Sea M P phpX qq2. Entonces existe una
sucesión exacta corta 0 Ñ N Ñ M Ñ M{N Ñ 0 donde N,M{N P hpX q. Sea
K § M . Entonces KXN P X y K{pKXNq – pK ` Nq{N P X . Aśı, tenemos

que

0 Ñ NXK Ñ K Ñ K{pKXNq Ñ 0

es una sucesión exacta corta y como por hipótesis, X es cerrada bajo extensiones

exactas, se concluye que K P X . Por lo tanto, M P hpX q. Hemos probado que

hpX q‘hpX q “ phpX qq2 “ hpX q

piiq Por las proposiciones 2.10 y 3.3, tenemos las siguientes contenciones

epX q Ñ hpX q‘epX q Ñ phpX qqpepX qq.

Aśı, debemos probar phpX qqpepX qq Ñ epX q. Sea M P phpX qqpepX qq y K ! M .

Entonces existe una sucesión exacta corta 0 Ñ N Ñ M Ñ M{N Ñ 0 donde

N P hpX q y M{N P epX q. Notemos que N X K P X . Además,
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K{pN X Kq – pN ` Kq{N ! M{N , pues si L{N § M{N tal que

pN ` Kq{N ` L{N “ M{N , entonces

M{N “ pN ` Kq{N ` L{N Ñ ppN ` Kq ` Lq{N Ñ M{N

lo que implica que M “ pN `Kq `L y como K ! M , entonces M “ N `L “ L.

Por lo tanto, K{pN X Kq P X y aśı, tenemos que

0 Ñ NXK Ñ K Ñ K{pNXKq Ñ 0

es una sucesión exacta corta y como por hipótesis, X es cerrada bajo extensiones

exactas, se concluye que K P X . Por lo tanto, M P epX q.

Por otro lado, por la proposición 2.10, tenemos que

epX q Ñ epX q ‘ epX q.

Aśı, debemos probar que epX q ‘ epX q Ñ epX q. Sea M P epX q‘epX q y K ! M .

Entonces existen M
1

,M
2

P epX q tales que M “ M
1

‘M
2

. Dado que K ! M ,

tenemos que

pM
1

` Kq{M
1

! M{M
1

– M
2

lo que implica que K{pM
1

XKq – pM
1

` Kq{M
1

P X .

Notemos que M
1

XK ! M pues si L § M tal que pM
1

XKq ` L “ M , entonces

M “ pM
1

XKq ` L § K ` L § M

lo que implica que M “ K ` L y como K ! M , entonces L “ M . Por el lema

3.11, M
1

XK ! M
1

y aśı, M
1

XK P X . De esta manera, tenemos que

0 Ñ M
1

XK Ñ K Ñ K{pM
1

XKq Ñ 0

es una sucesión exacta corta y como por hipótesis, X es cerrada bajo extensiones

exactas, se concluye queK P X . Por lo tanto,M P epX q y aśı, epX q “ epX q‘epX q.
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Hemos probado que

epX q‘epX q “ phpX qqpepX qq “ epX q

piiiq Por las proposiciones 2.10 y 3.3, tenemos las siguientes contenciones

dpX q Ñ hpX q‘dpX q.

Aśı, debemos probar que hpX q‘dpX q Ñ dpX q. Sea M P hpX q‘dpX q y N § M .

Existen M
1

P hpX q y M
2

P dpX q tales que M “ M
1

‘M
2

. De esta manera,

N “ pNXM
1

q‘pNXM
2

q

Aśı, NXM
1

P X pues M
1

P hpX q. Como M
2

P dpX q, existe K h M
2

tal que

pNXM
2

q{K P X . De esta manera, tenemos que

0 Ñ pNXM
2

q{K Ñ N{K Ñ NXM
1

Ñ 0

es una sucesión exacta corta y como por hipótesis, X es cerrada bajo extensiones

exactas, se concluye que N{K P X . Por lo tanto, M P dpX q. ⌅

Corolario 3.18 Sea X una clase de módulos. Si X es cerrada bajo extensiones

exactas, entonces hpX q también lo es.

Demostración:

Supongamos que X es cerrada bajo extensiones exactas. Por la proposición 3.17,

hpX q2 “ hpX q. Por el corolario 2.7, hpX q es cerrada bajo extensiones exactas. ⌅
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Caṕıtulo 4

La gran ret́ıcula completa R ´ ad

En [27], C. Walker y E. Walker introdujeron el concepto de clase aditiva para

estudiar la relación entre ciertas clases de Serre y algunos conjuntos de ideales del

anillo. De esta manera, los autores utilizaron las clases aditivas como una puerta

para describir clases de torsión hereditaria, sin estudiar la clase de todas las clases

aditivas a fondo. Como un aporte propio al tema de las clases aditivas, en este

caṕıtulo estudiaremos la estructura reticular de la clase de todas las clases aditivas

y algunas relaciones entre ella y el conjunto R ´ fil.

4.1. La clase R ´ ad

Definición 4.1 Una clase de módulos X es clase aditiva si es cerrada bajo

submódulos, cocientes y sumas directas finitas. Llamaremos R ´ ad a la clase

de todas las clases aditivas. ˝

Ejemplo 4.2 Consideremos la clase S! como en la definición 3.9. Por el teorema

3.14, tenemos que S! P R ´ ad.

Un anillo R es max izquierdo si cada R´módulo M ‰ 0 tiene un submódulo

máximo. En [3], A. Amini y B. Amini prueban que R es anillo max izquierdo si

y sólo si S! es cerrada bajo sumas directas arbitrarias. De esta manera, si R no

es anillo max izquierdo, entonces S! no es una clase de pretorsión hereditaria.

Notemos que Z ! Q, y como Z no es max izquierdo, tenemos que la clase S! de

115
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todos los Z´módulos superfluos no es una clase de pretorsión hereditaria.

Un anillo R es hereditario izquierdo si cada ideal izquierdo de R es proyectivo. En

[18], W. W. Leonard prueba que si R es hereditario izquierdo, entonces S! es una

clase de Serre. ˝

Ejemplo 4.3 Sea

R ´ fgssimp “ tM P R ´ Mod | M P R ´ ssimp y M es finitamente generadou

la clase de todos los módulos semisimples finitamente generados. Es fácil ver que

R ´ fgssimp P R ´ op. Dado que los módulos en R ´ fgssimp son sumas finitas

de simples, se tiene que R ´ fgssimp P R ´ ad.

Notemos que R ´ fgssimp no es cerrado bajo sumas directas arbitrarias, pues

ZpNq
2

R R ´ fgssimp.

Por otro lado, consideremos la sucesión

0 Ñ Z
2

Ñ Z
4

Ñ Z
2

Ñ 0.

Tenemos que es una sucesión exacta corta. Notemos que Z
4

R R ´ fgssimp pero

Z
2

P R ´ fgssimp. ˝

Notemos que, en general,

R ´ ss à R ´ ad à R ´ op

Además, R´ad “ Lt§,⇣,‘nu y R´ad está parcialmente ordenada por la inclusión.

Dado que R´ss y R´op tienen estructura reticular, lo más natural es preguntarse

si R ´ ad también tiene estructura reticular.

Lema 4.4 X es cerrada bajo sumas finitas para cada X P R ´ ad.

Demostración:

Sea M
1

,M
2

P X . Entonces M
1

‘ M
2

P X . De esta manera,

M
1

` M
2

“ ``
M

1

à
M

2

˘L
L

˘ P X
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para algun L § M
1

‘ M
2

. Por lo tanto, M
1

` M
2

P X . ⌅

Proposición 4.5 Sea A un conjunto y tX
↵

u
↵PA una familia de elementos de

R ´ ad. Entonces £
↵PA

X
↵

P R ´ ad.

Demostración:

Si A “ t§,⇣,‘nu, por la observación 2.41 tenemos que
£
↵P�

X
↵

P R ´ ad. ⌅

De aqúı en adelante, para probar que una clase X es cerrada bajo sumas directas

finitas, solamente haremos la prueba para el caso con dos sumandos. Esto debido

a que la prueba para el caso con n sumandos se hace por inducción.

Sea X una clase de módulos. Recordemos que, de la definición 2.25, tenemos que

adpX q “ subquotpdfsumpX qq “ subquot

˜§
nPN

X pnq
¸

Teorema 4.6 adpX q P R ´ ad para cualquier clase X .

Demostración:

piq Por definición, adpX q P R ´ op.

piiq Sea M
1

,M
2

P adpX q. Entonces existen n
1

, n
2

P N tales que existen epimorfis-

mos
n1à
i“1

K
1i

Ñ L
1

Ñ 0 y
n2à
j“1

K
2j

Ñ L
2

Ñ 0

y monomorfismos

0 Ñ M
1

Ñ L
1

y 0 Ñ M
2

Ñ L
2

,

respectivamente, donde K
1i

, K
2j

P X para toda i “ 1, . . . , n
1

y para toda

j “ 1, . . . , n
2

. De esta manera, existe un monomorfismo 0 Ñ M
1

‘M
2

Ñ L
1

‘L
2

y un epimorfismo ˜
n1à
i“1

K
1i

¸ à ˜
n2à
j“1

K
2j

¸
Ñ L

1

‘L
2

Ñ 0.
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Por lo tanto, M
1

‘M
2

P adpX q. ⌅

Para M P R ´ Mod definimos

adpMq “ subquotpdfsumpMqq

Notemos que adpMq Ñ adpX q si M P X .

Proposición 4.7 Si X es una clase de módulos, entonces adpX q es la clase gene-

rada por X en R ´ ad.

Demostración:

Sea M P X . Notemos que, para n “ 1, existen ‘n

i“1

M Ñ M Ñ 0 y 0 Ñ M Ñ M ,

lo que implica que M P adpX q. De esta manera, X Ñ adpX q. Ahora, supongamos

que existe A P R ´ ad tal que X Ñ A. Si M P adpX q, entonces existe n P N
tal que existen ‘n

i“1

N
i

Ñ K Ñ 0 y 0 Ñ M Ñ K, donde N
i

P X para toda

i “ 1, 2, . . . , n. Como X Ñ A y A P R ´ ad, tenemos que ‘n

i“1

N
i

P A, lo que

implica queK P A. De esta manera, tenemos queM P A. Por lo tanto, adpX q Ñ A
para toda A P R ´ ad tal que X Ñ A. ⌅

Teorema 4.8 R ´ ad es una gran ret́ıcula completa.

Demostración:

Si A “ t§,⇣,‘nu, por el corolario 2.43 se concluye que R ´ ad es una gran

ret́ıcula completa. ⌅

Por el teorema anterior, debe existir el supremo para cada familia no vaćıa de

elementos en R ´ ad. El siguiente teorema describe dicho supremo.

Teorema 4.9 Sea A un conjunto y tX
↵

u
↵PA una familia no vaćıa de elementos

en R ´ ad. Entonces ™
↵PA

X
↵

“ ad

˜§
↵PA

X
↵

¸
Demostración:

Por el teorema 4.6, tenemos que ad

˜§
↵PA

X
↵

¸
P R ´ ad. Es claro que

X
↵

Ñ ad

˜§
↵PA

X
↵

¸
para toda ↵ P A. Supongamos que existe Y P R ´ ad tal que
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X
↵

Ñ Y para toda ↵ P A. Entonces
§
↵PA

X
↵

Ñ Y y por la proposición 4.7, tenemos

que ad

˜§
↵PA

X
↵

¸
Ñ Y . Concluimos que

™
↵PA

X
↵

“ ad

˜§
↵PA

X
↵

¸
. ⌅

Hasta el momento, no se ha podido probar que R ´ ad es distributiva, aśı como

no se ha dado un ejemplo que diga lo contrario.

A continuación, mostramos algunos resultados relacionados con el operador dfsum.

Proposición 4.10 Si X P Lt‘nu y Y es una clase de módulos cualquiera, entonces

dfsumpX X Yq Ñ X X dfsumpYq
Demostración:

Sea M P dfsumpX X Yq. Entonces existe n P N tal que M “
nà

i“1

M
i

, donde

M
i

P X X Y para cada i “ 1, 2, . . . , n.

Esto implica que M P dfsumpX q X dfsumpYq. Dado que X P Lt‘nu, entonces

dfsumpX q “ X de donde se sigue que M P X X dfsumpYq. ⌅

Corolario 4.11 Si X P R´ ad y Y es una clase de módulos cualquiera, entonces

dfsumpX X Yq “ X X dfsumpYq
Demostración:

pÑq Dado que R ´ ad Ñ Lt‘nu, se sigue de la proposición 4.10.

pÖq Sea M P X XdfsumpYq. Entonces M P X y existe n P N tal que M “
nà

i“1

M
i

,

donde M
i

P Y para cada i “ 1, 2, . . . , n. Como X P R ´ op, tenemos que M
i

P X
para cada i “ 1, 2, . . . , n. De esta manera, M

i

P X X Y para cada i “ 1, 2, . . . , n,

lo que implica que M P dfsumpX X Yq. ⌅

Proposición 4.12 Si X ,Y P Lt‘nu, entonces

dfsumpX Y Yq “ X ‘ Y
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Demostración:

pÑq Tenemos que dfsumpX YYq “
§
nPN

pX YYqpnq, donde pX YYqpnq “
nà

i“1

pX YYq.
De esta manera, sea M P dfsumpX Y Yq. Entonces existe n P N tal que

M “
nà

i“1

M
i

“
˜

l1à
j“1

M
j

¸
‘

˜
l2à

k“1

M
k

¸

donde M
j

P X para toda j “ 1, . . . , l
1

, M
k

P Y para toda k “ 1, . . . , l
2

, 0 § l
1

§ n

y 0 § l
2

§ n tales que l
1

` l
2

“ n. Como X ,Y P Lt‘nu, tenemos que
À

l1

j“1

M
j

P X
y

À
l2

k“1

M
k

P Y . Esto implica que M P X ‘ Y .

pÖq Sea M P X ‘Y . Entonces M “ M
1

‘M
2

donde M
1

P X y M
2

P Y . Entonces

M
1

,M
2

P X Y Y , por lo que M P dfsumpX Y Yq. ⌅

La siguiente proposición muestra otra equivalencia del supremo de dos clases adi-

tivas.

Lema 4.13 Si X P Lt‘nu, entonces X pnq “ X para cualquier n P N.
Demostración:

pÑq Sea n P N y M P X pnq. Entonces M “
nà

i“1

M
i

, donde M
i

P X para cada

i “ 1, 2, . . . , n. Como X P Lt‘nu, entonces M P X .

pÖq Se sigue del corolario 2.11. ⌅

Proposición 4.14 Si X ,Y P R ´ ad, entonces

X _ Y “ subquotpX ‘ Yq
Demostración:

Por la proposición 4.12, tenemos que

subquotpX ‘ Yq “ subquotpdfsumpX Y Yqq “ adpX Y Yq P R ´ ad

Notemos que, por la proposición 2.10,

X Y Y Ñ X ‘ Y Ñ subquotpX ‘ Yq
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y aśı, X Ñ subquotpX ‘Yq y Y Ñ subquotpX ‘Yq. Ahora, supongamos que existe

Z P R ´ ad tal que X Ñ Z y Y Ñ Z. Entonces, por el lema 4.13, se tiene que

X ‘Y Ñ Z ‘Z Ñ Z. Por la proposición 2.64, tenemos que subquotpX ‘Yq Ñ Z.

Concluimos que X _ Y “ subquotpX ‘ Yq. ⌅

4.2. La clase R ´ quotdfsum

Recordemos que de la definición 2.21, tenemos

quotpX q “ tM P R ´ Mod | existe K Ñ M Ñ 0, donde K P X u.

Definición 4.15 Llamaremos R ´ quotdfsum a la clase de todas las clases de

módulos cerradas bajo cocientes y sumas directas finitas. ˝

Notemos que

R ´ ad Ñ R ´ quotdfsum Ñ R ´ quot

Además, R´ quotdfsum “ Lt⇣,‘nu y R´ quotdfsum está parcialmente ordenada

por la inclusión. Dado que R ´ ad y R ´ quot tienen estructura reticular, lo más

natural es preguntarse si R ´ quotdfsum también tiene estructura reticular.

Proposición 4.16 Sea A un conjunto y tX
↵

u
↵PA una familia de elementos de

R ´ quotdfsum. Entonces £
↵PA

X
↵

P R ´ quotdfsum.

Demostración:

Si A “ t⇣,‘nu, por la observación 2.41 tenemos que
£
↵P�

X
↵

P R ´ quotdfsum.⌅

Sea X una clase de módulos. Recordemos que, de la definición 2.25, tenemos que

quotdfsumpX q “ quotpdfsumpX qq “ quot

˜§
nPN

X pnq
¸

Además, si M P X , entonces quotpMq Ñ quotpX q.
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Teorema 4.17 quotdfsumpX q P R ´ quotdfsum para cualquier clase X .

Demostración:

piq Por definición, quotdfsumpX q P R ´ quot.

piiq Sea M
1

,M
2

P quotdfsumpX q. Entonces existen n
1

, n
2

P N tales que existen

epimorfismos
n1à
i“1

K
i

Ñ M
1

Ñ 0 y
n2à
j“1

L
j

Ñ M
2

Ñ 0,

donde K
i

, L
j

P X para toda i “ 1, . . . , n
1

y para toda j “ 1, . . . , n
2

. De esta

manera, existe un epimorfismo˜
n1à
i“1

K
i

¸ à ˜
n2à
j“1

L
j

¸
Ñ M

1

‘M
2

Ñ 0

Por lo tanto, M
1

‘M
2

P quotdfsumpX q. ⌅

Para M P R ´ Mod definimos

quotdfsumpMq “ quotpdfsumpMqq

Notemos que quotdfsumpMq Ñ quotdfsumpX q si M P X .

Proposición 4.18 Si X es una clase de módulos, entonces quotdfsumpX q es la

clase generada por X en R ´ quotdfsum.

Demostración:

SeaM P X . Notemos que, para n “ 1, existe ‘n

i“1

M Ñ M Ñ 0, lo que implica que

M P quotdfsumpX q. De esta manera, X Ñ quotdfsumpX q. Ahora, supongamos

que existe Q P R ´ quotdfsum tal que X Ñ Q. Si M P quotdfsumpX q, entonces
existe n P N tal que existe ‘n

i“1

K
i

Ñ M Ñ 0, donde K
i

P X para toda

i “ 1, 2, . . . , n. Como X Ñ Q y Q P R ´ quotdfsum, tenemos que ‘n

i“1

K
i

P Q, lo

que implica que M P Q. Por lo tanto, quotdfsumpX q Ñ Q para toda

Q P R ´ quotdfsum tal que X Ñ Q. ⌅

Teorema 4.19 R ´ quotdfsum es una gran ret́ıcula completa.
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Demostración:

Si A “ t⇣,‘nu, por el corolario 2.43 se concluye que R´ quotdfsum es una gran

ret́ıcula completa. ⌅

Por el teorema anterior, debe existir el supremo para cada familia no vaćıa de

elementos en R ´ quotdfsum. El siguiente teorema describe dicho supremo.

Teorema 4.20 Sea A un conjunto y tX
↵

u
↵PA una familia no vaćıa de elementos

en R ´ quotdfsum. Entonces

™
↵PA

X
↵

“ quotdfsum

˜§
↵PA

X
↵

¸

Demostración:

Por la proposición 4.18, tenemos que quotdfsum

˜§
↵PA

X
↵

¸
P R ´ quotdfsum. Es

claro que X
↵

Ñ quotdfsum

˜§
↵PA

X
↵

¸
para toda ↵ P A. Supongamos que existe

Y P R ´ quotdfsum tal que X
↵

Ñ Y para toda ↵ P A. Entonces
§
↵PA

X
↵

Ñ Y y

por la proposición 4.18, tenemos que quotdfsum

˜§
↵PA

X
↵

¸
Ñ Y . Concluimos que

™
↵PA

X
↵

“ quotdfsum

˜§
↵PA

X
↵

¸
⌅

Hasta el momento, no se ha podido probar que R ´ quotdfsum es distributiva,

aśı como no se ha dado un ejemplo que diga lo contrario.

A continuación, mostraremos algunos resultados relacionados con el operador

quotdfsum.

Proposición 4.21 Si X P R´quotdfsum y Y es una clase de módulos cualquiera,

entonces

dfsumpX X Yq “ X X dfsumpYq



124 4. La gran ret́ıcula completa R ´ ad

Demostración:

pÑq Se sigue de la proposición 4.10.

pÖq Sea M P X XdfsumpYq. Entonces M P X y existe n P N tal que M “
nà

i“1

M
i

,

donde M
i

P Y para cada i “ 1, 2, . . . , n. Como X P R´quot, tenemos que M
i

P X
para cada i “ 1, 2, . . . , n. De esta manera, M

i

P X X Y para cada i “ 1, 2, . . . , n,

lo que implica que M P dfsumpX X Yq. ⌅

Proposición 4.22 Si X ,Y P R ´ quotdfsum, entonces

X _ Y “ quotpX ‘ Yq
Demostración:

Por la proposición 4.12, tenemos que

quotpX ‘ Yq “ quotpdfsumpX Y Yqq “ quotdfsumpX Y Yq P R ´ quotdfsum

Notemos que, por la proposición 2.10,

X Y Y Ñ X ‘ Y Ñ quotpX ‘ Yq

y aśı, X Ñ quotpX ‘ Yq y Y Ñ quotpX ‘ Yq. Ahora, supongamos que existe

Z P R ´ quotdfsum tal que X Ñ Z y Y Ñ Z. Entonces, por el lema 4.13, se tiene

que X ‘Y Ñ Z ‘Z Ñ Z. Por la proposición 2.55, tenemos que quotpX ‘Yq Ñ Z.

Concluimos que X
ö

Y “ quotpX À
Yq. ⌅

4.3. La clase R ´ subdfsum

Definición 4.23 Llamaremos R ´ subdfsum a la clase de todas las clases de

R´módulos cerrada bajo submódulos y sumas directas finitas. ˝

Notemos que

R ´ ad Ñ R ´ subdfsum Ñ R ´ her
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Además, R ´ subdfsum “ Lt§,‘nu y R ´ subdfsum está parcialmente ordenada

por la inclusión. Dado que R ´ ad tiene estructura reticular, lo más natural es

preguntare si R ´ subdfsum también tiene estructura reticular.

Proposición 4.24 Sea A un conjunto y tX
↵

u
↵PA una familia de elementos de

R ´ subdfsum. Entonces £
↵PA

X
↵

P R ´ subdfsum.

Demostración:

Si A “ t§,‘nu, por la observación 2.41 tenemos que
£
↵P�

X
↵

P R ´ subdfsum. ⌅

Sea X una clase de módulos. Recordemos que, de la definición 2.25, tenemos

que

subdfsumpX q “ subpdfsumpX qq “ sub

˜§
nPN

X pnq
¸

Además, si M P X , entonces subpMq Ñ subpX q.
Teorema 4.25 subdfsumpX q P R ´ subdfsum para cualquier clase X .

Demostración:

piq Por definición, subdfsumpX q P R ´ sub.

piiq Sea M
1

,M
2

P subdfsumpX q. Entonces existen n
1

, n
2

P N tales que existen

monomorfismos

0 Ñ M
1

Ñ
n1à
i“1

K
i

y 0 Ñ M
1

Ñ
n2à
j“1

L
j

,

donde K
i

, L
j

P X para toda i “ 1, . . . , n
1

y para toda j “ 1, . . . , n
2

. De esta

manera, existe un monomorfismo

0 Ñ M
1

‘M
2

Ñ
˜

n1à
i“1

K
i

¸ à ˜
n2à
j“1

L
j

¸

Por lo tanto, M
1

‘M
2

P subdfsumpX q. ⌅
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Para M P R ´ Mod definimos

subdfsumpMq “ subpdfsumpMqq

Notemos que subdfsumpMq Ñ subdfsumpX q si M P X .

Proposición 4.26 Si X es una clase de módulos, entonces subdfsumpX q es la

clase generada por X en R ´ subdfsum.

Demostración:

Sea M P X . Notemos que, para n “ 1, existe 0 Ñ M Ñ ‘n

i“1

M , lo que implica

que M P subdfsumpX q. De esta manera, X Ñ subdfsumpX q. Ahora, supongamos

que existe S P R´subdfsum tal que X Ñ S. SiM P subdfsumpX q, entonces existe
n P N tal que existe 0 Ñ M Ñ ‘n

i“1

K
i

, donde K
i

P X para toda i “ 1, 2, . . . , n.

Como X Ñ S y S P R ´ subdfsum, tenemos que ‘n

i“1

K
i

P S, lo que implica que

M P S. Por lo tanto, subdfsumpX q Ñ S para toda S P R ´ subdfsum tal que

X Ñ S. ⌅

Teorema 4.27 R ´ subdfsum es una gran ret́ıcula completa.

Demostración:

Si A “ t§,‘nu, por el corolario 2.43 se concluye que R ´ subdfsum es una gran

ret́ıcula completa. ⌅

Por el teorema anterior, debe existir el supremo para cada familia no vaćıa de

elementos en R ´ subdfsum. El siguiente teorema describe dicho supremo.

Teorema 4.28 Sea A un conjunto y tX
↵

u
↵PA una familia no vaćıa de elementos

en R ´ subdfsum. Entonces

™
↵PA

X
↵

“ subdfsum

˜§
↵PA

X
↵

¸

Demostración:

Por la proposición 4.26, tenemos que subdfsum

˜§
↵PA

X
↵

¸
P R ´ subdfsum. Es

claro que X
↵

Ñ subdfsum

˜§
↵PA

X
↵

¸
para toda ↵ P A. Supongamos que existe
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Y P R ´ subdfsum tal que X
↵

Ñ Y para toda ↵ P A. Entonces
§
↵PA

X
↵

Ñ Y y

por la proposición 4.26, tenemos que subdfsum

˜§
↵PA

X
↵

¸
Ñ Y . Concluimos que

™
↵PA

X
↵

“ subdfsum

˜§
↵PA

X
↵

¸
⌅

Hasta el momento, no se ha podido probar que R ´ subdfsum es distributiva,

aśı como no se ha dado un ejemplo que diga lo contrario.

A continuación, mostraremos algunos resultados relacionados con el operador

subdfsum.

Proposición 4.29 Si X P R´subdfsum y Y es una clase de módulos cualquiera,

entonces

dfsumpX X Yq “ X X dfsumpYq
Demostración:

pÑq Se sigue de la proposición 4.10.

pÖq Sea M P X XdfsumpYq. Entonces M P X y existe n P N tal que M “
nà

i“1

M
i

,

donde M
i

P Y para cada i “ 1, 2, . . . , n. Como X P R ´ sub, tenemos que M
i

P X
para cada i “ 1, 2, . . . , n. De esta manera, M

i

P X X Y para cada i “ 1, 2, . . . , n,

lo que implica que M P dfsumpX X Yq. ⌅

Proposición 4.30 Si X ,Y P R ´ subdfsum, entonces

X _ Y “ subpX ‘ Yq
Demostración:

Por la proposición 4.12, tenemos que

subpX ‘ Yq “ subpdfsumpX Y Yqq “ subdfsumpX Y Yq P R ´ subdfsum

Notemos que, por la proposición 2.10,

X Y Y Ñ X ‘ Y Ñ subpX ‘ Yq
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y aśı, X Ñ subpX ‘ Yq y Y Ñ subpX ‘ Yq. Ahora, supongamos que existe

Z P R ´ subdfsum tal que X Ñ Z y Y Ñ Z. Entonces, por el lema 4.13, se tiene

que X ‘Y Ñ Z ‘Z Ñ Z. Por la proposición 2.47, tenemos que subpX ‘Yq Ñ Z.

Concluimos que X _ Y “ subpX ‘ Yq. ⌅

4.4. Relaciones entre R ´ ad y R ´ fil

Como vimos en la sección 2.3.4, y en detalle en el Apéndice B, existe una

correspondencia biyectiva entre el conjunto de clases de pretorsión hereditaria,

R ´ pretors, y el conjunto de todos los filtros lineales, R ´ fil.

Dado que R ´ pretors Ñ R ´ ad, es natural preguntarse si existe una correspon-

dencia entre la clase de las clases aditivas y el conjunto de todos los filtros lineales.

En esta sección, daremos respuesta a dicha pregunta.

Proposición 4.31 Sea X P R ´ ad. Entonces

FX “ tI § R | R{I P X u

es un filtro lineal.

Demostración:

piq Probaremos que FX es cerrado bajo intersecciones. Sea I
1

, I
2

P FX . Entonces

R{I
1

, R{I
2

P X . Es fácil ver que R{pI
1

X I
2

q § R{I
1

‘ R{I
2

. Dado que X es

una clase aditiva, entonces R{I
1

‘ R{I
2

P X . Por lo tanto, R{pI
1

X I
2

q P X
lo que implica que I

1

X I
2

P FX .

piiq Probaremos que FX es cerrado bajo super ideales. Sea I, J § R ideales tales

que I § J e I P FX . Entonces R{I P X . Dado que X es una clase aditiva,

entonces pR{Iq{pJ{Iq P X . Como R{J – pR{Iq{pJ{Iq, se sigue que R{J P X
lo que implica que J P FX .

piiiq Probaremos que FX es cerrado bajo trasladados. Sea I P FX y r P R.

Entonces R{I P X . Notemos que

R{pI : rq “ R{p0 : pr ` Iqq – Rpr ` Iq “ pRr ` Iq{I § R{I.
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De esto se sigue que R{pI : rq P X lo que implica que pI : rq P FX para cada

r P R. ⌅

Sea R ´ fil el conjunto de todos los filtros lineales (izquierdos) de R. De esta

manera, definimos la correspondencia

� : R ´ ad Ñ R ´ fil

X fiÑ FX “ tI § R | R{I P X u

Observación 4.32 Notemos que � es creciente. En efecto, si X Ñ Y , entonces

FX “ tI § R | R{I P X u Ñ tI § R | R{I P Yu “ FY

lo que implica que �pX q Ñ �pYq. ˝

Además, en [27] Walker y Walker definen la correspondencia

 : R ´ fil Ñ R ´ ad

F fiÑ XF “ tM P R ´ Mod | p0 : mq P F para toda m P Mu

y obtienen que XF es una clase de pretorsión hereditaria. Por lo tanto, XF es una

clase aditiva.

Por el teorema B.5, existe una correspondencia biyectiva entre el conjunto de las

clases de pretorsión hereditaria y el conjunto de todos los filtros lineales de ideales

izquierdos de R. Por lo tanto, � es sobre pues R ´ pretors Ñ R ´ ad. Debido

a esto, en general puede haber muchas clases aditivas que, bajo �, tienen como

imagen el mismo filtro lineal.

Definición 4.33 Sea X ,Y P R ´ ad. Diremos que X está relacionado con Y
respecto a � si y sólo si �pX q “ �pYq.
Denotaremos a dicha relación como X „

�

Y . ˝

Notemos que „
�

es una relación de equivalencia. Denotaremos a la clase de equi-

valencia de X P R ´ ad respecto a „
�

como rX s„
�

.
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Lema 4.34 Sea X P R ´ ad. Entonces ApX q P R ´ ad, donde

ApX q “ tM P X | D K P X tal que M § K y K es finitamente generadou
Demostración:

piq Probaremos que ApX q es cerrada bajo submódulos. Sea M P ApX q y

N § M . Entonces existeK P X tal queM § K yK es finitamente generado.

Como N § M , entonces N § K. Esto implica que N P ApX q.

piiq Probaremos que ApX q es cerrada bajo cocientes. Sea M P ApX q y N § M .

Entonces existe K P X tal que M § K y K es finitamente generado. Aśı,

M{N § K{N , K{N P X y K{N es finitamente generado. Por lo tanto,

M{N P ApX q.

piiiq Probaremos que ApX q es cerrada bajo sumas directas finitas. Sean

M
1

,M
2

P ApX q. Entonces existenK
1

, K
2

P X tales queM
1

§ K
1

yM
2

§ K
2

donde K
1

y K
2

son finitamente generados. Si denotamos K “ K
1

‘ K
2

,

entonces M
1

‘ M
2

§ K, K P X y K es finitamente generado. Por lo tanto,

M
1

‘ M
2

P ApX q. ⌅

Lema 4.35 Sea X P R ´ ad. Entonces CpX q P R ´ ad, donde

CpX q “ tM P R ´ Mod | Rm P X para toda m P Mu
Demostración:

piq Probarmeos que CpX q es cerrada bajo submódulos. Sea M P CpX q y

N § M . Entonces Rn P X pues n P N § M . Esto implica que N P CpX q.

piiq Probaremos que CpX q es cerrada bajo cocientes. Sea M P CpX q y N § M .

Como Rm P X para toda m P M , entonces

Rpm ` Nq “ Rm ` N{N – Rm{pRmXNq P X

para toda m P M . Aśı, Rpm ` Nq P X para toda m ` N P M{N . Por lo

tanto, M{N P CpX q.
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piiiq Probaremos que CpX q es cerrada bajo sumas directas finitas. Sea

M
1

,M
2

P CpX q. Como Rm
1

, Rm
2

P X para toda m
1

P M
1

y para toda

m
2

P M
2

, entonces

Rppm
1

,m
2

qq § Rm
1

‘ Rm
2

P X

para toda m
1

P M
1

y para toda m
2

P M
2

. Aśı, Rppm
1

,m
2

qq P X para toda

pm
1

,m
2

q P M
1

‘ M
2

. Por lo tanto, M
1

‘ M
2

P CpX q. ⌅

Proposición 4.36 Sea X P R ´ ad. Entonces ApX q P rXs„
�

y CpX q P rXs„
�

.

Demostración:

piq Por el lema 4.34, podemos considerar �pApX qq. Probaremos que

�pApX qq “ �pX q

Si M P ApX q, entonces existe K P X tal que M § K y K es finitamente

generado. Como X P R´ad, entoncesM P X , lo que implica que ApX q Ñ X .

Por la observación 4.32, tenemos que �pApX qq Ñ �pX q.
Por otro lado, si I P �pX q, entonces R{I P X . Como R{I es ćıclico, entonces

R{I es finitamente generado, por lo que R{I P ApX q. Entonces I P �pApX qq.
Por lo tanto, �pX q Ñ �pApX qq.

piiq Por el lema 4.35, podemos considerar �pCpX qq. Probaremos que

�pCpX qq “ �pX q

Si M P X , entonces Rm P X para toda m P M , por lo que M P CpX q. Aśı,
X Ñ CpX q. Por la observación 4.32, tenemos que �pX q Ñ �pCpX qq.
Por otro lado, si I P �pCpX qq, entonces R{I P CpX q. De esta manera,

Rpr ` Iq P X para todo r ` I P R{I. Como R{I es finitamente generado,

entonces existen r
1

`I, r
2

`I, . . . , r
k

`I P R{I tales que R{I “
kÿ

i“1

Rpr
i

`Iq.
Como X P R ´ ad, entonces R{I P X , lo que implica que I P �pX q. Por lo
tanto, �pCpX qq Ñ �pX q. ⌅
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Teorema 4.37 Sea X P R ´ ad. Entonces

rX s„
�

“ tY P R ´ ad | ApX q Ñ Y Ñ CpX qu “ rApX q, CpX qs

donde

ApX q “ tM P X | D K P X tal que M § K y K es finitamente generadou

y

CpX q “ tM P R ´ Mod | Rm P X para toda m P Mu

Demostración:

Sea X P R ´ ad. Probaremos que rX s„
�

Ñ rApX q, CpX qs.

Sea Y P R ´ ad tal que Y P rX s„
�

. Consideremos M P ApX q. Entonces existe

K P X tal que M § K donde K es finitamente generado. Entonces K tiene n

generadores, digamos tk
1

, k
2

, . . . , k
n

u donde k
j

P K para toda j “ 1, 2, . . . De esta

manera, K “
nÿ

j“1

Rk
j

. Como todo módulo ćıclico se puede ver como cociente del

anillo con un ideal, entonces K –
nÿ

j“1

R{pI
j

q. Como K P X , entonces R{pI
j

q P X

para cada j “ 1, 2, . . . , n, lo que implica que I
j

P FX “ �pX q “ �pYq “ FY para

cada j “ 1, 2, . . . , n. Por lo tanto, R{pI
j

q P Y para cada j “ 1, 2, . . . , n, y como

Y P R ´ ad, entonces K –
nÿ

j“1

R{pI
j

q P Y . Aśı, M P ApYq Ñ Y . Por lo tanto,

ApX q Ñ Y .

Por otro lado, si N P Y , entonces Rn P Y para toda n P N . Entonces N P CpYq,



4.4. Relaciones entre R ´ ad y R ´ fil 133

lo que implica que Y Ñ CpYq. Como �pX q “ �pYq, tenemos que

CpYq “ tN P R ´ Mod | Rn P Y para toda n P Nu
“ tN P R ´ Mod | R{p0 : nq P Y para toda n P Nu
“ tN P R ´ Mod | p0 : nq P �pYq para toda n P Nu
“ tN P R ´ Mod | p0 : nq P �pX q para toda n P Nu
“ tN P R ´ Mod | Rn P X para toda n P Nu
“ CpX q

Por lo tanto, Y Ñ CpX q. Concluimos que ApX q Ñ Y Ñ CpX q para cualquier

Y P R ´ ad tal que Y P rX s„
�

.

Ahora, probaremos que rApX q, CpX qs Ñ rX s„
�

.

Sea Y P rApX q, CpX qs. Por la observación 4.32, tenemos que

�pApX qq Ñ �pYq Ñ �pCpX qq

Sólo debemos probar que �pCpX qq Ñ �pApX qq. Por la proposición 4.36, tenemos

que

�pX q “ �pCpX qq Ñ �pApX qq “ �pX q
lo que implica que �pApX qq “ �pCpX qq, es decir, Y P rX s„. Concluimos que

rApX q, CpX qs Ñ rX s„
�

⌅

El teorema anterior detalla la composición de cada clase de equivalencia de clases

aditivas (que llamaremos fibra) relacionada con cada filtro lineal. De esta manera,

la correspondencia entre el conjunto de todos los filtros lineales y la clase de las

clases aditivas, no es biyectiva pero si sobreyectiva, pues a cada filtro lineal le

corresponde una fibra de clases aditivas.
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4.5. Clases aditivas completas y aditivas acota-

das

Como anteriormente vimos, R´pretors Ñ R´ad. En esta sección, definiremos

unas clases aditivas particulares que nos darán una correspondencia directa con

la ret́ıcula de R ´ pretors.

Definición 4.38 Sea X P R ´ ad. Diremos que X es completa si para cualquier

M P X y cualquier conjunto I tal que M
i

– M para toda i P I, entoncesÀ
iPI Mi

P X . Denotaremos como R-adco a la clase de todas las clases aditivas

completas. ˝

Proposición 4.39 Si R es conmutativo, entonces X P R ´ ad es completa si y

sólo si K b M P X para todo K P R ´ mod y para todo M P X .

Demostración:

pñq Supongamos que X P R ´ ad es completa con R conmutativo. Notemos que

si I es un conjunto, M P X y R
i

– R para todo i P I, entonces˜à
iPI

R
i

¸
b M – à

iPI
pR

i

b Mq – à
iPI

M
i

P X

donde M
i

– M b R
i

– M b R – M . Como todo módulo es cociente de un libre,

entonces para cualquier K P R ´ Mod, K b M es cociente de pÀ
iPI Ri

q b M P X
para algún conjunto I. Como X P R ´ ad, tenemos que K b M P X para toda

K P R ´ Mod y para toda M P X .

pq Supongamos que K b M P X para todo K P R ´ Mod y para todo M P X ,

con R conmutativo. Si M P X y J es un conjunto tal que M
j

– M y R
j

– R,

entonces
À

jPJ Mj

– À
jPJpR b M

j

q – pÀ
jPJ Rj

q b M P X por hipótesis. Esto

implica que
À

jPJ Mj

P X , de donde se sigue que X es completa. ⌅

Proposición 4.40 R ´ pretors Ñ R ´ adco.
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Demostración:

Sea X P R ´ pretors. Entonces X P R ´ ad. Sea M P X e I un conjunto tal que

M
i

– M . Como X P Lt‘u, entonces
à
iPI

M
i

P X por lo tanto, X P R ´ adco. ⌅

Por la proposición 4.40, tenemos que R ´ pretors Ñ R ´ adco Ñ R ´ ad.

Definición 4.41 Sea X una clase de módulos. Definimos

adcopX q “ subquotpdfsumpcdsumpcycpX qqqq

Notemos que

adcopX q

“

$’’’’’’’&’’’’’’’%
N P R ´ Mod

ˇ̌̌̌
ˇ̌̌̌
ˇ̌̌̌
ˇ

D

nà
i“1

˜à
J

i

Mh

i

¸
// K // 0

N

OO

0

OO

donde M
i

P cycpX q,
Mh

i

– M
i

@ h P J
i

,

J
i

conjunto,

n P N
i “ 1, . . . , n.

,///////.///////-
Lema 4.42 Sea X P R ´ ad. Entonces cycpX q “ cycpadcopX qq y

adcopX q P R ´ adco.

Demostración:

Sea X P R ´ ad. Es claro que cycpX q “ cycpadcopX qq.
Probaremos que adcopX q P R ´ adco. Por definición, adcopX q P R ´ op.

Ahora, consideremos N
1

, N
2

P adcopX q. De esta manera, tenemos los siguientes

diagramas:

s1à
i“1

˜à
J

i

Mh

i

¸
// K

1

// 0

N
1

OO

0

OO

s2à
l“1

˜à
�

l

M t

l

¸
// K

2

// 0

N
2

OO

0

OO
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donde Mh

i

– M
i

@ h P J
i

, M t

l

– M
l

@ t P �
l

, M
i

,M
l

P cycpX q, J
i

y �
l

conjuntos,

i “ 1, . . . , s
1

y l “ 1, . . . , s
2

. Por lo tanto, existe 0 Ñ N
1

‘ N
2

Ñ K
1

‘ K
2

y aśı,

por la Propiedad Universal del Producto Directo, tenemos el siguiente diagrama:˜
s1à
i“1

˜à
J

i

Mh

i

¸¸ À ˜
s2à
l“1

˜à
�

l

M t

l

¸¸

))uu

D! '
✏✏

K
1

K
1

‘ K
2

oo // K
2

donde ' es epimorfismo. Por lo tanto, N
1

‘ N
2

P adcopX q.
Por otro lado, si N P adcopX q y A es un conjunto tal que N

↵

– N para toda

↵ P A, entonces tenemos los siguientes diagramas:

M
↵

// K
↵

// 0

N
↵

OO

0

OO

donde M
↵

–
sà

i“1

˜à
J

i

Mh

i

¸
, Mh

i

– M
i

@ h P J
i

, M
i

P cycpX q, J
i

conjunto y

i “ 1, . . . , s. Dado que

à
aPA

M
↵

“ à
aPA

˜
sà

i“1

˜à
J

i

Mh

i

¸¸
–

sà
i“1

˜à
aPA

˜à
J

i

Mh

i

¸¸

entonces tenemos el diagramaà
aPA

M
↵

//
à
aPA

K
↵

// 0

à
aPA

N
↵

OO

0

OO
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donde K
↵

– K para cada ↵ P A. Del diagrama anterior, se sigue queà
aPA

N P adcopX q. ⌅

El operador adco aplicado a una clase X no siempre contiene a X . La siguien-

te proposición muestra que la clase R ´ fgssimp está contenida en adcopR ´
fgssimpq.

Proposición 4.43 R ´ fgssimp Ñ adcopR ´ fgssimpq para cualquier anillo R.

Demostración:

Sea N P R´ fgssimp. Entonces N es semisimple y finitamente generado. De esta

manera, N tiene k generadores, digamos tn
1

, n
2

, . . . , n
k

u donde n
i

P N para toda

i “ 1, 2, . . . , k. Por lo tanto, N “
kÿ

i“1

Rn
i

donde

Rn
i

P cycpR ´ fgssimpq “ cycpadcopR ´ fgssimpqq por el lema 4.42.

Entonces Rn
i

P adcopR ´ fgssimpq para toda i “ 1, 2, . . . , k.

De esta manera, N “
kÿ

i“1

Rn P adcopR ´ fgssimpq. ⌅

Definición 4.44 Sea X P R ´ ad. Diremos que X es acotada si para toda

Y P R ´ ad tal que cycpX q “ cycpYq, entonces X Ñ Y . Denotaremos como

R-adac a la clase de todas las clases aditivas acotadas. ˝

En [27], Walker y Walker definen una clase aditiva acotada como la clase aditi-

va completa que está contenida en cada clase aditiva completa con los mismos

módulos ćıclicos. Sin embargo, nosotros decidimos definir una clase aditiva aco-

tada como en la definición 4.44. Más adelante, mostraremos la diferencia entre

ambas definiciones.

Proposición 4.45 Si X ,Y P R ´ adac tales que cycpX q “ cycpYq,
entonces X “ Y .

Demostración:

Supongamos que X ,Y P R ´ adac tales que cycpX q “ cycpYq. Por la definición

4.44, tenemos que X Ñ Y y Y Ñ X . Por lo tanto, X “ Y . ⌅
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Definición 4.46 Sea X una clase de módulos. Definimos

adacpX q “ subquotpdfsumpcycpX qqq. ˝
Notemos que

adacpX q “

$’’’’’’’&’’’’’’’%
N P R ´ Mod

ˇ̌̌̌
ˇ̌̌̌
ˇ̌̌̌
ˇ

D

nà
i“1

M
i

// K // 0

N

OO

0

OO

donde M
i

P cycpX q,
n P N,

@ i “ 1, . . . , n

,///////.///////-
Lema 4.47 Sea X P R ´ ad. Entonces cycpX q “ cycpadacpX qq y

adacpX q P R ´ adac.

Demostración:

Sea X P R ´ ad. Es claro que cycpX q “ cycpadacpX qq.
Probaremos que adacpX q P R ´ adac. Por definición, adacpX q P R ´ op.

Ahora, consideremos N
1

, N
2

P adacpX q. De esta manera, tenemos los siguientes

diagramas:

n1à
i“1

M
i

// K
1

// 0

N
1

OO

0

OO

n2à
j“1

M
j

// K
2

// 0

N
2

OO

0

OO

donde M
i

,M
j

P cycpX q para toda i “ 1, 2, . . . , n
1

y para toda j “ 1, 2, . . . , n
2

.

Por lo tanto, existe 0 Ñ N
1

‘ N
2

Ñ K
1

‘ K
2

y aśı, por la Propiedad Universal

del Producto Directo, tenemos el siguiente diagrama:˜
n1à
i“1

M
i

¸ À ˜
n2à
j“1

M
j

¸

&&xx

D! '
✏✏

K
1

K
1

‘ K
2

oo // K
2
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donde ' es epimorfismo. Por lo tanto, N
1

‘ N
2

P adacpX q.
Por otro lado, supongamos que existe Y P R´ ad tal que cycpadacpX qq “ cycpYq.
Si N P adacpX q, entonces tenemos el siguiente diagrama:

nà
i“1

M
i

// K // 0

N

OO

0

OO

donde M
i

P cycpX q para toda i “ 1, 2, . . . , n. Como

cycpX q “ cycpadacpX qq “ cycpYq

entonces M
i

P Y . Como Y P R ´ ad, entonces
nà

i“1

M
i

P Y , de donde se sigue que

N P Y . ⌅

Notemos que, por la definición 4.44 y el lema 4.47, adacpX q Ñ X para cualquier

clase X P R ´ ad. La siguiente proposición muestra una clase aditiva para la cual

se cumple la igualdad.

Proposición 4.48 R ´ fgssimp “ adacpR ´ fgssimpq para cualquier anillo R.

Demostración:

Dado que adacpR´fgssimpq Ñ R´fgssimp, sólo basta probar la otra contención.

Sea N P R´ fgssimp. Entonces N es semisimple y finitamente generado. De esta

manera, N tiene k generadores, digamos tn
1

, n
2

, . . . , n
k

u donde n
i

P N para toda

i “ 1, 2, . . . , k. Por lo tanto, N “
kÿ

i“1

Rn
i

donde

Rn
i

P cycpR ´ fgssimpq “ cycpadacpR ´ fgssimpqq por el lema 4.47.

Entonces Rn
i

P adacpR ´ fgssimpq para toda i “ 1, 2, . . . , k.

De esta manera, N “
kÿ

i“1

Rn
i

P adacpR ´ fgssimpq. ⌅
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Definición 4.49 Sea X una clase de módulos. Definimos

strongpX q “
#
N P R ´ Mod

ˇ̌̌̌
ˇ D à

iPI
M

i

Ñ N Ñ 0 donde M
i

P cycpX q
+

Proposición 4.50 Sea X P R ´ ad. Entonces cycpstrongpX qq “ cycpX q y

strongpX q P R ´ pretors.

Demostración:

Sea X P R ´ ad. Es claro que cycpstrongpX qq “ cycpX q.
Probaremos que strongpX q P R ´ pretors. Por definición, strongpX q P R ´ quot.

Sean J conjunto y N
j

P strongpX q para toda j P J . Entonces existen epimorfismosà
iPI

j

M j

i

Ñ N
j

Ñ 0

donde M j

i

P cycpX q. De esta manera,

à
jPJ

˜à
iPI

j

M j

i

¸
Ñ à

jPJ
N

j

Ñ 0

es un epimorfismo, lo que implica que
À

jPJ Nj

P strongpX q.
Sea N P strongpX q y K § N . Entonces tenemos el siguiente diagrama:à

iPI
M

i

// N // 0

K

OO

0

OO

Considerando el producto fibrado de K y
À

iPI Mi

, tenemos el siguiente diagrama:à
iPI

M
i

L //

OO

K // 0

0

OO
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Pero L – À
jPJ Mj

donde M
j

P cycpX q y J Ñ I. Por lo tanto, K P strongpX q. ⌅

Proposición 4.51 Existe una inyección de R ´ adac en R ´ pretors.

Demostración:

Sea

✓ : R ´ adac Ñ R ´ pretors

X fiÑ ✓pX q “ strongpX q
Supongamos que strongpX q “ strongpYq. Entonces

cycpX q “ cycpstrongpX qq “ cycpstrongpYqq “ cycpYq

Por la proposición 4.45, se sigue que X “ Y . ⌅

Corolario 4.52 R ´ adac es conjunto.

Bajo la definición de Walker y Walker, existe una inyección de R´adacXR´adco

en R ´ pretors y aśı, R ´ adac X R ´ adco es conjunto.

El siguiente diagrama ilustra las contenciones entre las clases de módulos consi-

deradas en este trabajo. La flecha A Ñ B indica A está contenido en B.
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Figura 4.1: Diagrama de grandes ret́ıculas de clases de módulos definidas por
cerraduras.
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Atiyah, M. F., Macdonald, I. G., Introduction to Commutative Algebra, Addison-

Wesley Publishing Company, 1969.

Anderson, F. W., Fuller, K. R., Rings and Categories of Modules, Graduate Texts

in Mathematics 13, 2nd Ed., Springer-Verlag New York, 1992.

Golan, J. S., Linear topologies on a ring: an overwiev, Pitman Research Notes in

Mathematics 159, Longman Scientific & Technical, 1987.

Walker, C., Walker, E., Quotient Categories and Rings of Quotients, Rocky Moun-

tain Journal of Math. 2(4) (1972), p. 513-555.



144 4. La gran ret́ıcula completa R ´ ad



Apéndice A

Algunas clases de módulos

espećıficas

A.1. La clase de módulos extensores

Definición A.1 Sea R un anillo. Diremos que M P R´Mod es extensor si todo

submódulo de M es esencial en un sumando directo de M . ˝

Denotaremos como J a la clase de todos los R´módulos extensores. Aśı,

J “ tM P R ´ Mod | @ N § M D K h M tal que N ú Ku.

Lema A.2 Supongamos que K
1

§ M
1

§ M ,

K
2

§ M
2

§ M y M “ M
1

‘M
2

. Entonces

piq K
1

‘K
2

! M
1

‘M
2

si y sólo si K
1

! M
1

y K
2

! M
2

; y

piiq K
1

‘K
2

ú M
1

‘M
2

si y sólo si K
1

ú M
1

y K
2

ú M
2

.

Lema A.3 Sea X una clase de módulos. Entonces

piq JXEpX q Ñ DpX q

piiq Si X P R ´ sub, entonces DpX qXXKt§u Ñ J

145
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Demostración:

piq Sea M P JXEpX q y N § M . Entonces existe K h M tal que N ú K. Aśı,

existe K 1 § M tal que K‘K 1 “ M . Por el lema A.2, tenemos que

N‘K 1 ú K‘K 1 “ M . Como M P EpX q, entonces

K{N – pK‘K 1q{pN‘K 1q “ M{pN‘K 1q P X .

Por lo tanto, M P DpX q

piiq Sea M P DpX q tal que subpMqXX “ t0u y tomemos N § M . Entonces

existe K h M tal que K{N P X . Supongamos que NXL “ 0 para algún L § K.

Notemos que

L “ L{pNXLq – pN ` Lq{N § K{N P X .

Como X P R ´ sub, entonces L P X , lo que implica L “ 0 por hipótesis. Por lo

tanto, N ú K y aśı, M P J . . ⌅

A.2. Las clases de módulos singulares y no sin-

gulares

Definición A.4 Sea R un anillo. Diremos que M P R ´ Mod es singular si

ZpMq “ tm P M | p0 : mq ú Ru “ M.

Diremos que M es no singular si ZpMq “ 0. ˝

Denotaremos como L y L1 a la clase de todos los R´módulos singulares y no

singulares, respectivamente. Aśı,

L “ tM P R ´ Mod | ZpMq “ Mu y L1 “ tM P R ´ Mod | ZpMq “ 0u

Proposición A.5 L,L1 P R ´ sub para cualquier anillo R.
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Demostración:

piq Sea M P L y N § M . Entonces ZpMq “ tm P M | p0 : mq ú Ru “ M . Como

N § M , entonces p0 : nq ú R para toda n P N . Por lo tanto, ZpNq “ N , lo que

implica que N P L.

piiq Sea M P L1 y N § M . Entonces ZpMq “ tm P M | p0 : mq ú Ru “ 0. Como

N § M , entonces n P N § M tal que p0 : nq ú R implica n “ 0. Por lo tanto,

ZpNq “ 0, lo que implica que N P L1. ⌅

Proposición A.6 LKt§u “ L1 para cualquier anillo R.

Demostración:

pÑq Sea M P LKt§u . Entonces subpMqXL “ t0u. Sea ZpMq § M . Notemos que

ZpZpMqq “ tm P ZpMq | p0 : mq ú Ru “ ZpMq

por lo que ZpMq P L y aśı, ZpMq “ 0. Por lo tanto, M P L1.

pÖq Sea M P L1. Entonces ZpMq “ 0. Sea N § M tal que N P L. Entonces
ZpNq “ N pero L1 P R ´ sub por la proposición A.5, por lo que N “ ZpNq “ 0.

Por lo tanto, M P LKt§u . ⌅

Lema A.7 Sea R un anillo cualquiera. Si N ú M entonces M{N P L.

Demostración:

Sea m`N P M{N y supongamos que p0 : m`NqXI “ 0 donde I § R. Si m “ 0,

entonces p0 : Nq “ R lo que implica que I Ñ p0 : Nq. De esto se sigue que I “ 0.

Ahora, supongamos que m ‰ 0. Notemos que Im § M . Si n P NXIm, entonces

existe i
0

P I tal que n “ i
0

m. De esta manera, tenemos que i
0

P pN : mqXI “ 0,

por lo que i
0

“ 0. Aśı, n “ i
0

m “ 0 lo que implica que NXIm “ 0. Como N ú M

tenemos que Im “ 0. Dado que m ‰ 0, concluimos que I “ 0.

Por lo tanto, pN : mq ú R para toda m ` N P M{N lo que implica que

ZpM{Nq “ M{N . De esta manera, M{N P L. ⌅

Proposición A.8 Sea R un anillo cualquiera. Entonces
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piq J Ñ DpLq
piiq L1XDpLq Ñ J

Demostración:

piq Sea M P J y N § M . Entonces existe K h M tal que N ú K. Por el lema

A.7, tenemos que K{N P L. Pero esto implica que M P DpLq.

piiq Por la proposición A.6, tenemos que LKt§u “ L1. Por la proposición A.5 y el

lema A.3, concluimos que L1XDpLq Ñ J . ⌅

A.3. La clase de módulos semisimples

Definición A.9 Sea R un anillo. Diremos que M P R ´ Mod es semisimple si

M “ ‘
iPIMi

donde M
i

§ M y M
i

P R ´ simp para todo i P I, con I conjunto. ˝

Denotaremos como R ´ ssimp a la clase de todos los módulos semisimples.

Definición A.10 Sea M un módulo. Definimos el zoclo de M como la suma de

todos los submódulos simples de M , y lo denotaremos como ZocpMq. ˝

Lema A.11 Sea M P R ´ Mod. Entonces ZocpMq “ XtN § M | N ú Mu.
Además, las siguientes condiciones son equivalentes:

piq M P R ´ ssimp

piiq Cada submódulo de M es sumando directo de M

piiiq M es el único submódulo esencial de M

Proposición A.12 Para cualquier anillo R y cualquier clase de módulos X , te-

nemos que

Dp0q “ Ep0q “ R ´ ssimp Ñ DpX q
Demostración:

Probaremos que Dp0q “ Ep0q “ C.
(Dp0q Ñ Ep0q): Sea M P Dp0q. Entonces para todo N § M existe K hM tal que
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K{N – 0. Esto implica que K “ N y aśı, N h M para todo N § M . Por el lema

A.11, M es el único submódulo esencial de M y es tal que M{M – 0 P X . Por lo

tanto, M P Ep0q.

(Ep0q Ñ R ´ ssimp): Sea M P Ep0q. Entonces M{N – 0 para todo N ú M . Esto

implica que N “ M para todo N ú M y aśı, M es el único submódulo esencial

de M . Por el lema A.11, M P R ´ ssimp.

(R ´ ssimp Ñ Dp0q): Sea M P R ´ ssimp y N § M . Por el lema A.11, N h M .

Además, tenemos que N{N – 0 P X . Esto implica que M P Dp0q.

Notemos que Dp0q Ñ DpX q para cualquier clase X . ⌅

Proposición A.13 Sea X una clase de módulos. Entonces

piq R ´ ssimp ‘EpX q “ EpX q

piiq R ´ ssimp ‘DpX q “ DpX q

piiiq R ´ ssimp ‘HpX q Ñ DpX q

Demostración:

piqpÑq Sea M P R ´ ssimp ‘EpX q. Entonces M “ M
1

À
M

2

donde

M
1

P R ´ ssimp y M
2

P EpX q. Sea N ú M . Como M
1

P R ´ ssimp, tenemos que

M
1

§ N . Aśı, N “ M
1

ÀpM
2

XNq y

M{N “ pM
1

à
M

2

q{pM
1

àpM
2

XNqq – M
2

{pM
2

XNq.

Como N ú M , por el lema A.2 tenemos que M
2

XN ú M
2

. Dado que M
2

P EpX q,
tenemos que M{N – M

2

{pM
2

XNq P X . Por lo tanto, M P EpX q.

pÖq Sea M P EpX q. Entonces M – 0
À

M P R ´ ssimp
À

EpX q.



150 A. Algunas clases de módulos espećıficas

piiqpÑq Sea M P R ´ ssimp
À

DpX q. Entonces M “ M
1

À
M

2

donde

M
1

P R ´ ssimp y M
2

P DpX q. Sea N § M . Notemos que

M
2

` N “ M
2

` pMXNq “ MXpM
2

` Nq
“ pM

1

À
M

2

qXpM
2

` Nq “ ppN ` M
2

qXM
1

q À
M

2

por lo que ppN ` M
2

qXM
1

q h M
1

pues M P R ´ ssimp. Ahora, dado que

M
2

P DpX q, existe K h M
2

tal que K{pM
2

XNq P X . Notemos que

NXM
2

“ pNXM
2

qXK “ NXpM
2

XKq “ NXK, lo que implica que

pK ` Nq{N – K{pNXKq “ K{pNXM
2

q P X

Notemos que pK ` Nq h pM
2

` Nq pues K h M
2

. Como pM
2

` Nq h M , tenemos

que pK ` Nq h M y pK ` Nq{N P X . Por lo tanto, M P DpX q.

pÖq Sea M P DpX q. Entonces M – 0
À

M P R ´ ssimp
À

DpX q.

piiiq Tenemos R ´ ssimp
À

HpX q Ñ R ´ ssimp
À

DpX q “ DpX q. ⌅

Corolario A.14 Sea X P L
ext

. Entonces

EpX q “ pR ´ ssimp ‘pEpX qqpnqqpHpX qq

para cualquier n entero positivo.

Demostración:

Sea X P Ltextu. Entonces

pR ´ ssimp ‘pEpX qqpnqqpHpX qq “ pC‘EpX q‘pEpX qqpn´1qqpHpX qq

Por la proposición A.13, tenemos que

pR ´ ssimp ‘EpX q‘pEpX qqpn´1qqpHpX qq “ pEpX q‘pEpX qqpn´1qqpHpX qq
“ pEpX qpnqqpHpX qq
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Por la proposición 2.19, tenemos que

pR ´ ssimp ‘pEpX qqpnqqpHpX qq “ pEpX qpnqqpHpX qq “ EpX q

que es lo que queŕıamos probar. ⌅

Proposición A.15 Sea X una clase de módulos.

Entonces pR ´ ssimpqpHpX qq Ñ EpX q.
Demostración:

Sea M P pR ´ ssimpqpHpX qq. Entonces existe 0 Ñ N Ñ M Ñ M{N Ñ 0

sucesión exacta corta tal que N P R ´ ssimp y M{N P HpX q. Sea K ú M .

Entonces pKXNq ú N y como N P R ´ ssimp, tenemos que N § K. De esta

manera, pM{Nq{pK{Nq – M{K P X , lo que implica que M P EpX q. ⌅

Proposición A.16 DpR ´ ssimpq Ñ J para cualquier anillo R. Más aún,

DpR ´ ssimpq “ JXEpR ´ ssimpq.
Demostración:

Probaremos que DpR ´ ssimpq Ñ J . Sea M P DpR ´ ssimpq y 0 ‰ N § M .

Por el Lema de Zorn, podemos tomar K § M tal que es máximo con respecto a

N ú K. Probaremos que K h M .

Entonces existe LhM tal que K † L y L{K P R´ssimp. Aśı, existe un conjunto

A y tL
↵

{K § L{Ku
↵PA tales que L{K “ à

↵PA
L
↵

{K, K § L
↵

para cada ↵ P A y

L
↵

{K es simple para cada ↵ P A. Notemos que L “ ∞
↵PA L

↵

.

Ahora, si K ú L
↵

para alguna ↵ P A, entonces N ú L
↵

lo que implicaŕıa que

K “ L
↵

y aśı, 0 seŕıa simple. De esta manera, L
↵

{K “ 0 para toda ↵ P A y aśı,

L{K “ 0 de donde se sigue que L “ K, lo cual es una contradicción. Por lo tanto,

K û L
↵

para toda ↵ P A. Entonces existe 0 ‰ V
↵

§ L
↵

tal que KXV
↵

“ 0 para

cada ↵ P A. De esta manera, V
↵

“ V
↵

{pKXV
↵

q – pK ` V
↵

q{K § L
↵

{K, por

lo que V
↵

“ L
↵

{K pues L
↵

{K es simple para toda ↵ P A. Por lo tanto, existen

V
↵

§ M tales que L
↵

“ K ‘ V
↵

y V
↵

es simple para cada ↵ P A.
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Si V “ ∞
↵PA V

↵

, entonces L “ K ` V y V es semisimple. Por el lema A.11,

pKXV q h V , es decir, existe W § V tal que V “ pKXV q ‘ W . Notemos que

0 “ pKXV qXW “ V XpKXW q “ KXW

y

V “ pKXV q ` W “ pK ` W qXpV ` W q “ pK ` W qXV

lo que implica que V Ñ K ` W . Y aśı,

L “ K ` V Ñ K ` pK ` W q “ K ` W Ñ K ` V “ L

por lo que L “ K ` W y entonces K h L. Se concluye que K h M y esto prueba

que M P J .

Por otro lado, tenemos que DpR´ ssimpq Ñ J y DpR´ ssimpq Ñ EpR´ ssimpq
lo que implica que DpR ´ ssimpq Ñ JXEpR ´ ssimpq. Además, por el lema A.3

tenemos que JXEpR ´ ssimpq Ñ DpR ´ ssimpq.
Por lo tanto, DpR ´ ssimpq “ JXEpR ´ ssimpq. ⌅

Corolario A.17 Si R es un anillo tal que
R

R P DpR ´ ssimpq, entonces M P J
para todo módulo ćıclico M .

A.4. La clase de módulos con dimensión unifor-

me finita

Definición A.18 Sea R un anillo. Un R´módulo M tiene dimensión uniforme

finita, o también llamada dimensión de Goldie, si M no tiene una suma directa

infinita de submódulos distintos de cero. ˝

Denotaremos como U a la clase de todos los módulos con dimensión uniforme

finita.

Definición A.19 SeaM un módulo. Diremos queM es uniforme si todo submódu-

lo distinto de cero de M es esencial en M . ˝
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Lema A.20 Sea M un módulo con dimensión uniforme finita. Entonces todo

submódulo 0 ‰ N § M contiene un submódulo uniforme.

Demostración:

Por contradicción, supongamos que existe 0 ‰ N § M tal que N no tiene

submódulos uniformes. De esta manera, tomemos A
0

§ N tal que A
0

no sea

uniforme. Tomemos A
1

, B
1

P A
0

tales que 0 ‰ A
1

, 0 ‰ B
1

y A
1

‘B
1

§ A
0

. Enton-

ces A
1

, B
1

no son uniformes. Aśı, tomemos A
2

, B
2

P A
1

tales que 0 ‰ A
2

,

0 ‰ B
2

y A
2

‘B
2

§ A
1

. Entonces A
2

‘B
2

‘B
1

§ A
1

‘B
1

§ N y A
2

, B
2

no son

uniformes. Continuando con este proceso, tendŕıamos una suma directa infinita

B
1

‘B
2

‘ ¨ ¨ ¨ § M , lo cual contradice que M tiene dimensión uniforme finita. Por

lo tanto, todo submódulo de M distinto de cero tiene un submódulo uniforme.⌅

Lema A.21 Si existen n P Z` y submódulos uniformes U
i

§ M , con

i “ 1, 2, . . . , n, tales que U
1

‘U
2

‘ ¨ ¨ ¨ ‘U
n

ú M, entonces cualquier suma directa

N “ N
1

‘ N
2

‘ ¨ ¨ ¨ ‘ N
k

, con N
i

§ M , tiene k § n sumandos.

Demostración:

Sea U “ U
1

‘ U
2

‘ ¨ ¨ ¨ ‘ U
n

ú M . Tomemos N 1
i

“ N
i

XU ‰ 0. De esta manera,

N 1
1

‘N 1
2

‘¨ ¨ ¨N 1
k

§ U . Sea N̂ “ N
2

‘N
3

‘¨ ¨ ¨‘N
k

. Entonces existe 0 † j § k tal que

N̂XU
j

“ 0. Sin pérdida de generalidad, tomemos j “ 1. Entonces N̂ § pU{U
1

q y

aśı, dimpN̂q “ k ´ 1 § n ´ 1 “ dimpU{U
1

q. Por lo tanto, k § n y N tiene k § n

sumandos. ⌅

Proposición A.22 M tiene dimensión uniforme finita si y sólo si existen n P Z`

y submódulos uniformes U
i

§ M , con i “ 1, 2, . . . , n, tales que

nà
i“1

U
i

ú M.

En este caso, n es un invariante del módulo y es llamado la dimensión uniforme

de M .

Demostración:

pñq Supongamos que M tiene dimensión uniforme finita. Entonces M no tiene

una suma directa infinita de submódulos distintos de cero. Por el lema A.20, existe



154 A. Algunas clases de módulos espećıficas

U
1

§ M tal que U
1

es uniforme. Si U
1

ú M , entonces acabaŕıamos la demostra-

ción. Si U
1

û M , entonces tomemos U
2

§ M tal que U
2

es uniforme y U
1

‘U
2

§ M .

Si U
1

‘U
2

ú M , entonces acabaŕıamos la demostración. Si U
1

‘U
2

û M , entonces

tomemos U
3

§ M tal que U
3

es uniforme y U
1

‘ U
2

‘ U
3

§ M . Continuando con

este proceso, tendŕıamos una suma infinita U
1

‘ U
2

‘ U
3

‘ ¨ ¨ ¨ § M , pero por

hipótesis no existen sumas infinitas. Por lo tanto, existe n ° 0 positivo tal que

U
1

‘ U
2

‘ ¨ ¨ ¨ ‘ U
n

ú M con U
i

uniforme.

pq Supongamos que existen n P Z` y submódulos uniformes U
i

§ M , con

i “ 1, 2, . . . , n, tales que U
1

‘ U
2

‘ ¨ ¨ ¨ ‘ U
n

ú M. Supongamos que M tiene una

suma directa infinita de submódulos distintos de cero. Por el lema A.21, no existe

una suma directa finita U
1

‘ U
2

‘ ¨ ¨ ¨ ‘ U
n

de submódulos uniformes tales que

U
1

‘U
2

‘¨ ¨ ¨‘U
n

ú M , lo cual es una contradicción con la hipótesis. Por lo tanto,

M no tiene una suma directa infinita y M tiene dimensión uniforme finita. ⌅

Proposición A.23 U ‘ U “ U para cualquier anillo R.

Demostración:

pÑq Sea M P U ‘ U . Entonces M “ M
1

‘ M
2

tal que M
1

y M
2

tienen dimensión

uniforme finita. Entonces existen n
1

, n
2

° 0 y U
1

, . . . , U
n1 § M

1

y V
1

, . . . , V
n2 § M

2

uniformes tales que

pU
1

‘ U
2

‘ ¨ ¨ ¨U
n1q ú M

1

y pV
1

‘ V
2

‘ ¨ ¨ ¨V
n2q ú M

2

. Por el lema A.2, tenemos

que

pU
1

‘ U
2

‘ ¨ ¨ ¨U
n1q ‘ pV

1

‘ V
2

‘ ¨ ¨ ¨V
n2q ú M

1

‘ M
2

“ M.

Por lo tanto, M P U .

pÖq Sea M P U . Como 0 P U , tenemos que M “ M ‘ 0 P U ‘ U . ⌅

Proposición A.24 U P R ´ sext.

Demostración:

Sea M P U y N § M . Supongamos que N R U . Entonces N contiene una suma

directa infinita de submódulos no cero, lo que implica que M contiene una suma

directa finita de submódulos no cero, lo cual contradice que M P U . Por lo tanto,
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N P U . Por otro lado, por el corolario 2.7, sólo debemos probar que U2 “ U . La
contención U Ñ U2 es clara. Supongamos que M P U2. Entonces existe

0 Ñ N Ñ M Ñ M{N Ñ 0 tal que N,K P U . Por el lema 2.15, existe K § M tal

que NXK “ 0 y N ‘ K ú M . Aśı, K § M{N P U lo que implica que K P U .
Además, notemos que N ‘ K P U ‘ U y por la proposición A.23, N ‘ K P U .
Entonces existen n ° 0 y U

i

§ N ‘ K uniformes tales que

U
1

‘ U
2

‘ . . .‘U
n

ú N ‘ K ú M . Por lo tanto, M P U . ⌅
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Apéndice B

El conjunto de filtros lineales

R ´ fil

Definición B.1 Sea F “ tI
↵

| ↵ P Au una familia de ideales de un anillo R y

consideremos las siguientes condiciones:

pL1q Si I, J P F, entonces IX J P F

pL2q Si I P F e I Ñ J , entonces J P F

pL3q Si I P F y r P R, entonces pI : rq P F

Diremos que F es un filtro lineal de R si satisface las condiciones pL1q, pL2q y

pL3q. Denotaremos como R ´ fil al conjunto de todos los filtros lineales de R. ˝

Ejemplo B.2 Sea ⇣ “ tI § R | I ú Ru Ñ R. Entonces ⇣ es un filtro lineal. ˝

Definición B.3 Sea F P R ´ fil. Diremos que F es Jansiano si es cerrado bajo

intersecciones arbitrarias. ˝

Definición B.4 Sea F P R ´ fil. Diremos que M P R ´ Mod es de F´torsión

si p0 : mq P F para cada m P M , y denotaremos como TF a la clase de todos los

módulos de F´torsión. ˝

Teorema B.5 Existe una correspondencia biyectiva entre R´pretors y los filtros

lineales de ideales izquierdos de R.

157
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Demostración:

Sea F P R ´ fil. Probaremos que TF P R ´ pretors. Sea M P TF.

piq Si N § M , como p0 : mq P F para toda m P M , entonces p0 : nq P F, por lo

que N P TF.

iiq Si N § M , notemos que p0 : mq Ñ p0 : m ` Nq, por lo que p0 : m ` Nq P F

y aśı, M{N P TF.

piiiq Sea tM
↵

u
↵PA una familia de elementos en TF y m1 “ pm

↵

q
↵PA P à

↵PA
M

↵

. De

esta manera, existe B Ñ A finito tal que m
�

‰ 0 para cada � P B y

pm
�

q
�PB “ pm

↵

q
↵PA “ m1. Por lo tanto, p0 : m

�

q P F para cada � P B y

p0 : m1q “ Xtp0 : m
�

q | � P Bu P F pues F es cerrado bajo intersecciones

finitas. Por lo tanto,
à
↵PA

M
↵

P TF.

Por otro lado, sea X P R ´ pretors. Probaremos que existe un único F P R ´ fil

tal que X “ TF. Sea FX “ tI § R | R{I P X u.

piq Sea I
1

, I
2

P FX . Entonces R{I
1

, R{I
2

P X . Notemos que

R{pI
1

X I
2

q – N § R{I
1

‘ R{I
2

. Dado que X P R ´ pretors, tenemos que

R{I
1

‘ R{I
2

P X y aśı N P X . Por lo tanto, R{pI
1

X I
2

q P X lo que implica

que I
1

X I
2

P FX .

piiq Sea I, J § R ideales tales que I § J e I P FX . Entonces R{I P X . Notemos

que R{J – pR{Iq{pJ{Iq. Dado que X P R ´ pretors, entonces

pR{Iq{pJ{Iq P X . Por lo tanto, R{J P X lo que implica que J P FX .

piiiq Sea I P FX y r P R. Entonces R{I P X . Notemos que

R{pI : rq “ R{p0 : pr ` Iqq – Rpr ` Iq “ pRr ` Iq{I § R{I.

Dado que X P R´pretors, entonces Rpr`Iq P X . Por lo tanto, R{pI : rq P X
lo que implica que pI : rq P FX para cada r P R.
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Concluimos que FX P R ´ fil. Por otro lado, tenemos que

TFX “ tM P R ´ Mod | p0 : mq P FX @ m P Mu
“ tM P R ´ Mod | R{p0 : mq P X @ m P Mu
“ tM P R ´ Mod | Rm P X @ m P Mu
“

#
M P R ´ Mod

ˇ̌̌̌
ˇ M “

ÿ
mPM

Rm P X
+

“ X

. ⌅

Definición B.6 Sea F P R ´ fil. Diremos que F es filtro de Gabriel si satisface

la siguiente condición:

pL4q Si I § R y J P F tal que pI : jq P F para cada j P J , entonces I P F ˝

Teorema B.7 Existe una correspondencia biyectiva entre R ´ tors y los filtros

de Gabriel de ideales izquierdos de R.

Notemos que R ´ fil está parcialmente ordenado por la inclusión.

Proposición B.8 Sea A un conjunto y tF
↵

u
↵PA una familia de elementos de

R ´ fil. Entonces £
↵PA

F
↵

P R ´ fil.

Demostración:

piq Sea I, J P ì
↵PA F

↵

e I Ñ J . Entonces I, J P F
↵

para toda ↵ P A. Como F
↵

es cerrada bajo intersecciones para cada ↵ P A, entonces IX J P F
↵

para toda

↵ P A. Esto implica que IX J P ì
↵PA F

↵

. Por lo tanto,
ì
↵PA F

↵

es cerrada bajo

intersecciones.

piiq Sea I, J P ì
↵PA F

↵

e I Ñ J . Entonces I, J P F
↵

para toda ↵ P A. Como F
↵

es cerrada bajo super ideales para cada ↵ P A, entonces J P F
↵

para toda ↵ P A.

Esto implica que J P ì
↵PA F

↵

. Por lo tanto,
ì
↵PA F

↵

es cerrada bajo super ideales.
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piiiq Sea I P ì
↵PA F

↵

y r P R. Entonces I P F
↵

para toda ↵ P A. Como F
↵

es cerrada bajo trasladados para cada ↵ P A, entonces pI : rq P F
↵

para toda

↵ P A. Esto implica que pI : rq P ì
↵PA F

↵

. Por lo tanto,
ì
↵PA F

↵

es cerrada bajo

trasladados.

Esto prueba que
£
↵PA

F
↵

P R ´ fil. ⌅

Corolario B.9 Sea A un conjunto y tF
↵

u
↵PA una familia de elementos de R´fil.

Entonces £
tG P R ´ fil | F

↵

Ñ G @ ↵ P Au P R ´ fil.

Teorema B.10 R ´ fil es una ret́ıcula completa.

Demostración:

Por los resultados anteriores, tenemos que£
↵PA

F
↵

P R ´ fil y
£

tG P R ´ fil | F
↵

Ñ G @ ↵ P Au P R ´ fil

para cualquier conjunto A y cualquier familia tF
↵

u
↵PA de elementos de R ´ fil.

Probaremos que©
↵PA

F
↵

“
£
↵PA

F
↵

y
™
↵PA

F
↵

“
£

tG P R ´ fil | F
↵

Ñ G @ ↵ P Au

piq Es claro que
£
↵PA

F
↵

§ F
↵

para toda ↵ P A. Supongamos que existe

G P R ´ fil tal que G § F
↵

para toda ↵ P A. Pero esto implica que

G §
£
↵PA

F
↵

. Concluimos que
©
↵PA

F
↵

“
£
↵PA

F
↵

.

piiq Sea F1 “ ì tG P R ´ fil | F
↵

Ñ G @ ↵ P Au. Notemos que

F
↵

§ F1 para toda ↵ P A. Supongamos que existe G P R ´ fil tal que

F
↵

§ G para toda ↵ P A. Pero esto implica que F1 § G. Concluimos que™
↵PA

F
↵

“ F1 “
£

tG P R ´ fil | F
↵

Ñ G @ ↵ P Au. ⌅

La ret́ıcula completa R ´ fil tiene como menor elemento a

⌘rRs “ tI § R | R § Iu “ tRu y como mayor elemento a ⌘r0s “ tI § R | 0 § Iu.
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Definición B.11 Sea F,G P R ´ fil. Definimos el producto de F por G como

FG “ tI § R | D J P G tal que I § J y J{I es de F´torsiónu.

Notemos que J{I es de F´torsión si pI : aq P F para toda a P J .

Proposición B.12 Si F P R ´ fil y H ‰ X Ñ R ´ fil, entonces

Fpì
GPX Gq “ ìtFG | G P X u.

Demostración:

Sea F1 “ ìtFG | G P X u.

pÑq Supongamos que I P Fpì
GPX Gq. Entonces existe J P pì

GPX Gq tal que

pI : aq P F para toda a P J . Como J P pì
GPX Gq, entonces J P G para toda

G P X . De esta manera, I P FG para toda G P X . Por lo tanto, I P F1.

pÖq Supongamos que I P F1. Entonces, para cada G P X existe JG P G tal que

I § JG y pI : aq P F para toda a P JG. Entonces J “ ∞
GPX JG P pì

GPX Gq. De
esta manera, I § J y pI : aq P F para toda a P J . Por lo tanto, I P Fpì

GPX Gq.
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Glosario de ret́ıculas y grandes

ret́ıculas definidas por cerraduras

R ´ tors .

Ret́ıcula de todas las clases de torsión hereditaria.

R ´ tors “ Lt§,⇣,‘,extu
Ejemplo: La clase tM P R ´ Mod | IM “ 0u con I ideal idempotente.

Supremo arbitrario:
™
↵PA

X
↵

“ htors

˜§
↵PA

X
↵

¸
R ´ tors es distributiva.

R ´ tors es marco.

R ´ tors es fuertemente pseudocomplementada:

XKt§,⇣,ext,‘u “ tM P R ´ Mod | subquotpMqXX “ t0uu

R ´ ss .

Gran ret́ıcula de todas las clases de Serre.

R ´ ss “ Lt§,⇣,extu
Ejemplo: La clase A de todos los módulos artinianos.

Supremo arbitrario:
™
↵PA

X
↵

“ serre

˜§
↵PA

X
↵

¸
R ´ ss es distributiva.

R ´ ss es gran marco.

R ´ ss es fuertemente pseudocomplementada:

XKt§,⇣,extu “ tM P R ´ Mod | subquotpMqXX “ t0uu
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R ´ pretors .

Ret́ıcula de todas las clases de pretorsión hereditaria.

R ´ pretors “ Lt§,⇣,‘u
Ejemplo: La clase R ´ ssimp de todos los módulos semisimples.

Supremo arbitrario:
™
↵PA

X
↵

“ �

˜à
↵PA

M
↵

¸
R ´ pretors es modular.

R ´ pretors es fuertemente pseudocomplementada:

XKt§,⇣,‘u “ 'pX qKt§,⇣,‘,extu

R ´ sext .

Gran ret́ıcula de todas las clases de módulos cerradas bajo submódulos y

extensiones exactas.

R ´ sext “ Lt§,extu
Ejemplo: La clase de todos los módulos con dimensión uniforme finita.

Supremo arbitrario:
™
↵PA

X
↵

“ sext

˜§
↵PA

X
↵

¸
R ´ sext es fuertemente pseudocomplementada:

XKt§,extu “ tM P R ´ Mod | subpMqXX “ t0uu

R ´ qext .

Gran ret́ıcula de todas las clases de módulos cerradas bajo cocientes y ex-

tensiones exactas.

R ´ qext “ Lt⇣,extu

Supremo arbitrario:
™
↵PA

X
↵

“ qext

˜§
↵PA

X
↵

¸
R ´ qext es fuertemente pseudocomplementada:

XKt⇣,extu “ tM P R ´ Mod | quotpMqXX “ t0uu
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R ´ subdsum .

Gran ret́ıcula de todas las clases de módulos cerradas bajo submódulos y

sumas directas.

R ´ subdsum “ Lt§,‘u

R ´ Pretors .

Gran ret́ıcula de todas las clases de módulos cerradas bajo cocientes y sumas

directas.

R ´ Pretors “ Lt⇣,‘u

R ´ ad .

Gran ret́ıcula de todas las clases aditivas.

R ´ ad “ Lt§,⇣,‘nu
Ejemplos: La clase S! de todos los módulos superfluos. La clase R´fgssimp

de todos los módulos semisimples finitamente generados.

Supremo arbitrario:
™
↵PA

X
↵

“ ad

˜§
↵PA

X
↵

¸

R ´ subdfsum .

Gran ret́ıcula de todas las clases de módulos cerradas bajo submódulos y

sumas directas finitas.

R ´ subdfsum “ Lt§,‘nu

Supremo arbitrario:
™
↵PA

X
↵

“ subdfsum

˜§
↵PA

X
↵

¸

R ´ quotdfsum .

Gran ret́ıcula de todas las clases de módulos cerradas bajo cocientes y sumas

directas finitas.

R ´ quotdfsum “ Lt⇣,‘nu

Supremo arbitrario:
™
↵PA

X
↵

“ quotdfsum

˜§
↵PA

X
↵

¸
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R ´ op .

Gran ret́ıcula de todas las clases abiertas.

R ´ op “ Lt§,⇣u
Ejemplo: La clase R ´ simp de todos los módulos simples.

Supremo arbitrario:
™
↵PA

X
↵

“
§
↵PA

X
↵

R ´ ss es distributiva.

R ´ ss es gran marco.

R ´ ss es fuertemente pseudocomplementada:

XKt§,⇣u “ tM P R ´ Mod | subquotpMqXX “ t0uu

R ´ sub .

Gran ret́ıcula de todas las clases hereditarias.

R ´ sub “ Lt§u
Supremo arbitrario:

™
↵PA

X
↵

“
§
↵PA

X
↵

R ´ sub es distributiva.

R ´ sub es marco.

R ´ sub es fuertemente pseudocomplementada:

XKt§u “ tM P R ´ Mod | subpMqXX “ t0uu

R ´ quot .

Gran ret́ıcula de todas las clases cohereditarias.

R ´ quot “ Lt⇣u
Supremo arbitrario:

™
↵PA

X
↵

“
§
↵PA

X
↵

R ´ quot es distributiva.

R ´ quot es marco.

R ´ quot es fuertemente pseudocomplementada:

XKt⇣u “ tM P R ´ Mod | quotpMqXX “ t0uu
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R ´ dfsum .

Gran ret́ıcula de todas las clases de módulos cerradas bajo sumas directas

finitas.

R ´ dfsum “ Lt‘nu

R ´ dsum .

Gran ret́ıcula de todas las clases de módulos cerradas bajo sumas directas.

R ´ dsum “ Lt‘u

R ´ ext .

Ret́ıcula de todas las clases de módulos cerradas bajo extensiones exactas.

R ´ ext “ Ltextu

R ´ adco .

Clase de todas las clases aditivas completas.

R ´ pretors Ñ R ´ adco Ñ R ´ ad

R ´ adac .

Conjunto de todas las clases aditivas acotadas.

Ejemplo: La clase R´fgssimp de todos los módulos semisimples finitamente

generados.

R ´ adac Ä R ´ ad
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