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Introduccion

El estudio de la teoria de anillos a través de las clases de mdédulos ha sido de gran
importancia. Un ejemplo de esta situacion es el estudio de clases de modulos de
torsion hereditaria y su relacién con los filtros de Gabriel en el anillo. En [23], F.
Raggi y C. Signoret estudiaron las clases de Serre y una relacién que existe con

ciertos filtros lineales en el anillo.

Ademas, el estudio por si solo de clases de médulos como grandes reticulas ha
tenido un gran auge en los dltimos veinte anos. En [2], A. Alvarado, H. Rincén y
J. Rios estudiaron las estructuras reticulares de las clases naturales y conaturales;
en [21], F. Raggi, J. Rios y R. Wisbauer estudiaron la estructura reticular de las
clases de pretorsion hereditaria; y en [22], F. Raggi y C. Signoret estudiaron la

estructura reticular de las clases de Serre.

Durante los ultimos quince anos, el estudio de la estructura reticular de las
clases de modulos definidas mediante de propiedades de cerradura ha estado en
pleno apogeo. En [1], A. Alvarado, H. Rincén y J. Rios estudiaron, por medio
de sus propiedades de cerradura, las reticulas de clases de torsion hereditaria y
pretorsion hereditaria, asi como la gran reticula de clases abiertas. También in-
cluyeron dos grandes reticulas de clases de modulos que fueron estudiadas por
medio de este enfoque. En [9], J. Dauns y Y. Zhou recopilaron el estudio a fondo
de las clases de torsion, pretorsion y naturales por medio de sus propiedades de

cerradura.

También, en los ultimos anos, se han estudiado cierto tipo de clases de médulos
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que son “generadas” a partir de clases de modulos dadas. Al proceso de obtener
estas clases, lo llamaremos la aplicacion de operadores en clases de modulos. En
[6], I. Crivei y S. Crivei introdujeron ocho operadores, los cuales tienen relacién
directa en su mayoria con las reticulas de clases naturales y conaturales. En [24],
P. Smith introdujo tres operadores que tienen relacion directa con las grandes

reticulas de clases de Serre, clases hereditarias y clases cohereditarias.

En este trabajo se estudia la estructura reticular de reticulas y grandes reticu-
las ya estudiadas por diversos investigadores, pero con el enfoque de operadores.
Ademas, se estudia la clase de las clases aditivas y se estudia su estructura reticu-
lar. También, se introducen dos grandes reticulas derivadas de la clase de clases

aditivas.

En el capitulo 1 se dan los preliminares para el estudio de reticulas y grandes

reticulas de clases de médulos conocidas y estudiadas en la literatura.

En el capitulo 2 se estudian a detalle las grandes reticulas de clases abiertas,
clases hereditarias y clases cohereditarias, las reticulas de clases de torsién here-
ditaria, clases de pretorsion hereditaria y clases naturales, la gran reticula de las

clases de Serre y las grandes reticulas R — sext y R — gext.

En el capitulo 3 se introducen nuevos operadores de clases de médulos y se
estudian las propiedades de cerradura de algunas clases asociadas. Dichos opera-
dores son los duales de algunos estudiados en [6] y [24] por I. Crivei, S. Crivei y
P. Smith.

En el capitulo 4 se introduce la clase de clases de médulos llamada R — ad
y a sus elementos, clases aditivas, consideradas por Walker y Walker en [27]. Se
estudia su estructura reticular y una relacion que existe con ciertos filtros lineales.
También se introducen dos clases de médulos, llamadas R— sdf sum y R— qdf sum,

derivadas de la clase de clases aditivas y se estudian sus estructuras reticulares.
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Este trabajo contiene dos apéndices. En el primero se estudia cierto tipo de
clases de médulos y sus propiedades de cerradura con respecto a algunos opera-
dores. En el segundo se presenta el conjunto de filtros lineales de un anillo R y
la relacién que existe entre ellos y las clases de torsién hereditaria y pretorsion

hereditaria.
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Capitulo 1

Preliminares

A lo largo del trabajo, usaremos la nocién de conjunto basada en los axiomas de
Zermelo-Fraenkel con el Axioma de Eleccién. En la teoria de conjuntos y sus apli-
caciones, una clase es una coleccion de conjuntos que puede ser definida en forma
no ambigua por una o varias propiedades que satisfacen sus miembros. Formal-
mente, si ¢(x,p1,...,p,) es una férmula, llamamos a C' = {z | ¢(x,p1,...,pn)}
la clase de los conjuntos que satisfacen la formula; es decir, x € C' si y solo si
&(z,p1,...,pn) [15]. Sin embargo, manejamos las clases y los conjuntos en for-
ma muy similar. A continuaciéon introduciremos nociones basicas de la Teoria de

Modulos y la Teoria de Reticulas que seran utilizadas en este trabajo.

1.1. Teoria de Moddulos

Esta seccion esta constituida por tres partes: médulos, homomorfismos y ope-
raciones de modulos. De aqui en adelante, consideraremos a todo anillo R como

anillo asociativo con 1.

1.1.1. Moébdulos, submodulos y médulos cociente

Sea R un anillo y M un grupo abeliano aditivo. Diremos que M es un R—mddu-

lo izquierdo si existe una funcion
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p:RxM — M

(r,m) = rm
tal que
i) r(m+m') =rm+rm
it) (r+r")m=rm+1r'm
iti) (rr")ym = r(r'm)
iw) Im=m

para toda 7,7’ € Ry para toda m,m’ € M.

De aqui en adelante, entenderemos por moédulo a un R—modulo izquierdo.

Ejemplo 1.1 Sea GG un grupo abeliano. Entonces G' es un Z—moadulo. =
Ejemplo 1.2 Si R es un anillo, entonces R es un R—médulo. =

Ejemplo 1.3 Sea V un espacio vectorial sobre un campo K. Entonces V' es un

K —moédulo. o

Sea M un moédulo y N € M. Diremos que N es submodulo de M, que denota-
remos como N < M, si es un subgrupo de M cerrado bajo la multiplicacién por

escalar de elementos en R. Si N # M, diremos que N es submaodulo propio de M.

Si N < M, el modulo cociente de M sobre N es el mdédulo
M/N ={m+ N |me M}

donde la operacién suma es la suma usual de grupos cociente (aditivos) y la mul-

tiplicacién por escalar estd definida como r(m+ M') := rm+ M’ para toda r € R.

Diremos que un médulo M es finitamente generado si existe un conjunto finito

{mqy,ma,...,mp} < M tal que M = ZRmi. Si M = Rm para algin m € M,
i=1
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diremos que M es ciclico.

Diremos que un médulo 0 # M es simple si 0 y M son sus tnicos submodulos.

Notemos que todo moédulo simple es ciclico.

1.1.2. Homomorfismos de médulos y Teoremas de Isomor-

fismo

Sean M, N médulos y f : M — N una funcién. Diremos que f es un R-

homomorfismo de maodulos si
i) fm+m') = f(m)+ f(m)
it) f(rm) =rf(m)

para toda m,m’ € M y para toda r € R.

De aqui en adelante, entenderemos por homomorfismo a un R—homomorfismo de
moédulos.

Sea f: M — N un homomorfismo. Diremos que
» [ es monomorfismo (0 mono) si f es inyectivo
» [ es epimorfismo (o epi) si f es sobreyectivo

s f es isomorfismo si f es mono y epi. Usaremos la notacién M =~ N para

decir que f: M — N es un isomorfismo.

De esta manera, si N < M entonces la inclusion natural i : N — M es mono, y

la proyeccion natural p : M — M /N es epi con Ker p = N.

Sea f: M — N un homomorfismo. Entonces
» Ker f={meM]| f(m)=0}<M

s Im f={neN| ImeM tal que f(m)=n} <N
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Observacion 1.4 Si f: M — N es homomorfismo, entonces
i) f es mono siy sélo si Ker f =0
i1) fesepisiysolosiIm f=N o

Los Teoremas de Isomorfismo de Noether tienen su equivalente en la Teoria de

Moédulos, y son los siguientes.

Teorema 1.5 (Primer Teorema de Isomorfismo para médulos)

Sif: M — N es homomorfismo, entonces

M/(Ker f)~Im f

Demostracion:

Counsideremos la funcién

o:M/(Ker f) — Imf
m+ Ker f — f(m)

Si f(m) = f(m'), entonces f(m —m’) = 0, por lo que m —m’ € Ker f. Asi,
m + Ker f =m'+ Ker f. Por lo tanto, ¢ es mono. Por otro lado, ¢ es epi pues

Im o = Im f. De esta manera, ¢ es un isomorfismo. ]

Teorema 1.6 (Segundo Teorema de Isomorfismo para médulos)
Si NJK < M,entonces K < K+N,NnK<Ny

N/(N A K) = (N + K)/K

Demostraciéon:

Sea p: M — M/K la proyeccién natural y f = p |n. Asi,
Ker f={n+K|neK}=NNK
e Imf={n+K|neN}={n+k+K|neNkeK}=(N+K)/K.

Por el Teorema 1.5,

N/(N A K) = (N + K)/K
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Teorema 1.7 (Tercer Teorema de Isomorfismo para médulos)
Si N, K < M tales que K < N, entonces N/K < M/K 'y

(M/K)/(N/K) = M/N

Demostracién:
Sea f: M/K — M/N. De esta manera,

Ker f={m+ K |meN}=N/K

Ademés, Im f={m+ K |me M} ={m+ N |me M} =DM/N pues K < N.
Por el Teorema 1.5,
(M/K)/(N/K) = M/N

El siguiente resultado caracteriza a los médulos ciclicos.

Lema 1.8 Sea M un médulo. Entonces M es ciclico si y sélo si M =~ R/I para

algtin ideal I < R. Més aun, si M = Rm para algin m € M, entonces
I={reR|rm=0}

Demostracion:

(=) Supongamos que M = Rm para algin m € M. Definimos f : R — M como
f(r) = rm. Entonces f es homomorfismo y ademéds f es epi. Por el Teorema 1.5,
R/(Ker f)~Im f= M, donde Ker f ={re R|rm =0} <R.

(<) Notemos que R/I = R(1 + I) pues 1 € R. Supongamos que f : R/I — M es
isomorfismo para algin I < R. Entonces existe m € M tal que f(1+ I) = m. De

esta manera, M = Im f = Rm.
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1.1.3. Sumas directas y productos directos de modulos y

sucesiones exactas de modulos.

Sea {M,;}ic; una familia de mddulos, donde I es un conjunto.

El producto directo de {M;};cr es el médulo
1€l

cuyas operaciones estan definidas como
(mq) + (n;) = (m; + ny) y r(m;) = (rm;)
para toda m; € M;,n; € N;,r € Ry para toda i€ I.

La suma directa de {M;};c; es el médulo

@ M; = {(m;) | m; = 0 para casi toda m; € M;} < HMz

el el

Llamaremos proyeccion natural del producto directo al homomorfismo

D; H M; — M; dado por (m;) & m;

iel

e inclusion natural del producto directo al homomorfismo

)\i:Mi—>HM,- dado por mi'ﬁ(0,0,...,O, m; ,0,...,0,...).

el C o L
1-esima posicion

Tenemos que p;\; = 1y, para toda ¢ € I, mientras que p; Ay = 0 si i # k. Ademas,
Pi, A\; estan definidas para @ M; v son tales que Z Aipi = 1o, M,
el el
Teorema 1.9 Sean {M,},c; médulos dados y las inclusiones naturales
Ai © M; — @ M;. Entonces la pareja (D,c; M, {\i}ier) cumple con la siguiente

el
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Propiedad Universal de la Suma Directa: Para todo médulo X junto con

una familia de homomorfismos f; : M; — X existe un tinico homomorfismo
©: @ M, - X
el

tal que ¢ o \; = f; para toda 7 € I.
Ademas, si existe otra pareja (A, {«; : M; — A}icr) que cumple con la propiedad,
entonces A =~ @,_; M;.

Demostracién:

Sean p; : @,.; M; — M, las proyecciones naturales. Definimos

p: @M —X  como @((m)) =) fipi((mi))

el el

Como casi todos los p;(m;) son cero, la suma en X es finita, por lo que ¢ esta

bien definida. Notemos que ¢ es homomorfismo de moédulos y

poXi(mi) = > fipehi(mi) = fi(my),

kel

por lo que ¢ hace conmutar el tridngulo

Supongamos que existe otra ¢ : @,.; M; — X que hace conmutar el tridngulo

anterior. Entonces

G((ma)) = Y Api((mi) = Y eApi((ma) = Y fips((ma)) = ¢((ma))

iel iel el

lo que implica que ¥ = ¢.
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Por otro lado, supongamos que existe otra pareja (A, {«a; : M; — A}icr) que
cumple con la propiedad universal de la suma directa. Consideremos el siguiente

diagrama:
lom; 1a

D M,

el

De esta manera, tenemos que Vop =1,y p oW = lg,, y por lo tanto
Q: @ M; — A es isomorfismo. |

el
El siguiente resultado es dual al Teorema 1.9.

Teorema 1.10 Sean {M;};c; médulos dados y las proyecciones naturales

D; H M; — M;. Entonces la pareja (] [.c; Mi, {pi}ier) cumple con la siguiente

el

Propiedad Universal del Producto Directo: Para todo mdédulo X junto con

una familia de homomorfismos f; : X — M, existe un tinico homomorfismo

p: X — H M;
iel
tal que p; o ¢ = f; para toda i € I.
Ademas, si existe otra pareja (A, {o; : A — M,;}icr) que cumple con la propiedad,
entonces A = [ [,.; M;. |

Observacién 1.11 Sea {M,},c; una familia de mddulos. Si |I| = n para algin

n € N, entonces

Mi:@Mi:M1®M2®"'®Mn

n
i=1 i=1

(]

Sean N, My, My < M. Diremos que M es la suma directa (interna) de My y M,,
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que denotaremos como M = M, @ M, si
MlﬁMQZO y M1+M2:M

Diremos que N es sumando directo de M, que denotaremos como N @ M, si existe
K < M tal que M = N&@ K.

Sean f, g dos homomorfismos tales que M’ I M % M”. Diremos que la sucesion
es exacta en M si Im f = Ker g. En ese caso, diremos que M’ LM S M es

exacta.
Observacion 1.12 Sean M, M’', M" médulos y f, ¢ homomorfismos. Entonces
i) 0 — M’ I, M es exacta si y sélo si f es mono
ii) M %> M" — 0 es exacta si y s6lo si g es epi
iii) 0 > M I M’ — 0 es exacta si y sélo si f es isomorfismo

iv) Si M’ LM S M es exacta, con f epi y g mono, entonces M = 0. Se

concluye que si 0 - M — 0 es exacta, entonces M = 0 =

Sio>MS5ML M —0es exacta, tenemos que
Imix~M y M/(Im i)~ M/(Ker f)~Im f~M"

A este tipo de sucesiones les llamaremos sucesiones exactas cortas. A través de
este enfoque, podemos reescribir el Tercer Teorema de Isomorfismo de la siguiente

forma.

Teorema 1.13 (Segunda versién del Tercer Teorema de Isomorfismo
para mdédulos)

Si N, K < M tales que K < N, entonces existe una sucesion exacta corta

0> N/K - M/K— M/N —0
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Demostracién:
Sea f: M/K — M/N. De esta manera,

Ker f={m+ K |meN}=N/K

Ademés, Im f={m+ K |me M} ={m+ N |meM}=M/N pues K < N.

Por lo tanto, tenemos la sucesion exacta corta
0— N/K - M/K L M/N =0
donde Ker f=N/K y f es epi. [

Sea N < M. Diremos que N es esencial en M si para cada L < M, NNL =0
implica L = 0. Diremos que N es superfluo en M siparacada L < M, N+L =M
implica L. = M. Usaremos la notacion N < M y N « M para decir que N es

esencial en M y superfluo en M, respectivamente.

7 P ., . .,
Sea 0 > A - B = C — 0 una sucesién exacta corta. Diremos que la sucesion

exacta se escinde si existe 7 : C' — B tal que poj = 1¢.

Teorema 1.14 Sean A, B € R — Mod tales que i : A — B es mono. Entonces A

es sumando directo de B si y sélo si existe p: B — A tal que poi = 14.

Demostracién:
(=) Supongamos que A@ B. Entonces B = A® C para algun C' < B. Definimos
p: B — A como la proyeccién de B en A y tal que C' = Ker p. Es claro que

pot=1y.

(<) Supongamos que existe p : B — A tal que poi = 14. Definimos C' = Ker p,
entonces para b e B,
b=iop(b)+ (b—(iop)(b))

yasiiopb)e Imiyb— (iop)be Ker pya que

p(b) = poiop(b) = p(b) —p(b) = 0.
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Por lo tanto, B = Im © + Ker p y ademas Im i n Ker p = 0. Por lo tanto,
B=Imi® Ker py asi, A es sumando directo de B. |

Corolario 1.15 Sean A, B€ R — Mod. Entonces A@ B si y sélo si existe
CeR— Modtal que 0 > A — B — (' — 0 se escinde.

1.2. Teoria de Reticulas

Sea A un conjunto no vacio. Una relacion binaria p es un subconjunto de
A x A. Dos elementos a,b € A estdn en relacion con respecto a p si (a,b) € p
y lo denotaremos como a p b. De esta manera, p = {(a,b) € A x A | a p b}.
Un conjunto parcialmente ordenado es una pareja (A, p) tal que p satisface las

siguientes propiedades:

(P1) (a,a) € p; (reflexividad)
(P2) si (a,b) € py (b,a) € p, entonces a = b; y (antisimetria)
(P3) si (a,b) € py (b,c) € p, entonces (a,c) € p. (transitividad)

Si p satisface las propiedades (P1), (P2) y (P3), diremos que p es una relacion de
orden parcial y usualmente se denota como “<”. De aqui en adelante, si (A, <)
es un conjunto parcialmente ordenado, solamente diremos que A es un conjunto

parcialmente ordenado, asumiendo que “<” es conocido.

Si A es una clase, diremos que A es una clase parcialmente ordenada si A cumple
con todas las propiedades de ser un conjunto parcialmente ordenado (recordando
que A es una clase, no un conjunto).

Sea H € Ay a,be A. Diremos que a es una cota superior de H si h < a para
toda h € H. Una cota superior a de H es la menor cota superior (supremo) de
H si es la tunica cota superior tal que a < ¢ para toda cota superior ¢ de H; la
denotaremos como sup H o \/ H.
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Diremos que b es una cota inferior de H si b < h para toda h € H. Una cota
inferior a de H es la mayor cota inferior (infimo) de H si es la tinica cota inferior

tal que ¢ < b para toda cota superior ¢ de H; la denotaremos como inf H o /\ H.

Definicién 1.16 Sea A un conjunto parcialmente ordenado (clase parcialmente
ordenada). Diremos que A es una reticula (gran reticula) si sup {a,b} e inf {a, b}

existen para todo a,b € A. O

La siguiente proposicion describe una condicién mas general del concepto de

reticula y gran reticula.

Proposiciéon 1.17 Sea A un conjunto parcialmente ordenado. Entonces A es una
reticula si y sélo si sup H e inf H existen para cualquier H < A finito no vacio.

El resultado anterior también se cumple para clases parcialmente ordenadas.

Demostracion:

(=) Supongamos que A es una reticula y sea H < A finito no vacio. Si H = {a}
para algiin a € A, es claro que sup H = inf H = a. Supongamos que existen

sup H e inf H para H = {ay,...,a,},conn > 1y a; € Aparatodai=1,... ,n.

Probaremos que existen sup H' e inf H' para H = H U {a,.1}.

Sea b =sup H y ¢ = sup {b,a,1}. Dado que b < ¢, entonces a; < ¢ para toda
i=1,...,n. Como a,,1 < ¢, entonces ¢ es una cota superior de H'. Si d es una
cota superior de H’, entonces a; < d para toda ¢ = 1,...,n. Asi, b < d y como

any1 < d, entonces ¢ < d. Por lo tanto, ¢ = sup H'.

Por induccion sobre el nimero de elementos de H, concluimos que existe sup H
para cualquier H < A finito no vacio. Un proceso dual muestra que existe inf H

para cualquier H < A finito no vacio.

(<) Supongamos que sup H e inf H existen para cualquier H < A finito no vacio.
En particular, sup H e inf H existen para H = {a,b} con a,b € A cualesquiera.

Esto implica que A es una reticula. |
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Sea A un conjunto parcialmente ordenado. Para cualesquiera a,b € A, denotare-
mos como a v b = sup {a,b} y a A b = inf {a,b}. De esta manera, podemos ver a

“v” y a “A” como operaciones binarias sobre A de la siguiente forma:

v: AxA —- A A AxA - A
(a,b) +— avb=sup {a,b} Y (a,b) +— a A b=inf {a,b}

Observacion 1.18 Notemos que “v” y “A” cumplen las siguientes propiedades

para cualesquiera a, b, c € A.

(L1) ava=a ana=a (idempotencia)
(L2) avb=bva anb=bnra (conmutatividad)
(L3) (avb)ve=av(bve) (anb)rc=an(bnac) (asociatividad)
(L4) av(anb)=a an(avb)=a  (identidades de absorcién)

(]

Definicién 1.19 Sea A un conjunto (una clase) no vacio. Diremos que (A, A, V)
es una reticula (gran reticula) si A y v son operaciones binarias sobre A tales que
ambas satisfacen las propiedades (L1), (L2), (L3) y (L4). o

El siguiente teorema muestra que las definiciones 1.16 y 1.19 son equivalentes.
Teorema 1.20 Sea A un conjunto no vacio.

(i) Sea (A, <) una reticula. Definimos a A b = inf {a,b} y

a v b =sup {a,b}. Entonces (A, A, v) es una reticula.

(17) Sea (A, A, v) una reticula. Definimos a < b si y sélo si a A b = a. Entonces

(A, <) es una reticula.

El resultado anterior también se cumple para clases no vacias.

Demostracion:

(i) Por la observacién 1.18, tenemos que (A, A, v) es una reticula.

(77) Supongamos que (A, A, Vv) es una reticula y definimos a < b si y sélo si

a A b = a. Probaremos que “<” es una relacién de orden parcial.
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= Dado que “A” es idempotente, entonces a A a = a lo que implica que a < a.

Por lo tanto, “<” es reflexiva.

= Supongamos que a < by b < a. Entonces a Ab=ay b a=0. Dado que
“A” es conmutativa, entonces a = a A b = b A a = b. Por lo tanto, “<” es

antisimétrica.
= Supongamos que a < by b < c. Entoncesa Ab=aybnac=0>b. Asi,
azaAbzaA(b/\C)(E’)(aAb)ACZaAc
lo que implica que a < c. Por lo tanto, “<” es transitiva.

De esta manera, “<” es una relacién de orden parcial y (A, <) es un conjunto
parcialmente ordenado. Ahora, probaremos que (A, <) es una reticula. Sea a,b € A

cualesquiera. Notemos que
@rb)ra@anra)Pantant)® @na)yab@ans

lo que implica que a A b < a. Similarmente, a A b < b. De esta manera, a A b es

cota inferior de {a, b}.

Si ¢ es una cota inferior de {a, b}, entonces ¢ < a y ¢ < b, lo que implica que

cAa=cycAb=c. De esta manera,
cA(anbd) = (crna)Ab=cAb=c,
lo que implica que ¢ < a A b. Por lo tanto, a A b = inf {a, b}.
Por otro lado, notemos que
a(LZZL)a/\(avb) y b(L;l)bA(bva)(L:Q)bA(avb)

lo que implica que a < a v by b < a v b, respectivamente. Asi, a v b es cota

superior de {a,b}. Si ¢ es una cota superior de {a, b}, entonces a < cy b < ¢, lo
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que implica que a A c =a y b A ¢ = b. Notemos que

(L2)
="c

avc=(a/\c)vc(L=2)cv(@/\c) viena) ="¢;

similarmente b v ¢ = ¢. De esta manera, tenemos que

L4)

(avb)rc=(avb)alave) = (avh) alav (bve) D @vb)a(@vb)ve) & av
lo que implica que a v b < ¢. Por lo tanto, a v b = sup {a, b}.

Concluimos que (A4, <) es una reticula. [

Existen reticulas que cumplen con una generalizacién del resultado de la propo-
sicion 1.17 tomando subconjuntos no vacios arbitrarios. Estas son descritas en la

siguiente

Definicién 1.21 Sea A una reticula (gran reticula). Diremos que A es completa

si \/ Hy /\ H existen para cualquier H < A no vacio. =

Proposicién 1.22 Sea A un conjunto parcialmente ordenado tal que existe A\ H
para todo H € A no vacio. Entonces A es una reticula completa. El resultado

anterior también se cumple para clases parcialmente ordenadas.

Demostracion:

Sea A un conjunto parcialmente ordenado y H < A no vacio. Probaremos que
existe \/ H. Sea K el conjunto de cotas superiores de H. Por hipétesis, /\ K
existe, digamos a. Si h € H, entonces h < k para toda k € K, lo que implica que
h es cota inferior de K y asi, h < a. De aqui se sigue que a € K, por lo que a es el
elemento menor en K. Por lo tanto, a = \/ H. Se concluye que A es una reticula

completa. |

1.2.1. Modularidad y distributividad en reticulas

Proposicion 1.23 Sea A una reticula y a,b,c € A. Entonces

(i) (and)v(anc)<an(bvec)
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(i) av (barc)<(avb)A(avc)
Demostracién:
(1) Comoa Ab<ayanc<a, tenemos que (a A b) v (a A ¢) < a. Ademds,

anb<b<bvec y anc<c<bvec

Por lo tanto, (a Ab) v (a A c) <a A (bve).

(17) Comoa < avbya<avec, tenemos que a < (a v b) A (a v ¢). Ademds,
brec<b<avb y barc<c<avec

Por lo tanto, a v (b A ¢) < (a v b) A (a v c). |

Proposicion 1.24 Sea A una reticula y a, b, c € A. Las siguientes igualdades son

equivalentes:
(7) (anb)v(anc)=an(bvec)

(17) (avb)an(ave)=av(bnc)

Demostracion:
Supongamos que se cumple (i) para cualesquiera a,b,c € A. Sea z,y,z € A.

Usando (i) con a =z vy, b=x y ¢ = z, tenemos que

(xvyalzvz) = (evyrz)v((zvy rz)=zv ((zvy Az
= zv(zarz)v(zay)=(@v(zrz)Vv(zAy)

= zv(zAy)

Un proceso dual nos muestra que si se cumple (ii) para cualesquiera z,y,z € A,

entonces (z AY) v (z A z)=x A (y Vv 2). |

Definicién 1.25 Sea A una reticula (gran reticula). Diremos que A es distributiva
sl

(anb)v(anc)=an(bvec)

para cualesquiera a, b, c € A. =
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Definicién 1.26 Sea A una reticula (gran reticula). Diremos que A es marco

(gran marco) si

an (\/ bA> = \/(a A bp)

AEA AEA

para cualquier a € A y cualquier familia {b)} ca de elementos de A. o

Proposiciéon 1.27 Sea A una reticula y a,b,c € A. Las siguientes afirmaciones

son equivalentes:
(i) (andb)v(anc)=an(bv(anc)

(it) (c<a)=[lanb)ve=an (bvc)]

Demostracion:
Supongamos que se cumple (i) para cualesquiera a,b,c € A. Si ¢ < a, entonces

¢ = ¢ A a. Por lo tanto,
(anb)ve=(anb)v(anc)=an(bv(anrc)=an(bvc).

Por otro lado, supongamos que se cumple (i7) para cualesquiera a,b,c € A tales

que ¢ < a. Dado que a A ¢ < a, tenemos que (a Ab) v (anc)=an (bv(anc)).l

Definicién 1.28 Sea A una reticula (gran reticula). Diremos que A es modular

si para cualesquiera a, b, c € A tales que ¢ < a, entonces

(anb)ve=an(bvec) o

1.2.2. Complementos y pseudocomplementos en reticulas

Sea A un conjunto parcialmente ordenado. Un cero de A es un elemento 0 tal
que 0 < a para toda a € A. Un uno de A es un elemento 1 tal que a < 1 para toda
a € A. Estos no necesariamente existen en A; sin embargo, son unicos si existen.

Diremos que A es acotado si existen un cero y un uno en A.

Sea A una reticula acotada y a € A. Diremos que a es un complemento de b € A si

anb=0yavb=1. Notemos que si existe el complemento de un elemento de A,
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no necesariamente es tinico. Sin embargo, existen reticulas donde si un elemento

tiene complemento, entonces es unico.

Proposicion 1.29 Sea A una reticula distributiva y a € A. Si b € A es un

complemento de a, entonces b es tnico.

Demostraciéon:

Sea a € A. Si by y by son complementos de a, entonces
bo=boAn1l="0yn(byva)=(bgrb)v (bgra)=(bgnb)v0=0bynb

lo que implica que by < b;. Dualmente, se muestra que b; < by. Por lo tanto,
by = by. [

Sea A una reticula acotada. Diremos que A es complementada si cada elemento de
A tiene complemento. Diremos que A es Booleana si es una reticula distributiva
complementada. Notemos que en una reticula distributiva acotada, si b es un

complemento de a, entonces b es maximo en A tal que a A b = 0.

Definicién 1.30 Sea A una reticula (gran reticula) con cero y a € A. Diremos
que b es un pseudocomplemento de a en A sia A b =0y es maximo en A con esa
propiedad. O

Referencia bibliografica del capitulo:

Anderson, F. W., Fuller, K. R., Rings and Categories of Modules, Graduate Texts
in Mathematics 13, 2nd Ed., Springer-Verlag New York, 1992.

Gratzer, G., Lattice theory: first concepts and distributive lattices, Dover ed.,
2009.



Capitulo 2
Clases de moédulos

En este capitulo mostraremos algunas clases de médulos conocidas y estudia-
remos sus propiedades de cerradura, ademéas de enunciar ciertas operaciones y

definir operadores de clases de médulos.

Definicién 2.1 Sea R un anillo. Llamaremos clase abstracta de R—moddulos a
cualquier coleccion X de R—moddulos tal que 0 € X' y que sea cerrada bajo iso-

morfismos, es decir, si M e X y M =~ N, entonces N € X. =

De aqui en adelante, entenderemos por clase de modulos a una clase abstracta de

R—moédulos.
Ejemplo 2.2 Los siguientes son ejemplos de clases de modulos.
» R— Modylaclase 0:={K e R— Mod | K = 0}.

» Las clases
L={MeR-Mod|Z(M)= M} y L' ={Me R—Mod | Z(M) = 0}

de todos los modulos singulares y no singulares, respectivamente, donde
Z(M)={meM|(0:m)< R} <M.

» Las clases R — simp u {0} y R — ssimp de todos los médulos simples y

semisimples, respectivamente.

19
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Las clases
J={MeR—-Mod|VN<M3IKOM tal que N < K} y

J ={MeR—Mod|VN<MIKOPM tal que K < Ny N/K « M/K}
de todos los médulos extensores y elevadores, respectivamente.

Las clases A y N de todos los moédulos artinianos y noetherianos, respecti-

vamente.

Las clases
Iy ={Me R—Mod | M es de T-torsién}

Fr={M e R— Mod| M es libre de T-torsién}

de todos los modulos de 7-torsion y libres de 7-torsion, respectivamente,

donde 7 es una teoria de torsion. o

De aqui en adelante, para cada M € R — Mod denotaremos como {M} a la clase
de médulos {M' e R — Mod | M' =~ M} u {0}.

A lo largo del trabajo, consideraremos ciertas propiedades de cerradura para una

clase de médulos, las cuales se muestran en la siguiente

Definicién 2.3 Sea X una clase de médulos. Diremos que

X es cerrada bajo submédulos si (M € X, N < M = N € X)
X es cerrada bajo cocientes si (M e X, N < M = M/N € X)

X es cerrada bajo extensiones exactas si
VO->N->M-—->L—->0; NNLEX = MeX)

X es cerrada bajo sumas directas arbitrarias si
({M;}ic; € X, I conjunto = @; M, € X)

X es cerrada bajo sumas directas finitas si ({M;}, € X = D M; e X)o
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2.1. Operaciones entre clases de mdédulos

Ademas de definir clases de médulos por medio de propiedades de cerradura,
también se pueden operar entre ellas. Especificamente, se definen el producto finito
de clases y la suma finita de clases (a través de sucesiones exactas cortas y sumas

directas, respectivamente).

Definicién 2.4 Sean un entero positivoy X', YV, X1, Xs, ..., &), clases de R—modu-

los. Definimos
» ¢l producto de clases XY como

XY ={MeR—Mod|NeX, M/Ne) paraalgin N < M}

= el producto finito de clases H X; como
i=1

= [a suma finita de clases @ X1 como
i=1

X, = {MeR—Mod
=1

M =P M, MZ-EXZ}

i=1

)

En particular, si A; = X para toda 7 = 1,2,...,n, denotaremos a X1 X5 - A,
como X"y a X® - -- DX, como X™.

Proposiciéon 2.5 Sea X y ) clases de R—mddulos. Entonces

Xyz{MeR—Mod 30—>X—>M—>Y—>Ounasucesiénexactacorta}

talque X e X yYe)y
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Demostracién:

Sea

Tz{MeR—Mod

30— X - M — Y — 0 una sucesiéon
exacta corta tal que X e X yYe )

Probaremos que XY =T.

Sea M € X). Entonces existe N < M tal que N € X'y M/N € Y. Asi, la sucesién
0—>N->M-—>M/N-—O0

es exacta corta, de donde se sigue que M € T'. Por lo tanto, XY < T.

Sea M € T. Entonces existe una sucesién exacta corta
0-X—-M-—->Y -0

tal que X € X y Y € Y. De esta manera, existe N < M tal que X =~ N y
Y ~M/X ~M/N. Entonces, Ne X y M/N € ),y asi, M € X). Por lo tanto,
T < X). |

Corolario 2.6 X < X? para cualquier clase de médulos X.

Demostracion:
Si M € X, entonces la sucesion 0 — M — M — 0 — 0 es exacta corta, lo que
implica que M € X2. por lo tanto, X < X2. |

Corolario 2.7 Sea X una clase de médulos. Entonces X es cerrada bajo exten-

siones exactas si y sélo si X = X2

Demostracion:
Supongamos que X es cerrada bajo extensiones exactas. Por el corolario 2.6,

X € X2.Si M e X2, por la proposicién 2.5 existe una sucesién exacta corta

0->N->M-—->L—-0
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tal que N,L € X. Dado que X es cerrada bajo extensiones exactas, entonces
M e X. Por lo tanto, X2 € X y asi, X = X2

Ahora, supongamos que X = X?. Sea 0 — N — M — L — 0 una sucesién exacta
corta tal que N, L € X. Por la proposicién 2.5, M € X? = X. Por lo tanto, X es

cerrada bajo extensiones exactas. |

En [1], los autores definen E(X,)) como la igualdad en la proposicién 2.5. La
siguiente proposicién es un resultado que obtuvieron usando la notacién E(X,))

y que reescribimos para el producto de clases X') .

Proposicién 2.8 X(VZ) = (X)Y)Z para cualesquiera X, ), Z clases de médu-

los.

Demostracion:
Sea M € X(YZ). Entonces existe 0 - N — M — L — 0 una sucesién exacta
corta tal que Ne Xy L e YZ. Como L € YZ, entonces existe

0L >L—>L"—>0

una sucesién exacta corta tal que L' € Y y L” € Z. Como L =~ M/N, enton-
ces L' ~ K/N para algin K € R — Mod tal que existe 0 - N — K y existe

0 — K — M. De esta manera, tenemos el siguiente diagrama conmutativo:

0 0
| \

0 N T K/N ——=0
M

v
M/N ——0

| y
M/K—==M/K

I v

0 0

Como N e Xy K/N =~ I € Y, entonces K € XY. Como M/K =~ L" € Z, se
tiene que M € (XY)Z. Por lo tanto, X(YZ) < (X¥Y)Z.
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Por otro lado, sea M € (XY)Z. Entonces existe 0 - N — M — L — 0 una

sucesion exacta corta tal que N e XY y L€ Z. Como N € X)), entonces existe
0—>N —->N->N' -0

una sucesion exacta corta tal que N’ € X y N” € ). Tenemos que L =~ M/N vy
N" = N/N'. Como existe 0 - N — M, entonces existe 0 - N/N' — M/N’. De

esta manera, tenemos el siguiente diagrama conmutativo:

0 0
Voo
N —= . N
} |
0 N M M/N ——=0

!
0—=N/N' —= M/N'—= M/N ——>0

y

0

O =< T~ =<—

Como N/N'"=~N"eYy M/N =~ Le Z, entonces M/N' € YZ. Como N' € X, se
tiene que M € X(YZ). Por lo tanto, (X¥Y)Z < X(YZ2). |

Observacion 2.9 Notemos que

(XYPY)DZ = XD(YVDZ);
XDY = YBX: y

XD0O=0DPX =X

X0=0X =4

para cualesquiera X', Y, Z clases de mdédulos. =

Proposiciéon 2.10 Para cualesquiera &X', ) clases de médulos, se tiene que

XNnYcXu)yYycCcXRYycxy
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Demostracién:

La contenciéon X n Y < X u Y es clara.

Sea M e X u)Y.Si Me X, entonces M =~ M@0 donde 0 € ). Si M € ), en-
tonces M =~ 0@ M donde 0 € X. De esta manera, M € XPY. Asi, Y u)Y < XB.

Si M e XY, entonces M = NPL donde N € X y L € Y. Asi, existe
O—-N—-M-—-L-—-0

una sucesion exacta corta, de donde se sigue que M € X'). Por lo tanto,

XPY c XY. |

La proposicion anterior se puede generalizar de manera finita, como se describe
en el siguiente
Corolario 2.11 Sea X}, X, ..., X, clases de R—mddulos, donde
n € N. Entonces . . .
ﬂXig UXZQ xc]]x
i=1 i=1 i=1

n

i=1

2.2. Operadores sobre clases de mdédulos

En [24], P. Smith estudia las propiedades de cerradura de las clases H(X),
E(X)y D(X) (ver definicién 2.12), principalmente, y en [6], I. Crivei y S. Crivei

estudian las propiedades de cerradura de las clases
F'(X)={MeR—Mod|N<M,NeX =N =0}

y T'(X)={MeR—Mod|N<MM/NeX= M/N =0},

principalmente, a partir de una clase de modulos X cualquiera. A este tipo de

clases les llamaremos operadores de clases de modulos.

Sin embargo, estos operadores de clases han estado presentes de manera no explici-

ta en la literatura. A continuacién se muestra una lista de algunos operadores
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importantes y resultados que involucran propiedades de cerradura y operaciones

entre clases de modulos.

Definicién 2.12 Sea X una clase de médulos. Definimos
» HX)={M e R— Mod| M/N € X para todo N < M}
» E(X)={MeR—Mod|M/N e X paratodo N< M}

s D(X)={MeR—Mod|VN<M3I3IK®M tal que N< K, K/N e X}

(]

Proposicién 2.13 H(X) € X para cualquier clase de mddulos X.

Demostracion:
Sea X una clase de médulos y M € H(X). Entonces M /N € X para todo N < M.
En particular, M =~ M /0 € X, de donde se sigue que H(X) < X. [

Proposicién 2.14 H(X) < D(X) < E(X) para cualquier clase de médulos X.

Demostracion:

Sea M € H(X). Entonces M/N € X para todo N < M. En particular, tenemos
que M @ M vy, por hipétesis, M/N € X. Esto implica que, M € D(X). Por lo
tanto, H(X) < D(X).

Ahora, sea M € D(X) y N < M. Por hipétesis, existe K@M tal que K/N € X. Si
K’ < M estal que M = K@K', entonces KnK’' = 0 implica NnK' = 0, de donde
se sigue que K’ = 0. De esta manera tenemos que M = K + K' = K +0 = K.
Asi, M/N =~ K/N € X. Por lo tanto, D(X) < E(X). |

Proposiciéon 2.15 Sea R un anillo, M € R — Mod y N < M. Entonces existe
K < M tal que K es méaximo con respecto a NN K =0y ademés, N K < M.

Usualmente se llama a K un M —complemento de N en M.
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Demostracion:
Sea M € R—Mody N < M. Tomemos Q = {N' < M | N n N’ = 0}. Notemos
que 2 # O pues 0 € Q. Asi, sea T' < () una cadena de elementos de €2. Tomemos

L= U N'’. Notemos que L < M pues T es una cadena. Ademss, L € € pues
N'eT

NmL=Nm<U N’>= Jwany=1{Jo=o0

N’eT N’eT N’eT

Debemos probar que L # M. Supogamos que L = M. Entonces
N=NnM=NnL=0,

lo cual es una contradiccion. Por lo tanto, L # M y L es una cota superior para
T'. Por el lema de Zorn, () tiene al menos un elemento maximo, digamos K, y es
tal que N n K = 0.

Ahora, probaremos que N @ K < M. Sea L < M tal que (N® K)n L = 0.
Supongamos que L # 0. Sea t € N n (K + L), entonces t = n = k + [ lo que
implica que | = n—k € (N@® K) n L = 0. De aqui se sigue que t = 0 y asi,
N (K + L) =0, lo cual es una contradiccién con respecto a que K es el maximo
elemento en M con esa propiedad. Por lo tanto, L =0y asi, N K < M. ]

Proposicién 2.16 Si X es una clase cerrada bajo submoédulos y bajo extensiones

exactas, entonces

XNE(X) = H(X)

Demostracion:

Por la proposicién 2.13 y la proposicién 2.14, tenemos que H(X) € X NE(X).

Por otro lado, sea M € XNE(X) y N < M. Por la proposicién 2.15, existe
K<Mtalque NNK =0y N® K < M. Como X es cerrada bajo submoédulos,
tenemos que K € X. Ahora, como M € E(X), entonces M /(N @ K) € X, por lo
que la sucesién

0—>K—->M/N—->M/(N®K)—0
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es exacta pues K =~ (N @ K)/N. Esto implica que M /N € X pues X es cerrada
bajo extensiones exactas. Por lo tanto, M € H(X) y asit YNE(X) < H(X). A

Proposicion 2.17 Sea X una clase de médulos. Entonces
(1) H(X),E(X)y D(X) son cerradas bajo cocientes; y

(17) si X es cerrada bajo submédulos, entonces H(X) y E(X) son cerradas bajo
submaddulos.
Demostracién:
(7)(1) Sea M € H(X) y N < M. Tomemos L/N < M/N. Como M € H(X),
tenemos que (M/N)/(L/N) =~ M/L € X. Por lo tanto, M/N € H(X).

(2)Sea M € E(X)y N < M. Tomemos L/N < M/N. Supongamos que LMK = 0,
con K < M. Entonces NNK = 0, lo que implica que K ~ K/N < M/N. De
esta manera, L/NNK = 0. Como L/N < M/N, tenemos que K = 0 y asi,
L < M. Como M € E(X), tenemos que (M/N)/(L/N) = M/L € X. Por lo tanto,
M/N e E(X).

(3) Sea M € D(X) y N < M. Tomemos L/N < M/N. Como M € D(X), en-
tonces existe L' @ M tal que L'/L € X. Esto implica que L'/N @ M/N. Ademas,
(L'/N)/(L/N) = L'/L € X. Por lo tanto, M/N € D(X).

(74) Supongamos que X es cerrada bajo submdédulos.

(1) Sea M € H(X)y N < M. Tomemos K < N. Entonces N/K < M/K. Como
M e H(X), tenemos que M /K € X. Como X es cerrada bajo submdédulos, con-
cluimos que N/K € X. Por lo tanto, N € H(X).

(2) Sea M € E(X)y N < M. Tomemos K < N. Por la proposicién 2.15, existe
L <M tal que KNL =0y KPGL < M. Notemos que

KN(NNL) = (KNL)NN = 0NN =0

Como K < N, tenemos que NNL = 0y asi, N/JK = (N®OL)/(KDL). Como
M € E(X), entonces M/(K@L) € X. De esta manera, N/K < M/(K®L).
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Como X es cerrada bajo submdédulos, concluimos que N/K € X. Por lo tanto,
Ne E(X). |

Corolario 2.18 Sea X una clase de médulos. Entonces X cerrada bajo cocientes
siysélosi HX) = X.

Demostracion:

Supongamos que X es cerrada bajo cocientes. Por la proposicién 2.13, H(X) < X.
Sea M € X. Como X es cerrada bajo cocientes, entonces M /N € X para todo
N < M. Esto implica que M € H(X), de donde se sigue que X < H(X). Por lo
tanto, H(X) = X.

Ahora, si H(X) = X, por la proposicién 2.17 (i) X es cerrada bajo cocientes. W

Proposiciéon 2.19 Sea X una clase de médulos cerrada bajo extensiones exactas.

Entonces

(i) HX)DH(X) = (H(X))* = H(X)

(12) E(X)DE(X) = (E(X))(H(X)) = E(X)
(111) H(X)DD(X) = D(X)

Demostracién:

(1) Por la proposicién 2.10, tenemos que
H(X) < H(X)DH(X) = (H(X))?
Asi, debemos probar que (H(X))? < H(X). Sea M € (H(X))*y K < M.
Entonces existe una sucesién exacta corta 0 - N — M — M/N — 0 donde
N,M/N € H(X). De esta manera,
(N+ K))K=N/(NnK)eX y M/(N+K)eX

Asi, tenemos que

0— (N +K)/K - M/K — M/(N + K) — 0
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es una sucesion exacta corta y como X es cerrada bajo extensiones exactas, se
concluye que M /K € X. Por lo tanto, M € H(X'). Hemos probado que

H(X)QH(X) = (H(X))* = H(X)
(71) Por las proposiciones 2.10 y 2.14, tenemos las siguientes contenciones
E(X) < E(X)DH(X) < (E(X))(H(X))

Asi, debemos probar la contencién (E(X))(H(X)) < E(X). Sea

Me (E(X))(H(X))y K< M. Entonces existe una sucesién exacta corta

0> N —> M — M/N - 0donde N € E(X)y M/N € H(X). Dado que
K < M, tenemos que Nn K < Nyasi, (N+K)/N=N/(NnK)eX. Ademas,
M/(N + K) € X pues M/N € H(X). De esta manera, tenemos que

0— (N +K)/K — M/K — M/(N + K) — 0

es una sucesion exacta corta y como por hipétesis, X es cerrada bajo extensiones
exactas, se concluye que M /K € X. Por lo tanto, M € E(X) y asi,
E(X) = (B(X))(H(X)).

Por otro lado, la proposiciéon 2.10 nos asegura que
EX)c E(X)® E(X)

Asi, debemos probar la contencién F(X) @ E(X) € E(X). Sea

M e E(X)DE(X) y K< M. Entonces existen My, My € E(X) tales que
M = M;@M,. Dado que K < M, tenemos que M; n K < M, y asi,
(M; + K)/K =~ M;/(M; n K) € X. Notemos que

M+ K =M~ (M + K) = (Mi®M,) ~ (M, + K) = Mi@®(M, ~ (M, + K))

Tenemos que (M;+K)nMy < Ms, puessi L < Mj tal que (My+K)nMsy)nL =0,
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entonces

O=((My+K)nMy)nL=(M+K)nL=KnL

lo que implica que L = 0. De esta manera, tenemos que
M/(M, + K) = (Mi®My)/(MiD(My n (M + K))) = My/(Myn (M + K)) e X
pues M, € E(X). De esta manera, tenemos que

0> (M+K))K—>M/K—>M/(M;+K)—0

es una sucesion exacta corta y como por hipdtesis, X es cerrada bajo extensiones
exactas, se concluye que M /K € X. Por lo tanto, M € E(X) y asi,
E(X)=EX)® EX).

Hemos probado que E(X)DPE(X) = (E(X))(H(X)) = E(X).

(7ii) Por las proposiciones 2.10 y 2.14, tenemos las siguientes contenciones
D(X) < HX)DD(X).

Asi, debemos probar la contencién H(X)DD(X) < D(X). Sea
M e HX)DD(X) y N < M. Existen M; € H(X) y My € D(X) tales que
M = M1®M2. ASI/,

(My + N)/N = My/(M; A N) € X

pues M; € H(X). Notemos que M, + N = Mi@®(M;y n (M; + N)). Como

M, € D(X), existe K @ M, tal que K/(My n (M; + N)) € X. De esta manera,
My = KK’ para algin K' € My y asi, M = M{®M, = (MiPK)DK’, por lo
que (M;@PK) @ M. Ademas,

N<M1+N=M1@(MQQ(M1+N)) <M1<‘DK
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de donde se sigue que
(Mi@K)/(My+N) = (Mi@®K)/(M@®(Myn(My+N))) = K/(Myn(My+N)) € X
De esta manera, tenemos que

0 — (M, + N)/N — (Mi@®K)/N — (My®K)/(M, + N) — 0

es una sucesion exacta corta y como X es cerrada bajo extensiones exactas, se
concluye que (Mi@®K)/N € X. Por lo tanto, M € D(X). Hemos probado que
H(X)®D(X) = D(X). |

Corolario 2.20 Sea X una clase de moédulos. Si &' es cerrada bajo extensiones

exactas, entonces H(X') también lo es.

Demostracion:
Supongamos que X es cerrada bajo extensiones exactas. Por la proposicion 2.19,
H(X)? = H(X). Por el corolario 2.7, H(X) es cerrada bajo extensiones exactas.ll

A continuacién, se muestran ciertos operadores que ya han sido descritos y es-
tudiados anteriormente, como clases generadas por ciertas clases, por diversos
autores en [1], [9], [13], [20], [24] y [27], por mencionar algunos.

Definicién 2.21 Sea X una clase de médulos. Definimos
» sub(X) ={Me R— Mod | existe 0 > M — K, donde K € X'}
» quot(X) ={M e R— Mod | existe K - M — 0, donde K € X'}

» subquot(X) = sub(quot(X)) o

Proposicion 2.22 Sea X’ una clase de médulos. Entonces

subquot(X') = quot(sub(X))
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Demostracion:

. f
Sea M € subquot(X). Entonces, existen 0 - M — Ky L 4K 0, donde
K € quot(X) y L e X. Asi, tenemos el siguiente diagrama:

0
|
M
|

L% K -0

Sea P, el producto fibrado de L y M. Entonces tenemos el siguiente diagrama:

0

i

P, -5 M

b

L% K -0

Notemos que f" es mono y ¢’ es epi. Como L € X, entonces P, € sub(X), por lo
que M € quot(sub(X)). Por lo tanto, subquot(X) < quot(sub(X)).

Ahora, sea M € quot(sub(X)). Entonces, existen K ER M—-0y0—->K A L,
donde K € sub(X) y L € X. Asi, tenemos el siguiente diagrama:

0
|
K

o

L

LoMm—o0

Sea P, la suma fibrada de L y M. Entonces tenemos el siguiente diagrama:

Lm0

g , lg’
P

N<—X=<—0

Q

Notemos que ¢’ es mono y f’ es epi. Como L € X, entonces P, € quot(X), por lo
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que M € sub(quot(X)). Por lo tanto, quot(sub(X)) < subquot(X). |

Los siguientes operadores son estudiados en [1] y [22] como clases generadas por
ciertas clases. Cabe senalar que a través del andlisis de operadores, se puede
apreciar el papel importante que juegan los anteriores operadores y operaciones
descritas. De aqui en adelante, consideraremos a N como los niimeros naturales

junto con el cero.

Definicién 2.23 Sea X una clase de médulos. Definimos

ext(X) = U xn

neN

sext(X) = | J(sub(X))"

neN

geat(X) = | (quot(2)"

neN

n serre(X) = U(subquot(X))” o

neN

Observacién 2.24 Notemos que
n sext(X) = ext(sub(X))
w gext(X) = ext(quot(X))

n serre(X) = ext(subquot(X)) o

Los siguientes operadores, hasta donde sabemos, no han sido estudiados o con-
templados por alguien. En este trabajo se ha profundizado su estudio para obte-
ner propiedades interesantes que ayuden a describir la clase a la que pertenecen
(capitulo 4). Ademds, muestran cierta relacién con otros operadores ya conocidos,
como son las clases de Serre o las clases de pretorsién hereditaria generadas por

una clase cualquiera.

Definicién 2.25 Sea X una clase de médulos. Definimos
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df sum(X) = U x™

neN

subdf sum(X) = sub (U X(")>
neN

quotdf sum(X) = quot (U X (”)>
neN

ad(X') = subquot (U X(”)> o

neN

Observacion 2.26 Notemos que
w subdf sum(X) = sub(df sum(X))
» quotdf sum(X') = quot(df sum(X))

» ad(X) = subquot(df sum(X)) o

Definicién 2.27 Sea X una clase de médulos. Definimos

I conjunto arbitrario y K; € X para toda i € I}

dsum(X) = {@ K;

el

n o(X) = U subquot(dsum(M))

MeX

I conjunto arbitrario y M; =~ M
para algin M € X y para todaie [

cdsum(X) = {@ M;

el

» adco(X) = subquot(df sum(cdsum(cyc(X)))) o
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2.3. Reticulas y grandes reticulas de clases de

modulos

En [1], [2], [12], [13], [20], [21] ¥ [22] se ha estudiado la estructura reticular de
clases de clases de modulos. En esta seccion estudiaremos algunas grandes reticu-

las de clases de modulos y algunas propiedades que cumplen.

Sea X una clase de modulos. Diremos que

X cumple < si X es cerrada bajo submaddulos.

X cumple — si X es cerrada bajo cocientes.

X cumple ext si X es cerrada bajo extensiones exactas.

X cumple @ si X es cerrada bajo sumas directas.

X cumple @" si X es cerrada bajo sumas directas finitas.

De aqui en adelante, entenderemos como conjunto de propiedades de cerradura al
conjunto {<, —,ext,®,@"}. Sea A un subconjunto de propiedades de cerradura.
Denotaremos por L4 a la clase de clases de médulos X tales que X cumple p para
todo p € A.

De esta manera, L« denota la clase de todas las clases hereditarias en R — Mod
(ver seccién 2.3.1), Li< . ey denota la clase de las clases de Serre (ver seccién
2.3.2), etc. Notemos que R— Mod es el elemento mas grande en L4 para cualquier

subconjunto A de propiedades de cerradura.
Proposicién 2.28 L., S Lign

Demostracion:
Sea X € Licey y {M;}]-, una familia de elementos en X. Si n = 1, claramente
MyeX.Sin =2, sea

O—>M1—>M1@M2—>M2—>O
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una sucesion exacta corta. Como My, My € X'y X' € Lycqyy, entonces M,@BM,; € X.
k

Supongamos que El—) M; € X para alguna 1 < k natural. Sea
i=1

k k+1
OH@Mi—’@Mi—’MkH—’O

i=1 i=1

una sucesion exacta corta. Como por hipétesis, @,_; M; € X, tenemos que
k+1

@MZEX
=1

Por el Principio de Induccién, se concluye que @ M; € X para toda n € N.

i=1
Por lo tanto, X € Lgny. n
Definicién 2.29 Sea A un subconjunto de propiedades de cerradura y X una
clase de modulos. Diremos que )Y es la clase generada por X en L, si ) es la

menor clase de modulos en L4 que contiene a X. O

Maés adelante se mostraran las clases generadas para cualquier clase de médulos

X en cada clase de clases de médulos que estudiamos en este trabajo.

Definicién 2.30 Sea X', )Y € L4. Diremos que X es un pseudocomplemento para
Y en Ly si X es maximo tal que XYM = {0}. Diremos que X es un pseudocom-

plemento fuerte de Y si X es el mayor elemento en L4 tal que XYMY = {0}. o

Denotaremos como X4 al pseudocomplemento fuerte de X en Ly, si existe.
Denotaremos como Skel(L 4) a la clase de pseudocomplementos en L 4. En algunas

reticulas, es facil describir los pseudocomplementos.

Ejemplo 2.31 Sea L, la gran reticula completa de clases hereditarias en

R — Mod (ver seccién 2.3.1). Probaremos que
Xt ={MeR—-Mod| N<M,Ne X = N =0}

para cualquier X € L.

Consideremos W = {M € R— Mod | N < M,N € X = N = 0}.
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» Sea M eWy N <M. Tomemos K < N tal que K e X. Como K < N <M
y M e W, entonces K = 0. Asi, N € W. Por lo tanto, W € L.

s Sea M € XNW. Dado que M < M y M € X, entonces M = 0. Por lo
tanto, X MW = {0}.

» Sea Y € Lig tal que XYNY = {0} y M € Y. Si N < M tal que N € X,
entonces N = 0 pues N € Y, lo que implica que M € W. Asi, Y < W. Por
lo tanto, W es la mayor clase en Ly tal que X nY =0

Por lo tanto, Xt<i = W. O

Observemos que F'(X) = X1(<), segin la notacién de I. Crivei y S. Crivei en [6].

Ejemplo 2.32 Sea L} la gran reticula completa de clases cohereditarias (ce-

rradas bajo cocientes) en R — Mod (ver seccién 2.3.1). Probaremos que
Xty ={MeR—Mod|N<M,M/NeX= M/N =0}

para cualquier X' € L.

Consideremos W = {M € R— Mod | N < M,M/N € X = M/N = 0}.

» Sea M e Wy N < M. Tomemos K/N < M/N tal que M/K € X. Como
N<K<MyMeW,entonces M/K = 0. Asi, M/N € W. Por lo tanto,
WEL{_»}.

= Sea M € XNW. Dado que M = M/0y M € X, entonces M = M/0 = 0.
Por lo tanto, X "W = {0}.

» Sea Y e L,y tal que ¥XNMNY = {0}y M e Y. Si N <M tal que M/N € X,
entonces M /N = 0 pues M /N € Y, lo que implica que M € W. Asi, Y < W.
Por lo tanto, W es la mayor clase en L, tal que XMW = {0}.

Por lo tanto, Xt = W. O

Observemos que T"(X) = X+, segtin la notacién de I. Crivei y S. Crivei en [6].
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Definicién 2.33 Sea L4 una gran reticula. Diremos que L4 es fuertemente pseu-

docomplementada si cada X € L4 tiene un pseudocomplemento fuerte X4 € L 4.0

Ejemplo 2.34 Las siguientes son ejemplos de grandes reticulas fuertemente pseu-
docomplementadas:

El marco de todas las teorfas de torsién hereditaria, R — tors (ver seccién
2.3.3)

La reticula de todas las clases naturales, R — nat (ver seccién 2.3.6)

El marco de todas las clases de Serre, R — ss (ver seccién 2.3.2)

El marco de todas las clases abiertas, R — op (ver seccién 2.3.1) o

Lema 2.35 Si L4 es fuertemente pseudocomplementada, entonces X < (X14)14.

Demostracién:

Sea L4 una gran reticula fuertemente pseudocomplementada y X € L 4. Entonces
existe X4 € L, el pseudocomplemento fuerte de X. Por otro lado, para X't4
existe (X1+4)14 € L4 el pseudocomplemento fuerte de X+4. Como Xt4NX =0

y (X1+4)14 es el mayor elemento en L, que intersecta a X4 en 0, tenemos que
X < (xta)la |

Notemos que si P y () son subconjuntos de propiedades de cerradura tales que
P < @, entonces Ly < Lp.

Lema 2.36 Si L4 es fuertemente pseudocomplementada, entonces

40— (ke

Demostracién:

Por el lema 2.35 tenemos que X+4 < ((X+4)+4)t4. Ahora, como ((X+4)44)+4 es
el pseudocomplemento fuerte de (X+4)44, entonces ((X+4)ta)taN(x+a)ta = 0.
Por el lema 2.35, X < (X+4)+4 de donde se sigue que ((X+4)t4)taNx = 0.
Como X4 es el pseudocomplemento fuerte de X, entonces ((X+4)ta)ta < xta,
De esta manera, X4 = ((X+a)ta)la, |
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Teorema 2.37 Sean P y () subconjuntos de propiedades de cerradura. Supon-
gamos que Lp y Lg son grandes reticulas fuertemente pseudocomplementadas. Si
Skel(Lp) - LQ - Lp, entonces Sk:el(LQ) = Sk)el(Lp)

Demostracion:

Sea X € Lg y Xt@ € Skel(Lg) el pseudocomplemento fuerte de X'. Probaremos
que X+e € Skel(Lp).

Dado que Lg S Lp, se tiene que X € Lp y asi, existe X7 € Skel(Lp) el pseudo-
complemento fuerte de X. Como Skel(Lg) S Lg S Lp, entonces X1@ € Lp, por
lo que X1te < X+r. Ahora, como Skel(Lp) S Lg tenemos que X7 € Lg. Esto
implica que X17 < X+e. Por lo tanto, X+@ = X+7 € Skel(Lp).

Por otro lado, sea X € Lp y X*7 € Skel(Lp) el pseudocomplemento fuerte de X.
Probaremos que X*7 € Skel(Lg).

Por el lema 2.36, tenemos que X7 = ((X+r)L7)Lr. Dado que Skel(Lp) < Lo,
entonces X7, (X1r)LP € Lg. De esta manera, existe ((X17)Lr)1e el pseudo-
complemento fuerte de (X+7)7 en Lg. Ya que (X+7)tP NP = 0, tenemos que
Xtr < ((xtr)tr)le.Como Lo < Lp y ((X17)1r)Lr es el pseudocomplemento

fuerte de (X+7)+7 en Lp, tenemos que
(Xr)irye < ((Xhr)te)e = e
de donde se sigue que X7 = ((x+r)Lr)te. Esto implica que X7 € Skel(Lg).

Por lo tanto, Skel(Lg) = Skel(Lp). [

Corolario 2.38 Suponiendo las hipdtesis del teorema 2.37, si X € Ly, entonces
Xte = xtr
Demostracion:

Supongamos que Skel(Lp) < Lg < Lp, donde Lp y Lg son fuertemente pseudo-
complementadas. Por el teorema 2.37, Skel(Lg) = Skel(Lp).

Sea X € Lg. De esta manera, X2 € Skel(Lg) = Skel(Lp) lo que implica que
Xte c xtr. Como Lg < Lp, tenemos que X € Lp y asf,
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X1r e Skel(Lp) = Skel(Lg). De aqui se sigue que X7 < X*@. Por lo tanto,
Xte = xtr, |

Lema 2.39 Sea L, una gran reticula fuertemente pseudocomplementada.
Si X € ), entonces (X+4)ta < (Yta)ta,

Demostracion:
Sea X*4 el pseudocomplemento fuerte de X y Y4 el pseudocomplemento fuerte
de Y. Como Y n Y*+4 =0, se sigue que X n Y4 = 0. Por lo tanto, Y4 < X+,

Ahora, sea (X*4)%4 el pseudocomplemento fuerte de X+4 y (Y+4)%4 el pseudo-
complemento fuerte de Y+4. Como X+4 n (X14)14 =0, se sigue que
Yian (xta)ta = 0. Por lo tanto, (X+4)ta < (Y+a)ta, |

Teorema 2.40 Sean P y () subconjuntos de propiedades de cerradura. Si
Skel(Lp) = Lg, donde Lp y Lg son fuertemente pseudocomplementadas, entonces

(XLP)Lr es la clase generada por X en Lg para cada X € Lp.

Demostracion:

Sea X € Lp y W la clase generada por X en Lg. Como X € Lp, tenemos que
X1r e Skel(Lp) = Lg. Por el corolario 2.38, (X+r)tr = (X1r)te € Lg. Por el
lema 2.35, X < (X17)r de donde se sigue que W < (X+r)tr.

Por otro lado, dado que W € Lg = Skel(Lp), entonces existe Y € Lp tal que
W = Y17 Por el lema 2.39, se sigue que

X S (XE) S (WhY = () - Y - W
Asi, (X+P)tP < W. Por lo tanto, (X+7)tr = W. |

Observacion 2.41 Sea A un subconjunto de propiedades de cerradura. Supon-

gamos que A es un conjunto y {X,}.ex una familia de elementos en L,4. Entonces

ﬂXaeLA
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Proposicion 2.42 Sea A un subconjunto de propiedades de cerradura y L4 par-
cialmente ordenada por la inclusién. Supongamos que A es un conjunto y {X,}aer

una familia de elementos en L 4. Entonces

A Xe =%

QEA QEA

Demostracion:
Por la observaciéon 2.41, ﬂ X, € L4. Es claro que ﬂ X, € X, para toda a € \.

Qe Qe

Supongamos que existe ) € Ly tal que Y < X, para toda a € A. Entonces
yc ﬂ X,. Concluimos que /\ X, = ﬂ X,. [ |
a€eA acA acA

Corolario 2.43 Sea A un subconjunto de propiedades de cerradura y L, par-

cialmente ordenada por la inclusion. Entonces L 4 es una gran reticula completa.

Demostracion:
Sea H # ¢ cualquier subclase de L4. Por la proposicién 2.42, A H = (| H. Por
la proposicién 1.22; L4 es una gran reticula completa. |

De esta manera, cualquier clase de clases de médulos L 4 es una gran reticula
completa. Sin embargo, describir el supremo para cualquier subclase de L4 no es
sencillo. En las siguientes secciones describiremos el supremo de cada clase que

estudiamos en este trabajo.

2.3.1. Las clases R — sub, R — quot y R — op

Primero, estudiaremos la clase de todas las clases de médulos cerradas bajo

submodulos, R — sub.

Definicién 2.44 Una clase de modulos X es hereditaria si es cerrada bajo submodu-

los. Llamaremos R — sub a la clase de todas las clases hereditarias. o

Notemos que R—sub = Li<y y R—sub estd parcialmente ordenada por la inclusion.
La clase R — sub ha sido estudiada por A. Alvarado, H. Rincén y J. Rios en [2].

Los siguientes son resultados que describen su estructura reticular.
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Proposicién 2.45 Sea A un conjunto y {X,}aca una familia de elementos en

R — sub. Entonces

| |XaeR—sub Y X, € R — sub.
U
acA acA

Demostracién:

(i) Se sigue de la observacion 2.41.

(i1) Sea M € | J,eq Xa v N < M. Entonces existe o tal que M € &,,. Como X,,
es cerrada bajo submddulos, entonces N € X,,,. Esto implica que N € | 4 Xa-

Por lo tanto, | J .4 Xa es cerrada bajo submédulos. ]

acA

Recordemos que sub(X) = {M € R — Mod | existe 0 - M — K, donde K € X}

para cualquier clase de médulos X, por la definicién 2.21. Si X = {M} entonces
sub(X) = sub(M) = {N € R — Mod | existe 0 > N — M}

de donde se sigue que sub(M) < sub(X') para cada M € X.

Lema 2.46 sub(X') € R — sub para cualquier clase de médulos X'.

Demostracién:

Sea M € sub(X)y N <
que K € X. Como N <
que implica que N € sub(X). |

Entonces existe una sucesién exacta 0 — M — K tal

M.
M, entonces existe una sucesion exacta 0 - N — K, lo

Proposicién 2.47 Si X' es una clase de mddulos, entonces sub(X') es la clase

generada por X en R — sub.

Demostracién:

Sea H € R — sub tal que X < H. Si M € sub(X), entonces existe una sucesién
exacta 0 > M — K tal que K € X. Como K € X € H v H € R — sub, tenemos
que M € H. Por lo tanto, sub(X) € H para toda H € R — sub tal que ¥ < ‘H. &

Teorema 2.48 R — sub es una gran reticula completa.
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Demostracion:
Si A = {<}, por el corolario 2.43 se concluye que R — sub es una gran reticula

completa. |

Por el teorema anterior, debe existir el supremo para cada familia no vacia de

elementos en R — sub. El siguiente teorema describe dicho supremo.

Teorema 2.49 Sea A un conjunto y {X,}.ca una familia de elementos en R— sub.

V=]

acA acA

Entonces

Demostracion:
Por la proposicion 2.45, U X, € R — sub. Es claro que X, < U X, para toda

acA acA

a € A. Supongamos que existe ) € R — sub tal que X, < ) para toda o € A.
Entonces U X, < Y. Concluimos que \/ X, = U X, [ |

acA acA acA
Teorema 2.50 R — sub es gran marco.

Demostracion:

Sea X € R—suby {Va}aca cualquier familia de elementos de R — sub. Probaremos

X A (\/ya) =\ (X A Vo)

acA

que

Notemos que

X A (\/ya> —Xn (U%) = J@nda) = V(X A VW)

acA acA acA acA

de donde se concluye que R — sub es gran marco. |

Del ejemplo 2.31, tenemos que para cada X € R — sub,
XH<s={MeR—Mod| N<M,NeX = N =0}

De aqui, concluimos el siguiente



2.3. Reticulas y grandes reticulas de clases de médulos 45

Corolario 2.51 R — sub es fuertemente pseudocomplementada, donde el pseu-

docomplemento en R — sub de H esta dado por

HH< = {M € R— Mod | sub(M)NH = {0}} m

Ahora, estudiaremos la clase de todas las clases de médulos cerradas bajo cocien-

tes, R — quot.

Definicién 2.52 Una clase de médulos X' es cohereditaria si es cerrada bajo

cocientes. Llamaremos R — quot a la clase de todas las clases cohereditarias. o

Notemos que R — quot = L.y y R — quot esta parcialmente ordenada por la
inclusion. La clase R — quot ha sido estudiada por A. Alvarado, H. Rincén y J.

Rios en [2]. Los siguientes son resultados que describen su estructura reticular.

Proposicién 2.53 Sea A un conjunto y {X,}.ca una familia de elementos en

R — quot. Entonces

ﬂXaeR—quot Y UXQER—quot.
acA acA
Demostracion:

(i) Se sigue de la observacion 2.41.

(¢7) Sea M € | J,eu Xay N < M. Entonces existe o tal que M € &,,. Como X, es
cerrada bajo cocientes, entonces M /N € &, . Esto implica que M /N € |, 4 Xa-

Por lo tanto, | .4 Xa es cerrada bajo cocientes. |

Recordemos que quot(X) = {M € R — Mod | existe K — M — 0, donde K € X'}

para cualquier clase de médulos X', por la definicién 2.21. Si X = {M} entonces
quot(X) = quot(M) = {N € R — Mod | existe M — N — 0}

de donde se sigue que quot(M) < quot(X) para cada M € X.

Lema 2.54 quot(X) € R — quot para cualquier clase X.
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Demostracion:
Sea M € quot(X) y N < M. Entonces existe una sucesién exacta K — M — 0
tal que K € X. Como existe una sucesién exacta M — M /N — 0, entonces existe

una sucesién excacta K — M/N — 0, lo que implica que M /N € quot(X). |

Proposicién 2.55 Si X es una clase de médulos, entonces quot(X) es la clase

generada por X en R — quot.

Demostracion:

Sea Q@ € R — quot tal que X < Q. Si M € quot(X'), entonces existe una sucesiéon
exacta K — M — 0 tal que K e X. Como K e X € Qy Q € R — quot, tenemos
que M € Q. Por lo tanto, quot(X) € Q para toda Q € R — quot tal que X < Q.1

Teorema 2.56 R — quot es una gran reticula completa.

Demostracion:
Si A = {—}, por el corolario 2.43 se concluye que R — quot es una gran reticula
completa. |

Por el teorema anterior, debe existir el supremo para cada familia no vacia de

elementos en R — quot. El siguiente teorema describe dicho supremo.

Teorema 2.57 Sea A un conjunto y {X,}.ca una familia de elementos en

V=]

acA acA

R — quot. Entonces

Demostracion:
Por la proposiciéon 2.53, U X, € R — quot. Es claro que X, < U X, para toda

acA acA

a € A. Supongamos que existe ) € R — quot tal que X, € ) para toda o € A.
Pero esto implica que U X, € Y. Concluimos que \/ X, = U X,. [ |

a€A a€A acA

Teorema 2.58 R — quot es gran marco.
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Demostracién:

Sea X € R—quot y {Va}aeca cualquier familia de elementos de R—quot. Probaremos

X A (\/%) = V(X A a)

acA acA

que

Notemos que

XA (\/ya) - Xn (Uya> = J&nYa) = V(@A)

acA acA acA acA

de donde se concluye que R — quot es gran marco. |

Del ejemplo 2.32, tenemos que para cada X € R — quot,
Xty ={MeR—Mod|N<MM/NeX= M/N=0}.

De aqui, concluimos el siguiente

Corolario 2.59 R — quot es fuertemente pseudocomplementada, donde el pseu-

docomplemento en R — quot de Q esta dado por

Qts = {M e R— Mod | quot(M)MNQ = {0}} m

Para finalizar esta seccion, estudiaremos la clase de todas las clases de médulos
cerradas bajo submédulos y cocientes, R — op. Esta clase de clases de médulos fue

introducida por F. Raggi, H. Rincén y C. Signoret en [20].

Definicién 2.60 Una clase de médulos X es abierta si es cerrada bajo submédu-

los y cocientes. Llamaremos R — op a la clase de todas las clases abiertas. =

Notemos que R—op = L ., y R—op esta parcialmente ordenada por la inclusion.

Los siguientes son resultados que describen su estructura reticular.

Proposicién 2.61 Sea A un conjunto y {X,}aca una familia de elementos en

R — op. Entonces

ﬂXaeR—op Y UXQER—op.
acA acA
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Demostracion:
Sea A un conjunto y {X,}aca S R — op. Como X, es cerrada bajo submddulos y
cocientes para cada « € A, por las proposiciones 2.45 y 2.53, tenemos que ﬂaeA Xo

Y Unea X son cerradas bajo submddulos y cocientes. ]

Proposicion 2.62 O™ € R — op para cualquier clase O € R — op y para toda
n e N.

Demostracion:

Sea O € R — op. Probaremos por induccién que O™ € R — op para toda n € N.
Paran =1, O' = O € R — op. Supongamos que OF € R — op para k € N tal que
k> 1. Sea M € O y N < M. Entonces existe 0 — M’ — M — M” — 0 una

sucesién exacta corta tal que M’ e OF y M” € ©. Como N < M, sean

0— M NN =N — (M +N)/M =0

0— (M'+N)/N — M/N — M/(M'+ N) >0

sucesiones exactas cortas, por lo que tenemos el siguiente diagrama conmutativo:

0——= (M’ + N)/N —=M/N M/(M'+ N)——=0

0 M M M 0
0 M'NN N (M' + N)/M' —=0

Como O, OF € R — op por hipétesis, tenemos que M’'NN € OF,
(M’ + N)/N € OF (M' + N)/M' € Oy M/(M' + N) € O, lo que implica que
N e Ol y M/N e O, Por lo tanto, O**1 € R — op.

Por el principio de inducciéon, tenemos que O™ € R — op para toda n € N. |

Recordemos que, para cualquier clase de médulos X', por la definicién 2.21,
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subquot(X) = sub(quot(X))
= {MeR—Mod | existen 0 > M — K, donde K € quot(X)}
existe 0 > M —- Ky }

= <{MeR—-Mod
L —- K —0, donde Le X

y por la proposicion 2.22,

subquot(X) = quot(sub(X))
= {MeR— Mod | existen K — M — 0, donde K € sub(X)}
existe K = M —- 0y }

= <{MeR—-Mod
0> K — L, donde Le X

Si X = {M}, entonces

subquot(X) = subquot(M)

_ INeR- Mod existen 0 > N - Ky
M-—->K-—0
i K—N—

_ Nel— Mod existen Oy
0->K-—->M

De lo anterior se sigue que subquot(M) < subquot(X) para cada M € X.
Proposicién 2.63 subquot(X) € R — op para cualquier clase de médulos X

Demostracién:

(1) Sea M € subquot(X)y N < M. Entonces existen 0 > M — Ly K — L — 0,
donde K € X. Como N < M, entonces existe 0 — N — M vy asi, existen
0—>N-—LyK — L—0.Por lo tanto, N € subquot(X).

(17) Sea M € subquot(X)y N < M. Entonces existen L - M -0y 0 — L — K,
donde K € X. Como N < M, entonces existe M — M/N — 0 y asi, existen
L—-M/N—-0y0— L — K. Porlo tanto, M/N € subquot(X). |
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Proposicién 2.64 Si X es una clase de médulos, entonces subquot(X) es la clase

generada por X en R — op.

Demostracion:
Sea O € R — op tal que X € O. Si M € subquot(X’), entonces existe

0
)

M
|
L

K—~

)

donde K € X. Como X < O € R — op, tenemos que M € . Por lo tanto,
subquot(X) < O para toda O € R — op tal que X < O. |

Teorema 2.65 R — op es una gran reticula completa.

Demostracion:
Si A = {<,—}, por el corolario 2.43 se concluye que R — op es una gran reticula

completa. ]

Por el teorema anterior, debe existir el supremo para cada familia no vacia de

elementos en R — op. El siguiente teorema describe dicho supremo.

Teorema 2.66 Sea A un conjunto y {X,}.ca una familia de elementos en R —op.

Entonces

Demostracion:

Por la proposicién 2.61, U X, € R — op. Es claro que X, < U X, para toda

acA acA
a € A. Supongamos que existe J € R — op tal que X, < ) para toda a € A.

Entonces U X, < Y. Concluimos que \/ X, = U X, |

acA acA acA

Teorema 2.67 R — op es gran marco.
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Demostracion:
Sea X € R—0py {Va}aeca cualquier familia de elementos de R — op. Probaremos
que
X A <\/ya) = \/(X A Vo)
acA acA

Notemos que

X A (\/ya) =X (U%) = J&nYa) = V(& Aa)

acA acA acA acA

de donde se concluye que R — op es gran marco. |

Proposicién 2.68 R — op es fuertemente pseudocomplementada, donde el pseu-

docomplemento en R — op de O esta dado por

Ot~ = {M € R — Mod | subquot(M)NO = {0}}

Demostracion:
Sea W = {M € R — Mod | subquot(M)NO = 0}.

» Sea M e Wy N < M. Tomemos K € subquot(N) y L € subquot(M/N)
tales que K, L € O.
Como subquot(N) < subquot(M), subquout(M/N) < subquot(M) y
M € W, entonces K = L = 0, lo que implica que N, M/N € W. Por lo
tanto, W e R — op.

» Sea M € ONW. Dado que M € subquot(M), entonces M = 0. Por lo tanto,
oNw =0.

» Sea Y e R—optal que ONY =0y M €Y. Si N € subquot(M) tal que
N € O, entonces N = 0 pues N € ), lo que implica que M € W. Asi,
Y < W. Por lo tanto, W es la mayor clase en R — op tal que ONW = 0.

Por lo tanto, Ott<~} = W. |
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2.3.2. La clase R — ss

Definicién 2.69 Una clase de médulos X es clase de Serre si es cerrada bajo
submodulos, cocientes y extensiones exactas. Llamaremos R — ss a la clase de

todas las clases de Serre. o

Ejemplo 2.70 Las siguientes clases son clases de Serre en R — Mod:
1. La clase A de todos los mddulos artinianos es una clase de Serre.

2. La clase N de todos los médulos noetherianos es una clase de Serre. o

Notemos que R — ss = Lic . cary y IR — ss esta parcialmente ordenada por la
inclusién. La clase R — ss fue estudiada por F. Raggi y C. Signoret en [22] y [23],

entre otros. Los siguientes son resultados que describen su estructura reticular.

Proposicién 2.71 Sea A un conjunto y {X,}.ex una familia de elementos en

R — ss. Entonces

ﬂ X, € R — ss.
QEA
Demostracion:
Si A = {<, —, ext}, por la observacién 2.41 tenemos que ﬂ X, € R — ss. |

Q€EA

Recordemos que

ext(X) = U A" y serre(X) = U(subquot()())"

neN neN

para cualquier clase de modulos X', por la definicién 2.23.

Lema 2.72 ext(X) es cerrada bajo extensiones exactas para cualquier clase X

Demostracion:
Sea 0 — K — M — L — 0 una sucesién exacta corta tal que K € X'y L € X7
para algunas 7, j € N. Probaremos que M € X%,

Sea j € Nfijo. Parai = 1, K € X! = X lo que implica que M € X'*/. Supongamos



2.3. Reticulas y grandes reticulas de clases de modulos 53

que K € X™ implica M € X"/ para alguna n € N tal que n > 1. Si K € A"*!,
entonces existe
0> K K > K/K —0

una sucesion exacta corta tal que K’ € X y K/K’ € X™. De esta manera, tenemos

el siguiente diagrama:

/!

~

0
J
K

N <0

=<
h
!

J
0 K

J
0—K/K' —M
:

O =< "=
&
’
N
!
e}

Como K/K' € X™ y L € X7, por hipétesis tenemos que M/K' € X", Como

K' e X, concluimos que M e X"+1+7,

Por el principio de induccién, tenemos que M € X*™J para toda 4,7 € N. Por
lo tanto, M € |

exactas. [ ]

ey Xy ast, ext(X) = [,y X" es cerrada bajo extensiones

Lema 2.73 ext(O) € R — ss para cualquier clase O € R — op.

Demostracion:
Sea O € R — op. Por la proposicion 2.62, tenemos que O™ € R — op para toda
n € N. Por la proposicién 2.61, ext(O) = |,y O™ € R — op. Por el lema 2.72,

ext(O) es cerrada bajo extensiones exactas. Por lo tanto, ext(O) € R — ss. |

Proposicién 2.74 Si O € R—op tal que O € X € R — ss, entonces ext(O) < X.

Demostracion:
Supongamos que O € R —op y es tal que O € X € R — ss. Probaremos que
O" < X para toda n € N.
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Para n = 1, tenemos que O! = O < X por hipétesis. Supongamos que O™ € X

para alguna n € N tal que n > 1. Si M € O™, entonces existe
0>K—->M-—->L—0

una sucesion exacta corta tal que K e O € X y L € O" < X por hipdtesis. Como
X € R — ss, entonces M € X. Por lo tanto, O™ < X.

Por el principio de induccién, tenemos que O™ < X’ para toda n € N.

Ahora, si M € ext(O), entonces M € OF para alguna k € N. Pero OF € X, por lo
que se concluye que ext(O) < X. |

Corolario 2.75 Si & es una clase de mddulos, entonces serre(X) es la clase

generada por X en R — ss.

Demostracion:

Por el lema 2.73, tenemos que serre(X) € R — ss. Como X < subquot(X'), por
la proposicién 2.64 tenemos que X < serre(X). Ahora, supongamos que existe
Y e R—ss tal que X € ). De esta manera subquot(X) < ) y por la proposicién
2.74, tenemos que serre(X) < ). Por lo tanto, serre(X) es la menor clase en

R — ss que contiene a X. |

Teorema 2.76 R — ss es una gran reticula completa.

Demostracion:
Si A = {<,—»,ext}, por el corolario 2.43 se concluye que R — ss es una gran

reticula completa. |

Por el teorema anterior, debe existir el supremo para cada familia no vacia de

elementos en R — ss. El siguiente teorema describe dicho supremo.

Teorema 2.77 Sea A un conjunto y {X,}aca una familia no vacia de elementos

\/ Xo = serre ( U Xa>

a€A acA

en R — ss. Entonces
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Demostracion:
Por el corolario 2.75, tenemos que serre (

U Xa> € R — ss. Es claro que

acA

X, C serre (U Xa> para toda o € A. Supongamos que existe ) € R—ss tal que

acA

X, € )Y para toda a € A. Entonces U X, € Y y por el corolario 2.75, tenemos
acA

que serre (U Xa> < ). Concluimos que \/ X, = serre (U Xa>. [ |
a€eA acA acA

Teorema 2.78 R — ss es gran marco.

Demostracion:

Sea X € R — 55 ¥ {Va}aca cualquier familia de elementos de R — ss. Probaremos

X A <\/ya) =\ (X A Vo)

acA acA

que

Notemos que

\/ Ve = serre (U ya) U <subqu0t (U y>)

acA acA neN acA
_ U(Uya> :emt(uya>
neN \acA acA

\/(X A V) = serre <U(mea)) = ext (U(Xﬂ)@))

acA acA acA

por la porposiciéon 2.61.

(S) Sea M € X A \/ya>. Entonces existe n € N tal que M € XM (U ya>

acA acA

Sin =1, entonces M € XM U Yao. Asi, M € XM )Yj para alguna 8 € A. Por lo

acA
tanto,

Me (XNYs) < | J(XND,) S ext (U(Xm)@) = V(X A Do)

acA acA acA
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k
Supongamos que M € ext (U (mea)> siempre que M € XM (U ya) para

acA acA

k+1
alguna £ > 0. Si M € XN (U ya) , entonces existe una sucesion exacta
a€cA

k
corta 0 — M’ — M — M" — 0 tal que M’ Uyay]\/[”e (Uya> . Como

acgA acA

X € R—op, M/,M" € X. Por hipétesis, M’, M" € ext U(mea) lo que
a€cA

implica que M € ext (U (X ﬂ)@)). Por el principio de induccién, tenemos que

acA

M e \/(X/\ya) para toda n € N. De esta manera, X' A (\/ ya> c \/(X/\ya).

acA acA a€A

(2) Dado que Vg < (\/ ya> para toda 3 € A, tenemos que

acA

XANYgS X A <\/ YV, | para toda 3 € A. De esta manera,
acA

\/(X/\ya)g.)f/\<\/ya>. |
acA acA
Corolario 2.79 R — ss es una gran reticula distributiva. ]

Proposicion 2.80 R — ss es fuertemente pseudocomplementada, donde cada

S € R — ss tiene un tunico pseudocomplemento en R — ss que esta dado por

St~y = {M € R — Mod | serre(M)NS = 0}.

Demostracion:
Sea W ={M e R— Mod | serre(M)NS = 0}.

» Sea M € SNW. Dado que M € serre(M), entonces M = 0. Por lo tanto,
SNW = 0.

» Sea M e Wy N < M. Tomemos K € serre(N) y L € serre(M/N) tales
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que K,L € §. Como serre(N) < serre(M), serre(M/N) < serre(M) y
M € W, entonces K = L = 0, lo que implica que N, M /N € W.

Por otro lado, sea 0 — M’ — M — M” — 0 una sucesién exacta corta tal
que M', M" € W. Supongamos que M ¢ W. Entonces existe

0 # N € serre(M) tal que N € §. Como S € R — ss € R — op, tenemos que
NAOM' € serre(M)NS de donde se sigue que NNM’ = 0, pues M' € W.
Asi, notemos que N = N/(NNM') = (N + M")/M’' < M" € W. Entonces
N e W, pero N € §, por lo que N € WNS. Esto implica que N = 0, lo
cual es una contradiccién con el hecho de que N # 0. Por lo tanto, M € W.

De esta manera, W e R — ss.

» Sea X € R — ss tal que SNAX = 0. Sea M € X. Si N € serre(M) tal que
N € S, entonces N = 0 pues N € X, lo que implica que M € W. Asi,
X < W. Por lo tanto, W es la mayor clase en R — ss tal que S n W = 0.

Por lo tanto, Sttsett = W, -

En la siguiente seccién veremos que a la descripcion del pseudocomplemento fuerte

de cada S € R — ss se le pueden pedir menos condiciones (Corolario 2.109).

2.3.3. El conjunto R — tors

Definicién 2.81 Sea T, .F clases de R—mddulos. Llamaremos teoria de torsion

a la pareja 7 = (T, F) que cumple las siguientes propiedades:
» Homg(T,F)=0paratodaTeT, FeF;
» Si Homg(T, F') = 0 para toda T' € T, entonces F € F;

» Si Homg(T, F) = 0 para toda F' € F, entonces T € T. o

Definicién 2.82 Sea X una clase de médulos. Definimos
» [(X)={MeR—Mod| Homgr(M,X)=0 ¥V XeX},y

» 7(X)={MeR—Mod| Hmg(X,M)=0 V X € X}. o
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Proposicién 2.83 7 = (7, F) es una teoria de torsion si y sélo si

Demostracion:

(=) Supongamos que 7 es una teorfa de torsién.

Sea M € r(T). Entonces Homg(T, M) = 0 para cada T € T. Por hipdtesis, tene-
mos que M € F. Por otro lado, si M € F, por hipotesis

Hompg(T, M) = 0 para toda T € T, lo que implica que M € r(T).

Sea M € [(F). Entonces Homgr(M, F') = 0 para cada F' € F. Por hipétesis, tene-
mos que M € T . Por otro lado, si M € T, por hipotesis

Hompg(M, F) = 0 para toda F' € F, lo que implica que M € [(F).

(<) Supongamos que r(7) = F y l(F) =T.

» Sea T e T y F € F. Por hipdtesis, tenemos que Hompg(T, F') = 0 para todo
TeTy Homg(T,F) =0 para todo F € F.

» Si Homg(T, F) = 0 para todo T' € T, entonces F e r(T) = F.
» Si Homg(T, F') = 0 para todo F € F, entonces T € [(F) =T.

Por lo tanto, 7 = (7, F) es una teoria de torsion. |

Proposicién 2.84 Sit = (7, F) es una teorfa de torsién, entonces 7 € Ly, g cat}-

Demostracién:
Sea 7 = (T,F) una teorfa de torsién. Probaremos que T € R — quot.
Sea M eT y N < M. Tomemos 0 > N — M — M/N — 0 una sucesién exacta

corta. Aplicando el funtor Hompg(__, F'), donde F' € F, tenemos que la sucesién
0 — Homgr(M/N,F)— Homgr(M,F) — Homg(N, F)

es exacta. Por hipétesis, Homg(M, F') = 0, por lo que Homg(M /N, F) = 0.
Por lo tanto, 7 € R — quot.
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Ahora, probaremos que T es cerrada bajo sumas directas arbitrarias.

Sea {M;}ic; una familia de médulos en 7. Entonces
Homp (@ MF) ~ [ [Homg(M;, F) =0
i€l iel

para toda F' € F. Por lo tanto, (—D M;eT.

el

Probaremos que T es cerrada bajo extensiones exactas.
Sea 0 > M’ - M — M"” — 0 una sucesién exacta corta tal que M’ M" € T.

Aplicando el funtor Homg(__, F'), donde F' € F, tenemos que la sucesién
0 — Homgr(M",F) — Homg(M, F) — Homg(M', F)

es exacta. Por hip6tesis, Homgr(M', F) = Homgr(M", F) = 0, por lo que
Hompg(M, F) = 0.

Concluimos que T € L. g cat}- [ |

Definicion 2.85 Sea X' € L. g cury y M € R — Mod. Llamaremos submddulo de

X —torsion de M al modulo

tx(M) =Y {N; < M| N;e X} < M.

iel

Sity(M) = M, diremos que M es de X' —torsion y si ty(M) = 0, diremos que M
es libre de X —torsion. =

Es facil ver que tx (M) es el submédulo mas grande de X' —torsién de M, para
cada M € R — Mod.

Lema 2.86 Sea X € L{_, g cq}- Entonces tx(M) € X para toda M € R — Mod.

Demostracién:

Sea X € L, g emy- Como X es cerrada bajo sumas directas, tenemos que
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@ N; € X. Como X € R — quaot,

el
tx(M) =Y {N; < M| N;e X} = <<—BNZ-/L> eX
iel el

donde L < (—B Rn. Por lo tanto, ty(M) € X para toda M € R — Mod. |

i€l
Lema 2.87 Sea 7 = (7, F) una teoria de torsién y M € R — Mod. Entonces

tr(M)eT y M/t (M) e F.

Demostracion:
Por la proposicién 2.84, podemos considerar t7(M). Por el lema 2.86,t7(M) € T
para toda M € R — Mod.

Por otro lado, supongamos que M /tr(M) ¢ F. Entonces existe K € T tal que
Homp(K, M /t7(M)) # 0. Asi, tomemos 0 # f € Homg(K, M /tr(M)). Entonces
Im f = L/ty(M) para algin L < M tal que t7(M) < L. Como T € R — quot,

entonces K /(Ker f) = Im f e T. Sea la sucesién exacta corta
0—>tr(M) > L— L/ty(M) -0

tal que tr (M), L/t7(M) € T. Como T es cerrada bajo extensiones exactas, en-
tonces L € T. De esta manera, L < tr(M) lo que implica que L = t+(M) y
Im f = L/tyr(M) = 0. Por lo tanto, f = 0 lo cual es una contradiccién pues
f # 0. Por lo tanto, M /tr(M) € F para toda M € R — Mod. |

Proposicién 2.88 Sea 7 = (7, F) una teoria de torsién. Entonces
(1) M €T siysélosi M es de T—torsién; y

(11) M € F siy s6lo si M es libre de T —torsién.
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Demostracién:
(1) (=) Sea M € T. Como tr(M) es el submédulo més grande de T —torsion de
M, entonces t7(M) = M.

(<) Sea t+(M) = M. Por el lema 2.87, tenemos que M =t (M) e T.

(17) (=) Sea M € F. Dado que la sucesién 0 — t(M) — M es exacta, aplicando

el funtor Hompg(t7(M), __) tenemos que la sucesién
0 — Hompg(tr(M),t7(M)) — Hompg(tr (M), M)

es exacta. Por el lema 2.87 y por hipétesis, tenemos que Hompg(t+(M), M) = 0,
lo que implica que Hompg(t7(M),t7(M)) = 0. Asi, t+(M) = 0.

(<) Sea t+(M) = 0. Por el lema 2.87, tenemos que M = M /t+(M) € F. |

Definicién 2.89 Sea 7 = (7,F) una teoria de torsién. Diremos que 7 es una

teoria de torsion hereditaria si T € Li< . @ cat}- o

Ejemplo 2.90 Sea [ un ideal idempotente. Entonces
T={MeR—Mod|IM =0}
es una clase de torsion hereditaria. o

Observemos que toda teoria de torsién hereditaria es una teoria de torsion, sin

embargo no toda teoria de torsién es hereditaria.

Corolario 2.91 Sea 7 = (7, F) una teorfa de torsién hereditaria y
M e R — Mod. Entonces

tr(M)eT y M/tr(M) e F.

Demostracién:
Por la definicién 2.89, podemos considerar t7(M). Como toda teoria de torsién
hereditaria es teoria de torsion, por el lema 2.87, t-(M)e T y M/tr(M)e F. R
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Proposicién 2.92 Sea X € Li< . g c.t}- Entonces
ty(M)={meM|RmeX}eX

para toda M € R — Mod.

Demostracion:
Sea X € Li< . @ cqr}- Por el lema 2.86, ty(M) € X para toda M € R — Mod.

Por otro lado, Sea K = {m € M | Rm € X}. Entonces Rn € X para toda n € K.

Como X es cerrada bajo sumas directas, tenemos que EI—) Rn € X. Esto implica
neK

K=2Rng (@Rn/L)eX
nekK nekK

donde L < (—B Rn. Por lo tanto, K € X
neK

que

Ahora, como K € X, entonces K < tx(M). Como tx(M) e X y X € R — sub,
tenemos que Rm € X para cada m € ty(M), lo que implica que ty(M) < K. Por
lo tanto, txy (M) ={me M | Rm e X}. [

Proposicion 2.93 Sea 7 = (7, F) una teorfa de torsién. Entonces 7 es heredi-

taria si y sélo si F es cerrada bajo capsulas inyectivas.

Demostracion:

(=) Supongamos que T es una teoria de torsién hereditaria. Sea M € F. En-
tonces t7(M) = 0 por la proposicién 2.88. Ademas, tr(E(M)) € T por la pro-
posicién 2.92. Entonces tr(E(M))NM € T pues T es cerrada bajo submédu-
los. Dado que tr(E(M))NM < M, se sigue que tr(E(M))NM < tr(M), pero
t7(M) = 0 lo que implica que t+(E(M))NM = 0. Como M < E(M), se sigue
que t7(E(M)) = 0. Por la proposicién 2.88, se concluye que E(M) € F. Por lo

tanto, F es cerrada bajo capsulas inyectivas.

(<) Supongamos que F es cerrada bajo capsulas inyectivas. Sea M € Ty N < M.

Tomemos la sucesién exacta corta 0 - N — M — M /N — 0. Entonces existe
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una sucesion exacta larga

.- — Homp(M, E(N/t7(N))) — Hompg(N, BE(N/tr(N))
— Eatp(M/N,E(N/tr(N))) — -

donde N/t7(N) € F por el corolario 2.91 y por hipétesis, E(N/tr(N)) € F. De
esta manera, Hompg(M, E(N/tr(N))) = 0 por hipdtesis y
Exth(M/N,E(N/t7(N))) = 0 pues E(N/t7(N)) es inyectivo. Por lo tanto,
Hompg(N,E(N/tr(N))) = 0, lo que implica que N = t7(N) € T. Por lo tanto,
T € R — sub y asi, 7 es hereditaria. |

Sea X una clase de médulos. Definimos
» [W(X)={MeR—-Mod| Hmr(M,E(X)) =0 VX e X}, y
» rh(X)={MeR—Mod| Homg(X,E(M))=0 ¥V X € X}.
donde E(X) y E(M) son las cdpsulas inyectivas de X y M, respectivamente.

Proposicién 2.94 Sea 7 = (7, F) una teoria de torsién. Entonces 7 es heredi-
taria si y sélo si

WT)=F vy I(F)=T.

Demostracién:

(=) Supongamos que 7 es una teoria de torsién hereditaria. Sea M € rh(T).
Entonces Hompg (T, E(M)) = 0 para cada T' € T. Dado que la sucesién

0 - M — E(M) es exacta, aplicdndole el funtor Homg(T,__), donde T € T,

tenemos que la sucesion
0 — Hompg(T, M) — Hompg(T, E(M))

es exacta. Como Hompg(T, E(M)) = 0, entonces Hompg(T, M) = 0. Por lo tanto,
MeF.

Por otro lado, si M € F, por la proposicién 2.93 tenemos que E(M) € F. Esto
implica que Homg(T, E(M)) = 0 para toda T € T. Por lo tanto, M € rh(T).
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Ahora, sea M € [h(F). Entonces Homg(M, E(F')) = 0 para cada F' € F. Dado
que la sucesiéon 0 — F — E(F) es exacta, aplicandole el funtor Homp(M, __)

tenemos que la sucesién
0 — Homg(M,F) — Homg(M, E(F))

es exacta. Como Hompg(M, E(F)) = 0, entonces Hompg(M, F') = 0. Por lo tanto,
MeT.

Por otro lado, si M € T, entonces Homg(M,F) = 0 para cada F € F. Por
la proposicién 2.93 tenemos que E(F') € F para cada F' € F. Esto implica que
Hompg(M, E(F)) = 0 para cada F € F. Por lo tanto, M € [h(F).

(<) Supongamos que rh(7T) = F y lh(F) =T.

» Sea T € T y F € F. Por hipétesis, tenemos que Homg(T, E(F)) = 0 para
todo T € Ty Homg(T, E(F)) = 0 para todo F' € F. Dado que la sucesién
0 — F — E(F) es exacta, aplicdndole el funtor Hompg (7T, __), donde T'e T,

tenemos que la sucesion
0 — Homg(T,F) — Homg(T, E(F))

es exacta. Como Hompg(T, E(F)) = 0, entonces Hompg(T, F') = 0 para toda
T €T y para toda F € F.

» Si Hompg(T, F) = 0 para todo T' € T. Supongamos que Hompg (T, E(F)) # 0
para todo 7" € T. De esta manera, tomemos 0 # f € Homg(T, E(F)) y asi,
Im f < E(F). Como F < E(F), entonces 0 # Im fOF = Im f|p. Por lo
tanto, 0 # f|r € Homg(T, F'), lo cual es una contradicciéon. Concluimos que
Hompg(T,E(F)) = 0 para todo T'e T, lo que implica que F' € rh(T) = F.

» Si Hompg(T, F) = 0 para todo F' € F. Supongamos que Homg(T, E(F)) # 0
para todo I’ € F. De esta manera, tomemos 0 # f € Homg(T, E(F)) y asi,
Im f < E(F). Como F < E(F), entonces 0 # Im fOF = Im f|p. Por lo
tanto, 0 # f|r € Homg(T, F'), lo cual es una contradicciéon. Concluimos que
Hompg(T,E(F)) = 0 para todo F' € F, lo que implica que T € [h(F) = T.
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Por lo tanto, 7 = (7,F). Ahora, por la proposicion 2.84, T € L., g cu}. Sea
M e Ty N < M. Entonces Homg(M, E(F)) = 0 para toda F' € F. Tomemos la
sucesién exacta corta 0 - N — M — M/N — 0. Entonces existe una sucesién

exacta larga
-+ — Homp(M, E(F)) — Homgr(N, E(F)) — Extp(M/N,E(F)) — - - -

donde F' € F. De esta manera, Hompg(M, E(F')) = 0 por hipdtesis y
Exth(M/N, E(F)) = 0 pues E(F) es inyectivo. Por lo tanto, Homg (N, E(F)) = 0,
lo que implica que N € T. Por lo tanto, 7 € R — sub y asi, 7 es hereditaria. W

Proposicién 2.95 X = htors(X) para cada X € Li< . @ cat}-

Demostracién:
(€) Sea M € X. Si F € rh(X), entonces Hompg(K, E(F)) = 0 para toda K € X.
En particular, Homg(M, E(F)) = 0. Por lo tanto, M € htors(X).

(2) Sea M € htors(X). Entonces Homp(M, E(F)) = 0 para cada F € rh(X). Sea
tx(M) < M. Por el lema 2.86, ty(M) € X. Probaremos que M [ty (M) € rh(X).
Supongamos lo contrario, es decir, M /ty(M) ¢ rh(X'). Entonces existe K € X tal
que Homp (K, E(M/tx(M))) # 0. De esta manera, tomemos

0# fe Homg(K, E(M/tx(M))). Haciendo f= fla /i (ary, tenemos que

0 # f € Homp(K, M/tx(M)). Asi, Im | = L/tx(M) para algin L < M tal
que tyx(M) < L. Como X € R — quot, entonces K /(Ker ]?) ~Im feX. Seala

sucesion exacta corta
0—>ty(M)—>L— L/ty(M)—0

y es tal que ty (M), L/tx(M) e X. Como X es cerrada bajo extensiones exactas,
L € X, lo que contradice la maximalidad de tx(M). Por lo tanto,

M/ty(M) € rh(X) de donde se sigue que Homgr(M, E(M/ty(M))) = 0. Dado
que la sucesién 0 — M /[ty (M) — E(M/tx(M)) es exacta, aplicindole el funtor

Hompg(M, __) tenemos que la sucesién

0 — Hompr(M,M/tx(M)) — Homgr(M, E(M/tx(M)))
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es exacta. Como Hompg(M, E(M/tx(M))) = 0, entonces
Homgp(M,M/ty(M)) = 0. De esta manera, M = tx(M) lo que implica que
MeX. n

Corolario 2.96 Para cada X € Li< . g .} existe una teoria de torsion heredita-

ria 7 = (7, F) tal que X = 7.

Demostracion:

Sea X' € Li< ., @ eaty- Por la proposicién 2.95, tenemos que X = htors(X). Por la
proposicién 2.94, tenemos que 7 = (X, rh(X)) es una teoria de torsién heredita-
ria. |

De esta manera, una teoria de torsiéon hereditaria esta tnicamente determinada
por una clase de médulos X' € Li< . g 21 Una clase de médulos X es clase de
torsion hereditaria si es cerrada bajo submodulos, cocientes, extensiones exactas
y sumas directas. Llamaremos R — tors a la clase de todas las clases de torsién

hereditaria.

Observacion 2.97 Por el teorema B.7, tenemos que R — tors es un conjunto. o

Notemos que R — tors = Li< . @erty Y 1@ — tors estd parcialmente ordenada por

la inclusion. Los siguientes resultados describen su estructura reticular.

Proposicién 2.98 Sea A un conjunto y {X,}.ca una familia de elementos de

R — tors. Entonces

ﬂ X, e R —tors.
aEA

Demostracién:

Si A = {<,—,ext,®}, por la observacién 2.41, tenemos que ﬂ X,e R—tors.
acA

Para una clase de modulos X cualquiera, definimos
htors(X) = lh(rh(X))

Proposicién 2.99 Sea X una clase de R—mdédulos. Entonces htors(X) es la clase

generada por X en R — tors.
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Demostracién:

Sea Y € R — tors tal que X < ). Sea X una clase de R—médulos. Si F' € rh(X),
entonces Homg(K, E(F')) = 0 paratoda K € X < ). Esto implica que F' € rh(}).
De esta manera, si M € htors(X), entonces Homg(M, E(F)) = 0 para toda
F e rh(X) < rh(Y). Por lo tanto, M € lh(rh(})) = Y por la proposicién 2.95.
Por lo tanto, htors(X) < ) para toda Y € R — tors tal que X < ). [ ]

Teorema 2.100 R — tors es una reticula completa.

Demostracion:
Si A = {<,—, ext,®}, por el corolario 2.43 se concluye que R—tors es una reticula

completa. ]

Por el teorema anterior, debe existir el supremo para cada familia no vacia de

elementos en R — tors. El siguiente teorema describe dicho supremo.

Teorema 2.101 Sea A un conjunto y {X,}.ca una familia de elementos en R —

\/ Xa = htors (U Xa>

acA acA

tors. Entonces

Demostracion:
Por la proposicion 2.99, htors (

U Xa> € R —tors. Dado que X, < U X, para
acA acA

cada o € A, se sigue que X, € htors <U Xa> para toda o € A. Supongamos

acA

que existe Y € R — tors tal que X, < ) para toda o € A. Entonces U X,V

acA

y por la proposiciéon 2.99, se sigue que htors (U Xa> c Y. Concluimos que
acA

\/ Xa = htors <U Xa>. _

acA acA

Teorema 2.102 R — tors es marco.
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Demostracion:
Sea X € R—tors y {Va}aeca cualquier familia de elementos de R—tors. Probaremos
que

X A (\/3@) = V(X A a)

acA acA

(S)Sea M € X A (\/ ya> y hagamos Z = \/(XAya). Supongamos que M ¢ Z.
acA acA

Tomando N = tz(M), tenemos que N € Z y M/N € rh(Z), por los corolarios

2.91y2.96. Como X A <\/ ya) es cerrada bajo cocientes, M /N € X A (\/ J)a> .

acA acA

Por otro lado, si ty,(M/N) = 0 para toda a € A, entonces M/N € rh(YV,)

para toda a € A por la proposicion 2.88 y el corolario 2.96. De esta mane-

ra, M/N € rh (U ya). Dado que \/ya = htors (U ya), tenemos que

acA acA acA

M/N € [rh (U ya>] ﬂ htors <U ya>] lo que implica que M /N = 0. Por

acA acA
lo tanto, M = N € Z lo que es una contradiccién con el hecho de que M ¢ Z.

De esta manera, existe 3 € A tal que ty, (M/N) # 0. Hagamos N'/N = ty, (M/N).
Entonces N'/N € Y3 por el corolario 2.91. Ademds, como X es cerrada bajo
submédulos, N'/N € X pues N'/N < M/N. Asi, N'//N € XNYz < Z. Como
M/N € rh(Z), entonces N'/N € rh(Z). Pero N'/N € Z, lo que implica que
N'/N =0, lo cual es una contradiccién con el hecho de que ty,(M/N) # 0. Por

lo tanto, M € Z = \/(X A Vo). De esta manera, X' A \/))a c \/(X A Va).

a€eA a€A a€eA

(2) Dado que Y5 < (\/ ya> para toda 3 € A, tenemos que
acA

XAYgS XA <\/ Y. | para toda 5 € A. De esta manera,

acA

V(X AV S XA (\/ya) ]

acA acA
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Corolario 2.103 R — tors es una reticula distributiva.
Demostracién:

Tomemos A un conjunto con dos elementos y apliquemos el Teorema 2.102. N

Proposicion 2.104 R — tors es fuertemente pseudocomplementada, donde el

pseudocomplemento en R — tors de T esta dado por

THs—emt® = (M e R — Mod | htors(M)NT = 0}.

Demostracion:
Sea W ={M e R— Mod | htors(M)NT = 0}.

» Sea M € TMW. Dado que M € htors(M), entonces M = 0. Por lo tanto,
TAW =0.

» Sea M € Wy N < M. Tomemos K € htors(N) y L € htors(M/N) tales
que K,L € T. Como htors(N) < htors(M), htors(M/N) < htors(M) y
M € W, entonces K = L = 0, lo que implica que N, M /N € W.

Por otro lado, sea 0 — M’ — M — M" — 0 una sucesién exacta corta tal
que M', M" € W. Supongamos que M ¢ . Entonces existe

0 # N € htors(M) tal que N € T. Como T € R—tors € R—op, tenemos que
NNM' € htors(M)NT de donde se sigue que NNM’ =0, pues M’ € W.
Asi, notemos que N = N/(NNM') = (N + M'")/M’' < M" € W. Entonces
N € W, pero N € T, por lo que N € WMNT. Esto implica que N = 0, lo

cual es una contradiccién con el hecho de que N # 0. Por lo tanto, M € W.

Ahora, sea {M,};c; una familia de médulos en W' y supongamos que

(—BM,- ¢ W. Entonces existe 0 # N € htors ((—B MZ) tal que N € T. De

el iel

jed

esta manera, N € htors ((—D Mj) donde J < [ finito. Como W € Lign

por el resultado previo y por la proposicion 2.28, tenemos que (—B M;eW,
jedJ

lo que implica que N € W. Pero N € T, por lo que N € WMN). Entonces

N = 0, lo cual es una contradiccion con el hecho de que N # 0. Por lo tanto,

(—B M; € W. De esta manera, W € R — tors

el
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» Sea X € R—tors tal que TNMX =0. Sea M € X. Si N € htors(M) tal que
N € T, entonces N = 0 pues N € X. Pero eso implica que M € W. Asi,
X < W. Por lo tanto, W es mayor clase en R — tors tal que TMW = 0.

Por lo tanto, T Hs—est0) = W/, -

Una aplicacion directa del teorema 2.37 nos muestra que los esqueletos de
R —tors, R — ss y R — op son iguales. La tnica condicién que debemos verificar
para que se cumpla el teorema 2.37 es que toda clase X' € Skel(R — op) es cerrada

bajo extensiones exactas y sumas directas.

Lema 2.105 Cada X € Skel(R—op) es cerrada bajo extensiones exactas y sumas

directas.

Demostracion:

Sea X € Skel(R—op). Entonces existe ) € R—op tal que X = Y*{<~}. Probaremos
que X es cerrada bajo extensiones exactas.

Sea 0 — M’ — M — M"” — 0 una sucesién exacta corta tal que M’', M" € X.
Supongamos que M ¢ X. Entonces existe 0 # N € subquot(M) tal que N € ).
Como Y € R — op, tenemos que N NM' € subquot(M)MY de donde se sigue que
NNM' =0, pues M’ € X. Asi, notemos que

N =N/(NONM')= (N +M)/M <M eX.

Entonces N € X, pero N € Y, por lo que N € XM Y. Esto implica que N = 0, lo

cual es una contradiccion con el hecho de que N # 0. Por lo tanto, M € X.

Ahora, probaremos que X es cerrada bajo sumas directas.
Sea {M,;}ir una familia de médulos en X'. Supongamos que @MZ ¢ X. En-

iel

tonces existe 0 # N e subquot ((—D MZ> tal que N € Y. De esta manera,

el

N € subquot (@ Mj> donde J < [ finito. Como X € Lygn, por el resultado
jeJ
previo y por la proposicién 2.28, tenemos que @Mj e X, lo que implica que
jedJ
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N e X. Pero N € Y, por lo que N € XMY. Entonces N = 0, lo cual es una
contradiccion con el hecho de que N # 0. Por lo tanto, @ M; e X. |

el
Corolario 2.106 Skel(R — op) = Skel(R — tors) = Skel(R — ss).

Demostracién:

Por el lema 2.105, tenemos que
Skel(R—op) € R —tors € R—ss € R — op.

Aplicando el teorema 2.37, concluimos que
Skel(R — op) = Skel(R — tors) = Skel(R — ss). |

Corolario 2.107 Sea T € R — tors. Entonces

Thsete) = {M e R — Mod | subquot(M)NT = {0}}

Demostraciéon:

Por el corolario 2.38, se sigue que T (s »ert@) = T~} |

Corolario 2.108 Si 7 = (7, F) es una teoria de torsién hereditaria, entonces

THs—eter = {M € R — Mod | subquot(M)NT, = {0}}

Demostracion:

Consecuencia de los corolarios 2.96 y 2.107. |

Corolario 2.109 Sea S € R — ss. Entonces

Sts~ety = {M € R — Mod | subquot(M)NS = 0}

Demostracion:

Por el corolario 2.38, se sigue que S*t<—esth = St~} |
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2.3.4. El conjunto R — pretors

Definicién 2.110 Una clase de médulos X' clase de pretorsion hereditaria si es
cerrada bajo submoddulos, cocientes y sumas directas arbitrarias. Llamaremos

R — pretors a la clase de todas las clases de pretorsién hereditaria. =

Notemos que R — pretors = Li< . gy y R — pretors esta parcialmente ordenada

por la inclusion.

Proposicién 2.111 Sea A un conjunto y {X,}ac4 una familia de elementos de
R — pretors. Entonces
ﬂ X, € R — pretors

acA

Demostracién:

Si A = {<,—,®}, por la proposicién 2.41 tenemos que ﬂ X, € R—pretors. B
acA

Para describir el supremo de un conjunto arbitrario de elementos en R — pretors,

necesitamos describir un “nuevo” operador de clases.

Definicién 2.112 Sea M un moédulo. Un médulo N es (finitamente) generado

por M si existe un epimorfismo
MW - N -0
para algin conjunto (finito) A. o

Definicién 2.113 Sea M un médulo. Un médulo N es subgenerado por M si
existe un monomorfismo 0 — N — K, donde K es generado por M. Para cualquier
clase de mddulos X, denotaremos como o(X) a la clase de todos los mddulos
subgenerados por algin M € X. De igual manera, denotaremos como o(M) a la

clase de todos los R—mddulos subgenerados por M. =
Asi,

a@j:{NeR—Mw

existen MW K -0 y 0->N-—>K
donde A es un conjunto, K € R — Mody M € X
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Y (M) ={NeR- Mo ,
donde A es un conjunto y K € R — Mod

existen MW - K -0 vy OHNHK}

Observacién 2.114 Notemos que la definicién de o(M) coincide con la definicién
de o[ M], la subcategoria completa de R — Mod de los médulos subgenerados por
M (ver [28], §15). Sin embargo, en este trabajo trataremos de distinta manera a
o(M)yao[M]. o

Proposicién 2.115 ([28], Subseccién 15.3) Para cualquier R—mddulo M, las

siguientes afirmaciones son equivalentes:
(1) o[M] =R — Mod,

(41) existe un mono 0 — R — M* para algiin k € N.

Demostracién:
((i) = (4i)) Supongamos que o[M]| = R — Mod. Tenemos el diagrama:

MAY

—0

)

Como R es proyectivo, existe v : R — M@ tal que oy = ¢. Sear € Ry
supongamos que ¢(r) = 0. Entonces ¢(r) = ¥(v(r)) = ¥(0) = 0, y como ¢ es
monomorfismo, tenemos que r = 0. Por lo tanto, v es monomorfismo. Esto implica

que v(1) € M* para alguna k € N. De esto se sigue que y(R) < M*.

((#i) = (i)) Supongamos que existe un mono 0 — R — M* para algtin k € N. Por
definicién, o[M] < R — Mod. Sea N € R — Mod. Como 0 — R — M* es mono y

N es generado por R, tenemos el diagrama

0 — RN — (M*)IN]
} J
0—N——"K

| |
0 0
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donde K es el pushout de L y (M*)NI. De aqui se sigue que N € o[M]. Por lo
tanto, R — Mod < o|[M], y asi, c|[M] = R — Mod. |

El siguiente resultado se sigue directo de la proposicién anterior.

Corolario 2.116 o[R| = R — Mod. De igual manera, o(R) = R — Mod (como

clases de R—modulos). |

Proposicién 2.117 o(M) € R — pretors para cada médulo M.

Demostracion:

Sea M un modulo.

» Sea Keo(M)y N < K. Entonces existen @__, M ->T -0y

0> K —>T,conTeR— Mod. Como N < K, entonces existe un mono

acA

0 — N — T'lo que implica que N € o(M). Por otro lado, para K /N tenemos
que existen 0 - K/N - T/Ny @, ., M — T/N — 0 lo que implica que
K/N € o(M). Por lo tanto, o(M) € R — op.

» Sea {Kj}pep una familia de elementos de o(M). Entonces para cada € B
existen @ 4, M — T —> 0y 0 — Kg — T3, con Ty € R—Mod. Por lo tanto,

existen @ﬁEB C—BaeAM - @ﬁeB T/J’ —0y0— C—B,BGB Kﬂ - @,BEB Tﬁ’ lo
que implica que 4. K € o(M). Por lo tanto, o(M) € Lig. |

Proposicién 2.118 Sean K,L € R — Mod. Entonces o(K) < o(L) si y sélo si
K eo(L).

Demostracién:
(=) Supongamos que o(K) < o(L). Es claro que K € o(K) < o(L).

(<) Supongamos que K € o(L). SiT € o(kK), entonces existen P, K — M — 0
y0—T— M,con M e€R— Mod. Como K € o(L), entonces @, ., K eo(L)y
asi M € o(L). De esta manera, T € o(L). Por lo tanto, o(K) < o(L). |

Definicién 2.119 Sea X una clase de médulos y M € R — Mod.
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(1) Llamaremos R — cyc a un conjunto completo de representantes de clases de

isomorfismo de mddulos ciclicos.

(i1) Denotaremos como cyc(X) = {K; | j € J} a un conjunto completo de
representantes de clases de isomorfismo de submoédulos ciclicos de todos los

modulos K € X. Notemos que cyc(X) < R — cyc.

(77i) Denotaremos como cyc(M) = {M; | i € I} a un conjunto completo de repre-
sentantes de clases de isomorfismo de submodulos ciclicos de M. Notemos
que cyc(M) < cyce(X) si M e X. o

Proposicién 2.120 o(M) es la clase de pretorsién hereditaria més pequena que

contiene a M.

Demostracion:

Supongamos que existe X € R — pretors tal que M € X. Si N € o(M), entonces
existen P, M - K -0y 0—-> N — K, con K € R— Mod. Como M € X,
entonces @, 4, M € X, lo que implica que K € X. De esta manera, N € X. Por
lo tanto, o(M) < X para toda X € R — pretors tal que M € X. |

Definicién 2.121 Sea X una clase de médulos. Para cyc(X) = {K; | j € J}

definimos My como la suma directa de todos los elementos de cyc(X'), es decir,

My = (—B K;.
jeJ
Notemos que My es tinico salvo isomorfismo. O

Proposiciéon 2.122 Sea X’ una clase de R—mddulos. Entonces
(1) o(My) es la clase generada por X en R — pretors
(17) X € R—pretors siy sélosio(My) =X

Demostracion:
(7) Por la proposicién 2.117, tenemos que o(My) € R — pretors.

Ahora, sea N € X'. Notemos que Rn € o(My) para cada n € N por la proposicién
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2.120. Por lo tanto, N = Z Rneo(My) y asi, X € o(My).

neN
Por otro lado, supongamos que existe ) € R — pretors tal que X < ). Si

N € 0(My), tenemos el siguiente diagrama:

Como cada sumando de My estd en X € ), entonces My € Y. De aqui se sigue
que N € Y. Por lo tanto, o(My) < ) para toda Y € R — pretors tal que X < ).

(7i)(=) Si X € R — pretors, del resultado anterior se sigue que o(My) = X.

(<) Supongamos que o(My) = X. Es claro que X € R — pretors. |

Proposicién 2.123 Si X = ¢(K) y Y = o(L), para algunos K,L € R — Mod,
entonces

XvY=0c(K®L).

Demostracién:

Sean K,L € R — Mod tales que X = o(K) y Y = o(L). Probaremos que
X<Co(K@eL)yY<o(K®L).

Si M e X = o(K), entonces existen @ 4K - T -0y 0 —- M — T, con
T € R— Mod. Dado que existe @ 4,(K ® L) - P, .4 K — 0, tenemos que
existe P (K @ L) - T — 0, lo que implica que M € o(K @ L). Por lo tanto,
X € o(K @ L). Similarmente se prueba que Y < o(K @ L).

Ahora, supongamos que existe Z = o(N) € R—pretors talque X € Zy Y < Z.
Probaremos que o(K @ L) < Z.

Como K € X y L € Y, entonces K,L € o(N) y asi K ® L € o(N). Por la
proposicion 2.118, tenemos que (K @ L) € o(N) = Z.

Concluimos que X v Y = o(K @ L). [
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Teorema 2.124 R — pretors es una gran reticula completa.

Demostracion:
Si A = {<,—»,®}, por el corolario 2.43 se concluye que R — pretors es una gran
reticula completa. n

Por el teorema anterior, debe existir el supremo para cada familia no vacia de

elementos en R — pretors. El siguiente teorema describe dicho supremo.

Teorema 2.125 Sea A un conjunto y {X,}aca una familia de elementos en
R — pretors. Entonces

\ X=0 (@Ma>

acA acA

donde X, = o(M,,) para cada o € A.

Demostracién:

Sea X, = o(M,) para cada o € A. Por la proposicién 2.122, tenemos que

o ((—B Ma> € R —pretors. Probaremos que X, < 0(@,. 4 M) para cada a € A.
acA
SiM e X,, = o0(M,,) para algin ag € A, entonces existen @ﬁeB My, = To, — 0

y0—M—T,, conT,, € R— Mod. Dado que existe

@ﬁeB(@aeA M,) — @5@9 Mq, — 0, tenemos que existe @5e3(@aeA a) =
Tsy — 0, lo que implica que M € (P, M,). Por lo tanto, X, < 0(P .4 Ma).

Ahora, supongamos que existe ) = o(N) € R — pretors tal que X, < ) para
toda o € A. Entonces M, € 0(N) para cadaae€ Ay asi @, ., M, € o(N). Por la
proposicién 2.118, o(P, .4 Ma) S o(N) = V.

Concluimos que \/ X, =0 @ M, [ ]
acA acA

Una pregunta natural que surge es si R — pretors es distributiva, la cual es

respondida negativamente por la correspondecia biyectiva entre R — pretors y

R — fil, el conjunto de todos los filtros lineales (Ver Apéndice B), y el hecho de

que R — fil no es distributiva (ver [12]). Sin embargo, R — pretors si es modular.

Para probar la modularidad de R — pretors necesitamos el siguiente resultado:
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Lema 2.126 Sea {X,}.ca una familia de elementos en R — pretors. Entonces

I {lo}aeca S USXQ con [,eFy, VaeA

_ I < R acA
S tal que ﬂ I, es finita y ﬂ I,c1
acA acA

donde X = \/ X,

acA
Demostraciéon:
Sea
I {la}aca S | JFr, con I, eFr, VacA
2 — I < R acA
tal que ﬂ I, es finita y ﬂ I,<c1
acA acA

Demostraremos que £ € R — fil.

(1) Sean Ji, Jo € £. Entonces existen unas familias {I1, }aea S U Sx., v

acA
{I5, }aca S U Sx, con I, I, € §x, para toda a € A, tales que ﬂ L,y
acA acA
ﬂ I, son finitas y ﬂ L,c1y ﬂ I, < 1.
acA acA acA

Tomemos K, = I, n I, para cada o € A. Notemos que K, € §x, para
toda o € A. Ademas,

() Ke= (I, N I2,) = (ﬂ 11a> N (ﬂ I%) c i)

acA acA acA acA

y es finita. Por lo tanto, J; () J € £.

(17) Sea I,J € R tal que I < J e I € £. Entonces existe una familia

{I.}aca S U Sx, con I, € Ty, para toda a € A, tal que ﬂ I, es finita y
acA acA

ﬂ I, < I. Como I < J, entonces ﬂ I, < J, lo que implica que J € £.
acA acA
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(17i) Sea I € £y (I:1)< R para algin r € R. Entonces existe una familia
{Io}aea S U Sx, con I, € Fx, para toda a € A, tal que ﬂ I, es finita y

acA acA
ﬂ I, € I. Como [, € §x, para cada a € A, entonces (I, : ) € Fx, para

acA
cada a € A.

Dado que I, = R para casi toda a € A, pues ﬂ I, es finita, se sigue que
acA

ﬂ([a : r) es finita. Ahora, si s € ﬂ([a : 1), entonces sr € I, para toda

acA acA
a € A, lo que implica que sr € I. De esta manera, s € (I : r) por lo que

ﬂ([a :1r) < (I :r). Por lo tanto, (I : 7) € £.

acA

De esta manera, se concluye que £ € R — fil. Ahora, probaremos que £ = §y.

(2) Sea I € Fx,,- Sea {lafaca S Jyes S, una familia tal que I, = R para
toda @« € A — {ao} e I,, = I. Entonces (\,c4lo = I, por lo que I € £.
Asi, Fx, S £ para toda a € A. Como existe una correspondencia biyectiva

entre R — pretors y R — fil, entonces 3\/0“ X, = \/aeA Sx,. Por lo tanto,
SVaGA X g 2

(S) Sea I € £. Entonces existe una familia {Io}aea S (J,cn Sx. con I, € Fa,
para toda a € A, tal que [, 4 [o s finita y (,ca o € 1. Como () cq La €8
finita, entonces existe n € Ny S, 5s,...,0, € A tales que [ 4 Lo € S,

para cadai = 1,2,...,n. De esta manera, ()., [ € 8V, X 10 que implica

acA

que I € §y__, x,- Por lo tanto, £ < §y/

acA X *

Asi, concluimos que BV s e = L. n

Teorema 2.127 R — pretors es una reticula modular.

Demostracion:
Sea X, ), Z € R — pretors tales que X < ). Probaremos que

XvYAZ)=YA(X Vv ZE)
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(€) Esclaroque X v (YA Z) S Y A (X Vv Z).

(2) Como existe una correspondencia biyectiva entre R — pretors y R — fil,
entonces basta con probar que Fy.(xvz) S Sxv(yaz). De esta manera, sea I €
Synaxvz). Ast, I € Fy el € Fxyz). Por el lema 2.126, tenemos que existen J € §x
y K € §z tales que JNK < I. Como I € §y, entonces IMJ € §y lo que implica
que (INJ) + K € Fy pues Fy es cerrado bajo super ideales. En el mismo sentido,
(INJ) + K € §z pues K € §z. Asi, tenemos que (INJ) + K € Fy.z. Por lo

tanto,
IN((INT)+ K)=(JNINJ))+ (JNK)=(JNI)+(JNK)cT+I1=1

lo que implica que I € Fxyyaz). Asi, VA (X v Z)c X v (VA 2). [

Al igual que R — tors, cada X € R — pretors tiene un pseudocomplemento 1inico,
lo que hace que R — pretors sea fuertemente pseudocomplementada. Para poder
describir los pseudocomplementos, necesitamos definir el suplemento derecho de

X € R — pretors.

Sea M € R — Mod. De la definicién 2.85, diremos que tx (M) es el submddulo de
pretorsion de M si X € R — pretors. Diremos que M es un modulo de pretorsion

sity(M) =M y que M es un mddulo libre de pretorsion si txy(M) = 0.
De la proposicién 2.92, tenemos el siguiente resultado.

Corolario 2.128 ty(M) € X para todo médulo M € R — Mod y para toda clase
X € R — pretors.

Proposicion 2.129 Sea X}, X; € R — pretors. Entonces X1 X5 € R — pretors y es
tal que

t(X12X2) (M)/t?ﬁ (M) = th (M/tXl (M))



2.3. Reticulas y grandes reticulas de clases de médulos 81

Demostracién:

Recordemos que, de la proposicién 2.5, tenemos que

Xl.)(g = {MER—MOd

10— X; - M — X, — 0 sucesién exacta corta
tal que X1 e Xy Xo e &,

Probaremos que X1 X, € R — pretors.

Sea M € X1 Xy y N < M. Entonces existe 0 — M’ — M — M"” — 0 una sucesion
exacta corta tal que M’ € Xy y M/M' =~ M”" € X;. De esta manera, tenemos el

siguiente diagrama conmutativo:

0 0 0

| | |

0—=MNN——=N—= (M +N)/M -0

J ! J

0 M M M/M ——0

| | J

0—(M'+ N)/N—=M/N—=M/(M'+N)—0

| | {
0 0 0

donde M'"NN,(M'+N)/Ne X,y (M'+N)/M',M/(M'+N) e X,. Esto implica
que N, M /N € X1 X,. Por lo tanto, X1 X, € R — op.

Ahora, si {M,};c; es una familia de elementos de X} X5, entonces existen sucesiones

exactas cortas 0 — M — M; — M/ — 0 paracadaie I, con M e Xy y M € A,.
De esta manera, @,.; M/ e X1 y @

existe una sucesion exacta corta

0-PM->PM->PM -0

el el el

M! € X, pues Xy, Xy, € R — pretors, y asi,

el

Esto implica que @, _; M; € X1 X;5. Por lo tanto, X1 X, es cerrado bajo sumas di-

el
rectas arbitrarias. Se concluye que X1 X5 € R — pretors.

Ahora, probaremos que tx, x,(M)/tx, (M) = tx,(M/tx,(M)).
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(€) Sea m + ty, (M) € tayx,(M)/tx, (M), donde Rm € X;X,. Entonces existe
K' < Rm tal que K' € X1 y Rm/K' € X,. Si k' € K’ entonces RK' < K' € X}
lo que implica que k" € ty (M), pues k' € K/ < Rm < M. De esta mane-
ra, K' € ty (M) y asi, Rm + ty,(M) < Rm + K' € X,. Esto implica que
m +tx, (M) € ta,(M/tx, (M)). Por lo tanto, ta, x,(M)/tx, (M) S ta,(M/tx, (M)).

(2) Sea m + ty, (M) € tx,(M/ty,(M)), donde Rm + ty, (M) € X5. Entonces la
sucesion 0 — ta, (M) — Rm — Rm/tx, (M) — 0 es exacta, con Rm/txy, (M) € Xs.
Por la proposicién 2.128, tenemos que tx, (M) € X;. De esta manera, Rm € X1 X,
por lo que m € tx,x,(M). Se sigue que m + tx, (M) € ta,x,(M)/tx, (M). Por lo
tanto, tx, (M /tx,(M)) S ta,x,(M)/tx,(M). |

Definicién 2.130 Sea &}, X5 € R — pretors. Denotaremos como (X} : X,) al

elemento en R — pretors tal que
taeysaen) (M) [ty (M) = tx, (M /T2, (M) 5

Por la proposicién 2.129 y la definicién 2.130, tenemos que X1 X5 = (X : &»).

Definicién 2.131 Sea X € R — pretors. Diremos que ) € R — pretors es el

suplemento derecho de X si ) es el menor elemento en R — pretors tal que
XY =R— Mod

Lema 2.132 Si X € R — pretors y si {Va}aca €s un conjunto de elementos de

X (ﬂ ya> = [)(XVa)

acA acA

R — pretors, entonces

Demostracion:
Dado que existe una correspondencia biyectiva, que preserva orden, entre

R — pretors v R — fil, el resultado se obtiene por la proposicon B.12. ]

Proposicion 2.133 Para cada X' € R — pretors, siempre existe su suplemento

derecho.
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Demostracion:

Sea T' = {Va}aca la familia de todas las clases de pretorsion hereditaria tales
que XY, = R — Mod. Notemos que T" # J, pues R — Mod € T. Tomemos
Y = \aea Va- Por el lema 2.132 tenemos que

XY =X([Ya) = [ (XVa) = [ | R— Mod = R — Mod.

acA acA acA
Por lo tanto, ) es el suplemento derecho de X. [ |
Denotaremos como X al suplemento derecho de X'.
Teorema 2.134 Sea X € R — pretors. Las siguientes clases son iguales:
(i) X0

(17) o({M/tx(M) | M € R — Mod})

(1ii) {M/M' | M e R— Modytyx(M)< M'}

(iv) o(R/tx(R))

Demostracién:

(1) < (i7) Notemos que
tovy (M) ={meM|RmeXXW} ={meM|RmeR— Mod} = M

para toda M € R — Mod, lo que implica que M /tx(M) = tya)(M/tx(M)) para
todo M € R— Mod. Sea Z = o({M/tx(M)| M e R— Mod}). Si M € R — Mod,
entonces M /tx(M) € Z. Por el corolario 2.128, tenemos que tx(M) € X. De esta
manera, M € X Z lo que implica que R — Mod <€ X Z. Entonces XZ = R — Mod
de donde se sigue que XM € Z = o({M/tx(M) | M € R — Mod}).

(it) < (iti) Sea Y = o({M Jtx(M) | M € R — Mod}) y
Z={M/M'"|MeR—-Modytx(M)< M'}. Probaremos que Z € R — pretors.
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Sea M/M' e Z. Entonces tx(M) € M'. Si N/M' < M/M’', tenemos que
tx(N) S tx(M), por lo que ty(N) < M'. Asi, N/M' e Z.

Ademads, notemos que tx(M) < M’ < N, por lo que

M/N = (M/M'")/(N/M") € Z. Por lo tanto, Z € R — op.

Si {My/M!}aea es una familia de elementos de Z, entonces ty(M,) < M)

para toda a € A. De aqui se sigue que
tx C—BMO‘ = (‘BtX(Ma) - (—BM;
acA acA acA

lo que implica que @4 (Mo/M)) = (P cn Ma)/ (DB, e M) € Z. Por lo

tanto, Z es cerrada bajo sumas directas arbitrarias.

De esta manera, Z € R — pretors. Sea N € ). Entonces existen

PMitx(M)>K—-0 y 0->N->K,

acA

para algin M € R — Mod y K € R — Mod. Notemos que M /tx(M) € Z. Como

Z € R—pretors, tenemos que @

M/ty(M), K € Z,lo que implica que N € Z.

acA

Por lo tanto, ) < Z.

(i1i) < (iv) Sea Y = {M/M' | M € R— Mody txy(M) < M'} y Z=0(R/tx(R)).
Sea M/M' € Y. Entonces txy(M) < M'. Por el corolario 2.116, tenemos que
M € o(R) y entonces existen @, ., R — K -0y 0— M — K, donde

K € R — Mod. De esta manera, tenemos que existen @, _, tx(R) — tx(K) =0

y 0 — tx(M) — tx(K). Entonces tenemos los siguientes diagramas:

0— @aeAfx<R> . @QIA R @, (F/Le(R) =0
0t (K) ff K Jta(K) —— 0
é 0 :
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K
b :
0—>tX(M)—>]\T4—>M/tX(M)—>O
oo

0

Por lo anterior, tenemos que M /ty(M) € Z. Como tx(M) < M’', la sucesién
0> M /tx(M) > M/tx(M) - M/M" — 0 es exacta corta y asi, M/M' € Z.
Por lo tanto, ) < Z.

(iv) < (7). Sea Y = o(R/tx(R)) y M € ). Entonces existen

@ R/tx(R) > K—->0 'y 0->M-K,

acA
donde K € R — Mod. Como XXM = R — Mod, entonces
R/tx(R) = tyw (R/tx(R)) € X1, Esto implica que @, R/tx(R),K € XV y
ast, M € X Por lo tanto, Y < X, |

Corolario 2.135 Sea X,) € R — pretors. Entonces tx(R) < ty(R) si y sblo si
Yy c x®,

Demostracién:
(=) Supongamos que ty(R) < ty(R). Por el Teroema 2.134, tenemos que
YO = g(R/ty(R)) y XV = o(R/tx(R)). Si M € YV, entonces existen

@D R/Mty(R) > K—>0 'y 0->M-K,
acA

donde K € R — Mod. Como por hipétesis tx(R) < ty(R), entonces existe un
epimorfismo R/tx(R) — R/ty(R) — 0, lo que implica que existe
@D,c4 R/tx(R) — K — 0. Por lo tanto, M € X, y asf tenemos que YV < X1,

(«<) Supongamos que YV < XM, Por el Teorema 2.134, tenemos que

YWY = (M/M' | MeR—Mody ty(M)< M'}
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y XU = (M/M' | MeR— Mody ty(M)< M}.

Notemos que R/ty(R) € YV, por lo que R/ty(R) € X1 por hipétesis. De esta
manera, tenemos que ty(R) S ty(R). |

Definicién 2.136 Sea § € R— fil y X € R—pretors. Diremos que X es Jansiano

si §x es Jansiano (ver definicién B.3). o

Corolario 2.137 X es Jansiano para cada X € R — pretors. Més atn,

Sy ={I <R|tx(R) < I}.

Demostracién:

Recordemos que Fy) = {I < R | R/ € XM}. Sea & = {I < R | tx(R) < I}.
Probaremos que §yu) = &.

(S) Sea I € Fya. Entonces R/I € XM, Por el Teorema 2.134, tenemos que

X = {M/M'|MeR—Mody ty(M)< M}
Entonces tx(R) € I. Por lo tanto, I € & y asi, Fya) S 6.
(2) Sea I € &. Entonces ty(R) < I. Por el Teorema 2.134, tenemos que
XYW = (M/M'|MecR—Mody ty(M)< M}
Entonces R/I € X, Por lo tanto, I € ) y asi, & S Fra).

De aqui se concluye que Fray = {I < R | tx(R) < I}. Ahora, si {Iy}aca s
una familia de elementos de §yq), entonces ty(R) < I, para toda a € A. Por lo
tanto, tx(R) S (),ea la- De esta manera, [ .4 [o € Sxo. Se concluye que Fyo)

es Jansiano y por la definicién 2.136, X™ es Jansiano. |

Definicién 2.138 Definimos ¢ : R — pretors — R — tors como
p(X) = tor(X),

donde tor(X) = {M € R — Mod | t.(x)(M) = M}. o
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En [14], el autor menciona que tor(X’) coincide con la clase de torsién hereditaria
generada por X € R — pretors. En ([25], VI.2.5, V1.3.3) se describe tor(X) como

tor(X) ={M e R—Mod |30 # N € sub(M')NX para cada 0 # M’ € quot(M)}.
Corolario 2.139 Sea X,) € R — pretors. Entonces

P(XNY) = p(X)Np(Y).

Demostracién:
Dado que p(X) = tor(X), tenemos que (X MNY) < o(X)Np(Y).

Ahora, sea M € o(X)Ne(Y) vy 0 # M' € quot(M). Como M € ¢(X), existe
0# K < M tal que K € X. Como M € ¢()) y en particular

©(Y) = tor(Y) € R—tors, entonces K € ¢()). Esto implica que existe 0 # K’ < K
tal que K’ € Y, donde K € quot(K). Como X € R — pretors, entonces K' € X.
Asi, K’ e XN)Y y ademés, K’ < M'. Por lo tanto, M € p(XN)Y). |

Corolario 2.140 Para cualquier X € R — pretors, o(X)* es el pseudocomple-

mento fuerte de X en R — pretors.

Demostracion:

Como o(X)Np(X)t =0y X € p(X), tenemos que XNp(X)t = 0. De esta
manera, si existe Y € R — pretors tal que X M) = 0, entonces aplicando ¢ y por
el corolario 2.139, tenemos que ©(X)MN¢(Y) = 0. De esta manera, p()) < p(X)*
pues R — tors es fuertemente pseudocomplementada. Por lo tanto, Y < ¢(X)*,
de donde se sigue que X+ = p(X)*. |

El corolario anterior nos dice que R — pretors es fuertemente pseudocomplemen-
tada. De esta manera, al no ser distributiva, es lo que R — pretors hereda de
R — tors. Para finalizar, tenemos una relacién entre el pseudocomplemento y el

suplemento derecho de una clase X € R — pretors.

Proposicién 2.141 X+ < XM para cualquier clase X € R — pretors.
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Demostracién:

Sea M € X+ y la sucesién exacta corta
0—tx(M)—> M — M/tx(M) — 0.

Notemos que M /tx(M) € XM, Tenemos que tx(M) € X+. Como ty(M) € X,
entonces ty(M) e Xt A X =0, por lo que ty(M) = 0. As,
M = M/0 = M/ty(M)e XY, Por lo tanto, X+ < X, n

2.3.5. La clase R — sext

Definicién 2.142 Llamaremos R — sext a la clase de todas las clases de moédulos

cerradas bajo submodulos y extensiones exactas. O

Notemos que R — sext = Liccny y @ — sext estd parcialmente ordenada por
la inclusién. La clase R — sext fue introducida y estudiada por A. Alvarado, H.
Rincén y J. Rios en [1]. Los siguientes son resultados que describen su estructura

reticular.

Proposicién 2.143 Sea A un conjunto y {X,}sca una familia de elementos de

R — sext. Entonces
ﬂ X, € R— sext
acA

Demostracién:

Si A = {<, ext}, por la observacién 2.41 tenemos que () 4 Xo € R — sext. |

Definicién 2.144 Sea X una clase de R—moddulos. Definimos
(i) x°={0}
(ir) X' =X

(ii) A" = (XM)X -
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Teorema 2.145 Si X € R — sub, entonces

UX"ER—sext.

neN

Demostracion:
Sea X € R — sub. Probaremos que X" € R — sub ¥V n € N.

Para n = 0, X° = {0} € R — sub trivialmente. Para n = 1, X! = X € R — sub.
Supongamos que X* € R — sub para alguna k € N tal que k > 1. Sea M € X*+ly
N < M. Entonces existe 0 - M’ — M — M"” — 0 una sucesién exacta corta tal
que M'e X y M" € X*. Como N < M, sea

0—>MNN-—->N-—>(M+N)/M —0
una sucesiéon exacta corta, por lo que tenemos el siguiente diagrama conmutativo:

M//

o

0 —= M'AN —= N ——~ (M'+N)/M' — 0

0

0 ——> M ——~ M

Como X, X* € R — sub por hipétesis, tenemos que LNN € X y (L + N)/L € X*,
lo que implica que N € X*+1. Por lo tanto, X**!' € R — sub. Por el principio de
induccion, tenemos que X" € R — sub para toda n € N.

X" es cerrada

Por la proposicién 2.45, | J, . X" € R — sub. Por el lema 2.72, [ |

bajo extensiones exactas. |

neN neN

Proposicion 2.146 Si H € R — sub tal que H € X € R — sext, entonces

JHrcx

neN
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Demostracion:

Supongamos que H € R — sub y es tal que H < X.

Probaremos que H" < X V n e N.

Para n = 0, tenemos que H° = {0} € X. Paran = 1, tenemos que H' = H = X
por hipdtesis. Supongamos que H" < X para alguna n € N tal que n > 1. Si

M e H"*!, entonces existe
0-K->M-—>L-—>0

una sucesion exacta corta tal que K e H < X'y L € H" < X por hipétesis. Como
X € R — sext, entonces M € X. Por lo tanto, H"™! < X. Por el principio de

induccion, tenemos que H" < X para toda n € N.

Si M e UneN
M € X. Por lo tanto, | J

H™, entonces M € H* para alguna k € N. Pero H* < X, por lo que
H' < X. [

neN

Recordemos que

sext(X) = | J(sub(X))"

neN

para cualquier clase de médulos X.

Corolario 2.147 Si X es una clase de R—mddulos, entonces sext(X) es la clase

generada por X en R — sext.

Demostracion:

Por el teorema 2.145, tenemos que sext(X) € R—sext. Es claro que X < sext(X).
Supongamos que existe ) € R — sext tal que X < ). Por la proposicon 2.47,
sub(X) < Y. Asi, de la proposicion 2.146 se sigue que sext(X) < ). [ |

Teorema 2.148 R — sext es una gran reticula completa.

Demostracion:
Si A = {<, ext}, por el corolario 2.43 se concluye que R— sext es una gran reticula

completa. [ |

Por el teorema anterior, debe existir el supremo para cada familia no vacia de

elementos en R — sext. El siguiente teorema describe dicho supremo.
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Teorema 2.149 Sea A un conjunto y {X, }aca una familia de elementos en R — sext.

Entonces
\/Xa = sext (U Xa>
acA acA

Demostracion:

Por el corolario 2.147, sext (U Xa> € R—sext. Es claro que X, € sext (U Xa>
acA acA

para toda a € A. Supongamos que existe ) € R — sext tal que X, < ) pa-

ra toda a € A. Entonces U X, < )Y y por el corolario 2.147, tenemos que

a€A

sext (U Xa> < Y. Concluimos que \/ X, = sext (U Xa>. [ |
acA acA acA

Teorema 2.150 R — sext es fuertemente pseudocomplementada, donde cada

X € R — sext tiene un unico pseudocomplemento en R — sext que estd dado por

Xli<enty — {M e R— Mod | sub(M)NX = {0}}

Demostracién:

Sea W ={M e R— Mod | sub(M)NX = {0}}.

» Sea M e Wy N < M. Asi, tenemos que sub(N) € sub(M). De esta manera,
(sub(N)MX) < (sub(M)NX) = {0}. Por lo tanto, N € W.

Por otro lado, supongamos que
0->K—->M2b5L-0

es una sucesion exacta corta tal que K, L € VWW. Supongamos que M ¢ W.
Entonces existe 0 # N < M tal que N € X. Como X € R — sext, tenemos
que NNK € X. Ademés, NN K € sub(K), por lo que

NNK € (sub(K)NX) = {0}. Como L =~ M/K, se sigue que p|y : N — L
es mono. De esta manera, N € sub(L) pero N € X, por lo que

N e sub(L)NX = {0}. Entonces N = 0, lo cual es una contradiccién, pues
N # 0. Por lo tanto, M € W. Se concluye que W € R — sext.
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» Sea M € XNW. Dado que M € sub(M), entonces M = 0. Por lo tanto,
XMW = {0}.

» Sea Y € R — sext tal que XMY = {0}. Sea M € Y. Dado que M € sub(M),
se tiene que M € ). De esta manera, sub(M)NX < YNX = {0}. Por lo
tanto, M € VW de donde se sigue que )Y < W. Por lo tanto, W es la mayor
clase en R — sext tal que XMW = 0.

Por lo tanto, Xti<esty = W, |

2.3.6. El conjunto R — nat

En [7], J. Dauns introdujo las clases naturales como clases saturadas, sin em-
bargo S. Page y Y. Zhou en [19] les llaman clases naturales. En esta seccién,

estudiaremos su estructura reticular.

Definicién 2.151 Una clase de modulos es clase natural si es cerrada bajo sub-
modulos, sumas directas y capsulas inyectivas. Llamaremos R — nat a la clase de

todas las clases naturales. o

Notemos que R —nat = Li< g g( )} y & — nat esta parcialmente ordenada por la
inclusion. En [29], Y. Zhou se muestra el siguiente resultado importante acerca de

la relacion entre las clases naturales y los ideales del anillo.

Proposiciéon 2.152 Existe una correspondencia inyectiva de R —nat al conjunto

potencia de la reticula de ideales de R.
Corolario 2.153 R — nat es un conjunto.

Nuestro objetivo es describir a la reticula R — nat. Para ello, ocupamos cierta

informacion.

Proposicién 2.154 Sea A un conjunto y {X,}.ca una familia de elementos de
R — nat. Entonces

ﬂ X, € R — nat.
acA



2.3. Reticulas y grandes reticulas de clases de modulos 93

Demostracién:
Si A={<,®, E()}, por la observacién 2.41 tenemos que ﬂ XoeR—nat. N

QaEX

Definicién 2.155 Sea X una clase de R—moddulos. Definimos

nat(X)={M e R— Mod |30 # N € sub(M")Nsub(X) ¥V 0 # M € sub(M)}.

Proposicién 2.156 nat(X) € R — nat para cualquier clase de médulos X'.

Demostracién:

Sea M € nat(X) y N < M. Tomemos 0 # K < N. Como M € nat(X) y
K € sub(M), entonces existe 0 # L < K tal que L € sub(X'). Esto implica que
N € nat(X).

Sea {M;}icr € nat(X') una familia de elementos de nat(X'), donde I es conjunto.
Tomemos 0 # K < @,.; M;. Entonces existe iy € I tal que KMNM;, # 0. Como
M;, € nat(X) y KNM;, € sub(M), entonces existe 0 # L < KMNM,, tal que
L e sub(X). Esto implica que @,_; M; € nat(X).

Sea M € nat(X) y E(M) su cépsula inyectiva. Tomemos0 # K < E(M). Como
M = E(M), entonces MNK # 0. Como M € nat(X) y MNK € sub(M),
entonces existe 0 # L < MNK tal que L € sub(X). Esto implica que

E(M) € nat(X). |

Proposicién 2.157 Si X es una clase de R—mddulos, entonces nat(X) es la clase

generada por X en R — nat.

Demostracion:

Por la proposicién 2.156, tenemos que nat(X) € R — nat. Sea M € X. Si M = 0,
trivialmente M € nat(X). Si M # 0, entonces M € sub(M )M sub(X'). Esto implica
que M € nat(X). Por lo tanto, X < nat(X). Ahora, supongamos que existe
Y e R —nat tal que X < Y. Sea 0 # M € nat(X). Entonces existe 0 # K < M
tal que K € sub(X). Como X < Y, entonces K € sub()). De aqui se sigue que
M € nat()). Por lo tanto, nat(X) < ), de donde se sigue quenat(X) es la menor

clase de R — nat que contiene a X. |
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Corolario 2.158 Sea X € R — nat. Entonces X es cerrada bajo extensiones
exactas.

Demostracion:

Sea 0 > K — M — L — 0 una sucesion exacta corta tal que K, L € X. Suponga-
mos que M ¢ X. Entonces existe 0 # M’ € sub(M) tal que sub(M') N sub(X) = 0.
De esta manera, M'NK = 0 pues K € X < sub(X). Asi, tenemos que

0+#M =M/(MNK) > (M +K)/K <M/K = L e sub(X).

Esto implica que L ¢ X', lo cual es una contradiccion. Por lo tanto, M e X. R

Teorema 2.159 R — nat es una reticula completa.

Demostracién:
Si A = {<,®,E( )}, por el corolario 2.43 se concluye que R — ss es una gran

reticula completa. |

Por el teorema anterior, debe existir el supremo para cada familia no vacia de

elementos en R — nat. El siguiente teorema describe dicho supremo.

Teorema 2.160 Sea A un conjunto y {X,}.c4 una familia no vacia de elementos

\/ Xa = nat <U Xa)

acA acA

en R — nat. Entonces

Demostraciéon:

Por la proposicion 2.157, tenemos que

nat (U Xa> € R —nat

acA

acA

R—nat tal que &, < Y para toda a € A. Entonces U X, € YV y por la proposicion
acA

2.157, tenemos que nat (U Xa> c Y. Concluimos que \/ X, = nat (U Xa> § |

a€EA a€eA a€A

Es claro que X, < nat <U Xa> para toda a € A. Supongamos que existe ) €
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Existe una relacién entre clases naturales y pseudocomplementos fuertes de clases

hereditarias. Para demostrar dicha relacién, necesitamos los siguientes resultados.

Teorema 2.161 Sea X € R — sub. Entonces X<} € R — nat

Demostracion:
Por el ejemplo 2.31, X+<} € R — sub.

Ahora, tomemos {M,}aes S X<}, Probaremos que (—B M, € X+=.
acA
Sea K < @Ma tal que K € X. Supongamos que K # 0. Para 0 # k € K,

acA
tomemos el menor entero n tal que k = m,, + Mq, + -+ + My, . Por la eleccién

de k, notemos que
(0:ma,) = (0:mpy) =+ =(0:mg,)
lo que implica que, en particular (0: k) = (0 : m,, ). Entonces
Rk = R/(0:k)=R/(0:mq,) = Rmqa, < M,, € X

pero Rk € X, por lo que Rk = 0. Esto implica que k = 0, lo cual es una contra-
diccion. Por lo tanto, K = 0 y asi, (—D M, € Xt=.

acA
Ahora, tomemos M € X1(<}. Probaremos que E(M) e X+i<),
Sea K < E(M) tal que K € X. Entonces K n M € X. Como M € X<} entonces
KnM = 0.Como M < E(M), tenemos que K = 0. Por lo tanto, E(M) € X<l

Proposicién 2.162 Sea N € R — nat. Entonces N = (N+i<))ti=)

Demostracion:
Sea M € (N*i=))1<). Entonces, para cada 0 # K < M existe 0 # L < K tal que
L € N. Consideremos {Lg}aca la familia de todos los sumbddulos de M tales que

L, e N.Como N € R — nat, entonces @ L, € N. Probaremos que G—) L,< M.
acA acA
Sea T' < M tal que T # 0. Entonces existe 0 # 7" < T tal que 7" € N. Por lo
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tanto, (—B Lo 0T # 0. Asi, (—B L, < M lo que implica que

a€A acA

E(M)=E ((-B La) eN

acA

Por lo tanto, M € N. De esta manera, (N1<))ti< € N,

Por otro lado, como R — sub es fuertemente pseudocomplementada, por el lema
2.35 se sigue que N € (N1=))ts, u

Teorema 2.163 Skel(R — sub) = R — nat

Demostracion:

Sea X € R — nat. Por la proposicién 2.162, X € Skel(R — sub). Ahora, tomemos
X € R — sub. Entones X<} € Skel(R — sub). Por el teorema 2.161, tenemos que
X+i<t € R — nat. |

Gracias a un resultado previo que relaciona cierto tipo de clases con su esqueleto,

obtenemos el siguiente

Teorema 2.164 Skel(R — sext) = R — nat

Demostraciéon:

Por el corolario 2.158, tenemos que R — nat < R — sext. Por el teorema 2.163,
Skel(R — sub) = R —nat € R — sext € R — sub.

Por el teorema 2.37, tenemos que Skel(R — sext) = Skel(R — sub) = R — nat. B

Corolario 2.165 Si X € R — sext, entonces X1tsesttseat = nat(X). En particular,
si N € R — nat, entonces N tseatlseat — Af.

Demostracion:

Sea X € R — sext. Por el teorema 2.164, tenemos que

Skel(R — sext) = R — nat. Por el teorema 2.40 concluimos que

(XHseay)bisery = nat(X). En particular, por el corolario 2.158, tenemos que

R —nat € R — sext. Asi, para N € R — nat, por el teorema 2.40 concluimos que

(NL{s,ezt})J—{S,ezt} — nat(N) — N .
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2.3.7. La clase R — qext

Definicién 2.166 Llamaremos R—gext a la clase de todas las clases de R—mddu-

los cerradas bajo cocientes y extensiones exactas. =

Notemos que R — gext = L. ey ¥y R — qext estd parcialmente ordenada por
la inclusién. La clase R — gext fue introducida y estudiada por A. Alvarado, H.
Rincén y J. Rios en [1]. Los siguientes resultados son duales a los teoremas 2.145,

2.148 y 2.150 y al corolario 2.147; por ello sélo los enunciaremos.

Teorema 2.167 Si X € R — quot, entonces

U X" e R — gext.
neNuU{0}

Corolario 2.168 Si X es una clase de R—mddulos, entonces U (quot(X))"
neNu{0}
es la clase generada por X en R — gext.

Para cada clase X de R—mddulos, denotaremos a U (quot(X))" como gext(X).
neNu{0}

Teorema 2.169 R — gext es una gran reticula completa, donde

ANXa=(% v \/Xazqe:vt<U Xa)

acA acA acA acA

para cualquier conjunto A y cualquier familia {X, },ca de elementos de R — gext.

Teorema 2.170 R — qext es fuertemente pseudocomplementada, donde cada

Q € R — gext tiene un unico pseudocomplemento en R — gext que estd dado por

Qttweett = {M € R — Mod | quot(M)MNQ = {0}}
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2.3.8. La clase R — conat

Definicién 2.171 Definimos la clase R — conat como el esqueleto de R — quot.
Es decir, R — conat = Skel(R — quot). A los elementos de R — conat se les lla-

mara clases conaturales. o

Proposicién 2.172 Q € R — quot es conatural si y sélo si @ = Q=111

Demostraciéon:

(=) Sea Q € R — quot. Por el corolario 2.59 tenemos que
Qt1ti=r = {M € R — Mod | quot(M)N Q=1 = {0}}.

Por el lema 2.35 tenemos que Q < Q*+=}+=1. Por otro lado, como por hipétesis
Q € R — conat, entonces existe X € R — quot tal que Q = X1}, De esta manera,

notemos que Q < Q11 implica X+=1 € Xttt
Como X111 es el pseudocomplemento fuerte de X+-1+(=}  entonces
Xiterernxyterter = .

Dado que X < X*=111 por el lema 2.35, tenemos que X+-1t=11=1NY = 0

lo que implica que

ottty = Yyt < xltey = Q.
Por lo tanto, Q = QH=}+i-}.
(<) Sea Q = Q11+ con Q € R — quot. Como

9t € Skel(R — quot), entonces Q es el pseudocomplemento fuerte de
Q1+ € R — quot, es decir, Q € R — conat. |

Proposicion 2.173 R — conat < R — gext.
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Demostracion:
Dado que R — conat = Skel(R — quot), sélo basta probar que si X € R — conat,
entonces X es cerrada bajo extensiones exactas.

Sea X € R — conat. Entonces existe Q € R — quot tal que Ot} = X. Sea
0> M — M — M/M — 0 una sucesion exacta corta tal que M', M/M' € X.
Supongamos que M ¢ X. Entonces existe 0 # M /K € quot(M) tal que M /K € Q.
Como Q € R — quot, tenemos que M /(K + M') € quot(M)M Q de donde se sigue
que M/(K+M'") =0, pues M/M' € X. Asi, M = K + M’, de donde se sigue que
M/K = (K+M')/K =~ M /(KNM') € quot(M') € X. Entonces M /K € X, pero
K € Q, por lo que M/K € XMNQ. Esto implica que M/K = 0, lo cual es una
contradiccién con el hecho de que M /K # 0. Por lo tanto, M € X. |

Teorema 2.174 R — conat = Skel(R — gext).

Demostracién:

Por la proposicién 2.173, tenemos que R — conat = R — gext. Por lo tanto,
Skel(R — quot) = R — conat € R — gext < R — quot.
Por el teorema 2.37, tenemos que Skel(R—qext) = Skel(R— quot) = R—conat.l

Corolario 2.175 Si X € R — gext, entonces X1testlaest = conat(X), donde
conat(X) es la clase conatural més pequena que contiene a X. En particular,

si @ € R — conat, entonces Qlaesttacst — Q.

Demostracion:

Sea X € R — gext. Por el teorema 2.174, tenemos que

Skel(R — gext) = R — conat. Por el teorema 2.40 concluimos que

(X tacat)taest = conat(X). En particular, por la proposicién 2.173, tenemos que

R — conat € R — qext. Asi, para N’ € R — conat, por el teorema 2.40 concluimos

que (N taeat)taeat = pat(N) = N |
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Capitulo 3

Algunos operadores duales de

clases de modulos

En [24], P. Smith introdujo los operadores H(&X'), E(X) y D(X). En la seccién
2.2 describimos algunas propiedades sobre ellos. Como un aporte propio al tema de
operadores de clases de mdédulos, en este capitulo consideraremos las definiciones

y algunas propiedades duales de los operadores antes mencionados.
Definicién 3.1 Sea X una clase de R—mddulos. Definimos

(1) h(X)={Me R— Mod | sub(M) < X'}

(i7) e(X)={M e R— Mod | N € X para todo N « M}

(iid) d(X) ={M e R—Mod|¥VN<M3I K@M tal que K <N, N/K e X}

(]

Lema 3.2 h(X) € X para cualquier clase de médulos X.

Demostracién:
Sea X’ una clase de médulos y M € h(X). Entonces N € X para todo N < M. En
particular, M € X, por lo que h(X) < X. |

Proposicién 3.3 h(&X) € d(X) < e(X) para cualquier clase de médulos X.
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Demostracion:

Sea M € h(X). Entonces N € X para todo N < M. En particular, notemos que
0D Meh(X)y0< N.Dado que N/O = N € X, tenemos que M € d(X). Por lo
tanto, h(X) < d(X).

Ahora, sea M € d(X) y N « M. Por hipétesis, existe K @ M tal que N/K € X.
Si K/ < M estal que M = K@ K', entonces K n K' =0y K+ K' = M. De
esta manera, N + K’ = M de donde se sigue que K’ = M. Esto implica que
0=KnK =KnM=K.Asi;] N~ N/0 = N/K € X. De esta manera,
M € e(X). Por lo tanto, d(&X) < e(&X). |

Para dualizar la proposicion 2.16, necesitamos los siguientes resultados.

Definicién 3.4 Sea M € R — Mod y N < M. Diremos que L < M es un

suplemento de N en M si L es minimo con respecto a la propiedad N + L = M.
[m}

A diferencia de que todo submoédulo N de un médulo M tiene un M-complemento
en M (como se mostré en el lema 2.15), no todo submédulo de M tiene un

suplemento en M.

Proposicion 3.5 Sea M € R — Mod y N < M. Entonces L < M es un suple-

mento de NN siy sélo si

N+L=MyNAL<L

Demostracion:
(=) Supongamos que L es un suplemento de N. Sea K < L tal que
K + (L n N) = L. Entonces

M=L+N=K+(LAN)+N=K+N

pero L es el minimo con la propiedad M = N + L, por lo que L = K. De esta
manera, N N L « L.

(<) Supogamos que N + L =M y N n L « L. Sea K < L tal que K + N = M.
Entonces
L=MnL=(K+N)nL=ZK+(NnL),
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donde la igualdad (*) estd dada por la ley modular. Pero N n L « L, por lo que
K = L. De esta manera, L es minimo con la propiedad L + N = M y asi, L es

un suplemento de N. |

Proposiciéon 3.6 Si L < M es un suplemento de N entonces N n L « M.

Demostracion:

Supongamos que L es un suplemento de N. Por la proposicién anterior, NnL « L.
Sea K < M tal que K + (N n L) = M. Entonces

L=MnL=(K+(NnL)nLZ=(KnL)+(NnL),

donde la igualdad (*) estd dada por la ley modular. Pero N n L « L, por lo que
L=KnLyasi, L <K.Como (N nL)< L, entonces (N n L) < K. De esta
manera, M = K + (N n L) = K y por lo tanto, N n L « M. |

Definicién 3.7 Sea M € R— Mod. Diremos que M es suplementado si todos sus
submodulos tienen un suplemento en M. Llamaremos Sup a la clase de todos los

modulos suplementados. =

La siguiente es la equivalente dual de la proposicion 2.16.

Proposicion 3.8 Sea X una clase de R—modulos tal que X < Sup. Si

X € R — gext, entonces
X ne(X)=h(X)

Demostracién:

(2) Por el lema 3.2 y la proposicién 3.3, tenemos que h(X) € X ne(X).

(€) Sea M € X ne(X)y N <M cualquiera. Probaremos que N € X,
Como X < Sup, entonces N tiene un suplemento en M, es decir, existe L < M
talque L+ N = My NnL « M. Como X € R— quot, entonces M /L € X. Como

M € e(X), entonces N n L € X. De esta manera, la sucesién

0>NAL—>N-—>M/L—>0
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es una sucesién exacta corta, pues N/(N n L) = (L + N)/L = M/L. Como X es
cerrada bajo extensiones exactas, tenemos que N € X. Por lo tanto, M € h(X), y
asi X ne(X) < h(X). |

Para dualizar la proposicién 2.17, necesitamos los siguientes resultados.

Definicién 3.9 Sea M € R — Mod. Diremos que M es superfluo si es superfluo
en algin médulo K € R — Mod. Denotaremos como S a la clase de todos los

R—moédulos superfluos. O

Lema 3.10 Sean M, N, K € R — Mod tales que N < M < K.

Si N « M, entonces N « K.

Demostracion:

Sean M, N, K € R — Mod tales que N < M < K y supongamos que N « M. Sea
L < K tal que N + L = K. Entonces

M=MnK=Mn(N+L)=N+(Mn L)

por modularidad. Como N « M, entonces M = M n L lo que implica que M < L.

De esta manera, tenemos que
K=N+L=(NnM)+L=(N+L)n(M+L)=Kn(M+L)=KnL

lo que implica que K < L. Asi, K = L y por lo tanto, N « K. ]

Lema 3.11 Sea N < M € R— Mod tal que N « M. Si N < K con K @ M,

entonces N « K.
Demostraciéon:

Sea N < M € R— Mod tal que N « M. Supongamos que N < K con K @ M.
Sea L < K tal que N + L = K. Notemos que

K=KnM=(N+L)nM=N+(MnL)

por modularidad. Como K @ M, entonces existe K’ < M tal que M = K + K' y

K n K’ = 0. De esta manera,

M=K+K =(N+(MnL)+K =N+ (MnL)+ K
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y como N « M, tenemos que
M=MnL)+K =Mn(L+K')

lo que implica que M < (L + K’). Por lo tanto, M = L + K’ y dado que
0=KnK' =Ln K tenemos que

M=L®oK =KoK'.

Esto implica que L = K y por lo tanto, N « K. |

Teorema 3.12 Sea M € R — mod. Entonces M es superfluo si y sélo si M es
superfluo en su capsula inyectiva.

Demostracién:
(<) Por definicién, M € S..

(=) Supongamos que M € S.. Entonces existe K tal que M « K. Notemos que
M « K < E(K). Por el lema 3.10, tenemos que M « E(K). Como E(M) es
inyectivo y E(M) < E(K), entonces E(M) @ E(K). Por el lema 3.11, tenemos
que M « E(M). [ ]

Lema 3.13 Sean M, My, My € R — Mod.

(1) Si N, K < M tales que N, K « M, entonces N + K « M
(ZZ) Sean K1 < M1 < (M1®M2) y K2 < M2 < (Ml@Mg) Si K1 ¢ M1 y
Ky « My, entonces (K1 @ Ky) « (M @ Ms)
Demostracion:

(1) Sean N, K < M y supongamos que N « M y K « M. Sea L < M tal que
(N + K) + L = M. Notemos que

M=(N+K)+L=N+(K+1L)

Como N « M, entonces K + L = M. Como K « M, entonces L = M. Por
lo tanto, (N + K) « M.
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(17) Sean Ky < My < (Mi@®Ms) vy Ky < My < (M;@©M,). Supongamos que
Ky « My y Ky €« Ms. Por el lema 3.10, tenemos que K; « (M; @ Ms) y
K2 K <M1 &) Mg) Por (Z), concluimos que (Kl @ KQ) K (Ml &) M2> [ |

Teorema 3.14 S € Li< . on.

Demostracion:
Sea M € S¢ y N < M. Probaremos que N € S.. Sea L < FE(M) tal que
N + L = E(M). Notemos que

E(M)=N+L<cM+LcEM)

por lo que E(M) = M+ Ly como M « E(M), entonces L = E(M). Por lo tanto,
N « E(M).

Sea M € S« y N < M. Probaremos que M /N € S. Sea L/N < E(M)/N tal que
M/N + L/N = E(M)/N. Notemos que

E(M)/N = M/N+L/N < (M + L)/N < E(M)/N,
por lo que E(M)/N = (M + L)/N, lo que implica que
EM)=EM)+N=(M+L)+N=M+L.

Como M « E(M), entonces L = E(M) y asi L/N = E(M)/N. Por lo tanto,
M/N « E(M)/N.

Sea My, My € S¢. Probaremos que M; @ Ms € S.. Por el teorema 3.12, tenemos
que My « E(M;) y My « E(Ms;). Por el lema 3.13, concluimos que
(Ml@Mg) < (E(Ml)@E(MQ)) [ |

La siguiente es la equivalente dual de la proposicién 2.17.

Proposicion 3.15 Sea X una clase de médulos. Entonces

(i) h(X),e(X),d(X) e R — sub
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(17) si X € R — quot entonces h(X) € R — quot

Demostracién:
(1)(1) Sea M € h(X) y N < M. Como N < M, entonces sub(N) < sub(M) < X.
Por lo tanto, N € h(X).

(2) Sea M € e(X) y N < M. Sea K < N tal que K « N. Por el lema 3.10,
tenemos que K « M. Como M € e(X), entonces K € X. Por lo tanto, N € e(X).

(3) Sea M € d(X) y N < M. Tomemos K < N. Como M € d(X), entonces
existe L@ M tal que L < K y K/L € X. De esta manera, existe L' < M tal que
L+ L' =My LNL =0. Notemos que

K=MNK=(L+L)NK =L+ (L'NK)

y LN(L'NK)=(LNL)YNK =0NK =0
Se sigue que L @ K. Un proceso similar nos muestra que L @ N. Por lo tanto,

K ed(Xx).

(74) Supongamos que X € R — quot. Sea M € h(X) y N < M. Tomemos K < M
tal que K/N < M /N. Como M € h(X), tenemos que K € X. Como X € R—quot,
concluimos que K/N € X. Por lo tanto, M /N € h(X). |

La siguiente es la correspondiente dual de la proposicion 2.18.

Proposiciéon 3.16 Sea X una clase de médulos. Entonces X € R — sub si y s6lo
si h(X) = X.

Demostracién:

(=) Supongamos que X € R — sub.
(€) Sea M € h(X). Como M < M y M € h(X), entonces M € X.

(2) Sea M € X. Como X € R — sub, entonces sub(M) < X. Por lo tanto,
M e h(X).
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(<) Supongamos que h(X') = X. Por la proposicién 3.15, X € R — sub. |

La siguiente es la equivalente dual de la proposicién 2.19.

Proposiciéon 3.17 Sea X una clase de R—moddulos cerrada bajo extensiones

exactas. Entonces

(i) h(X)Dh(X) = (h(X))* = h(X)

(i) e(X)De(X) = (h(X))(e(X)) = e(X)
(i73) h(X)Dd(X) = d(X)

Demostraciéon:

(7) Por la proposicién 2.10, tenemos las siguientes contenciones
h(X) € L(X)Ph(X) < (h(X))>.

Asi, debemos probar que (h(X))? < h(X). Sea M € (h(X))?. Entonces existe una
sucesién exacta corta 0 - N — M — M/N — 0 donde N,M/N € h(X). Sea
K < M. Entonces KNN € X y K/(KMNN) ~ (K + N)/N € X. Asi, tenemos

que
0> NNK - K — K/(KNN) =0

es una sucesion exacta corta y como por hipétesis, X es cerrada bajo extensiones

exactas, se concluye que K € X. Por lo tanto, M € h(X'). Hemos probado que
h(X)Dh(X) = (h(X))* = h(X)
(74) Por las proposiciones 2.10 y 3.3, tenemos las siguientes contenciones
e(X) = h(X)De(X) < (h(X))(e(X)).

Asi, debemos probar (h(X))(e(X)) < e(X). Sea M e (h(X))(e(X)) y K « M.
Entonces existe una sucesién exacta corta 0 - N — M — M/N — 0 donde
Neh(X)y M/N € e(X). Notemos que N n K € X. Ademés,
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K/(NNnK)~(N+K)/N «M/N, pues si L/N < M/N tal que
(N+ K)/N + L/N = M/N, entonces

M/N = (N + K)/N + L/N < (N + K) + L)/N < M/N

lo que implica que M = (N+ K)+ Ly como K « M, entonces M = N+ L = L.
Por lo tanto, K/(N n K) € X y asi, tenemos que

0> NNK > K — K/(NNK) >0

es una sucesion exacta corta y como por hipétesis, X es cerrada bajo extensiones

exactas, se concluye que K € X. Por lo tanto, M € e(X).

Por otro lado, por la proposicion 2.10, tenemos que
e(X) S e(X)De(X).

Asi, debemos probar que e(X) @ e(X) < e(X). Sea M € e(X)De(X) y K « M.
Entonces existen My, My € e(X) tales que M = M;@®M,. Dado que K « M,

tenemos que
(Ml + K)/Ml < M/M1 = M2

lo que implica que K/(MiNK) =~ (M; + K)/M; € X.

Notemos que MiMNK « M pues si L < M tal que (MiNK) + L = M, entonces
M=(MNK)+L<K+L<M

lo que implica que M = K + L y como K « M, entonces L = M. Por el lema
3.11, MiNK « My y asi, M\iMK € X. De esta manera, tenemos que

0> MNK > K — K/(M{NK) >0

es una sucesion exacta corta y como por hipétesis, X es cerrada bajo extensiones
exactas, se concluye que K € X. Por lo tanto, M € e(X) y asi, e(X) = e(X)Pe(X).
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Hemos probado que
e(X)De(X) = (h(X))(e(X)) = e(X)
(7i1) Por las proposiciones 2.10 y 3.3, tenemos las siguientes contenciones
d(X) < h(X)Dd(X).

Asi, debemos probar que h(X)Dd(X) < d(X). Sea M € h(X)Dd(X)y N < M.
Existen M; € h(X) y My € d(X) tales que M = Mi@Ms. De esta manera,

N = (NOM)@(N N M)

Asi, NNM; € X pues M; € h(X). Como M, € d(X), existe K @ M, tal que
(NN M,)/K € X. De esta manera, tenemos que

0— (NNM)/K — N/K - NOM; — 0

es una sucesion exacta corta y como por hipétesis, X es cerrada bajo extensiones

exactas, se concluye que N/K € X. Por lo tanto, M € d(X). |

Corolario 3.18 Sea X una clase de modulos. Si X' es cerrada bajo extensiones
exactas, entonces h(X') también lo es.

Demostracién:

Supongamos que X es cerrada bajo extensiones exactas. Por la proposicion 3.17,
h(X)? = h(X). Por el corolario 2.7, h(X) es cerrada bajo extensiones exactas. W
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Capitulo 4
La gran reticula completa R — ad

En [27], C. Walker y E. Walker introdujeron el concepto de clase aditiva para
estudiar la relacion entre ciertas clases de Serre y algunos conjuntos de ideales del
anillo. De esta manera, los autores utilizaron las clases aditivas como una puerta
para describir clases de torsion hereditaria, sin estudiar la clase de todas las clases
aditivas a fondo. Como un aporte propio al tema de las clases aditivas, en este
capitulo estudiaremos la estructura reticular de la clase de todas las clases aditivas

y algunas relaciones entre ella y el conjunto R — fil.

4.1. La clase R — ad

Definicién 4.1 Una clase de médulos X es clase aditiva si es cerrada bajo
submodulos, cocientes y sumas directas finitas. Llamaremos R — ad a la clase

de todas las clases aditivas. o

Ejemplo 4.2 Consideremos la clase S, como en la definicién 3.9. Por el teorema
3.14, tenemos que S¢ € R — ad.

Un anillo R es max izquierdo si cada R—moddulo M # 0 tiene un submddulo
méximo. En [3], A. Amini y B. Amini prueban que R es anillo max izquierdo si
y solo si S« es cerrada bajo sumas directas arbitrarias. De esta manera, si R no
es anillo max izquierdo, entonces S, no es una clase de pretorsién hereditaria.

Notemos que Z « QQ, y como Z no es max izquierdo, tenemos que la clase S de
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todos los Z—modulos superfluos no es una clase de pretorsion hereditaria.
Un anillo R es hereditario izquierdo si cada ideal izquierdo de R es proyectivo. En
[18], W. W. Leonard prueba que si R es hereditario izquierdo, entonces S es una

clase de Serre. o

Ejemplo 4.3 Sea
R — fgssimp={M e R— Mod | M € R— ssimpy M es finitamente generado}

la clase de todos los modulos semisimples finitamente generados. Es facil ver que
R — fgssimp € R — op. Dado que los médulos en R — fgssimp son sumas finitas
de simples, se tiene que R — fgssimp € R — ad.

Notemos que R — fgssimp no es cerrado bajo sumas directas arbitrarias, pues
ZgN) ¢ R — fgssimp.

Por otro lado, consideremos la sucesién
0—>Z2—>Z4—>ZQ—>O.

Tenemos que es una sucesion exacta corta. Notemos que Z4 ¢ R — fgssimp pero

Zy € R — fgssimp. =
Notemos que, en general,
R—ssc R—ad< R—op

Ademds, R—ad = Li< . gny y R—ad estd parcialmente ordenada por la inclusién.
Dado que R—ss y R—op tienen estructura reticular, lo mas natural es preguntarse
si R — ad también tiene estructura reticular.

Lema 4.4 X es cerrada bajo sumas finitas para cada X € R — ad.

Demostraciéon:

Sea My, My € X. Entonces M; @ M, € X. De esta manera,

My + My = (M@ M) /L) € X
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para algun L < My @ M,. Por lo tanto, My + M, € X. [ |

Proposicién 4.5 Sea A un conjunto y {X,}sca una familia de elementos de
R — ad. Entonces

() Xa€ R —ad.
acA
Demostracion:
Si A = {<,—,@®"}, por la observacién 2.41 tenemos que ﬂ X, € R —ad. |

QEA
De aqui en adelante, para probar que una clase X es cerrada bajo sumas directas
finitas, solamente haremos la prueba para el caso con dos sumandos. Esto debido

a que la prueba para el caso con n sumandos se hace por induccién.

Sea X una clase de mdédulos. Recordemos que, de la definicién 2.25, tenemos que

ad(X) = subquot(df sum(X)) = subquot (U X(")>
neN

Teorema 4.6 ad(X) € R — ad para cualquier clase X.

Demostracién:
(i) Por definicién, ad(X) € R — op.

(13) Sea My, My € ad(X). Entonces existen nq,ny € N tales que existen epimorfis-

1mMos

ni n2
@KliHLlﬁo y @sz—)LQHO

i=1 j=1
y monomorfismos
O—>M1—>L1 y 0—>M2—>L2,

respectivamente, donde K7;, Ky € & para toda ¢ =1,...,n; y para toda
j =1,...,n. De esta manera, existe un monomorfismo 0 — M@M, — LB L,

y un epimorfismo

(C—é Kli) C—B <<—é K2j> - Ll@LQ — 0.
i=1 j=1
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Por lo tanto, Mi@®M; € ad(X). [ |

Para M € R — Mod definimos
ad(M) = subquot(df sum(M))

Notemos que ad(M) < ad(X) si M € X.

Proposicién 4.7 Si X es una clase de médulos, entonces ad(X) es la clase gene-

rada por X en R — ad.

Demostracion:

Sea M € X. Notemos que, paran = 1, existen @ M - M -0y 0—> M — M,
lo que implica que M € ad(X). De esta manera, X < ad(X’). Ahora, supongamos
que existe A € R — ad tal que X < A. Si M € ad(X), entonces existe n € N
tal que existen @ N; - K - 0y 0 - M — K, donde N; € X para toda
i=1,2,....,n. Como X € Ay A€ R — ad, tenemos que @} ;N; € A, lo que
implica que K € A. De esta manera, tenemos que M € A. Por lo tanto, ad(X') < A
para toda A € R — ad tal que X < A. |

Teorema 4.8 R — ad es una gran reticula completa.

Demostracion:
Si A = {<,—,@®"}, por el corolario 2.43 se concluye que R — ad es una gran

reticula completa. |

Por el teorema anterior, debe existir el supremo para cada familia no vacia de

elementos en R — ad. El siguiente teorema describe dicho supremo.

Teorema 4.9 Sea A un conjunto y {X,}.ca una familia no vacia de elementos

\/ X = ad (U Xa>

acA acA

en R — ad. Entonces

Demostracion:
Por el teorema 4.6, tenemos que ad (

U Xa> € R — ad. Es claro que

acA

X, € ad (U Xa> para toda a € A. Supongamos que existe ) € R — ad tal que
acA
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X, € Y para toda a € A. Entonces U X, € ) y por la proposicion 4.7, tenemos
acA

que ad (U Xa> < Y. Concluimos que \/ X, = ad (U Xa>. [ |

acA acA acA

Hasta el momento, no se ha podido probar que R — ad es distributiva, asi como

no se ha dado un ejemplo que diga lo contrario.

A continuacién, mostramos algunos resultados relacionados con el operador df sum.

Proposicion 4.10 Si X' € Lgny y YV es una clase de médulos cualquiera, entonces

df sum(X n'Y) < X ndf sum())

Demostracion: .
Sea M € dfsum(X n Y). Entonces existe n € N tal que M = @Mi: donde

i=1

M;e X nY paracadat=1,2,... n.
Esto implica que M € dfsum(X) n dfsum(Y). Dado que X € Ligny, entonces
df sum(X) = X de donde se sigue que M € X n df sum()). |

Corolario 4.11 Si X € R—ad y Y es una clase de médulos cualquiera, entonces

df sum(X nY) = X n df sum())

Demostracién:

(<) Dado que R — ad S Lygpny, se sigue de la proposicién 4.10.

(2) Sea M € X ndf sum(Y). Entonces M € X y existe n € N tal que M = P M;,
i=1
donde M; € Y para cada i =1,2,...,n. Como X € R — op, tenemos que M; € X

para cada i = 1,2,...,n. De esta manera, M; € X n) para cadat = 1,2,...,n,

lo que implica que M € df sum(X N }). |
Proposicién 4.12 Si X', € Lgn,, entonces

dfsum(X uY)=XDY
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Demostracién: "

() Tenemos que df sum(X v)) = U(Xu)))("), donde (XY LY)™ = P(XULY).
neN i=1
De esta manera, sea M € df sum(X U }). Entonces existe n € N tal que

- (§u)o ()

donde M; € X paratoda j=1,...,l;, My e Yparatodak=1,...,05,0<[; <n
y 0 <ly <ntales que l; +1; = n. Como X, Y € Lign}, tenemos que @§1:1 MjeXx
y @2, My € Y. Esto implica que M € X ® V.

(2) Sea M € X®Y. Entonces M = M; @ M, donde M; € X y M, € ). Entonces
My, My e X U Y, por lo que M € df sum(X v ). [ |

La siguiente proposicién muestra otra equivalencia del supremo de dos clases adi-

tivas.

Lema 4.13 Si X € Lygny, entonces X™ = X para cualquier n € N.

Demostracion: "
(€) Seane Ny Me X™. Entonces M = @ M;, donde M; € X para cada

i=1
i=1,2,...,n. Como X € Lgny, entonces M € X

(2) Se sigue del corolario 2.11. [

Proposicion 4.14 Si X',) € R — ad, entonces

X v Y = subquot(X ®Y)

Demostracién:

Por la proposicion 4.12, tenemos que
subquot(X @ Y) = subquot(df sum(X v Y)) = ad(X v)Y) e R — ad
Notemos que, por la proposicion 2.10,

XY XPDY C subquot(X ®Y)
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y asl, X € subquot(X@®Y) y Y < subquot(X ®@)). Ahora, supongamos que existe
Ze R—adtal que X € Zy )Y < Z. Entonces, por el lema 4.13, se tiene que
XPY < ZdZ < Z. Por la proposicién 2.64, tenemos que subquot(X @Y) < Z.
Concluimos que X v Y = subquot(X @ )). |

4.2. La clase R — quotdfsum

Recordemos que de la definicién 2.21, tenemos
quot(X) = {M € R — Mod | existe K — M — 0, donde K € X'}.

Definicién 4.15 Llamaremos R — quotdfsum a la clase de todas las clases de

modulos cerradas bajo cocientes y sumas directas finitas. =
Notemos que

R —ad € R — quotdfsum < R — quot

Ademsds, R — quotdfsum = Li_, gny y R — quotdf sum estd parcialmente ordenada
por la inclusion. Dado que R — ad y R — quot tienen estructura reticular, lo mas

natural es preguntarse si R — quotdf sum también tiene estructura reticular.

Proposicién 4.16 Sea A un conjunto y {X,}.ca una familia de elementos de

R — quotdf sum. Entonces

ﬂ X, € R — quotdf sum.
acA

Demostracion:
Si A = {—,@®"}, por la observacién 2.41 tenemos que ﬂ X, € R — quotdf sum.l

Qe

Sea X una clase de mdédulos. Recordemos que, de la definicién 2.25, tenemos que

quotdf sum(X') = quot(df sum(X)) = quot (U X(")>
neN

Ademas, si M € X, entonces quot(M) < quot(X).
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Teorema 4.17 quotdfsum(X) € R — quotdf sum para cualquier clase X

Demostracion:
(1) Por definicién, quotdfsum(X) € R — quot.

(11) Sea Mj, My € quotdfsum(X). Entonces existen nj,ny € N tales que existen

epimorfismos

@Kz_’Ml_’O y E’—QDLJ‘_)MQ_)O,

i=1 j=1
donde K;,L; € X para toda 7 = 1,...,n; y para toda j = 1,...,ny. De esta

manera, existe un epimorfismo

(é} Kl-) P (Jé)l Lj> — M®M, — 0

i=1
Por lo tanto, Mi@®M; € quotdf sum(X). [ |

Para M € R — Mod definimos
quotdf sum(M) = quot(df sum(M))

Notemos que quotdf sum(M) < quotdfsum(X) si M € X.

Proposicién 4.18 Si X es una clase de médulos, entonces quotdf sum(X) es la

clase generada por X en R — quotdf sum.

Demostracion:

Sea M € X. Notemos que, paran = 1, existe @_; M — M — 0, lo que implica que
M € quotdfsum(X). De esta manera, X < quotdfsum(X). Ahora, supongamos
que existe Q € R — quotdfsum tal que X < Q. Si M € quotdf sum(X), entonces
existe n € N tal que existe @' | K; > M — 0, donde K; € X para toda
i=1,2,...,n. Como X € Qy Qe R — quotdf sum, tenemos que P}, K; € Q, lo
que implica que M € Q. Por lo tanto, quotdf sum(X) < Q para toda

Q € R — quotdf sum tal que X < Q. [ |

Teorema 4.19 R — quotdfsum es una gran reticula completa.
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Demostracion:
Si A = {—,®"}, por el corolario 2.43 se concluye que R — quotdfsum es una gran

reticula completa. |

Por el teorema anterior, debe existir el supremo para cada familia no vacia de

elementos en R — quotdfsum. El siguiente teorema describe dicho supremo.

Teorema 4.20 Sea A un conjunto y {X,}sc4 una familia no vacia de elementos

en R — quotdf sum. Entonces

\/ X, = quotdf sum (U Xa)

acA acA

Demostracion:
Por la proposicién 4.18, tenemos que quotdf sum (

U Xa> € R — quotdfsum. Es

acA

claro que X, < quotdfsum (U Xa) para toda o € A. Supongamos que existe
acA

Y € R — quotdfsum tal que X, < ) para toda a € A. Entonces U Xo S Vy

acA

por la proposicién 4.18, tenemos que quotdf sum (U Xa> c Y. Concluimos que

acA

\/ X, = quotdf sum <U Xa) |

acA acA

Hasta el momento, no se ha podido probar que R — quotdfsum es distributiva,

asi como no se ha dado un ejemplo que diga lo contrario.

A continuacién, mostraremos algunos resultados relacionados con el operador
quotdf sum.

Proposicion 4.21 Si X € R—quotdfsum y ) es una clase de modulos cualquiera,
entonces

dfsum(X n'Y) = X n dfsum())
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Demostracién:

(<) Se sigue de la proposicion 4.10.

(2) Sea M € X ndf sum(Y). Entonces M € X y existe n € N tal que M = P M;,
i=1
donde M; € Y paracadai =1,2,...,n. Como X € R— quot, tenemos que M; € X

para cada i = 1,2,...,n. De esta manera, M; €e X nY para cada i =1,2,...,n,

lo que implica que M € df sum(X N }). [ |

Proposiciéon 4.22 Si X, ) € R — quotdf sum, entonces

XvY=quot(X®)Y)

Demostracién:

Por la proposicion 4.12, tenemos que
quot(X @ Y) = quot(df sum(X v Y)) = quotdfsum(X v Y) € R — quotdf sum
Notemos que, por la proposicién 2.10,
XuYcCcXDYC quot(Xd)Y)

y asi, X € quot(X ®Y) vy Y < quot(X @ )). Ahora, supongamos que existe

Z e R —quotdfsum tal que X € Zy Y < Z. Entonces, por el lema 4.13, se tiene
que XY@Y < Z@® Z < Z. Por la proposicién 2.55, tenemos que quot(X @)Y) < Z.
Concluimos que X \/ Y = quot(X P V). [ |

4.3. La clase R — subdfsum

Definicién 4.23 Llamaremos R — subdfsum a la clase de todas las clases de

R—modulos cerrada bajo submodulos y sumas directas finitas. O

Notemos que
R —ad < R — subdfsum < R — her
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Ademéds, R — subdfsum = Licgny y R — subdfsum estd parcialmente ordenada
por la inclusién. Dado que R — ad tiene estructura reticular, lo mas natural es

preguntare si R — subdf sum también tiene estructura reticular.

Proposicién 4.24 Sea A un conjunto y {X,}aca una familia de elementos de

R — subdf sum. Entonces

ﬂ X, € R — subdf sum.

acA

Demostracion:
Si A = {<,®"}, por la observacién 2.41 tenemos que ﬂ X, € R— subdfsum. R

(67D

Sea X una clase de médulos. Recordemos que, de la definicién 2.25, tenemos

que

subdf sum(X) = sub(df sum (X)) = sub (U X(")>

neN
Ademas, si M € X, entonces sub(M) < sub(X).
Teorema 4.25 subdfsum(X) € R — subdf sum para cualquier clase X.

Demostracion:
(1) Por definicion, subdfsum(X) € R — sub.

(17) Sea My, My € subdfsum(X'). Entonces existen nq,ny € N tales que existen

monomorfismos

0—>M1—>@1KZ y 0—>M1—>@2L]‘,

i=1 j=1

donde K;,L; € X para toda ¢ = 1,...,n; y para toda j = 1,...,ny. De esta

manera, existe un monomorfismo

s (82) (@)

i=1 j=1

Por lo tanto, M1@® M, € subdf sum(X). [ ]
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Para M € R — Mod definimos
subdf sum(M) = sub(df sum(M))

Notemos que subdf sum(M) < subdf sum(X) si M € X.

Proposicién 4.26 Si X es una clase de médulos, entonces subdf sum(X) es la

clase generada por X en R — subdf sum.

Demostracion:

Sea M € X. Notemos que, para n = 1, existe 0 — M — @ ; M, lo que implica
que M € subdf sum(X'). De esta manera, X < subdf sum(X). Ahora, supongamos
que existe S € R—subdf sum tal que X <€ S. Si M € subdf sum(X), entonces existe
n € N tal que existe 0 - M — @ | K;, donde K; € X para todai=1,2,...,n.
Como X € Sy S € R — subdf sum, tenemos que @, K; € S, lo que implica que
M € S. Por lo tanto, subdfsum(X) < S para toda S € R — subdf sum tal que
XcS. |

Teorema 4.27 R — subdfsum es una gran reticula completa.
Demostracién:
Si A = {<,@"}, por el corolario 2.43 se concluye que R — subdf sum es una gran

reticula completa. |

Por el teorema anterior, debe existir el supremo para cada familia no vacia de

elementos en R — subdf sum. El siguiente teorema describe dicho supremo.

Teorema 4.28 Sea A un conjunto y {X,}aca una familia no vacia de elementos

en R — subdfsum. Entonces

\/ X, = subdf sum (U Xa>

acA acA

Demostracion:
Por la proposicion 4.26, tenemos que subdf sum (

U Xa> € R — subdfsum. Es

acA

claro que X, < subdfsum (U Xa> para toda a € A. Supongamos que existe

acA
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Y € R — subdfsum tal que X, < ) para toda o € A. Entonces U X, )Vy
acA

por la proposicién 4.26, tenemos que subdf sum (U Xa> c Y. Concluimos que

acA
\/ X, = subdf sum (U Xa> [ |
acA acA
Hasta el momento, no se ha podido probar que R — subdfsum es distributiva,

asi como no se ha dado un ejemplo que diga lo contrario.

A continuacién, mostraremos algunos resultados relacionados con el operador

subdf sum.

Proposicion 4.29 Si X € R— subdfsum y ) es una clase de médulos cualquiera,
entonces
df sum(X n'Y) = X ndfsum())
Demostracion:
(<) Se sigue de la proposicion 4.10.

n

(2) Sea M € X ndf sum(Y). Entonces M € X y existe n € N tal que M = P M;,
i=1
donde M; € Y para cada ¢ =1,2,...,n. Como X € R — sub, tenemos que M; € X

para cada ¢ = 1,2,...,n. De esta manera, M; e X n ) para cada:=1,2,...,n,

lo que implica que M € df sum(X n'Y). |

Proposiciéon 4.30 Si X,) € R — subdf sum, entonces

XvY=subXD)Y)

Demostracién:

Por la proposicién 4.12, tenemos que
sub(X @ Y) = sub(df sum(X v Y)) = subdf sum(X v ) € R — subdf sum
Notemos que, por la proposicion 2.10,

XUuYSXPYCsubX@))
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yasi, ¥ € sub(X@Y)y Y < sub(X @)Y). Ahora, supongamos que existe

Z e R — subdfsum tal que X € Z y Y < Z. Entonces, por el lema 4.13, se tiene
que X®Y < Z@® Z < Z. Por la proposicién 2.47, tenemos que sub(X ®)Y) < Z.
Concluimos que X v Y = sub(X @ )). [

4.4. Relaciones entre R —ad y R — fil

Como vimos en la secciéon 2.3.4, y en detalle en el Apéndice B, existe una
correspondencia biyectiva entre el conjunto de clases de pretorsion hereditaria,

R — pretors, y el conjunto de todos los filtros lineales, R — fil.

Dado que R — pretors € R — ad, es natural preguntarse si existe una correspon-
dencia entre la clase de las clases aditivas y el conjunto de todos los filtros lineales.

En esta seccion, daremos respuesta a dicha pregunta.

Proposicion 4.31 Sea X € R — ad. Entonces
Sx={I<R|R/[eX}

es un filtro lineal.
Demostracion:
(1) Probaremos que §x es cerrado bajo intersecciones. Sea I, I, € § . Entonces
R/I,, R/, € X. Es facil ver que R/(I1 n ) < R/I; ® R/I>. Dado que X es
una clase aditiva, entonces R/} @ R/l € X. Por lo tanto, R/(I; n I3) € X

lo que implica que I; N I € §x.

(17) Probaremos que §x es cerrado bajo super ideales. Sea I, J < R ideales tales
que I < J el e Fy. Entonces R/I € X. Dado que X es una clase aditiva,
entonces (R/I)/(J/I) e X. Como R/J = (R/I)/(J/I), se sigue que R/J € X

lo que implica que J € §x.

(77i) Probaremos que §x es cerrado bajo trasladados. Sea I € Fx y r € R.
Entonces R/I € X. Notemos que

R/(I:r)=R/0:(r+1I))=~R(r+1)=(Rr+1)/I <R/I.
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De esto se sigue que R/(I : r) € X lo que implica que (I : r) € Fx para cada
reR. n

Sea R — fil el conjunto de todos los filtros lineales (izquierdos) de R. De esta

manera, definimos la correspondencia
¢: R—ad — R— fil
X — Sx={I[<R|R/IeX}
Observacion 4.32 Notemos que ¢ es creciente. En efecto, si X € ), entonces

Sx={I<R|R/IecX}c{I<R|R/I€Y} =3y

lo que implica que ¢p(X) < ¢(Y). o
Ademds, en [27] Walker y Walker definen la correspondencia

v: R—fil - R—ad
3 — Xz={MeR—Mod| (0:m)eF para toda m e M}

y obtienen que Xj es una clase de pretorsién hereditaria. Por lo tanto, X5 es una
clase aditiva.

Por el teorema B.5, existe una correspondencia biyectiva entre el conjunto de las
clases de pretorsiéon hereditaria y el conjunto de todos los filtros lineales de ideales
izquierdos de R. Por lo tanto, ¢ es sobre pues R — pretors < R — ad. Debido
a esto, en general puede haber muchas clases aditivas que, bajo ¢, tienen como

imagen el mismo filtro lineal.

Definicion 4.33 Sea X,) € R — ad. Diremos que X estd relacionado con Y
respecto a ¢ si'y sélo si p(X) = p(Y).
Denotaremos a dicha relacion como X ~4 V. o

Notemos que ~, es una relacion de equivalencia. Denotaremos a la clase de equi-

valencia de X € R — ad respecto a ~4 como [X].,.
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Lema 4.34 Sea X € R — ad. Entonces A(X) € R — ad, donde

AX)={MeX |3 KeXtalque M < K y K es finitamente generado}

Demostracién:
(i) Probaremos que A(X) es cerrada bajo submédulos. Sea M € A(X) y
N < M. Entonces existe K € X tal que M < K y K es finitamente generado.
Como N < M, entonces N < K. Esto implica que N € A(X).

(17) Probaremos que A(X) es cerrada bajo cocientes. Sea M € A(X)y N < M.
Entonces existe K € X tal que M < K y K es finitamente generado. Asi,
M/N < K/N, K/N € X y K/N es finitamente generado. Por lo tanto,
M/N € A(X).

(77i) Probaremos que A(X) es cerrada bajo sumas directas finitas. Sean
My, My € A(X). Entonces existen K1, Ky € X tales que My < Ky y My < K,
donde K; y Kj son finitamente generados. Si denotamos K = K; @ Ko,
entonces My @® My < K, K € X y K es finitamente generado. Por lo tanto,
M, ® M, e A(X). [

Lema 4.35 Sea X € R — ad. Entonces C(X) € R — ad, donde

C(X)={MeR— Mod| Rm e X para toda m e M}

Demostracion:
(i) Probarmeos que C(X) es cerrada bajo submddulos. Sea M € C'(X) y
N < M. Entonces Rn € X pues n € N < M. Esto implica que N € C(X).

(77) Probaremos que C'(X) es cerrada bajo cocientes. Sea M € C(X)y N < M.

Como Rm € X para toda m € M, entonces
R(m+ N)=Rm+ N/N =~ Rm/(RmNN)e X

para toda m € M. Asi, R(m + N) € X para toda m + N € M/N. Por lo
tanto, M /N € C(X).
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(iid)

Probaremos que C(X) es cerrada bajo sumas directas finitas. Sea
My, My € C(X). Como Rmy, Rmy € X para toda my; € M; y para toda

me € M,, entonces
R((ml,mg)) < le &) ng eX

para toda m; € M; y para toda my € My. Asi, R((my,mz)) € X para toda
(my,mg) € My @ Ms. Por lo tanto, M; @ M, € C(X). |

Proposicién 4.36 Sea X' € R — ad. Entonces A(X) € [X]., y C(X) e [X].,.

Demostracién:

(4)

(i7)

Por el lema 4.34, podemos considerar ¢(A(X)). Probaremos que

Si M € A(X), entonces existe K € X tal que M < K y K es finitamente
generado. Como X € R—ad, entonces M € X, lo que implica que A(X) € X.
Por la observacién 4.32, tenemos que ¢(A(X)) < ¢(X).

Por otro lado, si I € ¢(X), entonces R/I € X. Como R/I es ciclico, entonces
R/I es finitamente generado, por lo que R/I € A(X). Entonces I € ¢p(A(X)).
Por lo tanto, ¢(X) < ¢(A(X)).

Por el lema 4.35, podemos considerar ¢(C'(X)). Probaremos que

Si M € X, entonces Rm € X para toda m € M, por lo que M € C(X). Asi,
X < C(X). Por la observacién 4.32, tenemos que ¢(X) < ¢(C(X)).

Por otro lado, si I € ¢(C(X)), entonces R/I € C(X). De esta manera,
R(r +1) € X para todo r + I € R/I. Como R/I es finitamente generado,
k

entonces existen ry + I, ro+1,..., 7, +1 € R/I tales que R/I = Z R(ri+1).
i=1
Como X € R — ad, entonces R/I € X, lo que implica que I € ¢(&X'). Por lo

tanto, $(C(X)) < (X). n
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Teorema 4.37 Sea X € R — ad. Entonces
[X]., = (Y e R—ad | A(X) € Y € C(X)} = [A(X),C(X)]
donde

AX)={MeX |3 KeXtal que M < K y K es finitamente generado}

C(X)={M e R— Mod | Rm € X para toda m € M}

Demostracién:
Sea X € R — ad. Probaremos que [X]., < [A(X), C(X)].

2

Sea Y € R — ad tal que Y € [X].,. Consideremos M € A(X). Entonces existe
K € X tal que M < K donde K es finitamente generado. Entonces K tiene n
generadores, digamos {ky, ks, ..., k,} donde k; € K para toda j = 1,2,... De esta

n
manera, K = Z RE;. Como todo médulo ciclico se puede ver como cociente del
j=1

anillo con un ideal, entonces K =~ Z R/(I;). Como K € X, entonces R/(I;) € X
j=1
para cada j = 1,2,...,n, lo que implica que I; € §x = ¢(X) = ¢(Y) = §y para

cada j = 1,2,...,n. Por lo tanto, R/(I;) € Y para cada j = 1,2,...,n, y como
Y € R — ad, entonces K =~ Z R/(1;) € Y. Asi, M € A(Y) < Y. Por lo tanto,

7=1

A(X) < ).

Por otro lado, si N € ), entonces Rn € ) para toda n € N. Entonces N € C(Y),
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lo que implica que Y < C(Y). Como ¢(X) = ¢()), tenemos que

C(Y) = {NeR— Mod| Rne) para todane N}
{NeR— Mod|R/(0:n)e) para todane N}
{NeR—Mod| (0:n)e ¢(Y) para toda n € N}
{NeR— Mod| (0:n)e ¢(X) para toda n € N}

= {NeR—Mod| Rne X para toda n e N}
= C(X)

Por lo tanto, Y < C(X). Concluimos que A(X) <€ Y < C(X) para cualquier
Y€ R—adtal que Y € [X]

~p"

Ahora, probaremos que [A(X),C(X)] < [X]~

.
Sea Y € [A(X),C(X)]. Por la observacién 4.32, tenemos que

P(A(X)) € 9(Y) < ¢(C(X))

So6lo debemos probar que ¢(C(X)) < ¢(A(X)). Por la proposicién 4.36, tenemos
que

P(X) = (C(X)) < G(A(X)) = (&)

lo que implica que ¢p(A(X)) = ¢(C(X)), es decir, Y € [X].. Concluimos que
[A(X), C(X)] < [X]~ u

@

El teorema anterior detalla la composiciéon de cada clase de equivalencia de clases
aditivas (que llamaremos fibra) relacionada con cada filtro lineal. De esta manera,
la correspondencia entre el conjunto de todos los filtros lineales y la clase de las
clases aditivas, no es biyectiva pero si sobreyectiva, pues a cada filtro lineal le

corresponde una fibra de clases aditivas.
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4.5. Clases aditivas completas y aditivas acota-

das

Como anteriormente vimos, R—pretors € R—ad. En esta seccion, definiremos
unas clases aditivas particulares que nos daran una correspondencia directa con

la reticula de R — pretors.

Definicién 4.38 Sea X € R — ad. Diremos que X es completa si para cualquier
M € X y cualquier conjunto I tal que M; =~ M para toda ¢ € I, entonces
@,c; M; € X. Denotaremos como R-adco a la clase de todas las clases aditivas

completas. O

Proposicion 4.39 Si R es conmutativo, entonces X € R — ad es completa si y
s6lo si K @ M € X para todo K € R —mod y para todo M € X.

Demostracion:
(=) Supongamos que X € R — ad es completa con R conmutativo. Notemos que

si I es un conjunto, M € X y R; =~ R para todo i € I, entonces

el el iel

(@RZ) QM=P(RiOM) =P Me X

donde M; ~ M Q@ R; ~ M ® R ~ M. Como todo médulo es cociente de un libre,
entonces para cualquier K € R — Mod, K ® M es cociente de (P,.; Ri) @ M € X
para algin conjunto I. Como X € R — ad, tenemos que K ® M € X para toda
K e R— Mod y para toda M € X.

(<) Supongamos que K ® M € X para todo K € R — Mod y para todo M € X,
con R conmutativo. Si M € X y J es un conjunto tal que M; ~ M y R; = R,
entonces P,.; M; = B, ,(R® M;) = (D;.; Rj) ® M € X por hipdtesis. Esto
implica que (—BjEJ M; e X, de donde se sigue que X es completa. ]

Proposicién 4.40 R — pretors < R — adco.
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Demostracion:

Sea X' € R — pretors. Entonces X € R — ad. Sea M € X e I un conjunto tal que

M; = M. Como X € Lg, entonces @MZ e X por lo tanto, X € R — adco. |
el

Por la proposicion 4.40, tenemos que R — pretors € R — adco € R — ad.

Definicion 4.41 Sea X una clase de médulos. Definimos
adco(X) = subquot(df sum(cdsum(cyc(X))))

Notemos que

adco(X)
( A
n (@ M-}‘) ). CondeM;e cyc(X),
o\ M~ M; ¥ heJ,
=< NeR—-Mod |3 [ J; conjunto, ’
N neN
\ (T) 1=1,...,n. )

Lema 4.42 Sea X € R — ad. Entonces cyc(X) = cyc(adco(X)) y
adco(X) € R — adco.

Demostracion:

Sea X € R — ad. Es claro que cyc(X) = cyc(adco(X)).

Probaremos que adco(X) € R — adco. Por definicién, adco(X) € R — op.

Ahora, consideremos Ny, Ny € adco(X'). De esta manera, tenemos los siguientes

diagramas:

sfp) s Ble)re

| R

Ny Ny

I f

0 0
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donde M =~ M; ¥ h e J;, M} =~ M; ¥ t € \;, M;, M € cyc(X), J; y A conjuntos,
t=1,...,517yl=1,...,s9. Por lo tanto, existe 0 - N; ® Ny — K| @ K, y asi,

por la Propiedad Universal del Producto Directo, tenemos el siguiente diagrama:

(&(@m))o(@(0w))
o P T

K K, ® K, Ko

donde ¢ es epimorfismo. Por lo tanto, Ny @ N; € adco(X).
Por otro lado, si N € adco(X) y A es un conjunto tal que N, =~ N para toda

a € A, entonces tenemos los siguientes diagramas:

M,—K,—0

O%QZ%—

@Mﬁ), Ml =~ M; ¥V h e J, My € cyc(X), J; conjunto y
J

%

donde M, =~ P (

i=1
1=1,...,s. Dado que

Bu-@(d(om)) -4 (e (om))

entonces tenemos el diagrama

PMy—P Ko —0

acA acA

I
D Ne

acA

A
0



4.5. Clases aditivas completas y aditivas acotadas 137

donde K, =~ K para cada o € A. Del diagrama anterior, se sigue que
@ N € adco(X). |

acA

El operador adco aplicado a una clase X no siempre contiene a X . La siguien-

te proposicién muestra que la clase R — fgssimp estd contenida en adco(R —

fgssimp).
Proposicién 4.43 R — fgssimp < adco(R — fgssimp) para cualquier anillo R.

Demostracion:
Sea N € R— fgssimp. Entonces N es semisimple y finitamente generado. De esta

manera, N tiene k generadores, digamos {ni, ns,...,n;} donde n; € N para toda

k
t=1,2,...,k. Por lo tanto, N = Zan‘ donde

i=1
Rn; € cyc(R — fgssimp) = cyc(adco(R — fgssimp)) por el lema 4.42.

Entonces Rn; € adco(R — fgssimp) para toda i =1,2,... k.
k

De esta manera, N = Z Rn € adco(R — fgssimp). |

=1

Definicién 4.44 Sea X € R — ad. Diremos que X es acotada si para toda
Y € R — ad tal que cyc(X) = cyc()), entonces X < ). Denotaremos como

R-adac a la clase de todas las clases aditivas acotadas. o

En [27], Walker y Walker definen una clase aditiva acotada como la clase aditi-
va completa que esta contenida en cada clase aditiva completa con los mismos
modulos ciclicos. Sin embargo, nosotros decidimos definir una clase aditiva aco-
tada como en la definicién 4.44. Mas adelante, mostraremos la diferencia entre

ambas definiciones.

Proposicién 4.45 Si X, € R — adac tales que cyc(X) = cyc(Y),

entonces X = .

Demostracién:
Supongamos que X,Y € R — adac tales que cyc(X) = cyc(Y). Por la definicién
4.44, tenemos que X < Y y Y < X. Por lo tanto, X = ). [ |
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Definicién 4.46 Sea X una clase de médulos. Definimos

adac(X) = subquot(df sum(cyc(X)))

Notemos que

( )
P M —~K—0
i=1 ] donde M; € cye(X),
adac(X) =< Ne R— Mod | 3 neN, ;
N Vi
T 1=1,...,n
\ 0 J

Lema 4.47 Sea X € R — ad. Entonces cyc(X) = cyc(adac(X)) y
adac(X) € R — adac.

Demostracién:

Sea X € R — ad. Es claro que cyc(X) = cyc(adac(X)).

Probaremos que adac(X) € R — adac. Por definicién, adac(X) € R — op.

Ahora, consideremos Ny, Ny € adac(X'). De esta manera, tenemos los siguientes

diagramas:
(—IéMi—>K1—>O P M;—K,—0
i=1 T j=1
N1 N2
f f
0 0

donde M;, M; € cyc(X) para toda i = 1,2,...,n; y para toda j = 1,2,...,ns.
Por lo tanto, existe 0 — Ny @ Ny — K1 @ K, y asi, por la Propiedad Universal

del Producto Directo, tenemos el siguiente diagrama:

CRRED

N

K, ® K,

1 2
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donde ¢ es epimorfismo. Por lo tanto, Ny @ N; € adac(X).
Por otro lado, supongamos que existe )V € R — ad tal que cyc(adac(X)) = cyc(Y).

Si N € adac(X'), entonces tenemos el siguiente diagrama:

=1

K
|

N
|

0

donde M; € cyc(X) para toda i = 1,2,...,n. Como
cyc(X) = cyc(adac(X)) = cyc(Y)

entonces M; € ). Como Y € R — ad, entonces @ M; € Y, de donde se sigue que
i=1

Ne). |

Notemos que, por la definicién 4.44 y el lema 4.47, adac(X') < X para cualquier
clase X € R — ad. La siguiente proposicion muestra una clase aditiva para la cual

se cumple la igualdad.

Proposicién 4.48 R — fgssimp = adac(R — fgssimp) para cualquier anillo R.

Demostracion:

Dado que adac(R— fgssimp) S R— fgssimp, solo basta probar la otra contencién.

Sea N € R— fgssimp. Entonces N es semisimple y finitamente generado. De esta

manera, N tiene k generadores, digamos {n, ns,...,n;} donde n; € N para toda
k

t=1,2,...,k. Por lo tanto, N = ZRM donde

i—1
Rn; € cyc(R — fgssimp) = cyc(adac(R — fgssimp)) por el lema 4.47.

Entonces Rn; € adac(R — fgssimp) para toda i = 1,2,... k.
k

De esta manera, N = Z Rn; € adac(R — fgssimp). |

i=1
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Definicién 4.49 Sea X una clase de médulos. Definimos

strong(X) = {N e R— Mod

3 M; - N — 0 donde M; ecyc()()}

el

Proposicién 4.50 Sea X € R — ad. Entonces cyc(strong(X)) = cyc(X) y
strong(X) € R — pretors.

Demostracion:
Sea X € R — ad. Es claro que cyc(strong(X)) = cyc(X).
Probaremos que strong(X) € R — pretors. Por definicién, strong(X') € R — quot.

Sean J conjunto y N, € strong(X’) para toda j € J. Entonces existen epimorfismos

P M - N; -0

ie]j
donde M/ € cyc(X). De esta manera,
D DM | >DN,—~0
jed \i€l; jed

N; e strong(X).

Sea N € strong(X) y K < N. Entonces tenemos el siguiente diagrama:

es un epimorfismo, lo que implica que P e

DM, ~N-—-0
el T

K

}

0

Considerando el producto fibrado de Ky P

D M,

el

.1 M, tenemos el siguiente diagrama:

—— K —0

OoO—IN—=
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Pero L =~ @._, M; donde M, € cyc(X) y J < I. Por lo tanto, K € strong(X). B

jedJ

Proposiciéon 4.51 Existe una inyeccion de R — adac en R — pretors.

Demostraciéon:
Sea

0: R—adac — R — pretors
X — (X)) = strong(X)

Supongamos que strong(X) = strong(y). Entonces

cyc(X) = cyc(strong(X)) = cyc(strong(Y)) = cyc(Y)
Por la proposicion 4.45, se sigue que X = ). ]
Corolario 4.52 R — adac es conjunto.

Bajo la definicién de Walker y Walker, existe una inyeccién de R —adac~ R—adco

en R — pretors y asi, R — adac n R — adco es conjunto.

El siguiente diagrama ilustra las contenciones entre las clases de médulos consi-

deradas en este trabajo. La flecha A — B indica A esta contenido en B.
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[ R-pretors )

\

HD( R-sext )( R-qext )

L
( R-subdsum | CH—Pretﬂrs)

H-subdfsum

( R-op ) CFH-qumdfsum)

Figura 4.1: Diagrama de grandes reticulas de clases de mddulos definidas por
cerraduras.
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Apéndice A

Algunas clases de mddulos

especificas

A.1. La clase de mdédulos extensores

Definicién A.1 Sea R un anillo. Diremos que M € R — Mod es extensor si todo

submodulo de M es esencial en un sumando directo de M. o

Denotaremos como J a la clase de todos los R—mddulos extensores. Asi,
J={MeR—-Mod|VN<M3IKOM tal que N < K}.

Lema A.2 Supongamos que K7 < My} < M,
Ky < My < M y M = M{@®M,. Entonces

(1) KiDKy « Mi@®M, siy solo si K « My y Ky « Ms;y

(1) KiPKy < M{@M; siy sélosi K1 <My Ko < M.
Lema A.3 Sea X una clase de médulos. Entonces

(1) TNE(X) < D(X)

(ii) Si X € R — sub, entonces D(X)NX+<s < J

145
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Demostracion:

(1) Sea M € JNE(X)y N < M. Entonces existe K @ M tal que N < K. Asi,
existe K’ < M tal que K@K’ = M. Por el lema A.2, tenemos que

NOK' <« KOK' = M. Como M € E(X), entonces

K/N = (KBK')/(N®K') = M/(NOK') € X.
Por lo tanto, M € D(X)

(17) Sea M € D(X) tal que sub(M)MX = {0} y tomemos N < M. Entonces
existe K @ M tal que K/N € X. Supongamos que NNL = 0 para algin L < K.

Notemos que

L=L/NNL)=(N+L)/N<K/NeX.

Como X € R — sub, entonces L € X, lo que implica L = 0 por hipdtesis. Por lo
tanto, N < K y asi, M € J. |

A.2. Las clases de médulos singulares y no sin-

gulares
Definiciéon A.4 Sea R un anillo. Diremos que M € R — Mod es singular si
Z(M)={meM|(0:m)< R} =M.

Diremos que M es no singular si Z(M) = 0. o

Denotaremos como £ y L' a la clase de todos los R—mddulos singulares y no

singulares, respectivamente. Asi,
L={MeR—-Mod|Z(M)=M} y L' ={MeR—Mod| Z(M) =0}

Proposicion A.5 L, L € R — sub para cualquier anillo R.
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Demostracion:

(i) Sea M e L.y N <M. Entonces Z(M) ={me M | (0:m)< R} = M. Como
N < M, entonces (0 : n) < R para toda n € N. Por lo tanto, Z(N) = N, lo que
implica que N € L.

(1) Sea M e Ly N < M. Entonces Z(M) = {me M | (0: m)<< R} =0. Como
N < M, entonces n € N < M tal que (0 : n) < R implica n = 0. Por lo tanto,
Z(N) =0, lo que implica que N € L. |

Proposicién A.6 L=<} = £’ para cualquier anillo R.

Demostracién:
(S) Sea M € L=}, Entonces sub(M)NL = {0}. Sea Z(M) < M. Notemos que

Z(Z(M)) ={me Z(M) | (0:m)< R} = Z(M)
por lo que Z(M) € Ly asi, Z(M) = 0. Por lo tanto, M € L.

(2) Sea M € L'. Entonces Z(M) = 0. Sea N < M tal que N € L. Entonces
Z(N) = N pero L € R — sub por la proposiciéon A.5, por lo que N = Z(N) = 0.
Por lo tanto, M € L=}, |

Lema A.7 Sea R un anillo cualquiera. Si N < M entonces M /N € L.

Demostracion:

Seam+ N € M /N y supongamos que (0 : m+N)NI =0donde I < R.Sim =0,
entonces (0: N) = R lo que implica que I < (0 : N). De esto se sigue que I = 0.
Ahora, supongamos que m # 0. Notemos que I'm < M. Si n € NN Im, entonces
existe iy € I tal que n = iym. De esta manera, tenemos que ig € (N : m)MNI =0,
por lo que ig = 0. Asi, n = igm = 0 lo que implica que N\ Im = 0. Como N < M
tenemos que Im = 0. Dado que m # 0, concluimos que I = 0.

Por lo tanto, (N : m) < R para toda m + N € M/N lo que implica que
Z(M/N) = M/N. De esta manera, M /N € L. |

Proposicion A.8 Sea R un anillo cualquiera. Entonces
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(i) J < D(L)
(i) L'AD(L) < T

Demostracion:
(1) Sea M € J y N < M. Entonces existe K @ M tal que N < K. Por el lema
A.7, tenemos que K /N € L. Pero esto implica que M € D(L).

(i) Por la proposicién A.6, tenemos que L£-<} = £’. Por la proposicién A.5 y el
lema A.3, concluimos que L'/ND(L) < J. [

A.3. La clase de mdédulos semisimples

Definicién A.9 Sea R un anillo. Diremos que M € R — Mod es semisimple si
M = @;erM; donde M; < M y M; € R — simp para todo i € I, con I conjunto. o

Denotaremos como R — ssimp a la clase de todos los médulos semisimples.

Definicién A.10 Sea M un modulo. Definimos el zoclo de M como la suma de

todos los submédulos simples de M, y lo denotaremos como Zoc(M). o

Lema A.11 Sea M € R — Mod. Entonces Zoc(M) = N{N < M | N < M}.

Ademas, las siguientes condiciones son equivalentes:
(1) M € R — ssimp
(17) Cada submédulo de M es sumando directo de M

(731) M es el inico submédulo esencial de M

Proposiciéon A.12 Para cualquier anillo R y cualquier clase de médulos X, te-

nemos que

D(0) = E(0) = R — ssimp < D(X)

Demostracién:
Probaremos que D(0) = F(0) = C.
(D(0) < E(0)): Sea M € D(0). Entonces para todo N < M existe K @ M tal que



A.3. La clase de moédulos semisimples 149

K/N = 0. Esto implica que K = N y asi, N@ M para todo N < M. Por el lema
A.11, M es el tinico submédulo esencial de M y es tal que M /M ~ 0 e X. Por lo
tanto, M € E(0).

(E(0) € R— ssimp): Sea M € E(0). Entonces M /N = 0 para todo N < M. Esto
implica que N = M para todo N < M y asi, M es el inico submédulo esencial
de M. Por el lema A.11, M € R — ssimp.

(R — ssimp < D(0)): Sea M € R — ssimpy N < M. Por el lema A.11, N @ M.
Ademas, tenemos que N/N =~ 0 € X. Esto implica que M € D(0).

Notemos que D(0) € D(X) para cualquier clase X. |

Proposiciéon A.13 Sea X una clase de médulos. Entonces
(1) R— ssimp @E(X) = E(X)
(i) R — ssimp @D(X) = D(X)
(1ii) R — ssimp @H(X) < D(X)
Demostracion:
(1)(S) Sea M € R — ssimp @E(X). Entonces M = M; @ M, donde

My e R—ssimpy My e E(X). Sea N < M. Como M; € R— ssimp, tenemos que
M; < N. Asi, N = M; P(MaNN) y

M/N = (M @ M)/ (My P(MpON)) = My/(MyON).

Como N = M, por el lema A.2 tenemos que My N < M,. Dado que Ms € E(X),
tenemos que M/N =~ M, /(MyNN) € X. Por lo tanto, M € E(X).

(2) Sea M € E(X). Entonces M ~ 0@ M € R — ssimp@ E(X).



150 A. Algunas clases de mdédulos especificas

(17)(€) Sea M € R — ssimp @ D(X). Entonces M = M; P M, donde
M; € R—ssimpy My e D(X). Sea N < M. Notemos que

My+N = My+(MNN)=MN(My+ N)
= (Mi@ M)N(My+ N) = (N + My)NM;) P M,

por lo que ((N + My)N\M;) @ My pues M € R — ssimp. Ahora, dado que
My € D(X), existe K @ M tal que K/(MsMN) € X. Notemos que
NNOM, = (NNMy)NK = NN (MaNK) = NNK, lo que implica que

(K + N)/N = K/(NNK) = K/(NNM,) € X

Notemos que (K + N) @ (My + N) pues K @ M,. Como (M, + N) @ M, tenemos
que (K+ N)DM y (K + N)/N € X. Por lo tanto, M € D(X).

(2) Sea M € D(X). Entonces M =~ 0@ M € R — ssimp @ D(X).

(7i1) Tenemos R — ssimp@ H(X) € R — ssimp @ D(X) = D(X). |

Corolario A.14 Sea X € L.,;. Entonces
E(X) = (R — ssimp ®(BE(X))™)(H (X))

para cualquier n entero positivo.

Demostracién:

Sea X € L. Entonces
(R — ssimp @(E(X))"™)(H(X)) = (COE(X)B(E(X))" V) (H(X))
Por la proposicién A.13, tenemos que

(R — ssimp @E(X)D(E(X))"V)(H (X))

I
&
e
&
&
B
E

L
=
E
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Por la proposicion 2.19, tenemos que
(R — ssimp (E(X))™)(H(X)) = (E(X)™)(H(X)) = B(X)
que es lo que queriamos probar. |

Proposicion A.15 Sea X una clase de moédulos.
Entonces (R — ssimp)(H(X)) < E(X).

Demostracién:

Sea M € (R — ssimp)(H(X)). Entonces existe 0 - N — M — M/N — 0
sucesiéon exacta corta tal que N € R — ssimp y M/N € H(X). Sea K < M.
Entonces (KMN) < N y como N € R — ssimp, tenemos que N < K. De esta
manera, (M/N)/(K/N) =~ M/K € X, lo que implica que M € E(X). |

Proposiciéon A.16 D(R — ssimp) € J para cualquier anillo R. M4s ain,
D(R — ssimp) = JNE(R — ssimp).

Demostracion:

Probaremos que D(R — ssimp) < J. Sea M € D(R — ssimp) y 0 # N < M.
Por el Lema de Zorn, podemos tomar K < M tal que es maximo con respecto a
N < K. Probaremos que K @ M.

Entonces existe LD M tal que K < L'y L/K € R— ssimp. Asi, existe un conjunto

Ay {Ly/K < L/K},ea tales que L/K = (—DL@/K, K < L, paracadaae Ay
acA
L,/K es simple para cada o € A. Notemos que L = >, _, Lq.

Ahora, si K < L, para alguna a € A, entonces N < L, lo que implicaria que
K = L, y asi, 0 serfa simple. De esta manera, L,/K = 0 para toda o € A y asi,
L/K = 0 de donde se sigue que L = K, lo cual es una contradiccién. Por lo tanto,
K < L, para toda a € A. Entonces existe 0 # V,, < L, tal que KMV, = 0 para
cada a € A. De esta manera, V, = V,,/(KNV,) = (K +V,)/K < L,/K, por
lo que V,, = L,/K pues L,/K es simple para toda o € A. Por lo tanto, existen
V. < M tales que L, = K®V, y V, es simple para cada a € A.
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SiV = > caVa, entonces L = K +V y V es semisimple. Por el lema A.11,
(KNV)@V, es decir, existe W < V tal que V = (KNV)@® W. Notemos que

0= (KNV)OW = VA(KNW) = KNW

V=(KNV)+W = (K+W)N\(V + W) = (K + W)NV

lo que implica que V€ K + W. Y asi,
L=K+VcK+(K+W)=K+WcK+V =1L

por lo que L = K + W y entonces K @ L. Se concluye que K @ M y esto prueba
que M € J.

Por otro lado, tenemos que D(R — ssimp) € J y D(R — ssimp) < E(R — ssimp)
lo que implica que D(R — ssimp) € J NE(R — ssimp). Ademas, por el lema A.3
tenemos que JMNE(R — ssimp) € D(R — ssimp).

Por lo tanto, D(R — ssimp) = JNE(R — ssimp). |

Corolario A.17 Si R es un anillo tal que kR € D(R — ssimp), entonces M € J

para todo modulo ciclico M.

A.4. La clase de modulos con dimensién unifor-

me finita

Definicién A.18 Sea R un anillo. Un R—moéddulo M tiene dimension uniforme
finita, o también llamada dimension de Goldie, si M no tiene una suma directa

infinita de submddulos distintos de cero. o

Denotaremos como U a la clase de todos los mdédulos con dimensién uniforme

finita.

Definicién A.19 Sea M un médulo. Diremos que M es uniforme si todo submédu-

lo distinto de cero de M es esencial en M. o
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Lema A.20 Sea M un médulo con dimension uniforme finita. Entonces todo

submédulo 0 # N < M contiene un submodulo uniforme.

Demostracion:

Por contradiccién, supongamos que existe 0 # N < M tal que N no tiene
submoédulos uniformes. De esta manera, tomemos Ay < N tal que Ay no sea
uniforme. Tomemos A;, By € Ag tales que 0 # A;,0 # By y Ai@®B; < Ap. Enton-
ces A1, By no son uniformes. Asi, tomemos As, By € A; tales que 0 # A,,

0 # By y As@®By < A;. Entonces Asx@BPB; < Ai@B; < N y Ay, By no son
uniformes. Continuando con este proceso, tendriamos una suma directa infinita
Bi®By®--- < M, lo cual contradice que M tiene dimensién uniforme finita. Por

lo tanto, todo submédulo de M distinto de cero tiene un submodulo uniforme. l

Lema A.21 Si existen n € Z" y submdédulos uniformes U; < M, con
1=1,2,...,n,talesque Uy U, ®--- DU, < M, entonces cualquier suma directa
N=N AN, D - P Ny, con N; < M, tiene k < n sumandos.

Demostracién:

SeaU=U®Us®---®U, < M. Tomemos N; = N;NU # 0. De esta manera,
N@®N)@--- N, < U.Sea N = Ny@Ns®- - -®Ny,. Entonces existe 0 < j < k tal que
NAU; = 0. Sin pérdida de generalidad, tomemos j = 1. Entonces N < (U/U;) y

asi, dim(N) =k —1<n—1=dim(U/U,). Por lo tanto, k < n y N tiene k <n

sumandos. [

Proposiciéon A.22 M tiene dimensién uniforme finita si y sélo si existen n € Z*

y submédulos uniformes U; < M, con i =1,2,...,n, tales que
n
i=1

En este caso, n es un invariante del médulo y es llamado la dimension uniforme
de M.

Demostracién:
(=) Supongamos que M tiene dimensién uniforme finita. Entonces M no tiene

una suma directa infinita de submédulos distintos de cero. Por el lema A.20, existe
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U; < M tal que U; es uniforme. Si Uy <
cién. Si Uy € M, entonces tomemos Us < M tal que Us es uniforme y Uy @U; < M.

Si U@ Uy < M, entonces acabariamos la demostracion. Si Uy @ Us € M, entonces

M, entonces acabariamos la demostra-

tomemos Us < M tal que Uz es uniforme y U; @ U, @ U3 < M. Continuando con
este proceso, tendriamos una suma infinita Uy @ Us @ U3 @ --- < M, pero por
hipdtesis no existen sumas infinitas. Por lo tanto, existe n > 0 positivo tal que
UeUs;®---®U, < M con U; uniforme.

(<) Supongamos que existen n € Z* y submddulos uniformes U; < M, con
1=1,2,...,n, talesque Uy ®U; @ --- P U, < M. Supongamos que M tiene una
suma directa infinita de submddulos distintos de cero. Por el lema A.21, no existe
una suma directa finita Uy @ Uy @ - - - @ U,, de submddulos uniformes tales que
UydUs@---@dU, < M, lo cual es una contradiccion con la hipétesis. Por lo tanto,

M no tiene una suma directa infinita y M tiene dimensién uniforme finita. |

Proposicion A.23 U ®U = U para cualquier anillo R.

Demostracion:

(€) Sea M e U ®U. Entonces M = M; @ M, tal que My y My tienen dimension
uniforme finita. Entonces existen ny,no >0y Uy, ..., U,, < M;

y Vi,..., Vi, < M, uniformes tales que

UeU,®---Uy) S My (Vi@®Vo®:---V,,) < M,. Por el lema A.2, tenemos
que
(@U@ Up)) ®(Vi@Va® - Vo,) S My ® My = M.

Por lo tanto, M € U.

(2) Sea M € U. Como 0 € U, tenemos que M = M BOeU DU. |

Proposiciéon A.24 U € R — sext.

Demostracion:
Sea M eld y N < M. Supongamos que N ¢ U. Entonces N contiene una suma
directa infinita de submdédulos no cero, lo que implica que M contiene una suma

directa finita de submddulos no cero, lo cual contradice que M € U. Por lo tanto,
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N € U. Por otro lado, por el corolario 2.7, sélo debemos probar que U? = Y. La
contencién U < U? es clara. Supongamos que M € U?. Entonces existe
0—>N-—>M-— M/N— 0tal que N, K €Y. Por el lema 2.15, existe K < M tal
que NNK =0y N®K < M. Asi, K < M/N € U lo que implica que K € U.
Ademas, notemos que N ® K € U @ U y por la proposicién A.23, N ® K € U.
Entonces existen n > 0y U; < N @ K uniformes tales que

UidUs®...BU, < N® K < M. Por lo tanto, M € U. [ ]
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Apéndice B

El conjunto de filtros lineales

R — fil

Definicién B.1 Sea § = {I, | @ € A} una familia de ideales de un anillo R y

consideremos las siguientes condiciones:
(L1) Sil,J e, entonces IMN JeF

(L2) SileFelc J, entonces JeF
(L3) Sile§yreR, entonces (I :1)eF

Diremos que § es un filtro lineal de R si satisface las condiciones (L1),(L2) y

(L3). Denotaremos como R — fil al conjunto de todos los filtros lineales de R. ©
Ejemplo B.2 Sea ( = {I < R | I < R} < R. Entonces ( es un filtro lineal. o

Definicién B.3 Sea § € R — fil. Diremos que § es Jansiano si es cerrado bajo

intersecciones arbitrarias. o

Definicién B.4 Sea § € R — fil. Diremos que M € R — Mod es de §—torsion
si (0 : m) € § para cada m € M, y denotaremos como Tz a la clase de todos los

modulos de F—torsion. o

Teorema B.5 Existe una correspondencia biyectiva entre R—pretors y los filtros

lineales de ideales izquierdos de R.
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Demostracion:
Sea § € R — fil. Probaremos que Tz € R — pretors. Sea M € Tg.

(1) Si N < M, como (0:m) € § para toda m € M, entonces (0 : n) € §, por lo
que N € Ts.

i1) Si N < M, notemos que (0: m) < (0:m+ N), por loque (0:m+ N)eF
y asi, M/N € Ts.

(i17) Sea {My,}aca una familia de elementos en Tz y m' = (mq)aea € P M,. De
acA
esta manera, existe B < A finito tal que mg # 0 para cada S € By

(mg)ges = (Ma)aca = m'. Por lo tanto, (0 : mg) € § para cada f € By
(0:m') = N{(0:mg) | € B} € F pues § es cerrado bajo intersecciones

finitas. Por lo tanto, (P M, € T;.
acA

Por otro lado, sea X € R — pretors. Probaremos que existe un tnico § € R — fil

tal que X = Tz. Sea Fr ={I < R| R/I € X}.

(1) Sea I, 15 € Fx. Entonces R/I1, R/l € X. Notemos que
R/(Iy n 1) ~ N < R/I; ® R/I,. Dado que X € R — pretors, tenemos que
R/I; ® R/I, € X y asi N € X. Por lo tanto, R/(I; n I5) € X lo que implica
que I1 n I, e Fx.

(i1) Sea I,J < R ideales tales que I < J e I € §». Entonces R/I € X. Notemos
que R/J =~ (R/I)/(J/I). Dado que X € R — pretors, entonces
(R/I)/(J/I) e X. Por lo tanto, R/J € X lo que implica que J € Fx.

(1ii) Sea I € §x y r € R. Entonces R/I € X. Notemos que
R/(I:r)=R/(0:(r+1))=R(r+1)=(Rr+1)/I <R/I.

Dado que X € R—pretors, entonces R(r+1) € X. Por lo tanto, R/(I : r) e X

lo que implica que (I : r) € Fx para cada r € R.
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Concluimos que §x € R — fil. Por otro lado, tenemos que

Tso = {MeR—Mod| (0:m)eFx ¥ me M}
{MeR—Mod|R/(0:m)e X ¥ me M}
= {MeR—Mod| RmeX Y me M}

M=) RmeX}

meM

= {MeR—Mod

= X
|

Definicién B.6 Sea § € R — fil. Diremos que § es filtro de Gabriel si satisface

la siguiente condicién:

(L4) SiI <Ry JeFtal que (I:j)e§ para cada j € J, entonces I € § o

Teorema B.7 Existe una correspondencia biyectiva entre R — tors y los filtros

de Gabriel de ideales izquierdos de R.

Notemos que R — fil esta parcialmente ordenado por la inclusién.

Proposicién B.8 Sea A un conjunto y {§s}aca una familia de elementos de
R — fil. Entonces

(8a e R fil.

acA

Demostracion:

(i) Sea I,J € () es8a € I < J. Entonces I,J € §, para toda o € A. Como F,
es cerrada bajo intersecciones para cada o € A, entonces IM J € §, para toda
a € A. Esto implica que IM J € ﬂaeA S« Por lo tanto, ﬂaeA S« es cerrada bajo

intersecciones.

(i) Sea I,J € (\,eaSa ¢ I < J. Entonces I, J € §, para toda o € A. Como §,
es cerrada bajo super ideales para cada a € A, entonces J € §, para toda a € A.

Esto implica que J € ﬂae 4 Sa- Por lo tanto, ﬂae 4 Sa es cerrada bajo super ideales.
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(iit) Sea I € (\,ca8a v 7 € R. Entonces I € §, para toda a € A. Como §F,
es cerrada bajo trasladados para cada a € A, entonces (I : 1) € §, para toda
a € A. Esto implica que (I : r) € () o4 Sa- Por lo tanto, () ,.4 Fa es cerrada bajo

trasladados.

Esto prueba que ﬂ Sa€ R— fil. |

acA
Corolario B.9 Sea A un conjunto y {§,}aeca una familia de elementos de R— fil.

Entonces

(({®eR—fil | 5o ®VaecAleR— fil.

Teorema B.10 R — fil es una reticula completa.

Demostracién:

Por los resultados anteriores, tenemos que

(e R—fil y (1{®eR—fil |§oc®VaeAleR- fil

acA

para cualquier conjunto A y cualquier familia {F,}aca de elementos de R — fil.

Probaremos que

AFa=(15 v VS=(){6ecR-fil|Fac®VacA)

acA acA acA

(1) Es claro que ﬂ Sa < o para toda a € A. Supongamos que existe

acA

B € R — fil tal que & < §, para toda a € A. Pero esto implica que
6 < ﬂ S« Concluimos que /\Sa = ﬂ Fa-

aceA acA acA
(ii) Sea § =({® e R — fil | §o < & V a € A}. Notemos que
So < § para toda o € A. Supongamos que existe & € R — fil tal que

Fo < & para toda o € A. Pero esto implica que §' < &. Concluimos que

\/§a=F=[){BcR-fil|Fo =& Vac A} m

acA
La reticula completa R — fil tiene como menor elemento a
n[R] ={l < R| R<1I}={R}y como mayor elemento an[0] ={I < R|0<I}.
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Definicién B.11 Sea §,® € R — fil. Definimos el producto de § por & como
§&={I<R|IJedtalquel <Jy J/I es de F—torsion}.

Notemos que J/I es de F—torsién si (I : a) € § para toda a € J.

Proposiciéon B.12 Sige R— fil y & # X < R — fil, entonces
F(Necx ®) =36 | & € A}

Demostracion:

Sea §' =[{T® | & € X}.

(=) Supongamos que I € F([ gy ®). Entonces existe J € ([gey ®) tal que
(I :a)e § para toda a € J. Como J € ([gey @), entonces J € & para toda
® € X. De esta manera, [ € §& para toda & € X. Por lo tanto, I € §'.

(2) Supongamos que I € §'. Entonces, para cada & € X existe Jg € & tal que
I <Jsy (I:a)eF para toda a € Js. Entonces J = Y51 Jo € ([\gey ®)- De
esta manera, ] < Jy (I : a) € § para toda a € J. Por lo tanto, I € F([ger ©)-
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Glosario de reticulas y grandes

reticulas definidas por cerraduras

R —tors
Reticula de todas las clases de torsién hereditaria.
R —tors = Li< . g ety
Ejemplo: La clase {M € R — Mod | IM = 0} con I ideal idempotente.

Supremo arbitrario: \/ X, = htors U X,

acA acA
R — tors es distributiva.

R — tors es marco.

R — tors es fuertemente pseudocomplementada:

XHs—ert® = (M e R — Mod | subquot(M)NX = {0}}

R — ss
Gran reticula de todas las clases de Serre.
R — 55 = Li< . caty
Ejemplo: La clase A de todos los médulos artinianos.

Supremo arbitrario: \/ X, = serre (U Xa>

acA acA
R — ss es distributiva.

R — ss es gran marco.

R — ss es fuertemente pseudocomplementada:
XHs~ett = {M e R — Mod | subquot(M)NX = {0}}
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R — pretors
Reticula de todas las clases de pretorsion hereditaria.
R — pretors = Li< . g)
Ejemplo: La clase R — ssimp de todos los médulos semisimples.
Supremo arbitrario: \/ X, =0 (@ Ma>

acA acA
R — pretors es modular.

R — pretors es fuertemente pseudocomplementada:

Xl<—® = @(X)J‘{S,Hn®,ezt)

R — sext
Gran reticula de todas las clases de moédulos cerradas bajo submoddulos y
extensiones exactas.
R — sext = Lic cxty
Ejemplo: La clase de todos los médulos con dimension uniforme finita.

Supremo arbitrario: \/ X, = sext <U Xa)

acA aceA
R — sext es fuertemente pseudocomplementada:

XHsestt = {M e R — Mod | sub(M)NX = {0}}

R — qext
Gran reticula de todas las clases de modulos cerradas bajo cocientes y ex-
tensiones exactas.
R —qext = L, o)

Supremo arbitrario: \/ X, = qext (U Xa>

acA acA
R — gext es fuertemente pseudocomplementada:

Xttt = (M e R — Mod | quot(M)NX = {0}}
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R — subdsum
Gran reticula de todas las clases de moédulos cerradas bajo submoddulos y
sumas directas.

R — subdsum = Li< g

R — Pretors
Gran reticula de todas las clases de médulos cerradas bajo cocientes y sumas
directas.

R — Pretors = L, g

R —ad
Gran reticula de todas las clases aditivas.
R—ad= Li<_. g
Ejemplos: La clase S« de todos los médulos superfluos. La clase R— fgssimp
de todos los médulos semisimples finitamente generados.

Supremo arbitrario: \/ X, = ad <U X,

acA acA

R — subdf sum
Gran reticula de todas las clases de moédulos cerradas bajo submoddulos y
sumas directas finitas.

R — subdf sum = Li< gn
Supremo arbitrario: \/ X, = subdf sum (U Xa>

acA a€eA

R — quotdf sum
Gran reticula de todas las clases de mddulos cerradas bajo cocientes y sumas
directas finitas.
R — quotdf sum = L, gn
Supremo arbitrario: \/ X, = quotdf sum (U Xa>

acA acA
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R —op
Gran reticula de todas las clases abiertas.
R—op=Li<
Ejemplo: La clase R — simp de todos los médulos simples.

Supremo arbitrario: \/ X, = U X,
acA acA
R — ss es distributiva.

R — ss es gran marco.

R — ss es fuertemente pseudocomplementada:

Xt~ = (M e R — Mod | subquot(M)NX = {0}}

R — sub
Gran reticula de todas las clases hereditarias.
R — sub = L
Supremo arbitrario: \/ X, = U X,

acA acA
R — sub es distributiva.

R — sub es marco.

R — sub es fuertemente pseudocomplementada:

X<t = {M e R— Mod | sub(M)NX = {0}}

R — quot
Gran reticula de todas las clases cohereditarias.
R — quot = L,
Supremo arbitrario: \/ X, = U X,

a€A a€A

R — quot es distributiva.
R — quot es marco.

R — quot es fuertemente pseudocomplementada:

X+ ={M e R— Mod | quot(M)NX = {0}}
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R — df sum
Gran reticula de todas las clases de médulos cerradas bajo sumas directas
finitas.
R — dfsum = Lign,

R — dsum
Gran reticula de todas las clases de médulos cerradas bajo sumas directas.

R — dsum = Lyg,

R —ext
Reticula de todas las clases de médulos cerradas bajo extensiones exactas.
R —ext = L{ext}

R — adco
Clase de todas las clases aditivas completas.
R — pretors € R — adco € R — ad

R — adac
Conjunto de todas las clases aditivas acotadas.
Ejemplo: La clase R— fgssimp de todos los mdédulos semisimples finitamente

generados.
R —adac < R — ad
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