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Resumen

El presente trabajo estda centrado en el area de los grupos topoldgicos
llamados densamente independientes. Dado un grupo topoldgico G de cardi-
nalidad ¢, se dice que GG es un grupo densamente independiente si para cada
subgrupo S de G tal que |S| < ¢, existe un subgrupo denso y numerable H
de G tal que SNH = {eg}, donde e es el elemento identidad de G. Algunos
ejemplos de grupos densamente independientes son el grupo de los nimeros
reales R y el grupo del circulo unitario de los niimeros complejos T. Tam-
bién se utiliza la dualidad de Pontryagin para mostrar algunos ejemplos de
grupos densamente independientes. Como convencion todos los grupos que
se consideran en este trabajo seran Hausdorff.

El principal objetivo de esta tesis es dar una caracterizaciéon de los gru-
pos abelianos, compactos y metrizables que son densamente independientes.
Dicha Caracterizacion aparece al final del tercer capitulo en el teorema 3.2.5.
Este teorema establece que un grupo topolégico G es densamente indepen-
diente, si y sélo si, el grupo G no es de torsién o para cada n € NT y para
cada ¢ € {1,...,k}, se tiene que |pI'G),| = ¢ o |pI'G,,| = 1, donde G, es la
componente p;-primaria de Gy G = Hle G,
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Introduccion

La nocién de grupo topoldgico densamente independiente aparece por
primera vez en [14]. En este trabajo A. Leiderman y M. Tkachenko demues-
tran que si k es un cardinal tal que w < k < ¢y S es un subgrupo del
grupo compacto C' = Z(2)" tal que |S| < ¢, entonces C' contiene un sub-
conjunto independiente, denso y numerable X tal que (X) NS = {e} (ver
[14, Proposition 3.2]). En nuestra terminologia esto implica que el grupo C
es densamente independiente. Este resultado es utilizado en [14] para probar
que existen grupos topoldgicos abelianos y pseudocompactos Gy H tales que
todos los subgrupos cerrados de G y H son separables pero el grupo G x H
contiene un subgrupo cerrado y o-compacto que no es separable.

En el teorema 3.1.19 se muestra que si GG es un grupo topoldgico abeliano
metrizable, separable con exponente un nimero primo p y tal que |G| = «,
entonces GG es densamente independiente. Este resultado extiende [14, Pro-
position 3.2, cuando k = c.

También en [14], los autores muestran que la propiedad de ser densa-
mente independiente no se puede extender a grupos abelianos, compactos,
metrizables que son de torsion. Para probar la afirmacién muestran que si
G1 = Z(2)* y Gy = Z(4), entonces para el grupo G = G; X Gy y el sub-
grupo S = {eg,} X G5 de G, cualquier subgrupo denso D de G es tal que
DN S # 0 (ver [14, Remark 3.3]). En el ejemplo 3.1.17 se prueba que si p y ¢
son numeros primos distintos y si r y [ son enteros positivos tales que r > 1
y | > 1, entonces los grupos Z(p)* x Z(q)" y Z(p)* x Z(p') no son densamente
independientes. Lo mencionado anteriormente generaliza lo mencionado en
(14, Remark 3.3].

Recientemente en [24], los autores probaron que si S es un subgrupo
de T* tal que |S| < ¢, entonces existe x € T tal que (z) es denso en T¢
y SN {(x) = {e}. En el corolario 3.1.15 se demuetra que si G es un grupo
topoldgico abeliano, metrizable, separable y casi libre de torsién tal que |G| =
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¢, entonces G es densamente independiente.

El primer capitulo de esta tesis presenta algunos resultados basicos sobre
teoria de grupos topoldgicos que seran de utilidad en los capitulos posteriores.
En la segunda seccion de este capitulo se presta especial atencién a los grupos
topoldgicos w-estrechos y sus principales propiedades.

El segundo capitulo esta dedicado a la teoria de la dualidad de Pontryagin
van-Kampen para grupos compactos. Esta teoria es importante pues nos da
informacion de la estructura algebraica y topoldgica de los grupos compactos.
En este trabajo se exponen algunos de los resultados mas importantes acerca
de la dualidad de Pontryagin-van Kampen para grupos compactos y discretos.
El enfoque que se presenta en este tabajo acerca de la dualidad de Pontryagin
estd basado en el presentado en [1].

En general, la teoria de Pontryagin-van Kampen establece una relacion
entre un grupo topoldgico abeliano GG y su grupo dual G, el cual consiste de
todos los homomorfismos continuos de G en el grupo del circulo T.

Por ejemplo, si G es un grupo topolégico abeliano se cumplen las siguien-
tes propiedades:

a) Si G es compacto, entonces G es disctero, [8, teorema 23.17].

b) Si G es discreto, entonces G es compacto, [8, teorema 23.17].

c¢) El grupo G es conexo si y sélo si G es libre de torsién, [8, teorema 24.25].
)

d) Si G es compacto y Hausdorff, entonces GG es metrizable si y sélo si G es
numerable, [8, teorema 24.17].

Por lo anterior, podemos ver que hay propiedades topoldgicas que pueden
caracterizarse mediante propiedades algebraicas de su grupo dual.

El tercer capitulo se divide en dos secciones. En la primera seccion se
define el concepto de grupo topoldgico densamente independiente y se es-
tablecen algunas de las propiedades que debe cumplir un grupo topoldgico
para que sea densamente independiente. Por ejemplo, en el lema 3.1.11 se
muestra que si G' es un grupo topolégico abeliano, metrizable y separable de
cardinalidad ¢, entonces G sera densamente independiente si se cumple que
para cada subgrupo S de G tal que |S| < ¢y cada abierto no vacio U de G
existe z € U\ {eg} tal que (x) NS = {eq}. Usando el lema 3.1.11 se prueba,
por ejemplo, que cualquier grupo topoldgico abeliano, metrizable, separable
y casi libre de torsion de cardinalidad ¢ es densamente independiente. Tam-
bién el lema 3.1.11 es de utilidad para probar que si G es un grupo topoldgico
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abeliano metrizable, separable con exponente un ntimero primo p y tal que
|G| = ¢, entonces el grupo G es densamente independiente.

Otra propiedad interesante que aparece en la seccién 3.1 es que el produc-
to numerable de grupos densamente independientes es también densamente
independiente. Al final de la tesis se da un ejemplo donde se muestra que el
reciproco de esta afirmacién es falsa.

Ademas en la seccién 3.1 se muestra en el teorema 3.1.32 que todo grupo
abeliano, compacto y metrizable tal que su grupo dual tiene un elemento de
orden infinito es densamente independiente. Como corolario de este hecho
se tiene que todo grupo no trivial que es compacto, metrizable y conexo es
densamente independiente.

La seccion 3.2 esta dedicada al propédsito principal de esta tesis que es
encontrar una caracterizacion de los grupos abelianos, compactos y metri-
zables que son densamente independientes. Tal caracterizacién se encuentra
en el teorema 3.2.5. En particular, el teorema 3.2.5 muestra que todo grupo
G que es abeliano, compacto, metrizable y que no es de torsiéon es densa-
mente independiente. Para el caso cuando G es de torsion, se cumple que
es densamente independiente, si y sélo si, para cada nimero natural m, el
grupo mG es trivial o tiene cardinalidad ¢. Es decir, los grupos abelianos,
compactos y metrizables que son densamente independientes pueden ser ca-
racterizados por una propiedad puramente algebraica. Ademas en el teorema
3.2.5 muestra que la propiedad de ser densamente independiente en grupos
abelianos, compactos y de torsion queda perfectamente establecida en base
de sus componentes p;-primarias como sigue: un grupo GG que es abeliano,
compacto, metrizable y de torsiéon es densamente independiente, si y solo si,
para cada n € NT y para cada ¢ € {1,...,k}, se tiene que [pI'G,,| = ¢ o
IpPG,,| = 1, donde G,, es la componente p;-primaria de Gy G = [, G,,,.

Usando el teorema 3.2.5 se puede demostrar que si p es un niimero primo
y 1 € NT, el grupo Z(p')* x Z(p) es densamente independiente. Este ejemplo
contrasta con el ejemplo 3.1.17, pues en él se prueba que para el caso cuando
[ > 1, entonces el grupo Z(p)* x Z(p') no es densamente independiente.

También como corolario del teorema 3.2.5 se demuestra que para cada
n € Nt el grupo Z(n)“ es densamente independiente.
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Capitulo 1

Preliminares

En el presente capitulo se exponen resultados basicos acerca de la teoria
de grupos topolégicos. También se definen algunos de los conceptos que se
estudiaran a lo largo del presente trabajo.

El propdsito de este capitulo es dar una breve introduccién a la teoria
de grupos topoldgicos y puesto que existe una abundante bibliografia al res-
pecto, en este capitulo se omitira la mayoria de las demostraciones. El lector
interesado en una lectura mas profunda puede consultar [1], el cual contiene
un extenso desarrollo sobre los grupos topoldgicos.

1.1. Grupos topoldégicos

La teoria de grupos topolégicos parte de la interaccion de dos ramas
fundamentales de la matemaética: la teoria de grupos y la topologia. Intuiti-
vamente un grupo topoldgico es un conjunto con una operacién binaria que
lo convierte en un grupo y con una estructura topoldgica que cumple ademas
que la multiplicacién y la operacién inversa sean funciones continuas.

Desde este punto de vista, cada grupo dotado con la topologia discreta
automaticamente se convierte en un grupo topoldogico.

Los grupos topolégicos fueron estudiados per se por primera vez por Otto
Schreier en 1926 y por Franciszek Leja en 1927 en su articulo Sur la notion
du groupe abstrait topologique en donde aparece por primera vez la definicion
de grupo topologico.

Definicién 1.1.1. Sea G un conjunto con una operacion binaria - y una
familia T de subconjuntos de G. Entonces G se llama grupo topoldgico si se
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cumplen las siguientes condiciones:
a) (G,-) es un grupo.
b) (G,T) es un espacio topoldgico.

¢) Las funciones ly : (G, 1) x (G, 7) — (G, 7) y Iy : (G,7) — (G, 7) dadas
por li(z,y) =z -y ylo = 27" son continuas, donde v~ es el inverso del
elemento x.

En ocasiones se prescindira del uso del simbolo - de la operaciéon bina-
ria, ademas cuando se hable de grupos abelianos o conmutativos se usara el
simbolo + para la operacién binaria asi como también una notacién aditiva.
El simbolo eg denotara a la identidad del grupo GG. Cuando no cause confu-
sién simplemente se hara referencia a G como grupo topolédgico en lugar de
la terna (G, -, 7).

Algunos ejemplos de grupos topoldgicos son los siguientes:

a) El grupo aditivo de los niimeros reales R con la topologia usual.

b) El grupo del circulo unitario de los nimeros complejos denotado por T,
el cual consiste de todos los niimeros complejos de la forma €2 donde
x € R, con la multiplicacién de los nimeros complejos y la topologia que
hereda como subespacio del plano complejo.

¢) Cualquier grupo dotado con la topologia discreta.
d) Cualquier grupo con la topologia indiscreta.

e) El grupo multiplicativo de los numeros reales positivos con la topologia
usual.

f) El grupo GL(n,R) de matrices n X n no degeneradas, con la multiplica-
cion usual de matrices y dotado con la topologia inducida por el espacio
euclidiano R™’.

g) El grupo GL(n,C) de matrices n xn no degeneradas, con la multiplicacién
usual de matrices y dotado con la topologia inducida por el espacio c™.

Alternativamente a la definicién de grupo topoldgico tenemos el siguiente
lema:
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Lema 1.1.2. Sean (G, -) un grupo y T una topologia en G. Entonces (G, -, T)
es un grupo topoldgico si y sdlo si la funcion ly : (G,7) x (G,7) — (G, 1)
dada como l3(z,y) = xy~' es continua.

Asi como en teoria de grupos existen los isomorfismos y en topologia
existen los homeomorfismos, en teoria de grupos topolégicos podemos definir
las funciones que preservan tanto la estructura algebraica como la topoldgica.

Definicién 1.1.3. Sean G y H grupos topologicos. Una funcion f: G — H
se llama homomorfismo continuo si es un homomorfismo de grupos y es
continua. Ademds si f es homeomorfismo entonces f se llama isomorfismo
topologico. En este caso G y H son topologicamente isomorfos.

Los siguientes resultados muestran algunas propiedades de los grupos
topoldgicos.

Teorema 1.1.4. Sea G un grupo topolégico. Si g € G es un elemento ar-
bitrario cualquiera, entonces las funciones o4 : G — G y Ay : G — G
definidas para cada © € G como 94(x) = xg y A\,(x) = gz son homeomorfis-
mos. Ademds la funcion f: G — G dada como f(x) =z~ es también un
homeomorfismo.

Las funciones g, y A, del teorema 1.1.4 se llaman traslaciones por la
derecha e izquierda de g, respectivamente.

Teorema 1.1.5. Sean G un grupo topolégico y B una base local para la
identidad e del grupo. Entonces las familias {zU : ¢ € G, U € B} y
{Uz :2 € G, U € B} son bases para la topologia de G.

En lo sucesivo se denotara por B a la familia de vecindades abiertas de
eq en grupo topoldgico G. Dado un subconjunto E de un espacio topolégico
X, se define la cerradura de F como la interseccién de todos los subconjun-
tos cerrados de X que contienen a E. En este trabajo la cerradura de un
subconjunto E sera denotada como E.

Teorema 1.1.6. Sea G un grupo topoldgico.
a) Si U € B, entonces existe V € B tal que V1l=VCU.

b) Si U € B, entonces para cada n € Nt existe V. € B tal que V" C U,
donde V* =V -V .....V n factores.



CAPITULO 1. PRELIMINARES 4

c) St U € B, entonces existe V € B tal que vV Cu.

Otra forma de enunciar el teorema 1.1.6 es decir que las vecindades
simétricas de eq constituyen una base local para la identidad eqs del gru-
po topoldgico G.

Proposicién 1.1.7. Sean G un grupo topolégico, g € G y A, B,O, M sub-
conjuntos de G. Entonces:

a) Si O es abierto, entonces los conjuntos gO, Og, O™, MO y OM son
abuertos.

b) Si A es cerrado, entonces aA, Aa y A~ son subconjuntos cerrados.
c) Si A y B son compactos, entonces AB y A™' son compactos.

d) Se cumple que
A= [ Aw= [ w4

WeN (eq) WeN (eq)

Teorema 1.1.8. Sea G un grupo topologico Ty y B una base local de eq.
Entonces:

a) Para cualesquiera U,V € B, existe W € B tal que W CUNV.

b) Para cualesquiera U € B y x € U, existe V € B tal que Vx C U.

¢) Para cualesquiera U € B y x € G, existe V € B tal que xVx™' C U.
d) Para cada U € B, existe V € B tal que V2 C U.

e) Para cada U € B, existe V € B tal que V' C U.

f) Se cumple que

{ec} =B

Reciprocamente, si G es un grupo y U es una familia de subconjuntos de
G que satisface las condiciones anteriores entonces la familia By = {Ua :
a € G, U€eU} es una base para una topologia T tal que (G,T) es un grupo
topolégico Ty. Adicionalmente, la familia {aU : a € G, U € U} es una base
para la misma topologia en G.
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Teorema 1.1.9. Todo grupo topoldgico es un espacio reqular.
Proposicién 1.1.10. Todo grupo topologico Ty es Tychonoff.

Sea GG un grupo topoldgico, entonces la funcién [3 definida en el lema 1.1.2
es continua. Si D es un subgrupo de GG y consideramos a D con la topologia
que hereda como subespacio de GG, entonces se cumple que la funcién I3|p es
continua. Por lo tanto, aplicando nuevamente el lema 1.1.2 se tiene que D es
un grupo topologico. Lo anterior se resume en la siguiente proposicion:

Proposicién 1.1.11. Sea G un grupo topologico y D un subgrupo de G' con la
topologia relativa como subespacio de G. Entonces D es un grupo topolégico.

Para evitar confusion entre los espacios topoldgicos normales y los sub-
grupos que son normales (desde el punto de vista algebraico), se llamara a
estos tltimos subgrupos invariantes.

Proposicién 1.1.12. Sea D un subgrupo de un grupo topoldgico G. Entonces
se satisface lo siguiente:

a) La cerradura D de D es un subgrupo de G.

b) Si D es un subgrupo invariante de G, entonces D es un subgrupo inva-
riante de G.

c) D es abierto si y sélo si su interior no es vacio.
d) Si G es Hausdorff y D es abeliano, entonces D es abeliano.

Corolario 1.1.13. Si G es un grupo topoldgico, entonces @ es un subgrupo
cerrado e invariante de G.

Otra propiedad interesante de los grupos topolégicos es la siguiente:

Proposicion 1.1.14. Cualquier subgrupo abierto de un grupo topoldgico
también es cerrado.

Proposiciéon 1.1.15. Si U es una vecindad simétrica de la identidad eq de
un grupo topoldgico G, entonces D = |J,~ U™ es un subgrupo abierto (por
lo tanto, cerrado) de G.

Usando la proposiciéon anterior para grupos conexos tenemos el siguiente
corolario:
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Corolario 1.1.16. Sea G un grupo topoldogico conexo y U una vecindad de
la identidad eq. Entonces G =], U™, es decir, cualquier grupo conezo es
generado por cualquier vecindad de eq.

Ahora pasaremos al estudio de algunas operaciones importantes en grupos
topoldgicos.

Sean GG un grupo topolégico y D un subgrupo de G, entonces G/D es el
conjunto de todas las clases laterales derechas de D, es decir, G/D = {Da :
a € G}. Introducimos en G/D una topologia como sigue:

Si B es una base del grupo topolégico G, para cada U € B definamos
Ur={Dz:2ecU}yB" ={U":U € B}.

Proposicién 1.1.17. Sea G un grupo topoldgico. Para todo subgrupo D de
G, B* es una base para una topologia en G/D. Si D es cerrado, la topologia

en G/D esTi.

El espacio topolégico G/D recibe el nombre de espacio cociente de G
entre D. Si D es invariante, entonces G/D se llama grupo cociente.

Proposicién 1.1.18. Si G un grupo topologico y D un subgrupo cerrado de
G, entonces la funcion candnica © : G — G /D dada por w(x) = Dx para
todo x € G es continua y abierta.

Teorema 1.1.19. Sean G un grupo topoléogico Ty y D un subgrupo cerrado
de G. Entonces se cumple lo siguiente:

a) El espacio topoldgico G/D es un espacio regular y por lo tanto de Haus-

dorff.
b) El espacio topoldgico G/D es discreto si y sélo si D es abierto en G.

Teorema 1.1.20. Sean G un grupo topologico y D un subgrupo cerrado e
mvariante de G. Entonces se cumple lo siguiente:

a) El grupo G/D con la topologia cociente es un grupo topoldgico.

b) La funcién candnica m: G — G/D es un homomorfismo abierto y con-
tinuo.

¢) El grupo G/D es un espacio Ty y por lo tanto reqular.

d) El grupo G/D es discreto si y sdlo si D es abierto.
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Definicién 1.1.21. Una funcion continua f : X — Y entre dos espacios
topologicos X yY es perfecta si f es cerrada, sobreyectiva y para todoy €Y,
se tiene que f~1(y) es compacto en X.

Teorema 1.1.22. Sean G un grupo topolégico y D un subgrupo compacto,
entonces la funcion candnica m: G — G /D es perfecta.

Otra importante operacién en grupos topoldgicos es el producto. Sea
n = {G, : a € I} una familia de grupos topoldgicos. El producto directo
o producto cartesiano de la familia 1 es el conjunto que consiste de los ele-
mentos = = (z,), donde z,, € G, para cada a € I. Tal conjunto es denotado
por [[,c; Ga. Si para cada par de elementos (2,) ¥ (ya) del producto carte-
siano definimos la operacion (74)(Ya) = (Ta¥a), entonces [, .; Go toma una
estructura de grupo. El elemento identidad de [] ., Ga es e = (eq,) vy para
cada (24) € [[,e; Ga, se tiene que (z,)"" = (z;'). La topologia de Tycho-
noff es compatible con la estructura de grupo de [[,.; Ga, pues la funcién
U [Toer Ga X Tac; Ga — Tlaes Go dada como ((za), (¥a)) = (zays') es
continua. Esto es, el grupo [],.; G dotado con la topologia de Tychonoff es
un grupo topoldgico.

Ahora pasaremos a definir algunos subgrupos importantes del producto.
Sean 1 = {X, : @ € I} una familia de espacios topoldgicos y X =[] ; Xa ¥
tomemos b = (b,) € X. El 3-producto de 7 con punto base b es el subespacio
de X que consiste de todos los puntos © = (z,) € X tales que s6lo una
cantidad numerable de x, es distinto de b,. Este subespacio es denotado
por L [[{Xa : @ € I}(b) o por X[[n(b). De manera similar se define el o-
producto de n con punto base b como el subespacio de X que consiste de
todos los puntos z = (z,) € X tales que sélo una cantidad finita de z,
es distinto de b,. El o-producto se denota por o [[{X, : @ € I1}(b) o por

o [In(b).

Proposicién 1.1.23. Suponga que n = {G, : a € I} es una familia de
grupos topoldgicos, e, es el elemento identidad de Go y G = [[,c; Ga, en-
tonces el YN-producto X [[n y el o-producto o [[n con punto base e = (e,)
son subgrupos densos de G.

Algunas propiedades importantes de la teoria de grupos como la torsion,
divisibilidad y torsién libre también resultan ser muy utiles en la teoria de
grupos topoldgicos.
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Definicién 1.1.24. Sea G un grupo y g € G. El elemento g se llama de
torsion si existe n € N tal que g" = eq. Si todo elemento de G es de torsion,
entonces G es llamado de torsion. Si g € G, tal que g es distinto de eg y es
un elemento de torsion, entonces el minimo n € NT tal que ¢" = eq es el
orden de g y se denota como o(g) = n. Si existe m € N1 tal que o(g) < m
para todo g € G, entonces el grupo G es un grupo de torsion acotada o de
exponente finito. El menor m € Nt con esta propiedad se llama exponente
del grupo G. Un grupo G que no tiene elementos de torsion se llama libre de
torsion.

El grupo aditivo R de los niimeros reales es un ejemplo de un grupo libre
de torsién. Para cada entero n > 2, denotemos por Z(n) al grupo discreto
{0,...,n—1} con adicién médulo n. Si p es un nimero primo, entonces Z(p)
es un grupo de torsién acotada y p es el exponente de Z(p).

En lo sucesivo tor(G) denotard al conjunto de todos los elementos de
torsion de un grupo G. Claramente si G es un grupo abeliano, entonces
tor(G) es un subgrupo de G. En este contexto tor(G) es llamado el subgrupo
de torsién de G.

Definicién 1.1.25. Un elemento g de un grupo abeliano G es divisible en G
entre un entero positivo m si g = mh, para algun h € G. Un grupo abeliano
G es divisible si cada elemento de G es divisible entre cada entero positivo.

La siguiente proposiciéon nos muestra una manera mas simple de ver a los
grupos divisibles.

Proposicién 1.1.26. Sea G un grupo y consideremos el conjunto
nG = {nz : x € G},
entonces G es divisible si y sélo si G = nG para cada n € N*.

Ejemplo 1.1.27. El grupo del circulo unitario de los ntimeros complejos T
es divisible. En efecto, de acuerdo con la proposicion 1.1.26 es suficiente con
demostrar la igualdad T = nT, para cada n € NT. Es claro que nT C T, para
cada n € NT. Por lo tanto, sélo resta demostrar T C nT, para cada n € N*.
Sean z € T y n € NT. Debemos demostrar que z € nT. Para el polinomio
nr = z existe y € T que lo satisfce. Es decir, ny = z para algin y € T. Asi
z €nT y, por lo tanto, T = nT.
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En el teorema 2.2.19 se mostrara que las propiedades de divisibilidad y
conexidad son equivalentes en grupos compactos abelianos.

Definicién 1.1.28. Un subgrupo H de un grupo abeliano G se dice que es
puro st nG N H = nH para cada entero n > 0. Es decir, H es puro si todo
elemento de H que es divisible entre n en G, también es divisible entre n en
H.

En particular para grupos abelianos y compactos tenemos el siguiente
resultado que relaciona la torsion con la torsién acotada.

Proposicién 1.1.29. Sea G un grupo topolégico abeliano y compacto. Si G
es de torsidn, entonces existe un nimero m € N tal que mx = eq para cada
x € G, es decir, G es de torsion acotada.

Demostracion. Para cada n € N, el conjunto G[n] = {z € G : nx = eg} es
un subgrupo cerrado de G. Como G es de torsién, G = J,—; G[n]. Asi por el
Teorema de Baire, existe ny € NT tal que G[ny] tiene interior no vacio en G.
Ademés para cada k € N, G[ng] C G[kno|, asi G[kno] es un subgrupo abierto
de G. Como G es compacto y se cumple que G = |J;—, G[kny], entonces
existe ko € N tal que G = [, G[kng]. Consideremos m = k!, entonces
mx = eq para cada z € G. n

Un resultado similar se obtiene como sigue.

Proposicién 1.1.30. Sea G un grupo de torsion con la propiedad de Baire
y conexo. Entonces G es de torsion acotada.

Demostracion. Por hipétesis G = |J,—, G[n] y G[n| es un subgrupo cerrado
de G. Como G tiene la propiedad de Baire, existe k € N* tal que G[k] tiene
interior no vacio. Por lo tanto G[k] es abierto en G. Puesto que G es conexo,
GJk] es cerrado y abierto se tiene que G = G[k]. O

1.2. Grupos w-estrechos

En esta seccién se estudia la clase de grupos topoldgicos w-estrechos. Es-
tos grupos fueron introducidos por I. Guran en [7] para caracterizar a los
subgrupos de productos de familias de grupos topolégicos segundo numera-
bles.
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Antes de iniciar con la teoria de los grupos topologicos w-estrechos intro-
ducimos algunos conceptos relacionados con la teoria de conjuntos. El con-
cepto de nimero cardinal en teoria de conjuntos se introduce para clasificar
y estudiar los diferentes tipos de infinitos. En este contexto, la cardinalidad
de los niimeros naturales N se denota por w. Los conjuntos de los niimeros
enteros Z y de los nimeros racionales Q tienen el mismo cardinal que los
nimeros naturales. Asi todos los conjuntos anteriores se llaman numerables.
Por otra parte, el conjunto de los nimeros reales R tiene un cardinal mas
grande denotado por ¢ y su valor es igual a 2*.

Definicién 1.2.1. Un grupo topoldgico G es w-estrecho si para toda vecindad
U de la identidad de G existe un conjunto numerable A C G tal que G = AU.

Proposicién 1.2.2. Sea G un grupo topoldgico w-estrecho tal que |G| = «c.
St U es una vecindad de la identidad en G, entonces |U| = c.

Demostracion. Sea U una vecindad de la identidad en G. Puesto que G es
w-estrecho, existe A C G tal que |A| <w y G = AU. La familia Y = {zU :
x € A} es una cubierta numerable de G, donde |zU| = |U| para todo x € A.
Como |G| = ¢ se sigue que |U] = . O

Definicién 1.2.3. Sea X un espacio topologico. Una familia de abiertos no
vacios mutuamente ajenos de X es llamada una familia celular. La celulari-
dad de X se define por ¢(X) = sup{|V|: V es una familia celular} + w.

Definicién 1.2.4. La densidad de X se define como
d(X) =min{|D| : D es un subconjunto denso en X} + w.

Proposicién 1.2.5. i G es un grupo topologico con celularidad numerable,
entonces G es w-estrecho.

Demostracion. Sea U una vecindad de eg y supongamos que G # AU pa-
ra cada subconjunto numerable A de GG. Tomemos a V' como una vecindad
simétrica de la identidad en G tal que V - V! C U. Construyamos recur-
sivamente una sucesién {z, : @ < w;} de elementos de G como sigue: sea
To = eg. Si v < wy y los elementos x,, ya fueron definidos para cada o < 7,
podemos tomar ., € G\ (A, - U), donde A, = {z, : o < 7}.

Por construccion, si a; < ay < wi, entonces T,, ¢ =, U. Finalmente
probaremos que {x,V : @ < w;} es una familia celular. Sean oy < ap < wy y
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supongamos que (24, V) N (x4,V) # 0. Entonces existen vy, vy € V tales que
Ty V1 = Tqa,VUz, €s decir, x,, = xalvlv51 vy asf 2o, € 1,V -V C 24U, lo
cual es una contradiccion. Por lo anterior, G es w-estrecho. O

Puesto que ¢(X) < d(X) para todo espacio X, deducimos de la proposi-
cién anterior lo siguiente:

Corolario 1.2.6. Si G es un grupo topologico separable entonces G es w-
estrecho.

Los siguientes resultados muestran que la clase de grupos topoldgicos
w-estrechos es estable bajo operaciones de gran importancia.

Proposicién 1.2.7. Sean G y H grupos topologicos. Si G es w-estrecho y
si existe un homomorfismo continuo y sobre f : G — H entonces H es
w-estrecho.

Demostracion. Supongamos que GG es un grupo topologico w-estrecho. Sea U
una vecindad abierta de la identidad ey de H. Como f es continua, existe
una vecindad V' de la identidad eg de G tal que f(V) C U. Como G es
w-estrecho existe un subconjunto numerable A de G tal que AV = G. Por lo
tanto f(A)f(V) = f(AV) = f(G) = H, de donde, f(A)U = H. Como A es

numerable se tiene que f(A) es numerable y por lo tanto H es w-estrecho. [

Proposicién 1.2.8. Sea {G, : a € I} una familia de grupos topoldgicos

w-estrechos. Entonces G = [],c; Ga es w-estrecho.

Demostracion. Sea U un abierto bésico de G tal que eq = (e, )acr € U.
Digamos que U =[], .5 Ua X HaEI\B G, donde B es un subconjunto finito
de I. Dado que G, es w-estrecho para cada o € I, existe un subconjunto
numerable A, de G, tal que U,A, = G,. Considere el subconjunto A =
[Tocp Aa X [Taenpléat. Como B es finito se tiene que A es un subconjunto
numerable de G. Finalmente se cumple que

AU = (JJUax [T G(JT Aax T {ead)

a€EB a€cl\B aEB acI\B

= HUaAax H G,

a€B a€cl\B

= HGax H G,

a€B acl\B

= []G.=¢.

ael
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Como lo anterior sucede para cualquier abierto basico se concluye que G
es w-estrecho. ]

El siguiente resultado muestra que la propiedad de ser w-estrecho se he-
reda a subgrupos.

Proposicién 1.2.9. Cualquier subgrupo de un grupo topoldégico w-estrecho
es w-estrecho.

Demostracion. Sean G un grupo topoldgico w-estrecho y H un subgrupo de
G. Tomemos una vecindad U de la identidad e en H. Existen vecindades V
yWdeeen G, talesque VNH =U y W='W C V. Como G es w-estrecho
podemos encontrar un subconjunto numerable K de G tal que K-W = G. Si
x € Ky xW interseca al subgrupo H, escogemos un punto a, € H N (zW),
en otro caso, hacemos a, = e. Se tiene que el conjunto A = {a, : * € K} es
numerable. Finalmente veamos que A - U = H. La inclusiéon A -U C H es
clara, pues A y U son subconjuntos de H. Sea y € H un elemento arbitrario.
Como K - W = G se tiene que existe x € K tal que y € xW. Entonces
a, € W, o bien z € a,W~! y por lo tanto,

yeaW Ca,W - W Ca,V.

Puesto que y, a, € H, concluimos que a,;'y e VN H CU. Asi, y € a,U y la
inclusion H C A - U queda demostrada. ]

Otro resultado importante de los grupos topoldgicos w-estrechos es el
siguiente.

Proposiciéon 1.2.10. Cualquier grupo topoldgico w-estrecho y primero nu-
merable tiene una base numerable.

Demostracion. Sea {U, : n € w} una base local de la identidad eg de G.
Como G es w-estrecho, para cadan € w existen conjuntos numerables C,, C G
tales que U,C,, = G. Entonces la familia B = {zU, : x € C,,, n € w} es
numerable, por lo tanto, sélo resta ver que B es una base del grupo G.

Sea O una vecindad de un punto a € G. Como {U,, : n € w} es una base
local de eq existen k,l € w tal que alUy C Oy UflUl C Uj,. Ademaés existe
x € () tal que a € xzU; y por consiguiente x € aUl_l. Por lo tanto

xU; C (CLUlil)Ul = CL(UflUl) c alU;, C O,

esto es, zU; es una vecindad abierta de a y xU; C O. Por lo tanto B es una
base numerable para G. O]
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El siguiente teorema es el méas importante de la seccion, en el se abor-
da una caracterizacion de suma importancia para los grupos topolégicos w-
estrechos.

Teorema 1.2.11 (I. Guran). Sea G un grupo topoldgico. Los siguientes enun-
ctados son equivalentes:

a) El grupo G es w-estrecho.

b) El grupo G es topoldgicamente isomorfo a un subgrupo del producto to-
poldgico de alguna familia de grupos sequndo numerables.

La demostracién de este teorema se omitird en este trabajo pero puede
consultarse en [7] y [1, teorema 3.4.23].
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Capitulo 2

Dualidad Pontryagin-van
Kampen

En este capitulo se exponen algunos de los resultados mas importantes
acerca de la dualidad de Pontryagin-van Kampen para grupos compactos y
discretos. Una lectura més detallada puede encontrarse en [8] y [15]. Algunos
de estos resultados seran de utilidad en el capitulo 3.

2.1. Introduccién a la dualidad de Pontryagin-
van Kampen para grupos compactos y
discretos

En general, la teoria de Pontryagin-van Kampen establece una relacién
entre un grupo topoldgico abeliano Gy su grupo dual G, el cual consiste de
todos los homomorfismos continuos de G en el grupo del circulo T.

Por ejemplo, si G es un grupo topoldgico abeliano se cumplen las siguien-
tes propiedades:

a) Si G es compacto, entonces G es discreto, [8, teorema 23.17].

b) Si G es discreto, entonces G es compacto, [8, teorema 23.17].

c¢) El grupo G es conexo si y sélo si G es libre de torsion, [8, teorema 24.25].
)

d) Si G es compacto y Hausdorff, entonces GG es metrizable si y sélo si G es
numerable, [8, teorema 24.17].
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Por lo anterior, podemos ver que hay propiedades topoldgicas que pueden
caracterizarse mediante propiedades algebraicas de su grupo dual.

Definicién 2.1.1. Sea G es un grupo topologico abeliano. Un cardcter de
G es un homomorfismo continuo ¢ : G — T. La coleccion de todos los
caracteres se llama el dual de Pontryagin del grupo G o simplemente el dual
del grupo G y es denotado por G.

Como una observacién tenemos que para cada par de elementos 11, Y €
G, se define la operacién (¢ 4 ¥2)(g) = 1(g)12(g), entonces G se convierte
en un grupo abeliano pues T es un grupo abeliano.

Si G es un grupo topoldgico abeliano y compacto y G es su grupo dual,
entonces G dotado con la topologia discreta se transforma en un grupo to-
polégico. De manera analoga, si G' es un grupo topoldgico abeliano y discreto,
entonces G con la topologia de la convergencia puntual se convierte en un
grupo topoldgico, [15, proposicién 29].

Antes de continuar, enunciamos algunos conceptos conocidos sobre C)-
teoria. Sean X un espacio de Tychonoff y G un grupo topoldgico. Denota-
mos por C,(X,G) al conjunto de todas las funciones continuas de X en G.
Si fi1, f2 € Co(X,G), entonces (f1 + f2)(x) = fi(z)f2(z) define una opera-
cién binaria en C,(X, G). Con la topologia de la convergencia puntual y con
la operacién + introducida anteriormente, el espacio C,(X,G) es un grupo
topoldgico. Para cada x € X existe una correspondiente funciéon evaluacion
T 1 Cp(X,G) — G, definida por #(f) = f(z), para cada f € C,(X,G).
Claramente la funcién & es continua. Si Y es un subespacio de C,(X,G),
definimos la funcién Uy : X — C,(Y,G) que asigna a cada z € X la res-
triccion de = a el espacio Y. La funciéon ¥y es conocida como la funcién
refleccién o evaluacién y es continua para cada subespacio Y de C,(X, G).

Si H y G son grupos topolégicos, denotamos por Hom,(H,G) al subes-
pacio de C,(H, G) que consiste de todos los homomorfismos continuos de H

ad.

Proposicion 2.1.2. Si G y H son grupos topoldgicos, entonces el subespacio
Hom,(H,G) es cerrado en Cp(H,G).

Demostracion. Sean x,y elementos distintos de H y consideremos el conjun-
to:

F(z,y) ={f € C,(H,G) : flzy™) = f(2)f(y)~'}.
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Entonces F(z,y) es un subespacio cerrado de C,(H, G) para cada z,y € H.
El subespacio Hom,(H,G) es la interseccién de los conjuntos F(x,y), con
x,y € H. Por lo anterior H,(H, Q) es cerrado en C,(H, Q). O

Proposicién 2.1.3. Sean G y H grupos topoldgicos. St G es abeliano, en-
tonces Hom,(H, G) es un subgrupo topoldgico del grupo topologico C,(H,G).

Demostracion. En la demostracion usaremos una notacion aditiva para los
grupos Gy Hom,(G,H). Seanz,y € Hy f,g € Hom,(H,G). Entonces para
el elemento f + g de C,(H, G) se tiene:

(f+9)(zy) = [flay)+g(zy) =

I
—~
=
Na¥
+
=

8
=

De la misma manera,

(f+9)=™) = fla)+g@h) =—f(z) - g(x) = =(f(2) + g(2))

= —((f +9)(=)).
Por lo tanto, f + g € Hom,(H,G). Por otro lado:
(=Nzy) = =(fley) = =(f(2) + f(y)) = —f(x) = f(y)
= (=NH@)+ (=)

Finalmente,
—(fa™1) = =(=(f(2)))
—((=f)(=)).

Por lo tanto, —f € Hom,(H,G). Por lo anterior, Hom,(H, G) es cerrado
bajo las operaciones de suma e inverso. Por lo tanto Hom,(H,G) es un
subgrupo del grupo topolégico C,(H, G). O

(=N

Teorema 2.1.4. Sean G y H grupos topolégicos. Si G es abeliano y V¥ es la
funcion restriccion Wy, donde Y = Homy(H,G), entonces ¥ es un homo-
morfismo continuo de H al grupo topoldgico abeliano Hom,(Hom,(H,G),G).

Demostracion. Claramente ¥ es una funcién continua. Por la proposicion
2.1.3, Hom,(Hom,(H,G),G) es un grupo topolégico. Puesto que C,(H, G)
es abeliano, se tiene que Hom,(Hom,(H,G),G) es un grupo abeliano.
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Para ver que ¥ es homomorfismo, tomemos a,b € Hy f € Y, donde Y =
Homy(H,G). Entonces W(ab)(f) = f(ab) = f(a)f(b) = ¥(a)(f)¥(0)(f),
por lo tanto, ¥(ab) = ¥(a)¥(b). De manera anédloga se puede demostrar
que ¥U(—a) = —¥(a). Por lo anterior se tiene que ¥ es un homomorfismo
continuo. O

Proposicién 2.1.5 (L. S. Pontryagin). Si G es un grupo abeliano y discreto,
entonces G es compacto y Hausdorff.

Demostracion. Si G es discreto, entonces cualquier funcién f : G — T sera
continua. Por lo tanto, C,(G, T) coincide con el producto T% con la topologia
de Tychonoff. Como T¢ es compacto y Hausdorff, se tiene que C,(G, T) es
compacto y Hausdorff. Por otro lado, G coincide con H om,(G,T). Por la
proposicién 2.1.2 se tiene que G es cerrado en Co(G, T). Por lo tanto G es
compacto y Hausdorff. m

La siguiente proposicion es una consecuencia del teorema 2.1.4.

Proposicion 2.1.6. Para cualquier grupo topolégico compacto y abeliano G,

la funcion evaluacion ¥ : G — G es un homomorfismo continuo.

Lema 2.1.7. Sea G un grupo abeliano y compacto. Si ¥ : G — G es la
evaluacion canonica, entonces los siguientes enunciados son equivalentes:

a) La evaluacion candnica ¥ es uno a uno.

b) El grupo G tiene suficientes caracteres para separar puntos. Es decir, para
cada g, h € G, con g # h, existe f € G tal que f(g) # f(h).

Demostracion. Para la prueba de la necesidad, supongamos que g,h € G,
g # h, son tales que f(g) = f(h), para cada f € G. Entonces g(f) = iL(f),
para todo f € G. Por lo tanto § = h, es decir, ¥(g) = U(h). Como ¥ es uno
a uno, se tiene que g = h, lo cual es una contradiccién. Por lo tanto G tiene
suficientes caracteres para separar puntos.

Para demostrar la suficiencia, supongamos que G tiene suficientes carac-
teres para separar puntos. Sean g,h € G tales que g # h. Entonces existe

f e G tal que f(g) # f(h), es decir, g(f) # il(f) Por lo tanto g # h. De
donde U(g) # V(h). O

La demostracién del siguiente teorema fundamental puede consultarse en
[16] y en [1, teorema 9.4.11].
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Teorema 2.1.8 (Peter, Weyl). Todo grupo abeliano compacto tiene suficien-
tes caracteres para separar puntos.

Como una consecuencia del teorema 2.1.8 y el lema 2.1.7 tenemos el
siguiente resultado:

Corolario 2.1.9. Para cualquier grupo topoldgico compacto y abeliano G, la

funcion evaluacion ¥ : G — G es uno a uno.

El siguente ejemplo presenta al dual del grupo discreto Z, el cual, por la
proposiciéon 2.1.5 debe ser compacto y Hausdorff.

Ejemplo 2.1.10. El grupo dual de Pontryagin Z del grupo discreto Z es el
grupo compacto T. Si h : Z — T es un caracter de Z, este estd determinado
por el valor h(1) € T, con 1 € Z, pues Z es generado por 1. Ademds h(1)
puede ser cualquier elemento de T. Por lo anterior cualquier elecciéon de un
nimero complejo en T da un caracter en A Finalmente, si V' es un abierto
basico de h en la topologia de la convergencia puntual en Z, entonces V
corresponde a una vecindad arbitraria de h(1) en el espacio T. De esto, 7 es
isomorfo y homeomorfo al grupo T.

Los siguientes resultados son hechos conocidos sobre el grupo de los niime-
ros reales los cuales se mencionan con el proposito de establecer el grupo dual
del grupo T.

Lema 2.1.11. Cada subgrupo no discreto H de R es denso.

Demostracién. Debemos probar que HN(xz—¢, x+¢€) # () para cualquier € > 0
y cada x € R. Como H no es discreto, 0 no es un punto aislado, entonces
existe z. € H N (0,¢). Como los intervalos [nz., (n+ 1)z, n=0+£1+2, ...
cubren a R y tienen tamano menor a €, para alguna n, se cumple que nx. €
(x — €,x + €). Claramente nz. € H, pues H es subgrupo. O

Lema 2.1.12. Sea A un subgrupo cerrado de R. Entonces A = {0}, A =R
0o A es un subgrupo discreto de la forma aZ, para alguna a > 0.

Demostracion. Si A es cerrado y propio, entonces A no es denso en R. Asi
A debe ser discreto por el lema 2.1.11. Si A # {0}, entonces A contiene
algiin nimero real positivo b. Entonces [0,b] N A es un subconjunto cerrado
no vacio del subconjunto compacto [0, b]. Por lo tanto [0,b] N A es compacto
y discreto. De donde [0,b] N A es finito. Por lo anterior existe a > 0, tal que



CAPITULO 2. DUALIDAD PONTRYAGIN-VAN KAMPEN 20

a es el elemento minimo positivo en A. Para cada © € A, sea [E} la parte

a
entera de £. Entonces x — [f] a € Ay como [f] <zZ<1+ [ﬂ se tiene que
0<zx— [[f]] a < a. Como a es el minimo en A con esta propiedad, se sigue

que xr — a = 0. Por lo tanto, x = na para algin n € Z. O

El siguiente resultado determina los subgrupos cerrados de T. En parti-
cular declara que cada subgrupo cerrado infinito de T coincide con T.

Proposicién 2.1.13. Sea K un subgrupo de T. Si K es cerrado, entonces
K =T o K es ciclico finito.

Demostracion. Sea K un subgrupo cerrado de T. Ademads supongamos que
K # {1}. Recordando que T es topoldgicamente isomorfo a R/Z, conside-
remos la funcién canénica 7 : R — R/Z. Entonces 7 es un homomorfismo
continuo y abierto. Por lo anterior, 77 !(K) es un subgrupo cerrado de R y
por el lema 2.1.12, 771(K) = R o 7 '(K) es un grupo ciclico discreto. Si
71 (K) = R, entonces K = 7(R) = R/Z, pues 7 es una funcién sobreyecti-
va. Si 77 1(K) = (r), para algtin r € R, entonces K = (r(r)). Ademds como
7 1(K) es discreto, y la funcién 7 es abierta tenemos que K es discreto.
Puesto que T es compacto, se tiene que K es finito. O

Como una consecuencia de la proposicion 2.1.13 tenemos el siguiente re-
sultado:

Proposicién 2.1.14. Si K es un subgrupo cerrado y conexo de T, entonces
K=T oK =1{1}.

Demostracion. Como K es cerrado, por la proposiciéon 2.1.13 se tiene que
K =T o K es ciclico finito. Como K es conexo, K =T o K = {1}. O

Proposicion 2.1.15. Para cada n € Z, existe sélo un subgrupo de T que
consta de exactamente n elementos.

Ahora se expone el grupo dual de Pontryagin del grupo del circulo T.

Ejemplo 2.1.16. El grupo dual de Pontryagin T del grupo compacto T
es el grupo discreto Z. Sea h : T — T un caracter de T, denotemos por
K al nucleo de h. Si h no es trivial, entonces por la proposicién 2.1.13, K
es un subgrupo ciclico finito de T. Por la proposicion 2.1.15, existe sélo un
subgrupo de T que consta de exactamente n elementos, para cada n € Z.
Por lo tanto, cada cardcter f : T — T tiene la forma f(z) = 2", para
algin n € Z. Por lo anterior, existe una correspondencia entre el grupo de
caracteres y el conjunto de niimeros enteros. Por lo tanto, T =2Z.
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Definicién 2.1.17. Supongamos que G es un grupo topoldogico compacto o
discreto. Decimos que G satisface la dualidad de Pontryagin o que G es un

grupo reflexivo si la funcion evaluacion ¥ : G — G es un isomorfismo
topolégico.

Los siguientes resultados muestran que los grupos T y 7Z satisfacen la
dualidad de Pontryagin.

Proposicion 2.1.18. La funcion evaluacion ¥ : T — T es un isomorfismo
topologico.

Demostracion. La funcion identidad separa los puntos de T y por el lema
2.1.7 se tiene que la funcién evaluacion W de T a T es uno a uno. Como T es
compacto, se tiene que W(T) es un subgrupo cerrado infinito de T. Por los

ejemplos anteriores tenemos que T = T. Por la proposiciéon 2.1.13 tenemos

que ¥U(T) = T. Finalmente como ¥ es continua y T es compacto, tenemos
que ¥ es un isomorfismo topoldgico. ]

Proposicién 2.1.19. La funcion evaluacion V : Z — Z es un isomorfismo
topolégico.

Proposiciéon 2.1.20. Sea K un grupo topolégico ciclico finito. Entonces K
es isomorfo a K.

Demostracion. Suponga que K = {0,1,...,n — 1}. Entonces ¢ € Ksiy
sélo si (1) = z € T, con 2" = 1. Es decir ¢(1) sélo tiene n posibilidades,
a saber, las n-ésimas raices de la unidad. Por lo tanto, la correspondencia
Y — (1) € W, donde, W = {ezjfk :k=0,1,...,n— 1} es una biyeccidn.

Por lo tanto, K ~ W ~ K. O]

Proposicion 2.1.21. La funcion evaluacion de K al grupo discreto K esun
1somorfismo topoldgico, para cualquier grupo ciclico finito K.

Por las proposiciones anteriores se sigue que T, Z, y cualquier grupo
ciclico finito satisfacen la dualidad de Pontryagin. De acuerdo con la teoria
de grupos, un grupo G se dice finitamente generado si existe un subconjunto
finito S de G tal que (S) = G. Cualquier grupo abeliano finitamente generado
es el producto de un ntimero finito de grupos ciclicos, finitos o infinitos.

El siguiente teorema puede encontrarse en [18].
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Teorema 2.1.22 (L. S. Pontryagin). Supongamos que G es el producto de
una coleccion finita de grupos abelianos y discretos G, i = 1,...,m, donde
cada G; satisface la dualidad de Pontryagin, X; es el grupo de caracteres de
G, X =112 Xi, y[z,a] = z1(ar)- - - xp(am), para cada x = (x1,...,2,) €
X y cada a = (ay,...,ay,) € G. Entonces [-,-] cumple lo siguiente:

a) Para cada x € X, la correspondencia a — [z, al, donde a corre sobre G,
es un cardcter sobre el grupo G.

b) Para cada cardcter f: G — T de G, existe x € X tal que f(a) = [z, al,
para cada a € G.

¢) Para cada a € G, la correspondencia x — [x,al, donde x corre sobre X,
es un cardcter continuo sobre el grupo compacto X .

d) Para cada cardcter continuo ¢ : X — T, existe a € G tal que (x) =
[x,al], para cada x € X.

Demostracion.
Primero probemos a). Utilizando una notacién aditiva para el grupo G
se tiene que:

[z,a+b = Ha:k(ak +by) = H:Ek(ak) . ka(bk)

= [m,a] ) [[E,b];

para cualesquiera a,b € G, asi la correspondencia a — [z, a] es un caracter
en G.

Para demostrar b) notemos que G; puede ser identificado canénicamen-
te con el subgrupo de G que consiste de todos los a € G tales que cada
coordenada a; de a, excepto a;, es el elemento identidad e; de Gj.

Sea x; = f|q,, para cada i = 1,..., m. Entonces z; es un caracter en G;.
Consideremos = = (z1,...,zy,) € X. Tomemos cualquier a = (ay,...,a,) €
G. Bajo esta interpretacion de G, tenemos que G; C Gy a =ay + -+ -
Asi tenemos que

[, a] = ka(ak) = Hf(ak) = f(a).

k=1

La prueba de c¢) es andloga a la prueba de 1.
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Finalmente demostremos d). Cada X; puede ser identificado canénica~
mente como un subgrupo topolégico de X. Entonces ¢; = 1| x, es un caracter
continuo en X;, para cada ¢ = 1,...,m. Dado que G; satisface la dualidad
de Pontryagin, existe a; € G; tal que ¥(z;) = x;(a;), para cada z; € X;. Sea
a=(ay,...,ay) € G. Entonces ¢(z) = [z, a], para cada = € X. O

Como una consecuencia inmediata del teorema 2.1.22 tenemos el siguiente
resultado.

Corolario 2.1.23. Supongamos que G es el producto de una cantidad finita
de grupos abelianos discretos G;, i = 1...,m, donde cada G; satisface la
dualidad de Pontryagin. Entonces el grupo dual G de G es el producto de
los grupos duales Gi,i=1...,m, y los grupos G y G también satisfacen la
dualidad de Pontryagin.

Corolario 2.1.24. Supongamos que G es el producto de una coleccion finita
de grupos compactos elementales (el grupo topologico T y todos los grupos
ciclicos finitos). Entonces G satisface la dualidad de Pontryagin.

Demostracion. Se sigue del corolario 2.1.23 y las proposiciones 2.1.18 y 2.1.21.

[]

Otro resultado interesante acerca de los grupos compactos elementales es
el siguiente:

Proposicién 2.1.25. Supongamos que F es un subgrupo cerrado del grupo
topoléogico T", para alguna n € N. Entonces F' es topologicamente isomorfo
al producto de un niumero finito de grupos compactos elementales.

Demostracion. La demostracion se hara por induccién. Usando la proposi-
cién 2.1.13 se tiene el caso cuando n = 1. Supongamos que cualquier subgrupo
cerrado de T"~! es topolégicamente isomorfo al producto de un ntimero finito
de grupos compactos elementales. Considere la proyeccién natural p de T™
sobre T"~1, donde n > 1. Como F es cerrado, p(F) es cerrado, asi satisface
la hipétesis, es decir, p(F') es topolégicamente isomorfo al producto de un
niumero finito de grupos compactos elementales. Por la proposicion 2.1.13 se
tiene que K = ker(p|F') es finito o K = ker(p) = T, pues K es topolégicamen-
te isomorfo a un subgrupo cerrado de T. Por lo tanto F' es topoldgicamente
isomorfo al producto K x p(F). O
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Las siguientes proposiciones seran de utilidad en las demostraciones de
los teoremas de dualidad expuestos al final de esta seccion.

Proposicién 2.1.26. Supongamos que G es un grupo abeliano y compacto.

Si f es un cardcter de G, esto es, f es un homomorfismo de G a'T, entonces
para cada conjunto finito hq, ..., h,, de elementos de G, existe a € G tal que
f(h;) = hi(a), para cadai=1,... ,m.

Demostracion. Consideremos el homomorfismo continuo p : G — T™ dado
como p(g) = (h1(9),--.,hm(g)). Sea F = ker(p) = [;~, ker h;, entonces F es
un subgrupo cerrado de G. Por lo tanto, el grupo cociente G/F' es topoldgi-
camente isomorfo a p(G). Como G es compacto se tiene que G/ F es topolégi-
camente isomorfo a un subgrupo cerrado de T™. Asi G/ F es topolégicamente
isomorfo al producto de un nimero finito de grupos compactos elementales,
por la proposicién 2.1.25. Ahora por el corolario 2.1.24 se tiene que G/F
satisface la dualidad de Pontryagin. Sea 7 : G — G/F el homomorfismo

cociente. Consideremos la funciéon 7* : G/F — G, donde 7(q) = qom, para

—

cada ¢ € G/F. Entonces 7* es un isomorfismo de G/F' sobre un subgrupo

M de G tal que h; € M, para cadai=1,...,m. Sean qi,..., ¢n en 5/77ta1
que 7*(q;) = h;, para cadai=1...,m.

Por otro lado, ¢ = f o 7" es un caracter en Cj/?’ Como (7/?7 satisfa-
ce la dualidad de Pontryagin existe ¢ € G/F tal que ¢(¢;) = ¢i(c), para
i = 1,...,m. Por lo tanto, ¢(¢;) = f(7*(¢;)) = f(hi), para i = 1,...,m.
Tomemos a € G tal que 7(a) = ¢. Como h; = ¢; o 7, se tiene que h;(a) =
¢i(m(a)) = q;(c). Asi, f(h;) = h;(a), para cadai=1,...,m. O

Proposiciéon 2.1.27. FExiste una vecindad abierta V de la identidad 1 del
grupo T tal que el inico subgrupo de T contenido en V es {1}. De hecho, se
puede tomar la vecindad V = {e™ : 5t <z < 3}

Proposicién 2.1.28. Para cualquier grupo abeliano y compacto Gy cual-
quier subgrupo propio cerrado H de G, existe un cardcter no trivial f en G
tal que f(h) =1, para cada h € H.

Demostracion. Como G es compacto se tiene que G/H es un grupo topolégi-
co compacto, ademas, como H es un subgrupo propio cerrado de G se sigue
que G/H no es trivial. Aplicando el teorema 2.1.8, existe un cardcter no tri-
vial f” en el grupo cociente G/H. Sea f = f'om, donde 7 es el homomorfismo
cociente de G sobre G/H. Claramente, f es un caracter de G y f(h) =1
para cada h € H. O
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El siguiente resultado muestra que cada grupo topoldgico discreto tiene
suficientes caracteres para separar puntos.

Proposicion 2.1.29. Para cualquier grupo abeliano G y cualquier elemento
a € G distinto de la identidad e de G, existe un homomorfismo f de G al
grupo del circulo T tal que f(a) # 1.

De manera andloga, utilizando la proposicién 2.1.29 en el cociente G/H
obtenemos el siguiente resultado.

Proposicién 2.1.30. Para cualquier grupo abeliano y discreto G y cualquier
subgrupo propio H de G, existe un cardcter no trivial f en G tal que f(h) =1,
para cada h € H.

Presentamos a continuacion los resultados mas importantes de esta sec-
cion, los cuales demuestran que todo grupo abeliano compacto o discreto
satisface la dualidad de Pontryagin-van Kampen. A estos teoremas se les
suele llamar los teoremas de dualidad para grupos compactos y discretos.

El teorema 2.1.31 fue probado por Pontryagin para grupos abelianos,
compactos y metrizables en [17]. Poco después se extendié a grupos abelianos,
localmente compactos no necesariamente metrizables por E. van Kampen en

12].

Teorema 2.1.31 (L. S. Pontryagin, E. van Kampen). Si G es un grupo

abeliano y compacto, entonces la funcion evaluacion ¥ : G — G es un
1somorfismo topoldgico.

Demostracion. De acuerdo con la proposicién 2.1.6 se cumple que la funcion

evaluacién ¥ de G sobre G es un homomorfismo continuo. Por el teorema
2.1.8, existen suficientes caracteres en G para separar puntos de G, por lo
tanto, por el corolario 2.1.9, la funcién evaluacion ¥ es uno a uno.

Puesto que G es compacto, se sigue que W esun isomorfismo topolégico de

G sobre el subgrupo cerrado B = ¥(G) de G. Para demostrar que la funcién

evaluacién es un isomorfismo topoldgico sélo resta demostrar que B = G.

Supongamos lo contrario. Sea M = G. Entonces M /B es un grupo to-
polégico abeliano, compacto y no trivial. Como B es un subgrupo cerrado

de é, por la proposicion 2.1.28, podemos encontrar un caracter no trivial &
en M tal que {(b) = 1, para cada b € B. Ademads, por la proposicién 2.1.27,
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existe una vecindad V' de 1 en T tal que V' no contiene subgrupos no triviales.
Como £ es continua, existe una vecindad abierta W del elemento identidad
ey de M tal que E(W) C V.

De acuerdo con la definicién de topologia de la convergencia puntual,
existe una coleccién finita hq, ho, ..., h,, de elementos de G y € > 0 tal que
la siguiente condicién se cumple:

sifeMyl|f(h)—1| <eparacadai=1,...,m, entonces f € W. (2.1)

Sea L ={fe M: f(h;) =1paracadai=1,...,m}. Entonces L es un
subgrupo de M y L C W. Puesto que {(W) C V, entonces (L) C V. Como
¢ es un homomorfismo, £(L) es un subgrupo de T. Asi £(L) es un subgrupo
de T contenido en V. Por la eleccion de V' se sigue que £(L) = {1}.

Tomemos ahora cualquier f € M. Demostraremos que {(f) = 1. Por
la proposicién 2.1.26, existe a € G tal que f(h;) = hi(a), para cada i =
1,...,m. Por la definicién de la funcién evaluacién W, para g = ¥(a) se
cumple también que g(h;) = h;(a), para cada i = 1,...,m. Por lo tanto
(fg~ 1) (h;) =1, paracada i = 1,...,m, es decir, fg~' € L. Asi £(fg!) =1
y nuevamente, como ¢ es un homomorfismo se tiene que £(f) = £(g). Como
g =V¥(a) € ¥(G) = B, tenemos que £(g) = 1, por la eleccién de €. De esto
ultimo se tiene que £(f) = 1. Por la arbitrariedad de f, se tiene que {(f) =1
para cada f € M, pero esto es una contradiccién pues £ es un caréf:ter no

trivial. Por lo tanto B = G y asi la funcién evaluacion ¥ : G — G es un
isomorfismo topoldgico. O

Teorema 2.1.32. St G es un grupo abeliano y discreto, entonces la funcion

evaluacion ¥ : G —s G es un isomorfismo (topoldgico).

Demostracion. Primero veamos que ¥ es uno a uno. Sean g, h € GG, tales que
g # h. Por lo anterior se tiene que gh™! # eg. Asi, por la proposicién 2.1.29
existe un cardcter f de G a T tal que f(gh™') # eq. De donde f(g) # f(h).
Por lo tanto, §(f) # h(f), asi § # h. Por la definicién de U se tiene que
U(g) # U(h). Por lo tanto, ¥ es uno a uno. Por el teorema 2.1.4 tenemos que
U es un homomorfismo. Asi resta probar que ¥ es sobreyectiva. Supongamos
por el contrario que ¥ no es sobreyectiva. Sea H = V(G). Entonces H es

un subgrupo propio del grupo abeliano y discreto G. Por el corolario 2.1.30,

existe un caracter no trivial f : G — T tal que f(h) =1, para cada h € H.
Por otro lado, puesto que G es discreto se tiene que G es compacto.
Aplicando el teorema 2.1.31 se tiene que la funcién evaluacién de G a su
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segundo grupo dual es sobreyectiva. Asi, para el caracter f existe y € G tal
que

f(y) = y(x), para cada y € G. (22)

Como f es un caracter no trivial se tiene que x es un caracter no trivial en
G. Por lo tanto, existe a € G tal que x(a) # 1.

Tomemos hy = ¥(a). Entonces ho(x) = x(a) # 1. Por otro lado, f(hy) =
1, pues hg € H = U(G). Finalmente, por (2.2) tenemos que ho(x) = f(ho).
Por lo tanto, ho(x) = 1 es una contradiccién. Asf se tiene que ¥ es sobreyec-
tiva y, por lo tanto, un isomorfismo. ]

2.2. Teoremas estructurales para los grupos
compactos abelianos

El propésito de esta seccién es estudiar algunas propiedades de los grupos
abelianos y compactos utilizando la teoria de la dualidad de Pontryagin-van
Kampen. Los siguientes resultados técnicos seran de utilidad més adelante.

Corolario 2.2.1. Supongamos que G es un grupo abeliano, compacto o dis-
creto, y H un subgrupo cerrado de G que separa elementos de G. Entonces

H=aG.

Demostracion. Supongamos que H # G. Como G es un grupo abeliano,
compacto o discreto, aplicando las proposiciones 2.1.30 y 2.1.28, existe un
cardcter no trivial f de G, tal que f(h) = 1, para cada h € H. Por los
teoremas 2.1.31 y 2.1.32, existe a € G, tal que f(y) = y(a), para cada y € G.
Ademas a # eq, pues f es no trivial. Como H separa los elementos de G,
existe h € H tal que h(a) # 1. Por otro lado, por la eleccién de f y de a
tenemos que h(a) = f(h) =1, lo cual es una contradiccién. ]

Proposicién 2.2.2. Sea G un grupo topoldgico, compacto o discreto, y H
un subgrupo cerrado de G. Entonces la funcion restriccion ¢ : G — H dada
por ¢(f) = flu, para cada f € G, es un homomorfismo continuo y abierto
del grupo topologico G sobre el grupo topolégico H.

Demostracion. Claramente ¢ es un homomorfismo continuo. Como G y H
son ambos compactos o discretos, la funcién ¢ es cerrada y, por lo tanto,
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cociente. De esto se sigue que ¢ es abierta. Sélo falta demostrar que ¢ es
sobreyectiva. El subgrupo (b(é) separa los elementos de H, pues G separa
los elementos de GG. Como ¢ es cerrada, ¢(@) es un subgrupo cerrado de H.
Se sigue del corolario 2.2.1 que ¢(G) = H. O

Teorema 2.2.3. Suponga que G es un grupo abeliano, compacto o discreto,
H es un subgrupo cerrado de G, y f es un cardcter continuo en H. Entonces
existe un cardcter continuo g en G tal que glyg = f.

Demostracion. Por la proposicion 2.2.2, la funcién restriccién ¢ : G—H
dada por ¢(f) = f|u, para cada f € G, es un homomorfismo continuo y
abierto del grupo topolégico G sobre el grupo topolégico H. En particular,
si f es un cardcter continuo en H, como ¢ es sobreyectiva, existe g € G tal

que glm = f. O

Teorema 2.2.4. Si G es un grupo finito abeliano, entonces el grupo G es
isomorfo a G.

Demostracion. Cualquier grupo abeliano finito es el producto de un niimero
finito de grupos ciclicos. Por la proposicion 2.1.20, el grupo de caracteres de
un grupo ciclico K es isomorfo a K. Por el corolario 2.1.23 se tiene que G es
isomorfo a G. O

Teorema 2.2.5. Para cualquier grupo abeliano, discreto y finitamente gene-
rado G, el grupo dual G es el producto de una familia finita de grupos cada
uno de los cuales es o bien un grupo ciclico finito o el grupo del circulo T.

Demostracion. Supongamos que G es un grupo abeliano, discreto y finita-
mente generado. Entonces G es el producto de una coleccién finita de gru-
pos, cada uno de los cuales es un grupo ciclico finito o el grupo discreto
Z. Aplicando la proposicién 2.1.20, el corolario 2.1.23 y el hecho que 7 es
topoldgicamente isomorfo a T, llegamos a la conclusién deseada. O

La demostracién del siguiente teorema puede consultarse en [4, teorema
1.1.14].

Teorema 2.2.6. Si el peso de un espacio topologico X es menor o igual a
m, entonces para cualquier familia {Us}ses de subconjuntos abiertos de X
existe Sy C S tal que [Sol <m y U,cq, Us = U,eg Us-
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El préximo resultado apoyado de la dualidad de Pontryagin muestra que
una propiedad puramente topoldgica corresponde a una propiedad de una
naturaleza totalmente diferente en el grupo dual.

Teorema 2.2.7. El peso de un grupo abeliano compacto e infinito G coincide
con la cardinalidad de su grupo dual.

Demostracion. Sea e el elemento identidad de G. Consideremos los conjuntos
X =G\{e}, y Fr = XNker(f), paracada f € G. Entonces & = {Ff: f€ G’}
es una familia de subconjuntos cerrados de X tales que (& = 0, pues los
caracteres continuos de GG separan elementos de G. Sea 7 el peso de G. De
acuerdo con el teorema 2.2.6, existe una subfamilia n de £ tal que (\1n =01y
In| < 7. En otras palabras, existe un subconjunto H de G tal que |H| <71y
N{ker(f): f € H} = {e}. Ademds, podemos suponer que H es un subgrupo
de G. Puesto que H separa elementos de G, se sigue del corolario 2.2.1 que
H = G. Por lo tanto |G| < 7.

Finalmente, supongamos que |G | = 7 para algin cardinal 7 > w. Como

G es discreto se tiene que el espacio G es homeomorfo a un subespacio de
T¢ = T7. Denotemos por w(TT) al peso de T™. Como G es homeomorfo a G,
y w(T7) < 7, se sigue que w(G) < 7. Por lo tanto w(G) = |G|. O

El siguiente teorema muestra una caracterizacion de los grupos topologi-
cos metrizables a partir del primer axioma de numerabilidad.

Teorema 2.2.8 (G. Birkhoff, S. Kakutani). Un grupo topoldgico es metri-
zable si y solo si es primero numerable.

La demostracién de este teorema se omitira pero puede consultarse en [11],
3] v [1, teorema 3.3.12]. Como una consecuencia inmediata de los teoremas
2.2.7 y 2.2.8 tenemos el siguiente corolario.

Corolario 2.2.9. Un grupo abeliano compacto es metrizable si y sdlo si su
grupo dual G es numerable.

De los teoremas de dualidad para grupos abelianos discretos y compactos
y el corolario anterior se deriva el siguiente resultado:

Corolario 2.2.10. Un grupo abeliano discreto G es numerable si y sdlo si
su grupo dual G es sequndo numerable.
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Lema 2.2.11. Suponga que f es un cardcter continuo no trivial sobre un
grupo abeliano compacto G. Entonces f es de orden infinito en G si y solo
si f(G) es un subespacio conexo de T.

Demostracion. Suponga que f(G) es conexo. Como G es compacto y f es
continua entonces f(G) es un subgrupo cerrado y conexo de T, se sigue de la
proposicién 2.1.14 que f(G) = T. Como T es un grupo divisible, se tiene que
f™(G) = T, para cada entero positivo n, donde, para cada n € NT se tiene
que f"(z) = f(x)- f*1(x). Asi el homomorfismo f™ no es trivial para cada
entero positivo n. Por lo tanto, f es de orden infinito.

Ahora supongamos que f € G y n € N satisfacen que f"(x) = 1, para
cada z € G, donde f es un cardcter distinto del elemento identidad de G.
Sea K, ={2€T:z2"=1}y H = f(G). Entonces H C K,, y H contiene
al elemento 1 y al menos un elemento més de T pues f no es trivial. Como
K, contiene exactamente n elementos se sigue que H es un subespacio finito
que contiene més de un elemento. Por lo tanto H = f(G) es disconexo. [J

El siguiente resultado sera de utilidad més adelante. La demostracion es
simple y puede consultarse en [1, teorema 3.1.8].

Proposiciéon 2.2.12. Suponga que G es un grupo topologico y F' es una
vecindad compacta y abierta de la identidad e de G. Entonces existe un sub-
grupo compacto y abierto H de G, tal que H C F'.

A continuacién presentamos uno de los resultados més interesantes acerca
de la dualidad de Pontryagin-van Kampen. El cual determina que para los
grupos topologicos abelianos y compactos existen propiedades topolégicas
que pueden caracterizarse en términos de propiedades puramente algebraicas
de su grupo dual. Este resultado aparece en [17] y [18].

Teorema 2.2.13 (L. S. Pontryagin). Sea G un grupo abeliano y compacto.
Entonces G es conexo si y solo si el grupo dual G es libre de torsion.

Demostracion. Supongamos que (G es conexo. Sea f un cardcter no trivial de
G. Entonces f(G) es conexo y por el lema 2.2.11 se tiene que f es de orden
infinito en G. Como esto ocurre para todo cardcter no trivial de G, se cumple
que G es libre de torsion.

Ahora supongamos que G es disconexo. Entonces existe un subconjunto
abierto y cerrado U de GG que contiene al elemento identidad e de G. Por
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la proposicion 2.2.12 existe un subgrupo abierto y cerrado H de G, tal que
HCF.

Consideremos el grupo cociente G/H. Como H es abierto y cerrado se
tiene que G/H es discreto, compacto y contiene mas de un elemento, es
decir, G/H es finito. Por lo tanto, existe un caracter no trivial ¢ en G/H.
Sea f = ¢ op, donde p: G — G/H es el homomorfismo candnico. Por lo
tanto, f es un cardcter no trivial en G,y f(G) = ¢(G/H) es un subconjunto
finito de T que contiene més de un elemento. Por lo tanto, f(G) es disconexo.

éplicando nuevamente el lema 2.2.11 se tiene que f es de orden finito en
G. O

Recordemos que un espacio topologico X es totalmente disconexo si para
cada z € X, la componente conexa C, de x es el conjunto {x}. Por otro lado,
un espacio topologico X tiene dimension 0 o es O-dimensional si X tiene una
base cuyos elementos son abiertos y cerrados en X.

La demostracién de los siguientes resultados referentes a espacios total-
mente disconexos puede consultarse en [1, proposicién 3.1.7] y [1, teorema
3.1.14], respectivamente.

Proposiciéon 2.2.14. Sea X un espacio topologico Hausdorff, totalmente
disconezo y localmente compacto. Entonces X es 0-dimensional.

Teorema 2.2.15. Sean G un grupo topoldgico localmente compacto total-
mente disconexo y H un subgrupo cerrado de G. Entonces el cociente G|/H
es O0-dimensional.

El siguiente teorema es una caracterizacion de los grupos topolégicos abe-
lianos y compactos que son totalmente disconexos.

Teorema 2.2.16. Sea G un grupo abeliano y compacto. Entonces G es to-
talmente disconexo si y solo si el grupo dual G es de torsion.

Demostracion. Supongamos que G es totalmente disconexo. Por la proposi-
cién 2.2.14 se tiene que G es O-dimensional. Sea f un caracter no trivial de
G y definase F' = f(G) y H = ker(f). La funcién f es cerrada pues G es un
grupo compacto y f es un homomorfismo continuo. Por lo tanto, el subgrupo
F de T es topoldgicamente isomorfo al grupo cociente G/H y la funcién f
de G sobre el subespacio F' de T es también abierta. Aplicando el teorema
2.2.15, tenemos que el grupo cociente G/H de G es 0-dimensional. Por lo
tanto, F' es O-dimensional y asi F' # T. Como f es un cardcter no trivial, se
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tiene que |F'| > 1. Por lo tanto, F' es disconexo y por el lema 2.2.11 se tiene
que f es de orden finito.

Ahora supongamos que G no es totalmente disconexo. Por lo tanto, existe
un subconjunto conexo A de G tal que |A| > 1. Claramente, podemos asumir
que el elemento identidad eg de G esta en A. Sea a € A tal que a # eg.
Como G es compacto, por el teorema 2.1.8 existen suficientes caracteres para
separar puntos. Asi existe un cardcter no trivial f de G, tal que f(a) # 1.
Puesto que A es conexo, se tiene que B = f(A) es un subconjunto conexo de
T que contiene mas de un elemento. Dado que G es compacto se tiene que
f(G) es un subgrupo cerrado de T. Por lo anterior y puesto que B C f(G) se
tiene que f(G) es un subgrupo cerrado e infinito de T y por la proposicién
2.1.13, f(G) =T, esto es, f(G) es conexo. Por lo tanto, por el lema 2.2.11,
f es de orden infinito en G. m

Los siguientes resultados son consecuencia de los teoremas de dualidad y
los teoremas 2.2.13 y 2.2.16, respectivamente.

Corolario 2.2.17. Sea G un grupo abeliano y discreto. Entonces G no tiene
elementos de orden finito distintos de la identidad si y sélo si el grupo dual
G es conexo.

Corolario 2.2.18. Sea G un grupo abeliano y discreto. Entonces G es de
torsion si y solo si el grupo dual G es totalmente disconexo (equivalentemente
0-dimensional).

El siguiente teorema muestra una caracterizacion de los grupos topologi-
cos abelianos compactos y conexos en términos de una propiedad puramente
algebraica, a saber, la divisibilidad.

Teorema 2.2.19. Sea G un grupo abeliano y compacto. Entonces G es di-
wisible si y solo st G es conexo.

Demostracion. Suponga que G es divisible. Sea f un caracter no trivial de
G. Por el teorema 2.2.13, es suficiente probar que f es de orden infinito en
G , para obtener la conexidad de G.

Puesto que f es un cardcter no trivial, existe a € G tal que f(a) # 1.
Consideremos cualquier nimero entero n > 0. Como G es divisible, existe
b € G tal que nb = a. Entonces f™(b) = (f(b))" = f(nb) = f(a) # 1. Por
lo tanto f(b) # 1. Asi f™ no es el elemento identidad de G. Puesto que lo
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anterior es valido para cada entero positivo n, se concluye que f es de orden
infinito en G. Por lo tanto, G es conexo.

Supongamos ahora que G no es divisible. Sea a € G y n € N tal que
ny # a para cada y € G. Consideremos el conjunto F' = {ny : y € G}.
Claramente F' es un subgrupo de G y a ¢ F. Consideremos el producto
topologico G" = [[;_, G;, donde cada G; = G. Por lo tanto, G" es un gru-
po topoldgico compacto. Si ¢ : G" — G es una funcién definida como
o(xy,...x,) = X" x;, tenemos que ¢ es una funcién continua. Sea A la dia-
gonal del producto G™. Como G" es compacto y A es cerrado en G" se tiene
que A es compacto. Como ¢(A) = F, concluimos que F' es un subespacio
compacto de G y, por lo tanto, F' es cerrado en G. Por lo anterior, existe un
cardcter f en G tal que f(a) # 1y f(y) =1, para caday € F'. Por el teorema
2.2.13, para demostrar que GG es disconexo, es suficiente con demostrar que
f™ es el elemento identidad de G. Sea z € G. Entonces nz € F. De donde
f™(z) = (f(z))" = f(nz) = 1. Como esto es valido para cada x € G, se tiene
que f" es el elemento identidad de G. O

El proximo resultado es conveniente a la hora de encontrar el dual de
algunos grupos topoldgicos con ciertas caracteristicas.

Proposicién 2.2.20. Supongamos que G = @;c1G; es la suma directa de
grupos abelianos, y que G tiene la topologia discreta. Entonces el grupo dual
G es topoldgicamente isomorfo al producto topoldgico X = [];c; Gi, donde

G es el grupo dual de Pontryagin de G;, para cada i € 1.

Demostracion. Para cada x = (x:)ie; en X y cada g € G, sea

b gl =] ] xi9:), (2.3)

il

donde g = > ..;9i vy 9i € Gi, para cada i € I. Es claro que la funcién
[X,] es un cardcter de G, para cada x € X. Si j € I, denote por H; al
subgrupo de G cuyos elementos h = ) ._; g; satisfacen que g; = eg,, para
cada i # j. Asi, H; es topologicamente isomorfo a G;. Para cada caracter
x de G, sea x; la restriccién de x al subgrupo H;, j € I. Entonces Y; es
un caracter de H; y ¢(x) = (X;)jer es un elemento de X. Por (2.3) se tiene
que x(g) = [¢(x), g], para cada g € G, esto es, x = [¢(x),]. Asi la funcién
T : X — G que manda los elementos (x;)ic; en los elementos [¢(x), -] es
un isomorfismo algebraico. Como X esta dotado con la topologia producto
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se tiene que 71" es continua. Finalmente, como X es compacto se tiene que T’
es un isomorfismo topoldgico. O

Recordando que un grupo abeliano de torsién es de torsion acotada si
existe un numero entero positivo m, tal que mx = eq, para cada x € G.
El minimo entero positivo con esta propiedad es llamado el exponente de G.
A continuacién se presenta de manera puntual la estructura de los grupos
topoldgicos abelianos y compactos que tienen exponente un nimero primo.

Teorema 2.2.21. Sea G un grupo topologico abeliano y compacto de expo-
nente un numero primo p. Entonces G es topoldgicamente isomorfo al grupo
Z(p)*, para algin cardinal k > 0.

Demostracion. Puesto que G es compacto se tiene que G es discreto. Sea
f e G tal que f es no trivial. Entonces para cada 2 € G se tiene f?(x) =
(f(x))P = f(pr) = f(e) = 1, donde e es el elemento identidad de G. Por lo
tanto, f es de orden p en G Considere G como un espacio vectorial sobre
el campo Z(p). Si tomamos un base de Hamel para G’ tenemos que G esla
suma directa de x copias del grupo Z(p), para algun cardinal x, digamos,
G =~ Da<wZ(p)a- Por la proposicién 2.2.20 se tiene que G es topoldgicamente
isomorfo al producto de x copias del grupo dual Z(p) = Z(p). O

Corolario 2.2.22. Sea G un grupo topologico abeliano y compacto. Entonces
para cada nimero primo p, el subgrupo G[p] = {x € G : pr = eg} de G es
topolégicamente isomorfo al grupo Z(p)*, para algin cardinal k.

Demostracion. Para un ntimero primo p considere el homomorfismo ¢, de G
a G definido por ¢,(x) = pz, para cada © € G. Entonces ¢, es continua y
el kernel de ¢, coincide con G[p|. Por lo tanto, G[p] es un subgrupo cerrado
de G. Por lo anterior, como G es compacto, se tiene que G|[p| es compacto.
Aplicando el teorema 2.2.21, se tiene el resultado. O]

El siguiente teorema refleja una caracteristica especial de la estructura
algebraica de los grupos de torsion acotada. Una demostracién puede encon-
trarse en [19, teorema 4.3.5].

Teorema 2.2.23 (Priifer, Baer). Sea G un grupo topolégico abeliano de tor-
sion acotada. Entonces G es isomorfo a una suma directa de grupos ciclicos
de orden finito.
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Finalmente mostramos en el siguiente teorema una caracterizacién de la
estructura de los grupos abelianos compactos.

Teorema 2.2.24. Sea G un grupo topolégico abeliano, compacto y de torsion.
Entonces G es topoldgicamente isomorfo al producto finito Z(n1)" X Z(ny)"2 x
oo X Z(n,)"r, donde ny,na, ..., n, son enteros positivos diferentes dos a dos
Y K1, Ko, ..., K. son cardinales arbitrarios mayores o iquales a 1.

Demostracion. Para cada n € N, sea G[n] = {z € G : nx = e¢}. Como G es
un grupo de torsién se tiene que G = |J—, G[n]. Ademés para cada n € N,
G[n] es un subgrupo cerrado de G. Puesto que G es compacto, este cumple
la propiedad de Baire, por lo tanto G[m] tiene interior no vacio para algin
m € N. Asi, G[m] es un subgrupo abierto de G. Por lo anterior el grupo
cociente G/G[m] es finito. Sea s el orden de G/G[m]. Como G es abeliano,
se tiene que para cada x € G, msx = eg. Es decir G es un grupo de torsion
acotada. Por lo tanto, el grupo dual de G, G es también de torsién acotada.
Aplicando el teorema 2.2.23, tenemos que

G =~ @;ZIZO”LZ')M,

donde nq,...,n, son enteros positivos diferentes dos a dos y k1,...,k, son
nimeros cardinales. Finalmente el resultado se obtiene aplicando el teorema
2.2.20. m

Corolario 2.2.25. Sea G un grupo abeliano y compacto. Si G de torsion,
entonces G es 0-dimensional.
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Capitulo 3

Grupos Topoldgicos
Densamente Independientes

3.1. Introduccién a los grupos topolégicos den-
samente independientes

El presente capitulo se centra en el estudio de condiciones necesarias y
suficientes de la siguiente propiedad: Sea G un grupo topoldgico tal que
|G| = c¢. Entonces para cada subgrupo S de G tal que |S| < ¢, existe un
subgrupo denso y numerable H de G tal que SN H = {eq}, donde eg es
el elemento identidad de G. Por ejemplo, se probara que el grupo de los
numeros reales R y el grupo del circulo T cumplen con tal propiedad. El
proposito de este capitulo es utilizar la teoria de la dualidad de Pontryagin-
van Kampen para ver que caracteristicas debe cumplir un grupo topoldgico
para que se cumpla tal propiedad. Se pondra especial atencién a los grupos
topoldgicos abelianos, compactos y metrizables de cardinalidad ¢. La nocion
de grupo topoldgico densamente independiente aparece por primera vez en
[14]. En este trabajo A. Leiderman y M. Tkachenko demuestran que si k es un
cardinal tal que w < k < ¢y S es un subgrupo del grupo compacto C' = Z(2)"*
tal que |S| < ¢, entonces C' contiene un subconjunto independiente, denso y
numerable X tal que (X) NS = {e} (ver [14, Proposition 3.2]).

Definicién 3.1.1. Sea G un grupo topoldgico separable tal que |G| = c.
Entonces se dice que G es un grupo densamente independiente si para cada
subgrupo S de G tal que |S| < ¢, existe un subgrupo denso y numerable H de
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G tal que SN H = {eg}, donde e es el elemento identidad de G.

Los primeros resultados muestran ejemplos de grupos que no cumplen la
propiedad.

Teorema 3.1.2. Sean Gy H grupos topoldgicos tales que tor(G) es abierto
en G y tor(H) no es denso en H. Entonces para cada subgrupo denso S de
G x H, la interseccion S N ({eq} x H) tiene mds de un elemento.

Demostracion. Sea S un subgrupo denso de G x H. Como tor(H) no es denso
en H, existe un abierto no vacio U de H tal que U Ntor(H) = (). Entonces
U es un conjunto abierto que consta de elementos de orden infinito de H.
Sea V' un abierto no vacio de G tal que V' C tor(G). Tomemos el abierto
V xU de G x H, como S es denso de G x H, existen g € V y h € U, tales
que (g,h) € S. Dado que V' C tor(G), existe n € NT tal que g" = eg. Como
S es subgrupo, (g™, h") = (eq,h™) € S y puesto que h" # ey, se tiene que
1SN ({eq} x H)| > 1. O

Como corolarios del teorema anterior tenemos los siguiente resultados:

Corolario 3.1.3. Sean G un grupo topolégico discreto y H un grupo to-
poldogico numerable y libre de torsion. Entonces para cada subgrupo denso S
de G x H, la interseccion SN ({eq} x H) tiene mds de un elemento.

Corolario 3.1.4. Sean G un grupo topoldgico de torsion y H un grupo to-
poldgico libre de torsion tal que |H| > 1. Entonces para cada subgrupo denso
S de G x H, la interseccion SN ({eg} x H) tiene mds de un elemento.

A continuacién, enunciamos algunos resultados que nos permitiran esta-
blecer bajo qué condiciones el grupo G es densamente independiente.

Lema 3.1.5. Sea G un grupo topologico abeliano w-estrecho y libre de torsion
tal que |G| = ¢. Sean S un subgrupo de G tal que |S| < ¢ y U un abierto no
vacio de G. Entonces existe x € U distinto de eq tal que |(z) NS| = 1.

Demostracion. Sea U un abierto no vacio de GG. Supongamos que para cada
x € U tal que = # eg, [(x) NS| > 2. Entonces existe n € N* tal que nz € S
y nx # eg.

Para cada x € U \ {eg}, sean n, = min{n € N* : nx € S} y s, = n,x.
Entonces la funcién ¢ : U \ {eg} — Nt x S dada como ¢(x) = (ng, s;.), no
es inyectiva, pues [NT x S| < ¢y |U\ {eg}| = ¢ ya que G es w-estrecho y, por
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la proposicion 1.2.2; la cardinalidad de U es ¢. Asi existen z,y € U \ {ec}
con z # y tales que (ng,s,) = (ny,s,), esto es n, = n, y, por lo tanto,
n,x = ngy, de donde n,(x — y) = eq, pero esto no puede ocurrir pues G es
libre de torsién. Por lo tanto, existe x € U tal que x # e y [(x)NS|=1. O

El siguiente resultado es una generalizacion del lema 3.1.5.

Lema 3.1.6. Sea G un grupo topoldgico abeliano w-estrecho tal que |G| = ¢ y
|G /tor(G)| = ¢. Entonces para cada abierto no vacio U de G y cada subgrupo
S de G tal que |S| < ¢, existe x € U \ {eg} tal que |(z) NS| = 1.

Demostracion. Sean S un subgrupo de G tal que |S| < ¢ y U un abierto no
vacio de GG. Consideremos el homomorfismo canénico 7 : G — @', donde
G' = G/tor(G). Como |S| < ¢ entonces 7(S) es un subgrupo de G’ de
cardinalidad menor que ¢. Puesto que 7 es una funcién abierta se tiene que
7m(U) es un abierto no vacio de G'. Por otro lado G’ es un grupo topoldgico
libre de torsion y w-estrecho pues G es w-estrecho. Entonces por el lema 3.1.5
existe z € m(U), z # eqr, tal que (z) N7(S) = {ec'}. Como 7 es una funcién
sobreyectiva, existe x € U tal que m(z) = z. Para concluir la demostracion
veamos que |[(x) N S| = 1.

Supongamos que |(z) N S| > 1. Entonces existe un niimero entero positivo
m tal que mxz € Sy mz # eg. Como 7 es homomorfismo se tiene que
m(mx) = mz. Como z # ee y G’ es libre de torsién, se cumple que mz # eqr.
Por otro lado, tenemos que mz € 7(S) N (z) y, por lo tanto, mz = eqr, lo
cual es una contradicciéon. Asi que [(x) 0S| = 1. O

Corolario 3.1.7. Sea G un grupo topoldgico abeliano w-estrecho tal que
|G| = ¢ y |[tor(G)| < ¢. Entonces para cada abierto no vacio U de G y
cada subgrupo S de G tal que |S| < ¢, eziste v € U tal que |{x) N S| = 1.

Demostracion. Consideremos el grupo cociente G' = G/tor(G). Por el lema
3.1.6 es suficiente probar que |G'| = ¢, puesto que para cualquier subgrupo
D de G se cumple

Gl = |G/D]-|D|.
Dado que [tor(G)| < ¢, la igualdad anterior implica que |G| = . O
Corolario 3.1.8. Sea G un grupo topoldogico abeliano w-estrecho tal que
|G| = ¢ y |[tor(G)| < ¢. Entonces para cada abierto no vacio U de G y

cada subgrupo S de G tal que |S| < ¢, eziste un elemento de orden infinito
r e U\{eg} tal que |(z)NS| = 1.
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Demostracion. Apliquemos el corolario 3.1.7 al subgrupo S + tor(G). Como
|S + tor(G)| < ¢, para cada abierto no vacio U de G, existe z € U tal que
x #eqy |{(x) N (S +tor(G))| = 1. En particular [(x) N S| =1y claramente
x es un elemento de orden infinito. O

Definicién 3.1.9. Sea G un grupo abeliano, decimos que G es casi libre de
torsion, si para cadan € N, el grupo Gn| = {x € G : nx = e} es finito.

Algunos ejemplos de grupos casi libres de torsién son T y el grupo Z(p™) =
{z € C: 2" =1, para alguna n € N}. También se cumple que si G es un
grupo casi libre de torsién, entonces |tor(G)| < w. En vista del corolario
3.1.8, tenemos el siguiente corolario para grupos casi libres de torsion.

Corolario 3.1.10. Sea G un grupo topoldgico abeliano casi libre de torsion
w-estrecho tal que |G| = ¢. Entonces para cada abierto no vacio U de G y
cada subgrupo S de G tal que |S| < ¢, existe v € U\{eq} tal que |[(x)NS| = 1.

Lema 3.1.11. Sea G un grupo topologico abeliano, metrizable y separable tal
que |G| = ¢. Si para cada subgrupo S de G tal que |S| < ¢ y cada abierto
no vacio U de G existe v € U \ {eg} tal que |(x) N S| = 1, entonces G es
densamente independiente.

Demostracion. Puesto que G es metrizable y separable, existe una base nu-
merable {Uy : k € N} de G. Por el corolario 1.2.6, tenemos que G es w-
estrecho. Sea S un subgrupo de G tal que |S| < ¢. Entonces por hipétesis,
para Up existe xg € Uy tal que xg # eg y |{(xo) N S| = 1. Tomemos el sub-
grupo S = (xg) + S y el abierto U; de la base del grupo topoldgico. Puesto
que |Si| < ¢, por hipdtesis, podemos encontrar x; € U; tal que x; # eg y
|(z1) N S1| = 1. Por induccién, para i € N definamos S; = (z;-1) + Si_1.
Como |S;| < ¢, por hipétesis existe x; € U; tal que z; # eq y |{(z;) N S;| = 1.
Esto termina la construccién de la sucesion {z; : i € w}.

Sea H el subgrupo generado por los z; descritos anteriormente. Por cons-
truccion H es un subgrupo denso de G ya que x; € H N U; para cada i € w.

Finalmente veamos que SN H = {eg}. Si suponemos que SN H # {eg},

entonces existen s € S, s # eq ¥ Tny, Tny, - - ., Ty, generadores de H todos
diferentes de eq tales que s = kyxy,, + koXy, + - - - + kjxy,,, donde ki, ko, ..., Ky
son enteros diferentes de cero, ny < ng < --- < n; y k;x,, es diferente de
e para cada ¢ € {1,2,...,l}. Por lo anterior, s € (xo, 21, ..., %, ). Ademds

como s = kT, + ko, + - -+ + kjx,,, entonces

kixpn, + kotp, + -+ K12y, — 8 = tixy,,
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donde t; = —k;. De esto se tiene que t;z,, € (xo,21,...,%n,_,) + 5 = Sy,
lo cual es una contradiccién, pues por construccién [(x,,) N Sy,| = 1. Por lo
tanto, SN H = {eg}. O

El siguiente resultado muestra que los grupos topoldgicos abelianos, me-
trizables, separables y libres de torsion son densamente independientes.

Teorema 3.1.12. 5i G es un grupo topoldgico abeliano, metrizable, separable
y libre de torsidn tal que |G| = ¢, entonces G es densamente independiente.

Demostracion. La demostracion se sigue de los lemas 3.1.5 y 3.1.11. O]

Puesto que el grupo R cumple todas las hipétesis del teorema 3.1.12,
tenemos el siguiente corolario:

Corolario 3.1.13. El grupo aditivo de los nimeros reales R con la topologia
usual es densamente independiente.

Teorema 3.1.14. Sea G un grupo topoldgico abeliano, metrizable, separable
tal que |G| = ¢ y |tor(G)| < ¢, entonces G es densamente independiente.

Demostracion. La demostracion se sigue del corolario 3.1.8 y el lema 3.1.11.
O

De la misma manera para grupos casi libres de torsion se tiene el siguiente
resultado.

Corolario 3.1.15. Sea G un grupo topologico abeliano, metrizable, separable
casi libre de torsion tal que |G| = ¢, entonces G es densamente independiente.

Por el corolario 3.1.15 se tiene el siguiente resultado para T.

Corolario 3.1.16. El grupo del circulo unitario de los numeros complejos T
es densamente independiente.

Ejemplo 3.1.17. Sean p y ¢ nimeros primos tales que p # ¢. Consideremos
el grupo topolégico G; = Z(p)¥ y el grupo discreto Gy = Z(q) y sea G el
grupo topolégico G X G3. Tomemos el subgrupo finito S = {eg, } x Gy de
G y cualquier subgrupo denso H de G. Como {1} es abierto en G5, entonces
U = G; x {1} es abierto en G. Sea « € U N H, entonces = = (¢,1), con
t € G1. Como H es subgrupo de G, se tiene que pr € H, pero pr = (pt,p) =
(ec,,p) € S. Como (eq,,p) es distinto de la identidad de G se tiene que
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|S N H| > 1. Notemos que G es un grupo topoldgico abeliano, compacto
y de torsién no conexo ni divisible. De la misma forma pueden utilizarse
argumentos para demostrar que para los nimeros enteros r > 1y [ > 1, los
grupos Z(p)“ x Z(q)" y Z(p)* x Z(p') no son densamente independientes.

Lema 3.1.18. Sea G un grupo topologico abeliano w-estrecho con exponente
un nimero primo p y tal que |G| = ¢. Si S es un subgrupo de G tal que
|S| < ¢ y U es un abierto no vacio de G, entonces existe x € U distinto de
eq tal que |(x) N S| =1.

Demostracion. Sea U un abierto no vacio de GG. Supongamos que para cada
x € U tal que = # eg, se cumple que |(x) N.S| > 2. Consideremos el conjunto
K = {1,2,...,(p — 1)}, por lo anterior existe n € K tal que nx € Sy
nr # egq.

Para cada = € U, sean n, = min{n € K : nx € S} y s, = n,x.
Consideremos la funcién ¢ : U \ {eg} — K x S definida como ¢ (z) =
(ng, 82). Como |K x S| < ¢y |[U\{eg}| = ¢, pues G es w-estrecho, se tiene
que ¥ no es una funcién inyectiva. Por lo tanto existen x,y € U \ {eg} con
x # y tales que (ng,s;) = (ny,s,). De esta igualdad se tiene que n, = n, y
COmMo S, = Sy, Se sigue que n,x = n,y y, por lo tanto, n.(z —y) = eq. Puesto
que p es primo y 0 < n, < p la igualdad anterior no puede suceder, con lo
cual llegamos a una contradiccién. Por lo tanto, existe z € U tal que = # eqg

y [(z)NS|=1. O

Teorema 3.1.19. Sea G un grupo topologico abeliano metrizable, separable
con exponente un numero primo p y tal que |G| = ¢, entonces G es densa-
mente independiente.

Demostracion. La demostracién se sigue de los lemas 3.1.18 y 3.1.11. [

Corolario 3.1.20. Sean p un nimero primo y G = Z(p)“ la potencia nu-
merable del grupo topoldgico discreto Z(p) con la topologia de Tychonoff.
Entonces G es densamente independiente.

Demostracion. Se tiene que G es un grupo metrizable, separable de expo-
nente p. Ademds como G es infinito y compacto, tenemos que |G| = ¢. Por
lo tanto, por el teorema 3.1.19, G es densamente independiente. O

Los siguientes resultados muestran que la propiedad de ser densamente
independiente es cerrada bajo productos a lo mas numerables.
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Proposicién 3.1.21. El producto finito de grupos densamente independien-
tes es densamente independiente.

Proposiciéon 3.1.22. Sea X un espacio topologico. Si'Y es un subespacio
denso de X y Z es un subespacio denso de Y, entonces Z es un subespacio
denso de X.

Proposicién 3.1.23. Sea A = {G, : a € w} una familia numerable de
grupos topoldgicos tales que |G| = ¢, para cada o € w. Si para cada o € w,
el grupo G, es densamente independiente, entonces el grupo G =[] ... Ga
es densamente independiente.

acw

Demostracion. Sea S un subgrupo de G, tal que |S| < c¢. Consideremos
To : G — G, la funcién definida como m,(x) = z, para cada x € G, donde
To € G, esla a-ésima coordenada de x. Entonces S, = m,(S) es un subgrupo
de G,, para cada o € w. Ademads |S,| < ¢, para cada a € w, pues |S| < ¢.
Por lo tanto, para cada o € w, existe un subgrupo denso H, de G, tal que
Sa N H, = {eg,}. Sean = {H, : a € w} y consideremos el o-producto
de la familia 7, denotado por o [[n'. Puesto que para cada o € w, H, es
denso en G, entonces H = [[7' es denso en G. Como o [[7 es denso en
H, por la proposicién 3.1.22; se tiene que o [[ 7 es denso en G. Finalmente,
sixz € G,z # eg, es tal que x € SNo]][n, entonces existe a € w, tal
que To = To(T) # €q, V Ta € Sa N7 [[7n) € Sa N Hy, lo cual es una
contradiccién. Por lo tanto, SNo [[7n' = {eq}. O

El reciproco de la proposicién 3.1.23 es falso, como se podra ver en el
ejemplo 3.2.8.

Corolario 3.1.24. 57 G = RY, entonces G es densamente independiente.

Demostracion. La demostracion se sigue del corolario 3.1.13 y la proposiciéon
3.1.23. O

Corolario 3.1.25. Sea G = TY, donde T es el grupo del circulo. Entonces
G es densamente independiente.

Otro resultado interesante y contrastante con el ejemplo 3.1.17 se refleja
en el siguiente corolario:

Corolario 3.1.26. Sea p un numero primo y consideremos el grupo G =
Z(p) x T. Entonces G es densamente independiente.
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Demostracion. La prueba es clara pues G es un grupo topoldgico abeliano,
compacto, metrizable, casi libre de torsion. Entonces aplicando el corolario
3.1.15 se tiene el resultado. O

Usando un argumento similar al del corolario 3.1.26, puede demostrarse
que Z(p)" x T, TxZ(p), Z(q) x T x Z(p), donde r € NT y p, g son primos, son
algunos grupos densamente independientes. El préoximo teorema es un resul-
tado interesante acerca de la estructura de los grupos abelianos compactos,

localmente conexos de dimensién finita. Una demostracion puede encontrarse
en [18] y [1, teorema 9.6.24].

Teorema 3.1.27 (L. S. Pontryagin). Sea G un grupo topoldgico abeliano,
compacto, localmente conexo y de dimension topologica finita. Entonces G
es topologicamente isomorfo a T" x F, donde n = dim(G) y F' es un grupo
abeliano finito.

Una consecuencia inmediata del teorema anterior es el siguiente resultado.

Corolario 3.1.28. 51 G es un grupo topologico abeliano, compacto, localmen-
te conexo y de dimension finita. Entonces G es densamente independiente.

Demostracion. Por el teorema 3.1.27, se tiene que G es topologicamente iso-
morfo a T" x F, donde n = dim(G) y F es un grupo abeliano finito. Por
otro lado, F' es topoldgicamente isomorfo a Z(ny) x --- x Z(n,,). Conside-
remos el grupo L = T x Z(ny) X - -+ X Z(n,y,), entonces |tor(L)| = w, pues
|tor(T)| = w. Aplicando el teorema 3.1.14 tenemos que L es densamente inde-
pendiente. Como T es densamente independiente entonces por la proposicion
3.1.23 se tiene el resultado para el grupo T" ! x L. O

Lema 3.1.29. Sean Gy un grupo abeliano, compacto y metrizable y Go un
grupo abeliano, compacto, metrizable y casi libre de torsion tal que |G| = ¢.
S1 G = G x Gg, entonces para cada abierto no vacio U de G y cada subgrupo

S de G, tal que |S| < ¢, existe un elemento de orden infinito x € U tal que
{z)N S| =1.

Demostracion. Sea S un subgrupo de G tal que |S| < ¢. Consideremos un
abierto no vacio U de G. Si m# : G — (G4 es la funcién definida como
m(a,b) = b, donde (a,b) € G, entonces 7 es un homomorfismo continuo sobre
y abierto. Como S es subgrupo de G, se tiene que 7(.S) es un subgrupo de Ga,
tal que |7(S)| < ¢. Como 7 es abierta, el conjunto w(U) es abierto y no vacio.
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Asi, por el corolario 3.1.10, existe un elemento z en 7(U), tal que z es de
orden infinito en Gy y m(S)N(z) = {eq, }. Sea x € U, tal que 7(z) = z. Como
z ¢ w(S), entonces x ¢ S. Ademéds como z es de orden infinito en Gy, entonces
x es de orden infinito en G. Veamos que S N (x) = {eg}. Supongamos que
existe n € NT| tal que nz € S, entonces m(nx) = nm(z) = nz es un elemento
de m(S). Como 7(S) N (z) = {eq,}, entonces nz = eq,, es decir, z es un
elemento de orden finito en GG5. Como esto tltimo no puede suceder, se tiene
que nx ¢ S, para cada n € NT, es decir, SN (z) = {eq}. O

El siguiente resultado es una generalizacion del corolario 3.1.26. La de-
mostracién se sigue del lema anterior y el lema 3.1.11.

Teorema 3.1.30. Sean Gy un grupo abeliano, compacto y metrizable y G5 un
grupo abeliano, compacto, metrizable y casi libre de torsion tal que |G| = ¢.
S1t G = G x Gy, entonces G es densamente independiente.

Los siguientes resultados nos dicen qué necesita cumplir el grupo dual G
de un grupo abeliano, compacto y metrizable GG, para garantizar que G sea
densamente independiente.

Lema 3.1.31. Sea G un grupo topolégico abeliano, compacto y metrizable
tal que G tiene un elemento de orden infinito. Entonces para cada abierto no
vacio U de G y cada subgrupo S de G tal que |S| < ¢, existe un elemento de
orden infinito x € U tal que |(x) NS| = 1.

Demostracién. Sea f un elemento de orden infinito en G. Por el lema 2.2.11,
f(G) es un subgrupo conexo de T. Como G es compacto se tiene que f(G) es
cerrado en T. Puesto que f no es un caracter trivial se tiene que f(G) # {1}.
Entonces por la proposicion 2.1.14, se tiene que f(G) = T. Asi f es una
funcién sobre de G a T. Como G y T son grupos compactos y f es sobre, se
tiene que f es una funcién abierta.

Sean S un subgrupo de G tal que |S| < ¢ y U un abierto no vacio de G.
Se tiene que f(S) es un subgrupo no vacio de T tal que |f(S5)| < ¢. Como
f es un homomorfismo abierto se tiene que f(U) es un conjunto abierto y
no vacio de T. Dado que T es casi libre de torsién, aplicando el corolario
3.1.8, existe z € f(U) tal que z es un elemento de orden infinito en T y
(z) N f(S) = {1}. Sea x € U tal que f(x) = z. Sélo resta demostrar que
() NS = {eg}. Supongamos que existe n € NT tal que nx € S. Entonces
f(nz) = nf(z) = nz € f(S). Como (z) N f(S) = {1}, entonces nz = 1.
Lo anterior implica que z es un elemento de torsién en T, lo cual es una
contradiccién. Por lo tanto, (z) NS = {eq}. O
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El siguiente teorema muestra una aplicacién de la dualidad de Pontryagin-
van Kampen. La demostracion es clara después de los lemas 3.1.31 y 3.1.11.

Teorema 3.1.32. Sea G un grupo topoldgico abeliano, compacto y metrizable
tal que G tiene un elemento de orden infinito, entonces G es densamente
independiente.

Aplicando los teoremas 2.2.13, 2.2.19 y 3.1.32 se tiene el siguiente resul-
tado:

Corolario 3.1.33. Sea G un grupo abeliano, compacto y metrizable. St G es
conexo (divisible), entonces G es densamente independiente.

3.2. Una caracterizacién algebraica de los gru-
pos densamente independientes

En esta seccién presentamos el principal objetivo de este trabajo que es
mostrar una caracterizacién para los grupos topoldgicos abelianos, compactos
y metrizables que son densamente independientes. Tal caracterizacion esta
basada en una propiedad puramente algebraica y se presenta en el teorema
3.2.5.

Proposicién 3.2.1. Sea G un grupo topolégico abeliano y compacto que no es
de torsion. Entonces para cada sucesion Uy, ..., U, de conjuntos abiertos no
vacios de G, existe una sucesion Vy,...,V, de conjuntos abiertos no vacios
tales que V; C U; para cada i < n, y si (ko,...,k,) € Z"' es tal que
0 <> |kl <n(n+1), donde z; € V; para cada i < n, entonces se tiene
que koxg + - - + kpx, # eq.

Demostracién. Tomemos un elemento arbitrario (ko, ..., k,) de Z"! tal que

0<> |k <n(n+1).

1=0

La funcién m : G"™' — G definida como (o, ..., x,) = kowo+- - -+ kn2, €s
un homomorfismo continuo. Sea H = 7(G"*!). Como G es compacto se tiene
que el homomorfismo 7 : G"™' — H es abierto. Asi, U = w(Uy x - -- x U,) es
un abierto no vacio de H. Por la eleccién de (ko, ..., k), existe j € {0,...,n}
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tal que k; # 0. Por hipdtesis, G contiene un elemento de orden infinito z, asi
k;z es un elemento de orden infinito de H. De donde, el grupo compacto H
y el abierto U son infinitos.

Sea y; € U; para cada i < n tal que koyo + ... + kny, # eg. Como 7 es
continua, existen conjuntos abiertos Wy, ..., W,, de G tales que y; € W, para
cadai <nyey¢n(Wyx---xW,). Consideremos el conjunto

n

M = {(ko,..., ky) € Z": Z|k,| <n(n+1)y k; # 0 para algin j < n}.

=0

Como M es finito podemos repetir esta construccién un nimero finito de pa-

sos (para cada elemento de M), para obtener los abiertos requeridos Vg, ..., V.
O

Lema 3.2.2. Sea G un grupo topolégico abeliano y compacto que no es de
torsion. Entonces para cualquier conjunto abierto no vacio U de G, existe un
conjunto independiente A = {x, : a < ¢} de elementos de orden infinito de
G contenido en U.

Demostracion. Sea 2™ la familia de todas las funciones den = {0, 1,...,n—1}
a {0,1} = 2, donde n € N*. Consideremos n = (J -, 2". Vamos a construir
una familia de abiertos no vacios {Vy : f € n} de G que satisface las siguientes
condiciones:

(a) Para cada f,g € 2" tal que f # g se cumple que V; NV, = 0.
(b) Si f,g €0y g es una extencién propia de f, entonces V, C V;.

(c) Si ky € Z satisface que |k¢| < ny zy € Vy para cada f € 2", entonces
Zfezn kyxs = eq siy sélo si ky = 0 para cada f € 2.

Sea U cualquier abierto no vacio de G. Para n = 1 y las funciones f = (0,0)
y g = (0,1), tomemos dos abiertos no vacios Uy y U, contenidos en U tales
que Uy NU, =0y UsuU, C U.Sikfyk, estan en Z y son tales que
\kf| < 1y |ky| <1 entonces |kf| + |ky| < 2. Asi, aplicando la proposicién
3.2.1, existen abiertos no vacios Vy y V, tales que si oy € Vy y 24 €V
entonces kyry + kyry = eq siy sélo si ky = k; = 0. Ademads, como V; C Uy
y V, C U, y se cumple que Ur N U, = (), entonces V; NV, = (.

Suponga que paran € NT hemos definido los abiertos V; para cada f € 2"
y se cumplen las condiciones (a), (b) y (c).
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Ahora probaremos que se cumplen las condiciones (a), (b) y (c) para
n+ 1 € Nt. Para cada f € 2" y cada i = 0,1, denotemos por f7i la
funcién g € 2"t tal que g|, = f y g(n) = i. Como G es regular, podemos
elegir abiertos no vacios Us~¢ y Us~1 en G tales que m NU~ =0y
Up~o U m C Vy. Consideremos la familia de todos los abiertos Us~g y
Us~1, para cada f € 2". Entonces esta familia consta de 2" elementos. Si
kr~; € Z es tal que |ky~;| <n+1 paracadai=0,1y cada f € 2", entonces

Y (kg=ol + lkp=a]) < (n+1)2°F < (277! — 1)2°tt,

fean

Asi, por la proposicién 3.2.1, para cada f € 2" y cadai = 1,0, existen abiertos
no vacios Vy~; de G tales que Vy~; C Us~;, y si xy~; € Vy~;, entonces la
igualdad

Y (kpmox~0 + kjm1a-1) = g

fean
se cumple si y sélo si kg~; = 0, para cada f € 2" y cada ¢ = 0, 1. Lo anterior
prueba (c) para n + 1. Para demostrar (b), sea f € 2" entonces para cada
t € Nt tal que t < n, se tiene por hipdtesis de 1nduc<31on que Vf| C Vi y
puesto que por construccién se cumple que Vf C Vj),., entonces Vi C Vy),.

Para probar (a), sean f,g € 2" tales que f # g. Entonces existe t € NT
tal que t < ny f|; # gl, donde, f|;, gl € 2°. Por hipétesis de induccién,
Vi, N Vg, = 0. Como V; C Vyy, v V, C V,, entonces V; NV, = 0.

Lo anterior termina la construccién de la familia {V} : f € n}.

Por (b) y puesto que el grupo G es compacto, para cada f € 2¥; el con-
junto Ky = (), m no es vacio. Para cada f € 2¥, tomemos un elemento
x5 € Ky y sea A el conjunto formado por todos los zy. Veamos que todos los
elementos de A son de orden infinito. Tomemos cualquier z; € Ay n € Nty
veamos que nxy # eq. Para cada g € 2" tal que g # f|,, tomemos k, =0y
para f|, tomemos kg, = n. Entonces por (c) para cada z, € Vy y xy € Vy,
se cumple la igualdad

eqg — Z kgﬂig + ]ﬂf|nl’f
9€2"\{fln}
kplns

n:xf

si y s6lo si n = 0. Por lo anterior se concluye que nxy # eq. Dado que esto
pasa para cada n € NT| se sigue que x5 es de orden infinito.
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Ahora veamos que |A| = ¢. Sean f,g € 2 y supongamos que f # g.
Entonces existe n € N* tal que f|, # g|,. Por (a), se tiene que

Vit N Vg, = 0.

Por lo anterior y por la definicién de Ky y K, se sigue que

KinK,=0.
Asi, zy # x,. Como [2¥] = ¢, se sigue que |A| =c.
Finalmente veamos que A es linealmente independiente. Sea yy,, ..., ys,.
una coleccion finita de elementos distintos de A, donde, fy,..., f, € 2¥.

Tomemos cualquier n € N* tal que m + 1 < n. Se cumple que el conjunto
{foln,- -, fn|n} estéd contenido en 2". Para cada g € 2", sea k, € Z tal que
kgl <nyky=0sig# filn,dondei € {0,...,m}. Si|ky,,| # 0, para alguna
i € {0,...,m}, Entonces por la condicién (c) se tiene que

kf()lnyfo + e + kfm'nyfm ;é €G.
Asi, A es un conjunto linealmente independiente en G. O]

Si G es un grupo abeliano y p es un nimero primo, denotamos por G,
al conjunto de todos los elementos g de G tales que p"g = eq, para alguna
n € N*. Ademds, como G es abeliano el conjunto G, es un subgrupo de G,
el cual es llamado la componente p-primaria de G. Si G = G, para algin
nimero primo p, entonces G es llamado un p-grupo.

El siguiente resultado muestra la estructura de los grupos abelianos de
torsion en términos de sus componentes p-primarias.

Teorema 3.2.3. Sea G un grupo abeliano y de torsion. Entonces G es la
suma directa de sus componentes p-primarias, es decir, G = HpeP Gp.

La demostracion de este teorema se omitira, pero puede consultarse en
[19, teorema 4.1.1].

Lema 3.2.4. Sea G un p-grupo de cardinalidad A > w. Entonces la cardina-
lidad del subgrupo

Hy={g€G:pg=eq}
de G es igual a X para cada j € NT.
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Demostracion. Denote por ¢ el homomorfismo de G a G tal que para cada
g € G, se tiene ¢(g) = pg. Se tiene que Hy = ker(p). Note que si g,h € Gy
©(h) = g, entonces p~!(g) = h + H,. De donde, para cada g € G se cumple
que

o (g)] < Hi.

Sea |Hi| = 7. Supongamos que para algin j € Nt se ha probado la
desigualdad |H;| < 7 - w. Entonces Hj1 = H; U@ '(H;). Por hipdtesis de
induccién y puesto que | (g)| < Hj se tiene que |H;q| < 7 - w.

Como G = ;e Hj v |G| > w, se tiene que A = 7. O

El siguiente teorema nos muestra una caracterizacion de los grupos abe-
lianos, compactos y metrizables que son densamente independientes. En par-
ticular, cuando G es un grupo de torsion, el teorema 3.2.5 nos muestra qué
condiciones deben cumplir sus componentes p-primarias para garantizar que
G sea densamente independiente.

Teorema 3.2.5. Sea G un grupo topologico abeliano, compacto, metrizable
de cardinalidad ¢. Entonces los siguientes enunciados son equivalentes:

a) El grupo G es densamente independiente.
b) Para cada m € NT, se cumple que |mG| = ¢ o |mG| = 1.

¢) El grupo G no es de torsion o para cadan € N y para cadai € {1, ...k},
se tiene que |pI'Gyp,| = ¢ o |pI'G,,| = 1, donde G, es la componente p;-
primaria de G y G =[5, G,,.

Demostracion. Primero demostraremos a) implica b). Supongamos que exis-
te m € NT tal que 1 < |mG| < ¢. Consideremos el homomorfismo f: G —
mG, dado como f(g) = mg, entonces f es un homomorfismo continuo y so-
bre. Como G es densamente independiente, existe un subgrupo denso H de
G tal que mGNH = {eg}. Por lo anterior, se tiene que f(H) = {eg}, Puesto
que f es continuo se tiene que f(G) = {eg}, lo cual es una contradiccién
pues mG no es trivial.

Veamos que b) implica ¢). Si para cada m € N* se tiene que |mG| = ¢,
entonces GG no es un grupo de torsion. Asi supongamos que G es de torsion.
Como G es compacto y de torsiéon entonces G se puede descomponer en
un producto finito de sus componentes p-primarias, digamos G = Hle Gy,
Sea j € {1,...,k} y consideremos la componente G, de G. Para cada i €



CAPITULO 3. GRUPOS TOPOLOGICOS DENSAMENTE INDEPENDIENTES 51

{1,...,k}, se tiene que G,, es de torsion acotada, es decir, existe n; € N7 tal
que p;"Gp, = {eg, }. Consideremos el producto

L= ]]w"

i

Como G =[], G,,, se tiene que:

k k
G = 1][Gn =]]G..
i=1 i=1
= Gpj'
Tomemos n € Nt y definamos m,, = p;l. Asi, por lo anterior
p?Gp]. = m,G.

Por hipétesis se tiene que |m,G| = 1 0 |m,G| = ¢, de donde, [p} G| =10
[P} Gy, | = c. Finalmente, por la arbitrariedad de j se concluye que para cada
n € NT y para cada i € {1,...,k}, se tiene que [p?'G,,| = ¢ o [prG,,| = 1.

Finalmente resta probar que c) implica a). Supongamos que G tiene un
elemento de orden infinito. Sean S un subgrupo de G de cardinalidad menor
que ¢ y U un abierto no vacio de G. Por el lema 3.2.2, para U existe un
conjunto independiente A de elementos de orden infinito de cardinalidad ¢
contenido en U. Como |S| < ¢, existe x € A tal que (x) NS = {eq}. Por el
lema 3.1.11 se tiene que G es densamente independiente.

Ahora supongamos que G es de torsién. Como G es compacto entonces
G es de torsién acotada por la proposicion 1.1.29. Asi, G se descompone en
un producto finito de sus componentes p-primarias, digamos G = Hle Gy, -

Consideremos el caso cuando G es un p-grupo. Sean U un abierto no
vacio de Gy n el minimo entero positivo tal que U N G(p") # 0, donde,
G(p") ={g € G : p*g = eg}. Consideremos el homomorfismo ¢ : G — G
definido como ¢(z) = p" 'z, para cada x € G. Claramente ¢ es continuo y
por la eleccién de n se tiene que ¢(G) = p"1(G) no es trivial. Por hipGtesis
se tiene que |¢(G)| = ¢. Pongamos K = ¢(G). Como G es compacto se tiene
que K es compacto y como el homomorfismo ¢ : G — K es sobreyectivo
se cumple que ¢ abierta. Por otro lado, por las proposiciones 1.2.7 y 1.2.9
se tiene que L = G(p) N K es un subgrupo w-estrecho. Puesto que |G| = «,
por el lema 3.2.4 se tiene que |L| = ¢. Por la eleccién de n tenemos que
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V = p(U)N L es un abierto no vacio de L y por la proposicién 1.2.2, |V| = ¢.
Sea S un subgrupo de G tal que |S| < ¢. Asi, existe g € U \ {eg} tal que
©(g) € V'\ S. Veamos que (g) NS = {eg}.

Supongamos que existe k € {1,...,p"} tal que kg € S y k es el minimo
con esta propiedad. Como ¢(g) € Ly L es un grupo de exponente un nimero
primo p, entonces

p'g=pp" g = polg) = ec.

Asi, ord(g) = p™. Como p(g) ¢ S, entonces p"~tg ¢ Sy, por lo tanto, g & S.
Consideremos el homomorfismo cociente f : G — G/S. Como kg € S
se tiene que kf(g) = f(kg) = eqss. Asi, ord(f(g)) = k, como f es un
homomorfismo, se tiene que el orden de (f(g)) divide al orden de g, esto es,
k = p', para alguna i € N tal que 1 <4 < n. Como p"'g ¢ S entonces
p" ! < k. De esto ultimo se tiene que k = p™ y entonces kg € S sélo cuando
k=p" Asi, (g) NS = {ea}.

Asi, por el lema 3.1.11 se tiene que G es densamente independiente cuando
G = G,.

Ahora supongamos el caso general, es decir, cuando G = Hle G,,. Por

el caso anterior se tiene que para cada i € {1,...,k}, G,, es densamente
independiente. Entonces por la proposicién 3.1.23, se tiene que G = Hle Gp,
es densamente independiente. ]

Corolario 3.2.6. Sean p un numero primo y n € N. Entonces el grupo
G =Z(p")“ es densamente independiente.

Demostracion. Por el teorema 3.2.5 es suficiente con demostrar que para
cada j € N se cumple que [p’G|=c¢o [pP/G| = 1.
Supongamos que 1 < j < n — 1. Dado que pZ(p") = Z(p™ /), entonces

PG =L(p")".

Asi, puesto que |Z(p"7)¥| = ¢, entonces [p’ G| = ¢.

Si j > n, entonces p’ es miltiplo de p® y como G es un grupo de exponente
p" se tiene que p’G = {eg}. De donde, [pPPG| = 1.

Por lo tanto, G = Z(p")* es densamente independiente. ]

Teorema 3.2.7. Para cada n € NT se tiene que G = Z(n)* es densamente
independiente.
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Demostracion. Sea n € NT. Por el teorema fundamental del aritmética n se
descompone en un tnico producto de niimeros primos. Es decir,

_ . h l

Donde p; < ps < -+ < p, son nimeros primos y [; es un entero positivo para
cadai € {1,2...,n}.
Entonces Z(n) = Z(p}') x --- x Z(p'). De donde,

G =Z(p)* x - x Z(py)*.

Entonces por el corolario 3.2.6, cada factor de G es densamente independien-
te. Alicando la proposicién 3.1.23, se tiene que G' = Z(p!)* x --- x Z(pn)®
es densamente independiente. O]

En la proposicion 3.1.23 se probd que el producto numerable de grupos
topoldgicos densamente independientes es densamente independiente, en el
siguiente ejemplo mostramos que el reciproco de esta afirmacién es falso.

Ejemplo 3.2.8. Sean n,m € NT, p un ndmero primo y consideremos los
grupos Gy = Z(p)¥ X Z(p™) y Go = Z(p™)* . Si 1 < n < m entonces el grupo
G = GG x G5 es densamente independiente. En efecto, por el teorema 3.2.5
es suficiente con demostrar que para cada j € NT se cumple que [p’G| =¢ o
IP’G| =1.Si1<j <n,entonces pPPG X Z(p" ) x Z(p™ ) y asi, [PPG| = «.
Sin < j < m, entonces p’G = Z(p™ ) y entonces |p! G| = ¢. Finalmente si
j > m, entonces p’G = {eg} vy asi, [p?G| = 1. Lo anterior demuestra que el
reciproco de la proposicion 3.1.23 no se cumple, pues por el ejemplo 3.1.17
el grupo GG; no es densamente independiente.
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Conclusiones

A lo largo de este trabajo se presenté un panorama general de los gru-
pos topoldgicos densamente independientes, prestando especial atencion a los
grupos abelianos, compactos y metrizables.

Se tomé como punto de partida el articulo [14], en donde los autores
A. Leiderman y M. Tkachenko muestran que el grupo Z(2)" es densamente
independiente, para un cardinal x tal que w < k < ¢. Este articulo motivo
el interés para estudiar cuando un grupo topoldgico abeliano es densamente
independiente.

Ademas se analizan propiedades tanto algebraicas como topolégicas que
permiten que un grupo sea densamente independiente, por ejemplo, se de-
mostrd en el teorema 3.2.5 que todo grupo abeliano, compacto y metrizable
que no es de torsion es densamente independiente. Por otro lado, el teo-
rema 3.2.5 brinda una caracterizacion de los grupos topoldgicos, abelianos,
compactos y metrizables que son de torsién en términos de una propiedad pu-
ramente algebraica. Esto muestra que los grupos densamente independientes
dependen conjuntamente de propiedades algebraicas y topologicas.

La perspectiva principal de este trabajo es continuar con el estudio de
los grupos topoldgicos densamente independientes. En especial en el caso de
los grupos topoldgicos abelianos y compactos no necesariamente metrizables,
como se presento en este trabajo.

Por ejemplo, en esta tesis se demostré que los grupos R, T¢ Z(p)“ y
Z(n)“ son densamente independientes, donde p es un nimero primo y n es
un entero positivo mayor o igual a 2. Una pregunta natural seria demostrar
o refutar si los grupos R¢, T¢, Z(p)¢ y Z(n)* siguen cumpliendo tal propiedad.

Con respecto al teorema 3.1.32 tenemos la siguiente pregunta: ;se cum-
plird que para cualquier grupo topoldgico abeliano y compacto G tal que
su dual G tiene un elemento de orden infinito, entonces G es densamente
independiente?.
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Para grupos conexos se plantea la siguiente pregunta: ;que condiciones
algebraicas o topoldgicas necesita un grupo topoldgico abeliano, w- estrecho
y conexo para ser densamente independiente?.

Finalmente para el teorema 3.2.5: jse cumpliran las mismas condiciones
del teorema 3.2.5 para grupos topoldgicos abelianos y compactos?.
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