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'I 2. 

w,p.cns y t&s o cnsi t o d s  13s cadmiis poseen ai  nenos un extrern 
miln:o e;] ;:I s1Ter:'icie 
l i b r 2  ,pe inicia ia yoiize.ri:sción; .este s i L - i f i cn  que 1,- ín~.l&,-ui;zs .;::jt% 

l i s3bs  a i n  int-rf>.se ~ g u - p a r t f a ~ i n  por un extrcm.  

'(13) . En es te  estreLo sc'encuentra e l  radical 

ssi\-cnte para 21 ro1íxero;pero que se3 imisci 'ole  con - 1  a g ~ ~ . ,  a!. . : < s r  

trm;ferido a tray& de 13 fase acuosa puede S ~ T  absorbido pur las e-fnras 
de látei (por'ejemplo poliest ireno).  
e j ewlo  t e t r a c l o i l m  de carbono o benceno) para hinchar las esferas de 

látex, l o s  g q ~ ~ s  cargados en 1 s  cadenas de ?olímeros tienen una grm ten- 
dencia a pernianecer en la  superficie  para estar  en contacto con e l  3-93. Se 

ha predicho que l a  distribución del solvente en e l  in ter ior  de 13 partícula 
de látex es 120 unifonre 

S i  s e  -3 un so ivwte  no polar (ycr 

~ 

(8,131 

este trabajo se  construye un modelo para e l  látex hinchado o solvatado 
consistente *n un núcleo esfér ico  de polhero  PUTO rodeado de una c9scara 
concéntrica fori;iada por una mezcla de polhero  y solvente. Se analira , l a  
radiaci6n dispersada tanto por una .esfera kmnogénea'que corresponde a l  

latex no hinchado o "seco" cono por una partícula nticleo-cáscara. 
tenido está  distribuido de l a  manera s i s e e n t e :  

En e1 capítulo 1 se  reproduce l a  teor ía  Ze l a  d i s p e r s i h  producida por m.3 

esfera honogénea general (die lsctr ica  o conductora) cuando se le  hace inci- 
dir una onda electromapética plana nonocron5tica. A es ta  teor ía  se l e  io- 
L c r i ?  xno  teoría de ?lie. E l  e l  capítulo 7 se hace una extensión <!e 13 tsc- 

El con- 

'\ 

r.n- 

i t i  'iie para e1 caso de una partícula es fér i ca  compuesta de UT. riCcl?c. y 

de ma :>cara concintrica.  se  calculan ia-. 
~?10r?s o,ue l a  teor ía  predice para l a  ef i c ienc ia  y para l a  intensidxi di. la  
radiaciin dispersada. 

Finalrnente, en e l  capítulo 3 



. q- 

I XT RO DU CC I O?( 

'iosotros estamos interesados en l a  caracterización de partículas de kitex. 
Pira e l l o  se  presentan en este trabajo los resultados que l a  teor ía  prei?ice 

se obtendrím usando ecpectrofotometrh y dispersión de luz, t m t o  para es - 
fera homogénea como para esfera con una cap3 cancéntrica. 

En muchas de l a s  preparaciones de lztex, las polimerizaciones son t í p i c z e n -  
te  iniciadas por sa1esiriorgánic:is soluhlrs en akqa t a l e s  como e l  perxdf:ito 
de potlisio, las cualrs se rompen en asun p r 3  f o r r ~ a ~ r a d i c d e s  libres e i n i -  
c i a r  l a  polinzrización. Caractcrísti-ar i :-prtzrites de l a s  partículnc de 
látex son: tienen fonna ?sE&.ica, e s t k  csques tas  por cadenas o i l .~lScvJ~.s 
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190s G .  >5e  obtuvo una solución rig1ros3 para l a  dispersión 2e 
una on& pinna mnacro&tica por ma es5era horiySnea dc t x x i o  y a ~ o -  

m q u e . s e  deril-a para 13 dispersión di: ' a3 sola esfera ,  también se  qli-  
ca  a l a  dispersih de cualquier n h e r i .  2s e s f e r s ,  c o n , t a l  que todas 
Sean del mismo ta . f io  )' composición y que estén aleatorimente d i s t r i b u i -  
das y separadas entre sf por distancias grandes comparadas con l a  iongi- 

td de onda. 
i@ a l a  energía dispersada por una esfera multiplicada por e l  nínriero 

total  de e l l a s .  
tic0 y puede aplicarse a l  estudio de ma variedad de problemas: susperi- 
siones metáiicas , polvo atmosférico, partículas interesteiares o suspen- 
siones coloidales,  efecto de nubes y nieblas en l a  transmisión de luz, 
partículas de látex, e t c .  

arbitrarios colocada en un mdio  homnog~neo. Esta solución de ?lie,  

Bajo estas condiciones l a  energía dispersada t o t a l  es  

ES por esto  que l a  solución de )tie es de gran valor prác - 

En lo que sigue. se presenta un resumen de l o s  pasos principales 

para obtener l a  solución y para e l l o  nos basaremos en l a  discusión qae 
se hace en e l  l ibro  de Born y Wolf (?I. Otros tratamientos de esta teor ía  
se encuentran, por ejemplo, en l o s  l ibros  de Kerker(12), Van de fiulst (16) 

y Stratton ("). E l  método empleado, descrito brevemnte, es  as í :  es tams  
interesados en encontrar l a  solución de l a s  ecuaciones de Maxwell que des - 
criben el campo que resulta a l  inc id i r  una onda mnocromática plana sabre 
m a  superficie e s f s r i c a ,  a traves de l a  cual l a s  propiedades del medio 
cmbian abnqtmente.  
t a  coino l a  s m i  de dos subcLmpos; uno de l o s  subcmpos es t a l  qi?e su 
vector e léc t r i co  no t iene componente radial mimtras que e1 otro t i e m  m 

Usando coordenadas es fér i cas ,  e l  c.mp se represen- 



.I . .  , 
j 

wector w l g é t i c o  con esta propiedad. B-t coordenadas esféricas IS eciucio- 
de >!,wxeil junto con 1s condiciones a i :i  frontera se separ& en Lrn ccn ne5 - 

juri 
to de ecuxionrs  diferenciales ordinarias i s  cuales se resuelven Far? 

los dos sutki:qos en ia i o m  de s e i i e s  jnfi i i . i ts .  

1-1. Representación en T&minos de l o s  Poteixiales de kbye .  

Consida-enos ~ ü i a  cnda monocroc5tica plana liiiefiwnte í>olari-,,it:i :& .. 

Suponenos que e l  ne& en que l a  esfera e s t á  smergida es no-coí..du;-:-.r 

persa& par lul3 esfera de radio a ,  irmrsa en un medio i sotr jpico  y b::-c.5".. . 
neo. 
y que tanto e l  medio cmo ?>. esfera  son no magnéticos. 

Las ecwciones de 3Iawell y las relaciones constitutivas son 

suponiendo l a  dependencia temporal exp (-iwt), es dec i r ,  

las partes independientes del  tiempo de l o s  vectores e l é c t r i c o  y rnagndtico 
satisfacen,  adentro y afuera de l a  esfera, las ecwciones de >laxwell sn  la 
f o m  

donde 



S .  

Escogemos un 5isterr.a de coorderadas rectnngul3re$ ccn e l  origen en e l  
centro de l a  es fera ,  l a  dirección 2 en l a  dirección de propagación Ls l a  
onda y la  direccidn x en l a  dirección del vectolf e l é c t r i c o ,  como se  in&- 

en l a  figura lb. 

Xi  
I 
1 

. G 
L - 

z 

Fig. 1 .  DispersiOn por esfera:  mtación. 

S i  l a  amplitud del vector e léc t r i co  de l a  onda incidente e s t á  noc;ali:adz 
a l a  unidad, i . e .  



El a d r a d o  del nímieru de k (cuyo valor es real afuera y complejo 
I 

i 

L~ cmtid:&s que se refieran ci l a  ?sf?rci se denotar5a ?cr e l  swerini?i 
ce (1) y 13s que SF refieran a l  r.edio 9L:e rodea a i c i  esfera por e l  s::=e~ 

índice ( 2 ) .  c m 0  S i í n a m m S  que el ? . e d i i i  . ü e  rodea'a l a - e s fe ra  es no con 

- 

--. . _  
- 

ductor, ?-(? = 0. I 

Escogernos 
centro de l a  esfera,  la dirección 1 en la dirección de propagación de l a  
onda y la direccidn x en l a  dirección del \recto$ eléctr ico,  como se indi- 

5ister.a de coordenadas rectnnp.~arey con e l  origen en e i  
I 

j 

i 
i ca en l a  figura lb. 

X '  EJ 

I 

Fig. 1. DispersiOn por esfera:  natación. 

Si l a  q l i t u d  del vector e léctr ico de 13 enda incidente e s t á  nonxa1i:ada 
a l a  unidad, i . e .  



hs b-ectores del C : L ~  que describen las propiebdes e lec t raxF , ;T j .  ::.-; &::. 

especie pueden separarse en t res  partes:  l a  onda incidente ~ i ,  !:i, 13 
on& dentlD de la p a r t i a d a  - -  Er, y l a  onda dispersada - _  E s ,  Hs. -4ds-G~ de 
satisfacer 1 s  ecxiciones (l), estas cantidades tanbién satisfacen I~% ep.LT - 
cienes de onda veCtOrialeS y las condiciones a lb frontera. E l  s a 7 0  eiic- 
trice to ta l  en las dos regiones puede escr ibirse  como - E = & adentm de l a  

esfera y como E = %,+ afuera, 1% expresiodes para e l  campo magético 

- 
- +  

I 

I 
- 

son similares. 

L 
La solución a las ecuaciones de > W e l l  pata este  problem, escr i ta" '  

en coordenadas esféricas, se representará como &a superposición de dos 

campos linealmente independientes (El, - -  Hi) y (EE, E2) tales que 

E,,=& , H , ,  = o  
Y 

A l a  solución con campo magnético radial  nulo (Hir = O )  se l e  llana l a  

onda e l é c t r i c a  u onda magnética tr insversal  
componente radial  del campo e l i c t r i c o  igual a cero (Ezr = O) se l e  113.m 

onda nacgética u onda e l é c t r i c a  transvzrsai (TE). En e l  l ibro  de h r n  y 

Xolf se demuestra que cada una. l e  estas ondas puede s e r  derivada 6e rn 
potencial escalar  r, yV2 respectivamente, los nt?ies s e  conocen como 
potenciaies de Debye. 

y a ¡a solución con l a  



Ambos potenciales fll y lÍ-2 son soluciones de l a  ecuación de onda 

escrita en coordenadas esféricas. 

E,- , H e y  H, sean continuas sobre l a  superficie esférica r = a, 1 s  cuatro 
cantidades 

Con e l  objeto de que l a s  componentes E -, 
2 

Y 

también deben ser continuas sobre est2 superficie. 



?Nestm problaa de dispersi6n se ha reducido a l  problem de encontnr dQs. 

so~uciones independientes de 13 ecuaci6n de onda, con Condiciones a l a  

fmnter3 f i jas .  

1-2. 

L~ eLaci6n de on& (6) escrita en coordenadas e s f é r i c s  

Slución ?e ia Ecuación de Cnh. 

puede resolverse   an do e l  &todo de separación de variables. 
fl es e l  producto de tres funciones 

E l  potencial 

fitas funciones satisfacen las ecuacionec diferenciales ordinarias sigaien- 

Como e l  campo 5, 
debe ser univaluada y este requerimiento impone que 
enterg y c,xe m 5 ! - ,?I, m: . 

Las  soluciones de l a  ecuación (10) son los polinomios asociados de Legendre 

es una función univaluada de l a  posición, Tf tmhién 

n sea un nimiero 
3 c 

- 
- 



con y n sujetos a 1 s  restricciones anteriores. 

para resolver 12 ecuación radiai (9) se hacen l o s  cambios 

y se obtiene, la ecuación de Bessel (1 p. jS8) 

; 7 :  
1 solución de esta ecuacidn es l a  funcibn ci l índrica general = f r-+5 , 1 de orden n + 2 , de t a l  manera que l a  solución de (9) es 

@da función ci l índrica puede expresarse como una combinacidn l ineal  ;e 
dos funciones cil índricas de tipci estándar, por ejemplo las funciones 
ksse i  J 
las funciones Ricatti-Bessel (1 cap. 10) deknidas como 

if') y las funciones seutnann N,,, * ,  i f \  . Nosotros usaremos 
m - 3  

Las funciones Xn( 2 ) tienen singularidades en e l  origen 3 = o, donde se 
hacen infinito. 
presentrr l a  onda adentro de l a  esfera. 

Por tanto, solamente u3rems las funciones I f n (  1 para re - 

La solución general de (9) puede escribirse como 



h o r a  requerimos las funciones potencial correspondientes 3 las tres partes 
en que hems dividido e l  campo electromagnético, es  dec i r ,  los potenciales 

para l a  or.Ja incidente q' y n-', para las ondas adentro de l a  p a r t í d a  * 

-r. n7 y $ -  y para l a s  ondas dispersadas $ y Ks. - % 

Debemos determinar l a s  constantes que aparecen en (17) en foma tal que se  
satisfagan las condiciones a l a  frontera. Pzra e l l o  primero vamos a expre- 

s a ~  los potenciales F,' y 5' en ser ies  de l a  forma (If). Ai expresar lis 
caiitidades de las ecuaciones (4) en coordenadas es fér i cas ,  l a  corpmentes 
radiales de 5 y Hi son 



, 

También tenenos icis ide:iti&des ( 2 p. 3 5 \ 
t 

Usando est.= relaciones, e l  F r h e r  iniwhrs &e (19) puede expresarse en l a  
forms 



. 
por tanto, cenpnzmh estas dos ecwciones se ve q w  , 

forma an5loga se obtiene e l  potencial magn6tilo cy. De e s t a  maqera se 

obtienen las expresiones siguientes para l o s  pot nciales de l a  onda incizen- 

te : 

(26a) 

Hemes expresado ambos potenciales en una ser ie  de l a  fonna (17) y las cozs:z-i- 

tes  pueden ahora determinarse fácilmente. 

L;s csndiiciones a l a  frontera ( 7 ) ,  l a s  reescribirnos en l a  f o m  

(2Tc) 

(2Td) 



, .  
I F '  . 

.- . I ,  
h a  representxion Para l a  onda dispersa& en términos de <,, J y,*-d <,,es 

apropiada, e,, se  obtiene a l  multiplicar l a  función de HLiel.  M,:: I 

11) 2, i .  @ (ver(16)). Para valores grandes de i, H,,, +; 

entonces, R se comporta como ' . Esto s ignif ica  que a grandes &s- 
tancias de l a  esfera,  l a  onda dispersada es  esfér ica  con su centro *n e l  ori- 
gen r = o.. Por tanto 

por. 

(10 P .  72). , es decir  f, se comporta como 2/1, y puesfo que f- = 

- 
se  C O P p f l 3  coro j ,  .I.- - / *  3 

i k , r  

.kites i.: c,iicuiar ias constantes 
cwst:i:b!!::. y a def inir  otras .  

y tin vmos a recopilar l a s  d i f e r e n t s  
Como i?er.os .5iFuesto que e l  medio que tsCe3 a 

11 esfera es  no sondvctor, 0 '"= o.  S i  escribimos Q en lugar de ~ , ' l '  _I ?ir3 1. 
conductividd de la esfera ,  de (2)  t enex '  clue 



~1 bndíce de refracción complejo de l a  esfera l o  expresaremos en tSrünos del 
índice de refracción del ned io ,  para e l l o  escribinios e l  índice de refracción 

la partícula re la t ivo al del medio como 

Tmbién definimos l o s  parámetros adimensionaIes \ 

\ \ z'' donde ' c:.ibLms A en lugar de + 



IS. 

donde la  prima s ignif ica  derivada respecto almynento:  De estas ecuici>;.nes 
pueden obtenerse todos los coeficientes,  pero sólo estanos interesados en a 
Y qi que 'son los que caracterizan a i a  onda dispersada. 

Estos están dados por 

Con esto  se termina l a  solución formal del problem. Los potenciales de Debye 
de l a  onda dispersada Tí," y T: - e s t h  completamente determinados. Los coef i -  
tientes de dispersión an y Los x - 2 ~  - 
:ores del  cmpo que describen 13 onda dispersada ;>ueden obtenerse d i r e s t m n t e  
de (15) .  

están q x e s a d o s  en téminos de m y x .  

' 1-3. S3luciÓn en l a  zona d- badiacióri. 

.#ora considerems e l  cmpo aispersjdo en posicimes suficientemente l e j o s  6e 
la  partícula t a l e s  que kzr)=, n donde n es e l  orden de la función Sicst t i -  

Bessel. 
Para dispersión de luz, teclas 13s oh>erv.iciones sper inentales  se  i -eal i iai  en 

e s t a  zona. 

Esta es l a  l lzrada z e x  d i  onrla, de campo l e j m o  o de radisción. 



(363) 

donde las funciones arL,dares son 

(38b) 



(100) 

les l l a i i o s  funciones de amplitud. 

a. intensidad <e & Luz Dispersada. z 
si. *tamos interesados en valores r e l a t i ~ s  de ia  in tens ihd  de I? 1.;- 

dispersada, podemos tomar como una medida de l a  intensidad e l  cuadralo de I:* 

amplitud del vector elcctrico.  



77 
-do 

ri;ls. 
mnte po13riz3da. 

= o 6 'f = f , la luz displrsada es t5  ihealneiite poi3riznd3 ctmdo 

para u i q u i e r  o t r a  dirección (3, y )  l a  luz en gcnerai e s t a  e irpt ica-  

plui~ de o b s e n x i b n  e s  paralelo o perpendicular a las vibraciones p r L x -  

,I i 

b . % c c i s  Tr1nsve1~3.les y F3ctores d c  Eficiencia.  ~~ 

6: in ter i s  practico deteminar l a  cmti&d t o t a l  de luz que es d i ~ ; ~ ~ s : ~ ~  
0 absorbida por l a  esfera.  
po>nting e integrbdolo en todas.direcciones. 
& ortosonaiidad que existen entre l o s  Tolinonios asociados de Leiendre, es 
posible e-xpresar -las integrales en téminos de .los. coeficientes an y t+,. 
&tos cSiculos fueron hechos por >tie. 

La energía t o t a l  perdida por l a  onda incidente, il e. l a  .suma de la  energía 
dispersada y l a  absorbida, puede deternifiarse de h a  manera alternativa a 

. par t i r  de c i e r t a s  consideraciones generales que s i  aplican a un obstáculo de 
cualquier forma. Estas consideraciones muestran Que exis te  una estrecha . 

' .conexión entre l a  energía perdida y la  amplitud de l a  onda dispersada en l a  
dirección hacia adelante ( e =  o). A p a r t i r  de e s t e  resultado, que se  de- 
muestra en e l  l ibro  de Born y Wolf (pp 657-661), y de l a s  fórmulas de Ne,  
para la. onda dispersada, l a  energía t o t a l  perdida por dispersión y absorciór? 
por una esfera  puede ser detenninada. 

Esto puede calcularse evalumdo e l  X-ect0.r ,is - 
Con l a  3)uda de las  relzciones 

[ 

Consid6rese que una onda plana monocromática incide sobre un obstáculo de 
f o m  arb i t rar ia  sumergido en un medio dieléctr ico .  
punto del medio e s  

E l  campo en cualquier 

E l  promedio tempcral del f l u j o  de energra se  representa por e l  promedio del 
vector de Poiynting 

e) = (5,') + <sCi) + ¿ 5'1 ( 4 3  



&,,.,de (R denota a la parte real) 

Considirese e l  f lu jo  de energía sd iente  a trw& de l a  superficie .Ic? ,i'., .>. .. .> - 
feya grande de r3&0 R centrada en a1c.h punto de la  región oqc, .da  por e l  

obstáculo. E l  f lü jo  neto por segmdo se representa por l a  integral de 13 soni - 
ponente Yadiai(%r de(s )  - en l a  superficie. S i  e l  obst5c.d.o es un conduc- 

tor, parte de l a  energía incidente l a  absorbe y e l  f l u j o  neto saliente tra- 
vés de l a  superficie esfgrica es i,wl en magnitud a l a  rapidez con que toma 
lugar l a  absorción. Representemos por ida) a l a  rapidez con que e l  oSst5cu- 

l o  absorbe energfa; 'entonces, de (45) 

donde W(i), W(s) 
(si), (3) y (2') sobre l a  superficie esférica. Corno e l  medio que rodea 

a l  obstáculo es no conductor, W ( i )  = o, entonces 

y W' son las integrales de las componentes radiales de 

'n 
n es un vector 'mitar io  normal saliente y 
presión del  lado derecho representa l a  rapidez con que l a  energía se disipa 
por calor y disyersión. 

s representa a i a  esfera. La ex - 

Suponemos que los campos incidente y dispersado son 



&,,de f& es e l  vector unitario en l a  dirección de propagación de 13 onda 

(47)  

forna s i n i l a r  se  pueden definir  l a  sección transversal de dispersión C5ca 
y l a  sección transversal de absorcijn cabs 

(48) * 

si e l  obstaculo e s  un die ikctr ico  cabs = o y Gxt = C,,,. 

Para aplicar l a  fórnuia general (47) a l  caso de un obstáculo esférica es ne- 
cesario caicular l a  n p l i t u d  de l a  onda dispersada en l a  dirección del vector 
e léc t r i co  de l a  onda incidente (i = o),  para l a  dispersión b x i a  adzlnnte 
( 3 =  o ) .  üsando (j7a) y propiedades de lcs polinomios asoci:;U~s de Legendre 

., 

Ccm &iJr 61 -rincipio tomrmos l a  Lv?itud del cm;m incidente con v ~ ? o r  unc. 
r en esta ( e  = i), l a  c.uitidi2 requerida es 21 f a t t g r  +e au1tipIic.a 3 e 

e?cpresión. 

ik, r/ 

La ,-:qresión p3ra 13 sección tru;:svcrsal de extinción ('Sop y 
Vblf, p. 66ij es 



e l  índice de r e f r x c i 5 n  de l a  esfera  (ni) es r e a l ,  las ecwcicnes ,.A?) y 
(50) son idSnticas ya que Fan de W s t ,  p.  155) l o s  coeficientes .i !. >? -3- 

t i s  f aten 
?. 

J?-( b,\ = I   PI 2 f? [ci,*,) = 15,- I , 
~1 factor de e f i c ienc ia  para dispersión es una cantidad adimensiond que se de - 
fine como e l  cociente de l a  sección transversal entre l a  sección traiis\-zrsAi 

geométrica; en forma a&loga se defineq los factores de e f i c ienc ia  para ext in  - 
ción y absorción. Dividiendo (49) y (50) entrefl2obtenemos 

( 5 2 )  

Ambos factores de e f i c ienc ia  son independientes del  estado de polarizaci5n 2- 
l a  onda incidente. 

1-4. Desarrollo en multipolos . 
.4 primera v i s t a ,  los resultados que hast:* aquí se  han obtenido no oareccn (c<:2 .- 

ter una imagen f is icmente  intui t iva  d-.l proceso de dispersión. 
peden obtenerse a1,paos aspectos c d  it ~t tvos. 
de las oscilaciones de l os  e1ectrcn:s en 11 y r t í c u l a  excitada ?or 1s x 2 3  :E-. 
cidente. 
kbye'eiécti-ico y magnético. 

-. 
312 &k~r,.-,~ 3- t 

La onda dispersad2 resd?.:i 
;-i 

Esto se ha descrito acp;, yo:. inn3 ser ie  i n f i n i t a  de potenciales 2 



f6muls (37) muestrm que la onda dispersada e s t á  compuesta de contribu - 
cienes que involucran polinemio~ xiociados de Lesendre de diferentes órdenes.. 

d est.- contribuciones sc' l e5  p~de  llamar ondas parc ides .  Cridri ondn par- 
cial consiste de una parte e l s c t r i c a  que contiene a l o s  coeficientes +, y 

de un3 parte xiLm>tica que contiene a l o s  coeficientes b,,. Estos cwficisn- 
tes  dspenl=n 2e la n a t u r a l e x  de 10s nedias y del cociente entrr e l  r:ldis de 
l a  esfera  y la lonSitx.3 d? onda de l a  l u r  incidente. 

Estas ecuaciones (57) se  obtm-ierori a l  sustituir l o s  wtenciales  de lkb).e 

(29) en (5 ) ,  de tal m e r a  que cad;i uno de l os  t i n i n o s  de r 7 ,  re?re3eY:L? 
una onda parcia l  e l é c t r i c a  y 10s de r- representan l a s  ondas p a r c i a i : ~  
mapi t i cas .  
están determinadas por l o s  coeficientes de dispersión a, y h. 
con es to ,  cada uno de l os  términos en las series que describen a l a  ond:i dis- 
persada (potenciales de Debye rl7; , 
funciones de amplitud s, ( 6  ) , s ( e )  ; funciones de intensidad i l  , i z )  co- 
rresponde a una onda parcial  particular.  
plano de las l íneas de campo sobre l a  superficie  de una esfera  grande y con- 
céntrica con l a  partícula correspondiente a l a s  primeras cuatro ondas parcia - 
les. 

,d 
2: 

i 

La ariplitud y 13 fase de cada una de estas ondas p a r c i d e s  

De acuerdo 

rl7: ; componentes del c a i o ,  (57) ; 

Nie dibujó las proyecciones en un 

Estos dibujos l o s  reproduce Born y Wolf @. 648). 

.ialqcl v distribución de cargas e l é c t r i c a s  y dipolos magnéticos puede repre- 
sentar: :: ?or una superposición de multipolos e léc t r i cos  y magnéticos l o c a l i -  
zados en ai,& origen con momentos multipolares arbitrarios.  S i ,  como en e l  
caso de dispersión, l a  distribución de cargas y corrientes está oscilimclo 
sincrónicamente con l a  onda incidente, l a  radiación dispersada resa l ta  de l o s  

correspondientes multipolos osci lantes.  E l  resultado importante que ahora 
nios interesa es que ex is te  una estrecha relación entre l a  representación de 
c q o s  e l e c t r o m y 6 t i c o s  por potenciales. de Debye y su  representación F r  
desarrollo en multipolos (Kerker, p. 55). 

tes  dan lugar a las' ondas parciales e léc t r i cas  y l o s  multipolos magGticrs 
oscilantes a las ondas parciales magnéticas. Reescribames l o s  potenciales 

Los multipolos e lectr icos  oscil'm- 



. (53) - . m=@ (53) - 

i 

t 

fif describe In ra&ación por un dipolo eldctrico oscilante c.0 ~ ~ : , c o  
&ipolar es proporcional 31 coeficiente ?e dicpers ih  a i .  T=, 
cia1 de '&+>-e q : ~  p~ecie atribuirse a un dipolo map5tico oici1nr.t.e. can y,- 

mento dipolar  bl . Los término5 superin-ec e c t h  relacionados a ;.si. y . u l : . : ~ -  

10s correspondientes, y los coeficientes de dispersión % y 0, ~ o i i  ICS ::,:xn - 
tos multipolares. 

s es un yt-n- 

e l  l ibro  de Born y Wolf se calcula, a manera de ejemplo, l a  rad iac ih  0: 
ducida por un dipolo e léctr ico oscilante y e l  resultado coincide con e l  caii:~? 
de l a  primera onda parcial. e lectrica. 
l ibro  de vfm de Fiüist. 

Finalmente cabe mencionar que en el l ibro  de van de Milst se discuten propie- 
dades de los, coeficientes de dispersión para e¡ caso de esfera dieléctrica. 

Otros ejemplos se encuentran en e l  

A l a  solución de l a  dispersión de una onda plana por una esfera honogénea 
se l e  re f i e re  generalmente como "teoría de &lie!', aunque muchos otros auto- 
res han contribuido a e l l a .  
una revisión histórica de los principales autores que han contribuido a l a  

solución de este problema desde e l  s i g lo  pasado. 

En e l  l ibro  de Kerker (sección 3-4) se hace 



* ,-' 
TE0Ri-I GZ?;=TXL DE DISPETSIOX FOR u'1I ESFFXI mITIFIC.\CX 

En es te  c q í t u l o  discutirernas l a  d ispes ión  producida p r  ma ~s . f$ " ;3  

~ y a s  propie&&s 6ptic.x estLr estrat i f ic . ida j ,  < .e . ,  e l  índice de Ef rXc -  

ción complejo ?=?de variar  rridiinhente desde e l  centro h x t 3  ia s q e r f L c i e  

exterior.  Hay dos casos pri-cipales. Por una parte,  l a  esfera puedc ccn- 
s is t i r  de dos o m5s capas sor.&ntricac en l a s  que e l  índic;. de r e f r a c c i h  
es constante. Cuando sólo hay dos capas a l a  partícula l e ' i i m r e m s  es5e- 
ra recubierta y diremos que c0nsist.e de un núcleo esfér ico  y de una c i  -cara 
esfér ica  concéntrica. En e l  segundo caso, e l  índice de refracci6n en cal- 
quier capa, o a través de la  es fera ,  puede variar  en f o n a  continria. .bhos 

casos se discuten en e l  l ibro  de Kerker (cap. 5 ) .  
interesa e l  caso de n k l e o  con chiscara, reproduciremos aqui e l  correspondien - 
t e  anál is is  que Kerker hace. 

-. . 

? 

t i 
1 

Como a nosotros s610 nos' 

2.1 Teoría General. 

La notación y e l  formalism que usaremos aquí es e l  mismo que se usó en e l  
capítulo anterior para e l  caso de una esfera simple. 

En l a  firxr 7.1 se muestra l a  partícula es fér i ca  y l a  onda plana wnocmn5- 
t i c a  incidente. 
dientss a l  material del nficleo, de l a  c5s:ar.a y del medio. 
es a y e l  de l a  partícula coirrpleta es b. 

Hay t res  constantes de propagación kl, k: y kj. cor reqon-  
E l  radio ;1'Zc1e3 



.. . j 

Fomdmente, el pi-?hlema es muy similar ai problema de la esfera hom&.ea, 
am antes, el ci’p se representa por un desarrollo de los  dos potenciales 
& Debye correspondientes a las ondas 72.1 y TE. 
(ver ecs. (26)) estos potenciales son 

Para el c a w  incidente 

(%a) 

(5Jb) 

. Los potenciales de ikbye para el campo secundario inducido deben ahora ccns- 
truirse en tres partes, correspondientes a las tres regiones; de esta m.mera 
l a  onda dispersada en el medio externo (ver ecuaciones (29)) es 



, 

1 I 

y , i a  on& en e l  núcleo es 

Con 13 mis13 justif icación que se dió 'paa e l  c x o  de i3 esferz ,. :-,~, .::~-~::,i, i, .. 

13nente in p u d e  us3rse p3ra 1z ondz i x i 2 m t e  y 13 cndri en el n¿,:ic.> ! '3 22.2 - 
P .U, se hace inf ini to  en e l  origen. Por otra parte, solLmence L;~ tier.? un cm - 

portmiento qropiado  en :' 

i a  región intermedia, i . e .  en i a  cáscara,tmto.in como x,, tienen UT: büen ccm- 
portamiento de t a l  maera que se usa m a  combinac dn l ineal de e l las.  

Los campos deben acoplarse en cada una de las do 4 fronteras. AplicmAo las 

ecuaciones ( 2 7 )  en r '= a y en r = b se obtiene 

3 y por e i i o  se ' s a  i n  la  on& asrirs;>.b. FA 

i 
I 
1 9 

Y 

Sustituyendo las ecuaciones (55) a (5:) er íj?,) y (59) se obtiene: . 

._ 
, ... l .~i 



En estas fórmuik l a  prima indica derivada respecto a l  ar-pnento y aremás, 
suponiendo que e l  medio externo es d ie léc t r i co ,  hemos escr i to  



rs 
."U 

es decir, m1 y mi son l o s  índices de refr3cciÓn del'nílcieo y de l a  c3scan 3 
< -  

e l a t i m s  a l  de.1 medio elcternq respect ivmxte.  
(60) se resuelve p3r3 a y 
onda dispersa&, el result3do son las ecmsiones (Ó:) y (63). 
nontes ape qnrecen en .% se obtienen direct-nte de 1.u primeras c u t m  
emciones y las  que apxecen en & de las ú1ti;nac cuatro. 

E l  s istem de ecuxiones 
que Eon 1 s  que nos interesa  para obtener 13 

Los detemi- 





.,a 
'd 

, .  
A partir  de aquí, todos los c&uloS que deben hacerse para obtener 13s cN1- 

toms de ef iciencia para extinUSn, absorción y dispersih (Gar &J,~, ~ ~ ~ ~ 1 ,  
son i&nticos a1 c s o  de esfera htm&ea.' 

tidades de inter% físico como 1 s  funciones de intensidad i l  e i q  v los faC . .  
. .  

- i. 

- 

3. ReducciSn esfera hom&nea. - ____- 

Esta soiuciún se :-e&~ce a l a  de una esfera simple dada en e l  capíttfiü ;¿iterisr, 
m d o  se t omn  los límites apropiados. 
dpticas del  nikleo y de 13 cáscara son i,wles 

Por ejey$lc,  cumdo las prcpi&:¿?s 

las funciones pa y pb se anulan y los coeficientes a, y b, son idénticos a los 
&dos en las ecuaciones (34) s i  se identi f ica a -4 con o( y a mS con ,j . 

Otro l-hite que puede tomarse fácilmente es cuando a - w ,  que corresponde a 
cuando l a  esfera completa tiene sus propiedades Ópticas como l a s  del mte r i a l  
de l a  cáscara. Como'yn(o) = o, entonces pa = pb = o y an y b,, se reducen a 

4i 





Y 

i wIm3 ~ 

, .  

I 
.~ EFICIESCW 'DE DISPEE ION E IMFMIBW 

los capítulos anteriores se  ha:i calculado l a s  funsicr?es que der.cri- 
h n  l a  radiación dispersada tanto por :ma esfera homo$nea c m  70: ip.:i ~2.5 
t í d a  compuesta de nficleo y &cara. 

cómo varían l a s  funciones de dirpersi6;i con los varios p.r&:rc,s C::,'.:':: 

ta les  como tanano, espesor de cnscara, índices de refracción y e l  5- .gLo  Y -  

observaciÓn. 

.Viora ectmos interesados el- Y+: 

. . .  

! 
En l a  l i t e ra tura  exis te  una gran cantidad-de tablas de valores ~ 3 r a  

1 (1s) los  coeficientes de dispersión ( l 4 )  an y k, para( las ef ic iencias  
(7) $1, i2, etc. ,  todas e l l a s  Qscas Q e x t s  , I  

para e l  caso de esfera homogénea. Aunque las tai+iiaciones son muchas, no 
son completas porque cada autor hace l o s  c3lculo$ para l os  índices de re- 
fracción,  tamaiios y b g d o s  de observación que a él le  i n t e r e s a .  En pe- _.. 
queña cantidad son las tabulaciones existentes para el  caso de esfera. re-  
cubierta. Por o t r a  parte ,  con l as  ventajas que actualmente se disponen con 
las computadoras, no vale l a  pena crear  más tablas sino más bien d ise lar  
programas de computadora capaces de calcular los valores específicos que l a  
t e o r í a  predice para las funciones de dispersión que se necesitan y comparar 
éstos  con l o s  datos obtenidos e.xpkrimentalmente. Otra ventaja que presentan 

las computadoras es que pueden evitarse las  aproximaciones basadas en reduc- 
ciones matemáticas de l a  teor la  g e n e r d ,  l a s  cuales en una época se jut i f i -  

caban para hacer l os  cálculos con rapidez ya que las cantidades de inter5s 
están expresadas como ser ies  infinitac, íecuaciones (-to), (51) y (52 )  por 
ejenrplo), y para que éstas converja? 5s necesario que e l  número de thninos 
(n) sea mayor que e l  tamaño de l a  par t í  :ula [ x ) .  

para l a s  funciones de i n t e n s i b d  

1 
c 

' 



i 
I 

Corn j'a se wncionó 31 principio de e s t e  t n b a j o ,  nosotros est3nos in- 

F3.m e l l o  h3re:ms los 

teres3&s en c3racteri:ar 'partículas de ifitex seco y s o l n  al0 mdia-.te es-  
pectrofoto.xtrí3 y Lispersi5n de luz, principalmente. 
d i c u i c s  ::.E 13 :wr?i ?rer?ice ?ara ei factor de e f i c ienc ia  ¿e d i s F r 5 i í . n  

s irpiif icm ?res los b d i c e s  de i e f m c r i c n  son rea les,  los argrclentos 2 . x  

aparecen en l a s  fur.cior.es Ricat t i -6essel  son r e d e s  y no :?ay a b s s r c i h  Ici 

i 

y It 1.3 Faciones is? i n t e n s i h d  il e i 2 .  En es te  caso los c ~ r . 1 1 ~  se Qsc3 

cwl hac5 que GsT = %ca. La intensidad en que estmos interesados 2s i l ,  

da& por l a  ecmción (Jl), ya que en e l  diipersor que usarems la ihlfriscl-  

~# 
i 

i 

ción de i a  con& inci&nte es tá  en i a  dirección verticai y e i  p i a m  ?e chssr - 
vación es horiIonta1, es  decir I = 90". 

3.1. Indices de Refracción. 

Para i l u s t r a r  los cálculos 

de poliest ireno,  e l  cual además, 
' muestras bastante mnodispersas, 

a,- y un solvente adecuado para 

I conviene escoger un látex t íp ico  por e je rp lo .  
t iene  l a  ventaja& que se pueden obtener .,- 
e l  medio en que se encuentra e l  l á tex  es 
e s t e  lá tex  puede s e r  tetracloruro de car-oo- 

i 

. 

no o benceno, 
de láser  con longitud de onda A= 6328 4,  necesitamos l o s  índices de r e f r a c  - 
ción de estas sustancias para esta k. En l a  tabla  3-1 se dan l o s  valores de 

l o s  índicss de refracción para otras longitudes de onda obtenidos a terperatu - 
ra 
obtxieron   an do l o s  valores en las c o l m a s  anteriorrs y empleando l a  fómu - 

Debido a que l a  fuente de luz  del dispersor disponible es luz 

T = ?,,o -. :(j ,9,17) . Los valores que aparecen en la  p e n ú i t h  c o l m a  se 

1i ?e Cauchy (11) 

I, -x / I \ = = G  + 

En l a  f i l th  c o l m a  de e s t a  tabla  e s t h  los  índices de refracci6n relativos 
a l  agua p a r i  ia ,& que nos intéresa. \ 

Se ha predicho Que a l  agregar solvente a l  políntero a través del =dio 
(8,131. b- acuoso, la p r t l c u l a  de 15tex se hincha de un3 m e r a  nu uniforme 

s h 3 ~ o s  $2 e s t o ,  nosotros pro2onemos que l a  partícula hin&\ada, ante una 
on& e l e c t r o m g é t i c a ,  se conporte corn núcleo esfér ico  de F O ~ ~ J X Y O  nk.exb 



T&la 3-1. Indices &e refracción para diferentes longitudes de onda. 

% 
1 5 3 2  6.5 
777 1.4 

1,548 0.8 

7,755 0 . 3  
15,551 0.3 
23,144 0.3 
30,674 0.3 

I 

% 
144 k6 .9  
732 1.5 

7,445 0.8 
7,265 0 . 3  

14,556 0.3 

21,616 0.3 
28,687 0.3 

- 
poliestireno 
tetraclorum de carbono 
benceno 

agua 

559.6 mbc 
-_ 

1 . s o  
1.1607 
1.5012 
1 .3330 

656.3 m p  

1.596 
1 .a579 
1.  J9bS 
1.3312 

1.5876 
l . J S S 5  

1 . 4oso 
1.3318 

. .  

Tabla 3-11. 
para soluciones de poliestireno en t e t r a c i o n r o  de carbono. 

Cambio en e l  índice de refraccidn respecto a l  solvente (A n) 

I 

IConcentración 
de ps 

100% de s o h .  

o .so 
1 .DO 
5.00 

I 

A n  x lo6 
546 m p  

I 436 my 6328 1 
% 

139 5 13.7 
712 3.1 

1,399 1 . 7  
7 ,049  0.7 

14,108 3.7 

27,793 o.: 
20,943 0.7 



k 

m a  c.5sca1~1 concéntriza fornub por polín~m y solvente. Es decir, p r o  

ponemos que el índice de refracción de la partícula como función de la dis-  
tancia radial sea de la forma representada en la figura 3-1. 

1 

n i l  

I 
1 

r 
Figura 3-1. >lodelo propugsto para látex solvatado. 

I3 los caculos vamos a necesitar el L-idice de refraccidn de la c&cara. 
Para ello hemos medido experimentalmente, usando un refractómtro diferencial, 
e l  cambio del índice de refracción de soluciones de poliestireno en tetracio- 
mro de carbono respecto al solvente. En la tabla 3-11 se muestran las concen 
traciones de las soluciones expresadas en gramos de soluto en 100 mi de solu- 
ción. En las colmas segunda y tercera se muestran l os  cambios en el índice 
de refracción respecto al solvente para dos longitudes de onda del mercurio; 
ímbién se indica el error porcentual. Con estos valores y usando la fórmula 
de Cauchy se obtiene el correspondiente valor parah= 6328 1 indicado en la 
Última colma. Para estar seguros que el uso de la fórmula de Cmchy es ade - 
cuado, determinamos A m  usando luz del l%er para las primeras Jos concentra- 
ciones y se obtuvo 137 * 7.3% y 706 $ 1.6% respectivamente. Comparando l o s  

correspondientes valores de An Y sus errores se observa aue la concordancia 
es buena. 

ES importante disponer de estos valores del cambio en el 'índice DP re- 
fracción de la solución respecto al solvente pues permiten calcular l os  L-idi- 
ces de refraction de la cascaia ?ara diferentes concentraciones. 



3 'mra 3-2. ií, n x 10 vs C 
". 



. . .  

m la figura 3-2 se nuestra l a  grá f i ca  d e 4 n  en función de la concen- I 

t r a c i f n ;  se hace un ajuste por mínimos cwdmdos y se obtiene que 
i 

-/ .r 

brr\ =O. 13949 C í67) 

con 
ción esthdar de S,,,, = 0.1?0009. 

c excresada en grmos de soluto por m i  de solución y con un.i (ieii.53- 

En l a  taiba 5-111 s e  muestra e i  índice de refraccidn de 13 c5scar3 
respecto a l  a,-, calculado simando a (67) el índice de refriccidn del t'tr3 - 

cloruro de carbono y dividiendo entre el del agua, paradiferentes c m c q t r a  - 
cienes . 

m2 C m2 C 

. o  1 .O9536 5.0 1.10060 
Tabla 3-111. o. 1 1 .O9546 10.0 1 .lo583 

0.5 1.09588 15.0 1.11107 
1.0 1.09641 20 .o 1.11631 

De ahora en adelante a l  re fer imos  a Is propiedades 5pticas de l a  cásca - 
ra, usaremos indistintamente e l  valor del índice de refraccidn reiativo o e l  
de l a  concentración de acuerdo a l a  tabla 3-111. 

3-2. Factor de ,Eficiencia de Dispersión. 

E l  factor de eficiencia e s t 9  &do por l a  ecuación (51) 

donde -1 es e l  tanaño de l a  partícula esfér ica  en unidades de longitud Le 

onda, y l o s  coeficientes dz d i s p e r s i h  est& dados en las ecuacicnes (64) y 

(65) los cuales como ya vi.nos antes,  se reducen apmpiadmente para el caso 

de esfera  homogénea. 



A -  .2 
-b (681 

p-q 
2 

Con e s t e  p a r h t m  variaremos e l  espesor de la c k c a r a ;  q = 1 repesenta  
una esfera  homog6nea s i n  cáccara, i . e .  toda la 'partícuia represznta a un 15tex 
seco, q = o representa a una p a r t i d a  hecha con k1 material de l a  c jscara.  

8 

- 
I 

En todos l os  cálculos n d r i c o s  de las cant'!dades de interés (Qsca, i l , i - , ) ,  
l a  precisión depende de l a  precisión con que se 'alculen las funciones XicatG-  
Bessel y las funciones de Legendre y p r i n c i p a l m e ~ p  del número de téminos:$) 

ción que hemos construido hemos reproducido los valores de las funciones de 
Legendre y de las funciones Bessel esfér icas  que se encuentran en el liOro de 
Abranmitz " I ,  de t a l  manera que tenemos confianza en los valores que obtenems 
para lac funciones n,,,(cos g ) ,  G,(cos G ) ,  Ricat t i -Bessel  y sus derivadas. 

- 

a ! 

. ,que se consideren en cada serie Qsca, i ! 5,\' is;\'. Con e l  prograw de czquta 

ETI e l  cálculo de las series in f in i tas  que describen a Qsca, i l ,  e i , ,  - 

- d i e z  cifras decimies  para n y n + 6 tirminos. Reproducimos valor-s de 
hemos asegurado nm6ricamente su convergencia a l  obtener e l  mismo valor con 

(7,12,14,15) i l  e i? - que existen en l a  l i t e ra tura  Qs ca 7 

Al hacer una graf ica  de Qsca vsd para un3 partícula homcgér,%t C W  h s c c  

de refracción m, se obtienp -ma curva que presenta máximos y mínimos c ~ y a  ?;si- 
ción es carac ter í s t i ca  pira e l  índice .Ir refracción. Sin embargo, se ha e x m -  
trado ( l 6 > l 2 )  que l a  efic,iencia de &spsrsiGn de esferas dieléct:-icas e & ?  



y = 2*  (on - I )  

Esta e s  13 diferencia entre e l  Corrimiento de fase que I ~ . q x r ~ - e ! ~ t ~  
rayo central ai atravesar e l  di&tro Ze l a  p a r t h &  y e l  que 
a~senci.3 de l a  p a r t k d a .  
son m = 1, 1.15, 1.33, 1.50 y 2.105 y pal ;ectos c!e claridad h,?? 
diferentes escalas en e l  e j e  de 1% ordenadas- 
refracción, &ca crece hasta un valor mj_Yimo en 
m a  oscilacidn amortiguada. 
principal aparece una oscilación secundaria que se incrementa i r r e m a n u n t e  
en los índices de refracci6n mayores. La p o s i c p  9 de los extremales de 
l a  oscilación principal es  aproximadamente indekndiente del índice de re- 

&tirne en 
l a  grafica sirperior los íA&ces de ,RfrJicclén -h 

kper.diendo del índice de 

4.41 y después re21.liia rb 
Se observa qui3 supwpuesta a l a  oscilación 

\ 
I 

,+ c 
. fracción. 

En l a  parte infer ior  de l a  figura 3-3 aparece Qsca vs ?/2 para índi- 
ces de refracción contenidos en e l  intervalo 1.33 I m  L 1.50. Aparecen tres 

~ s :  l a  a r v a  promedio y las dos envolventes, una trazada a través de los 

valores in% pequeños de Qsca en cada ? y l a  otra trazada a través de los 
valores más grandes. 

Es conveniente mencionar que aunque este  parametro $' es un buen para- 

metro para l a  localización de los máximos y míninos de Qsca, no f o n a  parte 
de l a  teoría general de dispersión por esferas sino que se introduce exter-  
namente. 

z- Para e l  caso de esfera con recubrimiento se puede construir e l  corres- 

pondiente p a r h t r o  para e l  corrimiento de fase del rayo central a l  atra'ce- 
sar  di:metralmente a l a  partícula y se obticne que 



. .  . .  

i 
i 

El primer térnino ( ?, ] e 
( qs ) es li contribución de 1: 

ponden a esfera homogSnea heüi 
cara respectivamente. ~n l a  f i s r a  j -Jb se muestran las cumas d 

4 /z con m., cori-espondiente a l  poiiestireno y m2 a i  tetraclomn, de 

para q = 1.0, O ,  0.8 y 0.6. I. 

co que se ha g a f i c a d o ,  es  l a  n 
y q = 0.8. 
tiene el 60% del tamaño de l a  partícula,  l a  posicibn del máximo se 

En l a  figura 3-40. se.,muestra l o  mismo que en l a  j - lb,  pen, para ,,,z 
pondiente a l  Oenceno; tanbién s e  observa que l a  posición &I.- 

q =. 0.6 se recorre. 

Sin embargo, para q = 0.6 que corresponde a cumdo el núcl 1 

io anterior parece indicar que para cuando la cascara tia# 
relativamente grande, e l  corrimiento de fase deja de ser m bum 
para l a  localización de l o s  extremales de Q,,,. Sin embargo, DO 

ms este parámetm y l o  usaremos en los cálculos de la inunridd, 
mos más adelante. 

&a de las técnicas usadas para determinar e l  t d  & 
sistema monodisperso de partículas esféricas es el 
ma (12 p 3351. 
l a  curva teórica Qsca vs o( con e l  correspdienre &* a Ir *-Offo 

mental $e turbidez (o densidad Óptica) v5 lcngirid 

rimentales .se obtienen COR espectrofotixcm 

. \  

Esta técnica consiste en l a  cWuxih ’- 

! 

.. 

i 
_ _  - 



P 

,--y 

Ip/2)=i(.m - 1) 

Figura 3-3. QSca vs para diferentes indices de refracción de esfera 

homogénea. 
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3-3. Fmcibn de Intensidad para Fsfera Homogénea. I 

~ 

EJI las ecuiciones (41) y (U) est& datias las intensi&des..-/ 

donde A es l a  longitud de on& en e l  medio, Y es  l a  distancici de la p3rtIclda 

funciones de amplitud S, y S, están dadas por las  expresiones (40). Usual- 
mente se calculan teóricmente l o s  valores de las funciones de intensiaad i l  

e i 2  ya que éstas  no dependen de las  coordenadas r y 7 del punto de obsen-a- 

ción. 
funciones de intensidad. Debido a las caracterIs t icas  del  dispersor disponi- 
b l e ,  nos conviene analizar l o s  valores que la  teorPa predice para i l .  En 
todo i o  que sigue nos referiremos a ésta. 

2 al punto de obsenasión,  A, = ( 5 , ( 9 ) 1  , ,¿, = ! 5 a l @ j \ z  y l a s  

Con e l  programa coixputacionai que hemos cónstruido se calculan ai-has 

a. 
sidad contra e l  hgulo que presentaremos se  grafica e l  logaritmo en base 10 
de i l  y la posicidn angular 8 se varía desde O* hasta 180' de f e n  1". 

Variación cxn eJ & n o  y cAn gl t s o .  En todas las gráficas de inten- 

La variación de l a  intensidad i ,  en función del  ángulo para diferentes 

tamaños de partícula con e l  mismo índice de refracción se muestra en las figu- 
ras 3-5 a 3-8. En estas graficas e l  índice de refracción corrrsponue a l  del 
poliestireno. Se observan varios aspectos caracterfst icos t a l e s  como: l r i  in-  
tensidad es mayor en la  direccih hacia adehuite (3¿90"), l a  oscilación con 
21 q + l o  de dispersión y l a  intenciSad aumenta con e l  tamaño. - 

En l a  figura 3-5 se  muestran las curvas para tres tamaños de partícula &e 
'+ poliest ireno y se ve que prscticamente son paralelas y no presentan extrexqa- 

les. 
ser ie  de m3ximos y mínimos y que e l  n h e r o  de éstos crece a l  crecer e l  tmG.,o 

ds-. 

Sin embargo, en l a s  figuras 3-6  a 3-8 se ve que l a s  curvas present-ui 'ma 

2Tia 

A 



I 

a p A c i i ; n  ~ t .  rayor n h r o  de e x t r e h i e s  a i  33~mnt3r e i  taruiio, haze que 

sus posiciones an>culares se des?lacen hacia ángdos ixnores para ralcres p?- 
queños de y despds,  a i  crecer s< , en anbas direccionss de 3 .  :-"I ;..:r:ir3i, 

l a  posición de un valor extrem se recorre en u113 s o l a  YirecciCn, <...:o x:cr~? 
maS adelante. , 

.. 

. 
. .  I 

En l a  tabla 3-IV 'se muestra l a  posición a7,dar de l o s  e.xtrerales r:. .. L 

d o r e s  de cí d e s k  5 hasta 6.4 de 0.1 en 0.1 que ep notaciSn coqx~cta  2c.k- 
m s  e s c r i b i r  corn S.0(0.1)6.4'. 
representan por los subíndices m y N respectivamenye y e l  número entre paréii- 
t e s i s  representa a l  núnkro de extrema1 correspondgente. 
tensidad correspondientes a t r e s  de estos valores .$e o( se muestran en las fi:. ' 

1 

Las posiciones d2 ios nínims y rráxkcs se 
I 

Las gráficas de in- 
f l  

g i n a ~  3-6 y 3-7. r 

En l a  figura 3-8 e l  patrón de dispersión para o( = 25 presenta un xior 
número de extrenales espaciados maS o menos unifommente. Las envolventei , 

trazadas a travgs de los rrdxirns y núnimos son curvas suaves en las  direccio- 
nes hacia adelante, pero en l a  dirección hacia atrás l a s  curvas son mnos r e -  
gulares. .U,gmos de l o s  mínimos en l a  vecindad de 8O'son p a r t i c u l a m n t e  
profundos de t a l  m e r a  que l a  intensidzd sufre cambios hasta en casi tres  
órdenes de magnitud en un intervalo arqdar  de sdlo 4". 

En todas estas gráficas se observa que l a  posicidn de l o s  m í ; U ~ > . í  es t5  
mejor definida que l a  de los rr%ximc. 

i 
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c. Posici6n ancular de l o s  extrerraies. 
dientes a cada kaior particular del m va, son tan diferentes que prcpor- 
cionan una identificacibn prácticanente Chica para una esfera particular. 
Esto ofrece a l  experi i intal  una herramienta poderosa para l a  determination 
del t m o  de partícula .’ mediante dispersibn de luz. En realidad hay rids in- 
fomci6n  en e l  diagrama de dispersión de la que usualmente s e  necesita y a 
menudo s610 es suficiente local izar  las posiciones angulares en que ocurren 
los ir8ximos y mínimos para caracterizar un tamiio de partícula. -En l a  figu- 
ra 3-11 ‘las posiciones an,dares de l o s  mlores  extrems de il obtenilos para 
m = 1.19207 que corresponde a poliest ireno,  están graficados hasta+= 26. 
Estas posiciones se originan cerca de l a  dirección hacia atrás ( e)90°) y ’ 

luego emigran, a l  aumentar e l  valor de d , algunas hacia adelante y otras 
hacia atrás .  Las curvas continuas representan a l a  posicidn de los nb?iimos 

y las discontinuas a los  mínims. Cualquier Lalor particular d e d e s t i 5  carac - 
terizado por e l  número de extremles  y su localización angular. E l  n k r o  de 
dxims o de minims es aproximdxente iZu1 a X - 2 .  Este intervalo para .% 

de 2 a 26 corresponde a particulas de yi ies t i reno .con  diámetros de 3 . 3  a 3.3 

micrones s i  l a  longitud de onda que >e ’ s e  es de 6328 4 en e l  vacío. 

Los ptrones  de &spersi6n - _  

i 
: 

o 

T d i é n  se observa que e l  priwr nínim y e l  primer &im se colapsm 
parae( = 2 1 . 7 .  A p a r t i r  de los Cilti.ms valores de X graficados, 10s extr?F;1- 
les eirgiezan a e s t a r  tan cercanos que tzl vez se  pueda ’nacer ~n a n á l i s i s ,  CCW 

e l  a q d  e q w s t o ,  3 través & Ins. envolvente5 de 10s IIL%?~JKG Y de 10s í 5 n ¿ % S  

para valores mayores de H. 



. 

I 

U 6.S 

I 

i i 

Figura 3-9. Li ctiivi de p u ~ c o s  coneymnJe i n - 1.21, í n  co tinu a 01 - 1.20 
y la discontinu a 3 = 1.19. ‘1 

m 6 

.... 1.19 6.30 - 1.20 6.05 
I -_ 1.21 5.76 

. 
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3-4. ' !=unciones Q Intensidad para hüdeo-&cara. .. 

Analicemos los resultados teóricos para la intensidad en e l  c-0 de 

esfera recubierta. X diferencia del caso de esfera homOg&, en e l  qle 5013- 
mente nriSbao>os e l  t a m i o ,  ahora tenems l a  posibilidad de l a r i a r  e l  t?dm.o 
de l a  partícuia (9 ), e i  tamaño re iat ivo '&i  n k i e o  (9) y e l  fndice Q refrac- 
cidn G l a  c 5 s a r a  (m). 
sea e n o m .  E l  anílisis siguiente l o  dividirems en dos g"rlp0s se$, e l  t2-3- 

fio i n i c i a l  ,de 13 p a r t i c d a .  

Esto hace que l a  varied3d de rescütados nL+ricci; 

3-4.1 T a . 0  I n i c i a l  !.byor que 2 .  
Corn ya viros en la  s e c c i j n  3-5, l a s  esferas de lá tex  de poliestirerio 

con t a i i o  myor que 2 presentarán nbxinx~ ' n i í n i m s  en su patron de dispr-  
sión. del medio acuoso, e l  tartano de 
l a  partícula crecerá y por tanto se  seguirán presentando e x t r e d e s .  

a. 
de imensidad correspondientes a partículas con un mism tamaño, pero con d is -  
tos  tamaiios del núcleo 4 = 0.9 y q = 0.8 y 1 mlores  para e l  índice de refrac- 
ción e l  cual se ha expresado en términos de la  concentración mdida en grams 

& pol'mero en 100 m i l i l i t r o s  de solucidn según la  tabla 3-111. 
ción c = O s igni f i ca  que la  ckcara e s t 5  hecha de solvente puro y aunque esto 
pueda no tener mucho sentido f í s i c o  l a  hems incluido para usarla copo referen - 
cia .  Por o t ra  parte,  como se  ve en estas figuras las  curvas 1 y 2 correspan- 
dientes a c = O y c = 0.5 prácticamente coinciden para  este tamño de p a r t í a -  
la .  

b .  Ea las figuras 5-11 y 3-15 se presentan patrcnes de 
dispersión para partículas cuyas cáscaras tienen e l  mismo indice de r e f r x c i ó n  
y se ha escogido que sea e l  correspondiente a l  solvente puro. Las cunm 1 co - 
rresponden a lá tex  seco y l a s  n&ro 3 y 3 a q = 0.9 y q = 0 . 8  respecti.-wentc. 
Los patrones ¿e dispersión son diferentes entre s í  y l a  diferencia res-eccg al 
de esfera homogénea se  hace myor a l  aumentar e l  espesor del recubrLiliento. 
Estas curvas sugieren que pueden construirse gráficas similares a l a  f l w a  
3-11 para cada 1,alor de q. 

l a  figura 3-11 l a  posicidii ¿e l o s  dximos y mínimos correspmdientes a zxrtícu- 
13s 
de m2 iyal a l  del solvente. 
a l  amentar e l  espesor de l a  c5scara. 

.Xi agregar solvente a l  la tex  a t r  \ )  

Variación con q y "2. FA las figuras 3-12 y 3-13 se presentan las cunas ;I 
I 1  

La concentra- 

Los patrones se  distinguen por l a  posjción de sus extremales. 

Variaci6n con 9 y q . 1 

En las figuras 5-16 y 3 - 1 7  s e  l e  ha superpcesto a 

con ci mism tmaño (y? = 5(5) 251, pero cm q = 0.9 y q =0.8 y con valor 
Es notorio qL:e e l  nb.ero de e?ctremles disninu'e 



.. ~. .. . . 

1 0.0 
2 0.5 

’ 3  5.0 
4 20.0 

. . .. . . .  

W - 4.0 Q - 0.S 

, .  

, 
. .,. 

.- 
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. .  . 

4. 

I I a~ = I s m R e m im II 1 8 ’ 1 3 0  ie 1.9 IS IR 1mO . I 
Figura 3-14. El cuterial de la cLcsra es solvente pum. 
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. &asta aquí hemos vis to  que dependiendo de loSvalores de los p a r k t r o s  

. 

4 ,  q y m2 los patrones de clispersibn son diferentes. Se hacen aún n& dife-  
d n t e s  cuando estos valores son myores. 
los valores Je l a  función de in tens ihd  il para partfculas 
y espesor de &cara pero con hidices de refracción distimtos. 
3-1 

tabla las particulas tienen núcleo de paliestireno y recubrimiento Le te tra-  
c l o m m  de srirbono; en este caso l o s  valores son m u y  parecidos p si>l:. copie- 
mos decir  que para 3 =-12.0 y 12.1 l a  intensidad es miycr para o = 1. it2-2 

Sin embargo, en l a  segunda parte de l a  tabla donde l o s  índices de &fracción 
son muy' distintos, los valores son bastante diferentes y se ct>sen.an c z h i o s  
abruptos para q = 1.00 y q = 0.99. 
(q = 1.00) decrece y luego crece en m á s  de un ordeh de magnitud a l  variar 9 de 
1 2 . 1  a 12.3.  P a r a 3  = 12.2 un r e d r i m i e n t o  de ly (q = 0.99) auinentará l a  in- 
tensidad en un factor  de 12 mientras que para 4 = '12.3 l a  di-cminuirá en un 
factor  de 68. Aunque este  ejemplo i lus t ra  una s i b c i b n  extrema en los íncli& 

de refracción,  hace ver l a  complejidad que presendan las esferas con recubrl- 
miento. Los valores de la  primera parte de l a  tabla se calcularon usando 25 
ténninos en l a  ser ie  i n f i n i t a ,  en cambio para l a  segunda parte fue necesario 
usar 40 téminos .  

A manera de ejenplo considerevs 
cn iaw1 tx.zio 

En l a  t ~ b l a  
t 

se indicm los valores de i l  en B = 150". En l a  prLTera parte de l a  

2 = 12.2 es q = 0.99, p a r a 3  = 12 .3  es q = 0.9s y para g =  12.4 es 4 = 0.9;. 

E l  valor de i l lpara  esfera homogénea 

f 

c. Variación de 4 , q y mi usando e-r imiento de fase. Debido a que no podems 
variar arhitrarimknte los parámetros3, q y m3, proponemos usar e l  corrimiento 
de fase para variarlos en una fonna controlada. 
buen parámetro para e l  factor  de e f i c ienc ia  de dispersión &a para esfera homo - 
génea. e l  valor de p para e l  látex 
seco es 2 -YD (m, - \ ] y vamos a suponer que se mantiene constante cuardo l a  par - 
t ícula  se hincha y se forma l a  cáscara, de t a l  manera que de los 3 parLTetros 
sólo necesitamos f i jar  dos de e l l o s  y e l  tercero se f i j a  automáticamente a través 

de f'. 
las intensidades, sólo l o  usaremos paTa calcular e l  tamaño de l a  partzcufa dcs- 
pués de haber f i jado q y m 2 .  

- 
Ya hemos vis to  que 3 es un 

Ahora l a  usarenos en l a  forma siguiente: 

Es conveniente mencionar que e l  valor de no interviene en e l  cá la i lo  de 



I Reescribimos la  ecuicidn (70) c m  
. .. . .  .* 

donde 3 ,  e s  e l  taii;LFIo de la partfcula homgénea que antes ll,mamos . 57 

las  fi*pms 5-13 3 5-33 se muestran c u n a s  de intensidad par3 \-arios v.1lc.r-s 
de Q , en to&s e l l s  e l  %dice de retr3ci ión relativo de 13 c%cnr~ c i  r i  
mismo y corresponde a l  del solvente. Todas las cunas con e l  n h e r o  1 corres 

ponden a l a  esfera  homogénea.. Los valores de 7 se +I essosido para cbtener 
diferentes n h e r o s  de extremales. 
en l a  direcciBn hacia adelante la  posicidn de los  mínimos.se mantiene ccnstan- 

te  para l o s  p r i m e ~ ~ s  espesores de cáscara. 

- 

Para l os  valores imstrados se  obser;a que 
4 

3 

1 ;  

i 
Por ejemplo, a l  comparar las figuras 3-22 y 3-15, donde e l  tamaño inicial  

y m2 son los  mismos, se ve que con elsuso del valor de 7 se  logra que la  p s i  
u 6 n  de los  primercs mínimos coincida. 

- 

t En la figura 3-24 se encuentran las curvas para 9 = 2.42, la cuma 1 co- 
msponde a esfera  homogénea, las 2 ,  3 y 4 a partículas con tamaño de cáscara 
igual a 20% p diferentes índices de refracción. Se observa que los  pr-heros 
mínimos tienen las mismas posiciones angulares. En particular nos f i jc irems 

en e l  segundo mínimo y calcularemos los  intervalos de valores de q y 

c $20 con l a  constricción de que e l  segundo mfnimo permanezca en 9 = 67". 
resultados se  muestran en la  tab la  siguiente 

para 
Los 

Tabla 3-VI. Intervalos en que e l  seamdo mínimo de l a  iftensidad 
penanece f i j o  e n Q =  67" usando?= 1.42. 

C 

O 
5 

20 

4 4 

0 . 7 4 ~ q  5 1.00 7.25 >,+ 6.30 
0.76 6 q  L 1.00 7.11 1 3  >/ 6.50 
0.8Os.q 5 1.00 6.54 >/3 >/ 6.30 

I 

4 
<I 

I) 



a. Función de Intensidad il en+ 150°, m, = 1.19207, 122 = 1.09556 

. 
9 .I= 12.0 \.\=12.1 3 =  12.2 -3= 12.5 y =  12.4 

0.95 3.8020 4.9273 6.0622 6.9773 7 . 4 S i 5  

0.96 1.7557 6.0475 7.1912 7.950: 8.1615 

I 0.97 5.8455 7.1775 8.1848 8.6462 8.4552 

o. 98 6.9472 8.1761 8.8985 8.9475 8.3052 

, 9.99 7.9313 8.9010 9.2169 8.7959 7.7555 ~ 

i I 1 .o0 8.6567 9.2397 9.0822 8.2127 6.8579 

I b. Función de Intesidad il en @ =  150°, Q ,  = 2.1050, m2 = 1.4821 

4 3- 12.0 J =  12.1 .I= 12.2 3 -  12.3 $= 12.4 

0.95 8.0105 41.5877 55.3648 22.8022 13.0890 

0.96 25.9402 70.4174 26.5839 18.2947 9.1025 

0.97 89.5205 29.4677 22.3543 14.5959 2.2270 

0.98 32.6194 25.0893 16.8023 4.4987 29.3926 

I I 

0.99 26.6797 21.4254 7.6343 0.1323 29.7308 
1.00 24.6748 t 1 0.6271 8.8366 30.7312 



1 

m -  1.1s 

" J Q  
1 1.99 1 .0  
2 s.15 0.9 
s s . u  0.8 
4 S . U  0.7 , 

Fipra 3-15. . Ui 13s*tigw11~ 3-15 a 5-23 el valor de n2 es el .iel solvente. 

m: 1.40 

U 9 3~ u ¶ 51 z m m :3 !:i is 191 io is1 is im is 9 

Fisura 3.19 



I 

i 

I 
I u a. s P P m n 81 IP im IIJ iza i~ io u im in 1-63 

Figura 3-20 

m - 2.12 

' I  ?u q 
1 6.Y) 1.0 
2 6.63 0.9 

4 7.42 0.7 
s 7.01 0 . 0  



, 

F i w 3  3-22 

ic 

m - s.so 

"I P 
1 9.11 1.0 
2 9.59 0.9  
3 10.13 0.3 



N * ocomm . . . .  
N - =' -000 
I1 

m 



(72) 

En las figuras 3-35 a 3-27 se muestran las gráficas de l a  intensidad re- 
lativa en función de ?, 3 y 3, = 2 9 q x(m,-l) para los  intervalos de l a  
tabla 3-Vi. 
cascara, expresado en tGrminos de c ,  las curvas son completamente d i s t i n s ~ -  
bles. las 
curvas están tan cercanas entre s í  que es d i f í c i l  dist inguirlas,  como se 
muestra en l a  figura 3-28 .  
a l  índice de refraction de l a  cáscara y que representa a las familias de Far- 
tículas de la  tab la  3-VI. 
caracterización de la  partícula s i  es que se c o n p r t a  corn e l  modelo propues- 

Se observa que para cada valor del  índice de refracción de la  

Sin  embargo, cuando s e  grafica la  intensidad re la t iva  contra q/4 

Podemos decir  que l a  curva 3-28 es poco sensible 

Esto proporciona una gran ayuda para f a c i l i t a r  l a  

Este t ipo de aná l i s i s  puede hacerse para l o s  demás mínimos (o máximos) 
con l a  constricción de que su posici6n angular permanezca f i j a .  
dientes intervalos de 9 , q y m2 son menores cuando la posición angular de l  

ex t reml  es myor. 

Los correscm - 

Esta cantidad adimensional contra l a  cual se  grafica l a  intensidad r??ati-  
L a  , es proporcional a l  radio del nCcleo e inversamente p r o p c  va, 3 = 2 7  9 

,-cional a l a  superficie de l a  p a r t í c d i  ~ o t a l  . 
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3-4.2 TauaKo Inicial !%?nor qii- 2. 
I 

I 

Conciderarcws ahora e l  caso en que debido a l  tapano de ,i la p a r t i c d a  e l  

patr6n.de dispersión rn presenta nínim algmo. 
varían FOCO con e l  $nn,glo de dispersi6n, corm s e  i lus t ra  en la figrL= 3-23 

a 3-31., En p a r t i c u k r ,  en l a  fispr3 5-30 se  presentan las curvas para q = 0.9 

y c = 0,s y 20; 

curvas no son d i s t i n , ~ S l e s .  EII cmbio,  para q = 0.7 )a l o  son ( f i k x m  3 - 5 1 ) .  

Los valor6s de l a  inte?si&d 

lcs valores 2,: las intensidades scn ta. parecidos q U e  1 s  

\ 

, 
V m s  a hacer e l  n i s m  análisis que hicinios antes' Fara un minino', >s-o 

I Corn ahora no tenemos restriccih en e l  án,plo, escogerems arbitraria-rnte 
6 = 90". 

contra 9 y se observa que las C u r v a s  hasta c = lb toinciden para cáscaras 
hasta de 60% y que l a  curva para c = 20 se  une a 11 otras para recu5riTientos 
de 50% y menores. 
altas, es  decir c = 40 .y SO. Se ve que estas c urvals se unen a las de c = O y. 

En l a  fi,pra 3-32 ,se  muestran las  gráfic- de intensidad reiztiva 

I 

En l a  figura 3-33 se han considrado concentraciones m y  I 
L . 20 cuando e l  espesor de la cáscara es pequeño. c 

De l a  figura 3-34 en adelante s e  muestran las gráficas correspndie2tes 
para un t&o de partícula ligeramente myor ( lá tex  seco con d i h t r o  = 0.lSS 
micrones). En las fi,mas 3-35 a 3-37 se presentan curvas de i n t e n s i b d  r e l a -  
tiva para posiciones 9 = 40°, 60' y 90' respectivamente. En ellas l a s  inten- 
sidades son diferentes de t a l  m.era que se  usan escalas diferentes.  
3-38 se  repiten l a s  gráficas de las t res  f iemas anteriores para c = O )- 13. 
Para e l  i n á r i s i s  de ius &tos experiT.entales, conviene tener grSfic3 ccm 

Ssta ?ara varios \.aloros . . 9 y en cada curva leer  e i  valor de q/+ que t e é r i -  
c m n t e  debería ser  constante s i  es  que l a  partícula de latex solvataSo se  con - 
porta cum e l  modelo propuesto. 
para deteminar l o s  valores ,le q , 3  y m2 de t a l  mnerz que l o s  espectrcs 2e 
dispersian teórico y experimoneai s e  ajusten y as€ caracterizar l a  p a r t í c d a .  

. 

- 
21 13 

Los valores de 7 y 3 serán de grm -U& 

:+ 



Ihta suposición que se ha hecho a l  proponer e l  tamio tot31 de l a  partícula 
es que e l  valor del corrimiento de fase ( ?  ) se nuntiene constante. 
que no h3y myera de controlar e l  k d o r  de 4 . 
&r5 una foma de ana i i x r  l o s  resulta2cs eqer imnta les  que o5tenqar;Ps. 

Es claro 
Este p a r h t r o  solamnte nos 

Por otra parte, se ha obtenih g5f icmente  que l a  depenllencia $,.ir-: -8. 

1 de l a  intensidad relat iva a través de las l-arizbles q, y y “2, en c.::::::.:: Lr.- 

tervalos, se comqorta com una función de ss lxente  q/_j . 
sidad relatiba parece depender de estas lxriables 3 través de otra funci5ri de 
esas variables. 
función es l a  intensidad de to& esas variL5les. Sin errbargo, hems aTrea3i- 
do algo acerca de cuales son los  efectos de un pequeño cambio en una de Estas. 
O bien hems aprendido algo acerca de l a  dependencia funcional en ciertas re- 
giones. Todo esto nos ayudara en l a  interpretacidn de los datos exper¿x?enta- 

les. 

Es decir, 12 i.n:m- 

Por l o  pronto no hems i i e p d o  a d e t e h a r  ap5 funci6n Le 
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3 

a. FSfera homgénea. Dependiendo del tamaño (o() de l a  partícula,  ia 
gráfica de intensidad. vs. hgulo presenta ncúimos y mínimos cuyas posiciones y 
ncmiero cambian a l  c d i a r o . .  Se grafica l a  posición de estos extreTales Corn 
fmcibn del taBaíio para así conocer inxdiatamente s u  valor a p a r t i r  <el espec- 
t r o  que s e  obtenga con dispersión de luz. Para otros \alores del h i i c e  de re -  

*acción se obtienen curvas similares. 



. ,  

il 

I u 

a fmi l ias de particdas. 
ocirnte del rafio del núcleo y :.a superficie de;la partícul3. 

Este p a r h t m  adimnsional ./;> es propr-  

_- 
I I 

do e l  L d o r  & i es pequa~o,  e l  I>atr$n de dispersibn no ?resent3 i6ni 

Se hace e l  a ú l i s i s  2s l a  intensiL-c! relativa en dis:ir,tos i r ~ ~ l o s  

y en c3d.a uno de e l los  se 
de un rZnLm fijo, pero &o& en wyores intenaios C.e \-sr:.<..ciGn & 

E,.. estos intervalos la intensitlad relat iva se conporta ccm 'ma 
s o l m n t e , ? $ ,  i .e .  parece &pender de estas vb iab les  a. través de 
n de esas variables. 

obtienen resultados corm IS:. c k : . e ~ i k s  

I 
.i 

esto a}-udará en l a  interpretación de experimntales para 
ización de las partlculas. 
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