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1. Resumen

El creciente interés de la industria biotecnológica por generar productos sustentables, amigables

con el ambiente y ecológicos, ha traído la búsqueda de alternativas al uso de productos químicos, un

ejemplo de estas alternativas son los biosurfactantes; tal es el caso de los soforolípidos. Estos se han

convertido en atractivos productos microbianos producidos por hongos, bacterias y levaduras, gra-

cias a sus ventajas sobre los tensioactivos sintéticos en términos de sostenibilidad medioambiental,

biodegradabilidad, salud pública mundial y el uso de residuos agroindustriales para su producción.

En el caso de los soforolípidos, se producen en gran parte por la levadura no patógena Starmerella

bombicola. Este interés ha llevado a la necesidad de comprender los fenómenos de transporte que

suceden durante la producción de este biosurfactante y contar con modelos confiables que los

simulen en estos sistemas. Es por ello que en este trabajo se desarrollaron modelos matemáticos

que describen desde la escala celular cómo es el transporte por difusión de los soforolípidos y del

O2. Se tiene interés en estudiar a los soforolípidos por las características que se han mencionado

anteriormente. En el caso del O2, en las secciones siguientes se menciona su importancia en los

bioprocesos aerobios. En este trabajo, se realizan algunas modificaciones al método de promedio

volumétrico el cuál es una técnica clásica de promediado que parte de ecuaciones de transporte

a escala microscópica para deducir ecuaciones a escala macroscópica o de medio efectivo. A

partir de este método modificado, se deducen dos modelos matemáticos promedio que describen
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la acumulación, difusión y reacción para dicha escala. Además, a diferencia de otros trabajos, se

estudia el transporte de soforolípidos y O2 considerando a la célula como un sistema no continuo.

Es decir, se toman en cuenta los organelos que hay dentro de ella y en los cuales puede haber

reacción de las especies y se estudió el efecto que pueden tener en la difusión a nivel celular. Esto

trae como resultado modelos que se apegan más a la realidad. Teniendo estos modelos se calculan

los coeficientes de difusividad efectiva para cada especie química estudiada. Aunado a ello, se

llevan a cabo análisis paramétricos para definir qué parámetros son los que tienen mayor efecto en

los coeficientes de difusión. Estos modelos son validados reproduciendo con un error < 1% los

resultados de las simulaciones numéricas a escala microscópica. Por este motivo es que se puede

considerar como punto de partida para el modelado matemático de las escalas superiores como las

descritas en este trabajo.



2. Abstract

The growing demand of the biotechnology industry to generate sustainable, environmentally

friendly and ecological products has led to the development of alternatives to the use of chemical

products, an example of these alternatives are biosurfactants; such is the case of sophorolipids. They

have become attractive microbial products due to their advantages over synthetic surfactants in terms

of environmental sustainability, biodegradability, global public health and the use of agro-waste

for their production. Moreover, they are mostly produced by non-pathogenic yeast Starmerella

bombicola. Therefore, the interest to understand the processes that occur during the production of

this biosurfactant and to have predictive models that simulate the transport phenomena in these

systems. For this reason, in this work mathematical models are develop in order to describe the

diffusion transport of sophorolipids and O2 from the cellular scale. In this paper, some modifications

are made to the volumetric averaging method, which is a classical technique that derives effective

medium equations from transport equations at the microscopic scale. From this modified method,

two average mathematical models are derived that describe the accumulation, diffusion and reaction

for this scale. In addition, compared to other works, the transport of sophorolipids and O2 is also

studied considering the cell as a non-continuous system. In other words, the organelles inside the

cell in which the species may react were taken into account as well as the effect they may have

on diffusion at the cellular level. This results in models that describe transport phenomena in a
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more accurate way. Using these models, the effective diffusivity coefficients are calculated for each

chemical species under study. Furthermore, parametric analyses are carried out to identify which

parameters have a major effect on the diffusion coefficients. Thus, they can be considered as a

starting point for the mathematical modeling of larger scales such as those described in this work.



3. Introducción

La búsqueda de alternativas sustentables ha ganado importancia los últimos años, por lo tanto se

ha buscado sustituir la elaboración y el uso de surfactantes sintéticos por biosurfactantes (Marchant

y Banat, 2012). Este tipo de biosurfactantes son una fuente alternativa al uso de tensoactivos

convencionales cuyo uso común a lo largo de los años ha traído daños notables al medio ambiente.

Este interés se ve respaldado por las numerosas aplicaciones exitosas de los biosurfactantes que

se han investigado en los últimos años, ya que presentan actividades específicas propias que

encuentran su uso en diferentes sectores industriales. Las propiedades de los biosurfactantes llegan

a ser superiores que los surfactantes sintéticos, reducen la tensión superficial de los líquidos, lo que

les confiere un potencial como detergente, agente emulsionante, agente de solubilización y agente

de dispersión de fases. También se consideran productos menos tóxicos y más biodegradables

y pueden obtenerse de fuentes sostenibles (Marchant y Banat, 2012; Banat y col., 2021). Estas

ventajas se ven fortalecidas con el método de producción mediante la fermentación en medio sólido

con el uso de residuos agroindustriales (Jiménez-Peñalever, 2017), por estos motivos, promover su

producción es de gran interés, ya que pueden sustitur a sus análogos químicos.

Los sistemas en los que se producen los biosurfactantes son de naturaleza jerárquica, es decir,

que los procesos que ocurren a un determinado nivel de escala están determinados por lo que ocurre

en niveles de escala inferiores (Valdés-Parada, 2021). En este proyecto de maestría se desarrollan
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modelos matemáticos deterministas para la transferencia de masa en los niveles de menor escala

que componen al sistema. El propósito de este trabajo es modelar los procesos de transporte de

masa a nivel celular, en particular de soforolípidos y el consumo de O2, asociados con la producción

de biosurfactantes a través de una fermentación en medio sólido por la levadura S. bombicola

ATCC22214, la cuál forma una biopelícula sobre el soporte sólido que en este caso es aserrín. Los

modelos matemáticos se desarrollaron a partir de las ecuaciones que gobiernan la transferencia de

masa a escala microscópica y describen el transporte difusivo de estas dos especies químicas. Es de

interés estudiar a los soforolípidos debido a las características y ventajas que se han mencionado

frente a sus análogos sintéticos. La segunda especie química se eligió ya que experimentalmente se

cuenta con mediciones de O2 y CO2, siendo estos perfiles muy similares, por lo tanto, basta con

modelar uno de estos dos gases presentes. Otro motivo para estudiar esta especie es que para su

medición experimental, no es necesario destruir la muestra, ya que son medidas que se hacen en

linea y en tiempo real. A diferencia de otros trabajos, en este se tomó en cuenta una estructura mas

complicada de la célula, representando los organelos con geometrías sencillas. Esto con el fin de

estudiar estructuras mas realistas y posteriormente medir el efecto que tiene esta consideración

sobre el transporte difusivo. Es importante describir el transporte por difusión a esta escala para

posteriormente, a partir del promediado de estas ecuaciones y escalamiento, poder llevarlas a

un nivel de escala mayor como un biorreactor. Estos modelos permiten simular el transporte de

masa de las especies estudiadas a través de la biopelícula y permiten predecir los coeficientes de

difusión para cada especie partiendo de la solución de los problemas de cerradura. El desarrollo

de estos modelos matemáticos es una aportación relevante para el trabajo experimental ya que se

hacen estimaciones de los perfiles de transferencia de masa en biopelículas. Estos modelos son

eficientes herramientas para estudiar los fenómenos en las biopelículas e impactan en el diseño,

control y optimización de estos sistemas a diferentes niveles de escala del sistema experimental

(on Biofilm Modeling, 2006). También, a partir de un modelo ya propuesto por Whitaker (1999b),

se estudió el efecto de la geometría del soporte que se utiliza en la fermentación en medio sólido a

nivel intrafibras. Esto con el fin de dar diferentes perfiles dependiendo de la porosidad del material

que se utilice como soporte.

El documento está organizado como sigue, primeramente se presenta una revisión crítica de la

bibliografía ahondando en las características del microorganismo que se utiliza y los biosurfactantes.

Además se definen a los soforolípidos y se describen sus usos y aplicaciones en la industria.
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También, se presta especial atención a trabajos previos dedicados específicamente a la producción

experimental a nivel laboratorio de soforolípidos. Más aún, en la producción de soforolípidos

por medio de la fermentación en medio sólido. Estos trabajos sirven como antecedentes directos

de la investigación actual. También se ahonda en la revisión de artículos donde se elaboran

modelos matemáticos en sistemas biológicos, biorreactores de fermentación en medio sólido,

para la producción de biosurfactantes y medición del O2. Con esta información se busca deducir

un modelo propio que describa a diferentes escalas los procesos de transferencia de O2 y de

soforolípidos.

Posterior a la revisión bibliográfica, se presenta una descripción de los niveles de escala del

sistema a estudiar, así como la justificación del trabajo. Más adelante se propone una hipótesis para

este trabajo, junto con los objetivos (general y particulares) que se plantean llevar a cabo. Cada

objetivo está enfocado a un nivel de escala específico del sistema. Más adelante, en la sección

de metodología, se explica a detalle la estrategia de modelado para cumplir con cada uno de los

objetivos particulares del trabajo. En el siguiente capítulo se presentan los resultados, es decir los

modelos de medio efectivo que se dedujeron para las especies químicas estudiadas, su solución y el

método para validar estos modelos. Posteriormente, se presentan las conclusiones y prospectivas

correspondientes seguido de las referencias bibliográficas. Por último se incluye un anexo donde se

detallan los pasos para resolver los modelos en el programa Comsol Multiphysics.





4. Revisión bibliográfica

La manufactura de surfactantes químicos ha traído efectos negativos al ambiente, ya que la

mayoría de materias primas utilizadas para su elaboración son recursos no renovables y derivados de

petróleo, estos últimos presentan altos índices de ecotoxicidad y bajos índices de biodegradabilidad

(Singh y col., 2018). Es por esto que se implementa el uso de surfactantes de base biológica, los

cuales se derivan en su totalidad o en una parte significativa de productos biológicos o materiales

agrícolas domésticos renovables (incluyendo materiales vegetales, animales y marinos) o materiales

forestales. Sin embargo, este tipo de surfactantes se producen en gran medida mediante reacciones

químicas tradicionales como los surfactantes sintéticos, consumiendo energía (calor y electricidad)

generada por fuentes de hidrocarburos. Una alternativa sustentable ha sido el desarrollo y uso de

la biotecnología para la producción de biosurfactante, los cuales son de origen biológico ya que

provienen de microorganismos que los producen a partir de una fermentación utilizando medios

sostenibles y no químicos. De esta manera se busca atenuar los efectos negativos del uso de los

surfactantes sintéticos (Solutions, 2022; Banat y col., 2021).

4.1 Características de los biosurfactantes

Los biosurfactantes son moléculas que se obtienen a partir de microorganismos, como bacterias,

hongos y levaduras, los cuales se producen en su mayoría como metabolitos secundarios, que



4.2 Usos de los biosurfactantes 22

permanecen adheridos a la superficie de la célula microbiana o son secretados fuera de las células

(Jahan y col., 2020). Los microorganismos y sus productos metabólicos, tienen la propiedad de

disminuir la tensión superficial e interfacial del agua y otros fluidos (Clercq y col., 2021). La

única diferencia entre la tensión interfacial y la tensión superficial es la interfaz líquido-líquido

(interfacial) en lugar de la interfaz líquido-aire (superficial).

Los biosurfactantes se caracterizan por ser moléculas anfipáticas, es decir, que presentan una

parte hidrófoba y otra hidrófila. Son un grupo estructuralmente diverso de moléculas tensoactivas,

que presentan en general menor toxicidad y mayor biodegradabilidad que los surfactantes sintéticos

(de la Rosa y col., 2013). La parte hidrófila (la cabeza) suele consistir en un péptido, aminoácido,

monosacárido, disacárido o polisacárido, mientras que la cola hidrófoba suele ser un ácido graso

lineal, ramificado, saturado, insaturado o hidroxilado (Drakontis y Amin, 2020; Shekhar y col.,

2014). Los biosurfactantes microbianos se clasifican en dos categorías: compuestos de bajo peso

molecular (LMW por sus siglas en inglés), como son glicolípidos, fosfolípidos y lipopéptidos;

y compuestos poliméricos de alto peso molecular (HMW por sus siglas en inglés), por ejemplo,

polisacáridos, proteínas o formas combinadas de lipoproteínas o lipopolisacáridos (Jahan y col.,

2020).

4.2 Usos de los biosurfactantes

Los biosurfactantes son utilizados en diferentes sectores, algunos ejemplos son el sector de

cuidado e higiene personal por sus propiedades emulsificantes; el de limpieza como los detergentes

para la ropa, donde se utilizan en lugar de los tensoactivos de síntesis química, en la agricultura

para mejorar la solubilidad aparente de los contaminantes químicos, entre otros (Fakruddin, 2012;

Drakontis y Amin, 2020). En el campo de la medicina, se ha reportado que los biosurfactantes

presentan una actividad antimicrobiana y antiviral, mientras que en la industria alimentaria se

utilizan en la formulación debido a su capacidad para reducir la tensión superficial y estabilizar las

emulsiones (Santos y col., 2016; Drakontis y Amin, 2020). También son utilizados para el transporte

y extracción de petróleo crudo, en la limpieza de tanques de almacenamiento, para el tratamiento

de residuos de petróleo y como agentes demulsificantes y anticorrosivos, entre otros usos (Almeida

y col., 2016; Drakontis y Amin, 2020). Las propiedades de los biosurfactantes como disminuir la

tensión superficial, interfacial y aumentar la solubilidad llegan a ser superiores que los surfactantes

sintéticos; por lo que promover su producción es de gran interés, ya que una formulación final
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puede tener el mismo efecto pero usando una cantidad muy pequeña de biosurfactante. Estas

características, combinadas con su baja toxicidad hacen que los biosurfactantes sean potencialmente

más atractivos que los surfactantes sintéticos (Jahan y col., 2020). Además, su biodegradabilidad,

biocompatibilidad, especificidad y la amplia variedad de estructuras químicas disponibles son una

ventaja para el medio ambiente. Es por esto que se busca la manera de poder competir con las

fórmulas sintéticas comerciales mediante la producción de biosurfactantes. (López, 2009).

4.3 Crecimiento a futuro de los biosurfactantes

Se prevé que el mercado de biosurfactantes alcance los 6,500 millones de dólares en 2027,con

una tasa de crecimiento superior al 6%. Siendo los glicolípidos uno de los principales contribu-

yentes, con un CGAR (tasa de crecimiento anual compuesta por sus siglas en ingles) previsto del

5.7% (https://www.marketsandmarkets.com). Además, el reciente aumento de los métodos

avanzados de ingeniería genética y la actual pandemia, han impulsado la investigación para la

producción a escala industrial, ampliación y purificación de nuevos soforolípidos y el desarrollo

de formulaciones innovadoras y sostenibles para aplicaciones más amplias. (Qazi y col., 2022).

Sin embargo, el mercado de los soforolípidos aún no es tan explotado debido a los altos costes de

producción, especialmente en lo que respecta a los procesos de producción en comparación con

surfactantes sintéticos o de base biológica (Qazi y col., 2022; Banat y col., 2021). Un ejemplo son

los pretratamientos que se aplican a los sustratos o las técnicas de extracción y purificación posterior

a la obtención de los biosurfactantes ya que usualmente se obtienen de residuos agroindustriales

(Banat y col., 2021; Celligoi y col., 2020).

4.4 Starmerella bombicola

S. bombicola es una levadura aerobia facultativa, de un tamaño de 2-3.8×2.5-5µm de forma

ovoide a elipsoidal. Se considera uno de los mas importantes productores microbianos de biosurfac-

tantes, especificamente soforolípidos (Graeve y col., 2018). Esta levadura fue aislada de muestras

de néctar de flores silvestres en 1959 y de miel de abejorros (1964-1967) por Spencer y col. (1970).

Utiliza para su crecimiento, fuentes de carbono hidrofóbicas, como ácidos grasos, alcoholes grasos,

alcanos, ésteres de ácidos grasos o de etilo y aceites vegetales y animales. Se reconoce como

una especie bien caracterizada, de la que no se sabe que cause enfermedades en humanos adultos

sanos (Graeve y col., 2018). Esta levadura tiene relevancia en este trabajo, ya que este mismo se

https://www.marketsandmarkets.com
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respalda por la investigación y resultados experimentales realizados por Pedraza y col. (2022),

donde utilizaron como microorganismo productor al descrito en los parrafos anteriores.

4.5 Generalidades sobre soforolípidos

Los soforolípidos son un ejemplo de biosurfactantes del tipo de los glicolípidos. Están com-

puestos por el disacárido soforosa unido por un enlace glucosídico a través de un grupo hidroxilo

situado en la penúltima posición de un ácido graso de 18 carbonos. El ácido graso puede variar en

el grado de saturación, la posición de hidroxilación (terminal o sub-terminal) y la longitud de la

cadena, principalmente presenta 16 y 18 átomos de carbono (Bogaert y col., 2007; Ribeiro y col.,

2012). S. bombicola produce soforolípidos como metabolitos secundarios (Casas y col., 1997), es la

levadura más utilizada en la producción de soforolípidos debido a los altos rendimientos, logrando

obtener > 600 g L−1 a una tasa de productividad de > 4.5 g L−1h (Roelants y col., 2019) y a la

extensa aplicabilidad industrial (Ribeiro y col., 2012). Este tipo de biosurfactante se presenta como

una mezcla de formas lactónicas y acídicas y puede estar acetilado en las posiciones primarias

del hidroxilo de los azúcares de la soforosa (Daverey y col., 2010). Sin embargo también son

producidos por otros microorganismos como Torulopsis bombicola, T. petrophilum and T. apicola

(Sayyed y col., 2021).

Hay varias hipótesis sobre el rol natural de los soforolípidos, por lo tanto, Clercq y col. (2021)

las estudiaron detalladamente y pudieron comprobar algunas de estas en su trabajo. Se confirmó

que los soforolípidos producidos por S. bombicola poseen actividad antimicrobiana, en específico

los soforolípidos lactónicos. Estos se encuentran en mayor cantidad de forma extracelular, por lo

tanto favorecen al microorganismo frente a otros competidores. También son utilizados como una

reserva de fuente de carbono y promueven el crecimiento en algunos sustratos hidrofóbicos por un

posible efecto de solubilización. Además, los soforolípidos producidos por este microorganismo

han llamado la atención de la industria debido a sus excelentes propiedades de reducción de tensión

superficial y la tensión interfacial aceite/agua, también por su perfil ecológico y su alta productividad

volumétrica de hasta 0.9 g/Lh con una pureza del 97% (Bogaert y col., 2010; Roelants y col., 2015).

Los soforolípidos solo son sintetizados en la última fase de crecimiento de la levadura, cuando

la concentración de biomasa en el cultivo ha alcanzado el nivel estacionario, esto pasa cuando se

consume por completo la fuente de nitrógeno (Casas y col., 1997). La biosíntesis de lípidos se

desencadena por el agotamiento de algunos nutrientes en el medio de cultivo ante el exceso de
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carbono: principalmente la limitación de nitrógeno (Jezierska y col., 2020). Las fuentes de nitrógeno

orgánicas tienen un efecto más favorable en la producción de biomasa que las fuentes inorgánicas.

Las fuentes de nitrógeno orgánico son más adecuadas para el crecimiento de células de levadura

y la producción de soforolípidos lactónicos. En comparación, el crecimiento celular disminuye y

los soforolípidos ácidos se generan principalmente con fuentes de nitrógeno inorgánico como el

sulfato de amonio, obteniendo hasta 15 diferentes moléculas de soforolípidos ácidos y solo 4 del

tipo lactónico. (Ma y col., 2011).

Los soforolípidos se pueden sintetizar a partir de una sola fuente de carbono como glucosa

(síntesis de novo); sin embargo, se obtienen mayores rendimientos de biosurfactantes cuando se

añade una segunda fuente de carbono hidrofóbica como diferentes tipos de aceite vegetal (soja,

maíz, girasol) (Bogaert y col., 2010).

4.6 Uso de los soforolípidos

Se ha comprobado que las propiedades surfactantes de los soforolípidos son ideales para varias

aplicaciones ya que presentan excelentes propiedades de reducción de la tensión superficial e

interfacial. Lo anterior los hacen ideales para ser utilizados en formulaciones de productos de

limpieza o cosméticos (Jiménez-Peñalever, 2017). Debido a la formación de enlaces iónicos o

micelas, mejoran la desorción de metales pesados de sedimentos del suelo. Esto a través de la

formación de complejos de la forma libre del metal que reside en la solución con la forma aniónica

de los soforolípidos; además en condiciones de tensión interfacial reducida, los soforolípidos en

contacto con los metales se acumulan en la interfaz sólido-solución (Kang y col., 2009; Qi y col.,

2018). También se han utilizado para aumentar la extracción de compuestos aromáticos insolubles

mediante la solubilización micelar y la movilización de dichos materiales a través de una reducción

de su tensión interfacial, aumentando la solubilidad aparente de los hidrocarburos en el agua.

Por lo tanto, estos biosurfactantes son útiles para la biodegradación de suelos contaminados con

hidrocarburos de baja solubilidad y para mejorar la tasa de biodegradación de los hidrocarburos

del petróleo en un suelo contaminado (Celligoi y col., 2020). Recientemente, se ha reportado que

los soforolípidos y sus derivados disminuyen la gravedad del asma en un modelo in vivo y ha

demostrado efectos positivos para eliminar células cancerígenas del páncreas (Fu y col., 2008). El

uso de biosurfactantes como alternativa ecológica, combinada con la creciente concientización

sobre la sustentabilidad, apoya claramente el potencial de mercado de los biosurfactantes (Van-
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Renterghem y col., 2019). De hecho, diversas empresas como Evonik Degussa, DSM, Cargill, y

Croda han invertido en investigación y producción ya que se ha visto un aumento en la aplicación

de estas moléculas en la última década (Roelants y col., 2019). Recientemente se ha estudiado

la propiedad antimicrobiana y virucida de los soforolípidos para tratar el COVID-19, ya que

debido a la presencia de los grupos acetil, les otorga hidofilia a los soforolípidos causando una

perturbación sobre la membrana viral como la mayoría de los detergentes hacen (Borsanyiova

y col., 2015; Daverey y col., 2021). Actúan incrementando la solubilización de la envoltura del

virus, degradando así los componentes de éste e inhibiendo la interacción del virus, la inhibición de

citoquinas y la activación de genes antiapoptóticos (Daverey y col., 2021). Estos biosurfactantes

tienen numerosas propiedades que los hacen superiores a los tensioactivos sintéticos, incluyendo

estabilidad en un amplio rango de pHs, temperaturas y salinidad, baja formación de espuma y

propiedades detergentes, el sinergismo entre las formas ácidas y lactónicas aumenta la actividad

tensoactiva, todo esto sumado a la amplia gama de aplicaciones que se ha mencionado en párrafos

anteriores.

4.7 Fermentación en estado sólido (FES)

Es un proceso heterogéneo donde hay una fase sólida, líquida y gaseosa y los microorganismos

crecen generalmente en la superficie del material sólido, que se utiliza como soporte, y que puede

o no tener nutrientes (Banat y col., 2021). La fermentación en estado sólido se está convirtiendo

en una estrategia prometedora para la producción de biosurfactantes, especialmente para superar

el problema de la producción de espuma y viscosidad que se produce en las fermentaciones en

medio líquido o sumergidas (FmL) y que complican el proceso. También, ha demostrado ser eficaz

para la producción de varios compuestos con rendimientos superiores a los obtenidos en la FmL.

En el caso de los soforolípidos llegaron a obtener un rendimiento superior, entre 2.5 a 3.5 veces

más utilizando el mismo sustrato (Jiménez-Peñalever, 2017; Singh y col., 2018). Otras ventajas

de la FES es que se mejora la transferencia de O2 sin producción de espuma, mitigando el riesgo

de contaminación y reduciendo la cantidad de impurezas (Jiménez-Peñalever, 2017). Además, la

fase gaseosa provee oxígeno a los microorganismos y a su vez elimina el CO2. La baja cantidad de

agua o su ausencia en la FES comparando con la FmL, trae beneficios como la reducción en los

costos de operación; ya que utiliza un volumen menor de agua, el tamaño del biorreactor también

se puede reducir. Aunado a esto, también hay una reducción de los requisitos de energía para la
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agitación y la esterilización y producen menos aguas residuales (Pandey, 2003).

El costo del medio se puede reducir en los procesos de fermentación en estado sólido al

utilizar residuos agroindustriales como son las melazas, ya que contienen azucares, nitrógeno

y minerales, cubriendo las necesidades nutrimentales del microorganismo (Sadh y col., 2018).

Relacionado con lo anterior, se hace uso de residuos agroindustriales y subproductos de la industria

de extracción de petróleo como medio de cultivo o como soporte en la FES, (Drakontis y Amin,

2020) economizando el proceso. Sin embargo, una desventaja es que esta fermentación, se limita

a cierto tipo de microorganismos debido al bajo porcentaje de humedad en el sistema, siendo

las levaduras y los hongos buenos candidatos para ésta dado que son organismos pluricelulares

que crecen a una baja actividad de agua, (los hongos y las levaduras tienen unas necesidades de

actividad del agua de entre 0.5 y 0.6 y las bacterias de entre 0.8 y 0.9) (Banat y col., 2021). El

contenido de humedad es, la cantidad de agua que hay en un producto. Influye en las propiedades

físicas de una sustancia, como el peso, la densidad, la viscosidad y la conductividad, entre otras.

Generalmente se determina por la pérdida de peso al secarse. La actividad del agua, aW , es una

medida de la cantidad de agua libre, y por tanto disponible para que los microorganismos la utilicen

para su crecimiento.

Las propiedades físicas del medio también son esenciales en la FES para proporcionar un

entorno adecuado para el crecimiento microbiano y la producción de metabolitos tales como el

tamaño y forma de partícula, la porosidad, y la transferencia de masa y energía del soporte. Se

utiliza un soporte sólido que mantiene las propiedades físicas favorables para que se produzca una

adecuada transferencia de masa y de calor, permitiendo, por ejemplo, que el tiempo de residencia

de la fase gaseosa permita mantener niveles de O2 aceptables mientras es consumido por el

microorganismo. También hay factores que son críticos en el proceso de SSF, como medir el pH, lo

cual se dificulta en este tipo de fermentación debido a la ausencia de agua libre. Por lo tanto solo

se regula utilizando sales de amonio, urea, HCl, etc, La temperatura es de suma importancia, ya

que en un medio sólido hay baja conductividad térmica, por lo tanto el calor se va a acumular en

el medio. Como consecuencia, se van a ocasionar gradientes térmicos que afectan el crecimiento

óptimo del microorganismo y por lo tanto la producción del biosurfactante (Banat y col., 2021;

Pandey, 2003). Para mantener la temperatura lo más cercana a la óptima para los microorganismos,

se suministra aireación; sin embargo, también se debe tener precaución y contar con un control en

las tasas de aireación ya que esto va a afectar el contenido de agua en la fase sólida.
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Otro factor determinante es el contenido de humedad, el cual tiene variaciones en el proceso,

al verse afectado por el calor metabólico va a repercutir en el crecimiento del microorganismo y

en la producción de metabolitos. Un alto nivel de humedad compacta el sustrato sólido, provoca

disminución de la porosidad ya que el agua satura los poros, reduce la transferencia de O2, hay un

mayor riesgo de contaminación bacteriana, mayor formación de micelio aéreo y reducción del flujo

de gas. Por lo tanto, la humedad óptima en la FES se encuentra entre 30%−50% (Lonsane y col.,

1985; Jiménez-Peñalver y col., 2016).

La composición del medio de cultivo y sus propiedades físicas se deben considerar ya que

al utilizar subproductos industriales, estos ya tienen una composición que provee nutrientes al

microorganismo que es variable de lote a lote, y es importante garantizar una composición estándar.

Por lo tanto, se debe adecuar para optimizar y cumplir con los requerimientos del microorganismo

(Banat y col., 2021). Jiménez-Peñalever (2017) en su investigación, demostró también que en

la fermentación en medio sólido el suministro de oxígeno, el uso de grasas como sustratos la

esterilización del inóculo y la implementación de un mezclado intermitente en el biorreactor,

aumentan la actividad biológica y por lo tanto la producción de biosurfactantes.

La mayor parte de la investigación para este tipo de fermentación se ha hecho a escala de labo-

ratorio, ya que los gradientes de calor, agua y gas presentes, se incrementan conforme se aumenta

la escala de producción (Jiménez-Peñalever, 2017). Para tratar este problema a nivel industrial

se utilizan dos mecanismos: enfriamiento con evaporación de agua y agitación, encareciendo el

proceso. Otros problemas que se presentan al escalar el proceso es la recuperación del producto

de manera que sea amigable con el ambiente, debido a la necesidad actual del uso de solventes

(Parekh y Pandit, 2012), por lo que es necesario proponer otros métodos que a la vez economicen

el proceso de recuperación.

La principal razón de la falta de biorreactores de fermentación en medio sólido a escala industrial

es la ausencia de modelos matemáticos eficientes que respalden los diseños de los biorreactores y el

sistema de control automatizado que podría representar y superar con éxito la heterogeneidad con

respecto a las transferencias de calor y masa (Arora y col., 2018; Banat y col., 2021). Estos modelos

deben describir los fenómenos de transporte dentro del lecho de sustrato y los intercambios de

masa y energía entre el lecho y los demás subsistemas del biorreactor. También deben describir la

cinética del crecimiento microbiano, y cómo éste se ve afectado por las condiciones ambientales

(Mitchell y col., 2003). Todos estos elementos en los modelos son necesarios para optimizar el
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funcionamiento de los biorreactores. Además, pueden proporcionar información sobre los diversos

fenómenos dentro del sistema de fermentación para controlar el rendimiento general del proceso.

4.8 Modelado matemático

Los modelos matemáticos se han considerado el lenguaje en el que las teorías científicas

se plantean, estas son traducidas a lenguaje matemático y dependiendo de su complejidad se

complementan con el uso de ordenador y simulaciones. Los modelos matemáticos se pueden

clasificar en empíricos y mecanicistas. Estos últimos, se centran en la cuestión de cómo un proceso

global como el crecimiento, puede verse limitado por acontecimientos que ocurren a nivel de

partículas individuales, y se utilizan para representar el crecimiento microbiano y sus procesos

bioquímicos. Sin embargo, cuando se desconoce el mecanismo que gobierna el proceso, se utilizan

empíricamente funciones matemáticas y la idoneidad del modelo se evalúa a partir de su capacidad

para ajustarse a los datos experimentales basándose en criterios estadísticos (Moussa y col., 2010).

La mayoría de los modelos actuales de biorreactores son modelos cinéticos empíricos, ya que la

heterogeneidad dentro de muchos biorreactores significa que el submodelo de equilibrio/transporte

ya es bastante complejo (Mitchell y col., 2004). Otra forma de clasificar el modelado de bioprocesos,

es de acuerdo al conocimiento previo del proceso y de acuerdo con la cantidad de información

adicional que brindan sobre el fenómeno. Se clasifican en fenomenológicos o de caja blanca: Sus

principios de formulación son la ley de conservación y la ley de causalidad (ley de gradiente).

Empíricos o de caja negra como ya se mencionó en parrafos anteriores y la combinación de

fenomenológicos y empíricos o de caja gris. Dependiendo de la información adicional que brinden

se agrupan en explicativos, descriptivos y puramente predictivos (Ortega y col., 2017). Cada modelo

matemático debe implicar hacer suposiciones, esto va a otorgarle simplicidad. Sin embargo, debe

de mantener cierto nivel de complejidad el cual es otorgado por las consideraciones que se hagan

sobre el modelo, como qué procesos incluir o cuáles se pueden simplificar (Amani, 2018), con el

fin de que al resolverlo, los resultados se asemejen a los experimentales.

4.8.1 Modelado matemático y transferencia de masa en la producción de biosurfac-

tantes

Dado que las materias primas en cualquier proceso contribuyen hasta el 75% del costo total

de producción, utilizando sustratos mas económicos o provenientes de desechos agroindustriales
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se pueden disminuir estos costos. Daverey y Pakshirajan (2009) utilizaron un medio fermentativo

de bajo costo compuesto por melaza de caña y aceite de soya. Ajustaron algunos modelos ciné-

ticos existentes en la literatura los cuales son esencialmente modelos logísticos no estructurados

propuestos originalmente por Mercier y col. (1992) para describir la cinética del crecimiento de

la biomasa, el consumo de sustrato y la acumulación de productos. Así optimizaron el efecto de

diversas variables físicas y químicas que influyen en la producción de soforolípidos, utilizando la

técnica de diseño experimental y un arreglo ortogonal. Se demostró que la agitación tiene un mayor

efecto sobre la producción de soforolípidos que la concentración de sustratos, la edad del inóculo y

la temperatura. Una vez optimizados los modelos, se modeló el tiempo de producción de soforolí-

pidos, crecimiento de biomasa y consumo de sustratos con el objetivo de estimar las constantes

biocinéticas en el proceso. Los parámetros cinéticos estimados a partir de estos modelos sugirieron

que el medio convencional que contiene glucosa podía sustituirse por el medio fermentativo de bajo

coste ya que se obtuvieron mayores rendimientos de producción.

Moussa y col. (2010) ajustaron un modelo logístico a datos experimentales para estimar el

crecimiento de biomasa, la producción de biosurfactante y el consumo de sustrato a partir del

crecimiento del microorganismo Nocardia amarea, utilizando como fuente de carbono el aceite

de oliva en una fermentación sumergida. Con este modelo se describió la tasa de cambio en el

crecimiento de biomasa considerando la fase exponencial y estacionaria. En el caso del rendimiento

de producto se incluyó el coeficiente de mantenimiento (ke) que tiene en cuenta el consumo

de sustrato para el sustento y la viabilidad de la célula y otras actividades celulares como la

asimilación, la producción de enzimas, la movilidad, etc. Ya que la formación de producto, en

este caso biosurfactante está relacionada con el crecimiento de los microorganismos según la

clasficiación de Gaden, se consideraron dos coeficientes: α y β , que representan al coeficiente de

formación de biosurfactantes y el coeficiente de correlación de no crecimiento, respectivamente. La

precisión del modelo matemático se evaluó comparando las soluciones analíticas ajustadas con los

datos medidos; el modelo dio una representación satisfactoria del crecimiento de la biomasa.

Rodrigues y col. (2006) llevaron a cabo el estudio de la capacidad de producción de biosurfac-

tantes de cuatro cepas de Lactobacillus. Al igual que con la levadura Starmerella bombicola, la

producción de biosurfactantes con este microorganismo puede producirse o estimularse en condi-

ciones de crecimiento limitadas. Se modelaron los tiempos de consumo de la glucosa, producción

de biomasa y de biosurfactante basándose en un modelo logístico propuesto anteriormente por
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(Mercier y col., 1992) ya que describe con fidelidad el crecimiento de la biomasa, el consumo de

substrato y el patrón cinético de acumulación de productos. Para las cuatro cepas de Lactobacillus,

se encontró que los modelos eran adecuados para describir la respuesta de los experimentos relativos

al consumo de glucosa, el crecimiento celular y la producción de biosurfactantes. Los modelos

se validaron comparando los valores observados y los predichos, y se encontró una desviación de

aproximadamente el 5%. El procedimiento de modelado permitió una mejor caracterización de

la producción de biosurfactantes entre las diferentes cepas estudiadas mediante la determinación

de los parámetros de fermentación pudiendo elegir de entre las cuatro cepas la que dio mayor

producción.

Alcon y col. (2004) desarrollaron un método cuantitativo mediante citometría de flujo para

medir la cantidad de ácidos nucleicos, proteínas y lípidos en el compuesto intracelular de la levadura

S. bombicola. Se realizaron mediciones por medio de este método de los compuestos intracelulares

mencionados. Estas mediciones adquiridas durante el crecimiento de S. bombicola, se emplearon

para el desarrollo de una cinética de crecimiento estructurada. Se estableció que la biomasa formada

es la suma de estos tres compuestos intracelulares. Para el desarrollo del modelo, se implementó

un esquema de reacciones simplificadas de acuerdo con los datos experimentales de las tasas

de producción de los compuestos intracelulares. Una vez establecidas las 3 tasas de reacción,

se propusieron 3 ecuaciones cinéticas respectivamente y una mas para el consumo de glucosa,

teniendo en cuenta que la producción de los compuestos son dependientes del tiempo y las tasas de

producción están en función del consumo de nitrógeno y concentración de biomasa. El modelo de

la cinética de crecimiento fue ajustado con datos experimentales utilizando un método no lineal

utilizando el algoritmo de Marquardt y se hizo la integración de las ecuacionespara posteriormente

resolverlas utilizando el método numérico de cuarto orden de Runga-Kutta. Este modelo describe

que la biomasa está formada por los 3 compuestos intracelulares, ajustandose con un error < 4% a

los datos experimentales.

Jiménez-Peñalever (2017) estudió y optimizó la producción de soforolípidos a partir de fermen-

tación en medio sólido mediante la optimización de la tasa de aireación y la relación de sustratos.

Se obtuvo una ecuación polinomial que describe el rendimiento de soforolípidos y está en función

de los dos parámetros optimizados. Este modelo cuadrático demostró que el aumento de la tasa de

aireación y de la proporción de sustratos tuvo un efecto positivo en el rendimiento de soforolípidos.

Lo que sugirió que las grasas utilizadas como sustratos y el suministro de oxígeno son clave para la
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producción de soforolípidos.

4.8.2 Importancia y transferencia de masa del O2 en la producción de biosurfactantes

Como ya se mencionó, la mayor parte de los estudios de la producción de biosurfactantes

se han hecho a nivel laboratorio, por esto, hay una falta de conocimientos sobre la producción

de biosurfactantes a una escala mayor. Una de las demandas más fundamentales de la industria

es el desarrollo de estrategias de control para mantener el proceso en condiciones óptimas, lo

que puede aumentar significativamente la productividad. El objetivo de diversos investigadores

ha sido encontrar las condiciones óptimas de producción para aumentar el rendimiento de bio-

urfactantes, en este caso soforolípidos y disminuir los costos de operación. La producción de

biosurfactantes microbianos requiere el desarrollo de biorreactores que permitan un suministro

suficiente de oxígeno y en caso de ser una fermentación en estado líquido se necesita un control de

la espuma que se produce. Optimizar el proceso de producción de biosurfactantes implica entender

la influencia de las condiciones hidrodinámicas en el biorreactor (Fahim y col., 2013). En los

bioprocesos aerobios, el oxígeno en un sutrato clave, ya que es un nutriente importante que utilizan

los microorganismos para crecer, el mantenimiento y la producción de metabolitos. Por lo tanto, la

escasez de esta especie química afecta al rendimiento del proceso (Garcia-Ochoa y Gomez, 2009).

La transferencia de oxígeno suele ser el paso limitante en los bioprocesos aerobios debido a la baja

solubilidad de esta molécula en el medio. Por lo tanto, una correcta medición y/o predicción del

coeficiente de transferencia de masa volumétrica, (KLa) gas-líquido, es un paso crucial en el diseño,

funcionamiento y escalado de los biorreactores. La determinación de KLa en los biorreactores es

esencial para establecer la eficiencia de la aireación y cuantificar los efectos de las variables de

operación en el suministro de oxígeno disuelto (Garcia-Ochoa y Gomez, 2009). Las células de las

levaduras son muy sensibles a la limitación de oxígeno durante su crecimiento exponencial, por esto

es importante contar con las condiciones óptimas de aireación para obtener el mayor rendimiento

en la producción del metabolito de interés (Bogaert y col., 2007). Fahim y col. (2013) estudiaron el

efecto del coeficiente KLa en el funcionamiento de un biorreactor de lecho fluidizado inverso de 3

fases (TPIFB) para la producción de biosurfactante a partir de la inmovilización de Bacillus subtilis.

Resaltaron la influencia de los principales parámetros sobre el KLa como la tensión superficial del

medio, la velocidad del gas (UG) la velocidad del fluído (UL), y la presencia de partículas sólidas

en el biorreactor y propusieron una ecuación monomial que correlacionara KLa en función de estos
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4 parámetros. Los valores experimentales y calculados de kLa con la correlación propuesta fueron

similares, (desviación media del 6.0%). Los resultados obtenidos confirmaron que el efecto de la

presencia de partículas sobre KLa era despreciable respecto a los demás parámetros. Además con

esta correlación se pudo estimar la evolución de KLa durante la producción del biosurfactante con

solo hacer medidas de la tensión superficial. El hecho de que dedujeran una ecuación adecuada

permitió medir todas las variaciones de KLa, en cualquier etapa de la fermentación real demostrando

que la tensión superficial era el parámetro que debía monitorearse para controlar con precisión el

proceso de fermentación.

La absorción de O2 en la biomasa microbiana en los sistemas de fermentación sólida ha recibido

especial atención ya que la transferencia de masa de O2 en los sistemas de crecimiento microbiano

aerobio suele ser un factor limitante para el óptimo crecimiento y productividad. Thibault y col.

(2000) utilizaron un modelo de difusión y reacción del O2 para comparar la tasa de transferencia

del O2 en la superficie de la interfase de la biopelícula y dentro de ella. En la FES, se utiliza

un lecho empacado de partículas de sustrato sólido húmedo para el crecimiento microbiano. Los

microorganismos crecen dentro o en la superficie de las partículas sólidas, que están rodeadas por

una fina película de líquido. Debido a la relativamente escasa cantidad de líquido en el entorno de

crecimiento, los microorganismos están en estrecho contacto con el oxígeno gaseoso que fluye en el

espacio vacío del lecho compacto. Por lo tanto, el coeficiente y las tasas de transferencia de masa de

oxígeno podrían ser mas elevadas en la FES que en la FmL. Por este motivo, utilizaron un çoeficiente

de conductividad de biopelícula análogo al KLa utilizado en la FmL: kFa. Ese coeficiente representa

la relación entre la difusividad del O2 disuelto dentro del biopelícula y el grosor de ésta. Esto es

necesario porque, a diferencia de la fermentación sumergida, en la fermentación sólida no hay una

fase líquida mezclada uniformemente al otro lado de la interfase gas-líquido y, por lo tanto, es la

difusión a través de la biopelícula el paso limitante en la transferencia de O2 y depende en gran

medida del espesor de la biopelícula.

Considerando la importancia del O2 en sistemas aerobios y la necesidad de producir biosurfac-

tantes a una escala mayor que la de laboratorio Amani (2018), describió métodos dinámicos para

obtener datos escalables de los fermentadores aeobios. Desarrolló el escalamiento de la producción

de los ramnolípidos en un reactor de 2.5L a 20L. basado en el coeficiente de transferencia de masa

KLa. Ya que conforme se escala un proceso, aumenta el costo y ocupa más tiempo determinar las

condiciones óptimas de operación el objetivo y la importancia de hacer una técnica de escalamiento
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es poder mantener las condiciones óptimas basadas en una escala menor. En este caso se deter-

minaron estas condiciones en un biorreactor de 2.5L, específicamente la velocidad de agitación y

la tasa de aireación. Finalmente, en condiciones óptimas, se midió el coeficiente volumétrico de

transferencia de masa de la fase líquida, KLa al cual se obtuvo el mayor rendimiento de producción

de biosurfactantes, mediante un método dinámico en el fermentador. Para el modelo se hacen

las siguientes suposiciones: en la reoxigenación el sistema está en un estado no estacionario y se

supone que el coeficiente KLa es constante respecto al tiempo (Kshirsagar y col., 2012; Amani,

2018). Una vez planteado el modelo, se calculó KLa y este valor se mantuvo constante para realizar

el escalamiento en un biorreactor de 20L. Encontraron los valores de la velocidad de agitación y

la tasa de aireación a los cuales se obtuvo el mismo valor de KLa de la escala anterior. Al tener

estas condiciones, se monitoreó el crecimiento de biomasa y producción de biosurfactante y se

observó una tendencia similar e incluso se obtuvo un mayor rendimiento en la producción de

ramnolípidos. De acuerdo con los resultados obtenidos, este método es una herramienta útil para

el éxito del escalado de la producción de biosurfactantes y, posteriormente, para la determinación

de las condiciones óptimas a gran escala constante manteniendo constante KLa, parámetro que

desempeña un papel importante en la realización del diseño, el escalado y la economía del proceso.

4.8.3 Modelado matemático en FES

Se han descrito varios modelos cinéticos en los sistemas de fermentación en estado sólido,

entre ellos el modelo lineal, el exponencial, el logístico y el de aceleración rápida-deceleración

lenta. Todos estos modelos son empíricos, es decir, son ecuaciones que se ajustan a los perfiles

de crecimiento experimentales mediante una regresión no lineal (Mitchell y col., 2004). Los

modelos matemáticos de los biorreactores FES suelen utilizar la ecuación logística, ya que da

una aproximación adecuada de toda la curva de crecimiento, incluyendo la fase de latencia y el

cese del crecimiento en las últimas etapas de la fermentación. Ninguno de los modelos cinéticos

mencionados incluyen el efecto de la concentración de nutrientes en el crecimiento. Para ello sería

necesario modelar los procesos de difusión intrapartícula, es decir, proponer modelos mecanicistas.

Mitchell y col. (2004) realizaron una revisión de los avances en el modelado de la cinética de

crecimiento microbiano y de los fenómenos intrapartícula en la fermentación en estado sólido. Des-

pués de esta revisión, notaron que podía ser difícil realizar estudios experimentales de crecimiento

para determinar las ecuaciones cinéticas y sus parámetros. Es por ello, que muchos de los estudios
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cinéticos realizados para determinar el modelo matemático se llevan a cabo en sistemas artificiales

que permiten la medición de la biomasa microbiana, o bien se llevan a cabo en el sistema real

pero utilizando mediciones indirectas del crecimiento. Sin embargo, estos dos tipos de mediciones

pueden presentar problemas: la cinética de crecimiento en sistemas artificiales puede no reflejar la

cinética en el sistema real, mientras que las mediciones indirectas pueden ser difíciles de interpretar.

Un ejemplo es el modelado de la cinética de muerte de los microorganismos en el biorreactor de

fermentación sólida. Este fenómeno es difícil de cuantificar experimentalmente, por lo que se buscó

describir empíricamente las curvas de crecimiento. Ikasari y col. (1999) definieron un coeficiente

de muerte de primer orden a partir del modelo de desaceleración (k). Este modelo se aplicó a

los perfiles de crecimiento obtenidos a diferentes temperaturas, obteniendo k como función de la

temperatura. Aunque se obtuvo un modelo empírico, se basó en consideraciones de procesos de

crecimiento a microescala que potencialmente podrían ser investigados en otros proyectos.

Se han propuesto una serie de modelos que, a diferencia de aquellos de muerte celular y cre-

cimiento que ofrecen descripciones empíricas de las curvas de crecimiento observadas, intentan

describir cómo el crecimiento puede verse afectado por otros elementos como la difusión intrapartí-

cula de O2, presencia de enzimas, productos de hidrólisis y otros nutrientes (Mitchell y col., 2004).

Rajagopalan y Modak (1995) desarrollaron un modelo compuesto por dos términos, el primero

describía la difusión de una enzima dentro del sustrato, en este caso almidón, y el segundo término

se obtuvo a partir del modelo de Michaelis-Menten para describir la hidrólisis del almidón a glucosa

una vez que la enzima se encontraba dentro de la partícula del sustrato. En sus consideraciones

tomaron en cuenta la difusión de O2 y dieron una estructura a la biomasa microbiana, tratándola co-

mo una biopelícula húmeda de densidad constante. Se propuso una segunda ecuación que describía

el proceso de difusión y consumo de la glucosa a través de la biopelícula y una tercera ecuación que

describía la difusión y reacción del O2 dentro de la biopelícula, donde se supuso que no cruzaba la

interfase gas-sólido. Este modelo se utilizó para demostrar que, para este sistema, la limitación de

O2 era un problema más grave para el microorganismo que la limitación de glucosa.

4.8.4 Modelado matemático de biopelículas

La formación y uso de biopelículas ha llevado a los ingenieros la necesidad de comprender

cómo se desarrollan los microorganismos en ella y cómo funciona. Se ha convertido en una

herramienta empleada a través de estrategias bioquímicas para producir resultados positivos y
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obtener su mayor provecho. Un entorno que es manipulado para la formación de biopelículas se

considera un biorreactor, el cual se rige por los principios fisicoquímicos y biológicos para su

ingeniería y funcionamiento (Eberl y Wade, 2020). El modelado matemático en las biopelículas es

una herramienta útil que se ha utilizado para mejorar estos dos aspectos, y permite comprender los

procesos que son difíciles de observar in situ o que empíricamente no se pueden probar. Los modelos

y sus simulaciones pueden utilizarse para la predicción cuantitativa, el control y la optimización de

los biorreactores. También pueden ser herramientas de ayuda para determinar variables físicas que

no se pueden medir directamente por la complejidad del sistema. Los procesos de transformación y

transporte son fundamentales para el desarrollo de modelos de biopelículas y dependen en gran

medida del conocimiento bioquímico del sistema. De hecho, en los últimos años se comenzó a

estudiar como un sistema viscoelástico que se deforma y no como un sistema rígido, forma en

la cual se consideró por muchos años (Horn y Lackner, 2014). Horn y Lackner (2014) hicieron

un estudio de los modelos tradicionales de biopelículas. En todos estos modelos se acoplan los

fenómenos de difusión y reacción, la dinámica poblacional y la estructura de la biopelícula, el

transporte de masa y el efecto de desprendimiento en la biopelícula, efecto que no siempre fue

considerado pese a ser de gran importancia.

Uno de los modelos más utilizados para este sistema es el de Gujer y Wanner (1989), que consta

de una ecuación diferencial que describe el balance de masa de cada componente que conforma

la biomasa. El resultado de los estudios de simulación del modelo se rige principalmente por la

cinética de las especies químicas implicadas. Los parámetros cinéticos del modelo son establecidos

a partir de otros trabajos experimentales disponibles que se han realizado. Estos resultados pueden

ser parcialmente predecibles ya que la mayoría de los procesos dinámicos tienen un comportamiento

lineal. Sin embargo, estos resultados se complican al considerar el efecto de desprendimiento en

la biopelícula. Debido a que se conocía muy poco sobre los mecanismos biológicos envueltos, se

hicieron suposiciones sobre este efecto, como un grosor constate de la biopelícula y se consideró el

esfuerzo de corte, el cual al aumentar, contribuye de forma significativa al desprendimiento de los

microorganismos.

El modelado en biopelículas es complicado debido a varios factores, ya que es un sistema

heterogéneo, existen gradientes de sustratos. Son sistemas dinámicos, es decir, se va desarrollando

con el tiempo. En la mayoría de los casos hay presentes múltiples especies microbianas y multisus-

tratos. Debido a esto, representa un reto formular y resolver numéricamente el modelo, Además,
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el resultado del modelo depende en gran medida de dónde se encuentran las diferentes especies

y en qué concentración (Horn y Lackner, 2014; Eberl y Wade, 2020). un modelo de biopelícula

que intente capturar toda la complejidad tendría que incluir: (i) Ecuaciones de balance de masas

para todos los procesos que ocurren para todos los componentes en todos las fases e interfases, (ii)

Ecuaciones de continuidad y momento para el fluido en todas las fases, (iii) Condiciones definidas

para todas las variables en todos los límites del sistema. La aplicación de un modelo de este tipo es

poco práctica, incluso imposible. Por ello, incluso los modelos de biopelículas más complejos que

existen en la actualidad contienen muchas suposiciones simplificadoras. La mayoría de los modelos

de biopelículas actuales sólo capturan una pequeña fracción de la complejidad total de un sistema

de biopelículas(on Biofilm Modeling, 2006),

Es por eso que Eberl y Wade (2020) en su estudio ofrecen una visión general del modelado

matemático que se utilizan habitualmente para construir una representación de biorreactores de

biopelícula, donde se hace notar que estos son estudiados como un sistema en conjunto. A diferencia

de los modelos deducidos anteriormente, estos autores consideraron por separado el biorreactor y

la biopelícula, ya que este último es un sistema heterogéneo donde se forman gradientes de sustrato.

Por lo tanto, consideraron necesario hacer un modelo para la biopelícula y después incorporarlo al

modelado del biorreactor. Para la biopelícula se consideró el modelo de Wanner-Gujjer para una

biopelícula nitrificante; siguiendo a dos especies distintas que crecen según la cinética de Monod,

se puede probar que solo la especie con menor requerimiento nutricional sobrevivía. Los procesos

clave del modelo de la biopelícula son el crecimiento bacteriano debido al consumo de sustrato, la

difusión de sustratos y metabolitos disueltos, así como su degradación y producción, la pérdida de

biomasa hacia la fase acuosa por desprendimiento y el grosor del biofilm. Una vez modelado el

desarrollo de la biopelícula, Eberl y Wade (2020) juntaron características del modelo desarrollado

para un quimiostato para explicar cómo se da el transporte de masa en el biorreactor, siendo el

planteamiento de los balances de masa para los sustratos en el biorreactor similares a los balances

de un quimiostato.

4.8.5 Modelado multiescala de sistemas biológicos

En esta sección se revisan algunos trabajos relacionados con la deducción de modelos de

medio efectivo para describir la transferencia de masa en sistemas biológicos usando el método

del promedio volumétrico (Whitaker, 1999a). En este contexto, se entiende por modelo de medio
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efectivo a una ecuación de transporte válida a un cierto nivel de escala en donde no se distingue

entre las diferentes fases involucradas pero que captura la información esencial del transporte en

el nivel de escala inferior (Valdés-Parada, 2021). A este tipo de modelos también se les conocen

como modelos pseudo-continuos en la literatura típica de ingeniería. Aunque el modelado de los

fenómenos de transporte en sistemas biológicos puede llevarse a cabo por una amplia variedad de

metodologías (Truskey y col., 2004), en esta sección se limita la revisión a aplicaciones del método

del promedio volumétrico ya que esta es la técnica de escalamiento que se utiliza en este trabajo.

El primer trabajo dedicado al modelado de la transferencia de masa en sistemas biológicos

usando el método del promedio volumétrico fue llevado a cabo por Ochoa-Tapia y col. (1986)

quienes estudiaron el fenómeno de difusión y reacción en sistemas celulares. En su análisis

propusieron que la transferencia de masa se da por difusión dentro y fuera de la célula y que el

consumo de especies ocurre únicamente dentro de la célula siguiendo una cinética de primer orden.

En la membrana celular se impuso una condición de frontera de continuidad del flux difusivo y

además se consideraron resistencias a la transferencia de masa en términos de la permeabilidad de

la membrana. Al aplicar el método de promedio volumétrico obtuvieron una ecuación que describe

el transporte de masa a escala macroscópica, bajo la hipótesis de equilibrio local másico, con la

cual es posible modelar el transporte dentro y fuera de las células. El modelo incorporó términos

de acumulación, transporte por difusión efectiva y reacción. Más aún, el coeficiente de difusión

efectiva se pudo predecir de manera analítica y numérica a partir de la solución del problema de

cerradura asociado. Estos autores reportaron predicciones en términos de la razón de los coeficientes

de difusión dentro y fuera de las células, el número de Biot y la fracción volumétrica de células.

Como es de esperarse, encontraron que si aumenta el número de Biot, el coeficiente de difusión

efectiva también aumenta.

La aportación de Ochoa-Tapia y col. (1986) fue continuada a finales del siglo pasado por Wood

y Whitaker en una serie de trabajos. El primero fue dedicado específicamente a biopelículas (Wood

y Whitaker, 1998); considerando la bicapa de la membrana celular y mecanismos acarreadores

que transportan las especies químicas, y consideraron una cinética de tipo Michaelis-Menten en

la reacción intracelular. La aportación principal de este trabajo es que consideran aspectos más

realistas de sistemas celulares; sin embargo, se ignoró la dependencia de la difusividad efectiva

con la reacción, además que no se consideró la presencia de organelos en las células. El modelo

fue deducido bajo la suposición de equilibrio local másico y su estructura matemática es la misma
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que la de Ochoa-Tapia y col. (1986). En un segundo trabajo, Wood y Whitaker (1999) extendieron

el análisis para considerar diversas especies químicas, en particular el sustrato y el oxígeno cuyo

consumo resulta acoplado mediante el término de reacción, en general. Un aspecto sobresaliente de

su análisis es que consideraron el proceso de respiración endógena de oxígeno en las células. Sin

embargo, en sus cálculos no consideraron la presencia de organelos, sino que supusieron que los

procesos de transporte y reacción intracelulares son homogéneos en la célula, lo cual no siempre

está justificado. Esta debilidad en el modelado se atiende en el presente trabajo de investigación. En

el tercer trabajo de esta serie, Wood y Whitaker (2000) acoplaron el transporte y reacción de cada

una de las especies químicas involucradas en una célula para desarrollar un modelo que fuera capaz

de predecir el crecimiento celular. Desarrollan el principio de conservación de masa con un término

que implica la transferencia de masa total dentro de la célula pudiendo considerar la mitosis, y otro

término que implica la transferencia de masa dentro de la región de promediado. El modelo final

puede usarse para predecir la densidad celular a partir del conocimiento de la tasa de consumo de

sustrato y de oxígeno. Sin embargo, su modelo tiene un parámetro ajustable para tomar en cuenta

el movimiento y deformación de las células.

Más adelante, Golfier y col. (2009) elaboran un modelo de equilibrio local másico a una escala

mayor que la escala celular estudiada previamente por Wood y Whitaker (2000). A este nivel de

escala superior, se estudió un medio poroso que contiene a la biopelícula adherida en su superficie,

la cual se modela con las ecuaciones deducidas en trabajos anteriores. De esta forma, afuera de

la biopelícula se considera que el transporte de masa se da por convección y difusión, mientras

que dentro de la biopelícula el transporte se da solo por difusión. Esta notable diferencia con el

análisis en el nivel de escala celular se tradujo en que el modelo resultante (el cual se basó en la

suposición de equilibrio local másico) sólo fuera aplicable cuando los efectos convectivos fuera de

la biopelícula fueran despreciables respecto al transporte por difusión y cuando la tasa de reacción

intracelular no fuera mayor que la tasa de transporte por difusión en las biopelículas.

Para atender las limitaciones que involucra el modelo de equilibrio, Davit y col. (2010) desa-

rrollaron un modelo de no equilibrio y de una sola ecuación el cual es igual de práctico que el

modelo de equilibrio pero involucrando menos suposiciones. Esto se tradujo en un mayor campo

de aplicabilidad de esta nueva propuesta respecto al modelo de equilibrio. A pesar de lo anterior,

vale la pena mencionar que los pasos a seguir para el desarrollo de los modelos de medio efectivo

(incluso de equilibrio) son complicados y el desarrollo de la teoría ciertamente es deseable hacerlo
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de formas alternativas más simples, sin que esto se traduzca en una pérdida de precisión del modelo.

Este punto es tomado en cuenta en la presente investigación.

Más recientemente, de los Santos y col. (2016) replantearon el análisis iniciado por Ochoa-Tapia

y col. (1986) y consideraron por primera vez la presencia de diversas especies celulares en sistemas

biológicos. En específico, consideraron poblaciones celulares proliferantes, quiescentes y necróticas,

en donde solo hay procesos metabólicos en las primeras dos. Además, se mostró cómo la presencia

de diferentes poblaciones celulares afecta la predicción del coeficiente de difusión efectiva, la cual

se predijo de manera exacta numéricamente y de manera aproximada con una expresión analítica.

Entre los antecedentes más directamente relacionados al presente trabajo, se encuentra el estudio

de García-Ochoa y Casas (1999), quienes consideraron tres variables en el desarrollo de su modelo

que fueron: biomasa, azúcar (glucosa) y soforolípidos. El modelo es de tipo a posteriori, pues

requiere de información experimental para su desarrollo, lo cual es contrario a los otros trabajos

reportados en los párrafos anteriores de esta sección, los cuales son a priori. En el modelo cinético

que proponen, el nitrógeno del extracto de levadura es el nutriente limitante del crecimiento de la

levadura, la glucosa se utiliza tanto en el crecimiento como en la producción de soforolípidos, y el

aceite se utiliza en la formación de soforolípidos. Los parámetros del modelo cinético se estiman

ajustando el modelo a los datos experimentales empleando una técnica de regresión no lineal.

Por último, en el trabajo de Benítez y col. (2016) se desarrolló un modelo matemático para la

obtención de bioetanol en bioreactores de fermentación en estado sólido considerando bagazo como

soporte. Los modelos de transporte se dedujeron a partir de la escala de poro (dentro del bagazo)

hasta el nivel de escala del bioreactor usando el método del promedio volumétrico bajo la hipótesis

de equilibrio local másico. A cada nivel de escala se resolvieron los problemas de cerradura

asociados en celdas periódicas bidimensionales al igual que varios de los trabajos previamente

mencionados en esta revisión. El modelo a escala del reactor se validó mediante comparaciones

con resultados experimentales. Por lo anterior, este trabajo es de especial interés para el presente

estudio pues la metodología de trabajo multiescala delineada por estos autores se conservará en el

presente estudio. Sin embargo, es deseable considerar que en los sistemas experimentales prácticos,

el uso de celdas bidimensionales puede ser cuestionable, por lo que en este trabajo se relajará dicha

suposición y se considerarán estructuras tridimensionales. Además, la forma de desarrollar los

modelos matemáticos ciertamente puede mejorarse y abreviarse para hacerlo accesible a muchas

mas personas que no sean necesariamente especialistas del método del promedio volumétrico.
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4.9 Método experimental para la medición de O2

La disponibilidad de oxígeno es de suma importancia para el aprovechamiento de sustratos

durante la producción de soforolípidos. Para poder validar el modelo matemático descrito en este

trabajo, se cuentan con datos experimentales obtenidos por el proceso de oximetría para medir el

consumo de O2. Marín (2021) llevó a cabo ensayos experimentales en botellas de 1 L de capacidad

con tapas adaptadas con dos orificios para la conexión de las líneas de entrada y salida de gases.

El soporte impregnado con el medio de cultivo e inoculado con la levadura, se introdujo en los

biorreactores sin compactarlo y se operó el sistema bajo condiciones isotérmicas. Se utilizó un

metabolímetro descrito en la patente 336733 desarrollada por Saucedo y col. (2013), el cual se trata

de un sistema para medir CO2 y O2 en corrientes gaseosas provenientes de procesos biológicos

(fermentación en medio sólido, entre otros). Este sistema se basa en una metodología para el

monitoreo en línea, lo que permite el análisis y la toma de decisiones en tiempo real. El equipo

registró mediciones de CO2 y O2 del gas de salida y entrada en intervalos de 40 minutos para cada

unidad experimental. Se obtuvieron 140 mediciones en el lapso entre el inicio y el fin del cultivo en

medio sólido.

En el trabajo de Pedraza y col. (2022), se determinó por estudios de respirometría en tiempo real

la tasa de generación de CO2 durante la producción de soforolípidos por a levadura S. bombicola

ATCC 22214 en una fermentación en estado sólido. Este método patentado permite tomar decisiones

en tiempo real sin perturbar el cultivo. En este trabajo, se observó un aumento inminente de la tasa

de producción de CO2, seguido de un rápido descenso que se estabilizó en una meseta para caer

posteriormente. Este fue el comportamiento común observado en muchas de las fermentaciones

productivas. También se mostró que la tasa de consumo de O2 es similar a la tasa de producción

de CO2 durante los primeros días de incubación. Después, se observó un mayor consumo de

O2 respecto a la producción de CO2 dando como resultado una disminución en el coeficiente

respiratorio. En este trabajo se consideró que la producción de CO2 era una variable del proceso

que determina el momento de máxima producción de soforolípidos. También, se modeló la cinética

de producción de soforolípidos, y el consumo de sustratos. A partir de los datos experimentales, se

propusieron dos ecuaciones diferenciales cinéticas de decrecimiento de primer orden modificada

para el consumo correspondiente de glucosa y de aceite y una tercera que sigue una cinética

de Gompertz para la producción de soforolípidos. Las observaciones descritas en los párrafos
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anteriores son relevantes para este proyecto pues constituyen los datos experimentales con los que

se valida el modelo final del proyecto.



5. Justificación e hipótesis

5.1 Justificación

En el capítulo anterior se expuso la relevancia que tiene el estudio de soforolípidos, la poca

información que hay sobre su producción en una fermentación en medio sólido y la necesidad que se

tiene de llevarlos a una producción industrial. En este sentido, el desarrollo de modelos matemáticos

es un valiosa ayuda pues, tras ser validados, permiten encontrar los parámetros determinantes para

la transferencia de masa y proponer las condiciones de diseño y operación más favorables, sin

la necesidad de llevar a cabo numerosos experimentos. Esto junto con el método de obtención

de los soforolípidos puede ofrecer un mercado de biosurfactantes económicamente competitivo.

Además, en la revisión de los trabajos teóricos en sistemas biológicos se encontró la necesidad

de: 1) considerar la presencia de organelos en el modelado al nivel de escala celular, 2) considerar

geometrías tridimensionales en la solución de los problemas de cerradura asociados a la predicción

de los coeficientes de transporte y 3) encontrar metodologías de deducción de modelos más sencillas

que las reportadas en la literatura. Estos puntos son atendidos en el presente trabajo, el cual está

enfocado a la transferencia de masa asociada en la producción de soforolípidos al nivel de escala de

biopelículas. Ya que esta porción del sistema determina el desempeño del sistema en otros niveles

de escala.
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5.2 Hipótesis

Es posible deducir un modelo matemático a escala celular a partir del escalamiento de las

ecuaciones que gobiernan la transferencia de masa por difusión y reacción a escala subcelular

haciendo las suposiciones pertinentes.



6. Pregunta de investigación y objetivos

6.1 Pregunta de investigación

¿Es posible modelar matemáticamente la transferencia de masa y reacción de los soforolípidos y

O2 en un sistema celular mediante el promediado y escalamiento de las ecuaciones de transferencia

de masa a nivel de escala celular?

6.2 Objetivo general

Desarrollar modelos matemáticos a escala celular que describan la transferencia de masa en

la biopelícula involucrada en la producción de soforolípidos por la levadura Starmerella bombi-

cola ATCC 22214 y que sirvan como herramienta para definir las mejores condiciones para el

microorganismo .

6.3 Objetivos específicos

1. Desarrollar ecuaciones de medio efectivo que representen la transferencia del O2 y soforolí-

pidos al nivel de escala celular (biopelícula) e intrafibras, considerando diferentes casos y

que ayuden a predecir la producción de soforolípidos y el consumo de O2 por la levadura

Starmerella bombicola ATCC 22214.

2. Una vez desarrolladas las ecuaciones de medio efectivo, predecir los valores de los coeficien-
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tes de transporte del O2 y soforolípidos en la biopelícula utilizando el método de elemento

finito con el programa informático Comsol Multiphysics.

3. Realizar un análisis paramétrico de los coeficientes y variables involucradas en el modelo

que tienen mayor influencia sobre la transferencia de masa por transporte difusivo, para

cuantificar el efecto que tienen sobre la difusión de las especies en estudio.

4. Validar los modelos deducidos a nivel de escala celular utilizando el método de simulación

numérica directa (DNS) para asegurar que el desarrollo del método de promediado es

aplicable.



7. Metodología

En esta sección se aclaran algunas definiciones importantes para una mejor comprensión del

vocabulario utilizado en las siguientes secciones y que facilite la descripción del sistema que se

va a estudiar y en el que se va a llevar a cabo el modelado matemático. También se describen las

estrategias de modelado que se seguirán para cumplir con cada objetivo particular.

7.1 Glosario

Biopelícula: Capa de células procariotas y eucariotas ancladas a una superficie del sustrato e

incrustada en una base orgánica de origen biológico. (on Biofilm Modeling, 2006)

Escalamiento: proceso de filtrado de información para pasar de un nivel de escala a otro

(Valdés-Parada, 2021).

Soforolípidos: Compuestos tensioactivos sintetizados como metabolitos secundarios por un

número seleccionado de especies de levadura. En este proyecto se manejan como una mezcla

de formas lactónicas y ácidas e isómeros, con diferentes longitudes en la cadena hidrofóbica.

Promediado: Método que se basa en suavizar espacialmente las ecuaciones que gobiernan

los fenómenos de transporte. Se aplica un operador de integración (Whitaker, 1999b).

Modelo de medio efectivo: ecuación de transporte válida a un cierto nivel de escala en

donde no se distingue entre las diferentes fases involucradas pero que captura la información
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esencial del transporte en el nivel de escala inferior (Valdés-Parada, 2021).

7.2 Descripción del sistema

Figura 7.1. Esquema que representa las diferentes escalas del sistema en estudio.

Considere el esquema mostrado en la Figura 7.1 en donde se muestra un biorreactor a escala de

laboratorio que consiste en frascos de vidrio de un litro de capacidad, con tapas adaptadas con dos

orificios para la conexión de las líneas de entrada y salida de gases. El soporte está formado por

aserrín de pino impregnado con el medio de cultivo e inoculado con S. bombicola ATCC 22214, se

introdujo en los biorreactores sin oprimirlo. Evidentemente, el sistema es de naturaleza jerárquica,

pues el transporte de masa que ocurre al nivel de escala del biorreactor está determinado por lo

que ocurre en los niveles de escala inferiores. En específico, se identifican los siguientes niveles de

escala:

Biorreactor (Nivel I) : Representa la escala del biorreactor y es en este nivel de escala en donde se

pueden hacer las mediciones experimentales. Dado que el oxígeno se suministra por bombeo,

es razonable suponer que su transporte de masa se da por difusión y convección en la fase

fluida (gas) que contiene O2, superior al medio poroso y, probablemente, también en las

cercanías de la frontera medio poroso-fluido. En los siguientes párrafos, se refiere a este nivel

de escala como la escala del biorreactor.

Interfibras (Nivel II) : En este nivel de resolución se pueden distinguir las diferentes fibras de
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aserrín que componen al soporte del medio poroso y a la fase gaseosa. A este nivel de escala

no se distinguen las fases internas de las fibras, por lo que se concibe esta región como un

pseudo-continuo. El consumo de oxígeno solo se da en la superficie de cada fibra, que es

donde se encuentra la biopelícula. A este nivel de escala se le denota en adelante como el

nivel inter-fibras.

Fibras (Nivel III) : En este nivel de escala se estudia el transporte desde dentro de las fibras de

aserrín hacia la biopelícula que se forma en la superficie. Para abordar el transporte a esta

escala es necesario entonces contar con modelos de medio efectivo intra-fibras y al nivel de

escala celular. En adelante se denota a este nivel de escala como el nivel de fibras.

Intrafibras (Nivel IV) : En este nivel de escala se distinguen dos fases, la fase fluida que contiene

O2 y un medio poroso, en este caso los canales que se forman en las fibras de aserrín. En

este nivel de escala solo hay transporte por difusión de O2 sin reacción, ya que la cantidad de

células que pueden encontrarse entre las fibras es despreciable ya que se encuentran en su

mayoría adheridas en la superficie. A este nivel de escala se le denota intrafibras.

Nivel celular (Nivel V) : En este nivel de escala se estudia a la biopelícula a nivel celular. Es decir,

se presentan dos fases, la fase sólida compuesta por la célula que en este caso es la levadura S.

bombicola ATCC 22214, y la fase fluida compuesta por el fluido extracelular y que contiene

las dos especies a estudiar: el O2 y los soforolípidos. En este nivel se aborda el transporte

de masa de estas especies a través de la célula, considerando una reacción de producción de

soforolípidos y una reacción de consumo del O2.

El transporte de O2 en este nivel a grandes rasgos de produce de la siguiente manera:

I. El O2 es suministrado en forma de gas hasta la biopelícula, se transfiere desde la fase

gaseosa a la interfase gas-líquido.

II. Se mueve a través de la interfase gas-líquido.

III. Se difunde a través de la biopelícula que rodea a las células.

IV. Se mueve a través de la interfase líquido-célula.

V. Atraviesa la pared y membrana celular de la célula.

VI. Se transporta a través del citoplasma hasta el lugar donde se producen la reacción

(mitocondrias).

En el caso de los soforolípidos, se transportan a través de la membrana celular hacia el exterior

por "bombas"de energía. Estas "bombas"son proteínas que pertenencen a la superfamilia
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de transportadores dependientes de ATP o transportadores ABC (del inglés ATP-binding

cassette). Utilizan la hidrólisis del ATP para impulsar el transporte activo del sustrato contra

su gradiente electroquímico a través de la membrana. Estas proteínas comparten cuatro

dominios básicos: dos dominios transmembrana y dos dominios citosólicos. La hidrólisis del

ATP causa un cambio conformacional en los dominios transmembrana, que alternan entre

una orientación hacia adentro y otra hacia afuera. Este cambio conformacional empuja al

sustrato desde un extremo de la membrana hacia el otro, siendo la afinidad por el sustrato lo

que determina la dirección de transporte (Claus y col., 2022; Rees y col., 2009).

7.3 Definiciones fundamentales

Para facilitar la comprensión del método que se utilizó para realizar el promediado y escala-

miento de las ecuaciones, en los diferentes niveles del sistema a estudiar, es conveniente definir los

siguientes elementos esenciales

7.3.1 Operadores de promediado

Promedio superficial: Sea ψ una función suave por tramos definida en una fase γ , el operador

de promedio superficial se escribe como

⟨ψ⟩
γ
=

1
V

∫
Vγ

ψ dV (7.1)

Promedio intrínseco:

⟨ψ⟩γ =
1

Vγ

∫
Vγ

ψ dV, (7.2)

En las ecuaciones anteriores V es el volumen del dominio de promediado V . Esta región

contiene porciones de las fases que haya presentes. Vγ es el espacio ocupado por la fase−γ en el

dominio de promediado y su volumen es Vγ

Relación de Dupuit-Forchheimer

εγ ⟨ψ⟩γ = ⟨ψ⟩ (7.3)

Donde εγ =Vγ/V representa la fracción volumétrica de la fase γ en el dominio de promediado V .

Vγ

V
= εγ (7.4)
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Descomposición espacial de Gray

ψγ

∣∣
r = ⟨ψγ⟩γ

∣∣
x + ψ̃γ

∣∣
r (7.5)

Siendo r y x vectores de posición asociados con el operador de promediado, el vector r localiza

puntos en la fase fluida Vγ en un sistema coordenado fijo, el vector de posición x localiza el centro

geométrico del dominio de promediado V . Cabe mencionar que las variables promedio son, en

general, funciones del vector de posición x, es decir están asociadas a los cambios espaciales en la

macroescala. Esto es cierto cuando se satisface la separación de longitudes características entre la

microescala y la macroescala. Por lo tanto el vector de posición r puede descomponerse como se

muestra a continuación

r = x+y (7.6)

Siendo y un vector de posición que localiza el mismo punto en la fase fluida que ubica el vector r

respecto al centroide del dominio de promediado.

7.3.2 Teoremas

Teorema de promediado espacial: Se utiliza con el objetivo de intercambiar las operaciones

de diferenciación e integración espacial, puede aplicarse tanto al operador gradiente como al

de divergencia, tomando en cuenta la descomposición del vector r en la ecuación (7.6) como

se muestra a continuación

⟨∇raγ⟩γ = ∇x⟨a⟩γ +∇y⟨a⟩γ +
1
V

∫
AA

na dA, aplicado al operador gradiente (7.7a)

⟨∇r ·a⟩γ = ∇x · ⟨a⟩γ +∇y · ⟨a⟩γ +
1
V

∫
AA

n ·a dA, aplicado al operador divergencia (7.7b)

Donde a es una función vectorial continua en el espacio, n es el vector unitario normal perpendicular

a la superficie de la región de integración y AA es la superficie de la región arbitraria. Ya que la

geometría en la región de promediado es periódica, y ∇y mide como cambian las propiedades

naciendo del centro geométrico (x), entonces tomando en cuenta esta periodicidad, los cambios de
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y = 0. Por esto, las ecuaciones (7.7) se expresan como se presenta a continuación

⟨∇raγ⟩γ = ∇x⟨a⟩γ +
1
V

∫
AA

na dA, aplicado al operador gradiente (7.8a)

⟨∇r ·a⟩γ = ∇x · ⟨a⟩γ +
1
V

∫
AA

n ·a dA, aplicado al operador divergencia (7.8b)

7.3.3 Hipótesis de equilibrio local másico

Esta hipótesis consiste en suponer que los promedios intrínsecos en las diferentes fases del

sistema pueden igualarse. Es decir, es el estado en el que se puede utilizar una única concentración

para describir un proceso de transferencia de masa en un sistema multifásico. Cuando se da esta

condición, se puede utilizar un modelo de una sola ecuación y el análisis del proceso de transferencia

de masa se simplifica. Esta suposición se ha corroborado que es pertinente cuando los mecanismos

de transporte de masa en cada fase son los mismos y cuando la tasa de reacción no supera a la

tasa de transporte por difusión (Wood y Whitaker, 1998; Ochoa-Tapia y col., 1986; Golfier y col.,

2009). Todas estas condiciones se suponen aplicables al sistema bajo estudio y para ambas especies

químicas.

⟨cγ⟩γ = ⟨c⟩ (7.9)

7.4 Modelado en el nivel de escala celular (Nivel V)

7.4.1 Metodología de promediado y escalamiento a escala celular

Respecto al análisis de la transferencia de masa en la biopelícula, hay varias mejoras que se

pueden hacer en la deducción del modelo de medio efectivo correspondiente con respecto a lo

reportado en la literatura. Por lo que en este caso si se lleva a cabo una nueva deducción del modelo

macroscópico, asi cómo las simulaciones numéricas correspondientes para predecir el coeficiente

de difusión efectiva en biopelículas, el cuál es un parámetro que va a cuantificar la transferencia de

masa en este sistema multifásico (Kainourgiakis y col., 2002). En este caso representa la forma en

que se difunde en promedio el O2 y los soforolípidos dentro y fuera de la célula. Para llevar a cabo

esto se propone una modificación del método clásico del promedio volumétrico y se siguen estos

pasos:

1. Se plantea el problema de transporte al nivel de escala celular. A diferencia del método
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clásico de promedio volumétrico, en este método se plantea una sola ecuación diferencial que

describe el transporte en ambas fases del sistema. También se incluyen las condiciones de

frontera correspondientes para cada especie en estudio, considerando que hay transporte de

masa en las dos fases. En este caso son dos especies químicas: soforolípidos y O2. Este paso

involucra aceptar una serie de suposiciones de entrada, las cuales deben ser lo suficientemente

razonables para no limitar considerablemente la aplicabilidad del modelo macroscópico

resultante y que al resolverlo, se obtengan resultados que se apeguen a lo experimental.

Algunas suposiciones son la existencia de una disparidad de longitudes características,que

las especies químicas se encuentran en solución diluida y que la tasas de reacción son mucho

menores que las de difusión.

Ya que el método de promediado para ambas especies es similar, a continuación se explica la

metodología aplicada a una sola especie química.

2. Se define una región de promediado representativa del sistema, que incluye porciones de

las fases de interés. Se identifican las longitudes de escala características del sistema. La

longitud característica de la región de promediado (r0), debe ser mucho menor que la menor

longitud característica del sistema macroscópico (L) y, al mismo tiempo, debe ser mucho

mayor que la máxima longitud característica de la escala microscópica (ℓ).

3. Se aplica un operador de promediado a la ecuación diferencial deducida en el paso 1 y se

aplican los teoremas integrales (teorema del promediado espacial) y condiciones de frontera

correspondientes. El modelo resultante es denominado modelo no cerrado pues tiene más

incógnitas que ecuaciones. Por lo tanto requiere del desarrollo de una relación macroscópica

entre las fuerzas impulsoras y los fluxes resultantes.

4. Para desarrollar la relación faltante en el paso anterior, se utiliza la descomposición espacial

de Gray (1975) en la ecuación del punto 1 y, tomando en cuenta a la ecuación deducida en

el punto 3, se desarrolla una ecuación para las desviaciones, espaciales de la concentración

válida en cualquier fase, ya que el término de concentración puntual, es una variable que

se desconoce. Estas ecuaciones se pueden simplificar a través de restricciones de escala

espaciales y temporales mediante análisis de orden de magnitud.

5. Ya que se obtienen las ecuaciones diferenciales del paso anterior, se utiliza el teorema

del promediado espacial aplicado a una divergencia, para intercambiar operaciones de

diferenciación e integración. Las integrales que contienen a las variables en términos de
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desviaciones pueden entenderse físicamente como filtros de información de la microescala.

6. Se aplica la descomposición espacial de Gray (1975) en las condiciones de frontera corres-

pondientes para tenerlas en términos de concentraciones promedio y de desviaciones y así

junto con las ecuaciones del paso 5 se plantea un problema de valor a la frontera que se

propone resolver en una celda unitaria periódica representativa del sistema en estudio.

7. Se propone una solución formal en términos de la fuente del problema de las desviaciones.

Esta solución formal contiene una variable de cerradura, la cual se encarga de mapear/medir

la influencia de la fuente sobre los campos de las desviaciones en cada fase. Es decir, la

solución formal representa la relación entre las variables de las desviaciones y las cantidades

promedio en cada fase.

8. Se sustituye la solución formal en los filtros del modelo no cerrado y en las condiciones

de frontera. Obteniendo así el modelo promedio cerrado o de medio efectivo. En este paso

se definen además los coeficientes de medio efectivo correspondientes en términos de las

variables de cerradura asociadas en la solución formal. De esta forma, los coeficientes pueden

predecirse a partir de la solución de los problemas de cerradura correspondientes.

En la Figura 7.2 se presenta un esquema simplificando la metodología descrita anteriormente.

Esta metodología puede adaptarse tanto para la deducción de los modelos de equilibrio como

de no equilibrio y de una sola ecuación. Sin embargo, dado que el transporte dentro y fuera de

la biopelícula se da por difusión, es razonable considerar como primera opción al modelo de

equilibrio.

La principal diferencia entre este método de promediado propuesto y el método clásico es que

el primero parte de una sola ecuación diferencial que describe la concentración, difusión y reacción

de todas las fases que estén presentes en el sistema. Esto se puede hacer ya que los mecanismos de

transporte en las fases consideradas son los mismos. Es decir, es un método de un solo dominio

(ODA, por sus siglas en ingles). Esta ecuación es válida en todas las fases y es la que se va a

promediar. También se facilitó el proceso de promediado ya que no se sustituyó la ley de Fick en

el término de flux difusivo hasta haber obtenido el modelo promedio no cerrado. Esto facilita la

deducción del modelo ya que se maneja menor número de variables.
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Figura 7.2. Metodología del proceso de promediado a escala celular.

7.4.2 Metodología del análisis paramétrico y solución numérica

El objetivo del análisis es comprobar el alcance que tiene el modelo de medio efectivo ante

el efecto de las suposiciones iniciales que se consideraron para realizar el escalamiento. Cabe

mencionar que en este análisis se tomará en cuenta una geometría tridimensional del sistema

celular, donde se considera la presencia de organelos y se localizarán los sitios de consumo de

especies químicas de acuerdo al metabolismo celular. Por ejemplo, el O2 solo se consume en las

mitocondrias de las levaduras y los soforolípidos se producen en el citosol de éstas.

1. Para obtener las soluciones numéricas en el sistema celular, el análisis paramétrico se realiza

para cada especie química. Se recurre al software Comsol Multiphysics para resolver numéri-

camente las ecuaciones al nivel de escala celular, el cual utiliza el método de elemento finito.

Este se basa en realizar aproximaciones de soluciones numéricas a ecuaciones diferenciales

a computadora sobre geometrías complicadas. Es un método que divide la geometría en

un número finito de pequeños elementos mediante nodos, que funcionan como puntos de

unión entre elementos adyacentes, al conjunto de estos nodos se le conoce como malla

computacional. Por lo tanto, resuelve un problema complejo al subdividirlo en problemas

más simples. Las incógnitas del problema dejan de ser funciones matemáticas y se aproximan

por el valor de la función en los nodos por medio de discretización matemática (Frías-Valero,

2004).

2. Para facilitar el análisis, a partir de las ecuaciones del problema de cerradura, se obtienen

ecuaciones en términos de variables y parámetros adimensionales. Esto facilita la solución
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del problema ya que se reduce el número de grados de libertad.

3. Se asignan magnitudes a los parámetros adimensionales, las cuales son obtenidos de literatu-

ra. Una vez establecidos los parámetros, se introducen las ecuaciones adimensionales del

problema de cerradura al programa Comsol Multiphysics.

4. Para medir el peso que tiene cada parámetro sobre la difusividad efectiva, se realizan ba-

rridos paramétricos, es decir, se asigna un intervalo de valores a cada parámetro y se van

haciendo variaciones para así poder observar cuales tienen mayor efecto o efecto nulo sobre

la difusividad efectiva.

5. Una vez predichos los coeficientes de difusión de medio efectivo para cada especie, se

resuelve y valida el modelo por medio de simulaciones numéricas directas y así se analiza la

validez del modelo deducido.

7.5 Modelado en el nivel de escala intrafibras (Nivel IV)

En este nivel de escala, la atención se centra en el transporte de masa dentro de las fibras de

aserrín. En este caso, sólo hay transporte de masa por difusión de O2 ya que se supone que no es

absorbido por el aserrín. Siendo ésta la única especie química en estudio, ya que se supone nula

la presencia de levaduras y por lo tanto la producción de soforolípidos en este nivel. El modelo

de medio efectivo correspondiente ya fue deducido por Whitaker (1999a) usando el método del

promedio volumétrico y sólo es necesario llevar a cabo la solución del problema de cerradura

asociado en una geometría razonable del sistema. En este caso, la geometría puede considerarse

como un arreglo de canales paralelos inconexos, por tanto, no hay transporte de masa entre ellos.

Se plantea dos casos, en el primero los canales se consideraron rectos, esto es conveniente para

desarrollar incluso una expresión analítica del coeficiente de difusión efectiva. En el segundo caso,

se considera que los canales presentan rugosidad, es decir, tienen ondulaciones. Esta característica

complica el problema para resolverlo de forma analítica, por lo que se utilizó el software Comsol

Multiphysics para la solución por medio del método de elemento finito. Se introducen las ecuaciones

del problema de cerradura y se asignan rangos de valores a los parámetros que en este caso tienen

efecto sobre la geometría establecida. Por último se hace una comparación del efecto de estos

parámetros sobre el valor del coeficiente de difusividad efectiva.

Con estos pasos se tendrá un modelo macroscópico que puede usarse para modelar el transporte

dentro y fuera del medio poroso. Este proyecto abarca el modelado del nivel de escala IV y V, y
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deja como prospectiva el subsecuente escalamiento hasta el nivel de escala del biorreactor, el cuál

puede partir de los modelos deducidos en este trabajo.





8. Resultados y discusión

8.1 Biopelículas: modelo para el O2 y soforolípidos (Nivel V)

Para el estudio de este sistema, se comienza con la escala más pequeña (V), se trata de un

organismo unicelular, Starmerella bombicola, la cual es una levadura aerobia con la capacidad

de producir soforolípidos. El oxígeno es una especie relevante en los procesos biotecnológicos

aerobios, ya que actúa como limitante en el crecimiento microbiano. El microorganismo requiere

una cantidad pequeña de este sustrato para cumplir con sus requerimientos metabólicos. En los

cultivos aerobios, la transferencia de O2 entre fases suele ser el problema más importante debido a su

(a) Esquema de la escala celular, donde se repre-
sentan las regiones de promediado.

(b) Esquema de una levadura donde se identifican
las superficies de promediado.

Figura 8.1. Esquemas que representan las regiones y superficies de promediado en la escala celular.
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baja solubilidad en agua a diferencia de los demás nutrientes como la fuente de carbono hidrofílica,

fuente de nitrógeno, micronutientes y antioxidentes, (Montoya y Bermúdez, 2003). Una vez que

es consumido por los microorganismos, el O2 es transportado a través de la membrana celular,

posteriormente se difunde a través del sistema, y finalmente es consumido en las mitocondrias. Por

su parte, los soforolípidos son producidos en el citosol al unirse un carbohidrato, en este caso una

soforosa, con un ácido graso de cadena larga (18 C), una vez formados, son transportados fuera

del sistema. El transporte y la reacción de cada especie química es distinto no solo en cuanto a sus

tasas de reacción sino incluso en los dominios disponibles para el transporte. Debido a esto, se

proponen las siguientes definiciones de los dominios para el estudio de este sistema, las cuales son

representadas en la Figura 8.1 y también se define la nomenclatura que se utiliza a lo largo de este

capítulo para facilitar su comprensión.

Especies

Especie O: Representa a la especie química oxígeno (O2). Donde subíndice O hace referencia

a esta especie.

Especie S: Representa a la especie química soforolípidos. Donde subíndice S hace referencia

a esta especie.

Región de promediado

V : Dominio de promediado que incluye a las fases de estudio. Para que esta región se

considere representativa, se debe cumplir con la siguiente restricción de escala:

r0 ≪ L (8.1)

• r0= longitud característica del dominio.

• ℓ= máxima longitud característica de la escala celular O (2-5µm), (Graeve y col., 2018).

• L= menor longitud característica de la biopelícula entera O (400-1000µm).

Esto quiere decir que la región de promediado (V ) debe ser lo suficientemente grande para que

las no uniformidades en el medio poroso sean suavizadas en el espacio pero, al mismo tiempo, lo

suficientemente pequeña para que no se pierda demasiada información de la microestructura en el

proceso de promediado.

Vβ : Representa el espacio ocupado por el fluido extracelular en el dominio de promediado.

Vµ : Representa el espacio ocupado por las mitocondrias de todas las células contenidas en el
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dominio de promediado V .

Vξ : Representa el espacio ocupado por el citosol de todas las células contenidas en el dominio

de promediado V .

Vσ : Corresponde a la unión entre los dos últimos espacios definidos arriba. Esto es, Vσ =

Vµ +Vξ .

VηO: Corresponde al espacio ocupado por los organelos donde no hay transporte de oxígeno.

VηS: El espacio ocupado por los organelos donde no hay transporte de soforolípidos. Esto es:

VηS = VηO +Vµ .

Aβδ : Corresponde a la membrana y pared celular, la cual es tratada como una superficie

divisoria.

AηO: Denota las superficies entre la fase-σ (mitocondrias y citosol) con los organelos donde

no hay transporte de oxígeno.

AηS: Denota las superficies entre el citosol y los organelos donde no hay transporte de

soforolípidos.

Aµξ : Denota las superficies entre las mitocondrias y el citosol.

bi: Variable vectorial de cerradura, (i= O,S), [m].

Bi: Número de Biot: Representa la relación entre la transferencia de masa por convección

respecto a la transferencia de masa por difusión.

ci j: Concentración molar de la especie química i en la fase j.(i= O;S), ( j= β ;ξ ; µ)
[
mol/m3

]
.

⟨ci⟩: Concentración local promedio de la especie i, (i= O;S), [mol/m3].

⟨ci j⟩ j: Concentración promedio intrínseca de la especie i en la fase j, (i = O;S), ( j = β ;ξ ; µ),[
mol/m3

]
.

c̃i j: Desviaciones espaciales de la concentración. (i = O;S), ( j = β ;ξ ; µ),
[
mol/m3

]
.

Di j: Coeficiente de difusión molecular de la especie química i en la fase j, (i = O;S), ( j =

β ;ξ ; µ),
[
m2/s

]
.

Die f : Tensor de difusividad efectiva de la especie i, (i = O;S),
[
m2/s

]
.

I: Tensor identidad.

j: Vector que describe el flux difusivo de las especies.

kO: Constante de reacción de la especie O, [1/s].

KM
S : Coeficiente de reacción modificada para la producción de soforolípidos, [1/s].

kM: Coeficiente interfacial de transferencia de masa, [m/s].
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li: Vector de la celda unitaria en la dirección i, (i = 1;2; 3).

ni j: Vector unitario normal perpendicular a la superficie de la región de integración que va de

la fase i a la fase j, (i, j = β ,ξ ,µ).

P: Concentración de soforolípidos (obtenido a partir de trabajo experimental), [g/kgde masa seca].

Pmax: Concentración máxima de soforolípidos (obtenido a partir de trabajo experimental),

[g/kgde masa seca].

ri: Vector de posición que localiza puntos de la fase i, (i = β ,ξ ,µ).

t: Tiempo, [s].

Símbolos griegos

α: Coeficiente de partición.

εi: Fracción volumétrica de la fase i, (i = β ,ξ ,µ).

γ∗= Bi−1: Número adimensional que representa la resistencia en la membrana y pared celular.

φ 2
i : Módulo de Thiele. Número adimensional que relaciona la tasa de reacción respecto a la

tasa de difusión, (i = O,S).

κi: Razón entre los coeficientes de difusión molecular de la especie i, (i = O,S).

8.1.1 Planteamiento del modelo a escala celular

Considerese un sistema compuesto por células (fase-σ ) y fluido extracelular (fase-β ). En ambas

fases se transportan numerosas especies químicas, de las cuales en este trabajo la atención se centra

en dos: la especie O, que representa al oxígeno disuelto en la biopelícula, y la especie S que denota

a los soforolípidos. Estos dos compuestos se transportan por medio de difusión dentro y fuera de

las células y sólo dentro de las células tiene lugar una reacción homogénea de consumo para el

oxígeno y de producción para los soforolípidos. El análisis de cada especie va a estar restringido

bajo la suposición de que tanto la especie S como la especie O forman una solución diluida en el

fluido dentro y fuera de las células, por lo que se puede usar la ley de Fick en ambas fases. De esta

forma, la ecuación que representa la transferencia de masa para cada especie química en las dos
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fases al nivel de escala celular es

∂cS

∂ t︸︷︷︸
acumulación

+ ∇r · jS︸ ︷︷ ︸
transporte por difusión

= RS(r)︸ ︷︷ ︸
tasa de reacción

(8.2)

∂cO

∂ t︸︷︷︸
acumulación

+ ∇r · jO︸ ︷︷ ︸
transporte por difusión

= RO(r)︸ ︷︷ ︸
tasa de reacción

(8.3)

En donde

RS(r) = kS(r)cS (8.4)

RO(r) =−kO(r)cO, (8.5)

De esta forma cS representa la concentración de la especie química S y cO la concentración de la

especie O, mientras que j es el vector que describe el flux difusivo de cada especie. Además, kS y

kO son las constantes de reacción para cada especie, en el caso del O2 es una reacción de consumo

de primer orden, y para los soforolípidos se considera una reacción de producción de pseudo-primer

orden.

A continuación, se especifica la dependencia con la posición de las variables definidas en el

párrafo anterior para cada especie química:

Oxígeno

∂cOβ

∂ t
+∇r · jOβ = 0 en Vβ (8.6)

∂cOξ

∂ t
+∇r · jOξ = 0 en Vξ (8.7)

∂cOµ

∂ t
+∇r · jOµ =−kOcO en Vµ (8.8)

Soforolípidos

∂cSβ

∂ t
+∇r · jSβ = 0 en Vβ (8.9)

∂cSξ

∂ t
+∇r · jSξ = kScS en Vξ (8.10)

En la ecuación (8.10), el término de reacción de la producción de soforolípidos se propuso a partir

del trabajo experimental realizado por (Pedraza y col., 2022) en el que se basa la deducción de los
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modelos macroscópicos de la especie O y S. En el trabajo mencionado, se realizó la caracterización

de la cinética de producción de soforolípidos durante 15 días en un cultivo en medio sólido. Una

vez teniendo resultados experimentales, se propuso un modelo que mejor se ajustara, por lo tanto

se recurrió al modelo de Gompertz el cual se representa de forma diferencial como se muestra a

continuación

∂P
∂ t

= kP ln
∣∣∣∣Pmáx

P

∣∣∣∣ (8.11)

Donde P es la concentración de soforolípidos cS, Pmáx es la concentración máxima obtenida

experimentalmente en g/kg de masa seca. k es una constante específica de primer orden [h−1].

Se hace un cambio de variable

Pmáx = cSξ máx = 88.9g/kgmasa seca (8.12)

Para completar el planteamiento del problema a escala celular es necesario contar con las con-

diciones de frontera en las diversas interfases. En la frontera entre el fluido extracelular y las

células (Aβδ ) no hay una reacción química y se suponen despreciables los fenómenos de transporte

tangenciales y de acumulación respecto al transporte que ocurre perpendicular a la membrana

celular y pared celular, al igual que son despreciables los efectos por el cambio en la superficie

divisoria. Bajo estas condiciones, la condición de salto se reduce a la siguiente expresión

nβδ ·
(
jβ − cβ w

)
= nβδ ·

(
jξ − cξ w

)
, en Aβδ (8.13)

En donde nβδ es el vector unitario dirigido de la fase extracelular hacia la interfase formada

por la membrana y pared celular, representadas como fase δ , y w representa la velocidad de

desplazamiento de la membrana celular. Con la intención de simplificar la ecuación anterior, se

restringe el análisis a situaciones en las que el transporte de masa interfacial ocurra a una velocidad

mucho mayor que w. Esto excluye del análisis a situaciones en las que se presente motilidad celular,

mitosis, apoptosis, entre otras. Bajo esta suposición, la ecuación anterior se reduce a

nβδ · jβ = nβδ · jξ , en Aβδ (8.14)
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Además, en la membrana y pared celular se consideran resistencias a la transferencia de masa,

dadas por la siguiente ecuación cuya forma asemeja a la ley de enfriamiento de Newton:

nβδ · jξ = kM(cβ −αcξ ), en Aβδ (8.15)

En donde kM y α representan al coeficiente interfacial de transferencia de masa y al coeficiente de

partición, respectivamente, los cuales son distintos para cada especie:

kM,α =


kSM,αS, para soforolípidos

kOM,αO, para O2

(8.16)

En el caso del O2, el transporte a través de la membrana se realiza por difusión pasiva, es decir, se

transporta a través de la membrana dirigiéndose al sitio donde hay menor concentración, con una

resistencia mínima ya que es una molécula muy pequeña y apolar al igual que la membrana (Cessa

y col., 2017), es por esto que kOµ se considera una constante.

Los soforolípidos, se transportan a través de la membrana celular hacia el exterior por las

proteína ABC. Este tipo de transporte se conoce como difusión activa (Claus y col., 2022), y la

resistencias que se puedan presentar se consideran en el término de kSM. Por último, la ausencia

de transferencia de masa intracelular de las especies químicas entre la fronteras de los organelos

disponibles y no disponibles se representa con las siguientes ecuaciones

nσηO · jOσ = 0, en AηO, para O2 (8.17a)

nξ ηS · jSξ = 0, en AηS, para soforolípidos (8.17b)

De esta forma, las ecuaciones que gobiernan el transporte de masa a escala celular para cada

especie pueden escribirse como sigue:

Oxígeno
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∂cO

∂ t
+∇r · jO = RO(r) (8.18a)

nβδ · jOβ = nβδ · jOξ , en Aβδ (8.18b)

nβδ · jOξ = kOµ

(
cOβ −αOcOξ

)
, en Aβδ (8.18c)

nσηO · jOσ = 0, en AηO (8.18d)

Soforolípidos

∂cS

∂ t
+∇r · jS = RS(r) (8.19a)

nβδ · jSβ = nβδ · jSξ , en Aβδ (8.19b)

nβδ · jSξ = kSM
(
cSβ −αScSξ

)
, en Aβδ (8.19c)

nξ ηS · jSξ = 0, en AηS (8.19d)

Además, en las ecuaciones (8.18a) y (8.19a) aplican ahora las siguientes definiciones para cada

fase

cO, jO,RO(r) =


cOβ , jOβ ,0, en Vβ

cOµ , jOµ ,ROµ =−kOcOµ , en Vµ

cOξ , jOξ ,0, en Vξ

(8.20)

cS, jS,RS(r) =


cSβ , jSβ ,0, en Vβ

cSξ , jSξ ,RSξ = KM
S cSξ , en Vξ

(8.21)

La ecuación a escala microscópica que describe el transporte de masa en cada fase para cada

especie, se puede compactar en una sola como se hizo en las ecuaciones (8.18a) y (8.19a) ya que el

mecanismo de transporte en todas las fases descritas es el mismo. Esto se conoce como método de

un solo dominio (ODA). Por último, al inicio se supone conocida y constante la concentración de
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cada especie en el sistema

Cuando t = 0 cS,cO = cS0,cO0 (8.22)

Para el caso del transporte de oxígeno, se imponen las siguientes condiciones en la interfase

entre el citosol y las mitocondrias

cOξ = cOµ , en Aξ µ (8.23a)

−nξ µ ·DOξ ∇rcOξ =−nξ µ ·DOµ∇rcOµ , en Aξ µ (8.23b)

Estas condiciones implican que no hay resistencias a la transferencia de masa de oxígeno en la

membrana mitocondrial y se despreciaron los fenómenos de transporte tangencial a dicha membrana

respecto al transporte perpendicular a ella. Además de que no hay acumulación ni reacción en la

frontera, ni cambios en la superficie divisoria

8.2 Escalamiento en la biopelícula

A continuación se describen los pasos del proceso de promediado y escalamiento para deducir

los modelos macroscópicos de medio efectivo bajo la suposición de equilibrio local másico para

cada especie química. Con este fin, es conveniente retomar la definición del operador de promediado

definido en la ecuación (7.2) para expresarla como sigue

⟨cO⟩=
1

Vβ +Vσ

∫
V

cO dV =
1

Vβ +Vσ

∫
Vβ

cOβ dV +
1

Vβ +Vσ

∫
Vσ

cOσ dV =
εβ ⟨cOβ ⟩β + εσ ⟨cOσ ⟩σ

εβ + εσ

(8.24a)

⟨cS⟩=
1

Vβ +Vξ

∫
V

cS dV =
1

Vβ +Vξ

∫
Vβ

cSβ dV +
1

Vβ +Vξ

∫
Vξ

cSξ dV =
εβ ⟨cSβ ⟩β + εξ ⟨cSξ ⟩ξ

εβ + εξ

(8.24b)
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En las ecuaciones anteriores se usaron las siguientes definiciones de las fracciones volumétricas

εβ =Vβ/V , εσ =Vσ/V , εξ =Vξ/V , además

cSσ ,cOσ =


0,cOµ , en Vµ

cSξ ,cOξ , en Vξ

(8.25)

Ya que el proceso de escalamiento para ambas especies es similar, a continuación se desarrolla el

método de promediado aplicado al O2, tomando en cuenta que al final se presentarán los modelos

macroscópicos para ambas especies.

8.2.1 Método de promediado de la especie O

Aplicando el operador de promediado definido en la ecuación (8.24a) a la ecuación (8.18a) se

obtiene la siguiente ecuación promedio

∂ ⟨cO⟩
∂ t

+ ⟨∇r · jO⟩= ⟨RO(r)⟩ (8.26)

Note que en el primer término del lado izquierdo se intercambiaron las operaciones de diferenciación

temporal e integración espacial directamente ya que no se está considerando el movimiento de las

membranas celulares, por lo que la región de integración no cambia con el tiempo. Para intercambiar

las operaciones de diferenciación e integración espacial se usa el teorema del promediado espacial

definido en la ecuación (7.7), de esta forma se obtiene que

∂ ⟨cO⟩
∂ t

+∇x · ⟨jO⟩= ⟨RO(r)⟩ (8.27)

De acuerdo a las definiciones dadas en las ecuaciones (8.20) y (8.24a) el promedio del término de

reacción toma la siguiente forma para el oxígeno:

⟨RO(r)⟩=
1

Vβ +Vσ

∫
V

RO dV =
1

Vβ +Vσ

∫
Vµ

ROµ dV =−
εµ

εβ + εσ

kO⟨cOµ⟩µ (8.28)



8.2 Escalamiento en la biopelícula 69

El modelo dado en la ecuación (8.27) requiere del conocimiento de ⟨jO⟩ para estar cerrado. Con

este fin, es conveniente expresar la ley de Fick de la siguiente forma

jO =−DO(r)∇rcO =


−DOβ ∇rcOβ , en la fase-β

−DOσ ∇rcOσ , en la fase-σ
(8.29)

Aplicando el operador de promediado a esta ecuación se obtiene que

⟨jO⟩=−⟨DO(r)∇rcO⟩ (8.30)

O bien, al usar la descomposición de Gray (7.5) en la concentración

⟨jO⟩=−⟨DO(r)⟩∇x⟨cO⟩−⟨DO(r)∇rc̃O⟩ (8.31)

Al sustituir esta expresión en la ecuación (8.27), se obtiene el modelo promedio no cerrado como

se muestra a continuación

∂ ⟨cO⟩
∂ t

−∇x · (⟨DO(r)⟩∇x⟨cO⟩+ ⟨DO(r)∇rc̃O⟩) = ⟨RO(r)⟩ (8.32)

Claramente, esta expresión requerirá de conocer las desviaciones de la concentración. Por ello, en

los siguientes párrafos se deduce, simplifica y resuelve formalmente el problema para c̃O, lo cual

constituye el esquema de cerradura. Para concluir esta sección, es conveniente notar que, con base

en las ecuaciones (8.24), tomando en cuenta la hipótesis de equilibrio local másico, la ecuación

(8.31) puede escribirse como

⟨jO⟩=−
εβ DOβ + εµDOµ + εξ DOξ

εβ + εσ

∇x⟨cO⟩

−
εβ DOβ ⟨∇rc̃Oβ ⟩β + εµDOµ⟨∇rc̃Oµ⟩µ + εξ DOξ ⟨∇rc̃Oξ ⟩ξ

εβ + εσ

(8.33)

Para conocer las desviaciones de la concentración, se va a proponer una solución formal, la

cuál se va a sustituir en el modelo no cerrado y así obtener el modelo promedio cerrado o de

medio efectivo para la transferencia de masa. Además, resolver los esquemas de cerradura que se

proponen a continuación es necesario ya que posibilitan la predicción de los diferentes coeficientes
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involucrados en los modelos deducidos. Se producen tantos problemas de cerradura como fuentes

haya en el problema de las desviaciones.

8.2.2 Cerradura

Para resolver el problema de las desviaciones, se propone una celda unitaria periódica represen-

tativa del sistema a escala microscópica, donde es razonable suponer que las desviaciones espaciales

de la concentración son periódicas. Con el fin de deducir la ecuación diferencial que gobierna a c̃O,

se resta la ecuación (8.27) a la ecuación (8.18a) para obtener la siguiente expresión

∂ c̃O

∂ t
+∇r · j̃O = RO(r)−⟨RO(r)⟩ (8.34)

Para conocer j̃O, se resta la ecuación (8.31) a la ecuación (8.29) para obtener

j̃O =−DO(r)∇rc̃O − D̃O(r)∇x⟨cO⟩+ ⟨DO(r)∇rc̃O⟩ (8.35)

Sustituyendo esta expresión en la ecuación (8.34) resulta la siguiente ecuación diferencial para las

desviaciones de la concentración

∂ c̃O

∂ t
= ∇r · (DO(r)∇rc̃O)+∇r ·

(
D̃O(r)∇x⟨cO⟩

)
−∇r · ⟨DO(r)∇rc̃O⟩+RO(r)−⟨RO(r)⟩

(8.36)

Con el fin de simplificar la ecuación (8.36), primeramente, se proponen los siguientes estimados de

orden de magnitud

∂ c̃O

∂ t
=O

(
c̃O

t∗

)
(8.37a)

∇r · (DO(r)∇rc̃O) =O
(

DOc̃O

ℓ2

)
(8.37b)

De esta forma, con base en la siguiente restricción de escala temporal

ℓ2

DO
≪ t∗ (8.38)
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es razonable suponer que

∂ c̃O

∂ t
≪ ∇r · (DO(r)∇rc̃O) (8.39)

y por tanto se desprecia el término de acumulación respecto al término difusivo local, y la ecuación

(8.36) se reduce a

0 = ∇r · (DO(r)∇rc̃O)+∇r ·
(
D̃O(r)∇x⟨cO⟩

)
−∇r · ⟨DO(r)∇rc̃O⟩+RO(r)−⟨RO(r)⟩

(8.40)

En este momento, es conveniente utilizar la siguiente descomposición del operador gradiente

∇r = ∇x +∇y (8.41)

Tomando en cuenta que las variables macroscópicas experimentan cambios lentos (es decir, sus

derivadas no nulas son respecto a x) y que las variables microscópicas experimentan cambios

rápidos (es decir, sus derivadas no nulas son respecto a y), la ecuación (8.40) toma la siguiente

forma

0 =∇y · (DO(y)∇yc̃O)+∇yD̃O(r) ·∇x⟨cO⟩+ D̃O(r)∇2
x⟨cO⟩−∇x · ⟨DO(r)∇yc̃O⟩

+RO(r)−⟨RO(r)⟩ (8.42)

Más aún, localizando el sistema coordenado en el centro geométrico de la celda unitaria se tiene

que r = y y usando el teorema del promediado espacial se obtiene que

0 =∇y · (DO(y)∇yc̃O)+∇yD̃O(y) ·∇x⟨cO⟩+ D̃O(y)∇2
x⟨cO⟩−⟨∇y · (DO(y)∇yc̃O)⟩

+RO(y)−⟨RO(y)⟩ (8.43)

Esta ecuación puede usarse en cualquiera de las fases. De hecho, en el seno de cada fase el

coeficiente de difusión es constante, por lo que sus desviaciones espaciales son nulas. De esta forma,

las ecuaciones diferenciales para las desviaciones espaciales de la concentración de la especie O en
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cada fase son

0 = ∇
2
yc̃Oβ −⟨∇y ·

(
∇yc̃Oβ

)
⟩β , en Vβ (8.44a)

0 = DOξ ∇
2
yc̃Oξ −⟨∇y ·

(
DOξ ∇yc̃Oξ

)
⟩ξ , en Vξ (8.44b)

0 = DOµ∇
2
yc̃Oµ −⟨∇y ·

(
DOµ∇yc̃Oµ

)
⟩µ − kOc̃Oµ , en Vµ (8.44c)

En la última ecuación, se tomó en cuenta la suposición de equilibrio local másico por lo que

⟨RO(y)⟩= ⟨ROµ(y)⟩µ . Usando el teorema de la divergencia, considerando la naturaleza periódica

de los campos de las desviaciones, las ecuaciones anteriores se expresan como sigue

∇
2
yc̃Oβ =

1
Vβ

∫
Aβδ

nβδ ·
(
∇yc̃Oβ

)
dA, en Vβ (8.45a)

κO∇
2
yc̃Oξ =− 1

Vξ

∫
Aβδ

nβδ ·
(
κO∇yc̃Oξ

)
dA+

1
Vξ

∫
AηO

nσηO ·
(
κO∇yc̃Oξ

)
dA

+
1

Vξ

∫
Aµξ

nξ µ ·
(
κO∇yc̃Oξ

)
dA en Vξ (8.45b)

κO∇
2
yc̃Oµ =

1
Vµ

∫
Aµξ

nµξ ·
(
κO∇yc̃Oµ

)
dA+

κOkO

DOσ

c̃Oµ , en Vµ (8.45c)

Donde κO = DOσ/DOβ representa la razón entre los coeficientes de difusión de oxígeno dentro

y fuera de la célula. En las ecuaciones anteriores se supuso que los coeficientes de difusión del

oxígeno dentro de la mitocondria y en el citosol son los mismos. Esto es, DOξ = DOµ = DOσ .

Hay que resaltar que a partir del ODA, se dedujeron las ecuaciones anteriores, las cuales son

consistentes con las deducidas por Wood y Whitaker (1998) utilizando el método de promedio

volumétrico clásico, demostrando que se puede utilizar el método propuesto en este trabajo y

obtener los mismos resultados.

Usando la descomposición espacial de Gray (7.5) bajo la suposición de equilibrio local másico

en las condiciones de frontera que se expresan en las ecuaciones (8.18b)-(8.18d) se obtienen las
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siguientes ecuaciones

nβδ ·∇yc̃Oβ = nβδ · (κO −1)∇x⟨cO⟩+nβδ ·κO∇yc̃Oξ , en Aβδ (8.46a)

αOc̃Oξ = c̃Oβ +nβδ · γO∇x⟨cO⟩+nβδ ·αOγO∇yc̃Oξ , en Aβδ (8.46b)

nσηO ·DOσ ∇yc̃Oξ =−nσηO ·DOσ ∇x⟨cO⟩, en AηO (8.46c)

Para simplificar la notación, en las ecuaciones anteriores se utilizó la siguiente definición

γO =
DOξ

kOµ

, (8.47)

Cabe agregar que, para el oxígeno es necesario contar, además de las condiciones de frontera

anteriores, con condiciones de frontera en la superficie de las mitocondrias. Por ello, se aplica

la descomposición espacial de Gray a las ecuaciones (8.23) para obtener, bajo la suposición de

equilibrio local másico, las siguientes expresiones

c̃Oξ = c̃Oµ , en Aξ µ (8.48a)

−nξ µ ·∇rc̃Oξ =−nξ µ ·∇rc̃Oµ , en Aξ µ (8.48b)

Estas ecuaciones indican la continuidad de las desviaciones y del flux y fueron posibles debido a las

suposiciones de equilibrio local másico y de igualdad de los coeficientes de difusión. Por último, se

imponen las condiciones de periodicidad en las superficies de entrada y salida de la celda unitaria

periódica donde se resolverá el problema de las desviaciones de la concentración

ψ(r+ li) = ψ(r), ψ = c̃Oβ , c̃Oξ , c̃Oµ ; i = 1,2,3 (8.49)

y la siguiente restricción promedio para acotar los campos de las variables de desviación

⟨c̃Oβ ⟩β = 0; ⟨c̃Oξ ⟩ξ = 0; ⟨c̃Oµ⟩µ = 0 (8.50)
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8.2.3 Problema de cerradura para el oxígeno

Para esta especie química, el problema de las desviaciones en su forma simplificada está dado

por las siguientes ecuaciones

∇
2
yc̃Oβ =

1
Vβ

∫
Aβδ

nβδ ·
(
∇yc̃Oβ

)
dA, en Vβ (8.51a)

κO∇
2
yc̃Oξ =− 1

Vξ

∫
Aβδ

nβδ ·
(
κO∇yc̃Oξ

)
dA+

1
Vξ

∫
AηO

nσηO ·
(
κO∇yc̃Oξ

)
dA

+
1

Vξ

∫
Aµξ

nξ µ ·
(
κO∇yc̃Oξ

)
dA, en Vξ (8.51b)

κO∇
2
yc̃Oµ =

1
Vµ

∫
Aµξ

nµξ ·
(
κO∇yc̃Oµ

)
dA+

κOkO

DOξ

c̃Oµ , en Vµ (8.51c)

nβδ ·∇yc̃Oβ
= nβδ · (κO −1)∇x⟨cO⟩+nβδ ·κO∇yc̃Oξ , en Aβδ (8.51d)

αOc̃Oξ = c̃Oβ +nβδ · γO∇x⟨cO⟩+nβδ ·αOγO∇yc̃Oξ , en Aβδ (8.51e)

nσηO ·DOσ ∇rc̃Oξ =−nσηO ·DOσ ∇x⟨cO⟩, en AηO (8.51f)

c̃Oξ = c̃Oµ , en Aξ µ (8.51g)

−nξ µ ·∇yc̃Oξ =−nξ µ ·∇yc̃Oµ , en Aξ µ (8.51h)

ψ(r+ li) = ψ(r), ψ = c̃Oβ
, c̃Oξ , c̃Oµ ; i = 1,2,3 (8.51i)

⟨c̃Oβ
⟩β = 0; ⟨c̃Oξ ⟩ξ = 0; ⟨c̃Oµ⟩µ = 0 (8.51j)

Este es un problema lineal, por lo que su solución formal contiene solo una variable de cerradura

y puede expresarse en términos de la única fuente como sigue

c̃Oβ = bOβ ·∇x⟨cO⟩, en Vβ (8.52a)

c̃Oξ = bOξ ·∇x⟨cO⟩, en Vξ (8.52b)

c̃Oµ = bOµ ·∇x⟨cO⟩, en Vµ (8.52c)

En donde bOβ , bOξ y bOµ son variables de cerradura que resuelven el siguiente problema de valor
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a la frontera en una geometría periódica

∇
2
ybOβ =

1
Vβ

∫
Aβδ

nβδ ·
(
∇ybOβ

)
dA, en Vβ (8.53a)

κO∇
2
ybOξ =− 1

Vξ

∫
Aβδ

nβδ · (κO∇ybOξ ) dA+
1

Vξ

∫
AηO

nσηO · (κO∇ybOξ ) dA

+
1

Vξ

∫
Aµξ

nξ µ ·
(
κO∇ybOξ

)
dA, en Vξ (8.53b)

κO∇
2
ybOµ =

1
Vµ

∫
Aµξ

nµξ · (κO∇bOµ) dA+
κOkO

DOξ

bOµ , en Vµ (8.53c)

nβδ ·∇ybOβ = nβδ (κO −1)+nβδ ·κO∇ybOξ , en Aβδ (8.53d)

αObOξ = bOβ +nβδ γO +nβδ ·αOγO∇ybOξ , en Aβδ (8.53e)

nσηO ·∇ybOξ =−nσηO, en AηO (8.53f)

bOξ = bOµ , en Aξ µ (8.53g)

−nξ µ ·∇ybOξ =−nξ µ ·∇ybOµ , en Aξ µ (8.53h)

ψ(r+ li) = ψ(r), ψ = bOβ ,bOξ ,bOµ ; i = 1,2,3 (8.53i)

⟨bOβ ⟩β = 0;⟨bOξ ⟩ξ = 0;⟨bOµ⟩µ = 0; (8.53j)

Con esta información se procede en los siguientes párrafos a la deducción del modelo macros-

cópico cerrado para el O2. Se sustituye la solución formal del problema de las desviaciones en los

filtros del modelo no cerrado para obtener el modelo promedio cerrado o de medio efectivo

8.2.4 Modelo promedio cerrado para la transferencia de O2

Regresando la atención a la ecuación (8.33), se multiplican ambos lados por la suma de las

fracciones volumétricas para obtener la siguiente expresión

(εβ + εσ )⟨jO⟩=−(εβ DOβ + εσDOσ )∇x⟨cO⟩− εβ DOβ ⟨∇yc̃Oβ ⟩β

−εξ DOξ ⟨∇yc̃Oξ ⟩ξ − εµDOµ⟨∇yc̃Oµ⟩µ (8.54)
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Utilizando el teorema del promediado espacial, la ecuación anterior se puede expresar de la siguiente

forma

(εβ + εσ )⟨jO⟩=− (εβ DOβ + εσDOσ )∇x⟨cO⟩−
DOβ

V

∫
Aβδ

nβδ c̃Oβ dA+
DOξ

V

∫
Aβδ

nβδ c̃Oξ dA

−
DOξ

V

∫
AηO

nσηOc̃Oξ dA−
DOξ

V

∫
Aµξ

nξ µ c̃Oξ dA+
DOµ

V

∫
Aµξ

nξ µ c̃Oµ dA

(8.55)

Note que, debido a la condición de continuidad en la interfase citosol-mitocondria (ecuación 8.51g)

y a que DOξ = DOµ = DOσ , los últimos dos términos en el lado derecho de la ecuación anterior

se cancelan entre sí. Sustituyendo en la ecuación (8.55) la solución formal dada en las ecuaciones

(8.52) da como resultado la siguiente expresión para el flux difusivo de masa a escala macroscópica

(εβ + εσ )⟨jO⟩=−D′
Oe f ·∇x⟨cO⟩ (8.56)

En donde se definió al tensor de difusión efectiva del oxígeno como

D′
Oe f = (εβ DOβ + εσDOσ )I+

1
V

∫
Aβδ

nβδ

(
DOβ bOβ −DOξ bOξ

)
dA+

DOξ

V

∫
AηO

nσηObOξ dA

(8.57)

De esta forma, al sustituir la ecuación (8.56) en la ecuación (8.27) se obtiene que

(εβ + εσ )
∂ ⟨cO⟩

∂ t
= ∇x ·

(
D′

Oe f ·∇x⟨cO⟩
)
+(εβ + εσ )⟨RO(r)⟩ (8.58)

Ya que se consideran condiciones de equilibrio local másico, a partir de la ecuación (8.28), el último

término del lado derecho de la ecuación anterior se expresa de la siguiente manera

⟨RO(r)⟩=−
εµ

εβ + εσ

kO⟨cO⟩ (8.59)

Con esta expresión, la ecuación (8.58) puede escribirse como

(εβ + εσ )
∂ ⟨cO⟩

∂ t
= ∇x ·

(
D′

Oe f ·∇x⟨cO⟩
)
− εµkO⟨cO⟩ (8.60)
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Al dividir ambos lados entre la suma de las fracciones volumétricas, la ecuación anterior puede

reformularse como se presenta a continuación

∂ ⟨cO⟩
∂ t

= ∇x · (DOe f ·∇x⟨cO⟩)−
εµ

εβ + εσ

kO⟨cO⟩ (8.61)

DOe f representa al tensor de difusividad efectiva del oxígeno y se define de la siguiente manera

DOe f =
D′

Oe f

εβ + εσ

(8.62)

8.2.5 Método de promediado para la especie S

Como se mencionó antes, la aplicación y el procedimiento para aplicar el método de promediado

para la especie S es muy similar al ya desarrollado en las secciones 8.2.1-8.2.4. Por este motivo, se

describirán principalmentelas diferencias que se presentan en cada sección de promediado y las

ecuaciones resultantes.

En el caso de los soforolípidos, se toma en cuenta que el volumen de promediado V está

conformado por dos fases: Vβ y Vξ , ya que a diferencia del O2, esta especie no se difunde ni

reacciona dentro de las mitocondrias.

Al aplicar el operador de promediado a la ecuación a escala microscópica (8.19a), se obtiene la

siguiente expresión

∂ ⟨cS⟩
∂ t

+ ⟨∇r · jS⟩= ⟨RS(r)⟩ (8.63)

De acuerdo a la definición dada en la ecuación (8.24b) en el término de la reacción, se obtiene lo

siguiente

⟨RS(r)⟩=
1

Vβ +Vξ

∫
V

RS dV =
1

Vβ +Vξ

∫
Vξ

kS ln
∣∣∣∣cSξ máx

cSξ

∣∣∣∣ dV (8.64)

Es importante poner particular atención a la tasa de reacción en la fase ξ para la especie S. En la

ecuación (8.64), es evidente que se trata de una cinética no lineal, lo cual complica el proceso de

escalamiento. Para atender esta situación, se aplica la descomposición espacial de Gray al término



8.2 Escalamiento en la biopelícula 78

de la concentración cSξ que se encuentra en el denominador del logaritmo natural

cSξ = ⟨cSξ ⟩ξ + c̃Sξ (8.65)

Además se impone la suposición de equilibrio local másico, es decir ⟨cSξ ⟩ξ = ⟨cS⟩, para obtener la

siguiente expresión

kS ln
∣∣∣∣cξ máx

cSξ

∣∣∣∣= kS ln
∣∣∣∣ cξ máx

⟨cS⟩+ c̃Sξ

∣∣∣∣, en Vξ . (8.66)

Esta ecuación es no lineal, tanto para la concentración promedio como para sus desviaciones. Lo

primero es aceptable para el modelo promedio que se deduce mas adelante, pero lo segundo es un

obstáculo importante para el proceso de cerradura. Para superar esta última dificultad, se impone la

siguiente suposición

⟨cS⟩ ≫ c̃Sξ , en Vξ . (8.67)

Bajo estas condiciones, la tasa de reacción representada en la ecuación (8.66) se puede expresar de

la siguiente forma aproximada

kS ln
∣∣∣∣cξ máx

⟨cS⟩

∣∣∣∣= KM
S , en Vξ (8.68)

donde KM
S representa un coeficiente de reacción modificada para la producción de soforolípidos.

Una vez que se obtiene este coeficiente, el promedio del término de reacción para la especie S se

expresa de la siguiente forma

⟨RS(r)⟩=
1

Vβ +Vξ

∫
V

RS dV =
1

Vβ +Vξ

∫
Vξ

RSξ dV =
εξ

εβ + εξ

KM
S ⟨cS⟩ (8.69)

Al sustituir la ley de Fick y aplicar la descomposición espacial de Gray en la ecuación (8.63) se

obtiene el modelo promedio no cerrado de transporte de masa de la especie S

∂ ⟨cS⟩
∂ t

−∇x · (⟨DS(r)⟩∇x⟨cS⟩+ ⟨DS(r)∇rc̃S⟩) = ⟨RS(r)⟩ (8.70)

Se plantea a continuación el problema de cerradura en términos de las desviaciones de la concentra-
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ción c̃S. Este problema se resuelve en una celda unitaria periódica.

8.2.6 Problema de cerradura

Las ecuaciones diferenciales y condiciones de frontera que representan el problema simplificado

de las desviaciones para los soforolípidos son las siguientes

∇
2
yc̃Sβ =

1
Vβ

∫
Aβδ

nβδ ·
(
∇yc̃Sβ

)
dA, en Vβ (8.71a)

κS∇
2
yc̃Sξ =− 1

Vξ

∫
Aβδ

nβδ ·
(
κS∇yc̃Sξ

)
dA+

1
Vξ

∫
AηS

nξ ηS ·
(
κS∇yc̃Sξ

)
dA−

κSKM
S

DSξ

c̃Sξ , en Vξ

(8.71b)

nβδ ·∇yc̃Sβ = nβδ · (κS −1)∇x⟨cS⟩+nβδ ·κS∇yc̃Sξ , en Aβδ (8.71c)

αSc̃Sξ = c̃Sβ +nβδ · γS∇x⟨cS⟩+nβδ ·αSγS∇yc̃Sξ , en Aβδ (8.71d)

nξ ηS ·DSξ ∇rc̃Sξ =−nξ ηS ·DSξ ∇x⟨cS⟩, en AηS (8.71e)

ψ(r+ li) = ψ(r), ψ = c̃Sβ , c̃Sξ ; i = 1,2,3 (8.71f)

⟨c̃Sβ ⟩β = 0; ⟨c̃Sξ ⟩ξ = 0 (8.71g)

La diferencia entre el problema de cerradura del O2 y los soforolípidos, reside en la fase donde hay

reacción de cada especie y la consideración del efecto de los organelos presentes en la célula en

el transporte por difusión. Las ecuaciones (8.51b) y(8.71b) representan el transporte de masa en

la fase-ξ , es decir, dentro de la célula para cada especie respectivamente. En el caso del oxígeno

se consideran las fronteras de los organelos donde no hay difusión de esta especie. Para los

soforolípidos aparte de considerar el espacio donde no se difunde, el tercer término de la ecuación

(8.71b) representa la reacción de producción de esta especie. Además, el problema de cerradura del

O2 tiene una ecuación integral más (ec.8.51c), la cuál expresa el transporte por difusión dentro de

las mitocondrias y la reacción de consumo de esta especie en ellas.

Ya que la difusión de soforolípidos se presenta solo en dos fases del sistema estudiado, y el

problema de cerradura es lineal, se proponen dos soluciones formales con una variable de cerradura



8.2 Escalamiento en la biopelícula 80

ya que solo hay una fuente.

c̃Sβ = bSβ ·∇x⟨cS⟩, en Vβ (8.72a)

c̃Sξ = bSξ ·∇x⟨cS⟩, en Vξ (8.72b)

En donde bSβ y bSξ son variables de cerradura que resuelven el siguiente problema de valor a la

frontera en una geometría periódica

∇
2
ybSβ =

1
Vβ

∫
Aβδ

nβδ ·∇ybSβ dA en Vβ (8.73a)

κS∇
2
ybSξ =− 1

Vξ

∫
Aβδ

nβδ · (κS∇ybSξ ) dA+
1

Vξ

∫
AηS

nξ ηS ·
(
κS∇ybSξ

)
dA−

κSkM
S

DSξ

bSξ , en Vξ

(8.73b)

nβδ ·∇ybSβ = nβδ (κS −1)+nβδ ·κS∇ybSξ , en Aβδ (8.73c)

αSbSξ = bSβ +nβδ γS +nβδ ·αSγS∇ybSξ , en Aβδ (8.73d)

nξ ηS ·∇ybSξ =−nξ ηS, en AηS (8.73e)

ψ(r+ li) = ψ(r), ψ = bSβ ,bSξ ; i = 1,2,3 (8.73f)

⟨bSβ ⟩β = 0; ⟨bSξ ⟩ξ = 0 (8.73g)

8.2.7 Modelo cerrado para soforolípidos

Siguiendo el mismo procedimiento para deducir el modelo promedio cerrado ahora para la

especie S

(
εβ + εξ

)
⟨jS⟩=−D′

Se f ·∇x⟨cS⟩ (8.74)

En donde se definió al tensor de difusión efectiva de los soforolípidos como

D′
Se f = (εβ DSβ + εξ DSξ )I+

1
V

∫
Aβδ

nβδ

(
DSβ bSβ −DSξ bSξ

)
dA+

DSξ

V

∫
AηS

nξ ηbSξ dA

(8.75)

De esta forma, al sustituir la ecuación (8.75) en la ecuación (8.19a), siguiendo una metodología
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similar a la especie O, se obtiene que

(
εβ + εξ

) ∂ ⟨cS⟩
∂ t

= ∇x ·
(
D′

Se f ·∇x⟨cS⟩
)
+
(
εβ + εξ

)
⟨RS(r)⟩ (8.76)

Dirigiendo la atención al último término en el lado derecho, se tiene de la ecuación (8.69), bajo

condiciones de equilibrio local másico, la siguiente expresión para la tasa de reacción

⟨RS(r)⟩=
εξ

εβ + εξ

KM
S ⟨cS⟩ (8.77)

De esta forma, la ecuación (8.76) puede escribirse como

(
εβ + εξ

) ∂ ⟨cS⟩
∂ t

= ∇x ·
(
D′

Se f ·∇x⟨cS⟩
)
+ εξ kS ln

∣∣∣∣cξ máx

⟨cS⟩

∣∣∣∣⟨cS⟩ (8.78)

donde además se sustituyó la ecuación (8.68). Ciertamente, la ecuación anterior puede reformularse

de la siguiente forma al dividir ambos lados entre la suma de las fracciones volumétricas:

∂ ⟨cS⟩
∂ t

= ∇x · (DSe f ·∇x⟨cS⟩)+
εξ

εβ + εξ

kS ln
∣∣∣∣cξ máx

⟨cS⟩

∣∣∣∣⟨cS⟩ (8.79)

En la ecuación anterior, se usó el siguiente cambio de variable

DSe f =
D′

Se f

εβ + εξ

(8.80)

Las ecuaciones (8.61) y (8.79) son el resultado de aplicar la técnica de promediado que se ha ido

describiendo y representan a los modelos macroscópicos o de medio efectivo para la transferencia

de O2 y soforolípidos respectivamente. Estos modelos describen el transporte de masa en forma

promedio en la escala celular.

8.2.8 Problemas de cerradura adimensionales

Se plantean los siguientes parámetros y variables adimensionales, ya que al manejarlos de esta

forma, se reducen los grados de libertad en las ecuaciones de los problemas de cerradura.

∇
∗ = ℓ∇; b∗

S =
bS

ℓ
; bO∗=

bO

ℓ
; γ

∗ =
γ

ℓ
; φ

2
S =

kM
S ℓ2

DSξ

; φ
2
O =

kOℓ
2

DOξ

(8.81)
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De esta forma, la versión adimensional del problema de cerradura para el oxígeno se expresa

como sigue

∇
∗2
y b∗

Oβ
=

1
V ∗

β

∫
Aβδ

nβδ ·
(

∇
∗
yb∗

Oβ

)
dA∗, en Vβ (8.82a)

κO∇
∗2
y b∗

Oξ
=− 1

V ∗
ξ

∫
Aβδ

nβδ · (κO∇
∗
yb∗

Oξ
) dA∗+

1
V ∗

ξ

∫
AηO

nσηO · (κO∇
∗
yb∗

Oξ
) dA∗

+
1

V ∗
ξ

∫
Aµξ

nξ µ ·
(

κO∇
∗
yb∗

Oξ

)
dA∗, en Vξ (8.82b)

κO∇
∗2
y b∗

Oµ =
1

V ∗
µ

∫
Aµξ

nµξ · (κO∇
∗b∗

Oµ) dA∗+κOφ
2
Ob∗

Oµ , en Vµ (8.82c)

nβδ ·∇∗
yb∗

Oβ
= nβδ (κO −1)+nβδ ·κO∇

∗
yb∗

Oξ
, en Aβδ (8.82d)

αOb∗
Oξ

= b∗
Oβ

+nβδ γ
∗
O +nβδ ·αOγ

∗
O∇yb∗

Oξ
, en Aβδ (8.82e)

nσηO ·∇∗
yb∗

Oξ
=−nσηO, en AηO (8.82f)

b∗
Oξ

= b∗
Oµ , en Aξ µ (8.82g)

−nξ µ ·∇∗
yb∗

Oξ
=−nξ µ ·∇∗

yb∗
Oµ , en Aξ µ (8.82h)

ψ(r∗+ l∗i ) = ψ(r∗), ψ = b∗
Oβ

, b∗
Oξ

, b∗
Oµ ; i = 1,2,3 (8.82i)

⟨b∗
Oβ

⟩β = 0; ⟨b∗
Oξ

⟩ξ = 0; ⟨b∗
Oµ⟩µ = 0; (8.82j)

También se expresa de manera adimensional al tensor de difusividad efectiva del oxígeno como

D′
Oe f

DOβ

= (εβ + εσ κO)I+
1

V ∗

∫
Aβδ

nβδ

(
b∗

Oβ
−κOb∗

Oξ

)
dA∗+

κO

V ∗

∫
AηO

nσηOb∗
Oξ

dA∗ (8.83)

De forma similar al problema de cerradura adimensional para la especie O, se plantea para la
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especie S.

∇
2∗
y b∗

Sβ
=

1
V ∗

β

∫
Aβδ

nβδ ·∇∗
yb∗

Sβ
dA∗ en Vβ (8.84a)

κS∇
2∗
y b∗

Sξ
=− 1

V ∗
ξ

∫
Aβδ

nβδ · (κS∇
∗
yb∗

Sξ
) dA∗+

1
V ∗

ξ

∫
AηS

nξ ηS ·
(

κS∇
∗
yb∗

Sξ

)
dA∗−κSφ

2
S b∗

Sξ
, en Vξ

(8.84b)

nβδ ·∇∗
yb∗

Sβ
= nβδ (κS −1)+nβδ ·κS∇

∗
yb∗

Sξ
, en Aβδ (8.84c)

αSb∗
Sξ

= b∗
Sβ

+nβδ γ
∗
S +nβδ ·αSγ

∗
S ∇

∗
yb∗

Sξ
, en Aβδ (8.84d)

nξ ηS ·∇∗
yb∗

Sξ
=−nξ ηS, en AηS (8.84e)

ψ(r∗+ l∗i ) = ψ(r∗), ψ = b∗
Sβ
, b∗

Sξ
; i = 1,2,3 (8.84f)

⟨b∗
Sβ
⟩β = 0; ⟨b∗

Sξ
⟩ξ = 0 (8.84g)

De igual manera se plantea de forma adimensional al tensor de difusión efectiva para los

soforolípidos.

D′
Se f

DSβ

= (εβ +κSεξ )I+
1

V ∗

∫
Aβδ

nβδ

(
b∗

Sβ
−κSb∗

Sξ

)
dA∗+

κS

V ∗

∫
AηS

nξ ηSb∗
Sξ

dA∗ (8.85)

Los problemas anteriores se resuelven numéricamente usando el programa Comsol Multiphysics;

al conocer los campos de las varibales de cerradura, se utilizan para calcular las componentes del

tensor de difusividad efectiva correspondiente a cada especie.

8.3 Discusión: Análisis de la escala celular

Se representa a la levadura Starmerella bombicola dentro de una celda periódica unitaria, con

una geometría simplificada como se muestra en la Figura 8.2, donde se consideran los organelos que

pueden representar un obstáculo para la difusión y que participan en la producción de soforolípidos

y en el consumo de O2. En esta geometría, la levadura se representa como un elipsoide, fuera de ella

se encuentra el fluido extracelular y su fracción volumétrica (εβ ) es de 0.85. Dentro de la levadura

se encuentra el citosol, cuya fracción volumétrica (εξ ) es del 0.11. Se colocó una esfera como

geometría simplificada, que representa aproximadamente el 20% del volumen ocupado por las

mitocondrias (Vµ ) dentro del citosol (Lorenzo, 2019), la fracción volumétrica (εµ ) ocupada por esta
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Figura 8.2. Esquema de la celda unitaria periódica utilizada para la solución del problema de
cerradura en la biopelícula. εµ :Fracción volumétrica ocupada por las mitocondrias. εξ :Fracción
volumétrica ocupada por el citosol. εβ :Fracción volumétrica ocupada por el fluido extraceluar.

esfera es del 0.027. Por último, también se consideró al núcleo ya que representa un obstáculo para

la difusión, ocupando entre un 8%-10% del total de una célula eucarionte (Bruce, 2015), siendo su

fracción volumétrica de 0.013.

El problema de cerradura para cada especie se resolvió usando el software de elemento finito

Comsol Multiphysics 5.6, se utilizó un resolvedor directo en un esquema donde las ecuaciones en

cada fase estaban totalmente acopladas. Además, en la condición de frontera dada en las ecuaciones

(8.84d) y (8.82e) se utilizó una restricción débil enfocada en las variables dependientes individuales

para facilitar la convergencia del programa. Mas aún, se llevaron a cabo pruebas rutinarias de

convergencia de malla, con el fin de elegir una que genere simulaciones precisas y consistentes. Se

seleccionó una malla fina donde la forma de los elementos fue tetraédrica, con 31,623 elementos de

dominio y 3,444 elementos en las fronteras ya que el error con respecto a mallas con más elementos

no fue mayor al 2%.

Se establecieron valores basados en la revisión bibliográfica para los grados de libertad en

la formulación adimensional de los problemas de cerradura, siendo la razón de las difusividades

moleculares κ y el inverso del número de Biot γ∗ = γ/ℓ (donde ℓ representa el largo de cada lado

de la celda unitaria) la resistencia en la membrana a la difusividad (Wood y Whitaker, 1998; Valdés-

Parada y col., 2019). Estos parámetros son los que tienen mayor influencia sobre la transferencia

de masa por transporte difusivo; cabe mencionar que κ y γ son parámetros específicos para cada

especie. Se establecieron rangos de valores para los grados de libertad κ [0.1,10] (Wood y Whitaker,
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1998), γ∗[0,10] (Wood y Whitaker, 1998), y el módulo de Thiele φ 2 = kℓ2/Dξ el cual indica la

relación entre la reacción y la difusión con valores de [0.01,1](Valdés-Parada y col., 2019); donde

κ , γ∗ y φ 2 corresponden a cada especie química.

La explicación física para cada valor establecido es el siguiente

κ = 0.1, γ∗ = 0: El transporte por difusión es 10 veces menor dentro de la célula, no hay

resistencia en la membrana celular a la transferencia de masa.

κ = 0.1, γ∗ = 10: El transporte por difusión es 10 veces menor dentro de la célula, hay

resistencia en la membrana celular a la transferencia de masa.

κ = 10, γ∗ = 0: El transporte por difusión es 10 veces mas rápido dentro de la célula, no hay

resistencia en la membrana celular a la transferencia de masa.

κ = 10, γ∗ = 10: El transporte por difusión es 10 veces mas rápido dentro de la célula, hay

resistencia en la membrana celular a la transferencia de masa.

Cada uno de estos casos se puede favorecer por diversas condiciones en el sistema biológico.

Por ejemplo, el contenido de humedad, un alto contenido de humedad provoca descensos de la

porosidad y por consiguiente de la difusión de O2 (Pastrana, 1996). Por lo tanto, una vez consumido

el O2 por la célula no tiene problemas para difundirse dentro de ella pero fuera de ella se va a ver

reducida la difusión. Otro parámetro que se debe controlar es la temperatura. Esta interacciona con

la actividad de agua, La actividad microbiana se desacelera o se detiene y puede traer problemas

con la difusión de las especies dentro de la célula. Una temperatura inferior a la óptima reduce

la productividad del microorganismo (Pastrana, 1996). El grosor, la geometría y la compactación

de la biopelícula son elementos que van a complicar la difusión de especies fuera de la célula

(on Biofilm Modeling, 2006). Igualmente la contaminación con otros microorganismos que a su

vez formen micelios o impurezas que estén presentes en la biopelícula por el uso de residuos

agroindustriales, dificulta la difusividad de O2. Por otro lado, una correcta tasa de aireación que

se establece de acuerdo al requerimiento del microorganismo va a favorecer la difusión fuera de

la célula junto con una adecuada eliminación de CO2 por agitación. En el caso de la resistencia

a la membrana esta se ve afectada en la etapa de la producción de los soforolípidos, ya que estos

actúan reduciendo la tensión interfacial sobre la bicapa lipídica, aumentando su solubilidad y por

consecuencia, reduciendo la resistencia de ésta (Franco y col., 2021). También problemas en la

expresión del conjunto de genes que codifican a las proteínas transportadoras para los soforolípidos

dificultarán su difusión fuera de la célula ya que tendrán problemas para ser expulsados.
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Figura 8.3. Ejemplos de los campos de la componente x de la variable de cerradura b∗
Sβ

para los
soforolípidos en el fluido extracelular, para diferentes valores de la relación de difusividades κS

con variaciones en la resistencia en la membrana γ∗S . a) κS = 0.1,γ∗S = 0. b) κS = 0.1,γ∗S = 10. c)
κS = 10,γ∗S = 0. d) κS = 10,γ∗S = 10.

La solución del problema de cerradura en Vβ se ejemplifica para la especie S en la Figura

8.3 ya que para el O2 se obtuvieron resultados similares. En las Figuras 8.4 y 8.5 se presenta la

solución para la componente x de las variables b∗
Sξ

y b∗
Oξ

respectivamente en el dominio Vξ y

Vµ . En los perfiles reportados las flechas representan al gradiente de los campos de la variable de

cerradura; en la Figura 8.3 se representan los campos de valores de la componente x de la variable

b∗
Sβ

para diferentes valores de κS y γ∗S . Se puede apreciar la formación de un dipolo, con valores

positivos para las flechas que van de la membrana celular hacia la biopelícula, y valores negativos

en dirección contraria. Los valores de la variable de cerradura aumentan en la interfase Aβδ y

conforme se aleja sus valores disminuyen, estando dentro de un rango de [-0.15, 0.2]. Este efecto

se debe a que al irse alejando de la célula, esta deja de representar un obstáculo para la difusión de

las especies, siendo el perfil c) con las condiciones mas favorecedoras, ya que no hay resistencia en

la membrana y la difusión dentro de ella se da con mayor facilidad. Para el perfil a) aún sin tener

resistencia en la membrana, la difusión dentro de la célula se complica, ya que es mas lenta. En

el perfil b) hay resistencia en la membrana, mas aún, la difusión dentro de la célula es menor que

fuera de ella. En el perfil d) aunque la difusión se dé con mayor facilidad dentro que fuera de la

célula, esta se complica ya que hay resistencia en la membrana celular. Estos últimos 3 perfiles

mencionados son casos similares ya que de alguna manera la difusión no se ve favorecida, por lo

tanto κS y γ∗S no presentaron un efecto considerable sobre los valores de b∗xSβ
.
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(a) Ejemplos de los campos de la componente x
de la variable de cerradura b∗

Sξ
, para los soforolí-

pidos dentro de la célula

(b) Ejemplos de los campos de la componente x de
la variable de cerradura b∗

Oξ
, para el O2 dentro de la

célula.

Figura 8.4. Ejemplos de los campos de la componente x de las variables de cerradura b∗
ξ

para
diferentes valores de la relación de difusividades κ con variaciones en la resistencia en la membrana
γ∗ dentro de la célula. 1 S/O) κ = 0.1,γ∗ = 0. 2 S/O) κ = 0.1,γ∗ = 10. 3 S/O) κ = 10,γ∗ = 0. 4
S/O) κ = 10,γ∗ = 10.

Figura 8.5. Ejemplos de los campos de la componente x de la variable de cerradura bOµ para
diferentes valores de la relación de difusividades κO con variaciones en la resistencia en la membrana
γ∗O, para el O2 dentro de las mitocondrias. a) κO = 0.1,γ∗O = 0. b) κO = 0.1,γ∗O = 10. c) κO =
10,γ∗O = 0. d) κO = 10,γ∗O = 10.

En la Figura 8.4a, se reportan los campos de valores de la componente x para la variable b∗
Sξ

.

En los perfiles de la variable de cerradura se puede apreciar la formación de dipolos dentro de la

célula. En las interfases entre el citosol y los organelos de la célula aumentan los valores de b∗xSξ
,

esto debido a que estos organelos dificultan el transporte por difusión, siendo en la zonas lejanas
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a estas interfases donde los valores de b∗xSξ
son aproximadamente 0, ya que dejan de representar

un obstáculo. En el perfil 1S), la difusividad dentro de la célula va a ser menor que fuera de ella,

mas aún, no hay resistencia en la membrana, esto se refleja en los valores de b∗xSξ
, ya que son

menores con un rango de [-0.1, 0.1]. En el perfil 2S), al aumentar la resistencia en la membrana, se

dificulta la difusión de la especie S, por lo tanto los valores de b∗xSξ
también aumentan en un rango

de [-0.3, 0.3]. En los perfiles 3S) y 4S) sucede el mismo fenómeno, al incrementar la resistencia

en la membrana, se dificulta el transporte difusivo en el citosol y como consecuencia, aumenta el

campo de valores de la variable de cerradura. El mismo fenómeno sucede en la Figura 8.4b para

la variable b∗xOξ
, cabe resaltar que en este caso, esta variable comienza a tomar relevancia a partir

de la zona entre la mitocondria y el núcleo, esto se debe a que la especie O ingresa a la célula,

reacciona dentro de la mitocondria, y posteriormente una fracción es expulsada nuevamente a la

célula. En general, los campos de las variables de cerradura mapean la influencia de las fuentes

sobre las desviaciones, al haber mas resistencias a la transferencia de masa, es razonable pensar

que la concentración no es uniforme en toda la celda unitaria y por ello aumentan los valores de los

campos de las desviaciones.

Además, como se observa en la Figura 8.5, haciendo el mismo análisis sobre la variable de

cerradura b∗xOµ
, se observa un efecto similar respecto a la variación de γ∗O, al aumentar la resistencia

en la membrana celular, el campo de valores de b∗xOµ
incrementa; tal es el caso del perfil a), al no

haber resistencia en la membrana celular, la difusión de oxígeno se ve favorecida y los valores de

la variable b∗xOµ
son prácticamente 0. Estos efectos en los valores de las variables de cerradura,

se traducen en que las desviaciones de la concentraciones respecto a su valor promedio deben

aumentar. En general, el efecto que se observa de κ es que al complicar la difusión dentro de la

célula (κ<1), esto va a afectar sobre la difusión global de la célula y por ende a a difusividad

efectiva. Al aumentar el valor de γ , también se está complicando la difusión de las especies ya que

representa una mayor resistencia en la membrana y pared celular, teniendo el mismo efecto sobre la

difusividad efectiva ya que se “empobrece“ el transporte difusivo. El primer parámetro representa

las complicaciones en las fases, y el segundo es las complicaciones en las interfases. Como puede

apreciarse, al contar con organelos dentro de la célula y al aumentar γ∗, se complica el transporte

por difusión en la celda unitaria.

Al contar con los resultados de la solución de los problemas de cerradura para ambas especies,

se pueden calcular las componentes de los tensores de difusividad D′
Se f y D′

Oe f . Para analizar el
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efecto que tienen los parámetros κ y γ∗ sobre los tensores, se realizaron análisis paramétricos

respecto a una geometría en 3 dimensiones con características anisótropas como se muestra en

la Figura 8.2. Por lo tanto, es necesario cuantificar la influencia de las 9 componentes de los

tensores D′
Se f y D′

Oe f , respectivamente. Se estimaron los valores de cada componente utilizando los

valores mínimos y máximos de cada parámetro ya mencionado y así se encontró que la influencia

de las componentes fuera de la diagonal es despreciable respecto a las componentes xx, yy y zz

ya que sus valores son muy similares entre sí a pesar de su geometría anisótropa. Se calculó la

diferencia relativa entre las 3 componentes de la diagonal de los tensores de difusividad y se

estimó que existe aproximadamente 3% de diferencia entre ellas, es decir, son isótropas. Por

este motivo, es razonable tratar a los tensores de difusión como si fueran esféricos y realizar los

análisis paramétricos solamente sobre la componente longitudinal (xx) para obtener los valores de

los coeficientes efectivos de transporte que describen los procesos de difusión y reacción de las

especies químicas estudiadas a nivel celular.

Haciendo las consideraciones anteriores, se procedió a hacer barridos paramétricos para cuan-

tificar el efecto que tienen los parámetros sobre las componentes longitudinales de los tensores

D′
Se f y D′

Oe f . Para el primer barrido, se cuantificó el efecto de φ 2 sobre el tensor de difusividad,

se supone que al aumentar φ 2 el consumo de O2 será mayor en las mitocondrias al igual que la

producción de soforolípidos en el citosol. Al hacer las evaluaciones numéricas, se encontró que

para valores de φ 2 ≤ 1, tanto para el caso de los soforolípidos como del O2, no se encontró una

dependencia notable del coeficiente de difusividad efectiva con φ 2, esto se atribuye al hecho que

bajo estas condiciones la tasa de reacción no supera al transporte difusivo, lo cual es consistente

con la literatura (Valdés-Parada y Alvarez, 2010; Valdés-Parada y col., 2019).

Una vez demostrado que φ 2 no tiene efecto significativo sobre los tensores DSe f y DOe f se

evaluó la influencia de los parámetros restantes. En la Figura 8.6, se reporta la dependencia de la

componente xx del tensor de difusividad para cada especie con los grados de libertad restantes que

fueron κ y γ∗ con el valor fijo de φ 2 = 1. Ya que κ representa la razón entre los coeficientes de

difusión molecular, es de esperarse que al incrementar esta razón, aumente el valor de la difusividad

efectiva para las dos especies químicas como se observa en la Figura 8.6. Sin embargo, al incre-

mentar las resistencias en la membrana celular a la transferencia de masa ya sea de soforolípidos o

de O2 (mediante el incremento de γ∗) el transporte de especies por difusión se ve limitado y los

valores del coeficiente de difusividad efectiva disminuyen. Esto es de esperarse con base en el
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(a) Efecto de κO sobre la componente D′
Oxx del

tensor de difusividad con diferentes valores de
γ∗O.

(b) Efecto de κS sobre la componente D′
Sxx del tensor

de difusividad con diferentes valores de γ∗S .

Figura 8.6. Efecto de la razón de difusividades moleculares κ sobre el coeficiente de difusividad
efectiva con diferentes valores de la resistencia en la membrana celular a la difusividad γ∗.

(a) Efecto de κO sobre la componente D′
Oxx del

tensor de difusividad con diferentes valores de γ∗O
considerando el volumen mitocondrial Vµ < 1%.

(b) Efecto de κO sobre la componente D′
Oxx del tensor

de difusividad con diferentes valores de γ∗O consideran-
do el volumen mitocondrias Vµ = 5%.

Figura 8.7. Efecto de la razón de difusividades moleculares del O2 κO sobre la componente D′
Oxx

del tensor de difusividad sobre el coeficiente de difusividad efectiva con diferentes valores de la
resistencia en la membrana celular γ∗O considerando al volumen mitocondrial Vµ ≪ 20%.
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análisis que se realizó para los valores de las variables de cerradura. En el caso del oxígeno, este

efecto es mas notorio para valores de κ mayores a la unidad, lo cual es consistente con el estudio

realizado por Wood y Whitaker (1998). Sin embargo, debido a que las mitocondrias favorecen

el transporte de la especie O hay mayor espacio para la difusión, como se observa en la Figura

8.6a, los valores de D′
Oxx tienen variaciones muy pequeñas. Para el caso de los soforolípidos, las

mitocondrias representan un obstáculo para la difusión de la especie S dentro de la célula. De

acuerdo a la Figura 8.6b, toma mayor relevancia el efecto de γ∗S para valores mayores a uno, es decir,

γ∗S = 10, ya que disminuye notoriamente el valor del coeficiente de difusividad efectiva DSe f ; sin

embargo, tiene cambios muy pequeños aún aumentando la razón entre los coeficientes de difusión

κS.

Por último, se hizo un análisis del efecto que tienen los organelos dentro de la célula en el valor

de la difusividad efectiva para cada especie, en este caso se consideró a las mitocondrias ya que son

los espacios donde el oxígeno lleva a cabo una reacción. Como se mencionó, una célula eucarionte

como lo es la levadura Starmerella bombicola tiene un volumen mitocondrial de aproximadente el

20%. Sin embargo, las células pueden estar sometidas a diferentes condiciones donde este volumen

es afectado y disminuye, como la presencia de toxinas diftéricas (López y col., 2020) o la adaptación

a medios hiperosmóticos (Martinez-Pastor, 2011). En la Figura 8.7 se considera este caso, donde el

volumen mitocondrial es ≪ 20%. En la Figura 8.7a se observa que los valores de la componente

xx del tensor D′
Oe f son muy similares a los valores de D′

Se f , esto se debe a que al haber menos

espacio mitocondrial, el oxígeno se transporta dentro de la célula al igual que los soforolípidos,

donde las mitrocondrias no juegan un papel relevante. Sin embargo, en la Figura 8.7b se observa

que las mitocondrias toman relevancia sobre la componente xx del tensor D′
Oe f con un volumen

≥ 5%, especialmente conforme aumenta la resistencia al transporte en la membrana celular, ya que

estas, se consideran como espacios que facilitan el transporte de O2 por difusión.

8.4 Validación de los modelos macroscópicos de transferencia de masa

Se va a utilizar el método de simulaciones numéricas directas (DNS) para validar los modelos de

medio efectivo de transporte de masa que se obtuvieron anteriormente. Para aplicar este método, se

parte de las ecuaciones (8.18) y (8.23) que gobiernan la transferencia de masa a escala microscópica

y en estado estacionario para el oxígeno y las ecuaciones (8.19) para los soforolípidos y se obtiene

una solución numérica del problema planteado para cada especie en un arreglo periódico horizontal
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Figura 8.8. Arreglo horizontal de N= 10 celdas unitarias periódicas para la validación de los modelos
de medio efectivo de transporte de soforolípidos y O2.

de N celdas unitarias, como se muestra en la Figura 8.8. El uso de este método valida las suposiciones

realizadas durante el proceso de escalamiento, por lo que son importantes como primera validación

de los modelos deducidos; sin embargo, no reemplazan a la validación experimental.

8.4.1 Soforolípidos

0 = DSβ ∇
2
rcSβ , en Vβ (8.86a)

0 = DSξ ∇
2
rcSξ + kM

S cSξ , en Vξ (8.86b)

−nβδ ·DSβ ∇rcSβ =−nβδ ·DSξ ∇rcSξ , en Aβδ (8.86c)

−nβδ ·DSξ ∇rcSξ = kSM
(
cSβ −αScSξ

)
, en Aβδ (8.86d)

nξ ηS ·DSξ ∇rcSξ = 0, en AηS (8.86e)

Ya que el problema se va a resolver en un arreglo horizontal, se imponen las siguientes condiciones

de periodicidad para las fronteras faltantes.

cS(x,0,z) = cS(x, ℓ,z); cS(x,y,0) = cS(x,y, ℓ) (8.86f)

Se establecen las siguientes condiciones Dirichlet a la entrada y salida del sistema para completar

el planteamiento del problema

en x = 0, cS = 0 en x = L, cS = cSen (8.86g)

A continuación se muestra el modelo macroscópico deducido en la ecuación (8.79) que describe
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el transporte por difusión de la especie S, y se va a obtener su solución numérica para comparar con

la solución del modelo a escala microscópica.

0 = ∇x · (DSe f ·∇x⟨cS⟩)+
εξ

εβ + εξ

kM
S ⟨cS⟩ (8.87a)

Tomando en cuenta el arreglo periódico de celdas unitarias mostrado en la Figura 8.8, la ecuación

anterior se puede simplificar como se muestra a continuación

0 = Dxx
∂ 2⟨cS⟩

∂x2 +
εξ

εβ + εξ

kM
S ⟨cS⟩ (8.87b)

De igual manera, la ecuación anterior está sujeta a las mismas condiciones de frontera mencionadas

en el problema para la escala microscópica, ecuaciones (8.86g).

Para una fácil interpretación, se reformulan los modelos anteriores de forma adimensional, por

lo tanto se definen las siguientes variables y parámetros

x = L = Nℓ; x∗ = N; c∗S =
cS

cSen
; ∇

∗ = ℓ∇; t∗ =
tDSξ

ℓ2 ; γS =
DSξ

kSM
= γ

∗
S =

γS

ℓ
;

φ
∗2
S =

kM
S ℓ2

DSξ

; κS =
DSξ

DSβ

(8.88)

Con estas definiciones, las ecuaciones (8.86) y (8.87) se replantean de la siguiente manera

0 = ∇
∗2
r c∗Sβ

, en Vβ (8.89a)

0 = ∇
∗2
r c∗Sξ

+φ
2
S c∗Sξ

, en Vξ (8.89b)

−nβδ ·∇∗
rc∗Sβ

=−nβδ ·κS∇
∗
rc∗Sξ

, en Aβδ (8.89c)

αSc∗Sξ
−nβδ · γ∗S ∇

∗
rc∗Sξ

= c∗Sβ
en Aβδ (8.89d)

nξ ηS ·∇∗
rc∗Sξ

= 0, en AηS (8.89e)

c∗S(x
∗,0,z∗) = c∗S(x

∗,1,z∗); c∗S(x
∗,y∗,0) = c∗S(x

∗,y∗,1) (8.89f)

en x∗ = 0, c∗S = 0 (8.89g)

en x∗ = N, c∗S = 1 (8.89h)
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De la misma manera se plantea el modelo macroscópico de forma adimensional

0 =
Dxx
DSξ

∂ 2⟨c∗S⟩
∂x∗2 +

εξ

εβ + εξ

φ
2
S ⟨c∗S⟩ (8.90a)

en x∗ = 0, c∗S = 0 (8.90b)

en x∗ = N, c∗S = 1 (8.90c)

8.4.2 Oxígeno

Para la especie O, se tienen el siguiente sistema de ecuaciones que describen el transporte de

masa a escala microscópica

0 = DOβ ∇
2
rcOβ , en Vβ (8.91a)

0 = DOξ ∇
2
rcOξ , en Vξ (8.91b)

0 = DOµ∇
2
rcOµ − kOcOµ , en Vµ (8.91c)

−nβδ ·DOβ ∇rcOβ =−nβδ ·DOξ ∇rcOξ , en Aβδ (8.91d)

−nβδ ·DOξ ∇rcOξ = kOM
(
cOβ −αOcOξ

)
, en Aβδ (8.91e)

nσηO ·DOσ ∇rcOξ = 0, en AηO (8.91f)

−nξ µ ·DOξ ∇rcOξ =−nξ µ ·DOµ∇rcOµ , en Aξ µ (8.91g)

cOξ = cOµ , en Aξ µ (8.91h)

El modelo anterior se va a resolver en el mismo arreglo de la Figura 8.8, por lo tanto se imponen

las siguientes condiciones de periodicidad

cO(x,0,z) = cO(x, ℓ,z); cO(x,y,0) = cO(x,y, ℓ) (8.91i)

Por último, se proponen las siguientes condiciones de frontera con concentraciones conocidas

en x = 0, cO = 0 (8.92a)

en x = L, cO = cOen (8.92b)
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El modelo de medio efectivo de transporte de masa deducido en la ecuación (8.61) se simplifica ya

que la dimensión espacial que toma importancia es x por la geometría del sistema, y es el siguiente

0 = Dxx
∂ 2⟨cO⟩

∂x2 −
εµ

εβ + εσ

kO⟨cO⟩ (8.93)

Esta ecuación también está sujeta a las mismas condiciones de frontera del modelo a escala

microscópica, ecuaciones (8.92).

Para reducir los grados de libertad, se plantean los modelos anteriores de forma adimensional,

por lo tanto se definen las siguientes variables y parámetros adimensionales

c∗O =
cO

cOen
; ∇

∗ = ℓ∇; γO =
DOξ

kSM
; γ

∗
O =

γO

ℓ
; φ

2
O =

kOℓ
2

DOξ

; κO =
DOξ

αDOβ

(8.94)

Con estas definiciones, el modelo microscópico y macroscópico quedan planteados como se muestra

a continuación

0 = ∇
∗2
r c∗Oβ

, en Vβ (8.95a)

0 = ∇
∗2
r c∗Oξ

, en Vξ (8.95b)

0 = ∇
∗2
r c∗Oµ −φ

2
Oc∗Oµ , en Vµ (8.95c)

−nβδ ·∇∗
rc∗Oβ

=−nβδ ·κO∇
∗
rc∗Oξ

, en Aβδ (8.95d)

c∗Oξ
−nβδ · γ∗O∇

∗
rc∗Oξ

= c∗Oβ
en Aβδ (8.95e)

nσηO ·∇∗
rc∗Oξ

= 0, en AηO (8.95f)

−nξ µ ·∇∗
rc∗Oξ

=−nξ µ ·∇∗
rc∗Oµ , en Aξ µ (8.95g)

c∗Oξ
= c∗Oµ , en Aξ µ (8.95h)

c∗O(x
∗,0,z∗) = c∗O(x

∗,1,z∗); c∗O(x
∗,y∗,0) = c∗O(x

∗,y∗,1) (8.95i)

en x∗ = 0,c∗O = 0 (8.95j)

en x∗ = N, c∗O = 1 (8.95k)
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De la misma manera se plantea el modelo macroscópico de forma adimensional

0 =
Dxx
DOξ

∂ 2⟨c∗O⟩
∂x∗2 −

εµ

εβ + εσ

φ
2
O⟨c∗O⟩ (8.96a)

en x∗ = 0, c∗O = 0 (8.96b)

en x∗ = N, c∗O = 1 (8.96c)

Ya que se plantean los problemas a escala microscópica y macroscópica de forma adimensional

para ambas especies, se resuelven numéricamente utilizando el software Comsol Multiphysics. La

discusión de los resultados se presentan en la siguiente sección.

8.5 Discusión de la validación de los modelos promedio utilizando el método

DNS

Para resolver el problema a escala microscópica se utilizó un resolvedor directo donde las

ecuaciones en cada fase estaban totalmente acopladas. Después de llevar a cabo pruebas de

convergencia con diferentes mallas, se seleccionó un malla extra fina con 661,111 elementos de

dominio y 71,358 elementos en las fronteras. Se establecieron valores para los grados de libertad

κ = 0.1, γ∗ = 0, y φ 2 = 0.1, siendo estos parámetros específicos para cada especie. La solución

del problema a escala microscópica se ejemplifica para ambas especies en la Figura 8.9 donde

se representa un arreglo de 10 celdas periódicas con los campos de valores de la concentración

de soforolípidos y en el caso de la mitocondria se representa la concentración de O2 en cada

celda unitaria. En esta figura se observa como la concentración disminuye conforme recorre cada

celda unitaria hasta llegar a x∗ = 0 donde la concentración es prácticamente 0. Una vez resuelto

el problema de la concentración a escala microscópica, se calcula el promedio superficial de cada

valor de la concentración, esto se hace utilizando la relación de Dupuit-Forcheimer (ec 7.3) y las

definiciones de concentración promedio de las ecuaciones (8.24b) y (8.24a) respectivamente. A su

vez, se resuelve el modelo macroscópico para cada especie que se dedujo en la sección anterior,

con el cual se obtiene el valor del tensor de difusividad efectiva. Una vez que se obtuvo el valor

del tensor de difusividad en su componente xx, se resuelven las ecuaciones (8.90a) y (8.96a) para

poder comparar los valores de la concentración entre el modelo a escala microscópica y escala

macroscópica.
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Figura 8.9. Campos de los valores de la concentración a escala microscópica en las fases a)Vβ :
Fluido extracelular, b)Vξ : Citosol, c)Vµ : Volumen mitocondrial, con la relación de difusividades
κ = 0.1, resistencia a la difusión en la membrana celular γ∗ = 0, módulo de Thiele φ 2 = 0.1,y
N= 10 celdas.

(a) Soforolípidos (b) O2

Figura 8.10. Comparación de la concentración de soforolípidos y O2 a escala microscópica con la
solución numérica del modelo macroscópico con κ = 0.1, γ∗ = 0, φ 2 = 0.1, N = 10 celdas.

En la Figura 8.10 se muestra la comparación de la concentración macroscópica con las simu-

laciones numéricas a escala microscópica, tomando un arreglo de 10 celdas periódicas. Se puede

observar que el modelo promedio en ambas especies reproduce los resultados de las simulaciones

numéricas a escala microscópica con un error máximo de 1.75% para los soforolípidos y de 0.8%

para el O2, por lo tanto, se considera como una primera validación de los modelos de medio efectivo

para el transporte de masa ya que el porcentaje de error es bajo, Esto quiere decir, que el método de

promediado y las suposiciones hechas durante el método de escalamiento fueron apropiadas. Por

esto mismo, se esperaría que al utilizar otros valores para los parámetros se obtuvieron resultados

similares con un porcentaje de error bajo.
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8.6 Modelo del transporte de masa intrafibras (Nivel IV)

Para poder desarrollar los modelos que se muestran a continuación a este nivel de escala, se

proponen las siguientes definiciones para una mejor comprensión.

8.6.1 Nomenclatura

Fase β : Fase fluida que contiene al O2.

Fase κ: Fase sólida (fibras de aserrín).

V : Dominio de promediado.

Aβκ : Superficie divisoria entre las fibras de aserrín y la fase fluida.

a: Amplitud de onda, [m].

av: Área interfacial por unidad de volumen, [m−1].

bβ : Variable vectorial de cerradura, [m].

cO: Concentración molar del O2, [mol/m3].

c̃Oβ : Desviaciones de la concentración molar del O2, [mol/m3].

⟨cO⟩β : Promedio intrínseco de la concentración del O2, [mol/m3].

DOβ : Coeficiente de difusividad molecular del O2, [m2/s].

D f e f : Tensor de difusión efectiva del O2 en las fibras de aserrín, [m2/s].

I: Tensor identidad.

jOβ : Vector que describe el flux difusivo del O2.

li: Vector de la celda unitaria en la dirección i (i = 1;2; 3), [m].

ℓκ : Anchura de las fibras de aserrín, [m].

nβκ : vector unitario dirigido de la fase fluida a la fase sólida.

r: Vector de posición que localiza puntos de la fase β , [m].

V : Volumen del dominio de promediado.

Vβ : Volumen de la fase β .

Simbolos griegos

ω: Fracción de ℓκ

ε : Porosidad, fracción volumétrica de la fase β sobre el volumen del dominio de promediado.

Para el estudio de la transferencia de masa de O2 en este nivel de escala, se utilizó el modelo de

medio efectivo desarrollado por ? quien lo obtuvo aplicando el método de promedio volumétrico,

como se describe en el capitulo 1 de su texto. Este método se basa en suavizar espacialmente las
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ecuaciones que gobiernan la transferencia de masa a escala microscópica y sus condiciones de

frontera para deducir un modelo de medio efectivo es decir, ecuaciones que son válidas en ambas

fase del sistema. Este modelo implica restricciones de escala y suposiciones típicas de esta técnica

de escalamiento. Se supuso que el medio poroso está saturado por una sola fase fluida que contiene

una especie química que se encuentra diluida, en este caso O2, y no hay reacción del O2 en ninguna

fase. Además, el medio poroso se supone rígido y homogéneo. Esto quiere decir que la porosidad ε

es constante en el espacio y en el tiempo. Ya que el medio poroso sólo contiene una fase fluida, la

porosidad corresponde al valor de la fracción volumétrica de la fase fluida (fase β ) en la región de

promediado. Esto es,

ε =
Vβ

V
, (8.97)

donde V es el volumen del dominio de promediado V , y Vβ es el volumen de la fase fluida.

En su análisis, Whitaker (1999b) supuso que en la interfase sólido-fluido no hay acumulación

superficial, ni deformación ni reacción química. La ecuación que gobierna la transferencia de masa

del O2 a escala microscópica es la siguiente

∂cO

∂ t︸︷︷︸
acumulación

+ ∇r · jO︸ ︷︷ ︸
transporte por difusión

= RO(r)︸ ︷︷ ︸
tasa de reacción

(8.98)

Ya que no hay reacción química del O2 en la fase fluida, la ecuación anterior se expresa como sigue

∂cOβ

∂ t
+∇r · jOβ = 0, en Vβ (8.99)

Ademas, en la interfase entre el fluido y las fibras de aserrín (Aβκ ), se suponen también

despreciables los fenómenos de transporte tangenciales y de acumulación respecto al transporte

que ocurre perpendicular a las fibras de aserrín. Bajo estas condiciones, es razonable proponer la

siguiente expresión

nβκ ·
(
jOβ − cOβ wO

)
= nβκ · (jOκ − cOκwO) , en Aβκ (8.100)

En donde nβκ es el vector unitario dirigido de la fase fluida hacia la interfase y wO representa la

velocidad de desplazamiento de las fibras de aserrín. Ya que el aserrín es un soporte sólido y no



8.6 Modelo del transporte de masa intrafibras (Nivel IV) 100

sufre cambios en su superficie, su velocidad de desplazamiento es 0. Finalmente se establece que no

existe transferencia de masa entre la fase-β y la fase-κ . Por lo tanto la ecuación (8.100) se reduce a

nβκ · jOβ = 0, en Aβκ (8.101)

Una vez que se promedian las ecuaciones (8.99) y (8.101), se obtiene el modelo no cerrado de la

transferencia de masa ya que está en términos de concentración promedio y sus desviaciones, y se

presenta a continuación

∂ c̃Oβ

∂ t
= ∇ · (DOβ ∇c̃Oβ )− ε

−1
∇ε ·

(
DOβ ∇⟨cOβ ⟩β

)
−ε

−1
∇ ·

DOβ

V

∫
Aβκ

nβκ · c̃Oβ

 dA, en la fase -β . (8.102a)

Y la condición de frontera en términos de desviaciones de la concentración queda expresada como

se muestra a continuación

−nβκ ·DOβ ∇c̃Oβ = nβκ ·DOβ ∇x⟨cO⟩, en Aβκ (8.102b)

Por lo tanto para poder cerrar ese modelo, se resuelve el problema de las desviaciones en una celda

unitaria periódica con geometría representativa del sistema. Además, se simplifica el problema ha-

ciendo restricciones de escala temporales y espaciales mediante estimados de ordenes de magnitud.

Las restricciones de escala temporales y espaciales que se aplican al modelo para simpificarlo, se

encuentran en el libro de Whitaker (1999b).

Las ecuaciones diferenciales y condiciones de frontera que representan el problema simplificado

de las desviaciones para el O2 son las siguientes

0 = DOβ ∇
2c̃Oβ − ε

−1
∇ε ·DOβ ∇⟨c̃Oβ ⟩β , en Vβ (8.103a)

−nβκ ·DOβ ∇c̃Oβ = nβκ ·DOβ ∇x⟨cO⟩β , en Aβκ (8.103b)

c̃Oβ (r+ li) = c̃Oβ (r); i = 1,2,3 (8.103c)

⟨c̃Oβ ⟩β = 0; (8.103d)

Dada la naturaleza lineal del problema, Whitaker propuso una solución formal en términos de la
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fuente del problema la cual contiene a la variable de cerradura bβ , siendo para este caso la siguiente

solución

c̃Oβ = bOβ ·∇x⟨cO⟩, en Vβ (8.104)

obteniendo así el siguiente problema de valor a la frontera

∇
2bβ = 0, en la fase-β (8.105a)

nβκ ·∇bβ =−nβκ , en Aβκ (8.105b)

bβ (r+ li) = bβ (r), i = x,z (8.105c)

⟨bβ ⟩β = 0 (8.105d)

Al sustituir la solución formal en el modelo no cerrado (8.102a), Whitaker dedujo el modelo de

medio efectivo que está dado por la siguiente ecuación diferencial, que para la situación física de

interés, la porosidad se considera constante.

∂ ⟨cOβ ⟩β

∂ t︸ ︷︷ ︸
acumulación

= ∇ · (D f e f ·∇⟨cOβ ⟩β )︸ ︷︷ ︸
difusión efectiva

. (8.106)

⟨cOβ ⟩β representa el promedio intrínseco de la concentración de la especie química en la interfibra

y está definido como

⟨cOβ ⟩β =
1

Vβ

∫
Vβ

cOβ dV, (8.107)

donde Vβ es el dominio ocupado por la fase-β en la región de promediado. Por último, D f e f

representa al tensor de difusividad efectiva en la interfibra de aserrín, y se define como

D f e f

Dβ

= I+
1

Vβ

∫
Aβκ

nβκbβ dA (8.108)

El dominio de solución de este problema es una celda unitaria periódica que debe ser repre-

sentativa de la microestructura de las fibras del soporte. De acuerdo a la evidencia experimental,

es razonable considerar a las fibras como un arreglo de canales paralelos no conectados. Por ello,
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en la ecuación (8.105c), la periodicidad se impone en dos de las tres direcciones del sistema. Más

aún, si se suponen planas a las paredes de los canales, entonces el problema dado en las ecuaciones

(8.105) puede resolverse analíticamente y da como resultado las siguientes expresiones para las

componentes del vector bβ :

bx = 0, by =−y (8.109)

Sustituyendo estos resultados en la ecuación (8.108), se deduce que, en este caso, las componentes

del tensor de difusividad efectiva son:

D f xx = D f xy = D f yx = Dβ ; D f yy = 0 (8.110)

Sin embargo, aún hace falta considerar el efecto de la curvatura de las paredes en las componentes

del tensor de difusión efectiva.

8.6.2 Modelo del transporte de masa dentro de las fibras planas

Como se muestra en la Figura 8.11, el dominio de solución de este problema de cerradura

es una celda unitaria periódica que debe ser representativa de la microestructura de las fibras del

soporte. En la Figura 8.11a se esquematiza una fibra de aserrín plana, mientras que el caso donde

presenta rugosidad se ilustra en la Figura 8.11b.

Como se explicó en la metodología, el modelo de medio efectivo fue desarrollado por Whitaker

(1999), y está dado por la ecuación (8.106). Por las suposiciones que se hicieron respecto a

la geometría del medio poroso, el problema dado en las ecuaciones (8.105) puede resolverse

analíticamente. Dado que las fibras de aserrín se consideran canales profundos sin ondulaciones, es

correcto considerar al sistema como unidimensional que depende solo de la componente y, esto es

consistente con los resultados obtenidos al resolver el problema de cerradura y obtener los valores

de bβ , de acuerdo con las soluciones reportadas en la ecuación (8.109).

Es de interés ahora predecir el valor de las componentes del tensor de difusividad efectiva, por

lo tanto, se desarrolla la ecuación (8.108) respecto a cada componente del tensor de difusividad y
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se obtienen las siguientes ecuaciones

Dxx

Dβ

= 1+
1

Vβ

∫
Aβκ

nxbx dA (8.111a)

Dxy

Dβ

=
1

Vβ

∫
Aβκ

nxby dA (8.111b)

Dyx

Dβ

=
1

Vβ

∫
Aβκ

nybx dA (8.111c)

Dyy

Dβ

= 1+
1

Vβ

∫
Aβκ

nyby dA (8.111d)

Se sustituyen los valores de las expresiones (8.109), en las ecuaciones (8.111) y se obtienen las

siguientes soluciones para las componentes del tensor de difusividad efectiva

Dxx = Dβ ; Dxy = Dyx = Dyy = 0 (8.112)

Se deduce que en este tipo de geometría, la única componente que tiene influencia es Dxx; sin

embargo, ya que el medio poroso no ofrece ningún tipo de resistencia al flujo de O2 la difusión en

esta dirección va a ser igual a la difusión molecular Dβ . Se puede suponer que conforme cambia

la geometría de las fibras de aserrín, el vector unitario nβκ va a tener relevancia en sus demás

componentes. Esto va a influir en el aporte que tiene cada componente de la variable de cerradura

bβ y se verá reflejado en los valores de las componentes del tensor de difusividad D f e f . Este efecto

se estudia en la siguiente sección del trabajo.

8.6.3 Modelo del transporte de masa dentro de las fibras considerando rugosidad

Para resolver el problema de cerradura definido en las ecuaciones (8.105) en este caso particular,

se visualiza una celda unitaria periódica como se muestra en la Figura 8.11b) que representa la

microestructura de las fibras del soporte como un arreglo de canales paralelos e inconexos, con

ondulaciones simétricas. La rugosidad de la interfase sólido-fluido se definió mediante la curva

paramétrica asen(2πs/ℓ). En donde s es una variable cuyos valores están comprendidos en el

intervalo cerrado [0, ℓ], mientras que la amplitud de onda se definió como

a = ωℓκ , (8.113)
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(a) ω = 0 (b) ω ̸= 0

Figura 8.11. Esquema de una celda unitaria simplificada en dos dimensiones de la geometría real
de las fibras de aserrín.

donde ω es un parámetro adimensional comprendido en el intervalo [0, 1) y representa la fracción

de ℓκ que se ocupa en la oscilación. De acuerdo a la Figura 8.11, el análisis debe restringirse a

situaciones en las que ω < 1 para evitar que los canales se conecten entre sí y no romper con la

periodicidad de la celda unitaria. Debido a lo anterior, en la ecuación (8.105c), la condición de

periodicidad se impone solo en dos de las tres direcciones del sistema.

Sin embargo, cuando ω ̸= 0, no es sencillo resolver el problema de forma analítica y se recurre

al uso del software de Comsol Multiphysics 5.6 para llevar a cabo la solución numérica. Se resolvió

el problema utilizando diferentes tamaños de malla computacional, se eligió una malla fina ya que

con ella se alcanzó la convergencia y se consiguieron resultados precisos con un error no mayor al

1%.

En la Figura 8.12 se reportan algunos ejemplos de la solución numérica del problema de

cerradura. Como se puede apreciar, los campos de la componente x de la variable de cerradura

son similares independientemente de la geometría del canal. Es decir, en las superficies superiores

se aprecian cambios de signo consistentes con los cambios de pendiente. Mientras que en las

superficies inferiores, los cambios de signo son opuestos a los cambios de pendiente. Esto se

debe al cambio de signo que tiene el vector normal, el cual es, de hecho, la única fuente en el

problema de cerradura dado en las ecuaciones (8.105). Más aún, los resultados muestran que los

valores de la variable de cerradura disminuyen conforme aumenta la porosidad, lo cual se traduce

en que las desviaciones de la concentración, respecto a su valor promedio, deben disminuir. Lo

anterior, permite pensar que la variable de cerradura aumenta conforme el transporte difusivo es

más complicado a través de la celda unitaria. Esto último, se confirma al comparar los campos

entre las dos filas de la Figura 8.12. Como puede apreciarse, al aumentar ω , se incrementan los

valores de la variable de cerradura y esto quiere decir que se complica el transporte por difusión. Al
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Figura 8.12. Campos de la componente x de la variable de cerradura (bβ ) para 3 valores diferentes
de la porosidad (ε) con variaciones en la amplitud de ondulación (ω). a) ε = 0.2,ω = 0.35. b)
ε = 0.4,ω = 0.35. c) ε = 0.8,ω = 0.35. d) ε = 0.2,ω = 0.95. e) ε = 0.4,ω = 0.95. f) ε = 0.8,ω =
0.95.

Figura 8.13. Dependencia de la componente xx del tensor de difusividad efectiva con la amplitud
de las oscilaciones (ω) en la celda unitaria para 3 valores diferentes de porosidad (ε).

contar con los resultados de la solución del problema de cerradura, se pueden calcular cada uno de

los componentes del tensor de difusividad efectiva. Al calcular las dos componentes de la variable

de cerradura, es decir, bx y by se calcularon todas las componentes del tensor D f e f (ecuaciones

8.111. Se encontró que, para las condiciones geométricas consideradas en este trabajo, la única

componente no nula del tensor de difusividad efectiva es la componente xx. Por lo anterior, en la

Figura 8.13 se presentan las predicciones de la componente xx del tensor de difusividad efectiva

para diferentes valores de porosidad (ε = 0.2, ε = 0.4 y ε = 0.8), con un intervalo de variación en
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la amplitud de ondulación ω = [0.0,0.95] de la interfase sólido-fluido. Como puede apreciarse, al

aumentar la porosidad, el coeficiente de difusividad efectiva se incrementa. Lo cual es consistente

con las observaciones hechas acerca de la variable de cerradura. De hecho, en todos los casos, se

notó que al aumentar ω disminuye el valor de Dxx. Como es de esperarse, dicha disminución es

menos pronunciada conforme aumenta la porosidad.

8.7 Resumen de los resultados

En este trabajo se dedujeron dos modelos de medio efectivo que describen el transporte de masa

y reacción a nivel celular a partir del promediado y escalamiento de las ecuaciones de transferencia

de masa a escala microscópica. Además, a partir de las ecuaciones promediadas por Whitaker

(1999b) por medio del método de promedio volumétrico se pudo predecir cómo afecta la geometría

interna del aserrín en el transporte difusivo del O2.

Para el nivel de escala V, se realizaron algunas modificaciones al método clásico de promedio

volumétrico, para así deducir de una forma más sencilla los modelos de medio efectivo para

la transferencia de masa. Este método es válido ya que se obtuvieron las mismas ecuaciones

deducidas por Wood y Whitaker (1998). Con este método de promediado, se obtuvieron modelos

no cerrados de cada fase para cada especie. Seguido, se planteó el problema para las desviaciones

de la concentración, el cuál se resuelve en una geometría simplificada de la real representada

por una celda unitaria periódica. Para resolver este problema, se propuso una solución formal

en cada fase que compone al sistema la cual contiene a la variable de cerradura respectiva. Con

esta información se dedujo el modelo de medio efectivo para la el transporte y producción o

consumo de soforolípidos y O2, respectivamente. Posteriormente, se introdujo la información en el

software, donde se obtuvieron los perfiles de los problemas descritos. Al cuantificar el efecto de los

parámetros adimensionales sobre el tensor de difusividad, la razón de las difusividades moleculares

(κ) y la resistencia en la membrana (γ) son los que tienen un mayor efecto. Para favorecer la

difusión a este nivel de escala, los valores de los parámetros deben ser:

κ = 10. Es decir, que la difusividad fuera de la célula sea mayor que dentro de ella. Esto

se logra si se proporciona una correcta tasa de aireación al sistema. Además de controlar

parámetros como la humedad para evitar que un exceso de ella y dificulte la difusión del O2.

γ = 0. Es decir que no hay resistencia a la transferencia de masa en la membrana y pared

celular, lo cual tiene sentido pues en el caso del O2 se transporta por difusión pasiva. Esta
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resistencia también se ve afectada con la presencia de los soforolípidos, los cuales van a

aumentar la solubilidad de la membrana.

La reacción tiene poca influencia sobre la predicción del coeficiente de difusividad efectiva del

modelo, por que se supuso que la tasa de reacción no supera al transporte difusivo ya que este se ve

favorecido por la aireación y agitación y mecanismos acarreadores. El punto anterior se relaciona

con el efecto de las mitocondrias sobre el tensor de difusividad efectiva. Pese a ser organelos donde

tiene reacción el O2, tienen un mayor efecto como espacio para transportar a esta especie por

difusión. Por el contrario, en el caso de los soforolípidos se ven como obstáculos que ralentizan la

difusión.

En el caso del nivel de escala intrafibras (nivel IV), el modelo a escala macroscópica para la

transferencia de O2 está compuesto por los términos de acumulación y difusión, debido a que esta

especie no reacciona con el medio poroso que en este caso es el aserrín, el cual es un material inerte.

Ya que solo hay transporte difusivo de O2, se estudió cómo el tensor de difusividad efectiva se ve

afectado con la geometría de las fibras del aserrín.

Al aumentar el valor de la amplitud de onda de las fibras (ω) y disminuir la porosidad (ε), la

geometría se complica, representando un mayor obstáculo para la difusión del O2. Se sabe por

trabajos experimentales, que la porosidad del aserrín de pino que suele usarse como soporte, está

entre 0.8−0.85 (Pineda–Pineda y col., 2012). Por lo mencionado anteriormente esto va a favorecer

el transporte de O2; sin embargo, se tiene que considerar el otro factor que es la amplitud de onda,

entre mas pequeña sea esta, también favorecerá en la difusión de la especie química.





9. Conclusión

Ya que es un sistema de naturaleza jerárquica, los procesos a la escala mas pequeña que es

la celular pueden tener una influencia directa en la escala macroscópica que en este caso es el

biorreactor. Se partió de las ecuaciones al nivel celular que describen el consumo de oxígeno y

la producción de un tipo específico de biosurfactante que son los soforolípidos generados por la

levadura S. bombicola ATCC 22214. Como en el reactor hay una cantidad considerable de células

y en ellas ocurren los mismos cambios, entonces, se promediaron estas ecuaciones para filtrar

la información que no sea redundante y así describir el consumo de oxígeno y la producción de

soforolípidos al nivel de escala de biopelícula. Se realizaron algunas modificaciones al método de

promedio volumétrico para llegar a los modelos macroscópicos. A diferencia de modelos deducidos

anteriormente para biopelículas donde se estudia a la célula como un medio continuo sin tomar

en cuenta los organelos que la componen, en estos modelos se hizo una aportación importante,

ya que se consideró a los organelos donde puede haber transporte de masa de cada especie y las

interfases entre estos, además, la solución de los problemas se hizo considerando una geometría

tridimensional. En este trabajo se considero relevante la participación de estos organelos en el

transporte de masa de las especies químicas estudiadas, ya que la levadura S. bombicola es un

microorganismo unicelular eucarionte. Los modelos de medio efectivo deducidos en este trabajo

son capaces de capturar los fenómenos de transporte más importantes de la microescala y los



110

presenta en la escala celular mediante términos de acumulación, difusión y reacción. También se

encontraron los parámetros que tienen mayor influencia sobre el transporte por difusión de estas

especies y sus valores para acercarse a las condiciones óptimas que necesita el microorganismo.

A partir de estos dos modelos matemáticos se puede predecir el coeficiente de difusión efectiva

para la producción de soforolípidos y el consumo de O2 respectivamente, por la levadura S.

bombicola ATCC 22214, en la escala celular, lo que sirve de ayuda para predecir las condiciones

más favorables para la producción de los soforolípidos que es la especie de interés.



10. Prospectivas

A fin de dar continuidad a este trabajo, ya que es un tema extenso y que se puede alimentar

para hacer un estudio más grande de los fenómenos de transporte que suceden en las escalas

mencionadas del sistema descrito en el capítulo 7, se listan los siguientes puntos a considerar

Una vez que se dedujeron los modelos a escala celular, plantear un segundo escalamiento

ahora a nivel de escala de las fibras. En este nivel de escala se toman como punto de partida

las ecuaciones desarrolladas en los niveles de escala anteriores para describir el transporte

dentro de las fibras hacia la biopelícula. Dado que en todas las fases el transporte se da por

difusión, es razonable seguir la misma técnica de escalamiento usada en la escala anterior

para deducir el modelo de transporte correspondiente.

Siguiendo este proceso de escalamiento, proseguir en los niveles de escala hasta llegar al

nivel de escala de biorreactor. Esto permitirá deducir un modelo que tome en cuenta las

características esenciales de todas las escalas inferiores.

Se podrá entonces validar los modelos tanto para oxígeno como soforolípidos al nivel

de escala de biorreactor, al considerar las condiciones experimentales correspondientes y

comparar las predicciones teóricas con las mediciones experimentales que se disponen del

grupo de trabajo.

Una vez validado el modelo, proceder a la última etapa del trabajo que consiste en resolver
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el modelo macroscópico deducido bajo distintas condiciones de flujo y transporte. Esto,

con el fin de encontrar las condiciones más favorables de operación y así concluir con

recomendaciones para trabajos experimentales futuros.

Acoplar el transporte de masa con las ecuaciones de transferencia de calor, ya que es un

fenómeno muy importante en sistemas biológicos que repercuten en el crecimiento de

biomasa y en la producción de metabolitos.

Ya que son modelos predictivos, se pueden implementar para otros sistemas experimentales

similares y para otras especies químicas. Por ejemplo al nivel de escala celular se puede

modificar el orden de la reacción de otra especie química que sea de interés estudiar.

Estudiar el transporte de cantidad de movimiento y ver la influencia que tiene sobre el

transporte convectivo de masa entre el O2 y el soporte.
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A. Solución de los problemas de cerradura utilizando Comsol Multiphysics.

A.1 Solución para el Oxígeno

1. Seleccione ModelWizard → 3D. Seleccione por triplicado Transport of diluted species (tds),

(tds2), (tds3) y nombre las variables de concentración (bb), (bz), (bm). Presione Add →

Study → Stationary → Done.

2. En Parameters escriba

ko: Representa a κO, (relación de las difusividades moleculares)

tilo: Representa a phi2O, (módulo de Thiele).

go: Representa a γO, (resistencia en la membrana).

y en Expression asigne valores para cada parámetro.

3. Haga click en Geometry→ Block (blk1) → Width:1, Depth:1, Height:1. → Position x: 0m, y:

0m, z: 0m.

4. En Geometry→ Ellipsoid (elp1) → a-semiaxis: 0.4m, b-semiaxis: 0.3m, c-semiaxis: 0.3m →

Position x: 0m, y: 0m, z: 0m.

5. En Geometry→ Sphere (sph1) → Radius: 0.142m. → Position x: 0m, y: 0m, z: 0m.

6. En Geometry→ Sphere (sph2) → Radius: 0.19m. → Position x: -0.17m, y: 0m, z: 0m.

7. Haga click en Geometry → Booleans and partitions → Difference y substraiga sph1.

8. Seleccione Build All Objects.
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9. Haga click en Definitions→ Nonlocal couplings → Integration → Operator name: Vb →

Seleccionar dominio 1 (blk1). Representa a la fase-β .

10. Haga click en Definitions→ Nonlocal couplings → Integration → Operator name: Vz →

Seleccionar dominio 2 (elp1). Representa a la fase-ξ .

11. Haga click en Definitions→ Nonlocal couplings → Integration → Operator name: Vm →

Seleccionar dominio 3 (sph2). Representa a la fase-µ .

12. Haga click en Definitions→ Nonlocal couplings → Integration → Operator name: Abd. →

Geometric entity level elija Boundary → Seleccione la superficie que conforma a (elp1).

Representa a la interfase Aβδ .

13. Haga click en Definitions→ Nonlocal couplings → Integration → Operator name: Aho. →

Geometric entity level elija Boundary → Seleccione la superficie que conforma a (sph1).

Representa a la interfase AηO.

14. Haga click en Definitions→ Nonlocal couplings → Integration → Operator name: Amz. →

Geometric entity level elija Boundary → Seleccione la superficie que conforma a (sph2).

Representa a la interfase Aµξ .

15. En Definitions → Nonlocal couplings → Average → Operator name: avb → Seleccione el

dominio 1.

16. En Definitions → Nonlocal couplings → Average → Operator name: avz → Seleccione el

dominio 2.

17. En Definitions → Nonlocal couplings → Average → Operator name: avm → Seleccione el

dominio 3.

18. Haga click derecho en Definitions → Variables. Defina

Dxx: eb+ez∗ko+Abd(tds.nx∗(bb−ko∗bz))+ko∗Aho(tds2.nx∗bz).

eb: Vb(1).

ez: Vz(1).

em: Vm(1).

19. Haga click derecho en transport of diluted species → Transport properties. Asigne como 1 al

valor del coeficiente de difusión.

20. Haga click derecho en transport of diluted species → Reactions → Reactions. Seleccione al

dominio 1 y en la tasa de reacción escriba

-Abd(tds.nx*bbx+tds.ny*bby+tds.nz*bbz)/eb
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21. Haga click derecho en transport of diluted species → Flux. En Boundary selection elija Abd.

En Flux type, habilite la casilla para bb y escriba

tds.nx*(ko-1)+ko*(tds.nx*bzx+tds.ny*bzy+tds.nz*bzz)

22. Haga click derecho en transport of diluted species → Periodic conditions. Seleccione 2 caras

del cubo. Repita 2 veces mas este paso para seleccionar las caras faltantes del cubo.

23. Haga click derecho en transport of diluted species → Global → Global Constraint. En Apply

reaction terms on elija User defined. En Constraint expression escriba avb(bb). En Constraint

force expression escriba test(avb(bb)).

24. Haga click derecho en transport of diluted species 2 → Transport properties. Asigne como 1

al valor del coeficiente de difusión.

25. Haga click derecho en transport of diluted species 2 → Reactions → Reactions. Seleccione

al dominio 2 y en la tasa de reacción escriba

Abd(tds.nx*bzx+tds.ny*bzy+tds.nz*bzz)/ez-Aho(tds2.nx*bzx+tds2.ny*bzy+tds2.nz*bzz)/ez.

-Amz(tds2.nx*bzx+tds2.ny*bzy+tds2.nz*bzz)/ez

26. Haga click derecho en transport of diluted species 2 → Concentration. En Boundary selection

elija Abd. Active la casilla de bz y escriba

bb+tds.nx*go+go*(tds.nx*bzx+tds.ny*bzy+tds.nz*bzz). En Constraint settings elija indivi-

dual dependent variables y active use weak constraints.

27. Haga click derecho en transport of diluted species 2 → Flux → Boundary selection: Aho.

Active casilla de especie bz y escriba -tds2.nx

28. Haga click derecho en transport of diluted species 2 → Flux → Boundary selection: Amz.

Active casilla de especie bz y escriba (tds2.nx*bmx+tds2.ny*bmy+tds2.nz*bmz).

29. Haga click derecho en transport of diluted species 2 → Global → Global Constraint. En

Apply reaction terms on elija User defined. En Constraint expression escriba avz(bz). En

Constraint force expression escriba test(avz(bz)).

30. Haga click derecho en transport of diluted species 3 → Transport properties. Asigne como 1

al valor del coeficiente de difusión.

31. Haga click derecho en transport of diluted species 3 → Reactions → Reactions. Seleccione

al dominio 3 y en la tasa de reacción escriba

-Amz(tds3.nx*bmx+tds3.ny*bmy+tds3.nz*bmz)/em-tilo2*bm

32. Haga click derecho en transport of diluted species 3 → Concentration. En Boundary selection
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elija Amz. Active la casilla de bm y escriba bz

33. Haga click derecho en transport of diluted species 3 → Global → Global Constraint. En

Apply reaction terms on elija User defined. En Constraint expression escriba avm(bm). En

Constraint force expression escriba test(avm(bm)).

34. En Mesh → fine → Build all.

35. De click en Study 1 → Solver configuration → Solution 1 → Stationary solver 1 → Fully

coupled.

36. De click en Study 1 → Compute.

37. Una vez que haya terminado de ejecutar el programa haga click derecho en Derived values

→ Global evaluation. En Expressions escriba Dxx

En el caso de querer hacer un barrido paramétrico para calcular la dependencia de la com-

ponente Dxx del tensor de difusividad con los parámetros definidos, antes de ejecutar el

programa (36)

38. Dar click derecho en Study 1 → Parametric sweep. En Parameter name se elige el parámetro

de interés para realizar el barrido. En Parameter value list se elige el rango de valores que se

va a utilizar.

39. De click en Study 1 → Compute.

40. Una vez que haya terminado de ejecutar el programa haga click derecho en Derived values

→ Global evaluation. En Expressions escriba Dxx

Ya que la solución del problema de cerradura para los soforolípidos es similar, a continuación

se mencionan los cambios que se deben de hacer, los cuales consisten en el numero de fases y en la

reacción de producción.

A.2 Solución del problema de cerradura para soforolípidos

1. Seleccione ModelWizard → 3D. Seleccione por dupicado Transport of diluted species

(tds), (tds2), y nombre las variables de concentración (bb), (bz). Presione Add → Study →

Stationary → Done.

2. En Parameters escriba

ks: Representa a κS, (relación de las difusividades moleculares)

tils: Representa a phi2S, (módulo de Thiele).
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gs: Representa a γS, (Resistencia en la membrana).

y en Expression asigne valores para cada parámetro

3. Repetir pasos 3-6 para construir la geometría que representa a la célula.

4. Haga click en Geometry → Booleans and partitions → Difference y substraiga sph1 y sph2

ya que los soforolípidos no reaccionan en las mitocondrias ni se difunden en el núcleo.

5. Seleccione Build All Objects.

6. Repita pasos 9, 10 y 12.

7. Haga click en Definitions→ Nonlocal couplings → Integration → Operator name: Ahs. →

Geometric entity level elija Boundary → Seleccione la superficie que conforma a sph1 y

sph2. Representa a la interfase AηS.

8. Repita pasos 15 y 16.

9. Haga click derecho en Definitions → Variables. Defina

Dxx: eb+ez*ks+Abd(tds.nx*(bb-ks*bz))+ks*Ahs(tds2.nx*bz)

eb: Vb(1).

ez: Vz(1).

em: Vm(1).

10. Repita paso 19 y 20.

11. Haga click derecho en transport of diluted species → Flux. En Boundary selection elija Abd.

En Flux type, habilite la casilla para bb y escriba

tds.nx*(ks-1)+ks*(tds.nx*bzx+tds.ny*bzy+tds.nz*bzz)

12. Repita pasos 22-24.

13. Haga click derecho en transport of diluted species 2 → Reactions → Reactions. Seleccione

al dominio 2 y en la tasa de reacción escriba

Abd(tds.nx*bzx+tds.ny*bzy+tds.nz*bzz)/ez -Ahs(tds2.nx*bzx+tds2.ny*bzy+tds2.nz*bzz)/ez+tils2*bz

14. Haga click derecho en transport of diluted species 2 → Concentration. En Boundary selection

elija Abd. Active la casilla de bz y escriba

bb+gs*tds.nx+gs*(tds.nx*bzx+tds.ny*bzy+tds.nz*bzz). En Constraint settings elija indivi-

dual dependent variables y active use weak constraints.

15. Haga click derecho en transport of diluted species 2 → Flux → Boundary selection: Ahs.

Active casilla de especie bz y escriba -tds2.nx

16. Repita pasos 34-40.
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