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Resumen 

El desarrollo de funcionales de energía cinética en términos de la densidad electrónica 

es un tema que se ha estudiado ampliamente, gracias a esto se tienen algunas 

directrices claras sobre el diseño de estos funcionales. Sin embargo, a la fecha todavía 

no existe un funcional de energía cinética que dependa de la densidad electrónica que 

tenga una buena precisión química.  

En este trabajo se presentan varias propuestas para el funcional de energía cinética 

no interactuante que dependen solamente de la densidad electrónica. Estos 

funcionales están construidos en la aproximación de gradiente generalizado (GGA, 

por sus siglas en inglés), la cual se expresa como el producto de la aproximación de 

densidad local por un factor de exacerbamiento que es función del gradiente reducido 

de la densidad. La expresión para el factor de exacerbamiento que caracteriza a esta 

aproximación se construye para cumplir con las diferentes restricciones que satisface 

el funcional exacto.  

Los funcionales propuestos se validan a nivel local y global utilizando una 

metodología post-SCF, esto indica que se utilizan densidades convergidas por otros 

métodos para la evaluación directa de estos funcionales; en el presente trabajo se 

utilizó la densidad de Hartree-Fock por ser considerada una buena densidad, entre 

otras razones debido a que no tiene error de autointeracción.  

La mejor aproximación al funcional de energía cinética se construyó utilizando 

parcialmente la expresión matemática del factor de exacerbamiento del intercambio 

PBE y haciendo una interpolación basada entre los dos límites para valores pequeños 

y grandes del gradiente reducido de la densidad en la energía cinética, con ello se 

derivó un funcional de energía cinética no empírico WPBEK
sT  que conduce a una 

descripción razonable de las energías cinéticas para sistemas finitos, cuando éstas se 

determinan empleando densidades de Hartree-Fock. También se incorpora el 

laplaciano reducido de la densidad como una alternativa para mejorar localmente el 

funcional de energía cinética total. 

Dentro de lo que hoy se conoce como la teoría de funcionales de la densidad libre de 

orbitales (OF-DFT, por sus siglas en inglés) se construyeron tres funcionales de 

energía cinética de Pauli, los cuales se basan en una interpolación entre los límites 

conocidos para este tipo de aproximaciones. Estas propuestas recuperan exactamente 
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la energía del funcional WPBEK
sT  y describen de una manera bastante aceptable la 

densidad de energía cinética, prácticamente al mismo nivel que los funcionales de 

energía cinética que tienen dependencia en el laplaciano reducido de la densidad.  
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Abstract 

The development of kinetic energy functionals in terms of the electron density is a 

subject that has been extensively studied, as a result there are some clear guidelines 

about the design of these functionals. However, nowadays there are very few advances 

regarding a kinetic energy functional that has good chemical precision.  

In this work, different proposals are presented for the non-interacting kinetic energy 

functional that depend only on the electron density. These functionals are built in 

the generalized gradient approximation (GGA), which is expressed as the product of 

the local density approximation and an enhancement factor that is a function of the 

reduced density gradient. The expression for the enhancement factor which 

characterizes this approximation is constructed to meet different constraints that the 

exact functional satisfies. 

The proposed functionals are validated at the local and global level using a post-SCF 

methodology, that implies using of accurate densities obtained by other methods for 

the direct evaluation of these functionals. In the present work the Hartree-Fock 

density was used because it is considered a good density, partially because is free of 

the self-interaction. 

The best approximation to the kinetic energy functional was built using, partially, 

the mathematical expression of the PBE exchange enhancement factor to make an 

interpolation between the small and the large, reduced density gradient limits of the 

kinetic energy. This way, one obtains a non-empirical kinetic energy functional that 

leads to a reasonable description of the kinetic energies for finite systems when using 

Hartree-Fock densities. Also, the reduced density laplacian is incorporated as an 

alternative to locally improve the total kinetic energy functional. 

Within what is now known as the orbital free density functional theory (OF-DFT), 

three Pauli kinetic energy functionals were constructed, which are based on an 

interpolation between the known limits for this type of approximation. These 

proposals are built to recover the total kinetic energy obtained with the GGA 

functional and describe in a quite acceptable way the kinetic energy density, 

practically at the same level of functionals of the kinetic energy that have a 

dependence on the reduced density laplacian. 
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Capítulo 1  

Introducción 

Uno de los retos científicos más importantes de la Química Teórica es resolver de 

manera eficiente la ecuación de Schrödinger para diferentes sistemas químicos. Por 

lo tanto, para poder hacer frente a este reto, es importante proponer nuevos métodos 

o aproximaciones para estudiar la estructura electrónica de átomos, moléculas y 

sólidos con la mayor precisión posible y con esto, poder racionalizar el 

comportamiento físico y químico de los compuestos. 

Los cálculos de estructura electrónica de átomos y moléculas juegan un rol muy 

importante para la descripción de fenómenos físicos, químicos y en la predicción de 

propiedades atómicas y moleculares. En ocasiones no es posible determinar 

experimentalmente todos los parámetros químicos de interés y entonces se recurre a 

la predicción de propiedades empleando cálculos de estructura electrónica, puesto 

que la teoría y el experimento comparten un mismo objetivo y se complementan entre 

sí.  

La teoría de funcionales de la densidad (DFT, por sus siglas en inglés) [1] en el 

esquema de Kohn-Sham (KS) [2] actualmente es la más utilizada para realizar 

cálculos de estructura electrónica, ya que, comparada con otros métodos, esta teoría 

resulta ser bastante eficiente computacionalmente; sin embargo, dentro de esta teoría 

el funcional de intercambio y correlación [ ]xcE ρ  y el funcional de energía cinética en 

términos de la densidad electrónica son desconocidos. En este trabajo primero se 

realizó un análisis del funcional de energía de intercambio en la aproximación de 

gradiente generalizado (GGA, por sus siglas en inglés) que posteriormente sirvió como 

base para poder llevar a cabo el diseño de funcionales de energía cinética. 

En el esquema de KS, la energía electrónica total de un sistema químico queda 

determinada por un funcional de la densidad electrónica [ ]E ρ , que a su vez depende 

de la energía cinética no interactuante [ ]sT ρ , la energía de repulsión coulómbica entre 

los electrones [ ]J ρ , la energía de intercambio y correlación [ ]xcE ρ  y la energía de 

atracción núcleo electrón [ ]NeE ρ , tal como se observa en la siguiente expresión,  

[ ( )] [ ( )] [ ( )] [ ( )] [ ( )].s xc NeE T J E Eρ ρ ρ ρ ρ= + + +r r r r r    (1.1) 
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En la ecuación anterior, la densidad electrónica ( )ρ r  se expresa en términos de un 

conjunto de orbitales atómicos, por lo tanto, en el método de KS se regresa a un 

lenguaje de orbitales y se tiene un problema de 4N dimensiones, donde N es el número 

de electrones del sistema, cuyo esfuerzo computacional escala formalmente como N4. 

La presente tesis se centra en el diseño de funcionales de energía cinética no 

interactuante [ ]sT ρ  de tipo GGA (Generalized Gradient Approximation) [3, 4], que 

permite obtener la energía electrónica total de un sistema químico, sin tener que 

recurrir a un lenguaje de orbitales, tal como lo propusieron Hohenberg y Kohn (HK) 

en 1965 [1]. Calcular [ ]sT ρ  como un funcional de la densidad electrónica hace posible 

pasar de un problema de 4N variables a un problema de 3 variables, esto significa 

que computacionalmente sería mucho más sencillo resolver las ecuaciones de KS. 

Hay que considerar que en la implementación práctica se requieren las 

aproximaciones de [ ]sT ρ  y [ ]xcE ρ . Sin embargo, la aproximación a [ ]sT ρ  es 

determinante, ya que la energía cinética es del mismo orden de magnitud que la 

energía total del sistema, mientras que la energía de intercambio y correlación 

representa una fracción mucho menor (del orden del 10% de la energía total).  

Actualmente la construcción de funcionales de energía cinética en términos de la 

densidad electrónica en el esquema de KS se conoce como la teoría de funcionales de 

la densidad libre de orbitales (OF-DFT, por sus siglas en inglés). En este esquema el 

funcional de energía cinética se expresa como la suma del funcional de energía cinética 

propuesto por Weizsäcker [5] más el funcional de energía cinética de Pauli, donde el 

funcional de Pauli es desconocido y debe ser aproximado.  

En este trabajo se presenta una aproximación al funcional de energía cinética no 

interactuante y también algunas propuestas al funcional de Pauli. Los funcionales 

propuestos dependen únicamente de la densidad electrónica y su gradiente, se 

obtienen resultados razonables para sistemas finitos, como es el caso de átomos y 

moléculas, tanto a nivel local como global.  

En lo que se refiere al diseño de funcionales de energía cinética no interactuante, 

primero se analizó detalladamente el funcional de energía de intercambio de tipo 

GGA. Este análisis permite obtener información relevante para la construcción de 

los funcionales de energía cinética presentados en este trabajo.   
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En esta tesis nos limitamos a evaluar las diferentes propuestas de funcionales de 

energía cinética [ ]sT ρ  con buenas densidades obtenidas a partir de otros métodos, 

como son densidades de Hartree-Fock o densidades obtenidas con el funcional de 

intercambio y correlación propuesto por Perdew, Burke y Ernzerhof, PBE [6]. 

Resolver las ecuaciones autoconsistentes de KS con nuestro funcional será una tarea 

para trabajos futuros. 

 

1.1. Estructura de la tesis  

Esta tesis está organizada del modo siguiente. En este capítulo se presenta el tema 

de estudio en cuestión y se da a conocer la importancia de analizar la energía cinética 

como un funcional de la densidad. El tipo de funcionales de energía cinética que se 

analizarán, básicamente son aquellos que dependen del gradiente reducido de la 

densidad, s , en algunos casos también se utilizará como ingrediente el laplaciano 

reducido de la densidad, q . En este mismo apartado se plantean los objetivos de 

trabajo. 

En el capítulo 2 se presenta una breve descripción de la teoría de funcionales de la 

densidad, esto con el fin de dar a conocer la parte esencial de lo que se quiere alcanzar 

diseñando funcionales de energía cinética. También se incorporan las ecuaciones de 

Kohn-Sham, donde se pretende en un futuro evaluar de forma autoconsistente el 

funcional de energía cinética propuesto en esta tesis.  

Aprender del diseño del funcional GGA en la energía de intercambio ayuda para 

poder diseñar un GGA para la energía cinética, es por eso, que en el capítulo 3 se 

muestran los antecedentes relacionados con los funcionales de energía de intercambio 

[ ]xE ρ  de tipo GGA. Basarnos en las condiciones físicas que se utilizaron para llegar 

a esos funcionales de intercambio y aplicarlos para la determinación del funcional de 

energía cinética, es la manera cómo se construyeron las diferentes propuestas 

mostradas en esta tesis. También en el capítulo 3 se analiza detalladamente el 

funcional de energía de intercambio de tipo GGA, cuyo estudio puede ser de gran 

ayuda para que futuros estudiantes comprendan de forma sencilla como se construye 

éste funcional.   

En el capítulo 4 se presenta el estado del arte del tema en cuestión, se discuten 

algunas de las diferentes propuestas que existen en la literatura. Además, se realiza 



-24- 

un análisis de las ecuaciones formales y propiedades exactas de la energía cinética, 

esto en gran medida resulta ser la base para la construcción de funcionales de energía 

cinética que se proponen.  

Posteriormente en el capítulo 5, se presenta la mejor propuesta para el funcional de 

energía cinética [ ]sT ρ ; se muestran los resultados de éste y se comparan con los ya 

reportados en la literatura. En este capítulo se expone y justifica la metodología 

empleada para la validación del funcional obtenido. 

En el capítulo 6 se incorporan también nuevas propuestas de funcionales de energía 

cinética, pero ahora en el contexto de Pauli. En los capítulos 5 y 6 se realiza la 

discusión de los resultados obtenidos. 

Después, en el capítulo 7 de la tesis se detallan las conclusiones generales y se 

presentan las perspectivas del trabajo.  

Finalmente, se muestran los anexos correspondientes y la bibliografía utilizada. 

Es importante prestar atención a los apéndices, ya que el Apéndice A presenta un 

análisis sobre el comportamiento exacto del factor de exacerbamiento de la energía 

cinética utilizando densidades y orbitales de Hartree-Fock (HF), esto permite orientar 

las propuestas para el desarrollo de nuevos funcionales de energía cinética. En el 

Apéndice B se presenta un estudio de indicadores relevantes para la construcción de 

funcionales de energía cinética, de igual manera este análisis ayuda a entender mejor 

el diseño de funcionales tanto de energía cinética como de energía de intercambio. 

Posteriormente en el Apéndice C se presenta información adicional del análisis 

realizado para el funcional de energía de intercambio de tipo GGA. Finalmente, en 

el Apéndice D se presentan todos los resultados detallados de cada uno de los sistemas 

que se calcularon. 
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1.2. Justificación  

Existe la necesidad de poder realizar cálculos de estructura electrónica de mayor 

precisión para una mejor predicción de propiedades químicas y con un menor esfuerzo 

computacional, por ello es necesario desarrollar métodos que permitan llevar a cabo 

esta acción. Proponer funcionales de [ ]sT ρ , permite en principio calcular la energía 

electrónica total de un sistema con un menor esfuerzo computacional y una 

consecuencia de esto es que se pueden abordar sistemas de mayor tamaño en un 

menor tiempo.  

La mayoría de los estudios teóricos actuales dentro del campo de la DFT están 

centrados en la búsqueda de mejores aproximaciones para el funcional de intercambio 

y correlación [ ]xcE ρ . A la fecha no se conocen aproximaciones al funcional de energía 

cinética con la precisión adecuada para describir la estructura electrónica de un 

sistema, por lo que resulta muy útil construir e implementar este tipo de 

aproximaciones.  

El beneficio principal de esta investigación es que de obtener un funcional de energía 

cinética de suficiente calidad, podrían simplificarse enormemente los cálculos de 

estructura electrónica, lo que permitiría abordar sistemas de mayor tamaño que los 

que actualmente se analizan por medio del método de KS. 
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1.3. Objetivos 

1.3.1. Objetivo general 

Construir nuevos funcionales de energía cinética [ ]sT ρ  no empíricos capaces de 

predecir la energía cinética total de un sistema químico con la mayor precisión 

posible.  

 

1.3.2. Objetivos específicos  

 Estudiar los funcionales de intercambio de tipo GGA para poder establecer 

condiciones que ayuden en el diseño de funcionales de energía cinética de tipo 

GGA. 

 Hacer una revisión de las propiedades exactas de la energía cinética conocidas 

para proponer factores de exacerbamiento no empíricos para [ ]sT ρ . 

 Realizar un análisis de los indicadores relevantes para la construcción de 

funcionales de energía cinética. 

 Describir correctamente la energía cinética a nivel global sin desestimar la 

importancia que tiene una correcta descripción de la densidad de energía 

cinética.  

 Analizar la importancia del laplaciano reducido de la densidad dentro del 

factor de exacerbamiento GGA
tF .  

 Evaluar la calidad de los funcionales en la descripción de propiedades 

termodinámicas y cinéticas en diferentes sistemas químicos. 

 Comparar los resultados obtenidos para los funcionales de energía cinética 

propuestos en este trabajo con propuestas actuales y así, establecer las mejores 

aproximaciones al funcional de energía cinética. 
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Capítulo 2  

Teoría de Funcionales de la Densidad  

Los fundamentos de la mecánica cuántica se establecieron hace ya casi 100 años, 

gracias a la formulación propuesta por Erwin Schrödinger. Desde que surgió la 

mecánica cuántica, ésta ha sido una herramienta fundamental para la comprensión 

de distintas cuestiones relacionadas con la química, pero hoy en día, aún el 

entendimiento del enlace químico, reactividades químicas, fenómenos 

espectroscópicos y la estructura electrónica de átomos y moléculas sigue siendo un 

tema de gran interés en química, ya que presenta un alto grado de complejidad 

porque se requiere resolver la ecuación de Schrödinger para sistemas de muchos 

electrones interactuantes. Una alternativa que existe para estudiar dichos sistemas 

es la teoría de funcionales de la densidad.  

La ecuación de Schrödinger emplea una función de onda para describir el sistema, la 

cual depende de las posiciones de los N electrones y M núcleos [7]  

Ĥ ( ) E ( )Ψ = Ψ
1 2 N 1 2 M 1 2 N 1 2 M
x , x , ..., x , R , R , ..., R x , x , ..., x , R , R , ..., R , (2.1) 

donde Ĥ  es el operador Hamiltoniano de la energía, Ψ  es la función de onda que 

depende de 3N coordenadas espaciales { ir } y N coordenadas de espín {si } de los 

electrones, denominadas { ix }, {
I
R } son las 3 coordenadas espaciales de los núcleos 

y E  representa la energía total del sistema. Todas las ecuaciones que aparecen en 

esta tesis están expresadas en unidades atómicas.  

La ecuación de Schrödinger puede simplificarse considerando la diferencia que existe 

entre la masa de los núcleos atómicos y los electrones, esto hace que los núcleos se 

mueven mucho más lento que los electrones. Así se puede considerar que los 

electrones se mueven alrededor de un campo de núcleos fijos. Esto es conocido como 

la aproximación de Born-Oppenheimer. Si los núcleos están fijos en el espacio y no 

se mueven, la energía cinética de los núcleos es cero y la energía potencial debido a 

la repulsión núcleo-núcleo es una constante. Por lo tanto, la ecuación de Schrödinger 

puede reducirse a la siguiente expresión,  

Ĥ ( ) E ( )elec elec elec elecΨ = Ψ
1 2 N 1 2 N
x , x , ..., x x , x , ..., x .   (2.2) 
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Resolver la ecuación anterior es muy complicado porque el número de variables con 

respecto al número de elementos del sistema se incrementa rápidamente. 

Frecuentemente nos interesa obtener la energía total de un sistema, puesto que es de 

gran importancia para describir diferentes situaciones de interés químico. En lugar 

de intentar conocer la función de onda de un sistema, y a partir de ella obtener 

información de la estructura electrónica, es posible utilizar la densidad electrónica 

( )ρ r  para obtener esa información, con la ventaja de que la densidad electrónica es 

una función que únicamente depende de 3 coordenadas espaciales, mientras que la 

función de onda depende de las coordenadas espaciales de las N partículas que 

componen el sistema. Además, la densidad electrónica se puede medir 

experimentalmente.  

En 1927 en los trabajos de Thomas y Fermi (TF) [8, 9], se muestran los primeros 

intentos de utilizar la densidad electrónica en lugar de la función de onda para 

obtener la energía de un sistema químico, ellos proponen una expresión para la 

energía cinética basados en un modelo de electrones con densidad uniforme.  

 

2.1. Primer teorema de Hohenberg y Kohn 

Años más tarde, en 1964 nació la teoría de funcionales de la densidad propuesta por 

Hohenberg y Kohn (HK) [1], estos autores demostraron que la energía total de un 

sistema de N electrones es un funcional de su densidad electrónica.  

Una forma de expresar la densidad electrónica en términos de la función de onda se 

observa en la siguiente ecuación,  

Ψ
2

1( )=N ... ( ) d d ...dsρ ∫ ∫ 1 2 N 2 N
r x , x , ..., x x x .   (2.3) 

La función ( )ρ r  determina la probabilidad de encontrar cualquiera de los N 

electrones dentro de un elemento diferencial de volumen, con espín arbitrario, 

mientras los otros N-1 electrones tienen cualquier otra posición. Algunas de las 

restricciones que debe cumplir la densidad electrónica de sistemas finitos son las 

siguientes:  

( ) 0ρ ≥r ,         (2.4) 
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( ) 0rρ → ∞ = ,        (2.5) 

y 

( )d Nρ =∫ r r .       (2.6) 

De las expresiones anteriores se observa que la densidad es una cantidad positiva 

definida, cuanto mayor es la distancia desde los núcleos la densidad tiende a cero y 

la integral de la densidad electrónica sobre todo el espacio debe ser igual al número 

total de electrones del sistema, N. 

El primer teorema de HK se enuncia de la siguiente manera [10]: 

“Cualquier observable de un estado estacionario fundamental no degenerado 

puede calcularse, en principio de forma exacta, a partir de la densidad 

electrónica de este estado fundamental, esto es, cualquier observable puede 

escribirse como un funcional de la densidad electrónica del estado fundamental.”  

Para demostrar este teorema, primero se demuestra que dada una densidad ( )ρ r , el 

potencial externo ( )V r  queda determinado. De esta demostración por reducción al 

absurdo se concluye que no puede haber dos potenciales externos que conduzcan a la 

misma densidad electrónica del estado fundamental. En otras palabras, la densidad 

electrónica del estado fundamental 0ρ  está unívocamente relacionada con el 

potencial externo.  

Dado que ( )ρ r  determina el número total de electrones del sistema a partir de la    

Ec. (2.6) y también fija el potencial externo ( )V r , se establece que ( )ρ r  determina el 

hamiltoniano y la función de onda del estado fundamental. Existe una relación directa 

entre la densidad y la función de onda a través del potencial externo:  

ˆ( ) ( )V Hρ → → → Ψr r ,      (2.7) 

( ) ( )Vρ ⇔r r .        (2.8) 

Por lo tanto, la energía en el esquema de HK puede escribirse como un funcional de 

la densidad electrónica expresada de la siguiente manera, 

ee NeE T V Vρ ρ ρ ρ       = + +        .     (2.9) 
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Donde [ ]T ρ  y [ ]eeV ρ  son funcionales universales, dado que no dependen del potencial 

externo. El primer término [ ]T ρ  corresponde a la energía cinética de los electrones, 

[ ]NeV ρ  es la energía de interacción de los electrones con los núcleos, por último, se 

tiene la energía de interacción electrón-electrón [ ]eeV ρ .  

 

2.2. Segundo teorema de Hohenberg y Kohn 

El segundo teorema de HK proporciona el principio variacional para [ ]E ρ , el cual 

expresa que la densidad electrónica de un estado fundamental no degenerado puede 

calcularse, en principio, de forma exacta, determinando aquella densidad que 

minimiza la energía del estado fundamental. O lo que es lo mismo, para una densidad 

de prueba ( )ρ rɶ , que sea V-representable y N-representable se cumple que 

0 [ ( )]vE E ρ≤ rɶ .       (2.10) 

El principio variacional para la energía en el marco de la DFT asegura que cualquier 

densidad de prueba da una energía superior o igual a la energía exacta del estado 

fundamental. Así pues, para obtener la densidad exacta del estado fundamental se 

tiene que encontrar la densidad que minimiza la energía sujeta a la restricción dada 

por la Ec. (2.6), tal como se expresa a continuación:  

[ ( )] ( )
0

( )

vE dδ ρ µ ρ

δρ

 −   =
∫r r r

r
,      (2.11) 

donde µ  es el multiplicador indeterminado de Lagrange que se asocia con el potencial 

químico de los electrones del sistema.  

La teoría de funcionales de la densidad es exacta, pero tiene algunos inconvenientes 

que deben tomarse en cuenta: 1) No se conoce la forma explícita exacta del funcional 

universal de HK en términos de la densidad electrónica. 2) Para poder aplicar el 

principio variacional que postula el segundo teorema, debe conocerse la forma exacta 

de [ ]T ρ  y [ ]eeV ρ . Una consecuencia de usar una aproximación es que las energías 

obtenidas por ciertos funcionales propuestos pueden dar valores menores que 0E , 

porque las expresiones aproximadas para [ ]T ρ  y [ ]eeV ρ  no necesariamente cumplen 

con las condiciones de N-representabilidad.  
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2.3. Aproximación de Kohn-Sham 

Un año después de los teoremas propuestos por Hohenberg y Kohn, en 1965 Kohn y 

Sham [2] publicaron una manera de abordar estos inconvenientes y sugirieron un 

método para determinar el funcional de la densidad que se desconocía hasta ese 

momento. Basándose en trabajos previos, introdujeron el concepto de un sistema de 

referencia de partículas no interactuantes, construido a partir de un conjunto de 

orbitales (funciones de un sólo electrón), de tal manera que la mayor parte de la 

energía cinética del sistema pudiera calcularse con una buena precisión. La diferencia 

entre [ ]T ρ  y [ ]sT ρ , que es una cantidad pequeña se incorpora a las contribuciones de 

intercambio y correlación. Utilizando este método se puede recuperar la mayor parte 

de la energía, dejando sólo una pequeña parte que se determinará por un funcional 

aproximado. En el formalismo de KS el funcional para la energía de intercambio y 

correlación se expresa en la forma,  

[ ] ( [ ] - [ ]) ( [ ] - [ ]) xc ee sE V J T Tρ ρ ρ ρ ρ≡ + .    (2.12) 

El funcional de intercambio y correlación tiene la diferencia de comparar la energía 

cinética total [ ]T ρ  con la energía cinética de un sistema de partículas no 

interactuantes [ ]sT ρ , y la energía de interacción entre los electrones con la energía 

potencial de Coulomb. Desafortunadamente no se conocen las expresiones de las 

energías exactas, por lo cual, los funcionales de intercambio y correlación que se 

utilizan son aproximaciones al exacto. Con esta última aproximación es posible 

escribir la energía total de un sistema tal como aparece en la Ec. (1.1). 

Utilizar la DFT en el esquema de KS nos lleva a resolver un problema de valores 

propios y nos regresa a un lenguaje de orbitales. Desarrollando la expresión de la 

energía de Kohn-Sham en términos de orbitales de espín iϕ , se obtiene que  

2 2

22
( ) ( )1 1

[ ( )] ( ) ( ) [ ] - ( )
2 2

N N N N M
i j A

i i xc i
iAi i j i A

Z
E d d d E d

r

ϕ ϕ
ρ ϕ ϕ ρ ϕ

′
′= − ∇ + +

′−
∫∫∑ ∑∑ ∑ ∑∫ ∫

r r
r r r r r r r r

r r
    (2.13) 

donde la densidad electrónica en términos de orbitales de espín queda expresada de 

esta manera,   

2

1

( ) ( )
N

i
i

ρ ϕ
=

= ∑r r .       (2.14) 
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La minimización de la energía sujeta a la restricción de que el conjunto de orbitales 

sea ortonormal lleva al siguiente conjunto de ecuaciones,   

21
( ) ( ) ( )

2 KS i i iV ϕ ε ϕ
   − ∇ + =    

r r r ,     (2.15) 

donde,  

( ) ( ) ( ) ( )KS Ne J XCV V V V= + +r r r r .     (2.16) 

Siendo ( )KSV r  el potencial efectivo de KS, ( )NeV r  el potencial generado por los 

núcleos, ( )JV r  el potencial coulómbico 

[ ( )] ( )
( )

( )J

J
V d

δ ρ ρ

δρ

′
′= =

′−∫
r r

r r
r r r

,      (2.17) 

y ( )XCV r  el potencial de intercambio y correlación, 

[ ( )]
( )

( )
XC

XC

E
V

δ ρ

δρ
=

r
r

r
 .      (2.18) 

En la Ec. (2.13) se puede observar claramente que el término correspondiente a la 

energía cinética no interactuante [ ]sT ρ  depende explícitamente de un conjunto de 

orbitales atómicos,  

2 21 1
[ ] ( ) ( ) | ( ) |

2 2

N N

s i i i
i i

T d dρ ϕ ϕ ϕ= − ∇ = ∇∑ ∑∫ ∫r r r r r .   (2.19) 

Ambas expresiones para la energía cinética en términos de los orbitales integran al 

mismo valor, sin embargo, la expresión del lado derecho de la Ec. (2.19) tiene la 

ventaja de ser una cantidad positiva definida a nivel local. 

Como ya se mencionó anteriormente el propósito principal de esta tesis es encontrar 

un funcional de energía cinética no interactuante que dependa explícitamente de la 

densidad electrónica y que tenga la suficiente precisión para reemplazar el término 

actualmente utilizado en el método KS mostrado en la Ec. (2.19). 
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Capítulo 3  

Funcional de Energía de Intercambio 

Como se mencionó en el capítulo anterior, para resolver las ecuaciones de Kohn-Sham 

y poder calcular la energía y otras propiedades químicas, es necesario proponer un 

funcional de intercambio y correlación [ ( )]xcE ρ r . A pesar de que la DFT es una teoría 

exacta los resultados obtenidos dependerán de la calidad del funcional empleado. En 

este capítulo estamos interesados sólo en el funcional de energía de intercambio 

[ ( )]xE ρ r , su concepto y algunas aproximaciones relevantes. El funcional de 

intercambio de tipo GGA se estudia con bastante detalle, ya que es importante para 

la construcción de funcionales de energía cinética y además tiene una intención 

didáctica, ya que este material servirá de apoyo a futuros lectores para que tengan 

un mayor entendimiento de los fundamentos del funcional de intercambio de tipo 

GGA. 

En la actualidad existen cientos de aproximaciones al funcional de intercambio [11], 

con el tiempo los funcionales que se presentan dan mejores resultados aproximándose 

al funcional exacto. Conocer las condiciones que se aplican en el diseño de funcionales 

de intercambio es de gran importancia al momento de diseñar aproximaciones al 

funcional de energía cinética que dependen únicamente de la densidad electrónica.  

Utilizando los teoremas de Hellmann-Feynman, Levy y Perdew [12] escriben el 

funcional de energía de intercambio y correlación, [ ( )]xcE ρ r , como una integral de tipo 

coulómbica expresada de la siguiente forma,   

( ) ( , )1
[ ( )]

2
xc

xcE d d
ρ ρ

ρ
′

′=
′−∫ ∫

r r r
r r r

r r

ɶ
     (3.1) 

donde ( , )xcρ ′r rɶ  es una función de densidad de pares conocida como el agujero de 

intercambio y correlación. El punto de partida para estudiar la energía de 

intercambio consiste en expresar esta cantidad en términos del agujero de la densidad 

de intercambio en el punto r + R  alrededor de un electrón en el punto r ,    

( , )xρ r r + R , expresada como,  

( , )1
[ ] ( )

2
x

xE d d
R

ρ
ρ ρ= ∫ ∫

r r + R
r r R .     (3.2) 
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El agujero de intercambio exacto cumple con las siguientes restricciones [13, 14],  

( )
( , )

2x

ρ
ρ = −

r
r r ,       (3.3) 

( , ) 0xρ ≤r r + R        (3.4) 

y 

( , ) 1x dρ = −∫ r r + R R ,      (3.5) 

donde la última expresión es conocida como la regla de suma. 

Otras propiedades y condiciones importantes para el funcional de energía de 

intercambio son las siguientes [12, 15-17]:  

La energía de intercambio es una cantidad negativa,  

[ ( )] 0xE ρ r         (3.6). 

El escalamiento de espín para el funcional de energía de intercambio cumple con las 

siguientes dos condiciones:  

,
,

1
[ ( ) ( ) ] [ ( ) ]

2x xE E σ
σ

ρ ρ ρ↑ ↓
=↑ ↓

= ∑r r r ,     (3.7) 

[ ( ) ] [ ( )]x xE Eλρ λ ρ=r r .      (3.8) 

El funcional de la energía de intercambio debe cumplir las propiedades siguientes 

para el escalamiento en coordenadas de la densidad electrónica,  

lim [ ( ) ]xxE λ
λ

ρ
→∞

−∞r ,       (3.9) 


0

lim [ ( ) ]xxE λ
λ

ρ
→

−∞r ,       (3.10) 

donde ( )xλρ r  es la densidad escalada.  

La energía de intercambio está acotada por la siguiente expresión,  

4 3
[ ( )] ( )xE D dρ ρ≥ − ∫r r r ,       (3.11) 
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donde Lieb y Oxford encuentran un valor de 1.44D =  [16], mientras que Perdew 

propone utilizar un valor de D = [18]. 

El potencial de intercambio tiene que ser finito en los núcleos y cuando r → ∞  el 

potencial tiende a  

1
[ ( )]xV

r
ρ → −r .       (3.12) 

Tal vez no se conozca el funcional de energía de intercambio exacto, pero se conocen 

propiedades y restricciones exactas como las que se mencionaron antes que son 

fundamentales para el diseño de dichos funcionales. Esta misma idea se aplica para 

el diseño de funcionales de energía cinética [ ]sT ρ .  

Actualmente, los funcionales de intercambio y correlación se clasifican de acuerdo 

con la escalera de Jacob propuesta por Perdew y Schmidt [19], su propuesta se 

muestra en la Fig. 3.1.  

 
Fig. 3.1. Escalera de Jacob para aproximaciones del funcional [ ( )]xE ρ r . 

En la figura anterior se puede observar que en el lado derecho de cada escalón aparece 

el nombre de la aproximación y del lado izquierdo se muestran las variables de las 

que depende la aproximación que corresponde. Conforme se sube de escalón la 

aproximación se vuelve más compleja ya que esta dependerá de variables más 

complicadas de calcular computacionalmente, pero al mismo tiempo se obtienen 

aproximaciones a la energía de intercambio más precisas. En esta tesis estamos 

interesados en el segundo escalón que corresponde a las aproximaciones de tipo GGA.  
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3.1. Aproximación de Densidad Local (LDA) 

La primera propuesta al funcional de energía de intercambio fue llamada 

aproximación de densidad local (LDA, por sus siglas en inglés); esta aproximación 

sólo depende de la densidad electrónica del sistema, se obtuvo a partir de un riguroso 

análisis del gas de electrones homogéneo (HEG, por sus siglas en inglés) y es exacta 

para este sistema. Esta aproximación cumple con la regla de suma del intercambio y 

además la mayoría de los funcionales toman como punto de partida a esta 

aproximación. Para sistemas químicos donde la densidad electrónica varia 

rápidamente, como es el caso de átomos y moléculas, esta aproximación no es muy 

precisa.  

El funcional LDA para la energía de intercambio fue propuesto por Dirac [20]  y tiene 

la siguiente forma,  

[ ( )] ( ) ( ( ))LDA LDA
x xE dρ ρ ε ρ= ∫r r r r      (3.13) 

donde ( )( )LDA
xε ρ r  es la energía de intercambio por partícula, 

( ) 1 3
( ) ( )LDA

x xAε ρ ρ=r r ,   
1 3

3 3

4xA
π

 = −    
.    (3.14) 

Sustituyendo la Ec. (3.14) en la Ec. (3.13) tenemos la expresión para el funcional de 

intercambio LDA,  

1 3
4 33 3

[ ( )] ( )
4

LDA
xE dρ ρ

π

 = −     ∫r r r .     (3.15) 
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3.2. Aproximación de Gradiente Generalizado (GGA) 

Como el funcional LDA no es lo suficientemente preciso para calcular energías y otras 

propiedades químicas, se recurrió a utilizar otras aproximaciones. Desde los artículos 

de HK y KS [1, 2] se expresó el funcional de intercambio como un desarrollo en  

gradientes de la densidad, de esta manera el funcional de intercambio puede 

expresarse como [21]  

21 3
4 3

1 3 4 32

( )3 3 10
[ ( )] ( ) ...

4 81(3 ) ( )

GEA
xE d d

ρ
ρ ρ

π π ρ

∇ = − − +    ∫ ∫
r

r r r r
r

,  (3.16) 

donde el primer término representa la energía de intercambio LDA, mientras que el 

segundo término representa una porción de la energía de intercambio correspondiente 

al desarrollo en gradientes de la densidad. La aproximación mostrada en la Ec. (3.16) 

se conoce como el desarrollo en gradientes de segundo orden (GEA2, por sus siglas 

en inglés), en este caso, para la energía de intercambio.   

Perdew [22] descubre que el desarrollo en gradientes a segundo orden, GEA2, contiene 

los dos primeros términos para la energía de intercambio, no cumple con la regla de 

suma del intercambio, esto hace que la aproximación en gradientes falle al describir 

la energía de intercambio. Otra cosa importante es que la derivada funcional del 

término de segundo orden en GEA2 diverge para sistemas finitos como son átomos 

y moléculas, al igual que los términos de energía de intercambio de orden mayor a 

dos.  

Hay que tener en cuenta que la aproximación GEA2 se obtiene a partir de un modelo 

de variación de densidad lenta. En sistemas como átomos o moléculas la densidad no 

varía lentamente, por esta razón este modelo no describe correctamente la energía de 

intercambio. 

Utilizando la aproximación GEA2, Perdew y Yue [3, 4] proponen el concepto de GGA 

que significa Aproximación de Gradientes Generalizada. El funcional de tipo GGA 

en general puede expresarse de la siguiente forma: 

[ ( )] ( ) ( ( )) ( )GGA LDA GGA
x xE F s dρ ρ ε ρ= ∫r r r r ,    (3.17) 

donde  
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( )1
( )

2 ( ) ( )F

s
k

ρ

ρ

∇
=

r
r

r r
,       (3.18) 

y  

1
2 3( ) (3 ( ))Fk π ρ=r r .       (3.19) 

En las expresiones anteriores, ( ( ))LDAε ρ r  está dada en la Ec. (3.14) y es la densidad 

de energía de intercambio por electrón de un sistema uniforme, ( )GGA
xF s  es conocido 

como el factor de exacerbamiento, que mide las desviaciones del gas de electrones 

homogéneo y ( )s r  es el gradiente adimensional reducido. 

Los funcionales de energía de intercambio son modelados basándose en el 

comportamiento del factor de exacerbamiento ( )GGA
xF s ; para esto, es importante 

analizar cómo es el gradiente adimensional reducido a distancias pequeñas y grandes.  

Zupan et al. [23, 24] concluyen que en los intervalos con distancias entre 0 10r< <  

y un gradiente adimensional entre 0 3s< <  se encuentra la región físicamente 

importante para describir la energía del sistema. En estos intervalos la energía de 

intercambio toma mayor importancia para átomos y moléculas. Estos autores 

describen cuatro regiones según el comportamiento de s , en la región de core, s  es 

monotónica y creciente, en la región de traslape core-valencia, s  decrece 

monotónicamente, la región de valencia termina donde se alcanza el valor máximo 

que delimita la región de core de s  y por último la región más alejada del núcleo, 

que va desde donde termina la región de valencia hasta infinito, en esta última región 

para sistemas finitos el gradiente adimensional reducido diverge.  

En un trabajo más reciente M. del Campo et al. [25] confirman que el gradiente 

adimensional reducido en el intervalo de 0 3s< <   es el que más contribuye a la 

energía, aunque el comportamiento de 3s >  puede ser importante para otras 

propiedades.  

La aproximación de gradiente generalizado fue desarrollada por primera vez de forma 

numérica en el trabajo de Perdew, Burke y Wang [26], estos autores escriben la 

densidad de intercambio para GEA2 como,  

1
( , ) ( )

2
GEA
x yρ ρ+ = −r r u r       (3.20) 
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donde, 

2 24 16 16
ˆ ˆ ˆ( , , ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

3 27 3
y z J z D z L z M z N z s

   = + ⋅ − ⋅ −    
s u u s u s .  (3.21) 

Aquí ˆ u=u u , s  es el gradiente adimensional reducido presentado en la Ec. (3.18) y 

2 Fz k u= . Las funciones ( )J z , ( )D z , ( )L z , ( )M z  y ( )N z  son funciones oscilantes de z  

y son conocidas, ( )J z  corresponde a la aproximación LDA, estas funciones se 

expresan a continuación, 

2 2

6

72
( ) (4 (4 )Cos 4 Sin )J z z z z z z

z
= + − − − ,   (3.22) 

1
( )

1 ( )q
D z

bz
=

+
,       (3.23) 

3

9
( ) (2 2Cos Sin )L z z z z

z
= − − ,     (3.24) 

9
( ) ( Cos Sin )

16
M z z z z

z
= − + ,      (3.25) 

y 

2 3

4

9
( ) (8 (8 4 )Cos (8 )Sin )

16
N z z z z z z

z
= − − − −    (3.26) 

Como ˆ coss θ⋅ =u s , si definimos cosγ θ=  entonces ˆ sγ⋅ =u s  y la Ec. (3.21) se 

reescribe de la siguiente forma,  

 2 2 24 16 16
( , , ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

3 27 3
y z s J z D z L z s M z s N z sγ γ γ

   = + − −    
.  (3.27) 

Integramos la Ec. (3.27) respecto a la variable γ  para obtener una función esférica 

promedio,  

1
2 2

 1

1
( , ) ( ) ( )

2sph avy z s A B C A B C dγ γ θ γ γ γ
−

= + + + +∫ ,   (3.28) 

donde 2( )A B Cθ γ γ+ +  es la función escalón de Heavyside que sirve para imponer 

los cortes en espacio real; éstos cortes se imponen de la siguiente manera,  
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



2
2

2

1  si  ( ) 0
( )

0  si  ( ) 0

A B C
A B C

A B C

γ γ
θ γ γ

γ γ

 + ++ + =  + +
.   (3.29) 

 De la Ec. (3.28) tenemos que,  

216
( ) ( )

27
A M z D z s= − ,      (3.30) 

4
( ) ( )

3
B L z D z s= ,       (3.31) 

y  

216
( ) ( ) ( )

3
C J z N z D z s= − .      (3.32) 

El resultado directo de integrar la Ec. (3.28) es,  

3 2

( )
6 4 2

A B C
F

γ γ γ
γ = + + .      (3.33) 

Para imponer los cortes es conveniente definir las siguientes cantidades,  

( 1) ( , , 1)V P y z s A B C= − = − = − +     (3.34) 

y 

( 1) ( , , 1)P y z s A B C+ = + = + + .     (3.35) 

Las raíces de la parábola que aparece en el integrando son, 

2 2

B T

A A
γ± = − ±         (3.36) 

donde, 

2 4T B AC= −        (3.37) 

Así, dependiendo de la posición de las raíces de γ  o cuando la parábola no cruza el 

eje γ , se tienen tres diferentes situaciones. 
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 Primer caso 

De la Fig. 3.2 se pueden observar diversas condiciones:  

Para la parábola verde cuando  0V  tenemos que   0  y cuando  0V  entonces 

 1γ± . 

Para la parábola roja cuando  0V   tenemos que  1γ±  y cuando  0V  entonces 

  0 . 

Por lo tanto, para   0  o  1γ± , 

 ( , ) ( (1) ( 1)) ( )sph avy z s F F Vθ= − −      (3.38) 

 
Fig. 3.2. Representación gráfica de las Ecs. (3.34) y (3.35) para analizar el primer 

caso. 

 Segundo caso 

De la Fig. 3.3, se pueden observar las diferentes condiciones que ocurren en este caso. 

Para la parábola verde cuando  0V  tenemos que  1γ−  y  1γ+  o cuando 

 0V  tenemos que  1γ−  y  1γ+ .  

Para la parábola roja se tiene que si cuando  0V  tenemos que  1γ−  y  1γ+  

o si  0V  tenemos que  1γ−  y  1γ+ . 

Por lo tanto, para  1γ−  y  1γ+ ,  
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 ( , ) ( ( ) ( 1)) ( ) ( (1) ( )) ( )sph avy z s F F V F F Vγ θ γ θ− −= − − + − −    (3.39) 

 y para  1γ−  y  1γ+ , 

 ( , ) ( ( ) ( 1)) ( ) ( (1) ( )) ( )sph avy z s F F V F F Vγ θ γ θ+ += − − + − −    (3.40) 

 
Fig. 3.3. Representación gráfica de las Ecs. (3.34) y (3.35) para analizar el 

segundo caso. 

 Tercer caso 

 
Fig. 3.4. Representación gráfica de las Ecs. (3.34) y (3.35) para analizar el tercer 

caso. 
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De la Fig. 3.4, tenemos las siguientes condiciones, para la parábola verde cuando 

 0V  tenemos que  1γ±  y para la parábola roja  0V  tenemos que  1γ± . Por 

lo tanto,  

 ( , ) ( ( ) ( 1) (1) ( )) ( ) ( ( ) ( )) ( )sph avy z s F F F F V F F Vγ γ θ γ γ θ− + + −= − − + − + − −  (3.41) 

Ahora se procede a la integración numérica de la función  ( , )sph avy z s  una vez que se 

expresa según el caso que corresponda y se aplica la regla de suma, 

 2
 

0

1
( , ) 1

12

xz

sph avy z s z dz
π

− = −∫ ,     (3.42) 

con 2x F xz k u= . 

Utilizando propiedades de la energía de intercambio, escribimos la siguiente 

expresión, 

1
[ ( )] ( ) ( , ) /

2x xE d d uρ ρ ρ= +∫ ∫r r r u r r u .    (3.43) 

Sustituyendo el desarrollo en gradientes de segundo orden de la Ec. (3.20) en la       

Ec. (3.43), podemos escribir la expresión de la siguiente manera, 

 

1
[ ( )] ( ) ( ) ( , ) /

2x sph avE d d y z s uρ ρ ρ
 = −    ∫ ∫r r r u r ,    (3.44) 

con 2 Fz k u=  y 

 ( , , ) ( ( , , )) 4 ( , )u sph avy z y z d y z sθ πΩ =∫ s u s u ,    (3.45) 

por tanto, 

2
 

0

( , )1 1
[ ( )] ( )4 ( )

2 2 2 2

xz

sph av

x
F F

y z sdz z
E d

k z k
ρ ρ π ρ

    = −         ∫ ∫r r r r .   (3.46) 

Recordando la definición de Fk  de la Ec. (3.19) y reescribiendo en términos de la 

constante de Dirac vista en la Ec. (3.14) se obtiene la siguiente expresión,  
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2
2 3  2

2 32
0

( , )1 4
[ ( )] ( ) ( )

4 2 24(3 )

xz

sph av

x
F F

y z sdz z
E d

k z k

π
ρ ρ ρ

π

−
     = −        

∫ ∫r r r r  , (3.47) 

 donde realizando un poco de álgebra, se reduce a  

4 3

 

0

1
[ ( )] ( ) ( , )

9

xz

x x sph avE A d zy z s dzρ ρ

   =     
∫ ∫r r r .   (3.48) 

Comparando la expresión anterior con la expresión para el GGA de la Ec. (3.17), 

podemos darnos cuenta de que el factor de exacerbamiento queda expresado como 

 

0

1
( ) ( , )

9

xz

x sph avF s zy z s dz= ∫ ,      (3.49) 

y de esta manera uno recupera la expresión GGA para la energía de intercambio.  

Es importante mencionar que cuando la función de amortiguamiento ( )D z  que 

aparece en la Ec. (3.21) es igual a uno, se tiene exactamente el desarrollo en 

gradientes para la energía de intercambio sin cortes en espacio real y por lo tanto, el 

factor de exacerbamiento numérico ( )xF s  en el intervalo de 0 3s≤ ≤  se aproxima al 

factor de exacerbamiento 91( )PW
xF s  [18] mostrado en la Ec. (3.50). En la Gráfica 3.1 

se puede apreciar este caso. 

2100 2
91

4

1 0.19645 arcsin h(7.79565 ) (0.2743 0.1508 )
( )

1 0.1964 arcsin h(7.79565) 0.004

s
PW
x

s s e s
F s

s

−+ + −
=

+ +
.  (3.50) 

Si el valor de ( )D z  es diferente de uno, entonces se recupera el desarrollo en 

gradientes para la energía de intercambio pero con los cortes en espacio real, Perdew 

et al. [26] utilizando la función de amortiguamiento ( )D z  mostrada en la Ec. (3.23), 

con 1 2b π=  y 2.5q =  el factor de exacerbamiento numérico ( )xF s  en el intervalo de 

0 3s≤ ≤  debe aproximarse al factor de exacerbamiento ( )PBE
xF s  [6] mostrado en la 

Ec. (3.51), esto puede apreciarse en la Gráfica 3.2.  

2

0.804
( ) 1 0.804

1 0.2495 0.804X

PBEF s
s

= + −
+

.    (3.51) 
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Siguiendo estos trabajos se realizó el estudio numérico en el programa Mathematica 

12.0 [27] para determinar los valores de xz  que cumplen con la regla de suma del 

intercambio mostrada en la Ec. (3.42), así como también los valores numéricos del 

factor de exacerbamiento para cada valor de s  de la Ec. (3.49). Reproduciendo así, 

las diferentes expresiones para establecer el comportamiento de ( )xF s , tales factores 

de exacerbamiento numéricos pueden observarse en las Gráficas 3.1 y 3.2. Para más 

detalles de este análisis numérico revisar Apéndice C. 

 

 
Gráfica 3.1. Función numérica obtenida a partir de la Ec. (3.49) comparada con 
el factor de exacerbamiento PW91. La función numérica corresponde a la línea 

punteada. 
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Gráfica 3.2. Función numérica obtenida a partir de la Ec. (3.49) comparada con 

el factor de exacerbamiento PBE. La función numérica corresponde a la línea 
punteada. 

Dada la información anterior, el diseño del factor de exacerbamiento normalmente se 

basa en una interpolación entre los límites conocidos de ésta cuando s  es pequeña y 

cuando s  es grande. De acuerdo con el desarrollo en gradientes del intercambio        

[1, 28, 29] cuando s  es pequeña,   

2
0

( ) 1GGA
x s
F s sµ

→
→ + .      (3.52) 

Satisfacer la condición anterior implica que cuando 0s =  el factor de 

exacerbamiento es igual a 1 y por lo tanto se recupera el comportamiento del gas de 

electrones homogéneo. El parámetro µ  de la expresión anterior puede fijarse de 

diferentes formas, ya que hay varias propuestas para este valor con fundamentos 

físicos bien establecidos. Por ejemplo, se obtiene un valor de 10 / 81GEAµ =  en el 

desarrollo en gradientes de segundo orden para el término de intercambio [21]. 

Perdew et al. [6] basándose en la cancelación entre el término de segundo orden del 

gradiente en el intercambio y el término de segundo orden del gradiente en la 
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correlación proponen un valor de 0.2195
GE

PBEµ = . Constantin et al. [30] proponen un 

valor de 0.26µ =  modificando los desarrollos en gradientes de segundo orden, para 

recuperar los desarrollos asintóticos de la energía de átomos neutros en el límite de 

carga nuclear grande. Puesto que también existen diferentes comportamientos de 

( )GGA
xF s  cuando s → ∞  es necesario una discusión más a fondo de estos 

comportamientos. 

 

3.2.1. Comportamientos asintóticos para el GGA de Intercambio 

Como ya se mencionó antes, el desarrollo en gradientes expresado en la Ec. (3.52) 

lleva a una derivada funcional que diverge cuando r → ∞ . Esto motivó el desarrollo 

del funcional GGA Por esta situación el funcional GGA de la Ec. (3.17) fue 

desarrollado, tal que su derivada funcional no diverja cuando r → ∞ . Esto lo logran 

Perdew y Yue [3] resolviendo las ecuaciones para el intercambio de un gas de 

electrones homogéneo, imponiendo cortes en espacio real a la densidad de 

intercambio, como se describió en la sección anterior. Así, esta solución numérica la 

aproximan mediante una expresión analítica de la forma, 

1 1586 2 4 6( ) (1 1.296 14 0.2 )
X

PWF s s s s= + + +     (3.53)  

que, como puede observarse diverge como 2 5
s cuando s → ∞ .  

A diferencia de los ajustes numéricos mencionados en la sección anterior para los 

funcionales PW91 y PBE que se aplicaron en el intervalo de valores de 0 3s≤ ≤ , 

el funcional PW86 de la Ec. (3.53) se ajustó para reproducir al GGA numérico en el 

intervalo de 0 s≤ < ∞ . 

La demostración para obtener el comportamiento asintótico de la Ec. (3.53) se realiza 

a partir del agujero de intercambio y utilizando el desarrollo en gradientes de segundo 

orden del intercambio (GEA2). Siguiendo el trabajo de Perdew, Burke y Wang [26] 

para estabilizar el comportamiento del factor de exacerbamiento de la Ec. (3.49) en 

el límite de valores grandes, hay que darse cuenta de que xz  decrece cuando s  se 

incrementa. Esto indica que en el límite de valores grandes de s , sólo se debe 

considerar el límite cuando 0xz →  del desarrollo en series de  ( , )sph avy z s  mostrada 
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en la Ec.(3.28) y esto conduce a calcular el valor de xz  con la regla de suma en este 

límite y resolver la integral para ( )xF s  en este límite.  

Para determinar el término líder para valores grandes de s  en z  de la función 

 ( , )sph avy z s , únicamente se necesita retener el término de 2s  que aparece en la 

definición de A, B y C de las Ecs. (3.30), (3.31) y (3.32), esto significa que en el 

límite de valores de s  grandes,  

216
( ) ( )

27
A M z D z s= − ,      (3.54) 

y 

216
( ) ( )

3
C N z D z s′ = − ,      (3.55) 

con  ( )C C J z′ = − , por lo tanto,  

2( )
s

P A Cγ γ
→∞

′→ + .       (3.56) 

De la Ec. (3.56) podemos notar que en 0γ =  existe un punto crítico y que es una 

parábola simétrica alrededor de ese punto. En este caso, 

( 1)V P A C ′= − = + .      (3.57) 

Desarrollando ahora en series de Taylor las expresiones para A  y C ′  tenemos que,  

2 2

0
...

9z

s z
A

→
→ − +        (3.58) 

y 

2 2

0 18z

s z
C

→
′ → ,        (3.59) 

entonces 

2 2 2 2 2 2

... ...
9 18 18

s z s z s z
V A C ′= + = − + + = − +    (3.60) 

Se observa que  0V  y después de analizar esta situación es claro que corresponde 

al tercer caso presentado antes, donde,  
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 ( , ) ( ) ( )sph avy z s F Fγ γ+ −= −       (3.61) 

En este caso entonces, 

3 2 1 2

2

( ) ( )
( )

26

AC AC C
F

AA
γ+

′ ′ ′− −
= − −     (3.62) 

y 

3 2 1 2

2

( ) ( )
( )

26

AC AC C
F

AA
γ−

′ ′ ′− −
= − + .    (3.63) 

Entonces se tiene que,  

3 2 1 2

 2

( ) ( )
( , )

3

s
sph av

AC AC C
y z s

AA

→∞ ′ ′ ′− −
= − − .    (3.64) 

El desarrollo en series de Taylor de la expresión anterior cuando 0z →  nos lleva a 

la siguiente expresión,  

2 2

 
0

( , )
27 2

s
sph av

s

s z
y z s→∞

→
→ = ,      (3.65) 

este resultado está de acuerdo con E. D. Murray et al. [31] y K. Burke et al. [32]. 

Sustituyendo el resultado de la Ec. (3.65) en la regla de suma de la Ec. (3.42), 

tenemos que,  

2 2
2

0

1
1

12 27 2

xz
s z

z dz
π

− = −∫ ,       (3.66) 

realizando la integral se llega a la siguiente expresión, 

5

2

12 (27) 2

5
xz

s

π
=        (3.67) 

despejando xz  de la expresión anterior llegamos al siguiente resultado, 

4 5 1 2 1/5

2 2 5

3 2 (5 ) 5.908
xz

s s

π
= = .     (3.68) 
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Sustituyendo la Ec. (3.65) en la expresión para el factor de exacerbamiento de la   

Ec. (3.49) se obtiene que,   

2 2

0

1
( )

9 27 2

xz

x
s

s z
F s zdz

→∞
→ ∫ ,      (3.69) 

y ahora resolviendo la integral anterior se llega a que el factor de exacerbamiento 

cuando s → ∞  debe comportarse como a continuación se presenta,  

421
( )

9 427 2

x
x

s

zs
F s

→∞
→ ,        (3.70) 

sustituyendo el valor de xz  de la Ec. (3.68) en la expresión anterior se obtiene que, 

4 5 2 5
2 55

( ) 0.8863
3 3 2

x
s

s
F s s

π

→∞

 → ≈   
.     (3.71) 

El comportamiento asintótico cuando s → ∞  que resulta para el factor de 

exacerbamiento de la Ec. (3.71) es 
2 5
s∼ , este resultado es  el mismo que se propone  

en el funcional PW86 mostrado en la Ec. (3.53).  

Otro funcional que cumple con las condiciones de los GGA y cuyo factor de 

exacerbamiento tiene un comportamiento asintótico distinto fue propuesto por Becke 

[4, 33], el cual está dado por la siguiente expresión [11],  

2
88 2 1

1
1 1

( )
( ) 1

1 6 ( )sinh ( )

B
x

c c s
F s

c s c s

β

β −
= +

+
,    (3.72) 

donde 1 32
1 2(6 )C π=  y 0.0042β = . Este valor se ajustó para que el error en la energía 

de intercambio de los gases nobles calculada con las densidades de HF sea mínimo. 

El funcional de Becke se basa en la condición de que la densidad de energía de 

intercambio por electrón canónica tenga un correcto comportamiento asintótico 

cuando ésta tienda a infinito, esto es,    

 
1

( ( ))
2x r r

ε ρ
→∞

→−r .      (3.73) 

Basándose en el criterio anterior, Becke propuso que debe cumplirse que  
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88 1
( ( )) ( )

2
LDA B

x r
F s

r
ε ρ

→∞
→−r .     (3.74) 

El factor de exacerbamiento de este funcional diverge a infinito como  

  88( )
ln

B
x s

s
F s

s→∞
→ .      (3.75) 

Un factor de exacerbamiento basado en la cota local de Lieb-Oxford [16] fue 

propuesto por Perdew Burke y Ernzerhof [6]. El fundamento físico detrás de este 

funcional es una cota global que establece cual es el valor más negativo que podría 

tomar la energía de intercambio. Al imponer la cota a nivel local estamos siendo más 

restrictivos, pero a la vez estamos garantizando su cumplimiento a nivel global.  De 

esta forma proponen el siguiente factor de exacerbamiento, 

  
2

( ) 1
1X

PBEF s
s

κ
κ

µ κ
= + −

+
,     (3.76) 

donde 0.804κ = . Para este funcional obtienen un valor de 0.2195µ =  como se 

había explicado antes.  

Para el funcional de energía de intercambio, Armiento y Kümmel [34] determinan 

que la derivada funcional en el límite asintótico de un sistema finito depende del 

valor propio del HOMO. Basándose en esta idea proponen un funcional para que el 

potencial de intercambio quede en términos del valor propio del HOMO. Además, 

para recuperar el desarrollo en gradientes, proponen un factor de exacerbamiento que 

tiene la siguiente forma: 

1 2( ) 1 ln(1 ) ln(1 ln(1 ))Armiento
xF s B s s B s a= + + + + + ,  (3.77) 

con 

1

3 8

5 15GEB
π

µ= +      y      2 1GEB Bµ= − .   (3.78) 

El factor de exacerbamiento propuesto por estos autores diverge como lns s , con lo 

cual el potencial de intercambio de la Ec. (2.18) tiene un comportamiento asintótico 

correcto. El valor de su potencial de intercambio tiende a ( ) (1 )HOMOC rε − , donde C  

es una constante que depende del valor propio del HOMO. Esta constante se puede 

eliminar aplicando un desplazamiento al potencial de intercambio en todos los puntos 

del espacio igual a C− , de manera que el límite asintótico sea solamente (1 )r− . Tal 
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desplazamiento no modifica los orbitales, pero permite introducir los efectos de la 

discontinuidad de la derivada de intercambio-correlación [28, 35], y modificar los 

valores propios. 

Carmona-Espíndola et al. [36] proponen un funcional de energía de intercambio cuya 

característica importante es que su derivada funcional lleva a un potencial con el 

comportamiento asintótico correcto (CAP, por sus siglas en inglés) de (1 )r− . Desde 

hace tiempo se sabe que el comportamiento asintótico del potencial de intercambio 

juega un rol fundamental en la predicción de algunas de las propiedades del sistema. 

La propuesta para el factor de exacerbamiento de CAP es 

ln(1 )
( ) 1

1 ln(1 )
CAP
x

x

s s
F s

A c s

α +
= −

+ +
,      (3.79) 

donde 

1
2 3(3 )

c
α

π

=       y      xAα µ= − ,     (3.80) 

y el valor de la constante xA  aparece en la Ec. (3.14). Es importante notar que el 

factor de exacerbamiento de estos autores diverge como,   

2 1/3(3 )
( )CAP

x s
x

F s s
A

π
→∞

→− .     (3.81) 

Estos autores concluyen que el funcional CAP en conjunto con la correlación de    

LYP [37] o PBE [6] dan buenos resultados, ya que están de acuerdo con métodos 

teóricos de mayor precisión basados en la función de onda y con resultados 

experimentales. Algo importante que mencionan estos autores es que el factor de 

exacerbamiento en el intervalo de 0 3s< <   es crucial para propiedades 

termodinámicas, cinéticas y estructurales, mientras que el comportamiento a valores 

de s  grandes describe bien propiedades que dependen de funciones de respuesta, que 

están asociadas con el potencial de intercambio con el correcto potencial asintótico 

de 1 / r− .  

Recientemente estos mismos autores [38] proponen un factor de exacerbamiento que 

casi cumple con el comportamiento asintótico correcto del potencial de intercambio, 

pero que además incluye la discontinuidad de la derivada. La forma de este factor de 

exacerbamiento se muestra a continuación,  
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1

1

1 ((1 ) ln(1 )
( ) 1 tanh( )sinh ( )

1 tanh( )sinh ( )

NCAP
x

s s s
F s s s

s s

α ζ ζ
µ

β

−
−

 + − + +  = +    + 
, (3.82) 

con 0.2195µ =  , 0.3041ζ =  , 0.0166α =   y 0.0181β =  . El factor de 

exacerbamiento al igual que el mostrado en la Ec. (3.79) cuando s → ∞  se comporta 

como, 

 ( )NCAP
x s
F s s

→∞
→ ∼       (3.83) 

Revisando el trabajo de Levy y Perdew [39] donde realizan escalamientos en 

coordenadas no uniformes para la energía de intercambio se puede obtener un 

comportamiento asintótico distinto para el factor de exacerbamiento GGA.  

En general para el escalamiento uniforme que preserva el número de electrones N, se 

tiene que la densidad escalada se expresa como 

3( , , ) ( , , )x y z x y zλρ λ ρ λ λ λ= ,      (3.84) 

 donde definimos, 

x xλ′ = , y yλ′ =  y z zλ′ = ,     (3.85) 

por lo tanto,  

3

1
dxdydz dx dy dz

λ
′ ′ ′= .        (3.86) 

Entonces integrando sobre la densidad escalada obtenemos que,  

3

3

1
( , , )x y z dx dy dz Nλ ρ λ λ λ

λ
′ ′ ′ ′ ′ ′ =∫ ,     (3.87) 

donde claramente se observa que se preserva el número de electrones. 

En el caso del gradiente reducido de la densidad, s , presentado en la Ec. (3.18) 

evaluamos la densidad escalada y obtenemos que, 

2 2 23

4 34

( ) ( ) ( )
( , , )

( )

x y z
s x y z

x x y y z z
λ

ρ λ ρ λ ρ λλ

λ ρ λ

     ′ ′ ′∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂    + +          ′ ′ ′ ∂ ∂   ∂ ∂   ∂ ∂ 
r r r

r
∼ ,  (3.88) 

 de donde podemos escribir la siguiente expresión como,  
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4 3

( )
( , , )

( )
s x y zλ

ρ

ρ λ

′ ′∇
′ ′ ′

′

r

r
∼ .      (3.89) 

Aplicando este mismo análisis, pero ahora para el escalamiento no uniforme en 

coordenadas, tenemos que puede haber dos casos, en una o dos dimensiones. 

 Escalamiento no uniforme en una dimensión. 

La densidad escalada en este caso queda expresada como,  

( , , ) ( , , )x x y z x y zλρ λρ λ= ,       (3.90) 

integrando la expresión anterior es claro que se preserva el número de electrones. 

Para el caso del escalamiento en coordenadas en una dimensión se considera el límite 

cuando λ → ∞  y entonces tenemos que s  adopta la siguiente forma,  

2 2 2

4 3 4 3

( ) ( ) ( )
( , , )

( )

x x y z
s x y z

x x y y z z
λ

ρ λ ρ λ ρ λλ

λ ρ λ

     ′ ′ ′∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂    + +          ′ ′ ′ ∂ ∂   ∂ ∂   ∂ ∂ 
r r r

r
∼ , (3.91) 

reescribiendo la expresión anterior tenemos que,  

2 2 2

4 3 4 3

( ) ( ) ( )
( , , )

( )

xs x y z
x y z

λ

ρ λ ρ λ ρ λλ
λ

λ ρ λ

     ∂ ∂ ∂    + +          ′ ′ ′ ∂   ∂   ∂ 
r r r

r
∼ ,   (3.92) 

simplificando llegamos a que el gradiente queda expresado como,  

2 3

4 3

( )
( , , )

( )

xs x y zλ
λ

ρ
λ

ρ→∞

′ ′∇

′

r

r
∼ .      (3.93) 

 Escalamiento no uniforme en dos dimensiones 

Para este caso la densidad escalada queda expresada de la siguiente manera,  

2( , , ) ( , , )xy x y z x y zλλρ λ ρ λ λ= ,      (3.94) 

donde al igual que en el caso anterior también se preserva la integral del número de 

electrones. Consideramos ahora el límite cuando 0λ → , y hacemos el desarrollo para 

el gradiente reducido de la densidad escalado en dos dimensiones,   
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2 2 22

8 3 4 3

( ) ( ) ( )
( , , )

( )

xy x y z
s x y z

x x y y z z
λλ

ρ λ ρ λ ρ λλ

λ ρ λ

     ′ ′ ′∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂      + +          ′ ′ ′ ∂ ∂   ∂ ∂   ∂ ∂ 
r r r

r

∼ ,  (3.95) 

de igual forma, que en el caso anterior expresamos el gradiente de la siguiente forma,  

2 2 22

8 3 4 3

( ) ( ) ( )
( , , )

( )

xys x y z
x y z

λλ

ρ λ ρ λ ρ λλ
λ λ

λ ρ λ

     ∂ ∂ ∂    + +          ′ ′ ′ ∂   ∂   ∂ 
r r r

r
∼   (3.96) 

y simplificando tenemos la siguiente expresión,  

2/3 4 30

( )1
( , , )

( )

xys x y zλλ
λ

ρ λ

λ ρ λ→

′ ′∇

′

r

r
∼ .      (3.97) 

Ahora con las propiedades de escalamiento del gradiente reducido se analiza la 

energía de intercambio. Levy y Perdew [39] muestran que, si se define,  

1

0
[ ] lim [ ]xcB E λ

λ
ρ λ ρ−

→
= ,      (3.98) 

entonces,  

( ) ( )1
[ ]

2
B d d

ρ ρ
ρ

′
′≥ −

′−∫ ∫ r r
r r

r r
,      (3.99) 

así que,  

 lim [ ]xB λ
λ

ρ
→∞

∞        (3.100) 

y  

 1lim [ ]xyB λλ
λ

λ ρ−

→∞
∞        (3.101) 

 ya que,  

1

0
[ ] lim [ ]xc xcE E λ

λ
ρ λ ρ−

→
≥ ,      (3.102) 

 entonces las dos ecuaciones anteriores implican que,   

1[ ] lim [ ]xxcE B λ
λ

ρ λ ρ−

→∞
− ≤ − ∞      (3.103) 

y 
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1

0
[ ] lim [ ]xy

xcE B λλ
λ

ρ λ ρ−

→
− ≤ − ∞ .     (3.104) 

Considerando la Ec. (3.17) que muestra la energía de intercambio para un funcional 

de tipo GGA, asumimos que el factor de exacerbamiento cuando s → ∞  tiene la 

siguiente forma, 

( ) a
x

s
F s s

→∞
→         (3.105) 

Ahora, en el caso del escalamiento no uniforme en una dimensión, usamos las         

Ecs. (3.85), (3.90) y (3.93) para realizar el siguiente análisis, tenemos que, 

4 3 4 3 4 3
( ) ( )x

λρ λ ρ ′=r r        (3.106) 

sustituyendo estos resultados en el integrando la energía de intercambio GGA en el 

límite cuando s → ∞  obtenemos lo siguiente, 

4 3 4 3 2 3 4 31
( ) ( ) ( ) ( )

ax xa a

s
d s d sλ λρ λ λ ρ

λ→∞
′ ′ ′→r r r r r r ,   (3.107) 

simplificando del lado derecho, obtenemos que,  

1 2
4 3 4 3

3 3( ) ( ) ( ) ( )
a

x xa a

s
d s d sλ λρ λ ρ

+

→∞
′ ′ ′→r r r r r r .    (3.108) 

Por lo tanto, para el caso de una dimensión cuando λ → ∞ , si el exponente de λ  

es positivo, entonces de acuerdo a la Ec. (3.103), la integral diverge y la cota es 

violada. Por otro lado, si el exponente de λ  es negativo, el límite de la Ec. (3.103) 

debe ser cero. Entonces se puede observar de la Ec. (3.108) que para cumplir este 

límite se requiere que 1 2a ≤ − .  

Haciendo un análisis análogo para el escalamiento no uniforme en dos dimensiones 

usamos las Ecs. (3.85), (3.94) y (3.97). Entonces tenemos que la densidad en este 

caso se expresa como,  

4 3 8 3 4 3
( ) ( )xy

λλρ λ ρ ′=r r .       (3.109) 

Sustituyendo estas expresiones en el integrando de la energía de intercambio de la 

Ec. (3.17) y considerando ahora el límite cuando 0λ →  se obtiene que,  
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4 3 8 3 2 3 4 3

2

1 1
( ) ( ) ( ) ( )

axy xya a

s
d s d sλλ λλρ λ λ ρ

λ λ

−

→∞
′ ′ ′→r r r r r r ,  (3.110) 

simplificando del lado derecho, obtenemos entonces,  

1 2
4 3 4 3

3 3( ) ( ) ( ) ( )
a

xy xya a

s
d s d sλλ λλρ λ ρ

− −

→∞
′ ′ ′→r r r r r r .   (3.111) 

Por los mismos argumentos utilizados para el escalamiento no uniforme en una 

dimensión, en esta caso cuando 0λ → , se puede observar de la Ec. (3.111) que 

1 2a ≥ − . 

De este análisis tenemos que para el escalamiento no uniforme en una dimensión 

1 2a ≤ −  y para el escalamiento no uniforme en dos dimensiones 1 2a ≥ − , esto 

implica que el único valor que puede tomar a  es 1 2− . 

Por lo tanto, si 1 2a = −  para que el límite de la Ec. (3.103) se cumpla, se necesita 

que,  

1 2
lim ( )x
s

s F s
→∞

∞ ,       (3.112) 

lo que significa que,  

1 2
lim ( )x
s

F s s
→∞

∼ .        (3.113) 

La Ec. (3.113) satisface las cotas de las Ecs. (3.103) y (3.104), podemos ver que el 

factor de exacerbamiento debe decaer como 
1 2

s
−

 cuando s → ∞ . Esta misma 

conclusión se obtiene en el artículo de Levy y Perdew. 

Existen algunos funcionales de intercambio [18, 40-42] cuyo diseño se basa en la 

restricción propuesta por Levy y Perdew [39], que satisfacen la relación demostrada 

en la Ec. (3.113). Los factores de exacerbamiento propuestos en las referencias [40-

42] decaen a cero más rápido que 1/2s−  cuando s → ∞ , aun cuando, recientemente, 

Perdew et. al. [43] confirma que el decaimiento del factor de exacerbamiento va 

exactamente como 1/2s− .  
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Los fundamentos físicos que hay detrás de la construcción de funcionales de energía 

de intercambio de tipo GGA, son herramientas fundamentales para desarrollar 

nuevos funcionales de energía cinética [ ]sT ρ  del mismo tipo.  

 

3.3. MetaGGA 

Globalmente los funcionales GGA mejoran considerablemente los resultados 

obtenidos por LDA y la gran mayoría de estos funcionales dan muy buenos resultados 

para distintas propiedades químicas. Sin embargo, hay propiedades que requieren 

mayor precisión, por lo que se recurre a funcionales de tipo MetaGGA donde 

evidentemente las expresiones son más complejas y calcularlas implican un esfuerzo 

computacionalmente mayor.  

La expresión general de un metaGGA está dada por la siguiente expresión [19],  

2[ ( )] ( ( ), ( ), ( ), )MGGA MGGA
xE dρ ε ρ ρ ρ τ= ∇ ∇∫r r r r r ,   (3.114) 

donde se aprecia que los funcionales de este tipo dependen de la densidad electrónica 

y su gradiente, también de la densidad de energía cinética orbital. 

Este tipo de funcionales pueden incorporar la densidad de energía cinética orbital o 

el laplaciano de la densidad 2 ( )ρ∇ r , razón por la cual requiere una mayor demanda 

computacional comparado con un funcional de tipo GGA.  

 

3.4. HiperGGA 

Otro tipo de funcionales con mayor complejidad son los llamados hiperGGA [19], 

estos funcionales añaden otro ingrediente en su construcción, una fracción de la 

densidad de energía de intercambio exacto ( )exacto
xε r  que lleva a un potencial no local. 

La forma analítica de este tipo de funcionales se expresa como 

[ ( )] ( )híbrido GGA exacto GGA
x x x xE E a E Eρ = + −r ,    (3.115) 

donde a  representa la fracción de intercambio exacto a utilizar. La energía de 

intercambio exacto tiene la siguiente forma, 
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( ) ( ) ( ) ( )1

2

N N
i j i jexacto

x
i j

E d d
ϕ ϕ ϕ ϕ∗ ∗ ∗ ∗′ ′

′= −
′−

∫∫∑∑
r r r r

r r
r r

.  (3.116) 

La expresión anterior está en términos de los orbitales de KS, en caso de que se 

utilicen los orbitales de HF se tendría el intercambio de Hartree-Fock.  

Existen varios beneficios de usar el intercambio exacto, uno de ellos es que el 

potencial de intercambio se aproxima al correcto comportamiento asintótico de 1 r−  

cuando r → ∞ .  

Este tipo de funcionales también demandan mucho mayor esfuerzo computacional 

que los del escalón anterior. 

 

3.5. Aproximación de Fase Aleatoria (RPA) 

Esta aproximación usa todos los orbitales de KS, ocupados y desocupados, lo cual 

permite en principio tratar exactamente la correlación electrónica de largo alcance, 

por lo tanto, los resultados son compatibles con el intercambio exacto. RPA también 

proporciona la mayor parte de interacciones de Van der Waals, entre dos densidades 

muy separadas. Sin embargo, RPA describe pobremente la correlación electrónica de 

corto alcance [19]. Se espera que un RPA alcance la precisión que se requiere en el 

estudio de propiedades químicas. 
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Capítulo 4  

Funcional de Energía Cinética 

El funcional de energía cinética no interactuante en términos de la densidad 

electrónica es una cantidad que ha sido ampliamente estudiada, pero a la fecha no 

existe una aproximación que tenga la calidad óptima para el cálculo de propiedades 

químicas. Para diseñar el funcional de energía cinética no interactuante se utilizan 

las propiedades que existen para el funcional universal de energía cinética y de allí se 

extraen algunas condiciones físicas que deben cumplirse. Por ejemplo, por el teorema 

del virial [12, 44], la energía total de un sistema químico es exactamente igual en 

magnitud a la energía cinética, pero con signo contrario, en término de funcionales 

esto se expresa de la siguiente manera,  

( ) ( )T Eρ ρ   = −   r r        (4.1) 

Levy y Perdew [12] establecen que cuando la densidad escala como  

3( ) ( )ρ λ ρ λ→r r ,        (4.2) 

el funcional de energía cinética no interactuante debe cumplir con los escalamientos 

en coordenadas uniformes tal como se expresa a continuación.  

2( ) ( )s sT Tλρ λ ρ   =   r r .       (4.3) 

Por otro lado Hui y Levy [45] demuestran que el funcional de energía cinética no 

interactuante debe obedecer también los escalamientos en coordenadas no uniformes. 

La energía cinética no interactuante de KS por definición es una cantidad positiva 

definida,  

( ) 0sT ρ  ≥ r .        (4.4) 

Mientras que la densidad de energía cinética ( )st ρ
  r  puede expresase de dos formas 

distintas que integran al mismo valor, pero una de ellas puede llegar a ser negativa 

en algunos puntos del espacio. Otra propiedad conocida es la relación de escalamiento 

de espín del funcional de energía cinética [46] que es:  

( )1
( ), ( ) 2 ( ) 2 ( )

2s s sT T Tρ ρ ρ ρ↑ ↓ ↑ ↓
     = +     r r r r .    (4.5) 
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4.1. Primeras aproximaciones al Funcional de Energía 

Cinética 

En la literatura hay una variedad de funcionales de energía cinética que sólo 

dependen de la densidad electrónica; en esta sección se presentarán algunas 

propuestas existentes y posteriormente algunas de ellas, se utilizarán para 

compararlas con las propuestas de este trabajo.  

Tal como se mencionó antes, los primeros intentos de utilizar la densidad electrónica 

en lugar de la función de onda para poder calcular la energía de un sistema químico, 

fue en 1927 en los trabajos de Thomas y Fermi (TF) [8, 9]. Estos autores propusieron 

una expresión para la energía cinética que se basa en el modelo del gas de electrones 

libres, su propuesta para la energía cinética del sistema es, 

[ ( )] ( ) ( ( ))LDA LDA
TF kT dρ ρ ε ρ= ∫r r r r      (4.6) 

donde ( )( )LDA
kε ρ r  es la energía cinética por partícula,  

( ) 2 3
( ) ( )LDA

k TFCε ρ ρ=r r ,      (4.7)  

TFC  es la constante de Thomas-Fermi,  

   2 323
(3 )

10TFC π= .        (4.8) 

Sustituyendo las Ecs. (4.7) y (4.8) en la expresión (4.6) tenemos la siguiente 

ecuación,  

2 3 5 323
[ ( )] (3 ) ( )

10TFT dρ π ρ= ∫r r r .     (4.9) 

La Ec. (4.9) se conoce como la aproximación de densidad local (LDA) para la energía 

cinética. En sistemas químicos reales, la densidad no es uniforme, al contrario, tiene 

variaciones rápidas cerca de los núcleos.  En  1935 Weizsäcker [5] propone una 

corrección al término de TF, donde incluye el gradiente de la densidad para 

considerar las variaciones que tiene la densidad electrónica en un sistema real, este 

término se define de la siguiente manera, 
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2
( )1

[ ( )]
8 ( )WT d

ρ
ρ

ρ

∇
= ∫

r
r r

r
.      (4.10) 

El funcional de Weizsäcker es exacto para sistemas de un electrón y para sistemas 

de dos electrones en estado basal singulete, por lo tanto, reproduce de manera exacta 

la energía de átomos hidrogenoides. En el trabajo de Gázquez y Ludeña [47] 

utilizando la matriz densidad de primer orden demuestran que el término de 

Weizsäcker es una componente natural del funcional de energía cinética, resultado 

que coincide con las conclusiones obtenidas por Sears et al. [48]. 

Tal y Bader [49] demuestran que el término de Weizsäcker, [ ( )]WT ρ r , por sí mismo 

da una buena descripción de la densidad de energía cinética (KED) cerca de los 

núcleos donde la densidad electrónica varia rápidamente; además este término da el 

correcto comportamiento asintótico de la densidad electrónica cuando r → ∞       

[28, 49, 50].  

El funcional de energía cinética [ ( )]TFWT ρ r  puede expresarse como la suma del 

término de TF más la corrección de Weizsäcker,  

2
5 3 ( )1

[ ( )] ( )
8 ( )TFW TFT C d d

ρ
ρ ρ

ρ

∇
= +∫ ∫

r
r r r r

r
.   (4.11) 

La energía cinética [ ( )]TFT ρ r  en adición con [ ( )]WT ρ r  son requeridos para la densidad 

de variación lenta, pero es importante mencionar que la energía cinética que se 

obtiene de la Ec. (4.11) sobrestima la energía cinética exacta, por esta razón Yonei y 

Tomishima [51] proponen modular con un parámetro λ  el término de Weizsäcker, 

2
5 3 ( )1

[ ( )] ( )
8 ( )TF W TFT C d dλ

ρ
ρ ρ λ

ρ

∇
= +∫ ∫

r
r r r r

r
.   (4.12) 

Ellos obtienen un valor de 1 / 5λ =  ajustando las energías cinéticas a un conjunto 

de átomos hidrogenoides, obtienen buenos resultados para la energía cinética de 

Hartree-Fock para el caso de átomos. 

Una aproximación importante para la energía cinética es el desarrollo en gradientes 

de [ ( )]T ρ r  respecto de la densidad electrónica [1, 52-54] , la cual es válida para 

sistemas donde la densidad varia lentamente. El desarrollo en gradientes se expresa 

de la siguiente manera,  
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0 2 4[ ( )] [ ( )] [ ( )] [ ( )]...t t t tρ ρ ρ ρ= + +r r r r     (4.13) 

donde [ ( )]t ρ r  es la densidad de energía cinética, 0[ ( )]t ρ r  corresponde a la densidad de 

energía cinética de TF, expresada como,  

2 3 5 32
0

3
[ ( )] (3 ) ( )

10
t ρ π ρ=r r ,      (4.14) 

el término 2[ ( )]t ρ r  es la corrección propuesta por Kirzhnits [52] cuya expresión está 

dada como un noveno del funcional de Weizsäcker, el término queda expresado de la 

siguiente manera, 

2

2
2

( )1 1
[ ( )] ( )

72 ( ) 6
t

ρ
ρ ρ

ρ

∇
= + ∇

r
r r

r
,     (4.15) 

Hodges [53] haciendo una corrección a la propuesta de Kirzhnits obtiene que el 

término de cuarto orden 4[ ( )]t ρ r  para el desarrollo en gradientes de la energía cinética 

está dado por,  

( ) 2 3 2 422 2 2
1 3

4

3 ( ) ( )( ) ( )9 1
[ ( )] ( )

540 ( ) 8 ( ) ( ) 3 ( )
t

π ρ ρρ ρ
ρ ρ

ρ ρ ρ ρ

−         ∇ ∇∇ ∇         = − +                      

r rr r
r r

r r r r
;   (4.16) 

posteriormente en el trabajo de Murphy [54] se presenta el término de sexto orden 

del desarrollo en gradientes 6[ ( )]t ρ r , la expresión de la Ec. (4.17) es la correspondiente 

a este término. 

( ) 4 3
2

1 3

6

22 3
2 2 4

3
[ ( )] ( )

45360

( )( ) ( ) ( )2575 249
                13

( ) 144 ( ) 16 ( ) ( )

( )1499
                

18 ( )

t
π

ρ ρ

ρρ ρ ρ

ρ ρ ρ ρ

ρ

ρ

−

−=

       ∇∇∇ ∇ ∇         + + +                  
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r r
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18 72 ( ) ( )( )

ρρ ρ ρ

ρ ρ ρ

ρρ ρ ρ

ρ ρρ

    ∇∇ ∇ ∇      − +            
     ∇∇ ∇∇ ∇      + −           

rr r r

r r r

rr r r

r rr

6
( )0495

2592 ( )

ρ

ρ

 ∇       

r

r

  (4.17) 

Es importante mencionar que el desarrollo en gradientes de [ ( )]T ρ r  no converge 

debido a que el término de sexto orden presentado en la Ec. (4.17) diverge en átomos 
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y moléculas para valores de r  grandes, esto se debe a que la densidad electrónica en 

estos sistemas decae exponencialmente. Por otro lado la derivada funcional del 

término de cuarto orden 4[ ( )] ( )tδ ρ δρr r  también diverge, lo cual es un problema 

cuando se quiere resolver la Ec. (2.11) de Euler-Lagrange que minimiza la energía de 

sistema [49, 54].  

El desarrollo en gradientes de segundo orden 2[ ( )]t ρ r  de la energía cinética tiene un 

valor de 1 9λ =  en la Ec. (4.12); este valor resulta ser menor que el propuesto por  

Yonei y Tomishima [51] y con un error mucho mayor para el cálculo de las energías 

de Hartree-Fock. 

Acharya et al. [55] proponen un funcional de energía cinética considerando 

explícitamente la variación de la densidad de carga en un átomo y aproximando la 

función de correlación de pares para electrones con espines opuestos. Al contrario de 

otros autores, ellos corrigen [ ( )]WT ρ r  adicionando un factor multiplicativo sobre el 

término de TF. 

 [ ] [ ( )] ( , )W TFT T N Z Tρ ρ γ= +r ,     (4.18) 

donde 

0

1
3

( , ) 1
C

N Z

N

γ = − .       (4.19) 

Con C0 =1.412 para átomos neutros con un número de electrones menor a 55. 

Gázquez y Robles [56] demuestran que el funcional de energía cinética propuesto en 

la Ec. (4.18) se puede derivar tomando en cuenta que el número de electrones de un 

átomo es finito. Estos autores utilizan la función de correlación de pares y la matriz 

densidad de primer y segundo orden para obtener el mismo coeficiente que 

propusieron Acharya et al. [55]. Ellos expresan la densidad de energía cinética en 

términos de la matriz densidad de primer orden. Concluyen que el término de 

Weizsäcker representa correctamente la energía de los electrones de la capa interna, 

esto está de acuerdo con las conclusiones de Tal y Bader [49]. En 1983 Ludeña [57] 

haciendo uso de la función de correlación de pares que aparece en la definición de la 

matriz densidad de primer orden obtiene que el término de Thomas-Fermi 

efectivamente resulta ser la corrección al funcional Weizsäcker. 
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En un estudio realizado por Tal y Bader [49] sobre la densidad de energía cinética, 

escriben esta cantidad en términos de la matriz densidad de primer orden y expresan

[ ( )]t ρ r  de dos formas distintas, a saber,  

1
[ ( )] . ( , )

2gt ρ ρ
′=

′ ′= ∇∇
r r

r r r       (4.20) 

y 

21
[ ( )] ( , )

2kt ρ ρ
′=

′= − ∇
r r

r r r ,      (4.21) 

donde ambas expresiones se relacionan por un término del laplaciano de la densidad, 

por lo tanto, se puede escribir [ ( )]gt ρ r  y [ ( )]kt ρ r  una en función de la otra, quedando 

expresadas de la siguiente manera, 

21
[ ( )] [ ( )] ( )

4k gt tρ ρ ρ= − ∇r r r .      (4.22) 

La densidad de energía cinética expresada en la Ec. (4.20) es una función bien 

comportada en el sentido clásico, ya que únicamente toma valores positivos y finitos, 

mientras que la función de la Ec. (4.21) presenta regiones positivas y negativas. El 

diseño de funcionales de energía cinética se basa principalmente en modelar [ ( )]gt ρ r . 

De todo su análisis, ellos concluyen que para poder diseñar correctamente un 

funcional de energía cinética es necesario modelar correctamente su comportamiento 

local, así mismo, otros autores como Wang et al. [58], Bartolotti et al. [59] y Zorita 

et al. [60] llegan a esta misma conclusión, y sugieren que para obtener un funcional 

que de buenos resultados es necesario incorporar la estructura de capas y los efectos 

no locales en la densidad de energía cinética. 
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4.2. GGA en la Energía Cinética 

La expresión general para el funcional de energía cinética de tipo GGA es análoga a 

la Ec. (3.17) del intercambio, en este caso se expresa como  

[ ( )] ( ) ( ( )) ( )GGA LDA GGA
s k tT F s dρ ρ ε ρ= ∫r r r r ,    (4.23) 

donde LDA
kε  se expresa en la Ec. (4.7) y corresponde a la densidad de energía cinética 

por electrón de un sistema uniforme, ( )GGA
tF s  es el factor de exacerbamiento para la 

energía cinética; al igual que en el intercambio esta función mide las desviaciones 

respecto al gas de electrones homogéneo y ( )s r  es el gradiente adimensional reducido 

expresado en la Ec. (3.18). 

En 1991 Lee et al. [61] propusieron por primera vez que la energía cinética podía 

verse como un funcional del gradiente adimensional reducido tipo GGA, tal como 

años antes se había planteado para la energía de intercambio, esto debido a la 

similitud que existe entre los funcionales expresados en la Ec. (4.24) y Ec. (4.25),  

4 3 2[ ( )] ( ) 1 ...x xE A s dρ ρ χ = + +  ∫r r r ,    (4.24) 

5 3 2[ ( )] ( ) 1 ...s TFT C s dρ ρ ζ = + +  ∫r r r ,     (4.25) 

y que corresponden al desarrollo en gradientes de la energía de intercambio y la 

energía cinética respectivamente, con 10 81χ =  y 5 27ζ = . De ambas ecuaciones se 

puede ver que el factor de exacerbamiento es el término que se encuentra entre 

corchetes y se aprecia que la diferencia entre ambos factores radica solamente en el 

valor del parámetro empleado. Basado en este hecho, estos autores proponen la 

hipótesis de que el factor de exacerbamiento que se utiliza para el funcional de 

intercambio GGA puede ser el mismo que se utiliza para la energía cinética (Conjoint 

Gradient Correction). Ellos proponen un funcional de energía cinética que tiene la 

misma expresión analítica del funcional de intercambio de Becke [33], pero ajustando 

dos parámetros de forma empírica para recuperar las energías cinéticas de Hartree-

Fock para un conjunto de cinco gases nobles (He, Ne, Ar, Kr y Xe). Estos autores 

obtienen resultados favorables utilizando esta hipótesis. 

Existen varios funcionales de energía cinética que emplean la hipótesis propuesta por 

Lee et al. [61]; algunos de estos estudios [62-65] muestran evidencia de que usar el 
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factor de exacerbamiento de los funcionales de energía de intercambio para la 

construcción de funcionales de energía cinética es una forma de obtener buenos 

resultados para algunos sistemas en particular. Es importante mencionar que en este 

tipo de trabajos se tienen que ajustar parámetros para obtener energías cinéticas 

adecuadas, lo que hace que estos funcionales sean empíricos.  

Por otro lado en un estudio realizado por Cancio et al. [66] grafican la densidad de 

energía cinética de KS para un conjunto de moléculas, estos autores determinan que 

el desarrollo en gradientes de segundo orden expresado en la Ec. (4.15) predice 

correctamente el comportamiento exacto de la densidad de energía cinética, 

particularmente en regiones donde la densidad es pequeña, mientras que esta misma 

aproximación falla para el intercambio. Estos autores confirman que la hipótesis 

propuesta por Lee et al. [61] es una aproximación y que los factores de 

exacerbamiento para la energía cinética y la energía de intercambio no pueden ser 

exactamente los mismos.  

Haciendo cortes en espacio real del desarrollo en gradientes de segundo orden para el 

agujero de intercambio, Perdew [67] determina que la aproximación de gradiente 

generalizada para la energía cinética queda determinada por,  

5 3 25
[ ( )] ( ) 1

27s TFT C s dρ ρ
 
 = +  

∫r r r ,    (4.26) 

donde el factor de exacerbamiento queda expresado como, 

25
( ) 1

27tF s s= + .       (4.27) 

Debido a que los cortes en espacio real no tienen ningún efecto sobre la densidad de 

energía cinética [22], la expresión del factor de exacerbamiento que se obtiene 

recupera exactamente el desarrollo en gradientes de segundo orden de la energía 

cinética mostrado en la Ec. (4.15). Es importante mencionar que la Ec. (4.26) cumple 

con las condiciones de escalamiento de la energía cinética no interactuante 

presentados en la Ec. (4.3). 

Utilizando la hipótesis del desarrollo en gradientes conjunto para energía cinética 

Fuentealba y Reyes [62] proponen un funcional de energía cinética que tiene la misma 

forma analítica del funcional de intercambio PW86 [3],  



-69- 

86 2 4 6 1/15
1 2( ) (1 0.2 )PW K

tF s c s c s s= + + +     (4.28) 

con 1 2.208c =  y 2 9.270c = , ambos son parámetros ajustados de forma empírica para 

recuperar las energías cinéticas de Hartree-Fock, estos autores proponen otros 

funcionales pero la propuesta de la Ec. (4.28) resulta ser la mejor.  

Otro funcional basado en esta misma hipótesis es el propuesto por Tran y Wesolowski 

[64] cuyo factor de exacerbamiento esta expresado como,  

2
( ) 1

1 /

PBEK T
t T PBEK

T T

k
F s k

s kµ
= + −

+
.    (4.29) 

donde Tk  y PBEK
Tµ  son parámetros ajustados para recuperar las energías cinéticas de 

Hartree-Fock para un conjunto de cinco gases nobles (He, Ne, Ar, Kr, Xe). Estos 

autores prueban varios valores para estos parámetros y reportan que para 0.8589k =  

y 0.2309PBEK
Tµ =  se obtienen energías cinéticas muy buenas utilizando densidades 

de Hartree-Fock para el caso de átomos. Este factor de exacerbamiento tiene la 

misma forma analítica del funcional de intercambio PBE propuesto por Perdew et 

al. [6]. 

Karasiev et al. [65] empleando el factor de exacerbamiento PBE del intercambio y la 

hipótesis propuesta por Lee et al. [61] diseñan una familia de funcionales tipo PBE 

para cálculos de fuerzas interatómicas de Born-Oppenheimer. Una de sus propuestas 

es el funcional PBE2 cuyos parámetros se obtuvieron por minimización de una 

función error que compara la energía predicha por KS con la energía calculada con 

su funcional de energía cinética, ellos utilizan la molécula de SiO para su ajuste. El 

factor de exacerbamiento PBE2 tiene la siguiente forma,   

2 2

2
2

( ) 1
1

PBE PBE
t

PBE

c
F s

a s
= +

+
,      (4.30) 

cuyos valores ajustados son 2 2.0309PBEc =  y 2 0.2942PBEa = . Estos autores concluyen 

que sus funcionales no predicen correctamente las fuerzas interatómicas, ni generan 

un mínimo en la superficie de energía potencial, debido a esto plantean que el 

desarrollo en gradientes conjunto de Lee et al. [61] no es correcto. Mencionan también 

que los parámetros ajustados son muy sensibles al sistema empleado. 
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Constantin et al. [30] construyen un funcional GGA para la energía cinética APBEK 

sin ningún empirismo. Ellos utilizan como modelo, los desarrollos asintóticos de 

átomos neutros en el límite de carga nuclear grande. Los resultados de estos autores 

proporcionan una evidencia para la hipótesis de Lee et al. [61] entre la energía cinética 

y la energía de intercambio en sistemas atómicos. Su funcional tiene la misma forma 

analítica que el funcional de intercambio PBE manteniendo el valor de 0.804κ =  y 

modificando el valor 0.23889APBEK
Tµ =  para recuperar los desarrollos asintóticos de 

la energía cinética. Estos autores proponen también el funcional revAPBEK, que es 

una variante del funcional APBEK, pero ajustando el valor del parámetro 
Tκ  con 

un valor de 1.245revAPBEK
Tκ = ,  este funcional mejora las propiedades termoquímicas 

para átomos grandes y moléculas.   

Utilizando la forma analítica de la Ec. (3.76), que corresponde al funcional PBE del 

intercambio, Laricchia et al. [68] proponen dos funcionales basados en el trabajo de 

Constantin et al. [30],  estos autores modifican el valor de 
Tµ  para el funcional 

APBEK y revAPBEK por una función del gradiente adimensional reducido ( )s r  que 

ayuda a realizar una interpolación entre el valor de 2GE
sµ  que regresa el desarrollo en 

gradientes de segundo orden y el valor de 2MGE
sµ  propuesto por Constantin para 

recuperar los desarrollos asintóticos de segundo orden para átomos neutros en el 

límite de carga nuclear grande, la expresión de interpolación es la siguiente,  

2 2 2
int

2

3 5
( )

3 5

GE MGE
s s

s

s
s

s

µ µ
µ

+
=

+
,      (4.31) 

con 2 5 27GE
sµ =  y 2 0.23889APBM EK

T
GE

s µµ == . Estos autores concluyen que el factor 

de exacerbamiento revAPBEK es más exacto que el funcional revAPBEKint, 

mientras que el funcional APBEKint resulta dar mejores resultados que el funcional 

APBEK. 

Otro funcional de energía cinética muy citado en la literatura y que está basado en 

el factor de exacerbamiento del intercambio PW91 [18] es propuesto por Lembarki y 

Chermette [69], su funcional llamado LC94 o PW91K es empírico, ya que está 

parametrizado para recuperar las energías cinéticas que se obtienen utilizando el 

funcional de intercambio PW91 en combinación con la correlación de LYP para este 

conjunto de átomos, He, He+, Ne y Ne+. La forma analítica de esta propuesta se 

presenta a continuación,  



-71- 

2
5 2

94 1 2 3 4

4
1 2 6

1 arcsin h( ) ( )
( )

1 arcsin h( )

LCa sLC LC LC LC
LC
t LC LC LC

a s a s a a e s
F s

a a s a s

+ + −
=

+ +
,   (4.32) 

con 
1 0.093907LCa = , 

2 76.32LCa = , 
3 0.26608LCa = , 

4 0.080915LCa = , 
5 100LCa = y 

6 0.000057767LCa = . Dos de las constantes de este factor de exacerbamiento se ajustan 

para recuperar el desarrollo en gradientes de segundo orden de la energía cinética 

expresado en la Ec. (4.15) en regiones donde el gradiente de la densidad es muy 

pequeño. Este funcional resulta ser uno de los mejores para el cálculo de energías 

cinéticas.  

Debido a que los funcionales de energía cinética no reproducen correctamente 

propiedades termodinámicas, Ernzerhof [70] propone un funcional de tipo GGA que 

mejora estas propiedades, su factor de exacerbamiento está libre de parámetros 

empíricos, la forma de su funcional es la siguiente, 

2 4

2

135 28 5
( )

135 3

E
t

s s
F s

s

+ +
=

+
.      (4.33) 

Este factor de exacerbamiento cumple con dos condiciones importantes para la 

energía cinética, en el límite cuando 0s →  se recupera el desarrollo en gradientes 

de la energía cinética y cuando s →∞ el factor de exacerbamiento recupera el 

funcional de Weizsäcker.  

Una revisión muy completa sobre funcionales de energía cinética es elaborada  por 

Tran y Wesolowski [71], estos autores presentan una lista de factores de 

exacerbamiento para la energía cinética que incluye desde las funciones más simples 

como LDA, hasta funcionales que dependen explícitamente del laplaciano 

adimensional reducido ( )q r , llamados MetaGGAs.  

 

4.2.1. Comportamientos asintóticos para el GGA de Energía 

Cinética 

De forma análoga al caso del funcional de intercambio en esta sección se describe el 

comportamiento correcto del factor de exacerbamiento de energía cinética de tipo 

GGA cuando s →∞ , en principio esto permite diseñar funcionales de energía 

cinética que cumplan con condiciones importantes en la construcción de funcionales 

de energía cinética.   
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Como se mencionó antes el término de Weizsäcker lleva al correcto comportamiento 

asintótico de la densidad electrónica cuando r →∞, por lo tanto, para que este 

comportamiento se vea reflejado en los funcionales de tipo GGA es necesario que el 

factor de exacerbamiento tenga la siguiente forma,  

25
( )

3
GGA
t s
F s s

→∞
→ .      (4.34) 

Substituyendo la Ec. (4.34) en la Ec. (4.23), y utilizando la expresión del gradiente 

reducido de la densidad ( )s r , uno recupera la Ec. (4.10) que corresponde al funcional 

de Weizsäcker. De esta manera puede observarse que resolviendo la ecuación de 

Euler-Lagrange que resulte de minimizar la energía total sujeta a la restricción de 

que la densidad debe integrar al número de electrones en el sistema (ver Ec. (2.11)), 

cuando el factor de exacerbamiento tienda al valor dado en la Ec. (4.34) contendrá 

la derivada funcional del término de Weiszacker, tal como se presenta a continuación,   

[ ( )] [ ( )]

( ) ( )
s w

r

T Tδ ρ δ ρ

δρ δρ→∞
→

r r

r r
.      (4.35) 

La condición expresada en la Ec. (4.34) ha sido empleada para el diseño de diversos 

funcionales de energía cinética, por ejemplo [5, 70, 72, 73]. 

Algunos estudios demuestran que la energía cinética no interactuante debe cumplir 

ciertas cotas a nivel global, Lieb [74, 75] hace una conjetura acerca de que la suma 

del funcional de Thomas-Fermi presentado en la Ec. (4.9) con el funcional propuesto 

por Weizsäcker de la Ec. (4.10) representan una cota superior de la energía cinética, 

misma que Gázquez y Robles [63] demuestran y concluyen que esta cota se cumple 

para cuando el número de electrones del sistema tiende a infinito. Por otro lado, Lieb 

y Thirring [76] demuestran que el funcional de Thomas-Fermi por sí mismo es una 

cota inferior para los valores de la energía cinética. De este modo el funcional de 

energía cinética está acotado como,  

2
5 3 5 3 ( )1

( ) [ ( )] ( )
8 ( )TF s TFC d T C d d

ρ
ρ ρ ρ

ρ

∇
≤ ≤ +∫ ∫ ∫

r
r r r r r r

r
.  (4.36) 

Utilizando información de la ecuación anterior se puede determinar el 

comportamiento del factor de exacerbamiento basado en la cota superior para la 

energía cinética no interactuante, tomando la desigualdad del lado derecho de la     

Ec. (4.36) podemos escribir que,  
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2
5 3 ( )1

[ ( )] ( )
8 ( )

GGA
s TFT C d d

ρ
ρ ρ

ρ

∇
≤ +∫ ∫

r
r r r r

r
.   (4.37) 

Escribiendo la ecuación anterior en términos del factor de exacerbamiento y el 

gradiente reducido de la densidad ( )s r  se tiene que,  

5 3 5 3 25
( ) ( ) ( ) 1

3
GGA

TF t TFC F s d C s dρ ρ
 
 ≤ +
  

∫ ∫r r r r .  (4.38) 

considerando que el integrando de ambas funciones de la desigualdad anterior es 

integrable y que la desigualdad se debe cumplir localmente, tenemos que  

5 3 5 3 25
( ) ( ) ( ) 1

3
GGA

TF t TFC F s C sρ ρ
 
 ≤ +
  

r r ,    (4.39) 

por lo tanto, la desigualdad que debe cumplir el factor de exacerbamiento de tipo 

GGA para cumplir con la cota superior de energía cinética la cual está dada por la 

siguiente expresión,  

25
( ) 1

3
GGA
tF s s≤ + .       (4.40) 

Se puede observar de la Ec. (4.40) que en el límite cuando s →∞, el factor de 

exacerbamiento queda acotado como,  

25
( )

3
GGA
tF s s→ ∞ ≤ ,       (4.41) 

por lo tanto, el comportamiento asintótico expresado en la Ec. (4.34) cumple con 

esta condición. 

Siguiendo el trabajo de Levy y Perdew [39] es posible aplicar escalamientos no 

uniformes en coordenadas para el caso de la energía cinética [ ( )]sT ρ r . El escalamiento 

en coordenadas no uniforme establece que  


0

lim [ ]xT λ
λ

ρ
→

∞ .       (4.42) 

Debido a que la forma analítica del funcional GGA del intercambio es la misma que 

para la energía cinética, para el caso del escalamiento no uniforme en una dimensión 
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repetimos el mismo análisis que en el capítulo anterior. Primero suponemos que el 

factor de exacerbamiento de la energía cinética cuando s →∞ va como,  

( )GGA b
t

s
F s s

→∞
→ .       (4.43) 

Entonces para el caso de una dimensión tenemos que las coordenadas escaladas 

, ,x y z′ ′ ′ , están expresadas en la Ec. (3.85), el diferencial de volumen en términos de 

las coordenadas escaladas se escribe como  

1
dxdydz dx dy dz

λ
′ ′ ′= .      (4.44) 

Hay que considerar que la densidad escalada para el caso de la energía cinética queda 

expresada de la siguiente manera, 

5 3 5 3 5 3
( ) ( )x

λρ λ ρ ′=r r        (4.45) 

y se requiere el gradiente xsλ cuando 0λ → , para esto se utiliza la expresión dada en 

la Ec. (3.92) y obtenemos que,  

1 3

4 30

( )
( , , )

( )

xs x y zλ
λ

ρ
λ

ρ

−

→

′ ′∇

′

r

r
∼ .      (4.46) 

Sustituyendo estos resultados en el integrando para el GGA de la energía cinética en 

el límite cuando s →∞ obtenemos que 

5 3 5 3 3 5 31
( ) ( ) ( ) ( )

bx xb b

s
d s d sλ λρ λ λ ρ

λ

−

→∞
′ ′ ′→r r r r r r ,   (4.47) 

simplificando del lado derecho se llega a la siguiente expresión,  

2
5 3 5 3

3 3( ) ( ) ( ) ( )
b

x xb b

s
d s d sλ λρ λ ρ

−

→∞
′ ′ ′→r r r r r r .    (4.48) 

Por los mismos argumentos empleados para el caso del funcional de intercambio 

cuando 0λ →  uno necesita que  

2
0

3 3

b
− =          (4.49) 

y esto sólo ocurre si 2b = , lo cual implica que 
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2lim ( )t
s

s F s−

→∞
∞        (4.50) 

y por lo tanto significa que debe cumplirse lo siguiente  

2lim ( )t
s

F s s
→∞

∼ .       (4.51) 

El resultado de la Ec.(4.51) satisface la cota establecida en la Ec. (4.42). El factor de 

exacerbamiento de la energía cinética diverge como 2s  cuando s →∞, lo cual quiere 

decir que la Ec. (4.34) que corresponde a recuperar el término de Weizsäcker también 

cumple con esta condición.  

 

4.3. Otras aproximaciones al funcional de Energía Cinética 

Existen diversas propuestas para el funcional de energía cinética que dependen del 

laplaciano de la densidad, 2 ( )ρ∇ r , por ejemplo [53, 54, 66, 77-87], éstos se utilizan 

para la construcción de los funcionales de tipo MetaGGA en la energía de 

intercambio, varios de estos estudios demuestran que  la presencia del laplaciano 

dentro del funcional de energía cinética  mejora localmente la densidad de energía 

cinética, pero la presencia de este término implica un esfuerzo computacional mayor 

que cuando únicamente se incluye el gradiente de la densidad.  

Tal como se expresa en la Ec. (4.22) de Tal y Bader [49] la energía cinética puede 

expresarse en términos del laplaciano de la densidad. En un trabajo de Yang et al. 

[78] estudian la densidad de energía cinética cuando se incorpora el laplaciano de la 

densidad al desarrollo en gradientes de segundo orden mostrado en las Ecs. (4.14) y 

(4.15), su propuesta para la densidad de energía cinética es la siguiente,  

2
2 3 5 32 2

( )3 1
[ ( )] (3 ) ( ) ( )

10 72 ( )MP MPt c
ρ

ρ π ρ ρ
ρ

∇
= + + ∇

r
r r r

r
.   (4.52) 

Estos autores realizan su estudio para diferentes valores de 
MPc , determinando que 

el más adecuado corresponde a un valor de  1 12MPc = . Ellos utilizan una función 

de corte con una idea similar a la de realizar cortes en espacio real, esto con el fin de 

quitar la divergencia del laplaciano cerca de los núcleos. Sus resultados muestran que 

la energía mejora respecto a otras aproximaciones utilizando densidades de Hartree-
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Fock y que la presencia del laplaciano es crucial para reproducir la estructura de 

capas de la energía cinética. 

El desarrollo en gradientes hasta cuarto orden de la energía cinética presentado en 

la Ec. (4.16) tiene la presencia del laplaciano, esta expresión vista como un factor de 

exacerbamiento en términos del laplaciano adimensional reducido ( )q r , puede 

expresarse como,  

4 2 2 2 45 20 8 1 8
( , ) 1 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

27 9 81 9 243
GEA
tF s q s q q s q s= + + + − +r r r r r r ,  (4.53) 

donde 

2

2

( )1
( )

( )4 F

q
k

ρ

ρ

∇
=

r
r

r
,        (4.54) 

el valor del vector de Fermi 
Fk  esta expresado en la Ec. (3.19).  Como se mencionó 

antes, el desarrollo en gradientes hasta cuarto orden da buenos resultados para la 

energía cinética, es por eso que algunos autores trabajan con la Ec. (4.53) para 

proponer nuevos factores de exacerbamiento. 

Perdew y Constantin [83] utilizando la densidad de energía cinética obtenida del 

desarrollo en gradientes hasta cuarto orden construyen un metaGGA de intercambio. 

Estos autores modifican el desarrollo en gradientes de la Ec. (4.53) para que cumpla 

con algunas condiciones físicas de la energía cinética, su factor de exacerbamiento 

está expresado de la siguiente manera,  

4
4

2

( , )
( , )

( , )
1

( )

GEA
GE M t
t

W
t

F s q
F s q

s q

F s

− =
 ∆ +  
  

,     (4.55) 

con  

2 2 48 1 8
( , ) ( ) ( ) ( ) ( )

81 9 243
s q q s q s∆ = − +r r r r     (4.56) 

y 

25
( ) ( )

3
W
tF s s= r ,       (4.57) 
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donde 4( , )GEA
tF s q  es el factor de exacerbamiento del desarrollo  en gradientes de 

cuarto orden mostrado en la Ec. (4.53),  ( )W
tF s  es el factor de exacerbamiento de 

Weizsäcker  y  ( , )s q∆  corresponde a la densidad de energía cinética del desarrollo en 

gradientes de cuarto orden expresado en la Ec. (4.16).  Es importante mencionar que 

este funcional está libre de parámetros empíricos, fue construido de tal forma que 

elimina las divergencias del laplaciano cerca de los núcleos. La propuesta de estos 

autores cumple con las siguientes condiciones:  

a) cuando 0s →  y 0q → , 4 4 2( , ) ( , ) ( )GE M GEA
t tF s q F s q O− = + ∆  

b) cuando  q → ∞ , 4 ( , ) 1 ( )GE M W
t tF s q F s− = +  

c) el factor de exacerbamiento está acotado 4 4( , ) ( , )GE M GEA
t tF s q F s q− <   

Utilizando el factor de exacerbamiento mostrado la Ec. (4.55) Perdew y Constantin 

[83] construyen un funcional de energía cinética  que interpola entre 4( , )GEA
tF s q  y 

( )W
tF s , para eso utilizan una función suave que tiene la siguiente forma,  

( )

( )

0,                             z 0

1
( ) ,     0 z a 

1,                             z a

b
a a z

ab a z a a z

e
f z

e e

−

−

 ≤  + = < <   + ≥

    (4.58) 

donde los parámetros a  y b  son empíricos, y se ajustaron para minimizar el error 

en cálculos de energías para un conjunto de átomos, cúmulos y esferas jellium. Los 

valores óptimos que proponen estos autores son 0.5389a =  y 3b = . Su factor de 

exacerbamiento está expresado de la siguiente manera,  

( , ) ( ) ( )PC W PC PC
t t abF s q F s z f z= +      (4.59) 

con  

4 ( , ) ( )PC GE M W
t tz F s q F s−= − .     (4.60) 

El funcional de la Ec. (4.59) en la región cerca de los núcleos satisface una condición 

muy importante para quitar la divergencia del laplaciano, ( , ) ( )PC W
t tF s q F s=  y a 

regiones mayores el funcional cumple con la siguiente condición, ( , ) ( )PC W
t tF s q F s≥ . 
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Utilizando la teoría del átomo semiclásico Constantin et al. [80] modifican el factor 

de exacerbamiento del desarrollo en gradientes de cuarto orden, de tal manera que 

no se modifiquen los términos de respuesta lineal ( 2 21 5 ( ) 27 8 ( ) 81s q+ +r r ), estos 

autores indican que su propuesta es exacta cuando la carga nuclear Z  tiende a 

infinito, en su propuesta únicamente se modifican las constantes de los dos últimos 

términos respecto de la Ec. (4.53), la ecuación siguiente muestra su propuesta,  

4 2 2 2 45 20 8
( , ) 1 ( ) ( ) ( ) 0.2608 ( ) ( ) 0.1826 ( )

27 9 81
GE m
tF s q s q q s q s= + + + − +r r r r r r . (4.61) 

Smiga et al. [86] recientemente proponen un funcional de energía cinética con una 

forma analítica muy sencilla que sólo depende del laplaciano reducido de la densidad. 

Su propuesta es conservar el término de Thomas-Fermi y adicionarle el término 

correspondiente al laplaciano de la densidad que aparece en el desarrollo en gradientes 

de segundo orden mostrado en la Ec. (4.15), su funcional queda expresado de la 

siguiente manera,  

20
( ) 1

9
TFL
tF q q= + .       (4.62) 

Para quitar la divergencia que provoca la presencia del laplaciano, regularizan el 

funcional de la Ec. (4.62). La regla de regularización aplicada por estos autores es 

tomar el valor máximo que resulta de comparar dos densidades de energía cinética, 

la densidad del funcional aproximado aproxτ  con la densidad de energía cinética de 

Weizasacker ( )W sτ , esta comparación se expresa de forma general como,  

( ) max( , ( ))aprox reg aprox W sτ τ τ= .     (4.63) 

La regularización en términos del factor de exacerbamiento para el caso del funcional 

TFLreg se expresa como,  

( , ) max( ( ), ( ))TFLreg TFL W
t t tF s q F q F s= .     (4.64) 

Estos autores concluyen que el funcional TFLreg es la mejor aproximación para 

describir sistemas atómicos y moleculares a nivel local. Ellos consideran que incluir 

el laplaciano de la densidad 2 ( )ρ∇ r , mejora considerablemente los resultados a nivel 

local, además de ser un ingrediente necesario en la construcción de funcionales de 

energía cinética. 
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En un trabajo posterior Mejia-Rodriguez y Trickey [85] estudian el comportamiento 

local de varios funcionales de energía cinética con el fin de mejorar los funcionales 

metaGGAs de energía de intercambio. Estos autores parametrizan varios funcionales 

de energía cinética que localmente dan buenos resultados, pero que usados para 

propiedades termodinámicas dan resultados muy pobres. Ellos utilizan el conjunto 

de los primeros 18 átomos para optimizar dos parámetros en los funcionales PC [83], 

TFLreg [86] y CR [81]. Logran mejorar localmente los tres funcionales, pero la mejor 

propuesta de estos autores corresponde al funcional TFLopt, cuyo factor de 

exacerbamiento queda expresado como,  

2( , ) max(1 0.203519 2.513880 , ( ))TFLopt W
t tF s q s q F s= − + .  (4.65) 

Estos autores proponen el funcional PCopt que tiene un valor de 1.78472a =  y 

0.258304b =  respecto del funcional PC mostrado en la Ec. (4.59), ellos mencionan 

que el funcional PC y PCopt localmente cerca de los núcleos se comportan 

aproximadamente como 1 ( )W
tF s+ , lo cual puede dar malos comportamientos de la 

densidad de energía cinética.  

Varios de los funcionales de energía cinética que tienen dependencia en el laplaciano 

están regularizados para quitar las divergencias de este término cerca de los núcleos 

y constantemente se comportan igual que el funcional de Weizsäcker en esta región. 

De varios estudios se ha comprobado que hacer el proceso de regularización mejora 

la calidad de la densidad de energía cinética pero también hay que tener en cuenta 

que la densidad de energía de Kohn-Sham cerca de los núcleos no es estrictamente 

igual a la densidad de energía cinética de Weizacker, en el trabajo de Constantin et 

al. [88]  y Della Sala et al.  [89] se demuestra que la densidad de energía cinética 

cerca de los núcleos se comporta como,  

( ) ( )( ) 3 ( )KS W W
s pτ τ ρ τ ρ= +r r      (4.66) 

donde ( )sρ r  y ( )pρ r  son densidades de los orbitales tipo s y orbitales tipo p 

respectivamente, KSτ  es la densidad de energía cinética de Kohn-Sham y Wτ  la 

densidad de energía de Weizsäcker. Se puede ver de la expresión (4.66) que cerca de 

los núcleos las capas p también contribuyen a la densidad de energía cinética.  

En el trabajo de Della Sala et al. [90] realizan una revisión cronológica de varios 

funcionales de energía cinética que han sido utilizados para la construcción de 
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funcionales metaGGA de intercambio, en su mayoría estos funcionales de energía 

cinética tienen dependencia en el laplaciano de la densidad.  

Existen otros tipos de aproximaciones al funcional de energía cinética, como los 

llamados no locales, por ejemplo [91-106], en el trabajo de Carter et al. [104] 

mencionan que las mejores aproximaciones a [ ( )]sT ρ r  son las que dependen de la 

función de respuesta lineal exacta de la densidad sujeta a pequeñas variaciones en el 

potencial para un gas de electrones uniforme. Wang y Teter [97] son de los primeros 

autores en escribir la densidad de energía cinética como,  

[ ( )] ( , ) ( )st f dρ ρ′ ′ ′= ∫r r r r r       (4.67) 

donde ( , )f ′r r  es una función de oscilación que relaciona la densidad evaluada en el 

punto r  con el efecto de oscilación que le provoca a la densidad del punto ′r . Esta 

función se obtiene a través de la teoría de respuesta lineal.  La energía cinética no 

interactuante para un funcional no local puede expresarse de la siguiente manera,  

[ ( )] ( ) ( , ) ( )sT f d dρ ρ ρ′ ′ ′= ∫ ∫r r r r r r r .     (4.68) 

La propuesta de Wang y Teter está diseñada para cálculos de materia condensada, 

en el caso de átomos moléculas o superficies no se obtienen resultados adecuados, la 

forma analítica de su aproximación se muestra a continuación,  

( )

( )

2 3 5 6 5 62
1

2 3 5 3 1 2 1 22 2

48
[ ( )] 3 ( ) ( ) ( )

125
21 1

                3 ( ) ( ) ( )
250 2

WT
sT w d d

d d

ρ π ρ ρ

π ρ ρ ρ

′ ′ ′ ′= −

− − ∇

∫ ∫

∫ ∫

r r r r r r r

r r r r r

  (4.69) 

En los trabajos de Wang et al. [95] y García-Aldea et al. [98, 100, 102] proponen 

funcionales de energía cinética no locales basados en la función de respuesta lineal, 

estos funcionales tienen la contribución del término de Weizsäcker. En estos trabajos 

concluyen que efectivamente usando funcionales no locales se obtienen excelentes 

resultados para el cálculo de energías cinéticas cuando se realizan cálculos de materia 

condensada.   

Un funcional no local de energía cinética basado en los desarrollos propuestos por Liu 

y Parr es construido por Salazar et al. [93]. Su aproximación se basa en un desarrollo 

en series de [ ( )]sT ρ r  que involucra potencias de ( )ρ r . El factor de exacerbamiento 

propuesto por estos autores tiene una dependencia en la carga nuclear Z . 
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Recientemente Chakraborty et al. [94] proponen dos aproximaciones al funcional de 

energía cinética de tipo no local, sus funcionales se basan en la matriz de densidad 

reducida de primer orden y son construidos aproximando una función de densidad 

ponderada de uno y dos puntos. Estos autores tienen como objetivo generar una 

metodología que permita el diseño de funcionales de energía cinética que cumplan 

con el problema de N-representabilidad [107]. La forma general de su funcional se 

expresa de la siguiente manera,  

2
WDA ( ) ( ) 3 (0)

[ ( )] ( )( ( ))
8 ( ) 2s F

g
T d k d

ρ ρ
ρ ρ

ρ

′′∇ ⋅ ∇
= −∫ ∫

r r
r r r r r

r

ɶ
, (4.70) 

donde 1pt-WDA( ) ( )Fk k=r rɶ  y 2pt-WDA( ) ( )Fk k=r rɶ , estas cantidades representan su 

aproximación a la densidad ponderada de uno y dos puntos respectivamente. Los 

mejores resultados los obtienen utilizando su aproximación 2pt-WDA [ ( )]sT ρ r , la cual 

corresponde con su función de densidad ponderada de dos puntos. 

Karasiev et al. [108] expresan que los funcionales no locales o de dos puntos requieren 

un esfuerzo computacional mayor por lo que resulta más favorable hacer una 

búsqueda de funcionales de tipo local que reproduzcan la energía cinética de forma 

más aproximada. Esta tesis se centra en la búsqueda de aproximaciones locales para 

la energía cinética. 
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4.4. Aproximación OF-DFT  

La teoría de funcionales de la densidad libre de orbitales (OF-DFT, por sus siglas en 

inglés) [1, 108-114] es una variación al método de KS en donde lo que se pretende, es 

reemplazar el término de energía cinética que tiene dependencia en un conjunto de 

orbitales por un término de energía cinética no interactuante que depende 

explícitamente de la densidad electrónica, de manera que resolver el problema de KS 

escala linealmente con el número de electrones del sistema. 

Si observamos la Ec. (2.9), podemos notar que el esquema propuesto por HK es un 

método libre de orbitales, siendo este método la base para el desarrollo de la           

OF-DFT. En este esquema el funcional de energía cinética no interactuante se separa 

en dos contribuciones:  

[ ( )] [ ( )] [ ( )]s WT T Tθρ ρ ρ= +r r r ,     (4.71) 

donde [ ( )]WT ρ r  representa el funcional de energía cinética de Weizsäcker expresado 

en la Ec. (4.10). Este término, como ya se mencionó antes, por sí mismo da una 

buena descripción de la densidad de energía cinética cerca de los núcleos donde la 

densidad de carga varia rápidamente [49], además el término de Weizsäcker cuando 

r →∞lleva al comportamiento asintótico correcto de la densidad electrónica [28, 

49, 50].   

El término [ ( )]Tθ ρ r  de la Ec. (4.71) se conoce como el funcional de energía cinética de 

Pauli y desafortunadamente se desconoce, este funcional contiene la información de 

la estructura de capas de la energía cinética. Ludeña [115] establece que la densidad 

de energía cinética de Pauli [ ]tθ ρ  debe ser una cantidad no local. En la literatura 

pueden encontrarse varias aproximaciones de tipo GGA del funcional de Pauli [72, 

73, 116] cuyos resultados son razonables generalmente en el estudio de propiedades 

en sólidos.  

Sustituyendo la Ec. (4.71) dentro de la Ec. (1.1) que corresponde a la energía de KS, 

se tiene que en el método de OF-DFT la energía total del sistema queda expresada 

de la siguiente manera,  

[ ( )] [ ( )] [ ( )] [ ( )] [ ( )] [ ( )].w xc NeE T T J E Eθρ ρ ρ ρ ρ ρ= + + + +r r r r r r   (4.72) 
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Utilizando el segundo teorema de HK empleamos la Ec. (2.11) para minimizar la 

energía de OFDFT sujeta a la restricción de que la densidad integre al número de 

electrones, entonces se obtiene la ecuación de Euler,   

( ) ( ) ( ) ( ) ( )W Ne J XCv v V V Vθ µ+ + + + =r r r r r ,   (4.73) 

siendo ( )Wv r  el potencial de la energía de Weizsäcker 

 
[ ( )]

( )
( )

w
W

T
v

δ ρ

δρ
=

r
r

r
     (4.74) 

y ( )v θ r  el potencial de Pauli 

[ ( )]
( )

( )

T
v θ
θ

δ ρ

δρ
=

r
r

r
.     (4.75) 

La Ec. (4.73) contiene las derivadas funcionales que corresponden a los potenciales 

de la respectiva expresión de la energía. 

March y Murray en 1960 establecen el concepto del potencial de Pauli [117], en 

estudios posteriores acerca de la raíz cuadrada de la densidad electrónica este término 

aparece de manera implícita [118-120].  En los trabajos publicados por Levy  y  Hui 

[121] y Levy y Görling [122] establecen que el potencial de Pauli debe ser una 

cantidad positiva definida ( ) 0vθ ≥r , también determinan que la densidad de energía 

cinética de Pauli también lo es [ ] 0tθ ρ ≥ . En un estudio realizado por March [123] se 

hace una revisión del concepto y la importancia del potencial de Pauli dentro del 

marco de la DFT. Trickey et al. [124] hacen un análisis de las condiciones necesarias 

que hay que tomar en cuenta para la construcción de este funcional. En general dos 

condiciones son necesarias cuando se diseña un funcional de Pauli de tipo GGA, 

( ) 0F sθ ≥         (4.76) 

y 

( ) 0vθ ≥r .        (4.77) 

Finzel [125] propone una nueva ruta para la construcción de funcionales de energía 

cinética partiendo de modelos del potencial de Pauli, ya que esta cantidad es un 
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ingrediente esencial para el diseño de funcionales de energía cinética, pues incorpora 

efectos atómicos de la capa interna causados por el principio de exclusión de Pauli. 

Siguiendo esta misma ruta, existen diversas propuestas para el potencial de Pauli 

( )v θ r  que incorporan información de la estructura de capas [126-132].  

Finzel [133] presenta un grupo de funcionales de energía cinética modelando el factor 

de exacerbamiento de Pauli ( )F sθ  los cuales están basados en la aproximación ELF 

(electron localization function). Las propuestas de esta autora están enfocadas a que 

cuando se calcule el potencial de Pauli con estos funcionales se recupere la estructura 

de capas debido a la información que incorpora el indicador ELF. 

Una propuesta al funcional de Pauli de tipo GGA es realizada por Karasiev et al. 

[72]. Ellos hacen un estudio de materia condensada y proponen un funcional de 

energía cinética de este tipo que está basado en el funcional de intercambio VT84 

[40].  El factor de exacerbamiento de estos autores es la siguiente, 

2

/2
2

84 /2

2
( ) 1 (1 )( 1)

1

VT

VT m
VT s

VT K s nT

VT
T

s e
F s e s

s

α
α

θ

µ

µ

−
− −= − + + −

+
.   (4.78) 

Por lo tanto, usando la Ec. (4.71) el factor de exacerbamiento total para esta 

propuesta queda expresado como 

2

/2
2

84 /2 2

2

5
( ) 1 (1 )( 1)

31

VT

VT m
VT s

VT K s nT
t VT

T

s e
F s e s s

s

α
αµ

µ

−
− −= − + + − +

+
,  (4.79) 

donde 8m =  y 4n = . 

La Ec. (4.79) para valores de s  pequeños tiene el siguiente comportamiento 

84 2 4
0

( ) 1 (5 3 ) ( )VT F
t s
F s s O sα µ

→
→ + + − + ,    (4.80) 

con valores de 1.2965α =  y 2.778
T

VTµ = , de manera que el coeficiente de 2s  lleve 

al valor de 5/27 tal como aparece en la Ec. (4.27) para recuperar el desarrollo en 

gradientes de segundo orden para la energía cinética. Este funcional diverge cuando 

s →∞ como se muestra en la Ec. (4.34) que corresponde a recuperar el funcional 

de Weizsäcker. El funcional de estos autores es considerado no empírico, ya que 

aunque está basado en la hipótesis de Lee et al. [61] las constantes se ajustan para 

recuperar condiciones físicas importantes de la energía cinética.  
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Luo et al. [73] proponen un factor de exacerbamiento de Pauli no empírico que cumple 

con las condiciones de las Ecs. (4.76) y (4.77), además su factor de exacerbamiento 

cumple con la siguiente condición,  

( ) 0LKT

s
F sθ →∞

→ .       (4.81) 

Estos autores indican que su funcional describe correctamente propiedades en sólidos, 

como son energías y módulos de bulto. Su factor de exacerbamiento de energía 

cinética se expresa de la siguiente manera,  

21 5
( )

cosh( ) 3
LKT
tF s s

as
= +

ɶ
,      (4.82) 

donde aɶ  se calibra para cumplir con la condición de Ec. (4.77), estos autores realizan 

sus cálculos con un valor de 1.3a =ɶ . 

Contantin et al. [116] realizan un estudio de la calidad de los funcionales de Pauli 

utilizando el conjunto de los gases nobles para determinar distintas propiedades, estos 

autores utilizan la función gaussiana para proponer varios factores de exacerbamiento 

de Pauli de tipo GGA, sus propuestas cumplen la condición de la Ec. (4.76), además 

de imponer la siguiente restricción a sus factores de exacerbamiento, 

( 0) 1PGF sµθ = =ɶ .       (4.83) 

La propuesta de este autor está dada por 

2

( )PG sF s eµ µ
θ

−=ɶ ɶ ,       (4.84) 

donde µɶ  determina un factor de exacerbamiento de Pauli diferente, por ejemplo el 

funcional PGS tiene un valor de 40 27µ =ɶ ; con este valor se recupera el desarrollo en 

gradientes de segundo orden para la energía cinética expresado en la Ec. (4.27). Si el 

valor de 20 9µ =ɶ  se recupera el siguiente factor de exacerbamiento cuando 0s → , 

 
20

29
0

5
( ) 1

9

PG

t s
F s s

→
→ − ,      (4.85) 

que corresponde a recuperar la singularidad del desarrollo en gradientes de segundo 

orden propuesto por estos autores. Haciendo una función que interpole los dos valores 
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de µɶ  anteriores proponen que el factor de exacerbamiento de Pauli sea función del 

gradiente adimensional reducido s , por lo tanto, se expresa como 

2int ( )( )PG s sF s e µθ
−= ɶ        (4.86) 

donde 

2

1 2 1 2
( ) ( )

1

s
s

s

α
µ µ µ µ

α
= + −

+

ɶ
ɶ ɶ ɶ ɶ

ɶ

,     (4.87) 

aquí 1 40 27µ =ɶ  y 2 20 9µ =ɶ . El funcional PGint expresado en la Ec. (4.86) también 

recupera el desarrollo en gradientes de la energía cinética cuando 0s → . Estos 

autores concluyen que el funcional PGint y el funcional con 20 9µ =ɶ  resultan estar 

entre los mejores para describir propiedades como energías cinéticas totales, energías 

de ionización y otras.   

Es importante mencionar que actualmente el mayor número de estudios relacionados 

con el funcional de energía cinética no interactuante están basados en la OF-DFT, 

por ejemplo, en las referencias [114, 133-143] se pueden encontrar otras propuestas 

para el funcional de Pauli de tipo local y no local para la energía cinética.  
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Capítulo 5   

Propuesta del Funcional de Energía Cinética 

En este capítulo se presenta una nueva aproximación para el funcional de energía 

cinética no interactuante de tipo GGA. Este funcional se construyó a partir de 

utilizar la hipótesis de Lee et al [61] de una forma diferente a como ya se había 

explicado antes; el factor de exacerbamiento de energía cinética propuesto tiene los 

límites correctos de la energía cinética y una función de interpolación del intercambio 

que contiene la información de los cortes en espacio real y de la regla de suma que se 

mencionan en el capítulo 3. 

También se explica la metodología de trabajo empleada y se discuten los resultados 

obtenidos. 

 

5.1 Factor de exacerbamiento de energía cinética 

Del capítulo anterior se puede apreciar que el funcional de energía cinética GGA se 

expresa como el producto de la aproximación de Thomas-Fermi mostrada en la       

Ec. (4.9) multiplicada por el factor de exacerbamiento que sólo depende del gradiente 

adimensional reducido ( )s r ,   

5 3
[ ( )] ( ) ( )GGA GGA

s TF tT C F s dρ ρ= ∫r r r .    (5.1) 

La construcción del funcional de energía de cinética GGA descansa en el 

comportamiento del factor de exacerbamiento ( )GGA
tF s .      

Los factores de exacerbamiento propuestos se basan en una interpolación entre los 

límites conocidos de éste cuando ( )s r  es pequeño y cuando ( )s r  es grande. De 

acuerdo con el desarrollo en gradientes de la energía cinética expresado en la            

Ec. (4.15), cuando ( )s r  es pequeña se debe satisfacer que 

2
0

( ) 1GGA
t ks
F s sµ

→
→ + ;      (5.2) 
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cumplir con la condición anterior implica que en 0s =  el factor de exacerbamiento 

es igual a 1 y se recupera la aproximación de Thomas-Fermi mostrada en la Ec. (4.9)

que corresponde a recuperar el comportamiento del gas de electrones homogéneo.  

En la Ec. (5.2) el parámetro 
kµ  se puede fijar de dos formas distintas, con un valor 

de 5 / 27kµ =  para recuperar exactamente el desarrollo en gradientes de segundo 

orden de la energía cinética mostrado en la Ec. (4.15) y con el valor de 0.23889kµ =  

propuesto por Constantin et al. [30] para recuperar los desarrollos asintóticos de 

segundo orden de la energía de átomos neutros en el límite de carga nuclear grande.  

Cuando el gradiente adimensional reducido es grande se establece que 

asintóticamente el factor de exacerbamiento se comporte tal como se muestra en la 

Ec. (4.34), que corresponde a recuperar el término de Weizsäcker [5]. Para valores de 

s →∞ en la sección 4.2.1 se demostró que este comportamiento asintótico es el 

único que cumple con las condiciones físicas del factor de exacerbamiento de la 

energía cinética. 

Por lo tanto, dado que se conocen los límites impuestos para valores de ( )s r  

pequeños y grandes, una forma de utilizar la hipótesis de Lee et al. [61] es emplear 

como función de interpolación el factor de exacerbamiento del funcional de 

intercambio PBE propuesto por Perdew et al. [6]; haciendo esto, es posible incorporar 

al factor de energía cinética información de los cortes en espacio real y la regla de 

suma para la densidad de intercambio.  

El factor de exacerbamiento para la energía cinética no interactuante se expresa a 

continuación,  

0

2

2 ( )

5 1
( ) 1

3 1
1

WPBEK t
t t A s s

k

t

F s s
s e

κ
κ

µ

κ

− −

         = + − +       + +   

,   (5.3) 

donde 
tκ  es una cota propuesta por Perdew utilizada en el factor de exacerbamiento 

PW91, cuyo valor es 0.641k = . El valor de 0 4s =  se fijó de tal manera que el 

comportamiento asintótico del factor de exacerbamiento apareciera 

aproximadamente para valores de 3s ≥ , ya que se sabe que la región físicamente 

importante para la energía está entre 0 3s< <  [23-25]. El valor de 3A =  se obtiene 
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de tal manera que la función sigmoide de la Ec. (5.4) ayude a incorporar de forma 

suave el comportamiento asintótico de la Ec. (4.34), 

0
asintótica ( )

1
( )

1 A s s
f s

e− −

 =    +
.      (5.4) 

El factor de exacerbamiento de la Ec. (5.3) se muestra en la Gráfica 5.1, en donde 

también se muestran las dos contribuciones que tiene este factor de exacerbamiento, 

mPBE corresponde al funcional PBE modificado que ayuda a incorporar el desarrollo 

en gradientes de segundo orden, mientras que el otro término es la función asintótica 

de la Ec. (5.4) que se encarga de mantener el límite correcto para valores grandes del 

gradiente reducido. Se puede notar que desde 2s =  el comportamiento asintótico de 

Weizsäcker comienza a tener un efecto importante para el factor ( )WPBEK
tF s . 

 

 
Gráfica 5.1. Construcción del factor de exacerbamiento ( )WPBEK

tF s . 
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5.2 Metodología  

Una vez diseñadas las propuestas del factor de exacerbamiento de la energía cinética 

se procedió a su validación haciendo cálculos de estructura electrónica post-SCF, que 

consiste en obtener una densidad convergida para poder evaluar la calidad de los 

funcionales propuestos.  

Los funcionales de energía cinética se programaron en el paquete computacional 

NWChem6.5 [144] y posteriormente se utilizó la densidad de Hartree-Fock para 

calcular la energía cinética de dichos funcionales. Se utilizaron 3 conjuntos de prueba 

para validar estos funcionales, los cuales se etiquetan de la siguiente manera:  

Conjunto A18. Este conjunto contiene los primeros 18 átomos de la tabla periódica 

(H, He, Li, Be, B, C, N, O, F, Ne, Na, Mg, Al, Si, P, S, Cl y Ar).  

Conjunto GN. Este conjunto contiene los gases nobles (He, Ne, Ar, Kr, Xe, Rn). 

Conjunto M30.  Este conjunto contiene 30 moléculas (NH3, H2O, HF, C6H5CH3, 

CH3-(CH2)6-CH3, C6H5OH, C6H5Cl, SiH4, CH3C-O-CH2CH3, C4H4NH, C6H5F, H2S, 

PCl3, HCl, LiF, HCN, CO, CH3OH, N2, O2, CO2, Na2, Si2, P2, S2, Cl2, NaCl, CCl4, 

CS2 y CH4). 

Para los cálculos de los conjuntos A18 y GN se utilizó un conjunto de base UGBS 

[145] ya que esta base se construyó para alcanzar el límite de Hartree-Fock, mientras 

que para el conjunto M30 se utilizó un conjunto de base Def2-TZVPP [146, 147].  

En una primera etapa se determinó la calidad de los funcionales propuestos a nivel 

global calculando la desviación absoluta media (MAD); esta cantidad compara la 

energía cinética obtenida con el método de Hartree-Fock respecto de la aproximación 

propuesta, el MAD se expresa como 

1
[ ( )] [ ( )]

M
ref Aprox
i i

i

MAD T T
M

ρ ρ= −∑ r r ,    (5.5) 

donde M  indica el número de sistemas estudiados para cada conjunto de prueba, 

[ ( )]ref
iT ρ r  aquí corresponde a la energía cinética de Hartree-Fock de los elementos del 

conjunto de prueba y [ ( )]Aprox
iT ρ r  es la energía cinética obtenida utilizando la 

aproximación al funcional de energía cinética propuesto.  
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Los funcionales propuestos que tienen un MAD razonable respecto a las energías de 

Hartree-Fock y de otras propuestas presentadas en la literatura son los candidatos 

para evaluar su calidad a nivel local.  

Para determinar la calidad a nivel local de un funcional se utilizaron tres indicadores. 

El indicador σ  [148], mide directamente el error absoluto que se comete en la 

descripción local de la densidad de energía cinética para un sistema determinado, 

este indicador se define como 

[ ( )] [ ( )]

[ ( )]

orb Aprox
s s

ref
s

t t d

T

ρ ρ
σ

ρ

−
=

∫ r r r

r
,     (5.6) 

donde [ ( )]orb
st ρ r  corresponde a la densidad de energía cinética de Hartree-Fock, 

[ ( )]Aprox
st ρ r  es la densidad de energía cinética de la aproximación propuesta y 

[ ( )]ref
sT ρ r  es la energía cinética de Hartree-Fock.  Finalmente se reporta un promedio 

de los valores de σ  para cada conjunto de prueba,  

1
M

i
iM

σ σ= ∑         (5.7) 

Smiga et al. [86] proponen el indicador 
α∆  utilizado principalmente para describir la 

calidad de funcionales metaGGAs; aquí resulta muy útil este indicador porque mide 

directamente el error que se comete en la aproximación del factor de exacerbamiento, 

y se define como,  

[ ( )] [ ( )]1
( )

[ ( )]

orb Aprox
s s

TF

t t
d

N t
α

ρ ρ
ρ

ρ

−
∆ = ∫

r r
r r

r
    (5.8) 

donde N  es el número de electrones del sistema estudiado, [ ( )]TFt ρ r  es la densidad de 

energía cinética de Thomas-Fermi, [ ( )]orb
st ρ r  la densidad de energía cinética de 

Hartree-Fock y [ ( )]Aprox
st ρ r  la densidad de energía cinética de la aproximación 

propuesta. Al igual que el indicador σ , para un mejor análisis de los resultados 

reportamos un valor de 
α∆  promedio para cada conjunto estudiado, 

1
M

i
iM

α α
∆ = ∆∑ .       (5.9) 
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Otro indicador utilizado para medir el comportamiento local es near
α∆ . Este indicador 

fue propuesto por Mejia-Rodríguez y Trickey [85], quienes argumentan que los 

indicadores de las Ecs. (5.6) y (5.8) tienden a enfatizar los errores en una región del 

espacio en particular,  σ  está más dirigida a la región donde la densidad de energía 

cinética tiene su máximo, que corresponde a la región cerca de los núcleos, por el 

contrario 
α∆  favorece la región lejos de los núcleos. El indicador de estos autores 

toma como referencia la Ec. (5.8) haciendo un balance en las regiones del espacio y 

colocando una restricción radial cerca de los núcleos, el indicador near
α∆  está 

expresado como  

4

2

0

[ ( )] [ ( )]4
( )

[ ( )]

orb Aprox
s snear

near
TF

t t
r d

tN
α

ρ ρπ
ρ

ρ

−
∆ = ∫

r r
r r

r
,   (5.10) 

donde  nearN  es el número de electrones del sistema estudiado encerrado en una 

esfera de radio igual a 4 Bohr. Este radio es suficientemente grande para incluir 

sistemas de gran tamaño. Al igual que con los otros indicadores, se reporta el 

promedio de este indicador, expresado de la siguiente manera  

1
M

near near
i

iM
α α

∆ = ∆∑ .       (5.11) 

Posteriormente se realizó un análisis sobre la importancia que tiene incorporar el 

laplaciano adimensional reducido ( )q r  de la Ec. (4.54) dentro del factor de 

exacerbamiento de la energía cinética. Para algunas aproximaciones propuestas de 

( )GGA
tF s  se adicionó el término del laplaciano que aparece en el desarrollo en 

gradientes de segundo orden de la Ec. (4.15), esto es, 

20
( , ) ( )

9
GGA

t tF s q F s q= + .      (5.12) 

Se analizó el efecto de este factor de exacerbamiento utilizando el indicador σ  

presentado en la Ec. (5.6) y para el caso de la mejor propuesta GGA se aplicó el 

proceso de regularización mostrado en la Ec. (4.64) el cual se utiliza en funcionales 

que tienen dependencia en el laplaciano de la densidad.  

Una vez establecidas las mejores aproximaciones al funcional de energía cinética, se 

realizó un estudio de diferentes propiedades termodinámicas y cinéticas para 

determinar que tan bien se describen estas propiedades con los funcionales propuestos 
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en este trabajo. Para este estudio todos los cálculos fueron hechos en el paquete 

NWChem6.5. Se realizaron cálculos post-SCF utilizando la densidad convergida del 

método de Kohn-Sham con el funcional de intercambio y correlación PBE [6]. Las 

propiedades termodinámicas y cinéticas calculadas son las siguientes: 

 Calores de formación del conjunto G3/99 [149] (223 moléculas). 

 Potenciales de ionización del conjunto IP13/3 [150] (6 moléculas). 

 Afinidades electrónicas del conjunto EA13/3 [151] (7 moléculas). 

 Afinidades protónicas del conjunto PA8 [152, 153] (8 moléculas). 

 Energías de enlace de sistemas de interacción débil de los conjuntos HB6/04 

[154], CT7/04 [154], DI6/04 [154], WI7/05 [155] y PPS5/05 [155] (31 sistemas) 

 Barreras de reacción para los estados de transición hacia adelante y hacia 

atrás de 19 reacciones de transferencia de hidrogeno del conjunto   

HTBH38/04 [155-158]. 

 Barreras de reacción para los estados de transición hacia adelante y hacia 

atrás de 19 reacciones de transferencia sin hidrogeno del conjunto 

NHTBH38/04 [155-158]. 

Para el conjunto G3/99 se utilizó la geometría de equilibrio calculada con 

B3LYP/631-G(2df, p) [159]. En los conjuntos IP13/3 y EA13/3 se utilizó la 

geometría de equilibrio reportada en la referencia [160]. Las geometrías usadas en las 

especies neutras y aniones del conjunto PA8 es MP2(full)/6-31G (2df,p) [161]. Los 

cálculos para los calores de formación y las barreras de reacción se realizaron con un 

conjunto base gaussiana Def2-TZVPP mientras que, para los potenciales de 

ionización, afinidades electrónicas, afinidades protónicas y energías de enlace de 

interacción débil se calcularon con un conjunto de base 6-31++G (d, p). 

Para el cálculo de estas propiedades se programó en el código de estructura 

electrónica NWChem6.5 que la energía total del sistema tuviera la contribución de  

la aproximación al funcional de energía cinética post-SCF, para esto únicamente se 

reemplazó el término correspondiente a la energía cinética de Kohn-Sham de la       

Ec. (2.13) por la energía cinética del funcional propuesto. 

La metodología aplicada a los funcionales de energía cinética propuestos en este 

trabajo también se utilizó en varios funcionales de energía cinética ya propuestos en 

la literatura, dichos funcionales se presentaron en el capítulo anterior. Esto ayuda 

para comparar la calidad de nuestro funcional respecto de otros ya existentes. 
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5.3 Discusión de resultados 

Para el factor de exacerbamiento de la Ec. (5.3) se utilizó el valor de 0.23889kµ = , 

ya que este valor da los mejores resultados en el cálculo de la energía cinética.  

Tabla 5.1. Energías cinéticas (Hartrees) del conjunto A18 calculadas con el 

funcional WPBEK
sT . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Tabla 5.2. Energías cinéticas (Hartrees) del conjunto GN calculadas con el funcional 
WPBEK
sT . 

 

 

 

 

 

A18 HF
sT  WPBEK

sT  

H 0.5000 0.5236 
He 2.8617 2.9137 
Li 7.4327 7.5395 
Be 14.5730 14.5851 
B 24.5293 24.4672 
C 37.6900 37.5907 
N 54.4045 54.4707 
O 74.8142 74.5869 
F 99.4114 99.0241 
Ne 128.5470 128.4247 
Na 161.8590 161.8879 
Mg 199.6146 199.7287 
Al 241.8773 242.1224 
Si 288.8546 289.2382 
P 340.7193 341.2931 
S 397.5065 398.0907 
Cl 459.4831 460.0965 
Ar 526.8177 527.5483 
MAD --- 0.2463 

GN HF
sT  WPBEK

sT  

He 2.8617 2.9137 
Ne 128.5470 128.4247 
Ar 526.8177 527.5483 
Kr 2752.0547 2752.2036 
Xe 7232.1384 7232.6655 
Rn 21866.7679 21863.0648 
MAD --- 0.8807 
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Tabla 5.3. Energías cinéticas (Hartrees) del conjunto M30 calculadas con el 

funcional WPBEK
sT . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

En las Tablas 5.1, 5.2 y 5.3 se muestran las energías cinéticas de cada uno de los 

elementos de los conjuntos estudiados, A18, GN y M30 respectivamente, también se 

M30 HF
sT  WPBEK

sT  

NH3 56.1279 56.0221 
H2O 75.9756 75.7352 
HF 100.0116 99.7366 
C6H5CH3 269.4321 269.3693 
CH3-(CH2)6-CH3 313.0685 313.0543 
C6H5OH 305.2386 304.8820 
C6H5Cl 689.2744 689.8268 
SiH4 291.2468 291.7174 
CH3C-O-CH2CH3 230.7444 230.4362 
C4H4NH 210.8945 210.7047 
C6H5F 329.2726 328.8722 
H2S 398.6174 399.2231 
PCl3 1718.9362 1721.4190 
HCl 460.0035 460.6749 
LiF 92.7087 92.4855 
HCN 106.9714 106.8033 
CO 112.6027 112.2587 
CH3OH 114.9284 114.6580 
N2 108.7383 108.3515 
O2 149.4633 148.8005 
CO2 187.3857 186.8291 
Na2 323.6385 323.5282 
Si2 577.6237 578.3851 
P2 681.2811 682.2815 
S2 794.8742 796.0506 
Cl2 918.7706 920.0036 
NaCl 621.3568 622.0797 
CCl4 1875.4283 1877.8700 
CS2 832.7463 833.8577 
CH4 40.1412 40.1880 
MAD --- 0.5984 
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presenta el resultado de la desviación absoluta media para dichos conjuntos. Se puede 

observar que para el conjunto A18 se obtiene un MAD de 0.2463 Hartrees, en el 

conjunto GN el MAD obtenido es de 0.8807 Hartrees y para el conjunto M30 se 

obtiene MAD de 0.5984 Hartrees; de estos resultados se puede apreciar que el 

conjunto GN tiene un mayor error en la descripción de la energía cinética, esto se 

debe a que en este conjunto hay sistemas con un numero de electrones mayor.  

La energía cinética que se obtiene con el funcional WPBEK
sT  para los sistemas 

estudiados sobrestima la energía cinética obtenida con el método de Hartree-Fock. 

Utilizando el funcional WPBEK
sT como referencia se propuso el funcional WPBEKreg

sT  

cuyo propósito es estudiar el efecto que tiene el laplaciano reducido de la densidad 

dentro del factor de exacerbamiento de energía cinética, este funcional se obtiene 

aplicando la regla de regularización expresada en la Ec. (4.63) al factor de 

exacerbamiento WPBEK
tF , por lo tanto se tiene que,  

20
( , ) max ( ) ), ( )

9
WPBEKreg WPBEK W
t t tF s q F s q F s

 = +    
.   (5.13) 

Cuando se incorpora el laplaciano de la densidad al factor de exacerbamiento 

WPBEK, éste puede tener regiones negativas cerca de los núcleos debido a la 

divergencia del laplaciano en esta región, es por eso que al aplicar la regla de 

regularización mostrada en la Ec. (5.13), se sustituye el factor de exacerbamiento que 

contiene el laplaciano de la densidad por el factor de exacerbamiento de Weizsäcker, 

esto hace que en la región cercana a los núcleos domine Weizsäcker y se mantenga 

una densidad de energía cinética positiva.  

Para comparar los resultados de los factores de exacerbamiento WPBEK y 

WPBEKreg presentados en las Ecs. (5.3) y (5.13) se aplicó la metodología de este 

trabajo a varios funcionales de energía cinética ya reportados en la literatura. Los 

funcionales de tipo GGA utilizados para comparar son: el funcional TFT  propuesto 

por Thomas-Fermi [8, 9] expresado en la Ec. (4.9), el funcional WT  propuesto por 

Weizsäcker [5] expresado en la Ec. (4.10), el funcional TFWT  de la Ec. (4.11), el 

funcional 86PW K
sT  propuesto por Fuentealba y Reyes [62] mostrado en la Ec. (4.28), 

el funcional PBEK
sT  de Tran y Wesolowski [64] presentado en la Ec. (4.29), el 

funcional E
sT  de Ernzerhof [70] de la Ec. (4.33) y el funcional 94LC

sT  propuesto por 
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Lembarki y Chermette [69] mostrado en la Ec. (4.32). Para hacer una comparación 

más completa también se utilizaron funcionales de energía cinética que tienen 

dependencia en el laplaciano reducido de la densidad, estos funcionales son: el 

funcional 4GEA
sT  expresado en la Ec. (4.53) que corresponde al desarrollo en 

gradientes de cuarto orden de la energía cinética [53], el funcional 4GE m
sT  propuesto 

por Constantin et al. [80] presentado en la Ec. (4.61), los funcionales 4GE M
sT

−  y  PC
sT

de Perdew y Constantin [83] mostrados en la Ecs. (4.55) y (4.59), respectivamente, 

el funcional TFLreg
sT   propuesto por Smiga et al. [86] presentado en la Ec. (4.64), los 

funcionales TFLopt
sT  de la Ec. (4.65) y PCopt

sT de Mejia-Rodriguez y Trickey [85] y los 

funcionales no locales  1pt WDA
sT

−  y 2pt WDA
sT

−  propuestos por Chakraborty et al. [94] 

presentados en la Ec. (4.70).  

La Tabla 5.4 muestra los resultados obtenidos del cálculo de la desviación absoluta 

media para los tres conjuntos estudiados para diferentes funcionales de energía 

cinética. Se puede observar claramente que el funcional WPBEK
sT  da el mejor MAD 

para el conjunto A18 cuyo valor es 0.2463 Hartrees, seguido por los funcionales 

empíricos PBEK
sT  y 86PW K

sT  con valores muy cercanos de 0.3156 Hartrees y 0.2463 

Hartrees respectivamente. Los funcionales que tienen dependencia en el laplaciano de 

la densidad incluido el funcional WPBEKreg
sT  tienen MADs mayores respecto a los 

funcionales de tipo GGA. El funcional no local de dos puntos 2pt WDA
sT

−  tiene un MAD 

de 1.3868 Hartrees, el cual está por arriba del WPBEK
sT , mientras que los funcionales 

E
sT , 94LC

sT  y APBEK
sT  que están considerados en la literatura como de los mejores dan 

valores del MAD bastante aceptables, sin embargo, el funcional WPBEK
sT  da los 

mejores resultados para este conjunto. En el conjunto GN, considerado crucial por 

generar errores mayores en la descripción de la energía cinética, claramente se observa 

que el funcional WPBEK
sT  es el mejor por tener un MAD menor respecto del resto de 

los funcionales; este funcional es el único con un MAD menor a 1 Hartree. En este 

conjunto nuevamente la mayoría de los funcionales con dependencia en el laplaciano 

dan errores mucho mayores respecto de los funcionales de tipo GGA, excepto el 

funcional 4GEA
sT  que tiene un MAD de 3.8167 Hartrees cuyo valor se encuentra entre 

los resultados obtenidos por los funcionales 94LC
sT  y APBEK

sT , incluso este funcional 

da un MAD mucho menor comparado con el funcional GGA empírico 86PW K
sT . En el 
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conjunto M30 se observa una tendencia similar respecto a los resultados del conjunto 

A18, siendo así el funcional WPBEK
sT  el que da el mejor MAD con un valor de 0.5984 

Hartrees. Los funcionales WPBEKreg
sT , TFLopt

sT , PCopt
sT , TFT , WT  y TFWT  para los 3 

conjuntos estudiados tienen MADs muy grandes comparado con el resto de los 

funcionales. El funcional WPBEK
sT  resulta ser el mejor en la descripción de la energía 

cinética para los tres conjuntos estudiados. Los factores de exacerbamiento de energía 

cinética de tipo GGA que dan un mejor MAD para el conjunto A18 de la Tabla 5.4 

están representados en la Gráfica 5.2, donde se puede observar que los factores de 

exacerbamiento E
tF  y WPBEK

tF  divergen muy rápido debido a que ambos funcionales 

están construidos para recuperar el término de Weizasacker, en la región entre 

0 2s< <  para el gradiente reducido de la densidad prácticamente todos los 

funcionales mantienen el mismo comportamiento a excepción del factor de 

exacerbamiento E
tF  que en 1s =  comienza a separarse del resto de los factores de 

exacerbamiento presentados. Los factores de exacerbamiento 86PW K
tF , PBEK

tF  y 

APBEK
tF   mantienen un comportamiento parecido entre ellos para valores del 

gradiente mayores a dos.  

 
Gráfica 5.2. Factores de exacerbamiento de tipo GGA presentados en la 

literatura. 



-99- 

Tabla 5.4. Tabla comparativa de la desviación absoluta media (MAD) calculada 
para varios funcionales de energía cinética. 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Como se mencionó antes, para analizar el comportamiento local de los funcionales de 

energía cinética se utilizaron tres indicadores distintos; en la Tabla 5.5 se presentan 

los resultados obtenidos por el indicador σ  para cada conjunto estudiado, se reporta 

el valor promedio expresado en la Ec. (5.7). 

De la Tabla 5.5 se puede notar que los funcionales TFLreg
sT , TFLopt

sT , PC
sT y PCopt

sT  en 

los tres conjuntos estudiados dan una mejor descripción local de la densidad de 

energía cinética. Esto va de acuerdo a la discusión de W. Yang et al. [78], quienes 

argumentan que la presencia del laplaciano es crucial para la correcta descripción de 

Funcional 
MAD (Hartrees) 

A18 GN M30 
WPBEK
sT  0.2463 0.8807 0.5984 

WPBEKreg
sT  11.4156 185.2485 30.0365 

TFT  12.8796 260.6701 33.1951 

WT  60.9796 3390.0997 150.6337 

TFWT  96.2238 1767.4281 249.088 
86PW K

sT  0.3233 11.8306 0.7866 
PBEK
sT  0.3156 2.079 0.7787 
APBEK
sT  0.5513 5.0433 1.382 

E
sT  0.5135 22.8293 1.5302 

94LC
sT  0.363 3.1312 0.9151 

4GEA
sT  1.5265 3.8167 4.0624 

4GE m
sT  5.6556 53.0145 14.9343 

4GE M
sT

−  1.7739 5.9496 4.9018 

TFLreg
sT  0.5691 56.8662 1.607 

TFLopt
sT  7.2461 206.2285 18.263 

PC
sT  1.2161 10.1384 3.7919 

PCopt
sT  8.7093 464.2503 20.567 
1pt WDA
sT

−  5.4456 --- --- 

2pt WDA
sT

−  1.3868 --- --- 
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la densidad de energía cinética. Seguido de estos cuatro funcionales se tiene el 

funcional WPBEKreg
sT  cuyos valores de σ  se encuentran por debajo del resto de 

funcionales mostrados en la tabla; esta misma tendencia ocurre para los tres 

conjuntos estudiados. El funcional WT  da el mejor valor de σ  comparado con el resto 

de funcionales de tipo GGA, esto se debe a que el indicador σ  enfatiza el error cerca 

de los núcleos tal como indican Mejia-Rodríguez y Trickey [85] y cerca de los núcleos 

el funcional de Weizsäcker da una buena descripción de la densidad de energía 

cinética [28, 49]. Los funcionales de tipo GGA mostrados en esta tabla dan resultados 

muy cercanos entre ellos en el cálculo del indicador σ  en los 3 conjuntos estudiados.  

Tabla 5.5. Valores de σ  calculados para varios funcionales de energía cinética.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Funcional 
Valores de σ  

A18 GN M30 
WPBEK
sT  0.5302 0.4289 0.5274 

WPBEKreg
sT  0.1263 0.1119 0.1265 

TFT  0.5356 0.4333 0.5299 

WT  0.2366 0.4158 0.2857 

TFWT  0.7798 0.6217 0.7579 
86PW K

sT  0.532 0.431 0.5256 

PBEK
sT  0.5324 0.4316 0.5263 

APBEK
sT  0.533 0.432 0.5268 
E
sT  0.5144 0.4215 0.516 

94LC
sT  0.5323 0.4317 0.5267 

4GEA
sT  0.2042 0.1692 0.1973 

4GE m
sT  0.2388 0.1925 0.2212 

4GE M
sT

−  0.2011 0.1667 0.1949 

TFLreg
sT  0.075 0.0726 0.0852 
TFLopt
sT  0.0433 0.0466 0.0574 
PC
sT  0.0595 0.0733 0.0692 
PCopt
sT  0.0470 0.0683 0.0509 
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Tabla 5.6. Valores de α∆  calculados para varios funcionales de energía cinética. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

El indicador α∆  también mide la calidad de los funcionales de forma local, tal como 

mencionan Mejia-Rodríguez y Trickey [85] este indicador enfatiza el error en la región 

lejana a los núcleos, en la Tabla 5.6 se puede notar que los mejores resultados en los 

tres conjuntos estudiados para el indicador α∆  corresponden a los funcionales 

TFLreg
sT , TFLopt

sT  y PC
sT .  Los funcionales WT  y TFWT  dan un valor α∆  que está por 

arriba de los funcionales de tipo GGA, tal como ocurría para el indicador σ , la 

presencia del término de Weizsäcker es de gran importancia cerca y lejos de los 

núcleos. Tal como se puede observar en los resultados ayuda localmente a la 

descripción de la densidad de energía cinética. Para este indicador el funcional 
WPBEK
sT  describe mejor la densidad de energía cinética con respecto al resto de los 

funcionales de tipo GGA mostrados en la Tabla 5.6, incluso da mejores resultados 

del indicador α∆  en los conjuntos A18 y GN que el funcional WPBEKreg
sT , el cual tiene 

la presencia del laplaciano reducido de la densidad. El funcional TFT  tiene el valor 

Funcional 
Valores de α∆  

A18 GN M30 
WPBEK
sT  0.9243 0.956 1.1581 
WPBEKreg
sT  1.0551 1.1195 0.8018 

TFT  1.8496 1.9141 1.8145 

WT  0.4022 0.7232 0.7813 

TFWT  0.5141 0.5555 0.6782 
86PW K

sT  1.7783 1.8383 1.7327 

PBEK
sT  1.7781 1.8388 1.7327 

APBEK
sT  1.7788 1.8394 1.733 

E
sT  1.0282 1.0737 1.2108 

94LC
sT  1.7633 1.8238 1.7225 

4GE M
sT

−  0.3895 0.4289 0.3571 

TFLreg
sT  0.1729 0.1861 0.2303 
TFLopt
sT  0.1654 0.1714 0.2105 
PC
sT  0.1894 0.3097 0.177 

PCopt
sT  0.3303 0.367 0.2941 
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de α∆  mayor de todos los funcionales debido a que este funcional no tiene 

dependencia ni en el gradiente reducido, ni el laplaciano reducido de la densidad, por 

lo que la descripción local es la que más se aleja de la densidad de energía cinética 

de Hartree-Fock. Los funcionales 86PW K
sT , 94LC

sT , PBEK
sT  y APBEK

sT dan valores de 

α∆   cercanos a 2 Hartrees, mientras que los funcionales E
sT  y WPBEKreg

sT  dan valores 

alrededor de 1 Hartree. El valor de α∆  no varía mucho respecto de cada conjunto 

estudiado. 

 

Tabla 5.7. Valores de  near
α∆  calculados para varios funcionales de energía cinética. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Funcional 
Valores de near

α∆  

A18 GN M30 
1CW

sT  1.0921 1.3449 1.0408 

2CW
sT  1.0025 1.1678 1.0447 

WPBEK
sT  0.8434 0.9251 0.9825 

WPBEKreg
sT  0.3716 0.6030 0.2326 

TFT  1.1445 1.4206 1.0827 

WT  0.3964 0.7118 0.7494 

TFWT  0.5027 0.5455 0.6404 
86PW K

sT  1.0806 1.3472 1.0128 

PBEK
sT  1.0796 1.3473 1.0124 

APBEK
sT  1.0802 1.3477 1.0124 

E
sT  0.8573 0.9991 0.9473 

94LC
sT  1.0708 1.3346 1.0092 

4GEA
sT  0.7856 0.4422 0.2266 

4GE m
sT  1.9867 1.256 0.3004 

4GE M
sT

−  0.2298 0.3424 0.2254 

TFLreg
sT  0.1105 0.1316 0.1862 
TFLopt
sT  0.089 0.1044 0.1581 

PC
sT  0.3648 0.3974 0.3888 

PCopt
sT  0.1699 0.2804 0.1639 
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El indicador near
α∆  expresado en la Ec. (5.8) propuesto por Mejia-Rodríguez y 

Trickey [85] ayuda a que el indicador α∆  no enfatice el error para regiones de r  

grandes, concentrándose en medir el error en la región importante para la energía. 

En la Tabla 5.7 se presentan los valores de  near
α∆  para varios funcionales de energía 

cinética. Los valores que se obtienen para near
α∆  en la mayoría de los casos son 

menores que los valores reportados en la Tabla 5.6 para el indicador α∆ . De la Tabla 

5.7 se puede observar que los funcionales TFLreg
sT  y TFLopt

sT son los mejores funcionales 

para describir la densidad de energía cinética utilizando este indicador para los tres 

conjuntos estudiados. El funcional WPBEKreg
sT  al igual que otros funcionales que 

dependen del laplaciano reducido de la densidad describen de una mejor manera la 

densidad de energía cinética. Nuevamente los funcionales de tipo GGA son los que 

tienen valores de near
α∆  más grandes, siendo WT  y TFWT  los funcionales que dan 

valores más bajos de near
α∆  respecto de los otros funcionales de tipo GGA y el 

funcional de TFT  da los valores más grandes para near
α∆ . Se mantiene una semejanza 

entre los valores de near
α∆  para los tres conjuntos y también un orden de jerarquía 

similar a lo que se observa en la Tabla 5.6.  

Tal como se mencionó antes, de los resultados de las tablas mostradas es claro que 

la presencia del laplaciano es necesaria para una mejor descripción local de la 

densidad de energía cinética, sin embargo la presencia del laplaciano también altera 

de manera significativa los valores globales de la energía cinética, esto puede verse 

claramente al comparar el funcional WPBEK
sT  contra el funcional WPBEKreg

sT , cuya 

forma analítica prácticamente es la misma salvo que el primero no depende del 

laplaciano reducido de la densidad y da el menor MAD para los tres conjuntos 

estudiados. 

Para comprobar el efecto del laplaciano reducido de la densidad, pero sin alterar los 

valores de energía cinética se adicionó a varios funcionales de tipo GGA el término 

laplaciano reducido de la densidad del desarrollo en gradientes de segundo orden, tal 

como aparece en la Ec. (5.12), aplicando esta ecuación a los funcionales que aparecen 

en Tabla 5.8, se puede observar que la incorporación del laplaciano mejora localmente 

la descripción de la energía cinética, por esta razón los valores de σ  para todos los 

funcionales de esta tabla son menores si se compara con los resultados que se 

muestran en la Tabla 5.5. Para los conjuntos A18 y GN se observa que los funcionales 
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TFT , WPBEK
sT , 86PW K

sT , PBEK
sT , APBEK

sT , E
sT  y 94LC

sT  tienen un valor de σ  

semejante al reportado para los funcionales 4GEA
sT , 4GE m

sT  y 4GE M
sT

−  de la Tabla 5.5, 

mientras que los funcionales TFT  y  TFWT  no mejoran significativamente cuando se 

les adiciona el término del laplaciano. Para el conjunto M30 los funcionales TFT  y 

TFWT  son los únicos que presentan valores de σ  semejantes a los que se obtenían 

para los funcionales GGA de la Tabla 5.5. 

Tabla 5.8. Valores de σ  calculados para varios funcionales de energía cinética de 
tipo GGA adicionando la contribución del laplaciano adimensional reducido.   
 

 

 

 

 

 

 

 

 

El hecho de incluir el laplaciano de la densidad tal como está expresado en la           

Ec. (5.12) no altera el resultado de la integral del funcional de energía cinética, pero 

si modifica el comportamiento local de la densidad de energía cinética, este hecho es 

importante pues reafirma la idea de que el laplaciano reducido de la densidad es un 

ingrediente esencial en la construcción de funcionales de energía cinética.  

Las energías cinéticas y los valores de los indicadores calculados con los distintos 

funcionales de energía cinética para cada elemento de los conjuntos A18, GN y M30 

pueden consultarse con más detalle en el Apéndice D. 

 

Funcional 
Valores de σ  

A18 GN M30 
WPBEK
sT  0.2095 0.1752 0.2035 

TFT  0.1698 0.1441 0.1716 

WT  0.5485 0.5766 0.5168 

TFWT  0.7826 0.5955 0.7343 
86PW K

sT  0.2083 0.1732 0.2056 

PBEK
sT  0.2071 0.1724 0.2042 

APBEK
sT  0.2079 0.1731 0.2050 
E
sT  0.2365 0.1912 0.2093 

94LC
sT  0.2072 0.1726 0.2039 
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Tabla 5.9. Propiedades termodinámicas para funcionales GGA (kcal/mol). 

Funcional 
Calores 

 de 
Formación 

Potenciales 
de 

Ionización 

Afinidades 
electrónicas 

Afinidades 
protónicas 

Energías de 
enlace de 

sistemas de 
interacción 

débil 

WPBEK
sT  102.71 66.40 38.77 23.19 13.13 

TFT  254.71 75.86 41.94 46.61 6.53 

WT  3996.17 431.77 177.87 56.4 93.81 

TFWT  3100.17 148.56 150.67 143.22 68.36 
86PW K

sT  113.15 68.66 37.56 33.31 4.45 

PBEK
sT  109.19 70.04 38.35 32.65 4.12 
APBEK
sT  110.56 70.09 38.25 32.69 4.24 

E
sT  431.62 74.51 45.76 15.16 16.47 

LDA
xE  118.32 5.31 6.62 5.65 3.61 

 

Para finalizar esta sección se analizaron algunas propiedades termodinámicas y 

cinéticas para diferentes funcionales de energía cinética de tipo GGA. La Tabla 5.9 

muestra los MAD obtenidos para el cálculo de las propiedades termodinámicas, en la 

última fila de esta tabla aparecen los resultados utilizando las energías SCF del 

funcional de intercambio LDA
xE  mostrado en la Ec. (3.13). Para el caso de los calores 

de formación se observa que el funcional WPBEK
sT  da un MAD de 102.71 kcal/mol 

cuyo valor es el menor respecto de los funcionales presentados en esta tabla, incluso 

este valor es menor que el obtenido por un cálculo de KS con el funcional de 

intercambio LDA, el cual da un MAD de 118.32 kcal/mol. Los funcionales  APBEK
sT , 

86PW K
sT  y PBEK

sT  dan MADs razonables respecto del funcional LDA
xE , mientras que 

los funcionales WT  y TFWT  dan errores mucho mayores para el cálculo de calores de 

formación. En el caso de los potenciales de ionización, afinidades electrónicas y 

afinidades protónicas se observa que los errores obtenidos por los funcionales 

reportados se encuentran bastante alejados del MAD que se obtiene con el funcional 
LDA
xE , el funcional WPBEK

sT  da un MAD de 66.40 kcal/mol para los potenciales de 

ionización y es el mejor resultado respecto del resto de los funcionales GGA. Los 

funcionales 86PW K
sT , PBEK

sT , APBEK
sT  y WPBEK

sT  tienen un MAD semejante en el 



-106- 

conjunto de afinidades electrónicas, mientras que el funcional E
sT  da un MAD de 

15.16 kcal/mol para el conjunto de afinidades protónicas, cuyo valor es el que más 

se acerca al funcional LDA
xE . Para el conjunto que tiene las energías de enlace de 

sistemas de interacción débil se observa que el mejor MAD corresponde a los 

funcionales 86PW K
sT , PBEK

sT  y  APBEK
sT  ya que dan errores muy cercanos al valor que 

se obtiene con LDA
xE . 

Tabla 5.10. Barreras de reacción para funcionales GGA (kcal/mol). 

Funcional 

Reacciones de 
transferencia 
de hidrógeno 
hacia adelante 

Reacciones de 
transferencia 
de hidrógeno 
hacia atrás 

Reacciones de 
transferencia 
sin hidrógeno 
hacia adelante 

Reacciones de 
transferencia 
sin hidrógeno 
hacia atrás 

WPBEK
sT  63.48 70.11 61.00 86.15 

TFT  32.60 47.43 49.92 74.35 

WT  255.22 228.31 80.73 159.94 

TFWT  279.37 237.22 82.86 156.21 
86PW K

sT  48.96 54.94 48.27 72.20 
PBEK
sT  49.36 54.92 48.47 72.92 
APBEK
sT  49.15 54.82 48.38 72.78 

E
sT  80.88 78.71 60.11 88.65 

LDA
xE  18.41 17.16 14.02 12.51 

 

En la tabla 5.10 se muestran las propiedades cinéticas para diversos funcionales de 

energía cinética de tipo GGA, al igual que en la mayoría de las propiedades 

termodinámicas los funcionales de energía cinética de esta tabla dan MADs muy 

grandes para todos los conjuntos en comparación con los resultados que se obtienen 

con un cálculo SCF LDA. El funcional TFT  da el mejor MAD para tres conjuntos de 

prueba, éstos son; las barreras de reacción de transferencia de hidrógeno hacia 

adelante y hacia atrás y las barreras de reacción de transferencia sin hidrógeno hacia 

adelante. Los MADs de los funcionales WT  y TFWT  son los mayores en todos los 

conjuntos, esto indica que estos funcionales describen muy mal las propiedades 

cinéticas. El funcional propuesto en este trabajo WPBEK
sT , da un MAD similar al 
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obtenido por los funcionales 86PW K
sT , PBEK

sT , APBEK
sT  y E

sT  e incluso resultados 

mejores. Los resultados obtenidos de las Tablas 5.9 y 5.10 indican que los funcionales 

de energía cinética de tipo GGA no predicen correctamente propiedades 

termodinámicas y cinéticas.  
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Capítulo 6  

Funcional de Pauli 

En el capítulo anterior se mostró que el funcional WPBEK
sT  de la Ec. (5.3) es capaz de 

recuperar las energías cinéticas de diferentes sistemas químicos con una precisión 

mayor que la de los funcionales de energía cinética existentes en la literatura, pero 

localmente este funcional tiene un error semejante al del resto de los funcionales de 

tipo GGA, todos ellos son superados por funcionales que dependen del laplaciano 

reducido de la densidad, los cuales describen mejor la densidad de energía cinética. 

En este capítulo se presentan diferentes propuestas al funcional de Pauli de tipo 

GGA, se explica la metodología empleada y se discuten los resultados obtenidos. 

 

6.1. Condiciones para el factor de exacerbamiento de Pauli 

Utilizando la Ec. (4.71) la energía cinética de Pauli por definición está dada por 

[ ( )] [ ( )] [ ( )]s WT T T
θ
ρ ρ ρ= −r r r       (6.1) 

donde [ ( )]sT ρ r  es el funcional de energía cinética no interactuante y [ ( )]WT ρ r  el 

funcional propuesto por Weizsäcker. Si se reemplaza el término [ ( )]sT ρ r  por una 

aproximación de tipo GGA, entonces el funcional de Pauli se expresa de la siguiente 

forma  

[ ( )] [ ( )] [ ( )]GGA GGA
s WT T Tθ ρ ρ ρ= −r r r ,     (6.2) 

con 

5
3[ ( )] ( ) ( )GGA GGA

TFT C F s dθ θρ ρ= ∫r r r      (6.3) 

Haciendo algebra con las expresiones anteriores se obtiene el factor de 

exacerbamiento de Pauli, el cual queda expresado como 

25
( ) ( )

3
GGA GGA

tF s F s sθ = −       (6.4) 
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El problema que existe cuando se utiliza directamente la Ec. (6.2) es que la densidad 

de energía cinética que se obtiene para el funcional de Pauli puede ser negativa, esto 

se debe a que el factor de exacerbamiento de Pauli de la Ec. (6.4) en alguna región 

de s  toma valores negativos, ya que por construcción ( )GGA
tF s  es una cantidad 

positiva definida, debido a esto la aproximación del funcional de Pauli no cumple con 

la condición impuesta en la Ec. (4.77), la cual indica que el factor de exacerbamiento 

de Pauli debe ser una cantidad positiva definida.  

Los factores de exacerbamiento de Pauli propuestos en este trabajo se construyen 

para recuperar las mismas condiciones que se impusieron a los factores de 

exacerbamiento GGA
tF  del capítulo anterior, por lo tanto, se basan en una 

interpolación entre los límites conocidos de éste cuando ( )s r  es pequeño y cuando 

( )s r  es grande. Para recuperar el desarrollo en gradientes de la energía cinética 

expresado en la Ec. (4.15), cuando ( )s r  es pequeña el factor de exacerbamiento de 

Pauli debe comportarse como 

2
0

( ) 1GGA
ks

F s sθ α
→

→ + ,      (6.5) 

donde 
kα  es una cantidad negativa que está en términos del valor de 

kµ , 

25

3k k sα µ= − .       (6.6)  

En la Ec. (6.6) el parámetro 
kµ  se fijó con el valor de 5 / 27kµ =  para recuperar el 

desarrollo en gradientes de segundo orden de la energía cinética mostrado en la        

Ec. (4.15) y con el valor propuesto por Constantin et al. [30] de 0.23889kµ =  para 

recuperar los desarrollos asintóticos de segundo orden de la energía de átomos neutros 

en el límite de carga nuclear grande. De la Ec. (6.5) se puede observar que cuando 

0s =  el factor de exacerbamiento de Pauli es 1, por lo tanto se recupera la 

aproximación de densidad local de la energía cinética presentada en la Ec. (4.9). 

Cuando el gradiente adimensional reducido es grande se establece que 

asintóticamente el factor de exacerbamiento de Pauli se comporte como 

( ) 0GGA

s
F sθ →∞

→ ,       (6.7) 
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de esta manera, el factor de exacerbamiento total GGA
tF  mantendrá el 

comportamiento que se muestra en la Ec. (4.34), que corresponde a recuperar el 

término de Weizsäcker [5].  

Por último, utilizando la cota establecida en la Ec. (4.36) y manteniendo la condición 

de positividad de la Ec. (4.77) podemos establecer que el factor de exacerbamiento 

de Pauli está acotado en el intervalo de valores de s desde cero hasta infinito como 

0 1GGAFθ≤ ≤ .       (6.8) 

Los factores de exacerbamiento de Pauli diseñados en este trabajo cumplen con las 

condiciones presentadas en esta sección. 

 

6.2. Metodología  

Se desarrollaron diferentes propuestas para el funcional de Pauli, cuyos factores de 

exacerbamiento se validaron utilizando los tres conjuntos de prueba mencionados 

previamente, A18, GN y M30. Se calculó la desviación absoluta media (MAD) de la 

Ec. (5.5) para determinar cuáles son las propuestas con menor error en la descripción 

global de la energía cinética. Posteriormente para medir la calidad local de los 

funcionales de Pauli propuestos se utilizaron los indicadores σ , 
α∆  y near

α∆  

expresados en las Ecs. (5.6), (5.8) y (5.10), respectivamente; esto se aplicó 

únicamente a los funcionales que demostraron tener un MAD semejante a los 

resultados obtenidos por el funcional WPBEK
sT . Para todos los cálculos de estructura 

electrónica se utilizó la misma metodología computacional empleada en el capítulo 

anterior.   

Para la mejor propuesta del factor de exacerbamiento de Pauli se graficó el potencial 

de Pauli expresado en la Ec. (4.75) para determinar si dicha propuesta cumple con 

la condición de la Ec (4.77), la cual indica que el potencial de Pauli debe ser una 

cantidad positiva definida ( ) 0vθ ≥r  tal como Levy  y  Hui [121] y Levy y Görling 

[122] establecen.  

Usando la definición del potencial de Pauli expresada en la Ec. (4.75) y la Ec. (6.3) 

del funcional de Pauli de tipo GGA se derivó la siguiente expresión 
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2
3

22
3

2

2

[ ( ), ( )] 5
( ) ( )

( ) 3

( ) ( ) ( )( )1 1 4
                                    ( ) ( )

2 ( ) 2 3( )

                                    

GGA

TF

TF

F F

TF

T
C F s

dF s
C s

k k ds

C

θ
θ

θ

δ ρ ρ
ρ

δρ

ρ ρρ
ρ

ρ ρ

ρ

 ∇
 = +
  

 ∇ ∇ ∇∇ 
− − + 

 ∇ ∇  

r r
r

r

r rr
r r

r r

2
23

2 2

( ) ( ) ( )1 4
( ) ( )

( ) ( ) 3(2 )F

d F s
s

k ds

θ
ρ ρ

ρ ρ

 ∇ ∇ ∇ − ∇  

r r
r r

r r

.   (6.9) 

La Ec. (6.9) se programó post-SCF en el código de estructura electrónica deMon2k 

[162] y los cálculos del potencial se realizaron utilizando densidades de Hartree-Fock 

calculadas con un conjunto de base gaussiana UGBS, esto sólo para el conjunto que 

incluye los gases nobles.  

 

6.3. Aproximaciones al factor de exacerbamiento de Pauli 

Se propusieron dos tipos de factores de exacerbamiento para la energía cinética de 

Pauli, el primero tipo es un factor de exacerbamiento que es válido para cualquier 

sistema, mientras que el segundo tipo es un funcional dependiente del sistema 

estudiado y que además se construye a partir de los resultados obtenidos del factor 

de exacerbamiento WPBEK. 

Utilizando la Ec. (6.2) y el factor de exacerbamiento WPBEK propuesto en la         

Ec. (5.3) se obtiene el siguiente factor de exacerbamiento para Pauli  

25
( ) ( )

3
WPBEK P WPBEK

tF s F s sθ
− = − ,     (6.10) 

dicho factor no cumple con la condición impuesta en la Ec. (6.8), por esta razón el 

factor de exacerbamiento de Pauli que es válido para cualquier sistema se basa en 

una función de interpolación que mantiene una similitud con el factor de 

exacerbamiento ( )WPBEK PF sθ
−  únicamente en la región positiva de éste. En la     

Gráfica 6.1 puede observarse que el factor de exacerbamiento WPBEK PFθ
−  en 

0.823s =  vale cero y a partir de ese punto comienza a tomar valores negativos, por 

esta razón cerca de ese valor se impone la condición de la Ec. (6.7). Siguiendo esta 

idea se propone el siguiente factor de exacerbamiento para Pauli,  

2

1

4 2
( )

(1 )

ks
PH e

F s
s

α

θ =
+

       (6.11) 
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Gráfica 6.1. Factor de exacerbamiento de energía cinética WPBEK

sF   y su 

respectivo funcional de Pauli, WPBEK PFθ
− . 

Es importante mencionar que el valor de 1.42778kα = −  que se obtiene de utilizar 

0.23889kµ =  conduce a mejores resultados para los funcionales propuestos, por lo 

que este valor de 
kα  será utilizado en todos los casos. En la Tabla 6.1, 6.2 y 6.3 se 

muestran los resultados de las energías cinéticas de los sistemas estudiados para el 

conjunto A18, GN y M30 respectivamente utilizando el factor de exacerbamiento de 

Pauli de la Ec. (6.11). En la Tabla 6.1 se observa que para el conjunto A18 el MAD 

calculado para el funcional 1PH
sT  es de 11.6685 Hartrees, este valor está muy por 

encima del MAD que se obtiene con el funcional WPBEK
sT  que es de 0.2463 Hartrees. 

Para las energías cinéticas del conjunto GN y M30 presentadas en la Tabla 6.2 y 6.3, 

respectivamente, se observa la misma situación, los MADs están por encima de los 

resultados obtenidos por el funcional WPBEK
sT   En los tres conjuntos la energía 

cinética sobrestima las energías de Hartree-Fock para la mayoría de los sistemas 

estudiados, esto se debe a que la energía cinética obtenida con el funcional de 

Weiszacker para los átomos ligeros es mayor que la energía cinética obtenida por el 

funcional de Pauli.  
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Tabla 6.1. Energías cinéticas (Hartrees) del conjunto A18 calculadas con el 

funcional 1PH
sT . 

A18 HF
sT  1PH

sT  

H 0.5000 0.6733 
He 2.8617 3.7264 
Li 7.4327 9.6219 
Be 14.5730 18.4523 

B 24.5293 30.2730 
C 37.6900 45.3427 
N 54.4045 64.0945 
O 74.8142 85.6973 
F 99.4114 111.1049 
Ne 128.5470 141.0062 

Na 161.8590 175.7591 
Mg 199.6146 214.8410 
Al 241.8773 258.4854 
Si 288.8546 306.7648 
P 340.7193 359.8889 
S 397.5065 417.5253 
Cl 459.4831 480.1704 
Ar 526.8177 548.1013 
MAD --- 11.6685 

 

Tabla 6.2. Energías cinéticas (Hartrees) del conjunto GN calculadas con el funcional 
1PH

sT . 

GN HF
sT  1PH

sT  

He 2.8617 3.7264 

Ne 128.5470 141.0062 

Ar 526.8177 548.1013 

Kr 2752.0547 2765.2473 

Xe 7232.1384 7217.4070 

Rn 21866.7679 21745.9200 
MAD --- 30.5632 
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Tabla 6.3. Energías cinéticas (Hartrees) del conjunto M30 calculadas con el 

funcional 1PH
sT . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

M30 HF
sT  1PH

sT  

NH3 56.1279 64.8894 
H2O 75.9756 86.0347 
HF 100.0116 111.2629 
C6H5CH3 269.4321 316.7313 
CH3-(CH2)6-CH3 313.0685 368.4277 
C6H5OH 305.2386 355.2467 
C6H5Cl 689.2744 749.9952 
SiH4 291.2468 309.4902 
CH3C-O-CH2CH3 230.7444 268.1339 
C4H4NH 210.8945 246.7821 
C6H5F 329.2726 380.5131 
H2S 398.6174 418.5732 
PCl3 1718.9362 1799.1077 
HCl 460.0035 480.6694 
LiF 92.7087 108.0843 
HCN 106.9714 120.0109 
CO 112.6027 129.5230 
CH3OH 114.9284 131.9098 
N2 108.7383 125.8469 
O2 149.4633 169.7919 
CO2 187.3857 213.8180 
Na2 323.6385 351.2058 
Si2 577.6237 613.2007 
P2 681.2811 718.7877 
S2 794.8742 834.4187 
Cl2 918.7706 959.7834 
NaCl 621.3568 655.6762 
CCl4 1875.4283 1963.9094 
CS2 832.7463 878.8638 
CH4 40.1412 47.4695 
MAD --- 33.0218 
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Para una comparación adecuada del funcional de Pauli 1PH
sT  es necesario compararlo 

con funcionales del mismo tipo, por lo tanto, se eligieron algunas de las mejores 

propuestas de funcionales de Pauli reportados en la literatura, estos son: el funcional 
84VT K

sT  propuesto por Karasiev et al. [72] mostrado en la Ec. (4.78), el funcional 

LKT
sT  diseñado por Luo et al. [73] presentado en la Ec. (4.82) y la familia de 

funcionales propuestos por Contantin et al. [116] mostrados en la Ec. (4.84). Estos 

funcionales se muestran en la Gráfica 6.2; se puede apreciar que en la región de 

0 s< < 1  los factores de exacerbamiento 1PHFθ , PGSFθ  y 
20

9
PG

Fθ tienen un 

comportamiento muy parecido entre sí. El factor de exacerbamiento que decae a cero 

más rápidamente es el 1PHFθ  mientras que LKTFθ y 84VT KFθ  decaen más lentamente. 

Tabla 6.4. Tabla comparativa de la desviación absoluta media (MAD) calculada 
para varios funcionales de energía cinética. 
 

 

 

 

 

 

 

En la Tabla 6.4 se puede observar que el funcional de Pauli 1PH
sT  para los tres 

conjuntos estudiados da una desviación media semejante al de los funcionales intPG
sT  

y 
20

9
PG

sT , siendo éstos los factores de exacerbamiento que tienen el menor error 

respecto de las energías de Hartree-Fock. En el conjunto GN aparecen errores 

mayores para todos los funcionales de la tabla, siendo el funcional  1PH
sT  el de menor 

MAD con un valor de 30.5632 Hartrees, el resto toma valores de la desviación 

absoluta media por arriba de los 60 Hartrees. En el conjunto M30 los funcionales 
20

9
PG

sT  y 1PH
sT  dan los mejores resultados, aunque con MADs arriba de los 28 

Hartrees. En los tres conjuntos estudiados los funcionales que tienen un mayor error 

Funcional 
MAD (Hartrees) 

A18 GN M30 
1PH

sT  11.6685 30.5632 33.0218 
84VT K

sT  86.2047 1466.8234 222.4328 
LKT
sT  56.1259 924.3154 146.174 
PGS
sT  29.2996 323.9849 77.7009 

20

9
PG

sT  9.9426 200.4921 28.6911 

intPG
sT  13.7804 65.0724 38.3758 
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para la descripción de la energía cinética son los funcionales PGS
sT , LKT

sT  y 84VT K
sT . 

De la Gráfica 6.2 se puede notar que los funcionales de Pauli que dan los mejores 

resultados tienen formas muy semejantes en sus factores de exacerbamiento. El 

funcional de Pauli 1PH
sT  no es capaz de mejorar los resultados del funcional de energía 

cinética total presentado en el capítulo anterior, pero si da mejores resultados que 

los funcionales de Pauli actuales presentes en la literatura.  

 

 
Gráfica 6.2. Factores de exacerbamiento de Pauli presentados en la literatura. 

Una gran cantidad de factores de exacerbamiento de Pauli fueron propuestos, pero 

ninguno de ellos mejora el MAD para los conjuntos estudiados, la dificultad que tiene 

el diseño de funcionales de Pauli radica en el hecho de que para los átomos ligeros se 

requiere un factor de exacerbamiento de Pauli que decaiga más rápido respecto del 

factor de exacerbamiento de Pauli que se requiere para los átomos más pesados, por 

esta razón se diseñó una familia de funcionales de Pauli que dependen del sistema 

estudiado, estos funcionales recuperan exactamente las energías de Pauli obtenidas 

con el funcional WPBEK PTθ
− , por lo tanto la desviación absoluta media del cálculo de 

la energía cinética total con estas propuestas debe ser igual a la que se obtiene con 

el funcional WPBEK
sT . Estos factores de exacerbamiento son funciones dependientes 

del sistema y se construyen de tal manera que mejoren localmente la densidad de 
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energía cinética. A continuación, se muestra la primera propuesta para el factor de 

exacerbamiento de Pauli de este tipo,  

1 2( ) ( ) ( )WPBEK SD
SDF s f s c f sθ

− = + ,     (6.12) 

con 

2

1

4 4 2
1 18 4

1 1

1
( ) ( )

(1 )

ks

b

e
f s s s

s a s

α

= −
+

     (6.13) 

y 

2

4
2 4 2
( )

(1 )

kse
f s s

s

α

=
+

,       (6.14) 

donde 1s  de la función 1( )f s  fija el valor de la raíz que ayuda a que el factor de 

exacerbamiento de Pauli decaiga rápidamente para valores de s  pequeños, mientras 

que 2( )f s  compensa las energías para los átomos pesados, esto se logra multiplicando 

esta función por el parámetro 
SDc  que se calcula para cada sistema. Los valores de 

1 4a =  y 1 8b =  se fijaron de manera que la energía cinética obtenida con la función 

1( )f s  fuera menor que la energía cinética obtenida con el funcional WPBEK PTθ
− para el 

átomo de Li. El valor de 1s  se fijó de dos formas distintas, con 1 0.823s =  cuyo valor 

proviene de la Ec. (6.10) que es donde comienza a tomar valores negativos el 

funcional de Pauli asociado al funcional WPBEK
sT , también se utilizó el valor de 

1 0.6s = , el cual se obtiene siguiendo el trabajo de M. del Campo et al. [25] calculando 

el valor promedio de s〈 〉  y 2s〈 〉 para el conjunto de los gases nobles, los resultados 

que se obtienen para los dos diferentes valores de 1s  son muy similares, por lo que 

únicamente se presentan los resultados con el valor 1 0.823s = . Es importante notar 

que 1( )f s  y 2( )f s  se construyeron de manera que WPBEK SDFθ
−  cumpla con la condición 

expresada en la Ec. (6.5) recuperando el desarrollo en gradientes de segundo orden 

de la energía cinética, ambas funciones decaen a cero cuando s → ∞  cumpliendo la 

condición expresada en la Ec. (6.7).   

Otro factor de exacerbamiento de Pauli basado en esta misma idea se expresa a 

continuación,   
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1 1 2 2( ) ( ) ( )WPBEK SDG
SD SDF s A h s A h sθ

− = +     (6.15) 

con 

2

1 4 2
1

( )
(1 )

kse
h s

m s

α

=
+

       (6.16) 

y 

2

2 4 2
2

( )
(1 )

kse
h s

m s

α

=
+

,        (6.17) 

donde 1( )h s  es una función que decae muy rápido, mientras que 2( )h s  tiene un 

decaimiento más lento. Las constantes 1SDA  y 2SDA  se fijan cumpliendo varias 

condiciones, una de ellas es la condición expresada en la Ec. (6.5) que corresponde a 

recuperar el desarrollo en gradientes de segundo orden de la energía cinética; esta 

condición nos lleva a que 1(0) 1h = , 2(0) 1h =  y el factor de exacerbamiento de la 

Ec. (6.15) en 0s =  se comporte como,  

1 2(0)WPBEK SDG
SD SDF A Aθ

− = + .      (6.18) 

Por otro lado, la condición (0) 1WPBEK SDGFθ
− =  lleva a que  

1 2 1SD SDA A+ = .       (6.19) 

Por definición, utilizando la Ec. (6.3) podemos expresar la energía cinética del 

funcional WPBEK SDGTθ
−  como 

5 5
3 3

1 1 2 2[ ( )] ( ) ( ) ( ) ( )WPBEK SDG
SD TF SD TFT A C h s d A C h s dθ ρ ρ ρ− = +∫ ∫r r r r r , (6.20) 

entonces introducimos la condición de que la energía cinética de Pauli de la ecuación 

anterior sea igual a la que se obtiene con el funcional WPBEK PTθ
− , el cual está 

expresado en la Ec. (6.10), de esta manera obtenemos la siguiente expresión,  

1 2
1 2

h h WPBEK P
SD SDA T A T Tθ θ θ

−+ = .      (6.21) 

Los valores de 1SDA  y 2SDA  se determinan resolviendo el sistema de dos ecuaciones 

con dos incógnitas, además debe tenerse en cuenta que  
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1 2[ ( )] [ ( )]h hT Tθ θρ ρr r  ,      (6.22) 

esto es porque 2( )h s  decae más lento que 1( )h s , también se impone la siguiente 

condición, 

2h WPBEK PT Tθ θ
− .       (6.23) 

Por lo tanto, resolviendo para las Ecs. (6.19) y (6.21) se tiene la siguiente expresión 

para 1SDA , 

2

1 2 1

h WPBEK P

SD h h

T T
A

T T

θ θ

θ θ

−−
=

−
      (6.24) 

con  10 1SDA  y en consecuencia de esto  20 1SDA . El valor 1 50m =  se fijó 

de tal manera que la energía cinética obtenida con la función 1( )h s  fuera menor a la 

energía cinética que se obtiene con el funcional WPBEK PTθ
−  para el átomo de H, 

mientras que el valor de 2 0.5m =  se fijó de manera que la energía cinética obtenida 

con la función 2( )h s  fuera mayor a la energía cinética que se obtiene con el funcional 

WPBEK PTθ
−  para el átomo de Rn.  

Por último, se propone un factor de exacerbamiento de Pauli cuya característica 

principal es mejorar la densidad de energía cinética cerca de los núcleos, para esto es 

necesario que el factor de exacerbamiento de Weizsäcker domine en esa región, en el 

origen el gradiente reducido de la densidad tiene un valor aproximado de 

1/31 / (6 )s π=  [90], por lo tanto, se construye el factor de exacerbamiento de Pauli 

de tal manera que para ese valor del gradiente de la densidad sea igual a cero. La 

propuesta es la siguiente   

1 1 2 2( ) ( ) ( )WPBEK SDW
SDW SDWF s A G s A G sθ

− = +    (6.25) 

con 

2

4 4 2
1 18 4 2

1 2

1
( ) ( )

(1 )

kse
G s s s

s a s

α

= −
+

     (6.26) 

y 
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2

4 4 2
2 18 4 2

1 2

1
( ) ( )

(1 )

kse
G s s s

s b s

α

= −
+

,      (6.27) 

donde 1( )G s  es una función que decae rápidamente y 2( )G s  es la función de largo 

alcance, la cual decae más lento. Las constantes 1SDWA  y 2SDWA  se fijaron siguiendo 

el mismo procedimiento y aplicando las mismas condiciones que se utilizaron en el 

funcional ( )WPBEK SDGF sθ
− , por lo tanto, se llega a la siguiente expresión para 1SDGA  

2

1 2 1

G WPBEK P

SDW G G

T T
A

T T

θ θ

θ θ

−−
=

−
 ,     (6.28) 

con  10 1SDWA  y en consecuencia  20 1SDWA . El valor 2 200a =  se fijó de 

tal manera que la energía cinética obtenida con la función 1( )G s  fuera menor a la 

energía cinética que se obtiene con el funcional WPBEK PTθ
−  para el átomo de H, 

mientras que el valor de 2 15b =  se fijó de manera que la energía cinética obtenida 

con la función 2( )G s  fuera mayor a la energía cinética que se obtiene con el funcional 

WPBEK PTθ
−  para el átomo de Rn. El valor 1s  se fijó en 1( )G s  y 2( )G s  con un valor de 

1/3
1 1 / (6 )s π=  para recuperar el término de Weizsäcker cerca el origen. Al igual que 

los dos factores de exacerbamiento anteriores, éste factor de exacerbamiento recupera 

el desarrollo en gradientes de segundo orden de la energía cinética y cuando s → ∞  

este factor tiende a cero, cumpliendo la condición expresada en la Ec. (6.7). 

Para los factores de exacerbamiento de las Ecs. (6.12), (6.15) y (6.25) se utilizó el 

valor de 1.42778kα = −  porque estos funcionales de Pauli se basan en el funcional 

WPBEK
sT  y éste se construye con el valor de 0.23889kµ =  que lleva a este valor de 

kα . 

Las constantes calculadas dependientes del sistema 
SDc , 1SDA , 2SDA , 1SDWA  y 

2SDWA  para el conjunto GN se muestran en la Tabla 6.5, para los conjuntos A18 y 

M30 pueden consultarse en el Apéndice D. Se puede observar que para el funcional 
WPBEK SD
sT

−  la constante del átomo de He es igual a cero, lo mismo ocurre en el átomo 

de H, esto se debe a que la función 1( )f s  expresada en la Ec. (6.13) sobrestima la 

energía del funcional WPBEK PTθ
−  para estos dos sistemas, por lo tanto, 1( )f s  no 

contribuye para H y He. Es importante recordar que el funcional de Weizsäcker 
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reproduce exactamente la energía cinética de estos dos átomos, por lo tanto, la 

contribución a la energía cinética del término de Pauli para H y He tiene que ser 

cero. El funcional de Pauli WPBEK PTθ
−  para estos átomos da energías cinéticas 

cercanas a cero. La contribución de la integral 2( )f s  para WPBEK SD
sT

−  va aumentando 

a medida que aumenta el tamaño del sistema.  Para el caso de las constantes 1SDA  y 

2SDA  que corresponden al funcional WPBEK SDG
sT

−  si es posible representar a todos los 

sistemas y es claro que la contribución de la función 1( )h s  de corto alcance contribuye 

más en los átomos más ligeros, ya que a partir del átomo de Ne la contribución de la 

función de largo alcance 2( )h s  comienza a ser más importante. En el caso del átomo 

de Rn el 95 % es contribución de largo alcance. Las contantes 1SDWA  y 2SDWA  que 

corresponden al funcional WPBEK SDW
sT

−  tienen la misma tendencia que las constantes 

1SDA  y 2SDA , a medida que crece el tamaño del átomo la contribución de la función 

de largo alcance va teniendo un efecto importante, para el átomo de He no hay una 

contribución significativa de la función 2( )G s  de largo alcance, mientras que para el 

átomo de Rn la contribución de esta función alcanza un 72 % respecto de la función 

1( )G s  que es de corto alcance. 

Tabla 6.5. Constantes del conjunto GN calculadas para los factores de 
exacerbamiento de Pauli de las Ecs. (6.12) y (6.15). 
 

 

 

 

 

 

En las Gráficas 6.3, 6.4 y 6.5 se pueden observar los factores de exacerbamiento 

dependientes del sistema para el conjunto GN. La Gráfica 6.3 muestra el factor de 

exacerbamiento WPBEK SDFθ
− . En todos los casos este factor presenta dos máximos, el 

segundo máximo es distinto para cada sistema y va creciendo al igual que lo hace el 

número de electrones del sistema, esto se debe a que la contribución de la integral 

que se requiere en esa región es mayor para los sistemas más pesados. En la        

GN 
(0.823)WPBEK SD

Tθ
−  WPBEK SDGTθ

−  WPBEK SDWTθ
−  

SDc  1SDA  2SDA  1SDWA  2SDWA  

He 0.00 0.98 0.02 1.00 0.00 
Ne 4.37 0.36 0.64 0.83 0.17 
Ar 6.21 0.20 0.80 0.75 0.25 
Kr 8.61 0.10 0.90 0.60 0.40 
Xe 10.10 0.07 0.93 0.47 0.53 
Rn 11.65 0.05 0.95 0.28 0.72 
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gráfica 6.4 se puede observar el factor de exacerbamiento WPBEK SDGFθ
− , a diferencia 

del factor de exacerbamiento anterior, este factor presenta para todos los elementos 

del conjunto GN una función monotónicamente decreciente, la diferencia que hay 

entre un elemento y otro es que el factor de exacerbamiento decae más rápido para 

los átomos ligeros, mientras que para los átomos pesados es más lento. Para el caso 

del átomo de Kr Xe y Rn este factor de exacerbamiento es muy similar. En la   

Gráfica 6.5 se observa que el factor de exacerbamiento WPBEK SDWFθ
−  se comporta 

igual que el factor de exacerbamiento WPBEK SDFθ
− , ya que en todos los casos aparecen 

dos máximos y el segundo es diferente para cada sistema, la contribución de la función 

que decae más lentamente va teniendo un efecto importante a medida que el tamaño 

del sistema crece, es importante notar que este factor de exacerbamiento en todos los 

casos tiene un valor de cero en 1/31 / (6 )s π= , antes de este punto todos los sistemas 

tienen un comportamiento muy parecido.  

 

 
Gráfica 6.3. Factores de exacerbamiento WPBEK SDFθ

−  con un valor de 1 0.823s =  

para todos los elementos del conjunto GN. 
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Gráfica 6.4. Factor de exacerbamiento WPBEK SDGFθ

−  para todos los elementos del 

conjunto GN. 

 

 
Gráfica 6.5. Factor de exacerbamiento WPBEK SDWFθ

−  para todos los elementos del 

conjunto GN. 
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De las tres gráficas anteriores puede corroborarse que los factores de exacerbamiento 

de Pauli WPBEK SDFθ
−  y WPBEK SDGFθ

−  cumplen con la condición impuesta en la           

Ec. (6.8) ya que están acotados entre 0 y 1, mientras que el factor de exacerbamiento 
WPBEK SDWFθ

−  no cumple con esta condición. 

Se sabe que los funcionales de energía cinética de tipo GGA que tienen la contribución 

del funcional de Pauli y Weizsäcker en general describen mejor la densidad de energía 

cinética, esto se debe principalmente a la presencia del término de Weizsäcker que es 

necesario para describir correctamente la densidad de energía cinética cerca y lejos 

de los núcleos.  

En el capítulo anterior, se mostró que para los indicadores σ , 
α∆  y near

α∆  

expresados en las Ecs. (5.6), (5.8) y (5.10) el funcional de Weizsäcker resultó ser el 

funcional que mejor describe la densidad de energía cinética comparado únicamente 

con los funcionales de energía cinética de tipo GGA. Utilizando los mismos 

indicadores se analizará la calidad local de los funcionales WPBEK SD
sT

− , WPBEK SDG
sT

−  y 

WPBEK SDW
sT

−  respecto de los funcionales de Pauli ya reportados por otros autores. 

Hay que recordar que por construcción los funcionales WPBEK SD
sT

− , WPBEK SDG
sT

−  y 

WPBEK SDW
sT

−  recuperan las energías cinéticas del funcional WPBEK
sT . 

En la Tabla 6.6 se muestran los resultados obtenidos por el indicador σ  para los tres 

conjuntos estudiados; es claro que los tres funcionales de Pauli propuestos en este 

trabajo dan los mejores resultados para este indicador. El funcional WPBEK SD
sT

−  en 

los tres conjuntos estudiados tiene el menor valor de σ  respecto del resto de los 

funcionales mostrados en esta tabla, seguido de éste, se encuentran el funcional  
WPBEK SDG
sT

−  con valores muy cercanos y posteriormente el funcional WPBEK SDW
sT

−  

con valores de σ  mayores en el conjunto GN.  El resto de los funcionales de Pauli 

mostrados en la Tabla 6.6 no compiten con los funcionales WPBEK SD
sT

−  y WPBEK SDG
sT

−

propuestos en este trabajo, ya que tienen valores de σ  mayores, los funcionales  
84VT K

sT  y LKT
sT  dan los valores más grandes de σ , mientras que la familia de 

funcionales PG
sT
µɶ  tiene valores de σ  muy cercanos al funcional WPBEK SDW

sT
− . Hay 

que recordar que a menor valor σ  mejor es la descripción de la densidad de energía 

cinética cerca de los núcleos debido a que este indicador σ  enfatiza el error en 

regiones cercanas a los núcleos.  
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Tabla 6.6. Valores de σ  calculados para varios funcionales de Pauli. 
 

 

 

 

 

 

 

 

Tabla 6.7. Valores de 
α∆  calculados para varios funcionales de Pauli. 

 

 

 

 

 

 

 

 

El indicador 
α∆  enfatiza el error en regiones lejanas a los núcleos, por lo que 

analizarlo resulta importante para medir cual funcional es el más adecuado para 

describir estas regiones. En la Tabla 6.7 se puede observar que nuevamente los 

funcionales WPBEK SD
sT

−  y WPBEK SDG
sT

−  dan los mejores resultados para el indicador 

α∆  en los conjuntos estudiados. La tendencia que siguen los valores de 
α∆  es la 

misma que se presenta en la Tabla 6.6 para los valores σ , con la diferencia de que 

los valores de 
α∆  están más cercanos entre sí para todos los funcionales, esto se debe 

a que para regiones alejadas de los núcleos el término de Weizsäcker es el que domina 

Funcional 
Valores de σ  

A18 GN M30 
WPBEK SD
sT

−
 0.2378 0.2784 0.2966 

WPBEK SDG
sT

−
 0.2743 0.2968 0.3365 

WPBEK SDW
sT

−
 0.2886 0.4571 0.3543 

84VT K
sT  0.7262 0.5575 0.7155 
LKT
sT  0.5792 0.4767 0.5776 
PGS
sT  0.4659 0.4000 0.4783 

20

9
PG

sT  0.3904 0.3537 0.4104 

intPG
sT  0.4059 0.3634 0.4249 

Funcional 
Valores de 

α∆  

A18 GN M30 
WPBEK SD
sT

−
 0.2850 0.3362 0.5811 

WPBEK SDG
sT

−
 0.3071 0.3837 0.6108 

WPBEK SDW
sT

−
 0.3409 0.5043 0.6658 

84VT K
sT  0.4626 0.4992 0.674 
LKT
sT  0.3943 0.4404 0.6118 
PGS
sT  0.3568 0.4174 0.6080 

20

9
PG

sT  0.3389 0.4188 0.6073 

intPG
sT  0.3431 0.4195 0.6105 
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en todos los funcionales de Pauli. El conjunto M30 es donde se comete el mayor error 

con el indicador 
α∆ , esto indica que en regiones alejadas de los núcleos la presencia 

del término de Weizsäcker ayuda a describir mejor la densidad de energía cinética en 

átomos que en moléculas. Los funcionales que cometen un mayor error para este 

indicador son los funcionales WPBEK SDW
sT

−  y 84VT K
sT . 

Tabla 6.8. Valores de near
α∆  calculados para varios funcionales de Pauli. 

 

 

 

 

 

 

 

 

Otro indicador para medir la calidad de los funcionales de energía cinética, es el 

propuesto por Mejia-Rodríguez y Trickey [85], su indicador near
α∆  mide la calidad de 

los funcionales de energía cinética sin enfatizar el error en alguna región en particular. 

Los resultados del indicador near
α∆  para varios funcionales de Pauli utilizando los tres 

conjuntos de prueba se reportan en la Tabla 6.8, en general se puede observar que 

los valores de near
α∆  son menores que los obtenidos por el indicador 

α∆ . Los 

resultados del indicador near
α∆  confirman que nuevamente el funcional WPBEK SD

sT
−  

para los tres conjuntos estudiados describen mejor la densidad de energía cinética 

comparados con los funcionales de Pauli actuales, el funcional WPBEK SDG
sT

−  da 

resultados muy aproximados al funcional WPBEK SD
sT

− , sin embargo, el funcional 

WPBEK SDW
sT

−  da errores mayores en los tres conjuntos estudiados. La razón por la 

cual el funcional de Pauli WPBEK SD
sT

−  mejora la densidad de energía cinética puede 

apreciarse en la Gráfica 6.6. En esta gráfica se presenta éste factor de exacerbamiento  

comparado contra el factor de exacerbamiento WPBEK
sF de la Ec. (5.3) y el factor de 

Funcional 
Valores de near

α∆  

A18 GN M30 
WPBEK SD
sT

−
 0.2773 0.3232 0.5422 

WPBEK SDG
sT

−
 0.2997 0.3708 0.5713 

WPBEK SDW
sT

−
 0.3340 0.4919 0.6317 

84VT K
sT  0.4578 0.4865 0.6314 
LKT
sT  0.3887 0.4275 0.5699 
PGS
sT  0.3512 0.4044 0.5660 

20

9
PG

sT  0.3329 0.4060 0.5659 

intPG
sT  0.3372 0.4067 0.5689 
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exacerbamiento de Hartree-Fock graficados contra la coordenada radial para el átomo 

de Ne, se puede observar que el factor de exacerbamiento WPBEK
sF  está muy alejado 

del factor de exacerbamiento de Hartree-Fock, mientras que el factor de 

exacerbamiento WPBEK SD
tF

−  tiene una forma semejante a la que mantiene el funcional 

de Hartree-Fock, con la diferencia de que el máximo en HF es mayor y comienza a 

tomar el comportamiento asintótico un poco antes. La similitud que existe entre el 

factor de exacerbamiento WPBEK SD
tF

−  y HF
tF  es la responsable de que el funcional 

WPBEK SD
sT

−  de resultados más razonables con los indicadores  σ , α∆  y near
α∆ . 

 
Gráfica 6.6. Comparación de los factores de exacerbamiento de energía cinética 
WPBEK
sT  y WPBEK SD

sT
−  contra el factor de exacerbamiento exacto de Hartree-Fock. 

Se presentan los factores de exacerbamiento del átomo de Ne.  
 

En el capítulo anterior se mostró que los funcionales de energía cinética con 

dependencia en el laplaciano reducido de la densidad describen la densidad de energía 

cinética mejor que los funcionales de tipo GGA; esta conclusión se deriva de los 

resultados obtenidos para los indicadores σ , α∆  y near
α∆ , por lo tanto, para 

comparar la calidad a nivel local de los funcionales de Pauli  WPBEK SD
sT

− , WPBEK SDG
sT

−  

y WPBEK SDW
sT

−  es necesario hacerlo respecto de algunos funcionales dependientes del 

laplaciano, la Tabla 6.9 muestra los resultados obtenidos para la suma de los 

indicadores near
α α∆ + ∆  en los tres conjuntos estudiados utilizando los resultados 
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obtenidos para los funcionales que mejor describen la densidad de energía cinética, 

estos son: el funcional  PC
sT de Perdew y Constantin [83] mostrado en la Ec. (4.59), 

el funcional TFLreg
sT   propuesto por Smiga et al. [86] presentado en la Ec. (4.64)y los 

funcionales propuestos por Mejia-Rodriguez y Trickey [85], TFLopt
sT  de la Ec. (4.65) 

y PCopt
sT .  No hay duda de que los funcionales TFLopt

sT , TFLreg
sT , PCopt

sT  y PC
sT son los 

mejores para describir la densidad de energía cinética en los tres conjuntos 

estudiados, sin embargo es importante notar que en el conjunto A18 el funcional 
WPBEK SD
sT

−  da un error muy cercano al de los funcionales PCopt
sT  y PC

sT , mientras 

que para el conjunto GN el funcional WPBEK SD
sT

− tiene un valor de near
α α∆ + ∆ menor 

que el obtenido con funcional PC
sT  y semejante al del funcional PCopt

sT . En el 

conjunto M30 los funcionales WPBEK SD
sT

− , WPBEK SDG
sT

−  y WPBEK SDW
sT

−  dan errores 

muy por encima del resto de los funcionales, esto reafirma la idea de que el término 

del laplaciano de la densidad es requerido para una descripción local más adecuada 

de la energía cinética. Hay que recordar que los funcionales TFLopt
sT  y PCopt

sT  se 

ajustaron para minimizar el error en el indicador near
α α∆ + ∆ , razón por la cual se 

encuentran entre los mejores para la descripción de la densidad de energía cinética.  

Tabla 6.9. Valores de near
α α∆ + ∆  para funcionales de energía cinética dependientes 

del laplaciano reducido de la densidad y funcionales de Pauli propuestos.  
 

 

 

 

 

 

 

 

 

Funcional 
Valores de near

α α∆ + ∆  

A18 GN M30 
WPBEK SD
sT

−  0.5623 0.6594 1.1233 

WPBEK SDG
sT

−  0.6068 0.7545 1.1821 

WPBEK SDW
sT

−
 0.6750 0.9962 1.2975 

TFLreg
sT  0.2834 0.3177 0.4165 

TFLopt
sT  0.2544 0.2758 0.3686 
PC
sT  0.5542 0.7071 0.5658 

PCopt
sT  0.5002 0.6474 0.4580 
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En la Gráfica 6.7 se presentan los factores de exacerbamiento WPBEK SD
sT

− , 

WPBEK SDG
sT

−  y WPBEK SDW
sT

−  comparados con el factor de exacerbamiento TFLopt
sF  que 

depende únicamente del laplaciano reducido de la densidad y el factor de 

exacerbamiento de Hartree-Fock. Es claro que la presencia del laplaciano es crucial 

para la describir la energía cinética ya que prácticamente hace que el factor de 

exacerbamiento TFLopt
sF  este muy próximo al factor de exacerbamiento exacto para 

Hartree-Fock. Las tres propuestas presentadas en este trabajo son muy semejantes 

entre sí, pero el factor de exacerbamiento WPBEK SD
sF

−  está más próximo al factor HF
sF

en una mayor región, esto explica porque el error calculado con los indicadores σ , 

α∆  y near
α∆  es menor para este funcional. Es importante notar que el funcional 

WPBEK SDW
sF

−  cerca del origen se parece al funcional  TFLopt
sF  y HF

sF , esto se debe a 

que está construido para que en el origen domine el término de Weizsäcker, para la 

región de 0.2 0.8r≤ ≤ , el funcional WPBEK SDW
sF

−  se encuentra más alejado del 

funcional HF
sF , por lo que esta propuesta da los errores más altos en los tres conjuntos 

de prueba con los tres indicadores utilizados. 

 
Gráfica 6.7. Comparación de los factores de exacerbamiento de Pauli de energía 

cinética de este trabajo contra el factor de exacerbamiento exacto de Hartre-Fock y 
el factor de exacerbamiento TFL. Se presentan los factores de exacerbamiento del 

átomo de Ne. 
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Claramente se puede observar de la Tabla 6.9 que los funcionales de Pauli WPBEK SD
sT

−  

y WPBEK SDG
sT

−  mejoran la densidad de energía cinética al mismo nivel que un 

funcional de energía cinética dependiente del laplaciano reducido de la densidad, con 

la ventaja de que éstos funcionales de Pauli sólo dependen del gradiente reducido de 

la densidad, lo que implica un menor esfuerzo computacional. También hay que 

recordar que los funcionales WPBEK SD
sT

− , WPBEK SDG
sT

−  y WPBEK SDW
sT

−  describen a la 

energía cinética total con un MAD mucho menor respecto a los errores que se 

obtienen con los funcionales dependientes del laplaciano.   

Finalmente utilizando la densidad de Hartree-Fock y la expresión derivada para el 

potencial de Pauli de la Ec. (6.9) se realizaron gráficas para los funcionales de Pauli  
WPBEK SDTθ

− , WPBEK SDGTθ
−  y WPBEK SDWTθ

−  empleando el conjunto GN. En las Gráficas 

6.8, 6.9 y 6.10, se presenta el potencial de Pauli para el átomo de Ne calculado con 

estos funcionales. Se puede observar en las Gráficas 6.8 y 6.10 que el funcional 
WPBEK SDTθ

−  y WPBEK SDWTθ
−  tienen regiones negativas considerables, esto mismo 

ocurre para el resto de los elementos del conjunto GN, mientras que el potencial de 

Pauli generado por el funcional WPBEK SDGTθ
−  de la Gráfica 6.9 muestra un función 

positiva y decreciente que decae a cero; lo mismo ocurre con el resto de los elementos 

del conjunto GN. Por lo tanto, los funcionales WPBEK SDTθ
−  y WPBEK SDWTθ

−  no cumplen 

con la condición expresada en la Ec. (4.77) para el potencial de Pauli, pero hay que 

tener en cuenta que esta situación no necesariamente es definitiva, ya que, el 

potencial de Pauli obtenido aquí vía post-SCF corresponde a la densidad de Hartree-

Fock y no a un cálculo autoconsistente. 
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Gráfica 6.8. Potencial de Pauli del funcional WPBEK SD

sT
−  con un valor de 

1 0.823s =  para el átomo de Ne. 

 
Gráfica 6.9. Potencial de Pauli del funcional WPBEK SDG

sT
−  para el átomo de Ne. 
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Gráfica 6.10. Potencial de Pauli del funcional WPBEK SDW

sT
−  para el átomo de Ne. 

En el Apéndice D pueden encontrarse las energías cinéticas y los indicadores σ , 
α∆  

y near
α∆  para cada uno de los elementos que integran cada conjunto utilizando los 

funcionales presentados en este capítulo. 
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Capítulo 7   

Conclusiones 

Se cumplieron todos los objetivos planteados en esta investigación, ya que se 

construyeron diversos funcionales de energía cinética de tipo GGA no empíricos, los 

cuales son capaces de predecir la energía cinética calculadas con densidades de 

Hartree-Fock con una buena precisión. 

Es posible construir aproximaciones al funcional de energía cinética que den 

resultados muy próximos a los obtenidos con el método de Kohn-Sham dando una 

descripción razonable de la densidad de energía cinética y resultados favorables en el 

cálculo de la energía cinética. Sin embargo, los funcionales de energía cinética de tipo 

GGA todavía no son capaces de reproducir exactamente la energía cinética no 

interactuante tanto a nivel global como local. 

En particular el funcional WPBEK
sT  resulta ser el mejor candidato para calcular la 

energía cinética no interactuante de los sistemas estudiados, los resultados obtenidos 

demuestran que el funcional WPBEK
sT  hasta ahora es el mejor funcional de tipo GGA 

comparado con otros funcionales de la literatura, incluso se tienen mejores resultados 

con el funcional WPBEK
sT  que con los funcionales no locales o funcionales que dependen 

del laplaciano reducido de la densidad.  

Analizando la construcción del factor de exacerbamiento para la energía cinética se 

determinó que para valores del gradiente reducido de la densidad tendiendo a cero 

es conveniente recuperar los desarrollos asintóticos de segundo orden en el límite de 

carga nuclear grande [30] ya que esto da resultados favorables en todos los factores 

de exacerbamientos propuestos al contrario de lo que ocurre cuando se recupera el 

desarrollo gradientes de segundo orden para la energía cinética [52].  

Es importante mencionar que así como concluye Cancio et al. [66], no es conveniente 

utilizar exactamente el mismo factor de exacerbamiento de la energía de intercambio 

en la energía cinética tal como varios autores lo han hecho, es por eso que en este 

trabajo se planteó una forma diferente de cómo utilizar la hipótesis de Lee et al. [61], 

considerando que en el factor de exacerbamiento de la energía cinética se tienen los 

límites correctos para valores pequeños y grandes del gradiente reducido de la 



-136- 

densidad. Entonces de acuerdo con toda la discusión del capítulo 3 se puede utilizar 

como función de interpolación el factor de exacerbamiento PBE del intercambio que 

contiene información de los cortes en espacio real y de la regla de suma; de esta 

manera, el factor de exacerbamiento de energía cinética presentado en este trabajo 

cumple las condiciones físicas de la energía cinética y además incluye información 

importante de la densidad de energía de intercambio.  

El funcional WPBEK
sT  recupera la energía de Hartree-Fock con una desviación absoluta 

media de 0.2463 Hartrees para los átomos ligeros y 0.8807 Hartrees en el caso de los 

átomos más pesados, lo cual es bastante bueno respecto de otros funcionales, no 

obstante, la descripción de la densidad de la energía cinética de este funcional es 

parecida a la del resto de funcionales de tipo GGA reportados en la literatura. La 

mejor representación de la densidad de energía cinética está dada por los funcionales 

dependientes del laplaciano reducido de la densidad. Por lo tanto, utilizando el 

funcional WPBEK
sT y manteniendo la calidad de las energías cinéticas totales de este, 

se propusieron 3 funcionales de Pauli, WPBEK SD
sT

− , WPBEK SDG
sT

−  y WPBEK SDW
sT

− , los 

cuales mejoran sustancialmente la descripción de la densidad de energía cinética, de 

modo que un funcional de Pauli que sólo depende de la densidad electrónica y su 

gradiente es capaz de tener la calidad local de un funcional de energía cinética que 

depende del laplaciano reducido de la densidad. Esto es de gran importancia para la 

construcción de funcionales metaGGA debido a que estos incorporan de forma 

explícita la densidad de energía cinética y un funcional que únicamente depende de 

la densidad y su gradiente se calcula con un menor esfuerzo computacional.  

De la construcción de factores de exacerbamiento para la energía cinética de tipo 

GGA se encuentra evidencia suficiente para concluir que la región físicamente 

importante para describir la energía cinética se encuentra en un intervalo para el 

gradiente reducido de la densidad de 0 1.5s< < . Este intervalo es menor al que 

reportan Zupan et al. y M. del Campo et al. [23-25] que va de 0 3s< <  donde se 

encuentra la región físicamente importante para describir la energía del sistema. 

También es importante mencionar que pequeñísimas variaciones al factor de 

exacerbamiento en la región físicamente importante para la energía cinética afecta 

considerablemente los resultados para la energía cinética global.  

Del análisis del factor de exacerbamiento exacto de Hartree-Fock que se muestra en 

el Apéndice A, se puede notar que existen diversas variables que pueden ser usadas 
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para construir el factor de exacerbamiento de la energía cinética. Debemos ir todavía 

más allá del gradiente reducido de la densidad para seguir mejorando el funcional de 

energía cinética.  

De los resultados obtenidos con los indicadores σ , 
α∆  y near

α∆  se demostró que los 

funcionales de energía cinética que tienen como ingrediente al laplaciano reducido de 

la densidad dan una descripción más adecuada de la densidad de energía cinética, lo 

cual confirma la propuesta de Yang et al. [78] y de otros autores que mencionan que 

la presencia del laplaciano es decisiva para reproducir correctamente la densidad de 

energía cinética. Sin embargo, en este trabajo se desarrolló un funcional de Pauli que 

no tiene dependencia en el laplaciano de la densidad y los resultados muestran que 

tiene una calidad local muy cercana a la de un funcional dependiente del laplaciano.   

También los resultados muestran que cuando se incorpora el laplaciano reducido de 

la densidad a un funcional de tipo GGA, éste mejora su descripción local, no obstante, 

el laplaciano de la densidad diverge cerca de los núcleos y esto tiene consecuencias 

importantes al momento de calcular la derivada variacional del funcional de energía 

cinética, además incluir el laplaciano requiere una demanda computacional mayor.  

Con respecto a las propiedades termodinámicas y cinéticas se puede observar que con 

la metodología empleada todos los funcionales de tipo GGA propuestos y de la 

literatura no dan buenos resultados en el cálculo de estas propiedades. Solamente 

para el caso del cálculo de los calores de formación, el funcional WPBEK
sT  da un error 

menor al que se obtiene de un cálculo de KS utilizando la aproximación de 

intercambio LDA, el resto de las propiedades termodinámicas y cinéticas calculadas 

con funcionales de energías cinéticas de tipo GGA están muy lejos de los valores 

reales.  

Finalmente, no hay suficiente evidencia para argumentar que si el factor de 

exacerbamiento de Pauli es positivo definido su potencial de Pauli también lo será 

para cumplir con las restricciones impuestas.  De los resultados obtenidos se aprecia 

que el potencial de Pauli para el factor de exacerbamiento WPBEK SDG
sT

−  es positivo, 

sin embargo, calcular el potencial utilizando una densidad de Hartree-Fock no 

garantiza la positivad del potencial de Pauli que se obtiene de manera 

autoconsistente. 
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En conclusión, en este trabajo se ha desarrollado una metodología para diseñar un 

funcional de energía cinética total en el cual se incorporan los límites correctos de la 

energía cinética, pero para la función de interpolación de dichos límites se incorporen 

los efectos de los cortes en espacio real y la regla de suma. A partir de éste funcional 

es posible construir un funcional de Pauli que mejora sustancialmente a nivel local 

sin perder la calidad global. 
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7.1. Perspectivas 

En la presente investigación fue posible la construcción de varios funcionales de 

energía cinética, los cuales dan resultados favorables en el cálculo de energía cinética 

y en la descripción local de la misma. La metodología empleada aquí es la primera 

prueba para validar estos funcionales, es por ello por lo que se proponen las siguientes 

alternativas para continuar con el trabajo de investigación. 

 Incorporar más restricciones al funcional de Pauli, de tal manera que su 

derivada funcional en adición a la derivada funcional del término de 

Weizsäcker lleven a una mejor descripción local de la densidad de energía 

cinética. 

 Implementar en algún código de estructura electrónica un método variacional 

que permita realizar cálculos autoconsistentes con los funcionales de energía 

cinética propuestos y así determinar la energía cinética con la densidad SCF 

de cada propuesta, posteriormente evaluar la calidad de los funcionales de 

forma local y también evaluar la calidad de los resultados que se obtienen para 

el cálculo de otras propiedades químicas.  

 Los funcionales de tipo metaGGA dependen de la densidad de energía cinética 

y actualmente todos estos funcionales dependen del laplaciano reducido de la 

densidad, la idea es utilizar los funcionales de energía cinética propuestos en 

este trabajo para proponer nuevos funcionales de intercambio de tipo 

metaGGA o modificarlos, hacer esto implica que los funcionales de 

intercambio metaGGA únicamente dependerán de la densidad y de su 

gradiente, lo cual los convertiría en funcionales de tipo GGA. En este sentido 

el esfuerzo computacional para este tipo de funcionales disminuiría 

considerablemente.   

 Modificar la correlación de Lee, Yang y Parr [37] utilizando los funcionales de 

energía cinética no interactuantes propuestos en este trabajo  

 Implementar estos funcionales de energía cinética en el código de estructura 

electrónica PROFESS [104] para estudiar la descripción de propiedades en 

sólidos. 

 Ampliar los conjuntos de prueba estudiados, por ejemplo, incluir sistemas que 

contengan metales de transición o compuestos organometálicos con 

polarización de espín.  
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Apéndices  

Apéndice A. Factor de exacerbamiento exacto para la Energía 

Cinética 

Este apéndice tiene como objetivo mostrar cual es la forma exacta del funcional de 

exacerbamiento que está en términos de orbitales, haciendo un mapeo de dicho factor 

contra un conjunto de variables dependientes, esto es posible utilizando la siguiente 

metodología. Primero que nada, recordemos que la densidad de energía cinética 

obtenida en el esquema de Kohn-Sham está expresada de dos maneras distintas [28],   

21
( ) | ( ) |

2

N

i
i

τ ϕ= ∇∑r r        (A.1) 

y 

* 21
( ) ( ) ( )

2

N
KS

i i
i

t ϕ ϕ= − ∇∑r r r      (A.2) 

donde ( )iϕ r  es el i-esimo orbital de Kohn-Sham de un sistema de N electrones. Las 

dos expresiones anteriores dependen de un conjunto de orbitales y son válidas para 

determinar la energía cinética global de un sistema, estas difieren localmente y están 

relacionadas por la expresión,   

21
( ) ( ) ( )

4
KSt τ ρ= − ∇r r r .      (A.3) 

En nuestro caso estamos interesados en proponer funcionales de energía cinética 

[ ( )]sT ρ r  que dependan explícitamente de la densidad electrónica ( )ρ r  y cuyo factor 

de exacerbamiento pueda escribirse en términos del gradiente reducido de la densidad 

(s ) o del laplaciano reducido de la densidad (q ) estos tienen la siguiente forma,   

52 32 3
3

[ ] (3 ) ( ) ( )
10s tT F x dρ π ρ= ∫ r r      (A.4) 

donde ( )tF x  es el factor de exacerbamiento y “x ” su variable dependiente. Por lo 

tanto, de la expresión anterior se puede apreciar que la densidad de energía cinética 

con este modelo se expresa como 
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52 32 3
3

( ) (3 ) ( ) ( )
10s tt F xρ π ρ= r ,     (A.5) 

entonces la densidad de energía cinética expresada en la Ec. (A.5) la igualamos con 

la de energía cinética positiva de Kohn-Sham mostrada en la Ec. (A.1), de esta 

manera se llega a la siguiente expresión  

52 32 23
3 1

(3 ) ( ) ( ) | ( ) |
10 2

N

t i
i

F xπ ρ ϕ= ∇∑r r ,    (A.6) 

despejando ( )F x  es posible obtener el comportamiento que debe tener el factor de 

exacerbamiento exacto en términos de la densidad de energía cinética de Kohn-Sham. 

Por lo tanto, de la Ecs. (A.5) y (A.6)  se escribe el factor de exacerbamiento como  

2

52 32 3

1
| ( ) |

2
( )

3
(3 ) ( )

10

N

i
i

tF x

ϕ

π ρ

∇
=

∑ r

r

.      (A.7) 

Es importante notar que en la Ec. (A.7) el factor de exacerbamiento de energía 

cinética ( )F x  está en términos de x , donde x  puede referirse al gradiente reducido 

de la densidad, ( )s r , al laplaciano reducido de la densidad, ( )q r  o a la densidad 

misma, ( )ρ r , incluso a la coordenada radial r , de esta manera se obtiene 

numéricamente el comportamiento para el factor de exacerbamiento según la variable 

que se utilice.  

La Ec. (A.7) se implementó en el código de estructura electrónica NWChem6.5 y se 

hizo un mapeo respecto a todas las variables mencionadas para obtener los factores 

de exacerbamiento para todos los elementos de los conjuntos A18 y GN. Para los 

átomos que no tienen densidad esférica se impuso una ocupación fraccionaria.    

Los cálculos se realizaron con densidades de Hartre-Fock, utilizando un conjunto de 

base UGBS, manteniendo un grid suficientemente fino tipo Lebedev de 10000 puntos 

radiales, lo cual nos asegura un comportamiento suave y continuo del factor de 

exacerbamiento.  

A continuación, se presentan los comportamientos que deben tener los factores de 

exacerbamiento exactos únicamente para el conjunto de los gases nobles. 
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Figura A.1. Factor de exacerbamiento de la Ec. (A.7) contra el gradiente reducido de la 

densidad, ( )s r . 
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Figura A.2. Factor de exacerbamiento de la Ec. (A.7) contra el laplaciano reducido de la 

densidad, ( )q r . 



-145- 

 

Figura A.3. Factor de exacerbamiento de la Ec. (A.7) contra la coordenada radial, r . 
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Figura A.4. Factor de exacerbamiento de la Ec. (A.7) contra la densidad electrónica, ( )ρ r . 
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Apéndice B. Variables para el factor de exacerbamiento de 

energía cinética 

Para poder diseñar funcionales de energía cinética que dependan explícitamente de 

la densidad electrónica, no es necesario que los factores de exacerbamiento de energía 

cinética incorporen como variable básica el gradiente reducido de la densidad, existen 

otras cantidades escalares en la literatura que pueden emplearse para construir este 

factor de exacerbamiento. En este apéndice, se realizó un análisis de varias cantidades 

que pueden ser importantes para la descripción de energía cinética, este estudio 

permite encontrar las regiones donde estas cantidades tienen una mayor importancia.  

Para este análisis se programó una metodología ya reportada en la literatura [23-25] 

que consiste en denotar la densidad de valores ( )g y  de cualquier cantidad escalar     

y , con la siguiente expresión, 

( ) d ( ) ( ( ))g y y yρ δ= −∫ r r r ,      (B.1) 

donde ( ( ))y yδ − r  es la función delta de Dirac. Para calcular la integral de la Ec. 

(B.1) se remplaza la función delta de Dirac por una representación gaussiana que 

tiene la siguiente forma,  

2 2( ( )) /1
( ( )) y y Ty y e

T
δ

π

− −− = rr ,     (B.2) 

T es como una “temperatura” que tiene que ser elegida lo más pequeña posible, se 

determinó que el valor óptimo es 0.04T = . La función delta de Dirac es exacta en el 

límite cuando T tiende a cero. La Ec. (B.2) describe una representación suave de la 

delta de Dirac. Esto se implementó en el código de estructura electrónica 

NWChem6.5 utilizando un conjunto de base UGBS para los conjuntos A18 y GN. 

De este estudio se determinó cual es la región de mayor importancia de cada una de 

las cantidades estudiadas, con esta información se espera mejorar los funcionales de 

energía cinética.  

Las cantidades que se analizaron son las siguientes: el gradiente reducido de la 

densidad ( )s r , el laplaciano reducido de la densidad ( )q r , algunos indicadores iso-

orbitales, como son,  1t− , z , 
Pα  y β , además  dos índices de interacción, ELF  

(Electron Localization Function, por sus siglas en inglés) y SCI (Strong Covalent 

Interaction, por sus siglas en inglés). La importancia de estudiar estas cantidades 
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radica en el hecho de que por sí mismas sirven para describir interacciones entre 

moléculas. Las expresiones matemáticas para cada uno de estos indicadores se 

muestran a continuación, 

1 4
2 3 3

( )1
( )

2(3 ) ( )

s
ρ

π ρ

∇
=

r
r

r

,      (B.3) 

2

2

( )1
( )

( )(2 ( ))F

q
k

ρ

ρ

∇
=

r
r

rr
,      (B.4) 

( ) /P KS W TFα τ τ τ= − ,      (B.5) 

1 /KS TFt τ τ− = ,       (B.6) 

/W KSz τ τ= ,       (B.7) 

2/ ( (5 / 3) 1)P P sβ α α= + + ,     (B.8) 

21 / (1 )PELF α= +        (B.9) 

y 

1 / PSCI α=         (B.10) 

donde 

21
( ) | ( ) |

2

N

KS i
i

τ ϕ= ∇∑r r ,      (B.11) 

2
( )1

( )
8 ( )W

ρ
τ

ρ

∇
=

r
r

r
,       (B.12) 

y 

52 32 3
3

( ) (3 ) ( )
10TFτ π ρ=r r .      (B.13) 

 

A continuación, se muestran las gráficas obtenidas para cada uno de estos 

indicadores.  
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Figura B.1. Densidad de valores del gradiente reducido de la densidad ( )s r  para los 

conjuntos A18 y GN.  

 

Figura B.2. Densidad de valores del laplaciano reducido de la densidad ( )q r  para 

los conjuntos A18 y GN.  

 

 

 

Figura B.3. Densidad de valores del indicador 1t−  para los conjuntos A18 y GN.  
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Figura B.4. Densidad de valores del indicador z  para los conjuntos A18 y GN. 

 

 

 

Figura B.5. Densidad de valores del indicador 
Pα  para los conjuntos A18 y GN. 

 

 

 

Figura B.6. Densidad de valores del indicador β  para los conjuntos A18 y GN. 
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Figura B.7. Densidad de valores del índice de interacciones ELF  para los conjuntos 

A18 y GN. 

 

Figura B.8. Densidad de valores del índice de interacciones SCI  para los conjuntos 

A18 y GN. 

Observando todas las gráficas anteriores se construye la Tabla B.1 que contiene un 

resumen de la información de cada uno de los indicadores analizados. 

Tabla B.1. Resumen del análisis para determinar las regiones más importantes para 

la energía total de un sistema.  

Regiones importantes para la energía  
Cantidades escalares Conjunto A18 Conjunto GN 
( )s r  0 ( ) 3s< <r  0 ( )s< < 1.5r  
( )q r  0 ( ) 3q< <r  0.5 ( )q< < 1.5r  

1t−  10 t−< < 9  10 t−< < 5  

z  0 z< < 1  0 z< < 1  

Pα  0 Pα< < 3  0 Pα< < 3  

β  0 β< < 1  0 β< < 1  

ELF  0 ELF< < 1  0 ELF< < 1  

SCI  0 SCI< < 4  0 SCI< < 3  
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Apéndice C. Análisis del GGA de intercambio  

A continuación, se muestra el notebook del programa Mathematica 12.0 en donde se 

realizó el análisis de la aproximación de gradiente generalizado para el intercambio 

discutido en la Sección 3.2 de esta tesis. Es importante mencionar que la función de 

amortiguamiento expresada en la Ec. (3.23) tiene un valor de 1 en este código. 
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Apéndice D. Tablas de información adicional 

Esta sección contiene los resultados para los cálculos de energía cinética, los 

indicadores de las Ecs. (5.6), (5.8) y (5.10) que corresponden a σ , 
α∆  y near

α∆  

respectivamente, esto para cada sistema de los conjuntos estudiados (A18, GN y 

M30). 

Tabla D.1. Energía cinética (Hartrees) del conjunto A18 calculadas con el funcional  
WPBEK
sT  de la Ec. (5.3) con un valor 5 / 27kµ = .  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Tabla D.2. Energía cinética (Hartrees) del conjunto GN calculadas con el funcional  
WPBEK
sT  de la Ec. (5.3) con un valor 5 / 27kµ = . 

 

 

 

 

A18 WPBEK
sT  

H 0.5148 
He 2.8614 
Li 7.4057 
Be 14.3259 
B 24.0371 
C 36.9435 
N 53.5615 
O 73.3520 
F 97.4130 
Ne 126.3908 
Na 159.3736 
Mg 196.6765 
Al 238.4788 
Si 284.9486 
P 336.3030 
S 392.3414 
Cl 453.5320 
Ar 520.1134 
MAD 2.3862 

GN WPBEK
sT  

He 2.8614 
Ne 126.3908 
Ar 520.1134 
Kr 2719.4632 
Xe 7155.6473 
Rn 21660.2411 
MAD 54.0784 
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Tabla D.3. Energía cinética (Hartrees) del conjunto M30 calculadas con el funcional  
WPBEK
sT  de la Ec. (5.3) con un valor 5 / 27kµ = . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

 

 

 

 

 

 

M30 WPBEK
sT  

NH3 55.0902 
H2O 74.4917 
HF 98.1255 
C6H5CH3 264.8259 
CH3-(CH2)6-CH3 307.7881 
C6H5OH 299.7708 
C6H5Cl 679.3921 
SiH4 287.3952 
CH3C-O-CH2CH3 226.5815 
C4H4NH 207.1704 
C6H5F 323.3922 
H2S 393.4634 
PCl3 1696.7591 
HCl 454.1092 
LiF 90.9251 
HCN 105.0625 
CO 110.3851 
CH3OH 112.7576 
N2 106.5321 
O2 146.3472 
CO2 183.7352 
Na2 318.5009 
Si2 569.8102 
P2 672.3085 
S2 784.5621 
Cl2 906.8865 
NaCl 613.0059 
CCl4 1851.0038 
CS2 821.7321 
CH4 39.5120 
MAD 6.2027 
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Tabla D.4. Energías cinéticas (Hartrees) del conjunto A18 calculadas para 

funcionales de energía cinética de tipo GGA reportados en la literatura.  

 

Tabla D.5. Energías cinéticas (Hartrees) del conjunto GN calculadas para 

funcionales de energía cinética de tipo GGA reportados en la literatura. 

A18 
TFT  

WT  
TFWT  86PW K

sT  PBEK
sT  APBEK

sT  E
sT  94LC

sT  

H 0.4590 0.5000 0.9589 0.5101 0.5104 0.5111 0.5344 0.5119 

He 2.5605 2.8616 5.4222 2.8616 2.8617 2.8659 2.9763 2.8683 

Li 6.7008 7.2401 13.9409 7.4680 7.4706 7.4814 7.7228 7.4862 

Be 13.1286 13.6621 26.7907 14.6060 14.6136 14.6350 14.9630 14.6363 

B 22.0748 22.0565 44.1313 24.5006 24.5103 24.5474 24.9908 24.5395 

C 34.0338 32.2598 66.2936 37.6391 37.6482 37.7065 38.2459 37.6839 

N 49.5303 44.1765 93.7068 54.5320 54.5402 54.6255 55.2443 54.5852 

O 67.9603 58.1361 126.0965 74.6733 74.6692 74.7902 75.3545 74.7090 

F 90.4840 73.6440 164.1280 99.1335 99.1128 99.2769 99.7253 99.1482 

Ne 117.7608 90.6131 208.3739 128.5466 128.5116 128.7259 129.0158 128.5486 

Na 148.7973 110.5620 259.3593 162.0345 161.9939 162.2632 162.4620 162.0422 

Mg 184.0010 132.5981 316.5990 199.9701 199.9267 200.2582 200.2707 199.9836 

Al 223.4168 156.8185 380.2353 242.3750 242.3313 242.7316 242.5991 242.4043 

Si 267.2907 183.0863 450.3770 289.4963 289.4563 289.9325 289.6256 289.5492 

P 315.8393 211.3879 527.2273 341.5479 341.5170 342.0759 341.5664 341.6342 

S 368.8556 241.7472 610.6029 398.3406 398.3207 398.9704 398.2027 398.4639 

Cl 426.8144 274.0889 700.9034 460.3304 460.3277 461.0756 460.0096 460.5015 

Ar 489.9540 308.4239 798.3779 527.7523 527.7749 528.6283 527.2297 527.9850 
MAD 12.8796 60.9796 96.2238 0.3233 0.3156 0.5513 0.5135 0.3630 

GN 
TFT  

WT  
TFWT  86PW K

sT  PBEK
sT  APBEK

sT  E
sT  94LC

sT  

He 2.5605 2.8616 5.4222 2.8616 2.8617 2.8659 2.9763 2.8683 

Ne 117.7608 90.6131 208.3739 128.5466 128.5116 128.7259 129.0158 128.5486 

Ar 489.9540 308.4239 798.3779 527.7523 527.7749 528.6283 527.2297 527.9850 

Kr 2591.1983 1276.7939 3867.9921 2749.5160 2752.0611 2756.0790 2742.4813 2753.9753 

Xe 6857.9494 2932.5554 9790.5048 7220.2041 7231.1693 7240.8511 7202.9920 7237.2947 

Rn 20885.7436 7557.3412 28443.0848 21811.1923 21856.2618 21882.2970 21769.5075 21877.3026 

MAD 260.6701 3390.0997 1767.4281 11.8306 2.0790 5.0433 22.8293 3.1312 
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Tabla D.6. Energías cinéticas (Hartrees) del conjunto M30 calculadas para 

funcionales de energía cinética de tipo GGA reportados en la literatura. 

 

M30 
TFT  

WT  
TFWT  86PW K

sT  PBEK
sT  APBEK

sT  E
sT  94LC

sT  

NH3 50.9897 44.2004 95.1901 56.0790 56.0788 56.1689 56.6158 56.1044 
H2O 69.0960 57.6226 126.7186 75.8175 75.8079 75.9321 76.3584 75.8347 
HF 91.2222 73.0830 164.3052 99.8435 99.8212 99.9869 100.3587 99.8511 
C6H5CH3 244.8489 219.0490 463.8979 269.8628 269.8870 270.3149 272.8111 270.0262 
CH3-(CH2)6-CH3 284.5842 254.3607 538.9449 313.5914 313.6272 314.1221 317.0988 313.7957 
C6H5OH 277.4306 243.7786 521.2092 305.4321 305.4415 305.9306 308.4163 305.5829 
C6H5Cl 635.7029 460.4143 1096.1172 690.5149 690.5328 691.6459 692.6512 690.8224 
SiH4 269.5706 184.6307 454.2013 291.9464 291.9093 292.3888 292.1207 292.0073 
CH3C-O-CH2CH3 209.7173 183.6072 393.3245 230.8149 230.8211 231.1906 233.0644 230.9291 
C4H4NH 191.6403 169.7162 361.3565 211.0569 211.0747 211.4097 213.2841 211.1813 
C6H5F 299.5382 259.3404 558.8787 329.4493 329.4461 329.9767 332.4115 329.5909 
H2S 369.9342 242.0728 612.0070 399.4637 399.4448 400.0960 399.3196 399.5885 
PCl3 1596.3757 1031.5773 2627.9530 1722.4572 1722.4189 1725.2216 1721.3276 1723.0479 
HCl 427.3826 274.0946 701.4771 460.9020 460.9006 461.6490 460.5781 461.0749 
LiF 84.0676 74.6613 158.7289 92.6305 92.6320 92.7807 93.5807 92.6759 
HCN 97.5424 79.7439 177.2863 106.8976 106.8735 107.0504 107.5742 106.9129 
CO 102.2204 88.3544 190.5749 112.4308 112.4255 112.6079 113.4172 112.4737 
CH3OH 104.4689 89.3859 193.8547 114.8094 114.8048 114.9906 115.7925 114.8533 
N2 98.5701 86.4201 184.9902 108.5231 108.5206 108.6959 109.5454 108.5673 
O2 135.7257 114.2705 249.9962 149.0163 149.0030 149.2462 150.1384 149.0607 
CO2 170.3280 144.4999 314.8279 187.1208 187.1020 187.4073 188.5562 187.1704 
Na2 297.5167 220.8578 518.3745 323.9828 323.9014 324.4399 324.7358 323.9933 
Si2 534.5446 365.7654 900.3100 578.9246 578.8438 579.7961 579.1392 579.0268 
P2 631.4694 421.8192 1053.2886 682.8212 682.7547 683.8735 682.7504 682.9819 
S2 737.6876 482.5664 1220.2540 796.5786 796.5380 797.8373 796.2263 796.8200 
Cl2 853.5413 547.3628 1400.9040 920.4977 920.4932 921.9885 919.7994 920.8379 
NaCl 575.7881 384.0982 959.8863 622.4955 622.4516 623.4691 622.5522 622.6727 
CCl4 1741.5996 1124.9662 2866.5658 1878.9734 1878.9713 1882.0216 1877.9451 1879.6796 
CS2 772.0595 513.3133 1285.3727 834.4604 834.4242 835.7837 834.5221 834.7268 
CH4 36.4873 32.8595 69.3468 40.2180 40.2233 40.2864 40.7188 40.2481 
MAD 33.1951 150.6337 249.0880 0.7866 0.7787 1.3820 1.5302 0.9151 
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Tabla D.7. Energías cinéticas (Hartrees) del conjunto A18 calculadas para 

funcionales de energía cinética reportados en la literatura que no sólo dependen del 

gradiente reducido de la densidad. 

 

Tabla D.8. Energías cinéticas (Hartrees) del conjunto GN calculadas para 

funcionales de energía cinética reportados en la literatura que no sólo dependen del 

gradiente reducido de la densidad. 

A18 4GEA
sT  4GE m

sT  4GE M
sT

−
 

TFLreg
sT  

TFLopt
sT  

PC
sT  

PCopt
sT  1pt WDA

sT
−  2pt WDA

sT
−  

H 0.5298 0.5866 0.5274 0.5211 0.5005 0.5124 0.5177 0.4599 0.4599 
He 2.9622 3.2431 2.9585 3.0056 2.8804 2.9931 2.9949 2.7340 2.7340 
Li 7.7066 8.3110 7.7022 7.7239 7.4061 7.6512 7.6916 7.4108 7.4526 
Be 14.9885 15.8264 15.0139 14.9322 14.3230 14.7995 14.8759 14.8090 14.8460 
B 25.0663 26.3243 25.1074 24.8625 23.7557 24.6262 24.6367 25.0020 24.9800 
C 38.3876 40.1258 38.4517 38.0411 36.3747 37.8907 37.4093 38.7510 38.5490 
N 55.4598 57.7420 55.5561 54.9761 52.6667 54.8936 53.7243 55.2400 54.7000 
O 75.9558 78.5449 75.8623 74.9666 71.5450 74.8596 72.8224 78.1100 76.9330 
F 100.2873 103.5150 100.4544 99.3074 94.8911 99.6576 95.8387 102.0100 99.9810 
Ne 129.7581 133.5316 129.9801 128.5992 123.1282 129.3132 123.5086 132.6600 129.3300 
Na 163.4148 167.8543 163.6805 161.9090 155.0446 163.0142 154.9133 166.8900 162.1700 
Mg 201.4854 206.5234 201.8222 199.5580 191.2026 201.1017 190.3810 206.0600 199.6400 
Al 244.0786 249.9005 244.4667 241.5741 231.6259 243.6877 229.9320 249.9200 241.5000 
Si 291.3869 298.0341 291.8396 288.2752 276.5279 291.0635 273.7750 298.5000 287.7700 
P 343.6405 351.1741 344.1543 339.9020 326.1269 343.4253 322.1109 351.9600 338.5300 
S 400.6323 409.0603 401.2115 396.0568 380.1584 400.4424 374.7541 411.1400 394.6500 
Cl 462.8082 472.1954 463.4696 457.4161 439.3169 462.7934 432.0988 474.0600 454.1300 
Ar 530.4233 540.8042 531.1681 524.2770 503.6298 530.6598 494.3829 543.4200 519.5900 
MAD 1.5265 5.6556 1.7739 0.5691 7.2461 1.2161 8.7093 5.4456 1.3868 

GN 4GEA
sT  

4GE m
sT  

4GE M
sT

−
 

TFLreg
sT  TFLopt

sT  PC
sT  PCopt

sT  

He 2.9622 3.2431 2.9585 3.0056 2.8804 2.9931 2.9949 

Ne 129.7581 133.5316 129.9801 128.5992 123.1282 129.3132 123.5086 

Ar 530.4233 540.8042 531.1681 524.2770 503.6298 530.6598 494.3829 

Kr 2757.0756 2793.1462 2760.0769 2724.9487 2634.2379 2761.2507 2538.1361 

Xe 7237.4623 7313.9849 7244.2208 7155.3158 6941.4184 7249.6999 6625.5481 

Rn 21859.1300 22042.5641 21876.4805 21632.2360 21066.5591 21896.1013 19939.3817 
MAD 3.8167 53.0145 5.9496 56.8662 206.2285 10.1384 464.2503 
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Tabla D.9. Energías cinéticas (Hartrees) del conjunto M30 calculadas para 

funcionales de energía cinética reportados en la literatura que no sólo dependen del 

gradiente reducido de la densidad. 

 

M30 4GEA
sT  

4GE m
sT  

4GE M
sT

−
 

TFLreg
sT  TFLopt

sT  PC
sT  PCopt

sT  

NH3 56.8995 59.0272 57.0097 56.4717 53.9347 56.5403 54.8981 
H2O 76.7751 79.4225 76.9230 76.1782 72.8649 76.3103 73.7715 
HF 100.9395 104.1721 101.1236 100.0441 95.7276 100.3734 96.5231 
C6H5CH3 274.2481 284.8459 274.8811 272.8574 261.0059 272.2932 266.8840 
CH3-(CH2)6-CH3 318.7087 331.0425 319.4635 316.8844 302.8793 316.3623 309.7816 
C6H5OH 310.0863 321.6310 310.8129 308.3359 294.9143 307.8636 300.9336 
C6H5Cl 696.6424 714.9901 698.0306 690.1527 661.3752 695.7244 659.7993 
SiH4 293.8420 300.6080 294.3977 291.0763 278.6238 294.1261 276.1176 
CH3C-O-CH2CH3 234.2994 243.0015 234.8206 232.7316 222.5440 232.6212 226.9695 
C4H4NH 214.4008 222.5534 214.8987 213.1853 203.8862 212.8348 208.1562 
C6H5F 334.2478 346.3448 335.0379 331.9889 317.8397 331.9084 323.7352 
H2S 401.7006 410.1699 402.4199 397.4571 381.0035 402.3488 375.7986 
PCl3 1731.6586 1767.0641 1734.7645 1713.3622 1642.7464 1734.5301 1618.2901 
HCl 463.3284 472.7538 464.1344 458.4756 439.5093 464.1599 432.6134 
LiF 94.0652 97.6975 94.2796 93.3957 89.2553 93.2796 91.2209 
HCN 108.1804 111.8031 108.3668 107.3175 102.7382 107.6201 103.7701 
CO 114.0447 118.1803 114.2847 113.0734 108.1548 113.0139 110.1687 
CH3OH 116.4078 120.5787 116.6575 115.5429 110.5004 115.6213 112.3243 
N2 110.1425 114.2698 110.3785 109.2921 104.3878 109.1384 106.5751 
O2 150.9803 156.2239 151.2834 149.7238 143.1801 149.7575 145.2961 
CO2 189.6066 196.2540 190.0311 188.2636 180.1031 188.3025 182.8747 
Na2 326.6204 335.2566 327.3222 323.8304 309.6571 326.5157 309.7358 
Si2 582.5989 595.8345 583.7209 576.7695 552.4143 583.1840 547.4677 
P2 686.8502 701.7875 688.1338 680.0697 651.3134 687.7104 643.9402 
S2 800.9975 817.7777 802.4537 792.7620 759.6892 802.1705 749.3984 
Cl2 925.3095 944.0198 926.9447 915.5398 877.7446 926.8739 864.0563 
NaCl 626.2050 639.9232 627.3851 620.0897 593.9792 627.0116 587.0925 
CCl4 1889.1885 1927.9551 1892.5711 1869.2522 1792.4837 1892.0505 1765.7668 
CS2 839.5044 857.7736 841.0501 831.0547 796.3936 840.4040 786.9326 
CH4 40.8964 42.5707 40.9752 40.5824 38.7640 40.6087 39.6018 
MAD 4.0624 14.9343 4.9018 1.6070 18.2630 3.7919 20.5670 
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Tabla D.10. Energías cinéticas (Hartrees) del conjunto A18 calculadas para 

funcionales de Pauli de tipo GGA reportados en la literatura.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

Tabla D.11. Energías cinéticas (Hartrees) del conjunto GN calculadas para 

funcionales de Pauli de tipo GGA reportados en la literatura.  

 

 

 

 

 

 

A18 84VT K
sT  LKT

sT  PGS
sT  20

9
PG

sT  
intPG

sT  

H 0.9085 0.8141 0.7272 0.6711 0.6810 

He 5.1519 4.5711 4.0571 3.7325 3.7847 

Li 13.2212 11.7643 10.4516 9.6161 9.7561 

Be 25.3644 22.5804 20.0382 18.4181 18.6960 

B 41.7989 37.1712 32.9197 30.1973 30.6698 

C 62.9058 55.8620 49.3941 45.1969 45.9381 

N 89.1681 79.1014 69.9109 63.8276 64.9301 

O 120.2057 106.3433 93.7357 85.3234 86.8507 

F 156.8589 138.4533 121.8198 110.5598 112.6254 

Ne 199.7276 176.0582 154.8306 140.1825 142.9245 

Na 249.0706 219.4637 193.0670 174.5824 178.0987 

Mg 304.4311 268.2216 236.0284 213.2207 217.6217 

Al 366.0037 322.5368 283.9468 256.3115 261.7155 

Si 433.8838 382.5005 336.8980 303.9138 310.4464 

P 508.2692 448.3180 395.0870 356.2232 364.0165 

S 588.9844 519.7477 458.2202 412.9177 422.1007 

Cl 676.4197 597.2309 526.7665 474.4587 485.1761 

Ar 770.8067 681.0229 600.9891 541.1088 553.5111 
MAD 86.2047 56.1259 29.2996 9.9426 13.7804 

GN 84VT K
sT  LKT

sT  PGS
sT  20

9
PG

sT  
intPG

sT  

He 5.1519 4.5711 4.0571 3.7325 3.7847 

Ne 199.7276 176.0582 154.8306 140.1825 142.9245 

Ar 770.8067 681.0229 600.9891 541.1088 553.5111 

Kr 3730.2909 3353.2896 2991.6126 2697.0701 2768.0986 

Xe 9403.6874 8580.8515 7722.0787 6995.8175 7189.4031 

Rn 27200.4632 25259.2863 22979.5284 20981.9183 21577.1067 
MAD 1466.8234 924.3154 323.9849 200.4921 65.0724 
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Tabla D.12. Energías cinéticas (Hartrees) del conjunto M30 calculadas para 

funcionales de Pauli de tipo GGA reportados en la literatura.  

 

 

 

M30 84VT K
sT  LKT

sT  PGS
sT  20

9
PG

sT  
intPG

sT  

NH3 34.3484 80.2741 70.8170 64.6110 65.7375 
H2O 44.7727 106.8697 94.1211 85.6229 87.1788 
HF 57.0172 138.6566 121.9836 110.6774 112.7672 
C6H5CH3 170.8532 390.9992 345.2443 315.5365 320.8628 
CH3-(CH2)6-CH3 198.3730 454.4269 401.4183 367.0075 373.1989 
C6H5OH 189.9421 439.3241 387.6182 353.8147 359.9056 
C6H5Cl 362.2722 930.3539 820.8965 743.2487 758.5146 
SiH4 146.3165 385.7986 339.8476 306.5880 313.1826 
CH3C-O-CH2CH3 143.0050 331.5938 292.5764 267.0341 271.6471 
C4H4NH 132.1687 304.6785 269.0168 245.7864 249.9777 
C6H5F 202.2663 471.1694 415.5273 378.9096 385.5338 
H2S 191.7274 520.9933 459.3436 413.9332 423.1459 
PCl3 816.7781 2238.4351 1973.9854 1778.2404 1818.2065 
HCl 216.9779 597.7760 527.2826 474.9363 485.6697 
LiF 58.0483 133.7207 117.9524 107.6760 109.5154 
HCN 62.4187 149.5396 131.5739 119.4414 121.6617 
CO 68.7000 160.6015 141.5408 128.9722 131.2445 
CH3OH 69.5229 163.4635 144.1071 131.3178 133.6449 
N2 67.0604 155.8565 137.4144 125.3474 127.5148 
O2 88.7194 210.8059 185.7090 168.9959 172.0458 
CO2 112.3636 265.3927 233.7993 212.8759 216.6760 
Na2 174.1893 438.6053 385.8250 348.8675 355.8949 
Si2 289.7491 764.6314 673.4567 607.4986 620.5639 
P2 334.2094 895.6116 789.1824 711.4505 727.0374 
S2 382.2323 1038.7339 915.7614 825.1837 843.5532 
Cl2 433.2288 1193.7478 1052.9149 948.3399 969.7786 
NaCl 303.8426 816.4152 719.5807 648.7693 663.0139 
CCl4 890.0535 2442.1429 2154.1233 1940.8161 1984.4505 
CS2 406.1741 1093.6158 964.2162 869.4482 888.5711 
CH4 25.6523 58.4906 51.6947 47.2894 48.0818 
MAD 222.4328 146.1740 77.7009 28.6911 38.3758 
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Tabla D.13. Valores del indicador σ  expresado en la Ec. (5.6) para el conjunto A18 

calculados con el funcional  WPBEK
sT  de la Ec. (5.3) con un valor 0.23889kµ = . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Tabla D.14. Valores del indicador σ  expresado en la Ec. (5.6) para el conjunto GN 

calculados con el funcional  WPBEK
sT  de la Ec. (5.3) con un valor 0.23889kµ = . 

 

 

 

 

 

 

A18 WPBEK
sT  

H 0.5986 
He 0.5267 
Li 0.5692 
Be 0.5975 
B 0.6003 
C 0.5876 
N 0.5630 
O 0.5569 
F 0.5405 
Ne 0.5162 
Na 0.5084 
Mg 0.5019 
Al 0.4952 
Si 0.4889 
P 0.4821 
S 0.4759 
Cl 0.4702 
Ar 0.4644 

σ  0.5302 

GN WPBEK
sT  

He 0.5267 
Ne 0.5162 
Ar 0.4644 
Kr 0.3956 
Xe 0.3566 
Rn 0.3141 

σ  0.4289 
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Tabla D.15. Valores del indicador σ  expresado en la Ec. (5.6) para el conjunto 

M30 calculados con el funcional  WPBEK
sT  de la Ec. (5.3) con un valor 0.23889kµ = . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

M30 WPBEK
sT  

NH3 0.5618 
H2O 0.5465 
HF 0.5301 
C6H5CH3 0.5780 
CH3-(CH2)6-CH3 0.5825 
C6H5OH 0.5709 
C6H5Cl 0.5068 
SiH4 0.4888 
CH3C-O-CH2CH3 0.5714 
C4H4NH 0.5780 
C6H5F 0.5622 
H2S 0.4761 
PCl3 0.4711 
HCl 0.4695 
LiF 0.5701 
HCN 0.5298 
CO 0.5616 
CH3OH 0.5593 
N2 0.5646 
O2 0.5515 
CO2 0.5548 
Na2 0.5083 
Si2 0.4881 
P2 0.4815 
S2 0.4759 
Cl2 0.4702 
NaCl 0.4774 
CCl4 0.4720 
CS2 0.4795 
CH4 0.5835 

σ  0.5274 
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Tabla D.16. Valores del indicador σ  expresado en la Ec. (5.6) para el conjunto A18 

calculados para funcionales de energía cinética de tipo GGA reportados en la 

literatura.  

 

Tabla D.17. Valores del indicador σ  expresado en la Ec. (5.6) para el conjunto GN 

calculados para funcionales de energía cinética de tipo GGA reportados en la 

literatura. 

A18 
TFT  

WT  
TFWT  86PW K

sT  PBEK
sT  APBEK

sT  E
sT  94LC

sT  

H 0.6291 0.0000 0.9179 0.6256 0.6249 0.6260 0.5688 0.6227 

He 0.5483 0.0000 0.8948 0.5460 0.5450 0.5460 0.4988 0.5431 

Li 0.5819 0.0259 0.9035 0.5798 0.5788 0.5799 0.5385 0.5772 

Be 0.6002 0.0625 0.9025 0.5969 0.5959 0.5970 0.5652 0.5950 

B 0.6035 0.1008 0.8850 0.5994 0.5988 0.5997 0.5723 0.5983 

C 0.5911 0.1441 0.8584 0.5866 0.5863 0.5872 0.5646 0.5860 

N 0.5659 0.1880 0.8266 0.5620 0.5620 0.5628 0.5438 0.5619 

O 0.5599 0.2229 0.8042 0.5555 0.5559 0.5565 0.5405 0.5562 

F 0.5439 0.2592 0.7786 0.5390 0.5396 0.5402 0.5284 0.5401 

Ne 0.5189 0.2951 0.7497 0.5143 0.5154 0.5158 0.5068 0.5160 

Na 0.5101 0.3169 0.7317 0.5065 0.5076 0.5080 0.4987 0.5082 

Mg 0.5029 0.3357 0.7186 0.4996 0.5008 0.5012 0.4929 0.5014 

Al 0.4968 0.3517 0.7055 0.4931 0.4942 0.4946 0.4878 0.4949 

Si 0.4904 0.3662 0.6937 0.4868 0.4880 0.4884 0.4818 0.4886 

P 0.4826 0.3796 0.6818 0.4799 0.4812 0.4815 0.4749 0.4819 

S 0.4780 0.3918 0.6715 0.4740 0.4752 0.4756 0.4709 0.4758 

Cl 0.4714 0.4035 0.6612 0.4681 0.4695 0.4697 0.4649 0.4701 

Ar 0.4659 0.4146 0.6510 0.4625 0.4638 0.4641 0.4598 0.4644 

σ  0.5356 0.2366 0.7798 0.5320 0.5324 0.5330 0.5144 0.5323 

GN 
TFT  

WT  
TFWT  86PW K

sT  PBEK
sT  APBEK

sT  E
sT  94LC

sT  

He 0.5483 0.0000 0.8948 0.5460 0.5450 0.5460 0.4988 0.5431 

Ne 0.5189 0.2951 0.7497 0.5143 0.5154 0.5158 0.5068 0.5160 

Ar 0.4659 0.4146 0.6510 0.4625 0.4638 0.4641 0.4598 0.4644 

Kr 0.3963 0.5361 0.5392 0.3941 0.3952 0.3954 0.3942 0.3957 

Xe 0.3565 0.5945 0.4795 0.3555 0.3564 0.3565 0.3559 0.3567 

Rn 0.3139 0.6544 0.4161 0.3134 0.3140 0.3140 0.3134 0.3142 

σ  0.4333 0.4158 0.6217 0.4310 0.4316 0.4320 0.4215 0.4317 
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Tabla D.18. Valores del indicador σ  expresado en la Ec. (5.6) para el conjunto 

M30 calculados para funcionales de energía cinética de tipo GGA reportados en la 

literatura. 

 

M30 
TFT  

WT  
TFWT  86PW K

sT  PBEK
sT  APBEK

sT  E
sT  94LC

sT  

NH3 0.5689 0.2125 0.8131 0.5610 0.5611 0.5618 0.5472 0.5613 
H2O 0.5517 0.2416 0.7939 0.5447 0.5455 0.5459 0.5331 0.5460 
HF 0.5346 0.2693 0.7727 0.5288 0.5294 0.5300 0.5193 0.5299 
C6H5CH3 0.5811 0.1870 0.8410 0.5766 0.5764 0.5772 0.5614 0.5765 
CH3-(CH2)6-CH3 0.5867 0.1875 0.8395 0.5805 0.5807 0.5813 0.5647 0.5809 
C6H5OH 0.5735 0.2013 0.8278 0.5690 0.5692 0.5698 0.5547 0.5694 
C6H5Cl 0.5070 0.3320 0.7211 0.5047 0.5056 0.5060 0.4973 0.5061 
SiH4 0.4911 0.3661 0.6938 0.4869 0.4880 0.4884 0.4820 0.4886 
CH3C-O-CH2CH3 0.5737 0.2043 0.8255 0.5695 0.5698 0.5704 0.5552 0.5701 
C4H4NH 0.5783 0.1953 0.8346 0.5762 0.5764 0.5770 0.5612 0.5766 
C6H5F 0.5679 0.2124 0.8200 0.5607 0.5607 0.5615 0.5475 0.5610 
H2S 0.4766 0.3927 0.6701 0.4740 0.4753 0.4755 0.4703 0.4759 
PCl3 0.4736 0.3999 0.6654 0.4690 0.4703 0.4705 0.4656 0.4709 
HCl 0.4718 0.4041 0.6593 0.4676 0.4688 0.4691 0.4642 0.4694 
LiF 0.5747 0.1947 0.8314 0.5682 0.5686 0.5691 0.5534 0.5688 
HCN 0.5370 0.2545 0.7780 0.5281 0.5290 0.5294 0.5173 0.5295 
CO 0.5604 0.2153 0.8142 0.5600 0.5602 0.5609 0.5466 0.5605 
CH3OH 0.5630 0.2222 0.8113 0.5578 0.5581 0.5588 0.5448 0.5584 
N2 0.5712 0.2052 0.8220 0.5634 0.5634 0.5642 0.5497 0.5636 
O2 0.5565 0.2355 0.7990 0.5495 0.5501 0.5506 0.5374 0.5506 
CO2 0.5551 0.2289 0.8044 0.5530 0.5535 0.5541 0.5409 0.5539 
Na2 0.5083 0.3176 0.7332 0.5059 0.5070 0.5074 0.4992 0.5076 
Si2 0.4900 0.3668 0.6930 0.4860 0.4872 0.4876 0.4813 0.4878 
P2 0.4807 0.3808 0.6820 0.4794 0.4806 0.4809 0.4753 0.4812 
S2 0.4750 0.3929 0.6714 0.4737 0.4751 0.4754 0.4700 0.4757 
Cl2 0.4698 0.4042 0.6612 0.4680 0.4694 0.4697 0.4648 0.4700 
NaCl 0.4807 0.3818 0.6797 0.4756 0.4767 0.4771 0.4713 0.4773 
CCl4 0.4733 0.4002 0.6633 0.4701 0.4713 0.4716 0.4665 0.4718 
CS2 0.4810 0.3836 0.6769 0.4775 0.4787 0.4791 0.4733 0.4793 
CH4 0.5855 0.1814 0.8381 0.5827 0.5828 0.5834 0.5657 0.5829 

σ  0.5299 0.2857 0.7579 0.5256 0.5263 0.5268 0.5160 0.5267 
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Tabla D.19. Valores del indicador σ  expresado en la Ec. (5.6) para el conjunto A18 

calculados para funcionales de energía cinética reportados en la literatura que no sólo 

dependen del gradiente reducido de la densidad. 

 

Tabla D.20. Valores del indicador σ  expresado en la Ec. (5.6) para el conjunto GN 

calculados para funcionales de energía cinética reportados en la literatura que no sólo 

dependen del gradiente reducido de la densidad. 

A18 4GEA
sT  4GE m

sT  4GE M
sT

−
 

TFLreg
sT  

TFLopt
sT  

PC
sT  

PCopt
sT  

H 0.2405 0.3441 0.2309 0.0422 0.0011 0.0248 0.0354 

He 0.2764 0.3592 0.2682 0.0503 0.0065 0.0459 0.0466 

Li 0.2528 0.3214 0.2464 0.0532 0.0102 0.0322 0.0376 

Be 0.2314 0.2777 0.2281 0.0612 0.0200 0.0232 0.0287 

B 0.2217 0.2637 0.2189 0.0704 0.0347 0.0282 0.0300 

C 0.2149 0.2528 0.2123 0.0745 0.0400 0.0372 0.0340 

N 0.2087 0.2421 0.2062 0.0742 0.0403 0.0457 0.0355 

O 0.2051 0.2339 0.2015 0.0827 0.0537 0.0544 0.0411 

F 0.2007 0.2259 0.1986 0.0861 0.0578 0.0645 0.0473 

Ne 0.1966 0.2186 0.1946 0.0858 0.0574 0.0719 0.0500 

Na 0.1922 0.2124 0.1903 0.0850 0.0577 0.0759 0.0519 

Mg 0.1871 0.2060 0.1853 0.0847 0.0576 0.0778 0.0539 

Al 0.1833 0.2007 0.1815 0.0850 0.0576 0.0794 0.0557 

Si 0.1798 0.1960 0.1781 0.0845 0.0574 0.0806 0.0572 

P 0.1759 0.1920 0.1742 0.0833 0.0569 0.0816 0.0584 

S 0.1730 0.1876 0.1714 0.0833 0.0571 0.0826 0.0597 

Cl 0.1698 0.1843 0.1682 0.0826 0.0566 0.0827 0.0611 

Ar 0.1662 0.1808 0.1647 0.0818 0.0563 0.0831 0.0624 

σ  0.2042 0.2388 0.2011 0.0750 0.0433 0.0595 0.0470 

GN 4GEA
sT  

4GE m
sT  

4GE M
sT

−
 

TFLreg
sT  TFLopt

sT  PC
sT  PCopt

sT  

He 0.2764 0.3592 0.2682 0.0503 0.0065 0.0459 0.0466 

Ne 0.1966 0.2186 0.1946 0.0858 0.0574 0.0719 0.0500 

Ar 0.1662 0.1808 0.1647 0.0818 0.0563 0.0831 0.0624 

Kr 0.1412 0.1499 0.1401 0.0788 0.0574 0.0852 0.0789 

Xe 0.1247 0.1314 0.1237 0.0723 0.0525 0.0796 0.0839 

Rn 0.1100 0.1152 0.1092 0.0669 0.0498 0.0738 0.0881 

σ  0.1692 0.1925 0.1667 0.0726 0.0466 0.0733 0.0683 
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Tabla D.21. Valores del indicador σ  expresado en la Ec. (5.6) para el conjunto M30 

calculados para funcionales de energía cinética reportados en la literatura que no sólo 

dependen del gradiente reducido de la densidad. 

 

M30 4GEA
sT  

4GE m
sT  

4GE M
sT

−
 

TFLreg
sT  TFLopt

sT  PC
sT  PCopt

sT  

NH3 0.2174 0.2481 0.2145 0.0902 0.0612 0.0638 0.0509 
H2O 0.2099 0.2369 0.2072 0.0893 0.0588 0.0656 0.0501 
HF 0.2028 0.2255 0.2002 0.0859 0.0595 0.0697 0.0486 
C6H5CH3 0.2194 0.2519 0.2167 0.0831 0.0518 0.0514 0.0409 
CH3-(CH2)6-CH3 0.2230 0.2549 0.2201 0.0878 0.0556 0.0555 0.0446 
C6H5OH 0.2146 0.2464 0.2118 0.0844 0.0519 0.0535 0.0422 
C6H5Cl 0.1859 0.2064 0.1837 0.0834 0.0571 0.0749 0.0546 
SiH4 0.1821 0.1985 0.1800 0.0866 0.0620 0.0849 0.0587 
CH3C-O-CH2CH3 0.2151 0.2461 0.2124 0.0861 0.0537 0.0558 0.0435 

C4H4NH 0.2193 0.2508 0.2165 0.0866 0.0539 0.0549 0.0445 
C6H5F 0.2133 0.2418 0.2106 0.0827 0.0530 0.0559 0.0422 
H2S 0.1740 0.1901 0.1720 0.0857 0.0612 0.0868 0.0608 
PCl3 0.1720 0.1867 0.1701 0.0840 0.0606 0.0862 0.0612 
HCl 0.1713 0.1859 0.1693 0.0826 0.0604 0.0863 0.0620 
LiF 0.2116 0.2437 0.2088 0.0816 0.0513 0.0499 0.0397 
HCN 0.2043 0.2296 0.2014 0.0835 0.0544 0.0644 0.0450 
CO 0.2088 0.2382 0.2061 0.0828 0.0537 0.0546 0.0426 
CH3OH 0.2140 0.2421 0.2112 0.0880 0.0579 0.0620 0.0466 
N2 0.2090 0.2404 0.2062 0.0811 0.0528 0.0508 0.0411 
O2 0.2040 0.2319 0.2013 0.0834 0.0532 0.0569 0.0436 
CO2 0.2070 0.2356 0.2044 0.0845 0.0528 0.0568 0.0419 
Na2 0.1947 0.2147 0.1925 0.0873 0.0622 0.0800 0.0537 
Si2 0.1807 0.1975 0.1786 0.0862 0.0605 0.0843 0.0579 
P2 0.1760 0.1925 0.1740 0.0857 0.0613 0.0858 0.0590 
S2 0.1724 0.1883 0.1705 0.0850 0.0606 0.0860 0.0603 
Cl2 0.1694 0.1845 0.1675 0.0840 0.0601 0.0864 0.0617 
NaCl 0.1759 0.1912 0.1740 0.0844 0.0606 0.0835 0.0594 
CCl4 0.1703 0.1863 0.1684 0.0836 0.0597 0.0839 0.0612 
CS2 0.1741 0.1913 0.1722 0.0839 0.0597 0.0831 0.0593 
CH4 0.2274 0.2597 0.2243 0.0916 0.0593 0.0624 0.0499 

σ  0.1973 0.2212 0.1949 0.0852 0.0574 0.0692 0.0509 
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Tabla D.22. Valores del indicador σ  expresado en la Ec. (5.6) para el conjunto A18 

calculados para funcionales de Pauli de tipo GGA reportados en la literatura.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

Tabla D.23. Valores del indicador σ  expresado en la Ec. (5.6) para el conjunto GN 

calculados para funcionales de Pauli de tipo GGA reportados en la literatura.  

 

 

 

 

 

 

A18 84VT K
sT  LKT

sT  PGS
sT  20

9
PG

sT  
intPG

sT  

H 0.8170 0.6282 0.4544 0.3422 0.3620 

He 0.8003 0.5974 0.4177 0.3043 0.3225 

Li 0.8152 0.6211 0.4501 0.3393 0.3580 

Be 0.8249 0.6394 0.4794 0.3727 0.3914 

B 0.8170 0.6405 0.4935 0.3936 0.4118 

C 0.7978 0.6299 0.4949 0.4025 0.4200 

N 0.7697 0.6100 0.4846 0.3986 0.4157 

O 0.7557 0.6037 0.4902 0.4114 0.4277 

F 0.7349 0.5908 0.4868 0.4149 0.4302 

Ne 0.7094 0.5716 0.4748 0.4085 0.4232 

Na 0.6931 0.5607 0.4704 0.4076 0.4223 

Mg 0.6802 0.5543 0.4672 0.4078 0.4221 

Al 0.6685 0.5472 0.4635 0.4080 0.4212 

Si 0.6572 0.5398 0.4595 0.4070 0.4197 

P 0.6465 0.5328 0.4549 0.4047 0.4168 

S 0.6374 0.5264 0.4521 0.4031 0.4159 

Cl 0.6283 0.5197 0.4480 0.4019 0.4135 

Ar 0.6189 0.5125 0.4443 0.3997 0.4114 

σ  0.7262 0.5792 0.4659 0.3904 0.4059 

GN 84VT K
sT  LKT

sT  PGS
sT  20

9
PG

sT  
intPG

sT  

He 0.8003 0.5974 0.4177 0.3043 0.3225 

Ne 0.5683 0.5716 0.4748 0.4085 0.4232 

Ar 0.6189 0.5125 0.4443 0.3997 0.4114 

Kr 0.5106 0.4379 0.3907 0.3664 0.3732 

Xe 0.4537 0.3944 0.3563 0.3388 0.3434 

Rn 0.3931 0.3466 0.3161 0.3042 0.3068 

σ  0.5575 0.4767 0.4000 0.3537 0.3634 



-170- 

Tabla D.24. Valores del indicador σ  expresado en la Ec. (5.6) para el conjunto 

M30 calculados para funcionales de Pauli de tipo GGA reportados en la literatura.  

 

 

 

M30 84VT K
sT  LKT

sT  PGS
sT  20

9
PG

sT  
intPG

sT  

NH3 0.7668 0.6087 0.4926 0.4140 0.4303 
H2O 0.7465 0.5984 0.4890 0.4107 0.4263 
HF 0.7263 0.5860 0.4825 0.4096 0.4254 
C6H5CH3 0.7854 0.6278 0.5028 0.4199 0.4365 
CH3-(CH2)6-CH3 0.7881 0.6250 0.5056 0.4196 0.4357 
C6H5OH 0.7802 0.6197 0.5019 0.4171 0.4329 
C6H5Cl 0.6821 0.5566 0.4680 0.4063 0.4201 
SiH4 0.6585 0.5397 0.4597 0.4064 0.4200 
CH3C-O-CH2CH3 0.7778 0.6184 0.5011 0.4175 0.4334 
C4H4NH 0.7842 0.6251 0.5044 0.4186 0.4345 
C6H5F 0.7698 0.6163 0.4983 0.4176 0.4341 
H2S 0.6378 0.5262 0.4525 0.4043 0.4168 
PCl3 0.6313 0.5218 0.4492 0.4033 0.4148 
HCl 0.6268 0.5192 0.4484 0.4012 0.4124 
LiF 0.7788 0.6204 0.4989 0.4139 0.4306 
HCN 0.7377 0.5868 0.4815 0.4064 0.4215 
CO 0.7675 0.6105 0.4935 0.4143 0.4307 
CH3OH 0.7612 0.6106 0.4953 0.4157 0.4321 
N2 0.7757 0.6146 0.4961 0.4164 0.4326 
O2 0.7520 0.6024 0.4917 0.4144 0.4299 
CO2 0.7607 0.6047 0.4923 0.4146 0.4307 
Na2 0.6933 0.5629 0.4711 0.4089 0.4227 
Si2 0.6567 0.5387 0.4596 0.4056 0.4196 
P2 0.6473 0.5326 0.4552 0.4061 0.4184 
S2 0.6377 0.5260 0.4515 0.4037 0.4162 
Cl2 0.6284 0.5197 0.4477 0.4019 0.4142 
NaCl 0.6446 0.5303 0.4535 0.4034 0.4154 
CCl4 0.6322 0.5228 0.4503 0.4019 0.4134 
CS2 0.6444 0.5308 0.4541 0.4030 0.4145 
CH4 0.7838 0.6250 0.5015 0.4152 0.4321 

σ  0.7155 0.5776 0.4783 0.4104 0.4249 
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Tabla D.25. Valores del indicador 
α∆  expresado en la Ec. (5.8) para el conjunto 

A18 calculados con el funcional WPBEK
sT  de la Ec. (5.3) con un valor 0.23889kµ = . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Tabla D.26. Valores del indicador 
α∆  expresado en la Ec. (5.8) para el conjunto 

GN calculados con el funcional WPBEK
sT  de la Ec. (5.3) con un valor 0.23889kµ = . 

 

 

 

 

 

A18 WPBEK
sT  

H 0.9146 
He 1.8315 
Li 1.0119 
Be 2.0711 
B 0.9877 
C 0.8536 
N 0.7163 
O 0.7385 
F 0.6707 
Ne 1.1818 
Na 0.5960 
Mg 1.2000 
Al 0.6210 
Si 0.5869 
P 0.5445 
S 0.5648 
Cl 0.5377 
Ar 1.0089 

α∆  0.9243 

GN 1CW
sT  2CW

sT  WPBEK
sT  

He 4.9666 2.8936 1.8315 
Ne 1.9867 1.4982 1.1818 
Ar 1.5267 1.2147 1.0089 
Kr 0.9658 0.7890 0.6850 
Xe 0.7870 0.6554 0.5840 
Rn 0.5633 0.4911 0.4450 

α∆  1.7993 1.2570 0.9560 
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Tabla D.27. Valores del indicador 
α∆  expresado en la Ec. (5.8) para el conjunto 

M30 calculados con el funcional  WPBEK
sT  de la Ec. (5.3) con un valor 0.23889kµ = . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

 

 

 

 

 

M30 1CW
sT  2CW

sT  WPBEK
sT  

NH3 2.3777 1.7320 1.3649 
H2O 2.2595 1.6218 1.2839 
HF 2.1978 1.5352 1.2287 
C6H5CH3 1.7126 1.4822 1.2996 
CH3-(CH2)6-CH3 1.7977 1.5680 1.3711 
C6H5OH 1.6646 1.4358 1.2616 
C6H5Cl 1.5537 1.3446 1.1894 
SiH4 1.9602 1.5435 1.2768 
CH3C-O-CH2CH3 1.8195 1.5420 1.3285 
C4H4NH 1.7913 1.5320 1.3272 
C6H5F 1.6525 1.4268 1.2536 
H2S 1.7263 1.3184 1.1005 
PCl3 1.2932 1.1011 0.9847 
HCl 1.6654 1.2466 1.0435 
LiF 2.1144 1.6136 1.3174 
HCN 2.2452 1.7387 1.4056 
CO 2.0524 1.5595 1.2756 
CH3OH 2.0741 1.6327 1.3471 
N2 2.0477 1.5372 1.2587 
O2 0.9804 0.7447 0.6189 
CO2 1.8264 1.4406 1.2142 
Na2 1.6912 1.4485 1.2780 
Si2 0.7773 0.6315 0.5491 
P2 1.4513 1.1705 1.0162 
S2 0.7193 0.5833 0.5089 
Cl2 1.4278 1.1529 1.0065 
NaCl 1.5148 1.2899 1.1043 
CCl4 1.2848 1.1078 0.9963 
CS2 1.4551 1.1946 1.0459 
CH4 2.5738 1.8960 1.4861 

α∆  1.7236 1.3724 1.1581 
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Tabla D.28. Valores del indicador 
α∆  expresado en la Ec. (5.8) para el conjunto 

A18 calculados para funcionales de energía cinética de tipo GGA reportados en la 

literatura.  

Tabla D.29. Valores del indicador 
α∆  expresado en la Ec. (5.8) para el conjunto 

GN calculados para funcionales de energía cinética de tipo GGA reportados en la 

literatura. 

A18 
TFT  

WT  
TFWT  86PW K

sT  PBEK
sT  APBEK

sT  E
sT  94LC

sT  

H 2.7395 0.0000 0.5000 2.6615 2.6614 2.6631 1.1595 2.6333 

He 5.3098 0.0000 1.0000 5.1453 5.1444 5.1477 2.2827 5.0897 

Li 2.3407 0.1591 0.5560 2.2639 2.2626 2.2641 1.1590 2.2405 

Be 4.1826 0.4946 1.1438 4.0305 4.0270 4.0295 2.2719 3.9904 

B 1.8803 0.3426 0.5449 1.8112 1.8101 1.8111 1.0818 1.7950 

C 1.6089 0.3470 0.4650 1.5476 1.5470 1.5476 0.9338 1.5343 

N 1.3552 0.3315 0.3837 1.3014 1.3011 1.3017 0.7850 1.2904 

O 1.3295 0.3902 0.3969 1.2751 1.2753 1.2750 0.8037 1.2667 

F 1.1851 0.3846 0.3547 1.1358 1.1358 1.1362 0.7303 1.1273 

Ne 2.1022 0.7410 0.6127 2.0110 2.0117 2.0123 1.2886 1.9964 

Na 1.0353 0.3714 0.3304 0.9890 0.9890 0.9893 0.6401 0.9821 

Mg 1.9804 0.7667 0.6941 1.8802 1.8802 1.8805 1.2647 1.8685 

Al 1.0273 0.4169 0.3623 0.9798 0.9802 0.9803 0.6570 0.9744 

Si 0.9502 0.4129 0.3421 0.9055 0.9058 0.9059 0.6231 0.9003 

P 0.8955 0.4023 0.3171 0.8538 0.8543 0.8544 0.5792 0.8492 

S 0.8988 0.4283 0.3347 0.8588 0.8592 0.8589 0.6006 0.8540 

Cl 0.8608 0.4227 0.3179 0.8223 0.8228 0.8229 0.5718 0.8179 

Ar 1.6101 0.8280 0.5978 1.5374 1.5385 1.5387 1.0756 1.5291 

α∆  1.8496 0.4022 0.5141 1.7783 1.7781 1.7788 1.0282 1.7633 

GN 
TFT  

WT  
TFWT  86PW K

sT  PBEK
sT  APBEK

sT  E
sT  94LC

sT  

He 5.3098 0.0000 1.0000 5.1453 5.1444 5.1477 2.2827 5.0897 
Ne 2.1022 0.7410 0.6127 2.0110 2.0117 2.0123 1.2886 1.9964 

Ar 1.6101 0.8280 0.5978 1.5374 1.5385 1.5387 1.0756 1.5291 

Kr 1.0249 0.8957 0.4324 0.9741 0.9753 0.9751 0.7211 0.9705 
Xe 0.8381 0.9272 0.3882 0.7943 0.7952 0.7948 0.6107 0.7918 

Rn 0.5993 0.9475 0.3020 0.5676 0.5679 0.5675 0.4636 0.5656 

α∆  1.9141 0.7232 0.5555 1.8383 1.8388 1.8394 1.0737 1.8238 
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Tabla D.30. Valores del indicador 
α∆  expresado en la Ec. (5.6) para el conjunto 

M30 calculados para funcionales de energía cinética de tipo GGA reportados en la 

literatura. 

M30 
TFT  

WT  
TFWT  86PW K

sT  PBEK
sT  APBEK

sT  E
sT  94LC

sT  

NH3 2.5152 0.7264 0.7153 2.4139 2.4139 2.4147 1.4899 2.3961 
H2O 2.3917 0.7455 0.6684 2.2950 2.2955 2.2962 1.3977 2.2791 
HF 2.3317 0.7481 0.6356 2.2381 2.2386 2.2393 1.3259 2.2233 
C6H5CH3 1.7924 0.8653 0.7970 1.7060 1.7052 1.7054 1.3265 1.6965 
CH3-(CH2)6-CH3 1.8781 0.8600 0.8574 1.7899 1.7891 1.7894 1.3978 1.7795 
C6H5OH 1.7420 0.8706 0.7719 1.6575 1.6570 1.6571 1.2859 1.6488 
C6H5Cl 1.6269 0.8802 0.7419 1.5464 1.5463 1.5463 1.2102 1.5391 
SiH4 2.0610 0.7782 0.7954 1.9755 1.9756 1.9762 1.3539 1.9630 
CH3C-O-CH2CH3 1.9051 0.8438 0.8098 1.8170 1.8166 1.8169 1.3683 1.8064 
C4H4NH 1.8726 0.8643 0.8311 1.7880 1.7874 1.7877 1.3651 1.7777 
C6H5F 1.7315 0.8677 0.7685 1.6456 1.6450 1.6453 1.2776 1.6368 
H2S 1.8235 0.8179 0.6450 1.7437 1.7444 1.7447 1.1656 1.7343 
PCl3 1.3576 0.8955 0.6412 1.2899 1.2908 1.2907 1.0023 1.2857 
HCl 1.7614 0.8236 0.6121 1.6854 1.6864 1.6866 1.1049 1.6769 
LiF 2.2335 0.7571 0.7118 2.1328 2.1324 2.1329 1.4003 2.1183 
HCN 2.3678 0.8003 0.7928 2.2660 2.2659 2.2666 1.5040 2.2494 
CO 2.1657 0.7586 0.7013 2.0712 2.0710 2.0715 1.3545 2.0574 
CH3OH 2.1822 0.8090 0.7877 2.0902 2.0900 2.0906 1.4284 2.0763 
N2 2.1681 0.7570 0.6826 2.0690 2.0686 2.0691 1.3347 2.0551 
O2 1.0361 0.4022 0.3424 0.9900 0.9900 0.9902 0.6509 0.9838 
CO2 1.9221 0.8141 0.6879 1.8359 1.8360 1.8363 1.2671 1.8252 
Na2 1.7743 0.8146 0.7062 1.6828 1.6818 1.6823 1.2762 1.6722 
Si2 0.8186 0.4332 0.3255 0.7778 0.7780 0.7780 0.5655 0.7744 
P2 1.5294 0.8575 0.6143 1.4541 1.4548 1.4548 1.0511 1.4481 
S2 0.7578 0.4368 0.3127 0.7212 0.7217 0.7217 0.5251 0.7183 
Cl2 1.5039 0.8795 0.6285 1.4337 1.4346 1.4346 1.0393 1.4279 
NaCl 1.5900 0.8663 0.6643 1.5134 1.5141 1.5142 1.1479 1.5052 
CCl4 1.3463 0.9026 0.6540 1.2800 1.2808 1.2808 1.0105 1.2759 
CS2 1.5306 0.8738 0.6428 1.4567 1.4574 1.4575 1.0745 1.4507 
CH4 2.7188 0.6890 0.8015 2.6134 2.6128 2.6138 1.6234 2.5930 

α∆  1.8145 0.7813 0.6782 1.7327 1.7327 1.7330 1.2108 1.7225 
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Tabla D.31. Valores del indicador 
α∆  expresado en la Ec. (5.8) para el conjunto 

A18 calculados para funcionales de energía cinética reportados en la literatura que 

no sólo dependen del gradiente reducido de la densidad. 

Tabla D.32. Valores del indicador 
α∆  expresado en la Ec. (5.8) para el conjunto 

GN calculados para funcionales de energía cinética reportados en la literatura que no 

sólo dependen del gradiente reducido de la densidad. 

A18 4GEA
sT  4GE m

sT  4GE M
sT

−
 

TFLreg
sT  

TFLopt
sT  

PC
sT  

PCopt
sT  

H 103.4960 222.9329 0.6378 0.1839 0.2006 0.1135 0.5497 

He 229.1423 495.4227 1.2905 0.3632 0.3810 0.9693 1.0999 

Li 193643.7626 4041749.6215 0.5084 0.1668 0.1716 0.2253 0.4321 

Be 112.1633 225.2304 0.8547 0.3445 0.3393 0.1121 0.7265 

B 86.7301 196.6571 0.3622 0.1872 0.1822 0.0975 0.3196 

C 826.6413 1561.3493 0.3168 0.1689 0.1643 0.1218 0.2740 

N 60.1325 147.2201 0.2805 0.1301 0.1244 0.1463 0.2312 

O 3124594.2294 1531881.8819 0.2582 0.1468 0.1372 0.1510 0.2194 

F 65.3590 111.1459 0.2354 0.1369 0.1284 0.1671 0.1979 

Ne 57.6770 118.8167 0.4353 0.2303 0.2139 0.3582 0.3547 

Na 124736.6384 32545.9611 0.2151 0.1096 0.1005 0.1459 0.1769 

Mg 42.6813 99.3538 0.4007 0.2235 0.1989 0.1672 0.3330 

Al 148.2310 298.6518 0.1892 0.1242 0.1098 0.0874 0.1612 

Si 42.2515 95.8939 0.1849 0.1164 0.1047 0.0877 0.1578 

P 6690.9195 10211.6463 0.1780 0.1013 0.0904 0.0878 0.1480 

S 13669.9814 6721.7167 0.1729 0.1060 0.0922 0.0887 0.1470 

Cl 50.9317 109.9218 0.1660 0.0983 0.0864 0.0921 0.1413 

Ar 25.4928 65.8674 0.3252 0.1737 0.1506 0.1907 0.2748 

α∆  192510.3590 312603.2940 0.3895 0.1729 0.1654 0.1894 0.3303 

GN 4GEA
sT  

4GE m
sT  

4GE M
sT

−
 

TFLreg
sT  TFLopt

sT  PC
sT  PCopt

sT  

He 229.1423 495.4227 1.2905 0.3632 0.3810 0.9693 1.0999 

Ne 57.6770 118.8167 0.4353 0.2303 0.2139 0.3582 0.3547 

Ar 25.4928 65.8674 0.3252 0.1737 0.1506 0.1907 0.2748 

Kr 129.3949 268.6641 0.2201 0.1415 0.1186 0.1410 0.1838 

Xe 65.6806 134.4239 0.1693 0.1124 0.0884 0.1084 0.1588 

Rn 4.4678 9.9612 0.1329 0.0955 0.0760 0.0908 0.1298 

α∆  85.3092 182.1927 0.4289 0.1861 0.1714 0.3097 0.3670 
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Tabla D.33. Valores del indicador 
α∆  expresado en la Ec. (5.8) para el conjunto 

M30 calculados para funcionales de energía cinética reportados en la literatura que 

no sólo dependen del gradiente reducido de la densidad. 

 

M30 4GEA
sT  

4GE m
sT  

4GE M
sT

−
 

TFLreg
sT  TFLopt

sT  PC
sT  PCopt

sT  

NH3 155.3674 254.0992 0.5177 0.3181 0.3105 0.2666 0.4421 
H2O 92.7729 211.5207 0.4699 0.3010 0.2913 0.2642 0.3951 
HF 454.1360 1232.2291 0.4383 0.2842 0.2738 0.2818 0.3596 
C6H5CH3 93.3469 153.1792 0.3572 0.2465 0.2202 0.1325 0.2858 
CH3-(CH2)6-CH3 98.3035 164.5749 0.3755 0.2515 0.2250 0.0738 0.2952 
C6H5OH 100.9771 174.9921 0.3486 0.2493 0.2229 0.1389 0.2792 
C6H5Cl 79.8771 138.2277 0.3146 0.2255 0.1986 0.1038 0.2530 
SiH4 86.3071 236.3008 0.4596 0.2494 0.2249 0.1943 0.3787 
CH3C-O-CH2CH3 126.4898 224.6427 0.3833 0.2546 0.2298 0.1458 0.3069 
C4H4NH 75.2599 135.6700 0.3717 0.2543 0.2262 0.1769 0.2961 
C6H5F 76.6163 126.7048 0.3446 0.2396 0.2149 0.1385 0.2745 
H2S 111.8631 213.1805 0.3448 0.2187 0.1962 0.1876 0.2901 
PCl3 114.6526 205.4341 0.2479 0.1834 0.1536 0.1333 0.2008 
HCl 302.6780 552.1592 0.3195 0.2141 0.1931 0.1866 0.2692 
LiF 134.7252 317.1163 0.4497 0.2682 0.2550 0.2117 0.3876 
HCN 235.3288 288.2325 0.4335 0.2866 0.2517 0.2331 0.3369 
CO 213.2706 319.9455 0.4643 0.2723 0.2695 0.2449 0.3981 
CH3OH 255.9961 488.4214 0.4442 0.2768 0.2545 0.2244 0.3658 
N2 97.5708 214.9226 0.4535 0.2440 0.2399 0.2421 0.3949 
O2 57.7781 121.7357 0.1927 0.1239 0.1150 0.1167 0.1613 
CO2 169.4286 411.0913 0.3829 0.2545 0.2324 0.2137 0.3163 
Na2 15.6575 42.7076 0.3617 0.2135 0.1956 0.1867 0.2770 
Si2 52.7322 69.3921 0.1463 0.1060 0.0935 0.0827 0.1239 
P2 61.7489 122.8510 0.2893 0.1991 0.1794 0.1642 0.2462 
S2 32.9803 66.5853 0.1349 0.0975 0.0853 0.0802 0.1130 
Cl2 93.1065 182.0209 0.2617 0.1897 0.1633 0.1605 0.2186 
NaCl 14.0372 43.9549 0.2857 0.2126 0.1788 0.1772 0.2199 
CCl4 53.8256 90.8098 0.2403 0.1821 0.1516 0.1296 0.1947 
CS2 162.7884 304.3392 0.2814 0.1933 0.1699 0.1577 0.2338 
CH4 512.6908 935.5745 0.5991 0.3000 0.2984 0.2608 0.5100 

α∆  137.7438 268.0872 0.3571 0.2303 0.2105 0.1770 0.2941 
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Tabla D.34. Valores del indicador 
α∆  expresado en la Ec. (5.8) para el conjunto 

A18 calculados para funcionales de Pauli de tipo GGA reportados en la literatura.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Tabla D.35. Valores del indicador 
α∆  expresado en la Ec. (5.8) para el conjunto 

GN calculados para funcionales de Pauli de tipo GGA reportados en la literatura.  

 

 

 

 

 

 

 

A18 84VT K
sT  LKT

sT  PGS
sT  20

9
PG

sT  
intPG

sT  

H 0.3528 0.2525 0.1518 0.1046 0.1109 

He 0.6975 0.4875 0.2784 0.1839 0.1953 

Li 0.4441 0.3575 0.2747 0.2342 0.2397 

Be 0.9655 0.8113 0.6726 0.6016 0.6112 

B 0.4984 0.4396 0.3984 0.3752 0.3790 

C 0.4335 0.3797 0.3508 0.3345 0.3381 

N 0.3581 0.3048 0.2809 0.2680 0.2716 

O 0.3919 0.3456 0.3355 0.3262 0.3303 

F 0.3539 0.3109 0.3045 0.3009 0.3034 

Ne 0.6158 0.5277 0.5172 0.5133 0.5180 

Na 0.3186 0.2753 0.2667 0.2627 0.2655 

Mg 0.6557 0.5762 0.5586 0.5530 0.5572 

Al 0.3517 0.3182 0.3149 0.3144 0.3163 

Si 0.3337 0.3018 0.3004 0.3015 0.3035 

P 0.3092 0.2775 0.2761 0.2775 0.2794 

S 0.3332 0.3040 0.3063 0.3074 0.3091 

Cl 0.3174 0.2891 0.2916 0.2940 0.2959 

Ar 0.5963 0.5381 0.5429 0.5482 0.5519 

α∆  0.4626 0.3943 0.3568 0.3389 0.3431 

GN 84VT K
sT  LKT

sT  PGS
sT  20

9
PG

sT  
intPG

sT  

He 0.6975 0.4875 0.2784 0.1839 0.1953 

Ne 0.6158 0.5277 0.5172 0.5133 0.5180 

Ar 0.5963 0.5381 0.5429 0.5482 0.5519 

Kr 0.4220 0.4114 0.4342 0.4617 0.4593 

Xe 0.3740 0.3774 0.4041 0.4403 0.4349 

Rn 0.2895 0.3003 0.3274 0.3655 0.3576 

α∆  0.4992 0.4404 0.4174 0.4188 0.4195 
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Tabla D.36. Valores del indicador 
α∆  expresado en la Ec. (5.8) para el conjunto 

M30 calculados para funcionales de Pauli de tipo GGA reportados en la literatura.  

 

 

M30 84VT K
sT  LKT

sT  PGS
sT  20

9
PG

sT  
intPG

sT  

NH3 0.7085 0.6253 0.6103 0.6028 0.6075 
H2O 0.6661 0.5838 0.5726 0.5659 0.5707 
HF 0.6352 0.5509 0.5412 0.5363 0.5413 
C6H5CH3 0.7910 0.7450 0.7469 0.7504 0.7519 
CH3-(CH2)6-CH3 0.8446 0.7891 0.7820 0.7753 0.7782 
C6H5OH 0.7753 0.7219 0.7270 0.7287 0.7301 
C6H5Cl 0.7413 0.6948 0.7018 0.7061 0.7079 
SiH4 0.7695 0.6955 0.6720 0.6594 0.6651 
CH3C-O-CH2CH3 0.8027 0.7427 0.7360 0.7303 0.7334 
C4H4NH 0.8194 0.7678 0.7598 0.7541 0.7568 
C6H5F 0.7673 0.7168 0.7195 0.7226 0.7246 
H2S 0.6422 0.5827 0.5854 0.5884 0.5923 
PCl3 0.6422 0.5937 0.6018 0.6109 0.6134 
HCl 0.6111 0.5526 0.5563 0.5605 0.5642 
LiF 0.7063 0.6270 0.6214 0.6200 0.6225 
HCN 0.7875 0.6839 0.6570 0.6432 0.6483 
CO 0.6929 0.6136 0.6025 0.5971 0.6011 
CH3OH 0.7753 0.7064 0.6909 0.6823 0.6868 
N2 0.6778 0.5913 0.5843 0.5878 0.5891 
O2 0.3417 0.3049 0.3025 0.3028 0.3039 
CO2 0.6960 0.6216 0.6183 0.6159 0.6199 
Na2 0.6908 0.6129 0.6019 0.5989 0.6029 
Si2 0.3282 0.2995 0.3050 0.3085 0.3104 
P2 0.6191 0.5639 0.5748 0.5875 0.5889 
S2 0.3148 0.2889 0.2941 0.2990 0.3003 
Cl2 0.6297 0.5800 0.5879 0.5957 0.5988 
NaCl 0.6677 0.6000 0.6013 0.6040 0.6081 
CCl4 0.6551 0.6081 0.6168 0.6245 0.6274 
CS2 0.6471 0.5936 0.6012 0.6085 0.6106 
CH4 0.7743 0.6954 0.6689 0.6521 0.6572 

α∆  0.6740 0.6118 0.6080 0.6073 0.6105 
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Tabla D.37. Valores del indicador near
α∆  expresado en la Ec. (5.10) para el conjunto 

A18 calculados con el funcional  WPBEK
sT  de la Ec. (5.3) con un valor 0.23889kµ = . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Tabla D.38.  Valores del indicador near
α∆  expresado en la Ec. (5.10) para el conjunto 

GN calculados con el funcional  WPBEK
sT  de la Ec. (5.3) con un valor 0.23889kµ = . 

 

 

 

 

 

A18 WPBEK
sT  

H 0.9166 
He 1.8316 
Li 0.8473 
Be 1.6137 
B 0.8836 
C 0.8136 
N 0.7060 
O 0.7158 
F 0.6596 
Ne 1.1680 
Na 0.5388 
Mg 0.9835 
Al 0.5039 
Si 0.5005 
P 0.4813 
S 0.5094 
Cl 0.5168 
Ar 0.9906 
near
α∆  0.8434 

GN WPBEK
sT  

He 1.8316 
Ne 1.1680 
Ar 0.9906 
Kr 0.6502 
Xe 0.5208 
Rn 0.3895 
near
α∆  0.9251 
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Tabla D.39. Valores del indicador near
α∆  expresado en la Ec. (5.10) para el conjunto 

M30 calculados con el funcional  WPBEK
sT  de la Ec. (5.3) con un valor 0.23889kµ = . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

 

 

 

 

 

M30 WPBEK
sT  

NH3 1.3050 
H2O 1.2471 
HF 1.2020 
C6H5CH3 0.9933 
CH3-(CH2)6-CH3 1.0609 
C6H5OH 0.9930 
C6H5Cl 0.9935 
SiH4 0.9990 
CH3C-O-CH2CH3 1.0062 
C4H4NH 0.9542 
C6H5F 0.9926 
H2S 0.9457 
PCl3 0.7609 
HCl 0.9692 
LiF 1.1866 
HCN 1.3236 
CO 1.2119 
CH3OH 1.1203 
N2 1.2096 
O2 0.5998 
CO2 1.0542 
Na2 0.9846 
Si2 0.4356 
P2 0.8120 
S2 0.4096 
Cl2 0.8235 
NaCl 0.9036 
CCl4 0.7842 
CS2 0.8601 
CH4 1.3344 
near
α∆  0.9825 
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Tabla D.40. Valores del indicador near
α∆  expresado en la Ec. (5.10) para el conjunto 

A18 calculados para funcionales de energía cinética de tipo GGA reportados en la 

literatura.  

Tabla D.41. Valores del indicador near
α∆  expresado en la Ec. (5.10) para el conjunto 

GN calculados para funcionales de energía cinética de tipo GGA reportados en la 

literatura. 

A18 
TFT  

WT  
TFWT  86PW K

sT  PBEK
sT  APBEK

sT  E
sT  94LC

sT  

H 1.2414 0.0000 0.5000 1.1707 1.1678 1.1693 0.9146 1.1511 

He 4.0063 0.0000 1.0000 3.8429 3.8411 3.8445 2.2528 3.7873 

Li 1.5273 0.1856 0.5654 1.4701 1.4685 1.4696 0.9006 1.4553 

Be 1.7254 0.5311 1.1544 1.6083 1.6026 1.6036 1.4855 1.5951 

B 0.9540 0.3103 0.5151 0.8935 0.8910 0.8915 0.8093 0.8854 

C 0.9521 0.3236 0.4458 0.8949 0.8932 0.8937 0.7817 0.8862 

N 0.9234 0.3187 0.3720 0.8712 0.8702 0.8708 0.7171 0.8621 

O 0.9621 0.3669 0.3749 0.9105 0.9100 0.9104 0.7463 0.9020 

F 0.9235 0.3728 0.3432 0.8747 0.8745 0.8749 0.7013 0.8668 

Ne 1.7192 0.7266 0.5985 1.6286 1.6290 1.6295 1.2588 1.6144 

Na 0.7442 0.3870 0.3210 0.7042 0.7042 0.7043 0.5556 0.7000 

Mg 1.0610 0.8002 0.6807 0.9785 0.9784 0.9780 0.9429 0.9774 

Al 0.5412 0.4021 0.3384 0.5016 0.5015 0.5014 0.4823 0.5008 

Si 0.5394 0.3989 0.3314 0.5006 0.5006 0.5005 0.4766 0.4995 

P 0.5342 0.3909 0.3103 0.4967 0.4968 0.4968 0.4654 0.4953 

S 0.5575 0.4066 0.3152 0.5208 0.5207 0.5207 0.4881 0.5191 

Cl 0.5655 0.4081 0.3051 0.5292 0.5292 0.5292 0.4910 0.5270 

Ar 1.1240 0.8056 0.5775 1.0541 1.0543 1.0544 0.9620 1.0490 
near
α∆  1.1445 0.3964 0.5027 1.0806 1.0796 1.0802 0.8573 1.0708 

GN 
TFT  

WT  
TFWT  86PW K

sT  PBEK
sT  APBEK

sT  E
sT  94LC

sT  

He 4.0063 0.0000 1.0000 3.8429 3.8411 3.8445 2.2528 3.7873 

Ne 1.7192 0.7266 0.5985 1.6286 1.6290 1.6295 1.2588 1.6144 

Ar 1.1240 0.8056 0.5775 1.0541 1.0543 1.0544 0.9620 1.0490 

Kr 0.6979 0.8814 0.4200 0.6500 0.6507 0.6503 0.6236 0.6491 

Xe 0.5592 0.9165 0.3801 0.5190 0.5197 0.5191 0.5111 0.5193 

Rn 0.4171 0.9405 0.2969 0.3887 0.3889 0.3885 0.3863 0.3888 
near
α∆  1.4206 0.7118 0.5455 1.3472 1.3473 1.3477 0.9991 1.3346 
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Tabla D.42. Valores del indicador near
α∆  expresado en la Ec. (5.10) para el conjunto 

M30 calculados para funcionales de energía cinética de tipo GGA reportados en la 

literatura. 

 

M30 
TFT  

WT  
TFWT  86PW K

sT  PBEK
sT  APBEK

sT  E
sT  94LC

sT  

NH3 1.4597 0.6752 0.6713 1.3651 1.3633 1.3639 1.2264 1.3545 
H2O 1.5048 0.7022 0.6280 1.4119 1.4110 1.4115 1.2298 1.4003 
HF 1.6348 0.7196 0.6078 1.5425 1.5423 1.5429 1.2544 1.5290 
C6H5CH3 1.0560 0.8564 0.7337 0.9902 0.9897 0.9894 0.9646 0.9890 
CH3-(CH2)6-CH3 1.1288 0.8079 0.7893 1.0574 1.0569 1.0566 1.0242 1.0559 
C6H5OH 1.0549 0.8660 0.7299 0.9896 0.9893 0.9889 0.9638 0.9887 
C6H5Cl 1.0573 0.8668 0.7310 0.9900 0.9898 0.9894 0.9641 0.9892 
SiH4 1.0630 0.7431 0.7480 0.9954 0.9952 0.9951 0.9576 0.9939 
CH3C-O-CH2CH3 1.0710 0.8233 0.7490 1.0041 1.0039 1.0036 0.9730 1.0031 
C4H4NH 1.0079 0.8191 0.7434 0.9507 0.9508 0.9505 0.9277 0.9503 
C6H5F 1.0586 0.8664 0.7326 0.9895 0.9890 0.9887 0.9635 0.9883 
H2S 1.0133 0.7805 0.6161 0.9425 0.9424 0.9423 0.8992 0.9404 
PCl3 0.8092 0.8685 0.6058 0.7573 0.7585 0.7580 0.7450 0.7588 
HCl 1.0402 0.7938 0.5878 0.9697 0.9698 0.9697 0.9132 0.9666 
LiF 1.2824 0.7236 0.6865 1.1913 1.1898 1.1898 1.1108 1.1852 
HCN 1.5994 0.7123 0.7079 1.5010 1.4997 1.5003 1.3013 1.4883 
CO 1.3526 0.7398 0.6839 1.2646 1.2633 1.2635 1.1548 1.2568 
CH3OH 1.2140 0.7385 0.7243 1.1347 1.1338 1.1338 1.0651 1.1301 
N2 1.3447 0.7336 0.6652 1.2511 1.2495 1.2497 1.1425 1.2428 
O2 0.6863 0.3853 0.3272 0.6419 0.6415 0.6416 0.5776 0.6377 
CO2 1.1679 0.7732 0.6611 1.0911 1.0907 1.0907 1.0157 1.0869 
Na2 1.0514 0.7747 0.6499 0.9803 0.9798 0.9797 0.9342 0.9777 
Si2 0.4663 0.4279 0.3171 0.4338 0.4341 0.4340 0.4231 0.4341 
P2 0.8690 0.8428 0.6025 0.8081 0.8088 0.8084 0.7903 0.8089 
S2 0.4382 0.4203 0.3011 0.4077 0.4081 0.4079 0.3970 0.4079 
Cl2 0.8810 0.8401 0.6029 0.8215 0.8224 0.8220 0.7955 0.8216 
NaCl 0.9742 0.7982 0.6120 0.9083 0.9087 0.9085 0.8635 0.9066 
CCl4 0.8312 0.8863 0.6191 0.7805 0.7817 0.7813 0.7686 0.7820 
CS2 0.9169 0.8687 0.6242 0.8577 0.8585 0.8581 0.8335 0.8579 
CH4 1.4473 0.6293 0.7520 1.3533 1.3510 1.3515 1.2388 1.3438 
near
α∆  1.0827 0.7494 0.6404 1.0128 1.0124 1.0124 0.9473 1.0092 
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Tabla D.43. Valores del indicador near
α∆  expresado en la Ec. (5.10) para el conjunto 

A18 calculados para funcionales de energía cinética reportados en la literatura que 

no sólo dependen del gradiente reducido de la densidad. 

Tabla D.44. Valores del indicador near
α∆  expresado en la Ec. (5.10) para el conjunto 

GN calculados para funcionales de energía cinética reportados en la literatura que no 

sólo dependen del gradiente reducido de la densidad. 

A18 4GEA
sT  4GE m

sT  4GE M
sT

−
 

TFLreg
sT  

TFLopt
sT  

PC
sT  

PCopt
sT  

H 0.2060 0.5442 0.2050 0.0214 0.0035 0.5567 0.1157 

He 1.6721 5.7890 1.1325 0.1632 0.1428 1.1284 0.9419 

Li 9.4567 24.2225 0.3412 0.1120 0.0998 0.5106 0.2584 

Be 0.2505 0.3623 0.2481 0.1526 0.1009 0.7900 0.1162 

B 0.1414 0.2228 0.1415 0.1234 0.1064 0.3305 0.0983 

C 0.1541 0.2760 0.1531 0.1145 0.0989 0.2898 0.1099 

N 0.1745 0.3792 0.1700 0.0898 0.0733 0.2579 0.1206 

O 0.2001 0.3930 0.1668 0.1182 0.1022 0.2421 0.1285 

F 0.2124 0.4393 0.1787 0.1120 0.0969 0.2240 0.1412 

Ne 0.4354 1.0517 0.3766 0.1865 0.1591 0.4171 0.2960 

Na 0.3736 0.9410 0.1609 0.0895 0.0745 0.2155 0.1228 

Mg 0.1887 0.2176 0.1883 0.1581 0.1166 0.4014 0.1226 

Al 0.0960 0.1127 0.0960 0.0882 0.0699 0.1907 0.0679 

Si 0.0955 0.1206 0.0955 0.0838 0.0666 0.1838 0.0682 

P 0.0941 0.1314 0.0940 0.0724 0.0551 0.1754 0.0636 

S 0.0941 0.1255 0.0933 0.0843 0.0673 0.1707 0.0669 

Cl 0.0973 0.1347 0.0961 0.0805 0.0637 0.1632 0.0714 

Ar 0.1985 0.2963 0.1982 0.1386 0.1036 0.3191 0.1476 
near
α∆  0.7856 1.9867 0.2298 0.1105 0.0890 0.3648 0.1699 

GN 4GEA
sT  

4GE m
sT  

4GE M
sT

−
 

TFLreg
sT  TFLopt

sT  PC
sT  PCopt

sT  

He 1.6721 5.7890 1.1325 0.1632 0.1428 1.1284 0.9419 

Ne 0.4354 1.0517 0.3766 0.1865 0.1591 0.4171 0.2960 

Ar 0.1985 0.2963 0.1982 0.1386 0.1036 0.3191 0.1476 

Kr 0.1442 0.1749 0.1441 0.1205 0.0910 0.2182 0.1077 

Xe 0.1106 0.1249 0.1106 0.0961 0.0679 0.1687 0.1000 

Rn 0.0922 0.0994 0.0922 0.0845 0.0620 0.1327 0.0891 
near
α∆  0.4422 1.2560 0.3424 0.1316 0.1044 0.3974 0.2804 
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Tabla D.45. Valores del indicador near
α∆  expresado en la Ec. (5.10) para el conjunto 

M30 calculados para funcionales de energía cinética reportados en la literatura que 

no sólo dependen del gradiente reducido de la densidad. 

 

M30 4GEA
sT  

4GE m
sT  

4GE M
sT

−
 

TFLreg
sT  TFLopt

sT  PC
sT  PCopt

sT  

NH3 0.3040 0.4378 0.3030 0.2231 0.1983 0.4871 0.2269 

H2O 0.2929 0.5046 0.2919 0.2218 0.1964 0.4445 0.2169 

HF 0.3090 0.8172 0.3040 0.2182 0.1913 0.4168 0.2252 
C6H5CH3 0.2460 0.2774 0.2454 0.2226 0.1943 0.4795 0.1817 
CH3-(CH2)6-CH3 0.2548 0.2903 0.2527 0.2197 0.1862 0.9030 0.1745 

C6H5OH 0.2495 0.2799 0.2488 0.2277 0.1980 0.4604 0.1865 

C6H5Cl 0.2381 0.2678 0.2375 0.2144 0.1856 0.5409 0.1747 

SiH4 0.2356 0.2751 0.2356 0.2099 0.1680 0.4442 0.1548 
CH3C-O-CH2CH3 0.2443 0.2755 0.2426 0.2173 0.1834 0.4684 0.1719 
C4H4NH 0.2516 0.2783 0.2505 0.2262 0.1961 0.3910 0.1855 

C6H5F 0.2463 0.2760 0.2455 0.2214 0.1944 0.4524 0.1835 
H2S 0.2034 0.2498 0.2033 0.1606 0.1296 0.3367 0.1480 
PCl3 0.1692 0.1881 0.1687 0.1555 0.1191 0.2877 0.1206 

HCl 0.1974 0.2567 0.1973 0.1488 0.1187 0.3124 0.1467 

LiF 0.2526 0.3357 0.2525 0.2164 0.1933 0.4190 0.1896 

HCN 0.2861 0.4870 0.2766 0.2285 0.1929 0.3870 0.1849 

CO 0.2813 0.3888 0.2808 0.1939 0.1743 0.4348 0.2143 
CH3OH 0.2699 0.3278 0.2678 0.2216 0.1893 0.4170 0.1884 
N2 0.2781 0.3831 0.2776 0.1906 0.1726 0.4227 0.2185 

O2 0.1329 0.1917 0.1307 0.0966 0.0838 0.1799 0.0992 

CO2 0.2501 0.3158 0.2486 0.2192 0.1900 0.3595 0.1812 

Na2 0.2184 0.2532 0.2171 0.1612 0.1354 0.3615 0.1377 

Si2 0.0912 0.1028 0.0911 0.0856 0.0685 0.1542 0.0678 

P2 0.1768 0.2020 0.1769 0.1618 0.1342 0.2958 0.1356 
S2 0.0861 0.0996 0.0861 0.0770 0.0621 0.1357 0.0643 
Cl2 0.1724 0.2006 0.1720 0.1474 0.1174 0.2609 0.1284 

NaCl 0.1930 0.2320 0.1925 0.1611 0.1258 0.2800 0.1280 
CCl4 0.1661 0.1860 0.1656 0.1551 0.1192 0.2736 0.1197 

CS2 0.1874 0.2131 0.1871 0.1636 0.1319 0.2984 0.1401 

CH4 0.3145 0.4175 0.3137 0.2193 0.1920 0.5601 0.2232 
near
α∆  0.2266 0.3004 0.2254 0.1862 0.1581 0.3888 0.1639 
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Tabla D.46. Valores del indicador near
α∆  expresado en la Ec. (5.10) para el conjunto 

A18 calculados para funcionales de Pauli de tipo GGA reportados en la literatura.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Tabla D.47. Valores del indicador near
α∆  expresado en la Ec. (5.10) para el conjunto 

GN calculados para funcionales de Pauli de tipo GGA reportados en la literatura.  

 

 

 

 

 

 

A18 84VT K
sT  LKT

sT  PGS
sT  20

9
PG

sT  
intPG

sT  

H 0.3576 0.2559 0.1539 0.1060 0.1125 

He 0.6978 0.4878 0.2785 0.1840 0.1954 

Li 0.4858 0.3962 0.3154 0.2714 0.2777 

Be 1.0274 0.8668 0.7222 0.6459 0.6563 

B 0.4708 0.4102 0.3675 0.3437 0.3476 

C 0.4111 0.3567 0.3275 0.3110 0.3146 

N 0.3453 0.2919 0.2679 0.2549 0.2586 

O 0.3681 0.3230 0.3117 0.3043 0.3074 

F 0.3420 0.2990 0.2926 0.2890 0.2915 

Ne 0.6013 0.5133 0.5027 0.4989 0.5035 

Na 0.3216 0.2800 0.2757 0.2726 0.2754 

Mg 0.6750 0.5957 0.5828 0.5772 0.5816 

Al 0.3336 0.2996 0.2965 0.2958 0.2979 

Si 0.3199 0.2863 0.2837 0.2848 0.2868 

P 0.2973 0.2648 0.2630 0.2644 0.2664 

S 0.3106 0.2815 0.2830 0.2845 0.2866 

Cl 0.3023 0.2738 0.2763 0.2787 0.2807 

Ar 0.5734 0.5150 0.5198 0.5251 0.5289 
near
α∆  0.4578 0.3887 0.3512 0.3329 0.3372 

GN 84VT K
sT  LKT

sT  PGS
sT  20

9
PG

sT  
intPG

sT  

He 0.6978 0.4878 0.2785 0.1840 0.1954 

Ne 0.6013 0.5133 0.5027 0.4989 0.5035 

Ar 0.5734 0.5150 0.5198 0.5251 0.5289 

Kr 0.4063 0.3954 0.4183 0.4459 0.4435 

Xe 0.3607 0.3637 0.3905 0.4269 0.4214 

Rn 0.2795 0.2899 0.3168 0.3551 0.3472 
near
α∆  0.4865 0.4275 0.4044 0.4060 0.4067 
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Tabla D.48. Valores del indicador near
α∆  expresado en la Ec. (5.10) para el conjunto 

M30 calculados para funcionales de Pauli de tipo GGA reportados en la literatura.  

 

 

M30 84VT K
sT  LKT

sT  PGS
sT  20

9
PG

sT  
intPG

sT  

NH3 0.6574 0.5734 0.5583 0.5507 0.5554 
H2O 0.6226 0.5399 0.5287 0.5220 0.5268 
HF 0.6066 0.5222 0.5125 0.5075 0.5126 
C6H5CH3 0.7225 0.6840 0.6900 0.6987 0.6991 
CH3-(CH2)6-CH3 0.7762 0.7196 0.7138 0.7080 0.7103 
C6H5OH 0.7273 0.6819 0.6903 0.6959 0.6958 
C6H5Cl 0.7249 0.6835 0.6913 0.6974 0.6982 
SiH4 0.7317 0.6557 0.6326 0.6195 0.6255 
CH3C-O-CH2CH3 0.7429 0.6846 0.6801 0.6765 0.6789 
C4H4NH 0.7320 0.6894 0.6856 0.6830 0.6853 
C6H5F 0.7239 0.6821 0.6878 0.6954 0.6960 
H2S 0.6036 0.5424 0.5447 0.5477 0.5517 
PCl3 0.5999 0.5547 0.5594 0.5684 0.5708 
HCl 0.5802 0.5209 0.5246 0.5288 0.5326 
LiF 0.6730 0.5919 0.5858 0.5844 0.5869 
HCN 0.6994 0.5955 0.5685 0.5547 0.5598 
CO 0.6740 0.5937 0.5822 0.5768 0.5809 
CH3OH 0.7059 0.6345 0.6176 0.6087 0.6134 
N2 0.6542 0.5670 0.5598 0.5633 0.5646 
O2 0.3247 0.2877 0.2852 0.2856 0.2867 
CO2 0.6562 0.5788 0.5737 0.5711 0.5752 
Na2 0.6407 0.5587 0.5473 0.5438 0.5481 
Si2 0.3168 0.2879 0.2919 0.2954 0.2973 
P2 0.5989 0.5417 0.5499 0.5623 0.5638 
S2 0.2980 0.2701 0.2735 0.2782 0.2796 
Cl2 0.5900 0.5367 0.5414 0.5491 0.5524 
NaCl 0.6008 0.5292 0.5271 0.5294 0.5336 
CCl4 0.6160 0.5759 0.5844 0.5926 0.5955 
CS2 0.6250 0.5761 0.5828 0.5903 0.5923 
CH4 0.7169 0.6360 0.6088 0.5918 0.5970 
near
α∆  0.6314 0.5699 0.5660 0.5659 0.5689 
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Tabla D.49. Valores del indicador σ  expresado en la Ec. (5.6) para el conjunto A18 

utilizando la Ec. (5.12) que incluye el laplaciano reducido de la densidad aplicado al 

funcional  WPBEK
sT  de la Ec. (5.3) con un valor 0.23889kµ = . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Tabla D.50. Valores del indicador σ  expresado en la Ec. (5.6) para el conjunto GN 

utilizando la Ec. (5.12) que incluye el laplaciano reducido de la densidad aplicado al 

funcional  WPBEK
sT  de la Ec. (5.3) con un valor 0.23889kµ = . 

 

 

 

 

 

 

A18 WPBEK
sT  

H 0.2475 
He 0.2847 
Li 0.2542 
Be 0.2289 
B 0.2244 
C 0.2187 
N 0.2124 
O 0.2112 
F 0.2081 
Ne 0.2035 
Na 0.1984 
Mg 0.1931 
Al 0.1897 
Si 0.1860 
P 0.1821 
S 0.1793 
Cl 0.1760 
Ar 0.1728 

σ  0.2095 

GN WPBEK
sT  

He 0.2847 
Ne 0.2035 
Ar 0.1728 
Kr 0.1465 
Xe 0.1294 
Rn 0.1143 

σ  0.1752 
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Tabla D.51. Valores del indicador σ  expresado en la Ec. (5.6) para el conjunto 

M30 utilizando la Ec. (5.12) que incluye al funcional  WPBEK
sT  de la Ec. (5.3) con un 

valor 0.23889kµ = . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

M30 WPBEK
sT  

NH3 0.2231 
H2O 0.2163 
HF 0.2099 
C6H5CH3 0.2249 
CH3-(CH2)6-CH3 0.2286 
C6H5OH 0.2204 
C6H5Cl 0.1919 
SiH4 0.1886 
CH3C-O-CH2CH3 0.2212 
C4H4NH 0.2248 
C6H5F 0.2194 
H2S 0.1800 
PCl3 0.1782 
HCl 0.1776 
LiF 0.2185 
HCN 0.2104 
CO 0.2154 
CH3OH 0.2205 
N2 0.2148 
O2 0.2102 
CO2 0.2134 
Na2 0.2004 
Si2 0.1865 
P2 0.1825 
S2 0.1789 
Cl2 0.1760 
NaCl 0.1826 
CCl4 0.1763 
CS2 0.1806 
CH4 0.2333 

σ  0.2035 
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Tabla D.52. Valores del indicador σ  expresado en la Ec. (5.6) para el conjunto A18 

utilizando la Ec. (5.12) que incluye el laplaciano reducido de la densidad aplicado a 

funcionales de energía cinética de tipo GGA reportados en la literatura.  

 

Tabla D.53. Valores del indicador σ  expresado en la Ec. (5.6) para el conjunto GN 

utilizando la Ec. (5.12) que incluye el laplaciano reducido de la densidad aplicado a 

funcionales de energía cinética de tipo GGA reportados en la literatura. 

A18 
TFT  

WT  
TFWT  86PW K

sT  PBEK
sT  APBEK

sT  E
sT  94LC

sT  

H 0.1665 0.7217 1.0353 0.2219 0.2213 0.2221 0.2975 0.2238 

He 0.2058 0.7117 1.0436 0.2676 0.2668 0.2675 0.3333 0.2686 

Li 0.1908 0.6890 1.0115 0.2458 0.2449 0.2457 0.3046 0.2463 

Be 0.1849 0.6524 0.9663 0.2313 0.2302 0.2311 0.2780 0.2304 

B 0.1841 0.6186 0.9210 0.2267 0.2253 0.2263 0.2644 0.2251 

C 0.1808 0.5900 0.8764 0.2210 0.2195 0.2204 0.2534 0.2192 

N 0.1743 0.5700 0.8350 0.2145 0.2130 0.2140 0.2444 0.2128 

O 0.1763 0.5365 0.7939 0.2132 0.2117 0.2125 0.2353 0.2112 

F 0.1749 0.5112 0.7554 0.2101 0.2085 0.2094 0.2286 0.2081 

Ne 0.1701 0.4959 0.7218 0.2054 0.2039 0.2048 0.2223 0.2036 

Na 0.1660 0.4877 0.6990 0.2002 0.1989 0.1998 0.2165 0.1987 

Mg 0.1626 0.4787 0.6786 0.1952 0.1938 0.1947 0.2100 0.1936 

Al 0.1601 0.4746 0.6606 0.1916 0.1904 0.1912 0.2052 0.1901 

Si 0.1571 0.4706 0.6451 0.1879 0.1866 0.1875 0.2009 0.1864 

P 0.1540 0.4688 0.6306 0.1840 0.1827 0.1835 0.1962 0.1825 

S 0.1518 0.4660 0.6169 0.1810 0.1798 0.1806 0.1926 0.1796 

Cl 0.1492 0.4648 0.6040 0.1777 0.1765 0.1773 0.1888 0.1763 

Ar 0.1470 0.4652 0.5923 0.1745 0.1733 0.1741 0.1848 0.1731 

σ  0.1698 0.5485 0.7826 0.2083 0.2071 0.2079 0.2365 0.2072 

GN 
TFT  

WT  
TFWT  86PW K

sT  PBEK
sT  APBEK

sT  E
sT  94LC

sT  

He 0.2058 0.7117 1.0436 0.2676 0.2668 0.2675 0.3333 0.2686 

Ne 0.1701 0.4959 0.7218 0.2054 0.2039 0.2048 0.2223 0.2036 

Ar 0.1470 0.4652 0.5923 0.1745 0.1733 0.1741 0.1848 0.1731 

Kr 0.1274 0.5374 0.4663 0.1472 0.1466 0.1473 0.1536 0.1467 

Xe 0.1134 0.5947 0.4047 0.1299 0.1295 0.1300 0.1348 0.1295 

Rn 0.1011 0.6545 0.3444 0.1145 0.1143 0.1148 0.1184 0.1144 

σ  0.1441 0.5766 0.5955 0.1732 0.1724 0.1731 0.1912 0.1726 
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Tabla D.54. Valores del indicador σ  expresado en la Ec. (5.6) para el conjunto 

M30 utilizando la Ec. (5.12) que incluye el laplaciano reducido de la densidad 

aplicado a funcionales de energía cinética de tipo GGA reportados en la literatura. 

 

M30 
TFT  

WT  
TFWT  86PW K

sT  PBEK
sT  APBEK

sT  E
sT  94LC

sT  

NH3 0.1879 0.5587 0.8204 0.2250 0.2233 0.2242 0.2316 0.2229 
H2O 0.1825 0.5333 0.7831 0.2182 0.2168 0.2177 0.2218 0.2165 
HF 0.1741 0.5137 0.7530 0.2119 0.2103 0.2112 0.2144 0.2100 
C6H5CH3 0.1870 0.5747 0.8483 0.2274 0.2259 0.2270 0.2350 0.2256 
CH3-(CH2)6-CH3 0.1911 0.5736 0.8510 0.2309 0.2294 0.2304 0.2388 0.2291 
C6H5OH 0.1856 0.5612 0.8309 0.2230 0.2215 0.2224 0.2303 0.2212 
C6H5Cl 0.1624 0.4992 0.6829 0.1939 0.1927 0.1935 0.1961 0.1925 
SiH4 0.1605 0.4721 0.6444 0.1903 0.1891 0.1899 0.1913 0.1889 
CH3C-O-CH2CH3 0.1858 0.5599 0.8266 0.2237 0.2222 0.2230 0.2308 0.2218 
C4H4NH 0.1888 0.5696 0.8390 0.2273 0.2259 0.2269 0.2347 0.2257 
C6H5F 0.1812 0.5532 0.8149 0.2220 0.2205 0.2214 0.2286 0.2201 
H2S 0.1547 0.4663 0.6156 0.1818 0.1805 0.1815 0.1818 0.1804 
PCl3 0.1521 0.4636 0.6077 0.1799 0.1787 0.1795 0.1796 0.1785 
HCl 0.1502 0.4632 0.6029 0.1793 0.1781 0.1789 0.1790 0.1779 
LiF 0.1822 0.5604 0.8331 0.2209 0.2193 0.2201 0.2280 0.2188 
HCN 0.1749 0.5207 0.7650 0.2124 0.2110 0.2119 0.2174 0.2107 
CO 0.1792 0.5464 0.8092 0.2176 0.2160 0.2168 0.2238 0.2156 
CH3OH 0.1844 0.5475 0.8037 0.2226 0.2211 0.2220 0.2276 0.2207 
N2 0.1797 0.5540 0.8208 0.2171 0.2154 0.2164 0.2234 0.2151 
O2 0.1770 0.5326 0.7840 0.2124 0.2109 0.2119 0.2166 0.2106 
CO2 0.1802 0.5352 0.7941 0.2156 0.2141 0.2151 0.2203 0.2138 
Na2 0.1686 0.4883 0.6957 0.2028 0.2013 0.2023 0.2051 0.2011 
Si2 0.1593 0.4709 0.6438 0.1883 0.1872 0.1881 0.1888 0.1870 
P2 0.1571 0.4681 0.6279 0.1843 0.1830 0.1837 0.1850 0.1828 
S2 0.1543 0.4658 0.6149 0.1807 0.1794 0.1802 0.1807 0.1792 
Cl2 0.1515 0.4635 0.6023 0.1777 0.1765 0.1772 0.1774 0.1763 
NaCl 0.1557 0.4696 0.6264 0.1844 0.1831 0.1839 0.1847 0.1829 
CCl4 0.1517 0.4660 0.6065 0.1783 0.1769 0.1777 0.1784 0.1767 
CS2 0.1548 0.4695 0.6246 0.1826 0.1813 0.1821 0.1832 0.1810 
CH4 0.1936 0.5844 0.8574 0.2348 0.2332 0.2341 0.2437 0.2329 

σ  0.1716 0.5168 0.7343 0.2056 0.2042 0.2050 0.2093 0.2039 
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Tabla D.55. Valores del indicador σ  expresado en la Ec. (5.6) para el conjunto A18 

calculados con los funcionales (0.6)WPBEK SD
sT

− , (0.823)WPBEK SD
sT

−  WPBEK SDG
sT

−  y 

WPBEK SDW
sT

− que corresponden a las Ecs. (6.12) (6.15) y (6.25) con 1.42778kα = − . 

Tabla D.56. Valores del indicador σ  expresado en la Ec. (5.6) para el conjunto GN 

calculados con los funcionales (0.6)WPBEK SD
sT

− , (0.823)WPBEK SD
sT

−  WPBEK SDG
sT

−  y 

WPBEK SDW
sT

− que corresponden a las Ecs. (6.12) (6.15) y (6.25) con 1.42778kα = − . 

A18 (0.6)WPBEK SD
sT

−  (0.823)WPBEK SD
sT

−  WPBEK SDG
sT

−  WPBEK SDW
sT

−  

H 0.0176 0.0368 0.0474 0.0474 
He 0.0060 0.0176 0.0182 0.0182 
Li 0.0611 0.0616 0.0624 0.0625 
Be 0.1128 0.1132 0.1167 0.1156 
B 0.1688 0.1695 0.1772 0.1700 
C 0.2139 0.2146 0.2288 0.2257 
N 0.2443 0.2424 0.2647 0.2785 
O 0.2781 0.2759 0.3048 0.3075 
F 0.3006 0.2979 0.3345 0.3366 
Ne 0.3144 0.3087 0.3499 0.3662 
Na 0.3172 0.3122 0.3608 0.3799 
Mg 0.3209 0.3149 0.3699 0.3909 
Al 0.3234 0.3166 0.3757 0.3995 
Si 0.3251 0.3180 0.3802 0.4068 
P 0.3256 0.3186 0.3833 0.4129 
S 0.3280 0.3196 0.3859 0.4190 
Cl 0.3296 0.3204 0.3881 0.4258 
Ar 0.3302 0.3211 0.3882 0.4311 

σ  0.2399 0.2378 0.2743 0.2886 

GN (0.6)WPBEK SD
sT

−  (0.823)WPBEK SD
sT

−  WPBEK SDG
sT

−  WPBEK SDW
sT

−  

He 0.0060 0.0176 0.0182 0.0182 
Ne 0.3144 0.3087 0.3499 0.3662 
Ar 0.3302 0.3211 0.3882 0.4311 
Kr 0.3518 0.3391 0.3711 0.5246 
Xe 0.3635 0.3440 0.3444 0.6427 
Rn 0.3676 0.3403 0.3091 0.7601 

σ  0.2889 0.2784 0.2968 0.4571 
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Tabla D.57. Valores del indicador σ  expresado en la Ec. (5.6) para el conjunto 

M30 calculados con los funcionales (0.6)WPBEK SD
sT

− , (0.823)WPBEK SD
sT

−  WPBEK SDG
sT

−  y 

WPBEK SDW
sT

− que corresponden a las Ecs. (6.12) (6.15) y (6.25) con 1.42778kα = − . 

 

 

 

M30 (0.6)WPBEK SD
sT

−  (0.823)WPBEK SD
sT

−  WPBEK SDG
sT

−  WPBEK SDW
sT

−  

NH3 0.2759 0.2748 0.2985 0.3056 
H2O 0.2955 0.2922 0.3212 0.3319 
HF 0.3076 0.3039 0.3384 0.3511 
C6H5CH3 0.2665 0.2655 0.2820 0.2832 
CH3-(CH2)6-CH3 0.2647 0.2622 0.2826 0.2870 
C6H5OH 0.2765 0.2737 0.2951 0.3016 
C6H5Cl 0.3259 0.3219 0.3643 0.3955 
SiH4 0.3278 0.3200 0.3802 0.4081 
CH3C-O-CH2CH3 0.2771 0.2745 0.2968 0.3031 
C4H4NH 0.2720 0.2695 0.2891 0.2960 
C6H5F 0.2846 0.2824 0.3037 0.3093 
H2S 0.3287 0.3210 0.3863 0.4212 
PCl3 0.3294 0.3219 0.3881 0.4258 
HCl 0.3307 0.3219 0.3876 0.4272 
LiF 0.2681 0.2667 0.2872 0.2866 
HCN 0.3011 0.2965 0.3271 0.3395 
CO 0.2804 0.2790 0.3031 0.3090 
CH3OH 0.2879 0.2855 0.3098 0.3174 
N2 0.2745 0.2738 0.2964 0.2977 
O2 0.2930 0.2906 0.3192 0.3267 
CO2 0.2882 0.2847 0.3113 0.3224 
Na2 0.3186 0.3136 0.3609 0.3799 
Si2 0.3267 0.3189 0.3803 0.4066 
P2 0.3275 0.3207 0.3841 0.4159 
S2 0.3291 0.3215 0.3862 0.4217 
Cl2 0.3297 0.3222 0.3879 0.4279 
NaCl 0.3275 0.3202 0.3824 0.4170 
CCl4 0.3310 0.3222 0.3870 0.4247 
CS2 0.3297 0.3209 0.3835 0.4158 
CH4 0.2571 0.2561 0.2741 0.2743 

σ  0.3011 0.2966 0.3365 0.3543 
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Tabla D.58. Valores del indicador 
α∆  expresado en la Ec. (5.8)  para el conjunto 

A18 calculados con los funcionales (0.6)WPBEK SD
sT

− , (0.823)WPBEK SD
sT

−  WPBEK SDG
sT

−  y 

WPBEK SDW
sT

− que corresponden a las Ecs. (6.12) (6.15) y (6.25) con 1.42778kα = − . 

Tabla D.59. Valores del indicador 
α∆  expresado en la Ec. (5.8)  para el conjunto 

GN calculados con los funcionales (0.6)WPBEK SD
sT

− , (0.823)WPBEK SD
sT

−  WPBEK SDG
sT

−  y 

WPBEK SDW
sT

− que corresponden a las Ecs. (6.12) (6.15) y (6.25) con 1.42778kα = − . 

A18 (0.6)WPBEK SD
sT

−  (0.823)WPBEK SD
sT

−  WPBEK SDG
sT

−  WPBEK SDW
sT

−  

H 0.0031 0.0069 0.0126 0.0214 
He 0.0020 0.0060 0.0088 0.0140 
Li 0.1583 0.1567 0.1551 0.1667 
Be 0.4810 0.4725 0.4777 0.5221 
B 0.3398 0.3374 0.3388 0.3469 
C 0.3130 0.3119 0.3144 0.3311 
N 0.2623 0.2575 0.2613 0.3014 
O 0.3167 0.3121 0.3224 0.3446 
F 0.2845 0.2812 0.2960 0.3175 
Ne 0.4878 0.4781 0.5062 0.5769 
Na 0.2476 0.2424 0.2583 0.2999 
Mg 0.5200 0.5073 0.5463 0.6255 
Al 0.2913 0.2849 0.3115 0.3426 
Si 0.2732 0.2671 0.2994 0.3290 
P 0.2428 0.2368 0.2755 0.3075 
S 0.2726 0.2665 0.3053 0.3369 
Cl 0.2579 0.2515 0.2929 0.3276 
Ar 0.4674 0.4538 0.5456 0.6252 

α∆  0.2901 0.2850 0.3071 0.3409 

GN (0.6)WPBEK SD
sT

−  (0.823)WPBEK SD
sT

−  WPBEK SDG
sT

−  WPBEK SDW
sT

−  

He 0.0020 0.0060 0.0088 0.0140 
Ne 0.4878 0.4781 0.5062 0.5769 
Ar 0.4674 0.4538 0.5456 0.6252 
Kr 0.3988 0.3937 0.4590 0.5758 
Xe 0.3582 0.3582 0.4311 0.5878 
Rn 0.3388 0.3275 0.3515 0.6459 

α∆  0.3422 0.3362 0.3837 0.5043 
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Tabla D.60. Valores del indicador 
α∆  expresado en la Ec. (5.8)  para el conjunto 

M30 calculados con los funcionales (0.6)WPBEK SD
sT

− , (0.823)WPBEK SD
sT

−  WPBEK SDG
sT

−  y 

WPBEK SDW
sT

− que corresponden a las Ecs. (6.12) (6.15) y (6.25) con 1.42778kα = − . 

 

 

M30 (0.6)WPBEK SD
sT

−  (0.823)WPBEK SD
sT

−  WPBEK SDG
sT

−  WPBEK SDW
sT

−  

NH3 0.5911 0.5881 0.6038 0.6367 
H2O 0.5556 0.5499 0.5692 0.6221 
HF 0.5217 0.5131 0.5352 0.5988 
C6H5CH3 0.7670 0.7619 0.7670 0.8058 
CH3-(CH2)6-CH3 0.7755 0.7708 0.7786 0.8117 
C6H5OH 0.7491 0.7422 0.7489 0.7993 
C6H5Cl 0.6972 0.6915 0.7094 0.7665 
SiH4 0.6200 0.6093 0.6502 0.6994 
CH3C-O-CH2CH3 0.7355 0.7301 0.7383 0.7785 
C4H4NH 0.7632 0.7575 0.7632 0.8081 
C6H5F 0.7418 0.7349 0.7404 0.7906 
H2S 0.5348 0.5230 0.5865 0.6530 
PCl3 0.5468 0.5337 0.6096 0.6909 
HCl 0.4948 0.4824 0.5586 0.6341 
LiF 0.6322 0.6269 0.6379 0.6759 
HCN 0.6392 0.6299 0.6380 0.6976 
CO 0.6066 0.5991 0.6092 0.6683 
CH3OH 0.6792 0.6737 0.6839 0.7306 
N2 0.6028 0.5957 0.6106 0.6650 
O2 0.3049 0.3014 0.3106 0.3438 
CO2 0.6263 0.6173 0.6272 0.6959 
Na2 0.5621 0.5521 0.5884 0.6631 
Si2 0.2849 0.2778 0.3085 0.3405 
P2 0.5404 0.5270 0.5880 0.6620 
S2 0.2726 0.2659 0.2994 0.3364 
Cl2 0.5354 0.5225 0.5959 0.6805 
NaCl 0.5363 0.5213 0.5992 0.6783 
CCl4 0.5679 0.5565 0.6236 0.7061 
CS2 0.5627 0.5482 0.6081 0.6856 
CH4 0.6295 0.6282 0.6366 0.6491 

α∆  0.5892 0.5811 0.6108 0.6658 
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Tabla D.61. Valores del indicador near
α∆  expresado en la Ec. (5.10) para el conjunto 

A18 calculados con los funcionales (0.6)WPBEK SD
sT

− , (0.823)WPBEK SD
sT

−  WPBEK SDG
sT

−  y 

WPBEK SDW
sT

− que corresponden a las Ecs. (6.12) (6.15) y (6.25) con 1.42778kα = − . 

Tabla D.62. Valores del indicador near
α∆  expresado en la Ec. (5.10) para el conjunto 

GN calculados con los funcionales (0.6)WPBEK SD
sT

− , (0.823)WPBEK SD
sT

−  WPBEK SDG
sT

−  y 

WPBEK SDW
sT

− que corresponden a las Ecs. (6.12) (6.15) y (6.25) con 1.42778kα = − . 

A18 (0.6)WPBEK SD
sT

−  (0.823)WPBEK SD
sT

−  WPBEK SDG
sT

−  WPBEK SDW
sT

−  

H 0.0031 0.0070 0.0128 0.0217 
He 0.0020 0.0060 0.0088 0.0140 
Li 0.1841 0.1825 0.1809 0.1935 
Be 0.5165 0.5074 0.5129 0.5606 
B 0.3073 0.3048 0.3063 0.3146 
C 0.2893 0.2882 0.2907 0.3076 
N 0.0004 0.2445 0.2483 0.2885 
O 0.0005 0.2905 0.2983 0.3217 
F 0.2726 0.2693 0.2840 0.3056 
Ne 0.4733 0.4636 0.4917 0.5625 
Na 0.2551 0.2499 0.2683 0.3084 
Mg 0.5425 0.5293 0.5702 0.6520 
Al 0.2718 0.2652 0.2928 0.3249 
Si 0.2558 0.2496 0.2826 0.3131 
P 0.2293 0.2231 0.2624 0.2949 
S 0.2495 0.2434 0.2827 0.3144 
Cl 0.2424 0.2360 0.2776 0.3124 
Ar 0.4441 0.4305 0.5225 0.6023 
near
α∆  0.2522 0.2773 0.2997 0.3340 

GN (0.6)WPBEK SD
sT

−  (0.823)WPBEK SD
sT

−  WPBEK SDG
sT

−  WPBEK SDW
sT

−  

He 0.0020 0.0060 0.0088 0.0140 
Ne 0.4733 0.4636 0.4917 0.5625 
Ar 0.4441 0.4305 0.5225 0.6023 
Kr 0.3828 0.3776 0.4432 0.5604 
Xe 0.3443 0.3443 0.4176 0.5752 
Rn 0.3283 0.3169 0.3410 0.6372 
near
α∆  0.3291 0.3232 0.3708 0.4919 
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Tabla D.63. Valores del indicador near
α∆  expresado en la Ec. (5.10) para el conjunto 

M30 calculados con los funcionales (0.6)WPBEK SD
sT

− , (0.823)WPBEK SD
sT

−  WPBEK SDG
sT

−  y 

WPBEK SDW
sT

− que corresponden a las Ecs. (6.12) (6.15) y (6.25) con 1.42778kα = − . 

 

 

M30 (0.6)WPBEK SD
sT

−  (0.823)WPBEK SD
sT

−  WPBEK SDG
sT

−  WPBEK SDW
sT

−  

NH3 0.5389 0.5359 0.5517 0.5849 
H2O 0.5117 0.5060 0.5253 0.5784 
HF 0.4929 0.4843 0.5065 0.5702 
C6H5CH3 0.7355 0.7272 0.7290 0.7925 
CH3-(CH2)6-CH3 0.7142 0.7074 0.7160 0.7599 
C6H5OH 0.7353 0.7256 0.7269 0.7993 
C6H5Cl 0.7101 0.7040 0.7055 0.7693 
SiH4 0.5785 0.5673 0.6099 0.6607 
CH3C-O-CH2CH3 0.6934 0.6855 0.6929 0.7515 
C4H4NH 0.7014 0.6946 0.6991 0.7547 
C6H5F 0.7335 0.7245 0.7235 0.7950 
H2S 0.4934 0.4814 0.5458 0.6133 
PCl3 0.5057 0.4915 0.5669 0.6564 
HCl 0.4627 0.4502 0.5269 0.6030 
LiF 0.5967 0.5913 0.6026 0.6412 
HCN 0.5506 0.5413 0.5494 0.6092 
CO 0.5864 0.5789 0.5890 0.6487 
CH3OH 0.6055 0.6000 0.6103 0.6583 
N2 0.5785 0.5713 0.5863 0.6411 
O2 0.2877 0.2842 0.2934 0.3267 
CO2 0.5817 0.5726 0.5827 0.6528 
Na2 0.5043 0.4937 0.5324 0.6126 
Si2 0.2710 0.2637 0.2952 0.3303 
P2 0.5137 0.4998 0.5625 0.6405 
S2 0.2514 0.2445 0.2786 0.3177 
Cl2 0.4877 0.4744 0.5493 0.6372 
NaCl 0.4606 0.4451 0.5244 0.6071 
CCl4 0.5347 0.5226 0.5913 0.6782 
CS2 0.5443 0.5300 0.5899 0.6723 
CH4 0.5688 0.5675 0.5760 0.5887 
near
α∆  0.5510 0.5422 0.5713 0.6317 
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Tabla D.64. Constantes del conjunto A18 calculadas para los factores de 

exacerbamiento de Pauli de las Ecs. (6.12), (6.15) y (6.25). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

A18 
(0.6)WPBEK SD

Tθ
−  (0.823)WPBEK SD

Tθ
−  WPBEK SDGTθ

−  WPBEK SDWTθ
−  

(0.6)SDc  
(0.823)SDc  

1SDA  2SDA  1SDWA  2SDWA  

H 0.00 0.00 0.92 0.08 0.98 0.02 
He 0.00 0.00 0.98 0.02 1.00 0.00 
Li 0.57 0.28 0.93 0.07 0.99 0.01 
Be 0.98 0.65 0.87 0.13 0.97 0.03 
B 1.63 1.28 0.78 0.22 0.95 0.05 
C 2.35 1.97 0.68 0.32 0.92 0.08 
N 3.03 2.62 0.59 0.41 0.90 0.10 
O 3.64 3.22 0.51 0.49 0.88 0.12 
F 4.26 3.82 0.43 0.57 0.85 0.15 
Ne 4.84 4.37 0.36 0.64 0.83 0.17 
Na 5.17 4.69 0.33 0.67 0.82 0.18 
Mg 5.46 4.96 0.30 0.70 0.80 0.20 
Al 5.71 5.20 0.28 0.72 0.79 0.21 
Si 5.95 5.42 0.26 0.74 0.78 0.22 
P 6.17 5.63 0.24 0.76 0.77 0.23 
S 6.39 5.83 0.22 0.78 0.76 0.24 
Cl 6.60 6.03 0.21 0.79 0.75 0.25 
Ar 6.80 6.21 0.20 0.80 0.75 0.25 
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Tabla D.65. Constantes del conjunto M30 calculadas para los factores de 

exacerbamiento de Pauli de las Ecs. (6.12), (6.15) y (6.25) 

 

 

 

M30 (0.6)WPBEK SD
Tθ

−  (0.823)WPBEK SD
Tθ

−  WPBEK SDGTθ
−  WPBEK SDWTθ

−  

(0.6)SDc  
(0.823)SDc  

1SDA  2SDA  
1SDWA  2SDWA  

NH3 3.36 2.94 0.55 0.45 0.88 0.12 
H2O 3.93 3.49 0.47 0.53 0.86 0.14 
HF 4.42 3.97 0.41 0.59 0.85 0.15 
C6H5CH3 2.93 2.53 0.60 0.40 0.90 0.10 
CH3-(CH2)6-CH3 2.90 2.50 0.60 0.40 0.90 0.10 
C6H5OH 3.20 2.79 0.57 0.43 0.89 0.11 
C6H5Cl 5.39 4.88 0.32 0.68 0.80 0.20 
SiH4 5.95 5.42 0.26 0.74 0.78 0.22 
CH3C-O-CH2CH3 3.24 2.83 0.56 0.44 0.89 0.11 
C4H4NH 3.05 2.64 0.59 0.41 0.90 0.10 
C6H5F 3.41 2.99 0.54 0.46 0.88 0.12 
H2S 6.40 5.84 0.22 0.78 0.76 0.24 
PCl3 6.53 5.96 0.21 0.79 0.76 0.24 
HCl 6.60 6.03 0.21 0.79 0.75 0.25 
LiF 3.12 2.71 0.58 0.42 0.90 0.10 
HCN 4.20 3.76 0.44 0.56 0.86 0.14 
CO 3.50 3.08 0.53 0.47 0.88 0.12 
CH3OH 3.58 3.15 0.52 0.48 0.88 0.12 
N2 3.30 2.89 0.55 0.45 0.89 0.11 
O2 3.82 3.39 0.49 0.51 0.87 0.13 
CO2 3.70 3.28 0.50 0.50 0.87 0.13 
Na2 5.17 4.69 0.33 0.67 0.82 0.18 
Si2 5.96 5.43 0.26 0.74 0.78 0.22 
P2 6.19 5.65 0.24 0.76 0.77 0.23 
S2 6.40 5.85 0.22 0.78 0.76 0.24 
Cl2 6.60 6.04 0.21 0.79 0.75 0.25 
NaCl 6.23 5.69 0.24 0.76 0.77 0.23 
CCl4 6.54 5.97 0.21 0.79 0.76 0.24 
CS2 6.25 5.70 0.24 0.76 0.77 0.23 
CH4 2.79 2.39 0.62 0.38 0.90 0.10 
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Tabla D.66. Valores de s〈 〉  y 2s〈 〉  para fijar el valor de 1s  en el factor de 

exacerbamiento expresado en la Ec. (6.12). 

GN s〈 〉  2s〈 〉  

Ne 0.8086 1.0252 
Ar 0.7086 0.7745 
Kr 0.5763 0.4951 
Xe 0.5144 0.3905 
Rn 0.4444 0.2876 
Promedio  0.6104 0.5946 
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