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El flujo alrededor y dentro de un medio poroso es de gran importancia en diversos aspectos de
ingenieria quimica y es un problema que hasta la fecha se encuentra abierto. La importancia de ello
radica en que, para poder describir los fendmenos de transferencia de calor y masa en este tipo de
sistemas, primero es necesario conocer el perfil de velocidad. En la literatura se ha encontrado que,
lejos de la inter-region, el flujo dentro de la region de fluido libre presenta un comportamiento
unidimensional y unidireccional, por lo que su comportamiento podria ser descrito de forma
analitica. En general, el andlisis de la transferencia de cantidad de movimiento en sistemas fluido-
medio poroso puede hacerse mediante simulaciones numéricas directas (DNS). Sin embargo, tal
analisis es limitado por la alta demanda computacional para su aplicacion en sistemas que presenten
microestructuras de medio poroso complejas. En este trabajo se abordé tal problemética mediante
el desarrollo de una metodologia que utiliza la solucién analitica de las ecuaciones de flujo en la
region de fluido en conjunto con la solucion numérica en el resto del sistema. Los resultados
obtenidos muestran que se logra una reproduccién muy buena de los valores de velocidad obtenidos
por las simulaciones numéricas para distintas configuraciones de medio poroso con distintos
niveles de complejidad, ademas de lograrse reducciones significativas en el tiempo de computo.
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1. Generalidades
1.1. Introduccidn

El flujo alrededor y dentro de un medio poroso tiene una gran presencia en diversos aspectos de la
ingenieria quimica y es un problema que hasta la fecha se encuentra abierto. Algunos ejemplos son
los reactores quimicos heterogéneos de lecho empacado (Yakovlev y Zambalov, 2019),
intercambiadores de calor (Imke, 2004) y filtracion a través de membranas (Wang et al., 2010).

La importancia del estudio de este tema radica en la necesidad de conocer el perfil de velocidad
del fluido para poder describir los fendmenos de transferencia de calor y masa de estos sistemas.
Para ello, deben desarrollarse modelos matematicos que describan adecuadamente el flujo en
sistemas fluido-medio poroso, con el fin de obtener los coeficientes efectivos de transporte. Lo
anterior atrae fuerte interés y lleva a trabajar sobre esta linea de investigacion, especificamente en
este proyecto. A pesar de haber varios avances reportados en la literatura, aun existen dudas sobre
la efectividad de los métodos utilizados para la descripcion de estos fendmenos.

En general, el analisis del transporte de movimiento en sistemas fluido-medio poroso suele hacerse
en términos de ecuaciones de conservacion macroscopicas en cada regién homogénea, las cuales
son acopladas mediante condiciones de frontera en una superficie divisoria entre ambas regiones.
No obstante, el reemplazar una inter-region por una superficie divisoria requiere el uso las
ecuaciones de conservacion en la zona de transicion, donde las restricciones de longitudes de escala
impuestas no se satisfacen debido a las variaciones significativas de la microestructura.

Tal problema ha sido analizado por Valdés-Parada et al., (2013), mediante el desarrollo de
condiciones de salto, que involucran coeficientes efectivos. Sin embargo, el desarrollo de dichas
condiciones de frontera implica la solucion de problemas de cerradura. Dichos problemas en
algunas ocasiones son abordados mediante el uso de geometrias simplificadas, lo cual pone en duda
su certeza debido a la informacion que se pierde de la microestructura del medio poroso,
especialmente en la zona de transicion.

Otra manera de describir estos sistemas es a través del uso de ecuaciones de movimiento a escala
del continuo, utilizando simulaciones numéricas. Asi, se calculan los perfiles de velocidad y los
coeficientes de transporte a través de la discretizacion y solucion numérica de dichas ecuaciones.
Sin embargo, el uso de este tipo de aproximacién es limitada por la gran demanda de poder de
computo que se requiere para representar sistemas de tamafios elevados o que involucren
geometrias de medio poroso muy complejas.

En la literatura se ha encontrado que, lejos de la zona de transicién entre las regiones de fluido y
medio poroso, el comportamiento de la velocidad dentro de cada region homogénea alcanza un
comportamiento no influenciado por los cambios de estructura de dicha zona. Es decir, el
comportamiento en el seno de cada region homogénea es similar al de un sistema libre. De esta



manera, dentro de la region de fluido libre se tiene un comportamiento parabolico del perfil de
velocidad, similar al flujo de Poiseuille, el cual puede ser descrito de forma analitica.

En este trabajo se trata el desarrollo de una metodologia que incorpore la solucion analitica de las
ecuaciones de movimiento en la region homogénea de fluido con los métodos de solucion
numéricos en la zona de transicion y region homogeénea del medio poroso. Con esto, se pretende
entender mejor el comportamiento dentro de dicha regidn de fluido y se pretende facilitar el calculo
del perfil dentro de estos sistemas. Con ello, ademas, es posible reducir la carga computacional y
el tiempo requerido para el analisis de este tipo de sistemas.

1.2. Antecedentes

Se ha deseado entender el comportamiento fundamental del transporte de movimiento, calor y masa
en un medio poroso a escala microscopica desde tan atras como hace un siglo. Como se menciond
en la introduccion de este trabajo, en la literatura se distinguen principalmente dos maneras de
abordar el problema del célculo del perfil de velocidad en sistemas fluido-medio poroso: el uso de
ecuaciones a nivel puntual y el uso de ecuaciones de medio efectivo.

Al utilizar las ecuaciones de movimiento a nivel puntual es necesario considerar la microestructura
del medio poroso, de manera que el desarrollo de soluciones analiticas es practicamente imposible,
debido a la complejidad presentada para describir a la geometria de la fase fluida en algunos casos.
Una forma de abordar esta problematica es mediante el uso de técnicas de discretizacion de las
ecuaciones diferenciales gobernantes del sistema, reduciendo las mismas a un sistema de
ecuaciones algebraicos, que regularmente se soluciona de forma numeérica.

En el desarrollo de las ecuaciones de medio efectivo se buscan obtener ecuaciones de movimiento
escaladas para la velocidad en estos sistemas, sin tomar en cuenta la microestructura del medio
poroso. Sin embargo, para el desarrollo de dichos modelos se requiere informacion de las variables
a nivel microscopico, obtenida usando problemas de cerradura. Estos se pueden resolver
analiticamente mediante simplificaciones de la geometria del sistema o, en algunas ocasiones,
requieren de soluciones numeéricas.

Ambos enfoques suelen ser usados complementariamente y, a continuacion, se describiran trabajos
sobre su desarrollo y relacion.

Ecuaciones de medio efectivo

A través de este enfoque se formulan modelos que describan los fendmenos de transferencia de
cantidad de movimiento, masa y calor en el sistema a nivel macroscopico. En este contexto existen
principalmente dos tipos de modelado (Goyeau et al., 2003): EI modelo de un dominio (One
Domain Approach, ODA) y el modelo de dos dominios (Two Domain Approach, TDA). Una vista
general de ambos se puede apreciar en la Fig. 1.1.



Primero hemos de definir el concepto de region homogénea. Se le Ilama asi a una region del sistema
que no es influenciada por sus fronteras y cuyas propiedades no dependen de la posicion.

ElI ODA supone que el sistema fluido-medio poroso consta de dos regiones homogéneas y una zona
de transicion, a la cual se le llama inter-region. Asi, se obtiene una sola ecuacién llamada Ecuacion
Generalizada de Transporte (Generalized Transport Equation, GTE), la cual es valida para todo el
sistema. Ademas, los coeficientes efectivos son dependientes de la posicion dentro de la inter-
region (dicha dependencia debe determinarse). Este tipo de modelado tiene como ventaja no tener
suposiciones o restricciones por longitud de escala, ademas de no requerir condiciones de frontera.

Por otro lado, el TDA considera que el sistema fluido-medio poroso se compone de dos regiones
homogéneas separadas por una superficie divisoria, la cual reemplaza a la inter-region. Aqui se
desarrollan ecuaciones promedio escaladas para cada una de las dos regiones homogéneas, donde
los coeficientes efectivos se mantienen constantes con la posicion. Para el acoplamiento de las
ecuaciones de cada region homogénea son necesarias condiciones de frontera (de salto), las cuales
capturen la informacion de la inter-region.

Region _ Ecuacién de
— ) —_— -
Homogénea Transporte
n
Ecuacion de N
Transporte — O(r,) Condiciones

Generalizada de salto

Region
Homogénea
a

|_ Ecuacién de
Transporte

a) b)

Fig. 1.1 Modelos de a) un dominio y b) dos dominios para la transferencia de cantidad de movimiento entre una
region de fluido y un medio poroso

A continuacion se detallan algunos trabajos donde se ha realizado este tipo de modelado.

Beavers y Joseph (1967) estudiaron de manera tedrica y experimental un sistema compuesto por
un canal con flujo de Poiseuille entre una pared superior impermeable y una pared inferior
permeable que conecta con un medio poroso saturado con fluido. El flujo en este sistema es
uniforme, unidireccional, totalmente desarrollado y es generado por una caida de presion constante.
La disposicion del sistema es tal que en la regidn del medio poroso se considera valida la ecuacion
de Darcy, mientras que se utiliza la ecuacién de Navier-Stokes para modelar el flujo en la regién
de fluido libre.



Para acoplar ambas ecuaciones, se utilizo una condicion de frontera semi-empirica con la forma de
la Ley de Enfriamiento de Newton, en funcién de un coeficiente ajustable adimensional « , solo
dependiente de la microestructura del medio poroso. Utilizando valores entre 0.1 y 4 para «,
pudieron reproducirse las observaciones experimentales del perfil de velocidad en el sistema. El
amplio rango de valores muestra la gran dependencia que tiene el perfil de la velocidad en la inter-
region con la microestructura. Una comparacion entre el perfil experimental y el obtenido a través
del modelo propuesto se puede apreciar en la Fig. 1.2.
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Fig. 1.2 Perfil de velocidad para un canal ocupado parcialmente por un medio poroso obtenido por Beavers y
Joseph (derecha) comparado con el perfil real (izquierda)

Se aprecia que el utilizar un modelo que conste de dos ecuaciones acopladas ocasiona una
discrepancia entre los perfiles de velocidad tedrico y experimental en la region de transicion. Esto
se atribuye a la falta de términos que describan esfuerzos viscosos en la ley de Darcy.

Con esta informacion, infirieron que el comportamiento en la zona de transicion se debe a una
penetracion de los esfuerzos producidos desde una region homogénea a la otra. Cabe destacar tal
penetracion solo afectan a cierta parte de ambas regiones homogénea, de manera que el flujo dentro
del seno de cada region homogénea exhibe un comportamiento similar al del caso donde ambas se
encuentran aisladas.

El trabajo de Beavers y Joseph fue un punto de partida para numerosos estudios en este tipo de
sistemas. El objetivo es el entendimiento de su condicién de frontera, dada su naturaleza semi-
empirica y su gran utilidad para reproducir resultados experimentales.

Fijandose en esto, Neale y Nader (1974) continuaron el trabajo de Beavers y Joseph, utilizando la
ley de Darcy con la correccién de Brinkman en la regién de medio poroso, considerando los

esfuerzos viscosos. Se obtuvieron los mismos resultados, con el coeficiente « igual a Q/yeﬁ e
donde 4, es la viscosidad efectivay u, es la viscosidad del fluido. Sin embargo, esta limitado a
la poca precision para estimar a g, en la region de medio poroso. Con este trabajo se reitero la
utilidad de la condicién de frontera de Beavers y Joseph, aungue sea fisicamente incorrecta.



Posteriormente, Sahraoui y Kaviany (1992) estudiaron el sistema de Beavers y Joseph con
simulaciones numeéricas, representando al medio poroso con un sistema de celdas unitarias de
geometrias simplificadas. Determinaron que « depende de la microestructura de la inter-region,
ademas de la direccion de flujo, la porosidad, el nimero de Reynolds (Re), la altura de fluido sobre
el medio poroso y la posicion de la superficie divisoria. Sin embargo, esto puede ser consecuencia
del uso de geometrias simplificadas. El uso de geometrias mas complejas de celda seria el siguiente
paso, sin embargo, esto es complicado y costoso computacionalmente, mas en esa época.

Hasta este punto, los estudios de esta clase de sistemas se habian centrado en la obtencién de
condiciones de frontera semi-empiricas, por lo que no hay una dependencia explicita con la
microestructura de la inter-region y, por ende, no se tiene certeza de su precision.

Una herramienta que permitio el desarrollo de modelos para la descripcion explicita de dicha
dependencia fue el método del promedio volumétrico (Whitaker, 1969). Este es una técnica
utilizada para derivar ecuaciones gobernantes en sistemas multifasicos. Partiendo de ecuaciones
validas en cada fase, se llega a ecuaciones validas en todo el sistema, sin considerar los detalles ni
la geometria a escala local.

Esto presenta ventajas con respecto al uso de ecuaciones puntuales, debido a que, a medida que la
complejidad de la geometria del dominio de solucion aumenta, la solucion analitica de las
ecuaciones de movimiento se vuelve inviable y es necesario recurrir a métodos numéricos.

En un medio con dos fases, se puede especificar una region de promediado V, localizada en alguna
parte de un sistema de dos fases, de manera que:

V=V, +V, (L.1)

Donde V, y V, son los volimenes ocupados por cada una de las fases en dicha region, como se

observa en la Fig. 1.3. Asi, pueden definirse dos operadores: promedio superficial y promedio
intrinseco. Para una propiedad arbitraria y, de lafase S, estos se definen de la siguiente manera:

Promediado superficial

1
<Wﬂ>:\7jvﬁ w,dV (1.2)
Promediado intrinseco
s 1

Estos operadores estan relacionados entre si por medio de la fraccion volumetrica de fluido,
porosidad o fraccion vacia &g.



() =(v, >ﬂ p (1.4)

Yaque:
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Fig. 1.3 Diferentes escalas de regiones de promediado en un medio ocupado por dos fases: Sy y

Ochoa-Tapia y Whitaker (1995a) abordaron el sistema de Beavers y Joseph por medio del método
del promedio volumétrico, buscando obtener una condicion de frontera de manera téorica. Para
ello, presentaron dos alternativas.

En la primera, se plante6 un ODA, con una GTE obtenida promediando la ecuacion de Stokes, la
cual se reduce a la ecuacién de Stokes en la regién de fluido y a la ecuacion de Darcy-Brinkman
en la region de medio poroso. Asi, se obtiene un término conocido como la segunda correccién de
Brinkman. En la segunda, se plante6 un TDA a partir de dicha GTE, acoplando las ecuaciones en
cada region con una condicién de salto en funcién de un coeficiente ajustable /£, con valor

estimado del orden de la unidad.

Se validaron ambos modelos contra los datos experimentales de Beavers y Joseph (Ochoa-Tapia y
Whitaker, 1995b). Si bien el ODA no fue capaz de reproducir dichos datos, proporciono
informacion del efecto de la inter-region sobre el flujo. Por otro lado, el TDA fue capaz de
reproducir los valores al utilizar valores de f entre -1y 1.47, probando su utilidad.

Mas tarde, Ochoa-Tapia y Whitaker (1998) utilizaron esta metodologia para derivar una condicion
de frontera de transferencia de cantidad de movimiento considerando efectos inerciales.
Promediando la ecuacion de Navier-Stokes, obtuvieron una GTE que se reduce a la ecuacion de
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Navier-Stokes en la region de fluido y a la ecuacion de Darcy-Brinkman-Forchheimer en la region
de medio poroso. Dicha condicion estaba en términos de dos coeficientes ajustables £ y S, del

orden de la unidad, asociados con los esfuerzos viscosos e inerciales en exceso, respectivamente.

Los trabajos de Ochoa-Tapia y Whitaker proporcionaron una alternativa tedrica para la obtencién
condiciones de frontera en este tipo de sistemas. Sin embargo, su limitacion radica en que los
coeficientes de salto carecian dependencia explicita con los fendmenos en la inter-region e
interpretacion fisica concreta. Por ello, eran condiciones de frontera abiertas.

Atendiendo tal problema, Wood et al. (2000) propusieron una metodologia que permitio obtener
una condicidn de salto para la transferencia de masa entre una superficie catalitica no homogénea
adyacente a un fluido. Dicha condicion esta en términos de un coeficiente de reaccion efectivo,
cuya dependencia espacial en la inter-regién fue determinada mediante un problema de valor a la
frontera similar a los de las regiones homogéneas, pero con un dominio de solucién limitado a una
region representativa de la superficie catalitica. En el contexto del método del promedio
volumétrico, esto se conoce como problema de cerradura local (PCL).

Goyeau et al. (2003) plantearon una metodologia que permite la obtencion de una expresion semi-
analitica del coeficiente S en la condicion de salto Ochoa-Tapia y Whitaker. Esta consiste en
acoplar un ODA que incorpora los efectos de la inter-region en los coeficientes efectivos con un
TDA dado por la ecuacion de Stokes y la ecuacion de Darcy-Brinkman. Asi, determinaron la
dependencia de S con los coeficientes efectivos, y la velocidad promedio en la inter-region.

Tales valores de S se compararon con los de Ochoa-Tapia y Whitaker (1995b) y validaron con los
datos experimentales de Beavers y Joseph, logrando buenas predicciones. Este estudio puso en
evidencia la influencia de la inter-region en todo el sistema, siendo un paso intermedio en la
determinacion exacta del coeficiente S, para lo cual debe plantearse un PCL que considere dentro
de su dominio de solucién a la inter-region.

Siguiendo la idea propuesta en el trabajo Wood et al. (2000), Valdés-Parada et al., (2007, 2009)
desarrollaron una condicion de salto para el esfuerzo libre de coeficientes ajustables. Para ello se
plante6 un PCL, mismo que debio resolverse de forma simplificada, por su gran complejidad. De
esta manera pudo cerrarse el ODA propuesto por Ochoa-Tapia y Whitaker (1995a, 1995b).
Ademas, propusieron una metodologia para el célculo de g, obteniendo una expresion semi-

analitica, con resultados idénticos a los de Goyeau et al. (2003).

Los trabajos de Valdés-Parada et al., (2007, 2009) aportaron una metodologia de condiciones de
salto cerradas que completan el TDA propuesto en Ochoa-Tapia y Whitaker (1995a). Sin embargo,
estos tienen limitaciones, una de ellas la imposicion de la continuidad de la velocidad.

Tales problemas fueron atendidos por Valdés-Parada et al. (2013), desarrollando una metodologia
mas general para obtener los coeficientes de salto, planteando un problema de cerradura
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macroscopico con dos restricciones integrales, pudiéndose obtener la condicion de salto tanto para
el esfuerzo como para la velocidad.

Recientemente, Hernandez-Rodriguez (2017) calculd el perfil de velocidad y la permeabilidad en
un sistema de Beavers y Joseph de forma analitica, representando al medio poroso como un arreglo
periddico de placas paralelas. Esto le permitié ver que, dentro de un rango limitado de valores de
la fraccidn vacia, era posible reproducir los datos de los problemas de cerradura de la literatura.
Ademas, sugirio que se pueden obtener los mismos resultados para geometrias mas complicadas
mediante el uso de DNS.

Simulaciones numéricas

Como se dijo anteriormente, en este enfoque se busca pasar de las ecuaciones diferenciales
puntuales que modelan el sistema continuo a una serie de ecuaciones algebraicas validas solo en
ciertas regiones o puntos del sistema. Sin embargo, esto conlleva ciertos problemas. Por una parte,
debe de establecerse una técnica eficiente para la seleccion de dichos puntos, evitando omitir
fendmenos importantes y el uso de un nimero de ecuaciones algebraicas mayor al necesario.
Incluso asi, esta cantidad es suficientemente alta para que se sea inviable resolverlas manualmente,
por lo cual se acude a los sistemas computacionales.

En el contexto de la dindmica de fluidos computacional (Computational Fluid Dynamics, CFD),
existen diferentes acercamientos para la solucion numérica de las ecuaciones diferenciales de
movimiento.

Algunos métodos se basan en la simulacion de movimiento y colisiones a nivel particula, como lo
son el método de Lattice Gas Automata (LGA) (Hardy et al., 1973, 1976; Frisch et al., 1986), que
posteriormente derivaria en el método de Lattice Boltzmann (Lattice Boltzmann Method, LBM)
(McNamara y Zanetti, 1988) y el método Smoothed Particle Hydrodynamics (SPH) (Gingold y
Monaghan, 1977). Si bien estos métodos han probado ser Utiles para la descripcién del flujo en
distintos sistemas, tienen complicaciones para ser acoplados con modelos de transferencia de calor
y de masa, o en la descripcion de fronteras muy complicadas, en el caso del método SPH.

Otros se basan en la discretizacion de las ecuaciones de movimiento a escala del continuo. Algunas
alternativas para la discretizacion de las ecuaciones de movimiento son el método de diferencias
finitas (Finite Difference Method, FDM) (Courant et al., 1967), el método del elemento finito
(Finite Element Method, FEM) (Clough, 1960; Courant, 1943) y el método de volumen finito
(Finite Volume Method, FVM) (Demirdzi¢ y Martinovié¢, 1993).

Debido a la complejidad de las ecuaciones para flujo turbulento o con disposiciones geométricas
complejas, muchas veces se requiere de simplificaciones de las ecuaciones de movimiento, ya sea
con modelos RANS (Reynolds Averaged Navier-Stokes Equations) (Chen et al., 1990) o con
modelos LES (Large Eddy Simulation) (Kuwahara et al., 2006), los cuales hacen uso de
promediado espacial y/o temporal, para atenuar la carga computacional asociada.



Sin embargo, ya que se busca obtener informacion a nivel local del flujo en sistemas tipo Beavers
y Joseph, estas alternativas no son atractivas. Esto es debido a que el promediado de dichas
ecuaciones tiende a omitir informacion.

Por otro lado, las Simulaciones Numeéricas Directas (Direct Numerical Simulation, DNS) permiten
obtener el perfil de velocidad en los sistemas fluido-medio poroso mediante la discretizacion de las
ecuaciones de transporte en la escala del continuo. Esto no implica ningun tipo de simplificacion,
mas alla de las condiciones del problema en si. Por ello, suele estar limitado a condiciones de flujo
laminar y estado estacionario, justo como en el caso del sistema de Beavers y Joseph. De esta
manera, las DNS son una buena alternativa para la obtencién de informacién a escala local.

El interés en aplicar técnicas numéricas para la descripcion del flujo en sistemas fluido-medio
poroso surgio al querer describir fendmenos de transferencia de calor y masa en equipos con
injertos porosos. Estos cuentan con arreglos de cilindros o esferas dentro de su configuracion
geométrica. Algunos de los trabajos sobre la descripcion del perfil de velocidad en sistemas con
arreglos de este tipo se presentan a continuacion.

Utilizando el método propuesto por Hamielec, Johnson, et al. (1967) y Hamielec, Hoffman, et al.,
(1967) para el modelado del flujo a través de particulas esféricas estaticas, Pruppacher et al. (1970)
estudiaron el flujo de un fluido newtoniano e incompresible bajo condiciones de estado estacionario
y bajos numeros de Reynolds. Para ello, utilizaron el MDF en la ecuacién de Navier-Stokes y
solucionaron de forma numérica. Asi, presentaron resultados de coeficiente de arrastre y vorticidad
con buena concordancia contra datos experimentales, validando su metodologia.

Sin embargo, en los modelos de Pruppacher se considera a cada una de las particulas
independientemente, rodeadas de una frontera donde se imponen condiciones de flujo libre. Esto
ponia en duda los resultados obtenidos, debido a que se desprecia el efecto que tiene cada una de
las formas solidas sobre las demas.

Tomando en consideracion esto, Launder y Massey (1979) estudiaron el flujo laminar a través de
un banco de particulas, asi como la transferencia de calor. Ellos propusieron un nuevo modelo
donde se construye una malla polar alrededor de cada particula del arreglo, conectada con una
malla cartesiana que cubre a todo el fluido. Con esto, se pretendia conocer el efecto de los
fendmenos ocurridos en cada particula sobre todo el sistema. Se compararon resultados de campo
de flujo, la funcién de corriente, presion, nimero de Stanton y Nusselt contra datos experimentales,
obteniendo mejores resultados que el modelo inicial de Pruppacher.

El desarrollo de los procedimientos de solucion numérica dado en estos trabajos hizo posible su
uso en otras areas, siendo una de ellas el flujo sobre y dentro de un medio poroso. Como se
menciono antes, los medios porosos pueden ser representados por arreglos de celdas unitarias con
geometrias representativas.



Larson y Higdon (1986, 1987) estudiaron el flujo cercano a la superficie en un medio poroso con
flujo bidimensional compuesto de celdas unitarias cuadradas y hexagonales cuya fase sélida esta
en forma de cilindros. Resolvieron de manera numérica las ecuaciones de Stokes utilizando LBM.
Consideraron dos casos: flujo por una caida de presion de un fluido viscoso en arreglos periédicos
de celdas unitarias y flujo ocasionado por el movimiento de una pared en un arreglo semi-infinito
de celdas unitarias. En ambos casos se estudio flujo en direccion axial y transversal a la fase sélida
de cada celda unitaria medio poroso.

Ademas, se detalla el uso de una geometria simplificada de celdas unitarias de medio poroso, asi
como las condiciones de frontera necesarias en cada celda unitaria. Finalmente, utilizaron este
procedimiento para el estudio del efecto de la estructura del medio poroso sobre la permeabilidad
utilizando distintos valores para la fraccién vacia.

Analizando los cambios en las lineas de corriente causados por variar la fraccion vacia, se remarca
la importancia de los fendmenos a escala local, puesto que cambios no significativos desde un
punto de vista macroscopico pueden ocasionar cambios importantes a escala microscopica. Esto
comprueba que utilizar modelos macroscopicos omite cierta informacion de la escala
microscopica, lo cual (hasta la fecha) hace dudar de las simplificaciones hechas en los modelos de
ecuaciones de medio efectivo. Aun asi, se explica que estos resultados pueden ser utilizados para
la obtencidn de los coeficientes en modelos TDA, con buena concordancia.

Posteriormente, Sahraoui y Kaviany (1992) estudiaron numéricamente el efecto del flujo sobre el
coeficiente « de la condicion de Beavers y Joseph. En este estudio se resolvieron de forma
numérica las ecuaciones de Navier-Stokes, utilizando una discretizacion por medio del MDF. El
medio poroso se representa mediante un sistema compuesto de un arreglo de celdas unitarias
cuadradas, donde la fase sélida tiene forma de cilindros. Ademas, dichas celdas se consideraron en
dos configuraciones: en linea y escalonadas.

Un resultado importante en este trabajo es la determinacion de la distancia a la cual el
comportamiento de cada regién homogénea deja de ser influenciado por la adyacente, es decir,
donde se alcance el comportamiento del seno de cada regién homogénea. Sin embargo, los valores
obtenidos pueden ser efecto del uso de geometrias simplificadas, generando dudas de su veracidad.
Tales dudas podrian ser resueltas mediante el uso de geometrias mas cercanas a las reales. Sin
embargo, esto conlleva un costo computacional elevado, con el cual no se podia lidiar en esa época.

Maés tarde, con la evolucion de las computadoras digitales, fue posible la representacion de los
sistemas mediante geometrias celda unitaria de medio poroso aun mas complejas. De esta manera,
fue posible evaluar la eficacia de los modelos promedio tomando como base un perfil de velocidad
a escala local y obteniendo el perfil macroscépico aplicando operadores de promediado.

Breugem y Boersma (2005) realizaron DNS para modelar el flujo turbulento sobre y dentro de un
medio poroso compuesto por arreglos de cubos. Se realizaron dos simulaciones numéricas: una
utilizando la ecuacion de Navier-Stokes para toda la fase fluida y otra utilizando en todo el dominio
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la ecuacion de Navier-Stokes promediada volumétricamente, basada en el trabajo de Whitaker
(1996). En este trabajo se encontré que al utilizar la ecuacién promediada volumétricamente se
pueden reproducir los resultados de la DNS a escala microscépica, con una reduccion en el tiempo
de computo significativa. Sin embargo, para la utilizacién del modelo promedio fue necesario
utilizar PCL con una geometria simplificada para el esfuerzo, poniendo en duda su validez.

Rosenzweig y Shavit (2007) estudiaron un sistema fluido-medio poroso con direccion de flujo
normal al medio poroso, el cual se modela con celdas unitarias con forma de alfombra de Sierpinski
de dos niveles. Se solucionaron de forma numérica las ecuaciones de Navier-Stokes mediante
paqueteria comercial que utiliza el método del volumen finito. Los datos de velocidad local
obtenidos se compararon con datos experimentales medidos con velocimetria de imagen de
particula (Particle Image Velocimetry, PIV), mostrando una buena reproduccion y dando validez
al esquema numeérico utilizado.

Ademaés, derivaron una ecuacion de Brinkman modificada para el perfil de velocidad a escala
macroscopica, comparandola con el perfil obtenido al aplicar un promediado volumétrico a la
velocidad numeérica local. Tal ecuacidn pudo predecir de forma aceptable los valores de velocidad

dentro del medio poroso y en la zona de transicion, valores bajos del Reynolds (Re, <1).

Con estos trabajos se puede intuir que, a pesar de que las ecuaciones promedio sean derivadas para
configuraciones geométricas muy simples, son capaces de realizar buenas predicciones de la
velocidad en medios porosos con microestructuras mas complejas. Sin embargo, aln no se sabe
hasta qué punto la simplificacion de las geometrias omite informacion importante respecto a los
fendmenos ocurridos en el sistema, especialmente en la zona de transicion.

Por otro lado, la descripcion de los procesos de transporte a escala local en geometrias complejas
(especialmente las que involucran geometrias tridimensionales) solo ha sido posible hasta tiempos
recientes, debido a los avances en métodos computacionales. Algunos trabajos recientes muestran
esfuerzos en este sentido, como se muestra a continuacion.

Duman y Shavit, (2009) utilizaron como base el trabajo de Ochoa-Tapia y Whitaker, (1995a) para
el desarrollo de una metodologia de prediccion de la velocidad en sistemas fluido-medio poroso
mediante DNS. Dicha metodologia no es afectada por la posicion de la frontera divisoria y fue
corroborada contra mediciones experimentales hechas mediante PIV para distintos tipos de
configuraciones geométricas tridimensionales complicadas. Este estudio est4 limitado a sistemas
con una transicién subita en la fraccion en la inter-regién, por lo que debe ser extendida a sistemas
con cambios graduales en la microestructura en tal zona.

Mediante arreglos aleatorios de esferas como representacion de un medio poroso, Wood et al.
(2015) compararon los perfiles de velocidad obtenidos por DNS con perfiles obtenidos
experimentalmente por PIV para flujo laminar. EI medio poroso consistia en un lecho empacado
con esferas de vidrio dptico sujetas con una celda del mismo material. EI modelo geométrico
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introducido a la paqueteria de software tiene la misma configuracion y escala, salvo el error
experimental. Se obtuvieron perfiles experimentales y numéricos de alta resolucién con un error
entre ambos del 11.32 % y 4.74 % para la velocidad axial y normal, respectivamente.

Estos trabajos respaldan el uso de las DNS para el calculo de perfiles de velocidad en medios
porosos, puesto que son capaces de reproducir modelos realistas con suficiente precision. Asi, las
DNS pueden ser utilizadas para la descripcion satisfactoria del flujo en dichos sistemas. Ochoa-
Tapia et al. (2017) han propuesto el uso de geometrias mas realistas para, por medio de DNS,
realizar los calculos de PCL para recabar informacion acerca de los fendmenos en la inter-region
y validar su uso.

Respecto a lo visto en la literatura, las DNS han probado poder describir el flujo en sistemas que
involucran flujo sobre y a través de medios porosos. Ademas, ha habido grandes avances en el
desarrollo de ecuaciones analiticas que describan el flujo en este tipo de sistemas.

Desde los trabajos de Beavers y Joseph se sabe que el contacto entre dos regiones homogéneas
ocasiona cambios cualitativos en el flujo solo en la cercania de la zona de transicion. Bajo las
condiciones presentadas, el perfil de velocidad en la region de fluido libre presenta un
comportamiento parabodlico similar al del flujo de Poiseuille, cuyo modelo matematico puede ser
solucionado de manera analitica. Esto lleva a pensar que en la region de fluido libre de sistemas
tipo Beavers y Joseph, el perfil de velocidad también puede obtenerse también de forma analitica.

Asi, en este trabajo se analizara la posibilidad del uso conjunto de ecuaciones analiticas en la region
de fluido libre con DNS en la regién de medio poroso y la zona de transicion para la obtencion de
la velocidad en un canal parcialmente ocupado por un medio poroso Yy si tal acercamiento presenta
ventajas sobre el uso de DNS para la solucion de todo el sistema, que faciliten el estudio de sistemas
de mayor tamafio con microestructuras de medio poroso mas complicadas.
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1.3. Motivacioén

Las simulaciones numéricas son una alternativa viable para el estudio del flujo en sistemas fluido-
medio poroso Yy estan respaldadas con comparaciones contra datos experimentales. Sin embargo,
presentan problemas para representar sistemas de gran tamafio o con microestructura de medio
poroso compleja, lo cual limita su uso, debido a la gran demanda computacional requerida.

En la literatura sobre estos sistemas se describe que el efecto del contacto de cada region
homogénea (fluido y medio poroso) en el comportamiento del perfil de velocidad sobre su contraria
es apreciable solo en la cercania de la zona de transicion. Se ha observado que el perfil de velocidad
en el seno de la region de fluido libre presenta un comportamiento parabolico similar al caso de un
flujo entre dos placas paralelas, el cual puede describirse mediante una ecuacion analitica.

Con lo anterior, se propone plantear una metodologia que haga uso de una ecuacion analitica en la
region de fluido libre en conjunto con DNS en la regidén de medio poroso y la zona de transicion.
Con esto se podria corroborar que el contacto con la regién de medio poroso no tiene un impacto
cualitativo en el flujo en el seno de la region de fluido libre y, ademas, puede ayudar a paliar la alta
demanda de recursos computacionales requeridos en estos casos, al evitar el uso de soluciones
numéricas en dicha region.

1.4.  Hipotesis

Es posible utilizar una solucion analitica en la region de fluido libre, en conjunto con el célculo
numérico del perfil de velocidad en un canal parcialmente ocupado por un medio poroso.

1.5. Objetivos

1.5.1. Objetivo general

Desarrollar una metodologia para el calculo del perfil de velocidad en un canal parcialmente
ocupado por un medio poroso bajo régimen de Stokes mediante el uso de una solucion analitica en
la region de fluido libre en conjunto con la solucion numérica en la region de medio poroso..

1.5.2. Objetivos especificos
e Determinar la distancia de alcance del efecto provocado por la presencia del medio poroso
en cada regién homogénea

e Desarrollar una metodologia que incorpore la solucion analitica en la region de flujo
parabdlico a las simulaciones numéricas
e Validar la metodologia propuesta utilizando distintas microestructuras para la

representacion del medio poroso
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2.  Metodologia

En este capitulo se describirdn las dos maneras de realizar el célculo del perfil de velocidad en un
canal parcialmente ocupado por un medio poroso que nos conciernen para este estudio. Una de
ellas es la utilizacion de DNS en toda la region de solucion, a la que a partir de ahora se le llamara
DNS Completa. Por otro lado, se propondra un método que utilice DNS en la region de medio
poroso Yy la zona de transicidn en conjunto con soluciones analiticas dentro del seno de la region
de fluido libre, al que de ahora en mas se le llamard DNS Acoplada. Para el planteamiento de esta
ultima, es necesario conocer el alcance del efecto en cada regiébn homogénea ocasionado por la
presencia de la otra. Por ello, la metodologia a seguir para encontrar tal alcance es descrita dentro
de las primeras secciones de este capitulo, previo al planteamiento de la DNS Acoplada.

2.1. Descripcion de la region de medio poroso

De acuerdo con Quintard y Whitaker (1993), los medios porosos pueden ser representados
mediante arreglos de celdas unitarias con geometrias idealizadas, como se muestra en la Fig. 2.1.

Fluido
O ‘: Medio poroso
PO 6
¥ 10000 L
o000 e0d .
weoeoooyd > @
\Neo o 0o/
~a s

Fig. 2.1 Representacion idealizada del medio poroso compuesto por celdas unitarias de geometrias conocidas

Cada celda unitaria que compone al medio poroso consta tanto de fase solida como de fase fluida,
Ilamadas “fase y” y “fase [”, respectivamente. A la longitud de cada celda unitaria de medio

poroso se le llamara ¢ y a la longitud caracteristica de la fase y en cada celda unitaria se le llamara
(,. Ademas, se llamara A, a la interface entre la fase solida y la fase fluida del medio poroso.
Esto se puede ver de forma mas detallada en la Fig. 2.2. Se considerara que la fase solida dentro
de las celdas unitarias de medio poroso es rigida e impermeable. Por ello, se puede considerar una

condicion de no deslizamiento en las fronteras de la fase solida de cada celda unitaria de medio
poroso, al igual que en las placas que delimitan al sistema.
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Fig. 2.2 Composicion de las celdas unitarias de medio poroso

2.2. Planteamiento del problema

El sistema a estudiar es un canal parcialmente ocupado por un medio poroso con régimen de flujo
reptante y en estado estacionario. En este se aprecian dos regiones: la region de fluido libre
denominada “region 1y la region del medio poroso denominada “region @ ™. Se le llama L, al

tamario de la region de fluido libre y L, al de la region de medio poroso. (Ver Fig. 2.3).

El flujo, en promedio, se da a través de la coordenada X y es ocasionado por una caida de presion
en dicha direccion, la cual es constante dentro de todo el sistema y de baja magnitud, de manera
que solo se consideran efectos viscosos. Ademas, se toma una region lo suficientemente lejos de
las entradas y salidas del sistema, de manera que se considera flujo completamente desarrollado.
Ademas, se considera al canal lo suficientemente grande en la direccion z, de manera que se pueden
despreciar los efectos en dicha direccion.

Ademas, tanto la fase sélida que compone al medio poroso como las paredes superior e inferior
que delimitan al canal se consideran solidas e impermeables, por lo cual se puede considerar una
condicion de no deslizamiento en las interfaces solido-fluido.

En resumen, el sistema esta bajo las siguientes condiciones:

e Estado estacionario

e Flujo reptante (efectos convectivos despreciables)

¢ Flujo totalmente desarrollado (efectos de entrada y salida despreciables)
e Flujo incompresible (densidad constante)

e La fase sélida del medio poroso es rigida e impermeable

e Las paredes delimitantes del sistema son rigidas e impermeables

e Caida de presion constante y solo en la direccion del flujo (direccion x)
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Las ecuaciones que rigen el transporte de movimiento en este sistema son la ecuacion de Stokes y

la ecuacion de continuidad:
0=-Vp+g+uVv

0=Ve.v

Region 77

Region w

Fig. 2.3 Canal parcialmente ocupado con un medio poroso

Las condiciones de frontera asociadas al problema son las siguientes:
Eny=L,6 v=0
Eny=-L,, v=0

En Aﬁ,y, v=0

(2.1)

(2.2)

(2.3)
(2.4)

(2.5)

Para facilitar el tratamiento y la solucion de este modelo, este es llevado a su forma adimensional
(procedimiento descrito en el Apéndice A). El modelo adimensional se muestra a continuacion:

Ecuacion Gobernante

0=c+VaU
0=Veu

Condiciones de Frontera

En Y=Y, u=0
En Y:Yn, u=0

En Aﬂy, u=0

(2.6)
(2.7)

(2.8)

(2.9)

(2.10)

Donde u es la velocidad adimensional, Y es la coordenada adimensional perpendicular al flujo.

En la literatura sobre estos sistemas se ha encontrado que, lejos de las entradas, el campo de
velocidad se vuelve periddico con respecto a la direccion del flujo (Sahraoui y Kaviany, 1992). Por
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esto, es posible abordar este problema con un sistema formado por una columna de una celda

unitaria de espesor, como en la Fig. 2.4:

)

Fig. 2.4 Modelo simplificado para un canal parcialmente ocupado por un medio poroso

El modelo para el sistema simplificado se presenta a continuacion:

Ecuaciones Gobernantes

@

===}

O=ic+V?u
0=Veu
Caida de presion
-VP =ic

Frontera Superior
u=0
Fronteras Laterales
u(r) =u(r+10)
Frontera Inferior

oy _ Oy

o oY
Fronteras Sélido-Fluido

u=0

Fig. 2.5 Geometria de la region de soluciéon numérica (flujo bidimensional

(2.11)
(2.12)

(2.13)

(2.14)

(2.15)

(2.16)

(2.17)
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En las fronteras laterales se impone una condicion de periodicidad de flujo. Ademas,
suficientemente lejos de la frontera divisoria dentro de la region @ se alcanza el comportamiento
del seno del medio poroso, el cual es periodico, de manera que cada celda unitaria presenta el
mismo campo de velocidad. Por ello, puede hacerse uso de la condicion de simetria en la frontera
inferior para representar a la region de medio poroso con una longitud menor a la real (esto se
abordaré en la seccion posterior).

Sin embargo, este sistema supone que la geometria ocasiona un flujo bidimensional. Para un
sistema con una geometria de celda unitaria que ocasiona flujo tridimensional (donde existen las
tres componentes del vector de velocidad y son dependientes de las tres variables), el modelo a
considerar sera el mostrado en la Fig. 2.6:

Ecuacién Gobernante
0=ic+Vau (2.18)
. . 0=Veu (2.19)
= - Caida de presion
I -VP =ic (2.20)
n Frontera Superior
u=0 (2.21)
. . Fronteras Laterales
Y e u(r) = u(r + i) (2.22)
|j‘ Ijz Fronteras Laterales
ou, _ Uy _ou, g (2.23)
D D oL oL az_
L, . s Frontera Inferior
- : %=%=%=0 (2.24)
|:| |:| oY oY oY
Interface Sélido-Fluido

u=0 (2.25)
Fig. 2.6 Geometria de la regién de solucion numérica (flujo bidimensional)

La condicion de simetria dada en las fronteras a través de la coordenada z indica que bajo la
condicion de flujo completamente desarrollado y estando lejos de las entradas, el flujo es periddico
en esa direccion, por lo cual es suficiente con analizar el sistema en una region de una celda unitaria
sobre esa coordenada. Resolviendo este sistema, se obtiene un perfil de velocidad promedio con
un comportamiento como el que se muestra en la Fig. 2.7.
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Fig. 2.7 Perfil de velocidad promedio en un canal parcialmente ocupado por un medio poroso

El contacto de las regiones homogeéneas 1 y @ en la frontera divisoria ocasiona una desviacion

del comportamiento esperado en cada caso aislado; esto es, para el flujo de un fluido libre en un
canal y el flujo a través de medio poroso. Sin embargo, este efecto esta limitado a la region cercana
a dicha frontera. Por lo tanto, el objetivo de este andlisis sera determinar la distancia dentro de cada
una de las regiones homogéneas a la cual dicho efecto deja de ser apreciable.

Dentro de laregién r, cerca de la frontera divisoria el flujo es multidimensional y multidireccional
por la influencia del contacto con la superficie de la region de medio poroso. A partir de cierta
distancia de la frontera divisoria, el perfil de velocidad toma una forma parabdlica que concuerda
con el flujo de Stokes, el cual es unidimensional y unidireccional. Traes un anélisis breve de este
comportamiento, se infiere que en gran parte de la region n puede obtenerse tal perfil a través de
una solucion analitica, tal y como en un canal libre. Siguiendo esta idea, se propondra un modelo
de solucion anélogo al de un canal con flujo de Stokes para el perfil de velocidad en dicha regién.

Por otra parte, dentro de la region de medio poroso y suficientemente lejos de la frontera divisoria
el perfil de velocidad se torna periédico. Es decir, el perfil de velocidad sera el mismo para cada
celda unitaria de medio poroso a partir de cierta distancia dentro del medio poroso. Por ello, es
posible modelar un sistema de cualquier tamafio utilizando un valor de L, pequefio. Esto ayuda a

reducir ain mas la cantidad de nodos necesarios para la discretizacion de la ecuacion de Stokes vy,
a su vez, reducir la carga computacional.

Por lo tanto, el objetivo en la siguiente seccion sera establecer una metodologia para determinar la
distancia con respecto a la frontera divisoria a la cual el flujo dentro de cada regiéon homogénea
toma las caracteristicas mencionadas anteriormente.

2.3. Determinacion del alcance del flujo multidimensional ocasionado por la frontera
divisoria en cada region homogénea

En resumen, suficientemente lejos de la frontera fluido-medio poroso, el flujo dentro de la region
n pasa a ser unidimensional y unidireccional y perfil de velocidad toma la forma parabolica
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caracteristica del flujo de Stokes. Por otro lado, suficientemente lejos la superficie divisoria, el
perfil de velocidad en la regién » pasa a ser perioédico. De esta manera, pueden apreciarse dos
regiones principales con respecto al tipo de flujo, las cuales se muestran en la Fig. 2.8.

Flujo
unidimensional

H\

Flujo
multidimensional

Fig. 2.8 Tipos de flujo en un canal parcialmente Ileno con un medio poroso

El objetivo de este procedimiento serd determinar la distancia a la cual el flujo multidimensional
cerca de la frontera divisoria pasa a tomar el comportamiento del seno de cada region. Dicho de
otra manera, se determinard la penetracion de los esfuerzos de cada region homogénea sobre la
otra. Para cumplir este objetivo es necesario analizar el comportamiento del perfil de velocidad
puntual en cada region del sistema. Para esto, se realiza una DNS para la solucién del modelo
descrito en la Seccion 2.2. Al alcance de la penetracion de los esfuerzos de la region de medio

poroso sobre la de fluido se le llamara d, v, en el caso contrario, se llamara d,,. A continuacion

se presentan los procedimientos a seguir en cada una de las regiones homogéneas para la
determinacion de estos valores.

2.3.1. Determinacion del alcance del flujo multidimensional en la region homogénea de fluido

Para determinar el alcance del efecto multidimensional y multidireccional en la regiéon n, se

realizaran dos procedimientos diferentes (uno para cada region homogeénea), los cuales se describen
a continuacion.

Primero, debe determinarse la distancia a la cual el flujo pasa a ser unidireccional, es decir, solo
existe la componente en la direccion del flujo. Para esto, se realizaran cortes en las coordenadas x
y y como los presentados en la Fig. 2.9.

Se evaluaran, a diferentes valores de la coordenada y, cada una de las componentes de la
velocidad. Posteriormente se calcularan los cocientes u, /u, Yy U,/u,. Se considerara que las

componentes de la velocidad no paralelas al flujo dejan de tener una contribucion importante a
partir de la distancia a la cual sus valores sean menores a una millonésima parte con respecto a la

componente u, en todos los cortes realizados, es decir, cuando se cumpla lo siguiente:
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E—g <10° (2.26)
Ll <10 (2.27)
Uy |
123 123
vy
¥ f
[] L]
[] []

Fig. 2.9 Cortes para la toma de la velocidad puntual en diferentes puntos de las coordenadas x y z

Donde el subindice i indica el valor de la coordenada x y el subindice e indica el valor de la
coordenada y a la cual se estan evaluando dichas componentes.

Posteriormente, se habréa determinar la distancia a la cual el flujo pasa a ser unidimensional, es
decir, ladistancia a la cual lacomponente de la velocidad en direccidn al flujo presenta dependencia
de solo una coordenada.

Asi, se tomaran los valores de velocidad puntual en los cortes sefialados en la Fig. 2.9. Para
determinar cuando dos valores de velocidad no presentan variacion, se establece que una vez que
el error relativo entre los valores de la velocidad en cada linea sea menor a 10, se consideraran
iguales.

e e
U ci— U,

% Error relativo= <107 (2.28)

uL.C.1
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Donde e indica la posicion de la coordenada y a la cual se evalua la velocidad.

Se compararan los valores de velocidad a diferentes valores de la coordenada y en los cortes 1y

3, para corroborar la periodicidad del flujo en la direccion x. Posteriormente se repetira esto para
los valores de velocidad en las otras parejas de cortes. A partir de la distancia en y a la cual se

cumpla el criterio anterior, se considerara que el flujo ha pasado a ser unidimensional.

En geometrias de medio poroso que presentan flujo bidimensional, solo serd necesario determinar
la distancia hasta la cual la componente en direccién al flujo es dependiente de la coordenada X,
mientras que en las geometrias que presentan flujo tridimensional se ha de determinar hasta donde
dicha componente es dependiente de las coordenadas x y z.

Al valor de la coordenada y al cual el sistema presenta flujo unidimensional y unidireccional en
laregion n se le denominara d, . Este sera el mayor de los dos valores determinados anteriormente.

2.3.2. Determinacién del alcance del flujo multidimensional en la region homogénea de medio
pOroso

En la region o debe determinarse a partir de qué celda unitaria de medio poroso el perfil de
velocidad se vuelve periddico, es decir, a partir de qué distancia el perfil de velocidad dentro de
cada celda unitaria es igual al anterior.

Para determinar esto, tomaran valores de velocidad en algunos puntos dentro de cada celda unitaria
de medio poroso. El objetivo en este caso es evitar las discontinuidades que presenta la velocidad
a escala microscopica, debido a la presencia de la fase sélida en el medio poroso. Los puntos a
evaluar para geometrias con flujo bidimensional se muestran en la Fig. 2.10. Asimismo, los puntos
a evaluar para geometrias con flujo tridimensional se muestran en la Fig. 2.11 y la Fig. 2.12.

El criterio para establecer que no existe variacion entre dos valores de velocidad en celdas unitarias
consecutivas sera el error relativo entre los valores de velocidad en cada uno las parejas de puntos
correspondientes. Se consideraran a dos velocidades iguales una vez que el error relativo entre

estas sea menor a 1072, es decir:

n-1 n

u. . u. .
% Error relativo=|———>"-{ <10 (2.29)
u

e,i

Donde e indica la componente del campo de velocidad, n indica la celda unitaria donde se evalta
el valor de la velocidad (ver Fig. 2.13) e i indica la posicion dentro de la celda a la cual se esta
evaluando la velocidad.
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Asi, se compararan uno a uno cada par de conjuntos de valores obtenidos en los puntos sefialados
en cada par de celdas unitarias consecutivas. Una vez que cada uno de estos pares de valores no
presente variacion, se ha encontrado hasta qué celda unitaria la penetracion de los esfuerzos de la
region de fluido libre afecta al flujo dentro de la regién de medio poroso, es decir, d,, .

-0, (-1, -0, (-1,
- =t 2 u (¢
4 %) o2 o6 4 5 o2 o6 4
o7 o3 .sIﬁ_E? o7 %5 .81€_€7 -1{
—_ 4 _ 4 4
f—fy Y E—é’y 14
_ )_
2 A 4 2
¢ ¢ Loy
£ £ 3!
2, i 41
9 I:!].,' 21162
oo a i
o0 {7
o e ol 4]
%(zl-! II_'C
‘
9

Fig. 2.10 Puntos para la evaluacion de la velocidad puntual para distintos tipos de celda unitaria de medio poroso
con flujo bidimensional:
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Fig. 2.12 Puntos para la evaluacién de la velocidad puntual en la geometria de celda unitaria de esferas
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@

Fig. 2.13 Puntos para la evaluacion de la velocidad puntual en la regién de medio poroso
2.4.  Modelo para la region de solucion analitica

Con base en lo anterior, se plantea un nuevo sistema de solucion para la region de flujo
unidimensional.
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2.4.1. Geometria

X

Fig. 2.14 Esquema de la region de flujo unidimensional

Notese que la este nuevo sistema estara sujeto a una nueva coordenada perpendicular al flujo, cuyo
origen estara situado donde se haya alcanzado el flujo unidimensional y unidireccional.

2.4.2. Ecuacion gobernante y condiciones de frontera

La ecuacion de movimiento adimensional para esta region de solucion es la siguiente:

O=c+ 22;2* (2.30)

Ademas, las condiciones de frontera asociadas a esta ecuacion son:
Ené&=¢, u,=0 (2.31)
En £=0, u,=u, (2.32)

Donde c es la caida de presion adimensional en la direccion del flujo. Ademas con el objetivo de
simplificar el modelo se utiliza £, una coordenada adimensional perpendicular a la direccion de

flujo cuyo origen esta localizado en y, . El valor & indica la longitud del canal hasta la placa

superior del canal y se llama u, a la velocidad en & =0, donde hay la certeza de que el flujo es
unidireccional y unidimensional.
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2.4.3. Solucion

De esta manera, al resolver la ecuacion diferencial en esta region, se encuentra que la velocidad
adimensional u, para la region en la cual el flujo es unidimensional y unidireccional, estd dada por
la siguiente ecuacion:

2

_Callel | £ 1<
>4 b +u |1 : (2.33)

Notese la forma del lado derecho de la Ec. (2.33), cuyo primer término indica un perfil parabélico
caracteristico del flujo de Stokes, mientras que el segundo indica que la velocidad de la pared

inferior del canal es diferente de cero y tiene un valor u, .
Ademas, la derivada de la velocidad esta dada por:

du _é U

Es importante conocer también la derivada evaluada en la frontera entre las regiones de solucion,
debido a que posteriormente se utilizara para el acoplamiento de la solucién analitica ya calculada
con la solucion numeérica en la regién de medio poroso.

AN
g_o—c(?j u, 3 (2.35)

Una vez obtenidas estas expresiones analiticas, se procede al planteamiento del modelo de solucion
numeérica, indicado en la siguiente seccion.

du
dg

2.5.  Modelo para la region de solucion numérica

Por otro lado, el perfil de velocidad correspondiente a la region de fluido cercana a la frontera
divisoria y la regién de medio poroso se obtendra a través de simulaciones numéricas realizadas en
el software COMSOL Multiphysics © 5.3.

Debido a la obstruccién del medio poroso, la velocidad presentard dependencia de dos o tres
variables, de acuerdo con la geometria que presente el medio poroso. EI modelo del sistema se
muestra en la Fig. 2.15 para el caso bidimensional y en la Fig. 2.16 para el caso tridimensional.

Cabe sefialar que la solucion de ambos modelos presentados estd en funcion del valor de la
velocidad u, en la frontera entre las dos regiones de solucion. Sin embargo, este valor no es
conocido de antemano, lo cual hace que estos modelos no puedan utilizarse directamente. En la

siguiente seccion se presentara la metodologia mediante la cual es posible conocer este valor y, por
ende, acoplar ambos modelos de solucién.
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e Ecuaciones Gobernantes
0=ic+V?u (2.36)
y 0=Ve.u (2.37)
¢ Caida de Presion
y -VP=ic (2.38)
Frontera Superior
N u, =u, (2.39)
u,=u,=0 (2.40)
Fronteras L aterales
Lm u(r) =u(r+ ) (2.41)
Frontera Inferior
ou, _ Uy _ou, g (2.42)
L oY oY oY
Fronteras So6lido-Fluido
u=0 (2.43)

Fig. 2.15 Geometria de la region de solucidn numérica (flujo bidimensional)

Ecuaciones Gobernantes

0=ic+Vu (2.44)
0=Ve.u (2.45)
Caida de presién
-VP =ic (2.46)
Frontera Superior
u, =u, (2.47)
u,=u,=0 (2.48)
Fronteras Laterales
u(r) =u(r+10) (2.49)
Fronteras Laterales
ou
o, _ My _ oy, (2.50)
0L 0 o7
Frontera Inferior
ou
o, _ My _ oy, (2.51)
oY oY oY

Fronteras Sélido-Fluido

u=0 (2.52)

Fig. 2.16 Geometria de la region de solucién numérica (flujo tridimensional)
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2.6. Acoplamiento de los modelos de solucién analitica y numérica

Como se menciono en la introduccion de este trabajo, el objetivo es usar un modelo analitico para
la region de fluido libre en conjunto con un modelo solucionado de manera numérica en la region
de medio poroso. La ventaja es la reduccion del nidmero de nodos para la representacion
discretizada de las ecuaciones de movimiento, con lo que se facilitaria el modelado de estos
sistemas, pudiendo conocer valores de velocidad mediante ecuaciones analiticas en lugar de
evaluaciones numéricas.

El acoplamiento de los modelos de ambas regiones requiere que se cumpla tanto con la continuidad
del campo de velocidad como con la continuidad del esfuerzo tangencial. La continuidad del campo
de velocidad se impone en la condicion frontera donde colindan ambas regiones de solucién. Por
otra parte, la continuidad del esfuerzo tangencial se logra al cumplir lo siguiente:

En y=y.,esdecir, £=0:

Numérica

=0 (2.53)

Numérica Analitica Analitica

du

X

ou, B
Y=Yc d §

oy

ou,

ou,
% —
£=0 o5

£=0 %y

Y=Y

Asi, el problema serd encontrar la raiz de una funcion objetivo, es decir, la velocidad en la frontera
entre la region de solucidn analitica y numérica, como se indica a continuacion:

Numérica Analitica

du

X

y=Ye d ‘f

ou,
oy

f(u)= (2.54)

£=0

De esta manera, la solucién asociada a cada regiébn homogénea se encuentra en términos de la
velocidad u, . Ahora, para encontrar el valor de la raiz de la funcion objetivo, hay que analizar su
comportamiento, la cual esta compuesta de dos términos.

El término correspondiente a la regidn de solucién analitica se muestra en la Ec. (2.35). Puede
apreciarse que este término tiene la misma forma que tendria en el caso de un canal sin presencia
de medio poroso (véase Apéndice B), con la excepcién del término que incorpora a la velocidad
en la pared inferior permeable.

Tal expresion tiene un comportamiento lineal con respecto de u, . Ya que los demas términos son
constantes, esto se puede expresar de la siguiente forma:

Analitica

du
X =b —au, (2.55)
4., b -a
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Y, como se dijo en la Seccion 2.3, el valor de y, tomado para este modelo se encuentra mas lejos
de la frontera que la distancia real donde termina el flujo multidimensional. De esta forma, ain en
el modelo numérico, la derivada de la velocidad debe de ser lineal con respecto de u,. Para
corroborar, se resolvio el modelo de la Seccion 2.5 a distintos valores de u,_, evaluando la derivada
en la frontera superior para cada caso. Resultando en el comportamiento dado en la Fig. 2.17.

Al realizar un ajuste lineal se obtuvo un coeficiente de determinacion R*=1. Es decir, el
comportamiento es lineal, como se esperaba. Este comportamiento es igual para todas las celdas
unitarias (ver Apéndice D). Asi, el comportamiento puede ser descrito mediante la expresion:

Numérica

ou
- =b,—au (2.56)
6y 2 2Y¢
Y=Y
Por lo tanto, la funcidn objetivo a encontrar tiene el siguiente comportamiento:
Numérica Analitica
ou, du,
f (uc) = - d :[_bZ +a2uc]_[b1_a1uc] (257)
ay Y=Yc é: £=0
f(u,)=—(b,—b)+(a, +a,)u, (2.58)
f(u)=-b+au, (2.59)
02 T T T T
018 1
016 7
014 - h
012 7
|2 01r ]
RZ=1
0.08 - .
0.06 | 1
0.04r . du Vs U |
dy =~ €
0.02T — W 5507 %107 +0.1926u. ]
0 . . du . :
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

e

Fig. 2.17 Comportamiento de la derivada de la velocidad en el modelo con respecto a la velocidad supuesta en la
frontera de solucién para geometria de celda unitaria de cilindros
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Ahora, habra que seleccionar dos valores de velocidad u, y u, en la vecindad del valor de la raiz,

donde se tiene la certeza que el comportamiento de esta funcion es lineal. Estos valores de
velocidad se escogeran tomando como referencia el perfil de velocidad de un canal no ocupado por
medio poroso, proceso que se describe en el Apendice B.

Una vez seleccionados dichos valores, procedemos a hacer una exploracion del comportamiento
de la funcion objetivo mediante la grafica de la Fig. 2.18.

S(w)

Suy)

Fig. 2.18 Gréfico para la determinacion de la raiz de la funcion objetivo

Por una interpolacion lineal se obtiene:

f(ul) — f (uu) (2 60)
U, —y U, —U, .

Y manipulando algebraicamente despejamos el valor deseado u, .

U = f(uu)(ul_uu)
©of(u)-fu,)

2.7.  Calculo del perfil de velocidad puntual

(2.61)

Una vez calculado el valor de la velocidad u, es posible solucionar cada uno de los modelos en
ambas regiones para obtener el perfil de velocidad puntual en todo el sistema de solucion.

El campo de velocidad de la region de solucion numérica vendra dado por un conjunto de datos
numéricos en distintos puntos del sistema, como se muestra en la Fig. 2.19.

Para facilitar el reporte de los datos, se tomara un corte justo en x=(/2 , como se muestra en la

Fig. 2.20. Se tomaran los valores de velocidad a diferentes valores de la coordenada vertical. La
velocidad en la regidn de solucién analitica no tiene dependencia de la coordenada horizontal, por
lo cual no es necesario estipular su posicion.
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Fig. 2.19 Campo de velocidad calculado para la regién de solucion numérica

‘o

o

Fig. 2.20 Corte para el calculo del perfil de velocidad puntual en la region de solucién numérica

Sin embargo, para evitar la saturacién de puntos para la toma de la velocidad (cuya interpolacion
requiere alin mas tiempo de célculo), se tomaran puntos especificos sobre ese corte en cada una de
las celdas unitarias que componen al medio poroso, como en la Fig. 2.21.
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Fig. 2.21 Puntos para el calculo de la velocidad puntual dentro de cada celda unitaria de medio poroso

Una vez obtenido el perfil de velocidad puntual, se procede a la siguiente seccién, donde se
especifica el procedimiento seguido para el calculo del perfil de velocidad promedio.

2.8.  Caélculo del perfil de velocidad promedio

Debido a la complejidad de la geometria dentro de la regién de medio poroso, donde existen
discontinuidades en la velocidad puntual, es mas conveniente reportar valores de velocidad
promedio. EI procedimiento de promediado seguido para lograr esto es descrito a continuacion.

Una vez resuelto el modelo para ambas regiones y obtenido el perfil de velocidad puntual, se
procede a aplicar un operador de promediado superficial para la obtencion de la velocidad
promedio.

(u)= \% [ uav (2.62)

Se procede entonces a definir una regién de promediado. Debido a la forma del sistema presentado,
se pueden destacar tres tipos distintos de regiones de promediado (Ver Fig. 2.22):

a) Regiones que contienen solo celdas unitarias de medio poroso
b) Regiones que contienen celdas unitarias de medio poroso y celdas unitarias de fluido libre

c) Regiones que contienen solo celdas unitarias de fluido libre

Conociendo las dimensiones de la region de promediado, es posible definir los limites de las
integrales del operador de promediado y simplificar la expresion, de la siguiente manera.

1 ( ( &+
= d&dxdZ 2.63
<u> 2r0£)2 '([E!.éj-rou g ( )
1 é+r
<u>=§ j ude (2.64)
0 é-y

33



Donde & denota al centroide de la region de promediado.

Para el primer tipo de region de promediado se calcularan las integrales de manera numérica

Para el segundo tipo de region de promediado se separaran las integrales en dos partes, y se
solucionara cada una de ellas de la manera correspondiente.

Para el tercer tipo de region de promediado, la ecuacion analitica de velocidad puede ser integrada
directamente para obtener la velocidad promedio, como sigue:

1 é@”o
<UX>:2_%gIroux dé (2.65)
_1‘5”"_c2§_§2 | £
=z ] 172% (z] (f—] { (?H - e
(u)=|us- G , 2, £y lg - (2.67)
X c 4 é] 6 . .
[]
[]
L]
2r, .
L] ]
[] []
[ O] B
a) b) c)

Fig. 2.22 Diferentes tipos de region de promediado presentes en el sistema
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De esta manera, es posible obtener el perfil de velocidad promedio a través una cantidad
significativamente menor de integrales numéricas, reemplazando las mismas por la formula
analitica de la Ec. (2.67). Esto facilita obtener valores de velocidad promedio en la region del fluido
y el célculo de valores derivados (por ejemplo, el caudal). Ademaés, se espera una reduccion
significativa de recursos computacionales para la obtencion de los perfiles de velocidad promedio.
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3.  Alcance del método planteado

A lo largo de este capitulo se presentan distintos estudios con la finalidad de evaluar la eficacia de
la DNS Acoplada para reproducir los perfiles de velocidad (puntual y promedio) obtenidos
mediante una DNS Completa. Por lo tanto, para cada uno de los casos se realizara el calculo del
campo de velocidad utilizando ambas metodologias. Interesa calcular el error relativo entre los
valores de velocidad calculados y el tiempo de codmputo necesario para la obtencién de los mismos.

Se comienza describiendo los valores del tamafio de malla minimo necesario para la obtencion de
resultados representativos para ambos meétodos, con el fin de evitar una demanda de recursos de
computo mayor a la necesaria. Posteriormente, se procede a estipular las diferentes configuraciones
de celda unitaria de medio poroso a estudiar. Ademas, se estudiara la reproduccion de la velocidad
a distintos valores de fraccion vacia y de localizacion de la frontera que separa a las regiones de
solucidn analitica y de solucion numérica.

Finalmente, se propone la alternativa del uso de las ecuaciones analiticas a partir de la velocidad
calculadas por medio de una DNS Completa.

3.1. Efecto del tamafio de malla en el calculo del perfil de velocidad

El interés principal de esta seccion es determinar el tamafio de malla minimo necesario para la
obtencion de resultados precisos del perfil de velocidad. Esto con el fin de evitar un mal
condicionamiento de las matrices de solucién o la propagacion de error dentro del modelo de
solucion numérica.

Debido a la utilizacion de paqueteria comercial, la construccion de la malla para nuestro sistema
es limitada a las opciones ofrecidas dentro del programa COMSOL Multiphysics. Por lo tanto, se
utilizarén los distintos tamarfios predeterminados de malla para medir la independencia numérica
de la solucién.

Estos tamafios de malla se enumeran como sigue dentro del software:

Extremely Fine (Extremadamente fino)
Extra fine (Extra fino)

Finer (Mas fino)

Fine (Fino)

Aowbhe

Ya que COMSOL construye una malla de acuerdo a la fisica del problema propuesto, es decir,
toma en cuenta los gradientes esperados de las variables con respecto a la geometria del sistema,
es de esperarse que la mayor concentracion de nodos en el sistema se encuentre cerca de la zona
de transicion y dentro del medio poroso. Esto es debido a que la microestructura ocasiona grandes
cambios en escalas pequefias en la velocidad puntual dentro de cada celda unitaria de medio poroso
y dicho efecto llega a cierta parte de la region de fluido libre (ver Seccion 2.3).
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A continuacion se presenta una serie de figuras donde se muestra lo mencionado anteriormente.

Puede apreciarse, entonces, que la cantidad de puntos de malla necesarios para representar a la
region homogeénea de fluido libre es pequefia. Sin embargo, para los casos donde se presenta una
gran disparidad de escala, la construccion de una geometria grande y su consiguiente mallado
requiere un consumo de memoria alto. Por esto, el no requerir representar la mayor parte de esta
region da un alivio en cuanto a la cantidad de memoria y poder de procesamiento necesario para el
calculo del perfil de velocidad en este tipo de sistemas.

1 1 ! 1

m -m - 2.8 m
5041 r 2 | i
503.57 r 3
i - 8] i -3.27 r
503 4
H L J L 3.4 il
502.5 7
J s -3.67 0§
502
] L 3 N -3.87 H
501.5 e
50171 i ] I
s i i L
500.5] I 42
. L . L -4.47 B
500 4
499.57] I 59
4997 1 3 o
. L s L
498.5 > - i i
498 § 52
497.57] r 17 - 5.4
49777 i 5.6
49657 r 0 5.87 i
496 m ] ml 6 m|
T T 1 T
1 0 1 2 2 0 0.5 1
a) c)

Fig. 3.1 Malla para el sistema con un tamafio 1: a) Regién homogénea de fluido libre b) Zona de transicion c)
Region homogénea de medio poroso

1

4m L oM - 2.8 m
504 | |
-3
503.57 r 1 L
i | 8 3,27 r
503 1 L
b L 1 L 3.4
502.5 7
- -3.67) [
502
1 o T - -3.87 -
S01.5 s
i | a L
s01 . L
500.57 B 42
i L 4 L -4.47 I
500 4 4
489,57 r 48
4997 B 3 48
b | = L
498.5 21 B ] -
4987 B =2
497.57 r 17 B 54
497 i .6
496,57 - 0 5.8 i
4967 m[ L m | -+ m
T T T
1 0 1 2 2 0 0.5 1
a) c)

Fig. 3.2 Malla para el sistema con un tamafio 2: a) Region homogénea de fluido libre b) Zona de transicién c) Region
homogeénea de medio poroso
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Fig. 3.3 Malla para el sistema con un tamafio 3: a) Regién homogénea de fluido libre b) Zona de transicion c)
Regién homogénea de medio poroso
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Fig. 3.4 Malla para el sistema con un tamafio 4: a) Regién homogénea de fluido libre b) Zona de transicion c)
Regién homogénea de medio poroso

De esta manera, una vez haya sido determinado el tamafio de malla al cual ya no se presente una
variacion significativa de la solucion, se tomaran los mismos parametros para la construccion de
malla del modelo acoplado. Esto es necesario, puesto que el software realiza la construccion de
malla tomando en cuenta el tamafio de la geometria construida para el mallado, de tal manera que
si se utiliza directamente dicha opcién en la construccion del modelo para la DNS Acoplada, se
terminara con una densidad de nodos en la malla radicalmente distinta a la construida en el modelo
para la DNS Completa.

Una vez obtenida la solucion mediante las dos metodologias, se podra estipular la reduccion en la
cantidad de nodos y el tiempo de coOmputo para cada uno de los casos que se enunciaran
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posteriormente en este capitulo como medidas de la reduccion de poder computacional que
conlleva la DNS Acoplada.

3.2. Efecto de la configuracion del medio poroso en la reproduccion del perfil de
velocidad mediante la DNS Acoplada

Uno de los principales intereses dentro de este trabajo es facilitar la representacion de medios
porosos a través de celdas unitarias con configuraciones mas complejas. Por esto, es menester
analizar la efectividad de la DNS Acoplada al aplicarla a diferentes configuraciones de medio
poroso. Segun la geometria empleada, se pueden presentar diferentes tipos de flujo: bidimensional
y tridimensional. Cada caso presenta consideraciones distintas en el modelo correspondiente a la
region de solucion analitica de la DNS Acoplada, las cuales fueron ya enunciadas en el capitulo 2.

Cabe destacar que la representacion de un sistema que presenta flujo bidimensional requiere de una
cantidad menor de poder computacional (y, por ende, de tiempo de computo) que para el caso de
flujo tridimensional, por lo cual algunos estudios realizados en las siguientes secciones se
realizaran, principalmente, para este tipo de flujo. Para este tipo de geometrias habra Gnicamente
de considerarse la existencia de dos componentes del campo de velocidad: u, y u, . Ademas, la

cantidad de nodos necesaria para la discretizacion es significativamente menor a la necesaria para
geometrias con flujo tridimensional.

|:| Fase fluida

= R B Fascsolida

Fig. 3.5 Geometrias de fase solida a utilizar para el modelado del medio poroso (flujo bidimensional): a) Prismas
cuadrados b) Cilindros c) Cilindros Escalonados d) Cilindros Aleatorios ) Alfombra de Sierpinski

Dicho esto, se espera que la representacion del sistema por medio de un sistema de menor tamafio,
sumado al uso de las ecuaciones analiticas para el calculo del perfil de velocidad puntual y
promedio en la mayor parte de la region » ocasione una reduccion en la carga computacional

requerida y, por ende, en el tiempo de computo. Las geometrias de celda unitaria de medio poroso
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donde se presenta flujo bidimensional, las cuales seran empleadas en esta seccion se muestran en
la Fig. 3.5.

En geometrias que presentan flujo tridimensional el andlisis debera incluir las tres componentes
del campo de velocidad. Ademas, la representacion geométrica del sistema no es tan simple como
en el caso bidimensional, por lo que la cantidad de nodos necesaria para la discretizacion del
sistema aumenta de manera drastica. Por esto, se espera una reduccion notable en el uso de recursos
computacionales con el uso de la metodologia propuesta, ya que las integrales numericas a realizar
en la region n son de mayor complejidad que las necesarias en el caso de geometrias

bidimensionales. Ademas, la representacion de geometrias tridimensionales en COMSOL (o en
cualquier paqueteria de software) de tamafio elevado requiere una gran cantidad de memoria del
equipo de computo, por lo cual se espera que la reduccion del tamafio tenga un impacto
significativo en la memoria requerida y en el tiempo de computo requerido para el calculo del perfil
de velocidad dentro de estos sistemas.

b)

Fig. 3.6 Geometrias de fase sélida a utilizar para el modelado del medio poroso (flujo tridimensional): a) Cubos b)
Esferas

La representacion de dicho tipo de geometrias mediante este método mostrara su utilidad para
representar geometrias de celda unitaria de medio poroso mas realistas, que generalmente presentan
flujo tridimensional y son de alta complejidad en su representacion. Aungue esto ya es posible en
equipos de cémputo modernos, su disponibilidad no es tan amplia. Por ello, de ser posible la
representacion de estos sistemas mediante la metodologia propuesta, seria de gran utilidad en casos
donde no sea posible acceder a equipos mas modernos y/o potentes, de ahi la importancia de
extender el estudio a este tipo de geometrias.
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Siendo asi, las geometrias de celda unitaria a utilizar dentro de esta seccidn seran las mostradas en
la Fig. 3.6.

3.2.1. Variacion de la fraccion vacia

Como se vio en la anteriormente, el efecto de la fraccion vacia en la penetracion de los efectos de
una region homogénea sobre la otra es de cierta importancia. Por lo tanto, corroborar la eficacia
del método para poder reproducir el perfil de velocidad a diferentes valores de la fraccion vacia es
de interés. Como se puede ver en la Fig. 3.7.

a) b) c) d) S)

Fig. 3.7 Celdas unitarias con distinta fraccion vacia: a) eg = 0.4, b) &g = 0.5,¢) g5 = 0.6,d) g = 0.7,€) &g = 0.8

3.3. Efecto de la localizacion de la frontera entre las dos regiones de solucion

En la Seccidn 2.3 se describio la metodologia para la determinacion de la frontera entre las regiones
de solucion analitica y numérica. Asimismo, se dijo que dicha frontera se desplazaria ain mas
lejos de la superficie divisoria para garantizar que el flujo sea unidimensional y unidireccional y
trabajar de manera homogénea las distintas geometrias de medio poroso. Por lo tanto, es importante
estudiar el impacto que tiene la seleccion de esta frontera de solucion en la reproduccién de los
valores de velocidad obtenidos mediante una DNS tradicional utilizando el método de célculo
propuesto en este trabajo.

De esta manera, el sistema a resolver serd de tamafio variable, lo cual puede apreciarse de mejor
manera en la Fig. 3.8.

Se espera que el efecto de la variacion de Yy, sobre los valores del perfil de velocidad no sera

considerable, debido a que, una vez alcanzada la region de flujo parabélico el modelo se mantiene
con la misma forma, variando Unicamente el valor calculado para la velocidad en la frontera, es

decir, u,.

Ademas, siempre y cuando no se aleje de manera drastica el valor de y. del valor de d, , no es de

esperar que exista un cambio considerable en el tiempo de computo, puesto que la cantidad de
nodos necesaria en el modelo numérico no variara de manera significativa, al menos en caso de
flujo bidimensional. Esto debido a que, como se observd anteriormente, la cantidad de nodos
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requerida para representar a las celdas unitarias en la regidbn homogénea de fluido es
significativamente menor.

. y0=9€
yo=se | BT B :
1 I8 1 = 18
L | = L | = L | |-
| = | = O

Fig. 3.8 Representacion del sistema de solucién numérica para distintos valores de y.

3.4. Descripcion de sistemas con distintos tamafios de region de fluido libre

A medida que se emplean microestructuras con mayor complejidad, la densidad de elementos de
malla dentro de la region de medio poroso sera mucho mayor a la de la regién de fluido libre. Sin
embargo, en sistemas que presenten una disparidad de escalas elevada, es decir, donde el tamafio
de la regién de fluido libre sea mucho mayor al de la region de medio poroso (L, > L, ), la cantidad

de elementos de malla requeridos en la DNS Completa seré grande, siendo un porcentaje elevado
de la cantidad total. Ademas, esto conlleva un aumento en la cantidad de integrales numéricas a
solucionar para la obtencion del perfil de velocidad promedio.

Por otro lado, la utilizacion de una DNS Acoplada no padece de estos problemas, debido a que
puede mantenerse la geometria del sistema a un tamafio minimo, siempre y cuando la frontera de
solucién se encuentre en la region de flujo parabdlico. Ademas, de las ecuaciones analiticas
significa una carga computacional minima con respecto a la de utilizar integrales numéricas para
el calculo de velocidades promedio. Por lo tanto, se espera que la DNS Acoplada tenga un mejor
ahorro de recursos computacionales en sistemas con mayor tamafio de la regién de fluido.

Para corroborar esto, se debe obtener el perfil de velocidad mediante el método completo y
acoplado para sistemas con diferentes valores de L, (ver Fig. 3.9), comparando los resultados.

42



L =
- [ = !
7 10000/

L,= = 10000 | T :
1000 | | B B
e 18 1 13

AN AN A

1 = 1 = 1 =

Fig. 3.9 Representacion del modelo de la DNS Completa para distintos valores de L,,

3.5. Una tercera alternativa: uso de las ecuaciones analiticas dentro del modelo de
solucion numerica completo

Una alternativa al calculo del perfil de velocidad dentro de la region de fluido libre por medio de
interpolaciones para el caso puntual o de integrales numéricas para el caso promedio es el empleo
de la Ec. (2.33) para el calculo del perfil de velocidad puntual una vez que haya sido solucionado
el modelo de la DNS Completa descrito en la Seccion 2.2 y obteniendo la velocidad en y, por una
evaluacion puntual. Hacer esto permite la reduccion de tiempo de computo asociada al método
acoplado sin necesidad de recurrir a solucionar un modelo multiples veces. Ademas, una vez
conocido el valor de u, se puede utilizar la Ec. (2.67) para el calculo del perfil de velocidad

promedio lejos de la zona de transiciéon. A este método se le llamara de ahora en adelante DNS
Semiacoplada.

La principal ventaja de este método es el de no requerir maltiples soluciones del modelo numérico
para la obtencion del valor de u, y esto permite asegurar que este no sea afectado por el

truncamiento presente en el calculo de la DNS Acoplada, por lo que se tiene total certeza de su
valor. Asimismo, conocer dicho valor de velocidad permite reducir el error en el calculo en el
operador de promediado en la regién de fluido libre.

No obstante, como se explico en la seccién anterior, para casos donde el tamafio de la region de
fluido libre y, por consiguiente, la region de flujo unidimensional es muy elevado, la DNS
Completa tiende a requerir una cantidad muy elevada memoria y la cantidad de ecuaciones
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requeridas para la obtencién del campo de velocidad es mucho mayor, lo cual se ve reflejado en
tiempos de computo muy altos.

Por lo tanto, se evaluara si es mas conveniente la utilizacion de la DNS Semiacoplada frente a la
utilizacion de la DNS Acoplada en términos de la reproduccion de los perfiles de velocidad de la
DNS Completa y el ahorro de tiempo de computo para los distintos casos mencionados con
anterioridad en las pasadas secciones.
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4.  Resultados y discusion

Dentro de este capitulo se presentan los resultados obtenidos para los estudios propuestos en el
Capitulo 3. Se toman dos criterios importantes mediante los cuales se puede medir la efectividad
que tiene la DNS Acoplada propuesta en este trabajo con respecto a una DNS Completa: error
relativo y el tiempo de computo.

La meta principal es reproducir con exactitud los perfiles de velocidad obtenidos por medio de una
DNS Completa. Para corroborar esto, se realizara una comparacion de los valores de velocidad
puntual y de velocidad promedio dentro de las distintas regiones del sistema y se calculara el error
relativo entre cada valor y el error relativo promedio. Dichos datos seran una medida de la exactitud
del calculo del perfil de velocidad obtenido mediante el método propuesto en este trabajo.

Dicho error se calcula de la siguiente manera:

u

Upns Completa

Error relativo = DNS A°°p'ada‘ (4.1)

u DNS Completa

Ademas de la exactitud del método, es de interés en este trabajo medir la reduccion de la cantidad
de recursos computacionales al hacer uso del método de DNS Acoplada con respecto a la DNS
Completa. Dos de las medidas principales en las cuales se ve reflejado esto son: la reduccién de
elementos de malla y la reduccion de tiempo de computo. Se mediran tres tiempos de computo,
principalmente:

1) Tiempo para la solucién del modelo y la obtencién del campo de velocidad completo
2) Tiempo para el calculo del perfil de velocidad puntual en el corte de la Fig. 2.20
3) Tiempo para el célculo del perfil de velocidad promedio

El tiempo reportado para el célculo de cada uno de los perfiles de velocidad incluye también al
tiempo utilizado para la obtencion del campo de velocidad. Esto debido a que es necesario el primer
procedimiento para la realizacion del segundo, por lo cual carece de sentido evaluarlos por
separado. Ademas, los tiempos de calculo para los perfiles de velocidad puntual y promedio son
de magnitudes dispares con respecto a la solucion del modelo para algunos casos, lo cual podria
ocasionar confusion con respecto a si se esta realmente logrando un ahorro de tiempo o no.

Una vez realizado el analisis de la DNS Acoplada, en la tltima seccion se hara una comparacion
general de estos resultados con el uso la DNS Semiacoplada en distintos casos, determinando sus
ventajas y desventajas.
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4.1.  Alcance del flujo multidimensional en cada region homogenea

4.1.1. Alcance en la regién homogenea de fluido

A continuacion se presentan los valores de d, calculados para las distintas geometrias de celda

unitaria de medio poroso estudiadas en este trabajo. Los valores se reportan como mdltiplos del
tamarfio de celda unitaria y se fueron calculados para sistemas regido bajo los siguientes pardmetros:

L, =1000, L, =10, c=10".

1.87

06 —=—Prismas Cuadrados
04r —&—Cilindros |
Cilindros escalonados
02+ Cubos -
\—-#-Esferas
0 L 1 1 L J
0.4 0.5 0.6 0.7 0.8

€g

Fig. 4.1 Alcance del flujo multidimensional en la regién de fluido libre para distintas microestructuras de medio
pOroso

Una de las dudas planteadas mas frecuentemente sobre la utilizacion de modelos promedio para la
descripcion de la velocidad en este tipo de sistemas es la pérdida de la informacion ocasionada por
el uso de celdas unitarias representativas con geometrias simplificadas para la representacion del
medio poroso. Sin embargo, los resultados mostrados en la Fig. 4.1 parecen indicar que la
penetracion de esfuerzos de una region a otra no presenta una variacion significativa entre distintas
celdas unitarias de medio poroso.

Ademas, puede apreciarse que la dependencia de dicho alcance con la fraccion vacia depende de
la configuracion del medio poroso. Sin embargo, en todos los casos se mantiene dentro de un rango
de valores menor a una distancia de dos celdas unitarias. Cabe destacar que los aparentes cambios
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subitos son debido a los valores utilizados de fraccion vacia utilizados. Este comportamiento
deberia ser mas suavizado al utilizarse intervalos mas pequefios para la medicion.

Una vez determinado el alcance del flujo multidimensional en la regién de fluido libre, puede
utilizarse el modelo de flujo parabdlico en dicha region. Para garantizar que el flujo haya pasado
completamente a ser unidireccional y unidimensional, ademéas de homogeneizar el procedimiento
de acoplamiento para todas las geometrias de celda unitaria, la colocacién de la frontera entre
regiones de solucion se desplazara hasta un valor de y, =5( para todos los casos.

Dando un vistazo al campo de la componente de la velocidad u, , se confirma visualmente que su

magnitud tiende a ser despreciable en las distancias antes mencionadas. Ademas, el efecto de dicha
componente varia con la fraccion vacia, dependiendo de la microestructura del medio poroso.

m T m T m T m T m
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Fig. 4.2 Campo de la componente de velocidad uy a distintos valores de fraccion vacia: a) g = 0.4, b) &g = 0.5,
C) &g = 0.6, d) &g = 0.7, e) & = 0.8

Ademas, es de notar que el efecto multidimensional tiene un mayor alcance cuando el flujo
producido dentro de la region de medio poroso es tridimensional. Esto tiene sentido, al existir una
componente adicional de la velocidad y del esfuerzo que puede penetrar en la regién de fluido libre,
ademas de la dependencia de una variable adicional en el campo de velocidad.

Para ver de manera mas detallada el efecto de la fraccidn vacia en la penetracién de los esfuerzos
en la region de fluido, pueden verse las lineas de flujo en la cercania de la frontera divisoria (\Ver
Fig. 4.3). Puede apreciarse que la contribucion de la componente de velocidad perpendicular al
flujo deja de ser perceptible dentro de la primera celda de fluido libre para geometrias de flujo
bidimensional, lo cual coincide con lo anterior. En el caso de flujo tridimensional, no hay un
aumento drastico en la penetracion de los esfuerzos y tampoco se muestra una variacion
significativa entre la penetracion de los esfuerzos para las geometrias de celda unitaria estudiadas.
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Con estos resultados se infiere que, a mismos valores de fraccion vacia, utilizar distintas geometrias
de celda unitaria para el modelado de medio poroso no afecta significativamente a la descripcién
de los fendmenos de penetracion de esfuerzos de en la regién de fluido libre.

)
0.6 A
.4

Fig. 4.3 Lineas de corriente en la cercania de la frontera divisoria para distintos valores de fraccion vacia: a) g =
0.4, b) & = 0.5, C) &g = 0.6, d) &g = 0.7, E) & = 0.8

4.1.2. Alcance en la regién homogénea de medio poroso

En la Fig. 4.2 se presentan los valores de d_ obtenidos para distintas geometrias y valores de

fraccion vacia en el medio poroso. Estos valores fueron calculados en un sistema sujeto a los
mismos parametros de la seccion anterior.

Esto apoya la idea de que el utilizar geometrias simplificadas es una buena aproximacion para el
modelado del flujo en sistemas fluido-medio poroso, incluso para diferentes tipos de flujo. Esto
genera interés, ya que la descripcion de los fendmenos en la cercania de la inter-region a escala
microscopica es de suma importancia para el calculo de los coeficientes de transporte.

La variacion de la fraccion vacia, por otro lado, parece tener un efecto mas importante en la
penetracion de los esfuerzos dentro de la regién de medio poroso que para la regién de fluido libre,
tanto para el caso de flujo bidimensional como para el tridimensional. Este alcance puede llegar
desde la primera celda unitaria de medio poroso hasta la cuarta, dentro del intervalo de valores de
fraccion vacia reportado.

Esto se puede apreciar de manera visual analizando las lineas de corriente dentro de las celdas
unitarias de medio poroso cercanas a la frontera divisoria, mostrado en la Fig. 4.5. Tras analizar las
lineas de corriente, puede verse que, a diferentes valores de fraccion vacia, el flujo cercano a la
frontera divisoria tiene un comportamiento a escala microscopica muy diferente y ocasiona una
variacion en la penetracion de los esfuerzos de la region de medio poroso. Esto es debido en parte
a la canalizacién que ocurre por el aumento de la distancia entre la fase sélida de las celdas unitarias

de medio poroso.
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Fig. 4.4 Alcance del flujo multidimensional en la regién de medio poroso para distintas microestructuras de medio
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Fig. 4.5 Lineas de corriente dentro de la region de medio poroso para distintos valores de fraccion vacia: a) eg =
0.4, b) & = 0.5, C) &p = 0.6, d) & = 0.7, e) & = 0.8

Despueés de la distancia calculada, todas las celdas unitarias de medio poroso tendran el mismo
campo de velocidad, por lo cual no es necesario continuar su calculo numérico, puesto que esto
solo conlleva una mayor cantidad de elementos de malla necesarios para su representacion. Dicho

esto, se puede limitar L, avalores del mismo orden que los encontrados para d , en pos de reducir
la carga computacional.
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4.2. Tamanos de malla requeridos para distintas geometrias de medio poroso

En este apartado se presentan los datos de los tamafios de malla minimos para la obtencion del
perfil de velocidad de manera precisa mediante una DNS Completa. Esto para sistemas bajo los

siguientes parametros: L, =1000, L, =10, c=10". Ademas, el valor de la fraccion vacia se
mantuvo constante en ¢, = 0.6 (exceptuando los casos con valor de fraccion vacia fijo). Los valores
se presentan dentro de la Tabla 4.1.

Tipo de No. de Total de

Geometria
elementos elementos elementos

Primas 1 3430
Cuadrados 2 5056 10548

3 2062

1 3577
Cilindros 2 6050 11689

3 2062

Cilindros 1 4001
escalonados 2 11237 17348

3 2110

Cilindros 1 8306
aleatorios 2 46228 57036

3 2502

Alfombra de 1 7611
Sierpisnky 2 23129 35682

3 4942

Tabla 4.1 NUmero de elementos necesarios para la obtencién del perfil de velocidad por DNS Completa (geometrias
con flujo bidimensional)

Tipo de No. de Total de
elementos elementos elementos

62569
2 31710 98403
3 4124

1 73510
2

3

Geometria

[N

Cubos

36264 113878
4104

Esferas

Tabla 4.2 Namero de elementos necesarios para la obtencion del perfil de velocidad por DNS Completa (geometrias
con flujo tridimensional)

Las mallas constan de tres tipos de elementos:

1. Elementos de dominio
2. Elementos de borde o de frontera
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3. Elementos de vértice

Los elementos de dominio pueden ser de forma cuadrada o triangular para las geometrias
bidimensionales o de forma de prisma triangular y tetraédrica para las geometrias tridimensionales.
Son aquellas que se encuentran contenidas dentro del domino y son formadas por los nodos de la
malla generada. Por otro lado, los elementos de borde o frontera son aquellos elementos que se
encuentran en la delimitacion de la geometria del sistema, similar a los elementos de vértice, siendo
estos ultimos los nodos que se encuentran en los limites de la geometria del sistema.

Analizando los valores de la Tabla 4.1, se puede apreciar que, para sistemas del mismo tamafio y
fraccion vacia, el tipo de geometria de celda unitaria puede causar gran variacion en la cantidad de
elementos de malla. Como ejemplo, podemos tomar las geometrias de cilindros, cilindros
escalonados y la de cilindros aleatorios. De la primera a la segunda, existe un aumento del 148 %
y de la primera a la tercera este es del 488 %, es decir, casi 5 veces el nimero de elementos para
su representacion. Ademas, fijandose en la Tabla 4.2, vemos que para la representacion de flujo
tridimensional, son necesarios una cantidad de nodos, incluso para geometrias sencillas de celda
unitaria (alrededor del doble que las geometrias mas complicadas que presentan flujo
bidimensional)

- : -~ : '
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Fig. 4.6 Mallado del sistema para: a) DNS Completa, b) DNS Acoplada

De esta manera, una vez determinados los parametros de construccion de malla que se deben
emplear en la DNS Completa, estos son replicados en la DNS Acoplada, buscando obtener un
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mallado identico en la medida de lo posible, como puede verse en la Fig. 4.6 y Fig. 4.7. Esto es
necesario para emplear una comparacion directa de los valores de velocidad. En la Tabla 4.3 y la
Tabla 4.4 se presentan la cantidad de elementos de malla requeridos para la obtencion del perfil de
velocidad tanto para la DNS Completa como para la DNS Acoplada y el porcentaje de reduccion
en los elementos de malla.
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-0.57 [ -0.57 r
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11,57 r -1.57] I
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0 0.5 1 0 1
a) b)
Fig. 4.7 Mallado cerca de la inter-region para: a) DNS Completa, b) DNS Acoplada
Ceometria Tipo de No. de elementos % Total de elementos %
elementos DNS DNS  Reduccion DNS DNS Reduccion
Completa Acoplada Completa Acoplada
) 1 3430 445 87.03%
Primas 2 5056 1076  78.72% 10548 1593  84.90%
Cuadrados
3 2062 72 96.51%
1 3577 698 80.49%
Cilindros 2 6050 2796 53.79% 11689 3566 69.49%
3 2062 12 96.51%
- 1 4001 018 77.06%
Cilindros 2 11237 6525  41.93% 17348 7553  56.46%
escalonados
3 2110 110 94.79%
1 8306 5321 35.94%
Cilindros
. 2 46228 42194 8.73% 57036 48027 15.80%
aleatorios
3 2502 512 79.54%
1 7611 4626 39.22%
Aggrrgf’r::‘k?e 2 23129 19149  17.21% 35682 26727  25.10%
3 4942 2952 40.27%

Tabla 4.3 Reduccion de elementos necesarios para el modelo de solucion numérica en la DNS Acoplada respecto a
la DNS Completa (Geometrias con flujo bidimensional)
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En cada una de las geometrias puede apreciarse que la mayor reduccion se da en los elementos de
vertice, especialmente en las geometrias de celda unitaria mas complejas. Esto es asi por el
incremento en el tamafio de la geometria, teniendo méas extension en sus fronteras y siendo
necesaria, por consiguiente, una cantidad mas elevada de elementos para delimitarla. Sin embargo,
este no es el caso para la geometria de celda unitaria de alfombra de Sierpinski, debido a que
presenta una mayor cantidad de fronteras dentro de cada una de las celdas unitarias de medio
poroso, ocasionando que la densidad de este tipo de elementos sea mayor.

Por otro lado, la reduccion de elementos de dominio y de frontera en geometrias sencillas es
elevada, pero pasa a ser menor con la complicacion de las celdas unitarias, pasando de alrededor
del 80 % en geometrias sencillas a ser menor al 40 % en geometrias mas complicadas. Esto es de
esperarse, puesto que para dichas geometrias hay una densidad mucho maés elevada de elementos
de malla dentro de la region de medio poroso, siendo asi menos significativa tal reduccion.

En términos globales sucede algo similar, ya que existe una reduccion de elementos mucho méas
importante para las geometrias planteadas con menor complejidad, donde puede ser mayor al 70 u
80 %. A medida que se complica, la reduccion puede llegar a ser mucho menor, llegando incluso
a ser menor del 20 %. Esto va de a acuerdo con que, como se dijo anteriormente, en geometrias de
mayor complejidad, la relacion entre los elementos de malla necesarios en la region de fluido con
los de dentro de la region de medio poroso es baja.

. No. de elementos Total de elementos
Geometria Tipo de % Reduccion %
elementos DNS DNS 0 DNS DNS  Reduccion
Completa Acoplada Completa Acoplada

1 62569 40978 34.51%

Cubos 2 31710 11766 62.89% 98403 52888 46.25%
3 4124 144 96.51%
1 73510 40978 44.26%

Esferas 2 36264 16382 54.83% 113878 57484 49.52%
3 4104 124 96.98%

Tabla 4.4 Reduccion de elementos necesarios para el modelo de solucién numérica en la DNS Acoplada respecto a
la DNS Completa (Geometrias con flujo tridimensional)

A simple vista estos resultados indican que el modelo acoplado necesita de menos elementos en su
representacion. Sin embargo, debe recordarse el modelo correspondiente a la region de medio
poroso y la zona de transicion de la DNS Acoplada requiere ser resuelto tres veces, ya que se
necesita de dos valores iniciales para la obtencion del valor de la velocidad en la frontera entre las
regiones de solucién. Por lo tanto, en principio no es obvia la reduccion en el uso de recursos
computacionales. En secciones posteriores se presentan comparaciones entre tiempos de computo
requeridos por ambas metodologias, atendiendo a estas dudas.
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4.3. Reproduccién de los datos de velocidad para distintos sistemas

En esta seccidn se analiza la efectividad de la DNS Acoplada para reproducir los valores de
velocidad de la DNS Completa para distintas condiciones, haciendo especial énfasis en el uso de
distintas microestructuras de medio poroso.

Para facilitar el andlisis, los perfiles de velocidad aqui presentados se han normalizado utilizando
el valor de velocidad mé&xima en cada caso, denotado como u,_.. , de tal manera que el intervalo

max !
valores de velocidad esté entre 0 y 1. Para fines de simplicidad, se muestran resultados para una
sola geometria de celda unitaria de medio poroso (geometria de cilindros) bajo los siguientes

parametros: L, =1000, L, =10, c =10, y, =5. Sin embargo, el comportamiento mostrado en
dichas figuras es anédlogo para las distintas geometrias de celda unitaria de medio poroso

EnlaFig. 4.8 y la Fig. 4.9 se muestran el perfil de velocidad puntual y promedio, respectivamente,
para distintas zonas del sistema. Es importante recordar que, como fue descrito en la Seccion 2.7,
los valores reportados en esta seccidn se obtienen al realizar un corte en x =0.5( (ver Fig. 2.20),
dado que en la region de medio poroso la velocidad depende de méas de una variable.

1000 . . 510
900 —DNS Completa | ]|
500
B — -DNS Acoplada | |
700 1 490
0.9996  0.9998 1
600 ]
75
S 500 1 PR
400 =5
R
300 - 1 -95
0 1 2
200 - . <107
5
100 - ]
O 1 1 1 1 1 - O
0 0.2 04 0.6 0.8 1
u

Umnaz -2
ma -0.01 0 0.01 0.02

Fig. 4.8 Perfil de velocidad puntual en distintas zonas del sistema

Puede apreciarse que el método de solucidn acoplado es capaz de reproducir a nivel puntual los
valores de velocidad de la DNS Completa, incluyendo a la region de medio poroso, la zona de
transicion y la zona cercana al punto de maxima velocidad. Asi, de forma cualitativa, se puede ver
que presenta el mismo comportamiento. EI poder reproducir los valores de velocidad en la zona
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dentro del medio poroso y en la zona de transicion con fidelidad es un requerimiento importante,
debido a que uno de los retos que actualmente se busca afrontar es obtener més informacion dentro
de dichas zonas para la validacion de los modelos promedio.

Sin embargo, més adelante se realiza un analisis mas exhaustivo con respecto al error relativo entre
los valores de velocidad puntual y promedio bajo diferentes parametros del sistema. Con esto, se
pretende estudiar si el método de solucién aqui propuesto tiene alguna limitacion en cuanto a la
configuracién del medio poroso. Es importante revisar esto ultimo, debido a que lo que se busca es
facilitar los célculos para sistemas que presenten configuraciones de medio poroso cada vez mas
complicadas.
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Fig. 4.9 Perfil de velocidad promedio en distintas zonas del sistema

Por otro lado, el método también es capaz de reproducir los perfiles de velocidad promedio para
todo el sistema. Esto es de esperarse, puesto que, dentro de la regién de solucion numérica, estos
son calculados a partir de la velocidad puntual calculada anteriormente. Sin embargo, en gran parte
de la region de fluido libre, la DNS Acoplada calcula estos valores de velocidad mediante una
ecuacion analitica. De esta manera, se puede ver que dicha ecuacion, en principio, puede reproducir
el comportamiento parabdlico obtenido de forma numérica, corroborando la hip6tesis que dentro
de esta regién, el comportamiento es muy similar al flujo de Poiseuille.
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4.3.1. Variacion de la geometria de celda unitaria de medio poroso

Lo anteriormente dicho puede ser corroborado observando la Fig. 4.10, donde se presentan los
valores de error relativo en términos de velocidad puntual para cada uno de las geometrias de celda
unitaria estudiadas. Los sistemas analizados en esta seccion estan bajo los siguientes pardmetros:

L, =1000, L, =10, ¢=10", y, =5, £, =06.

7
Se presenta el error relativo promedio en &reas de importancia:

e Todo el sistema (-L,<y<L,)

 Regidn de solucion analitica (-y, <y<L,)
e Region de solucion numérica (=L, <y <y,)
e Zonade transicion (-5/ <y <5/()

e Error relativo maximo

Se puede apreciar que, a medida que se complican las configuraciones del medio poroso, el error
relativo aumenta, especialmente cuando se utilizan geometrias que ocasionan flujo tridimensional.
En una geometria tan simple como la de prismas cuadrados, se tiene una reproduccion casi idéntica

de los valores en todo el sistema, ya que los errores son de orden muy bajo (menor a 10°%).

Aun asi, el error es bajo en todas las regiones del sistema para todos los casos, teniendo valores
maximos de orden de 10°°, es decir, menores al 1 % en todos los puntos del sistema en el caso de

flujo bidimensional y de orden de 107 en el caso de flujo tridimensional. Sin embargo, errores de
esta magnitud se encuentran solo en la zona de transicion, mientras que el error promedio en la

region de solucion numérica y la zona de transicion son de orden de 10 o menor (para mayor
detalle, consultar el Apéndice E).
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Fig. 4.10 Error relativo entre los métodos de solucién en términos de velocidades puntuales

En general, se logra una buena reproduccion del perfil de velocidad de la DNS Completa. Cabe
destacar que el error en la region de solucién analitica es mucho menor que el de la solucién

numérica. Esto se debe en parte al posible error por truncamiento en el calculo de u_, el cual se

propaga dentro de la region de medio poroso Y, al ser los valores de velocidad de un orden muy
bajo (de orden de 10”7 0 10, segln el caso), se da un mayor error.

Este mismo orden bajo indica que las diferencias se encuentran en digitos del orden de 107 y

10™, lo cual puede atribuirsele a error numérico, pues debe recordarse que la precision en la
representacion aritmética en punto flotante usada en los sistemas de computacién tiende a ser
menor dentro de valores con 6rdenes de magnitud tan bajos, aunado a la diferencia entre los
nameros de condicidn de las matrices. Ademas, el céalculo de los valores dentro del corte de la Fig.
2.9 se hace por medio de interpolaciones de los valores del campo de velocidad numérico, lo cual
implica también cierto error numérico.

Los errores dentro de la region de solucion analitica son de orden de 10 o menor (salvo en el caso
de esferas), lo cual indica una reproduccion idéntica de los valores de velocidad de la DNS
Completa. Este resultado muestra que es posible obtener el perfil de velocidad en la region de
fluido libre mediante ecuaciones analiticas, corroborando el planteamiento dado en el Capitulo 2.

Lo mencionado anteriormente se cumple incluso en las geometrias de mayor complejidad, como
lo son la de cilindros dispuestos de manera aleatoria y el arreglo fractal de la alfombra de Sierpinski
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o0 incluso en las geometrias que presentan flujo tridimensional, como en el caso de cubos. Sin
embargo, cabe destacar que los errores en las geometrias que presentan flujo tridimensional tienden
a ser por lo menos de un orden de magnitud mayores a las geometrias con flujo bidimensional en
todo el sistema. Esto puede deberse a la complejidad del mallado o a mal condicionamiento de las
matrices de solucién, dada la cantidad de elementos de malla.

Sin embargo, en general puede intuirse que el arreglo de las celdas, ya sea periodico o aleatorio,
no influye de forma significativa en la capacidad del método para el calculo del perfil de velocidad.
Ademas, estos resultados sugieren que este debe ser funcional en geometrias ain mas complejas,
con configuraciones realistas.

El método acoplado presenta méas cantidad de ventajas para el calculo de la velocidad promedio,
debido a que las integrales requeridas en las regiones de promediado dentro de dicha region pueden
calcularse mediante una expresion analitica dada por la Ec. (2.67). En la Fig. 4.11 se presentan los
errores relativos en términos de velocidades promedio para los distintos casos abordados.

En general, como ya fue dicho, los errores relativos en este caso son de orden menor al caso de
velocidad puntual, siendo en general los valores maximos de error relativo de un orden de magnitud

de 10 o menor. Esto es de esperarse, ya que el procedimiento de promediado reduce la magnitud
del error en los célculos. Ademas, los valores de velocidad promedio dentro de la regién de medio
poroso son de varios 6rdenes de magnitud mayores a los del caso puntual, evitando asi el error
numerico.

Debido al gran interés por describir coeficientes de transporte efectivos para este tipo de sistemas,
este resultado es significativo. La descripcion del perfil promedio mediante un método que utilice
ecuaciones analiticas y ademas sea mas eficiente en términos de uso de recursos de computo puede
facilitar el desarrollo de modelos efectivos para el perfil de velocidad en canales parcialmente
ocupados por medio poroso. Ademas, su efectividad dentro de la inter-region tanto en términos
promedio como puntuales permite obtener informacion para la determinacion de coeficientes de
transpote.

Aunado a esto, el uso de ecuaciones analiticas para el calculo de los valores de velocidad dentro de
la region de fluido permita que se puedan hacer evaluaciones de valores de velocidad en puntos
deseados de manera mucho mas sencilla, ademas de que contar con tal ecuacion facilita el célculo
de valores derivados de la velocidad.
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Fig. 4.11 Error relativo entre los métodos de solucidn en términos de velocidades promedio

Con la informacion obtenida hasta este momento, se puede intuir que el tipo de celda unitaria
utilizado para la representacion del medio poroso no afecta la reproducibilidad de los valores de la
DNS Completa mediante la utilizacion de la DNS Acoplada. Sin embargo, alun debe evaluarse la
capacidad del método para reproducir distintos valores de fraccion vacia.

4.3.2. Variacion de la fraccion vacia

Aqui se estudiara en qué medida la variacion del valor de la fraccién vacia afecta la reproduccién
de los perfiles de velocidad mediante la DNS Acoplada. Los resultados presentados en esta seccién

corresponden a sistemas bajo los siguientes parametros: L, =1000, L, =10, c =10"°, y, =5.

Dado que la mayoria de sistemas naturales y aplicaciones dentro de la ingenieria quimica donde se
presenta flujo en medios porosos, estos presentan valores de fraccion vacia de alrededor de 0.6
(Nield y Bejan, 1992), este analisis se limitaré a valores cercanos al estipulado. En conjunto con el
uso de distintas microestructuras de medio poroso, evaluar la funcionalidad del método ante
diferentes valores de fraccion vacia permite evaluar la posibilidad de su uso en sistemas con
configuraciones de medio poroso mas apegadas a las reales.

En la Fig. 4.12 se presentan los valores del porcentaje de error relativo para distintos valores de
fraccion vacia en cada una de las geometrias de celda unitaria utilizadas en esta seccion.
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Es importante destacar que en la region de solucion numérica y la region de transicién el error
relativo promedio tiende a aumentar en valores altos de la porosidad, aunque no a valores
significativos. Como se explicé anteriormente, esto puede deberse en parte a la baja magnitud de
los valores de velocidad en tales regiones, lo cual se acenta debido a la baja obstruccion que se
presenta en sistemas con esa disposicion.
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Fig. 4.12 Error relativo promedio en el sistema a distintos valores de fraccion vacia en términos de velocidad
puntual

Puede verse que, sin importar el valor dado de fraccion vacia, la DNS Acoplada reproduce los
valores de velocidad promedio obtenidos con la DNS Completa, incluso en la zona de transicion.
Con este resultado se puede intuir que el método planteado funciona sin importar la microestructura
del medio poroso.

De nuevo, es de esperarse que los perfiles de velocidad promedio calculados mediante el método
acoplado concuerden con los datos de la DNS Completa, dado que estos se calculan a partir de los
valores de velocidad puntual y se puede ver en la Fig. 4.13. Esto se corrobora observando los
valores de error relativo dados en el Apéndice E, donde se presentan los valores de error relativo
para cada uno de los casos descritos anteriormente.

Analizando estos datos, se puede ver que para todos los casos el método acoplado puede reproducir
el perfil de velocidad en términos promedio con errores de orden de magnitud muy bajos en todas
las regiones del sistema, manteniendo la tendencia mostrada en los perfiles de velocidad puntuales
de aumentar dicho error en casos de alta porosidad. Sin embargo, en general, los 6rdenes de
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magnitud de estos errores tienden a ser bastante bajos, de manera que se reproducen fielmente los
datos de la DNS Completa.

La capacidad para reproducir los perfiles promedio con casi nulo error hace que el método
propuesto en este trabajo sea una alternativa viable para la evaluacion de modelos que involucren
el uso de ecuaciones de medio efectivo.
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Fig. 4.13 Error relativo promedio en el sistema a distintos valores de fraccion vacia en términos de velocidad
promedio

En conjunto con los resultados de la seccion anterior, se puede intuir que no hay limitaciones en
cuanto a la disposicion de la fase solida dentro de la celda unitaria de medio para la reproduccion
de los valores de velocidad por medio de la DNS Acoplada. También debe notarse que, incluso
cuando la representacion del medio poroso se hace a través de celdas unitarias con flujo
tridimensional, la DNS Acoplada funciona a diferentes valores de fraccion vacia.

Comparando estos valores con los del caso de flujo bidimensional, se aprecia un aumento en los
errores relativos. Esto es de mayor importancia dentro de la region de solucién numérica y en la
zona de transicion, elevandose incluso al 2 % y 4 % en algunos casos. Como ya se dijo antes, estos
valores corresponden a puntos cercanos a la zona de transicion, donde la velocidad presenta una
magnitud muy baja, por lo que esto puede atribuirse en parte a error numérico. Sin embargo, el
error relativo promedio en la regién de solucion numeérica y la zona de transicion es del orden de

10 o menor (exceptuando un solo caso), por lo que se puede decir que existe una buena
reproduccion de los valores de velocidad.
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Por otra parte, los valores dentro de la regidn de solucién analitica se dan con un error relativo
promedio de 10° o menor en todos los casos, mostrando que se logra calcular exitosamente el
valor de u, y reforzando la validez del uso de las ecuaciones analiticas de velocidad lejos de la
zona de transicion, incluso cuando el flujo dentro de la region de medio poroso es tridimensional.

En resumen, con los resultados presentados hasta ahora, puede intuirse que la DNS Acoplada es
capaz de reproducir los perfiles de velocidad de la DNS Completa en términos puntuales y
promedio sin importar la microestructura del medio poroso.

4.3.3. Variacién de la posicion de la frontera de solucién

En las lineas siguientes se evalla el efecto que tiene la seleccion del valor donde comienza el
calculo del perfil de velocidad mediante las ecuaciones analiticas en el método acoplado. Se
realizara este andlisis para distintas geometrias de medio poroso. Los resultados presentados

corresponden a sistemas bajo los siguientes parametros: L, =1000, L, =10, ¢ =107 &,=06.
En la Fig. 4.14 se presentan los errores relativos en términos de velocidad puntual para distintos
valores de . .
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Fig. 4.14 Error relativo promedio en el sistema a distintas posiciones de la frontera de solucidn en términos de
velocidad puntual

Tras una mirada a la figura, se puede ver que la eleccion del valor de y, no es de particular
relevancia para la reproduccion de los perfiles de velocidad puntual de la DNS Completa. Esto es
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cierto incluso para la zona de transicion del sistema y la zona cercana al valor de velocidad maxima,
comprobando que la eficacia del método, siempre y cuando la frontera de solucion esté colocada
dentro de la zona de flujo unidimensional y unidireccional.

Sin embargo, la colocacién de dicha frontera cada vez mas lejos de la region de medio poroso lleva
consigo un incremento notable en el ndmero de elementos de malla necesarios para la
representacion del sistema, ademas de requerir un mayor numero de interpolaciones y de integrales
numéricas para la obtencion de los perfiles de velocidad puntual y promedio, respectivamente. Este
problema sera abordado en la seccion posterior.

4.3.4. Variacion del tamafio de la region de fluido libre

En las siguientes lineas se estudia el efecto que tiene el tamafio de la region de fluido libre en la
reproduccion de los valores de DNS Completa por medio de la DNS Acoplada. Los sistemas

presentados estan sujetos a los siguientes parametros: L, :10, c=10" , Ye = 5, €p = 0'6.
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Fig. 4.15 Error relativo promedio en el sistema a distintos valores de tamafio de la region de fluido libre en términos
de velocidad puntual

Como puede verse en la Fig. 4.15, incluso en sistemas de tamafio muy elevado, la DNS Acoplada
puede reproducir el perfil de velocidad puntual con valores muy bajos de error relativo en cada una
de las regiones del sistema, en el caso de flujo bidimensional.
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En casi todos los casos, los errores relativos maximos en el sistema se mantienen en un orden de
10_3, 0 menores al 1 %. Ademas, tanto en la region de solucion numérica como en la zona de
transicion se tienen errores relativos del orden de 10 y en la region de solucion analitica del orden
de 107 o menor, lo cual indica muy buena reproduccion de los valores de la DNS Completa.

Los resultados mostrados, en conjunto con los ya tratados en los puntos anteriores, demuestran que
el uso de la DNS Acoplada es factible para préacticamente cualquier sistema, sin importar la
geometria utilizada para la representacion de la region de medio poroso, la fraccion vacia o el
tamafno del sistema involucrado. Con esto, puede intuirse que el método debe funcionar sin
importar la disposicion del sistema, siempre y cuando este mantenga las condiciones a las cuales
sea posible utilizar ecuaciones analiticas dentro de la region de fluido libre.

La reproduccion de los valores de velocidad en sistemas de gran disparidad de escala es de sumo
interés, debido a que son los sistemas que conllevan una mayor demanda de recursos
computacionales. Esto sera abordado en la seccion posterior.

4.4. Impacto del método sobre el uso de recursos computacionales

Como se menciond antes, una de las ventajas del uso de la DNS Acoplada es reducir la carga
computacional necesaria para la solucion del modelo y la obtencion de los perfiles de velocidad
puntual y promedio. Como ya fue mencionado antes, esto se mediré por la reduccion de elementos
de malla y tiempo de computo.

4.4.1. Variacién de la geometria de celda unitaria

En la Fig. 4.16 se presenta la reduccion en la cantidad de nodos y tiempo de computo para el calculo
del perfil de velocidad en cada una de las geometrias de celda unitaria empleadas.

Como ya fue mencionado, el método acoplado presenta mayor ventaja en términos del calculo de
los perfiles de velocidad promedio, de acuerdo a la informacion mostrada anteriormente en la
figura, donde se presentan las reducciones de tiempos de computo para el célculo de perfiles de
velocidad promedio para los distintos casos de estudio presentados en esta seccion. Notese que la
reduccion en el nimero de elementos de malla es la misma, puesto que este procedimiento es
posterior a la obtencion del campo de velocidad.

Fijandose en estos datos, se aprecia que, a mayor complejidad de geometria de celda unitaria, la
reduccion de elementos es cada vez menor, pasando de mas del 80 % en geometrias muy sencillas
a menos del 20 % en geometrias complejas. Esto sucede debido a que la representacion de celdas
unitarias con geometrias mas complicadas produce que la cantidad de elementos en la regién de
fluido libre sea muy alta con respecto a la region de medio poroso.
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Esto impacta directamente en el tiempo de computo, ya que, como se mencion0 antes, la DNS
Acoplada requiere solucionar el modelo tres veces, lo cual puede llegar a superar el tiempo de
obtencidon del campo de velocidad por medio de la DNS Completa (ver Apéndice F). Sin embargo,
la utilizacidn de las ecuaciones analiticas para la obtencion de los perfiles de velocidad puntual y
promedio compensa con creces dicho aumento, bajo los parametros establecidos. Mas adelante se
abordan estudios donde dichos parametros son modificados, atendiendo las dudas que esto genera.

100% T T

] BlElementos de Malla
IT. Comp. Perfil Puntual
[IT. Comp. Perfil Promedio| |

90%

80%

70%

60%

50%

% Reduccion

40%

30%

20%

10%

0%
P. Cuadrados  Cilindros C. Escalonados C. Aleatorios  Sierpinski Cubos Esferas

Fig. 4.16 Reduccion de elementos de malla y tiempo de computo para distintas geometrias de medio poroso

Globalmente, se tiene una reduccién del tiempo de computo mayor al 70 % para el célculo de
velocidad puntual y mayor al 80 % para el céalculo de la velocidad promedio para todos los casos
con flujo bidimensional.

De igual manera, el contar con una expresion analitica para el célculo de los perfiles de velocidad
en la zona de fluido libre facilita la evaluacion de valores de velocidad en puntos especificos, lo
cual requeriria de evaluaciones o interpolaciones en el campo de velocidad en el caso de una DNS
tradicional. De igual manera, se facilita el calculo de valores derivados como son el caudal, la
velocidad maxima, entre otros.

Por otra parte, el requerir la construccién de una geometria de mucho menor tamafio reduce la
cantidad de memoria utilizada por el equipo y uso del procesador para el renderizado de las
geometrias. De esta manera, equipos muy limitados en términos de memoria grafica y poder de
procesamiento pueden ser capaces de realizar este tipo de calculos mediante una DNS Acoplada.
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Es de esperarse que en geometrias de flujo tridimensional el impacto en el tiempo de computo sea
menor, como ya fue explicado anteriormente. Puede apreciarse que la reduccion de elementos de
malla es similar en ambos casos, rondando el 50 %. Si bien esto parece ser mayor al visto en las
geometrias mas complicadas del caso bidimensional. Sin embargo, debido a que la cantidad de
elementos de malla para la representacidn de este tipo de geometrias es mas alta que en el caso de
flujo bidimensional (ver Apéndice F).

Aungue se tenga en cuenta esto, se observa una reduccién en el tiempo de coOmputo para de
alrededor del 45 % en términos del perfil de sistemas bajo los parametros descritos, asi como del
35y 26 % en términos del calculo del perfil de velocidad puntual y promedio, respectivamente.
Debe notarse que, para este tipo de geometrias, la magnitud del tiempo de computo del campo de
velocidad con respecto a los perfiles es mas elevada, lo cual se abordara més adelante.

El porcentaje de reduccion en el tiempo de computo en términos promedio es aln mayor que para
el caso de velocidad puntual. Esto es debido a que, como se menciona anteriormente, el nimero de
integrales numéricas que el sistema debe de calcular para la obtencion del perfil de velocidad
promedio en el método acoplado es minimo en comparacion al necesario para una DNS del sistema

completo (aproximadamente de orden del 1 % del total, para un valor de y, =5), reemplazando
estas por la expresion analitica dada por la Ec. (2.67).

Esto igualmente implica que habrd mayor facilidad para la obtencién de cantidades derivadas como
el caudal, al contarse con expresiones analiticas para las integrales de la velocidad en la gran
mayoria de la region de fluido libre.

4.4.2. Variacion de la posicion de la frontera de solucién

Es necesario hacer un analisis del impacto del valor de y. en la reduccion de elementos de malla

y de tiempo de computo. Esto se detalla en la Fig. 4.17. Se puede ver que hay una reduccién en el
tiempo de computo cada vez menor a medida que se coloca la frontera de solucion mas lejos de la
region de medio poroso. Incluso, se llega a tener un aumento de tiempo de computo para la
obtencidon del campo de velocidad en el valor mas alejado de la regién de medio poroso, es decir,

y. =500¢ (ver Apéendice F).

Por otro lado, la reduccion en el tiempo de cdmputo en el valor mas elevado para el caso de los
perfiles de velocidad puntual y promedio es de alrededor del 50 % para las geometrias mas sencillas
y del 30% para las geometrias mas complicadas. En contraste, utilizando la colocacion de la
frontera de solucion mas cercana a la region de medio poroso, las reducciones son de alrededor del
90 % para las geometrias mas sencillas y del 80 % para las mas complicadas. Dada la magnitud del
tiempo de computo, la cual es bastante mayor para el calculo de los perfiles de velocidad puntual
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y promedio que para la obtencién del campo de velocidad (para geometrias con flujo
bidimensional), esto es de esperarse.

Estos, en conjunto con los resultados mostrados en el analisis anterior, son resultados bastante
convenientes. Ya que, al mantener la colocacion de esta frontera tan cerca de la region de medio
poroso como sea posible, puede reducirse la cantidad de elementos de malla utilizada para la
obtencion del campo de velocidad dentro de la region de fluido libre al minimo, aunado al ahorro
de memoria en la construccion de la geometria, que sera de mucho menor tamafio con respecto a
la de la DNS Completa.
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Fig. 4.17 Reduccidn de elementos de malla y tiempo de computo para distintas posiciones de la frontera de solucion

En conclusion, anteriormente se mostré que la colocacion de la frontera entre las regiones de
solucion analitica no tiene un impacto significativo en la exactitud de los valores reproducidos por
medio de la DNS Acoplada. Ademas, cuanto mas alejada se encuentra dicha frontera de la region
de medio poroso, es mayor la demanda de recursos computacionales. Por lo tanto, siempre se debe
utilizar el valor mas cercano a la region de medio poroso posible, respetando que se encuentre
dentro de la zona donde el flujo ya haya pasado a ser unidireccional y unidimensional. Dicho de

otra forma, se debe escoger un valor de y, lo mas cercano a d, como sea posible.

4.4.3. Variacién del tamafio de la region de fluido libre

En la Fig. 4.18 se muestran las reducciones de elementos de malla y tiempos de cOmputo para cada
geometria de celda unitaria de medio poroso a diferentes tamafios de la region de fluido libre.
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La reduccion de elementos es mayor a medida que el tamafio del sistema crece. Esto es ldgico,
debido a que el tamafio de la regidn de solucion numérica de la DNS Acoplada no se ve impactado
por el aumento en el tamafio de la region de fluido libre. Siempre y cuando el valor de vy, esté

dentro de la region de flujo parabdlico, se requiere de la misma cantidad de elementos de malla

para la representacion de cualquier tamafio de sistema.

En contraparte, un mayor tamario de la region de fluido libre si afecta a la geometria de la DNS
Completa. Por lo tanto, con estos resultados puede intuirse en primera instancia que la DNS
Acoplada es una mejor alternativa a medida que se requiere la representacion de sistemas con

disparidades de escala muy elevadas.
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Fig. 4.18 Reduccion de elementos de malla y tiempo de computo para distintos tamafios de la regién de fluido libre
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Fig. 4.19 Tiempos de computo para la obtencién del campo de velocidad del sistema de la DNS Completa y la DNS
Acoplada a distintos tamafios de la regién de fluido libre para diferentes geometrias de medio poroso (Flujo
bidimensional)

Siguiendo lo anteriormente dicho, se intuye que el aumento en el tiempo de computo de la DNS
Acoplada debe ser practicamente nulo para la obtencién del campo de velocidad a medida que
crece el tamafio de la region de fluido libre. En la Fig. 4.19 se muestran los tiempos de computo
para diferentes tamafios de la region de fluido libre obtenidos mediante la DNS Completa y la DNS
Acoplada para las distintas geometrias de celda unitaria de medio poroso que presentan flujo
bidimensional.

Observando la figura se comprueba lo planteado anteriormente, viendo que los valores de tiempo
de computo de la DNS Acoplada no se ven afectados por el aumento en el tamafio de la region de
fluido libre, mientras que los tiempos de computo de la DNS Completa tienen un aumento drastico.

Para cada configuracion de medio poroso, hay un tamafio de sistema en el cual se vuelve mas
econodmico el uso de la DNS Completa en términos del campo de velocidad. Para el caso de las
geometrias mas sencillas (Primas Cuadrados, Cilindros y Cilindros Escalonados) esto se cumple
en valores alrededor de L, =500, mientras que en geometrias mas complicadas esto se cumple

hasta valores alrededor de L, =2500.

En lo que concierne al ahorro en tiempo de computo para el calculo del campo de velocidad dado
por la DNS Acoplada, a medida que se utilicen geometrias mas complejas para la representacion
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de la region del medio poroso, se requiere un mayor tamafio de los sistemas a representar para que
se justifique su uso.

Este no es el caso para la obtencion de los perfiles de velocidad puntual y promedio. Esto ya que,
como se menciond anteriormente, los valores de tiempo de computo de los perfiles mencionados
son de al menos un orden de magnitud mayor que para la obtencion del campo de velocidad.

Aunado a lo anterior, el incremento en el tamafio del sistema es mucho mas notorio en este caso,
ya que el calculo de los perfiles de velocidad puntual y promedio en la DNS Completa require de
interpolaciones e integrales numeéricas que consumen gran cantidad de recursos computacionales.
Por otro lado, la DNS Acoplada solo requiere del uso de ecuaciones analiticas. Por ello, el impacto
del aumento del tamafio de la region de fluido libre en el tiempo de computo de los perfiles de
velocidad puntual y promedio sera mucho méas notorio en la DNS Completa.

Como se puede apreciar en la Fig. 4.20, hay un incremento muy notable en el tiempo de codmputo
de la DNS Completa con el tamafio de sistema. Como se dijo antes, esto se puede explicar, en parte,
debido al incremento que se mostré antes en el tiempo de computo necesario para la obtencion del
campo de velocidad. Ademas, el numero de interpolaciones necesarias para el calculo del perfil de
velocidad puntual aumenta con el tamafio de la region de fluido libre, llegando a aumentar hasta
en dos 6rdenes de magnitud desde el menor tamafio utilizado (L, =100) hasta el mayor tamafio

utilizado (L, =10000).
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Fig. 4.20 Tiempos de computo para la obtencion del perfil de velocidad puntual del sistema de la DNS Completa y la
DNS Acoplada a distintos tamafios de la region de fluido libre para diferentes geometrias de medio poroso (Flujo
bidimensional)
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Fig. 4.21 Tiempos de computo para la obtencidn del perfil de velocidad promedio del sistema de la DNS Completa y
la DNS Acoplada a distintos tamafios de la regién de fluido libre para diferentes geometrias de medio poroso (Flujo
bidimensional)
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Este no es el caso para la DNS Acoplada, donde el tiempo de cOmputo se mantiene practicamente
igual que en el caso del calculo del campo de velocidad. Al calcularse los valores de velocidad en
la region de fluido libre por medio de la ecuacion analitica, se reduce considerablemente el tiempo
de computo, manteniéndose dentro del mismo orden que para el calculo del campo de velocidad.

Con estos resultados, se puede concluir que, a medida que se requiera la obtencion del perfil de
velocidad puntual en sistemas de tamafio mas elevado, la DNS Acoplada representa una mejor
alternativa a la DNS Completa, pudiendo reproducir los valores de la DNS Completa con una mejor
eficiencia de uso de recursos de computo.

Para el caso del tiempo de computo en el perfil de velocidad promedio, se observa la misma
tendencia que para el perfil de velocidad puntual. Sin embargo, los valores de tiempo de computo
tienden a ser méas elevados, por lo cual hay una mayor reduccion en el tiempo de computo.

En este caso, el incremento en el tamafio de la DNS Completa se da debido a la mayor cantidad de
integrales numéricas que el sistema debe solucionar dentro de la regién de fluido libre a medida
que se incrementa su tamaro. De esta manera, al usarse la Ec. (2.61) en lugar de dichas integrales
para el célculo de la velocidad, se aligera enormemente la carga computacional y se logra llegar al
resultado en un espacio de tiempo mucho menor.

Si bien a simple vista puede parecer raro que los tiempos de computo para los perfiles de velocidad
puntual y promedio tengan valores cercanos, hay que recordar que la densidad de elementos de
malla dentro de la regién de fluido libre es muy baja, por lo cual las integrales numéricas no
presentan una carga tan elevada y es comparable a la de las interpolaciones necesarias para la
obtencion del perfil de velocidad puntual.

Por otro, en el caso de velocidad puntual no hay una diferencia muy grande de tiempo de calculo
entre las distintas geometrias de celda unitaria. Las pequefias diferencias pueden ser explicadas en
parte por el incremento en el tiempo de computo en el céalculo del campo de velocidad para las
geometrias mas complicadas y las interpolaciones que se dan en la region de medio poroso, debido
a la alta densidad de elementos de malla en esos casos.

Sin embargo, en términos del sistema completo, estas no tienen un efecto tan notorio. En el caso
del calculo de la velocidad promedio si existe un mayor incremento a medida que se complican las
geometrias de celda unitaria de medio poroso, lo cual puede deberse a la complejidad de las
integrales numericas necesarias para el calculo de la velocidad promedio dentro de la region de
medio poroso, sumado al tiempo de computo requerido para la obtencion del campo de velocidad.

En resumen, para el calculo de perfiles de velocidad promedio, a medida que se incrementa el
tamafo de la regién de fluido libre para el sistema que se desea representar, la DNS Acoplada se
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vuelve una mejor alternativa a la DNS Completa, dando resultados con buena exactitud y con un
ahorro enorme de tiempo de computo.

Segun los datos mostrados en la (ver Apéndice F), la DNS Acoplada no presenta problemas en la
reproduccion del perfil de velocidad en sistemas de tamarfios elevados, teniendo un error relativo

promedio en todo el sistema de orden de 10™* en la mayoria de los casos, incluso cuando se presenta
flujo tridimensional. Dado lo ya estudiado en secciones anteriores, nos da a entender que no hay
limitaciones para el tipo de sistema que la DNS Acoplada es capaz de reproducir.

Por otro lado, la variacion del tamafio de la region de fluido libre también proporciona informacion
de interés acerca de la reduccion de tiempo de computo y de elementos de malla, como se muestra
dentro de la (ver Apéndice F). Como es de esperarse, a medida que se incrementa el tamafio del
sistema, la reduccion de elementos de malla es mucho mayor, siendo incluso méas notorio el
comportamiento que en el caso de flujo tridimensional, esto debido a que la densidad de elementos
de malla en la region de fluido libre es mayor en este caso.

También, se observa la misma tendencia en cuanto al tiempo de cdmputo requerido para los
distintos resultados que para el caso bidimensional. En tamafios de region de fluido libre bajos, se
tiene un aumento en el tiempo de computo por parte de la DNS Acoplada. Justo como en el caso
de las geometrias mas complicadas que presentan flujo bidimensional, la elevada densidad de
elementos de malla dentro de la regién de medio poroso con respecto a la de fluido libre, ocasiona
que para tamafios bajos de sistema, la reduccion de elementos de malla sea muy pobre, de manera
que es mucho mas costoso resolver el modelo de solucion numérica de la DNS Acoplada tres veces
con respecto al de la DNS Completa, que solo debe resolverse una vez.

Que exista una reduccién de tiempo de computo, incluso dada la cantidad elevada de elementos de
malla necesarios para el uso de geometrias donde se presenta flujo tridimensional, apunta a que
este planteamiento puede ayudar a aliviar la carga computacional en la representacion de sistemas
con geometrias mas complicadas.

Para geometrias con flujo tridimensional, se necesita una cantidad méas elevada de elementos de
malla en su representacion. Por ello, esto da como resultado una cantidad de tiempo més elevada
para la obtencién del campo de velocidad del sistema que para el célculo de los perfiles de
velocidad puntual y promedio. Por ello, como se puede apreciar en la Fig. 4.22, Fig. 4.23 y Fig.
4.24, se tiene un comportamiento similar entre los tiempos de computo para los distintos resultados.

La DNS Acoplada, justo como en el caso de flujo bidimensional, es de mayor utilidad a medida
gue aumenta el tamafio de la region de fluido libre. Para el caso de la geometria de celda unitaria
representada por cubos, se necesita de tamafios no tan elevados para ocasionar una reduccién en el
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tiempo de computo para el calculo del campo de velocidad (L, > 200 ), mientras que en el caso de

la geometria de esferas, este es mas elevado (L, >600), como se observa en la Fig. 4.22.
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Fig. 4.22 Tiempos de computo para la obtencidn del campo de velocidad del sistema de la DNS Completa y la DNS
Acoplada a distintos tamafios de la regién de fluido libre para diferentes geometrias de medio poroso (Flujo
tridimensional)
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Fig. 4.23 Tiempos de computo para la obtencidn del perfil de velocidad puntual del sistema de la DNS Completa y la
DNS Acoplada a distintos tamafios de la region de fluido libre para diferentes geometrias de medio poroso (Flujo
tridimensional)

Cabe destacar que, aun con el equipo de computo mas potente utilizado para el caso del calculo de
los sistemas que presentan flujo bidimensional, la representacion de geometrias de tamafios muy
elevados (L, >3000), ocasiona problemas en el modelo, llegando en algunos casos a no converger

en tiempos de computo de dias. Sin embargo, la DNS Acoplada sigue manteniendo el mismo
tiempo de computo incluso en sistemas de dicho tamafio. Asi, para flujo tridimensional, se estima
que se puede utilizar la DNS Acoplada para la obtencidn de la velocidad en sistemas cuyos tamafios
sumamente elevados hacen no viable su solucion mediante una DNS Completa.

Para el caso del calculo del perfil de velocidad puntual, se puede ver en la Fig. 4.23 que el
incremento de tiempo de computo en el calculo del perfil de velocidad sigue una tendencia muy
parecida al del caso del campo de velocidad. Sin embargo, con el incremento del tamafio del
sistema, el valor del tiempo de computo tiene un mayor aumento con respecto al del campo de
velocidad (recuérdese que el tiempo de computo del perfil de velocidad puntual y promedio incluye
al de la obtencion del campo de velocidad), esto es debido a que se necesita de cada vez mas
interpolaciones para la obtencion de los valores de velocidad.
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Fig. 4.24 Tiempos de computo para la obtencion del perfil de velocidad promedio del sistema de la DNS Completa y
la DNS Acoplada a distintos tamafios de la regién de fluido libre para diferentes geometrias de medio poroso (Flujo
tridimensional)

Para ocasionar una reduccion de tiempo de cOmputo en este caso, se necesitan de tamafios de
sistema similares al caso anterior, con lo cual se comprueba que la magnitud del tiempo de computo
en el célculo del perfil de velocidad puntual es mucho menor a la de la obtencion del campo de
velocidad para la DNS Completa. Si bien existe un incremento en el costo computacional de las
interpolaciones necesarias para el célculo de la velocidad en la region de fluido libre, ocasionada
por la mayor densidad de elementos de malla en geometrias tridimensionales, este no es
comparable a la solucion del modelo que requiere una cantidad significativamente mayor de
elementos de malla mayor al del caso de flujo bidimensional.

Por otro lado, la DNS Acoplada no presenta una variacion significativa de computo para el calculo
del perfil de velocidad puntual con respecto del céalculo del campo de velocidad. El uso de una
ecuacion analitica para la obtencion de la velocidad dentro de esta zona es incluso mas conveniente
para este caso, dado que las interpolaciones necesarias para su obtencion de manera numérica son
computacionalmente més costosas, debido a la densidad de elementos de malla mayor.

Por dltimo, en la Fig. 4.24, podemos observar un comportamiento parecido a los dos casos
anteriores. Sin embargo, el incremento en el tiempo de computo con respecto al caso donde solo
se calcula el campo de velocidad, es significativamente mayor, en contraste al caso de velocidad
puntual. Como se dijo antes, para la representacion de geometrias con flujo tridimensional, la
densidad de elementos de malla en la region de fluido libre es mayor, lo cual ocasiona que el calculo
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de las integrales numeéricas requeridas para la obtencion de los valores de velocidad promedio sean
significativamente més costosas, de manera que hay un aumento notable en el tiempo de computo.
Lo anterior no es el caso para la DNS Acoplada, que utiliza solo una ecuacién analitica para el
calculo de la velocidad promedio, con lo que el ahorro de tiempo de cémputo es sumamente
notorio, manteniéndose practicamente igual al tiempo de cémputo requerido para la solucion del
modelo.

En resumen, en esta seccion se encontraron dos resultados importantes. Por un lado, el incremento
en el tamafio de la region de fluido libre no afecta de manera notable a la reproduccion de los
valores de velocidad de la DNS Completa. Ademas, dicho incremento ocasiona una reduccion de
tiempo de computo mayor. Por lo tanto, la DNS Acoplada tiene una mejor efectividad a medida
que el tamafio de los sistemas a representar se vuelve mayor.

4.5.  Andlisis del uso de las ecuaciones analiticas en una DNS Completa

Siguiendo lo descrito dentro de la Seccion 3.5, a continuacion se analizaran distintos casos donde
se compara el uso de la DNS Acoplada y la DNS Semiacoplada presentada con anterioridad,
comparandolas en cuanto a la exactitud de la reproduccion de los valores de velocidad de la DNS
Completa y el tiempo de computo requerido para el calculo del campo de velocidad y los perfiles
de velocidad puntual y promedio.

Los resultados de esta seccion corresponden a sistemas regidos por los siguientes parametros:

L, =1000, L, =10 ,c=10", £,=06.

Para evitar cargar demasiado este capitulo y, en cambio, centrarse en resultados mas importantes,
se omite las gréficas de perfil de velocidad correspondientes a otras geometrias de celda unitaria,
mostrando Unicamente para la geometria de cilindros.
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Fig. 4.26 Perfil de velocidad promedio en distintas regiones del sistema
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Justo como en el caso de la DNS Acoplada, se puede ver que el perfil de velocidad obtenido con
la DNS Semiacoplada tiene una concordancia perfecta con los valores de velocidad puntual de la
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DNS Completa, llegando a reproducir exactamente el perfil de velocidad incluso en la region de
méaxima velocidad y la zona de transicion.

4.5.1. Geometrias que presentan flujo bidimensional

El uso de la DNS Semiacoplada trae consigo la ventaja de tomar los valores de velocidad puntual
y promedio dentro de toda la regidn de solucion numérica directamente del campo de velocidad la
DNS Completa. Ademas, como se dijo anteriormente, de esta manera se tiene total certeza del valor

de u,, de manera que los valores calculados dentro de la region de solucion analitica tendran errores

relativos ain mas bajos que en el caso de al DNS Acoplada. Todo esto puede verse con mayor
claridad en la Fig. 4.27.

Puede apreciarse que para las distintas geometrias que presentan flujo bidimensional y en todos los
valores de fraccidn vacia reportados, los errores relativos en el perfil de velocidad entre la DNS
Completa y la DNS Semiacoplada son nulos para la region de solucion analitica (que incluye a la
zona de transicion). Como se dijo antes, debido a que los valores de velocidad se toman desde el
modelo calculado por la DNS Completa, este resultado es bastante obvio.
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Fig. 4.27 Error relativo promedio del sistema a distintos valores de fraccién vacia en términos de velocidad puntual

Mirando los resultados en la region de solucion analitica, se observan errores relativos de orden de
107, es decir, practicamente una reproduccion idéntica de los valores.

En comparacion a la DNS Acoplada, este método puede verse como una mejor alternativa si solo
se miran estos datos. Sin embargo, si bien el error relativo en la DNS Acoplada es mayor, no es tan
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significativo como para descartar su efectividad. Sin embargo, este descenso se le puede atribuir a
que el valor de u_ no se ve afectado por errores de truncamiento, ya que se extrae directamente del

campo de velocidad calculada por la DNS Completa.

La reproduccion practicamente idéntica del perfil de velocidad dentro de la region de fluido libre
da a entender que la suposicion de que el comportamiento suficientemente lejos de la zona de
transicion puede ser descrito con ecuaciones analiticas, es valida.

Por otro lado, el error relativo en la reproduccion de los valores de velocidad promedio se puede
ver en la Fig. 4.28. De nuevo, la reproduccion de los valores se da con error relativo sumamente

bajo, menor al 10 °en todos los casos de geometrias de flujo bidimensional. Con el uso de las
ecuaciones analiticas para resolver las integrales del operador de promediado dentro de la regién
de solucion analitica, se puede reproducir de forma idéntica el perfil de velocidad promedio.

Dentro de la regién de solucion numérica, igualmente se puede apreciar que el error relativo es
nulo, esto debido a que en esta region el célculo de la velocidad promedio, como se vio
anteriormente en la Seccion 2.8, se da con las mismas integrales numéricas que se utilizan para la
solucion del modelo completo. La zona de transicidon, al incluir parte de la region donde se utilizan
las ecuaciones analiticas para el calculo de velocidad, no tiene un error negativo nulo. Sin embargo,
este puede considerarse como despreciable.
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Fig. 4.28 Error relativo promedio del sistema a distintos valores de fraccion vacia en términos de velocidad
promedio
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Ademas de la facilidad que proporciona el uso de una ecuacion analitica en comparacion al uso de
interpolaciones o integrales numéricas, esto conlleva una reduccion en el tiempo de computo. Este
modelo tiene como desventaja no presentar reduccién de tiempo de computo en la solucién del
modelo para el calculo del campo de velocidad.

Sin embargo, si presenta reduccion de tiempo de cémputo para el caso del perfil de velocidad
puntual y promedio. Como fue explicado en la Seccién 4.7, el orden de magnitud de tiempo de
computo requerido por la DNS Acoplada en el calculo de los perfiles de velocidad es
significativamente menor que para el caso de la DNS Completa. Por lo tanto, se comparara
directamente el tiempo de computo que requiere la DNS Semiacoplada con respecto a la DNS
Acoplada para diferentes tamafios del sistema. Se omite la presentacion de los valores de tiempos
de computo para el calculo de velocidad, puesto que estos son idénticos a los presentados
anteriormente en la Fig. 4.19.

Como puede verse en la Fig. 4.29, a medida que se incrementa el tamafo del sistema, la DNS
Semiacoplada tiene un aumento en el tiempo de computo en el célculo del perfil de velocidad. Sin
embargo, comparando con la Fig. 4.20, se puede observar que este incremento es mucho menos
dréstico que en el caso de la DNS Completa. Esto es debido a que la utilizacion de las ecuaciones
analiticas reduce considerablemente el tiempo de cdmputo. De esta manera, el aumento de tiempo
de computo se mantiene igual para el calculo del campo de velocidad y los perfiles de velocidad
puntual y promedio.

La DNS Semiacoplada representa una mejor alternativa cuando los tamafios de sistema son
pequerios (L, <1000 en el caso de las geometrias de celda unitaria mas sencillas, llegando a

L, <4000 en el caso de geometrias mas complicadas) debido a que el tiempo de computo requerido

es menor para la obtencién de los perfiles de velocidad. Esto, sumado al menor error relativo
sumamente bajo, lleva a considerarla una mejor alternativa con respecto a la DNS Acoplada.

Sin embargo, la DNS Acoplada sigue teniendo la ventaja de tener una construccion geométrica de
menor tamafio y de necesitar menor cantidad de elementos de malla. Esto hace que, para equipos
de computo muy limitados en cuanto a memoria y procesador, la DNS Acoplada se posicione como
una mejor alternativa.

Ademas, en la Fig. 4.30 se puede apreciar la misma tendencia en el célculo de los perfiles de
velocidad promedio en cuanto al tiempo de computo que en el caso del perfil de velocidad puntual.
Por lo tanto, para ambos casos, la DNS Semiacoplada se posiciona como una alternativa superior
al de la DNS Acoplada para sistemas de tamafios de region de fluido libre no muy elevados.
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Fig. 4.29 Tiempos de computo para la obtencion del perfil de velocidad puntual de la DNS Semiacoplada y la DNS
Acoplada contra tamafio de la region de fluido libre para diferentes geometrias de medio poroso (flujo
bidimensional)
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Fig. 4.30 Tiempos de computo para la obtencién del perfil de velocidad promedio de la DNS Semiacoplada y la DNS
Acoplada contra tamafio de la region de fluido libre para diferentes geometrias de medio poroso (flujo
bidimensional)
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4.5.2. Geometrias que presentan flujo tridimensional

Justo como en el caso anterior, se puede apreciar que la reproduccion de los valores puntuales para
distintos valores de tamafio de la region de fluido libre por parte de la DNS Semiacoplada tienen
un error relativo nulo dentro de la regiéon de solucion numérica (ver Apéndice F), ademas, los

errores dentro de la region de solucion analitica son sumamente bajos (del orden de 10°).

Tanto para flujo bidimensional como para tridimensional, se tiene una reproduccion exacta de los
valores de velocidad dentro de la region de fluido libre utilizando la Ec. (2.33), con lo cual se
comprueba que el comportamiento del campo de velocidad en esta region sigue la ecuacion de
Stokes.

Ademas, en términos de velocidades promedio, el método tiene un error relativo aiun menor,
teniendo asi una reproduccion exacta del perfil de velocidad en todas las zonas del sistema.

Como se dijo antes, la desventaja que presenta el uso de la DNS Semiacoplada con respecto de la
DNS Acoplada, es que se debe solucionar el modelo de la DNS Completa para el posterior uso de
las ecuaciones analiticas para el calculo de velocidad. En este caso esto es aln mas importante,
debido a que, como se explico en la Seccion 4.6, la magnitud del tiempo de computo para el calculo
del campo de velocidad en el caso de flujo tridimensional es mayor a la que requieren tanto el
calculo de velocidad puntual como el promedio.
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Fig. 4.31 Tiempos de computo para la obtencidn del perfil de velocidad puntual de la DNS Semiacoplada y la DNS
Acoplada contra tamafio de la region de fluido libre para diferentes geometrias de medio poroso (flujo
tridimensional)
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Fig. 4.32 Tiempos de computo para la obtencidn del perfil de velocidad promedio de la DNS Semiacoplada y la DNS
Acoplada contra tamafio de la region de fluido libre para diferentes geometrias de medio poroso (flujo
tridimensional)

Tanto en la Fig. 4.31 como en la Fig. 4.32 se puede observar un comportamiento practicamente
idéntico. Dado que la mayor parte del tiempo de computo en este caso se debe a la obtencion del
campo de velocidad y ambos métodos utilizan las mismas ecuaciones para el célculo del perfil de
velocidad tanto puntual como promedio en la region de fluido libre, se observa una tendencia como
la de la Fig. 4.22.

Asi, la DNS Acoplada funciona mejor cuando el tamafio del sistema es mayor para sistemas con
flujo tridimensional (L, > 200 para la geometria de cubosy L, >600 para la geometria de esferas).

En resumen, la DNS Semiacoplada presenta una reproduccion perfecta de los valores de velocidad
de laDNS Completa. Sin embargo, esto lleva consigo que, a medida que se necesite la reproduccion
de la region de medio poroso mediante geometrias mas complicadas, sumado a tamafios elevados
de la region de fluido libre, el incremento en el tiempo de computo haga que se prefiera el uso de
la DNS Acoplada. Los dos tipos de uso de las ecuaciones analiticas son capaces de realizar una
reproduccion idéntica de los valores de velocidad dentro de la region de fluido libre, por lo cual
hay suficiente evidencia para afirmar que la descripcion del flujo en la region de fluido libre por
medio de ecuaciones analiticas es valido.
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D.

Conclusiones

En este trabajo se plantearon dos métodos alternativos para el calculo del perfil de velocidad en un
canal parcialmente ocupado por un medio poroso bajo el régimen de Stokes. Para ello, se plante6
que, suficientemente lejos de la frontera divisoria entre las dos regiones homogeéneas del sistema y
dentro de la region de fluido libre, el campo de velocidad puede ser descrito mediante la ecuacién
de Stokes. El objetivo de lo anterior es reducir la cantidad de recursos computacionales requeridos
en esta tarea que, a medida que se utilizan geometrias mas complicadas en la representacion de la
region de medio poroso, es cada vez mas elevada. Algunas conclusiones generales obtenidas en
este trabajo son:

Se determind el alcance del flujo multidimensional que ocasiona la penetracion de esfuerzos
de cada region homogénea sobre la contraria. Para todos los casos estudiados, el efecto de

flujo multidimensional en de la region de medio poroso tiene un alcance de d_<5(,
mientras que tal alcance en la region de fluido libre es de d, <2¢.

Una vez determinado el alcance del efecto multidimensional, se planteé un método de
solucién que consta de dos modelos: uno numerico (correspondiente a la region de medio
poroso Y la region de penetracion del flujo multidimensional de la region de fluido libre) y
uno analitico (correspondiente a la region de fluido libre que presenta flujo unidireccional
y unidimensional). Asimismo, se establecieron las condiciones para el acoplamiento de
ambos modelos.

Se evalu6 la capacidad de la DNS Acoplada para reproducir perfiles de velocidad puntual
y promedio de la DNS Completa para distintas microestructuras de celda unitaria de medio
poroso. Se encontré muy alta concordancia entre los valores de velocidad puntual en todo
el sistema (error relativo promedio del orden de 10~ para flujo bidimensional y de 10
para flujo tridimensional), especialmente en la region de solucion analitica (con error
relativo promedio del orden de 10 para flujo bidimensional y de 10° para flujo
tridimensional). De esta manera, se comprueba que se pueden utilizar ecuaciones analiticas
para describir el flujo en la region de fluido libre satisfactoriamente.

En la region de solucion numérica y la zona de transicion, el error relativo promedio tiende
a ser relativamente mayor (del orden de 10™*), llegando a tener errores maximos de orden
de 107 cerca de la frontera divisoria. Sin embargo, debido a la magnitud tan baja de los

valores de velocidad en dicha region (del orden de 10 o menor), puede atribuirsele a error
numérico. Esto hace que el método de solucidn planteado sea una alternativa Gtil para la
obtencion de informacion en la zona de transicion y la obtencidon de coeficientes de
transporte.
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En geometrias de celda unitaria con flujo bidimensional, se tiene una reducciéon de
elementos de malla mayor al 80 % en la configuracion mas sencilla, llegando a ser menor
al 16 % para la mas complicada estudiada. Ademas, se tienen reducciones de tiempo de
computo para el célculo del perfil de velocidad puntual y promedio mayores al 70 % en
todos los casos, llegando a ser mayores del 90 % para las geometrias de celda unitaria mas
sencillas. Por otro lado, en geometrias con flujo tridimensional, se observa una reduccién
en el nimero de elementos de malla de aproximadamente 50 % en ambos casos presentados.
Ademas, se observo una reduccion de tiempo de computo mayor al 35 % y al 25% para el
calculo de la velocidad puntual y promedio, respectivamente.

Se encontrd que la colocacion de la frontera entre las regiones de solucion no tiene efecto
significativo en la reproduccion de los valores de la DNS Completa. Por lo tanto, es mejor
mantener dicha frontera lo mas cerca posible al valor de d,, para generar la mayor

reduccion de elementos de malla y tiempo de computo.

Se compararon los resultados de la DNS Acoplada con la DNS Semiacoplada. Dado que
este ultimo toma los valores de velocidad directamente del modelo completo, presenta nulo
error con respecto de la DNS Completa en la region de solucion numérica. Ademas,

presenta errores bajos (de orden de 10~ o menor) para los valores de velocidad en la region
de solucién numérica.

Se evalud el tiempo de computo requerido para la obtencién de los perfiles de velocidad
puntual y promedio para cada método planteado en diferentes tamafios del sistema. Se
encontré que la DNS Acoplada no presenta variacion significativa del tiempo de computo
con respecto al tamafio de sistema, mientras que tanto para la DNS Completa como para la
DNS Semiacoplada el tiempo de computo aumenta a mayor tamafio del sistema. De esta
manera, la metodologia planteada en este trabajo es una mejor alternativa para el estudio
de sistemas de gran tamafio.

Como nota final, debe mencionarse que la cantidad de configuraciones de celda unitaria utilizadas
en este trabajo es limitada. Por lo tanto, como trabajo a futuro puede proponerse la utilizacién de
mayor cantidad de configuraciones, aunque se espera que ambos métodos sigan reproduciendo los
perfiles de velocidad sin problema alguno. Por otra parte, para geometrias de flujo tridimensional
en sistemas con tamafios elevados, la DNS Completa presenta problemas de convergencia o tiende
a tardar un tiempo excesivo (del orden de dias), mientras que la DNS Acoplada no tiene problemas.
En estudios posteriores podria realizarse un analisis de condicionamiento de las matrices de
solucion generadas a partir de la malla para la DNS Completa y la DNS Acoplada, para un mejor
entendimiento de este fendmeno.
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7. Apéndices
A. Adimensionalizacion de la ecuacion de Stokes

Partiendo del modelo dimensional mostrado en la Seccién 2.2

Ecuacién Gobernante

0=-Vp+g+uV?v (7.1)
Condiciones de Frontera
y=L,, v=0 (7.2)
y=-L,, v=0 (7.3)
Ay V=0 (7.4)
Definicion de la presion corregida
-VP*=-Vp+g (7.5)

Para facilitar la manipulacion de estas ecuaciones, se llevaran a su forma adimensional, utilizando
las siguientes variables y parametros adimensionales:

Velocidad de referencia

v=Y 7.6

. (7.6)

Esta velocidad de referencia se calcula mediante la viscosidad cinemética del fluido utilizado v y
la longitud de la celda unitaria de medio poroso ¢ .

Variables adimensionales

JERARL (7.7)
VARY. '
p* _p’
Pe—=t s (7.8)
plv ) pv
y
y=2 7.9
; (7.9)
Pardmetros adimensionales
ic=-VP (7.10)
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Asi, la Ec. (7.1) puede expresarse como:
2
0- _[%]vp [ij
( pl

2 2
0= 2219 [ 2 hery
¢ )JdX (

Lo cual nos lleva a la ecuacion de Stokes en forma adimensional:

0=-VP+Vau
0=ci+Vu
Por lo que el modelo adimensional quedara de la siguiente forma:

Ecuacién Gobernante

0=ci+V

Condiciones de Frontera

Y:Yﬂ, u=0
Y=-Y,u=0

Aﬂg, u=0

(7.11)

(7.12)

(7.13)

(7.14)

(7.15)
(7.16)

(7.17)

(7.18)
(7.19)
(7.20)
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B. Seleccion de los valores para el intervalo de la velocidad

Para el procedimiento sefialado en la Seccion 2.6, se deben seleccionar los valores en los cuales
evaluar la funcién objetivo, con el fin de encontrar su raiz. Dichos valores iniciales deben ser
seleccionados dentro de un intervalo factible de bdsqueda, de tal manera que se mantenga el
comportamiento lineal de la funcion. Es preferible que dicho intervalo sea reducido en la medida
de lo posible. Dicho esto, es conveniente analizar el perfil de velocidad de un canal compuesto por
dos placas paralelas no ocupado por medio poroso. Esto con el fin de obtener informacién que nos
permita hacer una estimacion valida del intervalo adecuado para la busqueda de la raiz de la funcion
objetivo anteriormente mencionada.

Fluido

Ay
X
-
Fig. 7.1 Canal limitado por dos placas paralelas

Por lo tanto, se obtendra el perfil de velocidad en un canal delimitado por dos placas paralelas
sujeto a las siguientes condiciones:

e Estado estacionario

e Flujo reptante (efectos convectivos despreciables)

e Flujo totalmente desarrollado

e Caida de presion constante y solo en la direccién del flujo

El sistema que representa a este tipo de flujo se muestra en la Fig. 7.1 y las ecuaciones en forma
adimensional que describen el transporte de movimiento en dicho sistema son las siguientes:

Ecuacién Gobernante

O0=c +ﬂ (7.21)
dy? '
Condiciones de Frontera
EnY = L,?, u=0 (7.22)
EnY =0 u=0 (7.23)

Se procede a entonces a obtener la solucién del sistema, de la siguiente manera:
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Despejando la segunda derivada en la Ec. (7.21), se obtiene

ﬂ =—C (7.24)
dy? '
Posteriormente, integrando dos veces la ecuacion se llega a

du

—=—CY+A 7.25

v (7.25)
Cyo2

u :_EY +AY +B (7.26)

Una vez obtenida la solucion general dada por la Ec. (7.26), se proceden a evaluar las condiciones
de frontera para poder conocer las constantes de integracion A y B y obtener la solucion particular
de la ecuacion.

Reemplazando (7.23) en (7.26)
0=B (7.27)
Reemplazando (7.22) en (7.26)

C
0= - L’ +AL, (7.28)
Y despejando la constante de integracion A de la Ec. (7.28), se obtiene
C

Por lo tanto, se reescribe la Ec. (7.26) reemplazando los valores de A y B encontrados v,
manipulando algebraicamente la expresion, se llega a la solucion particular del problema.

C C
U=—=Y%?+=LY 7.30
2 27 (7.30)
_ G
u——E(Y -LY) (7.31)

e [Y) (v
aredii L (7.32)
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Ademas, se tiene también la expresion de la derivada de la velocidad con respecto a la coordenada
perpendicular al flujo dada por:

du C

oL (7.33)
du L
d—:; :c{é—Y} (7.34)

Notese que la altura del canal mostrado en la Fig. 7.1 debe ser de la misma altura que la region »

en el sistema donde se desea obtener el perfil de velocidad por el método iterativo propuesto. De
esta manera, puede analizarse el flujo que se presenta en la region »n en ausencia del efecto

presentado por el medio poroso.

Debido a que la superficie del medio poroso consiste tanto de fase solida como de fase fluida, es
decir, no es una pared rigida bajo la condicién de no deslizamiento, la velocidad en y =0 para un

canal parcialmente ocupado con medio poroso debe ser mayor a 0. Por lo tanto, la velocidad a la
altura y, también debe ser mayor a la del caso del canal sin medio poroso.

Asi, con base en este caso, es posible calcular el valor de la velocidad correspondiente a la altura
Y. y obtener una primera estimacion de la velocidad u,, mediante la siguiente expresion

2
c. LY Y
U =——L2%| = | | =
=Toh [L,J [L,J (7.35)

Debido a que el efecto de la presencia del medio poroso sobre el perfil de velocidad no es muy
grande, es decir, hay poca variacion entre el perfil de velocidad de un canal libre a la region de

fluido en el sistema ocupado por medio poroso, U, es una estimacion muy cercana a u, .

Dicho esto, se elige como limite superior para el método de la falsa posicion la velocidad en
y =2y, para un canal libre, dado que el intervalo de busqueda no serd muy amplio e incluye a la

raiz. Es decir:
Y (2v
C, 2
U =——L Sl | | &
u 5 [ L” ] ( Ln J (7.36)
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C. Solucion del modelo de la region de solucion analitica
Partiendo del modelo adimensional de la Seccién 2.4.

Ecuacién Gobernante

O=c+ du, (7.37)
dé&?
Condiciones de Frontera
Ené=&, u =0 (7.38)
En £=0, U =U, (7.39)

Haciendo el despeje correspondiente en la Ec. (7.37), obtenemos:

v _ 7.40
d§2 - ( . )
‘Z“é — A (7.41)

Por lo tanto, la solucién general de la ecuacion diferencial es la siguiente:
C .o
Ux=—§§ +AS+B (7.42)

Aplicando la condicién de frontera de la Ec. (7.39) en la Ec. (7.42) se obtiene la constante de
integracion B:

u.=B (7.43)
Aplicando la condicion de frontera de la Ec. (7.38) en la Ec. (7.42), se obtiene:
C 2
0=-28 +As,+B (7.44)
Posteriormente reemplazando la Ec. (7.43) en la Ec. (7.44), se llega a:
C .
0:—55” +AS, +U, (7.45)

Y despejamos para encontrar el valor de la constante de integracion A:
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&

Ahora, con los valores de las constantes de integracion A y B, se obtiene la solucion particular de
la ecuacion diferencial, dada por:

C
A—Eg— (7.46)

__Cp Cre l
ux_ 25 +2§q‘§ 5,7 uc+uc (747)

Manipulando esta expresion, se obtiene:

i

Una vez obtenida esta expresion, calculamos la expresion correspondiente a la derivada, que es
utilizada en el algoritmo para la obtencion de la velocidad en la frontera de solucion

du c u
- =—CC+-g, ——F 7.49
Manipulando esta expresion, se obtiene:
du [ & ] u
t=—C|{-Th |- (7.50)
dé 2) ¢,
Evaluando la derivada en la frontera entre las soluciones analitica y numérica (£ =0), se llega a la
siguiente expresion:
du ¢, j u
- =C| |- (7.51)
dé: £=0 [ 2 g;]
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D. Comportamiento de la derivada en la frontera superior del modelo de solucion

analitica

Aqui se muestran las graficas de la variacion de la derivada en la frontera superior del modelo
analitico con respecto a la variacion del pardmetro u, . En cada una se muestra su coeficiente de

ajuste R, asi como la ecuacion de ajuste correspondiente.

02
0.18 |
0.16 |
014
042
E|F 04}
0.08 |
0.06 |
0.04 |

002 ) . {
— 2 _9.503 % 107 + 0.1928u,
| du J

0 0.2 0.4 06 08 1

02
018}
016 |
0.14 |
012}

2|5 o1}

S o 5512 %107 + 0.1886u. ||
i )

o 0.2 0.4 06 08 1

0 0.2

E|F 04}

2|5 o1}

2.52 % 107" 4 0.1984u, ||

027

018 |

016 |

0.14

012

0.08

0.06 |

0.04

002} i ~ . |
— 2 2507 % 107 + 0.1926u,

0 0.2 0.4 06 08 1

02
018}
016 |
0.14 |

012}

= = 2453 = 1077 + 0.1973u,.
Iu J

o 0.2 0.4 06 08 1

08 1

Fig. 7.2 Comportamiento de la derivada de la velocidad en el modelo con respecto a la velocidad supuesta en la
frontera de solucion para geometria de celda unitaria de medio poroso: a) Prismas Cuadrados, b) Cilindros, c)
Cilindros Escalonados, d) Cilindros Aleatorios, €) Alfombra de Sierpinski
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E. Valores de error relativo

Error relativo promedio

Geometria de — — Error
Celda Region de Region de Zona d relativo
o Sistema solucioén solucioén oha de A
Unitaria o _ - transicion  Maximo
analitica numérica
PrisSMas o 5or 09 3.60E-09 6.01E-10 1.16E-09 4.11E-09
Cuadrados

Cilindros 2.34E-05 1.66E-08 6.89E-04 8.66E-04 7.23E-03

Cilindros

1.27E-05 5.32E-08 3.73E-04 3.10E-04 1.91E-03
escalonados

Cilindros
aleatorios 1.44E-05 3.92E-08 4.23E-04 4.27E-04 2.95E-03
Alfomprac_je 6.34E-06 1.29E-09 1.87E-04 2.78E-04 2.56E-03
Sierpinski

Cubos 1.07E-04 6.87E-09  3.15E-03 3.06E-03 1.42E-02

Esferas 2.99E-04 1.38E-06 8.77E-03 5.92E-03 2.16E-02

Tabla 7.1 Valores de error relativo en términos de velocidad puntual en diversas zonas del sistema para distintas
geometrias de celda unitaria de medio poroso

Error relativo promedio

Geometria de — — Error
Celda . Region de Regionde W relativo
Unitaria Sistema SO|UE:I_0n squq_on transicion  M&ximo
analitica numerica
PrISMas 4 60r 09 3.60E-09 3.41E-09 342E-09 4.11E-09
Cuadrados

Cilindros 5.73E-08 1.66E-08 4.09E-06 3.76E-06 2.92E-05

Cilindros 4 6o 07 534E-08 1.09E-05 1.01E-05 6.50E-05
escalonados
Cilindros 4 »ep 07 3.94E-08  8.58E-06 7.91E-06 5.40E-05
aleatorios
Alfombrade ;500 09 13009  611E-07 5.56E-07 5.81E-06
Sierpinski

Cubos 1.22E-08 6.86E-09 5.39E-07 5.12E-07 1.07E-06

Esferas 2.63E-06 1.38E-06 1.26E-04 1.19E-04 3.24E-04

Tabla 7.2 Valores de error relativo en términos de velocidad promedio en diversas zonas del sistema para distintas
geometrias de celda unitaria de medio poroso
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Error relativo promedio

Geometria de Eraccion mooion de Redion de Errgr
UC?Idé} Vacia  sistema Sc?lucién So%ucic’)n Zona de relativo
nitaria o . ... transicion ~ Maximo
Analitica  Numérica

04  341E-09 351E-09 577E-10 1.12E-09 4.03E-09
0.5  354E-09 3.65E-09 6.05E-10 1.18E-09 4.19E-09
CEZSQZE S 0.6  3.50E-09 3.60E-09 6.01E-10 1.16E-09 4.11E-09
07  337E-09 3.42E-09 187E-09 3.27E-09 1.93E-08
0.8  3.58E-06 3.68E-09 1.05E-04 1.79E-09 8.91E-04
04  B883E-08 112E-09 257E-06 3.77E-06 3.79E-05
05  1.72E-06 5.34E-09 505E-05 4.85E-05 2.65E-04
Cilindros 0.6  234E-05 166E-08 6.89E-04 8.66E-04 7.23E-03
07  1.35E-05 127E-08 3.97E-04 5.53E-04 4.79E-03
0.8  2.38E-05 8.60E-08 6.98E-04 1.11E-03 7.95E-03
04  552E-05 127E-07 162E-03 1.72E-03 8.18E-03
3 05  1.07E-05 4.98E-09 3.16E-04 2.60E-04 1.43E-03
esi:;gg;zzs 0.6  127E-05 532E-08 3.73E-04 3.10E-04 1.91E-03
0.7  3.21E-06 258E-08 9.37E-05 9.46E-05 3.54E-04
0.8  6.46E-05 125E-06 1.87E-03 3.04E-03 1.97E-02
04  7.29E-09 7.22E-09 9.18E-09 1.58E-08 7.01E-08
05  5.73E-07 2.14E-07 1.08E-05 1.78E-05 1.37E-04
Cubos 0.6  107E-04 6.87E-09 3.15E-03 3.06E-03 1.42E-02
0.7  3.26E-04 566E-06 9.45E-03 8.08E-03 1.79E-02
0.8  255E-04 252E-07 7.52E-03 5.82E-03 1.86E-02
0.6  2.99E-04 138E-06 8.77E-03 5.92E-03 2.16E-02
Esferas 07  1.95E-04 178E-06 5.70E-03 4.76E-03 2.38E-02
0.8  3.68E-04 7.89E-07 1.08E-02 8.86E-03 4.27E-02

Tabla 7.3 Valores de error relativo en términos de velocidad puntual en diversas zonas del sistema a distintos
valores de fraccion vacia
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Error relativo promedio

Geometria de Eraccion o de Reoion de Err(_)r
Cglda} Vacia Sistema Sglucién Sogiucién Zong Qe re!at_lvo
Unitaria o - transicion ~ Maximo

Analitica  Numérica

04  351E-09 3.51E-09 3.37E-09 3.37E-09 4.03E-09
_ 05  3.65E-09 3.65E-09 3.52E-09 3.52E-09 4.19E-09
ngjggzs 0.6  360E-09 3.60E-09 3.41E-09 3.42E-09 4.11E-09
07  3.43E-09 3.43E-09 323E-09 3.24E-09 3.88E-09
08  410E-09 3.68E-09 452E-08 4.14E-08 4.25E-07
04  112E-09 1.12E-09 9.42E-10 9.40E-10 1.69E-09
05  537E-09 5.35E-09 7.49E-09 7.22E-09 3.36E-08
Cilindros 06  573E-08 1.66E-08 4.09E-06 3.76E-06 2.92E-05
07  438E-08 1.28E-08 3.12E-06 2.89E-06 1.71E-05
08  282E-07 8.64E-08 197E-05 1.82E-05 1.15E-04
04  473E-07 1.28E-07 3.47E-05 3.20E-05 2.20E-04
N 05  847E-09 4.88E-09 3.64E-07 3.43E-07 8.13E-07
e;!;gg;gis 06  162E-07 5.34E-08 109E-05 1.01E-05 6.50E-05
07  656E-08 2.59E-08 4.00E-06 3.70E-06 2.15E-05
08  426E-06 1.25E-06 3.02E-04 278E-04 1.82E-03
04  7.49E-09 7.26E-09 4.67E-08 3.33E-08 7.02E-08
05  552E-07 2.54E-07 4.98E-05 3.16E-05 1.49E-04
Cubos 06  122E-08 8.13E-09 6.83E-07 5.12E-07 5.12E-07
07  246E-05 6.80E-06 297E-03 1.74E-03 1.34E-02
08  6.30E-07 3.00E-07 554E-05 3.54E-05 1.67E-04
06  263E-06 164E-06 167E-04 1.19E-04 3.24E-04
Esferas 07  486E-06 2.13E-06 457E-04 2.87E-04 1.53E-03
08  146E-06 9.42E-07 868E-05 6.37E-05 1.93E-04

Tabla 7.4 Valores de error relativo en términos de velocidad puntual en diversas zonas del sistema a distintos
valores de fraccion vacia
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Error relativo promedio

metri Error

(fieeOCeidaa Valo(rﬁd)e ) Regién”de Regiér),de Zona de relat?vo

Unitaria Ye Sistema Solugl_on Soluglgn transicion  M&ximo

Analitica  Numérica

5 3.50E-09 3.60E-09 6.01E-10 1.16E-09 4.11E-09

10 1.20E-09 6.19E-10 3.60E-09 3.50E-09 4.11E-09

Prismas 50 1.17E-09 6.03E-10  3.59E-09 3.49E-09 4.10E-09
Cuadrados

100  1.18E-09 6.09E-10 3.58E-09 3.48E-09 4.10E-09

500 3.37E-10 1.75E-10  7.18E-10 7.00E-10 1.33E-09

5 8.66E-04 6.89E-04 166E-08 2.34E-05 7.23E-03

10  8.66E-04 6.89E-04 1.66E-08 2.34E-05 7.23E-03

Cilindros 50 1.21E-03  154E-03 4.79E-09 5.23E-05 8.94E-03

100  1.21E-03 1.54E-03 4.70E-09 5.23E-05 8.94E-03

500 1.66E-10 8.60E-11  1.71E-09 1.65E-09 2.53E-09

5 3.10E-04 3.73E-04 5.32E-08 1.27E-05 1.91E-03

10  3.10E-04 3.73E-04 5.32E-08 1.27E-05 1.91E-03

Cilindros 50  2.03E-04 293E-04 3.44E-08 9.97E-06 1.32E-03
escalonados

100  2.03E-04 2.93E-04 3.43E-08 9.97E-06 1.32E-03

500 2.98E-06 9.90E-06 3.58E-09 3.40E-07 1.20E-04

5 427E-04  4.23E-04 3.92E-08 1.44E-05 2.95E-03

10  4.27E-04 4.23E-04 3.92E-08 1.44E-05 2.95E-03

Cilindros 50  3.18E-04 3.22E-04 6.12E-09 1.09E-05 1.35E-03

aleatorios 150 338E.04 393E-04 1.10E-08 133E-05 2.48E-03

500  4.54E-04 4.20E-04 8.98E-09 1.43E-05 2.29E-03

5 2.78E-04 187E-04 129E-09 6.34E-06 2.56E-03

Alfombra 10 2.78E-04 187E-04 129E-09 6.34E-06 2.56E-03

de 50 1.06E-04 9.54E-05 1.44E-09 3.24E-06 1.52E-03

Sierpinski 109 1.06E-04 9.54E-05 1.41E-09 3.24E-06 1.52E-03

500  2.10E-09 1.22E-09 9.12E-10 9.22E-10 3.25E-08

Tabla 7.5 Valores de error relativo en términos de velocidad puntual en diversas zonas del sistema para distintas

posiciones de la frontera de solucién
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Valor de Error relativo promedio
Geometria de Region de Region de

Celda Unitaria Ln(f) Sistema  Solucion  Solucién
Analitica  Numérica

100 1.54E-11 1.55E-11 1.52E-11 2.95E-11 8.99E-11
500 1.72E-09 1.83E-09 2.25E-10 4.36E-10 2.07E-09
1000  3.50E-09 3.60E-09 6.01E-10 1.16E-09 4.11E-09
5000 4.82E-08 4.25E-08 7.91E-09 1.50E-08 4.54E-08
10000 1.13E-07 1.02E-07 2.63E-08 4.85E-08 1.44E-07
100 3.16E-04 6.99E-08 1.18E-03 7.10E-04 9.04E-03
500 456E-05 2.23E-08 6.91E-04 8.70E-04 7.23E-03
Cilindros 1000  4.54E-05 1.66E-08 6.89E-04 8.66E-04 7.23E-03
5000 8.70E-05 9.48E-08 1.32E-03 1.42E-03 8.68E-03
10000 9.82E-05 1.39E-07 1.49E-03 1.78E-03 1.18E-02
100 9.58E-05 1.11E-07 3.58E-04 2.06E-04 1.33E-03
500 2.51E-05 8.41E-08 3.80E-04 3.11E-04 1.94E-03
1000 1.27E-05 5.32E-08 3.73E-04 3.10E-04 1.91E-03
5000 2.71E-06 1.68E-07 3.72E-04 3.38E-04 1.64E-03
10000 1.72E-06 4.68E-07 3.71E-04 3.36E-04 1.64E-03
100 8.02E-05 1.67E-07 3.00E-04 3.44E-04 1.57E-03
500 296E-05 5.17E-08 4.49E-04 4.70E-04 2.29E-03

Error

Zonade  relativo
transicion ~ Maximo

Prismas
Cuadrados

Cilindros
escalonados

;L';?:r':g‘z 1000  1.44E-05 3.92E-08 4.23E-04 4.27E-04 2.95E-03
5000 2.53E-06 8.71E-08 3.54E-04 3.66E-04 1.90E-03
10000 1.74E-06 192E-07 4.49E-04 4.21E-04 1.98E-03
100  2.86E-05 1.73E-09 1.07E-04 134E-04 1.28E-03
500 158E-05 9.23E-10 240E-04 3.67E-04 4.43E-03
Aslfugg])?r::k?e 1000  6.34E-06 1.15E-09 1.87E-04 2.78E-04 2.56E-03

5000 3.71E-06 3.88E-08 5.28E-04 6.77E-04 6.44E-03

10000 2.32E-06 2.29E-07 5.94E-04 7.86E-04 6.25E-03

100 450E-04 6.26E-06 1.67E-03 1.52E-03 7.09E-03

200 2.56E-04 3.76E-06 1.67E-03 1.52E-03 7.09E-03

Cubos 500 2.08E-04 1.21E-08 3.16E-03 3.07E-03 1.42E-02
1000  1.02E-04 6.61E-09 3.01E-03 2.39E-03 1.42E-02

2000 5.41E-05 2.01E-08 3.14E-03 3.03E-03 1.42E-02

100 1.70E-03 6.76E-06 6.36E-03 5.44E-03 2.07E-02

200 8.83E-04 8.26E-06 5.78E-03 5.43E-03 2.42E-02

Esferas 500 6.26E-04 1.18E-07 9.50E-03 5.96E-03 3.04E-02
1000  3.06E-04 1.33E-06 8.95E-03 6.37E-03 2.16E-02

2000 1.49E-04 6.54E-07 8.59E-03 7.48E-03 2.54E-02

Tabla 7.6 Valores de error relativo en términos de velocidad puntual en diversas zonas del sistema para distintos
tamafios de la regién de fluido libre
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Error relativo promedio

G tria d F ., — — Error
eome I'I-a e I'aCC!Oﬂ . Reg|on. de Reg|0r'] de Zona de relativo
Celda Unitaria ~ Vacia Sistema  Solucién Solucién « i
o .. transicion ~ Maximo
Analitica Numérica
04  330E-09 3.41E-09 O0.00E+00 0.00E+00 3.97E-09
_ 05 3.43E-09 355E-09 0.00E+00 0.00E+00 4.12E-09
Prismas 06 338E-09 350E-09 0.00E+00 0.00E+00 4.05E-09
Cuadrados
0.7 322E-09 3.33E-09 0.00E+00 0.00E+00 3.83E-09
08 346E-09 358E-09  0.00E+00 0.00E+00 4.10E-09
0.4 1.06E-09 1.10E-09  0.00E+00 0.00E+00 1.17E-09
05 504E-09 5022E-00 0.00E+00 0.00E+00 5.72E-09
Cilindros 06  451E-09 467E-09  0.00E+00 0.00E+00 5.15E-09
07 265E-09 2.74E-09  0.00E+00 0.00E+00 3.01E-09
08 325E-09 3.36E-09  0.00E+00 0.00E+00 3.97E-09
04  6.65E-09 6.88E-09 0.00E+00 0.00E+00 7.54E-09
3 05  482E-09 4.99E-09 0.00E+00 0.00E+00 5.75E-09
Cilindros 06 556E-09 5.75E-00  0.00E+00 0.00E+00 6.24E-09
escalonados
07 510E-09 5028E-09 0.00E+00 0.00E+00 5.83E-09
08 335E-09 3.47E-09  0.00E+00 0.00E+00 3.96E-09
Cilindros 066  6.34E-09 6.56E-09 0.00E+00 0.00E+00 7.23E-09
Aleatorios
Alfombrade 7653 1 99E 09  1.26E-09  0.00E+00 0.00E+00 1.37E-09
Sierpinski
04  659E-09 6.82E-09 0.00E+00 0.00E+00 1.02E-08
05 537E-09 556E-09  0.00E+00 0.00E+00 9.23E-09
Cubos 06 3.08E-09 3.19E-09  0.00E+00 0.00E+00 6.98E-09
07 564E-09 5.84E-09  0.00E+00 0.00E+00 1.01E-08
08 281E-09 2091E-09  0.00E+00 0.00E+00 7.01E-09
06 517E-09 5.35E-00  0.00E+00 0.00E+00 9.01E-09
Esferas 07 503E-09 521E-09 0.00E+00 0.00E+00 8.50E-09
08 548E-09 5.68E-09  0.00E+00 0.00E+00 9.72E-09

Tabla 7.7 Valores de error relativo en términos de velocidad promedio en diversas zonas del sistema para distintos

tamafios de la regién de fluido libre
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Error relativo promedio

G tria d F ., — — Error
eome I'I-a e racclon ' Reg|on. de Reg|orj| de Zona de relativo
Celda Unitaria ~ Vacia  Sistema  Solucion  Solucion a ' o
.. .. transicion Maximo
Analitica  Numérica

04  3.39E-09 3.42E-09 0.00E+00 2.13E-10 3.97E-09

_ 05  352E-09 3.56E-09 0.00E+00 2.23E-10 4.12E-09

Prismas 06  3.48E-09 351E-09 0.00E+00 2.15E-10 4.05E-09
Cuadrados

07  3.31E-09 3.34E-09 0.00E+00 2.03E-10 3.83E-09

0.8  355E-09 3.59E-09 0.00E+00 2.13E-10 4.10E-09

04  1.09E-09 1.10E-09 0.00E+00 6.28E-11 1.17E-09

05  5.18E-09 5.23E-09 0.00E+00 2.82E-10 5.72E-09

Cilindros 06  4.64E-09 4.68E-09 0.00E+00 2.63E-10 5.15E-09

07  272E-09 2.75E-09 0.00E+00 1.36E-10 3.01E-09

0.8  3.34E-09 3.37E-09 0.00E+00 2.05E-10 3.97E-09

04  7.00E-09 7.06E-09 0.00E+00 3.84E-10 7.79E-09

3 05  480E-09 4.84E-09 0.00E+00 2.19E-10 5.61E-09

sy 06  571E-09 576E-09 0.00E+00 3.11E-10 6.24E-09
escalonados

07  524E-09 5.29E-09 0.00E+00 2.71E-10 5.83E-09

0.8  3.45E-09 3.48E-09 0.00E+00 2.01E-10 3.96E-09

Cilindros 0.66 6.51E-09 6.57E-09 0.00E+00 3.63E-10 7.23E-09
Aleatorios

Alfombrade 7053 725£.09 1.16E-09 0.00E+00 5.57E-07 5.81E-06
Sierpinski

04  6.75E-09 6.79E-09 0.00E+00 2.81E-10 1.01E-08

Cubos 05  550E-09 553E-09 0.00E+00 1.96E-10 9.11E-09

06  570E-09 5.83E-09 0.00E+00 2.56E-10 1.01E-08

07 G577E-09 5.81E-09 0.00E+00 1.79E-10 1.01E-08

0.8  287E-09 2.88E-09 0.00E+00 5.43E-11 6.94E-09

0.6  529E-09 5.32E-09 0.00E+00 1.62E-10 8.95E-09

Esferas 07  5.15E-09 5.18E-09 0.00E+00 1.74E-10 8.43E-09

08  561E-09 5.65E-09 0.00E+00 1.54E-10 9.65E-09

Tabla 7.8 Valores de error relativo en términos de velocidad puntual en diversas zonas del sistema para distintos
valores de fraccién vacia (DNS Semiacoplada)
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F. Valores de reduccion de elementos de malla y tiempo de computo

% Reduccidn

% Reduccion de tiempo de

Geometria de de elementos cémputo
Celda Unitaria de malla Modelo Perfil Perﬂl_
puntual promedio
Prismas 84.90%  30.75% 91.68% 94.53%
Cuadrados
Cilindros 71.55%  28.85% 91.03% 94.21%
Cilindros 54.41%  13.53% 88.76%  92.32%
escalonados
Cilindros 15.80%  -32.05% 7358% 80.74%
aleatorios
Alfombra de 25.10%  -46.60% 77.87% 83.92%
Sierpinski
Cubos 56.79%  48.49% 38.19%  26.99%
Esferas 4952%  4355% 34.99%  26.64%

Tabla 7.9 Reduccion de elementos de malla y tiempo de computo para el calculo de los valores de velocidad para
distintas geometrias de celda unitaria de medio poroso
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] o % Reduccion de tiempo de
Geometria  y/glorde % Reduccion ’ P

de Celda [ de elementos compu.to -
Unitaria ye (1) de malla Modelo Perfil Perfll_
puntual promedio
5 84.90% 30.75%  91.68%  94.53%
10 84.47% 3242%  91.46%  94.17%
Prismas 50 81.06% 2057%  87.28%  89.78%
Cuadrados 19 76.79% 14.84%  82.90%  84.86%
500 42.66% 47.76%  45.14%  44.08%
5 71.55% 28850%  91.03%  94.21%
10 71.19% 16.12%  89.30%  92.94%
Cilindros 50 68.22% 1419%  86.01%  89.09%
100 64.64% 489%  81.32% 84.21%
500 35.90% 5451%  45.36%  45.07%
5 54.41% 1353%  88.76%  92.32%
10 54.13% 13.44%  88.42%  91.82%
Cilindros 50 51.74% 9.03%  84.98% 87.95%
escalonados 49.03% 112%  80.27% 82.57%
500 27.15% 63.04%  4383%  41.46%
5 15.80% 32.05%  73.58%  80.74%
10 15.72% 37.88%  72.16%  79.53%
Cilindros 50 15.01% 38.63%  69.18%  76.12%
aleatorios 0 14.23% 64.83% 61.03%  68.45%
500 7.93% 104.18% 25.82%  30.17%
5 25.10% 46.60% 77.87%  83.92%
Alfombra 10 24.97% 50.79%  76.85%  83.00%
de 50 23.96% 5453%  7357%  79.17%
Sierpinski 100 22.70% -74.25%  67.29%  72.70%
500 12.61% 125.93% 31.20%  32.48%

Tabla 7.10 Reduccién de elementos de malla y tiempo de computo para el calculo de los valores de velocidad para
distintas posiciones de la frontera de solucién
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5 — -
Geometria Valorde % Reduccion % Reduccion de tiempo de

de C_:eI(_ja [ de elementos compl_Jto -
Unitaria '7( ) de malla Modelo Perfil Perfll_
puntual  promedio

100 34.93%  -35.17%  47.33%  65.16%

_ 500 73.66% 0.86%  84.32%  89.22%
CE;'SEZSOS 1000 84.90% 30.75%  91.68%  94.53%
5000 95.64% 82.92%  98.39%  99.09%

10000  97.77% 93.66%  99.38%  99.46%

100 1956%  -7476%  30.40%  40.64%

500 55.62% 927%  82.13%  87.47%

Cilindros 1000 71.55% 28.85%  91.03%  94.21%
5000 90.75% 77.45%  98.01%  98.72%

10000  95.15% 88.86%  99.28%  99.49%

100 10.55%  -46.02%  40.44%  49.18%

N 500 37.41%  -16.09%  78.57%  84.82%
e;z;gg;gzs 1000 5441%  1353%  88.76%  92.32%
5000 82.24% 72.82%  98.88%  98.25%

10000  90.26% 88.17%  98.74%  99.14%

100 183%  -133.76% -31.87% -17.34%

500 8.54% -80.17%  51.60%  61.86%

Cilindros 1499 15.80%  -30.22%  72.68%  79.47%
aleatorios 5 42.11% 35.06%  94.08%  95.64%
10000  59.32% 65.12%  96.74%  97.59%

100 310%  -144.23% -26.30%  -9.75%

Alfompra 500 1429%  -35.89%  62.10%  70.23%
de 1000 2510%  -48.24%  77.41%  84.25%
Sierpinsky 5000 56.68% 64.56%  9551%  96.75%
10000  72.36% 7817%  97.67%  98.32%

100 12.32%  -2414%  -18.93%  -13.56%

200 21.40% 320%  412%  5.82%

Cubos 500 39.61% 4319%  36.93%  31.43%
1000 56.79% 48.49%  38.19%  26.99%

2000 72.46% 63.07%  53.71%  42.70%
100 8520  -112.85% -124.53% -136.79%

200 16.71%  -27.40%  -35.68%  -42.71%

Esferas 500 33.82% 6.31% -5.08% -15.68%
1000 49.52% 4355%  34.99%  26.64%

2000 65.91% 61.75%  52.51%  42.99%

Tabla 7.11 Reduccidn de elementos de malla y tiempo de computo para el calculo de los valores de velocidad para
distintos tamafios de la region de fluido libre
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AN\ ACTA DE EXAMEN DE GRADO

Casa abierta al tiempo

UNIVERSIDAD AUTONOMA METROPOLITANA ) No. 00136
Matricula: 2173802118

~ N O ~

Método para la solucidn del

problema de Stokes en un En la Ciudad de México, se presentaron a las 12:00 horas
canal parcialmente ocupado del dia 15 del mes de mayoc del afic 2020 en la Unidad
por un medio poroso. Iztapalapa de la Universidad Autbénoma Metropolitana, los

suscritos miembros del jurado:

DR. JOSE DE JESUS ALVAREZ RAMIREZ
DR. ELISEO HERNANDEZ MARTINEZ
DR. CARLOS OMAR CASTILLO ARAIZA

Bajo la Presidencia del primero y con caracter de
Secretario el ultimo, se reunieron para proceder al Examen
de Grade <cuya denominacién aparece al margen, para la
cbtencién del grado de:

MAESTRO EN CIENCIAS (INGENIERIA QUIMICA)

DE: ERICK DANIEL LOZA SANTOS

& y de acuerdoe con el articulo 78 fraccién III del
A 5 : . :
~7 s f Reglamento de Estudics Superiores de la Universidad
&~ B - v Autdénoma Metropolitana, los miembros del jurado
5 : resolvieron:
ERICK DANIEL LOZA SANTOS
ALUMNO
\ J ﬁ
, ‘ PEOBAR.
)

Acto continuo, el presidente del jurado comunicé al
interesado el resultade de la evaluacién vy, en caso
aprobatorio, le fue tomada la protesta.

MTRA. Rog IA SER O DE LA PAZ
DIRECTORA DE SISTEMAS ESCOLARES
- J J
r ‘ s "

DIRECTOR DE LA DIVISION DE CBI PRESIDENTE

 fem e » )//’

=7 9.7/»‘/&» 5
DR. JESU?/A}BERTO OCHOATAPIA C >
DR. JOSE DE JESUS ALVAREZ RAMIREZ

- > . vl >
/
s 2 r \
R TASTILLO ARAIZA
J \ J

El presente documento cuenta con la firma —autografa, escaneada o digital, segun corresponda- del funcionario universitario competente, que certifica que las firmas que
aparecen en esta acta — Temporal, digital o dictamen- son auténticas y las mismas que usan los c.c. profesores mencionados en ella



