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Introducción 

si en  un  cataclismo  se  destruyera todo el conocimiento  cientifico  y sólo 
una  frase  pasara a la siguiente generación,  ¿cuál  enunciado  contendría 
la  mayor informacidn  en el mínimo  de  palabras? Y o  creo que sería 
la hipdtesis  atdmica (...), que todas  las  cosas  están  hechas  de  átomos 
-pequeñas particulas en  movimiento  perpetuo,  atrayéndose entre s i  
cuando  están  cerca,  pero  repeliéndose cuando se les  aprieta. Verán, 
en esa frase hay  una enorme cantidad  de información, si tan sólo se 
aplica  un  poco  de  imaginación  y  pensamiento. 

“Richard  Feynman 

Desde que J.D. van  der  Waals introdujo  su famosa  ecuación de  estado 
se reconoce  que  las moléculas poseen atributos físicos como un  tamaño T-, 
y una  energía  de interacción E .  El Principio  de Estados  Correspondientes 
(PEC) introducido  por el mismo van  der Waals relaciona  las  propiedades 
t,ermodinámicas  de  sistemas  con  distintos valores de E y T-, pero  cuya  ecuación 
de  estado es de  la misma  forma. 

En términos  modernos, este principio es  válido para.  dos o más  fluidos con 
potenciales con la misma  forma  pero  diferentes  parámetros de escala (E puede 
definirse  como  la  pr0fundida.d  del  mínimo del potencial  y la posición  de  est,e 
rnínimo define a T ~ ) .  El Principio  de  Estados  Correspondientes  establece  que 
las  propiedades  t,ermodinámicas  de  tales fluidos son iguales cuando se  escri- 
ben  en  unidades  de  la E y la r ,  de cada fluido. A las funciones de  potencial 
de los fluidos que satisfacen el PEC se les denomina.  “conformales”. [I] 

En  particular,  la ecuación de  estado  (EDE) en unidades  de E y T ,  es la 
misma para  todo  conjunto  de fluidos conformales. Por ejemplo, con muy 
buena aproximación, las sustancias  nobles Ar? Kr y Xe son  conformales.  Sin 
embargo: el PEC provee una  relación  “de todo o nada”  entre los potenciales 
y  tiene  poco  que  decir  acerca  de los potenciales  no  conformales.  Debido  a 
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esta  limitación, se han  propuesto varias  extensiones  empíricas al PEC.  Un 
buen  ejemplo es la  teoría  de  Pitzer  para gases, la cual introduce el factor 
acéntrico como un nuevo parámetro  que  permite  construir  una  EDE  para 
gases no conformales.( [2],[3]) A  pesar  de su uso práctico,  las  extensiones 
empíricas  al PEC son  insatisfactorias  desde el punto  de  vista  de  la Mecánica 
Estadística  dado que los parámetros  de forma, como el factor  acéntrico,  no 
están  relacionados directamente con las  características  moleculares  de  los 
fluidos. 

Recientemente,  se  propuso la  teoría  de fluidos no corlforrnales ANC  como 
m a  extensión  rigurosa ai principio de estados  correspondientes  para  gases 
diluidos. [4] En ella  se  introduce  la  suavidad del potencial, S ,  como un nuevo 
parámetro molecular  que da  cuenta  de  la forma del perfil  del  potencial. La 
teoría ANC usa  un  potencial esférico efectivo que  depende  de E ,  T ,  y S :  el 
cual permite reproducir el segundc coeficiente virial B(T) de  una  amplia 
clase de  sustancias no conformales  y sus mezclas binarias.  Dado el iriterés 
teórico y práctico  por los fluidos  densos, es deseable probar  la  aplicabilidad 
de la teoría ANC en  líquidos. El que  se  hayan  exhibido  correlaciones  lineales 
entre  la  suavidad S y las  constantes  críticas  de  más  de 50 sustancias reales 
apoya la  búsqueda  de  dicha  extensión.[5] 

Así, en  este  trabajo  se  propone  que la idea  de  asignar una  suavidad, S ,  

al  potencial  de  interacción es relevante incluso a  densidades  altas,  similares 
a las  de los líquidos.  Extenderemos  la  teoría ANC a los fluidos densos para 
construir  la  EDE  de  diversos  sistemas  de  interés.  Debido a la influencia 
de  las  fuerzas  de tres y más cuerpos  en los fluidos reales,  ser&  conveniente 
probar la aplicabilidad  de la  teoría  en fluidos modelos densos que  interactúen 
exclusivamente  mediante  potencisles  binarios, para  pasar después  al  caso de 
sustancias  reales. 

La estructura  de  este  estudio es la siguiente:  en el Capítulo 1 se revisa 
l a  t,eoría  ANC en el  contexto  de los potenciales  efectivos para  representar l a  
ecuación de  estado  de diversas  sustancias,  dando  una  definición  precisa  de 
la  suavidad, s. Se discute  la  utilidad del concepto de  potencial  efectivo  en 
fluidos densos; para luego  aplicarla  al  describir  diversos  métodos  para  obtener 
dichos potenciales. 

En el Capítulo 2 se  aborda el problema  de  construir la EDE  de la familia 
de  potenciales  ANC,  describiendo  las simulaciones Monte  Carlo  realizadas y 
la  manera  en  que  se  aprovecharon sus resultados para  probar y const.ruir EDE 
a. partir  de  la  teoría  de  perturbaciones. Se discute l a  necesidad  de  mejorar 
la  EDE  de la teoría  de  perturbaciones y se  propone  una  EDE empírica lo 
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suficientemente  precisa para  probar  la aplicabilidad  de la  teoría ANC. 
A continuación, el Capítulo 3 se  dedica a la. aplicación de  la  teoría  ANC 

a fluidos modelos tanto esféricos como no esféricos, ejemplificando la  depen- 
dencia de los parámetros efectivos E ,  rm y S con la  densidad y la  temperatura. 

La inclusión  de  las  fuerzas  de tres cuerpos se aborda  en el Capítulo 4 
tomando  como  ejemplo el argón. Se calcula la contribución  del potencial  ter- 
nario al tercer coeficiente virial C(T) y al  potencial efectivo total, exhibiendo 
el  cambio de los parámetros efectivos. Esto  permite  representar el poterxial 
efectivo que incluye la contribución ternaria por un miembrc de la  familia 
ANC. 

En el Capítulo 5, se  aplica  la  teoría ANC a diversas sustancias reales 
(moléculas  nobles,  diatómicas no polares y alcanos  ligeros). Allí se ejemplifica 
brevemente la  importancia  de  algunas  de  estas  sustancias  en  la  industra 
petrolera. Tras una  comparación detallada  para  la superficie ppT y l a  curva 
de  coexistencia  líquido-vapor del argón,  se  resumen los resultados  para  las 
otras  sustancias. 

Finalmente, se señalan  la conclusión obtenida  y  algunas  indicaciones  para 
trabajos  posteriores. 
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Capít u10 1 

Teorl’a de fluidos no 
conformales ANC 

1.1 El potencial intermolecular y la mecánica 
estadística 

La, mecánica.  estadística  de  equilibrio  permite  calcular las propiedades  t’er- 
modinámicas  de  un sistema  de pa,rtículas si se conocen las  energías totales 
cinética y potencial como función  de las coordenadas y momentos. La cone- 
xión entre los dominios  molecular y macroscópico consiste  en  identificar  la 
proporcionalidad del logaritmo  de  la  función  de  partición  -ta,mbién  llamada 
“suma  sobre  estados”- y la energía  libre del sistema. Las leyes de la t.er- 
modinámica  permiten  oht.ener  a partir  de  esta  última  todas las  propiedades 
termodinámicas  restantes. [6] 

En  efecto, si consideramos  un  sist,ema  de AT partículas  (esféricas  y sin 
estruct,ura  interna.)  que  ocupan un volumen V,  en  equilibrio con un baño 
térmico a la  t,empera.tura T, la  energía  libre  de  Helmholtz, A, será 
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En  esta expresión, h es la constante  de  Planck, p = l/kT, los conjuntos de 
las coordenada y los momentos  de l a  N partículas  son qN y pN. A la vez, 
el hamiltioniano 7-f(pN) r N )  es la  suma  de  las energías  cinética y potencial, 

El resto  de las  propiedades  termodlnámicas  se  pueden  obtener  derivando 
A con respecto a sus variables.  Por  ejemplo, la  entropía S, la presión p 
y la  energía  interna U se obtienen  al sustituir !a ec. (1.1) en  las relaciones 
t,ermodinámicas  siguientes? 

La. ec. (1.2) representa el límite clásico de  la función  de  partición cuántica; 
esta descripción es apropiada cuando la distancia  media  entre  partículas, 
( V/N)’’3, es grande en comparación con la longitud de  onda  térmica  de  de 
Broglie para  partículas con masa m, 

AB = h/d%ZF. 

En  otras  palabras,  en  términos  de  la densidad p = N / V ,  el límite  clásico será 
una  buena aproxima.ción  al  comportamiento  cuántico fundamental si 

px; << 1. 

Como AB es mayor mientras  más  ligera es la  partícula o menor  sea la t,em- 
peratura,  en  la práct,ica se  encuentra.  que  todos los fluidos a  temperaturas 
mayores a la de  su punt.0 triple pueden tratarse clásicamente, con la excepción 
de H2, Ne y por  supuesto He, los cuales  demandan  tratamiento  cuántfico.[7] 

Por  otra  parte, es posible  separar  las  contribuciones  cinética y configu- 
racional  a la función  de  partición. Al int.egrar  sobre los momentos pN en la 
ec.(l.2)  se obtiene como resultado  un  factor h/XB por cada  grado  de  libertad 
int,egrado, 
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Notemos  que si las partículas  no  interactúan --es decir, U(q”) = O- el 
sistema  se  reduce a un gas ideal,  la  integral sobre qN es VN y su función de 
partición es 

VN 

XiN N! ‘ Z y N ,  v, T) = ___ 

(1.10) 

Sustituyendo las ecs.(l.8) y (1.9) en (l.l), obtenemos la energía  libre 

A(N,V,T) = N k T  (ln (PA:) - 1) - NkThQAr(N ,V ,T ) .  

El  primer  término conduce a las propiedades del gas ideal: Sid /Nk  = 5 - 
In (PA”,, pid = p k T ,  Uid = i N k T ,  entre  otras. Si definimos para  cada pro- 
piedad  termodinámica X, la  propiedad  de exceso codiguracional XE como 
P I  

observamos  que QAT es el origen de las propiedades de exceso configuraciona- 
les. Por  ejemplo,  la energía  int,erna configuracional es 

u E =--(E$) 1 
QN V 

En efecto, las propiedades  codiguracionales son funcionales  de U( qN) ,  

XE = X E ( N ,  V,T;[U]). 
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Por ello, si se quieren  calcular l a s  propiedades  termodinámicas  de un sistema 
mediante  la mecánica  estadística, es necesario averigua cuál es la energía 
potencial U (qN) . 

La termodinámica clásica  establece  cuáles  son las leyes que l a s  propie- 
dades de un sistema  tienen  que  cumplir,  pero  necesita  que  le  suministren 
las ecuaciones de  estado y los parámetros específicos de  cada  sistema;  aná- 
logamente, la mecánica  estadística  recupera  las leyes de  la  termodinámica y 
permite  encontrar las ecuaciones  de  estado y sus pmámetrcts,  pero nwwjta. 
que le suministreu el potencial  intermolecular. 

1.2 La forma del potencial intermolecular 
Hemos señalado  que  la  mecánica  estadística  requiere conocer el potencial 
U (qN) del sistema  de interés. Para  esto hay  tres vías principales: 

1. Calcular  directamente las fuerzas  intermoleculares  a partir  de  la mecá- 
nica cuántica, 

2. Estudiar las  interacciones  de moléculas en  haces  moleculares mediante 
experimentos  de  dispersión (scattenng) de  haces  moleculares, 

3. Medir propiedades  ma.croscópicas,  principalmente  aquellas directamen- 
te  relacionadas con U (4") e  invertir los datos  experimentales para 
obtener el potencial. 

Los cálculos  directos  son  muy difíciles para  sistemas  de muchos &,tomos; 
pero  diversas  aproximaciones  conducen a varias  formas  funcionales  semiempí- 
ricas. Éstas  representan  una  buena guía para la forma  general  del potencial. 

Por su parte, los experimentos con haces moleculares han confirmado que 
los modelos cuánticos son esencialmente  correctos,  sin  embargo por  razones 
técnicas  no aportan más informa,ción que  la obtenida  de  la medición de las 
propiedades  macroscópicas. 

El problema  de determinar el potencial  de  interacción  a partir  de  las 
propiedades  t,ermodinámicas es  el inverso del usual en la mecánica estadística 
y es complicado  cua.ndo el sistema es un fluido  denso: la. t.eoría de  líquidos 
sólo puede  calcular  .aproximadamente  las  propiedades  macroscópicas  debidas 
a  un  potencial  arbitrario pues  las  ecuaciones  a resolver son  fuertemente no 
lineales. En cambio,  cuando el fluido es un gas diluido,  las  propiedades 
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termodinámicas sólo dependen  del  potencial  entre  pares  de  partículas y el 
problema es más  simple. 

Si partimos  de la mecánica cuántica  para calcular el potencial,  debemos 
resolver la ecuación  de  Schrodinger  conjuntamente para los electrones y los 
núcleos atómicos  presentes  en el sistema, cuidando  que la solución tenga 
las  propiedades  de  simetría y antisimetría  apropiadas. Esta es una  tarea 
extremadamente difícil, por lo que conviene introducir  aproximaciones. [8] 

La aproxima.ción  de  Born-Oppenheimer aprovecha !a disparidad  entre  las 
masas de los electrones y los núcleos -la masa del electrjn es unas veces 
la. masa de  un  núclee que lleva a  una sepamción del orden  de  magnitud 
de  sus  -velocidades.  Dado  que los núcleos son lentos  comparados con los 
elect,rones, es posible resolver el  problema  electrónico para  una configuración 
estática  de los nucleos y de ahí  determinar la función de  energía  potencial U 
en  función de las posiciones nucleares.[9j 

Una segunda aproximación  proviene  del hecho de  que  las fuerzas  int.er- 
moleculares  son  frecuentemente  más  débiles que las  fuerzas  intramoleculares. 
Para las  moléculas  relativamente  rígidas, podemos ignorar  el  acoplamiento 
entre las vibraciones moleculares y el desplazamiento  general de la molécu- 
la.  Esto  se  traduce en que la energía U depende tan sólo de  las posiciones 
del centro  de  masa rN y las orientaciones  relativas ON de  las  moléculas,  es 
decir qN = {yN, ON}. Por supuesto,  esta es una  aproximación  inválida para 
moléculas flexibles,  por  ejemplo los polímeros. [8] 

Una  simplificación más consiste  en  que  las  energías  potenciales  int,ermo- 
leculares son,  a  primera aproximación,  aditivas y puede  desarrollarse a U en 
interacciones  de cúmulos de  dos o más  cuerpos, 

i>j z > j > k  

donde el primer  término es la contribución  debida  al  potencial  binario, el 
segundo  la del potencial  ternario, etcétera.  El desarrollo continúa hasta la 
suma  sobre el potencial U N .  Para las  sustancias  simples  (como los gases 
nobles y otras moléculas pequeñas) el término  principal es  el binario, y el 
resto  puede  considerarse  una pequeña  perturbación. La contribución  de u3 

es positiva y, por ejemplo,  representa  entre  un 5% y un 10% de la energía 
total del argón  líquido en  el punto  triple.[l] 

Salvo en  las  sales  fundidas y otros fluidos iónicos,  las partículas  de un 
líquido son eléctricamente  neutras;  sobre  ellas  actúan  las  fuerzas  electrostáti- 
cas originadas  por  fluctuaciones  en  su  distribución  de  carga o por  la  asimetría 
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permanente  de dicha  distribución. Analicemos el caso del potencial  binario, 
que  puede  dividirse  en  dos  términos: el primero es positivo,  corresponde a 
fuerzas  repulsivas y decae  rápidamente con la separación  de  las  moléculas; 
el segundo término,  negativo,  decae más lentamente y corresponde a fuerzas 
atractivas.  La separación entre las moléculas se  obtiene del vector  de pmi- 
ción relativa, r12 = r2 - rl .  Para simplificar la  notación,  al  referirnos  a un 
potencial  binario  denotaremos  esta  separación  por T = Ir121. 

El t,ermints repdsivo  de ZL~(T)  proviene esencialmcnte del principio de 
exclusión de  Pauli;  representa  la  repulsión de 1% nubes  electrónicas de las 
moléculas cuando  éstas  se  aproximan.  Un resdtado cuántico aproximado 
para  la  forma  de  este  término es 

donde F (T-) es un  polinomio  y X es un parámetro positivo. Un potencial de 
esta clase no es  fácil de usar  al  calcular  las  propiedades  macroscópicas y en  la 
práct,ica se  remplaza  ya  por  un  término  exponencial,  exp (-./X), o por una 
potencia  negativa  de la  separación  intermolecular, T-,. 

El termino  atractivo  puede subdividirse  en tres contribuciones,  según 
provengan de  la polarización  permanente  de  las  moléculas, la  polarización 
inducida en una  molécula  por la polarización  permanente  de otra o de  la 
polarización mutuamente  inducida: 

Las fuerzas atractivas más importantes son las debidas  a  la  polarización 
inducida  mutuamente,  porque  actúan sobre todas las  moléculas,  incluso  aque- 
llas  sin  polarización permanente.  Estas fuerzas se comprenden  solamente en 
la. descripción cuántica  de  las moléculas y fueron  estudiadas  por vez primera 
por F. London  en 1930, quien  las  denominó  “fuerzas  de  dispersión”; hoy son 
conocidas  también como “fuerzas de London”.  (Para  una exposición  sim- 
plifica.da, usando el modelo  de  Drude para la polarización  de  las  moléculas, 
véase [9].) 

La energía  potencial  asociada  a  las  fuerzas  de  London es la energía elec- 
trostática  debida a las  polarizaciones mutuas.  Puede expresarse  como la 
suma  de  t,érminos  inversamente  proporcionales  a  las  potencias  pares de  la 
separación entre las  moléculas,  empezando  por el término T - ~  

Los coeficientes C, son  negativos  y  pueden  calcularse directamente sólo 
para los casos  sencillos  del  hidrógeno  atómico ó molecular  y el helio. Para 
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las  demás  sustancias, C6 puede  determinarse  a  partir  del  índice  de  refracción 
como función de  la frecuencia de excitación (es decir, de la relación de disper- 
sión)  a  través  de  las  intensidades  de  oscilador  dipolar. De manera  análoga, 
C8 depende  de  las  intensidades  de  oscilador  cuadrupolar. 

Las  fuerzas  asociadas con las  polarizaciones  permanentes son las  segundas 
en  importancia,  su energía  asociada  puede  expresarse  mediante el desarrollo 
multipolar.  Éste consiste  en una serie infinita de  potencias  del  inverso de T 

cuyos coeficiente:: son el  p::oducto de  dos  cantidades: una es una  funci6n de 
la. orieEtxiÓn  relativa  entre las moléculas, la  otra es el producto  de dos  canti- 
dades,  ilamadas momentos  multipolares,  que  describen  las  distribuciones  de 
carga de  cada molécula. Los momentos  multipolares  son temores  de  orden 
creciente, los tres primeros  son la  carga  neta C = O para moléculas neutras, 
el momento  dipolar p y el  momento  cuadrupolar Q. 

La más  simple  de  las  interacciones  multipolares es la  dipolar, cuya  forma 
es [ 71 

El  tensor T (F) sólo depende  del  vector  unitario  en  la  dirección  de r ,  

T (F) = 3 s  - 1. 

Finalmente  están las fuerzas  debidas  a la interacción de  un  momento 
multipolar  permante y el inducido  sobre otra molécula. Generalmente  éstas 
son  débiles y dependen  poco  de  la  orientación. El término  principal  es la 
intera.cción  de  un  dipolo permanente  y  un dipolo  inducido, 

donde ,u es la  intensidad del dipolo  permanente y a la polarizabilidad  de  las 
moléculas. [ 11 

Algunos  pot,enciales  binarios  (esféricos) que toman en cuenta la forma 
de los resultados  anteriores y que  se  usan como modelos  teóricos son los 
siguient,es: 

0 Esferas duras.  Imit,a  la  repulsión  a  cortas  distancias  mediante  un  esca- 
lón  infinito situado a la separación a, es equivalente al potencial  entre 
esferas  rígidas  impenetrables  de  diámetro g: 
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0 Esferas  repulsivas  suaves. Es un  potencial  repulsivo  con una energía E 

y distancia a características,  que  decae como una  potencia inversa de 
la  separación  entre  moléculas: 

Estos modelos carecen de fuerzas  atrsctiv:is  y no pwsentan  coexistencia 
de fases liqvido-vapor. Los siguientes mc;deloe sí poseen tal coexistencia. 

o Potencial  de pozos cuadrados (SW). Consiste en una esfera dura “cu- 
bierta” por  un escalór, atra.ctivo  finito que llega hasta  una  distancia 
Xa: 

r < 0, 

usw(r; E :  u, X )  = 

0 Potencial  de  Born-Mayer  (BM o Exp-6). Es más  realista  que el pozo 
cuadrado pues  incluye una repulsión suave y  la forma  correcta  de  las 
fuerzas  de  dispersión de  tipo dipolo-dipolo: 

o Pot,encial  de  Lennard-Jones (LJ). El más popular  de los potenciales 
modelos  realistas,  utiliza  una  potsencia de T para  representar el término 
repulsivo, también incluye  las  fuerzas  de  dispersión  dipolc-dipolo: 

Potencial  de  Kihara  (Kih). Es una modificación del pot,encial  de Lennad- 
Jones  que  incorpora  un  nódulo duro  impenetrable,  de  diámetro a. Esto 
se consigue  remplazando o -+ a - a y T -+ T - a en el potencial  LJ: es 
decir, 
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Para averiguar más sobre el potencial  binario,  especialmente sobre los 
parámetros  de  escala  apropiados  para  las  sustancias  reales, se debe  recurrir 
a los datos experimentales. Los datos medidos  en gases diluidos  son los más 
fáciles de  relacionar con el potencial  binario,  pues  en  este caso la ecuación de 
estado del gas es 

PP 
- = 1 + B(T)p, 
P 

dmde B(T) es el segundo coeficiente v;.rial que  depende  de 7 4 ( ~ )  a t,rav&  de 
una  cuadratura 

Si t,omamos como ejemplo  al  argón  (por ser el gas mejor estudiado), PO- 
demos reproducir el segundo coeficiente virial  experimental  suponiendo una 
forma  funcional para u2 ( T )  , digamos el potencial LJ, y determinando  los  pa- 
rámetros  de  escala  a  partir del mejor ajuste a los datos  experimentales. Los 
parámetros  de LJ obtenidos  por  este  método  resultan  ser & / k  = 118.13 K y 
CT = 0.3499 nm.[10]  El  resultado final es un potencial  empírico que  reproduce 
de  manera  efectiva B(T) en  el  intervalo  de temperaturas considerado y por 
tanto no tenemos la  garantía  que  reproduzca  otras propiedades aparte  de  la 
presión. 

Esto  se  debe a que, incluso si la forma de  Lennard-Jones  fuera  la  correc- 
ta  para u2(7-), para calcular  las  propiedades  de  las fases densas se  necesita 
ccnocer los potenciales  de tres y más  cuerpos,  sobre los cuales se  dispone 
de  relativamente  poca  información.  El  término mejor comprendido es el  po- 
t.encia1 ternario  de dispersión  dipolo-dipolo-dipolo,  descrito  por h h o d  3; 
Teller, [ 1 11 

c'9 
WAT(7-12, r23: r3l) = 3 3 3 (I + 3 COS 61 COS 62 COS 63) 

r12r23r31 

donde rij son los lados y 6i los ángulos del triángulo  formado  por  las  tres 
moléculas. El coeficiente Cg depende  de las  intensidades  de  oscilador dipolar. 
y viene dado  aproximadamente por 
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Como (76 es  negativo, uAT es positivo  salvo para  triángulos  obtusos. El 
coeficiente Cg del argón  en  unidades SI parece extremadamente  pequeño, 
Cg = 7 . 9 2 ~  10-lo8J mg;  en  términos  de los parámetros de escala LJ, Cg/&a9 = 
0.0618 mientras  que C6/&a6 = -4.[12] 

En  la discusión precedente  se  ha  supuesto  que  las  moléculas  del  fluido 
son  idénticas; lo cual  no  se  cumple  cuando  se  estudian mezclas y en  ese 
caso se debe agregar la descripción  de  las  fuerzas entre  partículas  de  distinta 
especie.[l] Sin embargo, 110 tccaremos tal  tema  &do que este  trabajo  se 
limita a, las  smtancias  puras. 

1.3 El principio de estados  correspondientes 
para potenciales conformales 

El difícil cálculo  de la función  de  partición  configuracional QN (N, V, T) ha 
llevado a  buscar  maneras  de  obtener  resultados  por  medios  que  no traten  de 
evaluar  directamente QN mediante  la  ec.(  1.10). Se ha llegado a  afirmar que 
el programa  de  la  mecánica  estadística  no  consiste  en  contar el número de 
estados  disponibles para  un  sistema  dado  sino, precisamente, en  encontrar 
medios para  evitar contarlos.[13]  El  más  simple  de  estos  procedimientos es la 
deducción  estadística  del  principio  de  estados  correspondientes (PEG). Este 
principio  fue  introducido  por J.D. van der Waals en 1880 (en  su formulación 
t,ermodinámica) a partir  de  su célebre ecuación  de estado. 

En  su  formulación estadística, el PEC es un  teorema válido para  dos 
o más fluidos cuyos potenciales  tienen  la misma forma  aunque difieran en 
sus  parámetros de  escala,  que  aquí  tomaremos como la  ubicación T ,  y la 
profundidad E del mínimo  del  potencial. A los pot,enciales que  satisfacen 
estsa  condición  se les llama "conformales" y, por  extensión, se a.plica el mismo 
adjetivo  a los fluidos con esta clase  de interacciones.[l]  Dentro  de  una familia 
de  potenciales  conformales  se  puede  construir  cualquiera  de sus miembros a 
partir de  reescalar un pot.encia1 reducido ~ ' ( 2 )  que  caracteriza a la  fandia: 

" ( T ;  E ,  r,) = &U*(T/T,) .  (1.11) 

El  PEC afirma 
conformales son 
de  cada  fluido. 

que  las  propiedades  termodinámicas  de dos o más  fluidos 
iguales cuando se  escriben en unidades  de  la E y la T ,  propias 
Por  ejemplo,  las  variables  reducidas  para  la  densidad,  la 
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. . .  

temperatura y la presión son, respectivamente, 

P' = Prm, 
3 

T' = kT/E, 

P' = Prm/E 
3 

Consideremos  dos fluidos conformales, x y y, cuyos parámetros  de esca- 
la son ( E ~ ,  rmx) y (E , ,  rmy); a continuación definamos los factores  de  escala 
R,, = r,/rmY y ,Exy = -rx/Ey. A cada esta& termodinámico {p,, Z:} de x 
correspondcrá a t x  estadc, { p y ,  Ty} de y, definido por l a s  reiacimes 

P x  = p y / e y ,  
T, = Ty E,, . 

(1.12) 
(1.13) 

Análogamente,  para  cada configuración r: se encontrará  una configuración 
de y dada  por r: = {rxl,rz2, ..., rS~} /RZY.  Según la  ec.(l.ll),   esto impli- 
ca que los argumentos del factor  de  Boltzmann  para  estas configuraciones 
cumplirán 

(1.14) 

Las ecs. (1.10) y (1.14) permiten  determinar  exactamente Q N  para el sistema 
x en t,érminos de a.quella para el sistema y 

(con V, = V,/R;,) y a la energía  libre configuracional, 

A:(N, V,, T,) = ExyAf(N, V,, Ty) - 3iVkT, In R,,. (1.15) 

AI derivar  respecto  al volumen la  ec.( 1.15), obtenemos la relación entre  las 
ecuaciones de  estado  de los sistemas, 

Las ecs.(l.l2), (1.13) y (1.16) son  equivalentes a 

(1.16) 

(1.17) 
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las  cuales  expresan el PEC a través  de variables reducidas  con  cantidades 
moleculares.  Originalmente,  van  der  Waals enunció el PEC utilizando  las 
constantes  críticas  de los fluidos para reducir los estados  correspondientes. 
La justificación  de esta formulación macroscópica es la  siguiente. 

Si representamos los estados del par  de  sustancias  conformales  en  sendos 
diagramas pVT, obtendremos  superficies  semejantes  en  el  sentido  geométrico. 
Por  ende,  todos los puntos  correspondientes  en d c h a  superficies,  tales  como 
el Dunto crítico o el punto  triple,  tendrán valores (p,  V, T) en  las proporciones 
dictadas  por las ecs.(l.l2), (1.13) y (1.16).  En  particular,  las  constantes 
críticas  de  una y otra  sustancia  estarán  rdacionadas  mediante  las ecuaciones 

Al reducir los estados  termodinámicos  de z y y con sus constantes  críticas, 

P= PIP" ,  

5 = PIP", 

T = TIT", 

se cancelan los factores  de  escala RPy y Ezy, obteniéndose la formulación 
macroscópica  usual del PEC: 

(1.18) 

No hay razones  teóricas para preferir  la  ec.( 1.18) sobre  la  ec.  (1.17);  pero 
la forma  macroscópica es usada. en la ingeniería de  manera  más frecuent'e, 
primero por razones  históricas y luego por la amplia  disponibilidad  de  tablas 
de constantes críticas para fluidos. 

Para  dar un  ejemplo  de  un  conjunto  de  sustancias  conformales basta 
considerar los tres fluidos  nobles Ar: Kr y Xe. La tabla 1.1 reproduce  una 
parte de  las  propiedades de estas  sustancias  compiladas  por  Rowlinson y 
Swinton. [ 13 Las cuatro  primeras  columnas  dan la densida.d, la temperatura, la 
presión y el factor  de  compresibilidad, 2 = bp/p, en  el  punto  crítico;  las  tres 
siguientes dan  la razón  de  densidades del líquido y el sólido, la t'emperat,ura 
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y la presión en  el punto  triple. La  desviación  máxima  de  las  propiedades 
presentadas,  respecto del promedio para  las  tres  sustancias, es menor al 0.4%) 
saho la  de p" que es de  3%. Al parecer, el estado  sólido es particularmente 
sensible a la no  conformalidad  de los potenciales. 

Tabla 1.1: Comparación  de  las  propiedades  de  Ar, Kr y Xe en  estados co- 
rrespcndientes 

" Fluido ,+/NAcIT,-~ T"/K p"/bar (Pplp)"  ( p ' / p S l t  Tt /TC pt/pC 
Ar 0.0134 150.7 49.0 0.291 0.870 0.556 0.0141 

- 

Iir 0.0108 209.4 55.0 0.291 0.870 0.554 0.0133 
Xe 0.00842 289.8 58.8 0.290 0.870 0.557 0.0139 

Históricamente, el PEC ha sido  usado como guía  cuando  se  necesita una, 
estimación rápida  de las propiedades  termodinámicas  de  un  sistema  dado. 
Hacia 1880, Olzweski utilizó el PEC en  su versión macroscópica para  estimar 
el punto  crítico  de  diversos  fluidos, con  el propósito  de  diseñar  un  proceso  de 
enfriamiento  en  casca.da  que  abrió  las puertas  de  la licuefacción del  hidrógeno 
y el  helio y condujo a la criogenia. [13] 

De manera  análoga,  pero  usando el PEC en su versión molecular,  se 
pueden estimar los coeficientes termodinámicos  de una. suspensión  coloidal. 
Las dimensiones de ,& -el inverso de  la compresibilidad  isotérmica, KT-  

son las de  una energía  dividida  por  un  volumen. Para un  fluido  molecu- 
lar, ,& M kT/r& M lo6 Pa. Si suponemos  que las fuerzas entre coloides 
son  al menos parecidas  a  las  fuerzas  intermoleculares,  para  una  suspensión 
coloidal tenemos PT M kT/d: ,  donde el diámetro  del coloide es d, M 103r,,. 
Así est,imamos  que ,& será del orden  de r&/d: M lo-' veces menor que  para 
el  fluido molecular, es decir, ,& M Pa. [14] 

1.4 Extensiones al principio de  estados co- 
rrespondientes 

A pesar  de  su utilidad como guía  cualitativa  para  estimar  ordenes  de  mag- 
nit,ud, el PEC supone  la conformalidad  de los potenciales a los que  se  quiere 
aplicar para  que  se cumpla la igualdad  de sus ecuaciones  de estado  reducidas. 
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Sin  embargo,  la  conformalidad es una relación  “de todo o nada”: o bien son 
conformales los potenciales y se aplica el PEC, o no son conformales y este 
principio no puede  afirmar  cuál es la relación  entre sus ecuaciones  de estado. 

Debido a esta limitación se  han desarrollado  varias  correlaciones  empíri- 
cas ([15], [2], [16]). Un buen ejemplo es la  teoría  de  Pitzer  para gases, la  cual 
introduce  un  parámetro  de  no  conformalidad, w ,  llamado  factor acénDrico. 
[a] La d e h c i ó n  de w se  hace  a  través  de la. curva de presión  de satura- 
ción reducida, p ” ,  aproximadamente  una  recta  cuando  se  grafica  de  manera 
semilogaritmica ccntra 1/T: 

- 

logp”(T) = Q!k (1 - +) 
La diferencia entre las  constantes ctk de dos fluidos es una  medida  de  la 

no  conformalidad entre  ellos.[l5] Para el argón,  kriptón y xenón, a k  N 7 / 3 ,  
de  manera que . 

El factor  acéntrico  de  cualquier  fluido z se define como el  logaritmo  decimal 
del cociente sT(0.7)/z(0.7), es decir, 

La correlación  de  Pitzer  afirma  que el factor  de  compresibilidad de x 
estará  dado  por 

z(p, r T ;  w )  = Z&, T) + W Z , ( p :  T), 
donde el primer  término del lado  derecho es la ecuación de  estado del argón: 
mientras el segundo es una  función  independient<e del grado  de  no  conforma- 
lidad entre x y los gases nobles. 

A pesar  de  su uso prá.ctico,  las  extensiones  empíricas al PEC son  insatis- 
factorias  desde el punto de  vista  de  la  mecánica  estadística  porque sus pará- 
metros  de  forma: como w ,  no se definen  directamente  en  t-érminos  moleculares 
sino  macroscópicos. Recientemenk se ha  propuesto  la  teoría  aproximada  de 
fluidos  no  conformales ANC (Approximate Non Conformal theory) que  pro- 
pone  una  extensión  rigurosa d PEC usando  parámetros  de forma,  moleculares 
y da  una  aproximación  excelente  a la ecuación  de estado  de gases  diluidos. [4] 
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La  teoría ANC fue desarrollada  para explicar, a nivel del  potencial  de 
interacción,  las relaciones lineales  detectadas  en el segundo coeficiente virial 
reducido, 

B*(T*) = B(T)/ -Trm (: 3 ,  

Si x y y son  un  par  de gases reales, para muchos de ellos se  encuentra  empí- 
ricamente  que 

BZ(T*) = co + ClB,*(T*). (1.19) 

Las constantes co y c1 son parámetros que  dependen  de  la no conformalidad 
ent.re x y y; si las sustancias  son conformales, cg = O y c1 = 1, obteniéndose ' 

la. relación espera.da del PEC B: (2'') = "2; (T*). Con  gran  aproximación, la 
ec. (1.19) se cumple entre moléculas  de gases nobles, datemicas no polares o 
poco  polares,  alcanos,  perfluoroalcanos y percloroalcanos, entre  otras. 

Para explicar la relación  expresada  en  la  ec.( 1.19), la  teoría ANC  intro- 
dujo  una familia de  potenciales  cuya  forma  cambia  de  manera  continua  con 
un  parámetro S a partir  de  la  de  un potencial de referencia. El  potencial  de 
referencia  reducido, u;, se escoge como  el potencial de  Kihara 

1 - a  6 

u;(.) = (-)I2 z - a  - 2 ("") z - a  , (1.20) 

con z = T / T ,  y la constante a = 0.0957389, para  que u; sea  prácticamente 
conformal a los gases nobles.[4] 

La fa,milia de  potenciales no conformales ANC se  obtiene  de  la  ec.(1.20) 
sustituyendo z por c = vl + ( z3  - 1) / S  para  obtener 

El efecto de  cambiar el parámetro S se puede juzgar  de  la figura 1.1, l a  
cual  muestra.  que la inclinación del potencial ANC crece a medida  que S va 
a cero. Esto sugiere  llamar a S l a  suavidad del potencial. 

Vna definición precisa de S para cualquier  potencial esférico U* ( z ;  a),  don- 
de CY = (a l ,  0 2 ,  .. .} es un  conjunto  de  parámetros  de la forma del  potencial,  se 
obtiene  al invert.ir primero  la relación 4 = u* ( z ;  a) + 1 separadamente  en  las 
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Figura. 1.1: Potenciales ANC con S = 0.5,0.7,1,1.2 (linea punteada, a trazos, 
continua y a. trazos  cortos y largos,  respectivamente). 
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regiones  repulsiva y atractiva  del  potencial  para definir la función ~ ' ( 4 ,  {a}) 
y calcular su derivada 

La suavidad S de u* ( z ;  a) respecto  a  la referencia u; (z)  se  define como el 
promedio[4] 

(1.21) 

En general este proceso lleva a  dos valores diferentes de S :  uno para la. región 
repulsiva, SR: y otro  para  la  atractiva, S A .  Una primera  aproximación  en la 
teoría ANC -que resulta  ser  excelente  para.  reproducir B(T) dentro  de  la 
incertidumbre  experimental- es suponer 

aunque  para reproducir  propiedades con poca  incertidumbre  experimental es 
preferible  mantener  las  dos  suavidades  en la teoría. En lo sucesivo  conside- 
raremos  únicamente  la  aproximación  de  una  suavidad dada por  la ec.  (1.22). 

La, familia ANC uS(r )  sigue  la  ec.(1.19)  exactamente. Más aún, el  coefi- 
ciente  virial BH (T*) de  un  potencial ANC con suavidad S puede  escribirse  en 
t,érminos  de los volúmenes de colisión repulsivo y atractivo bs+ y A:, 

donde bz y A: están definidos como 

y siguen:  respect,o  a la. referencia,  relaciones similares a  la  ec(1.19) 

qT*) = 1 - S 4- h;(T*), 
A;(T*) = 1 - S + A;(T*).  

(1.24) 
(1.25) 
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Sustituyendo las ecs.(1.24)  y  (1.25)  en  (1.23)  se  llega a la relación  lineal 
deseada entre los segundos coeficientes viriales  de los fluidos ANC, 

BB(T*) = 1 - S + SB;(T*). (1.26) 

Los volúmenes de colisión de  la referencia, b ; (T* )  y A;(T*), se pueden 
calcular  analíticamente. El resultado  se  puede  expresar  exactamente  en  t.ér- 
minos de  funciones  especiales,  pero es más cómodo hacerlo  a travb  de series 
de Taylor cam0  se  hace  en  el Apéndice: A. 

Para  otras familias  de  potenciales esféricos realistas,  la  ec(1.26) se cumple 
sólo aproximadamente  (de  ahí  el  nombre  de  la  teoría  ANC).  En esos caso, 
la  teoría  utiliza el sistema ANC cuyo valor de S correspcnde ai promedio 
calculado  en la  ec.(1.21)  para  representar efectivamente  al  potencial  original. 
Esto significa que  si  bien el potencial  ANC es diferente del potencial  real, 
ambos llevan al  mismo R (T) con  buena  aproximación. 

Para potenciales  no esféricos u(r ,  Q), la posición rmin (Q) y pr0fundida.d 
Emin(f2) del m'nimo del potencial  dependen  de  la  orientación  relativa, así 
como la derivada ~ ' 4  ([u*] , 0) = ( g )  . En  este caso, los parámetros ANC 
se obtienen como promedios  sobre  la  orientación, 

R 

r 
(1.27) 

(1.28) 

(1.29) 

De esta  manera,  la  teoría ANC es capaz  de  construir  potenciales que re- 
presenten B(T) para  una  gran diversidad  de  sistemas,  desde  potenciales mo- 
delos ([4],[17])  hasta  sustancias reales  y sus mezclas binarias.([l8], [19]: [5]) 
Cuando  el  potencial  verdadero es conocido, como para. los modelos y algunas 
sustancias  simples: el potencial efectivo se  puede obtener  de las ecs.(1.27), 
(1.28) y (1.29). Pero  cuando  el  potencial  binario  es  desconocido, los pará- 
metros E ,  T ,  y S se  determina.n  a  part,ir  de  datos  experimentales  sobre B ( T )  
por medio de  una  técnica  de  mínimos  cuadrados.  De  cualquier  manera, se 
obtendrá  un pot,encial efectivo que  captura las características  m&  simples y 
sobresalientes  de  la  interacción  molecular  en  el gas. En  la siguient,e seccicin 
discut.imos el sigdicado de los potenciales efectivos en fluidos densos y cómo 
obtenerlos. 
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1.5 Potenciales efectivos  en fluidos densos 

Un potencial efectivo, uef , que  reproduzca  alguna  propiedad X de un sistema 
cuyo potencial es u, se define usualmente  requiriendo que el sistema con uef 
tenga el mismo valor de  la  propiedad X que el sistema  de  interés,  ([20], [21]) 

En  generd, uef dependerá dc! estsdo y de  la  propiedd escogida, en  otras  pa- 
l d x ~ ~ ,  ue,+ cambiará  cuando  se  reproduzca  otra propiedad del mismo sietenna 
o la misnza X pero  en  otro  estado. 

Aquí  consideraremos  únicamente  potenciales dectivos esféricos uef ( T )  pa- 
ra reproducir  la presión (X = p) en fases isotrópicas.  Sean r y R la posición y 
orientación  relativas  entre  dos  partículas,  y g(T, R) la función de  distribución 
de dos partículas. Aplicando el teorema del virial, 

a los potenciales  verdadero y efectivo para satisfacer 

obtenemos una condición suficiente  sobre uef :  

(1.30) 

(1.31) 

L a  dependencia.  de g(T;  [ue f] )  con u e f ( r )  demanda un mét.odo  iterativo 
para resolver la, ec. (1.31) que requiere un esfuerzo de  cómputo  adicional al de 
calcular g ( r ,  0; [u]) a partir del potencial  verdadero,  ya sea. mediant.e  ecua- 
ciones integrales o simulaciones  por  computadora.  Aunque  las  iteraciones 
computacionales  extra  se  pueden  evitar  usando familias apropiadas  de  poten- 
ciales efectivos -como veremos más adelante-  esta dificulta.d hace necesario 
clarificar cuál es la  utilidad del concepto  de  potencial efectivo. 

Los pot,enciales efectivos son  útiles de dos maneras  diferentes: La primera 
aplica cuando el potencial  binario es bien conocido y se  puede  determinar 
U ~ , ~ ( T )  en unos cuantos estados a partir del cálculo de g (T ,  0; [ u ] )  . Si u,; ( T )  

tiene una  forma suficientemente  simple y depende  suavemente  de  las varia.bles 
de  est,ado,  entonces  uno  puede  calcular las propiedades termodinámicas  en 
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otros  estados con menor esfuerzo. Como ejemplo podemos  mencionar los 
potenciales efectivos propuestos  para  dar cuenta  de los efectos  del potencial 
ternario  del  tipo  Axhod-Teller. [22] ,1231 

El segundo uso de los potenciales efectivos es en el caso de  fluidos  reales 
donde  se  carece  generalmente del conocimiento preciso  de u(r, 0) pero de 
los cuales se  ha medido sus propiedades  termodinámicas  en  algunos  estados. 
Aquí,  un  potencial efectivo no solo permite  calcular  las  propiedades  en es- 
tados diferentes a donde se han hecho  experime11tos, sino  que también  da 
cierta Idea acerca  de  las  interacciones nroleculares. Esta es precisanente  la 
situaci6n  exhibida  por la  teoría ANC para los gases reales. 

Una ruta  alterna a resolver la ~(1.31) para  encontrar ue j ( r ) ,  que  no 
depende de iteraciones  computacionales  costosas, es introducir una familia 
parametrizada  de potenciales con ecuación de estado conocida y resolver  la 
ec.(1.30)  para los parámetros del  potencial. En  general,  para  una familia 
&da de u, f ( r ) ,  el potencial así encontrado resolverá la  ec.(1.31) sólo  apro- 
ximadamente,  aunque  la definición de u e f ( r )  se podrá mejorar  incluyendo 
nuevos parámetros  que conduzcan a aproximaciones  sucesivamente  mejores. 
La teoría ANC para gases usa  precisamente  este método  tomando a u e f ( r )  
como uno  de los potenciales de  la familia ANC, es decir, 

(1.32) 

En este  sentido los potenciales  ANC  son  “potenciales  efectivos  aproximados” 
para los fluidos  no  conformales  que  representan. 

Si la  ec.(1.31)  se  resolviera  exactamente,  se  obtendría  un  mapeo  de la 
E3E del fluido  de  interés  sobre las EDE de la familia parametrizada.  Este 
método  se ha usado  previamente  para  representar  potenciales  binarios esfé- 
ricos usando como interacciones efectivas diversos potenciales  modelos. [24] 
Cuando se usan los pozos cuadrado  de alcance  varia.ble, dado  que &,os no 
tienen una forma realista, los parámetros efectivos varían  fuertemente con el 
estado. [25] 

Los potenciales u,f(r) son  funciones que dependen del est’ado porque  al 
calcular el promedio  en el lado  derecho  de  la  ec.(1.31)  la  dependencia  con p 
y T de g(r, L?; [u]) y la de g ( r ,  [ u e f f ] )  se  cancelan sólo aproximadamente.  Por 
tanto,  cuando se usa  una  familia como la ANC, los parámetros  del  potencial 
dependen del estado.  En  particular,  se  espera  que a l  iwrementarse  la densi- 
dad, los valores de los parámetros difieran  de sus valores  límite en  el gas. Para 
cuerpos  duros: los diámet,ros efectivos para la presión est,án  influenciados por 
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cambios en  la densidad  porque la no esfericidad  de l a s  partículas  promueve 
correla.ciones de  su orientación  a altas densidades. [26] Para moléculas  suaves 
se  espera además una.  dependencia  de los parámetros con la  temperatura. 

Sin embargo,  para generalizar la  teoría ANC a fluidos densos, encontrando 
el  pot.encia1 efectivo en la  ec.(1.32) a partir de la. presión del fluido de  interés, 
es necesario contar  antes con la EDE de  la familia ANC. El  capítulo  siguiente 
describe la const,rucción  de una EDE suficientemente  precisa para  poner a 
prueba,  la  aplicabilidad  de  est.a  teoría  para,  la  descripción  de  fluidos  reales. 
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Capítulo 2 

Ecuación de  estado para fluidos 
ANC 

2.1 Simulación Monte Carlo 
Para obt,ener  datos con los cuales  construir  la  ecuación  de estado  para un 
fluido; del cual conocemos su potencial,  existen  varias  opciones  que  podemos 
aplicar  en un número más o menos  grande  de  estados: 

1. Resolver las ecuaciones  integrales  de la teoría  de líquidos, como el 
sist>ema  formado  por  la  ecuación  de  Ornstein-Zernike y la  cerradura 
RHNC,[27] 

2. Simular el fluido mediante dinámica molecular (DM), integrando  nu- 
méricamente  las  ecuaciones  de  movimiento  de  las  partículas  a partir  de 
las fuerzas  intermoleculares, [as] 

3. Usas un  algoritmo  Monte  Carlo (MC) para calcular el valor de las pro- 
piedades del fluido como promedios  sobre el espa.cio de  configuraciones. 
~ 9 1  

Generalmente: resolver una ecuación  int,egral  de  la  teoría  de  líquidos torna 
un  tiempo menor en  uno o dos  órdenes de  magnitud  que  hacer  una  simulación: 
sin embargo  se trata  de ecuaciones  aproximadas  que  deben  ser  verificadas por 
comparación con otros  métodos. Éstos resultados  normalmente  son los de 
simulaciones  de DM o MC y por tanto se decidió simular  directamente los 
datos requeridos. 
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La dinámica molecular  es una realización  de la  teoría cinética: al  seguir la 
evolución dinámica  de un cúmulo  de  partículas,  la presión y otras  propiedades 
t,ermodinámicas  se  calculan como promedios  temporales “a la  Boltzmann”. 
Ejemplo : 

xDM = (X), = lim 1 lr dt  X (r” ( t))  . 
7100  T 

Análogamente,  la simulación  Monte  Cario es una realización de  la me- 
cánica estadstxa ec 31 espacio de configuraciones: muestrza est,e espacio 
con una cadena  estccástica  de configuraciones, calculando las propiedades 
termodinámicas como promedios “a la  Gibbs”, 

Uno de los principios de  la mecánica  estadística es la hipótesis  ergódica, 
la. cual  establece  la  igualdad  entre los promedios temporales y sobre el es- 
pacio fase: (X), = (X),,. Sin  embargo,  para  comparar los resultados  de 
simulaciones de DM con MC  hace  falta  tomar  en  cuenta  que,  generalmente, 
las  primeras  se  realizan en  el ensemble microcanónico en el que se mantienen 
fijas N, V y la energía total E = K + U, mientras  que  las MC más comu- 
nes se  realizan  en el ensemble canónico con N, V y la  temperatura T fijas. 
Las propiedades  termodinámicas  calculadas en ensembles diferentes  son  dis- 
tintas  para  sistemas  finitos, a,unque  son iguales en el límite  termodinámico 
( N  -+ 00, V -+ m de  tal forma  que p = N/V = d e ) .  Aunque es posible 
simular  con DM un sistema  en el ensemble  canónico, es m& sencillo hacer 
esto empleando MC y por eso elegimos este  método  para.  simular los sist,emas 
ANC. 

2.1.1 El método de  Metropolis 

El algoritmo -Monte Carlo  básico  consiste  en  generar una  cadena  estocástica 
de configuraciones de  manera  que, si a = r r  y b = r r  son dos configuraciones 
de la. cadena y 

,-m(.:) 
n l ( u )  = 

Q N V ~  
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es la  densidad  de  probabilidad  de  que el sistema adopte  una configuración en 
el ensemble  canónico, las probabilidades n ( a )  y n(b) de  hallar  las configura- 
ciones a y b en  la ca.dena  estocástica estén en la  proporción[30] 

- JW-9 
..(a) N ( a ) .  
”- 

Para conseguir  esto  sin  conocer  las  probabilidades n/(.) y N ( b )  se  in- 
troduce el  método  de  hIetropolis.[29] En él se cilida la condici6n  de estado 
estacionario, la cual  gdrantiza  que el sistema pernnanezca en equilibrio una 
vez que  ya  lo ha alcanzado: si la probabilidad  de tramición de5de a hacia b 
es 7 ( a  -+ b ) ,  

C N ( a ) l ( a  -+ b) =N@), 
a 

que significa que  la  probabilidad  de llegar al estado b es  igual  a la proba.bili- 
dad de encontrar al sistema  en ese estado.[31] Esta condición se sa.tisface  al 
imponer  la  condición  más fuerte del balance  detallado  de las transiciones,[32] 

N ( a ) 7 ( a  -+ b)  = N ( b ) l ( b  -+ a), (2.5) 

porque  sumando sobre los estados a se  obtiene  la ec(2.4). 

términos, 
Para  construir  la mat,riz de transición 7 ( u  t b)  se le  factoriza  en  dos 

7 (a --+ b) = gen, (a -+ b)  x uc(a 4 b): 

donde la probabilidad  de  generar b a. partir de a es g e n  (a  --+ b) y la  proba- 
bilidad de  aceptar  tal  transición es uc(a -+ b). Escogiendo gen,(a  ”+ b) como 
una matriz simét,rica no nula. 

g e n ( a  - b)  = gen(b  -+ u )  # O. (2.6) 

la ec.(2.5) se  transforma  en 

N ( a ) a c ( a  3 b)  = h‘(b)uc(b ”+ a ) ,  

o de  manera equivalente en 
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con 

La  probabilidad  de  aceptación  dada por 

ac(a + b)  = min (I ,  e-PAuab) (2.8) 

cumple  la ec. (2.7) y, a t,ra\rks de  la  uicidad del estado  estacionario,  gaxantiza 
que los promedios  sobre la  cadena  estocástica t,ender&n a sus valores sobre 
el ensemble de  manera  asintótica conforme aumente el número de configura- 
ciones en la simulación. 

El procedimiento  usual  para  aceptar  transiciones  de  acuerdo a la  ec(2.8) 
es el siguiente.  Se  calcula la diferencia de energías entre las configuraciones a 
y b, si 5 0 la  transición  se  acepta  de inmedmto.  Por el contrario,  cuando 
AUab > O generamos  primero  un  número  aleatorio Ran  [O, 11 con una  distri- 
bución uniforme en el intervalo [O, 13. La  probabilidad  de  que Ran, [O, 11 sea 
menor a ac(a -+ b)  es igual a ac(a -+ b ) ,  por lo que  garantizamos  que  se  cum- 
pla la ec.(2.8) si aceptamos  la  transición  cuando Run [O, 13 < exp[-pAU,b] y 
la  rechazamos  en otro caso. Es muy importante  que el generador de  números 
aleatorios tenga  buenas propiedades  estadísticas;  una  introducción  práctica 
a l  tema. ha. sido  expuesta por  Press et aZ.[33] 

Falta  por  establecer cómo se  determina  la configuración inicial y la ma- 
nera en que se garantiza  la  simetría  de gen,(a ”+ b). Para lo primero basta 
usar una. configuración  inicial a0 para  la cual  exp (-oU(r:)) # O. Para  un 
fluido denso, una posibilidad es tomar a0 como una  latíz  cristalina,  except.0 
cuando el estado del fluido a  simular es cercano a !a coexist,encia sólido- 
líquido; en  general es preferible tomar a0 como la  última configuración de 
una simulación  previa en  un est.ado no muy  diferente. En cuanto a lo segun- 
do, el procedimiento común es generar configuraciones nuevas seleccionando 
aleatoriamente a una  partícula y  dándole  desplazamientos  aleatorios a sus 
coordenadas, 
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y se escoge para maximizar  el  número  de configuraciones estadística.mente 
descorrelacionadas  en la simulación.  Una regla empírica  establece  que un 
valor razonable  de Amax lleva a que se acepten entre el 20% y el 50% de  las 
configuraciones  generadas, aunque  para potenciales duros el óptimo  esté  más 
cerca  del 20%.[301 

Para  calculir 
conveniente  usar 

el  valor promedio  de una propiedad  configuracional X ( r )  es 
la  relación 

donde  hemos  supuesto  la  aditividad  por  pares  de X ,  

y  emplea.do la definición de  la  función  de  distribución  radial g ( r )  en el  en- 
semble  canónico: [ 71 

En algunas  circunstancias,  e.g. si el potencial u(.) es discontinuo, es preferi- 
ble  emplear la función  de  cavidad  -también  llamada  función  de  correlación 
de fondo- definida como 

Aplicando la  ec.(2.9)  obtenemos  para  la  energía  interna UE = (U,) , y la 
presión pE = - (rg) / 3v ,  

U E  x 

- = 2 T P L  dr r 2 w ( r ) g ( r ) ;  N (2.10) 

2 x pE = 3 s p L  dr r 3 K g ( r ) .  dU (2.11) 

La ec(2.11) es simplemente la partme configuracional del teorema del virial. 
Para  una descripción  que  incluya los Ilumerosos det,alles  técnicos  a tomar 
en  cuenta  al  realizar  una  simulación  por MC o DM se pueden  consultar  los 
capítulos 3 y 4 de la ref. [30]. 
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2.1.2 Descripción de l a s  simulaciones 

Utilizando  el  método  de  Metropolis, realizarnos simulaciones Monte  Carlo  en 
el ensemble  canónico de fluidos ANC con tres valores distintos  de la  suavidad, 
S = 0.5,0.7,1.0. Se simularon 111 estados  para S = 1, 26 estados  para S = 0.7 
y 5 esta.dos para S = 0.5. La  caja  de simulación donde  se  aplican condiciones 
periódicas de  frontera  fue  cúbica  y  contenía N = 500 partículas,  su  lado L 
se determinó como L = m. 

En  cada  estado  dado (p*, T'j, calculamos g ( r )  para r 5 r, = L / 2  es- 
tinando 12 densidad  local  promedio  alrededor cis cada partícula  medisnte 
hist.ogramas. Se aproximó 

g ( r )  = I para T > T ,  

y se  tomaron las  aproximaciones  siguientes para la energía interna y l a  pre- 
sión: 

U E  
N O 
- = 2 7 r ~ / ~ '  dr r2u(r)g(r) + 27ip 

Cada simulación  incluyó 4 x lo7 configuraciones; las  primeras lo7 fueron 
descartadas  para  propósitos  de equilibración  y  únicamente las 3 x lo7  c o d -  
guraciones finales heron usadas para.  evaluar los promedios. 

La. referencia  se  simuló en doce isócoras (p" = 0.1,0.2,0.3, ..., 1.2) y 
ocho temperaturas (T* = 0.8, 1.2,1.5,  2,3,5, lo), a estos  estados nos refe- 
riremos como la rejilla  principal. Para S = -0.7 se usaron cinco isócoras 
(p* = 0.5,0.7,0.8,1,1.2). Sólo una isócora (p* = 1) se consideró para S = 0.5 
puest'o que  este  último  sistema  no  se usó para desarrollar  la EDE ANC, sino 
que se usó como partme  de  su  prueba. 

Para  cada isócora se inició la simulación a l a  temperatura T* = 10 a 
partir  de  una  latíz  cúbica  centrada en l a  cara. Las siguientes  simulaciones se 
realizaron a t,emperaturas sucesivamente  menores  iniciando cada  una  de la 
última configuración de l a  simulación  previa. Según estudios  previos,  algunos 
de los estados más fríos en  la rejilla  principal  pudieran estar  en  la región de 
dos fases y por  tanto  no  se simularon.[34] Se añadieron 20 estados  cercanos a 
la curva, de  saturación  para  mejorar el muestre0  en esta parte del diagrama 
de fases, a éstos los llamaremos  estados  para-ort,obáricos. 
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Finalmente, separamos  el teorema  del virial  en  las  contribuciones  repul- 
siva y atractiva  a  la presión de exceso, es decir 

p>(p*,T*;s)  = p *  dz z -g (z ) :  il’ az 

az 

3 au: 

p>(p*,T*; S )  = p I *  dz z 3 - g ( z ) ,  au: 

con 

La  desviación  r.m.s.  de la desviación  estándar  de pE para las simulaciones 
con S = 1 fue 0.5% y su  máximo 3%. Los resukados  de  las  simulaciones  que 
se  usaron  para desarrollar la EDE para  la familia ANC se  pueden  consultar 
via Internet. [35] 

2.2 Teoría de  perturbaciones 
La teoría  de perturbaciones (TP) consiste en escribir la solución  aproximada 
a un  problema  en  términos  de  la  solución  de  otro  problema  ya  resuelto  que 
es: en  algún  sentido,  próximo  al  original. Siendo una teoría  aproximada,  las 
propiedades  calculadas  por este  método frecuentemente  carecen de consist,en- 
cia termodinámica: si una  propiedad  termodinámica  se  puede  calcular  por 
dos o más medios  diferentes,  el resultado debe ser  el mismo; esto  no  siempre 
se cumple  en la TP. 

La  razón del éxito  de  la. TP radica en  que  la  estructura  de un líquido  sim- 
ple se determina principalmente  por  las  fuerzas  repulsivas, mientras  que el 
efecto  principal del pot,encial  atra,ctivo es suministrar un potencial  de  fondo 
uniforme en el que las moléculas se mueven. Este  concepto  de  separar  las 
contribuciones repulsiva y &activa  se  remont,a  a van der  Waals y es la base 
para  su ecuación  de  estado.[31]  Las TP modernas  mant.ienen este  esquema, 
aunque  difieren por la  manera en  que se divide el potencial y en las aproxi- 
maciones  realizadas. A continua,ción  revisamos los resultados  de  dos  teorías 
de  perturbaciones  aplicadas  a  la  representación  de  potenciales ANC. 
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2.2.1 La teoría WCA 
Weeks, Chandler y Andersen  presentaron un esquema perturbativo  para 
calcular la energía  libre  reducida 

PaE = A E / N k T  

de un fluido cuyo potencial  presenta una región repulsiva  y otra  atract,iva que 
varían suavexente con 7-.[36] Elz 1% teoría WCA se  divide el potencial  en sus 
partez  repulsiva uR(r) y atractiva uA(r)  de  zcuerdo a la defiI%53n  FiguieEte: 

y se  considera  a U A  como una  pequeña  perturbación a uR. A  continuación 
aplicaremos esta  teoría a los potenciales ANC, es decir, u(.) = us(.). La 
figura 2.1 ejemplifica la división  WCA  con u1 ( r ) .  

La función  blip, A e ,  es la diferencia  de los factores  de  Boltzmann  debidos 
a. U R  y el potencial  sin  perturbar, 

a.quí se ha escogido al  potencial  sin  perturbar como uhs(r; d ) ,  i.e.  esferas 
duras  de  diámetro d. Al desarrollas  la  energía  libre  en  términos  de Ae se 
obt,iene 

pa: = ,~czf~ - I p J  dr yhs(r ;  q ) n e ( r ;  d ,  s) + a(ne2), 1 
(2.12) 

donde se  ha  empleado el desarrollo  en  densidad  de la función  de  cavidad 
Y R ( r ) ,  

conservando  únicament,e el primer  término. La función  de  cavidad  de  las 
esferas duras yhs(r; q )  depende  de d a través  de  la fracci6n dc errLpaque 
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Figura 2.1: División  de WCA del potencial ul (r). La  línea  sólida  corresponde 
a l a  part,e  repulsiva; la línea  a trazos,  a  la  parte  atractiva. 
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Para operar  fácilmente con y h s ( ~ ;  7) es conveniente contar con una  aproxima- 
ción analítica, por esto utilizamos la. parametrización de Grundke-Henderson[7] 

donde los coeficientes Y,(q) se  han elegido para  reproducir los límites cono- 
cidos  de yhS(r , q )  y r g h s ( r , q )  a en T = S y T = d. 

Dado  que d es arbitrario,  una  manera  de aprovechar  este  grado  de libertad 
es  pedir la anulación del segundo  t,ermino en la ec.(2.12), 

S dr yhs(r; q)Ae(r;  d ,  S )  = O ,  (2.13) 

La solución d s  a  la  ec.(2.13)  será um fmción  de la.  suavidad y del esta- 
do t,eromodinámico. Es conveniente  introducir  la  notación  siguiente para el 
diámetro reducido  con T ~ ,  

La energía  libre del sistema  quedará  representada  ahora  por  la del sistema 
de esferas duras, salvo  correcciones O(p2), 

Derivando  respecto del volumen  encontramos la presión, 

(2.14) 

Para escribir  una  ecuación analítica  a  partir de la  ec.(2.14) se  requiere una 
ecuación  explícita para zhE, (7) y otra  para o: en función  de p: T y s. Existen 
wn-ias ecuaciones  empíricas para zhE, (7) , una de l a s  más  empleadas  en la 
práct.ica es la ecuación  de Carnahan-Starling, 

(2.16) 
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Para  buscar  la ecuación para a:, observamos  que es posible demostrar, a 
partir  de [7] 

limy (T) = 1, 
P-tO 

que el límite  de  baja.  densidad del diámetro de WCA es igual  al  volumen 
repulsivo de  la  teoría ANC de gases, 

Debido a esto buscamos una  rehción lineal  análoga a la que existe  entre b: 
Y b ; ,  

os = 1 - S + sa1.  3 3 (2.17) 

La figura 2.2 muestra el resaltado  de calcular  numéricamente o: y o ;  a 
partir  de  la  ec(2.13) y graficarlos  al  primero como función del segundo,  para 
varios valores  de  la  suavidad S = 0.5,0.6,0.7,0.8,0.9,1. Se observa un muy 
buen  acuerdo con la  ec.  (2.17) para  todos los estados  considerados (O 5 p* 

Para  completar  la ecuación  buscada para a:: buscamos una función que 
relacionara a. o; con by. En general,  al  aumentar la densidad a; se  aparta 
de  su valor límite b; para volverse más  pequeño,  de  hecho, el cambio es tan 
pequeño que  queda  bien  representado  por 

5 1.2 y 1 5 T* 5 10). 

g1 = b; - U P * ,  3 (2.18) 

con 7) = 0.007864. Sustituyendo las  ecs.(2.15), (2.16): (2.17) y (2.18)  en la 
ec. (2.14) para p: obtenemos una ecuación  de  estado  analítica. ÉSta se simpli- 
fica  al desarrollar  la  deriva,da  logaritmica  de a: en serie  de  Taylor  alrededor 
de 2: = O, 

Dado el valor  de u, es suficiente truncar  la serie  conservando términos hasta 
de orden v2; 
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Figura 2.2: La  función 02 = 1 - S + sa: comparada con  puntos  calculados 
mediante  la solución a la  ec.(2.13) en la  teoría WCA 
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La  teoría  de  perturbaciones WCA  no  incorpora  explícitamente los efectos 
de  las  fuerzas  atractivas. Para  completar  la  EDE,  esta  teoría  supone  que  al 
perturbar  al  sistema UR(T) con  el potencial UA(T )  la función de correlación 
de fondo permanece  igual, es decir 

En  particular, se ?uede  obtener pi mméricamente  a  partir del teorema  del 
virial. 

En  la  figaa 2.3 coaparamos las predicciones de  la  teoría  WCA  para ph 
y p> para S = 1 con  los resultados  Monte  Carlo  de la. sección previa.  Las 
predicciones  son  muy  buenas  cuando T* o p* son  grandes,  pero  tienen  mayores 
desviaciones  respecto  de  las  simulaciones  a  bajas temperaturas o densida,des 
porque  en  est,= condiciones las  fuerzas  atractivas  afectan  más la  estructura 
del fluido al  “introdvcir”  más  partículas  en  la región del pozo de  potencial. En 
efecto,  se  observa  que  las  magnitudes  de  las presiones de  la  teoría  WCA  son 
sistemáticamente  menores  que  las MC cuando la temperatura o la  densidad 
disminuyen. 

Est,e  efecto se observa  también al comparar la función g ( ~ )  predicha  por 
WCA con la MC, como se  muestra  en  la figura 2.4 para S = 1, T* = 10 
y  las  densidades p* = 0.1 y p* = 0.4. La predicción WCA para g ( r )  se 
det,eriora  rápidamente conforme p* disminuye,  principalmente por  subestimar 
la, altura del  primer  máximo  de g ( r ) .  Este efecto es más  severo  a temperaturas 
menores. 

En  resumen,  la  teoría WCA da  una presión total que sólo es suficiente- 
ment,e  precisa COMO para  probar la teoría ANC cuando la temperatura y la 
densidad son  altas. A pesar  de  esto, la t,eoría nos brinda información  cua- 
litativa.  sobre el efecto  de la no conformalidad  de los potenciales  ANC que 
se  manifiesta  de  manera sencilla. en la. dependencia del volumen efect,ivo de 
esferas duras 03 con la. suavidad S en  la ec. (2.17). 

2.2.2 Teoría de Song-Mason 

Una variante de  la  teoría  de  perturbaciones que incluye  explícitamente l a  
contribución atractiva es la  teoría  de  SongMason, la cual  propone la EDE 
analíticaj37] 
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Figura 2.3: Comparación de las presiones WCA y MC para S = 1 
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Figura 2.4: Funciones g ( r )  de WCA (a trazos)  comparadas  con  resukados 
XIC (lineas  continuas)  para S = 1, T* = 10. En el panel  superior, p* = 0.1; 
en el inferior, p* = 0.4. 
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donde I(p, T) es la  contribución  al  teorema del virial  que no esta  incluida  en 
B (TI > 

qp ,  T) = $ Lrn [y(.) - 11 f’ (7.) T3d7., (2.19) 

donde 

Para evaluar l ( p , T )  se  introduce  de nuevo el potencial  no  perturbado  de 
WCA uH( T )  y se  hace la aproximaciiin 

A continuación se desarrolla f’(~) a  partir de & ( I - ) ,  

f’(r) = f k ( T )  (1 + D E  + ...) , 
truncando el desarrollo  a  primer  orden.  Sustituyendo  en la  ec.(2.19)  obt,ene- 
mos 

En  este  punto, Song  y  Mason notan que ~ R ( T )  varía  linealmente  con T 

cerca  de la posición del  máximo  de & ( T ) ,  al  cual  representaremos  como 
T,,,. Nuevamente,  se  emplea  un  desarrollo  de ~ R ( T )  alrededor  de  un punto 
TO , 

El punto TO no  se  especifica,  pero se supone que es cercano a T,,,. Las 
primeras  contribuciones a I(p, T) son ahora 

I(p, T) = Io + I; + I-, 
donde 
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Song y Mason  aducen  que para cualquier elección razonable de TO (es decir, 
pa.ra TO  cercano a rmax) las integrales I+ e I- son  pequeñas y/o se  cancelan 
entre sí. De esta manera: 

con 

El  parámetro a(T) es simplemente la contribucibn  repulsiva  al  segundo  cae-- 
ficiente  virial, a(T) = BR(T). 

Para  representar  la función yR(7.0) Song y hfason  introducen  un  sistema 
de esferas duras cuya  fracción  de  empaque q = ~ p a s ~ ~ / 6  se escoge para  que 

Int,erpolando  entre los límites  de q para  altas y bajas  temperaturas, se obtiene 
la fórmula 

Est,o  completa  la EDE de SM, 

(2.20) 

Para pot,enciales ANC, Q es proporcional a b:, 

2 
3 

a(T) = -7TTkb;(T*), 

por lo tanto los parámetros  de Song-Mason para esta familia de potenciales 
son funciones lineales  de S y los parámetros del potencial  de  referencia. 

L a  EDE de Song-Mason predice  un  poco mejor que la teoría TVCA la pre- 
sión total  (da un  error  relativo  r.m.s.  de 34% sobre la rejilla  principal y de 
10% cuando  se  consideran  únicamente los estados con T* > 1.5) pero es ex- 
plícita  para la parte  atractiva. Esto simplifica el estudio  del  comportamiento 
de las consta.ntes  críticas con la  suavidad y da una imagen cualitativamente 
correcta  de  las  curvas  de  coexistencia líquidc-vapor de los fluidos ANC. La 
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Tabla 2.1: Puntos críticos ANC de la EDE Song-Mason 

0.5 0.408 0.744 0.109 
0.7 0.382 0.903 0.123 
1.0 0.350 1.111 0.139 
1.2 0.333 1.235 0.147 

ec.(2.20)  predice  que los potenciales m& suaves tendrán valores de p: y T,' 
mayores que aquellos de los m* duros,  mientras  la  densidad pz será  menor, 
como se  aprecia  en la tabla 2.1. 

En cualquier  caso,  la  descripción  de los sistemas ANC mediante  la  teoría 
de  perturba.ciones  no es suficientemente  precisa para  usarla  al  probar  la  apli- 
cabilidad  de  la  teoría ANC en fluidos densos. Sin embargo, sí ilustra el efecto 
general que  tiene  variar la  suavidad S sobre las propiedades termodinámicas 
de  un fluido y, en  particular,  la  forma  cerrada  de  la  EDE  de Song-Mason 
puede  ser  ventajosa  para aplicaciones que  no demanden  mucha  precisión. 

2.3 Ecuación de  estado empírica para fluidos 
ANC 

Para  obtener  la representación de  la presión  de los fluidos  ANC  con la preci- 
sión requerida,  se desarrolló  una, ecuacih  de estado  empírica para la familia 
ANC. La  situación es similar,  en  parte,  al caso del fluido de  Lennard-Jones: 
que  se  ha  usado como referencia en muchos estudios  y cuya  EDE  se  ha ob- 
t,enido ajustando  datos  de simula.ción. Sin  embargo, en  este caso  no sólo se 
necesit.a una  EDE  para  un fluido de referencia, sino una EDE para la familia 
de  potenciales ANC. En esta sección se  describe cómo se  obtuvo  la  EDE  para 
la referencia  ANC  y cómo se  emplearon  las funciones de  distribución  radial, 
obtenidas  durante la  simulación Mont,e Carlo,  para  extender esa ecuación a 
un  continuo  de  sistemas ANC. 
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2.3.1 Ecuación de estado para la referencia ANC 
La EDE  para S = 1 se  obtuvo seleccionando  una  forma  funcional empírica 
para p; (p* ,  T') y ajustando sus parámet,ros  por  medio  de una técnica de 
m'nimos  cuadrados  sobre los estados  para-ortobáricos y de  la rejilla principal. 
Da,do  que el peso de los estados  subcríticos era  menor,  se  espera  que  la EDE 
result,ante  sea  más  precisa  en condiciones supercríticas. 

Entre las  varias  formas  funcionales  puestas  a prueba  (Peng-Robinson, 
Redlich-Kwong,  Benedict-Webb-Itubin) !a mejx forma  funcional fue la  ecua- 
cicin EWR modificada que  se usó para.  las tablas IUPAC del ag6. t~ [38] 

(2.21) 

Es importante  notar  que los coeficientes kla. kg  determinan el segundo coe- 
ficient,e virial B;(T*). Siguiendo el procedimiento de  ajuste  de Johnson et  
al.:[39] se  ajustaron  estos cinco coeficientes a datos  de B;(T) "calculados 
con la ec.(  1.23) y los volúmenes  de colisión del apéndice A- y se mantuvieron 
fijos durante el ajuste  de los demb coeficientes km. Los valores finalmente 
obtenidos  se  presentan  en  la  tabla  2.2. 

Tabla. 2.2: Parámetros  de  la EDE para  la referencia ANC 

m 
1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 

- - km m 
0.94573  9 

-1.21988 10 
-4.05036 11 

1.57206 12 
-0.37349 13 

0.63383 14 
0.93327 15 
0.63005 16 

km 
-9.50946 
19.47130 

-8.73418 
-4.76513 
- 1.87642 

2.71703 
2.20851 
0.64007 

La EDE  para la referencia  ANC, ec(2.21): requiere 16 parámetros mien- 
tras que la  EDE  de  Johnson et al. para el fluido de  Lennard-Jones usa 33 
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parámetros;  esta reducción  se  debe  al  hecho  de  que  el  peso  de los da.tos  simu- 
lados en estados  subcríticos es menor  en  nuestro caso. Sobre la precisión de  la 
ec.(2.21)  podemos  apuntar  que  representa los datos MC para la presión  con 
un error  relativo  r.m.s.  de 1.3% sobre la rejilla  principal y de 3.1% cuando  se 
incluyen los estados  para-ortobáricos. Este grado  de  precisión es un orden de 
ma.gnitud  mejor  que el de  las  teorías perturbativas y es del  mismo  orden que 
la precisión de las  simulaciones  Monte  Carlo.  Por lo tanto, fue  considerado 
suficiente para probar y aplicar  la  teoría ANS. 

2.3.2 Ecuación de estado  para  la familia ANC 
Para obtener  la  termodinámica  de fluidos ANC con S # 1, consideramos  a 
la energía  libre  del fluido como una función  de p, T y S ,  es decir,  trat,a- 
mos a S como  una  propiedad  termodinámica del sistema  que  se  puede  fijar 
externa.mente, [40], [41] 

dA = -SdT - pdV - Lds. 

La definición termodinámica  de L,  la fuerza  termodinámica  conjugada a S ,  

es 

L = -  (E) 
T, V 

La  mecánica  estadística nos permite  encontrar la relación 

a L = kT-lnZ, 
as 

y, da.do que  la función  de  partición  ideal no depende  en forma  alguna  del 
potencial, L depende  únicamente  de  la  función  de  partición  configuracional, 

k T  a Q A r  L=-- 
QN as ' 

y está  dada por 

(2.22) 

La  función L tiene  dimensiones  de  energía,  definiendo la variable  reducida 

L 1 = -  
N E  
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podemos  escribir la ec.(2.22) como 

(2.23) 

la. cual nos permite  calcular 1 a partir  de los resultados  de  simulación  para 
g(z) .  Finalmente,  una  relación  de Maxwell permite  calcular la  varkción  en 
p" a, medida  que  la  suavidad  del  potencial  varía, 

(2.24) 

El problema  de  construir  la  EDE  para  la  familia ANC se  reduce a calcu- 
lar 1 mediante  la  ec.(2.23)  para algunos valores de S e  integrar el resultado 
respecto  de la densidad de acuerdo  a  la  ec.(2.24). 

El cálculo  de 1 sobre una región extensa  de p* y T" requiere un  gran 
número de simulaciones para  cada valor de S, por esto  se utilizó  el método  de 
interpolación  de  Lagrange: se calculó 1 en  todos los estados  simulados para 
S = 1 y S = 0.7, los resultados  fueron  ajustados  con  un  polinomio  en p" y 
1/T* para  construir  la interpolación  de  primer  orden 

Los detalles  de 10.7 y l1 están  en el apéndice B. 
El procedimiento  anterior  conduce  a la. EDE  deseada:[42] 

la cual es una ecuación cuadrática en la suavidad para pz. 

2.4 Algunos resultados  de la ecuación de es- 
tado ANC 

Para  probar  la  EDE ANC, ec.(2.25), se calculó la presión p* en  los est'ados 
sinmhdos  para. S = 0.7 y S = 0.5. (Aquí  cabe  aclarar  que las presiones 
A4ont.e Carlo  para S = 0.7 no  fueron  utilizadas durante el desarrollo de la 
EDE  ANC, únicamente se emplearon  las funciones g ( r )  para evaluar 1 .) La 
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figura 2.5 muestra el  buen  acuerdo  entre la. EDE ANC y los datos  MC, el 
error  relativo r.m.s. es de 3% d e l  mismo orden que  aquél  para  la  EDE  de 
la referencia. 

Otra  prueba fue  el comparar con los datos  para S = 0.5. Se encontró un 
error  r.m.s. de 5% sobre  la isócora simulada p* = 1 con T* = 1.2,2,3,5.  
Dado que muchos fluidos estudiados  en  la fase gaseosa tienen  suavidades  en 
el int,ervalo 0.5 5 S 5 1.2,  esta ecuación de  estado  puede ser útil  para  varias 
aplicaciones. 

Se debe  conceder  que las ecs.(2.21) y (2.25) tienm mdchos parámetros 
y que  necesitan  mejoras e, :a reg%í: subcrítica.  Sin  embargo,  de  acuerda a 
la  prcpia  teoría  ANC,  estas ecuaciones se construyen una sola vez pero  se 
aplican a todos los fluidos no conformales. 

A pesar de  que  en  esta  etapa  de  la investigación hemos obtenido una 
ecuación de  estado  útil  sobre  todo  en condiciones supercríticas,  es  interesan- 
te cbservar el comportamiento predicho pcr la ec.(2.25) para el equilibrio 
líquido-vapor a medida  que S varía. 

La. figura. 2.6 compara las  curvas de  saturación  de  la  ec.(2.25)  con  aquellas 
obtenidas  por  dinámica  molecular. 1341 Las curvas DM son  más planas y 
tienen  una T,' más baja que las de  la EDE ANC. Esto  se  debe,  en  parte, a que 
las curvas DM  fueron  extrapoladas  hasta el punto  crítico  usando  exponentes 
críticos universales,  mientras los exponentes  críticos de  la  EDE  ANC  son 
clásicos. Más aQn, l a s  simulaciones DM fueron  realizadas con un potencial 
t.runcado y corrido, 

para el cual se  espera  que las simulaciones arrojen un valor de T,* menor  al 
valor correspondiente al potencial  completo u:( 2). [43] Se necesitan nuexras 
simulaciones con el potencial  completo  para  zanjar  este  asunto. 

Los parámetros críticos calcula,dos con la ec.(2.25) para S = 0.7,0.8,0.9: 1 
tienen  una  dependencia  aproximadamente  cuadrática con S ,  

p: = 0.672743 - 0.585472 S + 0.356270 s2,  
T,* = 0.828880 - 0.651129 S + 0.983348 s2: (2.26) 
p: = 0.365987 - 0.646647 S + 0.454104 s2. 

Los valores predichos por  estas ecua.ciones se  comparan con  los resultados  de 
dinámica  molecular en  la  tabla 2.3. 
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Figura 2.5: Comparación de la presión predicha  por la EDE ANC y los 
resultados  Monte  Carlo  para S = 0.7 
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Recientemente  se  han  obtenido  resultados  de  simulación  Monte  Carlo en 
el ensemble de Gibbs (GEMC)  para el potencial ANC completo.[44] Los pri- 
meros resultados  para S = 1 muestran  que  la curva de  coexistencia  predicha 
por la, EDE ANC  y la  obtenida  mediante GEMC coinciden de  manera  nota- 
ble, tjal como se nuestra  en  la figura. 2.7. Nuevos resultados para  suavidades 
S # 1 están siendo  simulados y pronto  se  podrá realizar una  comparación 
completa. 

Tabla 2.3: PUI~GS criticos de  la EDE ANC 

S Método pz Tc* P; 
0.5 DM 0.449 0.6141 0.0912 

ec.(2.26) 0.491 0.7492  0.1562 

0.7 DM 0.437 0.7767 0.1226 
ec.(2.26)  0.441 0.85493 0.1358 

1.0  DM  0.441 1.0719  0.1349 
ec.(2.26) 0.442 1.1611 0.1734 

La EDE ANC  sobreestima los parámetros críticos, en  particular  predice 
que T,* disminuye con S pero  siempre  por  arriba  de  la  correlación  encontrada 
a. partir  de  datos  experimentales  de  sustancias reales: como se  aprecia  en la, 
figura 2.8. [5] 

La discrepancia  entre  ambas  curvas  puede  deberse  (apartme de los valores 
de los exponentes críticos) a la  falta  de precisión de la. ec(2.25) a t,empera- 
t.uras subcríticas y a que  las sustancias reales tienen  parámetros efectivos en 
el punto  crítico  que no son  necesariamente iguales a los del gas  diluido. En 
el capítulo  siguiente  a.bordaremos  este  último  t~ema  al  probar  la  aplicabilidad 
de la teoría ANC usando  sistemas modelos que int,eractúan  exclusivamente 
a t,ravés de potenciales  binarios. 
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Capítulo 3 

Aplicaciones a sist ernas 
modelos 

3.1 Potenciales efectivos  esféricos a partir  de 
la ecuación de estado 

En  este  capítulo  se  describe  la aplicación de  la  teoría ANC a fluidos modelos 
(esféricos y no esféricos) fuera  de  la región de coexistencia de fases; en  estas 
condiciones la presión de los potenciales efectivos ANC estará bien  repre- 
sentada  por  la  EDE ANC. Primero profundizaremos en  el modo  en  que  se 
puede obtener potenciales efectivos esféricos a partir  de ecuaciones de  estado 
y luego aplicaremos  la  teoría ANC para representar la EDE de  cuatro fluidos 
modelos. 

Una  manera  natural  de definir potenciales esféricos efectivos es media1lt.e 
promedios  angulares del potencial  original no esférico; si F(u(T ,  O)) es una 
función con  inversa F - l ,  un  promedio  angular de U ( T ,  O) se define como 

donde 

Kohler e t  al. apuntan los méritos  de dos modos de  realizar el promedio 
angular,[45]  aplicándolos a un  potencial  de esferocilindro duro  de anchura (T 
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y  separación  entre hemisferios L = l*o. El  primero  tipo  de  promedio es el 
promedio aritmético  sobre  las orientaciones, 

Se puede  construir una teoría  de  perturbaciones  alrededor  de E ( r )  haciendo 
desarrollos  en  potencias de  un  parámetro X de 

u (r, R, X) = E ( r )  + x (u ( T ,  0) - E ( T ) )  , 

y exduando  para X = 1. Sin  embargo, esta serie  incluye  contribuciones i&- 
tas para.  potenciales  duros  no esféricos, porque  la  diferencia u (r, Q) - Z ( r )  es 
infi1lit.a para.  la mayoría de las  orientaciones a distancias  intermedias. Para 
el esferocilindro duro,  esto  ocurre  cuando 

El segundo  tipo  de  potencial corresponde a un promedio  del  factor de 
Bolt,zmann  sobre  las  orientaciones, a la  manera  de la teoría RAM (Random 
Average Muyer-function), [46] 

uB(r )  = -IcTln (exp (-pu(r,Cl)), . (3.1) 

Incluso para potenciales  duros, uB(r) es un potencial  suave  que  da  esacta- 
mente el  mismo segundo coeficiente virial B (T) que el de u( r, 0); el potencial 
efect.ivo ANC se  parece más a ug (r) que a ;il(r). Kohler et al. encontraron 
también  que u g ( r )  produce funciones de  distribución gB(r )  aceptables  com- 
paradas con los promedios  angulares  (aritméticos) de g ( r ,  R). La presión 
obtenida  de U B  (r) fue  más  pequeña  que  la de simulaciones  direct,as de u (T. O).  

Parte del  desacuerdo  ent,re  las presiones calculadas por Kohler et al. puede 
deberse a que  emplearon  la  ecuación  integral  de Percus-Yevick para  calcular 
gB(T) y se  sabe  que est,a  ecuación  no es exacta.[7]  Otra  razón  para el de- 
sacuerdo es que, como se explicó en el Capít.ulo l, los parámet,ros efectis-os 
dependen  generalmente  de p y T porque se calculan a partir  de  promedios 
pesados  por la función g ( r ,  R).  Sólo a bajas  densidades,  cuando la función 
de  distribución es igual  al  factor  de  Boltzmann, 
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el potencial efectivo para  la presión estará calculado correctamente  por  la 
ec.(3.1). 

En vez de  emplear promedios o de resolver la ec.(1.31) para  densidades 
típicas  de un líquido, los parámetros efectivos ANC se  determinaron  para 
cada. sistema  de  interés resolviendo aproximadamente  la  ec.jl.30), 

P e f ( p ,  T, [ u s ]  = P(P,  T, [u])? 
en est2,dos donde se ha evaluado el lado  derecho de  la ecua.ci6n mediante  simu- 
laciones. La solución. empleada es la  solucih de m’nimos clladrados  definida 
en la t,eoría de problemas inversos,[47] esto  quiere  decir  que  seleccionamos el 
potencial efectivo 

,uyos parámetros pueden  depender de p y T- que minimiza la  suma de 
desviaciones cuadráticas 

4 = 1 ( P ( P ~ ,  Z,  [ u e f l )  - P ( P ~ ,  T,: 
i 

sobre los esta.dos  considerados. 
Para aquellos  sistemas  en  que los parámetros efectivos dependen  de p y 

T, se introdujeron modelos de  esta  dependencia  basados  en  desarrollos vi- 
riales. Para comprender  la  dependencia con el estado, conviene analizar un 
caso más simple: la dependencia del diámetro efectivo de  esfera dura  para 
potenciales  repulsivos. Este  problema  se ha  abordado reconociendo que los 
parámetros efectivos, al ser funciones del est,ado,  son  variables termodiná- 
micas que  dependen  de  la propiedad macroscópica que  reproducen.[26] Para 
encontrar  relaciones  explícitas entre los diversos diá.metros  efectivos, se  part,e 
de la definición del diámetro d, que  reproduce la presión, 

pkT ZE(p,T) = pkT 2: ( r p d i )  , 
G 

y de la definición de d~ que  reproduce  la energía libre, 

La ec.(3.3) difiere de la relación análoga  para  la  teoría WCA en  que  ésta  últi- 
ma es una relación  aproximada  mientras  la  primera es exacta.  Derivándola: 
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obtenemos 

(3.4) 

Igualando  las  ecs.(3.2) y (3.4)  se  encuentra  una  ecuación  diferencial no lineal 
para dA en función de d,, 

Esta ecuación,  pese a ser  exacta, es demasiado  complicada  para  det.erminar 
dA a partir  de d,. Por eso se  ha propuesto  emplear  desarrollos  viriales  de  los 
parámetros efectivos y remplazar  la  ec.(3.5j por otras  más  manejables, aun- 
que  sean  aproximadas.[26] Los coeficientes de los desarrollos  viriales para  los 
parámetros  que  reproducen  la presión pueden  identdicarse como promedios 
sobre colisiones moleculares. [48], [49] 

Introduciendo los desarrollos viriales 
M 

n=O 
00 

n=O 

se pueden sustituir  en los argumentos  de 2; en  la  ec(3.5) y desarrollar  am- 
bos  lados de  la ecuación en  potencias  de p; así se pueden  encontrar relaciones 
entre los coeficientes d t )  y dE). Más importante,  al  repetir  la  técnica  sus- 
tituyendo el desarrollo  virial  de Z E ( p ,  T) en  la ec. (3.2)  se  determinarán los 
coeficientes dg)  a partir  de los coeficientes viriales del sistema original.[49] 

Uno de los resultados  obtenidos  mediant,e  este  procedimiento es la rela.ción 

es decir, que los límites de  baja densidad  de d~ y dp son  iguales. Otro 
resultado  importante es que el diámetro efectivo d,(p, T) de  un  potencial 
duro no esférico se  comporta  de la misma manera  que el de  un  potencial 
suave esférico incluso cuando el fluido es denso. La suavidad efectiva de  las 
moléculas duras  aumenta  con la elongación molecular 1' del mismo modo  que 
en el gas.[l7]  En  otras  palabras, 

d c )  < O 
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Y 

n=O 

donde E ,  y (T, son los parámetros  de escala del pot.encia1 que  se  quiere re- 
presentar,  y los coeficientes d n ) ,  r k )  y d n )  pueden  depender de T. Lo más 
conveniente es truncar  estas series y  limitar el número  de coeficientes a de- 
terminar  mediante  la solución de mínimos  cuadrados a 

Para  probar  la  teoría, seleccionamos cuatro modelos de  potencial  binario. 
El primer sistema  estudiado es el prototipo  de las  interacciones  esféricas, 
el potencial  de  Lennard-Jones;[39] luego se  estudian  potenciales  no esféricos 
de complejidad  creciente,  estos  son: moléculas lineales de  Kihara, los cuales 
t,ienen una profundidad  constante  y  un nódulo duro esferocilíndrico; [50] 
diatómicas  de  Lennard-Jones 2-centros,  cuya  profundidad (R) depende  de 
la  orientación y sus  nódulo duro es homonuclear; [51] finalmente las  diatómicas 
heteronucleares  forma.das  de pozos cuadrados  fusionados. [52] 

3.2 El fluido de  Lennard-Jones 
El pot,encial clásico de  Lennard-Jones  se define como 
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Al ser esférico, la no  conformalidad del potencial LJ con respecto  a  la refe- 
rencia  ANC se debe  por  completo a la forma del perf2 de potencial. 

Como una primera  aproximación,  se  supuso  que los  pazrámetros efectivos 
eran independientes del estado  e iguales a sus valores límite a baja  densidad. 
A  partir  de  la  teoría ANC para B(T) se  obtienen  los sipientes valores 

En  la figura 3.1 se  compara  la  presión  calculada con la  EDE ANC para 
el potencial efectivo con  los resultados  de  simulación  de  Johnson et al.[39] El 
acuerdo  entre ambas  presiones es bueno a temperaturas  altas  para  todas  las 
densidades  consideradas  (con un  error  r.m.s.  de 5% para  todos los estzdos 
con T' = k T / & L J  > 1.2). No es sorprendente  que  la  falta  de  precisión  de  la 
ecuación de esta.do ANC a tempera,turas  subcríticas  haga que la predicción 
para T' = 0.8 sea  bastante  mala. 

Para ver otros efectos de  la  suavidad S ,  calculamos el coeficiente térmico 
de la compresibilidad  isotérmica, &, a  partir de la EDE ANC y de  la  interpo- 
lación  de los datos  de  Johnson et al. La figura 3.2 muestra un buen  acuerdo 
entre a.mbos resultados,  nuevamente para  una  temperatura  supercrítica.. En 
la misma  figura  se  observa que 

para t,odo el recorrido  de la  densidad.  Esto se debe a que 

donde KT es la compresibilidad  isotérmica,  y a que la mayor suavidad  del 
potencial de Lennard-Jones  implica  una  compresibilidad  isotérmica  mayor 
que la de la referencia ANC. 

Queda cla.ro que el potencial efectivo ANC, con parámetros efectivos  cons- 
tantes iguales  a los parámetros obtenidos  en el gas diluido,  representa  bien 
la ecuación  de  estado  del  potencial  de  Lennard-Jones  incluso  a  densidades 
a1t.a.  Cabe esperar un grado  de precisión semejante  para las  predicciones de 
la teoría  ANC en fluidos densos con ot.ras  interacciones  binarias: si se emplea 
l a  ecuación  de  estado  ANC  del  capítulo 2,  para  obtener  tal precisión hay que 
limitarse  a condiciones supercríticas y al intervalo 0.5 < S < 1.2. 
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Figura 3.1: Isotermas ANC de  la presión para el fluido  de LJ,  comparadas 
con dat,os MC de  Johnson e t  al. Las  isotermas  a  trazos  corresponden a 
temperaturas no simuladas. 
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3.3 Esferocilindros de Kihara 
E,ste es un potencial  modelo para moléculas no esféricas pues incorpora un 
nódulo  duro  con  forma  de  esferocilindro. El ancho  del  cilindro es D y su 
altura es D. La elongación de  la molécula se define como 

La forma  funcional  del  potencial es 

donde es la  distancia más corta  entre los nódulos  duros. Para  esta  prueba 
de la teoría,  seleccionamos  el  sistema con 1' = 1 que  ha sido  estudia.do  con 
simula.ciones y teoría  de  perturbaciones  por Vega y Lago.[50] 

Da.do que  la  profundidad del potencial es independiente  de  las  orien- 
taciones, es razonable tomar 

como la  profundidad  efectiva.  La  suavidad  se  aproximó  por  su valor límite 
de  baja  densidad, 

Se  emplearon los resultados  de  Ramos et  al., quienes  estudiaron el gas de 
esferocilindros  de Kihara con una t,eoría ANC de  dos  suavidades: SR para 
la parte repulsiva y S A  para la. partre  atractiva. [17] Adoptando el espíritu 
de la teoría  de  perturba.ciones,  aproximamos S(') por el  valor de la suavidad 
repulsiva, es decir,  tomamos 

S = SR = 0.7944. 

Para representar  el diAmet'ro efectivo, se propone una serie  virial  a  segun- 
do orden en , m 3 ,  
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El  límite  de  baja densidad de r, se  tomó  igual  al  diámetro  efectivo  para  el 
segundo  coeficiente  virial obtenido por Ramos et al., 

rg) = 1.5961. 

Dado  que  el  potencial no es esférico,  esperamos que el diámetro efectivo 
disminuya  con la densidad, porque los esferocilindros  tienden  a  alinearse y 
las colisiones entre ellos serán  en promedio más cercanas.[26]  Con esto  en 
mente, los coeficiente ?-:) y T!:) se  determinaron medante  la solución de 
mínimos  cuadrados  de  la  ec. (1.3Q). El resultado fue 

T:) = -0.561, 

TE) = 0.76, 

lo cual  hace  que T ,  sea  una funcidn de p monótonamente  decrecient,e  en  el 
intervalo  simulado, conforme a !o que  se  había  previsto. 

La figura  3.3  compara los resultados  de  simulación  Monte  Carlo  de Vega 
y Lago y su “teoría  de  perturbaciones  mejorada” con los de  la  teoría  ANC. 
El acuerdo es bueno  salvo para  la isot,erma T* = 0.7. En  la misma  figura se 
muestran  isotermas  predichas  por  la  teoría ANC a  temperaturas  distintas  de 
las  simuladas. 

3.4 Lennard-Jones de dos centros 

El pot,encial  de  Lennard-Jones  de dos centros es un modelo para moléculas 
diatómicas con dos centros de jnteracción  localizados en el centro  de  cada 
át,omo. La energía. entre dos partículas se  obtiene de  la suma de  potenciales 
esféricos de Lennard-Jones de las  distancias  entre los sitios  de  int.eracción 
int*er-sitios. Si rill es la posición del sitio p de  la partícula i, el potencial 
ent.re las partículas 1 y 2 es 

1 2  

p=l v=l 

donde U L J  ( T )  está  dado  por  la ec(3.6). Si la distancia  ent,e los dos  sitios  de 
interacción  de  una molécula es D, la elongación molecular es 

61 



I 
! ,  , 

o. 1 O. 15 0.2 0.25 0.3  0.35 
P' 

Figura 3.3: IsoOermas ANC de la presión para los esferocilindros de  Kihara 
. con ¿* = 1, comparadas con datos  de simulación de Vega y Lago (puntos) y 

de  su t,eoría de  perturbaciones  (triángulos). 
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Para  probar  de nuevo la  teoría ANC, se escogió el  sistema con 1’ = 0.793, 
simulado por Lombardero et  aZ.[51] Los valores límite de  baja  densidad  para 
los parámetros efectivos se  obtuvieron  de  la inversión de  datos  de B(T) rea- 
lizada  por  Ramos et al. [17] Tomando como parámetros  de  escala a EL  J y o, 
los primeros coeficientes viriales  de E ,  r, y S son 

d o )  = 2.32409, 

T:) = 1.36542, 
p )  = 0.7960. 

Como para los esferocilindros de  Kihara, es de  esperarse que l a s  moléculas 
se  orienten  con  sus ejes mayores paralelos a medida  que p crece,  llevando  a una 
disminución de r, pero,  adem&,  la orientación  de  las  moléculas reducirá  las 
oportunidades de  que los dos sitios de  una molécula queden  simult8neament.e 
dentro  del  pozo  atractivo  de los dos  sitios  de otra molécula; por tanto,  tambiés 
se  espera  que E disminuya con p. 

Manteniendo  la  suavidad  constante,  se usó el modelo siguiente para los 
pará.metros  efectivos: 

De la solución  de  mínimos  cuadrados  a  la  ec.(1.30)  se  obt,uvo 

E ( ’ )  = -0.631, 

rg)  = -0.0260, 

lo cual  indica  que tanto E como r, se  reducen  al  aumentar la  densidad,  tal 
como se esperaba. 

La  figura 3.4 compara los result,ados para  la presión de  la  t,eoría ANC 
con las simulaciones  de  Lombardero et al. El  acuerdo es bueno para las tres 
isotermas  simuladas ( ~ T / E L J  = 1.5,1.8,2.5).  En la misma figura  se  ilustra 
la  predicción ANC de  otras isotermas  no  simula.das. 
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Figura 3.4: Isotermas ANC de  la presión para el fluido LJ de dos  centros con 
1' = 0.793. Los puntos  corresponden a las simulaciones de  Lombardero et al. 
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3.5 Pozos cuadrados enlazados 
Finalmente, se consideró un modelo de  diatómicas  heteronucleares  con po- 
tencial  discontinuo: los pozos cuadrados  enlazados (Bonded  Square  Wells). 
Este potencial  también es de  tipo  interacción sitio-sitio, 

2 2  

donde los poterxiales up,,. ( r )  scn potenciales  de pozo cuadra.do: 

Al definir el potencial  se  impone  que los nódulos duros  de  cada  diatómi- 
ca sean  tangentes, luego, el potencial queda  determinado  por  tres  matrices 
simétricas cuyos elementos  son E ~ ” ,  opv y X p v .  

El  sistema seleccionado para  probar  la  teoría fue el sistema I de  McCabe 
et al.[52] Este es  un  sistema heteronuclear con parámetros 

Los límites  de  baja  densidad  de los parámet’ros efectivos pueden cal- 
cularse  invirtiendo B(T), el cual a. su vez se  puede calcular de la ecua.ción 
de  estado  SAFT-VR (Statistical  Associating  Fluid  The0 y- Variable Range) 
propuesta  por Gil-Villegas et al.1531 Sin  embargo, los límites así obtenidos no 
fueron  útiles para evaluar el potencial efectivo mediante la inversión de las 
presiones simuladas, con la excepción de  la  suavidad d o )  = 0.906. Est’o puede 
deberse  a  que  la  ecuación  SAFT-VR  no es exacta y t,ampoco lo es su  segundo 
c0eficient.e virial.  Por lo anterior,  en el procedimiento  de  optimización  de la 
solución de mínimos  cuadrados no se fijaron los límit,es de  densidad cero de 
E ni r,. 
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Figura 3.5: Isot,ermas ANC de la. presión  para. los pozos cua.drados  enlazados 
comparados con dat,os MC de  hkCabe et  al. 
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El modelo final empleado  fue 

donde 

Los coeficientes que  se  obtuvieron como resultado  de la inversión de los datos 
de simulación  fueron 

E(') = 1.577, 

rgIo) = 1.2208, 

= -0.0487. 

La figura 3.5 compara los resultados ANC con las simulaciones Monte  Carlo 
de McCabe e t  al. El  acuerdo es bueno para  tres  isotermas  mientras  que es 
menos satisfactorio  para  la  temperatura  más  baja, JCT/E~~ = 1.5. Es int,ere- 
sante  notar  que T ,  se  incrementa con la  temperatura  pero  que su dependencia 
con la densidad  no es aparente. 

3.6 Anglisis de los resultados 
Se presentaron  ecuaciones  de  estado  cerradas  para fluidos densos con  po- 
t,enciales modelos que  aproximan bien los resultados  de  simulación. Estas 
ecuaciones permiten predecir  la presión en  estados  supercríticos  en los que 
no  se  han  realizado simulaciones. 

A la vez, se mostró  que  la fa.milia ANC de  potenciales  no  conformales 
es útil  para  representar las  interacciones efectivas de fluidos densos que in- 
t,eractúan con  pot'enciales  binarios, inclusive si estos  no  son esféricos. Para 
el sistema  de  Lennard-Jones esférico: se  encontró  un  potencial  efectil-o  inde- 
pendiente  del  estado cuyos parámetros  son iguales en el fluido denso y en el 
gas. Para los sistemas  no esféricos, la dependencia  con el estado del potencial 

67 



efectivo se refleja en  una ligera pero  importante  dependencia  de los paráme- 
tros de escala E y T, con la  densidad o la  temperatura,  sin  embargo,  parece 
ser  suficiente  aproximar  la  suavidad  efectiva por su  límite de baja  densidad. 

La. similaridad  entre los potenciales ANC y los sistemas  realistas  es lo 
que  simphfka  grandemente  la  dependencia con  el estado de los parámetros 
efectivos cuando  se  compara con aquella  obtenida  cuando  se  emplean  pozos 
cua.drados  de  alcance  variable  para  representar el potencial efectivo. [25] 

Estos  resultados  dan  una  base  para  la  aplicación  de  la  teoría ANC a 
fiuidos densos  reales,  pero  antes es necesario incluir en  la  teoría  a las fuerzas 
de  tres y más cuerpos.  En el  siguient,e ca.pitulo se aborda 'la inclusión  del 
potencial  ternario  de Ayilrod-Teller en la  descripcih ANC del argón. 



Capítulo 4 

El potencial ternario y la 
representación ANC 

4.1 El potencial  ternario 

Se  acepta,  generalmente  que  las  propiedades físicas de los fluidos están de- 
terminadas  principalmente  por  las  interacciones  por  pares  de  moléculas.  Sin 
embargo, la energía  potencial  de N moléculas, U (rN) , contiene términos 
adicionales: 

i >j i > j > k  

Los términos u, de  cada  suma se refieren a todos los grupos con n, partículas 
distirltas que  se pueden  formar a partir  de N molkculas. A la energía u, 
(como  función de las posiciones de n, moléculas) se le  conoce como “potencial 
de n.-cuerpos” . 

Se conoce  poco sobre los potenciales u, para n, > 2:  en especial sobre los 
términos  de  corto  alcance, y el que mejor se conoce es el potencial  ternario 
u3. Barker et al. calcularon la cont.ribución de u3 a l a  energía  pot’encial. el 
resultado t’ípico fue de  un 5%-10%.[34] La  influencia de  esta.  contribución 
sobre  las  propiedades  t’ermodinámicas es difícil de  estimar,  tanto  por  que 
depende del  potencial  binario  que se emplea  durant.e el cálculo (Barker et  d .  

emplearon su potencial  semiempírico BFW) cuant,o  por  las dudas sobre la 
importancia  de los diversos términos del potencial u3. 

El término  ternario  más  estudiado es  el de Axilrod-Teller (AT), descrit,o 
brevement.e en el capítulo 1. Este  potencial es el primer  t’érmino  de  las 
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fuerzas de dispersión ternarias, es decir, es análogo d término es/?-' ezl el 
potencial  binario.  Corresponde a la energía  de tres dipolos  inducidos,  por lo 
que también  se conoce como potencial de  triple dipolo (DDD), 

donde  las partículas i ,j  y k forman el triángulo  con  lados r i j ,   T j k  y rki y 
hgulos  internos Bi,t> y B k .  El coeficiente Cg se  puede  obtener a p a  iir de c6 
y de la  polarizz.ión  a,[9] 

Para el argón, a partir de los valores empíricos (c6 = -6.48 x IO-~*J m6, 

do en cuenta  la  incertidumbre de c6 y a, la  incertidumbre  de C g  es 4%, 
aproximadamente. [12] 

Las int,eracciones  ternarias  siguientes,  por  orden de complejidad  creciente, 
son  las  fuerzas  de  dispersión entre dipolos (D) y  cua,drupolos (Q):  DDQ, 
DQQ: QQQ.  El potencial UDDD4 es el  siguiente  término  al potencial AT 
en el desarrollo  de  la  energía  de  tres  dipolos  inducidos.  La  forma  de  estas 
interacciones se  muestra en la  tabla 4.1. Estas interacciones son ca.da vez 
más complicadas,  sin  embargo varios estudios  indican  que  tomar  la  fuerza 
ternaria  de Axilrod-Teller como la  única  contribución de muchos cuerpos  a 
las  fuerzas de dispersión es una  buena  aproximación. 

" - 1.63 x 10-30m3) se encuentra  que Cg = 7.92 x 10-108J m'. Toman- 
4 T ~ o  

En este  sentido, Barker  y  Henderson  evaluaron  las  contribuciones al ter- 
cer coeficiente  virial, C ( T ) ,  debidas  a  las  fuerzas  DDD,  DDQ, DQQ,  QQQ y 
DDD4. [31] El  resultado  mostró  que el potencial AT corrige  la  mayor parte 
de la discrepancia  entre  experimento y teoría, con  los otros  términos  hacien- 
do  contribuciones  más  pequeñas  y  que  tienden a cancelarse entre sí. Por su 
parte, WIarcelli y  Sadus  estudiaron el equilibrio  líquido  vapor del  argón me- 
diante  simulaciones  en el ensemble de  Gibbs,  incluyendo los cinco  términos 
ya señalados.[55]  Sus  resultados  confirman  que,  incluso a. densidades  típicas 
de  líquidos, el potencial  de AT da la. contribución ternaria más importantme. 
La. suma U D D Q  + UDQQ + UQQQ contribuye  aproximadamente  con el 30% del 
término DDD, mientras el término  DDD4  contribuye con  el signo  opuesto 

70 



un 25%. Bomont et al.  compararon  sus  resultados  de  ecuaciones  integrales 
(HhlSA) y de dinámica  molecular para el argón  incluyendo  las  fuerzas de tres 
cuerpos.[56]  Determinaron que las  contribuciones de UDQQ y UQQQ es muy 
pequeña  comparada con las de U D D D  y U D D Q ,  y que la contribución  media 
de DDQ es de un 10% de  la  de DDD, ambas positivas. 

Lo anterior  muestra  que  tomar u 3  = U D D D  es una buena  aproximación 
al potencial  ternario, con ella  calcularemos el efecto del  potencial  ternario 
sobre l a  ecuación de  estado  en el  marco  de la teoría ANC. En este  capítulo 
nos concentraremos en el argón, por  ser un fluido simple  y el más  estadiado. 

4.2 -4nálisis del tercer coeficiente virial del 
argón 

En la ecuación virial 

el coeficient,e de p2 es  el t,ercer coeficiente virial. Las dimensiones de C(T) 
son las del cua.drado de  un volumen, L6,  y sus  unidades SI son m6. El  tercer 
coeficiente virial  puede  calcularse a partir  de las  fuerzas  intermoleculares 
entre  tres  partículas por  medio de  cuadraturas; como hay  una  contribución a 
la  energía  exclusivamente  por  pares y otra  que cont.iene a u 3  conviene hacer 

71 



la separación[57] 

C(T)  = C(2, T) + C(3,  T), (4.1) 

donde 

es la contribución binaria y 

es la contribución ternaria.  En  estas ecuaciones eij representa el factor  de 
Boltzmann 

mientras fij y f123 son  funciones  de Mayer de 2 y  tres cuerpos, 

De acuerdo  a la  teoría ANC, el potencial binaxio del  argón  puede  repre- 
sentarse como 

donde los parámetros  moleculares  se  pueden  obtener  de  la inversión de B (T) , [18] 

& / k  = 145.906 K: 
r, = 0.368504 m, 

. S = 0.9993. 

Para el pot,encial  t'ernario  hacemos  la  aproximación u3 = uDDD, es decir. lo 
aproximamos  mediante  el  potencial  de  Axilrod-Teller 
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Para evaluar  las  integrales  en  las  ecs(4.2) y (4.3) es conveniente  reducir  las 
distancias  con r,  y las  energías con E ,  el coeficiente de  acoplamiento  reducido 
se define como 

C' - - c,. 
- ET:' 

al  sustituir los valores de los parámetros del argón se obtiene Ci = 0.0314. 
El error estimado  en E y r ,  es de 2%, y como la  incertidumbre  de C, es 
aproximadamente  4%, la incertidumbre  de Ci es aproximadamente ACi = 
0.0075. 

Para  evaluar C (2, Y) es recomendable emplear rnétodos de  la  transfor- 
mada  de Fourier,[58] si se define la  función y(2, ~ ~ 2 )  como la convolución de 
f 2 3  con f 3 1 ,  

Introduciendo  la  trasformada  de  Fourier  (en  tres  dimensiones)  de f (r) , 

27ri kr 

J--00 

aplicando el teorema  de convolución se  prueba  que 

Aunque  se  podría  calcular la t,ra.nsformada inversa de y (2, k ) >  para  obt,ener 
7 (2: r12) y sustituirla  en la ec.(4.4), es más conveniente  aplicar el teorema  de 
Parseval. É:st,e afirma que si x (r) y y (r) son funciones complejas y z es el 
complejo  conjugado  de 2 ,  entonces la int.egra1 del producto (:y) da el mismo 
resultado si se evalúa en el espacio de Fourier o en el de las posiciones. 

/ dr E (r) y (r) = 1 m( Z (k) y (k) . 
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Por lo tanto, 

C(2> T) = -r 3 /m( ( S ^ ( q 3 .  

Si se emplea l a  transforma.da  rápida  de  Fourier,[33]  la  ec.(4.5)  permite  calcu- 
lar  eficientemente  a C (2,T) a  partir del potencial  binario. 

El cálculo de C (3 T) es más  complicado  porque aún si se define l a  int'egral 

7 (3, T12)  = / r 3 1 f 1 2 3 e 2 3 e 3 1 ,  (4.6) 

en  analogía con el caso anterior, y en consecuencia 

no se puede  usar el método previo porque y (3, r l 2 )  no es una  convolución. 
Es más conveniente  reescribir la  ec(4.6) en l a  siguiente  forma,  válida para 
moléculas esféricas, 

O3 n z + r 3 1  

C (3, Tj = -8.i' lm d r 1 2 r 1 2 e 1 2   d r 2 3 r 2 3 e 2 3  
3 1 dr3I r31   e31 f123 .  

r12-T31 I 
(4.8) 

La T-entaja de  esta forma es que  permite  establecer  límites sencillos para los 
intervalos de int'egración numéricaJ581 puesto  que eiJ decae rápidamente  a 
medida  que ~~j -+ O y a que la función f123  - O rápidamente  cuando  una 
partícula  se separa  de las otras dos.  La  evaluación  numérica,  de C(3 ,  T) es 
un orden de  magnit,ud más lenta  que  la  de C(2: T), el tiempo  requerido es 
ma>-or a ternperatxras bajas porque  las funciones f 1 2 3  y eij son  más  simples 
a temperaturas  altas (T' > 2, a,proximadamente). 

Fara  comparar los resultados  de  las  integraciones con los resultados ex- 
perimentales  hay que  tomar en  cuenta  que en los experimentos  se reportan 
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Tabla 4.2: Contribuciones  a C(T) de Ar usando  potenciales ANC y AT 

T / K ) / c r n 6 r n 0 1 - ~  ~ ( 3 ,  T)/cm6mol-2  C(T)/cm6mol-2 
113.15 -283.897  1573.38  1289.48 
118.15 
123.15 
128.15 
133.15 
138.15 
143.15 
148.15 
150.65 
153.15 
163.15 
173.15 
188.15 
203.15 
223.15 
248.15 
273.15 
298.15 
323.15 
348.15 
373.15 
398.15 
423.15 
573.16 
673.16 
773.15 
923.15 
1073.15 

21  1.252 
623.592 
874.713 
1034.81 
1155.19 
1222.43 
1260.1 
1273.51 
1281.58 
1278.31 
1247.74 
1180.7 
1109.83 
1024.72 
939.689 
876.276 
829.614 
795.299 
769.943 
751.079 
736.936 
726.242 
697.414 
690.631 
686.034 
679.704 
672.860 

1372.89 
1211.14 
1078.75 
568.978 
876.918 
798.901 
732.167 
702.348 
674.599 
580.742 
507.923 
425.550 
364.848 
305.520 
253.171 
215.786 
187.888 
166.343 
149.236 
135.346 
123.852 
114.193 
78.1886 
64.8886 
55.6105 
45.9710 
39.3180 

1584.14 
1854.73 
1953.46 
2003.79 
2032.10 
2021.33 
1992.26 
1975.85 
1956.18 
1859.05 
1755.66 
1606.25 
1474.68 
1330.24 
1192.86 
1092.06 
1017.50 
961.642 
919.179 
886.425 
860.788 
840.434 
775.603 
755.519 
741.644 
725.675 
712.178 

1223.15  665.397  34.4469  699.844 
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los coeficienks  viriales  molares.  En el caso de C(T), la  cantidad  medida 
experimentalmente es 

- 
C(T)  = NjC(T). 

Análogamente  se definen c ( 2 )  T) y E( 3,  T). 
Los resultados  ANC  para c(2) T), c(3) T) y el tercer coeficiente virial to- 

tal C(T) se  muestran  en la tabla 4.2. La figura 4.1 muestra  gráficamente  estos 
resultados y los compara con los datos experimentales aás recientes  publica- 
dos  por  ei  grupo  de  Wagner.[59] Se observa  que c(2, T) es aproximadamente 
la  mitad  del coeficiente virial total y que  la inclusión de  la  contribución  ter- 
naria  acerca  la predicción ANC a los valores experimentales. 

Para  comparar el desempeño del potencial ANC con el de  otros  potencia- 
les propuestos  para el argón,  se  muestran  en !a figura 4.2 los resulta.dos que 
se obtienen  con  dos  juegos  de  potenciales u? y 2 4 :  

a) el potencial  binario  de Aziz[60] y el potencial ternario ab initio SAPT 
(Synzrnetry-adapted Perturbation Theom), empleados por Mas et aZ.[61] El 
pot.encia1 de Aziz es un  potencial semiempírico muy  preciso, mientras el po- 
tencial SAPT incluye los términos  de  dispersión y de  intercambio calculados 
con  mecánica cuántica. 

b) el pot,encial  binario de Ewing-Trusler (ET) y  el  potencial  AT,  emplea- 
dos  por  Estrada-Alexanders  y  Trusler.[62]  El  potencial  de  Ewing-Trusler es 
un  potencial  de Aziz modificado para  ajustar los datos  experimentales  de la. 
velocidad del sonido en el argón. 

Para  mostrar el efecto de  la incertidumbre AC: sobre el resultado ANC! 
también  se  incluyen  en  la  figura 4.2 los coeficientes viriales C(T) que  corres- 
ponden  a Ci + AC; y C; - AC;. 

En primer  lugar  se  observa  que)  t,eniendo  en  cuenta  la  incertidumbre  de 
C; , l a  predicción ANC y los datos experimentales  son  compatibles. En segun- 
do  lugar, el resultado del potencial  Azizt-SAPT es virt'ualmente  idéntico al 
;2NC+AT  que  corresponde  al valor medio de C;. De los tres  potenciales com- 
parados, el pot'encial  Eming-Trusler+AT da el mejor acuerdo con los datos 
experimentales;  aunque  predice  un máximo demasiado p.equeño. Las tem- 
peraturas del  máximo  de c(T) de los tres juegos de  potenciales  (ANC+AT, 
Aziz+SAPT,  ETSAT) coinciden dentro  de  un  intervalo  de 21<; desde  136.4K 
para  ET+AT  hasta 138.2K para  ANCfAT. 

Aún  existe  controversia sobre los valores experimental  más confiables para 
C (T) e  incluso  hay  desacuerdos sobre la  manera  más  recomendable  para 
- 
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Figura 4.1: El coeficiente C(T) del potencial ANC comparado  (línea conti- 
nua) con los datos experimentales del argón.  La  línea a trazos  cortos es la 
contribución  binaria c(2; T) y la. de t,razos cortos y largos es c ( 3 ,  T) 
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Figura 4.2: Comparación  de ¿?(T) de Ar para diversos potenciales:  línea 
cont.inua, Aziz+SAPT; a trazos cortos y largos, ET+AT; a trazos:  AXC; 
líneas punteadas, ANC  con C; * AC;. 
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extraer el tercer coeficiente virial de los datos  PVT.[61]  Por esta razón y por 
la. incertidumbre  asociada con C; mantendremos los valores de los parametros 
ANC sin  buscar  mejorar el a.juste con los datos  experimentales. En cambio, 
proseguiremos la exploración del potencial efectivo necesario para incluir al 
pot,encial de Axllrod-Teller dentro  de la. t.eoría ANC. 

4.3 El potencial efectivo de Attard-Reatto- 
Tau 

Desde hace  varias  décadas se ha procurado  estimar !os efectos de 213 a través 
de l a  introducción  de  un potencial  binario efectivo. Los trabajos  pioneros 
de Rushbrooke y Silbert[63] y de Rowlinson,[64] basados en las teorías  de 
ecuaciones integrales  de  la  época,  establecieron  que  la  cont,ribxión  de  orden 
O ( p )  del potencial u3 so5re l a s  propiedades  termodinámicas se puede obtener 
a l  definir el t.érmino 

( p u 3 p  = - p  dr31f123e23e31, (4.9) 

y el potencial  efectivo 

= u ~ ( T )  + k T  (pu3)") 

hfás  recientemente,  Rea.tto y Tau[65] e  independientemente  Attard,[22] 
han  propuesto  una generalización  a la ec.(4.9)  que permite considerar  densi- 
dades  característ,icas  de los líquidos. En  la formulación de  At.tard,  se  parte 
de la ecuación de Ornstein-Zernike, 

h(r12) = ~ ( ~ 1 2 )  + p d r 3 1 ~ ( ~ 3 ) h ( ~ 3 1 ) .  

En esta ecuación, h(r1z) = g(r12) - 1 es la función de correlación total y 
c(T13) es la  función de correlación directa.  La  función  de correlation total 
se puede  escribir en  términos  de  la  exponencial  de w(r12),  el potencial  de la 
fuerza  promedio, 

S 

A su vez, Pw(7-12) se puede escribir como 

(4.10) 
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donde S(r12) = h(r12) - c(r12) es la  suma  sobre  hagramas serie y B(7-12) es la 
suma  sobre  diagramas  puente.  Ante  la  carencia  de una expresión exacta  para 
la función B(r12)  se  tiene  que  introducir  alguna aproxima,ción; las  teorías  de 
ecuaciones integrales PY, HNC, RHNC y HMSA representan  aproximaciones 
sobre B(r12) con mayor o menor  éxito. 

Al introducir el potencial  ternario, a la ec.(4.10) se le deben  añadir nue- 
vos t,érminos en  serie y de  puente. La aproximación de  Attard  consiste  en 
3esp1eciar la  suma  sobre los nuevos tkrminos de  puelke y conservax sólo aque- 
llos diagramas  serie  que  involucran  una  integración  sobre  una  sola raíz, es 
decir,  aquellos  diagramas  que  son  proporcionales a p. [22] De esta  manera, los 
diagramas  despreciados  son  por lo  menos de orden c'(p2) y la presión estará 
calculada exactamente  hasta O(p2) .  Esto significa que  se  obtiene  exactamen- 
t,e el t,ercer coeficiente virial, C(T) .  El  resultado  final  de  la  aproximación  de 
At,tard es el térmjno  que  se  debe  añadir a la ec.(4.10), 

Si se desarrolla (pus) 
Rushbrooke:  Silbert y 

El potencial (u)  de 

hasta  primer  orden  en p, se  recupera el resultado  de 
Rowlinson. El  potencial efectivo total es 

Attard-Reattc-Tau (ART) ha sido  empleado en varios 
estudios sobre  sustancias nobles. Fue  empleado  por  Attard  dentro  de  la tec- 
r i a  I-IWC para evaluar la presión,  la energía interna y la función g(r)  del argtn 
tal1t.o en  estados  subcríticos como supercríticos.[22]  Recientemente,  van der 
Hoef y Madden  compararon los resultados  de  Att,ard con sus  propias  simula- 
ciones de  dinámica molecular, encontrando a la a.proxima.ción excelente. [21] 
Por su part.e,  Anta et al. emplearon el potencial ART para  calcular el equi- 
librio líquido-vapor del argón  mediante  la  t,eoría  RHNC,  comparándolo  con 
resultados de la simulaciones  en el ensemble  de  Gibss y de  teoría  de  pertur- 
baciones de Barker e t  al. [GG], [23], [54] La conclusión de sus estudios es que 
el potencial (u)  es una herramient,a muy precisa para calcular  las  propieda- 
des del fluido  con  interacciones ternarias. Como ejemplos finales, Bomont, 
J a k e  y Bretonnet,  aplicaron el potencial  ART junto con  la teoria HMSA al 
kriptón,[67]  encontrando  un  buen  acuerdo  entre sus resultados  para. el factor 
de  estructura S ( k )  y los resultados  experimentales  de  Formisano et al.[G8] 
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mientras  que  Bomont,  Bretonnet y van  der Hoef compararon  resultados de 
la ecuación HMSA y de  dinámica  molecular  para  estados  supercríticos  del 
argón,  nuevamente, el acuerdo fue excelente. [69] 

En todos los estudios  ant,eriores  en que se  compararon l a s  funciones 
912 = g(~12)  de fluidos con y sin  interacciones ternarias se  encontró  que  la 
diferencia  principal se  encuentra  en  la  altura del primer  máximo. Este efect,o 
es mayor para densidades  cercanas  a  la  densidad  crítica  del  fluido  sin  interac- 
ciones ternarias (p,* = 0.44 para el argón),  donde el máximo  de g12([u2] , [u3]) 
disminuye en u r ~  10%  respecto  a g12([~2j j a  ia  t,emperatm.a T* = 1.1. En 
contrasre,  la  reducción  del  máximo  a  la  misma  temperat.ura es de 3% para 
p* = 0.14 y de 1% para p* = 1.14.[21] El  efecto es  mer?or para  densidades 
pequeñas y altas, con respecto  a  las  intermedias,  porque  a bajas  densida- 
des las colisiones ternarias son poco frecuent.es y su efecto medio no  es muy 
significa.tivo,  mientras  que para densidades .Itas, la  estructura del  fluido  que- 
da  determinada  principalmente por las  fuerzas  repulsivas  de corto alcance y 
las fuerzas  de  dispersión ternaria no son importantes. Ademáss:  Bomont et  
al. señalan  que  a  densidades  altas  existe  una  cancelación  fortuita  entre  las 
cont,ribuciones  del  potencial AT y de  la energía  de  intercambio.[69) 

Por todo lo anterior se  puede  afirmar  que el potencial efectivo de  Attard- 
Reatto-Tau provee una.  buena  aproximación  a  las  propiedades termodinámi- 
cas y est,ructurales  de fluidos con interacciones ternarias cuando la función 
~ ( ~ 1 2 )  se calcula  con  métodos  de  ecuaciones  integrales o de  simulación. 

4.4 La forma del potencial efectivo 

Para evaluar  a (0~3)  , según  la ec.(4.11), se  necesita conocer la  función 
912 ( [ u p ]  [u3]).  Como se ha  rnenciomdo,  la  aproximación 

es buena salvo  en  est,ados  cerca  de la región crítica. Est.0 significa que po- 
demos aproximar a (,Oz13) a partir  de las funciones 912 ([uz])  calculadas por 
simulación  Monte  Carlo durante el desarrollo  de la ecuación  de estado  ANC. 
Por  supuesto, se estará haciendo  la  aproximación s(.4r) = 0.9993 2 1. En 
síntesis,  se  calculará la siguiente  aproximación a (Bu3): 

(4.13) 
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Esta. aproximación  tiene el inconveniente  de no reproducir  correctamente el 
t)ercer  coeficiente  virial del sistema.  En efecto,  cuando se evalúa el segundo 
coeficiente virial, 

(4.14) 

observamos  que Bef depende  de la Censiciad a  través  de ( / h ~ 3 ) ( ~ )  . Psrs  de- 
sarrollar  a Be, en  serie  de  potencias  de p,  calcdamos  la serie de McLaurin 
para la función  de Mayer efectiva 

al  sustituir  en  la ec.(4.14)  se obtiene 

Reconociendo  términos,  encontramos  que  a  primer  orden  en la  densidad, 

Análogamente, al calcular el tercer coeficiente virial  efectivo, Cer (3, T) = O 
por  construcción y 

Al desarrollar  en  serie el integrando  anterior,  obtenemos 

Sustit,uyendo  en el desarrollo  1-irial, se  obtiene 

(C(2; T) + -C(3. T) p2. 2 3 ,  
P P e f  
" - 1 + B(T)p  + 

P 

Comparando con  la. serie  virial exacta, 

!!E = 1 + B ( T ) p  + (C(2, T) + C(3: T)) p2; 
P 

82 



observamos  que la contribución  ternaria  a C(T)  ha sido  sobreestimada  por 
el fact.or 3/2. 

Resulta muy atractiva la idea  de  calcular  las  propiedades  de un fluido 
con  el potencial ANC+AT a  partir  de  la  estructura del fluido binario ANC, 
sin t.ener que  recurrir al cálculo  de  la estructura con una ecuación integral o 
simulaciones.  Por esta razón se  propone  introducir  un  factor  de  corrección 
2/3 en la ec.(4.13), como una  manera  sencilla  de  recuperar el factor  de  com- 
presibilidad exactamente a, orden p2.  De la misma  manera  se  introduce un 
potencial efectivo aproxirnado, 

2 
3 

uef ( T )  = u ~ ( T )  + - k T  (Pu~)'~). (4.15) 

que  reproduce exactamente el segundo  y  tercer coeficientes viriales cuando 
se emplea junto con la función g12( [uz]). 

Evaluamos  numéricamente la contribución ternaria  a uef en  la  ec.(4.15), 

Est,e  término  se  comporta del mismo modo que la contribución ternaria eva- 
luada  mediante la ecuación  integral HMSA: a distancias  cortas, r/r, < 0.30, 
es nega.tivo;  pero  a  distancias mayores cambia  de  signo,  alcanza  un máximo 
( T / T ~  N 0.35) y  decae.[67] A grandes  distancias,  la.  contribución  ternaria va 
como 7"',,[22] y  en la región del pozo de  potencial ( T / T ~  N 1) A U , ~  es muy 
pequeña. 

En  la figura  4.3 se muestran los pot,enciales u ~ ( T )  y uef ( T ) ,  escalados  con 
E y T, del potencial  binario,  para  una  temperatura  cercana  a T,' y dos densi- 
da.des, p* = 0.4 y p* = 1.2. La  profundidad ~~f de uef es ligeramente  menor 
que E; al mismo tiempo,  la posición del  mínimo r,,f de uef es apenas  mayor 
que T,. En  cuanto a la  suavidad del potencial  efectivo,  la  forma  asintótica a 
grandes  distancias T-' es la misma  que  la del potencial ANC. Esto significa 
que l a  forma  de u,f, por lo menos en el límite  de  grandes  distancias:  no  será 
muy distinta  a la del  potencial  binario  y  por ello proponemos la aproximación 

S e f  = s. (4.16) 

Para poner  a prueba  esta  idea, comparamos  la  función u e f ( z )  evaluada 
previamente  y  la  calculada  mediante  la  siguiente  relación, 

u e f  ( z )  = ~ e f u z  ( z / ~ m e f ) .  
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Figura 4.3: El  potencial efectivo uef (línea  continua)  comparado  con u2 (línea 
a trazos), a la  temperatura T* = 1.2. En  la  parte  superior, p* = 0.4, en la 
inferior, p* = 1.2. 
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La  aproximación en la ec.(4.16) es buena sobre los estados  de  la rejilla  prin- 
cipal  de las simulaciones  Monte  Carlo.  La  figura 4.4 compara  gráficamente 
ambos  potenciales y muestra  que  una  aproximación  de  dos  suavidades po- 
dría mejorar la representación  de u,f, sobre  todo  a bajas  temperaturas y 
alt,as  densidades. 

En resumen, el efecto del potencial  de  Adrod-Teller se  puede  incluir 
dentro  de  la  teoría ANC mediante un  potencial efectivo, u,f ,  que  depende  del 
estado  termodinámico. E1 potencial uef es, con gran  aproximación,  conformal 
al potencial  binario ANC y sus paránletrcs ~~f y rmef dependen  de p y T. 
Esta  sitmción es análoga a lo que  ocurre con los potenciales  binarios no 
esféricos y ca,be  esperar  que  una  adecuadL  representación de las  funciones 
E e f  (p ,  T) y r,,f (p ,  T) conduzca  a  ecuaciones  de estado ANC para fluidos 
reales. 
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Figura 4.4: El potencial uef (trazos largos)  comparado con el pot,encial ANC 
reescalado (trazos  cortos),  en los mismos estados  de  la figura 4.3. 
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Capítulo 5 

Aplicaciones a sustancias reales 

5.1 Obtención de la presión a partir del po- 
tencial efectivo 

En el capítulo anterior  se  estudió el efect,o del  potencial  temario  de h l r o d -  
Teller sobre el potencial  efectivo ANC del argón. Se encontró  que  el  nuevo 
potencial  efectivo, uef (T), es conformal  al  potencial  binario, es decir 

El parámetro efectivo que mayor modificación  sufre  debido  a  las  fuerzas ter- 
narias es la. profundidad del pot,encial; la energía ~~f es una función del estado 
termodinámico, 

El diámetro rmef se  modifica  en  mucha, menor medida,  aunque  también es 
una  función  de p* y T'. 

Para  evitar confusiones, es importante  aclarar que se mantiene  la  definición 
de las densida.des y temperaturas  reducidas, 
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y en esa definición E y r, son los parámetros del potencial ANC binario. 
A continuación queremos comparar la presión debida a este pot.encia1 

efectivo con los resultados  experimentales para el argón. En  las condiciones 
presentes  tenemos  dos opciones sencillas para calcular la presión. La  primera 
es a través de  la integración directa del virial efectivo, 

suponiendo  que 9 2  = 912 ([u2]) . Previament,e hicimos esta  aproximación  al 
eva1ua.r  el potencial efectivo Puef (r) y ahora  la volvemos a hacer al  aproximar 
la estructura del  argón por la del sistema con interacciones  exclusivamente 
binarias. 

L a  segunda opción es suponer  que el sistema real sigue estados corres- 
pondientes  con el sistema con potencial $uef (Y) .  En  otras  palabras: 

donde E e f  y r,,f están  dadas por  las  ecs.(5.2) y (5.3). En el capítulo  ante- 
rior hemos evaluado el potencial uef (r) sobre  puntos simulados mediante el 
método  Monte  Carlo y por lo tanto  tenemos  una estimación de E e f  en dichos 
est’ados. Comparando con  el teorema  del  virial observamos que,  implícita- 
mente,  estamos  suponiendo  que  la  estructura del fluido está  determinada  por 
el potencial  efectivo, es decir: 912 = 912 ( [ue f] ) .  

De a.mbos modos podremos  estimar la presión para los estados  simulados. 
Sin  embargo, los datos experimentales  no  corresponden a los estados  simu- 
lados y se necesita  alguna  manera de  interpolar o extrapolar  las presiones 
pvir Para p,,,, obtenida  de  la  integración  numérica  de  la ec. (5.4):  se 
ajust6  la ecuación BWR modificada de Angus y Armstrong[38] como ‘ma 
rnanera  simple  de “interpolar”.  Para  poder  interpolar a ppec, aproximamos 
las  funciones Eef  (p* ,  T”) y rmef (p* ,  T*) con  interpolaciones de los valores en 
los estados  simulados. 

5.2 Comparación  de y ppec con datos ex- 
perimentales del argón 

En  esta sección compararemos  las  estimaciones  de  la presión del argón pvir y 
ppec calculadas,  respectivament.e,  mediant,e el teorema del virial y el principio 
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de  estados correspondientes. Es claro  que pvir # p,,, la  razón es que  ambas 
estimaciones están  basadas  en aproximaciones diferentes. 

Los datos  experimentales con los que comparamos  son los datos ppT me- 
didos  por  el grupo  de  Wagner,  reportados  en dos partes:  la  primera  cubre las 
regiones de una  sola fase, desde 90K a 340K para presiones  menores que 12 
MPa;[70] l a  segunda  parte  proporciona  la presión de vapor y las  densidades 
de coexistencia del líquido y el vapor sobre  toda  la  curva  de  saturación, es 
decir entre  la  temperatura del punto  triple Te = 83.8058K y la  temperatwa 
crítica T, = 150.687K.[71] 

En primer  lugar comparaxemos s5lG con los datos p p T .  Estos  consisten 
en 638 ternas  de  presión, densidad y temperatura  sobre 29 isotermas  en el 
intervalo ya. citado. En términos  de los parámetros  críticos, pc = 535.6 kg/m3 
y T,: los intervalos de densidad y temperatura  cubierto por  estos  dat,os  son 
[O.Olpc; 2.6~~1 y [0.6Tc, 2.3Tc]. 

La figura 5.1  compara  las  isot,ermas  de pwlT, ec.(5.4),  con los datos expe- 
rimentales. Se observa que el acuerdo sólo es bueno a tempemturas  altas y 
densidades  bajas,  digamos menores a 400 kg/m3. El error  r.m.s.  obt,enido es 
enorme:  630%. 

L a  figura 5.2 repite  la comparación  pero  para  las isotermas de%,,, ec.(5.5). 
El  panorama general es muy  parecido al  anterior,  pues  nuevamente  se  obtiene 
un buen  acuerdo solo a temperaturas  altas y densidades bajas. Sin embargo; 
el error r.m.s. es algo menor que el anterior: 270%. 

El error  de las  ecuaciones BWR de interpolación  respecto de los datos 
numéricos para pviT y ppec es dos órdenes de  magnit,ud  menor  que 630% o 
270%. Esto significa que las aproximaciones  que  conducen a l a s  ecs.(5.4) y 
ec.(5.5)  no son suficientemente  precisas y que  habrá  que modificarlas si se 
quiere  producir  una  ecuación  de  estado ANC mejorada.  Por el tamaño  del 
error  porcentual  r.m.s.  de  las dos opciones que  comparamos,  parece m& con- 
\-eniente  seguir  la ruta del principio de estados  correspondientes.  Además, 
l a  expresión  para pPec ofrece una  gran  ventaja sobre  la  correspondiente  para 
p V z T :  l a  cual c0nsist.e en  que la ec.(5.5) es explícita  y no requiere  integraciones 
numéricas como ocurre con la ec.(5.4).  Por est,%  razones, en  la  siguiente sec- 
ción trataremos  de  obt,ener una ecuación ANC mejorada a partir  de modificar 
las aproximaciones que conducen  a ppec. 
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Figura 5.1: p,ir comparada con datos  experimentales  de Ar 
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Figura 5.2: ppec comparada con datos experiment,ales de Ar 
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5.3 Una ecuación de  estado ANC modificada 
Una  lista  breve  de las aproximaciones  que  conducen a la presión P p c  es la 
siguiente: 

1. El  pot,encial efectivo se aproximó  mediante el potencial  de  Attard- 
Reatto-Tau: uef 21 u, (r) + $!kT pero  las  funciones 
de  distribución  radial se estimaron  mediante  las  del  sistema sin fuerzas 
ternarias, g23 ( T j  = ~ 3 1  (r) 21 g ( T ;  [ U J j  . 

2. El  potencial efectivo obtenido u , f  ( T )  es conformal a l  potencial  binario 
ANC u, ( T )  , o dicho de  otra  mmera,  la  suavidad del potencial  efectivo 
es la misma  que  la del potencial  binario, s. 

3. Los dos parámetros  de escala efectivos, y rrnef,  son  funciones de p 
y T. Se  evaluaron  numéricamente los valores de dichas  funciones sobre 
los estados simulados y se construyeron interpo1a.ciones de  Lagrange. 

4. La  función de  distribución  radial g12 en el estado (p ,  T) que  aparece  en 
el teorema del virial es la  que corresponde al potencial  efectivo en ese 
estado, es decir g12 = g (r; [ue f ] )  . 

5. Aplicando  el teorema del  virial,  se observa que  la presión ppec cumple 
el principio de  estados correspondient,es. Por lo tanto, si se sustituye 
en  la  ecuación de  estado ANC las funciones ~~f ( p ,  T) y ~ , , f  ( p ,  T) , en 
lugar  de E y r,, se obtendrá l a  ecuación de  estado  explícita  para el 
sistema completo con fuerzas  binarias y ternarias. 

Esaminemos  cada aproximación. La primera de ellas se  divide  en dos 
partes:  por  un  lado  está el resultado  de  Attard-Reatto-Tau  para  la  forma  de 
Auef. es decir la contribución ternaria al  potencial efectivo. La  utilidad  de 
la forma ART  de Auef ha  sido  puesta a  prueba  en  diversas  ocasiones  para 
fluidos simples: con buenos  result,ados.  [23],[21]:[67].[69]  Por otro  lado,  se 
supuso que la estructura del fluido quedaba bien aproximada  por  la del fluido 
binario. Es importante  señalar  que  en los est,udios previamente  sefialados  con 
el potencial ART siempre  se calculó g (r) incluyendo las  fuerzas ternarias,  por 
lo que encontramos  un primer  elemento  que se puede  mejorar. 

En la aproximación (2) mantenemos  que la  suavidad efectiva. es la mis- 
ma  que la  suavidad del potencial  binario.  Esta  observación  proviene de los 
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resultados de  la aproximación (1) y queremos  argumentar  de  manera inde- 
pendiente a ellos cómo es posible  que la suavida.d efectiva sea precisamente s. 
Una manera  heurística es hacer una analogía con el potencial de  Stockmayer 
que consist,e de un  potencial  de  Lennard-Jones  más  la  interacción  entre  dos 
dipolos permanentes. Como el potencial  no es esférico, se puede  definir un 
pot,encial efectivo  promedia.do  sobre los ángulos;  dicho  potencial  efectivo  va 
como T - ~  y al  sumarlo con el término  de dispersión  en el pot,encial LJ  se ob- 
tiene  otro  potencial  de  Lennard-Jones, COP. una energia y un  diámetl-o 0,:: 

q11e dependen  de la temperature.  En el ca50 de Au,f , el límite para r iejano 
va cox0 T - ~ ,  [22] y cabe  espera-  que  al sumar el potencial Au,f  con u, se 
oSt,enga un  potencial conformal perc con parámetros E y r, “perturbados”. 
Est,o nos lleva a examinar  la  siguiente  aproximación. 

La aproximación (3) consist,e esencialmente en suponer  que los valores 
de ~~f y rmef calculados  numéricamente a partir  de las  aproximaciones (1) 
y (2) varían  suavemente, al menos  lo suficiente para  representar  las funcio- 
nes E e f  (p* :  T*) y T,ef  (p* ,  T*) mediant’e  interpolaciones. Sin embargo, si las 
aproximaciones (1) y (2) no son  suficientemente  precisas, los valores  numé- 
ricos conducirán a interpolaciones  poco  útiles. En el capítulo 3, al  aplicar  la 
teoría  ANC  a pot(encia1es modelos,  encontramos  una  situación  semejante en 
que se requería  modelar  la  dependencia  de Eef y r,,f con el estado  termo- 
dinámico. En esa  ocasión  se  propuso  emplear  un  desarrollo  virial para  estos 
parámetros; 

donde los coeficient,es viriales son funciones de T*, y se  represent,an  mediante 
series de  Taylor  en 1/T* 

Al menos; de !os resultados numéricos podemos ver que rmef 110 varía más 
de 0.5% respecto  al valor original; T,. Tomando  en  cuenta  que  la  incerti- 
dumbre  estimada  para ir, es del orden  de 2%, esta variación es despreciable 
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y por  tomaremos a r,,f constante, es decir, 

Para  mantener el modelo sencillo,  truncaremos el desarrollo  virial  de ~~f a 
primer  orden tanto  en pi como en 1/T* y quedará  representado  por 

El  modelo  contiene dos constantes  indetermina.das, d v l 0 !  y d n > ' ) :  slgniendo 
el método  empleado  para  potenciales modelos se deberán  evaluar a partir  de 
dat,os  empíricos. 

La aproximación (4) es consistente con la  idea del potencial  efectivo. 
Simplemente  mantiene  que  para  det,erminar función g ( r )  conviene emplear 
el pot,encial efectivo, en vez del  potencial  binario. A la luz de los errores 
r.1n.s. obtenidos con uno y otro procedimiento  parece mejor mantener  la 
aproximación  t,al como está. 

Finalmente,  la aproximación (5) es la aplica.ción del principio  de estados 
correspondientes.  La  ecuación  de  estado  explícita para el argón  será  de la 
forma ANC modificada: 

El problema  consiste ahora  en  la  determinación  de los coeficient,es &('lo) y 
dl,') a, partir  de los resultados  empíricos. 

Un primer  paso ha,cia la obt,ención de la ecuación de  estado  mejorada 
resulta  de aprovechar  un resultado reciente de Marcelli y Sadus  obtenido 
mediante  simulaciones de fluidos con fuerzas  binarias y ternarias,  en el que 
se  encontró  empíricamente  que  la  contribución  ternaria  a  la  energía  interna, 
U 3 ,  es proporcional  a  la  contribución  binaria, U2,[72] 

(5.7) 

El potencial  binario  empleado  fue el BFW,[54] y e! potencial  ternario fue el 
de Axilrod-Teller. 
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Si suponemos  que la relación entre U, y U2 es típica  de  potenciales  realis- 
tas, y por lo tanto válida para el ANC, se puede obtener  la ec. (5.7)  suponiendo 
que existe una  rehción microscópica análoga entre Au,. y us,  es  decir 

(5.8) 

Por lo tant,o, el potencial efect,ivo total sería 
P* 

~ i ~ f  ( T )  = (1 - -p*)us(r), u 9  

3 

donde 

Est,a  forma de U e f ( r )  es conformal a u, ( T )  y tiene una profundidad  efectiva 

c,. 
Ee f  = 1 - -p*. 

3 

Comparando con  el  modelo  propuesto para c e f ,  vemos que  la ec. (5.9)  propor- 
ciona una. estimación  para dilo). En efecto, tomaremos  para  nuestro  modelo 
la siguiente  estimación: 

De esta  manera, el Único parAnletro libre en el modelo es E( ' , ' ) ,  el cual es una 
medida  de la. variación  de cef  con la  temperatura.  Para  su  determinación 
recurriremos a la inversión de  datos  experimentales,  pero como se  estará 
estimando  un sólo parámetro  cabe  esperar  que el número  de  estfados a emplear 
sea bastante reducido. 

E,l procedimient'o es simple: seleccionamos en  t,otal 6 t.ernas ( p :  T: p) de 
datos  experimentales del grupo  de Wagner,  dos ternas  sobre  cada,  una  de 
tres  isotermas: loOK, 140K, lSOIC.[70] Estas  t'emperaturas  corresponden a 
0.G7Tc, 0.93Tc y 1.2Tc. Los datos experimentales  seleccionados aparecen  en 
la tabla  5.1. 

A continuacisr,  encontramos la solución de m'nimos cuadrados a la  ec. (1.30) 
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Tabla 5.1: Datos  experimentales  del  argón para  determinar E(',') 

p/kg m-3 T/K p/hlIPa 
1316.36 100 0.972814 
1356.00 100 12.02845 
86.0830 140 2.00438 
1086.24 140 12.01689 
28.0842 180 1.00863 
621.074 180 12.02789 

donde p,f se  obtiene  de  la  ec.(5.6).  La solución obtenida fue 

L a  figura  5.3  compara  la predicción de  la ecuación de  estado ANC (mo- 
dificada)  con los 638 datos  experimentales del argón.  El  acuerdo es bueno 
en las regiones del vapor y el  líquido a baja  temperatura y en la región su- 
percrítica. L a  diferencia es apreciable  principalmente  cerca del punto  crítico, 
aproximadamente  en los invervalos [360, 570]kg/m3  y [4.5,7.5]MPa. 

El error  porcentual  r.m.s. es 3.1%, el cual es del mismo orden  de  magnitud 
que el error  de  la ecuación  subyacente  EDE ANC comparada con los datos 
de simulación  de  donde  fue obtenida. El  error en la  determinación  de  las 
constantes  críticas es 0.8% para pc, 2.1% para T, y 16% para p,. 

La  figura  5.4  muestra la curva  de coexist,encia líquido-vapor  predicha me- 
diant.e  integración  t,ermodinámica  de la, ec.(5.6) y los datos  experimentales 
del grupo  de Wagner.[71] El  acuerdo es bueno desde la  temperatura del punto 
triple, Tt = 83.8K, hasta 1451<= 0.9GTc. En la misma figura se observa  la 
curva predicha a part,ir del potencial  binario y se aprecia el gran efecto que 
tienen  las  fuerzas  ternarias  sobre  la posición de  la  curva  de  coexistencia. 
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Figura 5.4: Curva de coexistencia líquido-vapor del argón de  la EDE ANC 
modificada  (línea continua)  comparada con dat,os  experimentales  (puntos). 
La línea a t,razos es la  curva  de coexistencia predicha con el pot'encial  binario 
exclusivamente. 
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5.4 Ecuaciones de  estado ANC para diversas 
sustancias reales 

En vista de los buenos  resultados  obtenidos con la ecuación ANC modifica- 
da,  ec.(5.6), decidimos  aplicar la ecuación de  estado ANC modificada a la 
representación  de  otros fluidos simples. Las sustancias  seleccionadas para 
su  estudio  fueron siete: los gases nobles kriptón y xenón,  las  diatómicas de 
oxígeno y de nitrógeno, y lm  tres primeros alcanos. Tanto el nitrógeno  cuan- 
.to los alcanos  son  de  interés  para  la  industria  petrolera  por estar presentes 
en el petróleo  crudo.  Por ejemplo, el crudo mexicano de  Cantarell  tiene;  en 
porcentaje  molar  medio, 66% de  metano, 9% de  etano, 6% de  propano y 2% 
de  nitrógeno. [73] 

Por  razones  prácticas  (esencialmente,  solventar  la  dificultad  de  conseguir 
acceso a algunas  revistas y acelerar la  captura  de  datos ppT ) decidimos 
suplir los datos medidos  directamente  con los obtenidos  de l a s  correla.,ciones 
recomendadas  por el Instituto Nacional de  Estándares y Tecnología de  EUA 
(NIST). [74] Dichas correlaciones han  sido compiladas dentro  del  programa 
ALLPR.OPS del  Centro  para  Estudios  de  Termodinámica  Aplicada  (CATS)  de 
la Universidad de  Idaho y se pueden  usar  de  manera  gratuita.[75]  La tabla 
5.2 indica las correlaciones  correspondientes a cada  sustancia  estudiada. 

Tabla 5.2: Correla.ciones de  donde  se  tomaron  datos ppT para las sustancias 
est,udiadas 

Sustancia Referencia Año 
Iir Juza y Sifner[76] 1976 
Xe Sifner y Klomfar [ 771 1994 
o2 Schmidt  y  Wagner[78]  1985 
n’2 Jacobsen;  Stewart y Jahangiri[79] 1986 
CH4 Setzmann y Wagner [80] 1991 
C2H6 Friend,  Ingham  y  Ely[81]  1991 
C3H8 Younglove y  Ely[82]  1987 

L a  ecuación  de  est,ado ANC contiene cinco parámetros moleculares: en 
primer lugzr: !os tres  parámetros del  potencial  binario ANC, E ,  T,, S ;  en se- 
gundo término: el parámetro  de  acoplamiento C; de las  fuerzas  de Axilrod- 
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Teller; finalmente el parámetro E('*') que  da.  la variación de ~~f con la  tem- 
peratura.  En  todos los casos, estimamos los parámetros del potencial  bina- 
rio mediante los valores obtenidos de  la inversión de B (T). [18]  ,[19] ,151. El 
parámetro C; fue estimado a partir  de valores de Cg calculados mediante 
métodos  cuánticos  semiempíricos,[l2] ,[83] o de  la inversión de  propiedades 
acústicas. [84],[85] La determinación directa  de Cg conduce a valores consis- 
tentes  con los estimados  semiempíricamente,  pero  la  incertidumbre  experi- 
mental es mayor  por  un  orden de  magnitud.[86] Pads completar el modelo 
ANC, se det(ermin5 el parámetro E(',') a partir de la inversión de  la  ec.( 1.30) 

con  tres  pares  de  datos ppT sobre  tres  isotermas, es decir,  seis estados  en 
total  para ca.da sustancia.  La  tabla 5.3 contiene los valores de los paráme- 
tros  correspondientes a cada  sustancia, así como las t.emperaturas T, corres- 
pondientes a los estados con que  se  determinó a &'). Se han  incluido los 
pa,rámetros del argón  para fa.cilitar comparaciones  posteriores. 

Tabla 5.3: Parámetros  de  la ecuación ANC  modificada para  diversas  sustan- 
cias reales 

Sust.  &/kI< r,/nm S CSIEr: &('J) T,/r 
A y  145.906  0.368504  0.9993  0.0313825"  -0.126479  100,140,180 
Icr 202.846 0.398496 
Xe 280.643 0.433332 

K2 132.i44 0.388887 
0 2  160.280  0.361959 

CH4 210.468 0.394650 
C2Hs 361.088 0.462737 
C3Hs 515.021 0.499662 
a [ 121 [86] 7831 

0.9993  0.0312815b  -0.095021  220,260,280 
0.9993 0.0413892" -0.095782 240,480,800 
0.9432 0.0272880' -0.146209 130,150,300 
0.9172 0.025551gd -0.136249 150,200,350 
0.9073 0.043797gd -0.185497 160,320,540 
0.8088 0.0396836" -0.077706 300,400,500 
0.7008 0.0459076d -0.144559 300,350:600 

1851 e 1841 

En la  tabla 5.3 observamos que el orden  de rnagnihd de E('.') es de lo-', 
est.0 significa que si se comparan  las  profundidades efectivas ~~f del  líquido 
frío y el gas a alt,a temperatura, cef  se reduce  aproximadament'e  en 10% 
respecto al valor del gas. 

Las predicciones de la ecuación de  estado ANC modificada  fueron com- 
paradas  con los punt.os ppT generados con las correlaciones de la tabla 5.2. 
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En la tabla 5.4 se  especifican  las regiones de  comparación  en  términos de 
las  constantes  críticas,  según  la  correlación  correspondiente  a  cada  fluido, así 
como el número  de  estados  comparados. 

Tabla 5.4: Parámetros críticos  e  intervalos  de  comparación con la ecuación 
AISC modificada 

Sust. p,/kg m-3 T c / K  pc/MPa [?=in, pmax]/pc [Tmin,   Tmax]/Tc n, 
Ar 535.6 150.68 4.56 0.01-2.6 0.6-2.3 638 

" 

._ . 

Kr 907.94 209.43 5.51 0.1-2.8 0.7-3.8 6  79 
Xe 1099 289.73 5.84 0.1-2.8 0.7-2.8 202 
O;, 436.14 154.58 5.043 0.1-2.6 0.6-1.9 150 
K2 313.11 126.19 3.3978 0.2-3.4 0.8-10.0 227 

CH4 162.66 190.56 4.5992 0.2-2.6 0.6-3.1 198 
C2H6 206.58 305.33 4.8718 0.2-2.2 0.8-2.1 49 
C3Hs 220.49 369.85 4.2477 0.2-2.5 0.8-1.6 53 

Las figuras 5.5 a 5.11 muestran  que el acuerdo  general es bueno,  con 
errores  mayores  cerca  del punto crítico.  La tabla 5.5 muestra los errores 
porcentuales  r.m.s.  en la presión  sobre la región de  comparación y el error 
porcentual  de las constantes  críticas  para  cada  fluido. 

Tabla 5.5: Errores  estimados  de la ecuación ANC modificada 

Sustancia  r.m.s.(err% (p)) err% (pc) err% (T,) err% (p,) 
Ar 3.1  0.8 2 .1  16 
Ifi 6.3  0.8 4.6 19 
Xe 3.6  1.2 4.2 19 
o2 5.3  0.8 0.8 14 
N2 4.3  -0.9 0.04 11 

CH4 5.4 -1.5 -1.1 8 
C;,HG 6.4  -1.6 4.1 22 
C3H8 6.2  -4.1  3.3 19 
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Figura 5.5: EDE ANC modificada y datos ppT de I<r 
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Figura 5.6: EDE ANC modificada y datos ppT de Xe 
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Figura 5.7: EDE -4NC modificada y datos ppT de 0 2  
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Figura 5.8: EDE ANC modificada y datos ppT de N2 
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Figura 5.9: EDE ANC modificada y datos ppT de CH4 
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Figura 5.10: EDE ANC modificada y datos ppT de C2H6 
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Figura 5.11: EDE ANC modificada y datos ppT de C3H8 
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El grado  de a.cuerdo entre las ecua.ciones ANC modificadas y los datos ppT 
generados de las correlaciones es del mismo orden de  magnitud  que el que  se 
obtuvo  entre  la ecuación de  estado ANC original y los datos  de simulación. 
Aparentemente,  esto  indica  que  la representación  obt.enida está cercana  a 
la  óptima  sujeta, a la restricción impuesta por la forma  de  la ecuación de 
estado  supuesta  para los fluidos ANC. Como confirmación  indirect.a de  lo 
anterior  podemos  agregar  que  al  determinar el parámetro E(',') mediante la 
inversión de  todos los 638 puntos experimentales p a a  el argón, e l  valor así 
obtenido difiere en menos de 0.1% del obtenido  de la inversiór; con seis puntos 
experimentales. 

Lo anterior sugiere que el  error  observado en la representación  de la  ecua- 
ción de  estado  de los fluidos reales  estudiados proviene principalmente  de la 
ecuación de  estado ANC que se  construyó  para  represent.ar los resultados  de 
las  simulaciones. Como se  aprecia  en  las  figuras 5.5 a 5.11 las desviaciones de 
la ecua.ción ANC modificada se  acumulan en l a s  cercanías  del  punto  crítico, 
tal y como la ecuación ANC original  se  desvía de los resultados  de simulación 
en  la  región  crítica. 

Por lo anterior  no  sorprende  que  la  representación  de los parámetxos crí- 
ticos de las  sustancias  estudia.das  sea  dispareja: el error es un  orden  de mag- 
nitud mayor para p, que  pa.ra pc o T,. En general, la  temperatura  crítica  está 
sobreestimada (salvo para CH4) mientras  que pc se subestima  cada vez más 
a medida  que la  suavida.d decrece. La presión crítica  está  sobreestimada  en 
todos los casos. 

Como último  resultado  present'amos  nuevamente l a  correlación  empírica 
entre Tc* = kT,/& y S en la  figura 5.12. Hemos añadido los punt,os  correspon- 
dientes a las temperaturas críticas  obt~enidas con la ecuación  ANC modifica- 
da. Las barras  de  error  representan  la  incertidumbre  asociada a E en  la  t,abla 
5.3. Se observa  que los nuevos puntos se encuentran  m&  cerca  de la correla- 
ción propuesta y  que estan dispersos  tant.0 por encima como por  debajo  de 
ellaj al menos en el  intervalo de S cubierto por las sustancias  estudiadas  en 
este  capítulo. 
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Figura 5.12: Correlación entre JCT,/E y S según la EDE ANC modificada 
(puntos con barras  de  incertidumbre). Los otros  elementos de la gráfica - 
puntos, curvas  continua y a trazos-  corresponden a los datos  experimentales: 
los resultxdos  de  la EDE ANC original y la correlación empírica  mostrados 
en la figura 2.8, respectivamente. 
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Conclusiones 

La es+.ensión de  la teorl’a ANC a fluidos densos se ha realizado en  tres  et,apas. 
En la primera  se  obtuvo  una ecuación de &ado para fluidos ANC (EDE 
ANC) a partir  de  dat,os  de simulación. Las ecuaciones de  estado  de  la  teoría 
de  perturbaciones convencional (WCA y Song-Mason) no son  suficientemente 
precisas para  permitir la. aplica.ción de  la  teoría,  por  tant,o se construyó una 
ecuación empírica  con  la precisión requerida,  explícita  en los parámetros  del 
pot.encia1 ( E ,  T,, S). 

En la segunda  etapa. se aplicó la fa,milia de pot,enciales ANC para  repre- 
sent.ar el potencial efectivo de fluidos modelos densos con interacciones ex- 
clusivament,e binarias. Para el fluido LJ esférico estudiado, el potencial  ANC 
efectivo resultó  independiente del estado,  sin  embargo  para los sistemas  no 
esféricos la  dependencia con el estado del potencial efectivo se  manifiesta en 
una ligera pero  importante  dependencia  de E y T ,  con p y T, mientras el  pa- 
rámetro  de  forma s permanece  constante;  para  representar  dicha  dependencia 
se emplearon  desarrollos viriales de E y T,. 

En la eta.pa,  final se introdujo  en  la  teoría el potencial  de  Axilrod-Teller 
como la contribución  más  importante  de las fuerzas de muchos cuerpos. Apli- 
cando las ideas  de  Attard,  Reat8to y Tau  en el caso  del argón,  se  evaluó el 
potencial  efectivo  ANC  que incluye la  contribución de las  fuerzas ternarias y 
se observó que es conformal  al  potencial  binario  subya.cente y que el paráme- 
t,ro  que  depende  más  fuertemente del estado es E .  Posteriormente se introdujo 
un desarrollo  virial para E ,  uno  de  sus coeficientes fue  determinado a partir 
de Cg (el coeficiente de acoplamiento de las  fuerzas de Axilrod-Teller) J- el 
otro fue determinado  invirtiendo  la ecua.ción que define al potencial efectiT-o: 
p e f  = p (p,  T) empleando seis estados.  La  ecuación de estado  obtenida es una 
EDE ANC  modificada. 

(5.10) 
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donde p* = prh y T’ = ~ T / E  se definen mediante los parámetros del poten- 
cial  binario  obtenido  de  la inversión de B (T). 

La aplicación de  la ec. (5.10) a ocho sustancias  reales  (Ar, Kr, Xe, 0 2 ,  N2: 
CH4 , C2H6: C3H8, cuyas suavidades  se  encuentran  entre S = 0.7 y S = 1) 
muest’ra  que el error  porcenual t.ípico de  dicha ecuación es aproximadamente 
un 5% y que los errores se concentran  en  la región crítica. En el  caso  del argón, 
para el cual realizamos una comparación  direct,a  con datos  experimentales, 
la curva de  saturación  se  reproduce con gran precisión desde la termpertura 
del p n t o  triple  hasta  aproximadamente 0.95Tc. Esto nos  hace  sospechar qce 
si se construye  una nueva, ecuacjdn de cstado APTC con mayor precisión  cerca 
del  punto  crítico  será posible mejorar ¡a representación obtenida  por  la  teoría 
ANC. 

En conclusión, hemos mostrado  que al  caract,erizar la  forma  de  potenciales 
binarios  realistas a través del parámetro  dc forma. S se  puede  representar  la 
ecuaciCn de  estado  correspondiente con un  alto ,Tad0 de precisión mediant,e la. 
ec.  (5.10). La idea clave a tener  presente es que el potencial a ser  representado 
(mediante la  familia ANC) es el potencial  binario  efectivo, el cual  depende 
del estado.  Para  un potencial no esférico, el potencial efectivo corresponde 
a un  promedio  angular;  para  un  sistema real, el potencial  efectivo  incluirá 
además  la contribución ternaria. y de más cuerpos. 

La forma precisa en  que ~ , f ,  ~ , , f  y se f  dependerán  de p y T la  determina 
la  forma particular del potencial  que  se quiere representar. Para  todos los 
sistemas  estudiados, modelos y reales  por  igual, fue suficiente tomar a sef  = S ,  

es decir: constante e  igual a su limitme de  baja  densidad.  Por  otra  parte, el 
desarrollo  virial  de ~~f y r,,f proporciona  un modelo sencillo y apropiado 
para  estos  parámetros. 

Entre las diversas posibilidades para extender  y  mejorar el present-e estu- 
dio  podemos  mencionar las siguientes:  en primer lugar! si se quiere  mejorar  la 
representación  dada por la  teoría ANC, se debería  revisar la ecuación de es- 
tado  ANC,  ec.(2.25),  para  aumentar la. precisión en las  cercanías  de la región 
crítica. En  particular, sería  deseable  reexaminar  la  teoría  de perturbaciones 
para descomponer la presión en sus contribuciones atractiva y repulsixTa. ci 
la. van der  Ubals.  En segundo término, la relación empírica entre la energía 
ternaria U, ( p ,  T) y U2 ( p ,  T) podría  inswkigarse rápidamente  mediante  una 
teoría  de ecuaciones  integrales,  por  ejemplo HMSA o RHNC. Además de ayu- 
dar a explicar esta relación,  podría.  iluminar l a  mejor manera  de  determinar 
los coeficierkes del desarrollo s-irial de E e f  a partir  de  constantes moleculares 
conlo T,: CG. C, y los datos empíricos. 
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Dentro  del  interés  más  general  por  obtener ecuaciones de  estado preci- 
sas  para fluidos densos saltan a la vista dos  temas  importantes: los fluidos 
polares  y  las  mezclas.  Sobre los primeros  podemos  señalar  que  en el Labc- 
ratorio  de  Termodinámica  de  la UAM-I ya se ha iniciado el estudio  de los 
potenciales efectivos para gases polares  diluidos  empleando  la teoría ANC. 
El  tipo  de dependencia con el estado  de los parámetros efectivos que  se ha 
obsermdo  hasta. el momento es muy similar a la que aquí se  obtuvo  para flui- 
dos densos. [87] Por ello, es posible  conjet,llrar  qde una  EDE ANC modifkada 
puede  servir también  para fluidos polares (al menos los dbbilmerlte polares). 
Esto permitiría aplicar la  teoría ANC a daoholes  densos,  por  ejanplo. 

El problema  de  las mezclas fluidas  densas es de  importancia  fundamental 
para la mayoría  de las aplicaciones: un caso claro  y  que  ya hemos mencionado 
es el de  la  industria  extractora  de  petróleo, donde  disponer  de  una EDE 
,4NC para  la mezcla  de  alcanos  y  nitrógeno  sería  directamente  aplica.ble  al 
problerna de extracción  de  crudo  asistida  por gas (como se  planea  hacer  en 
Cantarell). Una manera  de  llegar  a ecuaciones de  estado ANC para  dichas 
mezclas podría ser la generalización  de l a s  reglas de  combinación  de  la  t,eoría 
ANC y la aplicación  de  las  reglas  de mezclado tipo van der Waals que  se 
cumplen  en el límitse  de baja densidad.[88]. Después de  todo,  una  teoría  de 
van der Waals  de un fluido para mezclas es,  en el fondo, una  teoría  de  “fluidos 
efectivos”. 

113 



Apéndice A 

Voliirnenes de colisión para la 
referencia ANC 

Los volúmenes de colisión b;(T*) y h;(T*) son la  base  para  calcular el coefi- 
ciente  virial de cualquier fluido ANC. Es conveniente representar a cada uno 
por medio de dos desarrollos en serie de Taylor, uno para  baja  temperatura 
y otro  pasa  alta.  Para el volumen  repulsivo, 

donde los coeficientes an y a; (para  aritmética de doble  precisión) están  en 
la tabla, A.1 de  este  apéndice. 

En l a  misma  forma  se  obtienen desarrollos de aka  y baja  t,emperatura 
para el volumen atractivo, 

los coeficientes X, y X; están  dados  en l a  tabla A.2. 
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Tabla A.l: Coeficientes del desarrollo  del volumen repulsivo de referencia 
n, a n  

O 7.663349878748764El  4.4617977423797723-1 
4 

1 - 7.24871355461622662 - 7.80193372066073662 
2  -5.704353576400088E-3 3.757540432990063E3 
3  6.410303366720937Ea 4.5298678773456U5Er4 
4  9.954348836534871E-S  -7.6144711040224483-5 
5 - 8.4154146716862e73-6  1.2661535428522433-6 
6  -1.634148323811273E6  7.969218539139072E7 
7  1.293026585577464E-7  -8.73770643275807068 
8  2.5833149373961343-8  -1.382184515742755E9 
9 - 2.192933393410215E9 
10 -3.928864585223391610 

Tabla. A.2: Coeficientes del desarrollo del volumen atract,ivo  de  referencia 
n. An x:, 
O 1.18165653517315530  2.05360680799149530 
1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 - 

1.41994711021801830 
1.731430996540439EO 
1.75030134197586431 

-1.40450132257072232 
- 5.39162903948221332 

5.59259245740622233 
5.79853838485479334 

-1.04809559801244736 
4.63337072958374036 

- 3.30229890196515261 
4.55971424622583262 
5.97367588459185564 

- 9.14676290013183264 
3.52667234011505565 
1.9879366473851683-5 

- 1.8622181556793293-6 
- 3.93726250269565967 

6.5435420637527383-8 
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Apéndice B 

Representaci6n de Z1 y 10.7 para 
la EDE ANC 

El límite de  baja densidad  de 1 se  obtiene  de la  teoría ANC para B*(T*) y 
resultra ser  independiente  de S ,  

I(') = %rp*T* (1 - B;(T*)) . 

Para  estados densos, 1 se  calculó  numéricamente substituyendo  las funciones 
g ( z )  11C en l a  ec.(2.23);  la  diferencia 1 - L(O) se ajustó con un  polinomio en 
p* y l / T * ,  de  modo  que 

3 

donde las matrices M(s) para S = 1 y S = 0.7 son 

( 
2.6644 -3.8682 -2.7346 

M(1) = -1.8767 4.0818 
1.3950 : ) ,  0.40122  0.23051  -1.6870  0.79046 

3.1430 -0.9996 -4.6500 O 
-1.7789 -1.4493 5.3935 O 
0.66967 1.0320 -1.0458 -0.36585 
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