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Introduccion

Si en un cataclismo se destruyera todo el conocimiento cientifico y sélo
una frase pasara a la siguiente generacién, ;cudl enunciado contendria
la mayor informacién en el minimo de palabras? Yo creo que seria
la hipdtesis atomica (...), que todas las cosas estdn hechas de dtomos
—pequenas particulas en mouvimiento perpetuo, atrayéndose entre st
cuando estdn cerca, pero repeliénidose cuando se les aprieta. Verdn,
en esa frase hay una enorme cantidad de informacién, si tan sélo se
aplica un poco de imaginacién y pensamiento.

—-Richard Feynman

Desde que J.D. van der Waals introdujo su famosa ecuacién de estado
se reconoce que las moléculas poseen atributos fisicos como un tamano 7,
vy una energfa de interaccién . El Principio de Estados Correspondientes
(PEC) introducido por el mismo van der Waals relaciona las propiedades
termodindmicas de sistemas con distintos valores de ¢ y r,,, pero cuya ecuacién
de estado es de la misma forma.

En términos modernos, este principio es valido para dos o mas fluidos con
potenciales con la misma forma pero diferentes pardmetros de escala (¢ puede
definirse como la profundidad del minimo del potencial y la posicién de este
minimo define a r,,). El Principio de Estados Correspondientes establece que
las propiedades termodindmicas de tales fluidos son iguales cuando se escri-
ben en unidades de la ¢ y la r,,, de cada fluido. A las funciones de potencial
de los fluidos que satisfacen el PEC se les denomina “conformales”. (1]

En particular, la ecuacién de estado (EDE) en unidades de € v 7, es la
misma para todo conjunto de fluidos conformales. Por ejemplo, con muy
buena aproximacién, las sustancias nobles Ar, Kr y Xe son conformales. Sin
embargo, el PEC provee una relacién “de todo o nada” entre los potenciales
y tiene poco que decir acerca de los potenciales no conformales. Debido a




esta limitacién, se han propuesto varias extensiones empiricas al PEC. Un
buen ejemplo es la teoria de Pitzer para gases, la cual introduce el factor
acéntrico como un nuevo pardmetro que permite construir una EDE para
gases no conformales.([2],[3]) A pesar de su uso préctico, las extensiones
empiricas al PEC son insatisfactorias desde el punto de vista de la Mecédnica
Estadistica dado que los parémetros de forma, como el factor acéntrico, no
estdn relacionados directamente con las caracteristicas moleculares de los
fluidos.

Recientemente, se propuso la teoria de fluidos no conformales ANC como
vna extensién rigurosa al principio de estados correspondientes para gases
diluidos.[4] En ella se introduce la suavidad del potencial, s, como un nuevo
pardmetro molecular que da cuenta de la forma del perfil del potencial. La
teorfa ANC usa un potencial esférico efectivo que depende de €, 7, ¥ s, el
cual permite reproducir el segundo coeficiente virial B(T) de una amplia
clase de sustancias no conformales y sus mezclas binarias. Dado el iuterés
tedrico y préactico por los fluidos densos, es deseable probar la aplicabilidad
de la teorfa ANC en liquidos. El que se hayan exhibido correlaciones lineales
entre la suavidad s y las constantes criticas de mds de 50 sustancias reales
apoya la busqueda de dicha extensién. (5]

Asi, en este trabajo se propone que la idea de asignar una suavidad, s,
al potencial de interaccién es relevante incluso a densidades altas, similares
a las de los liquidos. Extenderemos la teoria ANC a los fluidos densos para
construir la EDE de diversos sistemas de interés. Debido a la influencia
de las fuerzas de tres y méds cuerpos en los fluidos reales, serd conveniente
probar la aplicabilidad de la teoria en fluidos modelos densos que interactien
exclusivamente mediante potenciales binarios, para pasar después al caso de
sustancias reales.

La estructura de este estudio es la siguiente: en el Capitulo 1 se revisa
la teoria ANC en el contexto de los potenciales efectivos para representar la
ecuacién de estado de diversas sustancias, dando una definicién precisa de
la suavidad, s. Se discute la utilidad del concepto de potencial efectivo en
fluidos densos, para luego aplicarla al describir diversos métodos para obtener
dichos potenciales.

En el Capitulo 2 se aborda el problema de construir la EDE de la familia
de potenciales ANC, describiendo las simulaciones Monte Carlo realizadas y
la manera en que se aprovecharon sus resultados para probar y construir EDE
a partir de la teoria de perturbaciones. Se discute la necesidad de mejorar
la EDE de la teorfa de perturbaciones y se propone una EDE empirica lo
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suficientemente precisa para probar la aplicabilidad de la teoria ANC.

A continuacién, el Capitulo 3 se dedica a la aplicacién de la teorfa ANC
a fluidos modelos tanto esféricos como no esféricos, ejemplificando la depen-
dencia de los pardmetros efectivos €, r, y s con la densidad y la temperatura.

La inclusién de las fuerzas de tres cuerpos se aborda en el Capitulo 4
tomando como ejemplo el argén. Se calcula la contribucién del potencial ter-
nario al tercer coeficiente virial C(T') y al potencial efectivo total, exhibiendo
el cambio de los pardmetros efcctivos. Esto permite representar el potencial
efectivo que incluye la contribucién ternaria por un miembre de la farnilia
ANC.

En el Capitulo 5, se aplica la teoria ANC a diversas sustancias reales
(moléculas nobles, diatémicas no polares y alcanos ligeros). Allf se ejemplifica
brevemente la importancia de algunas de estas sustancias en la industra
petrolera. Tras una comparacién detallada para la superficie ppT" v la curva
de coexistencia liquido-vapor del argén, se resumen los resultados para las
otras sustancias.

Finalmente, se senalan la conclusién obtenida y algunas indicaciones para
trabajos posteriores.




Capitulo 1

Teoria de fluidos no
conformales ANC

1.1 El potencial intermolecular y la mecanica
estadistica

La mecénica estadistica de equilibrio permite calcular las propiedades ter-
modindmicas de un sistema de particulas si se conocen las energias totales
cinética y potencial como funcién de las coordenadas y momentos. La cone-
xién entre los dominios molecular y macroscopico consiste en identificar la
proporcionalidad del logaritmo de la funcién de particién —también llamada
“suma sobre estados”— y la energfa libre del sistema. Las leyes de la ter-
modindmica permiten obtener a partir de esta tultima todas las propiedades
termodindmicas restantes. 6]

En efecto, si consideramos un sistema de N particulas (esféricas y sin
estructura interna) que ocupan un volumen V. en equilibrio con un bafio
térmico a la temperatura 7', la energfa libre de Helmholtz, A, serd

A(N,V,T) = —NkTIn Z (N, V,T), (1.1)

donde £ es la constante de Boltzmann y Z es la funcién de particién candnica,
dada por

1 N
Z(N,V,T) = W/de/drNe_ﬁH(p =), (1.2)




En esta expresién, h es la constante de Planck, g = 1/kT, los conjuntos de
las coordenadas y los momentos de las N particulas son " y p". A la vez,
el hamiltioniano H(p”,r") es la suma de las energias cinética y potencial,

H(p", ") = K(e") +Ud"). (1.3)

El resto de las propiedades termodindmicas se pueden obtener derivando
A con respecto a sus variables. Por ejemplo, la entropifa S, la presién p
y la energfa interna U se ob*ienen al sustituir la ec.(1.1) en las relaciones
termodindmicas siguientes,
0A
S=- ( \ (1.4)

ar )y’
PeT (g—é>T) )
o= (%4 08

La ec.(1.2) representa el limite cldsico de la funcién de particién cudntica,
esta descripcién es apropiada cuando la distancia media entre particulas,
(v/ N)/3, es grande en comparacién con la longitud de onda térmica de de
Broglie para particulas con masa m,

A = h/V2mmkT.

En otras palabras, en términos de la densidad p = N/V, el limite clésico sera
una buena aproximacion al comportamiento cuédntico fundamental si

P, < 1.

Como Ap es mayor mientras mds ligera es la particula o menor sea la tem-
peratura, en la préctica se encuentra que todos los fluidos a temperaturas
mayores a la de su punto triple pueden tratarse cldsicamente, con la excepcién
de H,, Ne y por supuesto He, los cuales demandan tratamiento cudntico.|[7]

Por otra parte, es posible separar las contribuciones cinética y configu-
racional a la funcién de particién. Al integrar sobre los momentos p” en la
ec.(1.2) se obtiene como resultado un factor h/Ap por cada grado de libertad
integrado,

1
Z(N,V.T) = (W) /que—'ﬁu(qN). (1.7)
% NI




Notemos que si las particulas no interactian —es decir, U(q") = 0— el
sistema se reduce a un gas ideal, la integral sobre gV es V" y su funcién de
particion es

VN

Z¥9(N,V,T) = R (1.8)
Factorizando Z* en la ec.(1.7) obtenemos
Z(N,V,T) = Z“(N,V,T)Qn(N,V,T), (1.9)

donde Qn(N,V,T) es la funcién de particién configuracional,

1 A
Qn(N,V,T) = W/que—MqV). (1.10)

Sustituyendo las ecs.(1.8) y (1.9) en (1.1), obtenemos la energia libre

A(N,V,T) = NkT (In (pA}) — 1) — NkTIn Qn (N, V, T).

El primer término conduce a las propiedades del gas ideal: S*¢/Nk = £ —

In (pAg), p = pkT, U@ = $NKT, entre otras. Si definimos para cada pro-
pledad termodindmica X, la propiedad de exceso configuracional X como

[1]
XF=X- X"

observamos que @)y es el origen de las propiedades de exceso configuraciona-
les. Por ejemplo, la energfa interna configuracional es

p__ 1 %LN)
U QN(aﬂ v’

[ dqVe @ )y (gN)
- [ dge-u(a™)

En efecto, las propiedades configuracionales son funcionales de 2/ (a™),

XF = XE(N,V,T; u)).




Por ello, si se quieren calcular las propiedades termodindmicas de un sistema
mediante la mecédnica estadistica, es necesario averiguar cudl es la energia
potencial U (q).

La termodindmica cldsica establece cudles son las leyes que las propie-
dades de un sistema tienen que cumplir, pero necesita que le suministren
las ecuaciones de estado y los pardmetros especificos de cada sistema; ané-
logamente, la mecédnica estadistica recupera las leyes de la termodindmica y
permite encontrar las ecuaciones de estado y sus pardmetrcs, pero necesita
que le suministren el potencial intermolecular.

1.2 La forma del potencial intermolecular

Hemos senalado que la mecdnica estadistica requiere conocer el potencial
U (g") del sistema de interés. Para esto hay tres vias principales:

1. Calcular directamente las fuerzas intermoleculares a partir de la mecé-
nica cudntica,

2. Estudiar las interacciones de moléculas en haces moleculares mediante
experimentos de dispersién (scattering) de haces moleculares,

3. Medir propiedades macroscépicas, principalmente aquellas directamen-
te relacionadas con U (q) e invertir los datos experimentales para
obtener el potencial.

Los célculos directos son muy dificiles para sistemas de muchos dtomos,
pero diversas aproximaciones conducen a varias formas funcionales semiempi-
ricas. Estas representan una buena gufa para la forma general del potencial.

Por su parte, los experimentos con haces moleculares han confirmado que
los modelos cudnticos son esencialmente correctos, sin embargo por razones
técnicas no aportan més informacién que la obtenida de la medicién de las
propiedades macroscépicas.

El problema de determinar el potencial de interaccién a partir de las
propiedades termodindmicas es el inverso del usual en la mecénica estadistica
y es complicado cuando el sistema es un fluido denso: la teorfa de liquidos
s6lo puede calcular aproximadamente las propiedades macroscopicas debidas
a un potencial arbitrario pues las ecuaciones a resolver son fuertemente no
lineales. En cambio, cuando el fluido es un gas diluido, las propiedades




termodindmicas s6lo dependen del potencial entre pares de particulas y el
problema es mds simple.

Si partimos de la mecénica cudntica para calcular el potencial, debemos
resolver la ecuacién de Schrédinger conjuntamente para los electrones y los
ntcleos atémicos presentes en el sistema, cuidando que la solucién tenga
las propiedades de simetria y antisimetria apropiadas. Esta es una tarea
extremadamente dificil, por lo que conviene introducir aproximaciones.|8)

La aproximacién de Born-Oppenheimer aprovecha la disparidad entre las
masas de los electrones y los miicleos ~la masa del electrén es unas 107 veces
la masa de un nicleo— que lleva a una separacion del orden de magnitud
de sus velocidades. Dado que los nucleos son lentos comparados con los
electrones, es posible resolver el problema electrénico para una configuracién
estética de los nucleos y de ahi determinar la funcién de energia potencial 2/
en funcién de las posiciones nucleares. 9]

Una segunda aproximacién proviene del hecho de que las fuerzas inter-
moleculares son frecuentemente més débiles que las fuerzas intramoleculares.
Para las moléculas relativamente rigidas, podemos ignorar el acoplamiento
entre las vibraciones moleculares y el desplazamiento general de la molécu-
la. Esto se traduce en que la energia U depende tan sélo de las posiciones
del centro de masa r"v y las orientaciones relativas %V de las moléculas, es
decir ¥ = {r"V,Q"}. Por supuesto, esta es una aproximacion invélida para
moléculas flexibles, por ejemplo los polimeros.[g]

Una simplificaciéon més consiste en que las energias potenciales intermo-
leculares son, a primera aproximacién, aditivas y puede desarrollarse a I/ en
interacciones de cimulos de dos o mds cuerpos,

U(q") = Zuz (as,q5) + Z uz (di, 95, qk) + -
i1>7 >35>k
donde el primer término es la contribucién debida al potencial binario, el
segundo la del potencial ternario, etcétera. El desarrollo continda hasta la
suma sobre el potencial uy. Para las sustancias simples (como los gases
nobles y otras moléculas pequenas) el término principal es el binario, y el
resto puede considerarse una pequena perturbacién. La contribucién de us
es positiva y, por ejemplo, representa entre un 5% y un 10% de la energia
total del argén liquido en el punto triple.[1]
Salvo en las sales fundidas y otros fluidos iénicos, las particulas de un
liquido son eléctricamente neutras; sobre ellas actuan las fuerzas electrostati-
cas originadas por fluctuaciones en su distribucion de carga o por la asimetria
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permanente de dicha distribucién. Analicemos el caso del potencial binario,
que puede dividirse en dos términos: el primero es positivo, corresponde a
fuerzas repulsivas y decae rapidamente con la separacién de las moléculas;
el segundo término, negativo, decae més lentamente y corresponde a fuerzas
atractivas. La separacién entre las moléculas se obtiene del vector de posi-
cién relativa, rip = ro — ry. Para simplificar la notacidn, al referirnos a un
potencial binario denotaremos esta separacién por r = |rys|.

El termino repulsivo de us(r) proviene esencialmente del principio de
exclusién de Pauli; representa la repulsién de las nubes electrénicas de las
moléculas cuando éstas se aproximan. Un resuitado cudntico aproximado
para la forma de este término es

F(r)exp(=r/}),

donde F'(r) es un polinomio y A es un pardmetro positivo. Un potencial de
esta clase no es f4cil de usar al calcular las propiedades macroscépicas y en la
practica se remplaza ya por un término exponencial, exp (—r/A), o por una
potencia negativa de la separacién intermolecular, 77".

El termino atractivo puede subdividirse en tres contribuciones, segun
provengan de la polarizacién permanente de las moléculas, la polarizacion
inducida en una molécula por la polarizacién permanente de otra o de la
polarizacién mutuamente inducida:

Las fuerzas atractivas mds importantes son las debidas a la polarizacién
inducida mutuamente, porque actian sobre todas las moléculas, incluso aque-
llas sin polarizacién permanente. Estas fuerzas se comprenden solamente en
la descripcidn cudntica de las moléculas y fueron estudiadas por vez primera
por F. London en 1930, quien las denominé “fuerzas de dispersién”; hoy son
conocidas también como “fuerzas de London”. (Para una exposicién sim-
plificada, usando el modelo de Drude para la polarizacién de las moléculas,
véase [9).) '

La energia potencial asociada a las fuerzas de London es la energfa elec-
trostdtica debida a las polarizaciones mutuas. Puede expresarse como la
suma de términos inversamente proporcionales a las potencias pares de la
separacién entre las moléculas, empezando por el término r—°

Los coeficientes C,, son negativos y pueden calcularse directamente sélo
para los casos sencillos del hidrégeno atémico 6 molecular y el helio. Para
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las demis sustancias, Cs puede determinarse a partir del indice de refraccién
como funcién de la frecuencia de excitacion (es decir, de la relacién de disper-
sién) a través de las intensidades de oscilador dipolar. De manera andloga,
Cg depende de las intensidades de oscilador cuadrupolar.

Las fuerzas asociadas con las polarizaciones permanentes son las segundas
en importancia, su energia asociada puede expresarse mediante el desarrollo
multipolar. Este consiste en una serie infinita de potencias del inverso de r
cuyos coeficientes son el producto de dos cantidades: una es una funcién de
la orientacién relativa entre las moléculas, la otra es el producto de dos canti-
dades, llamadas momentos multipolares, que describen las distribuciones de
carga de cada molécula. Los momentos multipolares son tensores de orden
creciente, los tres primeros son la carga neta C = 0 para moléculas neutras,
el momento dipolar p v el momento cuadrupolar Q.

La mas simple de las interacciones multipolares es la dipolar, cuya forma
es[7]

1 ~
Udip (7") = *73#1 -T (r12) * 2.

El tensor T (T) sélo depende del vector unitario en la direccién de r,
T{)=3r -1

Finalmente estdn las fuerzas debidas a la interaccién de un momento
multipolar permante y el inducido sobre otra molécula. Generalmente éstas
son débiles y dependen poco de la orientacién. El término principal es la
Interaccién de un dipolo permanente y un dipolo inducido,

2
tper (1) = == F (Q2),
donde 4 es la intensidad del dipolo permanente y « la polarizabilidad de las
moléculas. 1]

Algunos potenciales binarios (esféricos) que toman en cuenta la forma
de los resultados anteriores y que se usan como modelos tedricos son los
siguientes:

o Esferas duras. Imita la repulsion a cortas distancias mediante un esca-
l6n infinito situado a la separacién o, es equivalente al potencial entre
esferas rigidas impenetrables de didmetro o:

oo r<o,
uhs(r;a):{ 0 o<r
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e Esferas repulsivas suaves. Es un potencial repulsivo con una energia €
y distancia o caracteristicas, que decae como una potencia inversa de
la separacién entre moléculas:

g n
Usrs(T5€,0,M) = € (—) , > 3.
T
Estos modelos carecen de fuerzas atractivis y no presentan coexistencia
de fases liquido-vapor. Los siguientes modelos s{ poseen tal coexistencia.

e Potencial de pozos cuadrados (SW). Consiste en una esfera dura “cu-
bierta” por un escalén atractivo finito que llega hasta una distancia

Ao
o r < o,
Usw(rye,0,0) = (¢ —€ 0 <r<Ag,
0 Mo <.

o Potencial de Born-Mayer (BM o Exp-6). Es més realista que el pozo
cuadrado pues incluye una repulsién suave y la forma correcta de las
fuerzas de dispersién de tipo dipolo-dipolo:

upm(r; A, B,C) = Aexp(—r/B) — 7%.

e Potencial de Lennard-Jones (LJ). El mds popular de los potenciales

modelos realistas, utiliza una potencia de r para representar el término
repulsivo, también incluye las fuerzas de dispersién dipolo-dipolo:

iz =4 ()"~ ()

o Potencial de Kihara (Kih). Es una modificacion del potencial de Lennard-
Jones que incorpora un nédulo duro impenetrable, de didmetro a. Esto
se consigue remplazando ¢ — ¢ —a y r — r — a en el potencial L], es

decir,
g —a 12 g —a 6
uin(r;e,0,a) = 4e << ) — ( ) ) )
r—a r—a
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Para averiguar méas sobre el potencial binario, especialmente sobre los
pardametros de escala apropiados para las sustancias reales, se debe recurrir
a los datos experimentales. Los datos medidos en gases diluidos son los més
faciles de relacionar con el potencial binario, pues en este caso la ecuacién de
estado del gas es

§£=1+B@M,

P

donde B(T) es el segundo coeficiente virial que depende de uy(r) a través de
una cuadratura

BT) = | drlewl-pul)]-1).

0

Si tomamos como ejemplo al argén (por ser el gas mejor estudiado), po-
demos reproducir el segundo coeficiente virial experimental suponiendo una
forma funcional para uy(r), digamos el potencial LJ, y determinando los pa-
rdmetros de escala a partir del mejor ajuste a los datos experimentales. Los
pardmetros de LJ obtenidos por este método resultan ser ¢/k = 118.13 K y
o = 0.3499 nm.[10] El resultado final es un potencial empirico que reproduce
de manera efectiva B(T') en el intervalo de temperaturas considerado y por
tanto no tenemos la garantia que reproduzca otras propiedades aparte de la
presién.

Esto se debe a que, incluso si la forma de Lennard-Jones fuera la correc-
ta para us(r), para calcular las propiedades de las fases densas se necesita
cenocer los potenciales de tres y mds cuerpos, sobre los cuales se dispone
de relativamente poca informacién. El término mejor comprendido es el po-
tencial ternario de dispersién dipolo-dipolo-dipolo, descrito por Axilrod y
Teller,[11]

Cy
uar(r12,723,731) = —5—5—5 (1 + 3 cos by cos b, cos b3)
2723731

donde 7;; son los lados y 6;los dngulos del tridngulo formado por las tres
moléculas. El coeficiente Cy depende de las intensidades de oscilador dipolar,
y viene dado aproximadamente por

' 3 o
Cy=—"2
’ 4<M%>%
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Como Cp es negativo, usp es positivo salvo para tridngulos obtusos. El
coeficiente Cy del argén en unidades SI parece extremadamente pequeno,
Cy = 7.92%x10719J m?: en términos de los pardmetros de escala LJ, Cg/c0® =
0.0618 mientras que Cg/e0® = —4.[12]

En la discusién precedente se ha supuesto que las moléculas del fluido
son idénticas; lo cual no se cumple cuando se estudian mezclas y en ese
caso se debe agregar la descripcién de las fuerzas entre particulas de distinta
especie.[1] Sin embargo, no tccaremos tal tema dado que este trabajo se
limita a las sustancias puras.

1.3 El principio de estados correspondientes
para potenciales conformales

El dificil cédlculo de la funcién de particién configuracional Qn(N,V,T) ha
llevado a buscar maneras de obtener resultados por medios que no traten de
evaluar directamente Q) y mediante la ec.(1.10). Se ha llegado a afirmar que
el programa de la mecdnica estadistica no consiste en contar el nimero de
estados disponibles para un sistema dado sino, precisamente, en encontrar
medios para evitar contarlos.[13] El més simple de estos procedimientos es la
deduccion estadistica del principio de estados correspondientes (PEC). Este
principio fue introducido por J.D. van der Waals en 1880 (en su formulacién
termodindmica) a partir de su célebre ecuacién de estado.

En su formulacién estadistica, el PEC es un teorema vélido para dos
o més fluidos cuyos potenciales tienen la misma forma aunque difieran en
sus pardmetros de escala, que aqui tomaremos como la ubicacién 7, v la
profundidad e del minimo del potencial. A los potenciales que satisfacen
esta condicién se les llama “conformales” y, por extensién, se aplica el mismo
adjetivo a los fluidos con esta clase de interacciones.[1] Dentro de una familia
de potenciales conformales se puede construir cualquiera de sus miembros a
partir de reescalar un potencial reducido u*(z) que caracteriza a la familia:

u(rye, r) = eu™ (r/rm). (1.11)

El PEC afirma que las propiedades termodindmicas de dos o mads fluidos
conformales son iguales cuando se escriben en unidades de la ¢ y la r,,, propias
de cada fluido. Por ejemplo, las variables reducidas para la densidad, la
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temperatura y la presion son, respectivamente,

Pt =pr,
T = kT/e,
Pt = prf’n/e.

Consideremos dos fluidos conformales, z y y, cuyos pardmetros de esca-
la son (z,Tmz) ¥ (€y, Tmy); & continuacién definamos los factores de escala
Ry = Tme/Tmy ¥ Ezy = €2/€y. A cada estadc termodindmico {p;, 1z} de z
corresponderd otro estado {py, Ty} de y, definido por las relaciones

Pz = py/Riw (112>
T, = T,E,,. (1.13)
N

Andlogamente, para cada configuracién r; se encontrard una configuracién
de y dada por ) = {rs1,rs2,...,ron}/Rzy. Segin la ec.(1.11), esto impli-
ca que los argumentos del factor de Boltzmann para estas configuraciones
cumplirdn

U, (rf) _ Uy ((rszy)N> 114
kT, kT, ' ' (1.14)

Las ecs.(1.10) y (1.14) permiten determinar exactamente @Qy para el sistema
z en términos de aquella para el sistema y

QN:E(Nv %7 Tz) = RinNy(]\T: Vy> Ty)a
(con V; = V,/R},) y a la energfa libre configuracional,
AZ(N, V., Tp) = EzyAZ(N,V,, T,) — 3NKT, In Ry, (1.15)

Al derivar respecto al volumen la ec.(1.15), obtenemos la relacién entre las
ecuaciones de estado de los sistemas,

p:c(pzyT:z) :py(pyaTy)EIy/Rzy‘ (116)
Las ecs.(1.12), (1.13) y (1.16) son equivalentes a
Pz = Py

T: =T, (1.17)
px(p2. T2) = py Py Ty ),
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las cuales expresan el PEC a través de variables reducidas con cantidades
moleculares. Originalmente, van der Waals enuncié el PEC utilizando las
constantes criticas de los fluidos para reducir los estados correspondientes.
La justificacién de esta formulacién macroscépica es la siguiente.

Si representamos los estados del par de sustancias conformales en sendos
diagramas pV'T', obtendremos superficies semejantes en el sentido geométrico.
Por ende, todos los puntos correspondientes en dichas superficies, tales como
el punto critico o el punto triple, tendrédn valores (p, V. T') en las proporciones
dictadas por las ecs.(1.12), (1.13) y (1.16). En particular, las constantes
criticas de una y otra sustancia estardn rzlacionadas mediante las ecuaciones

o5 = pi /RS,
T, =T, Eqy,

Al reducir los estados termodindmicos de z y y con sus constantes criticas,

p=p/p°
T =T/T,
p=p/r",

se cancelan los factores de escala R}, y E,, obteniéndose la formulacion
macroscopica usual del PEC:

=7y

5:(;5&:, Tz) = 51!(53/7 Ty)'

No hay razones tedricas para preferir la ec.(1.18) sobre la ec.(1.17), pero
la forma macroscépica es usada en la ingenieria de manera mds frecuente,
primero por razones histéricas y luego por la amplia disponibilidad de tablas
de constantes criticas para fluidos.

Para dar un ejemplo de un conjunto de sustancias conformales basta
considerar los tres fluidos nobles Ar, Kr y Xe. La tabla 1.1 reproduce una
parte de las propiedades de estas sustancias compiladas por Rowlinson ¥
Swinton.[1] Las cuatro primeras columnas dan la densidad, la temperatura, la
presion y el factor de compresibilidad, Z = fp/p, en el punto critico; las tres
siguientes dan la razén de densidades del liquido y el sélido, la temperatura
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y la presién en el punto triple. La desviacién méxima de las propiedades
presentadas, respecto del promedio para las tres sustancias, es menor al 0.4%,
salvo la de p' que es de 3%. Al parecer, el estado sélido es particularmente
sensible a la no conformalidad de los potenciales.

Tabla 1.1: Comparacién de las propiedades de Ar, Kr y Xe en estados co-
rrespondientes
Fluido po°/Nsecm™ T¢/K p°/bar (Bp/p)° (p’/ps)t Tt/T°  pt/p°
Ar 0.0134 150.7  49.0 0.291 0.870  0.556 0.0141
Kr 0.0108 209.4  55.0 0.291 0.876  0.554 0.0133
Xe 0.00842 280.8  58.8 0.290 0.870 0.557 0.0139

Histéricamente, el PEC ha sido usado como gufa cuando se necesita una
estimacién rdpida de las propiedades termodindmicas de un sistema dado.
Hacia 1880, Olzweski utilizé el PEC en su versién macroscépica para estimar
el punto critico de diversos fluidos, con el propdsito de diseniar un proceso de
enfriamiento en cascada que abri6 las puertas de la licuefaccién del hidrégeno
y el helio y condujo a la criogenia.[13]

De manera andloga, pero usando el PEC en su versién molecular, se
pueden estimar los coeficientes termodindmicos de una suspensién coloidal.
Las dimensiones de (r —el inverso de la compresibilidad isotérmica, xp—
son las de una energia dividida por un volumen. Para un fluido molecu-
lar, Br =~ kT/r? == 10° Pa. Si suponemos que las fuerzas entre coloides
son al menos parecidas a las fuerzas intermoleculares, para una suspension
coloidal tenemos fBr =~ kT'/d?, donde el didmetro del coloide es d. =~ 10%r,,.
Asf estimamos que Sr serd del orden de r3 /d3 ~ 107 veces menor que para
el fluido molecular, es decir, fr ~ 1072 Pa. [14]

1.4 Extensiones al principio de estados co-
rrespondientes
A pesar de su utilidad como gufa cualitativa para estimar ordenes de mag-

nitud, el PEC supone la conformalidad de los potenciales a los que se quiere
aplicar para que se cumpla la igualdad de sus ecuaciones de estado reducidas.
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Sin embargo, la conformalidad es una relacién “de todo o nada”: o bien son
conformales los potenciales y se aplica el PEC, o no son conformales y este
principio no puede afirmar cuédl es la relacién entre sus ecuaciones de estado.

Debido a esta limitacién se han desarrollado varias correlaciones empiri-
cas ([15], [2], [16]). Un buen ejemplo es la teoria de Pitzer para gases, la cual
introduce un pardmetro de no conformalidad, w, llamado factor acéntrico.
[2] La definicién de w se hace a través de la curva de presién de satura-
cién reducida, p”, aproximadamente una recta cuando se grafica de manera
semilogaritmica contra 1/T"

log 7°(T) = au (1 _ %) .

La diferencia entre las constantes « de dos fluidos es una medida de la
no conformalidad entre ellos.[15] Para el argén, kriptén y xendn, ay ~ 7/3,
de manera que

log p%,(0.7) = —1.

El factor acéntrico de cualquier fluido z se define como el logaritmo decimal
del cociente p%,(0.7)/52(0.7), es decir,

w=-1-logpz(0.7).

La correlacién de Pitzer afirma que el factor de compresibilidad de z
estard dado por

27, T;w) = Zo(3,T) +wZy(3,T),

donde el primer término del lado derecho es la ecuacién de estado del argén,
mientras el segundo es una funcién independiente del grado de no conforma-
lidad entre z y los gases nobles.

A pesar de su uso préctico, las extensiones empiricas al PEC son insatis-
factorias desde el punto de vista de la mecédnica estadistica porque sus para-
metros de forma, como w, no se definen directamente en términos moleculares
sino macroscépicos. Recientemente se ha propuesto la teoria aproximada de
fluidos no conformales ANC (Approzimate Non Conformal theory) que pro-
pone una extension rigurosa al PEC usando pardmetros de forma moleculares
y da una aproximacidn excelente a la ecuacién de estado de gases diluidos.[4]
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La teorfa ANC fue desarrollada para explicar, a nivel del potencial de
interaccién, las relaciones lineales detectadas en el segundo coeficiente virial
reducido,

BYT") = B(T)/ <§m~m> .

Si z y y son un par de gases reales, para muchos de ellos se encuentra empi-
ricamente que

BX(T™) = co + e BL(T™). (1.19)

Las constantes ¢y y ¢; son pardmetros que dependen de la no conformalidad
entre z y y; si las sustancias son conformales, ¢g = 0 y ¢; = 1, obteniéndose
la relacién esperada del PEC B (1) = B;(T™). Con gran aproximacion, la
ec.(1.19) se cumple entre moléculas de gases nobles, diatémicas no polares o
poco polares, alcanos, perfluoroalcanos y percloroalcanos, entre otras.

Para explicar la relacién expresada en la ec.(1.19), la teorfa ANC intro-
dujo una familia de potenciales cuya forma cambia de manera continua con
un pardmetro s a partir de la de un potencial de referencia. El potencial de
referencia reducido, u}, se escoge como el potencial de Kihara

(2) 1-a\" 9 1-a\® (1.20)
ui(z) = — .

! z—a z—a) ’

con z = r/ry, y la constante a = 0.0957389, para que u] sea précticamente
conformal a los gases nobles.[4]

La familia de potenciales no conformales ANC se obtiene de la ec.(1.20)
sustituyendo z por ¢ = ¢/1+ (2* — 1) /s para obtener

El efecto de cambiar el pardmetro s se puede juzgar de la figura 1.1, la
cual muestra que la inclinacién del potencial ANC crece a medida que s va
a cero. Esto sugiere llamar a s la suavidad del potencial.

Una definicién precisa de s para cualquier potencial esférico u*(z; o), don-
de a = {a1, as, ...} es un conjunto de parametros de la forma del potencial, se
obtiene al invertir primero la relacién ¢ = u*(z; @) + 1 separadamente en las
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Figura 1.1: Potenciales ANC con s = 0.5,0.7,1,1.2 (linea punteada, a trazos,
continua y a trazos cortos y largos, respectivamente).
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regiones repulsiva y atractiva del potencial para definir la funcién z%(¢, {a})
y calcular su derivada

23
o () =

La suavidad s de u*(z;a) respecto a la referencia uj(z) se define como el

promedio[4]
AZACH))
°= <n¢ (fei) >¢' (121)

En general este proceso lleva a dos valores diferentes de s: uno para la regién
repulsiva, sr, y otro para la atractiva, s4. Una primera aproximacién en la
teorfa ANC —que resulta ser excelente para reproducir B(7') dentro de la
incertidumbre experimental— es suponer

$=S8gp = Sa, (1.22)

aunque para reproducir propiedades con poca incertidumbre experimental es
preferible mantener las dos suavidades en la teoria. En lo sucesivo conside-
raremos Unicamente la aproximacién de una suavidad dada por la ec.(1.22).
La familia ANC u,(r) sigue la ec.(1.19) exactamente. Méds atin, el coefi-
ciente virial BZ(T™*) de un potencial ANC con suavidad s puede escribirse en
términos de los volimenes de colisién repulsivo y atractivo b y AZ,

Bi(T) = ePb,(T") — (e’ — 1) AL, (1.23)

donde b% y A% estan definidos como

b (T") = fe /0 " (6, e teods,

AT = I—_ES:;E/O 2(¢, [ui))e™*d.

y siguen, respecto a la referencia, relaciones similares a la ec.(1.19)

bIT™) =1— s+ b3(T"), (1.24)
ANT*) =1— s+ AJ(T). (1.25)
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Sustituyendo las ecs.(1.24) y (1.25) en (1.23) se llega a la relacién lineal
deseada entre los segundos coeficientes viriales de los fluidos ANC,

BTy =1-s+sBj(T"). (1.26)

Los volimenes de colisién de la referencia, bj(T*) y Aj(T™), se pueden
calcular analiticamente. El resultado se puede expresar exactamente en tér-
minos de funciones especiales, pero es mas comodo hacerlo a través de series
de Taylor como se hace en el Apéndice A.

Para otras familias de potenciales esféricos realistas, la ec.(1.26) se cumple
s6lo aproximadamente (de ahi el nombre de la teorfa ANC). En esos caso,
la teoria utiliza el sistema ANC cuyo valor de s correspcnde al promedio
calculado en la ec.(1.21) para representar efectivamente al potencial original.
Esto significa que si bien el potencial ANC es diferente del potencial real,
ambos llevan al mismo B(T') con buena aproximacion.

Para potenciales no esféricos u(r, <), la posicién 7y, (£2) y profundidad
£min(£2) del minimo del potencial dependen de la orientacién relativa, asf

%ﬁ;) . En este caso, los pardmetros ANC
o)

se obtienen como promedios sobre la orientacion,
€= /dQ Emin (£2), (1.27)

T = /dQ Tmin{§2), (1.28)

o= | d9<%%.§l>¢ (1.29)

De esta manera, la teoria ANC es capaz de construir potenciales que re-
presenten B(T') para una gran diversidad de sistemas, desde potenciales mo-
delos ([4],[17]) hasta sustancias reales y sus mezclas binarias.([18], [19], [5])
Cuando el potencial verdadero es conocido, como para los modelos y algunas
sustancias simples, el potencial efectivo se puede obtener de las ecs.(1.27),
(1.28) v (1.29). Pero cuando el potencial binario es desconocido, los para-
metros €, 7, y s se determinan a partir de datos experimentales sobre B(7")
por medio de una técnica de minimos cuadrados. De cualquier manera, se
obtendrd un potencial efectivo que captura las caracteristicas mds simples y
sobresalientes de la interaccién molecular en el gas. En la siguiente seccién
discutimos el significado de los potenciales efectivos en fluidos densos y como
obtenerlos.

como la derivada kg ([u*],2) =
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1.5 Potenciales efectivos en fluidos densos

Un potencial efectivo, u.y, que reproduzca alguna propiedad X de un sistema
cuyo potencial es u, se define usualmente requiriendo que el sistema con u,s
tenga el mismo valor de la propiedad X que el sistema de interés,([20],[21])

X(p, T [ueg]) = X(p,T; [1).

En general, u.; dependera del estado y de la propieded escogida, en otras pa-
lzbras, u., cambiard cuando se reproduzca otra propiedad del mismo sictema
o la misma X pero en otro estado.

Aquf consideraremos tinicamente potenciales efectivos esféricos u.¢(r) pa-
ra reproducir la presién (X = p) en fases isotropicas. Seanr y §2 la posicién y
orientacion relativas entre dos particulas, y g(r, Q) la funcién de distribucién
de dos particulas. Aplicando el teorema del virial,

p = pkT l—l/d?’r/dQ r@fg(r,ﬂ;[u]) ,
6 or

a los potenciales verdadero y efectivo para satisfacer

pef(p,T) = p(p,T), (1.30)

obtenemos una condicién suficiente sobre u, IE

O, 1 Oou
g fue)) 5t =1 [ g (r, 0 [u]) 5. (1.31)

La dependencia de g(r; [ues]) con u.s(r) demanda un método iterativo
para resolver la ec.(1.31) que requiere un esfuerzo de cémputo adicional al de
calcular g(r,2; [u]) a partir del potencial verdadero, ya sea mediante ecua-
clones integrales o simulaciones por computadora. Aunque las iteraciones
computacionales extra se pueden evitar usando familias apropiadas de poten-
ciales efectivos —como veremos mds adelante— esta dificultad hace necesario
clarificar cudl es la utilidad del concepto de potencial efectivo.

Los potenciales efectivos son ttiles de dos maneras diferentes: La primera
aplica cuando el potencial binario es bien conocido y se puede determinar
ues(r) en unos cuantos estados a partir del calculo de g (r,; [u]) . Si ues(r)
tiene una forma suficientemente simple y depende suavemente de las variables
de estado, entonces uno puede calcular las propiedades termodindmicas en
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otros estados con menor esfuerzo. Como ejemplo podemos mencionar los
potenciales efectivos propuestos para dar cuenta de los efectos del potencial
ternario del tipo Axilrod-Teller.[22],[23]

El segundo uso de los potenciales efectivos es en el caso de fluidos reales
donde se carece generalmente del conocimiento preciso de u(r, ) pero de
los cuales se ha medido sus propiedades termodindmicas en algunos estados.
Aqui, un potencial efectivo no solo permite calcular las propiedades en es-
tados diferentes a donde se han hecho experimentos, sino que también da
cierta 1dea acerca de las interacciones moleculares. Esta es precisamente la
situacién exhibida por la teoria ANC para los gases reales.

Una ruta alterna a resolver la ec.(1.31) para encontrar u.s(r), que no
depende de iteraciones computacionales costosas, es introducir una familia
parametrizada de potenciales con ecuacién de estado conocida y resolver la
ec.(1.30) para los parametros del potencial. En general, para una familia
dada de u.s(r), el potencial asi encontrado resolverd la ec.(1.31) sélo apro-
ximadamente, aunque la definicién de u.s(r) se podrd mejorar incluyendo
nuevos parametros que conduzcan a aproximaciones sucesivamente mejores.
La teorfa ANC para gases usa precisamente este método tomando a u.y(r)
como uno de los potenciales de la familia ANC, es decir,

s (r) = eul(r/rm). (1.32)

En este sentido los potenciales ANC son “potenciales efectivos aproximados”
para los fluidos no conformales que representan.

Si la ec.(1.31) se resolviera exactamente, se obtendria un mapeo de la
EDE del fluido de interés sobre las EDE de la familia parametrizada. Iste
método se ha usado previamente para representar potenciales binarios esfé-
ricos usando como interacciones efectivas diversos potenciales modelos.[24]
Cuando se usan los pozos cuadrado de alcance variable, dado que éstos no
tienen una forma realista, los parametros efectivos varian fuertemente con el
estado.[25]

Los potenciales u.s(r) son funciones que dependen del estado porque al
calcular el promedio en el lado derecho de la ec.(1.31) la dependencia con p
y T de g(r, % [u]) y la de g(r, [uesy]) se cancelan sélo aproximadamente. Por
tanto, cuando se usa una familia como la ANC, los pardmetros del potencial
dependen del estado. En particular, se espera que al incrementarse la densi-
dad, los valores de los pardmetros difieran de sus valores limite en el gas. Para
cuerpos duros, los didmetros efectivos para la presion estdn influenciados por
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cambios en la densidad porque la no esfericidad de las particulas promueve
correlaciones de su orientacién a altas densidades. [26] Para moléculas suaves
se espera ademds una dependencia de los pardmetros con la temperatura.
Sin embargo, para generalizar la teorfa ANC a fluidos densos, encontrando
el potencial efectivo en la ec.(1.32) a partir de la presién del fluido de interés,
es necesario contar antes con la EDE de la familia ANC. El capitulo siguiente
describe la construccion de una EDE suficientemente precisa para poner a
prueba la aplicabilidad de esta teorfa para la descripcién de fluidos reales.
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Capitulo 2

Ecuacion de estado para fluidos
ANC

2.1 Simulaciéon Monte Carlo

Para obtener datos con los cuales construir la ecuacién de estado para un
fluido, del cual conocemos su potencial, existen varias opciones que podemos
aplicar en un nimero mas o menos grande de estados:

1. Resolver las ecuaciones integrales de la teorfa de liquidos, como el
sistema formado por la ecuacién de Ornstein-Zernike y la cerradura
RHNC,[27]

2. Simular el fluido mediante dindmica molecular (DM), integrando nu-
méricamente las ecuaciones de movimiento de las particulas a partir de
las fuerzas intermoleculares, [28]

3. Usar un algoritmo Monte Carlo (MC) para calcular el valor de las pro-
piedades del fluido como promedios sobre el espacio de configuraciones.
[29}

Generalmente, resolver una ecuacién integral de la teoria de liquidos toma
un tiempo menor en uno o dos érdenes de magnitud que hacer una simulacién,
sin embargo se trata de ecuaciones aproximadas que deben ser verificadas por
comparacién con otros métodos. Estos resultados normalmente son los de
simulaciones de DM o MC y por tanto se decidié simular directamente los
datos requeridos.
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La dindmica molecular es una realizacién de la teoria cinética: al seguir la
evolucién dindmica de un cimulo de particulas, la presién y otras propiedades
termodindmicas se calculan como promedios temporales “a la Boltzmann”.
Ejemplo:

.
XPM = (X), = lim L s x V(@) . (2.1)
T—00 T 0
Andlogamente, la simulacién Monte Cario es una realizacién de la me-
cénica estadistica ern el espacio de configuraciones: muestrza este espacio
con una cadena estocéstica de configuraciones, calculando las propiedades
termodindmicas como promedios “a la Gibbs”,

X = N = 5w 11/ TV / ar X () e 2

Uno de los principios de la mecdnica estadistica es la hipétesis ergéddica,
la cual establece la igualdad entre los promedios temporales y sobre el es-
pacio fase: (X), = (X),~. Sin embargo, para comparar los resultados de
simulaciones de DM con MC hace falta tomar en cuenta que, generalmente,
las primeras se realizan en el ensemble microcandnico en el que se mantienen
fijas N, V y la energia total £ = K + U, mientras que las MC mas comu-
nes se realizan en el ensemble canénico con N, V y la temperatura T fijas.
Las propiedades termodindmicas calculadas en ensembles diferentes son dis-
tintas para sistemas finitos, aunque son iguales en el limite termodindmico
(N — 00, V — oo de tal forma que p = N/V = cte). Aunque es posible
simular con DM un sistema en el ensemble candnico, es més sencillo hacer

esto empleando MC y por eso elegimos este método para simular los sistemas
ANC.

2.1.1 El método de Metropolis

El algoritmo Monte Carlo bésico consiste en generar una cadena estocdstica
de configuraciones de manera que, sia = r? y b = r} son dos configuraciones

de la cadena y

e_ﬂu(rfy)

e =g

(2.3)
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es la densidad de probabilidad de que el sistema adopte una configuracién en
el ensemble candnico, las probabilidades n(a) y n(b) de hallar las configura-
ciones a y b en la cadena estocéstica estén en la proporcion[30]

n(b) _ N

n(a)  N(a)

Para conseguir esto sin conocer las probabilidades M (a) y M (b) se in-
troduce el método de Metropolis.[29] En él se cuida la condicién de estado
estacionario, la cual garantiza que el sistema permanezca en equilibrio una
vez que ya lo ha alcanzado: si la probabilidad de transicién desde a hacia b
es 7 (a — b),

SO N(@)T(a— b) =N(b), (2.4)

a

que significa que la probabilidad de llegar al estado b es igual a la probabili-
dad de encontrar al sistema en ese estado.[31] Esta condicién se satisface al
imponer la condicién mds fuerte del balance detallado de las transiciones,[32]

N(a)T (a — b) = N(b)T (b — a), (2.5)

porque sumando sobre los estados a se obtiene la ec.(2.4).
Para construir la matriz de transicién 7(a — b) se le factoriza en dos
términos,

7 (a — b) = gen(a — b) X ac(a — b),

donde la probabilidad de generar b a partir de a es gen (a — b) y la proba-
bilidad de aceptar tal transicién es ac(a — b). Escogiendo gen(a — b) como
una matriz simétrica no nula,

gen(a — b) = gen(b — a) # 0. (2.6)
la ec.(2.5) se transforma en

N(a)ac(a — b) = N(b)ac(b — a)

o de manera equivalente en

acla = b) _NQ) _ _pau,,
ac(b —a) N{(a) ,

(2.7)
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con
Ay = U(el) —UGD).
La probabilidad de aceptacién dada por
ac(a — b) = min (1, e"ﬁAu“") (2.8)

cumple la ec.(2.7) y, a través de la unicidad del estado estacionario, garantiza
que los promedios sobre la cadena estocdstica tenderan a sus valores sobre
el ensemble de manera asintética conforme aumente el nimero de configura-
ciones en la simulacion.

El procedimiento usual para aceptar transiciones de acuerdo a la ec.(2.8)
es el siguiente. Se calcula la diferencia de energias entre las configuraciones a
y b, si Aldy, < 0la transicién se acepta de inmediato. Por el contrario, cuando
Aly, > 0 generamos primero un nimero aleatorio Ran [0,1) con una distri-
bucién uniforme en el intervalo [0, 1]. La probabilidad de que Ran [0, 1] sea
menor a ac(a — b) es igual a ac(a — b), por lo que garantizamos que se cum-
pla la ec.(2.8) si aceptamos la transicién cuando Ran [0, 1] < exp[—BAUa) ¥
la rechazamos en otro caso. Es muy importante que el generador de nimeros
aleatorios tenga buenas propiedades estadisticas; una introduccién practica
al tema ha sido expuesta por Press et al.[33]

Falta por establecer cémo se determina la configuracién inicial y la ma-
nera en que se garantiza la simetria de gen(a — b). Para lo primero basta
usar una configuracién inicial ag para la cual exp (—GU(rY)) # 0. Para un
fluido denso, una posibilidad es tomar ag como una latiz cristalina, excepto
cuando el estado del fluido a simular es cercano a la coexistencia sélido-
liquido; en general es preferible tomar ap como la ultima configuracion de
una simulacién previa en un estado no muy diferente. En cuanto a lo segun-
do, el procedimiento comun es generar configuraciones nuevas seleccionando
aleatoriamente a una particula y ddndole desplazamientos aleatorios a sus
coordenadas,

Claramente, la transicion inversa b — a es igualmente probable y asi se
satisface la ec.(2.6). El pardmetro A,.x afecta la eficiencia del muestreo
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y se escoge para maximizar el numero de configuraciones estadisticamente
descorrelacionadas en la simulacién. Una regla empirica establece que un
valor razonable de Amax lleva a que se acepten entre el 20% y el 50% de las
configuraciones generadas, aunque para potenciales duros el 6ptimo esté mads
cerca del 20%.[30)

Para calcular el valor promedio de una propiedad configuracional X (r) es
conveniente usar la relacién

1

() =500 [ arXr)gle), (2.9)

donde hemos supuesto la aditividad por pares de X,
XNy =) X(ry)
i>j

y empleado la definicién de la funcién de distribucién radial g(r) en el en-
semble canonico,[7]

N(N_ 1) N-2_—gu(m
o |

En algunas circunstancias, e.g. si el potencial u(r) es discontinuo, es preferi-
ble emplear la funcién de cavidad —también llamada funcién de correlacion
de fondo— definida como

g(r) =

y(r) = g(r)e” ).

Aplicando la ec.(2.9) obtenemos para la energia interna U® = (u), y la
presion pf = — (rZ%) /3V,

UE oc
N = 27rp/ dr r2u(r)g(r), (2.10)
0
2 * Ou
E_ % 30U
po = 37‘p/0 drr 6Tg(r). (2.11)

La ec.(2.11) es simplemente la parte configuracional del teorema del virial.
Para una descripcién que incluya los numerosos detalles técnicos a tomar
en cuenta al realizar una simulacién por MC o DM se pueden consultar los
capitulos 3 y 4 de la ref.[30].
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2.1.2 Descripciéon de las simulaciones

Utilizando el método de Metropolis, realizamos simulaciones Monte Carlo en
el ensemble candnico de fluidos ANC con tres valores distintos de la suavidad,
s =0.5,0.7,1.0. Se simularon 111 estados para s = 1, 26 estados para s = 0.7
v 5 estados para s = 0.5. La caja de simulacién donde se aplican condiciones
periodicas de frontera fue ctibica y contenfa N = 500 particulas, su lado L
se determiné como L = /N/p.

En cada estado dado (p*,T), calculamos g(r) para r < r. = L/2 es-
timando la densidad local promedio alrededor de cada particula mediante
histogramas. Se aproximo

g(r)=1lparar>r.

y se tomaron las aproximaciones siguientes para la energfa interna y la pre-
sién:
U E Te %}
N = 27rp/ dr ru(r)g(r) + 27rp/ dr m*u(r),
0 T

re 0 2 o
pf = %Wp/o dr rsél:—g(r) + gwp /;C dr TB%%,

Cada simulacién incluyé 4 x 107 configuraciones; las primeras 107 fueron
descartadas para propésitos de equilibracién y vinicamente las 3 x 107 confi-
guraciones finales fueron usadas para evaluar los promedios.

La referencia se simulé en doce isécoras (p* = 0.1,0.2,0.3,...,1.2) y
ocho temperaturas (T* = 0.8,1.2,1.5,2,3,5,10), a estos estados nos refe-
riremos como la rejilla principal. Para s = 0.7 se usaron cinco isdcoras
(p* =0.5,0.7,0.8,1,1.2). S6lo una isécora (p* = 1) se consider para s = 0.5
puesto que este 1iltimo sistema no se usé para desarrollar la EDE ANC, sino
que se usé como parte de su prueba.

Para cada isécora se inici¢ la simulacion a la temperatura 7" = 10 a
partir de una latiz cubica centrada en la cara. Las siguientes simulaciones se
realizaron a temperaturas sucesivamente menores iniciando cada una de la
ultima configuracién de la simulacién previa. Segun estudios previos, algunos
de los estados més frios en la rejilla principal pudieran estar en la region de
dos fases y por tanto no se simularon.[34] Se afiadieron 20 estados cercanos a
la curva de saturacién para mejorar el muestreo en esta parte del diagrama
de fases, a éstos los llamaremos estados para-ortobdricos.
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Finalmente, separamos el teorema del virial en las contribuciones repul-
siva y atractiva a la presién de exceso, es decir

*

* * 2 * 1 8us
Pr(e" T"8) = Zmp /0 dz z3gg(Z);

2 e ou*
pu(p", T"s) = gﬂp*/l dz 2° 6259(2),

con

La desviacién r.m.s. de la desviacién estdndar de p? para las simulaciones
con s = 1 fue 0.5% y su méximo 3%. Los resuitados de las simulaciones que
se usaron para desarrollar la EDE para la familia ANC se pueden consultar
via Internet.[35]

2.2 Teoria de perturbaciones

La teoria de perturbaciones (TP) consiste en escribir la solucién aproximada
a un problema en términos de la solucién de otro problema ya resuelto que
es, en algun sentido, préximo al original. Siendo una teorfa aproximada, las
propiedades calculadas por este método frecuentemente carecen de consisten-
cia termodindmica: si una propiedad termodindmica se puede calcular por
dos o0 mds medios diferentes, el resultado debe ser el mismo; esto no siempre
se cumple en la TP.

La razon del éxito de la TP radica en que la estructura de un liquido sim-
ple se determina principalmente por las fuerzas repulsivas, mientras que el
efecto principal del potencial atractivo es suministrar un potencial de fondo
uniforme en el que las moléculas se mueven. Este concepto de separar las
contribuciones repulsiva y atractiva se remonta a van der Waals y es la base
para su ecuacién de estado.[31] Las TP modernas mantienen este esquema,
aunque difieren por la manera en que se divide el potencial y en las aproxi-
maciones realizadas. A continuacién revisamos los resultados de dos teorias
de perturbaciones aplicadas a la representacién de potenciales ANC.
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2.2.1 La teoria WCA

Weeks, Chandler y Andersen presentaron un esquema perturbativo para
calcular la energia libre reducida

Baf = AB/NKT

de un fluido cuyo potencial presenta una regién repulsiva y otra atractiva que
varfan suaverr.ente con .[36] En la teorfa WCA se divide el potencial en sus
partes repulsiva ur(r) y atractiva us(r) de acuerdo a la definicién siguiente:

ulr)+e <,
uR(T)z{ ()O > T

. —€ 7 < T,
ua(r) = { u(r) > rm,

y se considera a u4 como una pequena perturbacién a ugr. A continuacién
aplicaremos esta teoria a los potenciales ANC, es decir, u(r) = us(r). La
figura 2.1 ejemplifica la division WCA con u; (7).

La funcidn blip, Ae, es la diferencia de los factores de Boltzmann debidos
a ur y el potencial sin perturbar,

Ae(r;d, s) = exp [~ Pur(r; s)] — exp [~ Buns(r; d)],

aqui se ha escogido al potencial sin perturbar como wu,(r;d), i.e. esferas
duras de didmetro d. Al desarrollar la energia libre en términos de Ae se
obtiene

1 .

Bag = Bag, — Ep/dr yns(r;n)Ae(r; d, s) + O(Ae?), (2.12)
donde se ha empleado el desarrollo en densidad de la funcién de cavidad
Yr(r),

Yr(r) = yns(r;n) + O(p),

conservando unicamente el primer término. La funcién de cavidad de las
esferas duras y(r;7) depende de d a través de la fraccidén de empague

7T

= —pd°.
=3P
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Figura 2.1: Divisién de WCA del potencial u,(r). La linea sélida corresponde
a la parte repulsiva; la linea a trazos, a la parte atractiva.

33




Para operar facilmente con yps(7; ) es conveniente contar con una aproxima-
cién analitica, por esto utilizamos la parametrizaciéon de Grundke-Henderson|[7]

yns(r;m) = exp (Z Yn(n)f")
n=0

donde los coeficientes Y, (n) se han elegido para reproducir los limites cono-
cidos de Yrs(r, ) ¥ Zyns(r,n) enr =0y r=d.

Dado que d es arbitrario, una manera de aprovechar este grado de libertad
es pedir la anulacién del segundo termino en la ec.(2.12),

[ dr mdrimaetrid.s) =0, (2.13)

La solucién ds a la ec.(2.13) serd una funcién de la suavidad y del esta-
do teromodindmico. Es conveniente introducir la notacién siguiente para el
didmetro reducido con 7y,

os=0s(p", T, s) =ds(p, T, 8)/Tm.

La energia libre del sistema quedard representada ahora por la del sistema
de esferas duras, salvo correcciones O(p?),

Bak = Bay,(n).

Derivando respecto del volumen encontramos la presion,

* * * 6].1’10-3
oy = p T 2F.(n) (1 + o ) . (2.14)

Para escribir una ecuacidn analitica a partir de la ec.(2.14) se requiere una

ecuacion explicita para z£ () y otra para ¢? en funcién de p, Ty s. Existen

varias ecuaciones empiricas para z£, (n), una de las mds empleadas en la

préctica es la ecuacién de Carnahan-Starling,

z6s(n) = 47 yns(o; M), (2.15)
oy _ 1=n/2
yha(O"n) - (1 _ T})Q' (216)

34




Para buscar la ecuacién para o2, observamos que es posible demostrar, a
partir de [7]

limy(r) =1,

p—0
que el limite de baja densidad del didmetro de WCA es igual al volumen
repulsivo de la teoria ANC de gases,

lim o = 0}(T").

Debido a esto buscamos una relacién lineal andloga a la que existe entre b}
y b1,
3 _ 3
0l =1-s+s0d. (2.17)

La figura 2.2 muestra el resultado de calcular numéricamente o3 y o &
partir de la ec.(2.13) y graficarlos al primero como funcién del segundo, para
varios valores de la suavidad s = 0.5,0.6,0.7,0.8,0.9,1. Se observa un muy
buen acuerdo con la ec.(2.17) para todos los estados considerados (0 < p~
<12y1<T*<10).

Para completar la ecuacién buscada para o3, buscamos una funcién que
relacionara a ¢} con bj. En general, al aumentar la densidad o se aparta
de su valor limite b] para volverse mds pequeno, de hecho, el cambio es tan

pequeno que queda bien representado por
oY = b — vp*, (2.18)

con v = 0.007864. Sustituyendo las ecs.(2.15), (2.16), (2.17) y (2.18) en la
ec.(2.14) para pj, obtenemos una ecuacién de estado analitica. Esta se simpli-

fica al desarrollar la derivada logaritmica de o2 en serie de Taylor alrededor
de v =0,

ph = p"T"zcs (1) (1 - i (ib?—y (p*)"‘l) |

n=0

Dado el valor de v, es suficiente truncar la serie conservando términos hasta

de orden v?
SV SvU 2
PR =0T 2cs (1) <1 - <7;> - (17) p*) :
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Figura 2.2: La funcién o2 = 1 — s + s03 comparada con puntos calculados
mediante la solucién a la ec.(2.13) en la teoria WCA
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La teoria de perturbaciones WCA no incorpora explicitamente los efectos
de las fuerzas atractivas. Para completar la EDE, esta teoria supone que al
perturbar al sistema ug(r) con el potencial us(r) la funcién de correlacién
de fondo permanece igual, es decir

y(r; [us]) = y(r; [ur]) = yns(rsm).

En particular, se nuede obtener p% numéricamente a partir del teorema del
virial.

En la figura 2.3 comparamos las predicciones de la teorfa WCA para pj
v P4 para s = 1 con los resultados Monte Carlo de la seccién previa. Las
predicciones son muy buenas cuando 7™ o p* son grandes, pero tienen mayores
desviaciones respecto de las simulaciones a bajas temperaturas o densidades
porque en estas condiciones las fuerzas atractivas afectan més la estructura
del fluido al “introducir” més particulas en la regién del pozo de potencial. En
efecto, se observa que las magnitudes de las presiones de la teorfa WCA son
sistemdticamente menores que las MC cuando la temperatura o la densidad
disminuyen.

Este efecto se observa también al comparar la funcién g(r) predicha por
WCA con la MC, como se muestra en la figura 2.4 para s = 1, T* = 10
y las densidades p* = 0.1 y p* = 0.4. La prediccion WCA para g(r) se
deteriora rapidamente conforme p* disminuye, principalmente por subestimar
la altura del primer maximo de g(r). Este efecto es més severo a temperaturas
menores.

En resumen, la teorfa WCA da una presién total que sélo es suficiente-
mente precisa como para probar la teorfa ANC cuando la temperatura y la
densidad son altas. A pesar de esto, la teorfa nos brinda informacién cua-
litativa sobre el efecto de la no conformalidad de los potenciales ANC que
se manifiesta de manera sencilla en la dependencia del volumen efectivo de

esferas duras o? con la suavidad s en la ec.(2.17).

2.2.2 'Teoria de Song-Mason

Una variante de la teoria de perturbaciones que incluye explicitamente la
contribucién atractiva es la teoria de Song-Mason, la cual propone la EDE
analitica[37]

% — 14 BT+ (0. T
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Figura 2.4: Funciones g(r) de WCA (a trazos) comparadas con resultados
MC (lineas continuas) para s = 1,7* = 10. En el panel superior, p* = 0.1;
en el inferior, p* = 0.4.
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donde I(p,T') es la contribucién al teorema del virial que no esta incluida en
B(T),
2r [ , 3
16,7y =2 [ y(r) =17 () rr, (2.19)
0
donde

1y = 9 =putr)
f (T) - 87‘6 -

Para evaluar I{p,T) se introduce de nuevo el potencial no perturbado de
WCA up(r) y se hace la aproximacion
27

Hp,T) =+ /Om lyr(r) = 1] f (r) ridr.

A continuacién se desarrolla f'(r) a partir de fg(r),

filr)=frr) (14 Be +..),
truncando el desarrollo a primer orden. Sustituyendo en la ec.(2.19) obtene-
mos

2T

o) = 5 [ lumtr) = 075l (14 o) e

En este punto, Song y Mason notan que yr(r) varfa linealmente con r
cerca de la posicién del méximo de fr(r), al cual representaremos como
Tmax- INuevamente, se emplea un desarrollo de yg(r) alrededor de un punto
To,

Iyr ,
yr(r) = yr(re) + o (r—rg).

El punto r9 no se especifica, pero se supone que es Cercano a Tpax. Las
primeras contribuciones a I(p,T') son ahora

I(p,T) =TI+ 1.+ 1,

donde
20 [Tm
Io(p,T,10) = 3/0 Jr(r)ridr [ygr(rg) — 1]
27 [T
Lip o) = 5 [ lumtro) = 1] hlyrar e

I_(p,T,ro) = 5 /Orm (r —ro) fr(riridr {[@/R(ﬂ —1] %ITR} .
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Song v Mason aducen que para cualquier eleccién razonable de 7y (es decir,
para T Cercano a rmay) las integrales I, e I_ son pequeias y/o se cancelan
entre si. De esta manera,

I(p,T) = a(T) [yr(ro) — 1],

con

o(T) = i (e7P#=\) — 1) rdr,
3 Jo
El pardmetro o(T') es simplemente la contribucién repulsiva al segundo coe-
ficiente virial, a(T") = Bg(T). :
Para representar la funcién yg(rg) Song y Mason introducen un sistema
de esferas duras cuya fraccién de empaque 7 = 7posy° /6 se escoge para que

yR(To) = yis(n) = th(USM>77)-

Interpolando entre los limites de ) para altas y bajas temperaturas, se obtiene
la férmula

_P a
n(p,T) = 3 ( +T8T>-

Esto completa la EDE de SM,

Pp_ . B(T)p+(T)plyns(n (o, T)) = 1] (2.20)

p

Para potenciales ANC, « es proporcional a b},
2 3 1% *
Q(T) = g’n-rmbs<T )’

por lo tanto los pardmetros de Song-Mason para esta familia de potenciales
son funciones lineales de s y los pardmetros del potencial de referencia.

La EDE de Song-Mason predice un poco mejor que la teoria WCA la pre-
sion total (da un error relativo r.m.s. de 34% sobre la rejilla principal y de
10% cuando se consideran tnicamente los estados con 7% > 1.5) pero es ex-
plicita para la parte atractiva. Esto simplifica el estudio del comportamiento
de las constantes criticas con la suavidad y da una imagen cualitativamente
correcta de las curvas de coexistencia liquido-vapor de los fluidos ANC. La
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Tabla 2.1: Puntos criticos ANC de la EDE Song-Mason

s P TT p
0.5 0.408 0.744 0.109
0.7 0.382 0.903 0.123
1.0 0350 1.111 0.139
1.2 0.333 1.235 0.147

ec.(2.20) predice que los potenciales més suaves tendrdn valores de p v T
mayores que aquellos de los mds duros, mientras la densidad p] serd menor,
como se aprecia en la tabla 2.1.

En cualquier caso, la descripcién de los sistemas ANC mediante la teoria
de perturbaciones no es suficientemente precisa para usarla al probar la apl-
cabilidad de la teoria ANC en fluidos densos. Sin embargo, sf ilustra el efecto
general que tiene variar la suavidad s sobre las propiedades termodindmicas
de un fluido y, en particular, la forma cerrada de la EDE de Song-Mason
puede ser ventajosa para aplicaciones que no demanden mucha precisién.

2.3 Ecuacién de estado empirica para fluidos
ANC

Para obtener la representacién de la presién de los fluidos ANC con la preci-
sién requerida, se desarroll6 una ecuacién de estado empirica para la familia
ANC. La situacién es similar, en parte, al caso del fluido de Lennard-Jones,
que se ha usado como referencia en muchos estudios y cuya EDE se ha ob-
tenido ajustando datos de simulacién. Sin embargo, en este caso no sélo se
necesita una EDE para un fluido de referencia, sino una EDE para la familia
de potenciales ANC. En esta seccién se describe cémo se obtuvo la EDE para
la referencia ANC y cémo se emplearon las funciones de distribucion radial.
obtenidas durante la simulacién Monte Carlo, para extender esa ecuacién a
un continuo de sistemas ANC.
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2.3.1 Ecuacién de estado para la referencia ANC

La EDE para s = 1 se obtuvo seleccionando una forma funcional empirica
para p}(p*,T*) y ajustando sus pardmetros por medio de una técnica de
minimos cuadrados sobre los estados para-ortobdricos y de la rejilla principal.
Dado que el peso de los estados subcriticos era menor, se espera que la EDE
- resultante sea mds precisa en condiciones supercriticas.

Entre las varias formas funcionales puestas a prueba (Peng-Robinson,
Redlich-Kwong, Benedict-Webb-Rubin) la mejor forma funcional fue la ecua-
cion BWR modificada que se usé para las tabias IUPAC del argon, [38]

5
x[ % * earl * km *2 k7\ *3 *° k15
pi(p"T7)=p'T (Hp m§:1-——T*m_1 +p <k6+;l::) + P ks 0"
2 3 2
* X km. + * km
+ (%) exp [—kmp 2} m§:l Zn8 Ti)’" +11> X (2.21)

Es importante notar que los coeficientes kja ks determinan el segundo coe-
ficiente virial By(T™). Siguiendo el procedimiento de ajuste de Johnson et
al.,[39] se ajustaron estos cinco coeficientes a datos de Bj(T) —calculados
con la ec.{1.23) y los volumenes de colisién del apéndice A— y se mantuvieron
fijos durante el ajuste de los demds coeficientes k,,. Los valores finalmente
obtenidos se presentan en la tabla 2.2.

Tabla 2.2: Pardmetros de la EDE para la referencia ANC

km m km
0.94573 9 —9.50946
—1.21988 10 19.47130
—4.05036 11 —8.73418
1.57206 12 -—4.76513
—0.37349 13 —-1.87642
0.63383 14 2.71703
0.93327 15 2.20851
0.63005 16 0.64007

OO\]O’)U\»AOJI\DD—‘S

La EDE para la referencia ANC, ec.(2.21), requiere 16 pardametros mien-
tras que la EDE de Johnson et al. para el fluido de Lennard-Jones usa 33
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pardmetros; esta reduccién se debe al hecho de que el peso de los datos simu-
lados en estados subcriticos es menor en nuestro caso. Sobre la precisién de la
ec.(2.21) podemos apuntar que representa los datos MC para la presién con
un error relativo r.m.s. de 1.3% sobre la rejilla principal y de 3.1% cuando se
incluyen los estados para-ortobdricos. Este grado de precisién es un orden de
magnitud mejor que el de las teorfas perturbativas y es del mismo orden que
la precisién de las simulaciones Monte Carlo. Por lo tanto, fue considerado
suficiente para probar y aplicar la teorfa ANC.

2.3.2 Ecuacién de estado para la familia ANC

Para obtener la termodindmica de fluidos ANC con s # 1, consideramos a
la energia libre del fluido como una funcién de p, T y s, es decir, trata-
mos a § como una propiedad termodindmica del sistema que se puede fijar
externamente, [40],[41]

dA = —SdT — pdV — Lds.

La definicién termodindmica de L, la fuerza termodindmica conjugada a s,

es
L—- (%> |
0s TV

La mecédnica estadistica nos permite encontrar la relacion

0

8

L=kT—1nZ,

y, dado que la funcién de particién ideal no depende en forma alguna del
potencial, L depende tnicamente de la funcién de particién configuracional,
_ kT 0QnN
N Q N 85 ’

L=~ <aai~> (2.22)

La funcién L tiene dimensiones de energia, definiendo la variable reducida

_ L
~ Ne

L

y estd dada por

!
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podemos escribir la ec.(2.22) como

[ = —27rp*/ dz ZQMg(z), (2.23)
0 68

la cual nos permite calcular [ a partir de los resultados de simulacién para

g(z). Finalmente, una relacién de Maxwell permite calcular la variacién en

p* a medida que la suavidad del potencial varfa,
8p* . 2 ol

- , (2.24
0s F dp* (2:24)

El problema de construir la EDE para la familia ANC se reduce a calcu-
lar | mediante la ec.(2.23) para algunos valores de s e integrar el resultado
respecto de la densidad de acuerdo a la ec.(2.24).

El calculo de [ sobre una regién extensa de p* y 7™ requiere un gran
numero de simulaciones para cada valor de s, por esto se utilizé el método de
interpolacién de Lagrange: se calculd [ en todos los estados simulados para
s =1y s =0.7, los resultados fueron ajustados con un polinomio en p* y
1/T* para construir la interpolacién de primer orden

L(p" T") = 1—30 (s = 0.7) L(p", ) = (s = 1) loa(p", T")] .

Los detalles de ly7 y [ estdn en el apéndice B.
El procedimiento anterior conduce a la EDE deseada:[42]

P (p*, T, s) =pi(p".T") — p

20 [+l
5p*{ . }(s 1), (2.25)

la cual es una ecuacién cuadrética en la suavidad para pj.

2.4 Algunos resultados de la ecuacién de es-
tado ANC

Para probar la EDE ANC, ec.(2.25), se calculé la presién p* en los estados
simulados para s = 0.7y s = 0.5. (Aqui cabe aclarar que las presiones
Monte Carlo para s = 0.7 no fueron utilizadas durante el desarrollo de la
EDE ANC, unicamente se emplearon las funciones g(r) para evaluar [.) La
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figura 2.5 muestra el buen acuerdo entre la EDE ANC y los datos MC, el
error relativo r.m.s. es de 3% —del mismo orden que aquél para la EDE de
la referencia.

Otra prueba fue el comparar con los datos para s = 0.5. Se encontré un
error r.m.s. de 5% sobre la is6cora simulada p* = 1 con T = 1.2,2,3,5.
Dado que muchos fluidos estudiados en la fase gaseosa tienen suavidades en
el intervalo 0.5 < s < 1.2, esta ecuacién de estado puede ser 1til para varias
aplicaciones.

Se debe conceder que las ecs.(2.21) y (2.25) tienen muchos pardmetros
y Gue necesitan mejoras en la region subcrifica. Sin embargo, de acuerdo a
la propia teoria ANC, estas ecuaciones se construyen una sola vez pero se
aplican a todos los fluidos no conformales.

A pesar de que en esta etapa de la investigacién hemos obtenido una
ecuacién de estado til sobre todo en condiciones supercriticas, es interesan-
te cbservar el comportamiento predicho per la ec.(2.25) para el equilibrio
liquido-vapor a medida que s varia.

La figura 2.6 compara las curvas de saturacién de la ec.(2.25) con aquellas
obtenidas por dindmica molecular. [34] Las curvas DM son més planas y
tienen una 7' més baja que las de la EDE ANC. Esto se debe, en parte, a que
las curvas DM fueron extrapoladas hasta el punto critico usando exponentes
criticos universales, mientras los exponentes criticos de la EDE ANC son
cldsicos. M4s aun, las simulaciones DM fueron realizadas con un potencial
truncado y corrido,

. ui(z) —uz(2.5) 2z <25,
“DM(Z):{ () 0 2 2>25

para el cual se espera que las simulaciones arrojen un valor de 7} menor al
valor correspondiente al potencial completo ui(z). [43] Se necesitan nuevas
simulaciones con el potencial completo para zanjar este asunto.

Los pardmetros criticos calculados con la ec.(2.25) para s = 0.7,0.8,0.9, 1
tienen una dependencia aproximadamente cuadrética con s,

pr = 0.672743 — 0.585472 s + 0.356270 s,
T = 0.828880 — 0.651129 s + 0.983348 s, (2.26)
pr = 0.365987 — 0.646647 s + 0.454104 s°.

Los valores predichos por estas ecuaciones se comparan con los resultados de
dindmica molecular en la tabla 2.3.
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Figura 2.5: Comparacion de la presién predicha por la EDE ANC y los
resultados Monte Carlo para s = 0.7
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ANC (clave como en la figura 1.1), comparadas con las extrapolaciones de
dindmica molecular (lineas enlazando circulos). Los puntos criticos de Song-
Mason se muestran como triangulos.
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Recientemente se han obtenido resultados de simulacién Monte Carlo en
el ensemble de Gibbs (GEMC) para el potencial ANC completo.[44] Los pri-
meros resultados para s = 1 muestran que la curva de coexistencia predicha
por la EDE ANC y la obtenida mediante GEMC coinciden de manera nota-
ble, tal como se muestra en la figura 2.7. Nuevos resultados para suavidades
s # 1 estan siendo simulados y pronto se podrd realizar una comparacién
completa.

Tabla 2.3: Puntcs criticos de la EDE ANC

s  Método  p T fo
0.5 DM 0.449 0.6141 0.0912
ec.(2.26) 0.491 0.7492 0.1562

0.7 DM 0.437 0.7767 0.1226
ec.(2.26) 0.441 0.85493 0.1358

1.0 DM 0441 1.0719 0.1349
ec.(2.26) 0.442 1.1611 0.1734

La EDE ANC sobreestima los pardmetros criticos, en particular predice
que T disminuye con s pero siempre por arriba de la correlacién encontrada
a partir de datos experimentales de sustancias reales, como se aprecia en la
figura 2.8.[5]

La discrepancia entre ambas curvas puede deberse (aparte de los valores
de los exponentes criticos) a la falta de precisién de la ec.(2.25) a tempera-
turas subcriticas y a que las sustancias reales tienen pardmetros efectivos en
el punto critico que no son necesariamente iguales a los del gas diluido. En
el capitulo siguiente abordaremos este tltimo tema al probar la aplicabilidad
de la teorfa ANC usando sistemas modelos que interactian exclusivamente
a través de potenciales binarios.
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Capitulo 3

Aplicaciones a sistemas
modelos

3.1 Potenciales efectivos esféricos a partir de
la ecuacién de estado

En este capitulo se describe la aplicacién de la teorfa ANC a fluidos modelos
(esféricos y no esféricos) fuera de la regién de coexistencia de fases; en estas
condiciones la presién de los potenciales efectivos ANC estard bien repre-
sentada por la EDE ANC. Primero profundizaremos en el modo en que se
puede obtener potenciales efectivos esféricos a partir de ecuaciones de estado
y luego aplicaremos la teorfa ANC para representar la EDE de cuatro fluidos
modelos. '

Una manera natural de definir potenciales esféricos efectivos es mediante
promedios angulares del potencial original no esférico; si F(u(r,€2)) es una
funcién con inversa F~!, un promedio angular de u(r, §2) se define como

w(r; [F]) = F7H{F(u))q,
donde

_ JdQ F(u(r,Q))
(Flu)g = =250

Kohler et al. apuntan los méritos de dos modos de realizar el promedio
angular,[45] aplicandolos a un potencial de esferocilindro duro de anchura o
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y separacién entre hemisferios L = [*o. El primero tipo de promedio es el
promedio aritmético sobre las orientaciones,

Se puede construir una teoria de perturbaciones alrededor de @(r) haciendo
desarrollos en potencias de un pardmetro A de

w(r, L A) =a(r) + A(u(r,Q) —a(r)),

y evaluando para A = 1. Sin embargo, esta serie incluye contribuciones infini-
tas para potenciales duros no esféricos, porque la diferencia u (r,Q2) —@(r) es
infinita para la mayoria de las orientaciones a distancias intermedias. Para
el esferocilindro duro, esto ocurre cuando

\f"ﬁ?
l——<r<l14+1".
g ST

El segundo tipo de potencial corresponde a un promedio del factor de
Boltzmann sobre las orientaciones, a la manera de la teoria RAM (Random
Average Mayer-function),[46]

up(r) = —kT In (exp (—Bu(r,))q - (3.1)

Incluso para potenciales duros, ug(r) es un potencial suave que da exacta-
mente el mismo segundo coeficiente virial B(T') que el de u(r, Q); el potencial
efectivo ANC se parece mds a up(r) que a u(r). Kohler et al. encontraron
también que ug(r) produce funciones de distribucién gg(r) aceptables com-
paradas con los promedios angulares (aritméticos) de g(r,2). La presién
obtenida de ug(r) fue més pequenia que la de simulaciones directas de u(r. Q).

Parte del desacuerdo entre las presiones calculadas por Kohler et al. puede
deberse a que emplearon la ecuacién integral de Percus-Yevick para calcular
ge(r) y se sabe que esta ecuacién no es exacta.[7] Otra razén para el de-
sacuerdo es que, como se explicé en el Capitulo 1, los pardmetros efectivos
dependen generalmente de p y T porque se calculan a partir de promedios
pesados por la funcién g(r,2). Sélo a bajas densidades, cuando la funcién
de distribucién es igual al factor de Boltzmann,

g(T, Q) = eXp [—61},(7’, Q)] ;
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el potencial efectivo para la presién estard calculado correctamente por la
ec.(3.1).

En vez de emplear promedios o de resolver la ec.(1.31) para densidades
tipicas de un liquido, los pardmetros efectivos ANC se determinaron para
cada sistema de interés resolviendo aproximadamente la ec.(1.30),

pef(P,T> [us] = p(foa T7 [u])*

en estedos donde se ha evaluado el lado derecho de la ecuacién mediante simu-
laciones. La solucién empleada es la solucién de minimos cuadrados definida
en la teorfa de problemas inversos,[47] esto quiere decir que seleccionamos el
potencial efectivo

Ues (1) = eug(r/rm)

—cuyos pardmetros pueden depender de p y T— que minimiza la suma de
desviaciones cuadraticas

q= Z (plpi, T, [ues]) = plps, Ti, M))Q

i

sobre los estados considerados.

Para aquellos sistemas en que los pardametros efectivos dependen de p y
T', se introdujeron modelos de esta dependencia basados en desarrollos vi-
riales. Para comprender la dependencia con el estado, conviene analizar un
caso mds simple: la dependencia del didmetro efectivo de esfera dura para
potenciales repulsivos. Este problema se ha abordado reconociendo que los
pardmetros efectivos, al ser funciones del estado, son variables termoding-
micas que dependen de la propiedad macroscépica que reproducen.[26] Para
encontrar relaciones explicitas entre los diversos didmetros efectivos, se parte
de la definicién del didmetro d, que reproduce la presion,

7
6

y de la definicién de d4 que reproduce la energfa libre,

pkT ZE(p,T) = pkT ZE ( ,odz) , (3.2)
Ba®(p,T) = Baf, (S pd,). (3.3)

La ec.(3.3) difiere de la relacién andloga para la teoria WCA en que ésta tilti-
ma es una relacién aproximada mientras la primera es exacta. Derivandola,
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obtenemos

3
E _7E (T 3) 1 ddy .
= —pd 1+ =—==1. 3.4
Igualando las ecs.(3.2) y (3.4) se encuentra una ecuacién diferencial no lineal
para d4 en funcién de d,

E(T 3) _1__‘25_@\,:213 (Z d3) (3.5)
Zh'SKGPdA <1+d134 6p/ hs 6p D/ - \~ =

Esta ecuacion, pese a ser exacta, es demasiado complicada para determinar
d 4 a partir de d,. Por eso se ha propuesto emplear desarrollos viriales de los
pardmetros efectivos y remplazar la ec.(3.5) por otras més manejables, aun-
que sean aproximadas.[26] Los coeficientes de los desarrollos viriales para los
pardmetros que reproducen la presién pueden identificarse como promedios
sobre colisiones moleculares.[48],[49]

Introduciendo los desarrollos viriales

dp(p,T) = > _dp",
n=0

dA(p7 T) = Z dgl)/?n>
n=0

se pueden sustituir en los argumentos de ZE en la ec.(3.5) y desarrollar am-
bos lados de la ecuacién en potencias de p; asf se pueden encontrar relaciones
entre los coeficientes dxl) y d,(,n). Ms&s importante, al repetir la técnica sus-
tituyendo el desarrollo virial de Z¥(p,T) en la ec.(3.2) se determinaran los
coeficientes dS* a partir de los coeficientes viriales del sistema original.[49]
Uno de los resultados obtenidos mediante este procedimiento es la relacién

dff) — d;O)’

es decir, que los lfmites de baja densidad de d4 y d, son iguales. Otro
resultado importante es que el didmetro efectivo d,(p,T) de un potencial
duro no esférico se comporta de la misma manera que el de un potencial
suave esférico incluso cuando el fluido es denso. La suavidad efectiva de las
moléculas duras aumenta con la elongacién molecular {* del mismo modo que
en el gas.[17] En otras palabras,

(1)
dp <0
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El coeficiente dg) disminuye y cambia de signo al incrementar la elongacion
I”.
A partir de estos resultados, se propone modelar la dependencia de los
parametros efectivos ANC mediante series viriales del tipo

530= ;e(")p”,
% = ;rﬁff)p",

s = i s pm,
n=0

donde €, y 0, son los pardmetros de escala del potencial que se quiere re-
presentar, y los coeficientes 5(”),7”5,?) y s pueden depender de T'. Lo mas
conveniente es truncar estas series y limitar el nimero de coeficientes a de-

terminar mediante la solucién de minimos cuadrados a

pes(0: T, [us) = p(p, T, [u]).

Para probar la teorfa, seleccionamos cuatro modelos de potencial binario.
El primer sistema estudiado es el prototipo de las interacciones esféricas,
el potencial de Lennard-Jones;[39] luego se estudian potenciales no esféricos
de complejidad creciente, estos son: moléculas lineales de Kihara, los cuales
tienen una profundidad e, constante y un nédulo duro esferocilindrico; [50]
diatémicas de Lennard-Jones 2-centros, cuya profundidad ey, (€2) depende de
la orientacién y sus nédulo duro es homonuclear;[51] finalmente las diatémicas
heteronucleares formadas de pozos cuadrados fusionados.{52]

d| >0

3.2 El fluido de Lennard-Jones

El potencial cldsico de Lennard-Jones se define como
o 12 o\ 6
ups(r) =4eLs {(;) - (;) } : (3.6)
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Al ser esférico, la no conformalidad del potencial LJ con respecto a la refe-
rencia ANC se debe por completo a la forma del perfil de potencial.

Como una primera aproximacién, se supuso que los pardmetros efectivos
eran independientes del estado e iguales a sus valores limite a baja densidad.
A partir de la teoria ANC para B(T") se obtienen los siguientes valores

E=E€LJ,
rm = 2180,
s =1.1263.

En la figura 3.1 se compara la presién calculada con la EDE ANC para
el potencial efectivo con los resultados de simulacién de Johnson et al.[39] El
acuerdo entre ambas presiones es bueno a temperaturas altas para todas las
densidades consideradas (con un error r.m.s. de 5% para todos los estados
con T* = kT /er; > 1.2). No es sorprendente que la falta de precisién de la
ecuacién de estado ANC a temperaturas subcriticas haga que la prediccién
para T = 0.8 sea bastante mala.

Para ver otros efectos de la suavidad s, calculamos el coeficiente térmico
de la compresibilidad isotérmica, fr, a partir de la EDE ANC y de la interpo-
lacién de los datos de Johnson et al. La figura 3.2 muestra un buen acuerdo
entre ambos resultados, nuevamente para una temperatura supercritica. En
la misma figura se observa que

Br ([w1]) > Br ([urs])

para todo el recorrido de la densidad. Esto se debe a que
/BT = /{;17

donde kp es la compresibilidad isotérmica, y a que la mayor suavidad del
potencial de Lennard-Jones implica una compresibilidad isotérmica mayor
que la de la referencia ANC.

Queda claro que el potencial efectivo ANC, con pardmetros efectivos cons-
tantes iguales a los pardmetros obtenidos en el gas diluido, representa bien
la ecuacién de estado del potencial de Lennard-Jones incluso a densidades
altas. Cabe esperar un grado de precisién semejante para las predicciones de
la teoria ANC en fluidos densos con otras interacciones binarias: si se emplea
la ecuacién de estado ANC del capitulo 2, para obtener tal precisién hay que
limitarse a condiciones supercriticas y al intervalo 0.5 < s < 1.2.
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Figura 3.1: Isotermas ANC de la presién para el fluido de LJ, comparadas
con datos MC de Johnson et al. Las isotermas a trazos corresponden a
temperaturas no simuladas.
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3.3 Esferocilindros de Kihara

Este es un potencial modelo para moléculas no esféricas pues incorpora un
nédulo duro con forma de esferocilindro. El ancho del cilindro es ¢ y su
altura es D. La elongacién de la molécula se define como

D

=

a

La forma funcional del potencial es

weetr8) =t0ve () = (i) )

donde es la distancia mds corta entre los nédulos duros. Para esta prueba
de la teoria, seleccionamos el sistema con {* = 1 que ha sido estudiado con
simulaciones y teorfa de perturbaciones por Vega y Lago.[50]

Dado que la profundidad €,;, del potencial es independiente de las orien-
taciones, es razonable tomar

€ = €Ksc

como la profundidad efectiva. La suavidad se aproximé por su valor limite
de baja densidad,

s =350,

Se emplearon los resultados de Ramos et al., quienes estudiaron el gas de
esferocilindros de Kihara con una teoria ANC de dos suavidades: sp para
la parte repulsiva y s4 para la partre atractiva.[17] Adoptando el espiritu
de la teorfa de perturbaciones, aproximamos s(9 por el valor de la suavidad
repulsiva, es decir, tomamos

§ =sp = 0.7944.

Para representar el didmetro efectivo, se propone una serie virial a segun-
do orden en po?®,

T—;l = 7’,(,(3) + rfﬂpa"3 + TSZ) (p03)2 .
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El limite de baja densidad de 7, se tomé igual al didmetro efectivo para el
segundo coeficiente virial obtenido por Ramos et al.,

0 = 1.5061.

Dado que el potencial no es esférico, esperamos que el didmetro efectivo
disminuya con la densidad, porque los esferocilindros tienden a alinearse y
las colisiones entre ellos serdn en promedio més cercanas.[26] Con esto en
mente, los coeficientes rﬁ,ll) y ri2) se determinaron mediante la solucién de

minimos cuadrados de la ec.(1.30). El resultado fue

rit) = —0.561,
r® = .76,

lo cual hace que 7, sea una funcién de p monétonamente decreciente en el
intervalo simulado, conforme a lo que se habia previsto.

La figura 3.3 compara los resultados de simulacién Monte Carlo de Vega
y Lago y su “teoria de perturbaciones mejorada” con los de la teoria ANC.
El acuerdo es bueno salvo para la isoterma 7% = 0.7. En la misma figura se
muestran isotermas predichas por la teoria ANC a temperaturas distintas de
las simuladas.

3.4 Lennard-Jones de dos centros

El potencial de Lennard-Jones de dos centros es un modelo para moléculas
diatémicas con dos centros de interaccién localizados en el centro de cada
dtomo. La energia entre dos particulas se obtiene de la suma de potenciales
esféricos de Lennard-Jones de las distancias entre los sitios de interaccion
inter-sitios. Si r;, es la posicién del sitio p de la particula 4, el potencial
entre las particulas 1 y 2 es

1 2

urse (1,2) = Y > upy(r, — ral),

p=1 v=1

donde uy; (r) estd dado por la ec.(3.6). Si la distancia ente los dos sitios de
interaccién de una molécula es D, la elongacién molecular es

A —

ag
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Figura 3.3: Isotermas ANC de la presién para los esferocilindros de Kihara
con [* = 1, comparadas con datos de simulacién de Vega y Lago (puntos) v
de su teorfa de perturbaciones (tridngulos).

62




Para probar de nuevo la teoria ANC, se escogié el sistema con [* = 0.793,
simulado por Lombardero et al.[51] Los valores limite de baja densidad para
los pardmetros efectivos se obtuvieron de la inversién de datos de B(T') rea-
lizada por Ramos et al.[17] Tomando como pardmetros de escala a €.y y o,
los primeros coeficientes viriales de €, 7,, y s son

e© = 2.32409,
r0 = 1.36542,
s9 = 5.7960.

Como para los esferocilindros de Kihara, es de esperarse que las moléculas
se orienten con sus ejes mayores paralelos a medida que p crece, llevando a una
disminucién de r,, pero, ademds, la orientacién de las moléculas reducird las
oportunidades de que los dos sitios de una molécula queden simultdneamente
dentro del pozo atractivo de los dos sitios de otra molécula; por tanto, tambiés
se espera que € disminuya con p.

Manteniendo la suavidad constante, se us6 el modelo siguiente para los
pardmetros efectivos:

£ O M3

€Ly

T'm,

==l + 1) po?,
s =350,

De la solucién de minimes cuadrados a la ec.(1.30) se obtuvo

e = —0.631,
r1) = —0.0260,

lo cual indica que tanto £ como r,, se reducen al aumentar la densidad. tal
como se esperaba.

La figura 3.4 compara los resultados para la presion de la teoria ANC
con las simulaciones de Lombardero et al. El acuerdo es bueno para las tres
isotermas simuladas (kT /er; = 1.5,1.8,2.5). En la misma figura se ilustra
la prediccién ANC de otras isotermas no simuladas.
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Figura 3.4: Isotermas ANC de la presién para el fluido LJ de dos centros con
[* = 0.793. Los puntos corresponden a las simulaciones de Lombardero et al.
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3.5 Pozos cuadrados enlazados

Finalmente, se consideré un modelo de diatémicas heteronucleares con po-
tencial discontinuo: los pozos cuadrados enlazados (Bonded Square Wells).
Este potencial también es de tipo interaccion sitio-sitio,

2 2

Upsw (1,2) = ZZ“#V (Ir1: = o),

p=1 r=1

donde los potenciales u,,. (r) son potenciales de pozo cuadraco,

00 T < O,
U (T) = ¢ —€py O ST < A0,
0 ATy < T

Al definir el potencial se impone que los nédulos duros de cada diatémi-
ca sean tangentes, luego, el potencial queda determinado por tres matrices
simétricas cuyos elementos son €,,, Ou ¥ Auu

El sistema seleccionado para probar la teorfa fue el sistema I de McCabe
et al.[52] Este es un sistema heteronuclear con pardmetros

€03 = €12 = €11,
09 = 011/2, 012 = 3011/4,

Agp = App = A = 3/2.

Los limites de baja densidad de los pardmetros efectivos pueden cal-
cularse invirtiendo B(T), el cual a su vez se puede calcular de la ecuacién
de estado SAFT-VR (Statistical Associating Fluid Theory- Variable Range)
propuesta por Gil-Villegas et al.[53] Sin embargo, los limites as{ obtenidos no
fueron ttiles para evaluar el potencial efectivo mediante la inversién de las
presiones simuladas, con la excepcién de la suavidad s(¥) = 0.906. Esto puede
deberse a que la ecuacién SAFT-VR no es exacta y tampoco lo es su segundo
coeficiente virial. Por lo anterior, en el procedimiento de optimizacién de la
solucién de minimos cuadrados no se fijaron los limites de densidad cero de
£ ni 7.
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Figura 3.5: Isotermas ANC de la presién para los pozos cuadrados enlazados
comparados con datos MC de McCabe et al.
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El modelo final empleado fue

£ -0
€11
= = (1),
g11

s =359

donde

&11
rOT) =80 4 1002

Los coeficientes que se obtuvieron como resultado de la inversién de los datos
de simulacién fueron

0 = 1577,
r(00) = 1.2208,

rOD = —0.0487.

La figura 3.5 compara los resultados ANC con las simulaciones Monte Carlo
de McCabe et al. El acuerdo es bueno para tres isotermas mientras que es
menos satisfactorio para la temperatura mdés baja, k7'/e,; = 1.5. Es intere-
sante notar que 7., Se incrementa con la temperatura pero que su dependencia
con la densidad no es aparente.

3.6 Analisis de los resultados

Se presentaron ecuaciones de estado cerradas para fluidos densos con po-
tenciales modelos que aproximan bien los resultados de simulacién. Estas
ecuaciones permiten predecir la presién en estados supercriticos en los que
no se han realizado simulaciones.

A la vez, se mostré que la familia ANC de potenciales no conformales
es Util para representar las interacciones efectivas de fluidos densos que in-
teractiian con potenciales binarios, inclusive si estos no son esféricos. Para
el sistema de Lennard-Jones esférico, se encontré un potencial efectivo inde-
pendiente del estado cuyos parametros son iguales en el fluido denso y en el
gas. Para los sistemas no esféricos, la dependencia con el estado del potencial
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efectivo se refleja en una ligera pero importante dependencia de los pardme-
tros de escala ¢ y r,,, con la densidad o la temperatura, sin embargo, parece
ser suficiente aproximar la suavidad efectiva por su limite de baja densidad.
La similaridad entre los potenciales ANC y los sistemas realistas es lo
que simplifica grandemente la dependencia con el estado de los pardmetros
efectivos cuando se compara con aquella obtenida cuando se emplean pozos
cuadrados de alcance variable para representar el potencial efectivo.[25]
Estos resultados dan una base para la aplicacién de la teoria ANC a
fiuidos densos reales, pero antes es necesario incluir en la teoria a las fuerzas
de tres y mds cuerpos. En el siguiente capitulo se aborda la inclusién del
potencial ternario de Axilrod-Teller en la descripcién ANC del argon.
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Capitulo 4

El potencial ternario y la
representaciéon ANC

4.1 El potencial ternario

Se acepta generalmente que las propiedades fisicas de los fluidos estédn de-
terminadas principalmente por las interacciones por pares de moléculas. Sin
embargo, la energfa potencial de N moléculas, U (r"V), contiene términos
adicionales:

U (rN) — Zuz(r“rj> + Z ug (s, rj,Tx) + ...
i>j i>j>k
Los términos u, de cada suma se refieren a todos los grupos con n particulas
distintas que se pueden formar a partir de N moléculas. A la energia u,
(como funcién de las posiciones de n moléculas) se le conoce como “potencial
de n-cuerpos”.

Se conoce poco sobre los potenciales u, para n > 2. en especial sobre los
términos de corto alcance, y el que mejor se conoce es el potencial ternario
ug. Barker et al. calcularon la contribucion de us a la energia potencial, el
resultado tipico fue de un 5%-10%.[54] La influencia de esta contribucion
sobre las propiedades termodindmicas es dificil de estimar, tanto por que
depende del potencial binario que se emplea durante el calculo (Barker et al.
emplearon su potencial semiempirico BFW) cuanto por las dudas sobre la
importancia de los diversos términos del potencial us.

El término ternario més estudiado es el de Axilrod-Teller (AT), descrito
brevemente en el capitulo 1. Este potencial es el primer término de las
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fuerzas de dispersi6n ternarias, es decir, es andlogo al término Cg/r° en el
potencial binario. Corresponde a la energia de tres dipolos inducidos, por lo
que también se conoce como potencial de triple dipolo (DDD),
Cy
uppp (Tijs ik, Thi) = ——3—5 (1 + 3cosb; cos §; cos b;)

357 5k ki

J 7
donde las particulas i,j y k forman el tridngulo con lados 7ij, Tjx ¥ Thi ¥
dngulos internos 6;,6; y 0. El coeficiente Cq se puede obtener a partir de Cp

y de la polarizacién «,[9]
3 fo%
-2 (% ¢
Co=—1 (47r60> 6

Para el argén, a partir de los valores empiricos (Cs = —6.48 x 10778] m®,
= = 1.63 x 107%m?) se encuentra que Cy = 7.92 x 107'%J m®. Toman-

do en cuenta la incertidumbre de Cg y @, la incertidumbre de Cges 4%,
aproximadamente.[12]

Las interacciones ternarias siguientes, por orden de complejidad creciente,
son las fuerzas de dispersién entre dipolos (D) y cuadrupolos (Q): DDQ,
DQQ, QQQ. El potencial uppps es el siguiente término al potencial AT
en el desarrollo de la energia de tres dipolos inducidos. La forma de estas
interacciones se muestra en la tabla 4.1. Estas interacciones son cada vez
mds complicadas, sin embargo varios estudios indican que tomar la fuerza
ternaria de Axilrod-Teller como la unica contribucién de muchos cuerpos a
las fuerzas de dispersién es una buena aproximacion.

En este sentido, Barker y Henderson evaluaron las contribuciones al ter-
cer coeficiente virial, C(T'), debidas a las fuerzas DDD, DDQ, DQQ, QQQ y
DDD4. [31] El resultado mostré que el potencial AT corrige la mayor parte
de la discrepancia entre experimento y teorfa, con los otros términos hacien-
do contribuciones mds pequenas y que tienden a cancelarse entre si. Por su
parte, Marcelli y Sadus estudiaron el equilibrio liquido vapor del argdén me-
diante simulaciones en el ensemble de Gibbs, incluyendo los cinco términos
ya senalados.[55] Sus resultados confirman que, incluso a densidades tipicas
de liquidos, el potencial de AT da la contribucién ternaria mds importante.
La suma uppg + upgg + ugog contribuye aproximadamente con el 30% del
término DDD, mientras el término DDD4 contribuye con el signo opuesto
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Tabla 4.1: Interacciones ternarias entre dipolos (D) y cuadrupolos (Q)

uppQ (Tij, Tiks Thi) = f’sr fDQ (9 cos ), — 25 cos 36y)
jk

+6 cos (6; — 4; ) (3 + 5 cos 20%))
upQqQ (Tij, Tk, Thi) = é—i;s%f’% (3 (cos ; + 5 cos 36;)
+20cos (0; — 8;) (1 — 3cos26;)
+70cos2 (6; — 6k) cosb;),
U000 (Tijs Tjks Thi) = 125 —?9{’—‘2’5; (=27 4+ 220 cos 6, cos §, cos O
+490 cos 26; cos 20, cos 20,
+175 (cos 2 (6; — 6;) + cos2 (8; — 6k) cos2 (6, — 6,))) ,
1+c0526 1+cos 91 + 1+cos? 6,

__ 45
Uppp4 (Tijs Tik, ki) = 53CDDDA ( G oy 7t A

un 25%. Bomont et al. compararon sus resultados de ecuaciones integrales
(HMSA) y de dindmica molecular para el argén incluyendo las fuerzas de tres
cuerpos.[56] Determinaron que las contribuciones de upgg y ugoq es muy
pequena comparada con las de uppp v uppo, ¥ que la contribucién media
de DDQ es de un 10% de la de DDD, ambas positivas.

Lo anterior muestra que tomar us = uppp €8 una buena aproximacién
al potencial ternario, con ella calcularemos el efecto del potencial ternario
sobre la ecuacién de estado en el marco de la teoria ANC. En este capitulo
nos concentraremos en el argén, por ser un fluido simple y el més estudiado.

4.2 Andlisis del tercer coeficiente virial del
argon
En la ecuacion virial

Bp
p

=1+B(T)p+ C(T)p* +

el coeficiente de p? es el tercer coeficiente virial. Las dimensiones de C(T')
son las del cuadrado de un volumen, L8, y sus unidades SI son m®. El tercer
coeficiente virial puede calcularse a partir de las fuerzas intermoleculares
entre tres particulas por medio de cuadraturas; como hay una contribucién a
la energia exclusivamente por pares y otra que contiene a us conviene hacer
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la separacién[57]
C(T)=C((2,T)+C(3,T), (4.1)

donde
1
C(2,T)= —g/drw/dl‘lsfmfzafsl (4.2)

es la contribucién binaria y

Ci3,T)= —:;”/drlz/dr13f123€12623€31 (4.3)

es la contribucién ternaria. En estas ecuaciones e;; representa el factor de
Boltzmann
e = e‘ﬁ"-‘?("'ij),
mientras f;; y fi23 son funciones de Mayer de 2 y tres cuerpos,
fig = D) -1,
f123 — e—ﬂus(nz,rza,Tm) -1

De acuerdo a la teoria ANC, el potencial binario del argén puede repre-
sentarse como

up(r) = ewi(r/rm),
donde los pardmetros moleculares se pueden obtener de la inversién de B(T'),[18]

e/k = 145.906 K.
ry, = 0.368504 nm,
. s = 0.9993.

Para el potencial ternario hacemos la aproximacién uz = uppp, es decir. lo
aproximamos mediante el potencial de Axilrod-Teller

Cy

u3(T12,723,731) = =33 (1 + 3cos 6, cosB,cosbs) .
T12T23731
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Para evaluar las integrales en las ecs.(4.2) y (4.3) es conveniente reducir las
distancias con r,, y las energias con ¢, el coeficiente de acoplamiento reducido
se define como

_ G

= g
£rn,

Cs

al sustituir los valores de los pardmetros del argén se obtiene C§ = 0.0314.
El error estimado en € y r,, es de 2%, y como la incertidumbre de Cj es
aproximadamente 4%, la incertidumbre de C§ es aproximadamente ACS =
0.0075.

Para evaluar C (2,7") es recomendable emplear 1nétodos de la transfor-
mada de Fourier,[58] si se define la funcién (2, r12) como la convolucién de

f23 con f31,
v@wuw=/kwﬂmnfwn—rﬂx (4.4

podemos evaluar a C (2,7T) como

1
0(2;T) = —g /dl‘12f127 (2,7"12)-

Introduciendo la trasformada de Fourier (en tres dimensiones) de f (r),
Foy =1 [ aresey e,

aplicando el teorema de convolucién se prueba que

Sk = (Fw)

Aunque se podria calcular la transformada inversa de 7 (2, k), para obtener
7(2,r12) vy sustituirla en la ec.(4.4), es mas conveniente aplicar el teorema de
Parseval. Este afirma que si z (r) v y(r) son funciones complejas v T es el

complejo conjugado de z, entonces la integral del producto (Zy) da el mismo
resultado si se evalia en el espacio de Fourier o en el de las posiciones.

Jarzwue = [dkamya,
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Por lo tanto,
C.T) =*§-/dk (Fw)" (4.5)

Si se emplea la transformada répida de Fourier,[33] la ec.(4.5) permite calcu-
lar eficientemente a C (2,T) a partir del potencial binario.
El cdlculo de C (3, T') es mds complicado porque aun si se define la integral

s
v (3,712) Z/ r3; fiozexes, (4.6)

en analogia con el caso anterior, y en consecuencia
1
C(3,T) = _g / dr12812’)’ (3,7‘12) , (47)

no se puede usar el método previo porque 7 (3,712) no es una convolucién.
Es mds conveniente reescribir la ec.(4.6) en la siguiente forma, vdlida para
moléculas esféricas,

’ o0 T12+731
v(3,7m12) = 2”/ dT237"23/ drsirar fio3eazes:.
0 [

r12—731|

Sustituyendo en la ec.(4.7), la integracién completa para obtener C(3,T)
es[57]

r? [

o0 T12-+731
CE3T)=—— dT127“12€12/ d7"237"23€23/ drair31 €31 f123.
3 0 0 {rig—r31|
(4.8)

La ventaja de esta forma es que permite establecer limites sencillos para los
intervalos de integracién numérica,[58] puesto que e;; decae rédpidamente a
medida que 7;; — 0 y a que la funcién fi3 — 0 rdpidamente cuando una
particula se separa de las otras dos. La evaluacién numérica de C(3,7) es
un orden de magnitud més lenta que la de C(2,7T), el tiempo requerido es
mayor a temperaturas bajas porque las funciones fi23 ¥ e;; son méds simples
a temperaturas altas (7 > 2, aproximadamente).

Para comparar los resultados de las integraciones con los resultados ex-
perimentales hay que tomar en cuenta que en los experimentos se reportan
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Tabla 4.2: Contribuciones a C(T) de Ar usando potenciales ANC y AT

T/K  C(2,T)/cmbmol™2 C(3,T)/cm®mol=? C(T)/cm®mol~?

113.15 -283.897 1573.38 1289.48
118.15 211.252 1372.89 1584.14
123.15 623.592 1211.14 1834.73
128.15 874.713 1078.75 1953.46
133.15 1034.81 968.978 2003.79
138.15 1155.19 876.918 2032.10
143.15 1222.43 798.901 2021.33
148.15 1260.1 732.167 1992.26
150.65 1273.21 702.348 1975.85
153.15 1281.58 674.599 1956.18
163.15 1278.31 580.742 1859.05
173.15 1247.74 507.923 1755.66
188.15 1180.7 425.550 1606.25
203.15 1109.83 364.848 1474.68
223.15 1024.72 305.520 1330.24
248.15 939.689 253.171 1192.86
273.15 876.276 215.786 1092.06
298.15 829.614 187.888 1017.50
323.15 795.299 166.343 961.642
348.15 769.943 149.236 919.179
373.15 751.079 135.346 886.425
398.15 736.936 123.852 860.788
423.15 726.242 114.193 840.434
573.16 697.414 78.1886 775.603
673.16 690.631 64.8886 755.519
773.15 686.034 55.6105 741.644
923.15 679.704 45.9710 725.675
1073.15 672.860 39.3180 712.178
1223.15 665.397 34.4469 699.844
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los coeficientes viriales molares. En el caso de C(T'), la cantidad medida
experimentalmente es

C(T) = N5C(T).

Anélogamente se definen C(2,7) y C(3,T).

Los resultados ANC para C(2,T), C(3,T) y el tercer coeficiente virial to-
tal C(T) se muestran en la tabla 4.2. La figura 4.1 muestra graficamente estos
resultados y los compara con los datos experimentales mds recientes publica-
dos por el grupo de Wagner.[59] Se observa que C(2,7) es aproximadamente
la mitad del coeficiente virial total y que la inclusién de la contribucién ter-
naria acerca la predicciéon ANC a los valores experimentales.

Para comparar el desempeno del potencial ANC con el de otros potencia-
les propuestos para el argén, se muestran en la figura 4.2 los resultados que
se obtienen con dos jJuegos de potenciales us y us:

a) el potencial binario de Aziz[60] y el potencial ternario ab initio SAPT
(Symmetry-adapted Perturbation Theory), empleados por Mas et al.[61] El
potencial de Aziz es un potencial semiempirico muy preciso, mientras el po-
tencial SAPT incluye los términos de dispersién y de intercambio calculados
con mecdnica cudntica.

b) el potencial binario de Ewing-Trusler (ET) y el potencial AT, emplea-
dos por Estrada-Alexanders y Trusler.[62] El potencial de Ewing-Trusler es
un potencial de Aziz modificado para ajustar los datos experimentales de la
velocidad del sonido en el argén.

Para mostrar el efecto de la incertidumbre ACg sobre el resultado ANC,
también se incluyen en la figura 4.2 los coeficientes viriales C(T') que corres-
ponden a Cg§ + AC; y C5 — AC3.

En primer lugar se observa que, teniendo en cuenta la incertidumbre de
Cy, la prediccién ANC y los datos experimentales son compatibles. En segun-
do lugar, el resultado del potencial Aziz+SAPT es virtualmente idéntico al
ANC+AT que corresponde al valor medio de C3. De los tres potenciales com-
parados, el potencial Ewing-Trusler+AT da el mejor acuerdo con los datos
experimentales, aunque predice un méaximo demasiado pequeno. Las tem-
peraturas del maximo de C(T') de los tres juegos de potenciales (ANC+AT,
Aziz+SAPT, ET4+AT) coinciden dentro de un intervalo de 2K, desde 136.4K
para ET+AT hasta 138.2K para ANC+AT.

Aun existe controversia sobre los valores experimental mas confiables para
C (T) e incluso hay desacuerdos sobre la manera mas recomendable para
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Figura 4.1: El coeficiente C(T") del potencial ANC comparado (linea conti-
nua) con los datos experimentales del argén. La linea a trazos cortos es la
contribucién binaria C'(2,T) y la de trazos cortos y largos es C(3,7)
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extraer el tercer coeficiente virial de los datos PVT.[61] Por esta razén y por
la incertidumbre asociada con Cg mantendremos los valores de los pardmetros
ANC sin buscar mejorar el ajuste con los datos experimentales. En cambio,
proseguiremos la exploracion del potencial efectivo necesario para incluir al
potencial de Axilrod-Teller dentro de la teoria ANC.

4.3 El potencial efectivo de Attard-Reatto-
Tau

Desde hace varias décadas se ha procurado estimar los efectos de us a través
de la introduccién de un potencial binario efectivo. Los trabajos pioneros
de Rushbrooke y Silbert[63] y de Rowlinson,[64] basados en las teorfas de
ecuaciones integrales de la época, establecieron que la contribucién de orden
O(p) del potencial us sobre las propiedades termodindmicas se puede obtener
al definir el término

(ﬁ’u3>(1> = -P/dr31f123823€317 (4.9)
y el potencial efectivo
W)Y = uy(r) + kT (Bua)? .

Més recientemente, Reatto y Tau[65] e independientemente Attard,[22]
han propuesto una generalizacion a la ec.(4.9) que permite considerar densi-
dades caracteristicas de los liquidos. En la formulacién de Attard, se parte
de la ecuacién de Ornstein-Zernike,

h(ris) = c(ria) + p/drglc(rlg)h(7"31).

En esta ecuacion, h(ri2) = g(r12) — 1 es la funcién de correlacién total y
¢(r12) es la funcién de correlacién directa. La funcién de correlacidn total
se puede escribir en términos de la exponencial de w(r;3), el potencial de la
fuerza promedio,

h(ri2) =1+ exp[—fBw(ry)].
A su vez, fw(rys) se puede escribir como

,Bw(’f'lg) = BU(T’IQ) -— S(Tlg) — B(Tlg), (410)
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donde S(r13) = h(r12) —c(r12) es la suma sobre diagramas serie y B(r12) es la
suma sobre diagramas puente. Ante la carencia de una expresién exacta para
la funcién B(ryy) se tiene que introducir alguna aproximacion; las teorias de
ecuaciones integrales PY, HNC, RHNC y HMSA representan aproximaciones
sobre B(ry3) con mayor o menor éxito.

Al introducir el potencial ternario, a la ec.(4.10) se le deben anadir nue-
vos términos en serie y de puente. La aproximacién de Attard consiste en
despreciar la suma sobre los nuevos términos de puente y conservar sélo aque-
llos diagramas serie que involucran una integracién sobre una sola raiz, es
decir, aquellos diagramas que son proporcionales a p.[22] De esta manera, los
diagramas despreciados son por lo menos de orden O(p?) y la presién estard
calculada exactamente hasta O(p?). Esto significa que se obtiene exactamen-
te el tercer coeficiente virial, C(T'). El resultado final de la aproximacién de
Attard es el término que se debe afnadir a la ec.(4.19),

(Bus) = ‘P/dr13f123923913~ (4.11)

Si se desarrolla (Jug) hasta primer orden en p, se recupera el resultado de
Rushbrooke, Silbert y Rowlinson. El potencial efectivo total es

(u) = ua(ria) + kT (Bua) - (4.12)

El potencial (u) de Attard-Reatto-Tau (ART) ha sido empleado en varios
estudios sobre sustancias nobles. Fue empleado por Attard dentro de la teo-
ria HNC para evaluar la presidn, la energfa interna y la funcién g(r) del argén
tanto en estados subcriticos como supercriticos.[22] Recientemente, van der
Hoef y Madden compararon los resultados de Attard con sus propias simula-
ciones de dindmica molecular, encontrando a la aproximacién excelente.[21]
Por su parte, Anta et al. emplearon el potencial ART para calcular el equi-
librio liquido-vapor del argén mediante la teoria RHNC, comparandolo con
resultados de la simulaciones en el ensemble de Gibss y de teoria de pertur-
baciones de Barker et al. [66], [23], [54] La conclusién de sus estudios es que
el potencial (u) es una herramienta muy precisa para calcular las propieda-
des del fluido con interacciones ternarias. Como ejemplos finales, Bomont,
Jakse y Bretonnet aplicaron el potencial ART junto con la teorfa HMSA al
kriptén,[67] encontrando un buen acuerdo entre sus resultados para el factor
de estructura S(k) y los resultados experimentales de Formisano et al.[68]
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mientras que Bomont, Bretonnet y van der Hoef compararon resultados de
la ecuacién HMSA y de dindmica molecular para estados supercriticos del
argén, nuevamente, el acuerdo fue excelente.|[69)

En todos los estudios anteriores en que se compararon las funciones
912 = g(r12) de fluidos con y sin interacciones ternarias se encontré que la
diferencia principal se encuentra en la altura del primer méximo. Este efecto
es mayor para densidades cercanas a la densidad critica del fluido sin interac-
ciones ternarias (p* =~ 0.44 para el argén), donde el maximo de gyo([us] , [us])
disminuye en un 10% respecto a gi2([ug]) a la temperatura 7" = 1.1. En
contraste, la reduccién del méximo a la misma temperatura es de 3% para
p* = 0.14 y de 1% para p* = 1.14.[21] El efecto es menor para densidades
pequenas y altas, con respecto a las intermedias, porque a bajas densida-
des las colisiones ternarias son poco frecuentes y su efecto medio no es muy
significativo, mientras que para densidades 2ltas, la estructura del fluido que-
da determinada principalmente por las fuerzas repulsivas de corto alcance y
las fuerzas de dispersién ternaria no son importantes. Ademds, Bomont et
al. senalan que a densidades altas existe una cancelacién fortuita entre las
contribuciones del potencial AT y de la energfa de intercambio. [69)]

Por todo lo anterior se puede afirmar que el potencial efectivo de Attard-
Reatto-Tau provee una buena aproximacién a las propiedades termodindmi-
cas y estructurales de fluidos con interacciones ternarias cuando la funcion
g(r12) se calcula con métodos de ecuaciones integrales o de simulacion.

4.4 La forma del potencial efectivo

Para evaluar a (Bus), segun la ec.(4.11), se necesita conocer la funcién
912 ([us] , [us]). Como se ha mencionado, la aproximacién

912 ([ua] , [us]) = g1z ([uz])

es buena salvo en estados cerca de la regién critica. Esto significa que po-
demos aproximar a (fus) a partir de las funciones gy2 ([us]) calculadas por
simulacién Monte Carlo durante el desarrollo de la ecuacién de estado ANC.
Por supuesto, se estard haciendo la aproximacién s(Ar) = 0.9993 ~ 1. En
sintesis, se calculard la siguiente aproximacion a (fus):

</8U3>(2) = *P/dr13f123923 ([ue]) 913 ([ua]) - (4.13)
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Esta aproximacién tiene el inconveniente de no reproducir correctamente el
tercer coeficiente virial del sistema. En efecto, cuando se evaltia el segundo
coeficiente virial,

1
By =-3 / dry, (e‘ﬂur(ﬁu@“) - 1) , (4.14)

observamos que B,y depende de la densidad a través de (/3u3)(2) . Para de-
sarrollar a Bey en serie de potencias de g, calculamos la serie de McLaurin
para la funcién de Mayer efectiva

fof — o~ Buz—(Bus)® _ 1

?

al sustituir en la ec.(4.14) se obtiene

1 1
Bef(pa T)= ‘5/dr12f12 -3 /dr13f123612€13623/? + O(PQ)-

Reconociendo términos, encontramos que a primer orden en la densidad,
3
Bes(p,T) = B(T) + 5C(3,T)p.

Andlogamente, al calcular el tercer coeficiente virial efectivo, Cyy (3,T) = 0
por construccién y

1 e €
Cer(T) =Ces (2.7) = —3 /drlzdrlrsfuf e
Al desarrollar en serie el integrando anterior, obtenemos

1
Cer(2T) = =3 [ dvuadrisfuafusfis = C2.T).
Sustituyendo en el desarrollo virial, se obtiene

P 1v e+ (c2 1)+ o )

Comparando con la serie virial exacta,

%~ 14 BTN+ (CO.T) +CE.T)
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observamos que la contribucién ternaria a C(T') ha sido sobreestimada por
el factor 3/2.

Resulta muy atractiva la idea de calcular las propiedades de un fluido
con el potencial ANC+AT a partir de la estructura del fluido binario ANC,
sin tener que recurrir al cdlculo de la estructura con una ecuacién integral o
simulaciones. Por esta razén se propone introducir un factor de correccién
2/3 en la ec.(4.13), como una manera sencilla de recuperar el factor de com-
presibilidad exactamente a orden p?. De la misma manera se introduce un
potencial efectivo aproximado,

ey (1) = (1) + KT {Bug) @ (4.15)

que reproduce exactamente el segundo y tercer coeficientes viriales cuando
se emplea junto con la funcién g2 ([us)).
Evaluamos numeéricamente la contribucién ternaria a u.; en la ec.(4.15),

Augy = ng (Bug)® = —%ka/ dr13 f123923 ([u2]) 913 ([ua]) -

Este término se comporta del mismo modo que la contribucién ternaria eva-
luada mediante la ecuacion integral HMSA: a distancias cortas, /1, < 0.30,
es negativo; pero a distancias mayores cambia de signo, alcanza un méaximo
(r/rm =~ 0.35) y decae.[67] A grandes distancias, la contribucién ternaria va
como 778[22] y en la regién del pozo de potencial (r/rm, ~ 1) Au.; es muy
pequena.

En la figura 4.3 se muestran los potenciales us(r) v ues(r), escalados con
€ y T del potencial binario, para una temperatura cercana a T y dos densi-
dades, p* = 0.4y p* = 1.2. La profundidad e.; de u.s es ligeramente menor
que ¢; al mismo tiempo, la posicién del minimo r,,.s de u.; es apenas mayor
que 7,,. En cuanto a la suavidad del potencial efectivo, la forma asintética a
grandes distancias 7% es la misma que la del potencial ANC. Esto significa
que la forma de u.s, por lo menos en el limite de grandes distancias, no serd
muy distinta a la del potencial binario y por ello proponemos la aproximacién

Sef = S. (416)

Para poner a prueba esta idea, comparamos la funcién u.s(z) evaluada
previamente y la calculada mediante la siguiente relacién,

Uef(2) = €cul(2/Tmes)-

83




0.5 [
!
o e
o '
-0.5 ‘ '! ;
R
| \ 77'
4 ¥
1 1.5 2 2.5 3
—
1-
P rir,
!
0.5
ule o e
yd
L
0.5 {
L
v/
-1 - 1
l |
1 1.t 2 2.5 3
rir,
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inferior, p* = 1.2.
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La aproximacién en la ec.(4.16) es buena sobre los estados de la rejilla prin-
cipal de las simulaciones Monte Carlo. La figura 4.4 compara gréficamente
ambos potenciales y muestra que una aproximacién de dos suavidades po-
dria mejorar la representacién de u.y, sobre todo a bajas temperaturas y
altas densidades.

FEn resumen, el efecto del potencial de Axilrod-Teller se puede incluir
dentro de la teorfa ANC mediante un potencial efectivo, u.s, que depende del
estado termodindmico. E! potencial u.s es, con gran aproximacién, conforrnal
al potencial binario ANC y sus pardmetros gqr y Tmes dependen de p y 7.
Esta situacién es andloga a lo que ocurre con los potenciales binarios no
esféricos y cabe esperar que una adecuada representacién de las funciones
€cf (0,T) Y Tmes (p, T) conduzca a ecuaciones de estado ANC para fluidos
reales.
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Capitulo 5

Aplicaciones a sustancias reales

5.1 Obtencién de la presién a partir del po-
tencial efectivo

En el capitulo anterior se estudi¢ el efecto del potencial ternario de Axilrod-
Teller sobre el potencial efectivo ANC del argén. Se encontré que el nuevo
potencial efectivo, u.s (r), es conformal al potencial binario, es decir

Ues (1) = €epty (1/Tmes) - (5.1)

El pardmetro efectivo que mayor modificacién sufre debido a las fuerzas ter-
narias es la profundidad del potencial; la energia .5 es una funcién del estado
termodindmico,

cer = e (07, T7). (5.2)

El didmetro rm,es se modifica en mucha menor medida, aunque también es
una funcién de p* y T~.

Tmef = Tmef (05 T7) (5.3)

Para evitar confusiones, es importante aclarar que se mantiene la definicion
de las densidades y temperaturas reducidas,

pt=pri,

T* = kT,
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y en esa definicién € y 7y, son los pardmetros del potencial ANC binario.

A continuacién queremos comparar la presién debida a este potencial
efectivo con los resultados experimentales para el argén. En las condiciones
presentes tenemos dos opciones sencillas para calcular la presién. La primera
es a través de la integracién directa del virial efectivo,

/Bp P aﬁuef

—=1-=1/4d 5.4
P 6/ T12G12712 or ( )

suponiendo que g12 = ¢12 ([ug]) . Previamente hicimos esta aproximacién al
evaluar el potencial efectivo Su.y (r) y ahora la volvemos a hacer al aproximar
la estructura del argén por la del sistema con interacciones exclusivamente
binarias. ’
La segunda opcién es suponer que el sistema real sigue estados corres-
pondientes con el sistema con potencial Ju.s (). En otras palabras,
Pray .

—5_ = p.: (prfnefv kT/Eef) 3 (55}

donde €.5 y Tmes estan dadas por las ecs.(5.2) y (5.3). En el capitulo ante-
rior hemos evaluado el potencial u.y () sobre puntos simulados mediante el
método Monte Carlo y por lo tanto tenemos una estimacion de e.; en dichos
estados. Comparando con el teorema del virial observamos que, implicita-
mente, estamos suponiendo que la estructura del fluido estd determinada por
el potencial efectivo, es decir, g12 = 912 ([uey))-

De ambos modos podremos estimar la presién para los estados simulados.
Sin embargo, los datos experimentales no corresponden a los estados simu-
lados y se necesita alguna manera de interpolar o extrapolar las presiones
Puir ¥ Dpec- Para py,-, obtenida de la integracién numérica de la ec.(5.4), se
ajusté la ecuacion BWR modificada de Angus y Armstrong|38] como una
manera simple de “interpolar”. Para poder interpolar a ppe., aproximamos
las funciones €5 (p*, T) ¥ Tmes (p*,T*) con interpolaciones de los valores en
los estados simulados.

5.2 Comparacién de p,;» y pp. con datos ex-
perimentales del argén

En esta seccién compararemos las estimaciones de la presién del argén py, v
Prec Calculadas, respectivamente, mediante el teorema del virial y el principio
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de estados correspondientes. Es claro que puir 7 Ppec, 1a razoén es que ambas
estimaciones estédn basadas en aproximaciones diferentes.

Los datos experimentales con los que comparamos son los datos ppT” me-
didos por el grupo de Wagner, reportados en dos partes: la primera cubre las
regiones de una sola fase, desde 90K a 340K para presiones menores que 12
MPa;[70] la segunda parte proporciona la presién de vapor y las densidades
de coexistencia del liquido y el vapor sobre toda la curva de saturacién, es
decir entre la temperatura del punto triple 7. = 83.8058K vy la temperatura
critica T, = 150.687K.[71]

En primer lugar compararemos solc con los datos ppT. Estos consisten
en 638 ternas de presién, densidad v temperatura sobre 29 isotermas en el
intervalo ya citado. En términos de los pardmetros criticos, p. = 535.6 kg/m?
y T., los intervalos de densidad y temperatura cubierto por estos datos son
[0.01p.,2.6p.] y [0.6T,2.3T].

La figura 5.1 compara las isotermas de p.;, ec.(5.4), con los datos expe-
rimentales. Se observa que el acuerdo sélo es bueno a temperaturas altas y
densidades bajas, digamos menores a 400 kg/m3. El error r.m.s. obtenido es
enorme: 630%.

La figura 5.2 repite la comparacién pero para las isotermas de ppe., ec.(5.5).
El panorama general es muy parecido al anterior, pues nuevamente se obtiene
un buen acuerdo solo a temperaturas altas y densidades bajas. Sin embargo,
el error r.m.s. es algo menor que el anterior: 270%.

El error de las ecuaciones BWR de interpolacién respecto de los datos
NUMEriCOS PAara Puir ¥ Ppec €5 dos drdenes de magnitud menor que 630% o
270%. Esto significa que las aproximaciones que conducen a las ecs.(5.4) y
ec.(5.5) no son suficientemente precisas y que habra que modificarlas si se
quiere producir una ecuacién de estado ANC mejorada. Por el tamano del
error porcentual r.m.s. de las dos opciones que comparamos, parece mas con-
veniente seguir la ruta del principio de estados correspondientes. Ademads,
la expresién para pp.. ofrece una gran ventaja sobre la correspondiente para
Duir, la cual consiste en que la ec.(5.5) es explicita y no requiere integraciones
numéricas como ocurre con la ec.(5.4). Por estas razones, en la siguiente sec-
cién trataremos de obtener una ecuacién ANC mejorada a partir de modificar
las aproximaciones que conducen a Ppec.
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Figura 5.2: ppe. comparada con datos experimentales de Ar

91




5.3 Una ecuacion de estado ANC modificada

Una lista breve de las aproximaciones que conducen a la presién ppe. es la
siguiente:

1.

El potencial efectivo se aproximé mediante el potencial de Attard-
Reatto-Tau: wey =~ u,(r) + %kadrlgflzggzgggl, pero las funciones
de distribucién radial se estimaron mediante las del sistema sin fuerzas
ternarias, ga3 (1) = ga1 () = g (7; [us]) -

El potencial efectivo obtenido u.y (r) es conformal al potencial binario
ANC u, (r), o dicho de otra manera, la suavidad del potencial efectivo
es la misma que la del potencial binario, s.

Los dos pardmetros de escala efectivos, .5 ¥ Tmey, son funciones de p
y T'. Se evaluaron numéricamente los valores de dichas funciones sobre
los estados simulados y se construyeron interpolaciones de Lagrange.

La funcién de distribucién radial g15 en el estado (p,T) que aparece en
el teorema del virial es la que corresponde al potencial efectivo en ese
estado, es decir g12 >~ ¢ (7; [ues]) -

. Aplicando el teorema del virial, se observa que la presién pp.. cumple

el principio de estados correspondientes. Por lo tanto, si se sustituye
en la ecuacién de estado ANC las funciones e.¢ (p,T) ¥ Tmey (p, T'), €n
lugar de € y r,,, se obtendrd la ecuacién de estado explicita para el
sistema completo con fuerzas binarias y ternarias.

Examinemos cada aproximacién. La primera de ellas se divide en dos
partes: por un lado estd el resultado de Attard-Reatto-Tau para la forma de
Au,y. es decir la contribucidn ternaria al potencial efectivo. La utilidad de
la forma ART de Aw.s ha sido puesta a prueba en diversas ocasiones para
fluidos simples, con buenos resultados. [23],21],[67],[69] Por otro lado, se
supuso que la estructura del fluido quedaba bien aproximada por la del fluido
binario. Es importante senalar que en los estudios previamente senalados con
el potencial ART siempre se calculé g (r) incluyendo las fuerzas ternarias, por
lo que encontrarmos un primer elemento que se puede mejorar.

En la aproximacion (2) mantenemos que la suavidad efectiva es la mis-
ma que la suavidad del potencial binario. Esta observacion proviene de los
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resultados de la aproximacién (1) y queremos argumentar de manera inde-
pendiente a ellos cémo es posible que la suavidad efectiva sea precisamente s.
Una manera heuristica es hacer una analogia con el potencial de Stockmayer
que consiste de un potencial de Lennard-Jones mds la interaccién entre dos
dipolos permanentes. Como el potencial no es esférico, se puede definir un
potencial efectivo promediado sobre los dngulos; dicho potencial efectivo va
como r~% y al sumarlo con el término de dispersién en el potencial LJ se ob-
tiene otro potencial de Lennard-Jones, corn una energfa .5 v un didmetro oy
aue dependen de la temperatura. En el caso de Awu,y , el limite para r lejano
va como 77°,[22] y cabe esperar que al sumar el potencial Au.s con u, se
obtenga un potencial conformal perc con pardmetros € y r,, “perturbados”.
Esto nos lleva a examinar la siguiente aproximacion.

La aproximacién (3) consiste esencialmente en suponer que los valores
de €ef ¥ Tmes calculados numeéricamente a partir de las aproximaciones (1)
v (2) varian suavemente, al menos lo suficiente para representar las funcio-
nes g5 (p*, 1T7) y Tmey (p*, T*) mediante interpolaciones. Sin embargo, si las
aproximaciones (1) y (2) no son suficientemente precisas, los valores numé-
ricos conducirdn a interpolaciones poco utiles. En el capitulo 3, al aplicar la
teoria ANC a potenciales modelos, encontramos una situacién semejante en
que se requeria modelar la dependencia de €.¢ ¥ Tmes con el estado termo-
dindmico. En esa ocasién se propuso emplear un desarrollo virial para estos
parametros,

M =1 +E(1),0+
.

Tmef (P* ) T¢)

=1+rWp 4
- + Tt

donde los coeficientes viriales son funciones de T™, y se representan mediante
series de Taylor en 1/7*

(n.1)

(n) _ (n0) | €

e\ = ¢ e
T* +
(nﬁl)

(n) _ (n0) . Tm

i) = 0

m m T* +

Al menos, de los resultados numeéricos podemos ver que 7. § NO varfa mds
de 0.5% respecto al valor original, 7,,. Tomando en cuenta que la incerti-
dumbre estimada para 7, es del orden de 2%, esta variacién es despreciable
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y pOr tomaremos a T.s constante, es decir,
Tmes (07, 1T7) = Tm.

Para mantener el modelo sencillo, truncaremos el desarrollo virial de e.5 a
primer orden tanto en p* como en 1/T* y quedard representado por

ees (p5T7) — 140 5(1’1)) or3
£ T )"

El modelo contiene dos constantes indeterminadas, e™% y e siguiendc
el método empleado para potenciales modelos se deberdn evaluar a partir de
datos empiricos.

La aproximacion (4) es consistente con la idea del potencial efectivo.
Simplemente mantiene que para determinar funcién g(r) conviene emplear
el potencial efectivo, en vez del potencial binario. A la luz de los errores
r.m.s. obtenidos con uno y otro procedimiento parece mejor mantener la
aproximacion tal como estd.

Finalmente, la aproximacion (5) es la aplicacién del principio de estados
correspondientes. La ecuacion de estado explicita para el argén serd de la
forma ANC modificada:

kT
£+ (8(1’0) + %}%) or3,

£, \
pes (. T) = =P pr3 (5.6)

El problema consiste ahora en la determinacién de los coeficientes (19 y
£(11) a partir de los resultados empiricos.

Un primer paso hacia la obtencién de la ecuacién de estado mejorada
resulta de aprovechar un resultado reciente de Marcelli y Sadus obtenido
mediante simulaciones de fluidos con fuerzas binarias y ternarias, en el que
se encontré empiricamente que la contribucién ternaria a la energfa interna,
Us, es proporcional a la contribucién binaria, U,,[72]

Us(p,T) = —356 2. T). (5.7)

El potencial binario empleado fue el BEW,[54] y el potencial ternario fue el
de Axilrod-Teller.
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Si suponemos que la relacién entre Us y Us es tipica de potenciales realis-
tas, v por lo tanto valida para el ANC, se puede obtener la ec.(5.7) suponiendo
que existe una relacién microscépica andloga entre Au.y y u,, es decir

LCo0, ). (5.8)

Auef(’f‘) = —g;";é— s

Por lo tanto, el potencial efectivo total seria

ey (7) = (1 = 229"y (r),

donde

Cy

erd

m

Cy =

Esta forma de u.s(r) es conformal a u, (r) y tiene una profundidad efectiva

Eef = 1 - 39 p*. (5.9)
Comparando con el modelo propuesto para e.s, vemos que la ec.(5.9) propor-
ciona una estimacién para €9, En efecto, tomaremos para nuestro modelo
la siguiente estimacion:

*

O
3
De esta manera, el inico pardmetro libre en el modelo es eV el cual es una
medida de la variacién de e.5 con la temperatura. Para su determinacion
recurriremos a la inversién de datos experimentales, pero como se estard
estimando un sélo pardmetro cabe esperar que el nimero de estados a emplear
sea bastante reducido.

El procedimiento es simple: seleccionamos en total 6 ternas (p.T,p) de
datos experimentales del grupo de Wagner, dos ternas sobre cada una de
tres isotermas: 100K, 140K, 180K.[70] Estas temperaturas corresponden a
0.671,, 0.93T, y 1.27,.. Los datos experimentales seleccionados aparecen en
la tabla 5.1.

A continuacidén encontramos la solucién de minimos cuadrados a la ec.(1.30)

Pef = p(P,T)
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Tabla 5.1: Datos experimentales del argén para determinar (!

p/kg m=* T/K p/MPa
1316.36 100 0.972814
1356.00 100 12.02845
86.0830 140  2.00438
1086.24 140 12.01689
28.0842 180  1.00863
621.074 180 12.02789

donde p.; se obtiene de la ec.(5.6). La solucién obtenida fue
e = —0.126479.

La figura 5.3 compara la prediccién de la ecuacion de estado ANC (mo-
dificada) con los 638 datos experimentales del argén. El acuerdo es bueno
en las regiones del vapor y el liquido a baja temperatura y en la regién su-
percritica. La diferencia es apreciable principalmente cerca del punto critico,
aproximadamente en los invervalos [360,570/kg/m® v [4.5,7.5]MPa.

El error porcentual r.m.s. es 3.1%, el cual es del mismo orden de magnitud
que el error de la ecuacién subyacente EDE ANC comparada con los datos
de simulacién de donde fue obtenida. El error en la determinacién de las
constantes criticas es 0.8% para p., 2.1% para T, y 16% para p..

La figura 5.4 muestra la curva de coexistencia liquido-vapor predicha me-
diante integracién termodindmica de la ec.(5.6) y los datos experimentales
del grupo de Wagner.{71] El acuerdo es bueno desde la temperatura del punto
triple, 7; = 83.8K, hasta 145K= 0.967,. FEn la misma figura se observa la
curva predicha a partir del potencial binario y se aprecia el gran efecto que
tienen las fuerzas ternarias sobre la posicién de la curva de coexistencia.
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Figura 5.4: Curva de coexistencia liquido-vapor del argén de la EDE ANC
modificada (linea continua) comparada con datos experimentales (puntos).
La linea a trazos es la curva de coexistencia predicha con el potencial binario
exclusivamente.
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5.4 Ecuaciones de estado ANC para diversas
sustancias reales

En vista de los buenos resultados obtenidos con la ecuacién ANC modifica-
da, ec.(5.6), decidimos aplicar la ecuacién de estado ANC modificada a la
representacion de otros fluidos simples. Las sustancias seleccionadas para
su estudio fueron siete: los gases nobles kriptén y xenon, las diatémicas de
oxigeno y de nitrégeno, y los tres primeros alcanos. Tanto el nitrégeno cuan-
to los alcanos son de interés para la industria petrolera por estar presentes
en el petrélec crudo. Por ejemplo, ei crudo mexicano de Cantarell tiene, en
porcentaje molar medio, 66% de metano, 9% de etano, 6% de propano y 2%
de nitrégeno.[73]

Por razones practicas (esencialmente, solventar la dificultad de conseguir
acceso a algunas revistas y acelerar la captura de datos ppT ) decidimos
suplir los datos medidos directamente con los obtenidos de las correlaciones
recomendadas por el Instituto Nacional de Estdndares y Tecnologia de EUA
(NIST).[74] Dichas correlaciones han sido compiladas dentro del programa
ALLPROPS del Centro para Estudios de Termodindmica Aplicada (CATS) de
la Universidad de Idaho y se pueden usar de manera gratuita.[75] La tabla
5.2 indica las correlaciones correspondientes a cada sustancia estudiada.

Tabla 5.2: Correlaciones de donde se tomaron datos ppT para las sustancias
estudiadas

Sustancia Referencia Ano
Kr Juza y Sifner|76] 1976
Xe Sifner y Klomfar|[77] 1994
Os Schmidt y Wagner[78] 1985
N, Jacobsen, Stewart y Jahangiri[79] 1986
CH,4 Setzmann y Wagner[80] 1991
CoHg Friend, Ingham y Ely([81] 1991
C3Hs Younglove y Ely[82] 1987

La ecuacién de estado ANC contiene cinco pardmetros moleculares: en
primer lugar, los tres pardmetros del potencial binario ANC, €, 1,,, s; en se-
gundo término, el pardmetro de acoplamiento Cj§ de las fuerzas de Axilrod-
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Teller; finalmente el pardmetro ) que da la variacién de €. con la tem-
peratura. En todos los casos, estimamos los pardmetros del potencial bina-
rio mediante los valores obtenidos de la inversién de B (T).[18],[19],[5]. El
parametro C§ fue estimado a partir de valores de Cq calculados mediante
métodos cudnticos semiempiricos,[12],[83] o de la inversién de propiedades
actisticas.[84],[85] La determinacién directa de Cy conduce a valores consis-
tentes con los estimados semiempiricamente, pero la incertidumbre experi-
mental es mayor por un orden de magnitud.[86] Para completar el modelo
ANC, se determind el pardmetro 1} a partir de la inversién de la ec.(1.30)

Pes =p(p,T)

con tres pares de datos ppT sobre tres isotermas, es decir, seis estados en
total para cada sustancia. La tabla 5.3 contiene los valores de los pardme-
tros correspondientes a cada sustancia, asi como las temperaturas 7; corres-
pondientes a los estados con que se determiné a V. Se han incluido los
pardmetros del argén para facilitar comparaciones posteriores.

Tabla 5.3: Pardmetros de la ecuacién ANC modificada para diversas sustan-
clas reales

Sust. ¢/kK  7,/nm s Co/er? gD T;/K
Ar 145906 0.368504 0.9993 0.0313825% -0.126479 100,140,180
Kr  202.846 0.398496 0.9993 0.0312815° -0.095021 220,260,280
Xe  280.643 0.433332 0.9993 0.0413892¢ -0.095782 240,480,800
O, 160.280 0.361959 0.9432 0.0272880° -0.146209 130,150,300
N, 132744 0.3883887 0.9172 0.0255519% -0.136249 150,200,350

CH, 210.468 0.394650 0.9073 0.0437979¢ -0.185497 160,320,540

C,Hg 361.088 0.462737 0.8088 0.0396836¢ -0.077706 300,400,500

CsHg  515.021 0.499662 0.7008 0.0459076¢ -0.144559 300,350,600

‘2] 86 °83] (85 °[84]

En la tabla 5.3 observamos que el orden de magnitud de eV es de 1071,
esto significa que si se comparan las profundidades efectivas .4 del liquido
frio y el gas a alta temperatura, €.; se reduce aproximadamente en 10%
respecto al valor del gas.

Las predicciones de la ecuacién de estado ANC modificada fueron com-
paradas con los puntos ppT generados con las correlaciones de la tabla 5.2.
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En la tabla 5.4 se especifican las regiones de comparacién en términos de
las constantes criticas, segun la correlacién correspondiente a cada fluido, asi
como el nimero de estados comparados.

Tabla 5.4: Pardmetros criticos e intervalos de comparacién con la ecuacién
ANC modificada

Sust. p./kgm™ T, /K p/MPa [ocin, fmax)/Pc [Timin, Tmax)/Te 7

Ar 535.6 150.68  4.86 0.01-2.6 0.6-2.3 638
Kr 907.94 209.43 5.51 0.1-2.8 0.7-3.8 679
Xe 1099 289.73 5.84 0.1-2.8 0.7-2.8 202
O, 436.14 154.58  5.043 0.1-2.6 0.6-1.9 150
N 313.11 126.19  3.3978 0.2-3.4 0.8-10.0 227
CH,4 162.66 190.56  4.5992 0.2-2.6 0.6-3.1 198
CoHs 206.58 305.33 4.8718 0.2-2.2 0.8-2.1 49
CsHs 220.49 369.85  4.2477 0.2-2.5 0.8-1.6 53

Las figuras 5.5 a 5.11 muestran que el acuerdo general es bueno, con
errores mayores cerca del punto critico. La tabla 5.5 muestra los errores
porcentuales r.m.s. en la presién sobre la regién de comparacién y el error
porcentual de las constantes criticas para cada fluido.

Tabla 5.5: Errores estimados de la ecuacién ANC modificada

Sustancia r.m.s.(ert% (p)) ert% (p.) err% (T.) err% (p.)

Ar 3.1 0.8 2.1 16
Kr 6.3 0.8 4.6 19
Xe 3.6 1.2 4.2 19
2 5.3 0.8 0.8 14
N 4.3 -0.9 0.04 11
CH,4 5.4 -1.5 -1.1 8
CyHg 6.4 -1.6 4.1 22
CsHg 6.2 -4.1 3.3 19
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El grado de acuerdo entre las ecuaciones ANC modificadas y los datos ppT
generados de las correlaciones es del mismo orden de magnitud que el que se
obtuvo entre la ecuacién de estado ANC original y los datos de simulacion.
Aparentemente, esto indica que la representaciéon obtenida estd cercana a
la 6ptima sujeta a la restriccién impuesta por la forma de la ecuacién de
estado supuesta para los fluidos ANC. Como confirmacién indirecta de lo
anterior podemos agregar que al determinar el pardmetro £V mediante la
inversion de todos log 638 puntos experimentales para el argdn, el valor asf
obtenido difiere en menos de 0.1% del obtenido de la inversién con seis puntos
experimentales.

Lo anterior sugiere que el error observado en la representacién de la ecua-
cién de estado de los fluidos reales estudiados proviene principalmente de la
ecuacion de estado ANC que se construyd para representar los resultados de
las simulaciones. Como se aprecia en las figuras 5.5 a 5.11 las desviaciones de
la ecuacion ANC modificada se acumulan en las cercanifas del punto critico,
tal y como la ecuacién ANC original se desvia de los resultados de simulacion
en la regién critica.

Por lo anterior no sorprende que la representacién de los pardmetros cri-
ticos de las sustancias estudiadas sea dispareja: el error es un orden de mag-
nitud mayor para p. que para p. 0 T,. En general, la temperatura critica esta
sobreestimada (salvo para CHy) mientras que p, se subestima cada vez més
a medida que la suavidad decrece. La presién critica estd sobreestimada en
todos los casos.

Como 1ltimo resultado presentamos nuevamente la correlacién empirica
entre T = kT,./e y s en la figura 5.12. Hemos afiadido los puntos correspon-
dientes a las temperaturas criticas obtenidas con la ecuacién ANC modifica-
da. Las barras de error representan la incertidumbre asociada a ¢ en la tabla
5.3. Se observa que los nuevos puntos se encuentran mas cerca de la correla-
cién propuesta y que estdn dispersos tanto por encima como por debajo de
ella, al menos en el intervalo de s cubierto por las sustancias estudiadas en
este capitulo.
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Conclusiones

La extension de la teoria ANC a fluidos densos se ha realizado en tres etapas.
En la primera se obtuvo una ecuacién de estado para fluidos ANC (EDE
ANC) a partir de datos de simulacién. Las ecuaciones de estado de la teoria
de perturbaciones convencional (WCA y Song-Mason) no son suficientemente
precisas para permitir la aplicacién de la teorfa, por tanto se construyé una
ecuacién empirica con la precisién requerida, explicita en los pardmetros del
potencial (g, 7., ).

En la segunda etapa se aplicé la familia de potenciales ANC para repre-
sentar el potencial efectivo de fluidos modelos densos con interacciones ex-
clusivamente binarias. Para el fluido LJ esférico estudiado, el potencial ANC
efectivo resulté independiente del estado, sin embargo para los sistemas no
esféricos la dependencia con el estado del potencial efectivo se manifiesta en
una ligera pero importante dependencia de ¢ y 7., con p y T, mientras el pa-
rametro de forma s permanece constante; para representar dicha dependencia
se emplearon desarrollos viriales de € y 7,,.

En la etapa final se introdujo en la teoria el potencial de Axilrod-Teller
como la contribucién mads importante de las fuerzas de muchos cuerpos. Apli-
cando las ideas de Attard, Reatto y Tau en el caso del argén, se evalud el
potencial efectivo ANC que incluye la contribucién de las fuerzas ternarias y
se observd que es conformal al potencial binario subyacente y que el pardme-
tro que depende més fuertemente del estado es €. Posteriormente se introdujo
un desarrollo virial para ¢, uno de sus coeficientes fue determinado a partir
de Cy (el coeficiente de acoplamiento de las fuerzas de Axilrod-Teller) v el
otro fue determinado invirtiendo la ecuacién que define al potencial efectivo,
per = p (p, T) empleando seis estados. La ecuacion de estado obtenida es una
EDE ANC modificada,

€ * * * * *
p(p.T) = =, (0" T Jees (07, T7)) (5.10)
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donde p* = prd y T* = kT'/e se definen mediante los pardmetros del poten-
cial binario obtenido de la inversién de B (T)).

La aplicacion de la ec.(5.10) a ocho sustancias reales (Ar, Kr, Xe, Oy, Ny,
CHy, CoHg, C3Hg, cuyas suavidades se encuentran entre s = 0.7y s = 1)
muestra que el error porcenual tipico de dicha ecuacién es aproximadamente
un 5% y que los errores se concentran en la region critica. En el caso del argén,
para el cual realizamos una comparacién directa con datos experimentales,
la curva de saturacion se reproduce con gran precisién desde la termpertura
del punto triple hasta aproximadamente 0.957,. Esto nos hace sospechar que
si se construye una nueva ecuacion de cstado ANC con mayor precisién cerca
del punto critico serd posible mejorar la representacién obtenida por la teorfa
ANC.

En conclusién, hemos mostrado que al caracterizar la forma de potenciales
binarios realistas a través del pardmetro de forma s se puede representar la
ecuacién de estado correspondiente con un alto grado de precisién mediante la
ec.(5.10). La idea clave a tener presente es que el potencial a ser representado
(mediante la familia ANC) es el potencial binario efectivo, el cual depende
del estado. Para un potencial no esférico, el potencial efectivo corresponde
a un promedio angular; para un sistema real, el potencial efectivo incluird
ademds la contribucién ternaria y de més cuerpos.

La forma precisa en que €.f, Tmes ¥ Sey dependeran de p y T la determina
la forma particular del potencial que se quiere representar. Para todos los
sistemas estudiados, modelos y reales por igual, fue suficiente tomar a s.; = s,
es decir, constante e igual a su limite de baja densidad. Por otra parte, el
desarrollo virial de €.¢ ¥ Tmey proporciona un modelo sencillo y apropiado
para estos pardmetros.

Entre las diversas posibilidades para extender y mejorar el presente estu-
dio podemos mencionar las siguientes: en primer lugar, si se quiere mejorar la
representacién dada por la teoria ANC, se deberia revisar la ecuacién de es-
tado ANC, ec.(2.25), para aumentar la precision en las cercanfas de la region
critica. En particular, serfa deseable reexaminar la teoria de perturbaciones
para descomponer la presién en sus contribuciones atractiva y repulsiva, @
la van der Waals. En segundo término, la relacién empirica entre la energia
ternaria Us (p,T) y Us (p, T) podria investigarse rapidamente mediante una
teorfa de ecuaciones integrales, por ejemplo HMSA o RHNC. Ademais de ayu-
dar a explicar esta relacién, podrfa iluminar la mejor manera de determinar
los coeficientes del desarrollo virial de e.5 a partir de constantes moleculares
como 7., Cy. Co y los datos empiricos.
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Dentro del interés més general por obtener ecuaciones de estado preci-
sas para fluidos densos saltan a la vista dos temas importantes: los fluidos
polares y las mezclas. Sobre los primeros podemos senalar que en el Labo-
ratorio de Termodindmica de la UAM-I ya se ha iniciado el estudio de los
potenciales efectivos para gases polares diluidos empleando la teorfa ANC.
El tipo de dependencia con el estado de los pardmetros efectivos que se ha
observado hasta el momento es muy similar a la que aqui se obtuvo para flui-
dos densos.[87] Por ello, es posible conjeturar que una EDE ANC modificada
puede servir también para fluidos polares (al menos los débilmente polares).
Esto permitirfa aplicar la teoria ANC a alcoholes densos, por ejemplo.

El problema de las mezclas fluidas densas es de importancia fundamental
para la mayorfa de las aplicaciones: un caso claro y que ya hemos mencionado
es el de la industria extractora de petréleo, donde disponer de una EDE
ANC para la mezcla de alcanos y nitrégeno serfa directamente aplicable al
problema de extraccién de crudo asistida por gas (como se planea hacer en
Cantarell). Una manera de llegar a ecuaciones de estado ANC para dichas
mezclas podria ser la generalizacién de las reglas de combinacién de la teoria
ANC y la aplicacion de las reglas de mezclado tipo van der Waals que se
cumplen en el limite de baja densidad.[88]. Después de todo, una teoria de
van der Waals de un fluido para mezclas es, en el fondo, una teoria de “fluidos
efectivos”.
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Apéndice A

Volumenes de colisién para la
referencia ANC

Los volimenes de colisién b7(T™*) y A3(T™) son la base para calcular el coefi-
ciente virial de cualquier fluido ANC. Es conveniente representar a cada uno
por medio de dos desarrollos en serie de Taylor, uno para baja temperatura
y otro para alta. Para el volumen repulsivo,

b = S @, (InT)" 0.02 < T* < 10,
BT el (In(Tr/50)" 10 < T < 100,

donde los coeficientes o, y o, (para aritmética de doble precisién) estdn en
la tabla A.1 de este apéndice.

En la misma forma se obtienen desarrollos de alta y baja temperatura
para el volumen atractivo,

A){(T*) — ZZ;:O /\n (ln (T* _ %)2" 0.02 < T* < 0'2’
2on=oAn (In (7= = 1)) 0.2 < T* < 100,

n=0 "'n

los coeficientes A, y A estdn dados en la tabla A.2.
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Tabla A.1: Coeficientes del desarrollo del volumen repulsivo de referencia
ay, a;,
7.663349878748764FE-1  4.461797742379772E-1
- 7.248713554616226E-2 - 7.801933720660736E-2
-5.704353576400088E-3  3.757540432990063E-3
6.410303366720937FE-4  4.529867877345605E-4
9.954348836534871E-5  -7.684471104022448E-5
- 8.415414671686207E-6  1.266153542852243E-6
-1.634148323811273E-6  7.969218539139072E-7
1.293026585577464E-7  -8.737706432758070E-8
2.583314937396134E-8  -1.382184515742755E-9
- 2.192933393410215E-9
10 -3.928864585223391E-10

O 00 N O UL Wi~ O3

Tabla A.2: Coeficientes ()i\el desarrollo del volumen/\’il.tractivo de referencia
1.181656535173155E0 2.053606807991495E0
1.419947110218018E0 - 3.302298901965152E-1
1.731430996540439E0  4.559714246225832E-2
1.750301341975864E1 5.973675884591855E-4

-1.404501322570722E2 - 9.146762900131832F-4

- 5.391629039482213E2  3.526672340115055E-5
5.092592457406222E3 1.987936647385168E-5
5.798538384854793E4 - 1.862218155679329E-6

-1.048095598012447E6 - 3.937262502695659E-7
4.633370729583740E6  6.543542063752738E-8

© 00 N Ui W~ O
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Apéndice B

Representacién de [ y [y7 para
la EDE ANC

El limite de baja densidad de [ se obtiene de la teoria ANC para B*(T*) y
resulta ser independiente de s,

2
10 = 37T (1 - B}(T*)).
Para estados densos, ! se calculdé numéricamente substituyendo las funciones

g(z) MC en la ec.(2.23); la diferencia [ — 19 se ajusté con un polinomio en
p*y 1/T™, de modo que

3 n
- 1
Zs(p*7T*) = l(o) + (p*T*)2 E Zp M(S)mn (T*) y

m=1n=1

donde las matrices M(s) para s =1y s = 0.7 son

2.6644 —3.8682 —2.7346 0
M(1)= | —1.8767 4.0818 1.3950 0 ,
0.40122 0.23051 —1.6870 0.79046

3.1430 —0.9996 —4.6500 0
M(O0.7)=| —1.7789 —1.4493 5.3935 0
0.66967 1.0320 —1.0458 —0.36585
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