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Capitulo 1

Introduccion

La Curva Caracteristica Operativa del Receptor o Curva ROC, por sus siglas en inglés (Receiver Ope-
rating Characteristic) es una representacién grafica de la Sensibilidad frente a la Especificidad para un
sistema de clasificacién binaria segtin se varia el umbral de discriminacion.

La curva ROC fue desarrollada a principios de la década de 1940, para ser mds exacto, se cred durante
la segunda guerra mundial y su principal motivador para su creacién fue el poder encontrar un método
en el cual se podria decidir, de manera mds exacta, si un borrén en la pantalla de un radar eran bombar-
deros dirigidos a través del Canal de la Mancha o bien, podria ser ruido aleatorio, lo cual quiere decir
que los responsables encargados de las tomas de decision se enfrentaron a un problema de clasificaciéon
binaria. Para comprender un poco més esta situacién debemos hacer la aclaracién de que el radar seguia
siendo una tecnologfa secreta que se estaba desarrollando.

Para ver la potencia de un modelo de clasificacién binaria como lo es la curva ROC se utiliza el AUC,
por sus siglas en inglés (Area Under the Curve). Maximizar dicha 4rea sigue siendo actualmente una
medida muy buena de la potencia de un modelo. Los primeros documentos donde aparecen la Curva
ROC y el AUC permanecen clasificados. No obstante, el desarrollo de la curva ROC se ha dado a través
del tiempo y se han encontrado multiples aplicaciones de la misma, una de ellas es en los modelos de
supervivencia.

Este trabajo de tesis se centra en llegar con buenos fundamentos matemaéticos al estudio de la curva ROC
Incidente/Dindmica, la cual se basa a su vez en los conceptos de Sensibilidad Incidente y Especificidad
Dindmica, los cuales son dependientes del tiempo. Para lograr esto es necesario adentrarnos a la teorfa
de las c6pulas bivariadas y al estudio de la curva ROC Acumulativa/Dindmica la cual se basa en la Sen-
sibilidad Acumulativa y la Especificidad Dindmica. En sintesis, los principales objetivos de este trabajo
de Tesis son los siguientes:

1. Desarrollar la teoria de cépulas bivariadas, asi como el estudio detallado de la cépula normal
bivariada.

2. Definir y estudiar a detalle la curva ROC Acumulativa/Dindmica la cual se basa en los conceptos
de Sensibilidad Acumulativa y la Especificidad Dindmica

3. Extender el concepto de la curva ROC Acumulativa/Dindmica a la curva ROC Incidente /Dindmica
la cual se basa en los conceptos de Sensibilidad Incidente y la Especificidad Dindmica. Se estudiara
a detalle esta nueva definicion y se mostraran algunos ejemplos.

7



8 CAPITULO 1. INTRODUCCION

A continuacién mostramos la estructura completa de este trabajo de Tesis.

En el Capitulo 2 damos una introduccién al concepto de cépulas bivariadas, se enuncia el Teorema de
Sklar, el cual fue demostrado en 1959, y es de gran importancia ya que hace referencia a que existe una
relacién funcional entre la funcién de distribucién conjunta y las funciones de distribucién marginales.
Posteriormente encontramos las condiciones necesarias y suficientes bajo las cuales una cépula alcanza
las cotas de Fréchet-Hoeffding. Obtuvimos la derivada parcial de la c6pula para obtener de esta mane-
ra las funciones de densidad y de densidad conjunta. Se estudia a detalle la cépula normal bivariada
con marginales normales estdndar, asi como la distribucién condicionada de una cépula, esto tiltimo es
de gran importancia en este trabajo de tesis porque sera utilizado en capitulos posteriores. Finalmente
se incluyeron algunas graficas de la funcién de densidad y de sus respectivos contornos de la cépula
normal bivariada con marginales normales estdndar utilizando distintos pardmetros de dependencia y
de la c6pula normal bivariada pero ahora utilizamos dos funciones marginales distintas, estas fueron la
distribucién normal asimétrica y la distribucién Weibull, utilizando distintas medidas de asociacién Tau
de Kendall.

En el Capitulo 3 se aborda el tema de la inferencia estadistica sobre cépulas bivariadas. Aqui mostramos
que para la estimacion de pardmetros de una cépula por el método de maxima verosimilitud existen dos
métodos, el primero es llamado el método exacto de maxima verosimilitud y al segundo se le conoce
como el método IFM (Inference For the Margins).

En el Capitulo 4 se da una breve introduccién al andlisis de supervivencia, se define formalmente la
curva ROC en términos de la Sensibilidad Acumulativa y la Especificidad Dindmica, se estudian a de-
talle los 3 casos extremos de la curva ROC y finalmente se define matematicamente el AUC y se da su
interpretacion.

Finalmente, en el Capitulo 5 se definen formalmente la Sensibilidad Incidente y la Especificidad Diné-
mica. En este capitulo se le asigna una funcién de distribucién al marcador y al tiempo, y ocupando la
cépula normal bivariada obtenemos las expresiones explicitas de la Sensibilidad Incidente y la Especifi-
cidad Dindmica. Con base en esto, en el Capitulo 6, se define a la curva ROC Incidente/Dindmica y se
muestran una serie de ejemplos tedricos y graficos, en el primero de ellos ocupamos la cépula normal
bivariada con marginales normal y log-normal, graficamos distintas curvas ROC y calculamos sus res-
pectivas AUC. En los ejemplos posteriores procedemos de manera analoga pero ahora ocupando como
marginales las distribuciones normal asimétrica y Weibull.

Anadimos que en este trabajo de Tesis se incluye un Apéndice, el cual contiene definiciones y teoremas
relacionados al calculo de probabilidades en un espacio bidimensional, también hacemos referencia a
que todas las graficas que vienen en este trabajo se desarrollaron por medio del programa R Project for
Statistical Computing.



Capitulo 2

Copulas Bivariadas

2.1. Introduccidon

La historia de las copulas comienza con Frechét, quien fue un matematico francés que hizo varias con-
tribuciones importantes en el campo de la estadistica y la probabilidad. Un problema que se plante6 fue
el siguiente: dadas las funciones de distribucién F; y F, de dos variables aleatorias X; y X, definidas
en el mismo espacio de probabilidad (), 3, Pr), ;qué se puede decir del conjunto de las funciones de
distribucién I (F;, F,), cuyas marginales son F; y F,?. El conjunto I' (F, F,) es distinto del vacio ya que,
si Xj y X; son independientes entonces la funcion de distribucion F (x1,x2) = Fy (x1) - F» (x) pertenece
aT (F;, F,), sin embargo, no se sabia cuales otros elementos pertenecian a dicho conjunto. Para saber
mas acerca del espacio de probabilidad recomendamos ver el Apéndice.

En 1959 Sklar introduce la notacién y el nombre de cépula, también enuncia y demuestra el teorema
que ahora lleva su nombre, el cual hace referencia a que existe una relacién funcional entre la funcién
de distribucién conjunta y las funciones de distribucién marginales, lo que implica que conociendo las
funciones marginales y la informacién de la funcién (C > 0) es posible reconstruir la funcién de distri-
bucién conjunta.

En este Capitulo damos una introduccion al concepto de cépulas, se enuncia el Teorema de Sklar y de-
rivado de ello obtenemos algunas propiedades importantes como lo son las cotas de Fréchet-Hoeffding
y la derivada parcial de la cépula para obtener de esta manera las funciones de densidad y de densidad
conjunta de una cépula. Se estudia a detalle la cépula normal bivariada con marginales normales estan-
dar, asi como la distribucién condicionada de una cépula, esto tltimo es de gran importancia en este
trabajo de tesis porque seréd utilizado en capitulos posteriores.

Se incluyeron algunas graficas de la funcién de densidad de la cépula normal bivariada con marginales
normales estandar utilizando distintos pardmetros de dependencia (correlacién). Para hacer mas visible
como los pardmetros de dependencia cambian la grafica de la funcién de densidad sacamos los contor-
nos de dicha funcién, aunado a esto, ocupamos la medida de asociacién Tau de Kendall, 1a cual se aplico
a cada parametro de dependencia y de nuevo obtuvimos los contornos de las funciones de densidad.
Posteriormente, para hacer mds interesante nuestro andlisis, ocupamos nuevamente la cépula normal
bivariada pero ahora utilizamos dos funciones marginales distintas, estas fueron la distribucién normal
asimétrica y la distribucién Weibull, con medida de asociacién Tau de Kendall y nuevamente obtuvimos
las graficas de las funciones de densidad y los contornos de cada una de ellas.



10 CAPITULO 2. COPULAS BIVARIADAS

2.2. Cépulas

Es importante notar que para hacer el cilculo de probabilidades con un vector aleatorio bivariado es
necesario conocer su funcién de distribucién conjunta, asi mismo, la funcién de densidad conjunta se
puede deducir de las funciones de distribucién marginales de las variables aleatorias involucradas. Esto
se muestra en el Apéndice de este trabajo de Tesis.

Conociendo la funcién de distribucién conjunta, se puede marginalizar y asi obtener las funciones de
distribucién univariadas individuales de las variables involucradas, sin embargo, el regreso no esta
garantizado, es decir, conociendo las marginales no siempre es posible reconstruir la funciéon de distri-
bucién conjunta, esto quiere decir que al marginalizar se pierde algun tipo de informacién que ya no
permite regresar. Es en esta parte donde entra el Teorema de Sklar 2.1, el cual se demostr6 en 1959 y
menciona que existe una funcién C, en este caso bivariada, asociada a un vector aleatorio también biva-
riado, es decir: C : [0,1] x [0,1] — [0,1], tal que F (x1,x3) = C (F; (x1),F2 (x2)), es decir, que existe una
relacién funcional entre la funcién de distribucién conjunta y las funciones de distribucién marginales,
lo que implica que conociendo las funciones marginales y la informacién de la funcién C es posible re-
construir la funcién de distribucién conjunta.

Dada la ecuacion F (x1,x2) = C (F; (x1), F> (x2)) es posible obtener la funcién C, tal y como se muestra
a continuacion:

Primero se aplica un cambio de variable, a saber, sea U = F; (x1) y V = F> (x2), sustituyendo Uy V
en la ecuacion F (x1,x2) = C (F; (x1),F (x2)) se obtiene la siguiente funcién: F (Fl_l (uy,Ft (V)) =
C (U, V). Ahora se aplican algunas de las propiedades de las funciones marginales mencionadas en el
Apéndice del presente trabajo.

F1 (xl) = xi%nool: (xl,xz)

= 1im C(F (x1), B (v2)) = C(F (x1),1)

Xp—>00

procedemos de manera andloga para el otro caso

Fz (JCZ) = x{iinoop (xl, XZ)

= lim C(F (x1),F (x2)) = C(LF (x))

X1 —00
por lo tanto, se han obtenido dos propiedades
U=C(F(x),1) y V=C(Ek(x)).
De manera similar se procede cuando las variables tienden ahora a menos infinito, es decir:

lim F(x1,x)= lim Pr(X; <xp, Xp <xp)
X1—>—00 X1—>—00

= lim C(F (x1),F(x2)) =C(0,F (x2)) =0

X1—>—00

lim F(x1,x) = lim Pr(X; <xp, Xp <x3)
Xp—>—00 Xp—r—00

= lim C(Fl (X]),F2 (XQ)) :C(Fl (xl),O) =0.

Xp—>—00
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Nuevamente hemos obtenido dos propiedades
C(0,FK(x))=0 'y C(Fi(x1),0)=0.

Finalmente, realizando el correspondiente cambio de variable en la propiedad 4 del Teorema 8.1, el cual
se muestra en el Apéndice, se obtiene

0<C (Uz, Vz) -C (U2, Vl) —-C (Ul,Vz) +C (Ul,Vl) .

El analisis realizado anteriormente da la motivacién para la definicién de Cépula.

Definici6n 2.1 (Definicién de Cépula) Una funcién C : [0,1)* — [0,1] es llamada una funcién cépula biva-
riada st y solo st cumple con las siguientes condiciones

1. Condiciones de frontera

a) YU,V €[0,1],C(U,0) = C(0,V) =0.
b) VU,V €0,1],C(U,1)=U;C(1,V)=V.

2. Propiedad 2-Creciente

a.) Vul,U2,V1,V2 € [0,1} tal que U1 < UQ y V1 < Vz, C(UZ,Vz) *C(Uz,vl) *C(ul,V2)+
C (Uy, V1) > 0.

Ahora se enunciaré el Teorema de Sklar, el cual dio la motivacién para la Definicién de Cépula 2.1.

Teorema 2.1 (Teorema de Sklar) Sea H una funcion de distribucion conjunta con marginales F y G, entonces
existe una cépula C tal que para todo x y y en R,

H(x,y) = C(F(x),G(y)). 2.1)

Si F y G son continuas, entonces C es iinica, en otro caso, C estd tinicamente determinada sobre RanF x RanG.
Inversamente, si C es una copula con F y G funciones de distribucion, entonces la funcién H definida en (2.1) es
una funcion de distribucién conjunta con marginales F y G.

La demostracién de este teorema se muestra en [17].

Se mostrard a continuacién un par de ejemplos de cépulas, las cuales serdn de gran utilidad en un
posterior teorema.

Ejemplo 2.1 La funcion M (u,v) = min {u,v} con u,v € [0,1]?, cumple con las condiciones dadas en la Defi-
nicién de Cépula (2.1), ya que:

a) Condiciones de Frontera

M (u,0) = min {u,0} =0 =min{0,v} = M (u,0)

M (u,1) =min{u,1} =u; M (1,v) = min{l,v} = v.
b) Propiedad 2-Creciente

Vg, up,v1,02 € [0,1] tal que uy < up y vy < vy, sin pérdida de generalidad supongamos ademds que
uy < v1 < up < vy. Entonces
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M (up,v9) — M (up,v1) — M (u1,v2) + M (uy,v1) = tig —vq —ug +uy = upg — vy > 0.
Por lo tanto, la funcién M (u,v) = min {u, v} resulta ser una cépula.

De manera andloga se demuestra que la funciéon W (u, v) dada por W (u,v) = max {u+v—1,0} es una
c6pula.

Las funciones M y W juegan un papel muy importante en el estudio de las c6pulas, tal y como lo muestra
el siguiente teorema.

Teorema 2.2 Sea C una cpula bivariada, entonces para todo (u,v) € [0,1]? se cumple
W (u,v) =max{u+v—-1,0} <C(u,v) <min{u,v} =M (u,v). (2.2)
La demostracion de este teorema se muestra en [17].

El teorema anterior menciona que toda cépula C (u,v) esta acotada superior e inferiormente por una
cépula M (u,v) y W (u, v) respectivamente. Esto motiva a dar la siguiente definicion.

Definicién 2.2 Dado que toda cdpula C (u,v), con (u,v) € [0,1)?, estd acotada por las cdpulas M (u,v) y
W (u,v), estds serdn nombradas como cotas de Fréchet-Hoeffding. Especificamente a M (u,v) se le llamard cota
superior de Fréchet-Hoeffding y a W (u, v) se le llamard la cota inferior de Fréchet-Hoeffding.

Una de las consecuencias del Teorema de Sklar 2.1 es que si se tienen X y Y variables aleatorias con una
funcién de distribucién conjunta H con marginales F y G respectivamente, entonces para toda x y y en
R se tiene

max {F(x)+ G(y) — 1,0} < H (x,y) <min{F(x),G(y)}. (2.3)

Esto se debe a que M y W son cépulas. Una observaciéon importante es notar que las cotas, mostradas en
la Ecuacién (2.3), son funciones de distribucién conjuntas y son llamadas las cotas de Fréchet-Hoeffding
para la funcién de distribucién conjunta H con marginales F y G.

Resulta de gran interés saber las condiciones bajo las cuales la funcién de distribucién conjunta H al-
canza las cotas de Fréchet-Hoeffding, ya que esto va a ser de gran utilidad en la Seccién 4 Curva ROC
Acumulativa/Dindmica. Estas condiciones las da el siguiente teorema.

Teorema 2.3 Sean X y Y variables aleatorias con funcion de distribucion conjunta H, entonces H es iqual a su
cota superior de Fréchet-Hoeffding si y solo si para todo (x,y) en R? se cumple que Pr[X > x,Y <y] = 00
PriX <x,Y >y]=0.

Demostracion 2.3.1 De la Ley de Probabilidad Total se tienen las siguientes ecuaciones
PriX<x]=Pr[X<ux,Y<y]+Pr[X<x,Y>y]

PriY <y]=Pr[X<ux,Y<y]+Pr[X>x,Y <y

Por lo tanto, se tiene lo siguiente

F(x)=Pr[X<ux]=Pr[X<x,Y<y|+Pr[X<x,Y >y
=H(x,y)+Pr[X <x,Y >y]
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Gly) =Pr[Y<y]=Pr[X<x,Y<y]+Pr[X>x,Y <y
=H(x,y)+Pr[X>x,Y <yl

Por lo tanto, H(x,y) = M(F(x),G(y)) siy solosi min{Pr[X <x,Y >y|,Pr(X >x,Y <y]} =0, lo cual
completa la demostracion.

Del Teorema de Sklar se obtuvo la siguiente expresién:
H(x,y) = C(F(x),G(y)). (24)

Una pregunta de gran interés es, a saber, jcuando existen las derivadas parciales de la cépula?. La
respuesta a esta pregunta la da el siguiente teorema [17].

0C (u,v)
ou

Teorema 2.4 Sea C una cépula. Entonces, para cualquier v € [0,1], la derivada parcial existe para

casi toda u,y paratal u y v se tiene:
<1. (2.5)

aC (u,v)
v

De manera similar se tiene que para cualquier u € [0,1], la derivada parcial existe para casi toda v,

yparatal u y v se tiene:
<1. (2.6)

dC (u,v) . oC (u,v)

Aiin mds, las funciones u — v
, las fi v y ou

estdn definidas y son no decrecientes en casi todas
partes en [0, 1]

Aplicando el Teorema 2.4, obtenemos que al derivar la expresiéon H (x,y) = C (F (x), G (y)) con respecto
a las variables x y y se obtiene una expresién para la funcién de densidad conjunta en términos de las
funciones de densidad marginales, es decir

Ch 9
S ) = 32 (P (0.G )

2.7)

sea
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2 X
c(F (x),6 () = =), 2

Entonces se puede escribir la ecuacién anterior de la siguiente manera:

2
55 (H(59) = (F(2), G W) f (D)3 ). 29)

Si hacemos la sustitucién F (x) = u y G (y) = v, se obtiene la siguiente expresion:

B 2C (u,v)

c(u,v) = 3190 (2.10)

La cual es la funcién de densidad de la cépula.

Es muy importante notar que en el andlisis que se hizo anteriormente es necesario que las funciones
marginales F (x) y G (v) sean funciones continuas y diferenciables. En caso contrario, es decir, en el caso
en que F (x) y G (y) no fueran diferenciables, no es posible llevar a cabo dicho procedimiento.

Todo lo anterior motiva a dar la siguiente definicion.

Definicién 2.3 La funcién de densidad h de una funcién de distribucién bivariada H, si es que existe, se define
como

32
h(x,y) = axay (H (x,v))
para la copula, la funcién de densidad estd dada por:
02 C (u,0)
(o) =—3 5

Donde u,v € [0,1]
Auin mds, si en la anterior formula hacemos la sustitucién F (x) = uy G (y) = v, donde las funciones marginales

F(x) y G(y) son continuas y diferenciables, entonces la funcién de densidad conjunta h de una funcién de
distribucién bivariada H se puede expresar como

h(x,y) =c(F(x),G(y)) f(x)g ).

Lo tltimo quiere decir que, dada la funcién de densidad de la cépula y las funciones de densidad mar-
ginales, si es que existen, tenemos la funcién de densidad conjunta de las variables originales.

h(x,y) =c(F(x),G(y)) f(x)g ).

Por ultimo, notamos que al hacer el cambio de variable u = F (x) yv = G (y), donde F y G son funciones
de distribucién, entonces, toda funcién de distribucién bivariada, H, define una cépula implicita

C(uv)=H (P*l (u),G (v)) . 2.11)
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2.3. Coépula Normal Bivariada

Como se vio anteriormente, se puede deducir una cépula a partir de cualquier funcién de distribucién
bivariante. La cépula implicita que se obtiene a partir de dicha distribucién nos da la dependencia entre
las variables aleatorias que se consideran, las cuales pueden tener cualquier tipo de distribucién, como
veremos mds adelante. Por lo tanto, se puede combinar cualquier tipo de cépula con cualquier tipo de
distribuciones marginales, que no necesariamente necesitan ser iguales para todas las variables.

A manera de ejemplo se detallardn algunos aspectos importantes de la Cépula Normal Bivariada.

2.3.1. Cépula Normal Bivariada

Comenzamos definiendo las funciones de densidad y de distribucién para las distribuciones normal
estdndar y normal estdndar bivariada.

Para la funcién de distribucion normal estandar, se definen

x2

¢ (x):= \/127{exp (2) , D(j) = ./joogb(x) dx (2.12)

la funcién de densidad y la funcién de distribucién respectivamente.

Para la funcién de distribucion normal estandar bivariada, se definen

1 2 2 2
¢2 (x,y;0) := Py exp (—W» (2.13)
i k
@, (j, ki p) = /_]oO /_oo ¢2 (x,y;0) dxdy (2.14)

la funcién de densidad y la funcién de distribuciéon respectivamente, con pardmetro de correlacién o
dependencia p € (—1,1).

La Cépula Normal Bivariada o Cépula Gaussiana Bivariada se deriva a partir de una distribucién Nor-
mal Bivariada ®; para la dependencia, es decir, la Cépula Normal Bivariada es una funcién de de-

pendencia asociada a la distribucién Normal Bivariada, junto con distribuciones marginales ®, donde
® (x) =Pr(X < x), para X ~ N (0,1). Entonces se puede ver a la C6pula Normal como

C(u,v;T) = P, (qu (1), @1 (v)) . (2.15)

Donde I es la matriz de varianzas-covarianzas. Para el caso bivariado I tiene la siguiente forma:

(1)
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Donde p es el pardmetro de correlacién, con p € (—1,1).
También notemos que:

1 1 B 1 >~ l(w) @7 (o) X2 —2pxy+y°
D, (CD (u),® (v)) = 7271\/@ /700 /700 exp e dx dy. (2.16)

Al realizar la derivada parcial de la expresién anterior, respecto a v y u, se obtiene la densidad de la
Cépula Normal, es decir:

_®Cuur) 1 P20 — 200192 + 043
C (u/ o, r) - au av - 1 — p2 eXp <_ 2 (1 _ pZ) ' (217)

Donde g1 = ® ! (1) y g2 = ® ! (v), los cuales son los cuantiles de variables normales estandar.

Recalcamos que la pasada derivacién serd demostrada mas adelante, cuando se vea la derivada parcial
de la copula respecto a una sola de sus variables.

Formalmente, la densidad de c6pula normal bivariada tiene la siguiente forma:

c(u,0,T) = % =T |2 exp (—égT (r—l - 12) g) (2.18)

donde I, esla matriz identidad de 2 x 2 y ¢T = (q1, qz)T, donde g7 esel cuantil u y g2 es el cuantil
v, ambos cuantiles de la distribucién normal estdndar, es decir:

u="Pr(X<q1) y v=Pr(X<gqp), con X~N(0,1) (2.19)
y | T'| es el determinante de la matriz I'.

Lo anterior nos lleva a dar la siguiente definicién.

Definicién 2.4 Sea I una matriz simétrica, definida positiva con diagl' = 1 y $, la distribucién normal
estdndar bivariada. Entonces se define a la Cépula normal como:

C(u,v;T):= &, (cp*l (u),®! (z;))
Yy su funcién de densidad conjunta es:
1
T |-1/2 _ LA (-1
c(u,0,T)=|T| exp( 2§ (1" 12) @').

Donde I, es la matriz identidad de 2 x 2, €T := ( q1 g )T, congr =1 u)ygp="10)y|T|es
el determinante de la matriz T

En este trabajo de tesis se define a I de la siguiente forma:
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(3 0)

Donde p es el pardmetro de correlacién, con p € (—1,1).

En nuestro caso, a la funcién de densidad conjunta, definida anteriormente, se le puede ver como a con-
tinuacion se indica.

Definicién 2.5 Sean F (x) y G (y) funciones de distribucion acumulada, continuas y diferenciales, y T la matriz
de varianzas-covarianzas. Entonces, la funcién de densidad conjunta de una Cépula Normal Bivariada estd dada
de la siguiente manera:

hxul) = TV exp (<38 (- 1) €) F (W) 2.20)

— T e

fx)gW).

(e Fl e o)) (1= n) (@ F), e (G )]) )

N —

Una cuestion muy importante en el estudio de las cépulas es la derivada de la misma pero respecto a
una sola de sus variables. Para hacer esto en el caso bivariado, necesitamos de la funcion de distribuciéon
condicional para U dado V = v, donde (U, V) son variables aleatorias cuya funcién de distribucién
conjunta es Cy u,v € [0,1], entonces se emplea la férmula del siguiente modo:

Hyyy—o () = Pr[U<u|V =1 (221)

~ lm C(u,v+ Av) —C(u,v)
Av—0 Av

aC (u,0)
v

A esto se le denomina la distribucién condicionada de una cépula.
Definicién 2.6 (Distribucion condicionada de una Copula): Si la distribucién conjuntade X y Y es C (F (x), G (v)),
entonces la distribucion condicionada X = x/Y es:

e = 2D _ 9 (0r)

Donde F (x) =uy G (y) =v.

Andlogamente, definimos la distribucién condicionada X /Y = y como

IC(F(x),G(y)) _ 9C(u0)
aG (v) v

Hx/y—y (x) =
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A continuacion se realizara este andlisis en la cpula normal.

Si (X,Y) tiene una distribucién normal estdndar bivariada con pardmetro de correlacion p, entonces Y
condicionada a X = x estd normalmente distribuida, atin més, estd dada por la siguiente férmula:

oC (u,v;T) O (v) —p®@ ! (u)
e ( Ve ) . (2.22)

Donde F (x) =uy G (y) =v.

Para demostrar esto, primero se definen a q; y g2 como los cuantiles de las variables normales estandar
u y v respectivamente, es decir, g1 := @1 (1) y g2 := ®~! (v), entonces se obtiene la siguiente expresién
para la derivada parcial de la cépula:

oC (u,v;T) ]

1 /'lh /"iz < 1 Tp-1 ) J
= — exp | —=x x| dx
ou u27\/|T| J-eo )0 P 2

0 1 no 92 1 _ X
ou 2m/|r|/oo/ooe"p< 2 (3 22 ) (xz *

Ahora aplicamos el Teorema Fundamental del Célculo, el cual dice:

Teorema 2.5 Dada una funcién f integrable sobre el intervalo [a,b], definimos F sobre [a,b] por F (x) =
[¥ £ (t) dt. Si f es continua en ¢ € (a,b), entonces F es derivableen c y F' (c) = f (c).

Si se aplica la regla de la cadena se obtiene el primer teorema fundamental del cdlculo, obteniendo asf la siguiente
expresion:

(x)
= /;x) fE) db= F (b)Y (1)~ f(a () (x). 223)

Donde f (t) es una funcién integrable sobre el intervalo [a (x),b (x)], con a (x) y b (x) funciones derivables.

Entonces

oC(u,v;I') 1 P 1 o ;
ou _znm/_me’@< Lo x)r <x2 dxy - =i,

Jdu
Shaw en [22], obteniendo de este modo que

2
Ahora aplicamos el hecho de que 9 g1 = V27 exp (?) , el cual fue demostrado por Steinbrecher y
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oC(u,v;I') 1 72 1 N q%
ou /—ooeXp <_2( q X2 )r < X dxy - mexp >

S 2m/1—p? .
d — 1 % 1. 1 1 —p )
Recordemos que I':= e 1)’ enfonces I := 1-p2\ —p 1 )/ por lo tanto:
- 1) = - 1 1 —-p n
E( q1 X2 )r <x2 )— m( q X2 )< —p 1 %o
= - (78— 202001 +3)
2 (1 _pz) 1 2
Entonces:
aC(u,v;F) . 1 "q2 71 1 lh q%
ou T omy/1-p2 /_ooexp( 2( g x )T ( %o dxy - V27 exp >
_ 1 92 1 2, ) p q%
B 27 (1 — p2) J—oco P 2(1-p) (‘71 — £X20q1 +x2)> X2 exp | o
= 1 o (73 — 22001 + 33) 7
C2n (1—p2) J-o P 2(1—p?2) TEXp S dx;

(a1 — 222001 + ) + ‘7%) dx,

2(1-p?) 2
= 1 12 ex —2 (g% = 2x0pq1 + x3) + 243 (1—p?) o
27t (1 —p2) J-oo P 4(1—p?) 2

|
N
S
= =
|
=)
N
N—
| R
3 S
o
X
o
N // S — PR
|

=2 (0 —20pm +53) |
X2
4(1—p?)

- 1 2 1 )
NI ) Lo <_M (o = x2) ) ditz. (224)

Ahora procedemos a realizar el cambio de variable dado por x, = zy/1— p? + pgq;. Al derivar esta
expresion obtenemos las siguientes férmulas
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de

V1-p0%

Aun més, al despejar a z de x; = zy/1 — p? + pg; se obtiene: z = X2 Pt

e

1— p? por lo tanto dz = (2.25)

Al sustituir estas formulas

en las pasadas ecuaciones obtenemos lo siguiente:

92 — Pq1

oC (u,v;T 1 = ! e
G0 = i [ oo (i (o (V1 e ) 25
92— P11

-7 [ e (5 7)

_ 2P

_®< 1—pz>

_ cI)<c1>—1 (0) —p@! (u)>. (2.26)

1—p?

Del procedimiento que acabamos de realizar vamos a hacer tres observaciones. La primera de ellas es
que podemos derivar parcialmente a la cépula dos veces, es decir, primero derivamos parcialmente
con respecto a v y después con respecto con u, y con ayuda de las Ecuaciones que aparecen en (2.24)
obtenemos las siguientes expresiones:

PC(u,v;T) _ 1 (71 — 209192 + 43) h 1
5090 = o =2 exp (— 2 (1= 0?) - V27 exp ) V27 exp >

—29q1qz+q2) N (q% +07§>>
o) 2

(PP - ZPthqz +p ‘72))

- 0%)

I
—_
‘ —_
=)
N
/\ /\ /_\

- 12) g) 2.27)

NM—‘
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1 —P
_ 2 _ 92
Donde I, esla matriz identidad de 2 x 2, T := < ; Fl) >, entonces I'! := 1 _pp 1 1p y
1— pz 1— P2

¢l=(m @), congi=0"(u)yq:=20"()

02 C (u,0)

Por lo tanto, hemos podido conseguir la funcién ¢ (u,v) = y por la Definicién 2.3 nos falta

multiplicar a ¢ (u,v) por las funciones de densidad marginales las cuales tienen una distribucién N (0, 1)
para formar la funcién de densidad conjunta / de una funcién de distribucién bivariada H como a
continuacién se muestra

aZ
h(y) = 55y (H ()

=c(F(x),G(y)f(x)g(y). (2.28)

Por lo tanto

1 (0*32 — 20q192 + P73) 1 7 1 7
hoy) = 1_pZeXp( 2(1-p?) Ve P\ T2 ) R P e

St (_(pzq%—quwﬁpzq%)_<Lﬁ+q%>>

27 \/1—p2 2(1—p2) 2
_ 1 1 (43 — 2pq192 + 43)
= T P exp ( 21— o) . (2.29)

Si hacemos el cambio de variable tal que x = g1 := ®~1 (1) y y = g2 := ®~! (v), entonces obtenemos

2 _ 2
exp (— (x* = 20xy + ) ) . (2.30)

1—p? 2(1-p?)
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Esta tltima ecuacién es la misma que la Ecuacion (2.13), la cual es la funcién de densidad de la distribu-
ci6n normal estandar bivariada ¢ (x,y; p).

Por lo tanto, hemos obtenido una propiedad de la Cépula Normal Bivariada, la cual nos dice que dada la

funcién de densidad de la cépula y las funciones de densidad marginales, si existen, tenemos la funcién
de densidad conjunta de las variables originales, tal y como se muestra a continuacién

h(x,y) =c(F(x),G(y)f(x)g(y)

= ¢ (x,;0)- (2.31)

Las dos ultimas Expresiones obtenidas en (2.27) son las mismas que las Ecuaciones (2.17) y en (2.18)
respectivamente. Las cuales nos llevaron a dar la Definicién 2.4.

La segunda observacion que haremos, es que, mediante un procedimiento andlogo al anterior, se obtiene
la derivada parcial de la copula respecto a su otra variable, es decir:

ac(u/v;r) e q1 — pPq2
Jv 1—p2

_ o <<D_l () —p® (v)) . (2.32)
1—p?

Por lo tanto, obtenemos las siguientes férmulas:

oC (u,v;T) &1 (v) —p® 1 (u)

5 ) < e ) (2.33)
oC (u,v;T) &1 (u) —pd1(v)
€ vT) ( = ) . (2.34)

Finalmente, la tercera observacién que haremos tiene que ver con la aplicacién de la Regla de la Cadena
a las ecuaciones anteriores. La Regla de la Cadena nos dice que si se tiene una funcién y = h (u), la
cual es una fucién derivable de u y si ademds u = f(x) es una funcién derivable de x, entonces
y = h(f(x)) esuna funcién derivable, con:

dy _dy du

dx  du dx’ (2.35)

La ecuacién anterior también puede ser vista de la siguiente manera:
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LR =W (@) f (), 2:36)

Si aplicamos esto a las Ecuaciones (2.33) y (2.34), donde u = F(x), con F una funcién continua y
derivable con respectoa x y v = G(y), con G una funcién continua y derivable con respecto a vy,
entonces obtenemos las siguientes expresiones:

0C(u,v»;T) _ oC(uo;I) du

ox ou ox
_9C(F(x),G(y);I) 9
N oF (x) %F(x)
_ % <CI>1 (0) —p®! (u)) Cf (%) (2.37)
1—p?

oC (u,v;T) oC(u,v;T) dv

ay v @
_9C(F(x),G(y);I) o
- wcy  w VY
_ % <<I>1 (u)—P(I)*l (U)> -2 (y) (2.38)
V1i-p? ' '

Procedemos a mostrar de manera grafica la forma que tiene la funcién de densidad de la cépula normal
bivariada.

2.3.2. Gréficas de la Cépula Normal Bivariada con Marginales Normales

Para ilustrar la forma que tiene una cépula normal bivariada mostramos a continuacién imagenes de
ésta, con el énfasis en que hacemos variar el pardmetro de dependencia p, el cual va a tomar 3 valores
en este trabajo de tesis, estos valores son —0.8, —0.6 y —0.4.

En las Figuras 2.1, 2.2 y 2.3 se muestran las funciones de densidad y de distribucién acumulativa de
una cépula normal bivariada la cual tiene ambas marginales normales estdndar y con pardmetros de
dependencia p = —0.8, p = —0.6 y p = —0.4 respectivamente. Finalmente, en la Figura 2.4 se muestran
los contornos de la cépula normal bivariada con los tres valores de p que hemos usado y notamos como
al variar este pardmetro cambia la forma de la funcién de densidad de la cépula normal, lo cual motiva
a introducir la medida de asociacién Tau de Kendall.
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Figura 2.1: Gréfica de la funcién de densidad de la cépula normal bivariada con p = —0.8.
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Figura 2.2: Gréfica de la funcién de densidad de la c6pula normal bivariada con p = —0.6.
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Figura 2.3: Gréfica de la funcién de densidad de la cépula normal bivariada con p = —0.4.
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Figura 2.4: Grafica de los contornos de la funciéon de densidad de la cépula normal bivariada con los
pardmetros de correlaciéon p = —0.8, 0 = —0.6 y p = —0.4.
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2.4. Medida de Asociacién Tau de Kendall (7x,y)

El coeficiente de correlacién p de las variables aleatorias X y Y, es decir p (X, Y), nos proporciona un
indicador con el cudl se puede valorar la dependencia lineal que existe entre las variables aleatorias X y
Y. Este valor oscila entre 1 y —1. Cuando p estd mds proximo a 1 significa que la relacién lineal que existe
entre las variables X y Y es mayor en sentido positivo, lo que significa que X crece conforme Y crece.
Cuando p estd mds proximo a —1 significa que la relacién lineal que existe entre las variables X y Y es
mayor en sentido negativo, es decir, las variables se mueven de forma lineal pero en sentido opuesto.

Un caso muy importante es cuando p (X, Y) vale 0, esto significa que existe ausencia de una relacién
lineal entre las variables X y Y, pero esto no implica que no exista algtin otro tipo de relacién que sea
no lineal. Para ello existen las denominadas medidas de asociacién, en este trabajo de tesis ocuparemos
la Tau de Kendall, la cual denotaremos con la letra T, que cuantifica las relaciones no necesariamente
lineales.

La medida de asociacién Tau de Kendall oscila entre los valores 1 y —1. Cuando Tau de Kendall toma
alguno de estos valores extremos refleja una relaciéon de dependencia. La dependencia es llamada nega-
tiva perfecta cuando se alcanza el valor —1 y es llamada positiva perfecta cuando se alcanza el valor 1.
Conforme el valor de la medida de asociacién se va alejando de estos valores, implica que existe falta de
dependencia entre las variables, lo cudl significa que la medida de asociacién Tau de Kendall determina
cémo se relacionan los valores de la variable aleatoria X con los valores de la variable Y.

La féormula de la medida de asociacién o también denominada medida de concordancia, Tau de Kendall,
para la cépula normal bivariada con pardmetro de correlacion p viene dada por la siguiente férmula

<y (p) = % arcsin p. (2.39)

Para ilustrar el efecto de la tau de Kendall sobre la cépula normal bivariada mostramos a continuacién
los contornos bajo esta funcién.
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Figura 2.5: Grafica de los contornos de la funcién de densidad de la cépula normal bivariada con
7(—0.8), T(—0.6) y T(—0.4).

2.5. Coépula Normal Bivariada con Marginales Normal Asimétrica y
Weibull

En este trabajo de tesis vamos a ocupar las funciones de distribucion Normal Asimétrica y Weibull.

Las tres funciones Normales Asimétricas que utilizamos tienen los siguientes pardmetros:
1. Sn(xi = 3, omega = 2, alpha = —5)
2. Sn(xi =3, omega = 2, alpha = 5)
3. Sn (xi =3, omega = 3, alpha = 0)
las graficas de las funciones de densidad se muestran en la Figura 2.6.
Las dos funciones Weibull que utilizamos tienen los siguientes pardmetros:
1. W (shape = 1.5, scale = 1)
2. W (shape =5, scale = 1)

las graficas de las funciones de densidad se muestran en la Figura 2.7.
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Figura 2.6: Gréficas de las funciones de densidad de la distribucién normal asimétrica.
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Figura 2.7: Gréficas de las funciones de densidad de la distribucién Weibull.
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Los pardmetros de correlacién que utilizamos en este trabajo de tesis son los siguientes: p = —0.8,
p = —0.6 y p = —0.4. A estos pardmetros de correlacion se les va a aplicar la Ecuacién (2.39), es decir,
vamos a ocupar la medida de asociacion Tau de Kendall en los siguientes ejemplos.

2.5.1. Representacion Grafica de la Cé6pula Normal Bivariada con Marginales Nor-
mal Asimétrica y Weibull

A continuacién mostramos 3 ejemplos de la cépula normal bivariada con la primera marginal normal
asimétrica y la segunda marginal Weibull, especificando sus pardmetros correspondientes y su medida
de asociacién, asi mismo, se muestran los contornos de cada una de las cépulas usando las 3 medidas
de asociacion T (—0.8), t(—0.6) y T(—0.4).

Ejemplo 1
La grafica de la funcién de densidad de la cépula normal bivariada con medida de asociacion T (—0.8)
con la primera marginal normal asimétrica con pardmetros Sn (xi = 3, omega = 2, alpha = —5) y se-

gunda marginal Weibull con parametros W (shape = 1.5, scale = 1) se muestra en la Figura 2.8.

En la Figura 2.9 se muestran los contornos de esta copula aplicando las 3 medidas de asociacién 7 (—0.8),
T(—-0.6) y T(—0.4).

Ejemplo 2
La gréfica de la funciéon de densidad de la cépula normal bivariada con medida de asociacién T (—0.6)
con la primera marginal normal asimétrica con pardmetros Sn (xi = 3, omega = 2, alpha = 5) y segun-

da marginal Weibull con pardmetros W (shape = 5, scale = 1) se muestra en la Figura 2.10.

En la Figura 2.11 se muestran los contornos de esta cépula aplicando las 3 medidas de asociacién
7(—-0.8), T(—0.6) y T(—0.4).

Ejemplo 3
La gréfica de la funcién de densidad de la cépula normal bivariada con medida de asociacién T (—0.4)
con la primera marginal normal asimétrica con pardmetros Sn (xi = 3, omega = 3, alpha = 0) y segun-

da marginal Weibull con parametros W (shape = 1.5, scale = 1) se muestra en la Figura 2.12.

En la Figura 2.13 se muestran los contornos de esta cépula aplicando las 3 medidas de asociacién
7(—-0.8), T(—0.6) y T(—0.4).
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Densidad Contorno

X

Figura 2.8: Grafica de la funcién de densidad de la cépula normal bivariada con marginales normal
asimétrica y Weibull con parametros Sn (xi = 3, omega = 2, alpha = —5) y W (shape = 1.5, scale = 1)
respectivamente, con medida de asociacién 7 (—0.8) y su respectivo contorno.

tau (-0.8) tau (-0.6) tau (-0.4)

-1 0 1 2 3 -1 0 1 2 3 -1 0 1 2 3

X

Figura 2.9: Gréfica de los contornos de la funcién de densidad de la cépula normal bivariada
con marginales normal asimétrica y Weibull con pardmetros Sn (xi = 3, omega = 2, alpha = —5) y
W (shape = 1.5, scale = 1) respectivamente y con medidas de asociacién 7 (—0.8), T (—0.6) y T (—0.4).
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Figura 2.10: Gréfica de la funcién de densidad de la c6pula normal bivariada con marginales normal
asimétrica y Weibull con pardmetros Sn (xi = 3, omega = 2, alpha =5) y W (shape =5, scale = 1) res-
pectivamente, con medida de asociacién 7 (—0.6) y su respectivo contorno.
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Figura 2.11: Gréfica de los contornos de la funcion de densidad de la cépula normal bivaria-
da con marginales normal asimétrica y Weibull con parametros Sn (xi = 3, omega = 2, alpha =5) y
W (shape = 5, scale = 1) respectivamente y con medidas de asociacion 7 (—0.8), 7 (—0.6) y T (—0.4).
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Contorno

X

Figura 2.12: Gréfica de la funcién de densidad de la c6pula normal bivariada con marginales normal
asimétrica y Weibull con pardmetros Sn (xi = 3, omega = 3, alpha = 0) y W (shape = 1.5, scale = 1) res-
pectivamente, con medida de asociacién 7 (—0.4) y su respectivo contorno.

tau (-0.8)
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tau (-0.4)

Figura 2.13: Gréfica de los contornos de la funcion de densidad de la cépula normal bivaria-
da con marginales normal asimétrica y Weibull con parametros Sn (xi = 3, omega = 3, alpha =0) y
W (shape = 1.5, scale = 1) respectivamente y con medidas de asociaciéon T (—0.8), 7 (—0.6) y T (—0.4).



Capitulo 3

Inferencia Estadistica sobre Cépulas
Bivariadas

3.1. Introducciéon

La inferencia estadistica es una parte de la estadistica que estudia técnicas y procedimientos con el fin
de extender o generalizar la informacién de una muestra a la poblaciéon completa, es decir, consiste en
deducir propiedades de una poblacién basdndose en una parte de esta.

Con determinadas técnicas se puede realizar una prediccién sobre cudles podrian ser los pardmetros
de la poblacién. El método de méxima verosimilitud es de los métodos mas importantes para estimar
pardmetros de una distribucién de probabilidad y es el método que ocuparemos en este trabajo de tesis.
A manera de introduccién mencionaremos en lo general de qué se trata este método.

Supongamos que tenemos un vector aleatorio (X, Xp, ..., X,) cuya distribucién depende de un paréa-

metro 6, entonces, la funcién de verosimilitud, L (0, x), de este vector aleatorio es la funcién de densidad
evaluada en el vector numérico fijo (x1, x2, ..., ;) que depende del parametro 6

L (0’ x) = fX],Xz,...,Xn (xlfle s rxn; 9)

si X1, X, ..., Xy son independientes se obtiene que

L(e, x) :fXI (xl; 9) T an (xﬂ; 9)

aun mds, cuando las variables son idénticamente distribuidas la funcién L (8, x) est4 dada por
L0, x)=f(x1;0) - f(xn; 0)

=[1f(x:0) (3.1)
esto ultimo se da cuando la muestra es aleatoria.

El método de maxima verosimilitud consiste en obtener el valor de # que maximiza la Funcion de Ve-
rosimilitud 3.1. Al valor de 6 en donde L (, x) alcanza su maximo se le llama estimacién de méxima
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verosimilitud o estimacién méxima verosimil. Esto significa que 6 es tal que el valor numérico observado
(x1,x2,...,x,) de la muestra aleatoria tenga probabilidad méxima. En la practica muchas veces resulta
mas fécil resolver el problema de optimizacién de In (L (6, x)) que L (6, x), observamos que ambas fun-
ciones alcanza el maximo en el mismo punto debido a las propiedades de continuidad y monotonia de
la funcién In. A la funcién In (L (6, x)) se le denomina la funcién de log —verosimilitud y estd dada de
la siguiente manera

000, x) =In(L (8, x))
=In {Ii f(xz-; 9)}

= i In{f(x;0)}. (3.2)
i=1

Pueden existir varios estimadores para un pardmetro dado, lo que nos lleva al problema de cudl paré-
metro elegir. Es conveniente, entonces, que veamos algunas propiedades de los estimadores.

Definicién 3.1 Un estimador 0 es insesgado para un pardmetro 0 si E M = 0, de otra manera es llamado

sesgado. El sesgo de 8 es definido como bias (9) =E [9} —0.
Procedemos a mostrar algunas definiciones referentes a la varianza de un estimador insesgado.

Definicién 3.2 Un estimador insesgado 0, es relativamente mds eficiente que otro estimador insesgado 0, si se
cumple que Var (91> < Var (92>

Por otra parte, supongamos que Xi, Xy, ..., X;; forma una muestra aleatoria de la distribucién con fun-
ci6n de densidad de probabilidad f (x; 8). Sujeta a ciertas condiciones de regularidad sobre f (x; ),
tenemos que para cualquier estimador insesgado 6 para 6

Var [9} > Il;l (3.3)
donde

lo=E (f’ln[Laée, x>]ﬂ

_r (a“a‘;")ﬂ | 64

Aly ! se le conoce como la cota inferior de Cramér-Rao y a la Ecuacién (3.3) se le llama desigualdad de
Cramér-Rao. Esto motiva a dar las siguientes definiciones.
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Definicién 3.3 Un estimador insesgado es eficiente si su varianza alcanza la cota inferior de Cramér-Rao.
La Ecuacién (3.3) y la definicién anterior motiva a lo siguiente

Definicién 3.4 La eficiencia de un estimador insesgado 6 es

Eff (é) = VuIiEGA} <1 (3.5)

por lo tanto, un estimador insesgado es eficiente si Ef f (9) =1

Existen también estimadores insesgados que alcanzan la eficiencia cuando la muestra aleatoria tiende a
infinito, esto motiva una nueva definicién.

Definicién 3.5 Un estimador insesgado @n =6 (X3, ..., Xn) es asintéticamente eficiente si

lim Eff (8:) =1
A, ESf (O
Como observacion tenemos que la eficiencia y la eficiencia relativa dependen teéricamente del tamafio
de la muestra disponible, pero a menudo es posible usar la eficiencia relativa asintética, la cual se define
como el limite de las eficiencias relativas a medida que el tamafio de la muestra crece, como principal
medida de comparacién.

En este trabajo de tesis abordamos cépulas bivariadas las cuales dependen de un pardmetro al cual de-
nominaremos 6, el cual es llamado pardmetro de dependencia.

Para la estimacién de parametros de una cépula por el método de maxima verosimilitud se presentaran
dos métodos. El primer método consiste en estimar todos los pardmetros, tanto de las distribuciones
marginales como de la distribucién de la cépula, todo esto conjuntamente, a esto se le conoce como el
método exacto de maxima verosimilitud. El segundo método consiste en estimar primero los parame-
tros de las distribuciones marginales para posteriormente estimar los parametros de la cépula, a esto se
le conoce como el método IFM (Inference For the Margins). Como observacién, aclaramos que el primer
método es mas eficiente estadisticamente, pero también es mdas complejo computacionalmente por todos
los pardmetros a calcular conjuntamente.

El lector que este interesado en los temas presentados en éste capitulo le recomendamos consultar [7],
[11], [12] y [21].

3.2. Maxima Verosimilitud para Cépulas Bivariadas

En la Definicién 2.3 se muestra la funcién de densidad conjunta / de una cépula bivariada, la cual esta
dada por la siguiente ecuacién

h(xy) =c(F(x),Gy)f(x)gy). (3:6)

SeaB = (B1, B2, .-, By) el vector de pardmetros dela cépula c (F (x), G (y)). Los pardmetros de las dis-
tribuciones marginales estdn dados de la siguiente manera: para la distribucién marginal F estdn dados
por a1, &12,..., &1, y para la distribucién marginal G estdn dados por a1, &2, ..., aps5. Sea & el vector
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de pardmetros de las dos distribuciones marginales, es decir, &« = (11, &2, ..., X1, X21, X22, ..., X25).
Por lo tanto, la Ecuacién (3.6) puede ser vista como

h(x,y, & B) = c(F(x; a11, 12, a1¢) , G (y; @21, @22, .., &25); B) f (x; a11, w2, - -+, A1)
g (v a1, w22, ., K25)
Para simplificar la Ecuacion anterior definamos a la marginal F como Fj, a la variable x como x1, a los
pardmetros de la marginal F por &1 = a1y, 12, ..., &1. Por otra parte, se define a la marginal G como

F,, a la variable y como x; y a los pardmetros de la marginal G por ay = a1, a2, ..., ap5. Obteniendo
como resultado la siguiente ecuaciéon

h(x1,x2, &, B) = c(Fi (x1; 21), 2 (x2; @2) 5 B) f1 (x1; @1) f2 (x2; @) . B.7)
Supongamos que realizamos una muestra aleatoria e independiente de tamano n de la distribucién

bivariada, tal muestra esta representada por el conjunto {(x1;, x;) | i =1,2,...,n}. Entonces, la funcién
de verosimilitud estd dada por

L(a, B x)= ﬁc (F (x15; 1), B2 (x21; @2) 5 B) f1 (x155 &1) f2 (%215 @2) - (3.8)
i=1

Por lo tanto, podemos obtener la funcion log —verosimilitud como a continuacién se indica

l(a, B, x) =InL(a, B, x)

|
™=

Il
-

2
<ln c (Fy (x15; @1) , F> (x5, @2) 5 B) + Z In f; (x]'i; ’xf))
j=1

In ¢ (F (x15; 1), F2 (%05 &2) 5 B) +

1

In f] (x]-l-,' 0(]) . (39)

2
=1

|
™=

Il
MR

n
=1 ]
La funcién log —verosimilitud debe de ser maximizada.

Para maximizar la funcién log —verosimilitud debemos notar que el vector a ser estimado es 0, el cual
estd definido como

0 = (a, B) (3.10)

donde « el vector de parametros de las distribuciones marginales y B es el vector de pardmetros de la
distribucién de la cépula.

Entonces, la funcién log —verosimilitud alcanza su méximo en 6, tal que

6= arg (ar,r;;e)i;(@f (&, B, x)

= ix{ (0, x). 3.11
argmax (9, x) (3.11)

Donde © es el espacio parametral.
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3.3. Método Exacto de Maxima Verosimilitud para Cépulas Bivaria-
das

El método exacto de méxima verosimilitud radica en maximizar la funcién

n

n 2
lX ﬁ x Z Fl X1i, al) F (x21/ 0(2 —|- Zl Zl In f] (X]',‘; lx]> (3.12)
i=1 i=1 j=

pero esto implica maximizar una funcién multidimensional, ya que

B = (B, B2, By)
& = (0611, K12, .., K1g, K21, K22,. .., 0<25)~

Entonces se debe de maximizar una funcién (y + (¢ + J)) —dimensional, donde v es el numero de pa-
rametros de la cépula, € y J son los nlimeros de pardmetros de las marginales F; y F, respectivamente.

El método exacto de maxima verosimilitud radica en que se deben de estimar todos los parametros de
las distribuciones marginales y de la distribucién de la cépula conjuntamente, esto implica un gran es-
fuerzo computacional.

3.4. Msétodo IFM

Como hemos visto, a medida que aumentan los pardmetros aumenta la dimensién de la funcién que se
desea maximizar y por lo tanto, el problema de optimizacion se hace cada vez mas dificil de resolver.
Para ello Joe y Xu [12], propusieron un método de estimacién de dos etapas llamado el método IFM
(Inference For the Margins).

Observando la Ecuacion (3.9)

n

n 2
C(a, B,x) =) Inc(F(x;a1),F(xp; a2); B) + ) Z n fi (xji; ) (3.13)

i=1 i=1j

podemos notar que estd compuesta por la suma de dos expresiones. En cuanto a la primera expresién,
observamos que involucra los parametros de las distribuciones marginales y de la distribucién de la
copula. Por otra parte, la segunda expresiéon depende tinicamente de los pardmetros de las funciones
marginales. El método IFM consiste en maximizar cada una de las expresiones por separado, es decir, la
Ecuacién (3.9) va a ser maximizada en dos etapas.

Primera Etapa

Utilizando el método de médxima verosimilitud estimamos los pardmetros de las marginales (), es decir

n 2
IXH:M = argmax Z Z In f/ (xﬁ; a]) . (3.14)
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Notamos que

[\1:

Y In fi (x5 &)

OLHSM = arg ’xé
j=1

Il
—

(In f1 (x15; @1) +1In fo (x5 &2))

I
2
oQ
-
s
1=

Il
—_

= ngfx {2 fi (x1; @) Z fa (x21; 0&2)}
i=1

i=1

n n
= arg max Yo fi (i) + arg max Y fo (xai; ). (3.15)
i-1 i=1

Sean

n
&11rM = Wgrrl}flix Y. fi(x1i 1)
i-1

n
Br1rm = arg Max Y. f2 (x5 42).
i—1

Donde &rp = (&11rMm, &21FM)-

Lo cual es equivalente a estimar los parametros de las marginales individuales utilizando maxima vero-
similitud del modo habitual [21].

Segunda Etapa

Habiendo encontrado &rp procedemos a estimar los pardmetros B de la c6pula, de la siguiente manera

n

Bieam = arg mgx Y Inc(F (x15 &11em) , B2 (%05 R217Mm) 5 B) - (3.16)
i=1

Juntando los resultados de cada etapa se obtiene el estimador 0, el cual estd definido como

Orrm = (&IFMr BH—“M) . (3.17)

Debemos de observar que el método IFM baja la dimensién del problema original, de optimizar la Ecua-
cién (3.9), y lo transforma a su vez a varios problemas mas pequefios que tienen un menor nimero de
pardmetros a ser estimados. Esto implica que, en vez de resolver un problema computacionalmente
complejo se resuelven varios problemas computacionalmente mas simples, de menor dimensién.
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3.5. Ejemplo de Mdxima verosimilitud en Cépulas Bivariadas

3.5.1. Cépula Normal Bivariada

En la Ecuacién (2.31) se obtuvo que

h(xy) =c(F(x),Gy)f(x)g )

=2 (x,¥;p)

y por la Ecuacién (3.8) se obtiene la funcién de verosimilitud

n

L6, x) =] c(F (v a1), B (x2 @2) s B) f1 (x155 1) fo (x2i; 2)

i=1

=

h(xi,yi, 0)
i1

=

=11 ¢2(xi,yi;0) (3.18)

i=1

con x;j:=® 1 (u;) y y; := D71 (v)).

Por lo tanto

n

L(0,x)=]]¢2(xiyi;0)

i=1

n

17 1 20ty
T 2my1 - 92 P 2(1-16%)

(Y Tl NS (2 g a2
<2nm> exp (2(1_92) Y (+ 29xlyl+yi>>. (3.19)

1

De la Ecuacién (3.19) se obtiene la funcién log —verosimilitud
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0.0 =toe{ (5 71=:) o (0 £ (-2 ) ) |

:log{(m)n} + log{exp (2 IX: (2 29xzyz+yz))}

(3.20)

Para ejemplificar de manera gréfica cémo se van estimando los pardmetros de una cépula tomemos el
siguiente ejemplo: supongamos que tenemos una cépula normal bivariada con medida de asociaciéon
T (—0.8), cuya primera marginal se distribuye de manera normal asimétrica con pardmetros

Sn (xi = 3, omega = 2, alpha = —5) y la segunda marginal tiene una distribucién Weibull con pardme-
tros W (shape = 1.5, scale = 1), para estimar los parametros de esta copula tomemos una muestra alea-
toria e independiente de tamafio n = 10, por el método exacto de méxima verosimilitud, estimamos los
pardmetros de las marginales y de la cépula, mediante los pardmetros estimados podemos graficar una
funcién de densidad, ahora procedemos a graficar los contornos de esta funcién, los cuales se muestran
en la Figura 3.1. Se procede de manera analoga para los casos cuando n = 50 y n = 100. Observamos
que mientras mds grande se va haciendo 7, mds exacta va siendo la estimacién de pardmetros.
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Figura 3.1: Contornos de las funciones de densidad estimadas con muestras aleatorias e independientes
de tamafio 10, 50 y 100 de la cépula normal bivariada con marginales normal asimétrica y Weibull
con parametros Sn (xi = 3, omega = 2, alpha = —5) y W (shape = 1.5, scale = 1) respectivamente, con
medida de asociacion T (—0.8).

Existe un equilibrio entre la capacidad de célculo y la eficiencia relativa asintética de los estimadores. En
general, el método IFM tiene una buena eficiencia, excepto posiblemente por una dependencia extrema
cerca de los limites de Fréchet-Hoeffding, los cuales se dieron en la Definicién 2.2. La estimacién compu-
tacional del método IFM es mucho maés sencilla, especialmente cuando el ntiimero total de pardmetros
excede el rango de 15 a 20. Cuando la estimacién de mdxima verosimilitud es factible computacional-
mente, el procedimiento de dos etapas proporciona un buen punto de partida [11].

En el siguiente capitulo abordaremos el tema de la Curva ROC para posteriormente aplicar la teoria ya
desarrollada sobre la cépula normal bivariada.
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Capitulo 4

Cuva ROC Acumulativa/Dinamica

4.1. Introduccion

Este capitulo se inicia con una introduccién histérica de la curva ROC, la cual hace referencia a que se
desarroll6 en la segunda guerra mundial, posteriormente se da una breve introduccién al andlisis de
supervivencia en el cual se definen las funciones de supervivencia y de riesgo, y finalmente se muestran
varios modelos paramétricos que son de gran importancia, esto se hace con el tinico propésito de intro-
ducir a manera de ejemplo la aplicacién de la curva ROC al andlisis de supervivencia.

La curva ROC en el presente capitulo se da en términos de la Sensibilidad Acumulativa y la Especi-
ficidad Dindmica, bajo estas definiciones se demuestra que la curva es monétona, posteriormente se
estudian a detalle los 3 casos extremos de la curva ROC, para ello es necesario saber las condiciones
necesarias y suficientes para que una coépula alcance la cota inferior y superior de Frechét-Hoeffding.
Finalmente, se define matemdticamente el drea debajo de la curva o AUC, por sus siglas en inglés (Area
Under the Curve), de la curva ROC y se da su interpretacion.

El lector que este interesado en los temas relacionados con la curva ROC le recomendamos consultar
[91,[13], [14] y [24]. Para el andlisis de supervivencia recomendamos [4].

4.2. Introduccion Histérica a la Curva ROC

A principios de la década de 1940, el radar seguia siendo una tecnologia secreta que se estaba desarro-
llando. El comando de combate britanico logré interceptar bombarderos alemanes, en parte, basado en
sefiales de radar muy primitivas. Un borrén en una pantalla de radar podrian ser bombarderos dirigi-
dos a través del Canal de la Mancha o podria ser ruido aleatorio, tal vez una bandada de gaviotas o
simplemente nada.

Aquellos encargados de tomar decisiones basadas en datos de radares tempranos enfrentaron un pro-
blema dificil en la clasificacién binaria, las cuales se detallaran a continuacion.

Dar una orden positiva para que la Real Fuerza Aérea Britanica ataque podia consumir recursos pre-
ciosos. Los pilotos se agotaban y el combustible de aviacién no podia ser substituido mientras que los

43
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barcos alemanes bloqueaban el pais. Entonces, enviando combatientes cuando no habia bombarderos,
es decir, un falso positivo, tuvo costos evidentemente significativos, por lo que era imposible responder
a cada desenfoque en un radar con una orden positiva.

Por otro lado, una orden negativa era hacer nada, permanecer en el suelo, esto podia tener consecuencias
catastroficas. Si una imagen de radar fuera realmente un escuadrén de bombarderos alemanes, dar un
falso negativo, les permitiria atacar a Londres sin oposicion alguna. Para evaluar estos sistemas de ra-
dares primitivos alguien bastante brillante inventé una metodologfa muy inteligente conocida como la
Curva Caracteristica Operativa del Receptor o Curva ROC, por sus siglas en inglés (Receiver Operating
Characteristic). La Curva en si misma permiti6 a los tomadores de decisiones elegir cudndo preparar sus
aviones o cuando dejarlos en el suelo basdndose en su mejor estimacién del costo relativo de los dos ti-
pos de errores. La falsa alarma o falso positivo y la falta de reaccién ante un ataque real, el falso negativo.

Tenemos, por lo tanto, dos condiciones, estas son: Bombarderos y Ruido, este tltimo podrian ser gavio-
tas. Asf mismo, tenemos dos clasificaciones, a saber, Positivo, lo cual significaba enviar a los combatien-
tes y Negativo, lo cual significaba hacer nada.

El método mediante el cual se calculaba la Curva ROC era que, a todas las imdgenes de radar se les
asignaba una puntuacién numérica. En este caso, se asignaba el nimero correspondiente al drea méaxi-
ma del desenfoque que aparecia en la pantalla del radar. La condicién final, el Bombardero o el Ruido
(gaviotas), también se calculaba después de recopilarse los datos. Ahora, el comando de combate podia
decidir si lo aviones permanecerian en el suelo o atacaban.

El comando de combate podria establecer un umbral que esté por arriba de cualquier puntuacién ante-
riormente obtenida para dar una clasificacién positiva a toda puntuacioén arriba de dicho umbral, por lo
tanto, cada clasificacién seria clasificada como negativa. El caso inverso a este era decidir que cada ima-
gen justificaba una clasificacion positiva. Esto implicaria establecer el umbral, para dar una clasificaciéon
positiva, por debajo de cada puntaje, es decir, por debajo del minimo de los puntajes obtenidos.

En realidad, el umbral que divide a las clasificaciones en positivas y negativas estd situado en medio,
aun mas, dependiendo del posicionamiento de dicho umbral dependen también los costos relativos de
falsos negativos versus falsos positivos. También notamos que si mantenemos el método de puntuacién
constante pero cambiando el posicionamiento del umbral conduce a clasificaciones diferentes. Es ahi
donde surge la Curva ROC, la cual se va dibujando mediante la identificacién de un umbral dado.

La suma del drea debajo de la Curva ROC sobre todos los posibles umbrales da el drea debajo de la cur-
va, a la cual se le denomina AUC, por sus siglas en inglés (Area Under the Curve). Maximizar dicha 4rea
sigue siendo actualmente una medida muy buena para medir la potencia de un modelo de clasificacion
binaria. El 4rea debajo la Curva ROC ayudé a ganar la batalla a Gran Bretafia y ha seguido siendo la
forma mas utilizada para optimizar los sistemas de clasificaciéon binaria, pero su inventor permanece
anénimo.

En el momento en que las referencias a la Curva ROC y al AUC comenzaron a aparecer en escritos sin
clasificar a principios de los afios 1950, nadie se molest6 en darle crédito, sin embargo, los primeros
documentos donde aparecen la Curva ROC y el AUC permanecen clasificados.

A continuacién damos una breve introduccién al andlisis de supervivencia, esto se hace con el tnico
propésito de introducir, a manera de ejemplo, la aplicacion de la curva ROC al anélisis de supervivencia.
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4.3. Andlisis de supervivencia

El andlisis de supervivencia estaba muy relacionado anteriormente con la mortalidad pero la supervi-
vencia puede ser cualquier medida que se evaltie hasta que se cumpla un evento, por ejemplo, el tiempo
que ocurre hasta que se tenga un evento. Para ilustrar esto pongamos el siguiente ejemplo: supongamos
que dejaramos pasar cierto tiempo ¢ hasta que un paciente pueda desarrollar el evento cdncer, esto nos
lleva de manera natural a preguntarnos ;cudl serd el tiempo hasta que el evento cdncer ocurra?, esta
pregunta nos dirige a otra, ;jcdal es la probabilidad de que una persona sobreviva al evento cancer, o
en su caso, que no presente dicho evento?. Visto de este modo, existe un evento llamado mortalidad, el
cual puede afectar a la prevalencia de la incidencia, donde el término prevalencia se refiere a cuantas
personas hay que tienen cierta enfermedad en el total de la poblacién y la incidencia se refiere a la razén
de los casos de la enfermedad frente a los no casos, esto quiere decir que si una persona no muere hasta
cierto tiempo ¢, sobrevive.

En el andlisis de supervivencia es de gran interés ver cémo se comporta el evento, por lo cual se tendra
que hacer un seguimiento de este. Al hacer el seguimiento existen varias cuestiones a tomar en cuenta,
por ejemplo la censura, la cual menciona que se puede hacer un seguimiento pero existen diversas ra-
zones por las cuales el seguimiento no se completa, como ejemplos podrian ser las siguientes: se pierde
el sujeto de estudio, lo que significa que ya no se puede estudiar, otro ejemplo es que el sujeto se pudo
haber muerto y se queria saber si se desarrollaba cierta enfermedad, etc. Entonces existe una censura
siempre y cuando el evento no fuera la mortalidad del sujeto, ya que entonces no seria censura. Otro
tipo de censura es la administrativa, la cual se refiere a que durante todo el tiempo de seguimiento al
sujeto, no ocurri6 el evento, como por ejemplo, sobrevivié a no tener el evento. Hacemos la mencién de
que en este trabajo de tesis no se trabajaré con la censura.

Es de interés calcular la probabilidad de que un sujeto sobreviva hasta tener cierto evento. Esto se puede
hacer mediante las siguientes dos funciones:

1.- Funcién de supervivencia: Probabilidad de tener el evento dado que no se ha tenido hasta cierto
tiempo de seguimiento.

2.- Funcién Riesgo: Riesgo instantdneo de tener un evento, es decir, dado que no se ha tenido hasta un
tiempo t.

A continuacion se analizardn a detalle estas funciones.

4.3.1. Funcién de Supervivencia

Antes de dar la definicién de funcién de supervivencia es necesario definir la variable aleatoria de su-
pervivencia, la cual se muestra a continuacién.

Definicién 4.1 Una variable aleatoria T es una variable aleatoria de supervivencia si el resultado observado t de
T se encuentra en el intervalo [0, 00).

Los datos de supervivencia se denotan por t, 3, ..., t; y son observaciones de una variable aleatoria de
supervivencia.
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Dado que T es una variable aleatoria, se denotard por f a su funcién de densidad de probabilidad y por
F a su funcién de distribuciéon acumulativa, asi obtenemos:

t
F(t) =Pr[T <] = / F(u) du.
0
Se procede a dar entonces una de las definiciones méas importantes de este capitulo.

Definicion 4.2 La funcién de supervivencia o funcién de fiabilidad, la cual se denotard por la letra S, se define
para todos los valores t por S (t) = 1 — F ().

Lo cual significa que
S(t) = Pr[T>1] = / Flu) du.
t

La funcién de supervivencia representa la probabilidad de que un individuo (o individuos) sobreviva
desde el punto de origen hasta algtin punto mayor que ¢. Es decir, esta funcién cuantifica la capacidad
que tiene un individuo o grupo de individuos para cumplir con éxito su funcién, en un intervalo de
tiempo (0, t].

La funcién de supervivencia tiene las siguientes propiedades:

1) Monétona, decreciente y continua.

2) S(0) =1 y limeS(t) = 0.

3) S(t) = Pr{T >t} = [T f(u)du 0<t<oo donde f eslafuncién de densidad asociada a
T.

4.3.2. Funcién de Riesgo

La funcién de riesgo,  (t), es utilizada para expresar el riesgo de muerte al tiempo ¢ y es obtenida de
la probabilidad de que un individuo muera en el tiempo t dado que ha sobrevivido hasta ese tiempo.
La fuerza de mortalidad representa la tasa instantdnea de mortalidad para un individuo que sobrevive
al tiempo t, es decir, considere la probabilidad de que la variable aleatoria asociada con el tiempo de
supervivencia del individuo, T, estd entre t y t 4 6t condicionada a que T sea mayor o igual a ¢, por lo
que tenemos Pr [t < T < t+ 4t | T > t|. Esta probabilidad condicional es entonces expresada como una
probabilidad por unidad de tiempo dividida por el intervalo de tiempo Jt, por lo tanto, la funcién de
riesgo es el valor del limite de esta cantidad cuando el valor Jt tiende a cero, es decir

(4.1)

h(t) = lim

Prit<T<t+6t|T >t
ot—0 ’

ot

De la ecuacién anterior se obtiene que & (t) 5t es aproximadamente la probabilidad de que un individuo
muera en el intervalo (¢, t + Jt) condicionada a que el individuo haya sobrevivido al tiempo ¢. También
notamos que de la definicién de la funcién de riesgo se obtiene

Prit < T < t+dt]
Pr[T >t

Prit <T<t+0t|T>t] =
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Lo cual es equivalente a

F(t+6t) — F (1)
S(t)

donde F (f) es la funcién de distribucién de T.

Sustituyendo estos resultados en la Ecuacién (4.1), obtenemos

. F(t+6t) — F(¥) 1
hit) = 51}%{ ot } 0]

donde

hm{F(t—i—ét)—F(t)}

5t—0 ot

es la definicion de la derivada de F (t) con respecto a ¢, la cual es f (t), dado que F(t)

lo tanto

ydadoaqueS(t) = Pr[T >t = [ f(u)du, setiene que

h(t) =~ {log s (1)}

y por lo tanto

S(t) = exp{~H (1)}
donde

H(t) = /Oth(u)du.

La funcién H (t) es llamada la funcién acumulada de riesgo.

47

= fotf(u) du, por

(4.2)

(4.3)

(4.4)

Observamos que, por la Ecuacién (4.4), la funcién acumulada de riesgo puede ser obtenida de la funcién

de supervivencia, a saber

H(t) = —log$ (t).

Por altimo, una funcién (h (x)), es de riesgo si y solo si satisface las siguientes propiedades:

1) h(x) >0 paratoda x.
2) [y h(x)dx = oo
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4.3.3. Modelos

En el andlisis de supervivencia, los métodos tradicionalmente usados pueden dividirse en tres grupos,
los cuales son: paramétricos, semiparamétricos y no paramétricos. En éste trajo de tesis utilizaremos
tnicamente los métodos paramétricos.

Existen numerosos modelos paramétricos que son utilizados en el andlisis de supervivencia. Entre estos
modelos, existen varias distribuciones que toman un papel primordial dada su utilidad. Ejemplos de
estas distribuciones, las cuales detallaremos a continuacién son: la exponencial, la Weibull y la log-
logistica.

Modelo Exponencial

La funcién de densidad de una distribucién exponencial, con pardmetro A, es

f(t) = Aexp{—-At} t>0, A>0
su funcién de distribucién es
F(t) =1—exp{—-At} t>0
entonces, la funcién de supervivencia esta dada por
S(t) =1—F(t) = exp{—At} t>0

por lo tanto, podemos obtener su funcién de riesgo, la cual es

_ S Aexp{-Aty
hit) = S(t)  exp{-At} A t20

finalmente, la funcién acumulada de riesgo es

H(t) = At t>0.

Propiedad de no Memoria

Una caracteristica importante de la distribucién exponencial es la propiedad de no memoria, la cual esta
dada de la siguiente manera:

Sea T una variable aleatoria con distribucién exponencial, entonces

PriT>a+t|T>al =Pr[T>t  para toda a>0 y t>0.

La interpretacién de la propiedad de no memoria es la siguiente: Si T es el tiempo de vida de un indi-
viduo, la anterior igualdad establece que la probabilidad de que el individuo sobreviva al tiempo a + ¢
dado que ha sobrevivido al tiempo g, es igual a la probabilidad de que sobreviva al tiempo t.

La condicién anterior puede escribirse también en términos de la funcién de supervivencia, es decir
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Pr|T > t
Pr[T>a+tT>a]:M

_ S(a+t)
=5 (4.5)

_exp{-A(a+1t)}
exp {—A(a)}

= exp {~A (1)}

=Pr[T >t

=S (t). 4.6)
Por lo tanto, de las Ecuaciones (4.5) y (4.6) obtenemos la siguiente expresion

S(a+t) = S(a)S(t).

Esta propiedad caracteriza a la funcién exponencial.

Modelo Weibull

Una desventaja que presenta la distribuciéon exponencial es que no sirve como modelo para tiempos de
vida en los que la funcién de riesgo no es una funcién constante, es decir, que varia con el tiempo. En
cambio, las funciones de riesgo, de la familia de distribuciones Weibull, pueden ser crecientes y decre-
cientes. Dado que en la practica se pueden encontrar tendencias crecientes y decrecientes, como ejemplo
seria el riesgo de mortalidad por parto: a temprana edad es alto, a mediana edad es bajo porque la mujer
ya estd preparada y a edad avanzada es alto.

Supongamos que T tiene una distribucién Weibull con parametro de escala A y parametro de forma «,

esdecir, T ~ W (%,a).

La funcién de densidad de una distribuciéon Weibull es

f(t) = aA*t* Lexp {— ()"} con a,A>0.

Se deduce que la distribucién exponencial es un caso particular de la distribucién Weibull para el caso
dondea = 1.

Su funcién de supervivencia es

S(t) = exp{—(A)"}.
Notamos que si & — oo, se tiene un tiempo de vida constante, pues S (t) — 0.
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Su funcién de riesgo es

h(t) = J;E:; = aA (AD)* L,

Notamos que la funcion de riesgo es creciente para @ > 1y h(t) — oo cuando t — co. Es decreciente
para el caso en que « < 1y h (t) tiende asintéticamente a 0 cuando t — oo.

Modelo Log-Logistico

Cualquier distribucién definida para t € [0, 0) puede servir como una distribucién de supervivencia.
De manera mds general, podemos partir de una variable aleatoria, W, con una distribucién estdndar en
(—00,0) y generar una familia de distribuciones de supervivencia mediante la introduccion de cambios
de forma y escala de la siguiente manera

Y =logT = a+ocW.

Una distribucién de esta forma es la Log-Logistica.
T tiene distribucién Log-logistica si y solo si

Y =logT = a+cW.

Donde W tiene una distribucién Logistica estdndar, con funcién de densidad

ew
ww) = ——>
f@) =
su funcién de distribucién es
eZU
F =
w (@) 1+e%
con funcién de supervivencia
1
S = .
w () 14 e%

Cambiando las variables a T encontramos que la funcién de supervivencia Log-logistica es

Dondea = —logAy p = 1/0.

Ahora ocupamos la Ecuacién (4.2) para obtener la funcién de riesgo de la siguiente manera
d Ap (A£)P!
h(t) = ——{logS(t)} = ———~".
(1) = g logs (0} = T

Por tltimo, observamos que la funcién de riesgo de la distribucién Log-logistica cumple con las siguien-
tes 2 propiedades:
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1) Monétona decreciente desde cosi p < 1.

2) Monoétona decreciente de A si p = 1.

A continuacién mencionamos una de las aplicaciones que tiene la curva ROC al andlisis de superviven-

Cla.

4.4. Aplicacion de la Curva ROC al Analisis de Supervivencia

La curva ROC, por sus siglas en inglés (Receiver Operating Characteristic), cuantifica la capacidad de un
indicador diagnéstico para discriminar entre enfermos y sanos. Para ejemplificar la curva ROC tomemos
en cuenta la Figura 4.1, en donde se muestra la distribucién del indicador en los sanos y la distribucién

del indicador en los enfermos.
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Figura 4.1: Distribuciones del indicador en los sanos y en los enfermos.

Como ambas poblaciones comparten ciertos valores del indicador, la clasificacién no puede ser perfecta.
Cualquier umbral o punto de corte clasificara erréneamente algunos de los casos de la zona traslapada.

La curva ROC indica para cada posible umbral la proporcién de positivos en ambas poblaciones, en
ordenadas para los enfermos y en abscisas para los sanos, de esta forma, la linea vertical en el cuadra-
do unitario [0,1] x [0,1] indica la Sensibilidad o proporcién de positivos en los enfermos, por lo tanto
nos interesa que sea alta, por otra parte, la linea horizontal inferior en el cuadrado unitario [0,1] x [0, 1]
indica la proporcién de positivos en los sanos, por lo tanto nos conviene que sea baja, al complemento
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de esto se le denomina Especificidad. Notamos que la Curva ROC se encuentra ubicada en el cuadrado
unitario [0,1] x [0,1].

Si miramos la Figura 4.1 notamos que diferentes umbrales o puntos de corte implicardn diferentes pro-
porciones de errores tanto para sanos como para enfermos, por ejemplo, situemos el umbral diagnéstico
en el extremos izquierdo, tal y como lo muestra la Figura 4.2, y si declaramos como positivos a todos los
casos por encima de este punto tendremos un cien por ciento de positivos tanto para los enfermos como
para los sanos. En la gréfica de la Curva ROC, este valor se sitiia en el extremo superior derecho tal y co-
mo lo muestra la Figura 4.4, observamos también que la linea vertical de esta Figura se corresponde con
la Figura 4.2 con el drea debajo de la curva de los enfermos a la derecha del umbral e indica que un cien
por ciento de los enfermos son correctamente clasificados como positivos, por otra parte, esto también
indica que el cien por ciento de los sanos también estdn a la derecha del umbral y también son clasifica-
dos como positivos pero ahora erréneamente, en resumen, este punto de corte clasifica bien a todos los
enfermos pero mal a todos los sanos. Notamos también que cuando el umbral se va desplazando hacia
la derecha, como en la Figura 4.3, la Curva ROC mostrard como varian estas proporciones, disminuira
el error en los sanos a cambio de empeorar el acierto en los enfermos, es decir, baja un error pero sube
otro, en concreto, veremos que primero sube la Especificidad y luego mads tarde bajard la Sensibilidad.
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Figura 4.2: Umbral del diagndstico en el extremo izquierdo.

Esto motiva a dar la definicién de Sensibilidad y Especificidad. Definimos a la Sensibilidad como a la
probabilidad de que los pacientes se clasifiquen como positivos dado que estdn enfermos y a la Especifi-
cidad como a la probabilidad de que los pacientes se clasifiquen como negativos dado que estdn sanos.

Al desplazar el umbral hacia la derecha vemos como baja la proporcién de positivos en los sanos, al
inicio, el acierto en los enfermos sigue al cien por ciento pero luego empieza a cambiar, de esta forma,
vamos consiguiendo tener menos positivos en los sanos pero al precio de tener algunos negativos en
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Figura 4.3: Umbral del diagnostico en el cruce de las distribuciones.
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Figura 4.4: Inicio de la gréfica de la curva ROC.
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los enfermos. Asf, llegaremos al punto donde la Especificidad sea igual a la Sensibilidad, es decir, don-
de se clasifica bien a la misma proporcién de enfermos que de sanos. Posterior a ese punto, si se sigue
desplazando el umbral hacia la derecha lo que desciende maés répido es la sensibilidad o proporcién de
positivos en los enfermos y se va aproximando al punto en el que todos los casos serian declarados ne-
gativos, por lo que ambas proporciones de positivos serfan cero, magnifico para los sanos pero pésimos
para los enfermos. Asi, la Curva ROC muestra simultdneamente la Sensibilidad y Especificidad, o dicho
de otra forma, dibuja para todos los posibles umbrales los pares de proporciones de positivos en ambas
poblaciones. En la Figura 4.5 se muestra la imagen de la Curva ROC completa.
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Figura 4.5: Curva ROC.

Si el indicador diagnéstico discriminara muy bien a los sanos de los enfermos, las dos distribuciones
casi no se sobrepondrian y la Curva ROC correspondiente cubrirfa un drea muy grande, esta drea bajo
la Curva ROC resume la capacidad de un indicador y es conocida como AUC, por sus siglas en inglés
(Area Under the Curve). A medida que mds se solapan las curvas méds se parecen los resultados de sa-
nos y enfermos, por lo tanto, la capacidad discriminatoria del indicador es muy baja, lo cual implica que
el valor del AUC es cada vez mds bajo. Como observacién notamos que el caso cuando las gréficas se
traslapan completamente, el valor del indicador es independiente del estado del paciente y esto implica
que el valor del AUC es de 0.5, lo cual significa que el indicador no aporta informacién, por otra parte,
también tenemos los casos donde la Curva ROC alcanza su valor méximo y minimo. Estos tres casos
serdn estudiados detalladamente en el presente capitulo.
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4.5. Curva ROC Acumulativa/Dinamica

Antes de definir formalmente la Curva ROC es necesario que veamos algunos conceptos, definiciones y
notaciones.

Comencemos definiendo a T como el tiempo de supervivencia, sea M la variable que denota la prueba
del diagndstico, es decir, M es el marcador de valor continuo y sea ¢ un umbral tal que ¢ € (—0c0, ).
Usamos la notacion T < t para indicar que el paciente ha tenido el evento antes del tiempo ¢, es decir,
ha presentado la enfermedad (o falleci6) antes del tiempo ¢t y T > f si el paciente ha presentado la enfer-
medad (o muri6) después del tiempo ¢, por lo tanto, denotamos a los sanos (o vivos) con T > ¢ y a los
enfermos (o muertos) con T < t.

Con base en lo anterior se dardn ahora las Definiciones de la Sensibilidad Acumulativa y la Especificidad
Dinamica.

Definicién 4.3 La Sensibilidad Acumulativa y Especificidad Dindmica son funciones que dependen del tiempo t
y estdn dadas de la siguiente manera

Sensibilidad® (c,t) = Pr[M > ¢|T < {] 4.7)

EspecificidadP (c,t) = Pr[M < ¢|T > t]. (4.8)

Donde M denota un marcador de valor escalar y ¢ es un valor dado, con ¢ € (—00,00).

Usaremos los superindices C y D para denotar a la Sensibilidad Acumulativa y a la Especificidad Diné-
mica respectivamente.

A los pacientes que hayan presentando cierta enfermedad se les llamard Casos y aquellos pacientes sa-
nos se les denominara como Controles. Notamos que para cualquier tiempo fijo ¢ la poblacién entera se
clasifica ya sea como un caso o como un control. El interés cientifico radica en discriminar entre sujetos
que mueren antes de un tiempo dado ¢ y los que sobreviven mds alld de t. Es por esta razén que se le
denomina Sensibilidad Acumulativa y Especificidad Dindmica.

Analizando a detalle la Definicién 4.3 observamos que la Sensibilidad Acumulativa

SensibilidadC (c,t) = Pr[M > ¢|T < {]

mide la fraccién esperada de sujetos con un marcador mayor que c entre la subpoblacién de individuos
que mueren antes del tiempo ¢, mientras que la Especificidad Dindmica

EspecificidadP (c,t) = Pr[M < ¢|T > ]

mide la fraccién esperada de sujetos con un marcador menor o igual que c entre los que sobreviven mds
alla del tiempo t.
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Las funciones de Sensibilidad y Especificidad reciben otro nombre, a continuacién veremos cuales son
estos.

Dado un umbral ¢ € (—oco,0), un paciente se clasifica como positivo si M > ¢ y negativo en caso
contrario. Se sigue que la tasa de verdaderos positivos, TP, por sus siglas en inglés, o la Sensibilidad, se
define como

TPE (¢) = Sensibilidad® (c,t) = Pr[M > c|T < {] 4.9)

y la tasa de falsos positivos, FP, por sus siglas en inglés, o 1 — Especificidad, se define como
FPP (¢) = 1— Especificidad® (c,t) = 1—Pr[M < c|T > {] (4.10)
esta tltima funcién surge por lo siguiente:
FPP (c) =1 — EspecificidadP (c,t)
=1-Pr[M<c|T >t

7P1‘[M§C,T>t]

=1
Pr [T > t]

_ Pr[T>t-Pr[M<c, T >t
B Pr[T > t]

_Pr[M>c, T >t
N Pr (T > t]

=Pr[M>c|T >t

=p
(4.11)

conp € [0,1].

Es importante notar que hemos usado la Ley de Probabilidad Total, la cual nos dice lo siguiente

PrlY>y]=Pr[X<x,Y>y|+Pr[X>x,Y >y

Con los resultados ya obtenidos podemos definir a la Curva ROCtC/ b (p), la cual evalua el poder discri-
minatorio y diagnéstico del marcador a través de la clasificaciéon correcta utilizando la siguiente funcién

ROCEP (p) = TPE ([PPP} o (p)) (4.12)
parap € [0,1]y

[PPP] () = inf. {c . FPP (c) < p}. (4.13)
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Analizando a detalle la Funcién (4.12) obtenemos lo siguiente

-1
ROCE® (p) = of ([£2P] " (r))
= TPf (c*)
= Sensibilidad® (c*, 1) (4.14)

parap € [0,1]y c* = inf. {c: FPP (c) < p}.

La Ecuacién (4.11) nos permite reescribir a la Ecuacién (4.13) de la siguiente manera

-1
[FPP} (p) =infe {c : FPP (c) < p}
=infc{c:Pr[M>c|T >t] <p} (4.15)
donde p € [0,1].
Esto nos permite ver més claramente el funcionamiento de la funcién [FPP] ! (p) y nos ayuda a com-

prender mejor la Ecuacién (4.12). Por lo tanto, podemos ver a la Curva ROCtC/ D como la relacion
TPE vs FPP, 1a cual puede ser evaluada a través del conjunto de parejas ordenadas

{(r. RO () sp O} ={ (FP (0, T2E ([FP] ) ) i€ 1] c & (om0

= {(1 — Especificidad® (c,t) , Sensibilidad® (c,t)) st ce (—oo,oo)}
(4.16)

Hacemos la aclaracion de que la curva ROCf/ D (p) esta definida para un ¢ fijo.

Por altimo, usamos la notaciéon

AUC () = /01 ROCE/P (p) dp 4.17)

para denotar el drea bajo la Curva ROC Acumulativa-Dindmica para el tiempo t. La interpretacién de
esta ecuacion serd detallada en la Seccién 4.6.

De la Definicién 4.3 y del anélisis realizado anteriormente se tiene que

Sensibilidad® (c,t) = Pr[M > ¢|T < {] (4.18)
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EspecificidadP (c,t) = Pr[M < c|T > t]. (4.19)

De la Ley de Probabilidad Total se obtienen expresiones para Pr [T < t] y Pr[M < c] como a continua-
cién se indica.

Para Pr [T < t] se tiene lo siguiente
Pr[T<t|=Pr[M<c,T<t]+Pr[M>c, T<{
por lo tanto
PriM>c, T<t]=Pr[T<t|-PriM<c, T<t]. (4.20)
Andlogamente para Pr [M < c] se obtiene
PriM<c]=PrM<c, T<H+Pr[M<c, T>t{
por lo tanto

PriM<c, T>t=Pr[M<c-Pr[M<c, T<H. (4.21)

En base a la Ley de Probabilidad Total se obtienen las siguientes expresiones para la Sensibilidad y la
Especificidad

SensibilidadC (c,t) = Pr[M > ¢|T < {]

_PriM>c, T<H{
N Pr[T <t

_ Pr[T<t]-PriM<c, T<H]
N Pr[T < |

_Pr[MSC,Tgt]

=1
Pr [T <t

(4.22)
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Especificidad® (c,t) = Pr[M < c|T > t]

_ PrM<c, T >t
B Pr(T > t]

_ PrM<c]-Pr[M<c, T<H

Pr(T > 1] (4.23)

A continuacién se demostrard la monotonicidad de las funciones de Sensibilidad y Especificidad.

Monotonicidad de la curva ROC Acumulativa/Dinamica

Antes de demostrar que las funciones de Sensibilidad y Especificidad son funciones monétonas con res-
pecto a c y t se recordardn algunos conceptos acerca de las funciones monétonas.

Sea Il C R, entonces la funcién f : II — R se dice que es creciente en Il cuando 71, mp € 11,
con 1y < 7y, entonces f(m;) < f(7mp). La funcién f es llamada estrictamente creciente en IT si
my, mp € I1, con 11y < 715, entonces f(7r1) < f(7p). Similarmente, la funcién g : IT — R es llamada
decreciente en IT cuando 71y, 1y € I1, con 13 < 715, entonces g(7p) < g(7r1). La funcién g esllamada
estrictamente decreciente en II si 711, 715 € I, con 71y < 715, entonces ¢(712) < g(77).

Si una funcién es creciente o decreciente en 11 se dice que es mondtona en II. Andlogamente, si una
funcién es estrictamente creciente o estrictamente decreciente en I1 se dice que es estrictamente moné-
tona en II.

Sea la funcién f : IT — R creciente en II, definamos ahora a la funcién ¢ como ¢ := —f, dadoa
que f es creciente, es decir, si 71y, 7, € I1, con 71y < 7y, entonces f(r11) < f(mp), lo cual implica
que —f(mp) < —f(m) o equivalentemente ¢(712) < ¢(71), concluyendo de esta manera que si una
funcién f es creciente en 11, entonces la funcién ¢ := —f es decreciente en 11. Similarmente, si una
funcién g es decreciente, entonces la funcién p = —g es creciente.

Es posible generalizar el caso anterior tal y como se muestra a continuacién.
Sea f una funcién creciente en I1, definamos ahora a la funcién ¢ como ¢ : - f,donde k € R.

=k
Dado a que f es creciente, es decir, si 711, 71y € I1, con ;3 < 715, entonces f(711) < f(71,). Para poder
determinar el comportamiento de la funcién ¢ es necesario analizar dos casos.

1. Caso1 (k> 0)
k- f(m) <k-f(m). Porlo tanto, la funcién es creciente.

2. Caso2 (k< 0)
k- f(my) > k- f(mp). Porlo tanto, la funcién es decreciente.
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Un resultado andlogo al anterior es que si f es una funcién monétona, entonces la funcién f +k, donde
k € R, es monétona en el mismo sentido.

Teniendo estos resultados se procede a demostrar la monotonicidad de las funciones de Sensibilidad y
Especificidad.

De la Definicién de la funcién de Sensibilidad (4.22) se obtiene la siguiente expresién

Sensibilidad® (c,t) = Pr[M > ¢|T < {]

_Pr[Mgc,Tgt}
Pr[T <t

=1 (4.24)

Supongamos ahora que t es un valor dado fijo y ¢ varia en el intervalo (o0, —c0). Dado que la ecuacién
Pr[M < c, T < t] representa la probabilidad de que la variable aleatoria M toma un valor menor o igual
que c y que la variable aleatoria T toma un valor menor o igual a ¢, se tiene por lo tanto que esta ecua-
cién es una funcién mondtonamente creciente cuando la variable ¢ toma valores cada vez més grandes,
y dado a que t es fijo se obtiene que la funcion Pr [T < t] = k, donde k es una constante tal que 0 < k < 1.
Entonces la Ecuacién (4.24) se puede escribir de la siguiente manera

Sensibilidad® (c,t) = Pr[M > ¢|T < {]

7P1‘[M§C,T§t]
Pr[T <t

=1

:1—%Pr[M§c,T§t]. (4.25)

Como se mencioné anteriormente, la funcién Pr [M <c, T< t] es mondtonamente creciente cuando la

. . o1
variable c toma valores cada vez mds grandes, de igual manera la funcién X Pr[M <c¢, T <t] es mo-
. 1 .
nétonamente creciente, por lo tanto, X Pr[M < ¢, T < t] es mondétonamente decreciente, dado a que

1 . .
3 < 0. Obteniendo como conclusion que la funcién

Sensibilidad® (c,t) =1 — %Pr [M<c,T<t

es monétonamente decreciente con respecto a c.

Ahora, de la definicién de Especificidad (4.23), se obtiene la siguiente expresion
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Especificidad® (c,t) = Pr[M < c| T > ]

_PrM<c, T >t

Pr[T > (4.26)

Supongamos ahora que t es un valor dado fijo y ¢ varia en el intervalo (co, —o0), entonces podemos
escribir la ecuacién anterior como

Especificidad® (c,t) = Pr[M < c| T > ]

_ PriM<c, T>t
 PrT>{

:%Pr[Mgc,T>t]. (4.27)

Notamos que Pr [M < ¢, T > t] es mon6tonamente creciente cuando la variable ¢ toma valores cada vez
més grandes, por lo tanto, la EspecificidadP (c,t) es monétonamente creciente con respecto a c.

Ahora procedemos a estudiar a detalle los 3 casos extremos de la curva ROC Acumulativa/Dindmica,
para ello es necesario saber las condiciones necesarias y suficientes para que una cépula alcance la cota
inferior y superior de Frechét-Hoeffding, asi mismo, daremos la representacién gréfica de estos 3 casos
extremos.
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Independencia
Si My T son variables aleatorias independientes, es decir

PriM<c, T<t =Pr[M<c]-Pr[T <t].

Podemos obtener, entonces, los siguientes resultados:

De la Definicién 4.3 y de la Ecuacién (4.18) se obtiene

Sensibilidad® (c,t) = Pr[M > ¢|T < {]

 Pr[M>c, T<{
N Pr[T < {]

_pr[M > . (4.28)
De la Definicién 4.3 y de la Ecuacion (4.19) se obtiene
Especificidad® (c,t) = Pr[M < c| T > ]

_ PriM<c, T>t
N Pr(T > t]

=Pr[M <. (4.29)

Entonces, por la Ecuacién (4.16), obtenemos la Curva ROC Acumulativa-Dindmica dada por el siguiente
conjunto de parejas ordenadas:

{(p, ROCE'P (p)) s p € [0,1]} = { (1~ Especificidad® (c,t) , Sensibilidad® (c,1)) ; t, c € (~o0,00) }

={(PrM>c|,Pr[M>c]),ce(—00,00)}. (4.30)

Lo cual sucede si y sélo sf las variables aleatorias M y T son independientes.

Lo que implica que, cuando las variables son independientes, al dibujar la Curva ROCE/ D (p) se obtiene
la funcién identidad en el cuadrado unitario.

El dibujo de la Curva ROCf/ D (p), cuando las variables son independientes, se muestra en la Figura 4.6.

En la Seccién 4.4 mostramos un ejemplo con el cual obtuvimos una curva ROC. Basandonos en esa mis-
ma dindmica procedemos de manera andloga y damos el siguiente ejemplo:
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== Curva ROC

Sensibilidad
0.2 0.4 08

0.0
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00 0.2 04 0.6 0.8 1.0

1 - Especificidad

Figura 4.6: Curva ROCtC/ D (p) cuando las variables M y T son independientes.

Si el umbral diagndstico se sittia en el extremo izquierdo, tal y como lo muestra la Figura 4.7 y si de-
claramos como positivos a todos los casos por encima de este punto tendremos un cien por ciento de
positivos tanto para los enfermos como para los sanos, ya que ambos comparten la misma distribucion.
Este valor se sittia en el extremo superior derecho, ya que es ahi donde inicia su curva ROCtC/ b (p)
correspondiente a esta grafica, tal y como lo muestra la Figura 4.6, observamos también que la linea
vertical de esta figura se corresponde con la Figura 4.7 con el drea debajo de la curva de los enfermos
a la derecha del umbral e indica que un cien por ciento de los enfermos son correctamente clasificados
como positivos, por otra parte, esto también indica que el cien por ciento de los sanos también estdn a
la derecha del umbral y también son clasificados como positivos pero ahora erréneamente, en resumen,
este punto de corte clasifica bien a todos los enfermos pero mal a todos los sanos. Notamos también que

cuando el umbral se va desplazando hacia la derecha, la curva ROCtC/ b (p) mostrard como varian estas
proporciones, disminuira el error en los sanos a cambio de empeorar el acierto en los enfermos pero lo
hacen a la misma tasa, es decir, baja un error pero sube otro en la misma proporcién, formando asi la

Curva ROCE/ b (p), la cual es la funcion identidad en el cuadrado unitario.

Para obtener el segundo caso extremo de la curva ROCtC/ b (p) es necesario saber cuando se alcanza la
cota superior de Fréchet-Hoeffding.

Cota Superior de Fréchet-Hoeffding

Podemos ahora aplicar el Teorema 2.3 para dibujar la curva ROCtC/ b (p) dadas las variables aleatorias
My T. Es importante recordar que este Teorema nos da las condiciones necesarias y suficientes para que
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Distribuciones del Indicador

— Sano
= Enfermo
— - Marcador
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Figura 4.7: Umbral del diagndstico en el extremo izquierdo.

la Cota Superior de Fréchet-Hoeffding sea alcanzada, por lo tanto, tenemos 2 casos.

Caso1
PriM>¢,T<t=0 (4.31)

Caso 2
PriM<c¢T>t=0 (4.32)

A continuacién se estudiardn a detalle estos dos casos para poder, de esta manera, dibujar la Curva
ROCf/ D (p) en cada uno de ellos.

Anaélisis del Caso 1

Por la Ecuacién (4.18) se obtiene

Sensibilidad® (c,t) = Pr[M > ¢|T < t]

_Pr[M>c, T<H
N Pr[T < |

Ahora, si se cumple la Ecuacioén (4.31) se tiene que

Sensibilidad® (c,t) = 0.
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Por lo tanto, el valor de la Sensibilidad es igual a cero en todos los puntos.

Concluyendo de esta manera que, la primera parte de la Curva ROC Acumulativa-Dindmica, estd dada
por el siguiente conjunto de parejas ordenadas:

{(p, ROCtC/D (p)) ;P E [0,1]} = {(1 — EspecificidadP (c,t) , Sensibilidad® (c, t)) ; b, C€ (—oo,oo)}

—{(1=Pr[M<c|T>1,0);t, ce (—o0,0)}. (4.33)

Hacemos la aclaracién de que la curva ROCtC/ D (p) esta definida para un  fijo. Lo anterior implica que

la primera parte de la Curva ROCE/ D (p), derivada del Caso 1, esta dada por las parejas ordenadas del
conjunto [0, 1] x {0}, tal y como lo muestra la Figura 4.8.

08
1

0.6
1

0.4

0.2

0.0
1

00 0.z 04 0.6 0.8 1.0

Figura 4.8: Parte de la Curva ROCf/ D (p) derivada del analisis del Caso 1.

Anaélisis del Caso 2

Por la Ecuacién (4.19) se obtiene

Especificidad® (c,t) = Pr[M < ¢| T > ]

_PrM<c, T >t
~ Pr[T>t{]
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Ahora, si se cumple la Ecuacién (4.32) se tiene que

Especificidad® (c,t) = 0.

Por lo tanto, el valor de la Especificidad es igual a cero en todos los puntos.

Concluyendo de esta manera que la segunda parte de la Curva ROCtC/ D (p) esta dada por el siguiente
conjunto de parejas ordenadas:

{(p, ROCtC/D (p)) ;pE [O,l]} = {(1 - EspecificidadD (c,t), Sensibilidad® (c,t)) ;t,c€ (—oo,oo)}
={(1,Pr[M>c|T<t]);t, ce (—o0,00)}. (4.34)

Lo que implica que la segunda parte de la Curva ROCf/ D (p), derivada del Caso 2, son las parejas or-
denadas del conjunto {1} x [0,1], tal y como lo muestra la Figura 4.9.

0.6
1

0.4

0.2

0.0
1

00 0.2 04 0.8 0.8 1.0

Figura 4.9: Parte de la Curva ROCE/ D (p) derivada del analisis del Caso 2.

Juntando los Casos 1y 2 obtenemos la curva ROCf/ b (p) completa, la cual se muestra en la Figura 4.10.

En la Seccién 4.4 mostramos un ejemplo con el cual obtuvimos la curva ROC. Basandonos en esa misma
dindmica procedemos de manera andloga y damos el siguiente ejemplo:
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== Curva ROC
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Figura 4.10: Curva ROCE/P (p).

Si el umbral diagnéstico se sitda en el extremo izquierdo, tal y como lo muestra la Figura 4.11, y si
declaramos como positivos a todos los casos por encima de este punto tendremos un cien por ciento
de positivos tanto para los enfermos como para los sanos. Este valor se sittia en el extremo superior
derecho, ya que es ahi donde inicia su curva ROCf/ D (p) correspondiente a esta grafica, tal y como lo
muestra la Figura 4.10, observamos también que la linea vertical de esta figura se corresponde con la
Figura 4.11 con el drea debajo de la curva de los enfermos a la derecha del umbral e indica que un cien
por ciento de los enfermos son correctamente clasificados como positivos, por otra parte, esto también
indica que el cien por ciento de los sanos también estdn a la derecha del umbral y también son clasifi-
cados como positivos pero ahora erréneamente, en resumen, este punto de corte clasifica bien a todos
los enfermos pero mal a todos los sanos. Notamos también que cuando el umbral se va desplazando
hacia la derecha, la Curva ROCtC/ b (p) mostrard como varian estas proporciones, disminuird el acierto
en los enfermos sin variar el error en los sanos, en concreto, veremos que primero bajara la Sensibilidad

y luego maés tarde subird la Especificidad, formando asf la curva ROCE/ D (p) referente a la Figura 4.10.

Para obtener finalmente el tercer caso extremo de la curva ROCE/ b (p) es necesario saber las condicio-
nes necesarias y suficientes bajo las cuales una cépula alcanza la cota inferior de Fréchet-Hoeffding.

Cota Inferior de Fréchet-Hoeffding

Para obtener la Curva ROCE/ D (p) dela cota Inferior W de Fréchet-Hoeffding es necesario un resultado
andlogo al Teorema 2.3, el cual nos ayudaré a realizar nuestro andlisis correspondiente. A continuaciéon
se enuncia y se demuestra dicho Teorema.
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Distribuciones del Indicador
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Figura 4.11: Umbral del diagnéstico en el extremo izquierdo.

PriX<xY<y]=0.

Teorema 4.1 Sean X y Y variables aleatorias con funcion de distribucion conjunta H, entonces H es iqual a su
cota inferior de Fréchet-Hoeffding si y solo si para todo (x,y) en R? se cumple que Pr[X >x,Y >y] = 0o

Demostracion 4.1.1 De la Ley de Probabilidad Total se tienen las siguientes ecuaciones

Por lo tanto, se tiene lo siguiente

PriX <x]=Pr[X<ux,Y<y]+Pr[X<x,Y>y]
PriY <y]=Pr[X<x,Y<y|+Pr[X>ux,Y <yl

Fx)=Pr[X<x]=Pr[X<x,Y<y]+Pr[X<x,Y >y

=H(x,y)+Pr[X <x,Y >y]

(4.35)

Gly) =Pr[Y<y]=Pr[X<x,Y<y]+Pr[X>x,Y <y

=H(x,y)+Pr[X >x,Y <yl

(4.36)
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Dado que H(x,y) alcanza su cota inferior, las Ecuaciones (4.35) y (4.36) pueden escribirse de la siguiente manera

F(x) =W (F(x),G(y)) +Pr[X <x,Y >y]
G (y) = W (F(x), G(y)) + Pr[X > x,Y < y].

Analicemos, entonces, los dos casos existentes dados por el Teorema 2.2.

Caso 1)
W (F(x),G(y)) = F(x) + G(y) — 1.

Susituyendo el valor de W (F(x), G(y)) en la Ecuacién (4.37) se obtiene

F(x)=F(x)+G(y) —1+Pr[X <xY >y]

reduciendo términos
1-G(y) =Pr[X <xY >y|

por lo tanto
1=PrX<xY>y]+Pr[Y <y]

lo que implica que Pr [ X > x,Y > y] = 0.

Andlogamente, sustituyendo el valor de W (F(x), G(y)) en la Ecuacion (4.38) se obtiene

Gly)=Fx)+G(y) —1+Pr[X >xY <y]

reduciendo términos
1-F(x)=Pr[X >uxY <y]

por lo tanto
1=Pr(X>xY <y|+Pr[X < x|

de manera similar implica que Pr [ X > x,Y > y] = 0.

Caso 2)
W (F(x),G(y)) =0

Sustituyendo el valor de W (F(x), G(y)) en la Ecuacién (4.37) se obtiene
F(x)=Pr[X<ux]=Pr[X<xY >y|

por lo tanto
PriX <xY<y]=0.

(4.37)
(4.38)
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Andlogamente, sustituyendo el valor de W (F(x), G(y)) en la Ecuacién (4.38) se obtiene
Gy)=Pr[Y<y]|=Pr[X>xY <y]

por lo tanto

Pr(X <xY <y]=0.

De los Casos 1 y 2 se desprende que la cota inferior de Fréchet-Hoeffding W (F(x), G(y)) se alcanza si y solo si
PriX>x,Y>y]=06 PriX<xY<y]=0.

A continuacién se estudiardn a detalle estos dos casos para poder, de esta manera, dibujar la Curva
C/D

ROCE/P (p).

Andlisis del Caso 1

De la Ecuacién (4.23) se tiene que

EspecificidadP (c,t) = Pr[M < c|T > ]

_PrM<c, T >t
 Pr[T >t

_ PriM<c]-Pr[M<c, T<H
N Pr [T > t] '

(4.39)

Aplicando el Caso 1, es decir, cuando W (F(x), G(y)) = F(x) + G(y) — 1, a la Ecuacién (4.39) obtenemos

PriM<c]-Pr[M<c¢, T<H{

EspecificidadP (c,t) = Pr[T > ]

_PriM<c]-PriM<c]-Pr[T<t+1
N Pr[T > t]

1. (4.40)

Concluyendo de esta manera que, la primera parte de la Curva ROCE/ D (p) esté dada por el siguiente

conjunto de parejas ordenadas:
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{(p, ROCE/P (p)) ipe [0,1]} - {(1 — EspecificidadP (c,t) , Sensibilidad® (c, t)) it ce (—oo,oo)}

={(0,Pr[M>c|T<t]);t, ce (—o0,00)}. (4.41)

Hacemos la aclaracién de que la curva ROCE/P esta definida para un ¢ fijo. Lo anterior implica que
q t p P ) % q

la primera parte de la Curva ROCtC/ b (p), derivada por el Caso 1, estd dada por las parejas ordenadas
del conjunto {0} x [0,1], tal y como lo muestra la Figura 4.12.
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Figura 4.12: Parte de la Curva ROCtC/ b (p) derivada del andlisis del Caso 1.

Anaélisis del Caso 2

De la Ecuacién (4.22) se tiene que
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Sensibilidad® (c,t) = Pr[M > ¢|T < {]

_Pr[M>c, T<H
N Pr[T <t

_ Pr[T<t]-PriM<c, T<H]
N Pr[T < t]

_Pr[Mgc,Tgt]
Pr[T <t

9 (4.42)

Aplicando el Caso 2, es decir, cuando W (F(x), G(y)) = 0 a la Ecuacién (4.42) obtenemos

Sensibilidad® (c,t) = 1.

Concluyendo de esta manera que, la segunda parte de la Curva ROCtC/ D (p), esta dada por el siguiente
conjunto de parejas ordenadas:

{(p, ROCtC/D (p)) ;pE [O,l]} = {(1 — Especificidad® (c,t) , Sensibilidad® (c,t)) ;E,c€E (—oo,oo)}

={(1-Pr[M<c|T>t],1);t,ce(—00,00)}. (4.43)

Lo que implica que la segunda parte de la Curva ROCf/ D (p), derivada por el Caso 2, son las parejas
ordenadas del conjunto [0,1] x {1}, tal y como lo muestra la Figura 4.13.
Juntando los Casos 1y 2 obtenemos la curva ROCtC/ D (p) completa, la cual se muestra en la Figura 4.14.
En la Seccién 4.4 mostramos un ejemplo con el cual obtuvimos la curva ROC. Basdndonos en esa misma
dindmica procedemos de manera andloga y damos el siguiente ejemplo:

Si el umbral diagnéstico se sitta en el extremo izquierdo, tal y como lo muestra la Figura 4.15, y si
declaramos como positivos a todos los casos por encima de este punto tendremos un cien por ciento
de positivos tanto para los enfermos como para los sanos. Este valor se sittia en el extremo superior

derecho, ya que es ahi donde inicia su curva ROCtC/ b (p) correspondiente a esta grafica, tal y como lo
muestra la Figura 4.14, observamos también que la linea vertical de esta figura se corresponde con la
Figura 4.15 con el area debajo de la curva de los enfermos a la derecha del umbral e indica que un cien
por ciento de los enfermos son correctamente clasificados como positivos, por otra parte, esto también
indica que el cien por ciento de los sanos también estadn a la derecha del umbral y también son clasifica-
dos como positivos pero ahora erréneamente, en resumen, este punto de corte clasifica bien a todos los
enfermos pero mal a todos los sanos. Notamos también que cuando el umbral se va desplazando hacia

la derecha, la Curva ROCf/ D (p) mostrara como varian estas proporciones, disminuira el error en los

sanos sin variar el acierto en los enfermos, en concreto, veremos que primero sube la Especificidad y
luego maés tarde bajara la Sensibilidad, formando asi la curva ROCE/ b (p) referente a la Figura 4.14.



4.5. CURVA ROC ACUMULATIVA /DINAMICA

0.4

0.2

00 0.2 04 0.6 0.8 1.0

Figura 4.13: Parte de la Curva ROCE/ D (p) derivada del analisis del Caso 2.
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Figura 4.14: Curva ROCE/P (p).
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Distribuciones del Indicador
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Figura 4.15: Umbral del diagnéstico en el extremo izquierdo.

Concluyendo de esta manera el andlisis de los 3 casos extremos de la Curva ROCf/ D (p). Prodecemos
ahora a dar la interpretacion del drea debajo de la curva (AUC) de la curva ROCtC/ D).

4.6. Interpretacién del Area Debajo de la Curva (AUC)

La Ecuacién (4.17) muestra la definicién matematica del AUC, la cual denota el area bajo la Curva ROC
Acumulativa-Dindmica para el tiempo t.

1
AUC (1) = / ROCE/P (p) dp.
0

Recordemos que la curva ROCtC/ b (p) cuantifica la capacidad de un indicador diagndstico para discri-
minar entre enfermos y sanos (vivos y muertos) y nos indica para cada posible umbral la proporcién
de positivos en ambas poblaciones, en ordenadas para los enfermos y en abscisas para los sanos. Si el
indicador diagnéstico discriminara muy bien a los sanos de los enfermos, la Curva ROCtC/ D (p) corres-
pondiente cubrirfa un area muy grande, recordando que la Curva ROCf/ D (p) se encuentra ubicada en
el cuadrado unitario [0,1] x [0, 1], esta area bajo la Curva ROCE/P (p) resume la capacidad de un indi-
cador, lo cual indica que para valores de AUC cercanos a 1, como por ejemplo la Figura 4.16, sugieren
una alta precision diagnéstica del indicador, por otra parte, si los valores del AUC son cada vez mds pe-

quefios nos indica que la precisién diagnéstica del indicador es deficiente, es decir, no nos proporciona
informacion suficiente para discriminar entre enfermos y sanos.
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Figura 4.16: Area debajo de la curva ROCtC/D (p), AUC=0.931.
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Capitulo 5

Sensibilidad Incidente y Especificidad
Dindmica

5.1. Introduccidon

En el estudio de la Curva ROC se han ido desarrollado varias definiciones de Sensibilidad y Especifici-
dad, una de estas definiciones surge del siguiente planteamiento: supongamos que los casos estudiados
para definir a la Sensibilidad la cual es dependiente del tiempo, son casos incidentes, es decir, en los que
T = t, a esto se le denomina Sensibilidad Incidente, atin mds, vamos a suponer que los controles de los
marcadores sean dindmicos y definidos para el tiempo ¢, es decir, como aquellos sujetos con T > t. Es
importante hacer la aclaracién que no estamos tomando un valor fijo f, mas bien, hacemos variar t hasta
que t = T, a esto se le denomina Especificidad Dindmica.

Dada las nuevas definiciones de Sensibilidad y Especificidad se muestra un ejemplo en el cual vamos
a suponer que la funcién de distribucién del marcador es F (¢) y la funcién de distribucion del tiempo
es G (t), y ocupando la cépula normal bivariada obtenemos las expresiones explicitas de la Sensibilidad
Incidente y la Especificidad Dindmica. Finalmente mostramos un método para obtener la funcién de
densidad conjunta de una c6pula normal bivariada cuando una de las variables es discreta.

5.2. Sensibilidad Incidente y Especificidad Dinamica.

Como hemos visto anteriormente, a T' se le ha definido como el tiempo de supervivencia, a M la variable
que denota la prueba del diagnostico y ¢ un umbral tal que ¢ € (—o0, 00). También usamos la notaciéon
T < t para indicar que el paciente ha tenido el evento antes del tiempo ¢, es decir, ha presentado la
enfermedad antes del tiempo f y T > ¢ si el paciente ha presentado la enfermedad después del tiempo .

En este capitulo, vamos a suponer que los casos estudiados para definir a la Sensibilidad, son casos in-
cidentes, es decir, en los que T = t, vamos a representar este caso mediante la notacién 0 (), a esto se le
denominard como Sensibilidad Incidente, atin més, vamos a suponer que los controles de los marcado-
res sean dindmicos y definidos para el tiempo £, es decir, como aquellos sujetos con T > t. Es importante
hacer la aclaracién que nosotros hacemos variar t hasta que t = T y es debido a ello que se le denomina
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Especificidad Dinamica [14].
Como notacién usaremos los superindices I y D para denotar a las nuevas Definiciones de Sensibilidad

Incidente y Especificidad Dindmica respectivamente, las cuales se dardn a continuacién.

Definicion 5.1 La Sensibilidad Incidente y la Especificidad Dindmica son funciones que dependen del tiempo t y
estdn dadas de la siguiente manera

Sensibilidad® (c,t) = Pr[M > ¢|T = t]

= Pr[M > c|d(t)). (5.1)

Especificidad® (c,t) = Pr[M < c|T > t]. (5.2)

Donde M denota un marcador de valor escalar y ¢ es un valor dado, con ¢ € (—o0, c0).

Utilizando estas nuevas definiciones podemos notar que para tiempos tempranos, es decir, parat < T,
un sujeto puede juegar el papel de control, pero luego juega el papel del caso cuando t = T.

Analizando a detalle la definicién pasada, observamos que la Sensibilidad Incidente

Sensibilidad® (c,t) = Pr[M > c|d (t)]

mide la fraccién esperada de sujetos con un marcador mayor que c entre la subpoblacién de individuos
que mueren al tiempo ¢, mientras que la Especificidad Dindmica

Especificidad® (c,t) = Pr[M < ¢|T > ]

mide la fraccién esperada de sujetos con un marcador menor o igual que c entre los que sobreviven mds
alla del tiempo ¢.

5.2.1. Distribucién del Marcador F (c) y del Tiempo G (t)

Con base en las nuevas definiciones de Sensibilidad Incidente y Especificidad Dindmica, ilustraremos
un ejemplo en el cual vamos a suponer que F (c) y G (t) son funciones de distribucion del marcador y
del tiempo respectivamente, entonces, ocupando la Cépula Normal Bivariada obtenemos una serie de
interesantes resultados los cuales seran detallados a continuacién.

De la Ley de Probabilidad Total, obtenemos

Prio(f)] =Pr[M <c,o(t)]+Pr[M>c,d(t)].

Ocupando la ecuacién anterior y la Ecuacién (5.1) se obtiene que
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Sensibilidad® (c,t) = Pr[M > c|d ()]

_ Pr[M > ¢, 9 (¢)]

Pro(#)]
_ Prio(t)] —Pr[M <c,d(t)]
Pr{o (t)]
_q PriM <c,d(t)]
- Pr(#)]
=1—Pr[M <cla(t)]. (5.3)

Ocupando la Definicién 2.6 y la Ecuacién (2.34) obtenemos

Sensibilidad® (c,t) =1 —Pr[M < c|d (t)]

e (cbl (F(c) —p@~! <G<t>>>

1—p?
_o (p@l (G(t)fjjil (F <c>>) | 54)

En la Ecuacién (5.4) se ocup6 la siguiente propiedad: ® (—x) = 1 — & (x), donde ® (x) = Pr[X < x|
para X ~ N (0,1).

Ocupando nuevamente la Ley de Probabilidad Total obtenemos que

PriT>t|=Pr[M<c, T>t+Pr[M>c, T>t].

Por lo tanto, la Especificidad Dindmica, Ecuacion (5.2), esta dada de la siguiente manera
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EspecificidadP (c,t) = Pr[M < c|T > ]

_ PrM<c, T >t
~ Pr[T>t{]

_Pr(T>t—-PrM>c, T>t{]

Pr[T > t]
_17Pr[M>c,T>t]
B Pr(T > ¢
L N gl
1-Pr[T <]
_ S, t;p]
_1_177G(t). (5-5)

Ocupamos la notacién SY [x, y; p] para denotar a Pr[X > x,Y > y] cuando [X, Y] tienen una distribu-
cién normal bivariada unitaria con correlacién p.

En resumen, si F (¢) y G (t) son funciones de distribucién del marcador y del tiempo respectivamente y
ocupando la cépula normal bivariada obtenemos los siguientes resultados:

Sensibilidad! (c,t) = @ (p * (G (t)l) — qjl (F (C))> (5.6)
—p
y
Sy [, t; p]

Especificidad® (c,t) =1 — (5.7)

1-G(t)

En el estudio de la Sensibilidad Incidente y la Especificidad Dindmica ocupando la c6pula normal biva-
riada, surge una pregunta interesante, ;qué pasa cuando una de las variables aleatorias es discreta?. La
respuesta a esta pregunta se da a continuacién, mostrando como obtener la densidad conjunta cuando
una de las variables es discreta [16].

5.3. Funcién de Densidad Conjunta Cuando una de las Variables es
Discreta.

5.3.1. Asignacion de una Distribucién al Indicador Binario

Supongamos que tenemos dos variables que se correlacionan X y Y, donde X es discreta y Y es conti-
nua. El resultado discreto representa la muerte o la supervivencia del paciente y el resultado continuo
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corresponde al tiempo t. Supongamos que X tiene una distribucién Fx, es decir, X ~ Fx y que Y tiene
una distribucién Gy, es decir, Y ~ Gy. Supongamos ahora que X tiene 3 valores distintos, los cuales
son: 0, p y 1 (que posiblemente representan puntajes ordinales o estados nominales). Para modelar la
distribucién conjunta Hx y de X y Y, necesitamos de la variable Y*, la cual tiene una distribucién Gy,
es decir, Y* ~ Gy, donde Y* es la variable latente continua no observada subyacente a X, tal que

0, si Y* € (—o0,0)
X=< p si Y e€[01) (5.8)

1, si Y*€[l,0).

Donde 0 < p < 1 son 3 umbrales. Ahora, asumiendo que la distribucién conjunta de Hy+y de Y* y Y
estd determinada por una cépula normal, obtenemos lo siguiente

Hywy (v,y) = @2 (@7 (B (v)), @7 (Fr (1)) ) -

Lo anterior se deriva de la Definicion 2.4. Cabe mencionar que la eleccién de la cépula es arbitraria pero
en éste trabajo de Tesis adoptamos la cépula normal debido a sus propiedades ya estudiadas.

Para obtener la distribucién conjunta de X y Y es necesario hacer un pequefio andlisis previamente, el
cual comienza notando que cuando la variable X = 0, la expresion Pr[X =0, Y < y] es igual, por la
Ecuacion (5.8), a la expresion Pr [Y* < 0, Y < y], por lo tanto, tenemos lo siguiente

PriX=0,Y<y]=Pr[Y* <0, Y <y]

= Hy*,y (0,]/) .

Cuando la variable X = p, la expresion Pr [ X = p, Y < y]| es igual, por la Ecuacién (5.8), a la expresién
PriY*<1,Y<y]—Pr[Y* <0, Y <y, por lo tanto, tenemos lo siguiente

PriX=p, Y<y]=Pr[Y" <1, Y<y|—-Pr[Y" <0, Y <y]

= Hy«y (1,y) — Hy-y (0,y) .

Cuando la variable X = 1, la expresiéon Pr [ X =1, Y < y]| es igual, por la Ecuacién (5.8), a la expresién
PrY*<oo, Y <y]—Pr[Y* <1, Y <y, por lo tanto, tenemos lo siguiente

PriX=1,Y<y]=Pr[Y"<oo, Y<y]-Pr[Y* <1, Y <y]
= Hy+y (00,y) — Hy+y (L y)

=Gy (y) — Hy-y (Ly).
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Lo dltimo se obtiene de la Definicién 8.5, la cual se encuentra en el Apéndice de este trabajo de Tesis.

De manera general, se obtiene que la distribucién conjunta de X y Y estd dada por la siguiente ecuacién

Hy+y (0,y) si x=0
Pr(X=x Y<y =4 Hyy(Ly) —Hey(Oy) si x=p (59)
Gy (y) — Hy+y (Ly) si x=1.

La funcién de densidad conjunta de X y Y estd dada por

hxy (x,y) = aayPr X=uxY<y] (5.10)

y por las Ecuaciones (2.37) y (2.38) se puede ver de la siguiente manera

& (o)~ p@ (1)
1— p?

hxy (x,y) = @ ( ) -8y (v) (5.11)

donde u = Gy+ (y) y v = Gy (y). Aplicando esto tltimo a la funcién de densidad conjunta (5.9), la cual
es una funcién definida por partes, cuando X = 0, obtenemos lo siguiente

-1 - -1 -1 v (—o0)) — -1
hx,y<x,y>_{q>(‘1’ (Gw<o>>lpp<12> <Gy<y>>>_¢<<1> (Gy- ( >1>£2<1> <Gy<y>>>}gy<y)

_ {qp <<I>1 (Gy- <o>>1—_pp<12>1 (Gy <y>>> } -

cuando X = p obtenemos

iy (x,y) {q) (cbl (Gy- (1>>1—_pp<12>1 (Gy (y))) o (cbl (Gy- (0)) —p@~" (Gy (y))) } o (9)

cuando X = 1 obtenemos

N

iy (x,y) {CD <q>—1 (Gr ()= pp<p—1 (Gy <y>>> o <q>—1 (Gy- (1))1—_pp<12>-1 (Gy (y))) } o ()

O 1 (Gy- (1)) —p@ 1 (Gy (v))
_{1_¢< (Gy >>1pp2 (G (y )}gw)
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Es importante notar que ocupamos la siguiente propiedad: @ (—x) = 1 — P (x), donde @ (x) = Pr [X < x].

Con el andlisis realizado previamente obtenemos la funcién de densidad conjunta completa, la cual esta
definida de la siguiente manera

{CD (@* (Gy- <o>>1—ppdz>-1 (Gy <y>>> } or (9)

six=0

{q, (drl (Gy- (1)) —p @' (Gy <y>>> o <q>—1 (Gy- <o>>1—_ppd2>-1 (Gv <y>>> }gy W)
hxy (x,y) =
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Capitulo 6

Curvas ROC Dependientes del Tiempo

6.1. Introduccion

Con base en las nuevas definiciones de Sensibilidad y Especificidad, se define la curva ROC Inciden-

te/Dindmica, la cual denotaremos por ROC{ /D (p). A partir de ello se muestran una serie de ejemplos
utilizando la cépula normal bivariada. El primero de ellos supone que el marcador M y el logaritmo del
tiempo de supervivencia log (T) siguen una distribucién normal bivariada. Para diferentes valores del

tiempo log (T) se grafica su respectiva curva ROCtI/ D (p) y se calcula su area debajo de la curva (AUC).

Ocupando nuevamente la cépula normal bivariada y suponiendo que el marcador M tiene una distri-
bucién Normal Asimétrica y que el tiempo T tiene una distribucién Weibull, las cuales siguen una dis-
tribucién normal bivariada, entonces procedemos, mediante la teoria ya desarrollada, a graficar varias

curvas ROCtI/ D (p), 1as cuales estan dadas por los tiempos utilizados y para cada una de estas curvas
ROC{/ b (p) calculamos su AUC. Esta informacién es puesta en tablas y se observa en que parte del
tiempo T se obtiene la mejor y la peor curva ROCHP (p).

6.2. Curvas ROC Incidente-Dindamica

En la seccién pasada se defini6 la Sensibilidad Incidente y la Especificidad Dindmica, las cuales de-
penden del tiempo, por lo tanto, es posible definir, calcular e interpretar las Curvas ROC en base a esta
nueva definicién. En esta seccién nos centramos tinicamente en la definicién de las Curvas ROC Inciden-
te/Dindmica (I/D), definidas como la funcién ROCtI /D (p), donde p denota la tasa de falsos positivos

dindmicos y ROCf /D (p) denota la correspondiente tasa de verdaderos positivos incidentes. Especifica-
mente, definamos a c? como el umbral que produce una tasa de falsos positivos p, es decir,
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Pr(M>cP|T>t]=Pr[M>cP|T >t

_ PrM>cF, T >t
T Pr[T > ]

_ Pr[T>t —-Pr[M<cP, T >t
N Pr(T > t]

CPrM <P, T >t
Pr (T > t]

=1

=1-Pr[M<cP|T >t
=1 — Especificidad® (c?,t)

=p (6.1)
conp € [0,1].
Es importante notar que hemos usado la Ley de Probabilidad Total, la cual nos dice que
PrilY>y]=Pr[X<x,Y>y|+Pr[X>x,Y >y

Observamos que la tasa verdadera positiva, ROCtI /D (p), es la Sensibilidad que se obtiene usando este
umbral, es decir,

ROCHP (p) = Sensibilidad" (c?,t) = Pr[M > cP|T = t]. (6.2)

Notamos que si utilizamos las funciones de verdadero-positivo y falso-positivo
TPl (¢) = Sensibilidad! (c, t)
FPP (c) = 1 — EspecificidadP (c,t)
y recordando que se defini6 a c” como el umbral que produce una tasa de falsos-positivos, obtenemos
FPP (cP) = 1 — Especificidad® (cP,t)
y por la Ecuacién 6.1 obtenemos
FPP (cP) = 1 — Especificidad® (c?,t) = p. (6.3)

Lo que nos quiere decir esta dltima ecuacién es que, por cada valor que se le asigne a ¢’ obtenemos
un valor p distinto. Por lo tanto, podemos escribir a la Curva ROC{/ b (p) como la composicion de la

funcién TP (c) y la funcién inversa [FPtD ] - (p) = cP. Asi obtenemos lo siguiente
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-1
rocl’® (p) = 1#t ([F2P] " (1))
— TP (")
= Sensibilidad (cP,t) (6.4)
parap € [0,1].

Por lo tanto, podemos ver a la Curva ROC{ /D (p) como el conjunto de parejas ordenadas

{(p, ROCY/P (p)) ipe [0,1]}.

. s -1 . . .
Es importante notar que hemos usado la funcién [FPP] "~ (p), sin embargo, no se ha definido de manera
formal matematicamente hablando, por lo tanto, vamos a definirla explicitamente

[FPP} () = inf. {c . FPP (¢) < p} (6.5)
y por las Ecuaciones (6.1) y (6.3) se tiene que
FPP (c) = 1 — Especificidad® (c,t) = Pr[M > ¢|T > t] = p. (6.6)
Sustituyendo la Ecuacién (6.6) en la Ecuacién (6.5) obtenemos
[FPP] T p) minfo{c:Pr[M>c|T > 1] < p) 6.7)
donde p € [0,1].

. . . . -1
Esto nos permite ver més claramente el funcionamiento de la funcién [F PP ] (p) y nos ayuda a com-
prender mejor la Ecuacién (6.4).

roci’® (p) =17t ([FP] " (1) (68)

Por dltimo, usamos la notacion

AUC (1) = /O1 ROCD (p) dp 6.9)

para denotar el drea bajo la curva ROC Incidente-Dindmica para el tiempo ¢.

A continuacién mostramos un ejemplo en el cual ocupamos la cépula normal bivariada con marginales
normal y log-normal.
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6.2.1. Curva ROC{/ b (p) con Marcador Normal y Tiempo Log-Normal

Después de desarrollar la teoria con respecto a las nuevas definiciones de Sensibilidad Incidente y Es-
pecificidad Dindmica, las cuales reciben también el nombre de conceptos de precisién dependientes del
tiempo, ilustraremos un ejemplo en el cual vamos a suponer que el marcador M y el logaritmo del tiem-
po de supervivencia log (T) siguen una distribucién normal bivariada. Por convencién consideraremos
un valor del marcador alto como indicativo del inicio de la enfermedad temprana y examinaremos las
distribuciones bivariadas con una correlacién negativa entre el marcador M y log (T).

Si [M, log (T)] tiene una distribucién normal bivariada con media (0, 0) y desviaciones estdndar unita-
rias, entonces la Sensibilidad Incidente dependiente del tiempo es

Sensibilidad! (c,log (t)) = Pr[M > c|d (log ())]-

Ocupando la Ley de Probabilidad Total, obtenemos

Pr o (log(t))] =Pr[M <c,d(log(t))]+Pr[M>c,d(log(t))].

Por lo tanto

Sensibilidad! (c,log (t)) = Pr[M > c| 9 (log (t))]

_ Pr[M>c, a(log(1)]
= Pr[a(log (1))

_ Pr [0 (log (t))] —Pr[M < ¢, d(log(t))]
Pr[a (log (t))]

Pr[M <c,d(log(t))]
Pr {9 (log (t))]

:1—

=1—Pr[M < c|d(log(t))]. (6.10)

Por la Definicién 2.6 y por la Ecuacién (2.34) se obtiene que
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Sensibilidad" (c,log (t)) = TPIIOg(t) (c)

=1-Pr[M<c|d(log(t))]

e <<1>-1 (@) —p®~! (@ <1og<t>>>)
1—p?

i _ g cmplog(t)
_ cp( 1_p2>

_ g [Plog(t) —c
_q><m>. (6.11)

Ocupando nuevamente la Ley de Probabilidad Total obtenemos que

Prlog (T) > log(t)] =Pr[M < ¢, log(T) > log (t)] + Pr[M > c, log (T) > log (t)].
Donde

Pr[M <c,log(T) > log(t)] =Pr[log (T) > log (t)] —Pr[M > c, log (T) > log (#)].

Por lo tanto, la Especificidad Dindmica estd dada por

EspecificidadP (c,log (t)) = Pr[M < c| log (T) > log (t)]

_ Pr[M <c,log(T) > log(t)]
B Pr[log (T) > log (t)]

_ Prlog(T) >log (t)] —Pr[M > c, log (T) > log (t)]
N Pr[log (T) > log ()]

_ Pr[M>c,log(T) > log ()]

=1 " i log (T) > log (1]
_ S¥[e,log () ; p]
1—Prlog(T) < log (t)]
_ 1 Sble, log(#) )p]

1— @ (log (tl)

_,_ Stle,log(t) ; p]
@ (—log (1))

(6.12)
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Concluyendo que
FPBg(t) (¢) = 1 — Especificidad® (c,log (t))

_ SN [c, log (t) ; p]
-1 (1‘ 3 (—log (1) )

_ S [e, log (1) ; p]
T e (log(n) 19

Es importante notar que en la Ecuacion (6.11) se ocup6 la siguiente propiedad: ® (—x) = 1 — P (x),
donde @ (x) = Pr[X < x] para X ~ N (0,1) y en la Ecuacién (6.12) se ocupé la notacién S} [x, y; p]
para denotar a Pr[X > x,Y > y| cuando [X, Y] tienen una distribucién normal bivariada unitaria con
correlacion p.

Finalmente, resumiendo nuestros resultados, obtenemos las siguientes Ecuaciones:
Por la Ecuacién (6.11) conseguimos definir a TPII0 o(t) (c)
I g I
TPog ) (c) = Sensibilidad" (c,1log (t))

=Pr[M > c| 9 (log (t))]

_ g [Plog(t) —c
_q>< m) (6.14)

y con ayuda de las Ecuaciones (6.1) y (6.13) conseguimos definir a PPBg( ) (c)

FpP

o (1) (¢) = 1 — Especificidad® (c,log (t))

=Pr[M > c|log (T) > log (t)]

_ S c, log(t) ; p].
@ (—log (1))
De manera general, llegamos a la conclusion de que si F (¢) y G (t) son funciones de distribucién del

marcador y del tiempo respectivamente, entonces, ocupando la Cépula Normal Bivariada obtenemos
que las Ecuaciones de TP(It) (c)y FP(% (c) estdn dadas de la siguiente manera

7L () = @ (p 1 (G(r) -~ (F <c>>> 616)

(6.15)

1—p?
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Syle. t; p)
1-G(t)
Las Ecuaciones (6.16) y (6.17) son en esencia las mismas que las Ecuaciones (5.6) y (5.7) previamente
encontradas. Estas ecuaciones nos van a ser de gran utilidad en la siguiente seccién, pero antes de eso

vamos a mostrar diferentes curvas ROC{ /D (p) referentes al marcador normal y al tiempo Log-Normal,
recordando que [M, log (T)] tiene una distribucién normal bivariada con media (0,0), con desviaciones
estdndar unitarias y vamos a suponer que el pardmetro de correlacién es p = —0.8. Dichas curvas
ROC{/D (p) se muestran en la Figura 6.1.

FPR (c) = (6.17)

Curva ROC

\
\

-
AY
.

Sensibilidad
06

0.4

0.2

0.0

T T T T T T
0.0 0.2 0.4 0.8 08 1.0

1 - Especificidad

Figura 6.1: Curvas ROCtI /D (p) derivadas de la c6pula normal bivariada con marginales normal y log-
normal.

Para construir estas curvas ROCtI /D (p) tomamos valores enteros fijos del tiempo que van desde log (t) =

—4 hasta log (t) = 2, obteniendo un total de 7 curvas. Notamos que la mejor curva ROCtI /D (p) se alcan-
za cuando log () = —4, ya que el AUC = 0.996, tal y como lo muestra el Cuadro 6.1.

A continuacién mostramos otro ejemplo, en el cual asignamos distribuciones distintas al marcador y al
tiempo.

6.2.2. Curvas ROCtI/ D (p) con Marcador Normal Asimétrica y Tiempo Weibull

En la Seccién 2.5 se mostraron 3 ejemplos de la cépula normal bivariada, estos fueron los siguientes:
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Tiempo Area
log (t) = —4 | 0.996
log (t) = —3 | 0.980
log (t) = -2 | 0.927
log (f) = —1 | 0.833

log (t) =0 | 0.740
log(t)=1 | 0.672
log(t) =2 | 0.628

Cuadro 6.1: Areas bajo la curva ROCYP (p) al tiempo log (¢).

1. Cépula normal bivariada con medida de asociaciéon T (—0.8) con la primera marginal normal asi-
meétrica con pardmetros Sn (xi = 3, omega = 2, alpha = —5) y segunda marginal Weibull con pa-
rametros W (shape = 1.5, scale = 1).

2. Cépula normal bivariada con medida de asociacién 7 (—0.6) con la primera marginal normal asi-
meétrica con pardmetros Sn (xi = 3, omega = 2, alpha = 5) y segunda marginal Weibull con paré-
metros W (shape = 5, scale = 1).

3. Cépula normal bivariada con medida de asociacién 7 (—0.4) con la primera marginal normal asi-
métrica con parametros Sn (xi = 3, omega = 3, alpha = 0) y segunda marginal Weibull con para-
metros W (shape = 1.5, scale = 1).

Con base en el ejemplo de la Curva ROCtI/ D (p) con Marcador normal y Tiempo Log-Normal y con
ayuda de las Ecuaciones (6.16) y (6.17) vamos a construir para cada uno de estos ejemplos 5 curvas

ROC{ /D (p), haciendo énfasis en que el marcador sigue una distribucién Normal Asimétrica y el tiem-
po sigue una distribucién Weibull.

Los cuantiles g tal que g € {0.05, 0.25, 0.50, 0.75, 0.95} de la distribucién Weibull son los tiempos fijos
que vamos a utilizar para la construcciéon de las 5 curvas ROC{ /D (p) para cada ejemplo.

A continuacién mostramos las 5 curvas ROC{/ b (p) para cada uno de los ejemplos.

Ejemplo 1

Las curvas ROCtI /D (p) de la cépula normal bivariada con medida de asociacién T (—0.8) con la primera
marginal normal asimétrica con pardmetros Sn (xi = 3, omega = 2, alpha = —5), la segunda marginal
Weibull con pardmetros W (shape = 1.5, scale = 1), cuyos tiempos fijos utilizados son los cuantiles g tal
que g € {0.05, 0.25, 0.50, 0.75, 0.95} de la distribucién Weibull, se muestran en la Figura 6.2.

La mejor curva ROC{/ b (p) se alcanza cuando g = 0.05 ya que se alcanza un AUC = 0.793, tal y como
lo muestra el Cuadro 6.2.

Ejemplo 2

Las curvas ROCtI/ D (p) de la copula normal bivariada con medida de asociacién T (—0.6) con la prime-
ra marginal normal asimétrica con pardmetros Sn (xi = 3, omega = 2, alpha = 5), la segunda marginal
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Figura 6.2: Curvas ROC{ /D (p) derivadas de la c6pula normal bivariada con marginales normal asimé-
trica y Weibull con pardmetros Sn (xi = 3, omega = 2, alpha = —5) y W (shape = 1.5, scale = 1) respec-
tivamente, con medida de asociacién T (—0.8).

Tiempo | Area
g =0.05| 0.793
g =0.25 | 0.700
g =0.50 | 0.650
q=0.75| 0.614
g=0.95 | 0.576

Cuadro 6.2: Areas bajo la curva ROC{/D (p) al tiempo g.

Weibull con pardmetros W (shape =5, scale = 1), cuyos tiempos fijos utilizados son los cuantiles g tal
queq € {0.05, 0.25, 0.50, 0.75, 0.95} de la distribucién Weibull, se muestran en la Figura 6.3.

La mejor curva ROC{/ D (p) se alcanza cuando g = 0.05 ya que se alcanza un AUC = 0.703, tal y como
lo muestra el Cuadro 6.3.

Ejemplo 3

Las curvas ROCtI /D (p) dela cépula normal bivariada con medida de asociacién 7 (—0.4) con la prime-
ra marginal normal asimétrica con pardmetros Sn (xi = 3, omega = 3, alpha = 0), la segunda marginal
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Figura 6.3: Curvas ROC{ /D (p) derivadas de la c6pula normal bivariada con marginales normal asimé-
trica y Weibull con pardmetros Sn (xi = 3, omega = 2, alpha = 5) y W (shape = 5, scale = 1) respectiva-
mente, con medida de asociacion 7 (—0.6).

Tiempo | Area
g =0.05 | 0.703
g=0.25|0.632
g =0.50 | 0.597
g=20.75| 0.573
g =0.95 | 0.552

Cuadro 6.3: Areas bajo la curva ROC{/D (p) al tiempo 4.

Weibull con pardmetros W (shape = 1.5, scale = 1), cuyos tiempos fijos utilizados son los cuantiles g tal
que g € {0.05, 0.25, 0.50, 0.75, 0.95} de la distribucién Weibull, se muestran en la Figura 6.4.

La mejor curva ROC{/ D (p) se alcanza cuando g = 0.05 ya que se alcanza un AUC = 0.628, tal y como
lo muestra el Cuadro 6.4.

Una de las preguntas que nos surge es, ;cémo hace variar la medida de asociacién T a nuestras curvas

ROC{ /D (p)?. Para responder a esta pregunta basta con tomar uno de los ejemplos anteriormente ana-
lizados, digamos el Ejemplo 1, entonces, para cada valor de T donde T € {—0.8,—0.6, —0.4} sacamos

las 5 curvas ROC{ /D (p) correspondientes a los tiempos fijos utilizados, los cuales son los cuantiles g tal
que g € {0.05, 0.25, 0.50, 0.75, 0.95} de la distribucién Weibull. Este conjunto de curvas ROCtI/ b (p) se
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Figura 6.4: Curvas ROC{ /D (p) derivadas de la c6pula normal bivariada con marginales normal asimé-
trica y Weibull con pardmetros Sn (xi = 3, omega = 3, alpha = 0) y W (shape = 1.5, scale = 1) respecti-

vamente, con medida de asociacion T (—0.4).

Tiempo | Area
g =0.05 | 0.628
g =0.25 | 0.580
g =0.50 | 0.558
g=10.75| 0.542
q=0.95 | 0.526

Cuadro 6.4: Areas bajo la curva ROC{/D (p) al tiempo g.

muestran en la Figura 6.5.

Las curvas ROC{ /D (p) que genera la c6pula normal bivariada con la primera marginal normal asimé-
trica con pardmetros Sn (xi = 3, omega = 2, alpha = —5), la segunda marginal Weibull con pardmetros

W (shape = 1.5, scale = 1) alcanza el AUC méxima

con 7 (—0.8) en el cuantil 4 = 0.05, generando un

valor de AUC = 0.793, por el contrario, notamos que el AUC minimo se alcanza con 7 (—0.4) en el
cuantil g4 = 0.95, generando un valor de AUC = 0.529.

La informacién detallada de como la medida de asociacién T afecta a las curvas ROC{ /D (p) se muestra

en el Cuadro 6.5.
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T Areamdxima | Cuantil; ... | Areaminima | Cuantils o
-0.8 0.793 0.05 0.576 .
—0.6 0.702 0.05 0.548 0.95
-0.4 0.629 0.05 0.529 0.95

Cuadro 6.5: Areas bajo la curva ROC{ /D (p) méximas y minimas al tiempo g utilizando tres medidas de
asociacion: T (—0.8), T (—0.6) y T (—0.4).
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Figura 6.5: Curvas ROC{ /D (p) derivadas de la copula normal bivariada con marginales normal asimé-

trica y Weibull con pardmetros Sn (xi = 3, omega = 2, alpha = —5) y W (shape = 1.5, scale = 1) respec-

tivamente, utilizando tres medidas de asociacion: T (—0.8), T (—0.6) y T (—0.4).
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Capitulo 7

Conclusiones

En este trabajo de Tesis hemos podido definir de manera clara, concisa y detallada la curva ROC Inci-
dente/Dindmica. Para ello fue necesario desarrollar teoria matematica que nos ayudé a comprender y
visualizar todo el procedimiento que llevamos a cabo.

Uno de los basamentos de este trabajo fue el desarrollar la teorfa de las cépulas bivaridas, aclaramos que
este trabajo no se centra en un estudio a profundidad de las cépulas, solo se limita a abordar este tema
de forma breve, de tal forma, que se desarrolle la teoria necesaria. Desarrollada la teoria, nos dedicamos
al estudio detallado de la cépula normal bivariada, la cual, por sus propiedades, se utiliz6 como cépula
base en los ejemplos de las curvas ROC.

Las conclusiones mds importantes a las que llegamos en este trabajo de Tesis son la siguientes:

1.

Al haber desarrollado la teoria de las copulas bivariadas, se abord6 el tema de inferencia estadisti-
ca, ahi vemos dreas de oportunidad para futuras investigaciones tanto teéricas como computacio-
nales en el proceso de la estimacién de pardmetros de las cépulas.

. Al desarrollar a detalle la curva ROC Acumulativa/Dindmica, la cual se basa en los conceptos de

Sensibilidad Acumulativa y la Especificidad Dindmica, notamos que es posible aplicar las cotas de
Fréchet-Hoeffding para obtener 2 de los 3 casos extremos de la curva ROCE/ D).

. Es posible extender el concepto de la curva ROC Acumulativa/Dindmica a la curva ROC Inciden-

te/Dindmica, la cual tiene como fundamento el suponer que los casos estudiados para definir a la
Sensibilidad, son casos incidentes, es decir, en los que T = t, sopone también que los controles de
los marcadores sean dindmicos y definidos para el tiempo £, es decir, como aquellos sujetos con
T >t

. Cuando se abord¢ el tema de la Sensibilidad Incidente y la Especificidad Dindmica nos percata-

mos de que era posible asignarles una funcién de distribucién al Marcador y al Tiempo, con la
condicién de que ambas distribuciones fueran continuas o que una de ellas fuera continua y la
otra discreta.

. Se demuestra matematicamente que las curvas ROCtC/ by ROC{/ D (p) son monétonas con

respecto a ¢, aiin mds, mientras mas grande sea el valor del tiempo maés baja serd la capacidad
discriminatoria de las curvas , por lo tanto, a medida que aumenta el tiempo, el valor del drea
debajo de la curva (AUC) es cada vez maés bajo, sin embargo, no solo es el tiempo quien afecta
la capacidad discriminatoria, también lo es la medida de asociaciéon Tau de Kendall. Todo esto

99
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se ilustra mediante varios ejemplos, el primero de ellos utiliza la cépula normal bivariada con
marginales normal y log-normal y para los demads ejemplos utilizamos la c6pula normal bivariada
con marginales normal asimétrica y Weibull con 3 medidas de asociacién Tau de Kendall.



Capitulo 8

Apéndice

8.1. Calculo de Probabilidades

Un espacio de probabilidad es una terna (), 3, Pr), donde () es un conjunto arbitrario, & es una o-
algebra de subconjuntos de () y Pr una medida de probabilidad definida sobre .

Se procede a definir un conjunto de Borel sobre R? para poder definir un vector aleatorio.

Sea A la coleccién de los rectangulos abiertos en IR?
A={(a,b)x(cd):a<b,c<d}.

Entonces se definen los conjuntos de Borel de R? como los elementos de la minima c-dlgebra generada
por la coleccion A, es decir, B (IRZ) = 0 (A). Formalmente se obtiene la siguiente definicion.

Definicién 8.1 La o-dlgebra de Borel de R? estd dada de la siguiente manera

B (]R2) = (B(R) x B(R)).
Se procede a extender el concepto de variable aleatoria con valores reales a variables aleatorias con
valores en IR”, estas funciones se llamaran vectores aleatorios.

Definicién 8.2 Un vector aleatorio es una funcién X : Q0 — R" tal que para cualquier conjunto ® en B (R")
se cumple que la imagen inversa X' (@) es un elemento de 3.

De la definicién anterior se tiene que X es de la siguiente forma
X=(X,Xp,...,Xn)
donde cada coordenada es una variable aleatoria.
A lo largo de este trabajo tinicamente se utilizardan vectores bidimensionales, es decir, vectores de la

forma (Xj, X»), donde
(X1,X;) : Q — R2.

Por lo cual las siguientes definiciones se hardn dnicamente para vectores bidimensionales.
De manera similar al caso de las variables aleatorias, un vector aleatorio bidimensional induce una

medida de probabilidad sobre IR?. Esta medida se estudia mediante la funcién de distribucién conjunta
definida a continuacién.
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Definicién 8.3 La funcién de distribucion conjunta de un vector (X1, Xy), dada por F (x1,x3) : R> — [0,1],
estd dada de la siguiente manera:

F(x1,x) =Pr(X; <x1, Xp <x7).

Donde F (x1,x2) es la probabilidad de que el vector (X1,Xp) toma en un valor del rectingulo (—oo,x1] X
(—oo, xz].

A la funcién F (x1,x7) se le llamard funcién de distribucién bivariada de X; y X3, y cumple con las
siguientes propiedades.

Teorema 8.1 Las funciones de distribucién bivariadas F (x1,x2) cumplen con las siguientes propiedades:
1.- Cuando ambas variables tienden a infinito se cumple lo siguiente:

xl,lggooF (x1,x2) =1.

2.- Cuando alguna de las variables tiende a cero se cumple lo siguiente:

lim F (xl,xz) =0.
X1,Xp—>—00

3.- F (x1,x7) es no decreciente en cada variable.
4-Pr{(X,Y) € (x1, 2] X (y1, 2]} = F (x2,42) = F (x2,51) = F (x1,42) + F (x1,1) > 0.
Demostracion 8.1.1 La demostracion de estas propiedades es andloga al caso de una dimension.

De manera andloga al caso de variables aleatorias , los vectores aleatorios tienen asociada una funcién
de densidad.

Definicién 8.4 Sea (X1, X) un vector continuo con la funcién de distribucion F (xq,xy), se dice que el vector
(X1, X») es absolutamente continuo si existe una funcion no negativa e integrable f (x1,x7) : R* — [0,00) tal
que para toda (x1,x2) en R?, se cumple con la igualdad

X1 X2
F(x1,x2) = / / f(u,v)dvdu.
A la funcién f (x1,x2) se le denota por fx, x,(x1,x2) y se le llama funcion de densidad conjunta de Xy y X5.

La funcién de densidad conjunta f (x1, x2) de un vector absolutamente continuo cumple con las siguien-
tes dos propiedades:

l)f (xl,xz) Z 0.

ii) [% [0 fx1,22) dxy dxy = 1.

De la funcién de distribucién F (x1, x3) de un vector (x1, x2) se puede obtener la funcién de distribucién
de cada variable aleatoria tal y como lo muestra la siguiente definicién.

Definicién 8.5 Sea (X1, Xp) un vector con funcion de distribucion F (xq, xp), entonces a la funcion
F(x1) = xignoolf (x1,x2).
Se le llama funcién de distribucion marginal de X,. Similarmente, se define la funcion de distribucion marginal de

X
F (XZ) = XFE‘IOOF (xl, Xz).
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Es importante notar que las funciones marginales son funciones de distribucién univariadas.
De las funciones de densidad conjunta es posible obtener las funciones de densidad de cada una de las
variables, tal como lo menciona la siguiente definicién.

Definicién 8.6 Dado un vector (X1, X») absolutamente continuo con funcién de densidad f (x1, x2), entonces a
la funcion

f(xl) = /j:of<x1’ JC2) dxz.

Se le llama funcién de densidad marginal de X;. Andlogamente se define la funcién de densidad marginal de X,
como

f(x2) = /_ f(x1,x2) dxy.
Ahora se procede a definir la funcién de densidad condicional

Definicion 8.7 Sea(Xy, Xp) un vector con funcion de densidad fx, x,(x1,%2) y sea y tal que fy,(x2) # 0,
entonces a la funcion
fx,% (%1, %2)
X = xp | Xp) = —A——-
fX]‘Xz( 1 | 2) fXZ(-XZ)
se le llama funcién de densidad condicional de X dado que Y toma el valor y.

También se puede definir la funcién de distribucién condicional de la siguiente manera:

Definicion 8.8 Sea (X, X») un vector aleatorio absolutamente continuo con funcion de densidad fx, x,(x1,x2),
y sea y tal que fy,(x2) # 0, entonces a la funcion

[e9)
X B [ 32) = [ fp (] x2)du
—o0
se le conoce como la funcién de distribucion condicional de X1 dado que X, toma el valor x;.

De la funcién de distribucioén, la independencia de dos variables aleatorias se pueden expresar como
indica el siguiente teorema.

Teorema 8.2 Las variables aleatorias X1 y Xp son independientes si y sélo si para cada (x1, xp) en R? se cumple
la siguiente iqualdad
Fx, x,(x1,x2) = Fx,(x1) - Fx, (x2).
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