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Capitulo 1

Introduccion

El objetivo principal de esta tesis es el estudio de la bifurcacién Takens-Bogdanov (BTB),
también conocida como doble cero, la cual tiene la propiedad de que al linealizar el sistema y
evaluar el punto de equilibrio, se obtiene un valor propio cero de multiplicidad dos. Esté bifur-
cacion fue descubierta por los matematicos Floris Takens y Rifkat Bogdanov simultdneamente
pero sus trabajos fueron por separado y con distinta forma normal (estds formas normales se
podran ver en el Capitulo 4).

Es una de las bifurcaciones de codimensién dos mas estudiada en su version genérica, no
tanto asi en su version no genérica o degenerada. La BTB se dice degenerada cuando alguno
de los coeficientes de la parte cuadrética de su deformacién versal (o desdoblamiento universal)
es cero, entonces es necesario agregar unos parametros de bifurcacién por lo que la bifurcacién
doble cero se transforma en una bifurcacion de codimension dos y se dice que es la bifurcacién
doble cero degenerada. Para el caso no degenerado se tiene que la codimension que tiene es dos
y su forma normal de los términos que tiene son de grado tres.

En el primer capitulo, comento sobre los preliminares, en el cual, se exponen conceptos sobre
sistemas dinamicos que nos permitiran formalizar y comprender los teoremas y conceptos de los
cuales son: Teorema de Hartman-Grobman, Criterio de Bendixson(que nos permite establecer
si existen érbitas periddicas), sistema Hamiltoniano y estabilidad estructural.

En el capitulo segundo, se describen las herramientas que utilizamos para determinar el
comportamiento de la BTB, en este capitulo veremos que la parte lineal del sistema dindmico
puede ser puesto en la forma candnica de Jordan & = Jx, la cual hace facil resolver el sistema
lineal. El teorema de Variedad Central Local muestra que, en una vecindad de un punto de equi-
librio no hiperbdlico, el comportamiento cualitativo del sistema dinamico podra ser reducido al
problema de determinar el comportamiento cualitativo del sistema no lineal & = Jx + F(x) ,
donde Jzx es la parte lineal y F'(x) de la parte no lineal del sistema en la variedad central. Ya
que la dimension de la variedad central es menor que la dimension del sistema original, esto
simplifica el problema. Por otra parte, la teoria de las formas normales simplifica la parte no
lineal F'(x) de la ecuacién que esta arriba. Y también la teoria de Melnikov nos proporciona
condiciones para establecer la existencia de trayectorias homoclinicas tranversales para orbitas
periddicas de sistemas dindmicos perturbados.

En el capitulo 3, estudiamos el concepto de bifurcacién y ademas presento algunas bifurca-
ciones como: silla-nodo, transcritica, tenedor, Hopf, las cuales son de codimension uno, algunas
aparecen en la BTB. También enuncio el teorema de Sotomayor, el cual me ayuda para deter-
minar en un sistema dinamico si ocurre en el, una bifurcacion silla-nodo, tenedor o transcritica
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y para lo cual se deben satisfacer ciertas condiciones suficientes.

En el capitulo 4, mostramos y desarrollamos la riqueza de la bifurcacion Takens-Bogdanov
en sus dos casos diferentes, en los cuales son: genérico y no genérico los cuales son de codimen-
sion dos. En el caso genérico, los términos son de grado dos y al variar los parametros surgen la
bifurcacion silla-nodo, Hopf y homoclinica. Y en el caso no genérico, los términos de su forma
normal del sistema, tiene términos de orden tres y las bifurcaciones que aparecen son tenedor,
Hopf y homoclinica.

Por 1ltimo en el capitulo 5, mostramos la aplicacién para cada caso de la BTB. Primero para
el caso genérico por medio del modelo depredador-presa con un grupo de defensa y el segundo
para el caso no genérico es con un modelo de red neuronal recurrente con tres neuronas.



Capitulo 2

Preliminares

En este primer capitulo se definiran algunos conceptos importantes que se utilizan en las
ecuaciones diferenciales ordinarias(EDO). Comenzaremos con el teorema de existencia y unici-
dad para una EDO y posteriormente para un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias.

2.1. Definiciones y conceptos

Como motivacion hablaremos de una ecuacién diferencial y posteriormente de un sistema
de ecuaciones diferenciales ordinarias.
Sea I un intervalo abierto de la recta real Ry x : I — R; t — x(t) una funcién diferenciable
con valor real de una variable real ¢. Se usard como notacién & o & para denotar la derivada C(li—”t”.
Entonces podemos decir, que una ecuacion diferencial con una condicion inicial es una ecuacién

de la forma p
T

Una funcién a : I — R es una solucién de (2.1.1), si

do(t)
dt

= [(a(t),t) y alty) = o (2.1.2)

Ahora bien, si definimos 3(t) = «a(t + ty), observamos que S(t) también es una solucién de
(2.1.1) que pasa por (xg,0) dado que

B(t) = alt +to) = flat +1t)) = F(B(t)) v Blts) = . (2.1.3)

Si
i = f(z) (2.1.4)

se dice que la ecuacion diferenciable es autdénoma, en caso contrario, le llamamos no auténoma.

Ahora bien, decimos que un sistema de ecuaciones diferenciables tiene la forma:

Ty T fi(X,t) ) I
i X=1| : |, X=| : y F(X,t) = : X = (2.1.5)
entonces
X =F(X,t
( ’ ) (2.1.6)



10 CAPITULO 2. PRELIMINARES

Decimos que una curva solucién, trayectoria u érbita de (2.1.4) ¢(zg,.) : I — R™ es inva-
riante con respecto a la traslacion en el tiempo, basado en las soluciones en tiempo ty, # 0,
puede ser siempre trasladada a ¢ty = 0.

La base geométrica de los objetos asociados con un sistema dindmico { X, ¢;} son estas érbitas
en el espacio de estados y el retrato fase compuesto de ellas.

Figura 2.1: Orbitas de un sistema tiempo-continuo

El comportamiento global de el flujo ¢; : U — R™ definido para todo punto x € U, se observa
en la Figura 2.2. En particular, el concepto de variedad invariante suave esta compuesta de las
curvas de soluciones.

Figura 2.2: Una curva solucién y el flujo. a) La curva solucién ¢.(z); b)el flujo ¢;.

Definicién 2.1.1 Un sistema dindmico es una pareja {X, ¢}, donde X C R"™ es un espacio
de estados y ¢ : X — X el cual es llamado flujo. Que satisface las siguientes propiedades:

/I/ o = id
/II/ Pit+s = Pt © Ps

Se tiene una condicion inicial

z(0) =29 U (2.1.7)

en la cual se busca una solucién ¢(zo,t) tal que ¢(zg,0) = xo.
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2.2. Teorema de Existencia y Unicidad

Describiremos este teorema para un sistema auténomo de ecuaciones diferenciales ordinarias
no lineales (2.1.4),bajo la hipétesis que f € C'(U), donde U es un subconjunto abierto de R™.
Este teorema se puede demostrar por el método de Picard de aproximaciones sucesivas. El
método de aproximaciones sucesivas no solo permite establecer la existencia y unicidad de la
solucién asociada al problema (2.1.4), sino también nos permite establecer la continuidad y
diferenciabilidad de la solucién con respecto a la condicion inicial y parametros.

Definicién 2.2.1 Supongamos que f € C(U) donde U es un subconjunto abierto de R"™. En-
tonces x(t) es una solucion de la ecuacion diferenciable (2.1.1) sobre un intervalo I si x(t) es
diferenciable en I y para todo t € I, x(t) € U y 2'(t) = f(z(t)) y obtenemos xo € U, x(t) es
una solucion del problema de valor inicial sobre un intervalo I sity € I, z(ty) = xo y x(t) es
una solucion de la ecuacion diferencial (2.1.4) sobre el intervalo I.

Teorema 2.2.1 (Fundamental de Ezxistencia y Unicidad) Sea U un subconjunto abierto de R™
que contiene a xo y suponemos que f € CH(U). Entonces existe un a > 0 tal que el problema
de valores iniciales

i = f(x)
z(0) = xg

tiene una solucion unica x(t) sobre el intervalo (xg — a, o + a).

La demostracién esta en el libro [Perko,1996].

2.3. Sistema de ecuaciones diferenciales lineales

Un sistema lineal de ecuaciones diferenciales ordinarias es de la forma:

t=Ar, AeR"™" xeR" (2.3.1)
Se sabe de la teoria de sistemas lineales que si los valores propios A1, Ao, ..., A,, de una matriz
A son reales y distintos, entonces el conjunto de vectores propios correspondientes vy, vg, . . . , Up,

forma una base de R", en cuyo caso la matriz
P = [vy,v9,...,0,]
donde {vy,vs,...,v,} son los vectores columnas de Py existe su invertible, entonces
PrAP = diag[\1, Xa, . . ., M)
si se realiza el cambio de coordenadas
y =P 'z y(0) =P '2(0)
en donde P es la matriz inversa anterior, se obtiene
y =P 'APy

por tanto
y(t) = diagle™', ™, ..., e*y(0)



12 CAPITULO 2. PRELIMINARES

y asi se obtiene
x(t) = Py(t)
= Pdiag[e™?, e, ... ey (0) (2.3.2)
= Pdiag[e™!, e, ... e P~ z(0).
Supongamos el caso en que la matriz A tenga valores propios reales y complejos, y ademés
algunos de ellos tenga multiplicidad, se tiene un resultado analogo al anterior, pero de mayor

complejidad. Sea A una matriz real que posea los valores propios reales A\;,i = 1,...,k y los
valores propios complejos

)\Z:a,+zbz,);:al—zbz,z:k:+1,,n

Entonces existe una base para Ry, _x

Viye oo s Uy Vg1, U411,y -+ -, Up, Up
en donde v, =1,...,ny w; = u; £ iv;,2 = 1,...,n son los vectores propios generalizados de
A, tal que
P =[v1, ..., 0k, Ukt1, Ukt1, - Up, Up)
es una matriz invertible y
By
P 'AP =
B,

donde los bloques elementales B; de Jordan son de la forma

A1 0 ...0

0 A 1 0
B; =
0 ... 0 A 1
0 ... 0 0 X\

para un valor propio real multiple A de A, o bien de la forma

D I, 0 ... 0
0O D L, ... 0
0O ... 0 D I
O ... 0 0 D

en donde ;
a — 1 0 00
o= |5 =[5 V][0 o]

para un valor propio complejo multiple A = a+1ib de A. La solucién del sistema lineal se escribe

en este caso:
x(t) = Pdiag[e®"|P~'2(0).

Counsidérese el caso del sistema lineal de dos dimensiones
&= Azx, v€R? (2.3.3)

en donde A es una matriz real. Entonces existe una matriz P real y cuyas columnas son vectores
propios tal que
B=P AP



2.4. SISTEMAS AUTONOMOS DE ECUACIONES DIFERENCIALES LINEALES 13

tiene una de las formas siguientes:
A0 Al a —b
s-lan)e-[0a]e-10 7]

La solucién del sistema dindmico lineal en este caso es de la forma
&= Bz, x(0)=xg (2.3.4)

en donde cada uno de los tres casos anteriores implicaria que

e 0
=] S|

x<t):e”“ on

x(t):eat{ cos bt —Senbt} ;

—senbt cosbt

El comportamiento de las soluciones (2.3.3) se deduce de (2.3.4).

2.4. Sistemas autonomos de ecuaciones diferenciales li-
neales

En esta seccién estudiaremos los sistemas auténomos de dimensién 2.
Sea
i = f(r) z € R? (2.4.1)

en el cual su campo vectorial esta dado por una funcién lineal, es decir, un sistema lineal puede
ser escrito de la forma
T =Ax, AeR™" (2.4.2)

Si z1(t) y x2(t) son soluciones del sistema & = Az entonces la matriz X (t) = [z1(t) | z2(t)] se
denomina matriz solucion; si ademés las soluciones x1(t) y x2(t) son linealmente independientes
para todo t € R, entonces se dice que X (t) es una matriz fundamental de soluciones de & = Awx.
Si X(¢) es una matriz fundamental de soluciones de @ = Az y cumple la condicién inicial
X (0) = I,entonces se dice que es una matriz principal de soluciones.

Si X(t) es una matriz fundamental de soluciones, la solucién de la ecuacién diferencial & = Ax
que satisface la condicién inicial z(0) = xq estd dada por la expresion:

(o) = e,

donde
et = X(H)[X(0)] 1.

Ahora bien, dos sistema lineales & = Ax y y = By se dice que son topoldgicamente equivalentes
si existe un homeomorfismo h : R? — R?, que transforma las érbitas @ = Ax en las de §y = By
y conserva su sentido en el tiempo. Es decir:

h(eAtx) = eP'h(y) para todo t € Ry x € R2.

Recordando que un homeomorfismo es continuo y que su inversa es continua.
Por lo tanto, cuando el punto de equilibrio es no hiperbdlico se tiene los siguientes 3 casos:
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1] )(\)1 )? A1, A2 < 0, es un sumidero hiperbdlico.
L 2 -
A 0] : 1
[I1] 0\ A1, A2 > 0 ,es una fuente hiperbélico.
L 2 -
(A 0] I
[I11] 0\ A1 > 0, A3 < 0 ,es un punto silla hiperbélico.
i 2

Teorema 2.4.1 Si la matriz de coeficientes A tiene al menos un valor propio con parte real
cero(no hiperbolico), entonces el sistema & = Ax es topoldgicamente equivalente a uno de los
siguientes cincos sistemas lineales:

1] 8 8 } matriz cero,cualquier orbita es una punto de equilibrio.

[I1] )(\)1 8 A1 < 0 y otro cero, los conjuntos w-limite (finales) de todas las drbitas positi-

vas(hacia adelante) son puntos de equilibrio.

[II1] [ >(\)2 8 ] Ay > 0 y otro cero. Los conjuntos a- limite(inicio) de todas las drbitas negativas

(hacia atrds) son puntos de equilibrio.

1 :
[IV] 8 0 ] dos wvalores propios cero con rango 1.
0 b o o y o
[V] b 0 dos valores propios imaginarios puros. Cada orbita que no sea un equilibrio es
periddica.

Se observa en la Figura 2.3, los retrato fase correspondiente de cada caso anterior.

Ira i) T3
i 1
| |

I\
\

-1 0 1 10
0 -1 1 0 -1

=
=
[
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Figura 2.3: Retrato fase respectivo de las equivalencia topoldgica de los sistemas lineales en R2.

2.5. Estabilidad

Si los valores propios de una matriz A de dimensién n X n tienen parte real distinta de cero,
se dice que el flujo:
AR —» R

es hiperbodlico. El punto de equilibrio iinico x = 0 se dice que es un punto de equilibrio hiperbdli-
co.

El punto de equilibrio hiperbdlico puede ser o bien un pozo (si todos los valores propios tienen
parte real estrictamente negativa) o una fuente (si todos los valores propios tiene parte real
positiva) o bien un punto silla (los valores propios tienen signos diferentes). Si x = 0 es un pozo
o una fuente, las soluciones se acercan a (o se separan de) x = 0 de dos formas,las cuales son:
nodo o foco. Sean el determinante y la traza de A, respectivamente, 6 = detA y 7 = trazaAy
considérese el sistema lineal

t=Axr zx€eR"

donde z = 0 es un punto de equilibrio.
Los valores propios se pueden escribir de la matriz A de la siguiente forma:

SN )
2

A:

Se tendria los siguientes casos:

a) Sillasi § <0
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b) Un nodo estable si
§>0, 77—-46>0, y7<0

¢) Un nodo inestable si
§>0, 172—46>0, y 7>0

d) Un foco estable si
§>0, 72—-46<0, y7<0

e) Un foco inestable si
§>0, 172—-46<0, y7>0

f) Un centro si
0>0, 7=0

En la Figura 2.4 el retrato fase indica tiene comportamiento de foco y nodo.

(a) Nodo estable (b) Foco estable (¢) Nodo inestable

s

A\
/7 —

\TZ |

(d) Foco inestable

-"'; / __ _\\\

/

Fa

Figura 2.4: Retrato fase

En el caso general para n > 1 se tiene lo siguiente. De acuerdo con lo que se ha visto anterior-
mente la solucién de un sistema lineal en R”

= Ax x(0) = xg (2.5.1)

se escribe como:
z(t) = ey,

La aplicaciéon e?* : R® — R™ describe el comportamiento del punto 2y € R” a lo largo de las
trayectorias de (2.5.1). Un subespacio E C R" se dice invariante bajo el flujo e’ : R — R"
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si eAE C F para todo t € R.

Sea E el espacio generado por los vectores propios de la matriz A correspondientes a un

valor propio A, entonces
AE CE

Para demostrar este resultado sea {vy,...,vs} una base de E formada por los vectores propios
generalizados. Sea v € F,
k
v = Z C;U;
i=1

k

Av = Z c; Av;.

=1

y, por linealidad,

Para cada v;

(A— M) =0
para un cierto k; minimo, se puede escribir
(A= X)v; =V,

o lo que es lo mismo V; € (A — M)k~ C E. Se deduce que Av; € E y por tanto Av € E.

Se define los subespacios estable e inestable, E*, E" respectivamente, de un sistema lineal (2.5.1).
Supongamos que la matriz A de n xn tiene k valores propios negativos A1, - - - , \p y n—k valores
propios positivos Agi1, -+, A, v estos valores propios son distintos.

Sea {vy, -+ ,v,} es un conjunto correspondiente de vectores propios. Entonces el subespacio
estable e inestable del sistema lineal (2.5.1) £* y E", son los subespacios lineales generados por
{v1,-+ ,ux} ¥ {Vks1, -+ , v, } respectivamente, es decir,

E* = Span{vy, - ,vi}

E" = Span{vis1, -+ ,vn}

Si la matriz A tiene valores propios puros imaginarios, es decir, con parte real nula, entonces
ahi también es un subespacio central E°.

Definicién 2.5.1 Sea \; = a; + ib;, w; = u; +iv; . Entonces
E? = Span{u;,vjla; < 0},
E¢ = Span{u;,vj|a; = 0},

Y
E* = Span{u;,vjla; > 0}.

es decir, E°, E° y E" son subespacios de R™ generados por los vectores propios reales e ima-
ginarios w; con su correspondiente valor propio \; con parte real negativa, cero y positiva
respectivamente.

Teorema 2.5.1 Sea A una matriz real n X n. Entonces
R'=FE@® E“® E°

donde E°, E¢ y E" es subespacio estable, central e inestable respectivamente; ademas E°, E° y
E" son invariantes con respecto al flujo et de (2.5.1) respectivamente.

Referencia [Perko,1996]
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2.6. Sistemas de ecuaciones diferenciales no lineales

Consideremos

&= f(z), z(0) = x. (2.6.1)

El estudio de los sistemas dinamicos no lineales comprenden dos partes: una mas elemental de
caracter local, que se relaciona con el estudio de sistemas lineales cuando evaluamos el punto
de equilibrio hiperbdlico, analizamos su comportamiento en el en torno de este y una parte mas
especifica en la que se ponen en evidencia comportamientos completamente nuevos con relacién
a los sistemas lineales.

Sea f: R" - R"y f € C*(U) en donde U es un abierto de R™. Se dice que Z(t) es una solucién
de la ecuacién diferenciable no lineal

&= f(z)

sobre un intervalo I, si Z(t) es diferencial sobre I y para todo t € I.

Del sistema no lineal (2.6.1) determinaremos los puntos de equilibrio y describiremos el com-
portamiento de (2.6.1) cerca de estos puntos. El comportamiento del sistema no lineal de (2.6.1)
cerca de un punto de equilibrio hiperbélico xo es determinado cualitativamente por el compor-
tamiento de la linealizacién de (2.6.1)

T=Ax, xeR"

con la matriz A = Df(xg), que tiene tamano n x n constante y que tiene todos sus valores
propios reales y distintos. La funcién lineal Az = D f(x¢)z es llamado la parte lineal de f en
Zo-

Definicién 2.6.1 Un punto xqg € R"™ es llamado un punto de equilibrio o punto critico de
(2.6.1) si f(xo) = 0. Un punto de equilibrio xo es llamado un punto de equilibrio hiperbdlico de
(2.6.1) si ninguno de los valores propios de la matriz D f(xzo) tiene parte real cero. El sistema
lineal (2.5.1) con la matriz A = D f(xq) es llamado linealizacion de (2.6.1) en xy.

Notemos que si xy es un punto de equilibrio de (2.6.1) y ¢; : U — R™ es el flujo asociado a la
ecuacion diferencial (2.6.1), entonces ¢;(xg) = xo para todo ¢t € R. Asi, z( es llamado un punto
fijo del flujo y; también llamado un cero, punto critico o punto singular de el campo vectorial
f:U—R"
En el caso lineal

T = Az,

el flujo asociado a este sistema, se escribe de la forma

(o) = e,

2.7. Teorema de Hartman-Grobman

Este teorema muy importante en la teoria cualitativa local de ecuaciones diferenciales ordi-
narias. El teorema muestra que cerca de un punto de equilibrio hiperbdlico xg,

&= f(z),

tiene la misma estructura cualitativa como el sistema lineal © = Az con A = D f(x).
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Definicién 2.7.1 Sean dos sistemas auténomos de ecuaciones diferenciales tal como (2.5.1)
y (2.6.1). Se dice que tienen topologia equivalente en una vecindad en el origen o tiene la
misma estructura cualitativa cerca del punto de equilibrio el cual es el origen
st hay un homeomorfismo H de un conjunto abierto U C R"™ que contiene al origen sobre un
conjunto abierto V- C R™ que contiene al origen, el cual mapea las trayectorias de (2.6.1) en
U sobre las trayectorias de (2.5.1) en V' y preserva la orientacion en el tiempo en el sentido
que st una trayectoria es dirigida desde x1 a xo en U, entonces su imagen bajo H es dirigida
desde H(x1) a H(xg) en V. Si el homeomorfismo H preserva la parametrizacion por tiempo,
entonces los sistemas (2.5.1) y (2.6.1) se dice que son topolégicamente conjugado en una
vecindad del origen.

Teorema 2.7.1 (Hartman-Grobman) Sean U un subconjunto abierto de R™ que contiene
al origen, f € CYU), y s ¢ el flujo del sistema no lineal (2.6.1). Supongamos f(0) = 0
y que la matriz A = Df(0) no tiene valores propios con parte real cero. Entonces eziste un
homeomorfismo H de un conjunto abierto U contiene al origen sobre un conjunto abierto V' que
contiene el origen tal que para cada xq € U, en un intervalo abierto Iy C R que contiene al
cero, tal que xqg € U yt € Iy

H o ¢,(0) = e H(xy),

es decir, H es un mapeo de trayectorias de (2.5.1) cerca del origen sobre las trayectorias de
(2.6.1) cerca del origen y preserva la parametrizacion del tiempo.

2.8. Sistemas Hamiltonianos

Definicién 2.8.1 Sea £ C R?>" y sea H € C*(E) donde H = H(x,y) con z,y € R*. Un
sistema de la forma

. OH
r=—
dy
- _8_H (2.8.1)
y_ ax7

donde

OH (0H oH\" O0H OH,  OH g
o \ox 1 0z,) Y dy  \om”  Oy.)

es llamado sistema Hamiltoniano con n grados de libertad en E.

2.9. Ciclo y Estabilidad de conjuntos invariantes

Definicién 2.9.1 Un ciclo es una orbita periddica, es decir, una orbita Ly sin punto de equi-
librio, tal que cada punto xo € Lo, los satisface piimyx0 = @ixo con algun Ty > 0, para todo
telTl.

El T minimo con esta propiedad es llamado el periodo del ciclo Ly. Si un sistema empieza su
evolucion en un punto xy en el ciclo, éste regresara al mismo punto después de cada T unidades
de tiempo. En el caso de tiempo-continuo el ciclo L, es una curva cerrada en el plano como se
ve en la siguiente Figura: 2.5.



20 CAPITULO 2. PRELIMINARES

b~
=

Figura 2.5: Orbitas peridédicas en un sistema en tiempo-continuo

Definicién 2.9.2 Un ciclo de un sistema dindmico tiempo-continuo, en una vecindad en la
cual no hay otros ciclos, es llamado ciclo limate.

Definicién 2.9.3 Un conjunto invariante de un sistema dindmico {X,p:} es un subcon-
gunto S C X tal que x¢ € S implica pyxg € S para todo t > 0.

Para representar un estado asintéticamente estable de un sistema dindmico, un conjunto inva-
riante Sy puede ser estable; en otras palabras, éste debe atraer orbitas cercanas.

Supongamos que tenemos un sistema dinamico con un espacio métrico completo X. Sea Sy un
conjunto invariante cerrado entonces enunciamos la siguiente:

Definicién 2.9.4 Un conjunto invariante Sy es llamado estable si

1) para cualquier vecindad suficientemente pequena U D Sy eziste una vecindad V' O Sy tal
que pix € U para toda x € V' y todo t > 0

11) Eziste una vecindad Uy D Sy tal que pyx — Sy para todo x € Uy,cuando t — 00.

La propiedad (I)de la definicién es llamada estabilidad segin Lyapunov. La propiedad (II) es
llamada estabilidad asintotica. Hay conjuntos invariantes que son estables segiin Lyapunov pero
no asintoticamente estables.

2.10. Criterio de Bendixson

El criterio de Bendixson nos permite establecer cuando no existen soluciones peridédicas de
campos vectoriales auténomos en el plano. Se denota el campo vectorial por:

jj:f(l’,y), (.I,y) € R?

J = g(z,9). (2.10.1)

Teorema 2.10.1 Si en una region simplemente conera D C R?(es decir D no tiene agujeros

of Og

esta region) la expresion de —— + == es no idénticamente cero y no cambia de signo, entonces

or  Jy

(2.10.1) no tiene drbitas cerradas en la region D.
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Teorema 2.10.2 Sea '
&= f(z,y)
J=g(z,y)
con x,y € R™ y supongamos que f y g tiene primeras derivadas parciales continuas en un

dominio D C R™. Una orbita periddica siempre encierra al menos un punto de equilibrio. S7
solo encierra uno, no es punto silla.

(2.10.2)

2.11. Equivalencia de Sistemas Dinamicos

En esta seccion se introducen y se discuten las ideas fundamentales que se utilizaran en el

siguiente capitulo: equivalencia topoldgica de sistemas dinamicos y sus clasificaciones, bifurca-
cién, diagrama de bifurcacion, y las formas normales topoldgicas para bifurcaciones.
La comparacion de cualquier objeto estd basada en una relaciéon de equivalencia. Nos permite
definir clases de objetos equivalentes y hacer el estudio de transiciones entre estas clases. Asi,
tenemos que especificar que significa que dos sistemas dinamicos sean cualitativamente simila-
res equivalentes. Consideremos dos sistemas dinamicos como equivalentes si sus esquemas fase
son que cualitativamente similares, es decir, si un esquema puede ser obtenido de otro par de
transformacién continua.

Xo Vo

X4 ¥
Figura 2.6: Topolégicamente equivalente

Definicién 2.11.1 Un sistema dinamico {R", ¢, } es topolégicamente equivalente a {R"™, v}
st existe un homeomorfismo h : R® — R"™ mapeando orbitas del primer sistema a orbitas del
sequndo sistema, preservando la direccion en el tiempo.

Consideremos dos sistemas a tiempo continuo topologicamente equivalentes:

i=f(z), v €R" (2.11.1)

y=9(y), yeR" (2.11.2)

donde las funciones de la derecha son suaves. Sean ¢; y 1 los flujos correspondientes. Supon-
gamos que y = h(x) es un mapeo invertible h : R" — R™, el cual es suave junto con su inversa
(h es un difeomorfismo)y tal que, para todo € R™,

fx) = M~ (z)g(h(2)), (2.11.3)
donde

M(z) = (2.11.4)
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es la matriz Jacobiana de h(z) evaluada en el punto z. Entonces, el sistema (2.11.1) es to-
poldgicamente equivalente al sistema (2.11.2). Efectivamente, el sistema (2.11.2) es obtenida
del sistema (2.11.1) por el cambio suave de coordenadas y = h(x). Asi, h mapea las soluciones
de (2.11.1) en las soluciones de (2.11.2),

h(per) = h(), (2.11.5)
y puede hacer el papel de la regla del homeomorfirmo en la definicién (2.11.1).

Definicién 2.11.2 Dos sistemas (2.11.1) y (2.11.2) satisfaciendo (2.11.3) para algin difeo-
morfismo h son llamados suavemente equivalente(o difeomdrficos).

Dos sistemas difeomérficos son practicamente idénticos y puede verse como el mismo sistema
escrito usando diferentes coordenadas. Ciclos limite difeomorficos tienen los mismos multipli-
cadores y perfodos. Supongamos que p = p(z) > 0 es una funcién escalar positiva suave y que
los miembros de la derecha de (2.11.1) y (2.11.2) estan relacionados por

F(2) = u(@)g(x) (2.11.6)
para todo r € R™.

Definicién 2.11.3 Dos sistemas (2.11.1) y (2.11.2) satisfaciendo (2.11.6)para una funcién
positiva suave i son llamados orbitalmente equivalentes.

Claramente, dos sistemas dindmicos son érbitalemente equivalentes pueden ser no-difeomorficos,teniendo
ciclos que parezcan la misma curva cerrada en el espacio fase pero tienen periédos diferentes.

Muy a menudo estudiamos sistemas dindamicos localmente, es decir, no en todo el espacio de

R™ si no en algunas regiones U C R".

Definicién 2.11.4 Un sistema dindmico {R"™, ¢, } es llamado localmente topoldgicamente
equivalente cerca de un punto de equilibrio xo a un sistema dindmico {R™, 1y} cerca de un
equilibrio yo si existe un homeomorfismo h : R" — R™ tal que

[I] Es definido en una vecindad pequenia U C R™ de x
[II] Satisface yo = h(xo)

[III] Mapea las orbitas del primer sistema en U dentro de orbitas del sequndo sistema en
V = f(U) C R", preservando la direccion en el tiempo.

Definicién 2.11.5 Dos sistemas (2.11.1) y (2.11.2) son llamados suave orbitalmente equi-
valentes si (2.11.2) es suavemenete equivalenete a un sistema que es orbitalmente equivalente
a (2.11.1).

2.12. Teorema de Variedad Estable

Es uno de los resultados mas importante en la teoria cualitativa de las ecuaciones diferen-
ciales ordinarias. El teorema muestra que cerca de un punto de equilibrio hiperbdlico xg, el
sistema no lineal

i = f(x), (2.12.1)

tiene variedades estables e inestable W y W, tangente en x( a los subespacios estables E* e
inestables E“ del sistema linealizado
T = Az, (2.12.2)
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donde A = Df(xg). Ademas W, y W, son de la misma dimensién como E° y E* y si p; es
el flujo del sistema no lineal (2.12.1), entonces Wy y W, son positivamente y negativamente
invariante bajo ¢, respectivamente y satisface los siguientes conjuntos invariantes:

We(xg) = {x : prx — xot — +o0}, W"(xo) = {x: px = 2ot - —00} (2.12.3)
donde ¢, es el flujo asociado (2.12.1).

Definicién 2.12.1 W*(xg) es llamado variedad estable de xy, mientras W"(zq) es llamado
variedad inestable de xg.

Teorema 2.12.1 Sea f : R® — R" es un difeomorfismo C' con un punto de equilibrio hi-
perbolico xy. Entonces hay una variedad estable e inestable W . y Wj., son tangente a los
subespacios estable e inestable E* y E" de D f(x¢) en xy y de dimensiones correspondientes.
Wp. y W, tan suave como el mapeo de f(x).

2.13. Estabilidad Estructural

Entenderemos que si la estructura cualitativa del flujo no cambia para pequenas variaciones
del parametro.

Definicién 2.13.1 Sean f y g son dos funciones. La distancia C° entre f y g, denotada
do(f,q), estd dada por

do(f,9) = sup | f(x) —g(x) [ (2.13.1)

zeR
La distancia C" denotada d.(f,g), estd dada por:

d(f,9) = :Sclel]g(‘ f(x) = g(@)) || f'(z) = g'(@) |,....] fr)(@) = g'r)(2) |) (2.13.2)

Observacion Usaremos la distancia C" solo como una medida de proximidad de dos funciones
y no como una métrica global sobre todas las funciones. section

Teorema 2.13.1 Sea J C R", f:J — J. Se dice que f es C" estructuralmente estable
en J si existe € > 0 tal que g : J — J es conjugada topoldgica de f siempre que d.(f,g) < e.
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Capitulo 3

Variedad Central y Formas Normales

En este capitulo introduciré dos herramientas importantes para el analisis del comportamien-
to cualitativo de los sistemas dindmicos no lineales con sus puntos de equilibrio no hiperbdlicos.

3.1. Variedad Central

El teorema de la Variedad Central nos permite determinar la estabilidad y el comportamien-
to cualitativo en una vecindad de un punto de equilibrio no hiperbélico xo € R™ del sistema no
lineal © = f(x) con x € R" donde A = D f(x), detA = 0 pero A # 0.

Sea
&= f(x),z €R" (3.1.1)

donde f es suficientemente suave, f(0) = 0. Supongamos que el punto de equilibrio es no
hiperbdlico, es decir, que existe valores propios con parte real cero. Supongamos que hay u
valores propios con Re\ > 0, ¢ valores propios con parte real Re\ = 0, y s valores propios con
ReX < 0. Sea E€ el espacio propio (generado) lineal que corresponde a la unién de los ¢ valores
propios con parte real cero. Bajo los supuestos anteriormente expuestos, el siguiente teorema
sostiene

Teorema 3.1.1 Teorema de La Variedad Central.

Hay localmente definida una variedad invariante de dimension ¢ suave W (0) de (3.1.1) que
es tangente a E¢ en x = 0. Ademds, hay una vecindad U de xo = 0, tal que si ¢yx € U para
todot >0 (t <0), entonces prx — WE(0) para t — +o00(t — —00).

Definicién 3.1.1 La variedad WE_(0) es llamada la Variedad Central Local.

Ya que la variedad central es generalmente de dimensiéon més pequena que el sistema (3.1.1),
esta nos proporciona una simplificacién del problema de determinar la estabilidad y el compor-
tamiento cualitativo del flujo cerca del punto de equilibrio no hiperbélico de (3.1.1). La matriz
A = Df(xo) = diag[C, P, Q] y la matriz cuadrada C tiene ¢ valores propios con parte real cero,
la matriz P tiene s valores propios con parte real negativos y la matriz cuadrada @) tiene wu
valores propios con parte real positiva, es decir, el sistema (3.1.1) puede ser escrito en la forma
diagonal.

t=Cr+ F(x,y,2)

y = Py+G(z,y,2)

2=Qz+ H(x,y,z2)

donde (z,y, z) € R°xR*xR*, F(0) =0,G(0) =0,H(0) =0y DF(0) =0, DG(0) =0,DH(0) =
0.
Se analizara el caso cuando u = 0, sea (F,G) € C"(E),E C R" con r > 1, existe W*(0) una

(3.1.2)

25
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variedad estable invariante de dimensién s tangente a el subespacio estable E® de (3.1.1) en 0
y existe W¢(0) una variedad central invariante de dimensién ¢ tangente a el subespacio central
E° de (3.1.1) en 0. Esto siguiendo que la variedad central es local de (3.1.2) en 0,

Wi (0) = {(x.y) € B x RY)|y = 0} (3.1.3)

en el origen. Este resultado es parte de el teorema de la Variedad Central Local, el cual es
probado por [Carr].

Teorema 3.1.2 Teorema de la Variedad Central Local.
Sea f € C"(E), donde E es un subconjunto abierto de R™ que contiene el origen y r > 1.
Supongamos que f(0) = 0 y que Df(0) tiene ¢ valores propios con parte real cero y s son los
valores propios con parte real negativa, donde ¢ + s = n. El sistema (3.1.1) puede ser escrito
en la forma diagonal

&= Cx+ F(z,y),

. (3.1.4)

y=Py+G(z,y).
donde (z,y) € R® x R®, C es una matriz cuadrada con c valores propios con parte real cero
y P es una matriz cuadrada con s valores propios con parte real negativa y F(0) = G(0) =
0, DF(0) = DG(0) = 0, aun més, existe una § > 0 y una funcién h € C"(Ns(0)) (N5(0) es una
vecindad en el origen ) que define la variedad central local (3.1.3) y satisface

Dh(x)[Cz + F(z,h(z))] — Ph(x) — G(z, h(z)) =0, (3.1.5)

para |x| < §; y el flujo en la variedad central local W¢(0) es definida por el sistema de las
ecuaciones diferenciales

&= Cx+ F(x,h(zx)), (3.1.6)

para toda € R con |z| < 0. La ecuacién (3.1.5) para la funcién y = h(z) se sigue del hecho
que la variedad central W¢(0) es invariante bajo el flujo definido por el sistema (3.1.1) por la
sustitucién & y y del sistema (3.1.4) teorema 3.1.2 en la ecuacién

y = Dh(z)t, (3.1.7)

se obtiene por regla de la cadena al momento de derivar y = h(x) definida en la variedad
central. La ecuacién (3.1.5) es una ecuacion diferencial parcial cuasi-lineal para los componentes
de h(zx), por lo cual se realiza un método de aproximacién de esta funcion, a cualquier grado
que deseamos. En donde h(z) se aproxima por una serie de expansion. Esto se ilustra en el
siguiente ejemplo, el cual también muestra que es necesario una aproximaciéon para la forma de
la variedad central local W _(0).

Ejemplo 3.1.1 Considere el siguiente sistema con c =s =1

. 2 5
T=xYy—=x
J= gyt (3.1.8)

Tenemos que C' =0, P = [—1], F(z,y) = ty — a2’y G(r,y) = 2,

Se propone la siguiente

h(z) = az® + bx® + O(x?) y Dh(z) = 2ax + 3bz* + O(z?),
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se sustituye en la ecuacion:
Dh(x)[Cx + F(z,h(z))] — Ph(x) — G(z,h(x)) =0
obtenemos
(2ax + 3bx* + .. Y(ax* +br° + ... —2°) +az? + ba* + ... —2* =0,

Realizando las simplificaciones necesarias se obtienen como valores de los coeficientes a — 1 =
0,b=0,c = 0. Por lo tanto se tiene que

h(x) = 2 + O(2°),
Este resultado obtenido, se sustituye en la ecuacién (3.1.6), entonces

i=a'+0(z").

YE® = Wiio)

W)

Figura 3.1: Retrato fase de (3.1.8) con la variedad central.

3.2. Puntos de equilibrio no hiperbdélicos en R?

Supongamos que el origen es un punto de equilibrio aislado del sistema plano

(3.2.1)
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donde P y () son analiticas en alguna vecindad del origen. Se obtienen algunos resultados de
estabilidad para el caso cuando la matriz A = D f(z) tiene uno o dos valores propios ceros,
pero A # 0. Y estos resultados pueden ser extendidos en altas dimensiones. Notemos que si P
y @ son de grado m,los cuales se denota como P, v Q,:

Supongamos que P(x,y) y Q(z,y) en (3.2.1)son funciones analiticas de = y y en algin sub-
conjunto abierto E de R? contiene el origen y supongamos que la expansién de Taylor de P
y @ sobre el origen (0,0) comienza con términos de grado m Pp(z,y) v Qm(x,y) con m > 1.
Entonces cualquier trayectoria de (3.2.1)se aproxima al origen cuando t — co.

Teorema 3.2.1 Supongamos que P(z,y) y Q(z,y) en (3.2.1)son funciones analiticas de = y
y en algin subconjunto abierto de R? contiene al origen y supongamos que la expansion de
Taylor de P y Q) alrededor del (0,0) empieza con términos de grado m los cuales son P, (z,y)
y Qm(x,y) conm > 1. Entonces cualquier trayectoria de (3.2.1) se aprozima al origen cuando
t — 00, ya sea espirales hacia el origen cuando t — oo o esta tienda al origen en una direccion
definida 0 = 6y. Si xQ(z,y) — yPn(x,y) es no idénticamente cero, entonces todas las direc-
ciones se aproxima, 0y satisface la ecuacion

€080y Q . (cosby, senby) — sinby Py, (cosby, senby) = 0 (3.2.2)

Se tiene que la funcién
g(0) = cos0Q),,(cosby, senby) — sinby Py, (cosby, senby) (3.2.3)

no es idénticamente cero, entonces hay al menos 2(m + 1) direcciones 6 = 6, a lo largo de las
trayectorias se aproximan al origen. Estas direcciones son obtenidas por las soluciones de la
ecuacién g(60) = 0.

Supongamos que g(f) no es idénticamente cero,entonces las curvas de soluciones de & = f(x)
que se aproxima al origen a lo largo de esta linea, divide una vecindad de el origen en ntimero
finito de regiones abiertas llamadas sectores.

Hay tres tipos de sectores los cuales se definen de la siguiente manera:

Definicién 3.2.1 Un sector el cual es topologicamente equivalente a el sector que se muestra
en la figura 3.2 a) es llamado un sector hiperbdlico. Un sector el cual es topologicamente
equivalente a el sector que se muestra en la figura3.2 b) es llamado un sector parabdlico. Y
un sector el cual es topologicamente equivalente al sector que se muestre en la figura 3.2 ¢) es
llamado sector eliptico.

%

Figura 3.2: a)Sector hiperbélico b) Sector parabdlico ¢)Sector eliptico

Ahora consideramos el caso cuando A tiene 2 valores propios cero, es decir, A =0, detA=0y
trA = 0. En donde el sistema se puede escribir de la forma normal:

T=1y

: k 5 (3.2.4)
Y = apz”[1 4 h(x)] + bpa"y[1 + g(z)] + y" R(=, y)
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donde h(z),g(z) v R(x,y) son analitica en una vecindad de el origen, h(0) = ¢(0) = 0,k >
2, Q. 7é 0 yn > 1.
El sistema & = f(z) se puede escribir de la siguiente manera:

T = p2<l’,y)

J =1+ o) (3.2.5)

Teorema 3.2.2 Sea k =2m +1 conm > 1 en (5.2.4) y sea X = b2 + 4(m + 1)ay. Entonces
st ag > 0,el origen es una silla topologia. St ai, < 0, el origen es un foco o un centro si b, =0
y también sib, 0 yn >mosin=my A <0, de (3.2.5)es un nodo si b, # 0, n es un
nimero par y n < m, y también si b, # 0, n es un nimero par, n =m y X > 0 y de (3.2.4)
un punto de equilibrio con un dominio eliptico si b, # 0, n es un numero impar y n < m y
también si b, # 0, n es un numero impar, n =m y X > 0.

Teorema 3.2.3 Sea k = 2m conm > 1 en (3.2.4). Entonces el origen es una cuspide si b, =0
y también si b, #0 yn >m y (3.2.5) una silla-nodo si b, #0 yn < m.

Observamos que si D f(x) tiene un valor propio cero,entonces el punto de equilibrio xy podria
ser un nodo, una topologia de silla, o una silla-nodo; y si Df(zg) tiene dos valores propios
ceros, entonces el punto critico xg podria ser un foco, un centro, nodo, una silla topoldgica,
silla-nodo,ctispide o un punto critico con un dominio eliptico.

Notar un punto de equilibrio con un dominio eliptico consiste un sector eliptico, un sector
hiperbdlico, dos sectores parabdlicos y dos separatrices.

3.3. Formas Normales
Supongamos que el sistema dinamico no lineal:
&= f(z),z € R" (3.3.1)

puede escribirse de la forma
T =Ax+ F(x),A € R™" (3.3.2)

donde A € R™" es la matriz de coeficientes de la linealizacién de f(x) y F'(x) es la parte no
lineal. Necesitamos saber qué hacer con los puntos de equilibrio no hiperbélicos. Supongamos
que el término F'(x) ha sido truncado, de tal manera que representa un polinomio de grado
k. Un proceso de cambios no lineales nos permiten eliminar lo términos cuadraticos, luego los
cubicos y asi sucesivamente lo ideal seria eliminar todos los términos no lineales con sucesivos
cambios de variable, pero esto no es posible, ya que reduciriamos la ecuacién (3.3.2) a una
ecuacion diferencial lineal, y el Teorema de Hartmann- Grobman solo lo permite para puntos
hipérbolicos. Los términos que no se pueden eliminar reciben el nombre de términos resonantes.
Si se diera el caso de que tras sucesivos cambios se hubiesen eliminado todos los términos
considerados en el desarrollo de F'(z) en un entorno de un punto no hiperbdlico, entonces se
debe considerar un desarrollo de F'(x) con méas términos hasta obtener un término resonante.
En caso contrario habriamos reducido la expresion de F(z) a un sistema lineal, y no puede
hacerse en el entorno de el punto de equilibrio no hiperbdlico.

Una vez que se han eliminado todos los términos no resonantes de F'(z), la expresion resultante
recibe el nombre de forma normal. Es el polinomio mas sencillo que contiene toda la informacién
necesaria para comprender su sistema dindamico. Dado un sistema dindmico no lineal

@ = f(x), (3.3.3)
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con f(0) = 0, buscar un cambio de coordenadas = = y + h(y) tal que el sistema en las nuevas
coordenadas tenga la expresién mds simple posible.

Supongamos que el campo f(z) ha sido desarrollado en serie de Taylor alrededor del punto de
equilibrio x = 0, y que, ademas, su parte lineal se encuentra en forma de Jordan,

&= Jr+ Fy(x) + F5(x) +-- -, (3.3.4)

donde F, : R®™ — R™ es un campo vectorial cuyas componentes son polinomios homogéneos de
grado r. Supongamos que el campo f(z) posee términos no lineales de grado r en adelante, es
decir,

t=Jr+ F.(v) + Fpa(z)+--- . (3.3.5)

Considere el cambio de coordenadas
r=y+ h(y), (3.3.6)

donde h, : R™ — R™ es un campo vectorial cuyas componentes son polinomios homogéneos de
grado r, tal que || h,(y) ||[<< 1. La idea es encontrar h, tal que, el sistema (3.3.5) en las nuevas
coordenadas no posea términos de grado r. Derivando (3.3.6) obtenemos

&=y + Dh(y)y

. (3.3.7)
= (I + Dh,(y))3,
pero I + Dh,.(y) tenemos que || Dh,.(y) ||< 1, entonces es una matriz invertible, tal que
(I + Dhy(y))™ = I — Dhy(y) + (Dho()* + -+ (33.8)
luego, de (3.3.7) se sigue que
j= (I + Dh.(y))~"d
§= (1 + Dhu(y) 550

= (I —dh(y) + (Dh,(y))* + ) (Jz + Fp(z) + Frpa(z) + - -).
Pero F,.(y + h,(y)) = F.(y) + DE.(y)h.(y) + - - - , luego entonces

iy = (I —Dh(y)+ (Dh(y))* +---) (J(y + b () + E-(y) + Ol y ™))
= Jy+ (F.(y) + Jhe(y) — Dh,(y)Jy) + O(| y ["*)) (3.3.10)
= Jy+FE.@y)+ 0y "),

donde F.(y) = F.(y) — (Dhy(y)Jy — Jh:(y))-

Observacién Observe que si el campo vectorial f(x) posee términos no lineales a partir de
orden r, entonces el cambio de coordenadas z = y + h,.(y) produce un nuevo campo vectorial
también con términos no lineales a partir de orden r. section
Veamos bajo que condiciones es posible asegurar la existencia de h, tal que F, = 0. Considere
el espacio vectorial H" de los campos vectorial cuyas componentes son polinomios homogéneos
de grado r, y sea Ly : H" — H" el operador lineal dado por

L;(h(y)) = Dhe(y)Jy — Jh.(y). (3.3.11)

Tal operacién se conoce como el paréntesis de Lie (o corchete de Lie) de los campos vectoriales
J, v he(y). Basta probar que L; es invertible, ya que F, = 0 < h,(y) = L7 (F.(y)).
Estudiando las formas normales de puntos de equilibrio no hiperbdlicas en el plano para el
sistema & = f(x) de dimensién dos. Con un cambio de variable desplazamos el punto fijo
al origen, y el sistema se escribe § = ¢(y). La existencia de puntos no hiperbélicos impone
restricciones a los valores propios de Dg(0). Son los siguientes casos:
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a) Dg(0) tiene dos valores propios reales . Uno de ellos son cero, A\ # 0,\ = 0, es decir,
detDg(0) = 0 y la trazaDg(0) # 0. La forma normal es

A O i k ary1y§‘1 .
(0 0) (yz) + Zrzz ( bryh +O(ly "), con a,,b. €R.

b) Dg(0) tiene dos valores propios conjugados imaginarios, Ay » = iw. Es decir, detDg(0) >
0y trazaDg(0) = 0. La forma normal es

Ao —w) (1 =D oo h —Y2 k+1
(o ) () + T ot bita () +or () 0 B, 0t e

c) Dg(0) # 0y tiene dos valores propios nulos \; = A = 0, donde 0 es la matriz nula, es
decir, detDg(0) = trazaDg(0) = 0. La forma normal es:

0 ]_ yl k a”l‘y{ -
(0 O> (yZ) * ZT:2 (bry£> + O<| Y | )7 arybr € R
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Capitulo 4

Bifurcaciones, formas normales
topoloégicas y algo mas

Para definir bifurcacién en una ecuacién diferencial, primero se introducirdn algunos unos
ejemplos para saber como es el comportamiento cualitativo de una EDO cuando ésta tiene un
parametro el cual va variando sus valores.

4.1. Ejemplos

Ejemplo 4.1.1 Insensible.

Considere la ecuacion diferencial
t=c—x=F(cux), (4.1.1)

donde ¢ es un pardmetro real.

Para ¢ = 0, se tiene que F'(0,z) = —z. En este caso se podria decir que de la ecuacién (4.1.1)
sufre una perturbacion en el campo vectorial £ = —z. El efecto de la introduccién del pardametro
c es que F(0,2) = —x es trasladada verticalmente una distancia c. De cualquier forma es
conveniente para nuestro proposito el dejar la linea fija y trasladar el eje x verticalmente a —c.
Al hacer esto, podemos determinar facilmente los flujos para todos los valores del parametro ¢
de la gréfica de F'(c, ). Como se muestra en la Figura 4.1 , para todos los valores del pardmetro
c existe un solo punto de equilibrio hiperbélico el cual es asintoticamente estable.

33
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F(0, x)=-x

Figura 4.1: Diagrama de bifurcacién de (4.1.1).

Ejemplo 4.1.2 Bifurcacion silla-nodo.

Consideremos la ecuacion escalar

i =p— a2’ (4.1.2)

Para p > 0 hay dos puntos equilibrio en x = =+, /j; g—£ = —2x, el punto equilibrio x = /i es

estable y x = —,/p es inestable. Para ;1 = 0 hay solo un punto de equilibrio x = 0, este es un

d0f(0,0)
0

punto de equilibrio no hiperbdlico ya que = (. Para < 0 no hay puntos de equilibrio.

—_— —_———— ) ——— e X
u<O0 u=0 pu>0

Figura 4.2: Retrato fase de (4.1.2).

Para el caso de 1 > 0 se obtiene que la variedad estable e inestable son W* (/1) = (—+/t, 00)
y W¥(—y/i) = (=00, /). Y para p = 0 la variedad central es W*¢(0) = (—o00, 00).
El diagrama de bifurcacién se observa en la Figura 4.3 y la curva que determina p — 22 = 0
determina la posicién de los puntos de equilibrio.
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a Estable

\ ¢ Inestable
N

~
\..\

Figura 4.3: Diagrama de bifurcacion de la bifurcacion silla-nodo.

El estudio de los cambios en la estructura cualitativa del flujo de una ecuacion cuando los
parametros son variados son llamados teoria de bifurcacion .
Para un valor dado del parametro, decimos que una ecuacién diferencial es estructuralmente
estable si la estructura cualitativa del flujo no cambia para pequenas variaciones del parametro.
Un valor del pardametro para el cual el flujo no es estructuralmente estable es llamado valor de
bifurcacion, y decimos que la ecuacién tiene un punto de bifurcacion. La ecuacién (4.1.1) tiene
una estructura de 6rbita estable para todos sus valores de ¢ y la ecuacién (4.1.2) tiene todas
las orbitas estable para ¢ # 0, pero tiene un punto de bifurcaciéon en ¢ = 0.
Se requiere de un método que consiste en bosquejar las curvas en el plano (¢, z), donde las
curvas representan los puntos de equilibrio para cada valor del parametro. En particular, un
punto (co, ) permanece en una de estas curvas, si y sélo si, F'(co, z9) = 0. El bosquejo que se
obtiene es llamado diagrama de bifurcacion.

Ejemplo 4.1.3 Bifurcacion Transcritica

Considerando la ecuacion diferencial
&= pr — z°. (4.1.3)
Los puntos de equilibrio son # = 0 y * = u. Para p > 0 el origen es inestable y existe otro
punto de equilibrio x. = p el cual es estable. Para ¢ = 0 hay un sélo punto de equilibrio no

hiperbdlico, ya que i 0. Sucede que el campo vectorial f(x) = —x? es estructuralmente
x

inestable entonces ;1 = 0 es una valor de bifurcacion. Para p < 0 el origen es estable y . = p
es inestable. Se observa el retrato fase de la ecuacién (4.1.3) en la Figura 4.4 y el diagrama de
bifurcacién en la Figura 4.5.

- o —t— X - X - X
p<0 u=0 >0

Figura 4.4: Retrato fase de la ecuacién (4.1.3).

Para 1 = 0 tenemos W¢(0) = (—o0, 00); el diagrama de bifurcacién se ve en la Figura 4.1.



36 CAPITULO 4. BIFURCACIONES, FORMAS NORMALES TOPOLOGICAS Y ALGO MAS

Estable

/ <= Inestable

Figura 4.5: Diagrama de bifurcacion de la bifurcacion transcritica.

Ejemplo 4.1.4 Histéresis

Considerando la ecuacion diferencial ciubica que contiene un pardametro real c:
t=c+x—2° (4.1.4)

La variacién de ¢ determina un cambio vertical del eje = de la grafica de F(c,z) = ¢ + x — 2°

en la Figura 4.6 se observa el flujo de la ecuacién (4.1.4).

F(8,x)=x-Y

Figura 4.6: Retrato fase de 4.1.4

Para ¢ = 0, es una estructura de drbita estable. El flujo continua teniendo estructura

2
——, ya que
3\/§yq

F(0,7) = —2® + . Derivo F'(0,2) = —32® + 1 = 0 para encontrar el punto de equilibrio y el

estable para pequenos valores de el parametro, esto es, —c; < ¢ < ¢; donde ¢; =
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cual es z = ﬂ:\lf Evaluando F < , f) es el valor maximo local y es el minimo local

2
3V3
de F(0,z).

Para ¢ = —c; 0 ¢ = ¢4, la ecuacion tiene un punto de bifurcacién. Para los valores del parametro
c < —c1 y c > cy, la ecuacion tiene estructura estable. En la Figura 4.7 vemos el diagrama de
bifurcacién de la ecuacién (4.1.4).

Figura 4.7: Diagrama de bifurcacion de histéresis.

Ejemplo 4.1.5 Bifurcaciéon Tenedor

Considerando

i = pr — 2°. (4.1.5)

Para p > 0 hay tres puntos equilibrios en z = 0 y z = 4,/u. Para u < 0 se tiene el punto

af(0,0
equilibrio x = 0. Para p = 0 hay un punto equilibrio no hiperbdlico en x = 0, ya que fé ) =
x
0; el campo vectorial f(zr) = —z% es estructuralmente inestable; y y = 0 es un valor de

bifurcacién. Observamos en la Figura 4.8 y el diagrama ce bifurcaciéon en la Figura 4.9.

- X ———— = )
u<0 u>0

Figura 4.8: Retrato fase (4.1.5)

Para p < 0 se tiene como variedad estable W#(0) = (—o00,00);sin embargo, para p = 0
tenemos W*(0) = ¢ y W¢(0) = (—o0, 00).
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X

¢ Estable

Inestable

Figura 4.9: Diagrama de bifurcacién de la bifurcacién de el tenedor

Ejemplo 4.1.6 Chspide

Consideramos
& =c+dr—2*=F(cd ) (4.1.6)

que depende de los parametros ¢ y d. El campo vectorial (4.1.6) es la perturbacién més general
de la funcién —a® con términos de orden menor, porque cualquier término que involucre a 2
puede ser eliminado mediante un —z2 + ex? + dr + ¢, se usa el cambio de variable x +— /3 +x
y se determinan los nuevos coeficientes ¢ y d en términos de e, ¢ y d. Ahora en este problema
debemos obtener los puntos de bifurcacién. Las condiciones para que una ecuacion diferencial
tenga un punto de equilibrio no hiperbdlico es la siguiente:

F(e,d,z) =0y %F(g d,z) = 0. (4.1.7)

Para este ejemplo, se sustituyen las ecuaciones (4.1.7):
c+dr—2*=0y —32*+d=0.

Debemos determinar todos los valores de ¢ y d que satisfagan ambas ecuaciones. Por lo tanto,
podemos considerar estas ecuaciones definiendo ¢ y d paramétricamente en términos de =x.
Resolviendo la segunda ecuaciéon para d y sustituyendo el resultado en la primera ecuacién
tenemos:

d=232" y c = —223

Si ahora eliminamos a x de estas dos ecuaciones, obtenemos las siguiente ecuaciéon para una
cuspide:
4d* = 272 (4.1.8)

En la Figura 4.10 hemos dibujado la grafica de la Ecuacién (4.1.8) en el plano (¢, d); ésta grafica
es una cuspide. Esta gréafica es dividida en regiones en donde aparecen distintos retrato fase,
en los cuales se analiza diferentes comportamientos. En cada uno de estos bosquejos indicamos
el flujo, y lo determinamos a partir de la ecuacién (4.1.6).
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En la Figura 4.10 incluye la dindmica de la ecuacién (4.1.4) y (4.1.5), al extraer la dindmica
(4.1.4) se fija a d en un valor positivo, decimos d = 1, y entonces obtenemos el diagrama de
bifurcacién de histéresis. Al extraer la dindmica de la ecuacién (4.1.5), se fija ¢ = 0 y se obtiene
el diagrama de bifurcacion tenedor.

Aunque con algunas dificultades para dibujarlo el diagrama de bifurcacién completo de la
ecuacion (4.1.6) en el espacio tridimensional (¢, d, x) puede ser construido a partir de la ecuacién
c+dr — 23 = 0.

A A
A

ad® =27¢c?

Figura 4.10: Diagrama de bifurcacién Cuspide

4.2. Bifurcacion

A continuacion daremos una definicién formal para el concepto de bifurcacion, consideremos
un sistema dinamico que depende de parametros. En el caso tiempo-continuo se escribird como

T = f(z, ), (4.2.1)

donde x € R" y a € R™ representan las variables fase y parametros respectivamente. Como los
parametros varian, el retrato fase también varfa. Existen dos posibilidades: el sistema permanece
topoldgicamente equivalente al original o su topologia cambia.

Definicién 4.2.1 La presencia de una topologia no equivalente al esquema fase bajo la varia-
cion de pardametros serd una bifurcacion.

Entonces una bifurcacién es un cambio del tipo topoldgico del sistema cuando sus parame-
tros pasan a través de un valor de bifurcacién (critico). Las bifurcaciones de ciclos limites que
corresponden a bifurcaciones locales de mapeos de Poincare asociados, son llamadas bifurca-
ciones locales de ciclos. También existen bifurcaciones que pueden ser detectadas buscando
en vecindades pequenas de puntos de equilibrio o ciclos, esta bifurcacién son llamada globales.

Definicién 4.2.2 Un diagrama de bifurcacion del sistema dindmico es una estratificacion
de su espacio paramétrico inducido por la equivalencia topoldgica, junto con su esquema fase
representativo para cada estado.
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La bifurcaciéon de Hopf de un punto de equilibrio es caracterizada por la presencia de un par
de valores propios imaginarios puros de la matriz Jacobiana evaluada en su equilibrio.

R6)\172 = 0.

Definicién 4.2.3 La codimension de una bifurcacion en el sistema (4.2.1) es la diferencia
entre la dimension del espacio paramétrico y la dimension de la correspondiente frontera de
bifurcacion.

Nos referimos a este concepto de codimensién de una bifurcacién como el nimero minimo de
parametros en una familia de sistemas necesarios para reproducir la bifurcacion.

4.3. Forma Normal topoldgica para bifurcaciones

Afortunadamente, los diagramas de bifurcacién no son enteramente cadticos. Consideremos
dos sistemas dindmicos.
T = f(z,a), z€R", acR", (4.3.1)

y=9y.0), yeR", BeR", (4.3.2)

con f y g suaves con el mismo nimero de variables y pardmetros. La siguiente definicién
es parecida a la definicién (1.11), sélo que esta tiene modificaciones necesarias debido a la
dependencia de parametros.

Definicién 4.3.1 El sistema dindmico (4.3.1) es topolégicamente equivalente a (4.3.2) si

a) Eziste un homeomorfismo del espacio paramétrico P : R™ — R™ 5 = p(«);

b) Existe un homeomorfismo paramétrico dependiente del espacio fase h, : R" — R™ y =
ho(z), mapeando drbitas del primer sistema con valores paramétricos a dentro de drbitas
del sequndo sistema con valores paramétricos 5 = p(«a) preservando la direccion en el
tiempo.

Hay otra definicién que surge en relacién a (4.2.1) para comportamientos locales del sistema.

Definicién 4.3.2 Dos sistemas (4.3.1) y (4.3.2) son llamados localmente topolégicamente
equivalentes cerca del origen si existe un mapeo (z,a) — (ha(x),p(a)) definido en una
vecindad pequena de (xz,a) = (0,0) en el producto directo R™ x R™ y tal que

a) p:R™ — R™ es un homeomorfismo definido en una vecindad pequena de o = 0, p(0) = 0.

b) he : R" — R™ es un homeomorfismo pardmetro dependiente definido en una vecindad
pequena U, de x = 0, ho(0) = 0 y mapeando orbitas de (4.5.1) en U, dentro de drbitas de
(4.3.2) en ho(Uy),preservando la direccion del tiempo.

Sea el sistema

£=g(¢B,0), E€R", BeRF, oceR, (4.3.3)

el cual tiene en 8 = 0 un equilibrio ¢ = 0 satisfaciendo k condiciones de bifurcacién determinan-
do una codim k de bifurcacién de este punto de equilibrio. Aqui ¢ es un vector de coeficientes
oiyi =1,2,--- 1 del polinomio involucrado en (4.3.3). En todos los casos consideramos que hay
un numero infinito de regiones en el espacio de coeficientes correspondiente a los diagramas de
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bifurcacién topolégicamente no equivalentes de (4.3.3). En la situacién més simple, los coefi-
cientes 0; = 1 excepto un simple ;0 = £1. En situaciones més complejas, algunas componentes
de o pueden tomar valores reales (modulados). Junto con el sistema (4.3.3), consideremos un
sistema

&= f(r,a), r€R" acR" (4.3.4)

teniendo en o = 0 un equilibrio z = 0.

Definicién 4.3.3 Forma normal topoldgica.

El sistema (4.3.4) es llamado una forma normal topoldgica para la bifurcacion, si cualquier
sistema genérico (4.3.3) con el punto de equilibrio x = 0 satisfaciendo las mismas condiciones
de bifurcacion en o = 0, es localmente topoldgicamente equivalente cerca del origen de (4.5.4)
para algun valor del coeficiente o;.

Naturalmente, tenemos que explicar que significa un sistema genérico. En todos los casos consi-
deramos, genérico aquel sistema que satisface un nimero finito de condiciones genéricas. Estas
condiciones tendran la forma de no igualdad:

N;[f] #0, i=1,2,...,s,

donde cada N; es alguna funcion(algebraica) de ciertas derivadas parciales de f(z,a) con res-
pecto a z 'y a evaluada en (z, ) = (0,0). Asi, un sistema tipico pardmetro-dependiente satisface
estas condiciones. Actualmente, el valor de o esta determinando por valores de N;,i =1,...,s.
Esto es ttil para distinguir estas condiciones genéricas, las cuales son determinadas por el
sistema en el valor de parametro critico a = 0. Estas condiciones pueden ser expresadas en
términos de derivadas parciales de f(x,0) con respecto a z evaluado en x = 0, y son llamadas
condiciones no degenerativas. Todas las otras condiciones, en la cual las derivadas de f(z,a)
con respecto al parametro a estan involucradas, son llamadas condiciones de transversalidad.
El papel de estos dos tipos de condiciones es diferente. Las condiciones no degenerativas ga-
rantizan que los equilibrios (singularidades) no son también degenerativas, mientras que las
condiciones de transversalidad aseguran que los parametros desarrollan estas singularidades en
una forma genérica.

Definicién 4.3.4 Sistema inducido. El sistema

y=9(y,B), yeR", BeR™, (4.3.5)

se dice ser inducido por el sistema
= f(z,a), r€R", aeR™, (4.3.6)
si g(y,B) = f(y,p(B)), donde p : R™ — R™ es un mapeo continuo.

Note que el mapeo p no es necesariamente un homeomorfismo, entonces este puede no ser
invertible.

Definicién 4.3.5 Deformacion Versal. La familia de campos vectoriales suaves (4.5.1) y
(4.3.2)es llamada una deformacion versal de

i = f(z, \o) (4.3.7)

en el punto x = xg, si cada familia m-paramétrica suave que se reduce (4.3.7) para una eleccion
particular de los pardmetros es equivalente a una familia de campos vectoriales inducida por

(4.3.1) y (4.3.2).
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4.4. Teorema de Sotomayor

A continuacién se enunciard el teorema de Sotomayor, el cual nos permite analizar un
sistema dinamico para saber que tipos de bifurcaciones hay en el, las cuales podrian ser silla-
nodo, tenedor o transcritica.

Teorema 4.4.1 Sea el sistema
&= f(x,p), pekR. (4.4.1)

Supongamos que f(xo, o) = 0 y que la matriz A = Df(xo, po) de tamano n X n tiene un
valor propio simple A = 0 con su respectivo vector propio v y que AT tiene un vector propio
w correspondiente al valor propio X = 0. Ademds, supongamos que A tiene k valores propios
con parte real negativa y (n — k — 1) wvalores propios con parte real positiva y que las siguientes
condiciones se satisfacen

w” f,(zo, o) # 0, w [D?f (o, po)(v,v)] # 0. (4.4.2)

Entonces hay una curva suave de puntos de equilibrio de (4.4.1) en R™ X R que pasa por (zo, o)
y tangente al hiperplano R™ x {u}. Dependiendo del signo de la expresion (4.4.2), no hay pun-
tos de equilibrios de (4.4.1) cerca xo cuando p < po (0 cuando p > py ) y hay dos puntos de
equilibrios de (4.4.1) cerca de xo cuando p > g (o cuando p < ).

El sistema(4.4.1) experimenta una bifurcacion silla-nodo en el punto de equilibrio xy cuan-
do el parametro p pasa a través de el valor de bifurcacion pu = pyg.

La siguiente condicion es la que satisface el comportamiento de una bifurcacién transcritica:
w! fu(wo, o) = 0,w" [D fu (o, p1o)v] # 0 (4.4.3)
w' [D? f (w0, o) (v, v)] # 0

Por 1ltimo, la siguiente condicion es para el comportamiento de la bifurcacién del tenedor:
w? fu(wo, o) = 0,w" [D fu (0, o)) # 0 (4.4.4)

wT[D2f(w07M0)(U>v)] =0y wT[D3f<x0’ ”0)(U7U>U)] 7£ 0.

Ejemplo 4.4.1 Consideremos el sistema plano

&=p—a?

. (4.4.5)
y=-y.

El sistema (4.4.5) tiene como punto de equilibrio (0,0) con el valor del pardmetro p = 0 con
sus respectivos valores propios A\ =0y Ay = —1 y como linealizacién

A=DFf0,0) = (8 _01)  £,(0,0) = ((1)) | (4.4.6)

El vector propio v = w = (1,0)7 corresponde al valor propio A\; = 0. Este sistema satisface
la condicién (4.4.2), ya que w” £,(0,0) = 1 y w'[D?f(0,0)(v,v)] = w? v" D?f(0,0)v] = -2,
entonces hay una bifurcacién silla-nodo.Para ¢ < 0 no hay puntos de equilibrios.
Para ;1 > 0 hay dos puntos de equilibrios en (4,/1,0), (y/f,0) es un nodo estable y (—,/i,0)
es una silla. Observacion: en el eje x la direccién del vector propio v y que este es una variedad
central analitica de el punto de equilibrio no hiperbdlico en el origen para p = 0.
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W
e

(a) 1 <0 (B) =0 (c) p>0

Figura 4.11: Retrato fase

Ejemplo 4.4.2 Consideremos el siguiente sistema en el plano

i = px — z*

. (4.4.7)
y=-y

Sea pg = 0 el valor de bifurcacién y (0,0) el punto critico no hiperbdlico. Se tiene como vector

propio v = w! = (1,0)7
A= 05,0.0= (5 ) 50.0 = ().

Obtenemos que w” f,(0,0) = 0,w”[Df,(0,0)v] = 1y wl[D?f(0,0)(v,v)] = w' [v" D?f(0,0)v] =
—2. Por lo que satisface las condiciones (4.4.3), por tanto es una bifurcacién transcritica. A
continuacién se muestra el retrato fase del sistema (4.4.7):

Ni== \ =

(a) p<0 (b) p=0 (c) p>0

Figura 4.12: Retrato fase

Ejemplo 4.4.3 El sistema es:

i = pr — a°

. (4.4.8)

Yy=-v
Se tiene como punto critico xy = (0,0) con el valor de bifurcacién g = 0. Sea su vector propio de
A=0,v=w=(1,0)". Se satisface la condicién (4.4.4), ya que se cumple que w’ f, (o, o) =
0, w'[Df,(zo, po)v] = 1, wl'[D*f(zo, po)(v,v)] = 0y w'[D3f(xo, po)(v,v,v)] = —6. Por lo
tanto el sistema tiene un comportamiento de bifurcacion de tenedor. Para 1 < 0 el tnico punto
critico es el origen y para p > 0 hay puntos criticos los cuales son el origen y (&/1, 0). Ademas
para u = 0 , el punto critico no hiperbdlico en el origen es un nodo. El retrato fase se observa
a continuacion:
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5.

(a) p<0 (b) p>0

Figura 4.13: Retrato fase del sistema (4.4.8)

4.5. Bifurcacion de Hopf

Este sistema tiene como caracteristica que tiene un punto de equilibrio no hiperbdlico con
dos valores propios imaginarios puros. Por el teorema de la variedad central el campo vectorial
tiene la forma

(i) = (f,;i% _ég?g;)) (Z) + (ggz%)  (rou,p) ERXR xR, (4.5.1)

donde f; y f3 son no lineales en ' y y, y A(u), A(i) son los valores propios de el campo vectorial
linealizado sobre el punto de equilibrio en el origen.
Es de la forma

Ap) = alp) + iw(p),

con la suposicién
a(0) = 0,w(0) # 0.

La forma normal que tiene el sistema (4.5.1)

& = a(p)e —w(py + (a(w)z = b(p)y)(@® +y*) + O], [yl*)

. (4.5.2)
y=w(pr +alpy + (0(p)r + a(wy)(@® +y*) + 0|z, [y°)
Se realiza el cambio a coordenadas polares
S 3 0 5
’ a(p)r + a(u);‘ + (Z ) (45.3)
= w(p) +b(u)r” + O(r7)
De (4.5.3) se omiten los términos de orden superior
r = dur + ar®
o ) (4.5.4)
0=w+cp+br
donde se define
4(0) =d, a(0) =a, w(0) =w, w(0)=1¢b(0)=0. (4.5.5)

Observaciones para precisar los valores de r > 0y p para el cual 7 = 0, pero 7 # 0, corresponde
a Orbitas periddicas de (4.5.4).

d
Lema 4.5.1 Para —oo < He < 0 y p suficientemente pequena
a

(r(0),00) = () 2%, [+ (e = e+ 6o) (4.56)

es una orbita periddica para (4.5.4).
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Demostracién en [Wiggins,2003].
Lema 4.5.2 La orbita periodica es

i) asintdticamente estable para a < 0;

it) inestable para a > 0.

Donde a es el primer coeficiente de Liapunov. Notemos que debemos tener r > 0, (4.5.6) es una
sola érbita periddica posible para (4.5.4). Por tanto, para pu # 0, (4.5.4) posee una unica érbita
periddica teniendo amplitud O(,/p).

Observacion: para el caso de que a < 0 es posible que la érbita periddica exista ya sea para
i > 0o p < 0; sin embargo, para cada caso la érbita periddica es asintoticamente estable.
Similarmente, para a > 0 es posible que la érbita periddica exista ya sea para u > 0 o u < 0;
sin embargo, en cada caso la érbita periddica es inestable. El caso a < 0 se refiere cuando la
bifurcacién es supercritica, y el otro caso a > 0 se refiere cuando la bifurcacién es subcritica.
Sia # 0y d+# 0 estas soluciones se encuentran a lo largo de la parabola y = %Tz. Esto implica
que la superficie de las 6rbitas periddicas tiene una tangencia cuadréatica con su plano tangente
1 = 0 en R? x R. El contenido del teorema de la bifurcacién de Hopf es que las propiedades
cualitativas de (4.5.3) cerca de el origen permanece inalterable si los términos de orden superior
son agregados al sistema:

Teorema 4.5.1 Supongase que el sistema
= f(z,n), xeR" pek (4.5.7)
tiene un equilibrio (o, o) que las siguientes propiedades se satisfacen:

df (xo, pho)
Ox
Entonces H1) implica que hay una curva suave de equilibrio (x(w), i) con x () = x¢. Los valo-

Of (x(w), o)
deT

H1) tiene un sitmple par de valores propios imaginarios puros.

res propios A(p), A(p) los cuales son imaginarias en | = o varia suavemente

con (. Si, por otra parte
H2)

d

@j&ﬂWDkuzudzd#O, (4.5.8)
entonces hay una unica variedad central de dimension tres pasa a través (xq, o) en R™ X
R y un sistema suave de coordenadas para el cual la expansion de Taylor de grado 3 en la
variedad central es obtenida por (4.5.3). Si a # 0, hay una superficie de soluciones periddicas

en la variedad en la cual tiene una tangencia cuadrdtica con el espacio propio de A(po), A(jo)
aceptando segundo orden con el paraboloide pn = —(%)(z* + y?).

Los célculos explicitos puede ser encontrados en [Hassard,Kazarinoff y Wan], [Marsden y Mc-
Cracken| y [Guckenheimer,1993]; ahi justifica este resultado. Se tiene la siguiente forma normal

del sistema .
()= )6+ (Gl 159

con f1(0) = f2(0) =0y Dfi(0) = Df2(0) = 0y el el primer coeficiente de Lyapunov a(0) = a
es obtenido por

1 1
a = E [fl;m:m +f1xyy +f2:m:y +f2yyy] + ]_6_(,0 [fl:cy(flac;t +f1yy) - f2$y(f2xm +f2yy) - fla:mf?xz +f1yyf2yy]
(4.5.10)
en donde las derivadas parciales son evaluadas en el punto de bifurcacién.
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4.6. Teoria de Melnikov

La teoria de Melnikov nos permite establecer la existencia de puntos transversales homoclini-
cos del mapeo de Poincaré para una orbita periddica de un sistema dinamico perturbado de la
forma

i = f(x) +eg(x,t), z€R)® teRT, (4.6.1)
donde:

i) f es un campo vectorial Hamiltoniano de clase C",r > 2.

ii) eg(z,t) es la e—perturbacién con € > 0 y g es una aplicacién periédica de periodo T > 0
de clase C" con r > 2.

Los campos vectoriales f y ¢ son acotados en conjuntos acotados.

Definicién 4.6.1 Sea py un punto de equilibrio hiperbdlico tipo silla para el sistema (4.6.1)
cuando € = 0. Un punto p € R?, tal que p € W,(po) NW*(po) es llamado punto homoclinico.

Si W*(po)NW*(py) tiene interseccion transversal, entonces el punto es llamado punto homoclini-
co transversal.

Definicién 4.6.2 Sea p € W"(py) N W*(pg) con p # po, entonces la drbita de p, en el sistema
(4.6.1) para e =0, que se aprorima a py, cuando t — +00, es llamada érbita homoclinica.

Se desarrollara un método que permita probar la existencia o no existencia de puntos homoclini-
cos transverdales de la aplicacion de primer mapeo de Poincare para una érbita periddica. Para
realizar el estudio, vamos a suponer lo siguiente:

Al) Para € = 0, la ecuacién (4.6.1) posee una 6rbita homoclinica gy(t) para el punto de
equilibrio hiperbdlico de tipo silla py.

A2) TY = {qo(t)|t € RU{po} es tal que el int(I'°) estd llena de una familia continua {g }ae(—1,0)
de drbitas periddicas. Siendo d(z,I'%) = inf,erolz — ¢, entonces se tiene que lim, —
0, d(q*(t),I'%) = 0.

A3) h, = H(q“(t)) es constante para todo t y ¢*(t +T,,) = ¢*(t). Entonces T}, es una funcién

67

diferenciable de h, y o 0 en el int(T'°), donde H es la funcién Hamiltoniana del

campo vectorial f. Se observa la siguiente Figura 4.14

a )
I'=q"U{po}

Figura 4.14: El diagrama de fase para el sistema (4.6.1) asociado a las hipétesis Al), A2) y
A3).
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Definicién 4.6.3 Considere la seccién transversal X y el punto ¢°(0) € Y. Se sabe que
f(q°(0)) es un vector tangente a la érbita homoclinica en P° en ¢°(0). Se considera la recta L,
recta normal a f(q°(0)) en ¢°(0) y cuya direccion es dada por:

FH(@°(0) = (= £2(4°(0)), f1(a°(0)))". (4.6.2)

Como las variedades invariantes W*(p') y W*(pl®) estdn C"- préximos de T, estds variedades
cruzan la recta L. Sean q"(to) = ¢“(to,to) v ¢ (to) = ¢ (to,to) los tinicos puntos en W*(pt2) N L
y W5(p*) N L de manera que la distancia a pl® sea minima. Se define la separacidn de las
variedades W*(p) y W*(p) en la seccion X% en ¢°(0) por la siguiente igualdad

D(to) = q¢(to) — ¢:(to)- (4.6.3)

Zln

(0 + g (o)
gr (tn) L

CHO)]

Figura 4.15: La separacién de las variedades W¥(p') y W#(pfo)

Sea la funcién de Melnikov:
M) = [ 1@ — 1) Aol ~ o). 0) (1.6

aqui, ¢°(t) es la érbita homoclinica del sistema no perturbado y cuya integral converge absolu-
tamente; es decir,
oo
| @ - ) ngla’te ~ t0). vl (465
—0o
es convergente y f A g = figs — fog1. A continuacion se presenta un resultado que relaciona la
distancia d con la funcién de Melnikov, el cual permite medir la distancia entre las variedades
estable e inestable del sistema perturbado. De esta manera, cuando la funciéon de Melnikov se
anula, se tiene la interseccion de las variedades estable e inestable.

Teorema 4.6.1 Si la funcion de Melnikov tiene un cero simple en to, es decir, M(ty) =0 y

oM
E(to) # 0 y no depende de €, entonces para todo € > 0 suficientemente pequeno, W*(p.) y

W*(pe) se intersectan transversalmente. Y si la funcion de Melnikov no posee ceros, entonces

Wu(pE) N Ws(pe) =0

La demostracién se ve en [Guckenheimer,1993].
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4.7. Bifurcaciéon homoclinica

Supongamos el campo vectorial (4.6.1) (donde el sistema no perturbado es un sistema
Hamiltoniano), en este caso la funcién de Melnikov depende del pardmetro p, es decir, se
denota M (to, 1) y tenemos el siguiente teorema de bifurcacién para la funcién de Melnikov.

oM 0?M

Teorema 4.7.1 Sipara (4.6.4), se satisface que M (g, o) = 0, W(to,uo) =0, W(to’ o) #
0 0
oM

0y a—(to,uo) # 0, entonces para € # 0 suficientemente pequenio, el sistema (4.6.4) experi-
u

menta una bifurcacion homoclinica a partir del valor de bifurcacion p = py + O(€).



Capitulo 5

Bifurcacion Takens- Bogdanov

Supongamos que tenemos un campo vectorial en R™ con un punto de equilibrio en el cual la
matriz asociada con la linealizacion del campo vectorial evaluada en el, tiene una valor propio
cero de multiplicidad dos. En este caso sabemos que el estudio de la dinamica cerca de este
punto de equilibrio no hiperbdlico puede ser reducido al estudio de la dinamica del campo
vectorial restringido a la variedad central asociada de dimensién dos.

Supongamos que la reduccién de la variedad central de dimension dos que se ha hecho, y la
forma canonica de Jordan de la parte lineal del campo vectorial esta dada por:

( - ) . (5.0.1)

Desarrollamos en este capitulo los dos diferentes casos de la bifurcacién Takens-Bogdanov el
primer caso es el genérico o no degenerado, que tiene la siguiente forma normal con términos
de segundo grado:

T =1y
5.0.2
y = ax’® + bxy. ( )
Para su estudio se agrega una deformacion versal
T =y,
Y (5.0.3)

= mx + poy + ax® + bry,

donde p1 y o son los pardametros. Que al variar estos pardametros apareceran distintas dindmi-
cas.

Por otra parte, el segundo caso es el no genérico o degenerado, su forma normal tiene términos
de tercer grado y esta dada por:

T =1y
5.0.4
y = ax® + ba’y. ( )
De igual manera, se agrega una deformacién versal:
=
Y (5.0.5)

Y= T+ foy + ax’® + b:z:Qy,

donde p1 v pe son parametros, y también al variar estos pardmetros se encontraran distintas
dindmicas.

5.1. Caso genérico

Iniciaremos con el desarrollo de la forma normal del caso genérico, que se habia comentado
anteriormente en el sistema (5.0.2), empezamos con los términos de segundo orden.

49
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(0 ) (0)(0) (o) Lo ) () o

Donde Hj es el conjunto de vectores del monomio de grado 2, los cuales forman una coleccién
de vectores linealmente independientes. Por otra parte, por medio de la teoria de Lie, se define
un mapeo denotado por L ;(Hs) como:

Tenemos

L;(Hz) = —(DHas(y)J, — JHa(y)). (5.1.2)

Asi que calculamos L ;(H;), en donde se realiza la accién de cada uno de los elementos de la

base de H,.
_ Yy
(),

s(5)= (o) (0)-(5 ) ()=
s ()= 0) (7))

Para (5.1.3) tenemos

w57 )-(0)-( £

Para este conjunto, los vectores

()07 (o)) 51

son linealmente independientes y por tanto, los términos de segundo orden que son combi-
naciones lineales de estos 4 vectores pueden ser eliminados. Ahora bien, se calcula el espacio
complementario de Lj(H,). Este espacio, se denota como Gs, serd de dimension dos.

Para calcular G4 serd til primero obtener una representacién matricial para el operador lineal
Ly(-). Esto se hard con respecto a la base dada en (5.1.1), se construyen las columnas de la
matriz de los coeficientes que multiplican cada elemento de la base que son obtenidos cuando
L;(-) actia individualmente en cada elemento de la base de Hy dada en (5.1.1). Usando (5.1.3),
la representacién de la matriz de L;(-) es dada por

0O 0 0 1 0 0
-2 0 0 0 1 0
0 -1 0 0 0 1
0O 0 0 0 0 0 (5.1.6)
0O 0 0 -2 0 0
0O 0 0 0 —-10
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Una forma de encontrar el espacio complementario GGy podria ser que de 6 vectores selecciona-
mos 2 que son linealmente independientes y ortogonales (usando el producto punto en RY) de
cada columna de la matriz (5.1.6), o en otras palabras 2 vectores propios izquierdo linealmente
independientes de el valor propio cero. Los cuales son:

(5.1.7)

SO = O OO

O = O O =

Por tanto, los vectores son de la forma

cg:{<£;),(;>}. (5.1.8)

es un subespacio de dimensién dos de la base de Hy que es el complementario de L;(H,). Esto
implica que la forma normal a través de los términos de segundo orden es obtenido por

&=y +az’ + 0(3),

5.1.9
J = aswy + azx® + O(3), ( )

donde aq, as, az son constantes.
La eleccién el espacio complementario no es unica, es decir, se puede escoger de otra forma.

Ahora seleccionamos )
ngSpan{(% >’(a?2 )} (5.1.10)

Este espacio complementario puede ser obtenido por tomar el vector

x2

1 d.11

Ly ) (5.1.11)
()

contenido en L;(H;). Tenemos como resultado al vector

()

(y la constante % es irrelevante). Para el otro elemento de la base del espacio complementario,
simplemente retenemos el vector
()
72

dado en (5.1.8). Entonces el espacio complementario tiene como elementos:

o {() (1)}

dado por(5.1.8) y anadiendo el vector
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Con esta eleccién de G, tenemos

i =y+ar’+ 03),
5.1.13
| = ayr® + O(3). ( )

Esta forma normal cerca del punto de equilibrio de un campo vectorial en el plano con la parte
lineal dada por (5.0.1) fue primero estudiada por [Takens,1974].
Otra posibilidad para G4 es obtener a partir de

s (0).( 2} 5119

donde el segundo vectores es obtenido por la resta del vector

22
—2zy )’
(i)
1 )
2Ty

que esta en (5.1.8). Entonces por esta seleccién de Go, obtenemos

Tt =y+ O(3)
U= a1’ + boxy + 0O(3);

que esta contenido en (5.1.5) y el vector

(5.1.15)

esta es la forma normal para un campo vectorial en R? cerca del punto de equilibrio con la
parte lineal dada por (5.0.1) que fue primero estudiada por [Bogdanov, 1975].
Dada la forma normal de Bogdanov,

&=y + Oz, [yl*)

5.1.16
§ = a2® + by + O, |yP); (¢, y) € B? (5:1.16)

Se omitiran los términos O(3) en (5.1.16) y se analizara el resultado de la forma normal truncada

T=1y
Y = azx® + bry. (5.1.17)

Hacemos un cambio de variables para realizar el reescalamiento de las variables, que se proponen
de la siguiente manera
T — ax,

y = By,
t—yt,y>0

Este nuevo cambio se sustituye en (5.1.17) y , se convierte en

()

Y= <%062> > + (yba)zy.

Donde se selecciona «, 3 y v como coeficientes de (5.1.18) y son lo més simple posible. Lo ideal
seria que estos coeficientes fuera la unidad

(5.1.18)

= (5.1.19)



5.1. CASO GENERICO 53

Y 3
De la ecuacién (5.1.19) fijamos v. Requerimos que « y § tengan el mismo signo, ya que la
estabilidad no serfa afectada bajo el reescalamiento (dado que 7y es escala de tiempo). Por lo
tanto se requiere que

yaa?

B
Usando (5.1.19) y (5.1.20) se convierten en

=1 (5.1.20)

3 2

agiz — ao <%> —1 (5.1.21)

En la ecuacién (5.1.21) se fija §.
Finalmente requiere

vba =1 (5.1.22)
pero, usando (5.1.19) y (5.1.22) obtenemos
b 2 2
% — bg <%) = 1. (5.1.23)

Se tiene que a y b puede tener signo diferente y que o y 8 debe tener el mismo signo. Para
(5.1.21) donde a y a deben tener el mismo signo. Por consiguiente, si (5.1.23) esta se cumple,
se concluye que b y a tiene el mismo signo. Esto es demasiado restrictivo, entonces se puede
dejar de la siguiente forma:

o2
b3 <@) =41, (5.1.24)
de modo que, en el reescalamiento de las variables, la forma normal es
T=1y
5.1.25
y = x® + zy. ( )

En [Carrillo, 2014], se dio una generalizacién al teorema de la bifurcacion Takens-Bogdanov,
analizada originalmente para el plano y con dos parametros. Esta generalizacion se consiguio
para R", con m pardmetros a continuacién presentamos de manera breve dicha generalizacién.
Consideremos el sistema no lineal

T = f(x, pn), (5.1.26)

donde z € R", pw € R™" conm > 2y f € C'(R" x R™),r > 2. Supongamos que existe
(2o, o) € R™ x R™, tal que

Hl) f(xo,ﬂo) =0,y

H2) o(Df(xo,10)) = {Nj € C| \i2 =0, Re(\;) # 0, para j = 3,...,n}, considerando el caso
no semisimple.

Definamos la matriz A = D f(xq, po) € R™™. Entonces, por hipdtesis H2) se sigue que A es

. ( Jo O (01
snmlaraJ—(O Jl),dondng_<0 O)’

y Ji es una matriz no singular. Sean pi,py; € R™ vectores propios generalizados de A corres-
pondientes al valor propio A = 0 se obtiene Ap; = 0y Apy = p1. Sea P = (py, pa, By), donde
Py, € R™(=2) contiene los vectores propios(generalizados) de la matriz .J;. De la teorfa de
Jordan, J = P~'AP. Entonces,
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qi

Pl = g% |, entonces {
Qo

Esto es, g1,¢2 € R™ son los vectores propios izquierdos generalizados de A correspondientes al
valor propio A = 0.

@A=0,
G A=q}

T
U1 Ly

Definicién 5.1.1 Dado v € R",v = : y L € Rxs) [T — : donde L; €
Un Ln

R definimos el producto punto por v - LT = ZUZL;TF.
i=1

Consideremos ahora la deformacién versal de la bifurcacién Takens-Bogdanov genérica

T (5.1.27)

. 2
Zo = 1 + Poz1 + anz] + oz 29,

donde z1, 23 € Ry ajas # 0, con

1 a 2
a1 = 51 (g2 - D f (o, o) )1, (5.1.28)

ay = pi (q1 - D*f(z0, o))p1 + p1 (g2 - D* f (o, f10) ) pa-

Finalmente estableceremos el teorema que generaliza la bifurcacion Takens-Bogdanov. Para
esto definimos los siguientes m-vectores:

Sy = f,ip($0>ﬂo)QQ,
Sy = {%[plT(QI - D? f (o, f10))p2 + 3 (q2 - D* f (0, 110))p2) — pi (g2 - D* f (o, Mo))PQ} fo (0, o) g1 —
20(1

Qg <

+ 12 - (fue (o, o) — (Aofu(o, 110))" D f (20, 10))]p1

donde Ao = PQJI_IQQ.

Z {Qi[fux(l'm fo) — (Aofu(l'oa Mo))TD2f(3707 MO)]}pi

(5.1.29)

Teorema 5.1.1 Dado el sistema no lineal (5.1.26) que satisface H1) y H2) condiciones de no
hiperbolicidad, y las condiciones

H3) ajag # 0,(no degeneracidad)
Hj) Si y Sy son linealmente independientes. (transversalidad)

Entonces, la dindmica sobre la variedad central del sistema (5.1.26) en x = xo y 1 = o,
es localmente topologicamente equivalente a la deformacion versal de la bifurcacion Takens-
Bogdanov (5.1.27). Ademds, la relacién entre los pardmetros es dada por By = ST (u — o), y
By = ST (1 — po), donde Sy y Sy estan dadas por (5.1.29).

Ahora bien, comenzando el analisis de la bifurcacién se agrega la deformacion versal o
desdoblamiento universal dada por Guckenheimer al sistema de Bogdanov (5.1.17):

T=1y

5.1.30
U= pi + poy + az® + bry, b= =+1. ( )
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Estudiando la dindmica local de (5.1.30), tomando el caso de a =1y b= 1:

T =y,

a ) (5.1.31)
Y=z + poy + 7 + xy.

Primero obtenemos el punto de equilibrio de (5.1.31), los cuales son:

(2+,0) = (£v=p1,0)

para ; < 0.
Calculando la matriz Jacobiana del sistema (5.1.31) y evaluando los puntos de equilibrio:

Df(x+,0) = ( 2(1\9—_#1) M2ii/__ﬂl ) '

Analizando los casos se tiene que:

Para p; > 0 no hay puntos de equilibrio.

Para p; = ps = 0 el sistema (5.1.31) se reduce al sistema (5.1.25), el cual tiene un punto de
equilibrio no hiperbdlico en el origen, y por el teorema 3.2.3 el sistema (5.1.25) tiene el com-
portamiento como cuspide en el origen. Para el punto de equilibrio (z,,0) el comportamiento
es una silla, ya que Det(Df(z4,0)) = —2/—p; para p; < 0y para toda fs.

Mientras en (x_, 0), se tiene que Det(D f(x_,0)) = 2y/—pu1 > 0y Tr(Df(x_,0)) = po—+/—p1 se
puede tener una fuente cuando {ps > /—p1, p1 < 0} y un sumidero cuando {pe < /—p1, p1 <
0}.

Por otra parte, ocurre la bifurcaciéon de Hopf en la curva ps = /—p1, que esta se demuestra a
continuacion. Estudiando la estabilidad de esta bifurcacion, realizamos un cambio de coorde-
nadas para dejar el sistema representado el campo vectorial en la forma estandar mas la forma
no lineal y ademas que se hace la traslacién del punto critico al origen. Sea z =x —z_,y = v,

se obtiene ) |
(g):(zﬁé)(g)%@iﬁ). (5.1.32)

Entonces, usando la transformacion lineal

donde
T_ 0 1
S\ V=2z_ 0

es la matriz de la parte real e imaginaria de los vectores propios de los valores imaginarios
A = +iy/—2z_, que son obtenidos de la parte linealizada del sistema (5.1.32). Realizando los
calculos necesarios se obtiene, el siguiente sistema:

(

El sistema (5.1.33) es de la forma del sistema (4.5.9), el cual es la forma normal de la bifurcacion
de Hopf, entonces podemos calcular el primer coeficiente de Lyapunov de la manera que se
propone en (4.5.10) para determinar la estabilidad:

02

v—2z_ |- (5.1.33)
0

[S{I~]

) ) ()

1 1

o= —[0]+ ——— = :
N 16/—2x_

ve-m] REver il

L 10+
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Como a > 0 nos indica que hay una orbita periddica que es inestable, se refiere a la bifurcacién
de Hopf subcritica y ademés en (z_,0) es un foco inestable en g = —y/—p1 y (x_,0) serd foco
estable rodeado por un ciclo limite inestable para po < \/—p1.

Para p; = 0y pe # 0, el sistema tiene un punto de equilibrio no hiperbdlico en el origen,

que por medio del teorema de la variedad central , obtenemos una aproximacion de la forma
2
y = — + O(2*) cuando x — 0, es decir, © = —— + O(z%) y que este resultado es una

2 2
silla-nodo en el origen. Y por el Teorema de Sotomayor el sistema tiene un valor propio cero y
su vector propio es v = (1,0)7 y w = (u2, —1). Entonces el sistema satisface las condiciones, ya

que w” f, (w0, pro) = p2 # 0, w" [D? f (0, po) (v, v)] # —2.
Por lo tanto hay una familia de comportamiento de silla-nodo en los puntos a lo largo del eje
o en el plano u:

a) SN* = {1 =0y p >0}

b) SN™ ={m =0y p <0}

Silla- Nodo

. Hopf @FZ@(
= (@©% “ |
@& &

4

Figura 5.1: Conjunto de bifurcaciones

Observaciones en el retrato fase en la Figura 5.1 en al regién III cerca de pu; = 0, pus < 0
y f2 = v/—p1 > 0 no son homeomorfos, para la tltima poseen ciclos limites mientras en la
primera no hay. El comportamiento de silla y sumidero no cambia el tipo topoldgico en esta
region, y asi la bifurcacién global debe tener lugar, quizés una silla lazo (saddle loops) en el cual
el ciclo limite desaparece y la variedad estable e inestable del punto silla se cruzan. Estudiando
esto, usaremos una transformacién de reescalamiento, se propone de la forma:

T = €’u, y = e, = €', Lo = €2y, €>0, (5.1.34)

y el reescalamiento de el tiempo ¢t — €t, se sustituye este nuevo cambio en el sistema (5.1.31),

obtenemos

U=,
. 9 (5.1.35)
V=1V + €U + euv + u”.

El analisis de la deformacion ahora se convierte en el andlisis de tres parametros en el sistema
(5.1.35) con vy, 15 de O(1) y € pequenio. Observemos que sélo nos interesa el caso vy < 0 (uy <
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0), ya que no hay punto de equilibrio para v; > 0; y més significativamente, si dejamos ¢ — 0
con vy # 0 fijo, el sistema (5.1.35) se convierte en un sistema Hamiltoniano integrable

W=, (5.1.36)
U =1 + U, o
con la funciéon Hamiltoniana
v? ud
H(U,U) = 3 — u — 3 (5137)

La motivacién del reescalamiento es ahora evidente, ya que podemos perturbar las curvas de la
solucién global de (5.1.36) para pequena ¢, y por tanto revela el comportamiento de (5.1.31),
con v fija (y tomamos v; = —1, corresponde p; < 0) contiene todos los comportamientos de la
deformacion. Se puede notar que en la Figura 5.2, que las dérbitas cerradas y la conexion silla

[y corresponde a la curva de nivel H(u,v) = 3

To

L
M

Figura 5.2: Retrato fase (5.1.36)

Ahora bien, tenemos que buscar la silla lazo (saddle loops) que ocurre en el valor vo, € # 0
para el cual la conexién silla se mantiene, que por medio del método de Melnikov. La solucién
en I'y basada en el punto gy = (—2,0) es obtenida por

(uo(£), vo(t)) = (1 _ 3sech? (%) 13v/3sech? (%) tanh (%)) | (5.1.38)

En este caso, la funcién de Melnikov M (to) no es dependiente del tiempo, ya que la perturba-

cion del campo vectorial constante e ( , v tenemos

Vo + uv )

= (o= (0 )

Se obtiene de la siguiente manera

M(v) = / 7RG — o)) A 9@t — to), )t
= /OO Uo(t) (ngo(t) —f- Uo(t)vo(t))dt

[e.o]
[e.9]

1 [e.9]
= EVQ {/ 18sech(7) tanh?(7)dr +/ (1 — 3sech®7)18sech?(7) tanh?(7)dr| ,

[e.e] —00
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donde 7 = \/Lﬁ La situacién de la bifurcacién, cuando la conexioén silla es preservada, es dada

por M = 0, o para € pequena:

[0 (1 — 3sech®r)18sech?(7) tanh?(7)dr
J22_ sech(r) tanh*(7)dr

Vy =

donde sech?(7) = 1 — tanh?(7).
Se resuelve la integral como se ve en el Apéndice A) en (7.1.1) y simplificando, se llega a que

5
Vg = —
2 77
Finalmente, recordando que v; = —1 y usando (5.1.34) (3 = —€*, s = €%1), obtenemos la
aproximacién de la curva de bifurcacién
49

La verdadera curva de bifurcacién sera tangente a esta semiparabola en py = uo, = 0. Compa-
rando esto con la ecuacion para el conjunto de bifurcacién de Hopf By:

= — 3 o > 0. (5.1.40)

Vemos que existe, de hecho, una segunda curva de bifurcacién By, situada a la izquierda (5.1.40)
y tangente a esta (y a u; = 0) en (u1, o) = (0,0). En B, el retrato fase tiene un lazo silla. El

49
S\ 25
de la variedad estable e inestable (separatrices de la silla). Notemos que la traza es positiva en
la curva

signo que toma la funciéon de Melnikov M para p; > (<) p3 dada la posicién relativa

12
trDf(+v—p1,0) = pig + /=1 = FH2>0

y asi la érbita homoclinica es un a-limite establecido para puntos cercanos. En la Figura 5.3 se

observa la bifurcaciéon global:

_ 5
H1="5 13+ (uy2)

L
w1 =45 Bh 2

Ky

Figura 5.3: Bifurcaciéon global.
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5.2. Caso no genérico

Takens estudié también las deformaciones de la forma normals:

T=1
5.2.1
y — :I:.T3 o CC2y7 ( )
Ahora bien, al sistema (5.2.1) se le agrega la deformacién versal:
T =
) Y 3 9 (5.2.2)
Y=mz+ poy £ — a7y
donde p4, p1o € R. Primero consideramos el caso que tiene el signo positivo:
T =
v (5.2.3)

J =+ poy + 2° — 2.

Para el caso cuando p; = 0, pe = 0 tenemos como punto de equilibrio el origen. Para deter-
minar el comportamiento del retrato fase, se divide en dos regiones. Primero cuando estamos
en el semiplano superior y > 0, las soluciones alrededor de la recta y = x se comportan como
indica la siguiente Figura 5.4 a) y cuando estamos en el semiplano inferior vemos en la Figura
5.4 b). De modo que en el origen las soluciones se comportan en general como se observa en la
Figura 5.4 ¢)

A

(a) Region y >0 (b) Regién y <0 (c) Regionesy < 0yy >0

IV | HIE 4

-4

Figura 5.4: iy =0y s =0

Para el caso p1 < 0 hay tres puntos de equilibrio, los cuales son

.’178 - (an),xl - (j:\/ _:ula())'

Obtenemos la linealizacién del sistema (5.2.3) y evaluamos cada uno de los puntos de equilibrio
para determinar el comportamiento de cada uno de ellos:

0 1

D7(0,0) = ( M1 M2

— 0 1
)ny(i M170)—(4M1 M2+M1)‘
En el origen es un punto equilibrio su comportamiento es de una fuente, ya que Tr(D f(0,0)) =
pe > 0y Det(Df(0,0)) = —u; > 0 para ps > 0 y un sumidero para pus < 0 porque
Tr(D£(0,0)) = yiz < 0.
Para el caso de los puntos de equilibrio x% se tiene que Det(D f(£+/—p1,0)) = —4p; >0, py <
0y Tr(Df(£y/—p1,0)) = po+ pn > 0 = pe > —py implicaria que serfan fuentes y si
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Tr(Df(£y/—p1,0)) = po + 1 < 0 = pe < —py por lo que serfan sumideros. Existe una
bifurcacién tenedor en los puntos en el eje s con uy = 0, ps # 0, ya que cuando gy = 0
solo hay un punto de equilibrio el cual es el origen y cuando p; # 0 se origina dos puntos de
equilibrios.

Por otra parte, cuando p; < 0, pus = 0 existe la bifurcaciéon Hopf Supercritica, ya que existen
valores propios complejos puros. Entonces con el sistema (5.2.3) se realiza un cambio de variable
para que quede de la forma normal (4.5.9), como se ve acontinuacién:

(Z):<\/—O_mt1))(z>+<x3_ox2y) (5.2.4)

Entonces, usando la transformacién lineal

donde

(A )

es la matriz de los vectores propios que corresponde a los valores propios complejos A =
+i./pi1,que se obtuvo de la parte lineal del sistema (5.2.4) , asi tenemos el sistema con la
parte lineal en la forma estandar:

1

1
=—-<0
“T7%
También obtenemos el valor de d, el cual es:
g dRe\ _ 1 <0
d,ug 2

Por medio de los calculos anteriores, podemos decir que el origen es un punto de equilibrio
asintoticamente estable para pu; < 0 y punto de equilibrio inestable para p; > 0, con una érbita
periédica asintéticamente estable para puy < 0, como se observa en la Figurab.5:
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Orbita
perigdica

4

x[ )

Figura 5.5: Bifurcacién de Hopf.

En los siguientes casos se mostrara que no hay érbitas periddicas

i) p1 > 0 Por el Teorema 2.10.2, como en este caso solo hay un punto de equilibrio el cual
es el origen y su comportamiento es una silla. Ya que este Teoremas nos dice que hay una
6rbita periédica que siempre encierra al menos un punto de equilibrio. Si sélo encierra
uno, no es punto silla, pero tenemos que sélo hay un punto de equilibrio y ademés es una
silla, por lo que contradice este teorema. Por lo tanto no existe una orbita periddica.

i) 1 <0, p2 < 0 Por el teorema de Bendixson 2.10.1 tenemos que

of 99 _ a2
8x+8y7u2 v 70

y ademds no cambia el signo ya que ps — 2% < 0. Por lo tanto cumple las condiciones del
teorema 2.10.1 por lo que no tiene érbitas periddicas en este caso.

Se observa el conjunto de bifurcacién del sistema (5.2.3) en la Figura (5.6).
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M

Figura 5.6: El diagrama de bifurcacién del sistema (5.2.3)

Para el caso p; < 0, pe > 0 aparece la bifurcaciéon homoclinica, se hace el siguiente reesca-
lamiento para la transformacién que nos permite obtener la curva en la cual se presenta.
Sea

2 2
T = €u, y=¢€¢, H1=—€, Ml2=¢€12

t
y t — —, el cual se sustituye en el sistema (5.2.3) llegamos a
€

w=v (5.2.5)

0= —u+u® + (v — u?v).

Ahora tenemos tres pardmetros los cuales son vy, 15 de O(1) y € pequenio. En nuestro caso sélo
nos interesa cuando v; < 0(y; < 0), ya que no hay puntos de equilibrio para v; > 0; y si
dejamos € — 0 con vy # 0 fijo, se convierte en un sistema integrable Hamiltoniano

5.2.6
o= —ut il (5.2.6)
con el Hamiltoniano
v2 o ow? Ut
H = — 4+ — — —. 5.2.7
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/;
0

0.5

\

-
==

Figura 5.7: Retrato fase (5.2.7)

.

Ahora bien, por medio de la teoria de Melnikov obtenemos el valor de vy, # 0 que me
permite saber cual es la curva de bifurcacién homoclinica. La familia uni-paramétrica de 6rbi-
tas Yo (t) = (24(t),y.(t))T pueden ser expresadas en términos de funciones elipticas como la

siguiente:
V2a ( t )
ua(t) = sn ,Q
V14 a? V14 a?

(5.2.8)

V2a t t
va(t) = SCn dn | ——
I+a V1+ao? o V1+ao? a
para 0 < ¢ <T,, donde el periodo T, = 4K (a)v1 + a2 y el pardmetro a € (0, 1); con K(«) es
la integral eliptica completa de primer especie. El parametro a esta relacionado a la distancia
a lo largo del eje u por

notamos que

ou V2

— =—7—=>0

da  (1+a?)2/3)
para a € (0,1) o, equivalentemente, para u € (0,1). Para e = 0 el sistema (5.2.6) es Hamilto-
niano, es decir, V - f(z) = 0. La funcién de Melnikov a lo largo de la drbita periddica v, () .

Por tanto es dada por

Mo = [ 76ult) Agtaa(0.0.v)0 (529)
donde
() s ()
Se sustituye
M) = | ol — o)
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t
Entonces, se sustituye la férmula anterior para u.(t) v v.(t) y se deja r = ———, asi que
y p () y va(t) y se dej Vel
4K () 2002 4K (o) 202 202
_ 2,7 2 2,72
M(a,v9) = 1/2/0 mcn zdn zdx —/0 Tt i aQ)QCn zdn“zdz. (5.2.10)

Utilizando las propiedades de funciones elipticas de Jacobi, las cuales son

cn(x) = V1 — sn’x dn(x) = /1 — a?sn?(z)

Se sustituyen y simplifica en la integral (5.2.10):

2062 4K (o) 4K (o) ) ) 4K (o) .
=y ~(
2 1+ a2 /0 du— (14 ) /o sn®(u)du + « /0 sn'(u)du

ot 4K (a) 4K (@)
_ (11—&2)3 {/0 3n2(u)du —(1+ a)/o sn4(u)du} .

Las soluciones de las integrales se puede ver en el Apéndice B) (7.2.1), (7.2.2) y (7.2.3)

— s {ak() - (4 ) | (@) - Bl +a? [l + @)K (@ - 20+ @)@}
- s { iR @)~ B - () |2+ @)te) 20+ B
4 f‘;)g {a2 {1516 [(40% + 302 + 8)K (a) — (8a* + Ta? + 8)E(a)]} }

Por el teorema de Melnikov se tiene que M (v5) = 0 entonces

v =2 (5.2.11)
donde
- s |l @) — B@)] - 1+ ) [+ K@) - 20+ @B
b= io‘;)g [oﬂ {154a6 (402 + 302 + 8)K(a) — (8 + Ta? + 8)E(a>]” ,
y
¢ = % {4K(a) —(1+a) [%[K@) _ E(a)]} +a? [ﬁ[(z +a?)K(a) - 2(1 + on)E(oz)]} } |

Para saber el valor aproximado de 15, tuvimos que realizar una aproximacion de las integrales
elipticas de primer y segunda especie con sus respectivas representaciones de serie como estan
en Apéndice B) en (7.2.4) y (7.2.5). Ocupamos el programa Wolfram Mathematics, que puede
ver en seccién del Apéndice B.1) el c6digo, si tomamos el valor a = 0,9999 obtenemos que

vy ==~ 0,1998

y si @ = 1 se tiene

Vy =R~

| =
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Finalmente se obtiene con p; = —€2, o = €213, sustituyendo el valor de 5 e igualando, tenemos
que la curva de bifurcacién homoclinica donde hay una conexién heteroclinica, se aproxima a
la siguiente curva

Ho = —— [

pgt -y 15+ 0 2)

= SK

Ky

Figura 5.8: Bifurcacién homoclinica.

Del sistema (5.2.2) ahora tomamos el caso con el signo menos, tenemos:

T =y,

5.2.12
§ = e+ poy — x° — zy. ( )
Para el caso que p; = ps = 0, se tiene
T =uy,
A (5.2.13)
y=—z’ —xy.

El campo vectorial del sistema (5.2.13) se comporta de la siguiente forma :

Siy>0=1>0

—1?<0=2<0Vz>0
» Si—2?—2?y=—-2}(v+y) >0= A =y >0
r+y<0=uz< -y

Siy<0=2<0

—1?<0=12<0Vzr>0
Si —2® — 2%y =—2*(r+y)<0= A — 9 < 0.
r+y>0=x>—y

Con el andlisis anterior se obtiene el retrato fase, que se observa en la Figura 5.9
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2_

» i

e
“'-;
]
'\'\‘;
W,
,

Figura 5.9: Retrato fase del sistema (5.2.13).

Primero obtenemos los puntos de equilibrio, los cuales son:

z5=1(0,0) 7% = (£y/1,0), p1>0.

La linealizacién del sistema (5.2.13) y evaluando los puntos de equilibrio:

0 1

D1(0,0) = ( M1 2

>ny(i\/m,0):< 0 L >

=21 pl2 —

El comportamiento del primer punto de equilibrio que es el zj; = (0,0), si Det(D f(zj)) = —pu <
0,11 > 0 es una silla y para los puntos de equilibrio %, si Det(Df(z%)) =2y > 0,1 >0y
Tr(Df(z%) = g2 —p1 > 0 = g > py es una fuente, por otra parte si Tr(Df(Z%) = po —p1 <
0 = po < pp €s un un sumidero.

Se presenta la bifurcacion tenedor para p; = 0, tenemos como punto de equilibrio el origen y
para j1; > 0 surgen dos puntos de equilibrios mas, los cuales son 7% .

Para el caso p; > 0, s = py ocurre la bifurcacién de Hopf, como lo habia comentado antes
realizo un cambio de variable para que el sistema tenga la forma normal (4.5.9).

Tengo que
T\ 0 1 x n 0
gy) \ —2m O Y —2’ —a%y )°

Entonces, la transformacion lineal es

donde
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es la matriz de vectores propios de los valores propios complejos puros A = £+/2u;¢. Con esto
se obtiene la forma normal (4.5.9):

<?‘):< 0 _VOT’“)(“)JF _\/271”3_”2“ . (5.2.14)

Calculamos el primer coeficiente de Lyapunov en donde evalué (u,v) = (0, \/u1):

i )] =i

1
a:1—6(—2)+16—\/2_m{—2\//71( NeT —+Z=C>0

Como a = — > 0 nos indica que ocurre una bifurcaciéon de Hopf subcritica y en los puntos de

equilibrios % son focos estables y su 6rbita periddica es inestable.
Para el caso de ps < 0 no hay érbitas periodicas, ya que satisface las condiciones del Teorema

0 0
de Bendixson 2.10.1. Como 8_f + 89 = py — 22 # 0 es distinta de cero y no hay cambio de
Y

signo porque e < 0 por lo que no tiene orbitas cerradas.
Cuando 1 < 0y ps > 0 se tiene que el tnico punto de equilibrio es el origen, ademas en la
2

region —% > 1y, p1 < 0 p se forma una érbita periddica, que se puede ver el retrato fase en

la Figura 5.10 y cruzando el eje p; desaparece las orbitas periddicas.

Trayectoria de
v ) afuera
Trayectoria
cerrada

‘\a‘de P
gxk - ‘:’“‘: o It

Figura 5.10: Orbita periddica para p; < 0.

Se observa el diagrama de bifurcacién del sistema (5.2.12) en la Figura 5.11.
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7 Ha=Jty

\ @_@ H T Hopf
() -.
& c®

e e e |1

)
e

Figura 5.11: El diagrama de bifurcacién del sistema (5.2.12 ).

Por ultimo ocurre la bifurcacién homoclinica, para esto realizamos un reescalamiento de las
variables :
Sea

2 2 2
r=eu, Yy=ev, W=, H=€El

t
y t — -, esto se sustituye en el sistema (5.2.12) se llega a
€

w=v (5.2.15)
O =u—u’+ e(rpu — uv). o
Para ¢ = 0, se tiene
U =0
. 3 (5.2.16)
v=u—u’.

Obtengo que el Hamiltoniano de este sistema es
vr ot
H == ——+4+ —

Ahora bien, por medio de la teoria de Melnikov obtendremos el valor de v, € # 0. La solucién
Lo
esta dada por

TE - 4% (t) = £(V/2secht, —v/2sechttanht)? .

La funcién de Melnikov M (tg) no depende del tiempo, ya que la perturbacién es el campo

vectorial constante. Sea
v 0
f_(u—u3>’ g_(yzv—uzv) (5.2.17)
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se tiene
M) = [ an(t)oun(t) = (e

= / (—v/2sechttanht(—v/2ussechttanht + 2v/2sech’tsechttanht))dt

—00

= 21, / (sech*ttanh®t 4 4(1 — tanh*t)sech*ttanh?t)dt (5.2.18)
= 215 / (sechzttanthdt +4 / sech®ttanh’tdt — 4 / tanh*tsech?tdt
tanh%,oo +4tanh2tyoo 4tanh4t‘oo
e L —_
2 3 —00 3 —00 5 —00
4 2 2
S 4(2) — 4(2

Por el teorema de Melnikov se tiene que M = 0 entonces

4
Vy == —.
5
Finalmente, obtenemos con p; = —e2, us = €15, se sustituye el valor de 1, e igualamos.

Tenemos que la curva de bifurcaciéon homoclinica en donde hay una conexién heteroclinica, se
aproxima a

4

M2 = 5#1-
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Capitulo 6

Problemas de aplicaciones de la
bifurcacion TB

6.1. Modelo Depredador-Presa con defensa de grupo.

En nuestro planeta existe un conjunto de factores selectivos que han influido enormemente
en la evolucion de los seres lo que habitan. Por esta razén ninguna especie puede vivir aislada
de las otras, ni de los individuos de su misma especie. Lo anterior da origen a un sin nimero de
relaciones entre los distintos organismos que coexisten en unidades integradas y las cuales reci-
ben el nombre de comunidades bidticas. La selecciéon natural (lucha en donde sobrevive el que
tiene caracteristicas mas apropiadas para las circunstancias) ha conducido al establecimiento
de grupos de especies que coexisten con un minimo de competencia y explotandose al mismo
tiempo unos a otros para sobrevivir. El resultado de estas luchas entre organismos ha originado
las relaciones depredador-presa. La depredacion comprende el uso de una especie llamada presa
como alimento, por parte de otra llamada depredador.

De este modo una de las tareas de la Ecologia es el desarrollo de una teoria que permita
comprender la organizacion de las comunidades. Lo que significa entender las causas de la di-
versidad y los mecanismos de interacciones de las especies y el comportamiento en el tamano
de poblacién a lo largo del tiempo. Es por eso que a través de numerosos estudios y observa-
ciones, los ecélogos han ido afinando sus teorias para explicarse el fenémeno de la biodiversidad.

6.1.1. Antecedentes

Para estudiar estos comportamientos la ecologia se ha apoyado del uso de los modelos ma-
tematicos que permiten simular la evolucién en el tamano de una poblacién y la interaccion
con otras, a lo largo del tiempo, variando la tasa de reproduccién, de captura y de mortalidad,
entre otras. Uno de los modelos que ha sido la base para las propuestas actuales en sistemas
depredador presa es el modelo de Lotka Volterra:

T =€er — ary,

. 6.1.1
Y = —ey + [ry. ( )

Este sistema modela el comportamiento de la poblacion presa x ante la presencia de una pobla-
cién depredadora y. Suponiendo que la poblacion presa en ausencia de la poblacién depredadora
crece exponencialmente y que la poblacién depredadora en ausencia de la presa decrece expo-
nencialmente. En general un modelo depredador-presa tipo Lotka-Volterra con densidad de la

71
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presa x y densidad del depredador y, es cualquier sistema cuadratico de la forma:

&= a12® + asxy + asy® = F(z,y),

6.1.2
y = b1z + bey + by = G(x,y). (6:1.2)

Estos modelos han sido estudiados en las ultimamente décadas, gracias a la riqueza que se
tiene desde el punto de vista dindmico y porque constituyen una base para la modelacion del
crecimiento de poblaciones. La debilidad de esta familia es que no se considera una cota en el
consumo que hace el depredador de la presa, ni el control del beneficio que recibe el depredador
al consumirla. Quien introduce como elemento importante de los modelos matematicos, la
cantidad de presa devorada por el depredador por unidad de tiempo, es Holling, a esta cantidad
le da el nombre de respuesta funcional y da lugar al nacimiento de una nueva generacion de
modelos (tipo Gause), los cuales tienen la forma:

= xg(r, K) — yp(x),
v =y(—d+q(z)).

Este modelo (6.1.3) surge en 1932. G.F. Gause inicié una serie de experimentos disenados
para verificar en el laboratorio las oscilaciones predichas por Volterra; para ello utilizé como
depredador al protozoario Didinumnasatum y como presa al Paramecium caudalum. En el
primer experimento colocé dentro de un cultivo de bacterias para alimentar al Paramecium.
Después de unos dias el Didinum exterminaba a la poblacién de Paramecia y él mismo se
extinguia poco mas tarde, por falta de alimento. Cuando en un segundo experimento colocé
escondites para la presa, el depredador se extingui6 y la poblacién de presas pudo sobrevivir. En
1935, Gause uso6 la levadura Saccharomyces eriguus como alimento del Paramecium aurelia y
obtuvo tres ciclos completos. En los anos siguientes mucho trabajo de laboratorio fue realizado
con muy diversos resultados, lo que condujé a la cuestion de identificar a los distintos tipos
de depredador de acuerdo con la forma en que se apropian de su alimento. Trabajos muy
importantes en esta direccién son los realizados por Holling, que fue quien introdujo el concepto
de repuesta funcional para referirse a la relacién que existe entre el niimero de presas devoradas
por un solo depredador y el nimero de presa disponibles. Holling reconocié cuatro tipos de
repuestas funcionales. Por lo que, se pondré atencién especial en p(x), ya que dependiendo del
tipo de funcién que ésta sea, tendremos también un cierto tipo de dinamica en el modelo.

(6.1.3)

6.1.2. Modelo matematico de depredador-presa con defensa de gru-
po.

Sea '
& =zg(z, K) — yp(z),
y=y(=d+q(z))
Sea z e y funciones del tiempo que representan densidades poblacionales de la presa y el
depredador, respectivamente K > 0 es la capacidad de carga de la presa, es decir, es la cota
maxima de densidad poblacional que su medio ambiente puede soportar, d > 0 es la tasa de
mortalidad del depredador, la funcién g(z, K) representa la tasa de crecimiento especifico de la
presa en ausencia de depredador y satisface que
9y
0,K) >0, K, K)=0, —(K/K)<0, —(x K)<0, =—=(z,K)>0, paratodax > 0.
90.K)>0, oK, K)=0, LK) <0, Lr) <o, L K)o
La funcién ¢(x) representa la tasa de conversién de presa a depredador, en el modelo de Gause,
q(z) = ep(x), donde c es la tasa de conversién de las presas en nuevos nacimientos de depreda-
dores. Existen muchos ejemplos especificos para esta funcion, una de ellas es la funcién logistica

(6.1.4)

dg
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x
gz, K) =r (1 — E), es considerada un prototipo, donde r es la tasa intrinseca o per capita

de crecimiento de las presas.

La funcién p(x) denota la funcién de respuesta o defensa de grupo o tasa de consumo, expresa
la accién del depredador en la tasa de crecimiento de las presas que se refiere [Turchin,2003].
Se refiere al cambio en la densidad de presas muertas(o consumidas) por unidad de tiempo y
por depredador cuando la densidad de presa estda cambiando | Freedman,1980].

(6.1.5)

En este sistema (6.1.5), r(z) representa el comportamiento de la presa en ausencia del depre-
dador. A la funcién g(z) se le llama respuesta numerica y mide el beneficio que obtiene el
depredador de su presa, p es la tasa de mortalidad del depredador y la funcién f(x), es la res-
puesta funcional que representa la cantidad que devora cada depredador por unidad de tiempo.

Ahora bien, si en el sistema (6.1.4) se sustituye la funcién g(z, K) obtenemos:

izm;(l—%)—yp(:c), x>0, y>0,

(6.1.6)
y=y(=d+cp(z)),

donde x e y denotan densidades poblacionales de presas y depredadores respectivamente, r, K, d
y ¢ son constantes positivas. Entnces el campo vectorial de la ecuacién (6.1.6) lo podemos definir
como

flzyy,p) = < " gt—_d—E}—Zp_(xy)z))@) ) con pu=(r,K,d,c)", (6.1.7)

donde (z,y) € R?* y u € R*. Para depredadores y presas, una respuesta funcional es la tasa de
consumo de un depredador en funcién de la densidad de depredadores. Por lo general se asocia
con la respuesta numeérica, que es la tasa de reproduccién de un depredador en funcién de la
densidad de la presa. Siguiendo Holling [Holling], las funciones de respuestas fueron clasificadas
originalmente en cuatros tipos, que se denominan tipo de Holling LIT IIT y IV, que se observa
en el cuadro 6.1

’ Tipo Holling ‘ Definicién ‘ Forma generalizada ‘

I p(z) = mx
11 p(z) = 7%
I p(x) = 225 | plr) = Fs (b>—2Va)
v pr) = i | p(r) = oty (0> —2Va)

Cuadro 6.1: Funciones de respuesta del tipo Holling y sus generalizaciones.
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Ap(x)

IT

v

0 »> X

Figura 6.1: Funciones de respuesta de tipo Holling.

Tomaremos como funciéon de repuesta del tipo Holling IV en su forma generalizada donde
« 'y m son constantes positivas y b > —2y/a (az® + bz + 1 > 0) para toda z > 0 y de aqui

p(z) > 0 para toda x > 0) se exhibe el fenémeno llamado defensa de grupo. Tenemos que en

4 Kme — 4d
(6.1.7), = (r, K,d, c,m)’. Tomando el valor de a = 3 b= %
decir, satisface la condicién previa b > —24/a), sélo se tiene un tinico punto de equilibrio en el

d

1 K _Z
primer cuadrante (xg, yo) = (5 ,%), evaluando en el Jacobiano D(zg,yo) = ( 0 c ),
0 O

el cual tiene un valor propio A = 0 de multiplicidad doble. Obtenemos los siguientes vecto-

1 1 1
res propios {pi,p2} = {( é ) ; ( ¢ )} , que conforman la matriz P = ( 0 c ) con
d ¢ d

, donde K'mc > 0 (es

T 1 -
Pl = < ng > = ¢ K Por otra parte se calculan los coeficientes de la parte no lineal
2 0 ——
¢ 2
2d 2r(Kmce — 2d
de la deformacién versal por medio de (5.1.28) se tiene: oy = i y g = — r{fme ),
cK?m K2cm

4d*r?(Kme — 2d)

por lo que ajay = — # 0, y usando (5.1.29) se tiene:

2 K4m?2
0

0 2d?r
0 (Kme —2d)K

1 2d?
S o ZTK S o B

1= _1rKd y o2 = KréLgB—Qd )

trka (Kme — 2d)c

- 2d3

4 m

(Kmc — 2d)m

donde S; y 59, son linealmente independientes.
El campo vectorial (6.1.7) con p(z) del tipo Holling IV generalizada, con pu = (r, K,d,c, m)T,

roc
existe un punto (zo, Yo, o) = (§Kg,%,TO,KO,dO,Co,mQ) € R? x R®, tal que se cumple
0

H1)- H4) del Teorema 5.1.1), donde
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1 T‘QKo(deoC + mcodg — dmoCo — doC()mo)

51 - 4 mopCo
Zd%(’f’(]COm()K - ToComoKo + K()mCOdo + Komocdo - dKOm()CQ - doKOCOm())

ﬁ2 - (Komgco — 2d0)K0€0m0

Con lo anterior, se demuestra el siguiente resultado.

Teorema 6.1.1 Considere el sistema (6.1.6) con p(z) del tipo Holling IV generalizada. Si a =
4 Komgcy — 4d
— yb= M, entonces este sistema experimenta la bifurcacion Takens-Bogdanov
K do Ky
1 ToCQKO

alrededor del punto de equilibrio (xq,yo) = (— 05
2 4d,

) para L =2 .

El Teorema 6.1.1 se ilustra con el siguiente ejemplo en particular.

6.1.3. Simulaciéon

Consideremos el sistema (6.1.6) con el campo vectorial (6.1.7), donde tomamos los pardme-
tros: rqg =0.6, Ky=0.9, dy =0.25, co=1, mg =0.5 asi f; =0.135d-0.03375¢-0.0675m~-0.03375 y
Ba =-1.666 K+2.5d-0.625-1.25m~+2.125, dejamos libres los pardmetros K y ¢, los cuales seran
los parametros de bifurcacién, estos a su vez dependen de 31 y 5. Se toman valores fijos para
los otros parametros » = d = m =0.5 , mientras que las constantes de la funciéon de repuesta
tiene como valores a =4.938271604 y b =-2.444444444. Los valores de los parametros que se
tomaron anteriormente fueron elegidos sin considerar poblaciones de depredadores y presas en
particular, es decir, este ejemplo es s6lo un ejercicio para la aplicacion del Teorema 6.1.1. Sin
embargo, los valores numéricos considerados no estan muy alejados de la realidad.

Si tomamos los valores K =1.688888889 y ¢ =2.296296296 , tenemos que el punto de equilibrio
(20, Yo, i) es un foco inestable como se ve en la Figura 6.2.

066
0.64+

0.62

0.60

027 038 029 030 031 032 033 034 033
X

Figura 6.2: Foco inestable para K =1.688888889 y ¢ =2.296296296.

Si ahora tomamos el valor de K =1.644444444 y ¢ =2.414814815 tenemos que alrededor del
punto de equilibrio (g, yo, jt0) surge una orbita cerrada repulsora y el punto de equilibrio pasa
a ser un foco asintéticamente estable, como se ve en la Figura 6.3 y por tltimo con los valores
K =1.618888889 y ¢ =2.482962963 se aprecia el comportamiento de un foco asintoticamente
estable en la Figura 6.4.
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¥

Figura 6.3: Orbita cerrada inestable y foco asintoticamente estable para K =1.644444444 y
c =2.414814815.

0.8+

k]

0.6

020 025 030 035 0.40

Figura 6.4: Foco asintéticamente estable para K =1.618888889 y ¢ =2.482962963.

En las tres simulaciones anteriores se puede observar, que en la primera se tiene una dinami-
ca con una bifurcacién silla-nodo, al pasar por los valores de bifurcacién apropiadamente de
K =1.6 y ¢ =2.4, surge una bifurcaciéon de Hopf, y siguiendo con la decrementaciéon de estos
parametros volvemos a obtener la bifurcacion silla-nodo. Nétese que antes de obtener un foco
asintoticamente estable, se debe pasar por una dindmica dada por una bifurcacion homoclinica.
La interpretacién bioldgica de estas simulaciones donde se exhibe una bifurcacién de Hopf
cuando se satisfacen la hipdtesis del Teorema 6.1.1, es que al perturbar adecuadamente los
parametros naturales de las poblaciones involucradas en el modelo de estudio, en este caso K
y ¢ se puede conseguir que sin importar los tamanos poblacionales iniciales, cada uno de estos
tiende a un valor tal que ambas poblaciones puedan coexistir permanentemente, o se puede con-
seguir lo contrario, es decir, que sin importar los tamanos poblacionales iniciales, eventualmente
una o ambas de las poblaciones se extinguiran.
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6.2. Modelo de red neuronal

6.2.1. Introduccion

En el articulo [Farzaneh,2010] desarrollan la aplicacién del caso no genérico de la bifurcacién
de Takens-Bogdanov.
Las redes neuronales recurrentes se desarrollaron en los anos ochenta. Las redes de Hopfield
fueron inventadas por John Hopfield en 1982. En 1993, un sistema de compresores de historia
neural resolvié una tarea de aprendizaje muy profundo que requeria mas de 1000 capas subsi-
guientes en una RNN (recurrent neural network) desplegada en el tiempo.
Una red neuronal puede verse como una maquina disenada originalmente para modelar la
forma en que el sistema nervioso de un ser vivo realiza una determinada tarea. Para lograr
este objetivo, una red neuronal estd formada por un conjunto de unidades de procesamiento
interconectadas llamadas neuronas.
Cada neurona recibe como entrada un conjunto de senales discretas o continuas, las pondera
e integra, y transmite el resultado a las neuronas conectadas a ella. Cada conexién entre dos
neuronas tiene una determinada importancia asociada denominada peso sinaptico o, simple-
mente, peso. En los pesos para lograr un determinado objetivo se denomina aprendizaje o
entrenamiento y el procedimiento concreto utilizando para ello se conoce como algoritmo de
aprendizaje o algoritmo de entrenamiento. El ajuste de peso es la principal forma de aprendi-
zaje de las redes neuronales.
Los RNN bésicos son una red de nodos tipo neurona, cada uno con una conexién dirigida (uni-
direccional) a cada nodo. Cada nodo (neurona) tiene una activacién de valor real que varia
en funcién del tiempo. Cada conexién (sinapsis) tiene un peso real modificable. Los nodos son
entradas (que reciben datos de fuera de la red), nodos de salida (que producen resultados) o
nodos ocultos (que modifican los datos en ruta de entrada a salida). Una red neuronal recurren-
te [Goller,1996] se crea mediante la aplicacién del mismo conjunto de pesos de forma recursiva
sobre una estructura diferenciable, grafico, al recorrer la estructura en orden topoldgico.
Las topologias neuronales, se interconectan las neuronas de una red neuronal, define un gra-
fo dirigido. Si este grafo es aciclico, la red se denomina red neuronal hacia adelante (en
inglés,feedforward network) y en el caso de que posea ciclos, se denomina red neuronal re-
currente. En este caso, los ciclos existentes tiene un profundo impacto en la capacidad de
aprendizaje de la red y las hacen especialmente indicadas para el procesamiento de secuencias
temporales.
Uno de los principales enfoques de investigacion de RNNs siempre ha sido la existencia de
soluciones periddicas y mecanismos bajo los cuales las soluciones emergen. Estudiando la rela-
cion de la existencia de soluciones peridédicas en un cierto tipo de ciclo de las configuraciones
neuronales recurrentes. Una caracteristica natural de las RNNs es la presencia del retraso del
tiempo en sus modelos dindmicos.

6.2.2. Modelo

El estudio de una red neuronal con tres neuronas en la configuracion de realimentacion.
[Ruiz,1998] estudio este modelo en [Ruiz,1998| para el primer tiempo. En la Figura 6.5 ilustra
la clase de redes neuronales recurrentes que ellos consideran en su investigacién. Teniendo que
u(t) es la entrada y y(t) es la salida de la red.
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Figura 6.5: Clase de redes neuronales recurrentes estudiada por Ruiz

Esta red puede ser descrita por el siguiente sistema:

dno1(t) = —zp_1 () + u(t), (6.2.1)
Tp(t) = —xp () +wr f(21(2) + - - + wper f(Xn-1(t)),
y(t) = f(za(?)).
donde, x(t) € R" es la variable de estado, w; € R,i =1,...,n — 1 son los pardmetros o pesos,

u(t) es la entrada y y(t) es la salida. La funcién f(-) representa la funcién de transferencia de
las neuronas. En [Ruiz,1998] muestra que una red de tres neuronas de la forma del sistema
(6.2.1), con f(-) = tanh(-), tiene la capacidad de aprender una clase especifica de tiempo-
senales periddicas variadas. De acuerdo, con el sistema (6.2.1) se recibe la entrada u(t) cuando
se desconoce la senal y entonces después de un largo periodo 7' > 0, durante el cual w;(t),7 =
1,...,n — 1, son adaptados, la entrada u(t) es remplazada por la salida y(t). La red de tres-
nodos estudiada por [Ruiz,1998] y [Townley,2000] en la configuracién de realimentacion, con
u(t) = y(t) es la siguiente:

21(t) = —x1(t) + f(22(1)),
To(t) = —xa(t) + f(x3(t)), (6.2.2)
23(t) = —x3(t) + wif(z1(t)) + wa f(72(t)),

con wy,ws € R son fijos. Es importante notar que el sistema (6.2.2) con f(-) = tanh(-), es Zy—
simétrico, en otras palabras es invariante bajo la rotacién a través del angulo 7. Consideramos
en el sistema (6.2.2) tomando como una funcion de transferencia general. Reemplazando tanh(-)
por medio de un expansién de serie de Taylor en el origen con la forma

f(x) = ia%lxzil (623)

donde ap;_1 > 0 para ¢ impar y ag;_1 < 0 para ¢ par. Esta nueva funcion de transferencia todavia
preserva las mismas propiedades de singularidad, continuidad, monotonicidad y suavidad y
ademas suponemos que es acotada.
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Consideremos el sistema

21 (t) = 1 + oqwg + aszxd + O(x5)
To(t) = —29 + 173 + azrs + O(z3) (6.2.4)
Z3(t) = w3 + w1 (ayz1 + azr] + O(x5)) + wa(aymy + szl + O(25))

donde, z(t) € R3 son variables de estado, w; € R,7 = 1,2 son los parametros de red o de peso.
La linealizacién del sistema (6.2.4) en el punto de equilibrio (z7, 3, z%) = (0,0, 0) se tiene como

matriz de coeficientes a
—1 aq 0

J(wy,wy) = 0 -1 o |, (6.2.5)

1wy w2 -1

con el polinomio caracteristicos,

N+ 30 + (3 — afw2)A + (1 — ajwy — afw,) = 0. (6.2.6)
si se toma wy = wi = —2/a® y wy = wh = 3/}, sustituyendo en (6.2.6), tenemos A\* + 3\* = 0
las raices de el polinomio son Ay = 0, A = 0 y A3 = —3. Entonces el sistema experimenta la

bifurcacién Takens-Bogdanov o doble cero. Necesitamos reducir el sistema (6.2.4) a la variedad
central de dimension dos la cual le corresponde el par de valores propios cero simple. Para esto,
se considera la siguiente transformacion:

T Of% 0 %a% Y1
T = a1 7 —%041 Yo s (627)
T3 1 2 1 Y3
implica
Y1 1 8 20 —a% Ty
Y2 = F —6 30&1 304% i) . (628)
Y3 1 4 —8a; 43 T3

Usando las transformaciones (6.2.7) y (6.2.8), ponemos el sistema (6.2.4) en la forma estandar

(0 01 0 U Fi(y1, y2,3)
(2 = 00 O vo |+ Folyive,y3) |, (6.2.9)
Y3 00 -3 Y3 F3(y1, y2,y3)

donde

Fi(y1, Y2, Y3) = azoo¥; + a210Y5Y2 + a120Y1Y5 + Go30Ys + Qo013 ys + G102yly§ + apnYsys + ao12y2y§
+ @003y§ + a11191y2y3 + O(] Y1, Y2, Y3 ‘5),

Fy(y1,92,Y3) = bsooys + ba1oysya + bioov1¥s + boso¥s + boo1yiys + broay1ys + bo21yays + boroyays
+ boo3y§ + bivay2ys + O(| ya, Y2, Y3 |5)7
y

F3(y1,92,y3) = C3ooy% + 02103/%92 + 0120y1y§ + 003093 + CQOly%yS + 0102y1y§ + 0021933/3 + 0012y2y§
+ Coogyg + cin1y1y2ys + O(| y1, v, ys ).

donde
4300 = 2(2 +507 +2a7), ago = 2(4 +5a7), aig = &(8 + 5a3),
9oy 3y 30
« o Q
floso = 97?1(16 +50a7), as = 67?1(4 — 505 + aj), i = —371(—8 + 5a7),
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a3

Go12 = 13;1 (16 +5a3), ags = 28301, (64 — 2007 + o)), agar = %(—16 + 5a?),
102 = 240121 (16 + 1007 + a7)
y
bso0 = _3%?1(_1 —ai +20a), bao = z—j(? +af), by = Z—j(4+ a?),
boso = 3%1(8 +02), bay = —2%”1(—2 +a?+al), by = —Z—i’(—zl +a?),
bz = o (84 00), by = —ge (32 4 dof +a), b = —5 (8 + ),
bio2 = —%(—8 —2a] +aj)
€300 = _%ﬂ - 20‘% + 0/11)7 C210 = 136513(—1 + a%), C120 = 1360?13(—2 + a%)
Co30 = 196;13 (—4+a?), cyp1 = —%(4 +402 +at), e = — 136;3 (24 al)
Co12 = %(_44'@%% €003 = _7321 (64+1605+ay), coz = —%(4%-&%% Clo2 = —%(16—8af+ai‘).

Reducimos el sistema (6.2.9) a la variedad central de dimensién dos la cual corresponde al par
de valores propios cero. Ya que el espacio propio estable E® es de dimensién uno, la variedad
central es de la forma y3; = h(yi,ys2). Se considera un polinomio de grado tres, ya que los
términos de segundo grados son ceros. Por lo que, se considera la variedad central de la forma

ys = h(y1,y2) = ay} + bytys + cys + dys + O (| (y1,52) [°) - (6.2.10)

Sustituyendo a la variedad central (6.2.10) en la tercera ecuacién de (6.2.9),

Us = —3ys + F3(y1, y2, y3) = 3ayith + 2byayatn + byive + ciiys + 2cy1yaio + 3dy3e =
— 3(ay? + byny + cy1y§ + dyé”) + 03009? + C210y%y2 + 0120911/5 + 003oy§ + 0201y%y3+

0102y1y92, + 0021y§y3 + 001292%2, + 00033/9?,’ + 11119293
(6.2.11)

en la ecuacién (6.2.11), se sustituye ¢; y 7o de (6.2.10) y entonces igualando las potencias
Y3, Y3y, y1y2 v ¥5 en ambas lados, para el primer término 3 obtenemos su valor de la siguiente

ecuacion
80&3

270&1

3a = c300 = a=— (1—2af + ay). (6.2.12)

Para el término 331

—8043 160&3 8063
—3b=3a—cg = —3b=3 ( o (1—2a% + o/f)) ~a (=1+a]) = b= o (o +4a? —5).
(6.2.13)
Para el término y,y3
8a3 1603 1603
—3c+clp=20=c= 227&1 (af +4a2 —5) — 3o (—2+aj)=>c= ~Sla, (af —5a3 +13).
(6.2.14)
Para el término y3
16as 16as 16ais
—3d+ co30 =c = —3d = Bl (af — 5aj+13) — S0 (a2 —4)=d= TEr (af +4af —23).

(6.2.15)
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Entonces,esto son los valores de la variedad central:
8063 8053
cu:—th@aa§+a%+1Lzn:QRHMa§+a§—5%
1605 1603
c= ~Sla; (=502 +af +13), d= 230 (402 + af — 23).
Por tanto, el sistema (6.2.9) es reducido al siguiente sistema:
U1 = Y2 + B3y + Bayiye + Bravivs + Bosys + O(| w1, v2 ), (6.2.16)
U2 = o30y; + 0nYiye + 012415 + oosys + O y1 2 ),
donde
B30 = (5041 +aj+2), fu= (5041 +4)
Bra = a(&“+& Pos =5 (52+1®
Y a Q
3 3
030 = —E(—Oé% + 20_/11 — 1), 091 = Oé—(a% + 2),
012:%(0434‘4), 0po3 = —— ( +8)
aq 3o a1
Ahora,de acuerdo a [Kuznetsov,2000], se introducen las nuevas variables (ug, us) por
Uy =y,
R (6.2.17)
Uy = F1<y17y2)7
donde )
F(y1,y2) = y2 + Bsoyi + Baryiys + Braays + Bosys + O(| v, y2 ). (6.2.18)
la transformacién (6.2.18 ) se sustituye en el sistema (6.2.17) obtenemos:
/l.Ll = U2,
6.2.19
U = haott + haruius + hisusus + hous + O(| ug, us |°), ( )
donde o o
3 3
h30 = —37“1(—&% + 20/11 — ].), h12 == 5(130[% + 20)
hot = 29 (462 + o+ 4), hos = 22(302 4 8)
= = (0% .
21 = 3 o 03 = 30(1 1
El sistema (6.2.19) puede ser reescrito cuando
U = JprU + G3(U) + O(| U P), (6.2.20)

donde
o Uy o 0 1
U - ( U2 ) 9 JBT - ( O 0 ) )

0
Gall) = ( hsoui + hajuiug + higuyu3 + hosus ) .

Dada la simplicidad de los términos de tercer orden en el sistema (6.2.20), consideremos el
cambio de coordenadas ( [Guckenheimer,1993]);que es,

U=V +HYV), (6.2.21)
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donde \ ) ) )
U1 f3007 + fo1v7v2 + frav1v5 + fosv3
V= CH(V) = , 6.2.22
( U2 > V) ( g30U7 + G210z + 120103 + Go3v3 ( )
con N .
3 2 3 2
= 13 20 = —(3 8
Qg 2 20&3 9
= —(13 20 =—(3 8
921 6a1( a7 +20), g1 3@1( aj +38),

y fi2 = fo3 = g30 = gos = 0. La transformacién (6.2.21) se sustituye en el sistema (6.2.20) en la
siguiente forma:
b1 = vy + O(] v1,v9 |°),

6.2.23
by = agv} + bsv} + vy + O(] vy, w2 ). | |

En el sistema (6.2.23) el coeficiente a3 serd no cero si ag # 1. De acuerdo a [Guckenheimer,1993],
los términos de alto orden puede ser omitidos del sistema (6.2.23) debido a la estabilidad
estructural; por tanto, el siguiente sistema se tendra en cuenta:

/Dl = V2,
6.2.24
Dy = azv} + bavivy. ( )

El sistema (6.2.24) representa la forma normal del sistema (6.2.4) en el punto de bifurcaciéon
Takens-Bogdanov donde (w}, w}) = (—=2/a3,3/a?). Ya que a; > 0y az < 0, bz es siempre nega-
tivo. Si a; < 1, entonces ag < 0y si a; > 0, entonces ag > 0. Por otra parte, se repite el mismo
procedimiento de reducir la variedad central y aplicando el cambio de coordenadas (6.2.17) y
(6.2.21) en la vecindad de (w7}, w3) para o # 1, se obtendra la forma normal cuyos coeficientes
son funciones de w; y wsy. Asi, que los términos de deformacién emergeran automaticamente.
Por tanto, el sistema (6.2.4)toma la forma

U1 = V2,

_ ) . - , (6.2.25)
Vg = i1 (wy, wa)vy + pa(wy, we)vgy + az(wy, wa)vy + bs(wy, wa)vivy
con .
pa (wr, wa) = g(wloﬁ - 1),
1 3 2
po(wy, wy) = 5(—w10z1 + 2wya] — 8),
y

,U/1(IUI,UJ;) - MQ(wTﬂ“U;) =0, &3(wiaw>2k) = as, mBS(wT,UJ;) = b3.

Ya que tenemos que aplicar el cambio de coordenadas de (6.2.7), (6.2.8), (6.2.17) y (6.2.21)
en una pequena vecindad de (wf,w}), los coeficientes as y by preservan el signo de az y b3
debido a su continua dependencia en los parametros. Se introduce el cambio de variables y
reeescalamiento de tiempo

by 2
51:—~U1> fQZfUm T = =
VI as | | as | /] as | by

realizando la sustitucion de (6.2.2) al sistema (6.2.25) llegamos a

51 = 527

. 6.2.26
§o = &y + oo + & — & ( )
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donde s = sgn(as), y

83

(6.2.27)

Para usar el sistema (6.2.26) podemos estudiar el comportamiento cualitativo del sistema origi-
nal (6.2.4) codimensién dos de Takens-Bogdanov, (x}, x5, 25, w}, w}) = (0,0,0, —2/a3,3/a?), y
el andlisis de bifurcacién del sistema (6.2.26) se puede ver en el Capitulo 4, para el caso s = 1 es
con el sistema (5.2.3) y para s = —1 es con el sistema (5.2.12). Donde los puntos de equilibrio

tienen la forma

Ey(s) = (0,0) v Eps(s) = <3F —%,0) :

6.2.3. Simulacion del modelo de la red neuronal recurrente con tres

neuronas

Ahora bien, realizando las simulaciones del sistema (6.2.4) podemos observar los siguientes

retratos fases:

Retrato fase para w1=-0.6, w2=1.28

0.015
0.01

0.005

x3(t)
(=]

-0.005

-0.01

0015
0.02

0.01
0.01

-0.01 -0.01

x2(t) X1

0.02

0.03

Figura 6.6: E;(1) es estable, Ey(1) y E3(1) son inestables, aparece la bifurcacién tenedor.
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Retrato fase para w1=-0.6, w2=133

0.01

=il Cielo
T limite)

0.005-]..--i7

0005

0.01 et
0.015

0015 .0.025 "

Figura 6.7: Aparece un ciclo limite estable que emerge alrededor de E;(1), la cual es la bifur-
cacion de Hopf Supercritica.
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Figura 6.8: Ciclo limite

Retrato fase para w1=-0.6, w2=1338

Figura 6.9: Curva heteroclinica que esta entre los puntos Fa(1) y E3(1).
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Gréfica de ondas.

85

Figura 6.10: Muestra que (w;,ws) se acerca a la curva Heteroclinica Ej3(1) el ciclo limi-
te,generado por la bifurcacion de Hopf, tiende a forma una conexién heteroclinica Ey(1) y

By(1).

05
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0z
o1

% o

01
02
03

04

05
0.15

Retrato fase para wi=-0.6, w2=1.3385

e =0

Figura 6.11: Las érbitas heteroclinicas desaparecen.

Figura 6.12: E;(1) permanece inestable y repelen todas las trayectorias cercas incluyendo las
dos variedades estables de los equilibrios Es(1) y E3(1).
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Retrato fase para wi=-16.5, w2=11.8

Figura 6.13: Sélo hay un punto de equilibrio,F; (1) es una espiral estable.

Grafica de ondas
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Figura 6.14: Muestra el comportamiento de la espiral estable.

E1(1) se comvierte estable para wi=16.5, w2=12

Figura 6.15: Un ciclo limite estable emergera alrededor E;(—1) hace que ocurra la bifurcacion
de Hopf Supercritica.
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Grafica de ondas
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Figura 6.16: El ciclo limite es estable.

Retrato fase para wi=-16.5, w2=12.265

Figura 6.17: Aparece un ciclo limite estable el cual es previamente generado por la bifurcacién
de Hopf.
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Grafica de onda
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Figura 6.18: Muestra que todas las trayectorias, empezando desde un punto arbitrario en una
vecindad de el origen fuera del gran ciclo limite estable, son atractores por el ciclo limite estable.

wi=1B.5w2=12.29

Figura 6.19: Cruza la curva homoclinica y todas las trayectorias cerca de Ey(—1) y E3(—1),
son atractoras para uno de estos puntos de equilibrios no cero.

wi=1B.5w2=12.30

Figura 6.20: Desaparecen los dos ciclos limites y se colisionan, todas las trayectorias, empezando
desde un punto arbitrario en una vecindad del origen, sera atrapado por la cuenca de atraccién
de uno de los puntos de equilibrio no cero.
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Para el caso s = 1, tenemos que los valores de a; = 3/2 y a3 = —1/2 son fijos, que son los

coeficientes de la funcion de transferencia. Por otra parte, los valores de bifurcacion w; y ws
que fueron escogidos para demostrar la existencia de las distintas bifurcaciones que aparecieron.
Para la Figura6.6 surge la bifurcacién tenedor el punto de equilibrio E;(1) llega ser estable,
aparecen los otros dos puntos de equilibrios E»(1) y F3(1). En la Figura 6.7 surge la bifurcacion
de Hopf supercritica en E;(1); por tanto emerge un ciclo limite estable alrededor Fi(1) y el
punto de equilibrio llega a ser inestable y se puede ver en la gréafica de onda el comportamiento
de un ciclo limite como se ve Figura 6.8. En la Figura 6.9 el ciclo limite generado por la
bifurcaciéon de Hopf tiende a formar una conexién de érbitas heteroclinicas entre los puntos de
equilibrios F(1) y E3(1), como se puede observar la grafica de ondas Figura 6.10. Por tltimo
en la Figura 6.11 desaparecen las érbitas heteroclinicas.
Para s = —1 y la funcién de transferencia de las neuronas, se toman los valores a; = 1/2 y
az = —1/6. En la Figura 6.13 tiene un tnico punto de equilibrio £;(—1) que su comportamiento
es de forma de una espiral y se puede observa su gréafica de onda Figura 6.14. En la Figura 6.17
surge la bifurcacién de Hopf Supercritica en E;(—1); por tanto, el ciclo limite estable emerge
alrededor de Ej(—1) y el punto de equilibrio en si mismo llega ser inestable. En la Figura
6.19 se ilustra la aparicion de la bifurcacion Homoclinica y desaparecen los dos pequenos ciclos
limites inestables. Y la Figura 6.20 muestra que no tiene ciclo limite, todas las trayectorias
empezando un punto arbitraria en una vecindad de el origen, convergera a uno de los dos
puntos de equilibrio que son diferente de cero Fy(—1) y E3(—1).
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Conclusiones

El trabajo que he presentado, muestra la riqueza dindmica de la bifurcacién Takens-Bogdanov
o doble cero, la cual al momento de linealizar el sistema dinamico y evaluar el punto de equili-
brio tiene un valor propio cero con multiplicidad cero.
El caso genérico, presenta términos de segundo orden en el sistema dindmico. Para determinar
el comportamiento cualitativo de este, se agrega una deformacion o desdoblamiento univer-
sal dado por Guckenheimer, en donde se agregan dos pardmetros (1, p2) que determinan la
codimensién del sistema, la cual es dos. Ademaés tiene dos puntos de equilibrios los que depen-
den del parametro p;. Al momento de variar los valores de los pardmetros, aparecen distintas
dinamicas y bifurcaciones. Cuando p; = ps = 0 presenta el comportamiento cualitativo de una
cispide, para p; > 0 no hay puntos de equilibrios, para {p; < 0,2 > 0, e = /—p1 } ocurre
la bifurcacién Hopf subcritica, para {u; = 0, us # 0} sucede la bifurcacién silla-nodo y para
{1 < 0,2 >0,y = — (%) pa} es la bifurcacion homoclinica.
El caso no genérico, se puede abordar de dos maneras. Una de ellas es como presenta en [Kuz-
netsov,2000] que la codimensién es tres y en el trabajo presentado tomamos como la presen-
ta [Guckenheimer,1993]. En donde el sistema dindmico tiene términos de tercer orden y es de
codimensién dos. Tenemos el sistema (5.2.2)tomando el caso con signo positivo del sistema,
tenemos que tiene tres puntos de equilibrio. Existe una bifurcacion tenedor en los puntos en el
eje ps con py = 0, po # 0. Para {uy < 0, u2 = 0} aparece la bifurcacién de Hopf Supercritica
y p1 > 0 no existe érbitas periddicas. Por tltimo la bifurcacion Homoclinica ocurre cuando
{1 > 0,00 = —%} En el caso con signo negativo, tenemos para g1 = 0 ps # 0 tenemos

una bifurcacién tenedor, para py = po, g1 > 0 surge una bifurcaciéon de Hopf subcritica, para
(o < 0 no existe érbitas periddicas y por ultimo en la curva py, = %ul existe la bifurcacién
homoclinica.

Después de haber comprobado tedéricamente los resultados que aparecian en la bifurcacién de
Takens-Bogdanov y por ltimo concluimos la tesis con aplicaciones para los dos casos de la
bifurcacion. Para el caso genérico es el modelo de depredador-presa con defensa de un grupo.
En este modelo se realiza tres simulaciones variando los valores de bifucacién K y ¢ en donde
surge la bifurcacion Hopf y silla-nodo. La interpretacion bioldgica de estas simulaciones don-
de se exhibe una bifurcacion de Hopf cuando se satisfacen la hipdtesis del Teorema 6.1.1, es
que al perturbar adecuadamente los parametros naturales de las poblaciones involucradas en
el modelo de estudio, en este caso K y ¢ se puede conseguir que sin importar los tamanos
poblacionales iniciales, cada uno de estos tiende a un valor tal que ambas poblaciones puedan
coexistir permanentemente, o se puede conseguir lo contrario, es decir, que sin importar los
tamanos poblacionales iniciales, eventualmente una o ambas de las poblaciones se extinguiran.
Para el caso no genérico es sobre el modelo una de red neuronal recurrente con tres neuronas, es
representado por un sistema de 3 ecuaciones diferenciales, que tienes dos pardmetros de bifur-
caciones w; y wsy, donde se fijo las constantes a1 a3. Que al momento de calcular la linealizacién
y evaluar el punto de equilibrio que era el origen, tenemos que sus valores propios son -3 y 0
con multiplicidad dos, se calculo la variedad central y disminuyo la dimension del sistema. Se
realizo varios cambios de variables hasta lograr llegar a la forma (5.2.2), en donde nosotros ya
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tenfamos el analisis de este caso. Las dinamicas que caracteriza al modelo de una red neuronal
recurrente ha sido la existencia de soluciones periédicas y mecanismos bajo los cuales las solu-
ciones emergen. Los ciclos existentes tiene un profundo impacto en la capacidad de aprendizaje
de la red y las hacen especialmente indicadas para el procesamiento de secuencias temporales.



Capitulo 7

Apéndice

7.1. Apéndice A)

Solucién de la integral

o ) L _tanh"Hr) 2
/_ sech”(T)tanh”(T)dT = Tl hal (7.1.1)

o0

7.2. Apéndice B)

La solucion de las siguientes integrales de las funciones elipticas de Jacobi:

4K (o) 4
/0 sn?(u)du = E[K(a) — E(a)], (7.2.1)
4K (o) 4
/0 s (u)du = - [(2+ 0K (a) — 21 + o?) B(a)], (7.2.2)
Y 4K (a)
/0 sn®(u)du = 1516 [(4a* +3a% + 8) K (a) — (8a* + Ta? + 8)E(a)] (7.2.3)

donde K («) y E(«) son las integrales elipticas completas de primer y segundo tipo respectiva-
mente.

El valor de la integral completa de primer especie fue obtenido por Gauss como resultado de
sus investigaciones acerca de la media aritmética geométrica y de las series hipergeométricas:

_ /5 b
V1 —a?sin?(6 (7.2.4)
2n — D! 2
9 Z (2n) (o :
El valor de la integral completa de segunda especie se calcula de manera analoga:

Pl

:/05 V1= aZsin(9)d
B g (1 B f% [(27(12;)!13”}2 252—711> ’

n=

(7.2.5)

en donde 0 < a < 0.
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7.2.1. Apéndice B.1) cédigo

a=0.9999;

= 10 i
7[ > ([u]ag]*mm],
(2&n)

2 10
Pi 2in-1) 11 a) " (2#n
S alpha= — |1- Z “{ ) ]"2]*{) { i |8
2 = {(Zxm) 1! 2n-1
o=
4xatd 4x (K_alpha - 5_alpha) 4x(a+1)
* = = - *((2+a~2)+K alpha-2+(1+a*2)=x5 _alpha) +
{(1+a*2) "3 an2 3zan2

3*2*(— #((4x a*4+3+a"2+8) xK_alpha- {8:—3"4+?*a"2+8)*S_alpha)]];
15xa*6
2xa*2 4
bz — x |4xK alpha- (a+1) = # (K_alpha-5_alpha) | +a*2=% #({(2+a*2)xK alpha-2%(1+a*2)+5_alpha) o
an2 3zan2

T {1iar2) 2
nu2=c/b

nn2 = 0.19988548935540776"
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