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valent́ıa que te distingue.
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te amiga se como un chapuĺın aśı te conoćı, se que las personas cambia pero la esencia sigue ah́ı.

Gracias Lau por tu amistad, escucharme, aconsejarme, tus ánimos, hacerme réır, me haces
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transmiten.
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Caṕıtulo 1

Introducción

El objetivo principal de esta tesis es el estudio de la bifurcación Takens-Bogdanov (BTB),
también conocida como doble cero, la cual tiene la propiedad de que al linealizar el sistema y
evaluar el punto de equilibrio, se obtiene un valor propio cero de multiplicidad dos. Está bifur-
cación fue descubierta por los matemáticos Floris Takens y Rifkat Bogdanov simultáneamente
pero sus trabajos fueron por separado y con distinta forma normal (estás formas normales se
podrán ver en el Caṕıtulo 4).

Es una de las bifurcaciones de codimensión dos más estudiada en su versión genérica, no
tanto aśı en su versión no genérica o degenerada. La BTB se dice degenerada cuando alguno
de los coeficientes de la parte cuadrática de su deformación versal (o desdoblamiento universal)
es cero, entonces es necesario agregar unos parámetros de bifurcación por lo que la bifurcación
doble cero se transforma en una bifurcación de codimensión dos y se dice que es la bifurcación
doble cero degenerada. Para el caso no degenerado se tiene que la codimensión que tiene es dos
y su forma normal de los términos que tiene son de grado tres.

En el primer caṕıtulo, comento sobre los preliminares, en el cual, se exponen conceptos sobre
sistemas dinámicos que nos permitirán formalizar y comprender los teoremas y conceptos de los
cuales son: Teorema de Hartman-Grobman, Criterio de Bendixson(que nos permite establecer
si existen órbitas periódicas), sistema Hamiltoniano y estabilidad estructural.

En el caṕıtulo segundo, se describen las herramientas que utilizamos para determinar el
comportamiento de la BTB, en este caṕıtulo veremos que la parte lineal del sistema dinámico
puede ser puesto en la forma canónica de Jordan ẋ = Jx, la cual hace fácil resolver el sistema
lineal. El teorema de Variedad Central Local muestra que, en una vecindad de un punto de equi-
librio no hiperbólico, el comportamiento cualitativo del sistema dinámico podrá ser reducido al
problema de determinar el comportamiento cualitativo del sistema no lineal ẋ = Jx + F (x) ,
donde Jx es la parte lineal y F (x) de la parte no lineal del sistema en la variedad central. Ya
que la dimensión de la variedad central es menor que la dimensión del sistema original, esto
simplifica el problema. Por otra parte, la teoŕıa de las formas normales simplifica la parte no
lineal F (x) de la ecuación que esta arriba. Y también la teoŕıa de Melnikov nos proporciona
condiciones para establecer la existencia de trayectorias homocĺınicas tranversales para órbitas
periódicas de sistemas dinámicos perturbados.

En el caṕıtulo 3, estudiamos el concepto de bifurcación y además presento algunas bifurca-
ciones como: silla-nodo, transcritica, tenedor, Hopf, las cuales son de codimensión uno, algunas
aparecen en la BTB. También enuncio el teorema de Sotomayor, el cual me ayuda para deter-
minar en un sistema dinámico si ocurre en el, una bifurcación silla-nodo, tenedor o transcŕıtica
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y para lo cual se deben satisfacer ciertas condiciones suficientes.

En el caṕıtulo 4, mostramos y desarrollamos la riqueza de la bifurcación Takens-Bogdanov
en sus dos casos diferentes, en los cuales son: genérico y no genérico los cuales son de codimen-
sión dos. En el caso genérico, los términos son de grado dos y al variar los parámetros surgen la
bifurcación silla-nodo, Hopf y homocĺınica. Y en el caso no genérico, los términos de su forma
normal del sistema, tiene términos de orden tres y las bifurcaciones que aparecen son tenedor,
Hopf y homocĺınica.

Por último en el caṕıtulo 5, mostramos la aplicación para cada caso de la BTB. Primero para
el caso genérico por medio del modelo depredador-presa con un grupo de defensa y el segundo
para el caso no genérico es con un modelo de red neuronal recurrente con tres neuronas.



Caṕıtulo 2

Preliminares

En este primer caṕıtulo se definirán algunos conceptos importantes que se utilizan en las
ecuaciones diferenciales ordinarias(EDO). Comenzaremos con el teorema de existencia y unici-
dad para una EDO y posteriormente para un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias.

2.1. Definiciones y conceptos

Como motivación hablaremos de una ecuación diferencial y posteriormente de un sistema
de ecuaciones diferenciales ordinarias.
Sea I un intervalo abierto de la recta real R y x : I −→ R; t 7−→ x(t) una función diferenciable
con valor real de una variable real t. Se usará como notación ẋ o x́ para denotar la derivada dx

dt
.

Entonces podemos decir, que una ecuación diferencial con una condición inicial es una ecuación
de la forma

dx

dt
= f(x, t), x(t0) = x0. (2.1.1)

Una función α : I → R es una solución de (2.1.1), si

dα(t)

dt
= f(α(t), t) y α(t0) = x0. (2.1.2)

Ahora bien, si definimos β(t) = α(t + t0), observamos que β(t) también es una solución de
(2.1.1) que pasa por (x0, 0) dado que

β̇(t) = α̇(t+ t0) = f(α(t+ t0)) = f(β(t)) y β(t0) = x0. (2.1.3)

Si
ẋ = f(x) (2.1.4)

se dice que la ecuación diferenciable es autónoma, en caso contrario, le llamamos no autónoma.

Ahora bien, decimos que un sistema de ecuaciones diferenciables tiene la forma:

si X =

 x1
...
xn

 , Ẋ =

 ẋ1
...
ẋn

 y F (X, t) =

 f1(X, t)
...

fn(X, t)

 ; X̃ =

 x̃1
...
x̃n

 (2.1.5)

entonces

Ẋ = F (X, t)

X(0) = X0.
(2.1.6)
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Decimos que una curva solución, trayectoŕıa u órbita de (2.1.4) ϕ(x0, .) : I → Rn es inva-
riante con respecto a la traslación en el tiempo, basado en las soluciones en tiempo t0 6= 0,
puede ser siempre trasladada a t0 = 0.
La base geométrica de los objetos asociados con un sistema dinámico {X,ϕt} son estas órbitas
en el espacio de estados y el retrato fase compuesto de ellas.

Figura 2.1: Órbitas de un sistema tiempo-continuo

El comportamiento global de el flujo ϕt : U → Rn definido para todo punto x ∈ U , se observa
en la Figura 2.2. En particular, el concepto de variedad invariante suave esta compuesta de las
curvas de soluciones.

Figura 2.2: Una curva solución y el flujo. a) La curva solución φt(x0); b)el flujo φt.

Definición 2.1.1 Un sistema dinámico es una pareja {X,ϕt}, donde X ⊆ Rn es un espacio
de estados y ϕt : X → X el cual es llamado flujo. Que satisface las siguientes propiedades:

[I] ϕ0 = id

[II] ϕt+s = ϕt ◦ ϕs

Se tiene una condición inicial

x(0) = x0 ∈ U (2.1.7)

en la cual se busca una solución ϕ(x0, t) tal que ϕ(x0, 0) = x0.
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2.2. Teorema de Existencia y Unicidad

Describiremos este teorema para un sistema autónomo de ecuaciones diferenciales ordinarias
no lineales (2.1.4),bajo la hipótesis que f ∈ C1(U), donde U es un subconjunto abierto de Rn.
Este teorema se puede demostrar por el método de Picard de aproximaciones sucesivas. El
método de aproximaciones sucesivas no sólo permite establecer la existencia y unicidad de la
solución asociada al problema (2.1.4), sino también nos permite establecer la continuidad y
diferenciabilidad de la solución con respecto a la condición inicial y parámetros.

Definición 2.2.1 Supongamos que f ∈ C(U) donde U es un subconjunto abierto de Rn. En-
tonces x(t) es una solución de la ecuación diferenciable (2.1.1) sobre un intervalo I si x(t) es
diferenciable en I y para todo t ∈ I, x(t) ∈ U y x′(t) = f(x(t)) y obtenemos x0 ∈ U , x(t) es
una solución del problema de valor inicial sobre un intervalo I si t0 ∈ I, x(t0) = x0 y x(t) es
una solución de la ecuación diferencial (2.1.4) sobre el intervalo I.

Teorema 2.2.1 (Fundamental de Existencia y Unicidad) Sea U un subconjunto abierto de Rn

que contiene a x0 y suponemos que f ∈ C1(U). Entonces existe un a > 0 tal que el problema
de valores iniciales

ẋ = f(x)

x(0) = x0

tiene una solución única x(t) sobre el intervalo (x0 − a, x0 + a).

La demostración esta en el libro [Perko,1996].

2.3. Sistema de ecuaciones diferenciales lineales

Un sistema lineal de ecuaciones diferenciales ordinarias es de la forma:

ẋ = Ax, A ∈ Rn×n x ∈ Rn. (2.3.1)

Se sabe de la teoŕıa de sistemas lineales que si los valores propios λ1, λ2, . . . , λn, de una matriz
A son reales y distintos, entonces el conjunto de vectores propios correspondientes v1, v2, . . . , vn,
forma una base de Rn, en cuyo caso la matriz

P = [v1, v2, . . . , vn]

donde {v1, v2, . . . , vn} son los vectores columnas de P y existe su invertible, entonces

P−1AP = diag[λ1, λ2, . . . , λn]

si se realiza el cambio de coordenadas

y = P−1x y(0) = P−1x(0)

en donde P es la matriz inversa anterior, se obtiene

ẏ = P−1APy

por tanto

y(t) = diag[eλ1t, eλ2t, . . . , eλnt]y(0)
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y aśı se obtiene
x(t) = Py(t)

= Pdiag[eλ1t, eλ2t, . . . , eλnt]y(0)

= Pdiag[eλ1t, eλ2t, . . . , eλnt]P−1x(0).

(2.3.2)

Supongamos el caso en que la matriz A tenga valores propios reales y complejos, y además
algunos de ellos tenga multiplicidad, se tiene un resultado análogo al anterior, pero de mayor
complejidad. Sea A una matriz real que posea los valores propios reales λi, i = 1, . . . , k y los
valores propios complejos

λi = ai + ibi, λ̄i = ai − ibi, i = k + 1, . . . , n

Entonces existe una base para R2n−k

v1, . . . , vk, vk+1, uk+1, . . . , vn, un

en donde vi, i = 1, . . . , n y wi = ui ± ivi, i = 1, . . . , n son los vectores propios generalizados de
A, tal que

P = [v1, . . . , vk, vk+1, uk+1, . . . , vn, un]

es una matriz invertible y

P−1AP =

 B1

. . .

Br


donde los bloques elementales Bj de Jordan son de la forma

Bj =


λ 1 0 . . . 0
0 λ 1 . . . 0

. . .
0 . . . 0 λ 1
0 . . . 0 0 λ


para un valor propio real múltiple λ de A, o bien de la forma

D I2 0 . . . 0
0 D I2 . . . 0

. . .
0 . . . 0 D I2

0 . . . 0 0 D


en donde

D =

[
a −b
b a

]
, I2 =

[
1 0
0 1

]
,0 =

[
0 0
0 0

]
para un valor propio complejo múltiple λ = a+ ib de A. La solución del sistema lineal se escribe
en este caso:

x(t) = Pdiag[eBit]P−1x(0).

Considérese el caso del sistema lineal de dos dimensiones

ẋ = Ax, x ∈ R2 (2.3.3)

en donde A es una matriz real. Entonces existe una matriz P real y cuyas columnas son vectores
propios tal que

B = P−1AP
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tiene una de las formas siguientes:

B =

[
λ 0
0 µ

]
,B =

[
λ 1
0 λ

]
,B =

[
a −b
b a

]
.

La solución del sistema dinámico lineal en este caso es de la forma

ẋ = Bx, x(0) = x0 (2.3.4)

en donde cada uno de los tres casos anteriores implicaŕıa que

x(t) =

[
eλt 0
0 eλt

]
x0

x(t) = eλt
[

1 t
0 1

]
x0

y

x(t) = eat
[

cos bt − sen bt
− sen bt cos bt

]
x0

El comportamiento de las soluciones (2.3.3) se deduce de (2.3.4).

2.4. Sistemas autónomos de ecuaciones diferenciales li-

neales

En esta sección estudiaremos los sistemas autónomos de dimensión 2.
Sea

ẋ = f(x) x ∈ R2, (2.4.1)

en el cual su campo vectorial esta dado por una función lineal, es decir, un sistema lineal puede
ser escrito de la forma

ẋ = Ax, A ∈ Rn×n (2.4.2)

Si x1(t) y x2(t) son soluciones del sistema ẋ = Ax entonces la matriz X(t) = [x1(t) | x2(t)] se
denomina matriz solución; si además las soluciones x1(t) y x2(t) son linealmente independientes
para todo t ∈ R, entonces se dice que X(t) es una matriz fundamental de soluciones de ẋ = Ax.
Si X(t) es una matriz fundamental de soluciones de ẋ = Ax y cumple la condición inicial
X(0) = I,entonces se dice que es una matriz principal de soluciones.
Si X(t) es una matriz fundamental de soluciones, la solución de la ecuación diferencial ẋ = Ax
que satisface la condición inicial x(0) = x0 está dada por la expresión:

ϕt(x0) ≡ eAtx0,

donde
eAt ≡ X(t)[X(0)]−1.

Ahora bien, dos sistema lineales ẋ = Ax y ẏ = By se dice que son topológicamente equivalentes
si existe un homeomorfismo h : R2 → R2, que transforma las órbitas ẋ = Ax en las de ẏ = By
y conserva su sentido en el tiempo. Es decir:

h(eAtx) = eBth(y) para todo t ∈ R y x ∈ R2.

Recordando que un homeomorfismo es continuo y que su inversa es continua.
Por lo tanto, cuando el punto de equilibrio es no hiperbólico se tiene los siguientes 3 casos:
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[I]

[
λ1 0
0 λ2

]
λ1, λ2 < 0 , es un sumidero hiperbólico.

[II]

[
λ1 0
0 λ2

]
λ1, λ2 > 0 ,es una fuente hiperbólico.

[III]

[
λ1 0
0 λ2

]
λ1 > 0, λ2 < 0 ,es un punto silla hiperbólico.

Teorema 2.4.1 Si la matriz de coeficientes A tiene al menos un valor propio con parte real
cero(no hiperbólico), entonces el sistema ẋ = Ax es topológicamente equivalente a uno de los
siguientes cincos sistemas lineales:

[I]

[
0 0
0 0

]
matriz cero,cualquier órbita es una punto de equilibrio.

[II]

[
λ1 0
0 0

]
λ1 < 0 y otro cero, los conjuntos ω-ĺımite (finales) de todas las órbitas positi-

vas(hacia adelante) son puntos de equilibrio.

[III]

[
λ2 0
0 0

]
λ2 > 0 y otro cero. Los conjuntos α- ĺımite(inicio) de todas las órbitas negativas

(hacia atrás) son puntos de equilibrio.

[IV]

[
0 1
0 0

]
dos valores propios cero con rango 1.

[V]

[
0 b
−b 0

]
dos valores propios imaginarios puros. Cada órbita que no sea un equilibrio es

periódica.

Se observa en la Figura 2.3, los retrato fase correspondiente de cada caso anterior.
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Figura 2.3: Retrato fase respectivo de las equivalencia topológica de los sistemas lineales en R2.

2.5. Estabilidad

Si los valores propios de una matriz A de dimensión n×n tienen parte real distinta de cero,
se dice que el flujo:

eAt : Rn → Rn

es hiperbólico. El punto de equilibrio único x = 0 se dice que es un punto de equilibrio hiperbóli-
co.
El punto de equilibrio hiperbólico puede ser o bien un pozo (si todos los valores propios tienen
parte real estrictamente negativa) o una fuente (si todos los valores propios tiene parte real
positiva) o bien un punto silla (los valores propios tienen signos diferentes). Si x = 0 es un pozo
o una fuente, las soluciones se acercan a (o se separan de) x = 0 de dos formas,las cuales son:
nodo o foco. Sean el determinante y la traza de A, respectivamente, δ = detA y τ = trazaA y
considérese el sistema lineal

ẋ = Ax x ∈ Rn

donde x = 0 es un punto de equilibrio.
Los valores propios se pueden escribir de la matriz A de la siguiente forma:

λ =
τ ±
√
τ 2 − 4δ

2

Se tendŕıa los siguientes casos:

a) Silla si δ < 0
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b) Un nodo estable si
δ > 0, τ 2 − 4δ ≥ 0, y τ < 0

c) Un nodo inestable si
δ > 0, τ 2 − 4δ ≥ 0, y τ > 0

d) Un foco estable si
δ > 0, τ 2 − 4δ < 0, y τ < 0

e) Un foco inestable si
δ > 0, τ 2 − 4δ < 0, y τ > 0

f) Un centro si
δ > 0, τ = 0

En la Figura 2.4 el retrato fase indica tiene comportamiento de foco y nodo.

(a) Nodo estable (b) Foco estable (c) Nodo inestable

(d) Foco inestable

Figura 2.4: Retrato fase

En el caso general para n ≥ 1 se tiene lo siguiente. De acuerdo con lo que se ha visto anterior-
mente la solución de un sistema lineal en Rn

ẋ = Ax x(0) = x0 (2.5.1)

se escribe como:
x(t) = eAtx0.

La aplicación eAt : Rn → Rn describe el comportamiento del punto x0 ∈ Rn a lo largo de las
trayectorias de (2.5.1). Un subespacio E ⊂ Rn se dice invariante bajo el flujo eAt : Rn → Rn
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si eAtE ⊂ E para todo t ∈ R.

Sea E el espacio generado por los vectores propios de la matriz A correspondientes a un
valor propio λ, entonces

AE ⊂ E

.
Para demostrar este resultado sea {v1, . . . , vk} una base de E formada por los vectores propios
generalizados. Sea v ∈ E,

v =
k∑
i=1

civi

y, por linealidad,

Av =
k∑
i=1

ciAvi.

Para cada vi
(A− λI)kivi = 0

para un cierto ki mı́nimo, se puede escribir

(A− λI)vi = Vi

o lo que es lo mismo Vi ∈ (A− λI)ki−1 ⊂ E. Se deduce que Avi ∈ E y por tanto Av ∈ E.
Se define los subespacios estable e inestable, Es, Eu respectivamente, de un sistema lineal (2.5.1).
Supongamos que la matriz A de n×n tiene k valores propios negativos λ1, · · · , λk y n−k valores
propios positivos λk+1, · · · , λn y estos valores propios son distintos.
Sea {v1, · · · , vn} es un conjunto correspondiente de vectores propios. Entonces el subespacio
estable e inestable del sistema lineal (2.5.1) Es y Eu, son los subespacios lineales generados por
{v1, · · · , vk} y {vk+1, · · · , vn} respectivamente, es decir,

Es = Span{v1, · · · , vk}

Eu = Span{vk+1, · · · , vn}
Si la matriz A tiene valores propios puros imaginarios, es decir, con parte real nula, entonces
ah́ı también es un subespacio central Ec.

Definición 2.5.1 Sea λj = aj + ibj, wj = uj + ivj . Entonces

Es = Span{uj, vj|aj < 0},
Ec = Span{uj, vj|aj = 0},
y

Eu = Span{uj, vj|aj > 0}.

es decir, Es, Ec y Eu son subespacios de Rn generados por los vectores propios reales e ima-
ginarios wj con su correspondiente valor propio λj con parte real negativa, cero y positiva
respectivamente.

Teorema 2.5.1 Sea A una matriz real n× n. Entonces

Rn = Es ⊕ Eu ⊕ Ec

donde Es, Ec y Eu es subespacio estable, central e inestable respectivamente; además Es, Ec y
Eu son invariantes con respecto al flujo eAt de (2.5.1) respectivamente.

Referencia [Perko,1996]
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2.6. Sistemas de ecuaciones diferenciales no lineales

Consideremos

ẋ = f(x), x(0) = x0. (2.6.1)

El estudio de los sistemas dinámicos no lineales comprenden dos partes: una más elemental de
carácter local, que se relaciona con el estudio de sistemas lineales cuando evaluamos el punto
de equilibrio hiperbólico, analizamos su comportamiento en el en torno de este y una parte más
espećıfica en la que se ponen en evidencia comportamientos completamente nuevos con relación
a los sistemas lineales.
Sea f : Rn → Rn y f ∈ C1(U) en donde U es un abierto de Rn. Se dice que x̄(t) es una solución
de la ecuación diferenciable no lineal

ẋ = f(x)

sobre un intervalo I, si x̄(t) es diferencial sobre I y para todo t ∈ I.
Del sistema no lineal (2.6.1) determinaremos los puntos de equilibrio y describiremos el com-
portamiento de (2.6.1) cerca de estos puntos. El comportamiento del sistema no lineal de (2.6.1)
cerca de un punto de equilibrio hiperbólico x0 es determinado cualitativamente por el compor-
tamiento de la linealización de (2.6.1)

ẋ = Ax, x ∈ Rn

con la matriz A = Df(x0), que tiene tamaño n × n constante y que tiene todos sus valores
propios reales y distintos. La función lineal Ax = Df(x0)x es llamado la parte lineal de f en
x0.

Definición 2.6.1 Un punto x0 ∈ Rn es llamado un punto de equilibrio o punto cŕıtico de
(2.6.1) si f(x0) = 0. Un punto de equilibrio x0 es llamado un punto de equilibrio hiperbólico de
(2.6.1) si ninguno de los valores propios de la matriz Df(x0) tiene parte real cero. El sistema
lineal (2.5.1) con la matriz A = Df(x0) es llamado linealización de (2.6.1) en x0.

Notemos que si x0 es un punto de equilibrio de (2.6.1) y ϕt : U → Rn es el flujo asociado a la
ecuación diferencial (2.6.1), entonces ϕt(x0) = x0 para todo t ∈ R. Aśı, x0 es llamado un punto
fijo del flujo ϕt; también llamado un cero, punto cŕıtico o punto singular de el campo vectorial
f : U → Rn.
En el caso lineal

ẋ = Ax,

el flujo asociado a este sistema, se escribe de la forma

ϕt(x0) = eAtx0.

2.7. Teorema de Hartman-Grobman

Este teorema muy importante en la teoŕıa cualitativa local de ecuaciones diferenciales ordi-
narias. El teorema muestra que cerca de un punto de equilibrio hiperbólico x0,

ẋ = f(x),

tiene la misma estructura cualitativa como el sistema lineal ẋ = Ax con A = Df(x0).
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Definición 2.7.1 Sean dos sistemas autónomos de ecuaciones diferenciales tal como (2.5.1)
y (2.6.1). Se dice que tienen topoloǵıa equivalente en una vecindad en el origen o tiene la
misma estructura cualitativa cerca del punto de equilibrio el cual es el origen
si hay un homeomorfismo H de un conjunto abierto U ⊂ Rn que contiene al origen sobre un
conjunto abierto V ⊂ Rn que contiene al origen, el cual mapea las trayectorias de (2.6.1) en
U sobre las trayectorias de (2.5.1) en V y preserva la orientación en el tiempo en el sentido
que si una trayectoria es dirigida desde x1 a x2 en U , entonces su imagen bajo H es dirigida
desde H(x1) a H(x2) en V . Si el homeomorfismo H preserva la parametrización por tiempo,
entonces los sistemas (2.5.1) y (2.6.1) se dice que son topológicamente conjugado en una
vecindad del origen.

Teorema 2.7.1 (Hartman-Grobman) Sean U un subconjunto abierto de Rn que contiene
al origen, f ∈ C1(U), y s ϕt el flujo del sistema no lineal (2.6.1). Supongamos f(0) = 0
y que la matriz A = Df(0) no tiene valores propios con parte real cero. Entonces existe un
homeomorfismo H de un conjunto abierto U contiene al origen sobre un conjunto abierto V que
contiene el origen tal que para cada x0 ∈ U , en un intervalo abierto I0 ⊂ R que contiene al
cero, tal que x0 ∈ U y t ∈ I0

H ◦ ϕt(x0) = eAH(x0),

es decir, H es un mapeo de trayectorias de (2.5.1) cerca del origen sobre las trayectorias de
(2.6.1) cerca del origen y preserva la parametrización del tiempo.

2.8. Sistemas Hamiltonianos

Definición 2.8.1 Sea E ⊂ R2n y sea H ∈ C2(E) donde H = H(x, y) con x, y ∈ Rn. Un
sistema de la forma

ẋ =
∂H

∂y

ẏ = −∂H
∂x

,

(2.8.1)

donde

∂H

∂x
=

(
∂H

∂x1

, · · · , ∂H
∂xn

)T
y
∂H

∂y
=

(
∂H

∂y1

), · · · , ∂H
∂yn

)T
,

es llamado sistema Hamiltoniano con n grados de libertad en E.

2.9. Ciclo y Estabilidad de conjuntos invariantes

Definición 2.9.1 Un ciclo es una órbita periódica, es decir, una órbita L0 sin punto de equi-
librio, tal que cada punto x0 ∈ L0, los satisface ϕt+T0x0 = ϕtx0 con algún T0 > 0, para todo
t ∈ T .

El T mı́nimo con esta propiedad es llamado el peŕıodo del ciclo L0. Si un sistema empieza su
evolución en un punto x0 en el ciclo, éste regresará al mismo punto después de cada T0 unidades
de tiempo. En el caso de tiempo-continuo el ciclo Lo es una curva cerrada en el plano como se
ve en la siguiente Figura: 2.5.
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Figura 2.5: Órbitas periódicas en un sistema en tiempo-continuo

Definición 2.9.2 Un ciclo de un sistema dinámico tiempo-continuo, en una vecindad en la
cual no hay otros ciclos, es llamado ciclo ĺımite.

Definición 2.9.3 Un conjunto invariante de un sistema dinámico {X,ϕt} es un subcon-
junto S ⊂ X tal que x0 ∈ S implica ϕtx0 ∈ S para todo t > 0.

Para representar un estado asintóticamente estable de un sistema dinámico, un conjunto inva-
riante S0 puede ser estable; en otras palabras, éste debe atraer órbitas cercanas.
Supongamos que tenemos un sistema dinámico con un espacio métrico completo X. Sea S0 un
conjunto invariante cerrado entonces enunciamos la siguiente:

Definición 2.9.4 Un conjunto invariante S0 es llamado estable si

i) para cualquier vecindad suficientemente pequeña U ⊃ S0 existe una vecindad V ⊃ S0 tal
que ϕtx ∈ U para toda x ∈ V y todo t > 0

ii) Existe una vecindad U0 ⊃ S0 tal que ϕtx→ S0 para todo x ∈ U0,cuando t −→∞.

La propiedad (I)de la definición es llamada estabilidad según Lyapunov. La propiedad (II) es
llamada estabilidad asintótica. Hay conjuntos invariantes que son estables según Lyapunov pero
no asintóticamente estables.

2.10. Criterio de Bendixson

El criterio de Bendixson nos permite establecer cuando no existen soluciones periódicas de
campos vectoriales autónomos en el plano. Se denota el campo vectorial por:

ẋ = f(x, y), (x, y) ∈ R2

ẏ = g(x, y).
(2.10.1)

Teorema 2.10.1 Si en una región simplemente conexa D ⊂ R2(es decir D no tiene agujeros

esta región) la expresión de
∂f

∂x
+
∂g

∂y
es no idénticamente cero y no cambia de signo, entonces

(2.10.1) no tiene órbitas cerradas en la región D.
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Teorema 2.10.2 Sea
ẋ = f(x, y)

ẏ = g(x, y)
(2.10.2)

con x, y ∈ Rn y supongamos que f y g tiene primeras derivadas parciales continuas en un
dominio D ⊂ Rn. Una órbita periódica siempre encierra al menos un punto de equilibrio. Śı
sólo encierra uno, no es punto silla.

2.11. Equivalencia de Sistemas Dinámicos

En esta sección se introducen y se discuten las ideas fundamentales que se utilizarán en el
siguiente caṕıtulo: equivalencia topológica de sistemas dinámicos y sus clasificaciones, bifurca-
ción, diagrama de bifurcación, y las formas normales topológicas para bifurcaciones.
La comparación de cualquier objeto está basada en una relación de equivalencia. Nos permite
definir clases de objetos equivalentes y hacer el estudio de transiciones entre estas clases. Aśı,
tenemos que especificar que significa que dos sistemas dinámicos sean cualitativamente simila-
res equivalentes. Consideremos dos sistemas dinámicos como equivalentes si sus esquemas fase
son que cualitativamente similares, es decir, si un esquema puede ser obtenido de otro par de
transformación continua.

Figura 2.6: Topológicamente equivalente

Definición 2.11.1 Un sistema dinámico {Rn, ϕt} es topológicamente equivalente a {Rn, ψt}
si existe un homeomorfismo h : Rn → Rn mapeando órbitas del primer sistema a órbitas del
segundo sistema, preservando la dirección en el tiempo.

Consideremos dos sistemas a tiempo continuo topológicamente equivalentes:

ẋ = f(x), x ∈ Rn (2.11.1)

y
ẏ = g(y), y ∈ Rn (2.11.2)

donde las funciones de la derecha son suaves. Sean ϕt y ψt los flujos correspondientes. Supon-
gamos que y = h(x) es un mapeo invertible h : Rn → Rn, el cual es suave junto con su inversa
(h es un difeomorfismo)y tal que, para todo x ∈ Rn,

f(x) = M−1(x)g(h(x)), (2.11.3)

donde

M(x) =
dh(x)

dx
(2.11.4)
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es la matriz Jacobiana de h(x) evaluada en el punto x. Entonces, el sistema (2.11.1) es to-
pológicamente equivalente al sistema (2.11.2). Efectivamente, el sistema (2.11.2) es obtenida
del sistema (2.11.1) por el cambio suave de coordenadas y = h(x). Aśı, h mapea las soluciones
de (2.11.1) en las soluciones de (2.11.2),

h(ϕtx) = ψth(x), (2.11.5)

y puede hacer el papel de la regla del homeomorfirmo en la definición (2.11.1).

Definición 2.11.2 Dos sistemas (2.11.1) y (2.11.2) satisfaciendo (2.11.3) para algún difeo-
morfismo h son llamados suavemente equivalente(o difeomórficos).

Dos sistemas difeomórficos son prácticamente idénticos y puede verse como el mismo sistema
escrito usando diferentes coordenadas. Ciclos ĺımite difeomórficos tienen los mismos multipli-
cadores y peŕıodos. Supongamos que µ = µ(x) > 0 es una función escalar positiva suave y que
los miembros de la derecha de (2.11.1) y (2.11.2) están relacionados por

f(x) = µ(x)g(x) (2.11.6)

para todo x ∈ Rn.

Definición 2.11.3 Dos sistemas (2.11.1) y (2.11.2) satisfaciendo (2.11.6)para una función
positiva suave µ son llamados órbitalmente equivalentes.

Claramente, dos sistemas dinámicos son órbitalemente equivalentes pueden ser no-difeomorficos,teniendo
ciclos que parezcan la misma curva cerrada en el espacio fase pero tienen periódos diferentes.
Muy a menudo estudiamos sistemas dinámicos localmente, es decir, no en todo el espacio de
Rn si no en algunas regiones U ⊂ Rn.

Definición 2.11.4 Un sistema dinámico {Rn, ϕt} es llamado localmente topológicamente
equivalente cerca de un punto de equilibrio x0 a un sistema dinámico {Rn, ψt} cerca de un
equilibrio y0 si existe un homeomorfismo h : Rn → Rn tal que

[I] Es definido en una vecindad pequeña U ⊂ Rn de x0

[II] Satisface y0 = h(x0)

[III] Mapea las órbitas del primer sistema en U dentro de órbitas del segundo sistema en
V = f(U) ⊂ Rn, preservando la dirección en el tiempo.

Definición 2.11.5 Dos sistemas (2.11.1) y (2.11.2) son llamados suave órbitalmente equi-
valentes si (2.11.2) es suavemenete equivalenete a un sistema que es orbitalmente equivalente
a (2.11.1).

2.12. Teorema de Variedad Estable

Es uno de los resultados más importante en la teoŕıa cualitativa de las ecuaciones diferen-
ciales ordinarias. El teorema muestra que cerca de un punto de equilibrio hiperbólico x0, el
sistema no lineal

ẋ = f(x), (2.12.1)

tiene variedades estables e inestable Ws y Wu tangente en x0 a los subespacios estables Es e
inestables Eu del sistema linealizado

ẋ = Ax, (2.12.2)
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donde A = Df(x0). Además Ws y Wu son de la misma dimensión como Es y Eu, y si ϕt es
el flujo del sistema no lineal (2.12.1), entonces Ws y Wu son positivamente y negativamente
invariante bajo ϕt respectivamente y satisface los siguientes conjuntos invariantes:

W s(x0) = {x : ϕtx→ x0t→ +∞}, W u(x0) = {x : ϕtx→ x0t→ −∞} (2.12.3)

donde ϕt es el flujo asociado (2.12.1).

Definición 2.12.1 W s(x0) es llamado variedad estable de x0, mientras W u(x0) es llamado
variedad inestable de x0.

Teorema 2.12.1 Sea f : Rn → Rn es un difeomorfismo C1 con un punto de equilibrio hi-
perbólico x0. Entonces hay una variedad estable e inestable W s

loc y W u
loc, son tangente a los

subespacios estable e inestable Es y Eu de Df(x0) en x0 y de dimensiones correspondientes.
W s
loc y W u

loc tan suave como el mapeo de f(x).

2.13. Estabilidad Estructural

Entenderemos que si la estructura cualitativa del flujo no cambia para pequeñas variaciones
del parámetro.

Definición 2.13.1 Sean f y g son dos funciones. La distancia C0 entre f y g, denotada
d0(f, g), está dada por

d0(f, g) = sup
x∈R
| f(x)− g(x) | . (2.13.1)

La distancia Cr denotada dr(f, g), está dada por:

dr(f, g) = sup
x∈R

(| f(x)− g(x)) |, | f ′(x)− g′(x) |, . . . , | f (r)(x)− g(r)(x) |) (2.13.2)

Observación Usaremos la distancia Cr solo como una medida de proximidad de dos funciones
y no como una métrica global sobre todas las funciones. section

Teorema 2.13.1 Sea J ⊂ Rn, f : J → J . Se dice que f es Cr estructuralmente estable
en J si existe ε > 0 tal que g : J → J es conjugada topológica de f siempre que dr(f, g) < ε.
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Caṕıtulo 3

Variedad Central y Formas Normales

En este caṕıtulo introduciré dos herramientas importantes para el análisis del comportamien-
to cualitativo de los sistemas dinámicos no lineales con sus puntos de equilibrio no hiperbólicos.

3.1. Variedad Central

El teorema de la Variedad Central nos permite determinar la estabilidad y el comportamien-
to cualitativo en una vecindad de un punto de equilibrio no hiperbólico x0 ∈ Rn del sistema no
lineal ẋ = f(x) con x ∈ Rn donde A = Df(x0), detA = 0 pero A 6= 0.
Sea

ẋ = f(x), x ∈ Rn (3.1.1)

donde f es suficientemente suave, f(0) = 0. Supongamos que el punto de equilibrio es no
hiperbólico, es decir, que existe valores propios con parte real cero. Supongamos que hay u
valores propios con Reλ > 0, c valores propios con parte real Reλ = 0, y s valores propios con
Reλ < 0. Sea Ec el espacio propio (generado) lineal que corresponde a la unión de los c valores
propios con parte real cero. Bajo los supuestos anteriormente expuestos, el siguiente teorema
sostiene

Teorema 3.1.1 Teorema de La Variedad Central.
Hay localmente definida una variedad invariante de dimension c suave W c

loc(0) de (3.1.1) que
es tangente a Ec en x = 0. Además, hay una vecindad U de x0 = 0, tal que si φtx ∈ U para
todo t ≥ 0 (t ≤ 0), entonces φtx→ W c

loc(0) para t→ +∞(t→ −∞).

Definición 3.1.1 La variedad W c
loc(0) es llamada la Variedad Central Local.

Ya que la variedad central es generalmente de dimensión más pequeña que el sistema (3.1.1),
esta nos proporciona una simplificación del problema de determinar la estabilidad y el compor-
tamiento cualitativo del flujo cerca del punto de equilibrio no hiperbólico de (3.1.1). La matriz
A = Df(x0) = diag[C,P,Q] y la matriz cuadrada C tiene c valores propios con parte real cero,
la matriz P tiene s valores propios con parte real negativos y la matriz cuadrada Q tiene u
valores propios con parte real positiva, es decir, el sistema (3.1.1) puede ser escrito en la forma
diagonal.

ẋ = Cx+ F (x, y, z)

ẏ = Py +G(x, y, z)

ż = Qz +H(x, y, z)

(3.1.2)

donde (x, y, z) ∈ Rc×Rs×Ru, F (0) = 0, G(0) = 0, H(0) = 0 y DF (0) = 0, DG(0) = 0, DH(0) =
0.
Se analizará el caso cuando u = 0, sea (F,G) ∈ Cr(E), E ⊂ Rn con r ≥ 1, existe W s(0) una
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variedad estable invariante de dimensión s tangente a el subespacio estable Es de (3.1.1) en 0
y existe W c(0) una variedad central invariante de dimensión c tangente a el subespacio central
Ec de (3.1.1) en 0. Esto siguiendo que la variedad central es local de (3.1.2) en 0,

W c
loc(0) = {(x, y) ∈ Rc × Rs〉|y = 0} (3.1.3)

en el origen. Este resultado es parte de el teorema de la Variedad Central Local, el cual es
probado por [Carr].

Teorema 3.1.2 Teorema de la Variedad Central Local.
Sea f ∈ Cr(E), donde E es un subconjunto abierto de Rn que contiene el origen y r ≥ 1.
Supongamos que f(0) = 0 y que Df(0) tiene c valores propios con parte real cero y s son los
valores propios con parte real negativa, donde c + s = n. El sistema (3.1.1) puede ser escrito
en la forma diagonal

ẋ = Cx+ F (x, y),

ẏ = Py +G(x, y).
(3.1.4)

donde (x, y) ∈ Rc × Rs, C es una matriz cuadrada con c valores propios con parte real cero
y P es una matriz cuadrada con s valores propios con parte real negativa y F (0) = G(0) =
0, DF (0) = DG(0) = 0, aun más, existe una δ > 0 y una función h ∈ Cr(Nδ(0)) (Nδ(0) es una
vecindad en el origen ) que define la variedad central local (3.1.3) y satisface

Dh(x)[Cx+ F (x, h(x))]− Ph(x)−G(x, h(x)) = 0, (3.1.5)

para |x| < δ; y el flujo en la variedad central local W c(0) es definida por el sistema de las
ecuaciones diferenciales

ẋ = Cx+ F (x, h(x)), (3.1.6)

para toda x ∈ Rc con |x| < δ. La ecuación (3.1.5) para la función y = h(x) se sigue del hecho
que la variedad central W c(0) es invariante bajo el flujo definido por el sistema (3.1.1) por la
sustitución ẋ y ẏ del sistema (3.1.4) teorema 3.1.2 en la ecuación

ẏ = Dh(x)ẋ, (3.1.7)

se obtiene por regla de la cadena al momento de derivar y = h(x) definida en la variedad
central. La ecuación (3.1.5) es una ecuación diferencial parcial cuasi-lineal para los componentes
de h(x), por lo cual se realiza un método de aproximación de esta función, a cualquier grado
que deseamos. En donde h(x) se aproxima por una serie de expansión. Esto se ilustra en el
siguiente ejemplo, el cual también muestra que es necesario una aproximación para la forma de
la variedad central local W c

loc(0).

Ejemplo 3.1.1 Considere el siguiente sistema con c = s = 1

ẋ = x2y − x5

ẏ = −y + x2 (3.1.8)

Tenemos que C = 0, P = [−1], F (x, y) = x2y − x5 y G(x, y) = x2.
Se propone la siguiente

h(x) = ax2 + bx3 +O(x4) y Dh(x) = 2ax+ 3bx2 +O(x3),
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se sustituye en la ecuación:

Dh(x)[Cx+ F (x, h(x))]− Ph(x)−G(x, h(x)) = 0

obtenemos

(2ax+ 3bx2 + . . .)(ax4 + bx5 + . . .− x5) + ax2 + bx3 + . . .− x2 = 0.

Realizando las simplificaciones necesarias se obtienen como valores de los coeficientes a − 1 =
0, b = 0, c = 0. Por lo tanto se tiene que

h(x) = x2 +O(x5),

Este resultado obtenido, se sustituye en la ecuación (3.1.6), entonces

ẋ = x4 +O(x5).

Figura 3.1: Retrato fase de (3.1.8) con la variedad central.

3.2. Puntos de equilibrio no hiperbólicos en R2

Supongamos que el origen es un punto de equilibrio aislado del sistema plano

ẋ = P (x, y)

ẏ = Q(x, y)
(3.2.1)
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donde P y Q son anaĺıticas en alguna vecindad del origen. Se obtienen algunos resultados de
estabilidad para el caso cuando la matriz A = Df(x) tiene uno o dos valores propios ceros,
pero A 6= 0. Y estos resultados pueden ser extendidos en altas dimensiones. Notemos que si P
y Q son de grado m,los cuales se denota como Pm y Qm:
Supongamos que P (x, y) y Q(x, y) en (3.2.1)son funciones anaĺıticas de x y y en algún sub-
conjunto abierto E de R2 contiene el origen y supongamos que la expansión de Taylor de P
y Q sobre el origen (0, 0) comienza con términos de grado m Pm(x, y) y Qm(x, y) con m ≥ 1.
Entonces cualquier trayectoria de (3.2.1)se aproxima al origen cuando t→∞.

Teorema 3.2.1 Supongamos que P (x, y) y Q(x, y) en (3.2.1)son funciones anaĺıticas de x y
y en algún subconjunto abierto de R2 contiene al origen y supongamos que la expansión de
Taylor de P y Q alrededor del (0, 0) empieza con términos de grado m los cuales son Pm(x, y)
y Qm(x, y) con m ≥ 1. Entonces cualquier trayectoria de (3.2.1) se aproxima al origen cuando
t→∞, ya sea espirales hacia el origen cuando t→∞ o esta tienda al origen en una dirección
definida θ = θ0. Si xQm(x, y) − yPm(x, y) es no idénticamente cero, entonces todas las direc-
ciones se aproxima, θ0 satisface la ecuación

cosθ0Qm(cosθ0, senθ0)− sinθ0Pm(cosθ0, senθ0) = 0 (3.2.2)

Se tiene que la función

g(θ) = cosθQm(cosθ0, senθ0)− sinθ0Pm(cosθ0, senθ0) (3.2.3)

no es idénticamente cero, entonces hay al menos 2(m + 1) direcciones θ = θ0 a lo largo de las
trayectorias se aproximan al origen. Estas direcciones son obtenidas por las soluciones de la
ecuación g(θ) = 0.
Supongamos que g(θ) no es idénticamente cero,entonces las curvas de soluciones de ẋ = f(x)
que se aproxima al origen a lo largo de esta ĺınea, divide una vecindad de el origen en número
finito de regiones abiertas llamadas sectores.
Hay tres tipos de sectores los cuales se definen de la siguiente manera:

Definición 3.2.1 Un sector el cual es topologicamente equivalente a el sector que se muestra
en la figura 3.2 a) es llamado un sector hiperbólico. Un sector el cual es topologicamente
equivalente a el sector que se muestra en la figura3.2 b) es llamado un sector parabólico. Y
un sector el cual es topologicamente equivalente al sector que se muestre en la figura 3.2 c) es
llamado sector eĺıptico.

Figura 3.2: a)Sector hiperbólico b) Sector parabólico c)Sector eĺıptico

Ahora consideramos el caso cuando A tiene 2 valores propios cero, es decir, A = 0, detA = 0 y
trA = 0. En donde el sistema se puede escribir de la forma normal:

ẋ = y

ẏ = akx
k[1 + h(x)] + bnx

ny[1 + g(x)] + y2R(x, y)
(3.2.4)
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donde h(x), g(x) y R(x, y) son anaĺıtica en una vecindad de el origen, h(0) = g(0) = 0, k ≥
2, ak 6= 0 y n ≥ 1.
El sistema ẋ = f(x) se puede escribir de la siguiente manera:

ẋ = p2(x, y)

ẏ = y + q2(x, y)
(3.2.5)

Teorema 3.2.2 Sea k = 2m + 1 con m ≥ 1 en (3.2.4) y sea λ = b2
n + 4(m + 1)ak. Entonces

si ak > 0,el origen es una silla topoloǵıa. Si ak < 0, el origen es un foco o un centro si bn = 0
y también si bn 6= 0 y n > m o si n = m y λ < 0 , de (3.2.5)es un nodo si bn 6= 0, n es un
número par y n < m, y también si bn 6= 0, n es un número par, n = m y λ ≥ 0 y de (3.2.4)
un punto de equilibrio con un dominio eĺıptico si bn 6= 0, n es un número impar y n < m y
también si bn 6= 0, n es un número impar, n = m y λ ≥ 0.

Teorema 3.2.3 Sea k = 2m con m ≥ 1 en (3.2.4). Entonces el origen es una cusṕıde si bn = 0
y también si bn 6= 0 y n ≥ m y (3.2.5) una silla-nodo si bn 6= 0 y n < m.

Observamos que si Df(x0) tiene un valor propio cero,entonces el punto de equilibrio x0 podŕıa
ser un nodo, una topoloǵıa de silla, o una silla-nodo; y si Df(x0) tiene dos valores propios
ceros, entonces el punto cŕıtico x0 podŕıa ser un foco, un centro, nodo, una silla topológica,
silla-nodo,cúspide o un punto cŕıtico con un dominio eĺıptico.
Notar un punto de equilibrio con un dominio eĺıptico consiste un sector eĺıptico, un sector
hiperbólico, dos sectores parabólicos y dos separatrices.

3.3. Formas Normales

Supongamos que el sistema dinámico no lineal:

ẋ = f(x), x ∈ Rn (3.3.1)

puede escribirse de la forma
ẋ = Ax+ F (x), A ∈ Rn×n (3.3.2)

donde A ∈ Rn×n es la matriz de coeficientes de la linealización de f(x) y F (x) es la parte no
lineal. Necesitamos saber qué hacer con los puntos de equilibrio no hiperbólicos. Supongamos
que el término F (x) ha sido truncado, de tal manera que representa un polinomio de grado
k. Un proceso de cambios no lineales nos permiten eliminar lo términos cuadráticos, luego los
cúbicos y aśı sucesivamente lo ideal seŕıa eliminar todos los términos no lineales con sucesivos
cambios de variable, pero esto no es posible, ya que reduciŕıamos la ecuación (3.3.2) a una
ecuación diferencial lineal, y el Teorema de Hartmann- Grobman solo lo permite para puntos
hipérbolicos. Los términos que no se pueden eliminar reciben el nombre de términos resonantes.
Si se diera el caso de que tras sucesivos cambios se hubiesen eliminado todos los términos
considerados en el desarrollo de F (x) en un entorno de un punto no hiperbólico, entonces se
debe considerar un desarrollo de F (x) con más términos hasta obtener un término resonante.
En caso contrario habŕıamos reducido la expresión de F (x) a un sistema lineal, y no puede
hacerse en el entorno de el punto de equilibrio no hiperbólico.
Una vez que se han eliminado todos los términos no resonantes de F (x), la expresión resultante
recibe el nombre de forma normal. Es el polinomio más sencillo que contiene toda la información
necesaria para comprender su sistema dinámico. Dado un sistema dinámico no lineal

ẋ = f(x), (3.3.3)
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con f(0) = 0, buscar un cambio de coordenadas x = y + h(y) tal que el sistema en las nuevas
coordenadas tenga la expresión más simple posible.
Supongamos que el campo f(x) ha sido desarrollado en serie de Taylor alrededor del punto de
equilibrio x = 0, y que, además, su parte lineal se encuentra en forma de Jordan,

ẋ = Jx+ F2(x) + F3(x) + · · · , (3.3.4)

donde Fr : Rn → Rn es un campo vectorial cuyas componentes son polinomios homogéneos de
grado r. Supongamos que el campo f(x) posee términos no lineales de grado r en adelante, es
decir,

ẋ = Jx+ Fr(x) + Fr+1(x) + · · · . (3.3.5)

Considere el cambio de coordenadas

x = y + hr(y), (3.3.6)

donde hr : Rn → Rn es un campo vectorial cuyas componentes son polinomios homogéneos de
grado r, tal que ‖ hr(y) ‖<< 1. La idea es encontrar hr tal que, el sistema (3.3.5) en las nuevas
coordenadas no posea términos de grado r. Derivando (3.3.6) obtenemos

ẋ = ẏ +Dhr(y)ẏ

= (I +Dhr(y))ẏ,
(3.3.7)

pero I +Dhr(y) tenemos que ‖ Dhr(y) ‖< 1, entonces es una matriz invertible, tal que

(I +Dhr(y))−1 = I −Dhr(y) + (Dhr(y))2 + · · · , (3.3.8)

luego, de (3.3.7) se sigue que

ẏ = (I +Dhr(y))−1ẋ

=
(
I − dhr(y) + (Dhr(y))2 + · · ·

)
(Jx+ Fr(x) + Fr+1(x) + · · · ).

(3.3.9)

Pero Fr(y + hr(y)) = Fr(y) +DFr(y)hr(y) + · · · , luego entonces

ẏ =
(
I −Dhr(y) + (Dhr(y))2 + · · ·

)
(J(y + hr(y)) + Fr(y) + O(| y |r+1))

= Jy + (Fr(y) + Jhr(y)−Dhr(y)Jy) + O(| y |r+1))

= Jy + F̃r(y) + O(| y |r+1)),

(3.3.10)

donde F̃r(y) = Fr(y)− (Dhr(y)Jy − Jhr(y)).

Observación Observe que si el campo vectorial f(x) posee términos no lineales a partir de
orden r, entonces el cambio de coordenadas x = y + hr(y) produce un nuevo campo vectorial
también con términos no lineales a partir de orden r. section
Veamos bajo que condiciones es posible asegurar la existencia de hr tal que F̃r = 0. Considere
el espacio vectorial Hr de los campos vectorial cuyas componentes son polinomios homogéneos
de grado r, y sea LJ : Hr → Hr el operador lineal dado por

LJ(hr(y)) = Dhr(y)Jy − Jhr(y). (3.3.11)

Tal operación se conoce como el paréntesis de Lie (o corchete de Lie) de los campos vectoriales
Jy y hr(y). Basta probar que LJ es invertible, ya que F̃r = 0⇔ hr(y) = L−1

J (Fr(y)).
Estudiando las formas normales de puntos de equilibrio no hiperbólicas en el plano para el
sistema ẋ = f(x) de dimensión dos. Con un cambio de variable desplazamos el punto fijo
al origen, y el sistema se escribe ẏ = g(y). La existencia de puntos no hiperbólicos impone
restricciones a los valores propios de Dg(0). Son los siguientes casos:
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a) Dg(0) tiene dos valores propios reales . Uno de ellos son cero, λ1 6= 0, λ = 0, es decir,
detDg(0) = 0 y la trazaDg(0) 6= 0. La forma normal es(

λ1 0
0 0

)(
y1

y2

)
+
∑k

r=2

(
ary1y

r−1
2

bry
r
2

)
+ O(| y |k+1), con ar, br ∈ R.

b) Dg(0) tiene dos valores propios conjugados imaginarios, λ1,2 = ±iω. Es decir, detDg(0) >
0 y trazaDg(0) = 0. La forma normal es(

λ0 −ω
ω 0

)(
y1

y2

)
+
∑b 1

2
(k−1)c

r=1
(y2

1 + y2
2)(ar

(
y1

y2

)
+ br(

(
−y2

y1

)
O(| y |k+1), ar, br ∈ R.

c) Dg(0) 6= 0 y tiene dos valores propios nulos λ1 = λ = 0, donde 0 es la matriz nula, es
decir, detDg(0) = trazaDg(0) = 0. La forma normal es:(

0 1
0 0

)(
y1

y2

)
+
∑k

r=2

(
ary

r
1

bry
r
2

)
+ O(| y |k+1), ar, br ∈ R.
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Caṕıtulo 4

Bifurcaciones, formas normales
topológicas y algo más

Para definir bifurcación en una ecuación diferencial, primero se introducirán algunos unos
ejemplos para saber como es el comportamiento cualitativo de una EDO cuando ésta tiene un
parámetro el cual va variando sus valores.

4.1. Ejemplos

Ejemplo 4.1.1 Insensible.

Considere la ecuación diferencial

ẋ = c− x = F (c, x), (4.1.1)

donde c es un parámetro real.

Para c = 0, se tiene que F (0, x) = −x. En este caso se podŕıa decir que de la ecuación (4.1.1)
sufre una perturbación en el campo vectorial ẋ = −x. El efecto de la introducción del parámetro
c es que F (0, x) = −x es trasladada verticalmente una distancia c. De cualquier forma es
conveniente para nuestro propósito el dejar la ĺınea fija y trasladar el eje x verticalmente a −c.
Al hacer esto, podemos determinar fácilmente los flujos para todos los valores del parámetro c
de la gráfica de F (c, x). Como se muestra en la Figura 4.1 , para todos los valores del parámetro
c existe un solo punto de equilibrio hiperbólico el cual es asintóticamente estable.

33
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Figura 4.1: Diagrama de bifurcación de (4.1.1).

Ejemplo 4.1.2 Bifurcación silla-nodo.

Consideremos la ecuación escalar

ẋ = µ− x2. (4.1.2)

Para µ > 0 hay dos puntos equilibrio en x = ±√µ; ∂f
∂x

= −2x, el punto equilibrio x =
√
µ es

estable y x = −√µ es inestable. Para µ = 0 hay solo un punto de equilibrio x = 0, este es un

punto de equilibrio no hiperbólico ya que
∂f(0, 0)

∂x
= 0. Para µ < 0 no hay puntos de equilibrio.

Figura 4.2: Retrato fase de (4.1.2).

Para el caso de µ > 0 se obtiene que la variedad estable e inestable son W s(
√
µ) = (−√µ,∞)

y W u(−√µ) = (−∞,√µ). Y para µ = 0 la variedad central es W c(0) = (−∞,∞).
El diagrama de bifurcación se observa en la Figura 4.3 y la curva que determina µ − x2 = 0
determina la posición de los puntos de equilibrio.
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Figura 4.3: Diagrama de bifurcación de la bifurcación silla-nodo.

El estudio de los cambios en la estructura cualitativa del flujo de una ecuación cuando los
parámetros son variados son llamados teoŕıa de bifurcación .
Para un valor dado del parámetro, decimos que una ecuación diferencial es estructuralmente
estable si la estructura cualitativa del flujo no cambia para pequeñas variaciones del parámetro.
Un valor del parámetro para el cual el flujo no es estructuralmente estable es llamado valor de
bifurcación, y decimos que la ecuación tiene un punto de bifurcación. La ecuación (4.1.1) tiene
una estructura de órbita estable para todos sus valores de c y la ecuación (4.1.2) tiene todas
las órbitas estable para c 6= 0, pero tiene un punto de bifurcación en c = 0.
Se requiere de un método que consiste en bosquejar las curvas en el plano (c, x), donde las
curvas representan los puntos de equilibrio para cada valor del parámetro. En particular, un
punto (c0, x0) permanece en una de estas curvas, śı y sólo śı, F (c0, x0) = 0. El bosquejo que se
obtiene es llamado diagrama de bifurcación.

Ejemplo 4.1.3 Bifurcación Transcŕıtica

Considerando la ecuación diferencial

ẋ = µx− x2. (4.1.3)

Los puntos de equilibrio son x = 0 y x = µ. Para µ > 0 el origen es inestable y existe otro
punto de equilibrio xe = µ el cual es estable. Para µ = 0 hay un sólo punto de equilibrio no

hiperbólico, ya que
∂f

∂x
= 0. Sucede que el campo vectorial f(x) = −x2 es estructuralmente

inestable entonces µ = 0 es una valor de bifurcación. Para µ < 0 el origen es estable y xe = µ
es inestable. Se observa el retrato fase de la ecuación (4.1.3) en la Figura 4.4 y el diagrama de
bifurcación en la Figura 4.5.

Figura 4.4: Retrato fase de la ecuación (4.1.3).

Para µ = 0 tenemos W c(0) = (−∞,∞); el diagrama de bifurcación se ve en la Figura 4.1.



36CAPÍTULO 4. BIFURCACIONES, FORMAS NORMALES TOPOLÓGICAS Y ALGO MÁS

Figura 4.5: Diagrama de bifurcación de la bifurcación transcŕıtica.

Ejemplo 4.1.4 Histéresis

Considerando la ecuación diferencial cúbica que contiene un parámetro real c:

ẋ = c+ x− x3 (4.1.4)

La variación de c determina un cambio vertical del eje x de la gráfica de F (c, x) = c + x − x3

en la Figura 4.6 se observa el flujo de la ecuación (4.1.4).

Figura 4.6: Retrato fase de 4.1.4

Para c = 0, es una estructura de órbita estable. El flujo continua teniendo estructura

estable para pequeños valores de el parámetro, esto es, −c1 < c < c1 donde c1 =
2

3
√

3
, ya que

F (0, x) = −x3 + x. Derivo F ′(0, x) = −3x2 + 1 = 0 para encontrar el punto de equilibrio y el
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cual es x = ± 1√
3
. Evaluando F

(
0, 1√

3

)
=

2

3
√

3
es el valor máximo local y es el mı́nimo local

de F (0, x).
Para c = −c1 o c = c1, la ecuación tiene un punto de bifurcación. Para los valores del parámetro
c < −c1 y c > c1, la ecuación tiene estructura estable. En la Figura 4.7 vemos el diagrama de
bifurcación de la ecuación (4.1.4).

Figura 4.7: Diagrama de bifurcación de histéresis.

Ejemplo 4.1.5 Bifurcación Tenedor

Considerando

ẋ = µx− x3. (4.1.5)

Para µ > 0 hay tres puntos equilibrios en x = 0 y x = ±√µ. Para µ ≤ 0 se tiene el punto

equilibrio x = 0. Para µ = 0 hay un punto equilibrio no hiperbólico en x = 0, ya que
∂f(0, 0)

∂x
=

0; el campo vectorial f(x) = −x3 es estructuralmente inestable; y µ = 0 es un valor de
bifurcación. Observamos en la Figura 4.8 y el diagrama ce bifurcación en la Figura 4.9.

Figura 4.8: Retrato fase (4.1.5)

Para µ < 0 se tiene como variedad estable W s(0) = (−∞,∞);sin embargo, para µ = 0
tenemos W s(0) = φ y W c(0) = (−∞,∞).
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Figura 4.9: Diagrama de bifurcación de la bifurcación de el tenedor

Ejemplo 4.1.6 Cúspide

Consideramos
ẋ = c+ dx− x3 = F (c, d, x) (4.1.6)

que depende de los parámetros c y d. El campo vectorial (4.1.6) es la perturbación más general
de la función −x3 con términos de orden menor, porque cualquier término que involucre a x2

puede ser eliminado mediante un −x3 + ex2 + d̃x+ c̃, se usa el cambio de variable x 7→ e/3 + x
y se determinan los nuevos coeficientes c y d en términos de e, c̃ y d̃. Ahora en este problema
debemos obtener los puntos de bifurcación. Las condiciones para que una ecuación diferencial
tenga un punto de equilibrio no hiperbólico es la siguiente:

F (c, d, x) = 0 y
∂

∂x
F (c, d, x) = 0. (4.1.7)

Para este ejemplo, se sustituyen las ecuaciones (4.1.7):

c+ dx− x3 = 0 y − 3x2 + d = 0.

Debemos determinar todos los valores de c y d que satisfagan ambas ecuaciones. Por lo tanto,
podemos considerar estas ecuaciones definiendo c y d paramétricamente en términos de x.
Resolviendo la segunda ecuación para d y sustituyendo el resultado en la primera ecuación
tenemos:

d = 3x2 y c = −2x3.

Si ahora eliminamos a x de estas dos ecuaciones, obtenemos las siguiente ecuación para una
cúspide:

4d3 = 27c2. (4.1.8)

En la Figura 4.10 hemos dibujado la gráfica de la Ecuación (4.1.8) en el plano (c, d); ésta gráfica
es una cúspide. Esta gráfica es dividida en regiones en donde aparecen distintos retrato fase,
en los cuales se analiza diferentes comportamientos. En cada uno de estos bosquejos indicamos
el flujo, y lo determinamos a partir de la ecuación (4.1.6).
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En la Figura 4.10 incluye la dinámica de la ecuación (4.1.4) y (4.1.5), al extraer la dinámica
(4.1.4) se fija a d en un valor positivo, decimos d = 1, y entonces obtenemos el diagrama de
bifurcación de histéresis. Al extraer la dinámica de la ecuación (4.1.5), se fija c = 0 y se obtiene
el diagrama de bifurcación tenedor.
Aunque con algunas dificultades para dibujarlo el diagrama de bifurcación completo de la
ecuación (4.1.6) en el espacio tridimensional (c, d, x) puede ser construido a partir de la ecuación
c+ dx− x3 = 0.

Figura 4.10: Diagrama de bifurcación Cusṕıde

4.2. Bifurcación

A continuación daremos una definición formal para el concepto de bifurcación, consideremos
un sistema dinámico que depende de parámetros. En el caso tiempo-continuo se escribirá como

ẋ = f(x, α), (4.2.1)

donde x ∈ Rn y α ∈ Rm representan las variables fase y parámetros respectivamente. Como los
parámetros vaŕıan, el retrato fase también vaŕıa. Existen dos posibilidades: el sistema permanece
topológicamente equivalente al original o su topoloǵıa cambia.

Definición 4.2.1 La presencia de una topoloǵıa no equivalente al esquema fase bajo la varia-
ción de parámetros será una bifurcación.

Entonces una bifurcación es un cambio del tipo topológico del sistema cuando sus paráme-
tros pasan a través de un valor de bifurcación (cŕıtico). Las bifurcaciones de ciclos ĺımites que
corresponden a bifurcaciones locales de mapeos de Poincare asociados, son llamadas bifurca-
ciones locales de ciclos. También existen bifurcaciones que pueden ser detectadas buscando
en vecindades pequeñas de puntos de equilibrio o ciclos, está bifurcación son llamada globales.

Definición 4.2.2 Un diagrama de bifurcación del sistema dinámico es una estratificación
de su espacio paramétrico inducido por la equivalencia topológica, junto con su esquema fase
representativo para cada estado.
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La bifurcación de Hopf de un punto de equilibrio es caracterizada por la presencia de un par
de valores propios imaginarios puros de la matriz Jacobiana evaluada en su equilibrio.

Reλ1,2 = 0.

Definición 4.2.3 La codimensión de una bifurcación en el sistema (4.2.1) es la diferencia
entre la dimensión del espacio paramétrico y la dimensión de la correspondiente frontera de
bifurcación.

Nos referimos a este concepto de codimensión de una bifurcación como el número mı́nimo de
parámetros en una familia de sistemas necesarios para reproducir la bifurcación.

4.3. Forma Normal topológica para bifurcaciones

Afortunadamente, los diagramas de bifurcación no son enteramente caóticos. Consideremos
dos sistemas dinámicos.

ẋ = f(x, α), x ∈ Rn, α ∈ Rm, (4.3.1)

y
ẏ = g(y, β), y ∈ Rn, β ∈ Rm, (4.3.2)

con f y g suaves con el mismo número de variables y parámetros. La siguiente definición
es parecida a la definición (1.11), sólo que esta tiene modificaciones necesarias debido a la
dependencia de parámetros.

Definición 4.3.1 El sistema dinámico (4.3.1) es topológicamente equivalente a (4.3.2) si

a) Existe un homeomorfismo del espacio paramétrico P : Rm → Rm, β = p(α);

b) Existe un homeomorfismo paramétrico dependiente del espacio fase hα : Rn → Rn, y =
hα(x), mapeando órbitas del primer sistema con valores paramétricos α dentro de órbitas
del segundo sistema con valores paramétricos β = p(α) preservando la dirección en el
tiempo.

Hay otra definición que surge en relación a (4.2.1) para comportamientos locales del sistema.

Definición 4.3.2 Dos sistemas (4.3.1) y (4.3.2) son llamados localmente topológicamente
equivalentes cerca del origen si existe un mapeo (x, α) → (hα(x), p(α)) definido en una
vecindad pequeña de (x, α) = (0, 0) en el producto directo Rn × Rm y tal que

a) p : Rm → Rm es un homeomorfismo definido en una vecindad pequeña de α = 0, p(0) = 0.

b) hα : Rn → Rn es un homeomorfismo parámetro dependiente definido en una vecindad
pequeña Uα de x = 0, h0(0) = 0 y mapeando órbitas de (4.3.1) en Uα dentro de órbitas de
(4.3.2) en hα(Uα),preservando la dirección del tiempo.

Sea el sistema
ξ̇ = g(ξ, β, σ), ξ ∈ Rn, β ∈ Rk, σ ∈ Rl, (4.3.3)

el cual tiene en β = 0 un equilibrio ξ = 0 satisfaciendo k condiciones de bifurcación determinan-
do una codim k de bifurcación de este punto de equilibrio. Aqúı σ es un vector de coeficientes
σi, i = 1, 2, · · · , l del polinomio involucrado en (4.3.3). En todos los casos consideramos que hay
un número infinito de regiones en el espacio de coeficientes correspondiente a los diagramas de
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bifurcación topológicamente no equivalentes de (4.3.3). En la situación más simple, los coefi-
cientes σi = 1 excepto un simple σi0 = ±1. En situaciones más complejas, algunas componentes
de σ pueden tomar valores reales (modulados). Junto con el sistema (4.3.3), consideremos un
sistema

ẋ = f(x, α), x ∈ Rn, α ∈ Rk (4.3.4)

teniendo en α = 0 un equilibrio x = 0.

Definición 4.3.3 Forma normal topológica.
El sistema (4.3.4) es llamado una forma normal topológica para la bifurcación, si cualquier
sistema genérico (4.3.3) con el punto de equilibrio x = 0 satisfaciendo las mismas condiciones
de bifurcación en α = 0, es localmente topológicamente equivalente cerca del origen de (4.3.4)
para algún valor del coeficiente σi.

Naturalmente, tenemos que explicar que significa un sistema genérico. En todos los casos consi-
deramos, genérico aquel sistema que satisface un número finito de condiciones genéricas. Estas
condiciones tendrán la forma de no igualdad:

Ni[f ] 6= 0, i = 1, 2, . . . , s,

donde cada Ni es alguna función(algebraica) de ciertas derivadas parciales de f(x, α) con res-
pecto a x y α evaluada en (x, α) = (0, 0). Aśı, un sistema t́ıpico parámetro-dependiente satisface
estas condiciones. Actualmente, el valor de σ esta determinando por valores de Ni, i = 1, . . . , s.
Esto es útil para distinguir estas condiciones genéricas, las cuales son determinadas por el
sistema en el valor de parámetro cŕıtico α = 0. Estas condiciones pueden ser expresadas en
términos de derivadas parciales de f(x, 0) con respecto a x evaluado en x = 0, y son llamadas
condiciones no degenerativas. Todas las otras condiciones, en la cual las derivadas de f(x, α)
con respecto al parámetro α están involucradas, son llamadas condiciones de transversalidad.
El papel de estos dos tipos de condiciones es diferente. Las condiciones no degenerativas ga-
rantizan que los equilibrios (singularidades) no son también degenerativas, mientras que las
condiciones de transversalidad aseguran que los parámetros desarrollan estas singularidades en
una forma genérica.

Definición 4.3.4 Sistema inducido. El sistema

ẏ = g(y, β), y ∈ Rn, β ∈ Rm, (4.3.5)

se dice ser inducido por el sistema

ẋ = f(x, α), x ∈ Rn, α ∈ Rm, (4.3.6)

si g(y, β) = f(y, p(β)), donde p : Rm → Rm es un mapeo continuo.

Note que el mapeo p no es necesariamente un homeomorfismo, entonces este puede no ser
invertible.

Definición 4.3.5 Deformación Versal. La familia de campos vectoriales suaves (4.3.1) y
(4.3.2)es llamada una deformación versal de

ẋ = f(x, λ0) (4.3.7)

en el punto x = x0, si cada familia m-paramétrica suave que se reduce (4.3.7) para una elección
particular de los parámetros es equivalente a una familia de campos vectoriales inducida por
(4.3.1) y (4.3.2).
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4.4. Teorema de Sotomayor

A continuación se enunciará el teorema de Sotomayor, el cual nos permite analizar un
sistema dinámico para saber que tipos de bifurcaciones hay en el, las cuales podŕıan ser silla-
nodo, tenedor o transcŕıtica.

Teorema 4.4.1 Sea el sistema
ẋ = f(x, µ), µ ∈ R. (4.4.1)

Supongamos que f(x0, µ0) = 0 y que la matriz A = Df(x0, µ0) de tamaño n × n tiene un
valor propio simple λ = 0 con su respectivo vector propio v y que AT tiene un vector propio
w correspondiente al valor propio λ = 0. Además, supongamos que A tiene k valores propios
con parte real negativa y (n− k− 1) valores propios con parte real positiva y que las siguientes
condiciones se satisfacen

wTfµ(x0, µ0) 6= 0, wT [D2f(x0, µ0)(v, v)] 6= 0. (4.4.2)

Entonces hay una curva suave de puntos de equilibrio de (4.4.1) en Rn×R que pasa por (x0, µ0)
y tangente al hiperplano Rn×{µ0}. Dependiendo del signo de la expresión (4.4.2), no hay pun-
tos de equilibrios de (4.4.1) cerca x0 cuando µ < µ0 (o cuando µ > µ0 ) y hay dos puntos de
equilibrios de (4.4.1) cerca de x0 cuando µ > µ0 (o cuando µ < µ0).
El sistema(4.4.1) experimenta una bifurcación silla-nodo en el punto de equilibrio x0 cuan-
do el parámetro µ pasa a través de el valor de bifurcación µ = µ0.

La siguiente condición es la que satisface el comportamiento de una bifurcación transcŕıtica:

wTfµ(x0, µ0) = 0, wT [Dfµ(x0, µ0)v] 6= 0 (4.4.3)

wT [D2f(x0, µ0)(v, v)] 6= 0

Por último, la siguiente condición es para el comportamiento de la bifurcación del tenedor:

wTfµ(x0, µ0) = 0, wT [Dfµ(x0, µ0)] 6= 0 (4.4.4)

wT [D2f(x0, µ0)(v, v)] = 0 y wT [D3f(x0, µ0)(v, v, v)] 6= 0.

Ejemplo 4.4.1 Consideremos el sistema plano

ẋ = µ− x2

ẏ = −y.
(4.4.5)

El sistema (4.4.5) tiene como punto de equilibrio (0, 0) con el valor del parámetro µ = 0 con
sus respectivos valores propios λ1 = 0 y λ2 = −1 y como linealización

A = Df(0, 0) =

(
0 0
0 −1

)
, fµ(0, 0) =

(
1
0

)
. (4.4.6)

El vector propio v = w = (1, 0)T corresponde al valor propio λ1 = 0. Este sistema satisface
la condición (4.4.2), ya que wTfµ(0, 0) = 1 y wT [D2f(0, 0)(v, v)] = wT [vTD2f(0, 0)v] = −2,
entonces hay una bifurcación silla-nodo.Para µ < 0 no hay puntos de equilibrios.
Para µ > 0 hay dos puntos de equilibrios en (±√µ, 0), (

√
µ, 0) es un nodo estable y (−√µ, 0)

es una silla. Observación: en el eje x la dirección del vector propio v y que este es una variedad
central anaĺıtica de el punto de equilibrio no hiperbólico en el origen para µ = 0.
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(a) µ < 0 (b) µ = 0 (c) µ > 0

Figura 4.11: Retrato fase

Ejemplo 4.4.2 Consideremos el siguiente sistema en el plano

ẋ = µx− x2

ẏ = −y
(4.4.7)

Sea µ0 = 0 el valor de bifurcación y (0, 0) el punto cŕıtico no hiperbólico. Se tiene como vector
propio v = wT = (1, 0)T y

A = Dfµ(0, 0) =

(
1 0
0 0

)
, fµ(0, 0) =

(
0
0

)
.

Obtenemos que wTfµ(0, 0) = 0, wT [Dfµ(0, 0)v] = 1 y wT [D2f(0, 0)(v, v)] = wT [vTD2f(0, 0)v] =
−2. Por lo que satisface las condiciones (4.4.3), por tanto es una bifurcación transcŕıtica. A
continuación se muestra el retrato fase del sistema (4.4.7):

(a) µ < 0 (b) µ = 0 (c) µ > 0

Figura 4.12: Retrato fase

Ejemplo 4.4.3 El sistema es:
ẋ = µx− x3

ẏ = −y
(4.4.8)

Se tiene como punto cŕıtico x0 = (0, 0) con el valor de bifurcación µ0 = 0. Sea su vector propio de
λ = 0, v = w = (1, 0)T . Se satisface la condición (4.4.4), ya que se cumple que wTfµ(x0, µ0) =
0, wT [Dfµ(x0, µ0)v] = 1, wT [D2f(x0, µ0)(v, v)] = 0 y wT [D3f(x0, µ0)(v, v, v)] = −6. Por lo
tanto el sistema tiene un comportamiento de bifurcación de tenedor. Para µ ≤ 0 el único punto
cŕıtico es el origen y para µ > 0 hay puntos cŕıticos los cuales son el origen y (±√µ, 0). Además
para µ = 0 , el punto cŕıtico no hiperbólico en el origen es un nodo. El retrato fase se observa
a continuación:
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(a) µ ≤ 0 (b) µ > 0

Figura 4.13: Retrato fase del sistema (4.4.8)

4.5. Bifurcación de Hopf

Este sistema tiene como caracteŕıstica que tiene un punto de equilibrio no hiperbólico con
dos valores propios imaginarios puros. Por el teorema de la variedad central el campo vectorial
tiene la forma(

ẋ
ẏ

)
=

(
Reλ(µ) −Imλ(µ)
Imλ(µ) Reλ(µ)

)(
x
y

)
+

(
f1(x, y, µ)
f2(x, y, µ)

)
, (x, u, µ) ∈ R× R× R, (4.5.1)

donde f1 y f2 son no lineales en x y y, y λ(µ), ¯λ(µ) son los valores propios de el campo vectorial
linealizado sobre el punto de equilibrio en el origen.
Es de la forma

λ(µ) = α(µ) + iω(µ),

con la suposición
α(0) = 0, ω(0) 6= 0.

La forma normal que tiene el sistema (4.5.1)

ẋ = α(µ)x− ω(µ)y + (a(µ)x− b(µ)y)(x2 + y2) + O(|x|5, |y|5)

ẏ = ω(µ)x+ α(µ)y + (b(µ)x+ a(µ)y)(x2 + y2) + O(|x|5, |y|5)
(4.5.2)

Se realiza el cambio a coordenadas polares

ṙ = α(µ)r + a(µ)r3 + O(r5)

ẏ = ω(µ) + b(µ)r2 + O(r4)
(4.5.3)

De (4.5.3) se omiten los términos de orden superior

ṙ = dµr + ar3

θ̇ = ω + cµ+ br2
(4.5.4)

donde se define
ά(0) = d, a(0) = a, ω(0) = ω, ώ(0) = c, b(0) = 0. (4.5.5)

Observaciones para precisar los valores de r > 0 y µ para el cual ṙ = 0, pero ṙ 6= 0, corresponde
a órbitas periódicas de (4.5.4).

Lema 4.5.1 Para −∞ <
µd

a
< 0 y µ suficientemente pequeña

(r(t), θ(t)) = (

√
−µd
a

, [ω + (c− bd

a
)µ]t+ θ0) (4.5.6)

es una órbita periódica para (4.5.4).
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Demostración en [Wiggins,2003].

Lema 4.5.2 La órbita periódica es

i) asintóticamente estable para a < 0;

ii) inestable para a > 0.

Donde a es el primer coeficiente de Liapunov. Notemos que debemos tener r > 0, (4.5.6) es una
sola órbita periódica posible para (4.5.4). Por tanto, para µ 6= 0, (4.5.4) posee una única órbita
periódica teniendo amplitud O(

√
µ).

Observación: para el caso de que a < 0 es posible que la órbita periódica exista ya sea para
µ > 0 o µ < 0; sin embargo, para cada caso la órbita periódica es asintóticamente estable.
Similarmente, para a > 0 es posible que la órbita periódica exista ya sea para µ > 0 o µ < 0;
sin embargo, en cada caso la órbita periódica es inestable. El caso a < 0 se refiere cuando la
bifurcación es supercŕıtica, y el otro caso a > 0 se refiere cuando la bifurcación es subcŕıtica.
Si a 6= 0 y d 6= 0 estas soluciones se encuentran a lo largo de la parábola µ = −ar2

d
. Esto implica

que la superficie de las órbitas periódicas tiene una tangencia cuadrática con su plano tangente
µ = 0 en R2 × R. El contenido del teorema de la bifurcación de Hopf es que las propiedades
cualitativas de (4.5.3) cerca de el origen permanece inalterable si los términos de orden superior
son agregados al sistema:

Teorema 4.5.1 Supongase que el sistema

ẋ = f(x, µ), x ∈ Rn, µ ∈ R (4.5.7)

tiene un equilibrio (x0, µ0) que las siguientes propiedades se satisfacen:

H1)
∂f(x0, µ0)

∂x
tiene un simple par de valores propios imaginarios puros.

Entonces H1) implica que hay una curva suave de equilibrio (x(µ), µ) con x(µ0) = x0. Los valo-

res propios λ(µ), λ̄(µ) de
∂f(x(µ), µ0)

∂x
los cuales son imaginarias en µ = µ0 vaŕıa suavemente

con µ. Si, por otra parte

H2)
d

dµ
(Reλ(µ)) |( µ = µ0) = d 6= 0, (4.5.8)

entonces hay una única variedad central de dimensión tres pasa a través (x0, µ0) en Rn ×
R y un sistema suave de coordenadas para el cual la expansión de Taylor de grado 3 en la
variedad central es obtenida por (4.5.3). Si a 6= 0, hay una superficie de soluciones periódicas
en la variedad en la cual tiene una tangencia cuadrática con el espacio propio de λ(µ0), λ̄(µ0)
aceptando segundo orden con el paraboloide µ = −(a

d
)(x2 + y2).

Los cálculos expĺıcitos puede ser encontrados en [Hassard,Kazarinoff y Wan], [Marsden y Mc-
Cracken] y [Guckenheimer,1993]; ah́ı justifica este resultado. Se tiene la siguiente forma normal
del sistema (

ẋ
ẏ

)
=

(
0 −ω
ω 0

)(
x
y

)
+

(
f1(x, y, 0)
f2(x, y, 0)

)
(4.5.9)

con f1(0) = f2(0) = 0 y Df1(0) = Df2(0) = 0 y el el primer coeficiente de Lyapunov a(0) ≡ a
es obtenido por

a =
1

16
[f1xxx+f1xyy+f2xxy+f2yyy]+

1

16ω
[f1xy(f1xx+f1yy)−f2xy(f2xx+f2yy)−f1xxf2xx+f1yyf2yy]

(4.5.10)
en donde las derivadas parciales son evaluadas en el punto de bifurcación.
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4.6. Teoŕıa de Melnikov

La teoŕıa de Melnikov nos permite establecer la existencia de puntos transversales homocĺıni-
cos del mapeo de Poincaré para una órbita periódica de un sistema dinámico perturbado de la
forma

ẋ = f(x) + εg(x, t), x ∈ R2, t ∈ R+, (4.6.1)

donde:

i) f es un campo vectorial Hamiltoniano de clase Cr, r ≥ 2.

ii) εg(x, t) es la ε−perturbación con ε > 0 y g es una aplicación periódica de peŕıodo T > 0
de clase Cr con r ≥ 2.

Los campos vectoriales f y g son acotados en conjuntos acotados.

Definición 4.6.1 Sea p0 un punto de equilibrio hiperbólico tipo silla para el sistema (4.6.1)
cuando ε = 0. Un punto p ∈ R2, tal que p ∈ Wu(p0)∩W s(p0) es llamado punto homocĺınico.

Si W u(p0)∩W s(p0) tiene intersección transversal, entonces el punto es llamado punto homocĺıni-
co transversal.

Definición 4.6.2 Sea p ∈ W u(p0) ∩W s(p0) con p 6= p0, entonces la órbita de p, en el sistema
(4.6.1) para ε = 0, que se aproxima a p0, cuando t→ ±∞, es llamada órbita homocĺınica.

Se desarrollará un método que permita probar la existencia o no existencia de puntos homocĺıni-
cos transverdales de la aplicación de primer mapeo de Poincare para una órbita periódica. Para
realizar el estudio, vamos a suponer lo siguiente:

A1) Para ε = 0, la ecuación (4.6.1) posee una órbita homocĺınica q0(t) para el punto de
equilibrio hiperbólico de tipo silla p0.

A2) Γ0 = {q0(t)|t ∈ R∪{p0} es tal que el int(Γ0) está llena de una familia continua {qα}α∈(−1,0)

de órbitas periódicas. Siendo d(x,Γ0) = infq∈Γ0|x − q|, entonces se tiene que limα →
0, d(qα(t),Γ0) = 0.

A3) hα = H(qα(t)) es constante para todo t y qα(t+ Tα) = qα(t). Entonces Tα es una función

diferenciable de hα y
dTα
dhα

> 0 en el int(Γ0), donde H es la función Hamiltoniana del

campo vectorial f . Se observa la siguiente Figura 4.14

Figura 4.14: El diagrama de fase para el sistema (4.6.1) asociado a las hipótesis A1), A2) y
A3).
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Definición 4.6.3 Considere la sección transversal Σt0 y el punto q0(0) ∈ Σt0. Se sabe que
f(q0(0)) es un vector tangente a la órbita homocĺınica en P 0 en q0(0). Se considera la recta L,
recta normal a f(q0(0)) en q0(0) y cuya dirección es dada por:

f⊥(q0(0)) = (−f2(q0(0)), f1(q0(0)))T . (4.6.2)

Como las variedades invariantes W u(pt0ε ) y W s(pt0ε ) están Cr- próximos de Γ0, estás variedades
cruzan la recta L. Sean quε (t0) = quε (t0, t0) y qsε (t0) = qsε (t0, t0) los únicos puntos en W u(pt0ε )∩L
y W s(pt0ε ) ∩ L de manera que la distancia a pt0ε sea mı́nima. Se define la separación de las
variedades W u(pt0ε ) y W s(pt0ε ) en la sección Σt0 en q0(0) por la siguiente igualdad

D(t0) = quε (t0)− qsε (t0). (4.6.3)

Figura 4.15: La separación de las variedades W u(pt0ε ) y W s(pt0ε )

Sea la función de Melnikov:

M(t0) =

∫ ∞
−∞

f(q0(t− t0)) ∧ g(q0(t− t0), t)dt, (4.6.4)

aqúı, q0(t) es la órbita homocĺınica del sistema no perturbado y cuya integral converge absolu-
tamente; es decir, ∫ ∞

−∞
|f(q0(t− t0)) ∧ g(q0(t− t0), t)|dt, (4.6.5)

es convergente y f ∧ g = f1g2 − f2g1. A continuación se presenta un resultado que relaciona la
distancia d con la función de Melnikov, el cual permite medir la distancia entre las variedades
estable e inestable del sistema perturbado. De esta manera, cuando la función de Melnikov se
anula, se tiene la intersección de las variedades estable e inestable.

Teorema 4.6.1 Si la función de Melnikov tiene un cero simple en t0, es decir, M(t0) = 0 y
∂M

∂t
(t0) 6= 0 y no depende de ε, entonces para todo ε > 0 suficientemente pequeño, W u(pε) y

W s(pε) se intersectan transversalmente. Y si la función de Melnikov no posee ceros, entonces
W u(pε) ∩W s(pε) = ∅

La demostración se ve en [Guckenheimer,1993].
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4.7. Bifurcación homocĺınica

Supongamos el campo vectorial (4.6.1) (donde el sistema no perturbado es un sistema
Hamiltoniano), en este caso la función de Melnikov depende del parámetro µ, es decir, se
denota M(t0, µ) y tenemos el siguiente teorema de bifurcación para la función de Melnikov.

Teorema 4.7.1 Si para (4.6.4), se satisface que M(t0, µ0) = 0,
∂M

∂t0
(t0, µ0) = 0,

∂2M

∂t20
(t0, µ0) 6=

0 y
∂M

∂µ
(t0, µ0) 6= 0, entonces para ε 6= 0 suficientemente pequeño, el sistema (4.6.4) experi-

menta una bifurcación homocĺınica a partir del valor de bifurcación µ = µ0 + O(ε).



Caṕıtulo 5

Bifurcación Takens- Bogdanov

Supongamos que tenemos un campo vectorial en Rn con un punto de equilibrio en el cual la
matriz asociada con la linealización del campo vectorial evaluada en el, tiene una valor propio
cero de multiplicidad dos. En este caso sabemos que el estudio de la dinámica cerca de este
punto de equilibrio no hiperbólico puede ser reducido al estudio de la dinámica del campo
vectorial restringido a la variedad central asociada de dimensión dos.
Supongamos que la reducción de la variedad central de dimensión dos que se ha hecho, y la
forma canónica de Jordan de la parte lineal del campo vectorial esta dada por:(

0 1
0 0

)
. (5.0.1)

Desarrollamos en este caṕıtulo los dos diferentes casos de la bifurcación Takens-Bogdanov el
primer caso es el genérico o no degenerado, que tiene la siguiente forma normal con términos
de segundo grado:

ẋ = y

ẏ = ax2 + bxy.
(5.0.2)

Para su estudio se agrega una deformación versal

ẋ = y,

ẏ = µ1x+ µ2y + ax2 + bxy,
(5.0.3)

donde µ1 y µ2 son los parámetros. Que al variar estos parámetros aparecerán distintas dinámi-
cas.
Por otra parte, el segundo caso es el no genérico o degenerado, su forma normal tiene términos
de tercer grado y esta dada por:

ẋ = y

ẏ = ax3 + bx2y.
(5.0.4)

De igual manera, se agrega una deformación versal:

ẋ = y

ẏ = µ1x+ µ2y + ax3 + bx2y,
(5.0.5)

donde µ1 y µ2 son parámetros, y también al variar estos parámetros se encontrarán distintas
dinámicas.

5.1. Caso genérico

Iniciaremos con el desarrollo de la forma normal del caso genérico, que se hab́ıa comentado
anteriormente en el sistema (5.0.2), empezamos con los términos de segundo orden.

49
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Tenemos

H2 =

{(
x2

0

)
,

(
xy
0

)
,

(
y2

0

)
,

(
0
x2

)
,

(
0
xy

)
,

(
0
y2

)}
. (5.1.1)

Donde H2 es el conjunto de vectores del monomio de grado 2, los cuales forman una colección
de vectores linealmente independientes. Por otra parte, por medio de la teoŕıa de Lie, se define
un mapeo denotado por LJ(H2) como:

LJ(H2) ≡ −(DH2(y)Jy − JH2(y)). (5.1.2)

Aśı que calculamos LJ(H2), en donde se realiza la acción de cada uno de los elementos de la
base de H2.

LJ

(
x2

0

)
=

(
0 1
0 0

)(
x2

0

)
−
(

2x 0
0 0

)(
y
0

)
=

(
−2xy

0

)
= −2

(
xy
0

)
,

LJ

(
xy
0

)
=

(
0 1
0 0

)(
xy
0

)
−
(
y x
0 0

)(
y
0

)
=

(
−y2

0

)
= −

(
y2

0

)
,

LJ

(
y2

0

)
=

(
0 1
0 0

)(
y2

0

)
−
(

0 2y
0 0

)(
y
0

)
=

(
0
0

)
,

LJ

(
0
x2

)
=

(
0 1
0 0

)(
0
x2

)
−
(

0 0
2x 0

)(
y
0

)
=

(
x2

−2xy

)
=

(
x2

0

)
− 2

(
0
xy

)
,

LJ

(
0
xy

)
=

(
0 1
0 0

)(
0
xy

)
−
(

0 0
y x

)(
y
0

)
=

(
xy
−y2

)
=

(
xy
0

)
−
(

0
y2

)
,

LJ

(
0
y2

)
=

(
0 1
0 0

)(
0
y2

)
−
(

0 0
0 2y

)(
y
0

)
=

(
y2

0

)
, (5.1.3)

Para (5.1.3) tenemos

LJ(H2) = Span

{(
−2xy

0

)
,

(
−y2

0

)
,

(
0
0

)
,

(
x2

−2xy

)
,

(
xy
−y2

)
,

(
y2

0

)}
. (5.1.4)

Para este conjunto, los vectores{(
−2xy

0

)
,

(
−y2

0

)
,

(
x2

−2xy

)
,

(
xy
−y2

)}
(5.1.5)

son linealmente independientes y por tanto, los términos de segundo orden que son combi-
naciones lineales de estos 4 vectores pueden ser eliminados. Ahora bien, se calcula el espacio
complementario de LJ(H2). Este espacio, se denota como G2, será de dimensión dos.
Para calcular G2 será útil primero obtener una representación matricial para el operador lineal
LJ(·). Esto se hará con respecto a la base dada en (5.1.1), se construyen las columnas de la
matriz de los coeficientes que multiplican cada elemento de la base que son obtenidos cuando
LJ(·) actúa individualmente en cada elemento de la base de H2 dada en (5.1.1). Usando (5.1.3),
la representación de la matriz de LJ(·) es dada por

0 0 0 1 0 0
−2 0 0 0 1 0
0 −1 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0
0 0 0 −2 0 0
0 0 0 0 −1 0

 . (5.1.6)
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Una forma de encontrar el espacio complementario G2 podŕıa ser que de 6 vectores selecciona-
mos 2 que son linealmente independientes y ortogonales (usando el producto punto en R6) de
cada columna de la matriz (5.1.6), o en otras palabras 2 vectores propios izquierdo linealmente
independientes de el valor propio cero. Los cuales son:

1
0
0
0
1

2
0


,


0
0
0
1
0
0

 . (5.1.7)

Por tanto, los vectores son de la forma

G2 =

{(
x2

1

2
xy

)
,

(
0
x2

)}
. (5.1.8)

es un subespacio de dimensión dos de la base de H2 que es el complementario de LJ(H2). Esto
implica que la forma normal a través de los términos de segundo orden es obtenido por

ẋ = y + a1x
2 + O(3),

ẏ = a2xy + a3x
2 + O(3),

(5.1.9)

donde a1, a2, a3 son constantes.
La elección el espacio complementario no es única, es decir, se puede escoger de otra forma.
Ahora seleccionamos

G2 = Span

{(
x2

0

)
,

(
0
x2

)}
. (5.1.10)

Este espacio complementario puede ser obtenido por tomar el vector(
x2

1

2
xy

)
, (5.1.11)

dado por(5.1.8) y añadiendo el vector (
1
4
x2

−1
2
xy

)
contenido en LJ(H2). Tenemos como resultado al vector(

5
4
x2

0

)
.

(y la constante 5
4

es irrelevante). Para el otro elemento de la base del espacio complementario,
simplemente retenemos el vector (

0
x2

)
dado en (5.1.8). Entonces el espacio complementario tiene como elementos:

G2 =

{(
x2

0

)
,

(
0
x2

)}
. (5.1.12)
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Con esta elección de G2, tenemos

ẋ = y + a1x
2 + O(3),

ẏ = a2x
2 + O(3).

(5.1.13)

Esta forma normal cerca del punto de equilibrio de un campo vectorial en el plano con la parte
lineal dada por (5.0.1) fue primero estudiada por [Takens,1974].
Otra posibilidad para G2 es obtener a partir de

G2 = Span

{(
0
x2

)
,

(
0
xy

)}
, (5.1.14)

donde el segundo vectores es obtenido por la resta del vector(
x2

−2xy

)
,

que esta contenido en (5.1.5) y el vector (
x2

1
2
xy

)
,

que esta en (5.1.8). Entonces por esta selección de G2, obtenemos

ẋ = y + O(3)

ẏ = a1x
2 + b2xy + O(3);

(5.1.15)

esta es la forma normal para un campo vectorial en R2 cerca del punto de equilibrio con la
parte lineal dada por (5.0.1) que fue primero estudiada por [Bogdanov, 1975].
Dada la forma normal de Bogdanov,

ẋ = y + O(|x|3, |y|3)

ẏ = ax2 + bxy + O(|x|3, |y|3); (x, y) ∈ R2 (5.1.16)

Se omitirán los términos O(3) en (5.1.16) y se analizará el resultado de la forma normal truncada

ẋ = y

ẏ = ax2 + bxy.
(5.1.17)

Hacemos un cambio de variables para realizar el reescalamiento de las variables, que se proponen
de la siguiente manera

x→ αx,

y → βy,

t→ γt, γ > 0

Este nuevo cambio se sustituye en (5.1.17) y , se convierte en

ẋ =

(
γβ

α

)
y

ẏ =

(
γaα2

β

)
x2 + (γba)xy.

(5.1.18)

Donde se selecciona α, β y γ como coeficientes de (5.1.18) y son lo más simple posible. Lo ideal
seŕıa que estos coeficientes fuera la unidad

γβ

α
= 1 (5.1.19)
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o
γ =

α

β
.

De la ecuación (5.1.19) fijamos γ. Requerimos que α y β tengan el mismo signo, ya que la
estabilidad no seŕıa afectada bajo el reescalamiento (dado que γ es escala de tiempo). Por lo
tanto se requiere que

γaα2

β
= 1. (5.1.20)

Usando (5.1.19) y (5.1.20) se convierten en

aα3

β2
= aα

(
α2

β2

)
= 1 (5.1.21)

En la ecuación (5.1.21) se fija α
β
.

Finalmente requiere
γbα = 1 (5.1.22)

pero, usando (5.1.19) y (5.1.22) obtenemos

bα2

β
= bβ

(
α2

β2

)
= 1. (5.1.23)

Se tiene que a y b puede tener signo diferente y que α y β debe tener el mismo signo. Para
(5.1.21) donde a y α deben tener el mismo signo. Por consiguiente, si (5.1.23) esta se cumple,
se concluye que b y a tiene el mismo signo. Esto es demasiado restrictivo, entonces se puede
dejar de la siguiente forma:

bβ

(
α2

β2

)
= ±1, (5.1.24)

de modo que, en el reescalamiento de las variables, la forma normal es

ẋ = y

ẏ = x2 ± xy.
(5.1.25)

En [Carrillo, 2014], se dio una generalización al teorema de la bifurcación Takens-Bogdanov,
analizada originalmente para el plano y con dos parámetros. Esta generalización se consiguió
para Rn, con m parámetros a continuación presentamos de manera breve dicha generalización.
Consideremos el sistema no lineal

ẋ = f(x, µ), (5.1.26)

donde x ∈ Rn, µ ∈ Rm con m ≥ 2 y f ∈ Cr(Rn × Rm), r ≥ 2. Supongamos que existe
(x0, µ0) ∈ Rn × Rm, tal que

H1) f(x0, µ0) = 0, y

H2) σ(Df(x0, µ0)) = {λj ∈ C | λ1,2 = 0, Re(λj) 6= 0, para j = 3, . . . , n}, considerando el caso
no semisimple.

Definamos la matriz A = Df(x0, µ0) ∈ Rn×n. Entonces, por hipótesis H2) se sigue que A es

similar a J =

(
J0 0
0 J1

)
, donde J0 =

(
0 1
0 0

)
,

y J1 es una matriz no singular. Sean p1, p2 ∈ Rn vectores propios generalizados de A corres-
pondientes al valor propio λ = 0 se obtiene Ap1 = 0 y Ap2 = p1. Sea P = (p1, p2, P0), donde
P0 ∈ Rn×(n−2) contiene los vectores propios(generalizados) de la matriz J1. De la teoŕıa de
Jordan, J = P−1AP. Entonces,
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P−1 =

 qT1
qT2
Q0

, entonces

{
qT2 A = 0,
qT1 A = qT2

Esto es, q1, q2 ∈ Rn son los vectores propios izquierdos generalizados de A correspondientes al
valor propio λ = 0.

Definición 5.1.1 Dado v ∈ Rn, v =

 v1
...
vn

 y L ∈ Rn×(r×s), LT =

 L1
...
Ln


T

donde Li ∈

Rr×s, definimos el producto punto por v · LT =
n∑
i=1

viL
T
i .

Consideremos ahora la deformación versal de la bifurcación Takens-Bogdanov genérica

ż1 = z2

ż2 = β1 + β2z1 + α1z
2
1 + α2z1z2,

(5.1.27)

donde z1, z2 ∈ R y α1α2 6= 0, con

α1 =
1

2
pT1 (q2 ·D2f(x0, µ0))p1,

α2 = pT1 (q1 ·D2f(x0, µ0))p1 + pT1 (q2 ·D2f(x0, µ0))p2.
(5.1.28)

Finalmente estableceremos el teorema que generaliza la bifurcación Takens-Bogdanov. Para
esto definimos los siguientes m-vectores:

S1 = fTµ (x0, µ0)q2,

S2 =

{
2α1

α2

[pT1 (q1 ·D2f(x0, µ0))p2 + pT2 (q2 ·D2f(x0, µ0))p2]− pT1 (q2 ·D2f(x0, µ0))p2

}
fTµ (x0, µ0)q1−

2α1

α2

2∑
i=1

{
qi[fµx(x0, µ0)− (A0fµ(x0, µ0))TD2f(x0, µ0)]

}
pi

+ [q2 · (fµx(x0, µ0)− (A0fµ(x0, µ0))TD2f(x0, µ0))]p1,
(5.1.29)

donde A0 = P0J
−1
1 Q0.

Teorema 5.1.1 Dado el sistema no lineal (5.1.26) que satisface H1) y H2) condiciones de no
hiperbolicidad, y las condiciones

H3) α1α2 6= 0,(no degeneracidad)

H4) S1 y S2 son linealmente independientes. (transversalidad)

Entonces, la dinámica sobre la variedad central del sistema (5.1.26) en x = x0 y µ ≈ µ0,
es localmente topológicamente equivalente a la deformación versal de la bifurcación Takens-
Bogdanov (5.1.27). Además, la relación entre los parámetros es dada por β1 = ST1 (µ − µ0), y
β2 = ST2 (µ− µ0), donde S1 y S2 están dadas por (5.1.29).

Ahora bien, comenzando el análisis de la bifurcación se agrega la deformación versal o
desdoblamiento universal dada por Guckenheimer al sistema de Bogdanov (5.1.17):

ẋ = y

ẏ = µ1 + µ2y + ax2 + bxy, b = ±1.
(5.1.30)
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Estudiando la dinámica local de (5.1.30), tomando el caso de a = 1 y b = 1:

ẋ = y,

ẏ = µ1x+ µ2y + x2 + xy.
(5.1.31)

Primero obtenemos el punto de equilibrio de (5.1.31), los cuales son:

(x±, 0) = (±
√
−µ1, 0)

para µ1 ≤ 0.
Calculando la matriz Jacobiana del sistema (5.1.31) y evaluando los puntos de equilibrio:

Df(x±, 0) =

(
0 1

2(±
√
−µ1) µ2 ±

√
−µ1

)
.

Analizando los casos se tiene que:
Para µ1 > 0 no hay puntos de equilibrio.
Para µ1 = µ2 = 0 el sistema (5.1.31) se reduce al sistema (5.1.25), el cual tiene un punto de
equilibrio no hiperbólico en el origen, y por el teorema 3.2.3 el sistema (5.1.25) tiene el com-
portamiento como cusṕıde en el origen. Para el punto de equilibrio (x+, 0) el comportamiento
es una silla, ya que Det(Df(x+, 0)) = −2

√
−µ1 para µ1 < 0 y para toda µ2.

Mientras en (x−, 0), se tiene queDet(Df(x−, 0)) = 2
√
−µ1 > 0 y Tr(Df(x−, 0)) = µ2−

√
−µ1 se

puede tener una fuente cuando {µ2 >
√
−µ1, µ1 < 0} y un sumidero cuando {µ2 <

√
−µ1, µ1 <

0}.
Por otra parte, ocurre la bifurcación de Hopf en la curva µ2 =

√
−µ1, que esta se demuestra a

continuación. Estudiando la estabilidad de esta bifurcación, realizamos un cambio de coorde-
nadas para dejar el sistema representado el campo vectorial en la forma estándar mas la forma
no lineal y además que se hace la traslación del punto cŕıtico al origen. Sea x̄ = x− x−, ȳ = y,
se obtiene (

˙̄x
˙̄y

)
=

(
0 1

2
√
−µ1 0

)(
x̄
ȳ

)
+

(
0

x̄ȳ + x̄2

)
. (5.1.32)

Entonces, usando la transformación lineal(
x̄
ȳ

)
= T

(
u
v

)
,

donde

T =

(
0 1√
−2x− 0

)
es la matriz de la parte real e imaginaria de los vectores propios de los valores imaginarios
λ = ±i

√
−2x−, que son obtenidos de la parte linealizada del sistema (5.1.32). Realizando los

cálculos necesarios se obtiene, el siguiente sistema:

(
ū
v̄

)
=

[
0 −

√
−2x−√

−2x− 0

](
u
v

)
+

 uv +
v2

√
−2x−

0

 . (5.1.33)

El sistema (5.1.33) es de la forma del sistema (4.5.9), el cual es la forma normal de la bifurcación
de Hopf, entonces podemos calcular el primer coeficiente de Lyapunov de la manera que se
propone en (4.5.10) para determinar la estabilidad:

a =
1

16
[0] +

1

16
√
−2x−

[
1(0 +

2√
−2x−

)

]
=

1

16
√
−µ1

> 0.
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Como a > 0 nos indica que hay una órbita periódica que es inestable, se refiere a la bifurcación
de Hopf subcŕıtica y además en (x−, 0) es un foco inestable en µ2 = −

√
−µ1 y (x−, 0) será foco

estable rodeado por un ciclo ĺımite inestable para µ2 <
√
−µ1.

Para µ1 = 0 y µ2 6= 0, el sistema tiene un punto de equilibrio no hiperbólico en el origen,
que por medio del teorema de la variedad central , obtenemos una aproximación de la forma

y =
−x2

µ2

+ O(x3) cuando x −→ 0, es decir, ẋ =
−x2

µ2

+ O(x3) y que este resultado es una

silla-nodo en el origen. Y por el Teorema de Sotomayor el sistema tiene un valor propio cero y
su vector propio es v = (1, 0)T y w = (µ2,−1). Entonces el sistema satisface las condiciones, ya
que wTfµ(x0, µ0) = µ2 6= 0, wT [D2f(x0, µ0)(v, v)] 6= −2.
Por lo tanto hay una familia de comportamiento de silla-nodo en los puntos a lo largo del eje
µ2 en el plano µ:

a) SN+ = {µ1 = 0 y µ2 > 0}

b) SN− = {µ1 = 0 y µ2 < 0}

Figura 5.1: Conjunto de bifurcaciones

Observaciones en el retrato fase en la Figura 5.1 en al región III cerca de µ1 = 0, µ2 < 0
y µ2 =

√
−µ1 > 0 no son homeomorfos, para la última poseen ciclos ĺımites mientras en la

primera no hay. El comportamiento de silla y sumidero no cambia el tipo topológico en esta
región, y aśı la bifurcación global debe tener lugar, quizás una silla lazo (saddle loops) en el cual
el ciclo ĺımite desaparece y la variedad estable e inestable del punto silla se cruzan. Estudiando
esto, usaremos una transformación de reescalamiento, se propone de la forma:

x = ε2u, y = ε3v, µ1 = ε4ν1, µ2 = ε2ν2, ε ≥ 0, (5.1.34)

y el reescalamiento de el tiempo t→ εt, se sustituye este nuevo cambio en el sistema (5.1.31),
obtenemos

u̇ = v,

v̇ = ν1 + εν2v + εuv + u2.
(5.1.35)

El análisis de la deformación ahora se convierte en el análisis de tres parámetros en el sistema
(5.1.35) con ν1, ν2 de O(1) y ε pequeño. Observemos que sólo nos interesa el caso ν1 < 0 (µ1 <



5.1. CASO GENÉRICO 57

0), ya que no hay punto de equilibrio para ν1 > 0; y más significativamente, si dejamos ε→ 0
con ν1 6= 0 fijo, el sistema (5.1.35) se convierte en un sistema Hamiltoniano integrable

u̇ = v,

v̇ = ν1 + u2,
(5.1.36)

con la función Hamiltoniana

H(u, v) =
v2

2
− ν1u−

u3

3
. (5.1.37)

La motivación del reescalamiento es ahora evidente, ya que podemos perturbar las curvas de la
solución global de (5.1.36) para pequeña ε, y por tanto revela el comportamiento de (5.1.31),
con ν1 fija (y tomamos ν1 = −1, corresponde µ1 ≤ 0) contiene todos los comportamientos de la
deformación. Se puede notar que en la Figura 5.2, que las órbitas cerradas y la conexión silla

Γ0 corresponde a la curva de nivel H(u, v) =
2

3
.

Figura 5.2: Retrato fase (5.1.36)

Ahora bien, tenemos que buscar la silla lazo (saddle loops) que ocurre en el valor ν2, ε 6= 0
para el cual la conexión silla se mantiene, que por medio del método de Melnikov. La solución
en Γ0 basada en el punto q̄0 = (−2, 0) es obtenida por

(u0(t), v0(t)) =

(
1− 3sech2

(
t√
2

)
, 3
√

2sech2

(
t√
2

)
tanh

(
t√
2

))
. (5.1.38)

En este caso, la función de Melnikov M(t0) no es dependiente del tiempo, ya que la perturba-

ción del campo vectorial constante ε

(
0

ν2v + uv

)
, y tenemos

f(u, v) =

(
v

ν1 + u2

)
y g(u, v) =

(
0

ν2v + uv

)
.

Se obtiene de la siguiente manera

M(ν2) =

∫ ∞
−∞

f(q0(t− t0)) ∧ g(q0(t− t0), t)dt

=

∫ ∞
−∞

v0(t)(ν2v0(t) + u0(t)v0(t))dt

=
1√
2
ν2

[∫ ∞
−∞

18sech(τ) tanh2(τ)dτ +

∫ ∞
−∞

(1− 3sech2τ)18sech4(τ) tanh2(τ)dτ

]
,
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donde τ = t√
2
. La situación de la bifurcación, cuando la conexión silla es preservada, es dada

por M ≡ 0, o para ε pequeña:

ν2 ≈
∫∞
−∞(1− 3sech2τ)18sech4(τ) tanh2(τ)dτ∫∞

−∞ sech(τ) tanh2(τ)dτ

donde sech2(τ) = 1− tanh2(τ).
Se resuelve la integral como se ve en el Apéndice A) en (7.1.1) y simplificando, se llega a que

ν2 =
5

7
,

Finalmente, recordando que ν1 = −1 y usando (5.1.34) (µ1 = −ε4, µ2 = ε2ν2), obtenemos la
aproximación de la curva de bifurcación

µ1 = −
(

49

25

)
µ2

2, µ2 ≥ 0. (5.1.39)

La verdadera curva de bifurcación será tangente a esta semiparábola en µ1 = µ2 = 0. Compa-
rando esto con la ecuación para el conjunto de bifurcación de Hopf Bh:

µ1 = −µ2
2; µ2 > 0. (5.1.40)

Vemos que existe, de hecho, una segunda curva de bifurcación Bsc situada a la izquierda (5.1.40)
y tangente a esta (y a µ1 = 0) en (µ1, µ2) = (0, 0). En Bsc el retrato fase tiene un lazo silla. El

signo que toma la función de Melnikov M para µ1 > (<)−
(

49

25

)
µ2

2 dada la posición relativa

de la variedad estable e inestable (separatrices de la silla). Notemos que la traza es positiva en
la curva

trDf(+
√
−µ1, 0) = µ2 +

√
−µ1 =

12

5
µ2 > 0

y aśı la órbita homocĺınica es un α-limite establecido para puntos cercanos. En la Figura 5.3 se
observa la bifurcación global:

Figura 5.3: Bifurcación global.
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5.2. Caso no genérico

Takens estudió también las deformaciones de la forma normal:

ẋ = y

ẏ = ±x3 − x2y,
(5.2.1)

Ahora bien, al sistema (5.2.1) se le agrega la deformación versal:

ẋ = y

ẏ = µ1x+ µ2y ± x3 − x2y
(5.2.2)

donde µ1, µ2 ∈ R. Primero consideramos el caso que tiene el signo positivo:

ẋ = y

ẏ = µ1x+ µ2y + x3 − x2y.
(5.2.3)

Para el caso cuando µ1 = 0, µ2 = 0 tenemos como punto de equilibrio el origen. Para deter-
minar el comportamiento del retrato fase, se divide en dos regiones. Primero cuando estamos
en el semiplano superior y > 0, las soluciones alrededor de la recta y = x se comportan como
indica la siguiente Figura 5.4 a) y cuando estamos en el semiplano inferior vemos en la Figura
5.4 b). De modo que en el origen las soluciones se comportan en general como se observa en la
Figura 5.4 c)

(a) Región y > 0 (b) Región y < 0 (c) Regiones y < 0 y y > 0

Figura 5.4: µ1 = 0 y µ2 = 0

Para el caso µ1 < 0 hay tres puntos de equilibrio, los cuales son

x∗0 = (0, 0), x∗± = (±
√
−µ1, 0).

Obtenemos la linealización del sistema (5.2.3) y evaluamos cada uno de los puntos de equilibrio
para determinar el comportamiento de cada uno de ellos:

Df(0, 0) =

(
0 1
µ1 µ2

)
y Df(±

√
−µ1, 0) =

(
0 1

4µ1 µ2 + µ1

)
.

En el origen es un punto equilibrio su comportamiento es de una fuente, ya que Tr(Df(0, 0)) =
µ2 > 0 y Det(Df(0, 0)) = −µ1 > 0 para µ2 > 0 y un sumidero para µ2 ≤ 0 porque
Tr(Df(0, 0)) = µ2 < 0.
Para el caso de los puntos de equilibrio x∗± se tiene que Det(Df(±

√
−µ1, 0)) = −4µ1 > 0, µ1 <

0 y Tr(Df(±
√
−µ1, 0)) = µ2 + µ1 > 0 =⇒ µ2 > −µ1 implicaŕıa que seŕıan fuentes y si
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Tr(Df(±
√
−µ1, 0)) = µ2 + µ1 < 0 =⇒ µ2 < −µ1 por lo que seŕıan sumideros. Existe una

bifurcación tenedor en los puntos en el eje µ2 con µ1 = 0, µ2 6= 0, ya que cuando µ1 = 0
solo hay un punto de equilibrio el cual es el origen y cuando µ1 6= 0 se origina dos puntos de
equilibrios.
Por otra parte, cuando µ1 < 0, µ2 = 0 existe la bifurcación Hopf Supercŕıtica, ya que existen
valores propios complejos puros. Entonces con el sistema (5.2.3) se realiza un cambio de variable
para que quede de la forma normal (4.5.9), como se ve acontinuación:

(
ẋ
ẏ

)
=

(
0 1√
−µ1 0

)(
x
y

)
+

(
0

x3 − x2y

)
(5.2.4)

Entonces, usando la transformación lineal

(
x
y

)
= T

(
u
v

)
,

donde

T =

(
0 1√
−µ1 0

)

es la matriz de los vectores propios que corresponde a los valores propios complejos λ =
±i√µ1,que se obtuvo de la parte lineal del sistema (5.2.4) , aśı tenemos el sistema con la
parte lineal en la forma estándar:

(
u̇
v̇

)
=

(
0 −

√
−µ1√

−µ1 0

)(
u
v

)
+

 1√
−µ1

v3 − v2u

0



Aśı se tiene que con esto obtenemos el valor del primer coeficiente de Liapunov:

a = −1

8
< 0.

También obtenemos el valor de d, el cual es:

d =
dReλ

dµ2

= −1

2
< 0

Por medio de los cálculos anteriores, podemos decir que el origen es un punto de equilibrio
asintóticamente estable para µ1 < 0 y punto de equilibrio inestable para µ1 > 0, con una órbita
periódica asintóticamente estable para µ1 < 0, como se observa en la Figura5.5:
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Figura 5.5: Bifurcación de Hopf.

En los siguientes casos se mostrará que no hay órbitas periódicas

i) µ1 > 0 Por el Teorema 2.10.2, como en este caso solo hay un punto de equilibrio el cual
es el origen y su comportamiento es una silla. Ya que este Teoremas nos dice que hay una
órbita periódica que siempre encierra al menos un punto de equilibrio. Si sólo encierra
uno, no es punto silla, pero tenemos que sólo hay un punto de equilibrio y además es una
silla, por lo que contradice este teorema. Por lo tanto no existe una órbita periódica.

ii) µ1 < 0, µ2 < 0 Por el teorema de Bendixson 2.10.1 tenemos que

∂f

∂x
+
∂g

∂y
= µ2 − x2 6= 0

y además no cambia el signo ya que µ2 − x2 < 0. Por lo tanto cumple las condiciones del
teorema 2.10.1 por lo que no tiene órbitas periódicas en este caso.

Se observa el conjunto de bifurcación del sistema (5.2.3) en la Figura (5.6).
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Figura 5.6: El diagrama de bifurcación del sistema (5.2.3)

Para el caso µ1 < 0, µ2 > 0 aparece la bifurcación homocĺınica, se hace el siguiente reesca-
lamiento para la transformación que nos permite obtener la curva en la cual se presenta.
Sea

x = εu, y = ε2, µ1 = −ε2, µ2 = ε2ν2

y t→ t

ε
, el cual se sustituye en el sistema (5.2.3) llegamos a

u̇ = v

v̇ = −u+ u3 + ε(ν2v − u2v).
(5.2.5)

Ahora tenemos tres parámetros los cuales son ν1, ν2 de O(1) y ε pequeño. En nuestro caso sólo
nos interesa cuando ν1 < 0(µ1 < 0), ya que no hay puntos de equilibrio para ν1 > 0; y si
dejamos ε→ 0 con ν1 6= 0 fijo, se convierte en un sistema integrable Hamiltoniano

u̇ = v

v̇ = −u+ u3,
(5.2.6)

con el Hamiltoniano

H(u, v) =
v2

2
+
u2

2
− u4

4
. (5.2.7)
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Figura 5.7: Retrato fase (5.2.7)

Ahora bien, por medio de la teoŕıa de Melnikov obtenemos el valor de ν2, ε 6= 0 que me
permite saber cual es la curva de bifurcación homocĺınica. La familia uni-paramétrica de órbi-
tas γα(t) = (xα(t), yα(t))T pueden ser expresadas en términos de funciones eĺıpticas como la
siguiente:

uα(t) =

√
2α√

1 + α2
sn

(
t√

1 + α2
, α

)
vα(t) =

√
2α

1 + α2
cn

(
t√

1 + α2, α

)
dn

(
t√

1 + α2, α

) (5.2.8)

para 0 ≤ t ≤ Tα, donde el periodo Tα = 4K(α)
√

1 + α2 y el parámetro α ∈ (0, 1); con K(α) es
la integral eĺıptica completa de primer especie. El parámetro α esta relacionado a la distancia
a lo largo del eje u por

u2 =
2α2

1 + α2
o α2 =

u2

2− u2
,

notamos que

∂u

∂α
=

√
2

(1 + α2)(2/3)
> 0

para α ∈ (0, 1) o, equivalentemente, para u ∈ (0, 1). Para ε = 0 el sistema (5.2.6) es Hamilto-
niano, es decir, ∇ · f(x) = 0. La función de Melnikov a lo largo de la órbita periódica γα(t) .
Por tanto es dada por

M(α, ν2) =

∫ Tα

0

f(γα(t)) ∧ g(γα(t), 0, ν2)dt, (5.2.9)

donde

f(u, v) =

(
v

−u+ u3

)
, g(u, v) =

(
0

ν2v − u2v

)
.

Se sustituye

M(α, ν2) =

∫ Tα

0

v(ν2v − u2v)dt

=

∫ Tα

0

(ν2v
2 − u2v2)dt.
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Entonces, se sustituye la fórmula anterior para uα(t) y vα(t) y se deja x =
t√

1 + α2
, aśı que

M(α, ν2) = ν2

∫ 4K(α)

0

2α2

(1 + α2)2
cn2xdn2xdx−

∫ 4K(α)

0

2α2

1 + α2
∗ 2α2

(1 + α2)2
cn2xdn2xdx. (5.2.10)

Utilizando las propiedades de funciones eĺıpticas de Jacobi, las cuales son

cn(x) =
√

1− sn2x dn(x) =
√

1− α2sn2(x)

Se sustituyen y simplifica en la integral (5.2.10):

= ν2
2α2

(1 + α2)2

{∫ 4K(α)

0

du− (1 + α)

∫ 4K(α)

0

sn2(u)du+ α2

∫ 4K(α)

0

sn4(u)du

}

− 4α4

(1 + α2)3

{∫ 4K(α)

0

sn2(u)du− (1 + α)

∫ 4K(α)

0

sn4(u)du

}
.

Las soluciones de las integrales se puede ver en el Apéndice B) (7.2.1), (7.2.2) y (7.2.3)

= ν2
2α2

(1 + α2)2

{
4K(α)− (1 + α)

[
4

α2
[K(α)− E(α)]

]
+ α2

[
4

3α2
[(2 + α2)K(α)− 2(1 + α2)E(α)]

]}
− 4α4

(1 + α2)3

{
4

α2
[K(α)− E(α)]− (1 + α)

[
4

3α2
[(2 + α2)K(α)− 2(1 + α2)E(α)]

]}
+

4α4

(1 + α2)3

{
α2

[
4

15α6
[(4α2 + 3α2 + 8)K(α)− (8α4 + 7α2 + 8)E(α)]

]}
Por el teorema de Melnikov se tiene que M(ν2) ≡ 0 entonces

ν2 =
(a+ b)

c
(5.2.11)

donde

a =
4α4

(1 + α2)3

[
4

α2
[K(α)− E(α)]− (1 + α)

[
4

3α2
[(2 + α2)K(α)− 2(1 + α2)E(α)]

]]
,

b =
4α4

(1 + α2)3

[
α2

[
4

15α6
[(4α2 + 3α2 + 8)K(α)− (8α4 + 7α2 + 8)E(α)]

]]
,

y

c =
2α2

(1 + α2)2

{
4K(α)− (1 + α)

[
4

α2
[K(α)− E(α)]

]
+ α2

[
4

3α2
[(2 + α2)K(α)− 2(1 + α2)E(α)]

]}
.

Para saber el valor aproximado de ν2, tuvimos que realizar una aproximación de las integrales
eĺıpticas de primer y segunda especie con sus respectivas representaciones de serie como estan
en Apéndice B) en (7.2.4) y (7.2.5). Ocupamos el programa Wolfram Mathematics, que puede
ver en sección del Apéndice B.1) el código, si tomamos el valor α = 0,9999 obtenemos que

ν2 =≈ 0,1998

y si α = 1 se tiene

ν2 =≈ 1

5
.
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Finalmente se obtiene con µ1 = −ε2, µ2 = ε2ν2, sustituyendo el valor de ν2 e igualando, tenemos
que la curva de bifurcación homocĺınica donde hay una conexión heterocĺınica, se aproxima a
la siguiente curva

µ2 = −1

5
µ1

Figura 5.8: Bifurcación homocĺınica.

Del sistema (5.2.2) ahora tomamos el caso con el signo menos, tenemos:

ẋ = y,

ẏ = µ1x+ µ2y − x3 − x2y.
(5.2.12)

Para el caso que µ1 = µ2 = 0, se tiene

ẋ = y,

ẏ = −x3 − x2y.
(5.2.13)

El campo vectorial del sistema (5.2.13) se comporta de la siguiente forma :

Si y > 0 =⇒ ẋ > 0

Si −x3 − x2y = −x2(x+ y) > 0 =⇒


−x2 < 0 =⇒ x < 0 ∨ x > 0
∧

x+ y < 0 =⇒ x < −y
=⇒ ẏ > 0

Si y < 0 =⇒ ẋ < 0

Si −x3 − x2y = −x2(x+ y) < 0 =⇒


−x2 < 0 =⇒ x < 0 ∨ x > 0
∧

x+ y > 0 =⇒ x > −y
=⇒ ẏ < 0.

Con el análisis anterior se obtiene el retrato fase, que se observa en la Figura 5.9
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Figura 5.9: Retrato fase del sistema (5.2.13).

Primero obtenemos los puntos de equilibrio, los cuales son:

x̄∗0 = (0, 0) x̄∗± = (±√µ1, 0), µ1 > 0.

La linealización del sistema (5.2.13) y evaluando los puntos de equilibrio:

Df(0, 0) =

(
0 1
µ1 µ2

)
y Df(±√µ1, 0) =

(
0 1
−2µ1 µ2 − µ1

)
.

El comportamiento del primer punto de equilibrio que es el x̄∗0 = (0, 0), si Det(Df(x̄∗0)) = −µ1 <
0, µ1 > 0 es una silla y para los puntos de equilibrio x̄∗±, si Det(Df(x̄∗±)) = 2µ1 > 0, µ1 > 0 y
Tr(Df(x̄∗±) = µ2−µ1 > 0 =⇒ µ2 > µ1 es una fuente, por otra parte si Tr(Df(x̄∗±) = µ2−µ1 <
0 =⇒ µ2 < µ1 es un un sumidero.
Se presenta la bifurcación tenedor para µ1 = 0, tenemos como punto de equilibrio el origen y
para µ1 > 0 surgen dos puntos de equilibrios más, los cuales son x̄∗±.
Para el caso µ1 > 0, µ2 = µ1 ocurre la bifurcación de Hopf, como lo hab́ıa comentado antes
realizo un cambio de variable para que el sistema tenga la forma normal (4.5.9).
Tengo que (

ẋ
ẏ

)
=

(
0 1
−2µ1 0

)(
x
y

)
+

(
0

−x3 − x2y

)
.

Entonces, la transformación lineal es (
x
y

)
= T

(
u
v

)
,

donde

T =

(
1 0
0
√

2µ1

)
,
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es la matriz de vectores propios de los valores propios complejos puros λ = ±
√

2µ1i. Con esto
se obtiene la forma normal (4.5.9):

(
u̇
v̇

)
=

(
0 −

√
2µ1√

2µ1 0

)(
u
v

)
+

 − 1√
2µ1

v3 − v2u

0

 . (5.2.14)

Calculamos el primer coeficiente de Lyapunov en donde evaluó (u, v) = (0,
√
µ1):

a =
1

16
(−2) +

1

16
√

2µ1

[
−2
√
µ1

(
−

6
√
µ1√

2µ1

)]
= −1

8
+

3

8
=

2

8
> 0.

Como a =
2

8
> 0 nos indica que ocurre una bifurcación de Hopf subcŕıtica y en los puntos de

equilibrios x̄∗± son focos estables y su órbita periódica es inestable.
Para el caso de µ2 < 0 no hay órbitas periodicas, ya que satisface las condiciones del Teorema

de Bendixson 2.10.1. Como
∂f

∂x
+
∂g

∂y
= µ2 − x2 6= 0 es distinta de cero y no hay cambio de

signo porque µ2 < 0 por lo que no tiene órbitas cerradas.
Cuando µ1 < 0 y µ2 > 0 se tiene que el único punto de equilibrio es el origen, además en la

región

{
−µ

2
2

4
> µ1, µ1 < 0

}
se forma una órbita periódica, que se puede ver el retrato fase en

la Figura 5.10 y cruzando el eje µ1 desaparece las órbitas periódicas.

Figura 5.10: Órbita periódica para µ1 < 0.

Se observa el diagrama de bifurcación del sistema (5.2.12) en la Figura 5.11.
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Figura 5.11: El diagrama de bifurcación del sistema (5.2.12 ).

Por último ocurre la bifurcación homocĺınica, para esto realizamos un reescalamiento de las
variables :
Sea

x = εu, y = ε2v, µ1 = ε2, µ2 = ε2ν2

y t→ t

ε
, esto se sustituye en el sistema (5.2.12) se llega a

u̇ = v

v̇ = u− u3 + ε(ν2v − u2v).
(5.2.15)

Para ε = 0, se tiene

u̇ = v

v̇ = u− u3.
(5.2.16)

Obtengo que el Hamiltoniano de este sistema es

H(u, v) =
v2

2
− u2

2
+
u4

4

Ahora bien, por medio de la teoŕıa de Melnikov obtendremos el valor de ν2, ε 6= 0. La solución
Γ0

esta dada por

Γ±0 : γ±(t) = ±(
√

2secht,−
√

2sechttanht)T .

La función de Melnikov M(t0) no depende del tiempo, ya que la perturbación es el campo
vectorial constante. Sea

f =

(
v

u− u3

)
, g =

(
0

ν2v − u2v

)
(5.2.17)
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se tiene

M(ν2) =

∫ ∞
−∞

v0(t)(ν2v0(t)− u2
0(t)v0(t))dt

=

∫ ∞
−∞

(−
√

2sechttanht(−
√

2ν2sechttanht+ 2
√

2sech2tsechttanht))dt

...

= 2ν2

∫ ∞
−∞

(sech2ttanh2t+ 4(1− tanh2t)sech2ttanh2t)dt

= 2ν2

∫ ∞
−∞

(sech2ttanh2tdt+ 4

∫ ∞
−∞

sech2ttanh2tdt− 4

∫ ∞
−∞

tanh4tsech2tdt

= 2ν2
tanh2t

3
|∞−∞ + 4

tanh2t

3
|∞−∞ − 4

tanh4t

5
|∞−∞

=
4

3
ν2 + 4(

2

3
)− 4(

2

5
)

(5.2.18)

Por el teorema de Melnikov se tiene que M ≡ 0 entonces

ν2 =≈ 4

5
.

Finalmente, obtenemos con µ1 = −ε2, µ2 = ε2ν2, se sustituye el valor de ν2 e igualamos.
Tenemos que la curva de bifurcación homocĺınica en donde hay una conexión heterocĺınica, se
aproxima a

µ2 =
4

5
µ1.
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Caṕıtulo 6

Problemas de aplicaciones de la
bifurcación TB

6.1. Modelo Depredador-Presa con defensa de grupo.

En nuestro planeta existe un conjunto de factores selectivos que han influido enormemente
en la evolución de los seres lo que habitan. Por esta razón ninguna especie puede vivir aislada
de las otras, ni de los individuos de su misma especie. Lo anterior da origen a un sin número de
relaciones entre los distintos organismos que coexisten en unidades integradas y las cuales reci-
ben el nombre de comunidades bióticas. La selección natural (lucha en donde sobrevive el que
tiene caracteŕısticas más apropiadas para las circunstancias) ha conducido al establecimiento
de grupos de especies que coexisten con un mı́nimo de competencia y explotándose al mismo
tiempo unos a otros para sobrevivir. El resultado de estas luchas entre organismos ha originado
las relaciones depredador-presa. La depredación comprende el uso de una especie llamada presa
como alimento, por parte de otra llamada depredador.
De este modo una de las tareas de la Ecoloǵıa es el desarrollo de una teoŕıa que permita
comprender la organización de las comunidades. Lo que significa entender las causas de la di-
versidad y los mecanismos de interacciones de las especies y el comportamiento en el tamaño
de población a lo largo del tiempo. Es por eso que a través de numerosos estudios y observa-
ciones, los ecólogos han ido afinando sus teoŕıas para explicarse el fenómeno de la biodiversidad.

6.1.1. Antecedentes

Para estudiar estos comportamientos la ecoloǵıa se ha apoyado del uso de los modelos ma-
temáticos que permiten simular la evolución en el tamaño de una población y la interacción
con otras, a lo largo del tiempo, variando la tasa de reproducción, de captura y de mortalidad,
entre otras. Uno de los modelos que ha sido la base para las propuestas actuales en sistemas
depredador presa es el modelo de Lotka Volterra:

ẋ = ε1x− αxy,
ẏ = −ε2y + βxy.

(6.1.1)

Este sistema modela el comportamiento de la población presa x ante la presencia de una pobla-
ción depredadora y. Suponiendo que la población presa en ausencia de la población depredadora
crece exponencialmente y que la población depredadora en ausencia de la presa decrece expo-
nencialmente. En general un modelo depredador-presa tipo Lotka-Volterra con densidad de la
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presa x y densidad del depredador y, es cualquier sistema cuadrático de la forma:

ẋ = a1x
2 + a2xy + a3y

2 = F (x, y),

ẏ = b1x
2 + b2xy + b3y

2 = G(x, y).
(6.1.2)

Estos modelos han sido estudiados en las últimamente décadas, gracias a la riqueza que se
tiene desde el punto de vista dinámico y porque constituyen una base para la modelación del
crecimiento de poblaciones. La debilidad de esta familia es que no se considera una cota en el
consumo que hace el depredador de la presa, ni el control del beneficio que recibe el depredador
al consumirla. Quien introduce como elemento importante de los modelos matemáticos, la
cantidad de presa devorada por el depredador por unidad de tiempo, es Holling, a esta cantidad
le da el nombre de respuesta funcional y da lugar al nacimiento de una nueva generación de
modelos (tipo Gause), los cuales tienen la forma:

ẋ = xg(x,K)− yp(x),

ẏ = y(−d+ q(x)).
(6.1.3)

Este modelo (6.1.3) surge en 1932. G.F. Gause inició una serie de experimentos diseñados
para verificar en el laboratorio las oscilaciones predichas por Volterra; para ello utilizó como
depredador al protozoario Didinumnasatum y como presa al Paramecium caudalum. En el
primer experimento colocó dentro de un cultivo de bacterias para alimentar al Paramecium.
Después de unos d́ıas el Didinum exterminaba a la población de Paramecia y él mismo se
extingúıa poco más tarde, por falta de alimento. Cuando en un segundo experimento colocó
escondites para la presa, el depredador se extinguió y la población de presas pudo sobrevivir. En
1935, Gause usó la levadura Saccharomyces exiguus como alimento del Paramecium aurelia y
obtuvo tres ciclos completos. En los años siguientes mucho trabajo de laboratorio fue realizado
con muy diversos resultados, lo que condujó a la cuestión de identificar a los distintos tipos
de depredador de acuerdo con la forma en que se apropian de su alimento. Trabajos muy
importantes en esta dirección son los realizados por Holling, que fue quien introdujo el concepto
de repuesta funcional para referirse a la relación que existe entre el número de presas devoradas
por un solo depredador y el número de presa disponibles. Holling reconoció cuatro tipos de
repuestas funcionales. Por lo que, se pondrá atención especial en p(x), ya que dependiendo del
tipo de función que ésta sea, tendremos también un cierto tipo de dinámica en el modelo.

6.1.2. Modelo matemático de depredador-presa con defensa de gru-
po.

Sea
ẋ = xg(x,K)− yp(x),

ẏ = y(−d+ q(x))
(6.1.4)

Sea x e y funciones del tiempo que representan densidades poblacionales de la presa y el
depredador, respectivamente K > 0 es la capacidad de carga de la presa, es decir, es la cota
máxima de densidad poblacional que su medio ambiente puede soportar, d > 0 es la tasa de
mortalidad del depredador, la función g(x,K) representa la tasa de crecimiento espećıfico de la
presa en ausencia de depredador y satisface que

g(0, K) > 0, g(K,K) = 0,
∂g

∂x
(K,K) < 0,

∂g

∂x
(x,K) ≤ 0,

∂g

∂x
(x,K) > 0, para toda x > 0.

La función q(x) representa la tasa de conversión de presa a depredador, en el modelo de Gause,
q(x) = cp(x), donde c es la tasa de conversión de las presas en nuevos nacimientos de depreda-
dores. Existen muchos ejemplos espećıficos para esta función, una de ellas es la función loǵıstica



6.1. MODELO DEPREDADOR-PRESA CON DEFENSA DE GRUPO. 73

g(x,K) = r
(

1− x

K

)
, es considerada un prototipo, donde r es la tasa intŕınseca o per cápita

de crecimiento de las presas.
La función p(x) denota la función de respuesta o defensa de grupo o tasa de consumo, expresa
la acción del depredador en la tasa de crecimiento de las presas que se refiere [Turchin,2003].
Se refiere al cambio en la densidad de presas muertas(o consumidas) por unidad de tiempo y
por depredador cuando la densidad de presa está cambiando [ Freedman,1980].

ẋ = r(x)− f(x)y,

ẏ = (g(x)− µ)y.
(6.1.5)

En este sistema (6.1.5), r(x) representa el comportamiento de la presa en ausencia del depre-
dador. A la función g(x) se le llama respuesta númerica y mide el beneficio que obtiene el
depredador de su presa, µ es la tasa de mortalidad del depredador y la función f(x), es la res-
puesta funcional que representa la cantidad que devora cada depredador por unidad de tiempo.

Ahora bien, si en el sistema (6.1.4) se sustituye la función g(x,K) obtenemos:

ẋ = rx
(

1− x

K

)
− yp(x), x ≥ 0, y ≥ 0,

ẏ = y(−d+ cp(x)),
(6.1.6)

donde x e y denotan densidades poblacionales de presas y depredadores respectivamente, r,K, d
y c son constantes positivas. Entnces el campo vectorial de la ecuación (6.1.6) lo podemos definir
como

f(x, y, µ) =

(
rx
(

1− x

K

)
− yp(x)

y(−d+ cp(x))

)
con µ = (r,K, d, c)T , (6.1.7)

donde (x, y) ∈ R2 y µ ∈ R4. Para depredadores y presas, una respuesta funcional es la tasa de
consumo de un depredador en función de la densidad de depredadores. Por lo general se asocia
con la respuesta numérica, que es la tasa de reproducción de un depredador en función de la
densidad de la presa. Siguiendo Holling [Holling], las funciones de respuestas fueron clasificadas
originalmente en cuatros tipos, que se denominan tipo de Holling I,II III y IV, que se observa
en el cuadro 6.1

Tipo Holling Definición Forma generalizada

I p(x) = mx
II p(x) = mx

b+x

III p(x) = mx2

c+x2
p(x) = mx2

ax2+bx+1
(b > −2

√
a)

IV p(x) = mx
c+x2

p(x) = mx
ax2+bx+1

(b > −2
√
a)

Cuadro 6.1: Funciones de respuesta del tipo Holling y sus generalizaciones.
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Figura 6.1: Funciones de respuesta de tipo Holling.

Tomaremos como función de repuesta del tipo Holling IV en su forma generalizada donde
α y m son constantes positivas y b > −2

√
a (ax2 + bx + 1 > 0) para toda x ≥ 0 y de aqúı

p(x) > 0 para toda x > 0) se exhibe el fenómeno llamado defensa de grupo. Tenemos que en

(6.1.7), µ = (r,K, d, c,m)T . Tomando el valor de a =
4

K2
y b =

Kmc− 4d

dK
, donde Kmc > 0 (es

decir, satisface la condición previa b > −2
√
a), sólo se tiene un único punto de equilibrio en el

primer cuadrante (x0, y0) =

(
1

2
K,

rcK

4d

)
, evaluando en el Jacobiano D(x0, y0) =

(
0 −d

c
0 0

)
,

el cual tiene un valor propio λ = 0 de multiplicidad doble. Obtenemos los siguientes vecto-

res propios {p1, p2} =

{(
1
0

)
,

(
1

− c
d

)}
, que conforman la matriz P =

(
1 1

0 − c
d

)
con

P−1 =

(
qT1
qT2

)
=

 1
d

c

0 −d
c

. Por otra parte se calculan los coeficientes de la parte no lineal

de la deformación versal por medio de (5.1.28) se tiene: α1 =
2d2r

cK2m
y α2 = −2r(Kmc− 2d)

K2cm
,

por lo que α1α2 = −4d2r2(Kmc− 2d)

c2K4m2
6= 0, y usando (5.1.29) se tiene:

S1 =



0
0

1

4
rK

−1

4

rKd

c

−1

4

rKd

m


y S2 =



0
2d2r

(Kmc− 2d)K

− 2d2

Kmc− 2d
2d3

(Kmc− 2d)c
2d3

(Kmc− 2d)m


,

donde S1 y S2, son linealmente independientes.
El campo vectorial (6.1.7) con p(x) del tipo Holling IV generalizada, con µ = (r,K, d, c,m)T ,

existe un punto (x0, y0, µ0) = (
1

2
K0,

r0c0K0

4d0

, r0, K0, d0, c0,m0) ∈ R2 × R5, tal que se cumple

H1)- H4) del Teorema 5.1.1), donde
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β1 = −1

4

r0K0(d0m0c+mc0d0 − dm0c0 − d0c0m0)

m0c0

y

β2 =
2d2

0(r0c0m0K − r0c0m0K0 +K0mc0d0 +K0m0cd0 − dK0m0c0 − d0K0c0m0)

(K0m0c0 − 2d0)K0c0m0

.

Con lo anterior, se demuestra el siguiente resultado.

Teorema 6.1.1 Considere el sistema (6.1.6) con p(x) del tipo Holling IV generalizada. Si a =
4

K2
0

y b =
K0m0c0 − 4d0

d0K0

, entonces este sistema experimenta la bifurcación Takens-Bogdanov

alrededor del punto de equilibrio (x0, y0) =

(
1

2
K0,

r0c0K0

4d0

)
para µ ≈ µ0.

El Teorema 6.1.1 se ilustra con el siguiente ejemplo en particular.

6.1.3. Simulación

Consideremos el sistema (6.1.6) con el campo vectorial (6.1.7), donde tomamos los paráme-
tros: r0 =0.6, K0=0.9, d0 =0.25, c0=1, m0 =0.5 aśı β1 =0.135d-0.03375c-0.0675m+0.03375 y
β2 =-1.666K+2.5d-0.625-1.25m+2.125, dejamos libres los parámetros K y c, los cuales serán
los parámetros de bifurcación, estos a su vez dependen de β1 y β2. Se toman valores fijos para
los otros parámetros r = d = m =0.5 , mientras que las constantes de la función de repuesta
tiene como valores a =4.938271604 y b =-2.444444444. Los valores de los parámetros que se
tomaron anteriormente fueron elegidos sin considerar poblaciones de depredadores y presas en
particular, es decir, este ejemplo es sólo un ejercicio para la aplicación del Teorema 6.1.1. Sin
embargo, los valores numéricos considerados no están muy alejados de la realidad.
Si tomamos los valores K =1.688888889 y c =2.296296296 , tenemos que el punto de equilibrio
(x0, y0, µ0) es un foco inestable como se ve en la Figura 6.2.

Figura 6.2: Foco inestable para K =1.688888889 y c =2.296296296.

Si ahora tomamos el valor de K =1.644444444 y c =2.414814815 tenemos que alrededor del
punto de equilibrio (x0, y0, µ0) surge una órbita cerrada repulsora y el punto de equilibrio pasa
a ser un foco asintóticamente estable, como se ve en la Figura 6.3 y por último con los valores
K =1.618888889 y c =2.482962963 se aprecia el comportamiento de un foco asintóticamente
estable en la Figura 6.4.
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Figura 6.3: Órbita cerrada inestable y foco asintóticamente estable para K =1.644444444 y
c =2.414814815.

Figura 6.4: Foco asintóticamente estable para K =1.618888889 y c =2.482962963.

En las tres simulaciones anteriores se puede observar, que en la primera se tiene una dinámi-
ca con una bifurcación silla-nodo, al pasar por los valores de bifurcación apropiadamente de
K =1.6 y c =2.4, surge una bifurcación de Hopf, y siguiendo con la decrementación de estos
parámetros volvemos a obtener la bifurcación silla-nodo. Nótese que antes de obtener un foco
asintóticamente estable, se debe pasar por una dinámica dada por una bifurcación homocĺınica.
La interpretación biológica de estas simulaciones donde se exhibe una bifurcación de Hopf
cuando se satisfacen la hipótesis del Teorema 6.1.1, es que al perturbar adecuadamente los
parámetros naturales de las poblaciones involucradas en el modelo de estudio, en este caso K
y c se puede conseguir que sin importar los tamaños poblacionales iniciales, cada uno de estos
tiende a un valor tal que ambas poblaciones puedan coexistir permanentemente, o se puede con-
seguir lo contrario, es decir, que sin importar los tamaños poblacionales iniciales, eventualmente
una o ambas de las poblaciones se extinguirán.
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6.2. Modelo de red neuronal

6.2.1. Introducción

En el art́ıculo [Farzaneh,2010] desarrollan la aplicación del caso no genérico de la bifurcación
de Takens-Bogdanov.
Las redes neuronales recurrentes se desarrollaron en los años ochenta. Las redes de Hopfield
fueron inventadas por John Hopfield en 1982. En 1993, un sistema de compresores de historia
neural resolvió una tarea de aprendizaje muy profundo que requeŕıa más de 1000 capas subsi-
guientes en una RNN (recurrent neural network) desplegada en el tiempo.
Una red neuronal puede verse como una máquina diseñada originalmente para modelar la
forma en que el sistema nervioso de un ser vivo realiza una determinada tarea. Para lograr
este objetivo, una red neuronal está formada por un conjunto de unidades de procesamiento
interconectadas llamadas neuronas.
Cada neurona recibe como entrada un conjunto de señales discretas o continuas, las pondera
e integra, y transmite el resultado a las neuronas conectadas a ella. Cada conexión entre dos
neuronas tiene una determinada importancia asociada denominada peso sináptico o, simple-
mente, peso. En los pesos para lograr un determinado objetivo se denomina aprendizaje o
entrenamiento y el procedimiento concreto utilizando para ello se conoce como algoritmo de
aprendizaje o algoritmo de entrenamiento. El ajuste de peso es la principal forma de aprendi-
zaje de las redes neuronales.
Los RNN básicos son una red de nodos tipo neurona, cada uno con una conexión dirigida (uni-
direccional) a cada nodo. Cada nodo (neurona) tiene una activación de valor real que vaŕıa
en función del tiempo. Cada conexión (sinapsis) tiene un peso real modificable. Los nodos son
entradas (que reciben datos de fuera de la red), nodos de salida (que producen resultados) o
nodos ocultos (que modifican los datos en ruta de entrada a salida). Una red neuronal recurren-
te [Goller,1996] se crea mediante la aplicación del mismo conjunto de pesos de forma recursiva
sobre una estructura diferenciable, gráfico, al recorrer la estructura en orden topológico.
Las topoloǵıas neuronales, se interconectan las neuronas de una red neuronal, define un gra-
fo dirigido. Si este grafo es aćıclico, la red se denomina red neuronal hacia adelante (en
inglés,feedforward network) y en el caso de que posea ciclos, se denomina red neuronal re-
currente. En este caso, los ciclos existentes tiene un profundo impacto en la capacidad de
aprendizaje de la red y las hacen especialmente indicadas para el procesamiento de secuencias
temporales.
Uno de los principales enfoques de investigación de RNNs siempre ha sido la existencia de
soluciones periódicas y mecanismos bajo los cuales las soluciones emergen. Estudiando la rela-
ción de la existencia de soluciones periódicas en un cierto tipo de ciclo de las configuraciones
neuronales recurrentes. Una caracteŕıstica natural de las RNNs es la presencia del retraso del
tiempo en sus modelos dinámicos.

6.2.2. Modelo

El estudio de una red neuronal con tres neuronas en la configuracion de realimentación.
[Ruiz,1998] estudio este modelo en [Ruiz,1998] para el primer tiempo. En la Figura 6.5 ilustra
la clase de redes neuronales recurrentes que ellos consideran en su investigación. Teniendo que
u(t) es la entrada y y(t) es la salida de la red.
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Figura 6.5: Clase de redes neuronales recurrentes estudiada por Ruiz

Esta red puede ser descrita por el siguiente sistema:

ẋ1(t) = −x1(t) + f(x2(t)),

...

ẋn−1(t) = −xn−1(t) + u(t),

ẋn(t) = −xn(t) + w1f(x1(t)) + · · ·+ wn−1f(xn−1(t)),

y(t) = f(xn(t)).

(6.2.1)

donde, x(t) ∈ Rn es la variable de estado, wi ∈ R, i = 1, . . . , n− 1 son los parámetros o pesos,
u(t) es la entrada y y(t) es la salida. La función f(·) representa la función de transferencia de
las neuronas. En [Ruiz,1998] muestra que una red de tres neuronas de la forma del sistema
(6.2.1), con f(·) = tanh(·), tiene la capacidad de aprender una clase especifica de tiempo-
señales periódicas variadas. De acuerdo, con el sistema (6.2.1) se recibe la entrada u(t) cuando
se desconoce la señal y entonces después de un largo peŕıodo T > 0, durante el cual wi(t), i =
1, . . . , n − 1, son adaptados, la entrada u(t) es remplazada por la salida y(t). La red de tres-
nodos estudiada por [Ruiz,1998] y [Townley,2000] en la configuración de realimentación, con
u(t) = y(t) es la siguiente:

ẋ1(t) = −x1(t) + f(x2(t)),

ẋ2(t) = −x2(t) + f(x3(t)),

ẋ3(t) = −x3(t) + w1f(x1(t)) + w2f(x2(t)),

(6.2.2)

con w1, w2 ∈ R son fijos. Es importante notar que el sistema (6.2.2) con f(·) = tanh(·), es Z2−
simétrico, en otras palabras es invariante bajo la rotación a través del ángulo π. Consideramos
en el sistema (6.2.2) tomando como una función de transferencia general. Reemplazando tanh(·)
por medio de un expansión de serie de Taylor en el origen con la forma

f(x) =
∞∑
i=1

α2i−1x
2i−1 (6.2.3)

donde α2i−1 > 0 para i impar y α2i−1 < 0 para i par. Esta nueva función de transferencia todav́ıa
preserva las mismas propiedades de singularidad, continuidad, monotonicidad y suavidad y
además suponemos que es acotada.
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Consideremos el sistema

ẋ1(t) = x1 + α1x2 + α3x
3
2 + O(x5

2)

ẋ2(t) = −x2 + α1x3 + α3x
3
3 + O(x5

2)

ẋ3(t) = x3 + w1(α1x1 + α3x
2
1 + O(x5

2)) + w2(α1x2 + α3x
3
2 + O(x5

2))

(6.2.4)

donde, x(t) ∈ R3 son variables de estado, wi ∈ R, i = 1, 2 son los parámetros de red o de peso.
La linealización del sistema (6.2.4) en el punto de equilibrio (x∗1, x

∗
2, x
∗
3) = (0, 0, 0) se tiene como

matriz de coeficientes a

J(w1, w2) =

 −1 α1 0
0 −1 α1

α1w1 α1w2 −1

 , (6.2.5)

con el polinomio caracteŕısticos,

λ3 + 3λ2 + (3− α2
1w2)λ+ (1− α2

1w2 − α3
1w1) = 0. (6.2.6)

si se toma w1 = w∗1 = −2/α3 y w2 = w∗2 = 3/α2
1, sustituyendo en (6.2.6), tenemos λ3 + 3λ2 = 0

las ráıces de el polinomio son λ1 = 0, λ2 = 0 y λ3 = −3. Entonces el sistema experimenta la
bifurcación Takens-Bogdanov o doble cero. Necesitamos reducir el sistema (6.2.4) a la variedad
central de dimensión dos la cual le corresponde el par de valores propios cero simple. Para esto,
se considera la siguiente transformación: x1

x2

x3

 =

 α2
1 0 1

4
α2

1

α1 α1 −1
2
α1

1 2 1

 y1

y2

y3

 , (6.2.7)

implica  y1

y2

y3

 =
1

9α2
1

 8 2α1 −α2
1

−6 3α1 3α2
1

4 −8α1 4α2
1

 x1

x2

x3

 . (6.2.8)

Usando las transformaciones (6.2.7) y (6.2.8), ponemos el sistema (6.2.4) en la forma estándar ẏ1

ẏ2

ẏ3

 =

 0 1 0
0 0 0
0 0 −3

 y1

y2

y3

+

 F1(y1, y2, y3)
F2(y1, y2, y3)
F3(y1, y2, y3)

 , (6.2.9)

donde

F1(y1, y2, y3) = a300y
3
1 + a210y

2
1y2 + a120y1y

2
2 + a030y

3
2 + a201y

2
1y3 + a102y1y

2
3 + a021y

2
2y3 + a012y2y

2
3

+ a003y
3
3 + a111y1y2y3 + O(| y1, y2, y3 |5),

F2(y1, y2, y3) = b300y
3
1 + b210y

2
1y2 + b120y1y

2
2 + b030y

3
2 + b201y

2
1y3 + b102y1y

2
3 + b021y

2
2y3 + b012y2y

2
3

+ b003y
3
3 + b111y1y2y3 + O(| y1, y2, y3 |5),

y

F3(y1, y2, y3) = c300y
3
1 + c210y

2
1y2 + c120y1y

2
2 + c030y

3
2 + c201y

2
1y3 + c102y1y

2
3 + c021y

2
2y3 + c012y2y

2
3

+ c003y
3
3 + c111y1y2y3 + O(| y1, y2, y3 |5).

donde
a300 =

α3

9α1

(2 + 5α2
1 + 2α4

1), a210 =
α3

3α1

(4 + 5α2
1), a120 =

α3

3α1

(8 + 5α2
1),

a030 =
α3

9α1

(16 + 5α2
1), a201 =

α3

6α1

(4− 5α2
1 + α4

1), a111 = − α3

3α1

(−8 + 5α2
1),
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a012 =
α3

12α1

(16 + 5α2
1), a003 =

α3

288α1

(64− 20α2
1 + α4

1), a021 =
−α3

6α1

(−16 + 5α2
1),

a102 =
α3

24α1

(16 + 10α2
1 + α4

1)

y

b300 = − α3

3α1

(−1− α2
1 + 2α4

1), b210 =
α3

α1

(2 + α2
1), b120 =

α3

α1

(4 + α2
1),

b030 =
α3

3α1

(8 + α2
1), b201 = − α3

2α1

(−2 + α2
1 + α4

1), b111 = −α3

α1

(−4 + α2
1),

b012 =
α3

4α1

(8 + α2
1), b003 = − α3

96α1

(−32 + 4α2
1 + α4

1), b021 = − α3

2α1

(−8 + α2
1),

b102 = − α3

8α1

(−8− 2α2
1 + α4

1)

c300 = −8α3

9α1

(1− 2α2
1 + α4

1), c210 =
16α3

3α1

(−1 + α2
1), c120 =

16α3

3α1

(−2 + α2
1)

c030 =
16α3

9α1

(−4 + α2
1), c201 = −2α3

3α1

(4 + 4α2
1 + α4), c111 = −16α3

3α1

(2 + α2
1)

c012 =
4α3

3α1

(−4+α2
1), c003 = − α3

72α1

(64+16α2
1+α4

1), c021 = −8α3

3α1

(4+α2
1), c102 = − α3

6α1

(16−8α2
1+α4

1).

Reducimos el sistema (6.2.9) a la variedad central de dimensión dos la cual corresponde al par
de valores propios cero. Ya que el espacio propio estable Es es de dimensión uno, la variedad
central es de la forma y3 = h(y1, y2). Se considera un polinomio de grado tres, ya que los
términos de segundo grados son ceros. Por lo que, se considera la variedad central de la forma

y3 = h(y1, y2) = ay3
1 + by2

1y2 + cy1y
2
2 + dy3

2 + O
(
| (y1, y2) |5

)
. (6.2.10)

Sustituyendo a la variedad central (6.2.10) en la tercera ecuación de (6.2.9),

ẏ3 = −3y3 + F3(y1, y2, y3)⇒ 3ay2
1 ẏ1 + 2by1y2ẏ1 + by2

1 ẏ2 + cẏ1y
2
2 + 2cy1y2ẏ2 + 3dy2

2 ẏ2 =

− 3(ay3
1 + by2

1y2 + cy1y
2
2 + dy3

2) + c300y
3
1 + c210y

2
1y2 + c120y1y

2
2 + c030y

3
2 + c201y

2
1y3+

c102y1y
2
3 + c021y

2
2y3 + c012y2y

2
3 + c003y

3
3 + c111y1y2y3

(6.2.11)

en la ecuación (6.2.11), se sustituye ẏ1 y ẏ2 de (6.2.10) y entonces igualando las potencias
y3

1, y
2
1y2, y1y

2
2 y y3

2 en ambas lados, para el primer término y3
1 obtenemos su valor de la siguiente

ecuación

3a = c300 ⇒ a = − 8α3

27α1

(1− 2α2
1 + α4

1). (6.2.12)

Para el término y2
1y2

−3b = 3a−c210 ⇒ −3b = 3

(
−8α3

27α1

(1− 2α2
1 + α4

1)

)
− 16α3

3α1

(−1+α2
1)⇒ b =

8α3

27α1

(α4
1 +4α2

1−5).

(6.2.13)
Para el término y1y

2
2

−3c+ c120 = 2b⇒ c = 2
8α3

27α1

(α4
1 + 4α2

1 − 5)− 16α3

3α1

(−2 + α2
1)⇒ c = −16α3

81α1

(α4
1 − 5α2

1 + 13).

(6.2.14)
Para el término y3

2

−3d+ c030 = c⇒ −3d = −16α3

81α1

(α4
1 − 5α2

1 + 13)− 16α3

9α1

(α2
1 − 4)⇒ d =

16α3

243α1

(α4
1 + 4α2

1 − 23).

(6.2.15)
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Entonces,esto son los valores de la variedad central:

a = − 8α3

27α1

(−2α2
1 + α4

1 + 1), b =
8α3

27α1

(4α2
1 + α4

1 − 5),

c = −16α3

81α1

(−5α2
1 + α4

1 + 13), d =
16α3

243α1

(4α2
1 + α4

1 − 23).

Por tanto, el sistema (6.2.9) es reducido al siguiente sistema:

ẏ1 = y2 + β30y
3
1 + β21y

2
1y2 + β12y1y

2
2 + β03y

3
2 + O(| y1, y2 |5),

ẏ2 = σ30y
2
1 + σ21y

2
1y2 + σ12y1y

2
2 + σ03y

3
2 + O(| y1, y2 |5),

(6.2.16)

donde
β30 =

α3

9α1

(5α1 + α4
1 + 2), β21 =

α3

3α1

(5α2
1 + 4)

β12 =
α3

3α1

(5α2
1 + 8), β03 =

α3

9α1

(5α2
1 + 16),

y

σ30 = − α3

3α1

(−α2
1 + 2α4

1 − 1), σ21 =
α3

α1

(α2
1 + 2),

σ12 =
α3

α1

(α2
1 + 4), σ03 =

α3

3α1

(α2
1 + 8).

Ahora,de acuerdo a [Kuznetsov,2000], se introducen las nuevas variables (u1, u2) por

u1 = y1,

u2 = F̃1(y1, y2),
(6.2.17)

donde
F̃ (y1, y2) = y2 + β30y

2
1 + β21y

2
1y2 + β12y1y

2
2 + β03y

2
2 + O(| y1, y2 |5). (6.2.18)

la transformación (6.2.18 ) se sustituye en el sistema (6.2.17) obtenemos:

u̇1 = u2,

u̇2 = h30u
3
1 + h21u

2
1u2 + h12u1u

2
2 + h03u

3
2 + O(| u1, u2 |5),

(6.2.19)

donde
h30 = − α3

3α1

(−α2
1 + 2α4

1 − 1), h12 =
α3

3α1

(13α2
1 + 20)

h21 =
2α3

3α1

(4α2
1 + α4

1 + 4), h03 =
2α3

3α1

(3α2
1 + 8).

El sistema (6.2.19) puede ser reescrito cuando

U̇ = JBTU +G3(U) + O(| U |5), (6.2.20)

donde

U =

(
u1

u2

)
, JBT =

(
0 1
0 0

)
,

G3(U) =

(
0

h30u
3
1 + h21u

2
1u2 + h12u1u

2
2 + h03u

3
2

)
.

Dada la simplicidad de los términos de tercer orden en el sistema (6.2.20), consideremos el
cambio de coordenadas ( [Guckenheimer,1993]);que es,

U = V +H(V ), (6.2.21)
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donde

V =

(
v1

v2

)
, H(V ) =

(
f30v

3
1 + f21v

2
1v2 + f12v1v

2
2 + f03v

2
2

g30v
3
1 + g21v

2
1v2 + g12v1v

2
2 + g03v

2
2

)
, (6.2.22)

con

f30 =
α3

18α1

(13α2
1 + 20), f21 =

α3

3α1

(3α2
1 + 8),

g21 =
α3

6α1

(13α2
1 + 20), g12 =

2α3

3α1

(3α2
1 + 8),

y f12 = f03 = g30 = g03 = 0. La transformación (6.2.21) se sustituye en el sistema (6.2.20) en la
siguiente forma:

v̇1 = v2 + O(| v1, v2 |5),

v̇2 = a3v
3
1 + b3v

2
1 + v2 + O(| v1, v2 |5).

(6.2.23)

En el sistema (6.2.23) el coeficiente a3 será no cero si α1 6= 1. De acuerdo a [Guckenheimer,1993],
los términos de alto orden puede ser omitidos del sistema (6.2.23) debido a la estabilidad
estructural; por tanto, el siguiente sistema se tendrá en cuenta:

v̇1 = v2,

v̇2 = a3v
3
1 + b3v

2
1v2.

(6.2.24)

El sistema (6.2.24) representa la forma normal del sistema (6.2.4) en el punto de bifurcación
Takens-Bogdanov donde (w∗1, w

∗
2) = (−2/α3

1,3/α
2
1). Ya que α1 > 0 y α3 < 0, b3 es siempre nega-

tivo. Si α1 < 1, entonces a3 < 0 y si α1 > 0, entonces a3 > 0. Por otra parte, se repite el mismo
procedimiento de reducir la variedad central y aplicando el cambio de coordenadas (6.2.17) y
(6.2.21) en la vecindad de (w∗1, w

∗
2) para α1 6= 1, se obtendrá la forma normal cuyos coeficientes

son funciones de w1 y w2. Aśı, que los términos de deformación emergerán automáticamente.
Por tanto, el sistema (6.2.4)toma la forma

v̇1 = v2,

v̇2 = µ1(w1, w2)v1 + µ2(w1, w2)v2 + ã3(w1, w2)v3
1 + b̃3(w1, w2)v2

1v2

(6.2.25)

con

µ1(w1, w2) =
1

3
(w1α

2
1 − 1),

µ2(w1, w2) =
1

9
(−w1α

3
1 + 2w2α

2
1 − 8),

y

µ1(w∗1, w
∗
2) = µ2(w∗1, w

∗
2) = 0, ã3(w∗1, w

∗
2) = a3, mb̃3(w∗1, w

∗
2) = b3.

Ya que tenemos que aplicar el cambio de coordenadas de (6.2.7), (6.2.8), (6.2.17) y (6.2.21)
en una pequeña vecindad de (w∗1, w

∗
2), los coeficientes ã3 y b̃3 preservan el signo de a3 y b3

debido a su continua dependencia en los parámetros. Se introduce el cambio de variables y
reeescalamiento de tiempo

ξ1 =
b̃3√
| ã3 |

v1, ξ2 =
b̃2

3

| ã3 |
√
| ã3 |

v2, τ = −| ã3 |
b̃2

t,

realizando la sustitución de (6.2.2) al sistema (6.2.25) llegamos a

ξ̇1 = ξ2,

ξ̇2 = µ̃1ξ1 + µ̃2ξ2 + sξ3
1 − ξ2

1ξ2

(6.2.26)
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donde s = sgn(ã3), y

µ̃1 = µ̃1(w1, w2) =

(
ã3

b̃3

)2

µ1(w1, w2),

µ̃2 = µ̃2(w1, w2) = −| ã3 |
b̃3

µ2(w1, w2).

(6.2.27)

Para usar el sistema (6.2.26) podemos estudiar el comportamiento cualitativo del sistema origi-
nal (6.2.4) codimensión dos de Takens-Bogdanov, (x∗1, x

∗
2, x
∗
3, w

∗
1, w

∗
2) = (0, 0, 0,−2/α3

1, 3/α
2
1), y

el análisis de bifurcación del sistema (6.2.26) se puede ver en el Caṕıtulo 4, para el caso s = 1 es
con el sistema (5.2.3) y para s = −1 es con el sistema (5.2.12). Donde los puntos de equilibrio
tienen la forma

E1(s) = (0, 0) y E2,3(s) =

(
∓
√
− µ̃1

s
, 0

)
.

6.2.3. Simulación del modelo de la red neuronal recurrente con tres
neuronas

Ahora bien, realizando las simulaciones del sistema (6.2.4) podemos observar los siguientes
retratos fases:

Figura 6.6: E1(1) es estable, E2(1) y E3(1) son inestables, aparece la bifurcación tenedor.
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Figura 6.7: Aparece un ciclo ĺımite estable que emerge alrededor de E1(1), la cual es la bifur-
cación de Hopf Supercŕıtica.

Figura 6.8: Ciclo limite

Figura 6.9: Curva heterocĺınica que esta entre los puntos E2(1) y E3(1).
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Figura 6.10: Muestra que (w1, w2) se acerca a la curva Heterocĺınica E2,3(1) el ciclo limi-
te,generado por la bifurcación de Hopf, tiende a forma una conexión heterocĺınica E2(1) y
E3(1).

Figura 6.11: Las órbitas heterocĺınicas desaparecen.

Figura 6.12: E1(1) permanece inestable y repelen todas las trayectorias cercas incluyendo las
dos variedades estables de los equilibrios E2(1) y E3(1).
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Figura 6.13: Sólo hay un punto de equilibrio,E1(1) es una espiral estable.

Figura 6.14: Muestra el comportamiento de la espiral estable.

Figura 6.15: Un ciclo ĺımite estable emergerá alrededor E1(−1) hace que ocurra la bifurcación
de Hopf Supercŕıtica.
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Figura 6.16: El ciclo ĺımite es estable.

Figura 6.17: Aparece un ciclo ĺımite estable el cual es previamente generado por la bifurcación
de Hopf.
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Figura 6.18: Muestra que todas las trayectorias, empezando desde un punto arbitrario en una
vecindad de el origen fuera del gran ciclo ĺımite estable, son atractores por el ciclo ĺımite estable.

Figura 6.19: Cruza la curva homocĺınica y todas las trayectorias cerca de E2(−1) y E3(−1),
son atractoras para uno de estos puntos de equilibrios no cero.

Figura 6.20: Desaparecen los dos ciclos ĺımites y se colisionan, todas las trayectorias, empezando
desde un punto arbitrario en una vecindad del origen, será atrapado por la cuenca de atracción
de uno de los puntos de equilibrio no cero.
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Para el caso s = 1, tenemos que los valores de α1 = 3/2 y α3 = −1/2 son fijos, que son los
coeficientes de la función de transferencia. Por otra parte, los valores de bifurcación w1 y w2

que fueron escogidos para demostrar la existencia de las distintas bifurcaciones que aparecieron.
Para la Figura6.6 surge la bifurcación tenedor el punto de equilibrio E1(1) llega ser estable,
aparecen los otros dos puntos de equilibrios E2(1) y E3(1). En la Figura 6.7 surge la bifurcación
de Hopf supercŕıtica en E1(1); por tanto emerge un ciclo limite estable alrededor E1(1) y el
punto de equilibrio llega a ser inestable y se puede ver en la gráfica de onda el comportamiento
de un ciclo ĺımite como se ve Figura 6.8. En la Figura 6.9 el ciclo ĺımite generado por la
bifurcación de Hopf tiende a formar una conexión de órbitas heterocĺınicas entre los puntos de
equilibrios E2(1) y E3(1), como se puede observar la gráfica de ondas Figura 6.10. Por último
en la Figura 6.11 desaparecen las órbitas heterocĺınicas.
Para s = −1 y la función de transferencia de las neuronas, se toman los valores α1 = 1/2 y
α3 = −1/6. En la Figura 6.13 tiene un único punto de equilibrio E1(−1) que su comportamiento
es de forma de una espiral y se puede observá su gráfica de onda Figura 6.14. En la Figura 6.17
surge la bifurcación de Hopf Supercŕıtica en E1(−1); por tanto, el ciclo ĺımite estable emerge
alrededor de E1(−1) y el punto de equilibrio en si mismo llega ser inestable. En la Figura
6.19 se ilustra la aparición de la bifurcación Homocĺınica y desaparecen los dos pequeños ciclos
ĺımites inestables. Y la Figura 6.20 muestra que no tiene ciclo ĺımite, todas las trayectorias
empezando un punto arbitraria en una vecindad de el origen, convergerá a uno de los dos
puntos de equilibrio que son diferente de cero E2(−1) y E3(−1).
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Conclusiones

El trabajo que he presentado, muestra la riqueza dinámica de la bifurcación Takens-Bogdanov
o doble cero, la cual al momento de linealizar el sistema dinámico y evaluar el punto de equili-
brio tiene un valor propio cero con multiplicidad cero.
El caso genérico, presenta términos de segundo orden en el sistema dinámico. Para determinar
el comportamiento cualitativo de este, se agrega una deformación o desdoblamiento univer-
sal dado por Guckenheimer, en donde se agregan dos parámetros (µ1, µ2) que determinan la
codimensión del sistema, la cual es dos. Además tiene dos puntos de equilibrios los que depen-
den del parámetro µ1. Al momento de variar los valores de los parámetros, aparecen distintas
dinámicas y bifurcaciones. Cuando µ1 = µ2 = 0 presenta el comportamiento cualitativo de una
cúspide, para µ1 > 0 no hay puntos de equilibrios, para {µ1 < 0, µ2 > 0, µ2 =

√
−µ1} ocurre

la bifurcación Hopf subcŕıtica, para {µ1 = 0, µ2 6= 0} sucede la bifurcación silla-nodo y para

{µ1 < 0, µ2 ≥ 0, µ1 = −
(

49

25

)
µ2

2} es la bifurcación homocĺınica.

El caso no genérico, se puede abordar de dos maneras. Una de ellas es como presenta en [Kuz-
netsov,2000] que la codimensión es tres y en el trabajo presentado tomamos como la presen-
ta [Guckenheimer,1993]. En donde el sistema dinámico tiene términos de tercer orden y es de
codimensión dos. Tenemos el sistema (5.2.2)tomando el caso con signo positivo del sistema,
tenemos que tiene tres puntos de equilibrio. Existe una bifurcación tenedor en los puntos en el
eje µ2 con µ1 = 0, µ2 6= 0. Para {µ1 < 0, µ2 = 0} aparece la bifurcación de Hopf Supercŕıtica
y µ1 > 0 no existe órbitas periódicas. Por último la bifurcación Homocĺınica ocurre cuando

{µ1 > 0, µ2 = −µ1

5
}. En el caso con signo negativo, tenemos para µ1 = 0 µ2 6= 0 tenemos

una bifurcación tenedor, para µ1 = µ2, µ1 > 0 surge una bifurcación de Hopf subcŕıtica, para
µ2 < 0 no existe órbitas periódicas y por último en la curva µ2 = 4

5
µ1 existe la bifurcación

homocĺınica.
Después de haber comprobado teóricamente los resultados que aparećıan en la bifurcación de
Takens-Bogdanov y por último concluimos la tesis con aplicaciones para los dos casos de la
bifurcación. Para el caso genérico es el modelo de depredador-presa con defensa de un grupo.
En este modelo se realiza tres simulaciones variando los valores de bifucación K y c en donde
surge la bifurcación Hopf y silla-nodo. La interpretación biológica de estas simulaciones don-
de se exhibe una bifurcación de Hopf cuando se satisfacen la hipótesis del Teorema 6.1.1, es
que al perturbar adecuadamente los parámetros naturales de las poblaciones involucradas en
el modelo de estudio, en este caso K y c se puede conseguir que sin importar los tamaños
poblacionales iniciales, cada uno de estos tiende a un valor tal que ambas poblaciones puedan
coexistir permanentemente, o se puede conseguir lo contrario, es decir, que sin importar los
tamaños poblacionales iniciales, eventualmente una o ambas de las poblaciones se extinguirán.
Para el caso no genérico es sobre el modelo una de red neuronal recurrente con tres neuronas, es
representado por un sistema de 3 ecuaciones diferenciales, que tienes dos parámetros de bifur-
caciones w1 y w2, donde se fijo las constantes α1 α3. Que al momento de calcular la linealización
y evaluar el punto de equilibrio que era el origen, tenemos que sus valores propios son -3 y 0
con multiplicidad dos, se calculo la variedad central y disminuyo la dimensión del sistema. Se
realizo varios cambios de variables hasta lograr llegar a la forma (5.2.2), en donde nosotros ya
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teńıamos el análisis de este caso. Las dinámicas que caracteriza al modelo de una red neuronal
recurrente ha sido la existencia de soluciones periódicas y mecanismos bajo los cuales las solu-
ciones emergen. Los ciclos existentes tiene un profundo impacto en la capacidad de aprendizaje
de la red y las hacen especialmente indicadas para el procesamiento de secuencias temporales.



Caṕıtulo 7

Apéndice

7.1. Apéndice A)

Solución de la integral∫ ∞
−∞

sech2(τ)tanhk(τ)dτ =
tanhk+1(τ)

k + 1
=

2

k + 1
, (7.1.1)

7.2. Apéndice B)

La solución de las siguientes integrales de las funciones eĺıpticas de Jacobi:∫ 4K(α)

0

sn2(u)du =
4

α2
[K(α)− E(α)], (7.2.1)

∫ 4K(α)

0

sn4(u)du =
4

3α4
[(2 + α2)K(α)− 2(1 + α2)E(α)], (7.2.2)

y ∫ 4K(α)

0

sn6(u)du =
4

15α6
[(4α4 + 3α2 + 8)K(α)− (8α4 + 7α2 + 8)E(α)] (7.2.3)

donde K(α) y E(α) son las integrales eĺıpticas completas de primer y segundo tipo respectiva-
mente.
El valor de la integral completa de primer especie fue obtenido por Gauss como resultado de
sus investigaciones acerca de la media aritmética geométrica y de las series hipergeométricas:

K(α) =

∫ π

2

0

dθ√
1− α2sin2(θ)

=
π

2

∞∑
n=0

[
(2n− 1)!!

(2n)!!

]
α2n.

(7.2.4)

El valor de la integral completa de segunda especie se calcula de manera análoga:

E(α) =

∫ pi

2

0

√
1− α2sin2(θ)dθ

=
π

2

(
1−

∞∑
n=0

[
(2n− 1)!!

(2n)!!

]2
α2n

2n− 1

)
,

(7.2.5)

en donde 0 < α < 0.
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7.2.1. Apéndice B.1) código
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