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tiempo que me brindaron para la revisión de esta tesis.

A los profesores de la MCMAI por compartir sus conocimientos, fué una maravillosa experiencia.
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Índice de figuras

1.1. Diagrama del ejemplo: Urnas de pelotas, un modelo de Markov oculto . . . . . . . . . 17

1.2. Simulación de los estados de una cadena de Markov oculta con observaciones que obe-

decen a la distribución Poisson. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20

1.3. Simulación de las observaciones de una cadena de Markov oculta con observaciones

discretas. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20

1.4. Simulación de los estados de una cadena de Markov oculta con observaciones continuas. 33

1.5. Simulación de las observaciones de una cadena de Markov con observaciones continuas. 33

2.1. Clasificación del ozono según su ubicación. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53

2.2. Esquema de la producción de ozono troposférico. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53
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Notación

Notación

Como referencia se presenta a continuación una lista de la notación utilizada.

Caṕıtulo 1.Modelos de Markov ocultos

R Conjunto de números reales.

Ω Espacio muestral.

F σ- álgebra.

B(R) σ- álgebra del Borel.

T Conjunto de tiempos.

X Variable aleatoria.

S Espacio de estados.

pij Probabilidad de transición del estado i al estado j en un paso.

P Matriz de probabilidades de transición.

π0 Vector de distribución de probabilidad inicial.

HMM Modelo de Markov oculto.

λ Modelo de Markov oculto.

O Secuencia de observaciones.

B Conjunto de distribuciones asociadas a un HMM.

I Secuencia de estados.

αt(i) Variable forward.

βt(i) Variable backward.

Q(, ) Función de Baum Welch.

σi Parámetro de desviación estándar de la distribución gausiana asociada al estado i

de un HMM.

µi Media de la distribución gausiana asociada al estado i de un HMM.

κi Parámetro de forma de la distribución gamma asociada al estado i de un HMM.

θi Parámetro de escala de la distribución gamma asociada al estado i de un HMM.

λc Modelo de Markov oculto con observaciones continuas.

Σi Matriz de varianzas y covarianzas de la distribución gausiana

multivariable asociada al estado i de un HMM.

µi Vector de medias de la distribución gausiana multivariable asociada

al estado i de un HMM.

Caṕıtulo 2.Niveles de ozono en la Ciudad de México

M Media anual de la contaminación ambiental.

mi Media de la contaminación ambiental asociada al estado i.

IMECA Índice Metropolitano de Calidad del Aire.

ppm Partes por millón.
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Introducción

La teoŕıa concerniente a los modelos de Markov ocultos (MOM), mejor conocidos por sus siglas en

inglés como HMM (Hidden Markov Models), fue introducida al final de la década de 1960 y comienzos

de la década de 1970 por Leornard E. Baum y sus colegas, Rabiner y Juang, (1986). Asimismo, las

primeras aplicaciones de los HMM ocurrieron a mediados de la década de 1970 mostrando su utilidad

en el procesamiento del habla; y es hasta finales de 1980 que tiene lugar la verdadera exposición de este

modelo. Cabe mencionar que entre 1986 y 1989, Lawrence R. Rabiner presenta la teoŕıa de los HMM,

de Leonard E. Baum, con un lenguaje accesible lo que propició el desarrollo de aplicaciones en diversas

áreas, Rabiner (1989). Por mencionar, los HMM han sido utilizados en el área de las biociencias para

la clasificación automática de electrocardiogramas, la representación de la actividad neuronal de la

corteza visual de simios sometidos a diferentes est́ımulos visuales; asimismo, en el modelado de series

de tiempo de la cantidad de ataques epilépticos en personas y el análisis a gran escala del genoma

humano, etc, Carol y Fiona (2009), Rodŕıguez y Bautista (2000). En epidemioloǵıa y biometŕıa, se

han desarrollado modelos de la secuencia del comportamiento de animales bajo observación Newman

(2006), Cohen (1998), Durbin et al. (1998). También se ha mostrado su utilidad en el tratamiento de

imágenes y diversos temas de climatoloǵıa, etc, Aas et al. (1999), Sansom (1998).

Lo anterior señala que los HMM tienen una estructura matemática adecuada para el desarrollo de

diversas aplicaciones. De acuerdo al trabajo seminal de Rabiner, Rabiner (1989), los HMM son:

... un doble proceso estocástico con un proceso subyacente que no es observable (oculto) pero que puede

ser inspeccionado a través de otro proceso estocástico que genera la secuencia de observaciones...

Según Mohamed y Garder (2000):

...una cadena de Markov oculta es un proceso estocástico generado por dos mecanismos interrelacio-

nados; por un lado, una cadena de Markov subyacente que tiene un número finito de estados, y por

el otro un conjunto de funciones aleatorias, cada una asociada a un estado de la cadena. La cadena

de Markov subyacente cambia de estado de acuerdo a su matriz de probabilidades de transición. El

observador ve localmente la salida de las funciones aleatorias asociadas a cada estado actual, pero no

puede observar directamente los estados de la cadena de Markov...

Considerando las bondades de los HMM en el desarrollo de aplicaciones, a lo largo de este documento

se muestra la aplicación de los modelos de Markov oculto, como un complemento a las técnicas de

análisis de contribución de fuentes de emisión (ACF) de contaminantes atmosféricos. Un análisis de

contribución de fuentes consiste en estudiar el origen de las diversas fuentes de contaminación y la

estimación de sus contribuciones a los niveles de contaminación atmosférica ambiente.

La información que provee un ACF es importante en el diseño de poĺıticas públicas para la protección

de la salud humana y del medio ambiente, aśı como para evaluar la efectividad de las estrategias

para la reducción de contaminantes, Gomez et al. (2015). En la literatura se identifican tres tipos

de técnicas de análisis de contribución de fuentes de emisión, Viana et al. (2008): a) métodos que

9



Introducción

requieren la valoración de los datos capturados por los centros de monitoreo, b) métodos que depen-

den de inventarios de emisiones y de modelos de dispersión atmosférica y c) métodos que se basan

en la evaluación estad́ıstica de datos sobre el material particulado. El primer grupo se apoya en el

tratamiento estad́ıstico básico de los datos, Belis et al. (2013), e incluye el modelado mediante series

temporales de datos, Gomez et al. (2015). El segundo grupo incluye modelos para simular la forma-

ción de emisiones de aerosoles, transporte y deposición. El tercer grupo se emplea para el estudio del

transporte del material particulado en el aire. Ante esta clasificación, Belis et al (2014) recomienda

que previo al desarrollo de un ACF debe llevarse acabo un análisis estad́ıstico básico de los datos de

estudio que puede incluir un análisis de tendencias de las observaciones o la estimación de la distri-

bución estad́ıstica que mejor describe tal conjunto de datos, asimismo procedimientos sencillos como

el análisis de correlaciones pueden utilizarse como una aproximación inicial.

Diversos autores señalan a los HMM como modelos flexibles de uso generalista para el análisis de series

temporales univariantes y multivariantes que a su vez ofrecen una fácil interpretación de resultados,

Cappé (2005), Zucchini y MacDonald (2009). Por lo anterior, los HMM pueden constituir un punto

de partida para el desarrollo de los ACF.

La idea que subyace a esta propuesta puede explicarse de la siguiente manera: Los niveles de conta-

minación atmosférica en las áreas urbanas es el resultado de la presencia de contaminantes emitidos

localmente (de diferentes fuentes), de otras contribuciones aportadas a nivel regional, y del transporte

horizontal, Gomez et al. (2016). Por otra parte, el rango de los niveles de contaminación puede divi-

dirse en intervalos consecutivos de tal manera que cada uno represente caracteŕısticas espećıficas de

los niveles de contaminación. El principal interés se encuentra en el primer intervalo (concentraciones

más bajas) denominado la contaminación de fondo ya que es clave en estudios epidemiológicos y para

valorar la exposición general de la población a la contaminación atmosférica. Asimismo, si se piensa

que los estados ocultos de un HMM representan diferentes intervalos de concentración o reǵımenes

de un contaminante, entonces dada una serie temporal de datos de un contaminante, el modelo de

Markov oculto permite agrupar las observaciones en reǵımenes de concentración. Por lo que en cada

régimen se agrupan observaciones de la serie temporal con concentración similar y que al mismo tiem-

po difieren en su concentración de otras observaciones agrupadas en otros reǵımenes. De tal manera

que las observaciones agrupadas en el régimen con menor concentración corresponde a la contamina-

ción de fondo. Por su parte, dado que los HMM proporcionan la media y desviación estándar de cada

distribución asignada a cada uno de los reǵımenes, esto proporciona valiosa información al caracterizar

una serie temporal de un contaminante.

En esta ı́ndole, los objetivos de este trabajo son:

-Presentar de manera detallada y con un lenguaje sencillo la estructura matemática de los modelos

de Markov ocultos con la finalidad de que esta teoŕıa sea comprendida por profesionistas con diversa

formación e incentive su aplicación en áreas donde aún son desconocidos.

- Proponer el uso de los modelos de Markov ocultos homogéneos como una técnica estad́ıstica ex-

ploratoria y rutinaria para complementar otras técnicas de ACF con las que estimar las contribuciones

de las fuentes a la formación de ozono en la Ciudad de México.

- Implementar la solución de los tres problemas básicos de un HMM en la libreŕıa de R (R Core

Team, 2015).

-Determinar la evolución de la aportación de la contaminación de fondo a la contaminación am-

biente del aire debida al ozono en la Ciudad de México.

10
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Por otra parte, la hipótesis que se plantea es:

-Bajo un adecuado ajuste de un HMM homogéneo a la serie temporal del ozono en la Ciudad de

México, la aportación de la contaminación de fondo a la contaminación ambiental del aire es invariante

al asumir diferentes distribuciones asociadas a los estados ocultos del HMM.

En otras palabras se quiere verificar que el porcentaje de contaminación del aire que es explicado por

la contaminación de fondo, cuando se asume que la distribución de las observaciones es gaussina, no

muestra diferencias estad́ısticas significativas al porcentaje explicado cuando las observaciones asumen

la distribución gamma.

El documento está estructurado de la siguiente manera:

1. En el Caṕıtulo 1, primero se presenta algunos conceptos sobre las cadenas de Markov; posterior-

mente, se desarrolla la teoŕıa de los modelos de Markov ocultos homogéneos en el caso discreto y

continuo; en particular se presentan las formulas para estimar los parámetros del modelo en los

casos en que las observaciones siguen las distribuciones gausiana, mezcla de gausianas, gamma

y lognormal, lo anterior empleando el método de máxima esperanza.

2. En el Caṕıtulo 2, se expone la implementación de los HMM a la serie temporal del promedio

diario de ozono en la Ciudad de México; se asume que las observaciones se comportan de acuerdo

a la distribución gausiana y a la distribución gamma. Se presenta un análisis de los porcentajes

de contaminación ambiental explicados por la contaminación de fondo. El análisis se realiza para

las cinco regiones de la Ciudad de México (centro, sureste, suroeste, noroeste y noreste) de forma

anual para los años comprendidos entre 1992 y 2015.

3. En el Caṕıtulo 3, se presentan las conclusiones del trabajo.

4. Finalmente, en el apéndice se muestra información adicional sobre el software empleado en el

cálculo de resultados.
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Caṕıtulo 1

Modelos de Markov ocultos

Desde 1960 y 1970 comenzó el desarrollo de los modelos de Markov, poco después se desarrollaron

los modelos de Markov ocultos conocidos como HMM por sus siglas en inglés de Hidden Markov

Models. Aunque el desarrollo matemático de estos últimos modelos comenzó desde entonces, se han

vuelto más populares en años recientes; la principal razón de esto es que los modelos de Markov ocultos

poseen una estructura matemática que permite su aplicación en un amplio campo de conocimientos.

Se pueden encontrar diversas aplicaciones de las cadenas de Markov ocultas por mencionar algunas;

modelos sobre la dinámica de los consumidores, descripción del rendimiento de los activos financieros,

modelos de espectativas de vida, modelos sobre la dinámica de poblaciones, etc. En este caṕıtulo se

proporciona algunos conceptos relevantes sobre los modelos de Markov, Hernandez-Lerma (1981); aśı

como una revisión de los aspectos más relevantes de los modelos de Markov ocultos, Petrushin (2000),

Psichogios y Ungar (2009).

1.1. Cadenas de Markov

El concepto básico sobre el que descansa el desarrollo de este caṕıtulo es el de proceso estocástico.

Definición 1.1. Un proceso estocástico es un conjunto de variables aleatorias {X(t), t ∈ T}, donde

T es un conjunto, finito o infinito, de tiempos. Cada una de estas variables aleatorias X(t) : Ω → R
está definida sobre un espacio medible (Ω,F) y toma valores de otro espacio medible (R,B(R)), en

donde F es la σ-álgebra sobre Ω y B(R) es la σ-álgebra de Borel sobre R.

Asociado al proceso estocástico, se encuentra el espacio de estados, que permite clasificar a los procesos

estocásticos en dos grandes grupos.

Definición 1.2. Sea {X(t), t ∈ T} un proceso estocástico, con X(t) : Ω→ R para cada t ∈ T fijo. El

espacio de estados denotado por S, con S ⊆ R, es el conjunto de todos los valores posibles que puede

tomar la variable aleatoria X(t) para t ∈ T fijo. Es decir, se cumple que si i ∈ S entonces existe un

w ∈ Ω tal que X(w, t) = i para t ∈ T fijo. Cada elemento i ∈ S se llama un estado del proceso.

De esta manera, los procesos estocásticos se pueden clasificar en los siguientes grupos:

Si el espacio de estados, S, es finito o numerable decimos que el proceso estocástico es discreto.

Si el espacio de estados, S, es un intervalo, decimos que el proceso estocástico es continuo.
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El proceso también se clasifica de acuerdo a la naturaleza del conjunto T .

Si T es numerable, por ejemplo, T = {0, 1, 2, 3, ...}, T = {0,±1,±2, ...}, etc., decimos que {Xt}
es un proceso con parámetro (o en tiempo) discreto.

Si T es un intervalo como T = [a, b], T = [0,∞), T = (−∞,∞), etc., {Xt} es un proceso con

parámetro (o en tiempo) continuo.

Cabe mencionar que algunos procesos estocásticos cumplen con una propiedad espećıfica llamada

propiedad de Markov y que será de utilidad más adelante.

Definición 1.3. Sea {X(t), t ∈ T}, un proceso estocástico con T ⊆ R el conjunto de parámetros del

tiempo y S ⊆ R el conjunto de los estados; éste es un proceso de Markov si para cualquier x ∈ R y

s, t ∈ T , con s ≤ t, se satisface que

P{X(t) ≤ x|X(r), r ≤ s} = P{X(t) ≤ x|X(s)}. (1.1)

La ecuación (1.1) se conoce como la propiedad de Markov, se puede interpretar s como el tiempo

”presente”, t > s como el ”futuro” y r < s como el ”pasado”, entonces la ecuación (1.1) nos dice que

dado el presente X(s) del proceso, el futuro X(t), t ≥ s, es independiente del pasado X(r), r < s.

Se puede demostrar que la definición (1.3) es equivalente a lo siguiente, ver por ejemplo, Ash y Gardner

(1975).

Definición 1.4. Sea {X(t), t ∈ T} un proceso estocástico con T ⊆ R el conjunto de parámetros del

tiempo y S ⊆ R el conjunto de los estados. {X(t), t ∈ R} es un proceso de Markov de primer orden1

si y sólo si para cualquier entero n y tiempos t1 < t2... < tn+1 en T , se satisface que la distribución

condicional de X(tn+1) dados los valores de X(t1), ..., X(tn), sólo depende de X(tn); es decir, para

cualesquiera x, x1, ..., xn elementos del espacio de estados,

P{X(tn+1) ≤ x|X(t1) = x1, ..., X(tn) = xn} = P{X(tn+1) ≤ x|X(tn) = xn}. (1.2)

Significa que dado el estado presente del proceso, el estado futuro del proceso es independiente de los

estados pasados.

Los procesos de Markov, al igual que todo proceso estocástico, se clasifican de acuerdo a la naturaleza

del parámetro de tiempo y a la naturaleza del espacio de estados. Con respecto al espacio de estados,

por una parte se tiene el proceso de Markov con espacio de estados discreto y recibe el nombre de

cadena de Markov ; y, por otra parte se tiene el proceso de Markov con espacio de estados continuo.

De manera similar, con respecto al tiempo, el proceso de Markov se clasifica en proceso de Markov en

tiempo discreto y proceso de Markov en tiempo continuo.

Aśı, se tienen cuatro tipos básicos de procesos de Markov como se ilustra en el Cuadro 1.1. En este

trabajo resulta de interés las cadenas de Markov en tiempo discreto.

Para tener una notación más práctica, de aqúı en adelante se supondrá que T = {0, 1, 2, 3, ...}. Esto

permite describir la cadena de Markov {X(t), t ∈ T} como {Xn, n = 0, 1, 2, ...} donde n indica el

tiempo en el que se encuentra el proceso. Asimismo permite establecer la siguiente definición,

1El término ”primer orden”se debe a que el estado futuro del proceso sólo depende del estado actual; en los procesos

de Markov de ”segundo orden” el estado futuro depende del estado actual y del estado inmediato anterior y aśı

sucesivamente para otros procesos de Markov de mayor orden.
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Espacio de estados S

Parámetro (T) Discreto Continuo

Discreto Cadena de Markov en tiempo discreto Proceso de Markov en tiempo discreto

Continuo Cadena de Markov en tiempo continuo Proceso de Markov en tiempo continuo

Cuadro 1.1: Clasificación de los procesos de Markov.

Definición 1.5. Una cadena de Markov es un proceso estocástico en tiempo discreto {Xn, n =

0, 1, 2, ...}, con espacio de estados S discreto, y que satisface la propiedad de Markov; es decir, para

cualquier entero n ≥ 0, y para cualesquiera estados i, j, i1, i2, ... se cumple que

P [Xn+1 = j|Xn = i,Xn−1 = in−1, ..., X1 = i1, X0 = i0] = P [Xn+1 = j|Xn = i]. (1.3)

Existen otras formas equivalentes de expresar esta propiedad, por ejemplo, es posible demostrar que

la condición (1.3) es equivalente a poder calcular la distribución de las variables X0, X1, ..., Xn de la

siguiente forma, ver Norris (2004).

P [Xn = i,Xn−1 = in−1, ..., X0 = i0] = P [X0 = i0]P [X1 = i1|X0 = i0] · · ·P [Xn = i|Xn−1 = in−1]. (1.4)

Sin perdida de generalidad se tomará como espacio de estados de una cadena de Markov al conjunto

discreto {0, 1, 2, 3, ...} o cualquier subconjunto finito que conste de los primeros elementos de este

conjunto.

A la probabilidad P [Xn+1 = j|Xn = i], de la ecuación (1.3), se le denota como pij(n, n+1) y se le conoce

como probabilidad de transición. Esta probabilidad se interpreta como la probabilidad condicional de

que el proceso estará en el estado j en el tiempo n + 1 si en el tiempo n se encuentra en el estado i.

Estas probabilidades también se conocen como probabilidades de transición en un paso.

Cuando en la cadena de Markov la probabilidad pij(n, n + 1) depende de n se dice que la cadena es

no homogénea en el tiempo. Por otra parte, cuando los números pij(n, n+ 1) no dependen de n se dice

que la cadena es homogénea en el tiempo; en este caso a pij(n, n+ 1) se le denota simplemente como

pij. Por simplicidad se asume que estudiarémos cadenas de Markov homogéneas en el tiempo, lo que

implica que

P [Xn+1 = j|Xn = i,Xn−1 = in−1, ..., X1 = i1, X0 = i0] = P [Xn+1 = j|Xn = i]

= P [X1 = j|X0 = i]

= pij. (1.5)

Al variar los ı́ndices i,j en la formula P [Xn+1 = j|Xn = i] = pij se obtiene la matriz de probabilidades

de transición en un sólo paso, P.

P =


p00 p01 p02 · · ·
p10 p11 p12 · · ·
p20 p21 p22 · · ·
· · · · · · · · · · · ·
· · · · · · · · · · · ·

 (1.6)
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La entrada (i, j) de esta matriz es la probabilidad de transición pij, es decir, la probabilidad de pasar

del estado i al estado j en una unidad de tiempo.

Otra definición importante asociada a una cadena de Markov es la distribución de probabilidad inicial.

Definición 1.6. Para una cadena de Markov con espacio de estados finito {0, 1, 2, ..., N} la distribu-

ción de probabilidad inicial que se denota por π0 = {π0
0, π

0
1, ..., π

0
N} se define como

π0
0 = P [X0 = 0]

π0
1 = P [X0 = 1]

...

π0
N = P [X0 = N ]

y además
∑N

i=0 π
0
i = 1.

De manera similar para una cadena de Markov con espacio de estados no finito.

La distribución de probabilidad inicial nos dice la probabilidad con la que la cadena inicia en cada

uno de los estados. Una vez transcurrida la primera unidad de tiempo, la cadena se encuentra en uno

de los posibles estados {0, 1, 2, ..., N} de acuerdo con la distribución de probabilidad,

π1 = {π1
0, π

1
1, ..., π

1
N} (1.7)

en donde la j-ésima entrada es

π1
j = P [X1 = j]

=
N∑
i=0

P [X1 = j|X0 = i]P [X0 = i]

= π0
0p0j + π0

1p1j + ...+ π0
NpNj

= (π0P)j (1.8)

es decir, π1
j es la j-ésima entrada de la matriz que resulta de multiplicar π0P . Aśı π1 se obtiene a

partir de π0 y de la matriz de transición P a través de la fórmula π1 = π0P ,

(π1
0, π

1
1, ..., π

1
N) = (π0

0, π
0
1, ..., π

0
N)


p00 p01 · · · p0N

p10 p11 . . . p1N

...
...

...
...

pN0 pN1 · · · pNN

 (1.9)

Por consiguiente, π2 = π1P = π0P2, y aśı sucesivamente. En general, πn+1 = πnP = π0Pn+1, lo que

define una sucesión infinita de distribuciones de probabilidad π0, π1, π2, ..., en donde cada una de ellas

se obtiene de multiplicar la distribución anterior por la matriz de probabilidades de transición en un

paso.

Las definiciones anteriores serán de utilidad para el desarrollo de la teoŕıa de los modelos de Markov

ocultos.
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1.2. Modelo de Markov oculto

Definición 1.7. Un modelo de Markov oculto es definido como un proceso bivariado {(Xt, Zt), t ≥ 0}
tal que

{Xt, t ≥ 0} es una cadena de Markov con matriz de probabilidad de transición A y vector de

distribución de probabilidad inicial π.

En el proceso de observaciones {Zt, t ≥ 0} , la distribución condicional de Zt depende de Xt.

La variable aleatoria {Zt} puede ser una variable aleatoria discreta, en cuyo caso decimos se trata

de un modelo de Markov oculto con espacio de observaciones discreto; o bien, puede ser una variable

aleatoria continua y decimos que se trata de un modelo de markov oculto con espacio de observaciones

continuo.

En la primer parte de este caṕıtulo, se aborda los modelos de Markov con espacio de observaciones

discreto y más adelante se establecen las caracteŕısticas de los modelos de Markov con espacio de

observaciones continuo.

1.3. Modelos de Markov oculto con espacio de observaciones

discreto

En este apartado se presenta una breve descripción de los modelos de Markov ocultos con espacio de

observaciones discreto, para ello se considera el ejemplo siguiente.

Ejemplo 1.1. Urna de pelotas. Suponga un sistema compuesto por N urnas que contiene un

gran número de pequeñas pelotas de colores, como se muestra en la figura 1.1. Existen M posibles

colores para cada pelota en cada urna. Se realiza el siguiente experimento:

1. De acuerdo a un procedimiento aleatorio se elige una urna inicial. De esta urna se elige aleato-

riamente una pelota, cuyo color será la primera observación y se regresa la pelota en la urna a

la que pertenece.

2. Enseguida, se selecciona una nueva urna según un procedimiento aleatorio asociado con la actual

urna y se repite el proceso de extración de la pelota.

3. Se repite el paso 2 tantas veces como observaciones se necesiten.

El proceso total genera una secuencia finita de observaciones de colores. Este experimento constituye

un modelo de Markov oculto, donde se pueden identificar los siguientes elementos:

El proceso de elección de las urnas constituye una cadena de Markov donde cada urna representa

un estado de la cadena.

El procedimiento aleatorio de elegir la primera urna está determinado por la distribución inicial

de la cadena de Markov sobre cada uno de los estados, es decir sobre las urnas.

Como cada urna tiene una gran cantidad de pelotas de colores, existe una distribución de pro-

babilidad, para la extracción de una pelota, asociada a cada una de las urnas.
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Figura 1.1: Diagrama del ejemplo: Urnas de pelotas, un modelo de Markov oculto

Una vez elegida la primer urna y haber observado la extracción de pelota, se elige la siguiente

urna o estado de la cadena a partir de la matriz de transición de la cadena de Markov. Una

vez alcanzado el siguiente estado o urna se realiza la extracción de la pelota de acuerdo a la

distribución de probabilidad de las pelotas asociada a esa nueva urna. El proceso continua en

este mismo orden.

Este ejemplo, como todo modelo de Markov oculto está compuesto por dos procesos, el primero

que es la selección de las urnas representa la cadena de Markov; el segundo proceso está descrito

por la extracción de las pelotas.

1.3.1. Elementos de un modelo de Markov oculto

Con la idea en mente que proporciona el ejemplo anterior; enseguida se describen los elementos esen-

ciales de cualquier modelo de Markov oculto con espacio de observaciones discreto.

1. Sea T el número total de tiempos en los que se observa el modelo de Markov oculto.

2. En el modelo de Markov oculto ocurren dos procesos de forma simultánea, el primero de ellos

es una cadena de Markov, la cual será denotada por {Xt, t ≥ 0}. Ésta tendrá un número finito

N de estados y el conjunto de posibles estados será denotado como

Q = {q1, q2, q3, ..., qN}. (1.10)

La cadena de Markov tendrá asociada una matriz de probabilidades de transición denotada por

A = {aqi,qj}, donde

aqi,qj = P [Xt+1 = qj|Xt = qi]. (1.11)

Observe que la ecuación (1.11) corresponde a una cadena de Markov homogénea en el tiempo.

Además la cadena de Markov tendrá una distribución de probabilidad inicial denotada por
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π = {πqi}, donde

πqi = P [X1 = qi]. (1.12)

La distribución de probabilidad inicial determinará el estado en el cual comienza la cadena

de Markov; después para cada tiempo t, se hará una transición a un nuevo estado, esto de

acuerdo a la matriz de probabilidades de transición. Como transición puede entenderse también

permanecer en el mismo estado.

3. El segundo proceso que se presenta en un modelo de Markov oculto, es el proceso de observaciones

que será denotado como {Zt}. En este proceso la variable Zt es una variable aleatoria discreta

cuyo soporte está compuesto de M valores y será denotado como

V = {v1, v2, v3, ..., vM}. (1.13)

4. Los procesos {Xt} y {Zt} están relacionados de la siguiente manera: Cada estado de la cadena

de Markov {Xt} tiene asociada una distribución de probabilidad para la variable aleatoria Zt.

Por lo tanto, se tienen N distribuciones de probabilidad para la variable Zt, una por cada estado

de la cadena de Markov; este conjunto de distribuciones será denotado como

B = {b(Zt|qj)} para j = 1, 2, 3, ..., N. (1.14)

donde para cada j = 1, 2, 3, ..., N se tiene,

b(v1|qj) = P [Zt = v1|Xt = qj]

b(v2|qj) = P [Zt = v2|Xt = qj]
...

b(vM |qj) = P [Zt = vM |Xt = qj]

Se puede observar que la distribución de probabilidad de la variable Zt está determinada única-

mente por el estado Xt por lo que Zt es independiente del estado Xt′ y de la variable Zt′ siempre

que t 6= t′. Cabe mencionar que cuando Xt sea desconocido, Zt depende de Xt−1 debido a la

propiedad de Markov.

Con los elementos de un modelo de Markov oculto ya descritos, el proceso para generar un conjunto

de observaciones es el siguiente:

1. Definir T , el número de observaciones deseadas del modelo de Markov oculto.

2. Fijar el estado inicial de la cadena de Markov x1, una realización de la variable aleatoria X1, de

acuerdo a la distribución de probabilidad inicial π de la cadena.

3. Fijar t = 1

4. Elegir una observación zt, es decir una realización de la variable aleatoria Zt, de acuerdo a la

distribución de probabilidad asociada al estado xt, es decir b(Zt|xt).

5. Elegir xt+1, es decir la realización de la variable Xt+1, a partir de la matriz de probabilidades

de transición A.
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6. Fijar t = t+ 1.

7. Si t < T regresar al paso 4.

8. Al final el proceso genera un conjunto de estados denotado como I = {x1, x2, x3, ..., xT}, aśı

como el conjunto de observaciones O = {z1, z2, z3, ..., zT}.

Para ilustrar el proceso enseguida se presenta un ejemplo de modelo de Markov oculto con espacio de

observaciones discreto.

Ejemplo 1.2. Considere un modelo de Markov oculto que consta de una cadena de Markov {Xt}
con dos posibles estados, Q = {1, 2}, cada estado tiene asociada una distribución de Poisson para

el proceso de observaciones del modelo {Zt}. La distribución de probabilidad inicial y la matriz de

transición de la cadena de Markov están dadas por

π = (P [X1 = 1], P [X1 = 2]) = (0,7, 0,3) (1.15)

A =

(
P [Xt+1 = 1|Xt = 1] P [Xt+1 = 2|Xt = 1]

P [Xt+1 = 1|Xt = 2] P [Xt+1 = 2|Xt = 2]

)
=

(
0,95 0,05

0,02 0,98

)
. (1.16)

Además, las distribuciones de probabilidad asociadas a los estados son:

Distribución de probabilidad de Poisson con media λ = 10.

b(zt|q1 = 2) =
e−λλzt

zt!
=
e−1010zt

zt!
, (1.17)

Distribución de probabilidad de Poisson con media λ = 1.

b(zt|q1 = 1) =
e−λλzt

zt!
=
e−11zt

zt!
. (1.18)

Siguiendo a Laverty et al. (2002), se generaron un conjunto de 200 observaciones del modelo de Markov

oculto. En la figura (1.2) se muestra la gráfica de los estados de la cadena de Markov. Asimismo, en

la figura (1.3) se muestra las 200 observaciones que se obtuvieron en la simulación de modelo.

1.3.2. Los tres problemas que establece un modelo de Markov oculto

Con base en el apartado anterior, para especificar un modelo de Markov oculto se requiere conocer

la distribución de probabilidad inicial de la cadena π, el conjunto de distribuciones de probabilidad

asociadas a cada estado B y la matriz de transición A. Por consiguiente, en adelante un modelo de

Markov oculto será denotado como λ = (A,B, π).

En todo modelo de Markov oculto se presentan tres problemas de interés que se explican en este

apartado.

Problema 1. Dado un modelo de Markov oculto λ = (A,B, π) y una secuencia de observaciones

O = {z1, z2, z3, ..., zT}, es de interés conocer la probabilidad de que dicha secuencia de observaciones

provenga de tal modelo. En otras palabras, ¿cómo determinar P [O|λ]?.

Problema 2. Dado un modelo de Markov oculto λ = (A,B, π) y una secuencia de observacio-

nes O = {z1, z2, z3, ..., zT} se busca conocer la secuencia de estados de la cadena de Markov, I =

{x1, x2, x3, ..., xT}, que más probablemente generaron la secuencia de observaciones O.

Problema 3. Dada una secuencia de observaciones O = {z1, z2, z3, ..., zT} ¿cómo estimar los paráme-

tros del modelo λ = (A,B, π) de donde proviene dicha secuencia de observaciones?.

19



1. Modelos de Markov ocultos

Figura 1.2: Simulación de los estados de una cadena de Markov oculta con observaciones que obedecen

a la distribución Poisson.

Figura 1.3: Simulación de las observaciones de una cadena de Markov oculta con observaciones dis-

cretas.
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1.3.3. Solución del problema 1 de un modelo de Markov oculto

El problema 1 consiste en determinar la probabilidad de que el modelo λ = (A,B, π) sea capaz de

generar la secuencia de observaciones O = {z1, z2, z3, ..., zT}, para ello se prosigue de la siguiente

manera:

Sea O = {z1, z2, z3, ..., zT} la secuencia de observaciones generadas por el modelo de Markov oculto

λ = (A,B, π). Supongamos que I = {x1, x2, x3, ..., xT} es una secuencia fija de estados que ocurren

durante el proceso mediante el cual se genera la secuencia de observaciones O.

Dado que Zt sólo depende de Xt, la probabilidad de obtener la secuencia de observaciones O dada la

secuencia fija de estados I y el modelo λ está dada por

P [O|I, λ] = P [Z1 = z1, Z2 = z2, Z3 = z3, ...ZT = zT |X1 = x1, X2 = x2, X3 = x3, ..., XT = xT , λ]

= P [Z1 = z1|X1 = x1]P [Z2 = z2|X2 = x2] · · ·P [ZT = zT |XT = xT ]

= b(z1|x1)b(z2|x2) · · · b(zT |xT ). (1.19)

Por otra parte, la probabilidad de la secuencia fija de estados I dado el modelo λ es

P [I|λ] = P [X1 = x1, X2 = x2, X3 = x3, ..., XT = xT |λ]

= P [XT = xT |XT−1 = xT−1, ..., X1 = x1]P [XT−1 = xT−1|XT−2 = xT−2, ..., X1 = x1] · · ·
· · ·P [X2 = x2|X1 = x1]P [X1 = x1|λ]

= πx1ax1,x2ax2,x3 · · · axT−2,xT−1
axT−1,xT . (1.20)

En consecuencia,

P [O, I|λ] = P [O|I, λ]P [I|λ]

= πx1b(z1|x1)ax1,x2b(z2|x2)ax2,x3 · · · b(zT−1|xT−1)axT−1,xT b(zT |xT ). (1.21)

Aplicando el teorema de la probabilidad total, la probabilidad de la secuencia de observaciones O
dado el modelo λ se obtiene sumando la probabilidad (1.21) sobre todas las posibles secuencias de

estados,

P [O|λ] =
∑
I

P [O, I|λ]

=
∑

x1,x2,...,xT

πx1b(z1|x1)ax1,x2b(z2|x2)ax2,x3 · · · b(zT−1|xT−1)axT−1,xT b(zT |xT ). (1.22)

Al analizar la ecuación (1.22), se puede observar que para calcular la probabilidad de P [O|λ] a partir

de la definición son necesarias (2T − 1)NT multiplicaciones y NT − 1 sumas. Esta forma de calcular

la probabilidad P [O|λ] tiene un costo computacional enorme. Para resolver el inconveniente existe un

procedimiento más eficiente llamado forward-backward procedure.

El procedimiento forward-backward es una técnica recursiva basada en la definición de dos variables

llamadas forward y backward, las cuales se pueden escribir recursivamente lo que facilita calcular la

probabilidad P [O|λ].
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Cálculo de P [O|λ] mediante la variable forward

Definición 1.8. Dado un modelo de Markov oculto λ = (A,B, π) y dada la secuencia de observaciones

O = {z1, z2, z3, ..., zT} aśı como el estado en el tiempo t de la cadena de Markov asociada, Xt = qi. La

variable forward o hacia adelante, denotada por αt(i) se define como

αt(i) = P [Z1 = z1, Z2 = z2, Z3 = z3, ...Zt = zt, Xt = qi|λ]. (1.23)

Proposición 1.1. Para j = 1, 2, 3, ..., N y t = 2, 3, ..., T − 1, la variable forward αt+1(j) satisface la

relación de recursividad

αt+1(j) =
N∑
i=1

αt(i)aqi,qjb(zt+1|qj) (1.24)

Demostración. La demostración se realiza por el método de inducción matemática.

Para t = 1, 1 ≤ j ≤ N , de la definición se sigue que

α1(j) = P [Z1 = z1, X1 = qj|λ]

= P [Z1 = z1|X1 = qi, λ]P [X1 = qj|λ]

= πqjb(z1|qj). (1.25)

Luego para t = 2, 1 ≤ j ≤ N se obtiene

α2(j) = P [Z1 = z1, Z2 = z2, X2 = qj|λ]

=
N∑
i=1

P [Z1 = z1, Z2 = z2, X1 = qi, X2 = qj|λ]

=
N∑
i=1

P [Z1 = z1|Z2 = z2, X1 = qi, X2 = qjλ]P [Z2 = z2|X1 = qi, X2 = qjλ]

P [X2 = qj|X1 = qi, λ]P [X1 = qi|λ]

=
N∑
i=1

b(z1|qi)πqiaqi,qjb(z2|qj)

=
N∑
i=1

α1(i)aqi,qjb(z2|qj). (1.26)

Ahora suponemos que la afirmación es verdadera para el tiempo t; es decir, que para 1 ≤ j ≤ N se

satisface

αt(j) =
N∑
i=1

αt−1(i)aqi,qjb(zt|qj). (1.27)

Por lo que es necesario demostrar que la recurrencia es verdadera para el tiempo t+ 1;

αt+1(j) = P [Z1 = z1, Z2 = z2, ..., Zt+1 = zt+1, Xt+1 = qj|λ]

=
N∑
i=1

P [Z1 = z1, Z2 = z2, ..., Zt+1 = zt+1, Xt = qi, Xt+1 = qj|λ]

=
N∑
i=1

P [Zt+1 = zt+1|Z1 = z1, Z2 = z2, ..., Zt = zt, Xt = qi, Xt+1 = qj, λ]

P [Xt+1 = qj|Xt = qi, Z1 = z1, Z2 = z2, ..., Zt = zt, λ]P [Z1 = z1, Z2 = z2, ..., Zt = zt, Xt = qi|λ]

=
N∑
i=1

αt(i)aqi,qjb(zt+1|qj) (1.28)
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Esto demuestra la proposición.

El algoritmo para calcular P [O|λ] empleando la variable forward consiste en:

1. Inicialización: Para 1 ≤ i ≤ N hacer

α1(i) = πqib(z1|qi). (1.29)

2. Inducción: Para 1 ≤ t ≤ T − 1 y 1 ≤ j ≤ N hacer

αt+1(j) = b(zt+1|qj)
N∑
i=1

αt(i)aqi,qj . (1.30)

3. Finalización: La probabilidad deseada es igual a

P [O|λ] = P [Z1 = z1, Z2 = z2, ..., ZT = zT |λ]

=
N∑
i=1

P [Z1 = z1, Z2 = z2, ..., ZT = zT , XT = qi|λ]

=
N∑
i=1

αT (i). (1.31)

Cálculo de P [O|λ] mediante la variable backward

La otra forma de calcular la probabilidad P [O|λ] es mediante el uso de la variable backward como se

muestra enseguida.

Definición 1.9. Dado un modelo de Markov oculto λ = (A,B, π) y una secuencia de observaciones

O = {z1, z2, z3, ..., zT} aśı como el estado en el tiempo t de la cadena de Markov asociada, Xt = qi. La

variable backward o hacia atrás, denotada por βt(i) se define como

βt(i) = P [Zt+1 = zt+1, Zt+2 = zt+2, ..., ZT = zT |Xt = qi, λ] (1.32)

para t = T − 1, T − 2, ..., 1 y 1 ≤ i ≤ N además βT (i) = 1 para 1 ≤ i ≤ N .

Proposición 1.2. Para i = 1, 2, 3, ..., N y t = 1, 2, ..., T − 1, la variable backward βt+1(i) satisface la

relación de recursividad

βt(i) =
N∑
j=1

βt+1(j)aqi,qjb(zt+1|qj). (1.33)

Demostración. La demostración nuevamente se realiza empleando el método de inducción matemáti-

ca.

El caso t = T − 1 y 1 ≤ i ≤ N se sigue de la definición

βT−1(i) = P [ZT = zT |XT−1 = qi, λ]

=
N∑
j=1

P [ZT = zT , XT = qj|XT−1 = qi, λ]

=
N∑
j=1

P [ZT = zT |XT = qj, XT−1 = qi, λ]P [XT = qj|XT−1 = qi, λ]

=
N∑
j=1

βT (j)aqi,qjb(zT |qj). (1.34)
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Luego, para t = T − 2 y 1 ≤ i ≤ N se tiene

βT−2(i) = P [ZT−1 = zT−1, ZT = zT |XT−2 = qi, λ]

=
N∑
j=1

P [ZT−1 = zT−1, ZT = zT , XT−1 = qj|XT−2 = qi, λ]

=
N∑
j=1

P [ZT = zT |ZT−1 = zT−1, XT−1 = qj, XT−2 = qi, λ]

P [ZT−1 = zT−1|XT−1 = qj, XT−2 = qi, λ]P [XT−1 = qj|XT−2 = qi, λ]

=
N∑
j=1

βT−1(j)aqi,qjb(zT−1|qj). (1.35)

Suponemos que la proposión es válida para t = T − k + 1 con 4 ≤ k ≤ T y 1 ≤ i ≤ N ; es decir se

cumple que

βT−k+1(i) = P [ZT−k+2 = zT−k+2, ZT−k+3 = zT−k+3, ..., ZT = zT |XT−k+1 = qi, λ]. (1.36)

Por lo que se debe demostrar que la proposición es válida para t = T − k con 4 ≤ k ≤ T − 1 y

1 ≤ i ≤ N ;

βT−k(i) = P [ZT−k+1 = zT−k+1, ZT−k+2 = zT−k+2, ..., ZT = zT |XT−k = qi, λ]

=
N∑
j=1

P [ZT−k+1 = zT−k+1, ZT−k+2 = zT−k+2, ..., ZT = zT , XT−k+1 = qj|XT−k = qi, λ]

=
N∑
j=1

P [ZT−k+2 = zT−k+2, ..., ZT = zT |ZT−k+1 = zT−k+1, XT−k+1 = qj, XT−k = qi, λ]

P [ZT−k+1 = zT−k+1|XT−k+1 = qj, XT−k = qi, λ]P [XT−k+1 = qj|XT−k = qi, λ]

=
N∑
j=1

βT−k+1(j)aqi,qjb(zT−k+1|qj). (1.37)

Lo que demuestra la proposición.

El algoritmo para calcular la P [O|λ] empleando la variable backward es:

1. Inicialización. Para i = 1, 2, 3, ..., N hacer

βT (i) = 1. (1.38)

2. Inducción.Para t = T − 1, T − 2, ..., 1 y i = 1, 2, 3, ..., N calcular

βt(i) =
N∑
j=1

βt+1(j)aqi,qjb(zt+1|qj). (1.39)
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3. Terminación. La probabilidad deseada es

P [O|λ] = P [Z1 = z1, Z2 = z2, Z3 = z3, ..., ZT = zT |λ]

= =
N∑
i=1

P [Z1 = z1, Z2 = z2, Z3 = z3, ..., ZT = zT , X1 = qj|λ]

=
N∑
i=1

P [Z2 = z2, Z3 = z3, ..., ZT = zT |Z1 = z1, X1 = qj, λ]

P [Z1 = z1|X1 = qj, λ]P [X1 = qj|λ]

=
N∑
i=1

β1(i)b(z1|qi)πqi . (1.40)

1.3.4. Solución del problema 2 de un modelo de Markov oculto

El problema 2 consiste en encontrar una secuencia de estados I = {x1, x2, x3, ..., xT} que explique

de la mejor manera la ocurrencia de una secuencia de observaciones O = {z1, z2, z3, ..., zT} bajo un

modelo de Markov oculto λ = (A,B, π). La dificultad recae en encontrar el criterio o método que

permita determinar la secuencia de estados óptimos. En este apartado se revisará dos métodos que

permiten abordar el problema: decodificación posterior y decodificación Viterbi.

Decodificación posterior

El método decodificación posterior consiste en elegir en cada tiempo t, el estado óptimo que de forma

individual maximiza la posibilidad de la emisión de la observación zt. Enseguida se detalla el proceso.

Definición 1.10. Dado un modelo de Markov oculto λ = (A,B, π) y una secuencia de observaciones

O = {z1, z2, z3, ..., zT} del mismo, la variable γt(qi) se define como la probabilidad de que la cadena de

Markov {Xt} asociada al modelo λ visite el estado qi en el tiempo t dada la secuencia de observaciones

O y el modelo λ; es decir,

γt(qi) = P [Xt = qi|O, λ]

=
P [Xt = qi,O|λ]

P [O|λ]
(1.41)

donde t = 1, 2, .., T , i = 1, 2, 3, ..., N .

Proposición 1.3. La variable γt(qi) puede reescribirse en término de las variables forward αt(i) y

backward βt(i) de la siguiente manera

γt(qi) =
αt(i)βt(i)

P [O|λ]
(1.42)

para t = 1, 2, .., T , i = 1, 2, ..., N .

Demostración. Sea O = {z1, z2, z3, ..., zT} la secuencia de observaciones de modelo de Markov oculto

λ = (A,B, π), observe que,

P [Xt = qi,O|λ] = P [Z1 = z1, Z2 = z2, ..., ZT = zT , Xt = qi|λ]

= P [Zt+1 = zt+1, Zt+2 = zt+2, ..., ZT = zT |Z1 = z1, Z2 = z2, ..., Zt = zt, Xt = qi, λ]

P [Z1 = z1, Z2 = z2, ..., Zt = zt, Xt = qi|λ]

= αt(i)βt(i). (1.43)
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Sustituyendo la ecuación (1.43) en (1.41) se obtiene el resultado deseado,

γt(qi) =
αt(i)βt(i)

P [O|λ]

=
αt(i)βt(i)∑N

j=1 P [Xt = qj,O|λ]

=
αt(i)βt(i)∑N
j=1 αt(j)βt(j)

. (1.44)

El conjunto γt(qi) con i = 1, 2, .., N es una distribución de probabilidad ya que γt(qi) ≥ 0 y

N∑
i=1

γt(qi) =
N∑
i=1

(
αt(i)βt(i)∑N
j=1 αt(j)βt(j)

)
= 1. (1.45)

Con algunas carateŕısticas de la variable γt(qi) ya mencionadas, se define el método decodificación

posterior.

Definición 1.11. Dado un modelo de Markov oculto λ = (A,B, π), una secuencia de observaciones

O = {z1, z2, z3, ..., zT} y la variable γt(qi) como se definió en (1.41); el método decodificación posterior

establece que la secuencia de estados I = {x1, x2, x3, ..., xT} que explica de mejor manera la secuencia

de observaciones O es

Xt = arg máx
1≤i≤N

[γt(qi)] (1.46)

para t = 1, 2, ..., T .

Decodificación Viterbi

El ingeniero y hombre de negocios Andrew Viterbi desarrolló en 1976 el algoritmo que ahora lleva su

nombre encontrando diversas aplicaciones como el reconocimiento de voz, lingúıstica computacional

y bioinformática, Forney (1973). La idea clave del algoritmo es que cuando se tienen diversos cami-

nos entre dos puntos, trata de encontrar cuál de todos los caminos es el mejor, para reconstruir el

camino más probable de una secuencia de entrada. El método decodificación Viterbi está basado en

los conceptos de programación dinámica como se muestra enseguida.

Definición 1.12. Dado un modelo de Markov oculto λ = (A,B, π) y una secuencia de observaciones

O = {z1, z2, z3, ..., zT}, se define la variable δt(qi), como

δt(qi) = máx
x1,x2,...,xt−1

P [X1 = x1, X2 = x2, ..., Xt−1 = xt−1, Xt = qi, Z1 = z1, Z2 = z2, .., Zt = zt|λ] (1.47)

para i = 1, 2, ..., N y t = 2, 3, .., T . Además para i = 1, 2, ..., N se tiene que

δ1(qi) = P [X1 = qi, Z1 = z1|λ]

= P [Z1 = z1|X1 = qi, λ]P [X1 = qi|λ]

= πqib(z1|qi). (1.48)

Proposición 1.4. Dado un modelo de Markov oculto λ = (A,B, π) y una secuencia de observaciones

O = {z1, z2, z3, ..., zT}, la variable δt(qi) satisface la relación de recursividad

δt(qj) = máx
qi

δt−1(qi)aqi,qjb(zt|qj). (1.49)

para t = 2, 3, ...T .
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Demostración. Sea O = {z1, z2, z3, ..., zT} la secuencia de observaciones del modelo de Markov oculto

λ = (A,B, π); de la definición de δt(qj) se sigue

δt(qj) = máx
x1,x2,...,xt−1

P [X1 = x1, X2 = x2, ..., Xt−1 = xt−1, Xt = qj, Z1 = z1, Z2 = z2, .., Zt = zt|λ]

= máx
qi

máx
x1,x2,...,xt−2

P [X1 = x1, ..., Xt−2 = xt−2, Xt−1 = qi, Xt = qj, Z1 = z1, .., Zt = zt|λ]

= máx
qi

máx
x1,x2,...,xt−2

P [Zt = zt|X1 = x1, ..., Xt−2 = xt−2, Xt−1 = qi, Xt = qj, Z1 = z1, .., Zt−1 = zt−1, λ]

P [Xt = qj|X1 = x1, ..., Xt−2 = xt−2, Xt−1 = qi, Z1 = z1, .., Zt−1 = zt−1, λ]

P [X1 = x1, ..., Xt−2 = xt−2, Xt−1 = qi, Z1 = z1, .., Zt−1 = zt−1|λ]

= máx
qi

δt−1(qi)aqi,qjb(zt|qj). (1.50)

Una vez definida la variable δt(qi); el algoritmo del método Viterbi es:

1. Inicialización. Para i = 1, 2, ..., N hacer

δ1(qi) = πqib(z1|qi),
ψ1(i) = 0.

(1.51)

2. Recursión. Para t = 2, 3, ..., N y j = 1, 2, ..., N calcular

δt(qj) = máx
qi

δt−1(qi)aqi,qjb(zt|qj). (1.52)

ψt(qj) = arg máx
qi

δt−1(qi)aqi,qj . (1.53)

3. Terminación.

x∗T = arg máx
qi

δT (qi). (1.54)

4. Trayectoria de estados. Para t = T − 1, T − 2, ..., 2, 1, hacer

x∗t = ψt+1(q∗t+1). (1.55)

La trayectoria de estados deseada es: {x∗1, x∗2, ..., x∗T}.

1.3.5. Solución del problema 3 de un modelo de Markov oculto

El último y más dif́ıcil problema que se presenta en un modelo de Markov oculto es la estimación

de los parámetros del modelo. Dada la secuencia de observaciones O = {z1, z2, z3, ..., zT} se quiere

encontrar los parámetros del modelo λ = (A,B, π) que mejor explique la secuencia de observaciones.

Es decir, se quiere encontrar λ̂ que maximiza la siguiente probabilidad P [O|λ],

λ̂ = argmáx
λ

P [O|λ]. (1.56)

El método para tratar el problema 3 de un modelo de Markov oculto es el algoritmo Baum-Welch.

27



1. Modelos de Markov ocultos

Algoritmo Baum-Welch

El algoritmo Baum-Welch es un método de maximización local y es un caso especial del método EM

por las siglas en inglés del método de máxima esperanza. Se trata de un proceso iterativo en el que a

cada paso se obtiene un estimador λ̂ que incrementa la probabilidad P [O|λ].

La idea principal del algoritmo es elegir arbitrariamente los valores iniciales de los parámetros del

modelo λ = (A,B, π). Usando estos valores asignados y la secuencia de observaciones se estima el

número esperado de transiciones que ocurren del estado qi al estado qj para todos los posibles qi y

qj estados de la cadena de Markov. Asimismo, se estima el número de emisiones del simbolo vk en

el estado qi para k = 1, 2, ...,M y todo qi estado de la cadena. Estos cálculos son utilizados para

recalcular los parámetros del modelo. Este proceso continua hasta que se alcanza cierto criterio de

paro.

Para trabajar iterativamente el modelo λ = (A,B, π) es necesario definir algunas variables intermedias

y los estimadores a emplear.

Definición 1.13. Dado un modelo de Markov oculto λ = (A,B, π), una secuencia de observaciones

O = {z1, z2, z3, ..., zT} y los estados qi, qj de la cadena de Markov asociada al modelo; la probabilidad

de transición del estado qi al estado qj en el tiempo t dada la secuencia de observaciones O y el modelo

λ, es igual a

ξt(qi, qj) = P [Xt = qi, Xt+1 = qj|O, λ]

=
P [Xt = qi, Xt+1 = qj,O, λ]

P [O, λ]

=
P [Xt = qi, Xt+1 = qj,O, λ]

P [O|λ]P [λ]
(1.57)

Proposición 1.5. La variable ξt(qi, qj) puede reescribirse como

ξt(qi, qj) =
αt(i)aqi,qjb(zt+1|qj)βt+1(j)

P [O|λ]
. (1.58)

Demostración. Sea O = {z1, z2, z3, ..., zT} la secuencia de observaciones del modelo λ = (A,B, π) y

sean qi, qj cualesquiera estados de la cadena de Markov asociada al modelo. Observe que el numerador

de la ecuación (1.57) puede escribirse como

P [Xt = qi, Xt+1 = qj,O, λ] = P [Zt+1 = zt+1|Xt+1 = qj, Z1 = z1, Z2 =, ..., Zt = zt, Xt = qi,

Zt+2 = zt+2, ..., ZT = zT , λ]P [Zt+2 = zt+2, ..., ZT = zT |Xt+1 = qj,

Z1 = z1, Z2 =, ..., Zt = zt, Xt = qi, λ]

P [Xt+1 = qj|Xt = qi, Z1 = z1, Z2 =, ..., Zt = zt, λ]

P [Z1 = z1, Z2 =, ..., Zt = zt, Xt = qi|λ]P [λ]

= αt(i)aqi,qjb(zt+1|qj)βt+1(j)P [λ] (1.59)

Sustituyendo la ecuación (1.59) en (1.57) se obtiene el resultado deseado.�

Es importante mencionar lo siguiente:
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De la definición de la variable γt(qi) en la ecuación (1.41), se observa que

γt(qi) = P [Xi = qi|O, λ]

=
N∑
j=1

P [Xi = qi, Xt+1 = qj|O, λ]

=
N∑
j=1

ξt(qi, qj) (1.60)

La expresión
∑T−1

t=1 ξt(qi, qj) se puede interpretar como el número esperado de transiciones del

estado qi al estado qj a lo largo del tiempo.

Asimismo,
∑T−1

t=1 γt(qi) puede interpretarse como el número esperado de veces que el estado qi

es visitado a lo largo del tiempo; es decir, el número esperado de transiciones hechas desde el

estado qi.

Nos interesa determinar estimadores de la matriz de transición A = {aqi,qj}, del conjunto de distribu-

ciones B = {b(vk|qj)} y de la distribución de probabilidad inicial π = {πqi} para qi, qj estados de la

cadena de Markov asociada al modelo. En seguida se definen estos estimadores.

Definición 1.14. En un modelo de Markov oculto, el estimador de la matriz de probabilidad de

transición de la cadena de Markov, será denotada como Â = {âqi,qj}. Donde âqi,qj es el estimador de

la probabilidad de transición del estado qi al estado qj, para cualesquiera qi, qj estados de la cadena

de Markov y se define como:

âqi,qj =
Número esperado de transiciones del estado qi al estado qj.

Número esperado de transiciones desde el estado qi.
(1.61)

Definición 1.15. En un modelo de Markov oculto, el estimador de las distribuciones de probabilidad

asociadas a los estados de la cadena de Markov será denotado como B̂ = {b̂(vk|qi} para qi, qj estados

de la cadena de Markov y para todo vk elemento del soporte de las distribuciones. Donde b̂(vk|qi) es

el estimador de la probabilidad de observar vk dado que la cadena se encuentra en el estado qi y se

define como:

b̂(vk|qi) =
Número esperado de transiciones desde el estado qi y con observación vk.

Número esperado de transiciones desde el estado qi
. (1.62)

Definición 1.16. En un modelo de Markov oculto, el estimador de la distribución inicial de probabi-

lidad de la cadena de Markov {Xt} será denotado como π̂ = {π̂qi}, para todo qi estado de la cadena,

donde

π̂qi = P [X1 = qi|O, λ] = γ1(qi). (1.63)

�

Una vez definida la notación para los estimadores del modelo de Markov oculto, enseguida se presenta

el algoritmo de Baum-Welch.

Algoritmo Baum-Welch.

1. Inicialización: Elegir aleatoriamente los estimadores iniciales del modelo Â, B̂, π̂. Fijar P1 = 0.
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2. Recursión:

Para i = 1, 2, .., N y t = 1, 2, ..., T calcular αt(i) y βt(i) usando los valores de Â, B̂, π̂.

Para i, j = 1, 2, ..., N calcular

T−1∑
t=1

ξt(qi, qj) =
T−1∑
t=1

αt(i)âqi,qj b̂(zt+1|qj)βt+1(j)

P [O|λ]
(1.64)

T−1∑
t=1

γt(qi) =
T−1∑
t=1

αt(i)βt(i)

P [O|λ]
(1.65)

Para i = 1, 2, .., N y k = 1, 2, ..,M calcular∑
t|Zt=vk,t=1,2,...,T−1

γt(qi) =
∑

t|Zt=vk,t=1,2,...,T−1

αt(i)βt(i)

P [O|λ]
(1.66)

γ1(qi) =
α1(i)β1(i)

P [O|λ]
(1.67)

Nueva estimación de los parámetros del modelo: Para i, j = 1, 2, .., N y k = 1, 2, ..,M

calcular

âqi,qj =

∑T−1
t=1 ξt(qi, qj)∑T−1
t=1 γt(qi)

(1.68)

b̂(vk|qi) =

∑
t|Zt=vk,t=1,2,...,T−1 γt(qi)∑T−1

t=1 γt(qi)
(1.69)

π̂qi = γ1(qi). (1.70)

3. Finalización: Calcular P2 = P [O|λ] usando los estimadores anteriores.

Comparar los valores de P1 y P2:

Si P2 − P1 > cota hacer P1 = P2 y regresar al paso 2.

De lo contrario se ha terminado el proceso y los estimadores del modelo de Markov oculto

son Â, B̂, π̂.

1.4. Modelos de Markov ocultos con espacio de observacio-

nes continuo

En esta sección se describe un modelo de Markov oculto con espacio de observaciones continuo. En la

primer parte se menciona los elementos del modelo sin considerar una distribución de probabilidad en

particular para las observaciones del modelo. Más adelante se obtienen estimadores de los parámetros

del modelo suponiendo algunas distribuciones de probabilidad, en particular se obtienen resultados

para la distribución gausiana multivariable, mezcla de gaussianas multivariadas, la distribución gamma

y distribución lognormal.
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1.4.1. Elementos de un HMM con espacio de observaciones continuo

Como se verá, un HMM con espacio de observaciones continuo tiene una estructura casi idéntica al

caso discreto, sin embargo existen diferencias fundamentales en el proceso de estimar los parámetros

del modelo. Recordando la definición al inicio de este caṕıtulo; un modelo de Markov oculto con espacio

de observaciones continuo es un proceso bivariado {(Xt, Zt), t ≥ 0} tal que {Xt, t ≥ 0} es una cadena

de Markov y {Zt, t ≥ 0} es el proceso de observaciones del modelo, donde la variable aleatoria {Zt}
es una variable aleatoria continua.

Prosiguiendo, en este modelo se identifican los siguiente elementos:

1. Sea T el número total de tiempos en los que se observa el modelo de Markov oculto.

2. En el modelo ocurren dos procesos de forma simultánea, el primero de ellos es una cadena de

Markov, {Xt}, que tiene un número finito N de estados que serán denotados como

Q = {q1, q2, q3, ..., qN}. (1.71)

La cadena de Markov tiene asociada una matriz de probabilidades de transición denotada por

A = {aqi,qj}, donde

aqi,qj = P [Xt+1 = qj|Xt = qi]. (1.72)

Además, la cadena de Markov tiene una distribución de probabilidad inicial denotada por π =

{πqi}, donde

πqi = P [X1 = qi]. (1.73)

3. El segundo proceso que se presenta en el modelo, es el proceso de observaciones denotado como

{Zt}. En este proceso la variable Zt es una variable aleatoria continua.

4. Cada estado de la cadena de Markov {Xt} tiene asociada una función de densidad de probabili-

dad para la variable aleatoria Zt. Por lo tanto, se tienen N funciones de densidad de probabilidad

para la variable Zt, una por cada estado de la cadena de Markov; este conjunto de funciones es

denotado como

B = {b(zt|qj)} para j = 1, 2, 3, ..., N. (1.74)

donde para cada j = 1, 2, 3, ..., N se tiene,

b(zt|qj) = fZt|Xt=qj(zt) (1.75)

y fZt|Xt=qj(zt) es la función de densidad condicional de la variable aleatoria Zt dado que Xt = qj.

Cabe mencionar que la densidad de probabilidad de la variable Zt está determinada únicamente

por el estado Xt por lo que Zt es independiente del estado Xt′ y de la variable Zt′ siempre que

t 6= t′. Cabe mencionar que cuando Xt es desconocido, Zt depende de Xt−1 debido a la propiedad

de Markov.

Considerando los elementos del modelo de Markov oculto con espacio de observaciones continuo,

de aqúı en adelante éste será denotado como λc = (A,B, π) para hacer diferencia con el caso

discreto.

Al igual que en el caso discreto, el proceso para generar un conjunto de observaciones es el siguiente:
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1. Definir T , el número de observaciones deseadas del modelo de Markov oculto.

2. Fijar el estado inicial de la cadena de Markov x1, una realización de la variable aleatoria X1, de

acuerdo a la distribución de probabilidad inicial π de la cadena.

3. Fijar t = 1

4. Elegir una observación zt, una realización de la variable aleatoria Zt, de acuerdo a la función de

densidad de probabilidad asociada al estado xt, es decir b(zt|xt).

5. Elegir xt+1, es decir la realización de la variable Xt+1, a partir de la matriz de probabilidades

de transición A.

6. Fijar t = t+ 1.

7. Si t < T regresar al paso 4.

8. Al final el proceso genera un conjunto de estados denotado como I = {x1, x2, x3, ..., xT}, aśı

como el conjunto de observaciones O = {z1, z2, z3, ..., zT}.

Enseguida se presenta un ejemplo de modelo de Markov oculto con espacio de observaciones continuo.

Ejemplo 1.3. Considere un modelo de Markov oculto que consta de una cadena de Markov {Xt} con

dos posibles estados, Q = {1, 2}, cada estado tiene asociada una función de densidad de probabilidad

para el proceso de observaciones del modelo {Zt}. La distribución de probabilidad inicial y la matriz

de transición de la cadena de Markov están dadas por

π = (P [X1 = 1], P [X1 = 2]) = (0,7, 0,3) (1.76)

A =

(
P [Xt+1 = 1|Xt = 1] P [Xt+1 = 2|Xt = 1]

P [Xt+1 = 1|Xt = 2] P [Xt+1 = 2|Xt = 2]

)
=

(
0,95 0,05

0,02 0,98

)
. (1.77)

Además, las funciones de densidad asociadas a los estados son:

Distribución de probabilidad Gausiana con media µ = 4 y desviación estándar σ = 10.

b(zt|q1 = 1) =
1

σ
√

2π
e−

1
2

(
zt−µ
σ

)2
=

1

10
√

2π
e−

1
2

(
zt−4
10

)2
, (1.78)

Distribución de probabilidad Gausiana con media µ = 4 y desviación estándar σ = 1.

b(zt|q1 = 2) =
1

σ
√

2π
e−

1
2

(
zt−µ
σ

)2
=

1

1
√

2π
e−

1
2

(
zt−4

1

)2
(1.79)

Siguiendo a Laverty et al. (2002), se generaron un conjunto de 200 observaciones del modelo de Markov

oculto con espacio de observaciones continuo. En la figura (1.4) se muestra la gráfica de los estados de

la cadena de Markov. Asimismo, en la figura (1.5) se muestra las 200 observaciones que se obtuvieron

en la simulación de modelo.
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Figura 1.4: Simulación de los estados de una cadena de Markov oculta con observaciones continuas.

Figura 1.5: Simulación de las observaciones de una cadena de Markov con observaciones continuas.
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1.4.2. Algunas caracteŕısticas de un HMM con espacio de observaciones

continuo

Enseguida se definen algunos conceptos que serán útiles más adelante cuando se determinen los esti-

madores de los parámetros de modelo.

Definición 1.17. Dado un modelo de Markov oculto con espacio de observaciones continuo, λc =

(A,B, π), la secuencia de estados de la cadena de Markov asociada al modelo I = {x1, x2, x3, ..., xT},
aśı como un conjunto de observaciones del modelo O = {z1, z2, z3, ..., zT}. La densidad conjunta de

(O, I) es, Aspirot y Bermole (2004):

p(z1, z2, z3, ..., zT , x1, x2, x3, ..., xT |λc) = p(z1, x1)
T∏
t=2

p(zt, xt|xt−1) (1.80)

donde,

p(z1, x1) = b(z1|x1)P (X1 = x1) = fZ1|X1=x1(z1) πx1 , (1.81)

p(zt, xt|xt−1) = b(zt|xt)P (Xt = xt|Xt−1 = xt−1) = fZt|Xt=xt(zt) axt−1,xt . (1.82)

�

De la definición anterior se sigue que la función de verosimilitud para la secuencia de observaciones

O = {z1, z2, z3, ..., zT} es:

p(z1, z2, z3, ..., zT ) =
∑
I

πx1b(z1|x1)
T−1∏
t=1

axt,xt+1b(zt+1|xt+1). (1.83)

Es importante establecer que la función de verosimilitud descrita puede ser expresada en términos de

otras funciones de densidad conocidas como densidad hacia adelante y densidad hacia atrás.

Definición 1.18. Dado un modelo de Markov oculto con espacio de observacion continuo λc =

(A,B, π), una secuencia de observaciones O = {z1, z2, z3, ..., zT} y la variable Xt = qi, entonces la

función de densidad hacia adelante se denota como αt(i)c y se define aśı

αt(i)c = p(z1, z2, z3, ..., zt, Xt = qi|λc), (1.84)

para t = 1, 2, .., T y i = 1, 2, ..., N . �

De la Definición 1.18 y siguiendo el proceso por el cual se demostró la Proposición 1.1 se demuestra

que la densidad hacia adelante satisface lo siguiente, Bilmes (1998):

αt+1(j)c =

{
πqjb(z1|qj) si t = 0,

b(zt+1|qj)
∑N

i=1 αt(i)c aqi,qj si t = 1, 2, .., T − 1.
(1.85)

Definición 1.19. Dado un modelo de Markov oculto con espacio de observacion continuo λc =

(A,B, π), una secuencia de observaciones O = {z1, z2, z3, ..., zT} y la variable Xt = qi, entonces la

función de densidad hacia atrás se denota como βt(i)c y se define de la siguiente manera

βt(i)c = p(zt+1, zt+2, zt+3, ..., zT |Xt = qi, λc), (1.86)

para t = 1, 2, .., T y i = 1, 2, ..., N . �
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De la Definición 1.19 y siguiendo el proceso por el cual se demostró la Proposición 1.2 se demuestra

que la función de densidad hacia atrás satisface,

βt(j)c =

{
1 si t = T,∑N

i=1 βt+1(i)c aqi,qjb(zt+1|qi) si t = T − 1, T − 2, .., 1.
(1.87)

De esta manera la función de verosimilitud de la secuencia de observaciones O = {z1, z2, z3, ..., zT}
puede escribirse como

p(z1, z2, z3, ..., zT |λc) =
N∑
i=1

αT (i)c, (1.88)

ó bien como

p(z1, z2, z3, ..., zT |λc) =
N∑
i=1

β1(i)b(z1|qi)πqi . (1.89)

Ahora se define el número esperado de veces que una cadena de Markov asociada a un HMM visita

cada uno de sus posibles estados, aśı como el número de trasiciones que se realizan entre los estados;

esta notación será útil para simplificar los estimadores del modelo más adelante.

Definición 1.20. Dado un modelo de Markov oculto con espacio de observación continuo λc =

(A,B, π), una secuencia de observaciones O = {z1, z2, z3, ..., zT}; la función de densidad condicional

de la variable Xt = qi dada la secuencia O y el modelo λc se denota como γt(qi)c y es igual a

γt(qi)c = p(Xt = qi|O, λc), (1.90)

para i = 1, 2, 3, ..., N y t = 1, 2, 3..., T . �

Observe que además,

γt(qi)c =
p(O, Xt = qi)

p(O|λc)

= =
p(z1, z2, ..., zt, Xt = qi|λc)p(zt+1, zt+2, ..., zT |Xt = qi, λc)∑N

j=1 p(O, Xt = qi|λc)

=
αt(i)c βt(i)c∑N
j=1 αt(j)c βt(j)c

. (1.91)

Definición 1.21. Dado un modelo de Markov oculto con espacio de observacion continuo λc =

(A,B, π), una secuencia de observaciones O = {z1, z2, z3, ..., zT}, la función de densidad conjunta de

las variables Xt = qi, Xt−1 = qj condicionada a la secuencia O y el modelo λc se denota como ξt(qi, qj)c

y es igual a

ξt(qi, qj)c = p(Xt = qi, Xt+1 = qj|O, λc), (1.92)

para i, j = 1, 2, 3, ..., N y t = 1, 2, 3..., T − 1. �

Además,

ξt(qi, qj)c =
p(Xt = qi, Xt+1 = qj,O|λc)

p(O|λc)

=
αt(i)c aqi,qjb(zt+1|qj)βt+1(j)c∑N

i=1

∑N
j=1 αt(i)c aqi,qjb(zt+1|qj)βt+1(j)c

. (1.93)
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Ó bien,

ξt(qi, qj)c =
p(Xt = qi)p(zt+1, ..., zT , Xt+1 = qj|Xt = qi, λc)

p(zt+1, ..., zT |Xt = qi, λc)

=
γt(qi)c aqi,qjb(zt+1|qj)βt+1(j)c

βt(i)c
. (1.94)

1.4.3. Algoritmo EM para estimar los parámetros de un HMM

Al igual que en el caso discreto, es importante determinar los parámetros de un modelo de Markov

oculto con espacio de observaciones continuo. Se verá que el camino apropiado para realizar la estima-

ción es empleando el método EM o máxima esperanza por ese motivo se desarrolla a grandes rasgos

el principio por el que funciona dicho método.

Estimación de máxima verosimilitud

Como antecedente al método EM, explicaremos el problema de estimación de máxima verosimilitud.

Consideré un conjunto de vectores de datos denotado como W = {w1,w2, ...,wM} donde wi ∈ Rn es

un vector de datos. También suponga que el conjunto de vectores son independientes e idénticamente

distribuidos con distribución p(w|Θ), donde Θ es un conjunto de parámetros de la distribución. En

consecuencia, la densidad conjunta de W es

p(W|Θ) = ΠM
i=1p(wi|Θ) = L(Θ|W). (1.95)

La función L(Θ|W) se llama función de verosimilitud de los parámetros Θ dados los datos W . Se

visualiza como una función de los parámetros Θ donde los datosW son fijos. Prosiguiendo, el problema

de estimación de máxima verosimilitud tiene el objetivo de encontrar Θ tal que maximice L. Es decir,

se desea encontrar Θ∗ donde

Θ∗ = argmáxL(Θ|W). (1.96)

En ocasiones se maximiza log(L(Θ|W)) ya que resulta más facil de tratar. Cabe mencionar que

dependiendo de la forma de p(wi|Θ) es la dificultad del problema. Por ejemplo, si p(wi|Θ) es la

densidad Gausiana donde Θ = (µ, σ2), entonces únicamente es necesario determinar las derivadas

de log(L(Θ|W)) con respecto a los parámetros e igualar a cero y finalmente resolver para µ y σ2.

Desafortunadamente, para muchos problemas no es posible encontrar expresiones anaĺıticas por lo

que se debe recurrir a técnicas más elaboradas.

Algoritmo EM

El algoritmo EM es una técnica más elaborada que el método de estimación de máxima verosimilitud.

El algoritmo EM, Dempster et al. (1977), Ghahramami y Jordan (1995), Jordan y Jacobs (1994), es

un método general para encontrar los estimadores de máxima verosimilitud cuando la información

sobre los datos es incompleta.

Existen dos principales aplicaciones del algoritmo EM:

Cuando la información sobre los datos es incompleta debido a limitaciones en el proceso de

observación de la muestra.
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Cuando la optimización de la función de verosimilitud es anaĺıticamente intratable; sin embargo,

es posible simplificar la función de verosimilitud suponiendo la existencia de más variables no

observadas.

Antes de mencionar los pasos del algoritmo EM considere la siguiente notación.

Sea H = (W ,Y) un conjunto de vectores de datos, con h = (w,y) donde h ∈ H, w ∈ W y y ∈ Y .

Además, W es el conjunto de vectores de datos observados y Y es un conjunto de vectores de datos

no observados por limitaciones en el proceso de observación. A W se le conoce como el conjunto

incompleto de vectores de datos y a H se le conoce como el conjunto completo de vectores de datos.

También, sea p(h|Θ) la función de densidad de h ∈ H con

p(h|Θ) = p(w,y|Θ) = p(y|w,Θ)p(w|Θ). (1.97)

donde p(w|Θ) es la función de densidad marginal de los datos incompletos, p(y|w,Θ) es la relación

probabiĺıstica que se asume entre las variables observadas y no observadas. Ambas funciones dependen

de un conjunto Θ de parámetros.

A partir de la función de densidad (1.97), es posible definir una nueva función de verosimilitud, llamada

la función de verosimilitud de los datos completos

L(Θ|H) = L(Θ|W ,Y) = p(W ,Y|Θ). (1.98)

La función (1.98) es una variable aleatoria ya que la información contenida en Y es desconocida,

aleatoria, y determinada por alguna distribución que se asume. Por consiguiente, se puede escribir

L(Θ|W ,Y) = GW,Θ(Y), (1.99)

para alguna función GW,Θ(·) donde W y Θ son constantes y Y es aleatorio.

Una vez definida la función de verosimilitud de datos completos, los pasos del algoritmo EM son:

Paso E del algoritmo EM

El paso E consiste en determinar la función Q(Θ,Θ(i−1)), definida como

Q(Θ,Θ(i−1)) = E[log p(W ,Y|Θ)|W ,Θ(i−1)]

=

∫
y∈ϑ

log p(W ,y|Θ)f(y,W|Θ(i−1))dy

=

∫
y∈ϑ

log p(W ,y|Θ)f(y|W ,Θ(i−1))f(W|Θ(i−1))dy (1.100)

El primer argumento Θ corresponde a los parámetros que se ajustan para maximizar la esperanza

matemática del logaritmo de la función de verosimilitud en el segundo paso del algoritmo EM.

El segundo argumento Θ(i−1) corresponde a los parámetros que se emplean para evaluar la

esperanza matemática en (1.100).

Cabe mencionar que en la ecuación (1.100),W y Θ(i−1) son constantes y Y es aleatorio. Asimismo,

la función f(y|W ,Θ(i−1)) es la densidad marginal de los datos no observados y como puede

notarse depende de los datos observados W y de los parámetros Θ(i−1). La función f(W|Θ(i−1))

es la densidad de los datos observados y depende de los parámetros Θ(i−1). Finalmente, ϑ es el

espacio de los posibles valores que puede tomar y ∈ Y .
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Paso M del algoritmo EM El segundo paso del algoritmo EM es maximizar la esperanza ma-

temática calculada en el paso E con respecto a los parámetros Θ. Para ello se define,

Θ(i) = argmáx
Θ

Q(Θ,Θ(i−1)). (1.101)

Una vez determinado Θ(i), se repite el paso E del algoritmo EM pero ahora se emplea Θ(i) en

vez de Θ(i−1). Cada iteración incrementa el valor de la función de log-verosimilitud, además el

algoritmo garantiza la convergencia a un máximo local de la función de verosimilitud. Lo último

se establece en diversos art́ıculos donde se aborda sobre la convergencia del algoritmo EM, Wu

(1984), Xu y Jordan (1996).

De esta manera se ha presentado de forma general el algoritmo EM, los detalles que se requieren

en cada paso para realizar los cálculos del algoritmo EM dependen de la aplicación en particular.

Enseguida se verá su aplicación para determinar los parámetros de un modelo de Markov oculto.

1.4.4. Estimación de los parámetros de un HMM bajo la distribucion

Gausiana

En este apartado se obtienen los estimadores de los parámetros de un modelo de Markov oculto

con espacio de observaciones continuo y se asume la distribución gausiana multivariable como la

distribución de las observaciones del modelo. Para ello se emplea el algoritmo EM con el fin de

encontrar los estimadores de máxima verosimilitud de los parámetros del modelo. El algoritmo EM

aplicado a un modelo de Markov oculto es conocido como algoritmo de Baum-Welch.

El problema que se plantea en términos del algoritmo EM aplicado a un modelo de Markov oculto

es: Se tiene un conjunto de datos conocido que es la secuencia de observaciones del modelo O =

(z1, z2, z3, ..., zT ); y un conjunto de datos desconocido, aleatorio, que es la secuencia de estados de la

cadena de Markov I = (x1, x2, ..., xT ); y, se busca estimar un conjunto de parámetros λc = (A,B, π).

Para la estimación de los parámetros se supone una relación probabiĺıstica entre los datos conocidos

y desconocidos.

Antes de establecer el algoritmo EM aplicado al modelo de Markov oculto se dan algunas definiciones

necesarias.

Definición 1.22. Sea Yt =


Yt,1

Yt,2
...

Yt,d

 un vector aleatorio de dimensión d, se dice que Yt tiene una

distribución gausiana multivariada si su función de densidad, denotada como fyt(µ,Σ) está dada por

fyt(µ,Σ) =
1

(2π)
d
2 |Σ| 12

e−
1
2

(yt−µ)>Σ−1(yt−µ) (1.102)

donde µ es la media del vector aleatorio Yt por lo que es un vector de dimensión d, Σ es la matriz

de varianza-covarianza de la variable aleatoria Yt por lo que es una matriz de dimensión d por d.

Asimismo, |Σ| denota el determinante de la matriz de varianza y > denota la traspuesta de la matriz.

Definición 1.23. Sea λc = (A,B, π) un modelo de Markov oculto con espacio de observaciones

continuo y sea O = (z1, z2, z3, ..., zT ) una secuencia de observaciones conocida, asociado al modelo de
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Markov existe una secuecia de estados desconocida I = (x1, x2, ..., xT ); de la ecuación (1.80) la función

de densidad conjunta de (z1, z2, z3, ..., zT , x1, x2, ..., xT ) está dada por

p(z1, z2, z3, ..., zT , x1, x2, ..., xT |λic) = πx1b(z1|x1)
T−1∏
t=1

axt,xt+1b(zt+1|xt+1). (1.103)

donde Zt es un vector aleatorio de dimensión d y b(zt+1|xt+1) es la función de densidad gausiana

multivariable de dimensión d.

Definición 1.24. Dado un modelo de Markov oculto con espacio de observaciones continuo {Xt, Zt}, t >
0 y parámetros λc = (A,B, π) se dice que se asume la distribución gausiana multivariable para la va-

riable de observaciones Zt si para cada posible estado de la cadena de Markov asociada al modelo, la

función de densidad condicional de la variable Zt dado que Xt = qi para i = 1, 2, .., N está dada por

b(zt|qi) = fzt(µi,Σi) =
1

(2π)
d
2 |Σi|

1
2

e−
1
2

(yt−µi)>Σ−1
i (yt−µi). (1.104)

Definición 1.25. Considere un modelo de Markov oculto con espacio de observaciones continuo

λc = (A,B, π), una secuencia de observaciones O = (z1, z2, z3, ..., zT ) conocida y I = (x1, x2, ..., xT )

denota una posible secuencia de estados de la cadena de Markov asociada al modelo. La función de

Baum Welch denotada como Q(λc, λ
i
c) se define aśı

Q(λc, λ
i
c) = E[ln p(O, I|λc)|O, λic] (1.105)

donde λic son un estimador de los parámetros del modelo de Markov oculto y son conocidos. Cabe

mencionar que la esperanza matemática condicional se toma con respecto a la variable I y que se

encuentra condicionada a O y a λic ya que estos son conocidos y deterministas.

Con la notación y definición establecidas, se procede a calcular los dos pasos del algoritmo EM.

Paso E del algoritmo EM

El primer paso (paso E) del algoritmo EM es construir la función de Baum Welch como sigue

Q(λc, λ
i
c) = E[ln p(O, I|λc)|O, λic]

=
∑
I

ln
(
p(O, I|λc)

)
p(O, I|λic)

=
∑
I

ln
(
πx1b(z1|x1)

T−1∏
t=1

axt,xt+1b(zt+1|xt+1)
)
p(O, I|λic)

=
∑
I

ln(πx1)p(O, I|λic) +
∑
I∈I

( T∑
t=1

ln b(zt|xt)
)
p(O, I|λic) +

∑
I∈I

( T−1∑
t=1

ln axt,xt+1

)
p(O, I|λic)

=
N∑
i=1

ln πqip(O, X1 = qi|λic) +
N∑
i=1

N∑
j=1

T−1∑
t=1

ln aqi,qjp(O, Xt = qi, Xt+1 = qj|λic)

+
N∑
i=1

T∑
t=1

(
− d

2
ln 2π − 1

2
ln |Σi| −

1

2
(zt − µi)>Σ−1

i (zt − µi)
)
p(O, Xt = qi|λic) (1.106)

Evidentemente se ha asumido que las observaciones del modelo de Markov oculto tienen una distri-

bución gausiana multivariable de dimensión d. Además se ha asumido que O y λic son conocidos.
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Paso M del algoritmo EM

Una vez determinada la función Q(λc, λ
i
c), se procede a realizar el paso M del algoritmo EM, por lo

que se debe resolver el problema de optimización,

λi+1
c = argmáx

λc
Q(λc, λ

i
c) (1.107)

Espećıficamente, se debe resolver

λi+1
c = arg máx

πqi ,aqi,qj ,Σi,µi, para i,j=1,2,...,N
Q(λc, λ

i
c) (1.108)

Sujeto a
N∑
i=1

πqi = 1

N∑
j=1

aqi,qj = 1 para i = 1, 2, ..., N

Al tratarse de un problema de maximización con restricciones de igualdad es necesario emplear el

método de multiplicadores de Lagrange para resolverlo. El lagrangiano correspondiente al problema

(1.108) será denotado como L(πqi , aqi,qj ,Σi, µi, η1, η2,1, η2,2, ...η2,N) y está dado por

L(πqi , aqi,qj ,Σi, µi, η1, η2,1, η2,2, ...η2,N) = Q(λc, λ
i
c)+η1

( N∑
i=1

πqi−1

)
+

N∑
i=1

η2,i

( N∑
j=1

aqi,qj−1

)
(1.109)

donde η1, η2,1, η2,2, ..., η2,N son los multiplicadores de Lagrange.

Las condiciones de primer orden son

∂L

∂πqi
=

p(O, X1 = qi|λic)
πqi

+ η1 = 0 para i = 1, 2, .., N (1.110)

∂L

∂η1

=
N∑
i=1

πqi − 1 = 0 (1.111)

∂L

∂aqi,qj
=

∑T−1
t=1 p(O, Xt = qi, Xt+1 = qj|λic)

aqi,qj
+ η2,i = 0 para i, j = 1, 2, .., N (1.112)

∂L

∂η2,i

=
N∑
j=1

aqi,qj − 1 = 0 para i = 1, 2, .., N (1.113)

∂L

∂µi
=

T∑
t=1

(zt − µi)p(O, Xt = qi|λic) = 0 para i = 1, 2, .., N (1.114)

∂L

∂Σ−1
i

=
T∑
t=1

(Σi − (zt − µi)(zt − µi)>)p(O, Xt = qi|λic) = 0 para i = 1, 2, .., N (1.115)

De las ecuaciones (1.110) y (1.111) se obtiene

πqi =
p(O, X1 = qi|λic)

p(O|λic)
, para i = 1, 2, .., N. (1.116)
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De las ecuaciones (1.112) y (1.113) se tiene

aqi,qj =

∑T−1
t=1 p(O, Xt = qi, Xt+1 = qj|λic)∑T−1

t=1 p(O, Xt = qi|λic)
para i, j = 1, 2, .., N. (1.117)

De la ecuación (1.114) se sigue que,

µi =

∑T
t=1 p(O, Xt = qi|λic)zt∑T
t=1 p(O, Xt = qi|λic)

, para i = 1, 2, .., N. (1.118)

Finalmente, de la ecuación (1.115) se obtiene,

Σi =

∑T
t=1 p(O, Xt = qi|λic)(zt − µi)(zt − µi)>∑T

t=1 p(O, Xt = qi|λic)
para i = 1, 2, .., N. (1.119)

Considerando las definiciones 1.20 y 1.21, se sigue que los estimadores de los parámetros de un modelo

de Markov oculto con espacio de observaciones continuo bajo el supuesto que la distribución de la

variable de observaciones es la distribución gausiana multivariable, son:

πqi = γ1(qi)c, para i = 1, 2, .., N. (1.120)

aqi,qj =

∑T−1
t=1 ξt(qi, qj)c∑T−1
t=1 γt(qi)c

para i, j = 1, 2, .., N. (1.121)

µi =

∑T
t=1 γt(qi)czt∑T
t=1 γt(qi)c

, para i = 1, 2, .., N. (1.122)

Σi =

∑T
t=1 γt(qi)c(zt − µi)(zt − µi)>∑T

t=1 γt(qi)c
para i = 1, 2, .., N. (1.123)

Si bien, las ecuaciones obtenidas corresponden a un modelo de Markov oculto con espacio de obser-

vaciones continuo donde cada posible observación es un vector de dimensión d, en la aplicación que

se realiza del modelo en el siguiente caṕıtulo, la observación es un escalar por lo que las formulas

empleadas son un caso simplificado del modelo presentado que se obtienen de hacer d = 1.

1.4.5. Estimación de los parámetros de un HMM bajo una mezcla de

Gaussianas

En este apartado se obtienen los estimadores de un modelo de Markov oculto con espacio de obser-

vaciones continuo, donde se asume una mezcla de gausianas multivariable como la distribución de las

observaciones del modelo. Para ello se emplea el algoritmo EM con el fin de encontrar los estimadores

de máxima verosimilitud de los parámetros del modelo.

El problema que se plantea en términos del algoritmo EM aplicado a un modelo de Markov oculto

es: Se tiene un conjunto de datos conocido que es la secuencia de observaciones del modelo O =

(z1, z2, z3, ..., zT ); y dos conjuntos de datos desconocidos; por un lado, la secuencia de estados de la

cadena de Markov I = (x1, x2, ..., xT ) y por otro lado, una secuencia de componentes de las mezclas

de gaussianas M = {mx1 ,mx2 , ...,mxt , ...,mxT } que generaron el conjunto de observaciones y, se busca

estimar un conjunto de parámetros λc = (A,B, π) suponiendo una relación probabiĺıstica entre los

datos conocidos y desconocidos.

Antes de proceder con la aplicación del algoritmo EM se consideran algunas definiciones necesarias.
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Definición 1.26. Sea Yt un vector aleatorio de dimensión d, se dice que Yt tiene como distribución la

mezcla de R gausianas multivariadas si su función de densidad, denotada como fyt(µ1,Σ1, ..., µR,ΣR)

está dada por

fyt(µ1,Σ1, ..., µR,ΣR) =
R∑
k=1

Ck
1

(2π)
d
2 |Σk|

1
2

e−
1
2

(yt−µk)>Σ−1
k (yt−µk) (1.124)

donde µk y Σk son la media y matriz de varianza-covarianza de algún vector aleatorio; además se

cumple que
∑R

k=1Ck = 1 y Ck es el ponderador o peso de la k-ésima función de densidad en la mezcla

que se realiza.

Definición 1.27. Dado un modelo de Markov oculto con espacio de observaciones continuo {Xt, Zt}, t >
0 y parámetros λc = (A,B, π) se dice que se asume una mezcla de R gausianas multivariables de di-

mensión d como la distribución para la variable de observaciones Zt si para cada posible estado de la

cadena de Markov asociada al modelo, la función de densidad condicional de la variable Zt dado que

Xt = qi para i = 1, 2, .., N está dada por

b(zt|qi) = fzt(µi,1,Σi,1, ..., µi,R,Σi,R) =
R∑
k=1

Ci,k
1

(2π)
d
2 |Σi,k|

1
2

e−
1
2

(yt−µi,k)>Σ−1
i,k (yt−µi,k). (1.125)

Definición 1.28. Dado un modelo de Markov oculto con espacio de observaciones continuo {Xt, Zt}, t >
0 y parámetros λc = (A,B, π), que asume una mezcla de R gausianas multivariables de dimensión d

como la distribución de las observaciones del modelo. Se define MXt como una variable aleatoria dis-

creta cuyo soporte es el conjunto de valores {1, 2, 3, .., R} y cuya distribución de probabilidad depende

de la variable Xt. Tal variable sirve para referirse a los términos en una mezcla de gausianas.

En otras palabras, la variable Mqi = k, con k en el conjunto soporte de la variable, sirve para referirse

al k-ésimo sumando que forma la mezcla de R gausianas multivariable en la ecuación (1.125).

Definición 1.29. Sea λc = (A,B, π) un modelo de Markov oculto con espacio de observaciones

continuo y sean O = (z1, z2, z3, ..., zT ) una secuencia de observaciones conocida, I = (x1, x2, ..., xT )

la secuencia de estados desconocida asociado al modelo de Markov y M = {mx1 ,mx2 , ...,mxT } una

posible secuencia de los componentes de las mezclas de gausianas. La función de densidad conjunta

de (z1, z2, z3, ..., zT , x1, x2, ..., xT ,mx1 ,mx2 , ...,mxT ) está dada por

p(z1, z2, ..., zT , x1, x2, ..., xT ,mx1 ,mx2 , ...,mxT |λic) = πx1b(z1|x1,mx1)
T−1∏
t=1

axt,xt+1b(zt+1|xt+1,mxt+1)p(mxt+1|xt+1).

(1.126)

donde Zt es un vector aleatorio de dimensión d y b(zt|xt,mxt) = p(zt|xt,mxt) es la función de densidad

de zt condicional a xt y a mxt .

Con la notación y definición establecidas, se procede a calcular los dos pasos del algoritmo EM.
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Paso E del algoritmo EM

El primer paso (paso E) del algoritmo EM es construir la función de Baum Welch

Q(λc, λ
i
c) = E[ln p(O, I,M|λc)|O, λic]

=
∑
I

∑
M

ln
(
p(O, I,M|λc)

)
p(O, I,M|λic)

=
∑
I

∑
M

ln
(
πx1b(z1|x1,mx1)p(mx1|x1)

T−1∏
t=1

axt,xt+1b(zt+1|xt+1,mxt+1)p(mxt+1|xt+1)
)
p(O, I,M|λic)

=
∑
I

∑
M

ln(πx1)p(O, I,M|λic) +
∑
I

∑
M

T∑
t=1

ln
(
b(zt|xt,mxt)p(mxt|xt)

)
p(O, I,M|λic)

+
∑
I

∑
M

T−1∑
t=1

ln axt,xt+1p(O, I,M|λic)

=
N∑
i=1

ln πqip(O, X1 = qi|λic) +
N∑
i=1

N∑
j=1

T−1∑
t=1

ln aqi,qjp(O, Xt = qi, Xt+1 = qj|λic)

+
N∑
i=1

R∑
k=1

T∑
t=1

ln
(
p(mxt = k|xt = qi)b(zt|xt = qi,mxt = k)

)
p(O, Xt = qi,MXt = k|λic)

=
N∑
i=1

ln πqip(O, X1 = qi|λic) +
N∑
i=1

N∑
j=1

T−1∑
t=1

ln aqi,qjp(O, Xt = qi, Xt+1 = qj|λic)

+
N∑
i=1

R∑
k=1

T∑
t=1

lnCi,kfzt(µi,k,Σi,k)p(O, Xt = qi,MXt = k|λic)

=
N∑
i=1

lnπqip(O, X1 = qi|λic) +
N∑
i=1

N∑
j=1

T−1∑
t=1

ln aqi,qjp(O, Xt = qi, Xt+1 = qj|λic)

+
N∑
i=1

R∑
k=1

T∑
t=1

(
− d

2
ln 2π − 1

2
ln |Σi,k| −

1

2
(zt − µi,k)T Σ−1

i,k (zt − µi,k)
)
p(O, Xt = qi,MXt = k|λic)

+
N∑
i=1

R∑
k=1

T∑
t=1

lnCi,kp(O, Xt = qi,MXt = k|λic) (1.127)

En esta ecuación λic es un conjunto de parámeros del modelo de Markov oculto y son conocidos y por

otra parte λc son los nuevos parámetros del modelo que se pretenden estimar en el segundo paso del

algoritmo EM.
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Paso M del algoritmo EM

Una vez determinada la función de Baum-Welch, el paso M del algoritmo EM consiste en resolver el

problema de optimización

λi+1
c = arg max πqi ,aqi,qj ,Σi,k,µi,k,Ci,k

Q(λc, λ
i
c) (1.128)

para i,j=1,2,...,N y k=1,2,...,R

Sujeto a
N∑
i=1

πqi = 1

N∑
j=1

aqi,qj = 1 para i = 1, 2, ..., N

R∑
k=1

Ci,k = 1 para i = 1, 2, ..., N

Se trata de un problema de maximización con restricciones de igualdad, para su solución se emplea

el método de multiplicadores de Lagrange. El lagrangiano correspondiente al problema (1.128) será

denotado como L(πqi , aqi,qj ,Σi,k, µi,k, Ci,kη1, η2,1, ...η2,N , η3,1, ..., η3,N) y está dado por

L(πqi , aqi,qj ,Σi,k, µi,k, η1, η2,1, ...η2,N , η3,1, ..., η3,N) = Q(λc, λ
i
c) + η1

( N∑
i=1

πqi − 1

)

+
N∑
i=1

η2,i

( N∑
j=1

aqi,qj − 1

)

+
N∑
i=1

η3,i

( R∑
k=1

Ci,k − 1

)
(1.129)

donde η1, η2,1, η2,2, ..., η2,N , η3,1, η3,2, ..., η3,N son los multiplicadores de Lagrange.
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Las condiciones de primer orden del problema (1.129) son

∂L

∂πqi
=

p(O, X1 = qi|λic)
πqi

+ η1 = 0 para i = 1, 2, .., N (1.130)

∂L

∂η1

=
N∑
i=1

πqi − 1 = 0 (1.131)

∂L

∂aqi,qj
=

∑T−1
t=1 p(O, Xt = qi, Xt+1 = qj|λic)

aqi,qj
+ η2,i = 0 para i, j = 1, 2, .., N (1.132)

∂L

∂η2,i

=
N∑
j=1

aqi,qj − 1 = 0 para i = 1, 2, .., N (1.133)

∂L

∂Ci,k
=

∑T
t=1 p(O, Xt = qi,MXt = k|λic)

Ci,k
− η3,i = 0 (1.134)

para i = 1, .., N y k = 1, .., R

∂L

∂η3,i

=
R∑
k=1

Ci,k − 1 = 0 para i = 1, 2, .., N (1.135)

∂L

∂µi,k
=

T∑
t=1

(zt − µi,k)p(O, Xt = qi,MXt = k|λic) = 0 (1.136)

para i = 1, 2, .., N y k = 1, 2, .., R

∂L

∂Σ−1
i,k

=
T∑
t=1

(Σi,k − (zt − µi,k)(zt − µi,k)T )p(O, Xt = qi,MXt = k|λic) = 0 (1.137)

para i = 1, 2, .., N y k = 1, 2, .., R.

De las ecuaciones (1.130) y (1.131) se obtiene

πqi =
p(O, Xt = qi|λic)

p(O|λic)
, para i = 1, 2, .., N. (1.138)

De las ecuaciones (1.132) y (1.133) se tiene

aqi,qj =

∑T−1
t=1 p(O, Xt = qi, Xt+1 = qj|λic)∑T−1

t=1 p(O, Xt = qi|λic)
para i, j = 1, 2, .., N. (1.139)

De las ecuaciones (1.134) y (1.135) se tiene

Ci,k =

∑T
t=1 p(O, Xt = qi,MXt = k|λic)∑T

t=1

∑R
k=1 p(O, Xt = qi,MXt = k|λic)

para i = 1, 2, .., N y k = 1, 2, .., R. (1.140)

De la ecuación (1.136) se sigue que,

µi,k =

∑T
t=1 ztp(O, Xt = qi,MXt = k|λic)∑T
t=1 p(O, Xt = qi,MXt = k|λic)

, para i = 1, 2, .., N y k = 1, 2, .., R. (1.141)

Finalmente, de la ecuación (1.137) se obtiene,

Σi,k =

∑T
t=1 p(O, Xt = qi,MXt = k|λic)(zt − µi,k)(zt − µi,k)T∑T

t=1 p(O, Xt = qi,MXt = k|λic)
para i = 1, 2, .., N y k = 1, 2, .., R.

(1.142)
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Los estimadores obtenidos se pueden expresar de una forma más sencilla a partir de la siguiente

definición.

Definición 1.30. Dado un modelo de Markov oculto con espacio de observacion continuo λc =

(A,B, π) y una secuencia de observaciones O = {z1, z2, z3, ..., zT}; la función de densidad conjunta de

la variable Xt = qi y MXt = k dada la secuencia O y el modelo λc se denota como γt(qi, k)c y es igual

a

γt(qi, k)c = p(Xt = qi,MXt = k|O, λc)

= γt(qi)c
Ci,kfzt(µi,k,Σi,k)∑R
k=1Ci,kfzt(µi,k,Σi,k)

(1.143)

para i = 1, 2, 3, ..., N , k = 1, 2, .., R y t = 1, 2, 3..., T . �

Retomando las definiciones 1.20, 1.21 y 1.30, los estimadores pueden escribirse como sigue,

πqi = γ1(qi)c, para i = 1, 2, .., N. (1.144)

aqi,qj =

∑T−1
t=1 ξt(qi, qj)c∑T−1
t=1 γt(qi)c

para i, j = 1, 2, .., N. (1.145)

Ci,k =

∑T
t=1 γt(qi, k)c∑T
t=1 γt(qi)c

para i = 1, 2, .., N y k = 1, 2, .., R. (1.146)

µi,k =

∑T
t=1 γt(qi, k)czt∑T
t=1 γt(qi, k)c

, para i = 1, 2, .., N y k = 1, 2, .., R. (1.147)

Σi,k =

∑T
t=1 γt(qi, k)c(zt − µi,k)(zt − µi,k)>∑T

t=1 γt(qi, k)c
para i = 1, 2, .., N y k = 1, 2, .., R. (1.148)

Las ecuaciones obtenidas corresponden a un modelo de Markov oculto con espacio de observaciones

continuo donde cada posible observación es un vector de dimensión d.

1.4.6. Estimación de los parámetros de un HMM bajo la distribución

Gamma

En este apartado se obtienen los estimadores de los parámetros de un modelo de Markov oculto con

espacio de observaciones continuo cuando se asume la distribución gamma como la distribución de

las observaciones del modelo. Se emplea el algoritmo EM para encontrar los parámetros del modelo.

Antes de establecer el algoritmo EM aplicado al modelo de Markov oculto se dan algunas definiciones.

Definición 1.31. Sea Yt una variable aleatoria, se dice que Yt tiene una distribución gamma si su

función de densidad, denotada como fyt(θ, κ) está dada por

fyt(θ, κ) =
yκ−1
t

θκΓ(κ)
e−

yt
θ (1.149)

siempre que yt > 0, y fyt(θ, κ) = 0 en otro caso, donde θ es el parámetro de escala porque donde más

influye es en la dispersión de la distribución y κ es el parámetro de forma porque es el que determina

el grado de asimetŕıa y apuntamiento de la densidad.
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Definición 1.32. Dado un modelo de Markov oculto con espacio de observaciones continuo {Xt, Zt}, t >
0 y parámetros λc = (A,B, π) se dice que se asume la distribución gamma para la variable de obser-

vaciones Zt si para cada posible estado de la cadena de Markov asociada al modelo, la función de

densidad condicional de la variable Zt dado que Xt = qi, para i = 1, 2, .., N , está dada por

b(zt|qi) = fzt(θi, κi) =
zκi−1
t

θκii Γ(κi)
e
− zt
θi . (1.150)

Con la notación y definición establecidas, se procede a calcular los dos pasos del algoritmo EM.

Paso E del algoritmo EM

El primer paso (paso E) del algoritmo EM es construir la función de Baum Welch como sigue

Q(λc, λ
i
c) = E[ln p(O, I|λc)|O, λic]

=
∑
I

ln
(
p(O, I|λc)

)
p(O, I|λic)

=
∑
I

ln
(
πx1b(z1|x1)

T−1∏
t=1

axt,xt+1b(zt+1|xt+1)
)
p(O, I|λic)

=
∑
I

ln(πx1)p(O, I|λic) +
∑
I∈I

( T∑
t=1

ln b(zt|xt)
)
p(O, I|λic) +

∑
I∈I

( T−1∑
t=1

ln axt,xt+1

)
p(O, I|λic)

=
N∑
i=1

ln πqip(O, X1 = qi|λic) +
N∑
i=1

N∑
j=1

T−1∑
t=1

ln aqi,qjp(O, Xt = qi, Xt+1 = qj|λic)

+
N∑
i=1

T∑
t=1

(
(κi − 1) ln zt − κi ln θi − ln Γ(κi)−

zt
θi

)
p(O, Xt = qi|λic) (1.151)

Paso M del algoritmo EM

Una vez determinada la función Q(λc, λ
i
c), se procede a realizar el paso M del algoritmo EM, por lo

que se debe resolver el problema

λi+1
c = arg maxπqi ,aqi,qj ,κi,θi para i,j=1,2,...,NQ(λc, λ

i
c) (1.152)

Sujeto a
N∑
i=1

πqi = 1

N∑
j=1

aqi,qj = 1 para i = 1, 2, ..., N

El lagrangiano correspondiente al problema (1.152) será denotado como L(πqi , aqi,qj , κi, θi, η1, η2,1, η2,2, ...η2,N)

y está dado por

L(πqi , aqi,qj , κi, θi, η1, η2,1, η2,2, ...η2,N) = Q(λc, λ
i
c)+η1

( N∑
i=1

πqi−1

)
+

N∑
i=1

η2,i

( N∑
j=1

aqi,qj −1

)
(1.153)

donde η1, η2,1, η2,2, ..., η2,N son los multiplicadores de Lagrange.
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Las condiciones de primer orden son

∂L

∂πqi
=

p(O, X1 = qi|λic)
πqi

+ η1 = 0 para i = 1, 2, .., N (1.154)

∂L

∂η1

=
N∑
i=1

πqi − 1 = 0 (1.155)

∂L

∂aqi,qj
=

∑T−1
t=1 p(O, Xt = qi, Xt+1 = qj|λic)

aqi,qj
+ η2,i = 0 para i, j = 1, 2, .., N (1.156)

∂L

∂η2,i

=
N∑
j=1

aqi,qj − 1 = 0 para i = 1, 2, .., N (1.157)

∂L

∂κi
=

T∑
t=1

(
ln zt − ln θi −

Γ′(κi)

Γ(κi)

)
p(O, Xt = qi|λic) = 0 para i = 1, 2, .., N (1.158)

∂L

∂θi
=

T∑
t=1

(
− κi
θi

+
zt
θ2
i

)
p(O, Xt = qi|λic) = 0 para i = 1, 2, .., N (1.159)

De las ecuaciones (1.154) y (1.155) se obtiene

πqi =
p(O, X1 = qi|λic)

p(O|λic)
, para i = 1, 2, .., N. (1.160)

De las ecuaciones (1.156) y (1.157) se tiene

aqi,qj =

∑T−1
t=1 p(O, Xt = qi, Xt+1 = qj|λic)∑T−1

t=1 p(O, Xt = qi|λic)
para i, j = 1, 2, .., N. (1.161)

De la ecuación (1.159) se sigue que,

θi =

∑T
t=1 p(O, Xt = qi|λic)zt

κi
∑T

t=1 p(O, Xt = qi|λic)
, para i = 1, 2, .., N. (1.162)

Finalmente, de la ecuación (1.158) se obtiene,

− ln θi −Ψ(κi) = −
∑T

t=1 ln ztp(O, Xt = qi|λic)∑T
t=1 p(O, Xt = qi|λic)

para i = 1, 2, .., N. (1.163)

donde, Ψ(κi) es la función digamma. Considerando la definición 1.20 se sigue que los estimadores de

los parámetros del modelo son:

πqi = γ1(qi)c, para i = 1, 2, .., N. (1.164)

aqi,qj =

∑T−1
t=1 ξt(qi, qj)c∑T−1
t=1 γt(qi)c

para i, j = 1, 2, .., N. (1.165)

θi =
zt
κi

para i = 1, 2, .., N. (1.166)

lnκi −Ψ(κi) = ln zt − ln zt para i = 1, 2, .., N. (1.167)

Donde,

zt =

∑T
t=1 γt(qi)czt∑T
t=1 γt(qi)c

, para i = 1, 2, .., N. (1.168)

ln zt =

∑T
t=1 ln ztγt(qi)c∑T
t=1 γt(qi)c

para i = 1, 2, .., N. (1.169)
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1.4.7. Estimación de los parámetros de un HMM bajo la distribución

Lognormal multivariable

En este apartado se obtienen los estimadores de los parámetros de un modelo de Markov oculto con

espacio de observaciones continuo cuando se asume la distribución Lognormal como la distribución de

las observaciones del modelo. Se emplea el algoritmo EM para encontrar los parámetros del modelo.

Antes de establecer el algoritmo EM aplicado al modelo de Markov oculto se dan algunas definiciones.

Definición 1.33. Sea Yt = (Yt,1, Yt,2, ..., Yt,d)
> un vector aleatorio de dimensión d, se dice que Yt tiene

una distribución Lognormal multivariable si su función de densidad, denotada como fyt(µ,Σ) está

dada por

fyt(µ,Σ) =
1

(2π)
d
2 |Σ| 12

∏d
k=1 yt,k

e−
1
2

(ln yt−µ)>Σ−1(ln yt−µ) (1.170)

donde el vector µ de dimensión d y la matriz Σ son los parámetros de la distribución.

Definición 1.34. Dado un modelo de Markov oculto con espacio de observaciones continuo {Xt, Zt}, t >
0 y parámetros λc = (A,B, π) se dice que se asume la distribución Lognormal multivariable para la

variable de observaciones Zt si para cada posible estado de la cadena de Markov asociada al modelo,

la función de densidad condicional de la variable Zt dado que Xt = qi para i = 1, 2, .., N está dada

por

b(zt|qi) = fzt(µi,Σi) =
1

(2π)
d
2 |Σi|

1
2

∏d
k=1 zt,k

e−
1
2

(ln zt−µi)>Σ−1
i (ln zt−µi). (1.171)

Con la notación y definición establecidas, se procede a calcular los pasos del algoritmo EM.

Paso E del algoritmo EM

Enseguida se presenta la función de Baum Welch

Q(λc, λ
i
c) = E[ln p(O, I|λc)|O, λic]

=
∑
I

ln
(
p(O, I|λc)

)
p(O, I|λic)

=
∑
I

ln
(
πx1b(z1|x1)

T−1∏
t=1

axt,xt+1b(zt+1|xt+1)
)
p(O, I|λic)

=
∑
I

ln(πx1)p(O, I|λic) +
∑
I∈I

( T∑
t=1

ln b(zt|xt)
)
p(O, I|λic) +

∑
I∈I

( T−1∑
t=1

ln axt,xt+1

)
p(O, I|λic)

=
N∑
i=1

T∑
t=1

(
− d

2
ln 2π − 1

2
ln |Σi| −

d∑
r=1

ln zt,r −
1

2
(ln zt − µi)>Σ−1

i (ln zt − µi)
)
p(O, Xt = qi|λic)

+
N∑
i=1

lnπqip(O, X1 = qi|λic) +
N∑
i=1

N∑
j=1

T−1∑
t=1

ln aqi,qjp(O, Xt = qi, Xt+1 = qj|λic). (1.172)
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Paso M del algoritmo EM

Una vez determinada la función Q(λc, λ
i
c), se procede a realizar el paso M del algoritmo EM, el cual

consiste en resolver el problema,

λi+1
c = arg máx

πqi ,aqi,qj ,Σi,µi, para i,j=1,2,...,N
Q(λc, λ

i
c) (1.173)

Sujeto a
N∑
i=1

πqi = 1

N∑
j=1

aqi,qj = 1 para i = 1, 2, ..., N

El lagrangiano correspondiente al problema (1.173) es L(πqi , aqi,qj ,Σi, µi, η1, η2,1, η2,2, ...η2,N) y está

dado por

L(πqi , aqi,qj ,Σi, µi, η1, η2,1, η2,2, ...η2,N) = Q(λc, λ
i
c)+η1

( N∑
i=1

πqi−1

)
+

N∑
i=1

η2,i

( N∑
j=1

aqi,qj−1

)
(1.174)

donde η1, η2,1, η2,2, ..., η2,N son los multiplicadores de Lagrange.

Las condiciones de primer orden son

∂L

∂πqi
=

p(O, X1 = qi|λic)
πqi

+ η1 = 0 para i = 1, 2, .., N (1.175)

∂L

∂η1

=
N∑
i=1

πqi − 1 = 0 (1.176)

∂L

∂aqi,qj
=

∑T−1
t=1 p(O, Xt = qi, Xt+1 = qj|λic)

aqi,qj
+ η2,i = 0 para i, j = 1, 2, .., N (1.177)

∂L

∂η2,i

=
N∑
j=1

aqi,qj − 1 = 0 para i = 1, 2, .., N (1.178)

∂L

∂µi
=

T∑
t=1

(ln zt − µi)p(O, Xt = qi|λic) = 0 para i = 1, 2, .., N (1.179)

∂L

∂Σ−1
i

=
T∑
t=1

(Σi − (ln zt − µi)(ln zt − µi)>)p(O, Xt = qi|λic) = 0 para i = 1, 2, .., N (1.180)

De las ecuaciones (1.175) y (1.176) se obtiene

πqi =
p(O, X1 = qi|λic)

p(O|λic)
, para i = 1, 2, .., N. (1.181)

De las ecuaciones (1.177) y (1.178) se tiene

aqi,qj =

∑T−1
t=1 p(O, Xt = qi, Xt+1 = qj|λic)∑T−1

t=1 p(O, Xt = qi|λic)
para i, j = 1, 2, .., N. (1.182)

De la ecuación (1.179) se sigue que,

µi =

∑T
t=1 p(O, Xt = qi|λic) ln zt∑T

t=1 p(O, Xt = qi|λic)
, para i = 1, 2, .., N. (1.183)
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Finalmente, de la ecuación (1.180) se obtiene,

Σi =

∑T
t=1 p(O, Xt = qi|λic)(ln zt − µi)(ln zt − µi)>∑T

t=1 p(O, Xt = qi|λic)
para i = 1, 2, .., N. (1.184)

Considerando las definiciones 1.20 y 1.21, se sigue que los estimadores de los parámetros del modelo

son:

πqi = γ1(qi)c, para i = 1, 2, .., N. (1.185)

aqi,qj =

∑T−1
t=1 ξt(qi, qj)c∑T−1
t=1 γt(qi)c

para i, j = 1, 2, .., N. (1.186)

µi =

∑T
t=1 γt(qi)c ln zt∑T

t=1 γt(qi)c
, para i = 1, 2, .., N. (1.187)

Σi =

∑T
t=1 γt(qi)c(ln zt − µi)(ln zt − µi)>∑T

t=1 γt(qi)c
para i = 1, 2, .., N. (1.188)

Una vez definidos los parámetros del modelo de Markov oculto bajo el supuesto de que las observacio-

nes del modelo asumen diversas distribuciones de probabilidad, en el siguiente caṕıtulo se presenta la

aplicación del modelo para analizar el comportamiento de los niveles de ozono en la Ciudad de México.
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Caṕıtulo 2

Niveles de ozono en la Ciudad de México

En este caṕıtulo, en primera instancia se describe el proceso de formación del ozono en la atmósfera

y se justifica el por qué de su estudio. Asimismo, se describe el proceso de modelado de series temporales

mediante modelos ocultos de Markov; en particular, se ilustra el modelado de la serie de promedios

diarios de los niveles de ozono en la Ciudad de México a través de un modelo oculto de Markov

homogéneo. Por último, se presentan los resultados obtenidos y su interpretación.

2.1. Conceptos

El ozono (O3) es un gas que se encuentra en dos partes de la atmósfera; la estratosfera y troposfera.

El de la atmósfera superior, o estratosfera, es un gas esencial que ayuda a proteger a la Tierra de

los dañinos rayos ultravioletas del sol. En contraste, el ozono hallado cerca de la superficie, en la

troposfera, tiene efectos nocivos a la salud humana, la vegetación y los materiales, CEC. (2008). Por

esta razón, el ozono se describe a menudo como “bueno arriba y malo de cerca”. Figura 2.1

El ozono troposférico, también llamado ozono ambiental u ozono de bajo nivel, es un gas incoloro

y muy irritante creado por reacciones fotoqúımicas a la luz del sol entre los óxidos de nitrógeno

(NOx) y los compuestos orgánicos volátiles (COV), especialmente hidrocarburos. Entre las principales

fuentes para la emisión de estos componentes se encuentran la quema de combustibles fósiles en el

transporte, la industria y las centrales eléctricas; asimismo, en la evaporación de combustibles ĺıquidos

y solventes, Velázquez y Jiménez (2007). El ozono también se forma en niveles bajos proveniente de

emisiones naturales que incluye las emisiones de plantas y suelos, los incendios forestales y los rayos

durante las tormentas eléctricas. Figura 2.2.

El presente trabajo se enfoca al estudio del ozono troposférico debido a su impacto en la calidad de

vida de la población en la Ciudad de México.

El ozono troposférico, componente básico del esmog, se considera un problema “sin umbral”porque

incluso en muy pequeñas cantidades en el aire tiene efectos nocivos en la salud humana, principalmente

en los sistemas cardiovascular y respiratorio; por mencionar, se desprenden daños para el ser humano

en ojos, fosas nasales, garganta y bronquios, provocando inflamaciones en las mucosas y conjuntiva,

Velázquez y Jiménez (2007). Asimismo, la exposición al ozono se ha vinculado con la mortalidad

prematura y una gama de cuestiones de morbilidad, como admisiones en hospitales, al ser causante de

asma y agravar las dolencias de grupos de población más vulnerable como niños, ancianos o enfermos

crónicos, Sousa et al. (2007) y Filleul et al. (2006). En general, el ozono troposférico también daña a

los animales y a la vegetación; con respecto a esta última, afecta la productividad de los cultivos, las
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3. Niveles de ozono en la Ciudad de México

Figura 2.1: Clasificación del ozono según su ubicación.

Figura 2.2: Esquema de la producción de ozono troposférico.
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