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Notacion

Notacion

Como referencia se presenta a continuacién una lista de la notacién utilizada.

Capitulo 1.Modelos de Markov ocultos

Hi

Conjunto de nimeros reales.
Espacio muestral.

o- algebra.

o- algebra del Borel.
Conjunto de tiempos.
Variable aleatoria.

Espacio de estados.

Probabilidad de transicion del estado i al estado 7 en un paso.

Matriz de probabilidades de transicion.

Vector de distribucion de probabilidad inicial.
Modelo de Markov oculto.

Modelo de Markov oculto.

Secuencia de observaciones.

Conjunto de distribuciones asociadas a un HMM.
Secuencia de estados.

Variable forward.

Variable backward.

Funcion de Baum Welch.

Parametro de desviacion estandar de la distribucion gausiana asociada al estado ¢

de un HMM.

Media de la distribucién gausiana asociada al estado ¢ de un HMM.

Parametro de forma de la distribucion gamma asociada al estado ¢ de un HMM.

Parametro de escala de la distribucién gamma asociada al estado ¢ de un HMM.

Modelo de Markov oculto con observaciones continuas.
Matriz de varianzas y covarianzas de la distribucion gausiana

multivariable asociada al estado ¢ de un HMM.

Vector de medias de la distribucion gausiana multivariable asociada

al estado 7 de un HMM.

Capitulo 2.Niveles de ozono en la Ciudad de México

M

m;

Media anual de la contaminacién ambiental.

Media de la contaminacion ambiental asociada al estado 3.

IMECA Indice Metropolitano de Calidad del Aire.

ppm

Partes por millon.
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Introduccion

La teoria concerniente a los modelos de Markov ocultos (MOM), mejor conocidos por sus siglas en
inglés como HMM (Hidden Markov Models), fue introducida al final de la década de 1960 y comienzos
de la década de 1970 por Leornard E. Baum y sus colegas, Rabiner y Juang, (1986). Asimismo, las
primeras aplicaciones de los HMM ocurrieron a mediados de la década de 1970 mostrando su utilidad
en el procesamiento del habla; y es hasta finales de 1980 que tiene lugar la verdadera exposicion de este
modelo. Cabe mencionar que entre 1986 y 1989, Lawrence R. Rabiner presenta la teoria de los HMM,
de Leonard E. Baum, con un lenguaje accesible lo que propici6 el desarrollo de aplicaciones en diversas
areas, Rabiner (1989). Por mencionar, los HMM han sido utilizados en el drea de las biociencias para
la clasificacién automatica de electrocardiogramas, la representacién de la actividad neuronal de la
corteza visual de simios sometidos a diferentes estimulos visuales; asimismo, en el modelado de series
de tiempo de la cantidad de ataques epilépticos en personas y el andlisis a gran escala del genoma
humano, etc, Carol y Fiona (2009), Rodriguez y Bautista (2000). En epidemiologia y biometria, se
han desarrollado modelos de la secuencia del comportamiento de animales bajo observacién Newman
(2006), Cohen (1998), Durbin et al. (1998). También se ha mostrado su utilidad en el tratamiento de
imégenes y diversos temas de climatologia, etc, Aas et al. (1999), Sansom (1998).

Lo anterior senala que los HMM tienen una estructura matematica adecuada para el desarrollo de
diversas aplicaciones. De acuerdo al trabajo seminal de Rabiner, Rabiner (1989), los HMM son:

... un doble proceso estocéstico con un proceso subyacente que no es observable (oculto) pero que puede
ser inspeccionado a través de otro proceso estocastico que genera la secuencia de observaciones...
Segiin Mohamed y Garder (2000):

...una cadena de Markov oculta es un proceso estocéastico generado por dos mecanismos interrelacio-
nados; por un lado, una cadena de Markov subyacente que tiene un nimero finito de estados, y por
el otro un conjunto de funciones aleatorias, cada una asociada a un estado de la cadena. La cadena
de Markov subyacente cambia de estado de acuerdo a su matriz de probabilidades de transicion. El
observador ve localmente la salida de las funciones aleatorias asociadas a cada estado actual, pero no
puede observar directamente los estados de la cadena de Markov...

Considerando las bondades de los HMM en el desarrollo de aplicaciones, a lo largo de este documento
se muestra la aplicacion de los modelos de Markov oculto, como un complemento a las técnicas de
andlisis de contribucién de fuentes de emision (ACF) de contaminantes atmosféricos. Un andlisis de
contribucion de fuentes consiste en estudiar el origen de las diversas fuentes de contaminacién y la
estimacién de sus contribuciones a los niveles de contaminacion atmosférica ambiente.

La informacién que provee un ACF es importante en el diseno de politicas puiblicas para la proteccién
de la salud humana y del medio ambiente, asi como para evaluar la efectividad de las estrategias
para la reduccién de contaminantes, Gomez et al. (2015). En la literatura se identifican tres tipos

de técnicas de andlisis de contribucién de fuentes de emisién, Viana et al. (2008): a) métodos que
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requieren la valoracién de los datos capturados por los centros de monitoreo, b) métodos que depen-
den de inventarios de emisiones y de modelos de dispersién atmosférica y ¢) métodos que se basan
en la evaluacion estadistica de datos sobre el material particulado. El primer grupo se apoya en el
tratamiento estadistico bésico de los datos, Belis et al. (2013), e incluye el modelado mediante series
temporales de datos, Gomez et al. (2015). El segundo grupo incluye modelos para simular la forma-
cién de emisiones de aerosoles, transporte y deposicion. El tercer grupo se emplea para el estudio del
transporte del material particulado en el aire. Ante esta clasificacion, Belis et al (2014) recomienda
que previo al desarrollo de un ACF debe llevarse acabo un analisis estadistico basico de los datos de
estudio que puede incluir un analisis de tendencias de las observaciones o la estimacion de la distri-
bucién estadistica que mejor describe tal conjunto de datos, asimismo procedimientos sencillos como
el analisis de correlaciones pueden utilizarse como una aproximacién inicial.

Diversos autores senalan a los HMM como modelos flexibles de uso generalista para el analisis de series
temporales univariantes y multivariantes que a su vez ofrecen una facil interpretacion de resultados,
Cappé (2005), Zucchini y MacDonald (2009). Por lo anterior, los HMM pueden constituir un punto
de partida para el desarrollo de los ACF.

La idea que subyace a esta propuesta puede explicarse de la siguiente manera: Los niveles de conta-
minacién atmosférica en las dreas urbanas es el resultado de la presencia de contaminantes emitidos
localmente (de diferentes fuentes), de otras contribuciones aportadas a nivel regional, y del transporte
horizontal, Gomez et al. (2016). Por otra parte, el rango de los niveles de contaminacién puede divi-
dirse en intervalos consecutivos de tal manera que cada uno represente caracteristicas especificas de
los niveles de contaminacién. El principal interés se encuentra en el primer intervalo (concentraciones
més bajas) denominado la contaminacién de fondo ya que es clave en estudios epidemiolégicos y para
valorar la exposicién general de la poblacién a la contaminacion atmosférica. Asimismo, si se piensa
que los estados ocultos de un HMM representan diferentes intervalos de concentracion o regimenes
de un contaminante, entonces dada una serie temporal de datos de un contaminante, el modelo de
Markov oculto permite agrupar las observaciones en regimenes de concentracion. Por lo que en cada
régimen se agrupan observaciones de la serie temporal con concentracién similar y que al mismo tiem-
po difieren en su concentracion de otras observaciones agrupadas en otros regimenes. De tal manera
que las observaciones agrupadas en el régimen con menor concentraciéon corresponde a la contamina-
cién de fondo. Por su parte, dado que los HMM proporcionan la media y desviacion estandar de cada
distribucion asignada a cada uno de los regimenes, esto proporciona valiosa informacion al caracterizar
una serie temporal de un contaminante.

En esta indole, los objetivos de este trabajo son:

-Presentar de manera detallada y con un lenguaje sencillo la estructura matematica de los modelos
de Markov ocultos con la finalidad de que esta teoria sea comprendida por profesionistas con diversa
formacion e incentive su aplicacién en dreas donde atin son desconocidos.

- Proponer el uso de los modelos de Markov ocultos homogéneos como una técnica estadistica ex-
ploratoria y rutinaria para complementar otras técnicas de ACF con las que estimar las contribuciones
de las fuentes a la formacion de ozono en la Ciudad de México.

- Implementar la solucién de los tres problemas basicos de un HMM en la libreria de R (R Core
Team, 2015).

-Determinar la evolucién de la aportacion de la contaminacion de fondo a la contaminacion am-

biente del aire debida al ozono en la Ciudad de México.

10
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Por otra parte, la hipdtesis que se plantea es:

-Bajo un adecuado ajuste de un HMM homogéneo a la serie temporal del ozono en la Ciudad de

México, la aportacion de la contaminacion de fondo a la contaminacién ambiental del aire es invariante
al asumir diferentes distribuciones asociadas a los estados ocultos del HMM.
En otras palabras se quiere verificar que el porcentaje de contaminacién del aire que es explicado por
la contaminacién de fondo, cuando se asume que la distribucién de las observaciones es gaussina, no
muestra diferencias estadisticas significativas al porcentaje explicado cuando las observaciones asumen
la distribucién gamma.

El documento estd estructurado de la siguiente manera:

1. En el Capitulo 1, primero se presenta algunos conceptos sobre las cadenas de Markov; posterior-
mente, se desarrolla la teoria de los modelos de Markov ocultos homogéneos en el caso discreto y
continuo; en particular se presentan las formulas para estimar los parametros del modelo en los
casos en que las observaciones siguen las distribuciones gausiana, mezcla de gausianas, gamma

y lognormal, lo anterior empleando el método de maxima esperanza.

2. En el Capitulo 2, se expone la implementacién de los HMM a la serie temporal del promedio
diario de ozono en la Ciudad de México; se asume que las observaciones se comportan de acuerdo
a la distribucion gausiana y a la distribucién gamma. Se presenta un andlisis de los porcentajes
de contaminacién ambiental explicados por la contaminacion de fondo. El analisis se realiza para
las cinco regiones de la Ciudad de México (centro, sureste, suroeste, noroeste y noreste) de forma
anual para los anos comprendidos entre 1992 y 2015.

3. En el Capitulo 3, se presentan las conclusiones del trabajo.

4. Finalmente, en el apéndice se muestra informacién adicional sobre el software empleado en el

calculo de resultados.
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Capitulo 1

Modelos de Markov ocultos

Desde 1960 y 1970 comenzd el desarrollo de los modelos de Markov, poco después se desarrollaron
los modelos de Markov ocultos conocidos como HMM por sus siglas en inglés de Hidden Markov
Models. Aunque el desarrollo matematico de estos tltimos modelos comenzé desde entonces, se han
vuelto mas populares en anos recientes; la principal razon de esto es que los modelos de Markov ocultos
poseen una estructura matematica que permite su aplicacién en un amplio campo de conocimientos.
Se pueden encontrar diversas aplicaciones de las cadenas de Markov ocultas por mencionar algunas;
modelos sobre la dinamica de los consumidores, descripcién del rendimiento de los activos financieros,
modelos de espectativas de vida, modelos sobre la dindmica de poblaciones, etc. En este capitulo se
proporciona algunos conceptos relevantes sobre los modelos de Markov, Hernandez-Lerma (1981); asi
como una revisién de los aspectos mas relevantes de los modelos de Markov ocultos, Petrushin (2000),
Psichogios y Ungar (2009).

1.1. Cadenas de Markov

El concepto basico sobre el que descansa el desarrollo de este capitulo es el de proceso estocastico.

Definicién 1.1. Un proceso estocdstico es un conjunto de variables aleatorias {X (¢),t € T}, donde
T es un conjunto, finito o infinito, de tiempos. Cada una de estas variables aleatorias X (¢) : Q@ — R
estd definida sobre un espacio medible (€2, F) y toma valores de otro espacio medible (R, B(R)), en
donde F es la o-dlgebra sobre Q2 y B(R) es la o-dlgebra de Borel sobre R.

Asociado al proceso estocastico, se encuentra el espacio de estados, que permite clasificar a los procesos

estocasticos en dos grandes grupos.

Definicién 1.2. Sea {X(¢),t € T'} un proceso estocastico, con X (t) : Q@ — R para cada t € T fijo. El
espacio de estados denotado por S, con S C R, es el conjunto de todos los valores posibles que puede
tomar la variable aleatoria X (t) para t € T fijo. Es decir, se cumple que si ¢ € S entonces existe un

w € Q) tal que X (w,t) =1 para t € T fijo. Cada elemento i € S se llama un estado del proceso.
De esta manera, los procesos estocasticos se pueden clasificar en los siguientes grupos:
= Si el espacio de estados, S, es finito o numerable decimos que el proceso estocastico es discreto.

= Si el espacio de estados, S, es un intervalo, decimos que el proceso estocdstico es continuo.

19
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El proceso también se clasifica de acuerdo a la naturaleza del conjunto 7.

» Si T es numerable, por ejemplo, T'={0,1,2,3,...}, T = {0, £1,£2, ...}, etc., decimos que {X;}

es un proceso con parametro (o en tiempo) discreto.

» Si T es un intervalo como T' = [a,b], T = [0,00), T = (—00,00), etc., {X;} es un proceso con

pardametro (o en tiempo) continuo.

Cabe mencionar que algunos procesos estocasticos cumplen con una propiedad especifica llamada

propiedad de Markov y que serd de utilidad mas adelante.

Definicién 1.3. Sea {X(¢),t € T'}, un proceso estocastico con 7' C R el conjunto de pardmetros del
tiempo y S C R el conjunto de los estados; éste es un proceso de Markov si para cualquier z € R y

s,t €T, con s < t, se satisface que
P{X(t) <z|X(r),r <s}=P{X(t) <z|X(s)}. (1.1)

La ecuacion (1.1) se conoce como la propiedad de Markov, se puede interpretar s como el tiempo
"presente”, t > s como el "futuro” y r < s como el "pasado”, entonces la ecuacién (1.1) nos dice que
dado el presente X (s) del proceso, el futuro X (t), t > s, es independiente del pasado X (r), r < s.

Se puede demostrar que la definicién (1.3) es equivalente a lo siguiente, ver por ejemplo, Ash y Gardner

(1975).

Definicién 1.4. Sea {X(t),t € T'} un proceso estocéstico con T'C R el conjunto de pardmetros del
tiempo y S C R el conjunto de los estados. {X(¢),t € R} es un proceso de Markov de primer orden’
si y solo si para cualquier entero n y tiempos t; < to... < t,+1 en T, se satisface que la distribucion
condicional de X (¢,41) dados los valores de X(t1),..., X(t,), sélo depende de X (t,); es decir, para

cualesquiera x, x1, ..., z,, elementos del espacio de estados,
P{X(tp11) < z|X(t1) =21, ..., X(tn) = v} = P{X (tns1) < 2| X (t,) = .} (1.2)

Significa que dado el estado presente del proceso, el estado futuro del proceso es independiente de los
estados pasados.

Los procesos de Markov, al igual que todo proceso estocastico, se clasifican de acuerdo a la naturaleza
del parametro de tiempo y a la naturaleza del espacio de estados. Con respecto al espacio de estados,
por una parte se tiene el proceso de Markov con espacio de estados discreto y recibe el nombre de
cadena de Markov; y, por otra parte se tiene el proceso de Markov con espacio de estados continuo.
De manera similar, con respecto al tiempo, el proceso de Markov se clasifica en proceso de Markov en
tiempo discreto y proceso de Markov en tiempo continuo.

Asi, se tienen cuatro tipos basicos de procesos de Markov como se ilustra en el Cuadro 1.1. En este
trabajo resulta de interés las cadenas de Markov en tiempo discreto.

Para tener una notacién més practica, de aqui en adelante se supondra que 7" = {0,1,2,3,...}. Esto
permite describir la cadena de Markov {X(t),t € T} como {X,,n = 0,1,2,...} donde n indica el

tiempo en el que se encuentra el proceso. Asimismo permite establecer la siguiente definicién,

'El término ” primer orden”se debe a que el estado futuro del proceso sélo depende del estado actual; en los procesos
de Markov de "segundo orden” el estado futuro depende del estado actual y del estado inmediato anterior y asi

sucesivamente para otros procesos de Markov de mayor orden.
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Espacio de estados S
Pardmetro (T) Discreto Continuo
Discreto Cadena de Markov en tiempo discreto | Proceso de Markov en tiempo discreto
Continuo Cadena de Markov en tiempo continuo | Proceso de Markov en tiempo continuo

Cuadro 1.1: Clasificacion de los procesos de Markov.

Definicién 1.5. Una cadena de Markov es un proceso estocdstico en tiempo discreto {X,,n =
0,1,2,...}, con espacio de estados S discreto, y que satisface la propiedad de Markov; es decir, para

cualquier entero n > 0, y para cualesquiera estados 7, j, 71, %2, ... S¢ cumple que
Pl X1 =j|Xn=14Xn1=tn1,...., X1 =11, X0 = to] = P[Xps1 = j| X, = 1] (1.3)

Existen otras formas equivalentes de expresar esta propiedad, por ejemplo, es posible demostrar que
la condicién (1.3) es equivalente a poder calcular la distribucién de las variables Xy, X1, ..., X, de la

siguiente forma, ver Norris (2004).
PIX, =i, X0 1 = ip1,..., Xo = io] = P[Xo = i) P[X1 = 01| Xo = dg] - -- P[X,, = [ Xpo1 = ina]. (1.4)

Sin perdida de generalidad se tomara como espacio de estados de una cadena de Markov al conjunto
discreto {0,1,2,3,...} o cualquier subconjunto finito que conste de los primeros elementos de este
conjunto.

A la probabilidad P[X, 1 = j| X, = 1], de la ecuacion (1.3), se le denota como p;;(n, n+1) y se le conoce
como probabilidad de transicion. Esta probabilidad se interpreta como la probabilidad condicional de
que el proceso estara en el estado j en el tiempo n + 1 si en el tiempo n se encuentra en el estado i.
Estas probabilidades también se conocen como probabilidades de transicion en un paso.

Cuando en la cadena de Markov la probabilidad p;j(n,n + 1) depende de n se dice que la cadena es
no homogénea en el tiempo. Por otra parte, cuando los nimeros p;;(n, n+ 1) no dependen de n se dice
que la cadena es homogénea en el tiempo; en este caso a p;;(n,n + 1) se le denota simplemente como
pi;. Por simplicidad se asume que estudiarémos cadenas de Markov homogéneas en el tiempo, lo que

implica que

PXo =1 X0 =0, X0 1 =ip1,.... X1 =01, X0 = 1] = P[Xpp = j|Xn =1
= P[X; =j|Xo =1

Al variar los indices 4,5 en la formula P[X, 1 = j|X,, = i] = p;; se obtiene la matriz de probabilidades

de transicion en un sélo paso, P.

Poo Po1 DPo2
P10 P11 P12
P = P20 P21 P22 - (1-6)
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La entrada (i, j) de esta matriz es la probabilidad de transicién p;;, es decir, la probabilidad de pasar
del estado ¢ al estado j en una unidad de tiempo.

Otra definicién importante asociada a una cadena de Markov es la distribucion de probabilidad inicial.

Definicién 1.6. Para una cadena de Markov con espacio de estados finito {0,1,2,..., N} la distribu-

cién de probabilidad inicial que se denota por 7° = {70, 70, ..., 7%} se define como

7T8 = P[XO = 0]
. = P[Xy=1]

(N
y ademds > ;" 7wy = 1.

De manera similar para una cadena de Markov con espacio de estados no finito.

La distribuciéon de probabilidad inicial nos dice la probabilidad con la que la cadena inicia en cada
uno de los estados. Una vez transcurrida la primera unidad de tiempo, la cadena se encuentra en uno
de los posibles estados {0, 1,2, ..., N} de acuerdo con la distribucién de probabilidad,

= b, ) (L.7)
en donde la j-ésima entrada es

o= P[X; = j]

N
_ E:P[X1 = j|Xo = i]P[X, = 1]
i—0
= 778]703' + W?pu + ...+ Wzovaj
= (7'P); (1.8)

es decir, 7} es la j-ésima entrada de la matriz que resulta de multiplicar 7°P. Asi 7' se obtiene a

partir de 7 y de la matriz de transicién P a través de la férmula 7! = 7P,

Poo Por - DPoN
Pio P11 --- DPIN

(Mos M1y vy ) = (M0, MY o) | T (1.9)
PNo PN1 *°° DPNN

Por consiguiente, 72 = 7!P = 7°P?, y asf sucesivamente. En general, 7""! = 7"P = 7'P"*! lo que
define una sucesién infinita de distribuciones de probabilidad 7°, 7!, 72, ..., en donde cada una de ellas
se obtiene de multiplicar la distribucion anterior por la matriz de probabilidades de transicién en un
paso.

Las definiciones anteriores seran de utilidad para el desarrollo de la teoria de los modelos de Markov

ocultos.
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1.2. Modelo de Markov oculto

Definicién 1.7. Un modelo de Markov oculto es definido como un proceso bivariado {(Xt, Z;), t > 0}
tal que

» {X;,t > 0} es una cadena de Markov con matriz de probabilidad de transicién A y vector de

distribucion de probabilidad inicial 7.
= En el proceso de observaciones {Z;,t > 0} , la distribucién condicional de Z; depende de X;.

La variable aleatoria {Z;} puede ser una variable aleatoria discreta, en cuyo caso decimos se trata
de un modelo de Markov oculto con espacio de observaciones discreto; o bien, puede ser una variable
aleatoria continua y decimos que se trata de un modelo de markov oculto con espacio de observaciones
continuo.

En la primer parte de este capitulo, se aborda los modelos de Markov con espacio de observaciones
discreto y mas adelante se establecen las caracteristicas de los modelos de Markov con espacio de

observaciones continuo.

1.3. Modelos de Markov oculto con espacio de observaciones

discreto

En este apartado se presenta una breve descripcién de los modelos de Markov ocultos con espacio de

observaciones discreto, para ello se considera el ejemplo siguiente.

B Ejemplo 1.1. Urna de pelotas. Suponga un sistema compuesto por N urnas que contiene un
gran nimero de pequenas pelotas de colores, como se muestra en la figura 1.1. Existen M posibles

colores para cada pelota en cada urna. Se realiza el siguiente experimento:

1. De acuerdo a un procedimiento aleatorio se elige una urna inicial. De esta urna se elige aleato-
riamente una pelota, cuyo color serd la primera observacion y se regresa la pelota en la urna a

la que pertenece.

2. Enseguida, se selecciona una nueva urna segtin un procedimiento aleatorio asociado con la actual

urna y se repite el proceso de extracion de la pelota.
3. Se repite el paso 2 tantas veces como observaciones se necesiten.
El proceso total genera una secuencia finita de observaciones de colores. Este experimento constituye
un modelo de Markov oculto, donde se pueden identificar los siguientes elementos:

= El proceso de eleccién de las urnas constituye una cadena de Markov donde cada urna representa

un estado de la cadena.

= Kl procedimiento aleatorio de elegir la primera urna estéd determinado por la distribucién inicial

de la cadena de Markov sobre cada uno de los estados, es decir sobre las urnas.

» Como cada urna tiene una gran cantidad de pelotas de colores, existe una distribucién de pro-

babilidad, para la extraccién de una pelota, asociada a cada una de las urnas.
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Urnas de pelotas: un modelo de Markow oculto
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Figura 1.1: Diagrama del ejemplo: Urnas de pelotas, un modelo de Markov oculto

= Una vez elegida la primer urna y haber observado la extraccién de pelota, se elige la siguiente
urna o estado de la cadena a partir de la matriz de transiciéon de la cadena de Markov. Una
vez alcanzado el siguiente estado o urna se realiza la extraccién de la pelota de acuerdo a la
distribucion de probabilidad de las pelotas asociada a esa nueva urna. El proceso continua en

este mismo orden.

= Este ejemplo, como todo modelo de Markov oculto estda compuesto por dos procesos, el primero
que es la seleccion de las urnas representa la cadena de Markov; el segundo proceso esta descrito

por la extraccion de las pelotas.

1.3.1. Elementos de un modelo de Markov oculto

Con la idea en mente que proporciona el ejemplo anterior; enseguida se describen los elementos esen-

ciales de cualquier modelo de Markov oculto con espacio de observaciones discreto.

1. Sea T el nimero total de tiempos en los que se observa el modelo de Markov oculto.

2. En el modelo de Markov oculto ocurren dos procesos de forma simultanea, el primero de ellos
es una cadena de Markov, la cual serd denotada por {X;, ¢t > 0}. Esta tendrd un ntimero finito

N de estados y el conjunto de posibles estados serd denotado como

Q:{Q1aQ2,Q37---7QN}- (110)

La cadena de Markov tendra asociada una matriz de probabilidades de transiciéon denotada por
A ={ag, 4}, donde

Agiq; = PlXi1 = ¢j| X = g (1.11)

Observe que la ecuacién (1.11) corresponde a una cadena de Markov homogénea en el tiempo.

Ademas la cadena de Markov tendrda una distribucién de probabilidad inicial denotada por
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7 = {m,}, donde

T, = P[X1 = qi]. (1.12)
La distribuciéon de probabilidad inicial determinara el estado en el cual comienza la cadena
de Markov; después para cada tiempo ¢, se hard una transicion a un nuevo estado, esto de

acuerdo a la matriz de probabilidades de transicién. Como transicién puede entenderse también

permanecer en el mismo estado.

El segundo proceso que se presenta en un modelo de Markov oculto, es el proceso de observaciones
que serd denotado como {Z;}. En este proceso la variable Z; es una variable aleatoria discreta

cuyo soporte esta compuesto de M valores y serda denotado como

V = {v1,v9,03, ..., 05 }. (1.13)

Los procesos {X;} v {Z:} estan relacionados de la siguiente manera: Cada estado de la cadena
de Markov {X;} tiene asociada una distribucién de probabilidad para la variable aleatoria Z;.
Por lo tanto, se tienen N distribuciones de probabilidad para la variable Z;, una por cada estado

de la cadena de Markov; este conjunto de distribuciones sera denotado como
B = {b(Z|q;)} para j =1,2,3,...,N. (1.14)
donde para cada j = 1,2, 3, ..., N se tiene,

b(vl|%‘) = P[Zt = 'U1|Xt = Qj]
b(valg;) = PlZ; = va| Xy = g4

bvmlg) = PlZ = vul|Xi = g

Se puede observar que la distribucién de probabilidad de la variable Z; estda determinada tnica-
mente por el estado X; por lo que Z; es independiente del estado X y de la variable Z;s siempre
que t # t'. Cabe mencionar que cuando X; sea desconocido, Z; depende de X;_; debido a la

propiedad de Markov.

Con los elementos de un modelo de Markov oculto ya descritos, el proceso para generar un conjunto

de observaciones es el siguiente:

1.

Definir T', el niimero de observaciones deseadas del modelo de Markov oculto.

. Fijar el estado inicial de la cadena de Markov z1, una realizacion de la variable aleatoria X, de

acuerdo a la distribucién de probabilidad inicial 7 de la cadena.
Fijar t =1

Elegir una observacién z;, es decir una realizacion de la variable aleatoria Z;, de acuerdo a la

distribucién de probabilidad asociada al estado x, es decir b(Z;|z;).

Elegir z;,1, es decir la realizacién de la variable X;,;, a partir de la matriz de probabilidades

de transicién A.
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6. Fijar t =t + 1.
7. Sit < T regresar al paso 4.

8. Al final el proceso genera un conjunto de estados denotado como Z = {xy,xs, 23, ..., 27}, asi

como el conjunto de observaciones O = {z1, 29, 23, ..., 21}

Para ilustrar el proceso enseguida se presenta un ejemplo de modelo de Markov oculto con espacio de

observaciones discreto.

B Ejemplo 1.2. Considere un modelo de Markov oculto que consta de una cadena de Markov {X;}
con dos posibles estados, @ = {1,2}, cada estado tiene asociada una distribucién de Poisson para
el proceso de observaciones del modelo {Z;}. La distribucién de probabilidad inicial y la matriz de

transicién de la cadena de Markov estan dadas por

7= (P[X; = 1], P[X; = 2]) = (0,7,0,3) (1.15)
A . P[Xt+1 - ]-|Xt = 1] P[Xt+1 == 2|Xt - 1] . 0,95 0,05 (1 16)
N\ PXy=1X,=2] P[X;1=21X;=2]/) \002 098 /° '

Ademas, las distribuciones de probabilidad asociadas a los estados son:

Distribucién de probabilidad de Poisson con media A = 10.

67)‘)\2’& 6710104

ol =2)=——=——— (1.17)
Distribucién de probabilidad de Poisson con media A = 1.
e—A)\zt e—llzt
b(zelgn =1) = = (1.18)

Zt! N Zt!
Siguiendo a Laverty et al. (2002), se generaron un conjunto de 200 observaciones del modelo de Markov

oculto. En la figura (1.2) se muestra la gréfica de los estados de la cadena de Markov. Asimismo, en

la figura (1.3) se muestra las 200 observaciones que se obtuvieron en la simulacién de modelo.

1.3.2. Los tres problemas que establece un modelo de Markov oculto

Con base en el apartado anterior, para especificar un modelo de Markov oculto se requiere conocer
la distribucién de probabilidad inicial de la cadena 7, el conjunto de distribuciones de probabilidad
asociadas a cada estado B y la matriz de transicién A. Por consiguiente, en adelante un modelo de
Markov oculto serd denotado como A = (A, B, 7).

En todo modelo de Markov oculto se presentan tres problemas de interés que se explican en este
apartado.

Problema 1. Dado un modelo de Markov oculto A = (A, B,7) y una secuencia de observaciones
O = {2z, 29,23, ..., 21}, es de interés conocer la probabilidad de que dicha secuencia de observaciones
provenga de tal modelo. En otras palabras, jcémo determinar P[O|\]?.

Problema 2. Dado un modelo de Markov oculto A = (A, B,7) y una secuencia de observacio-
nes O = {z1, 22, 23, ..., 27} se busca conocer la secuencia de estados de la cadena de Markov, Z =
{z1, 9, x3, ..., 27}, que més probablemente generaron la secuencia de observaciones O.

Problema 3. Dada una secuencia de observaciones O = {z1, 29, 23, ..., 27} jc6mo estimar los pardme-

tros del modelo A = (A, B, ) de donde proviene dicha secuencia de observaciones?.

10



AT\

Casa aberta l tiempo 1. Modelos de Markov ocultos

Estadosde la cadena de Markov
25 -

15 A

Etadaos

05 4

Figura 1.2: Simulaciéon de los estados de una cadena de Markov oculta con observaciones que obedecen
a la distribucién Poisson.

Observaciones del modelo de Markov oculto

25 4

20 4

15

observaciones

10 4

Figura 1.3: Simulacién de las observaciones de una cadena de Markov oculta con observaciones dis-
cretas.
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1.3.3. Solucién del problema 1 de un modelo de Markov oculto

El problema 1 consiste en determinar la probabilidad de que el modelo A = (A, B, m) sea capaz de
generar la secuencia de observaciones O = {zy, 29, 23, ..., 27}, para ello se prosigue de la siguiente
manera;

Sea O = {2z, 29, 23, ..., 21} la secuencia de observaciones generadas por el modelo de Markov oculto
A = (A, B, 7). Supongamos que Z = {xy,x2,23,...,x7} es una secuencia fija de estados que ocurren
durante el proceso mediante el cual se genera la secuencia de observaciones O.

Dado que Z; sélo depende de X, la probabilidad de obtener la secuencia de observaciones O dada la

secuencia fija de estados Z y el modelo A esta dada por

P[O|I, )\] = P[Zl = Z1, ZQ = Z9, Z3 = Z3, ZT = ZT|X1 = l’l,XQ = I‘Q,Xg = T3, ...,XT =T, )\]
= P[Zl = leXl = J]l]P[ZQ = ZQ|X2 = IQ] R P[ZT = ZT|XT = J]T]
= b(z1|x1)b(2a]22) - - - b(2p|2T). (1.19)

Por otra parte, la probabilidad de la secuencia fija de estados Z dado el modelo \ es

P[Zl)\] = P[Xl :Z‘l,XQ:.TQ,ngxg,...7XT:$CT’)\]
= P[XT = $T|XT—1 =X 1,0, X1 = Jfl]P[XT—l = xT—l’XT—Q =Tr_9,..., X1 = 331] T
cee P[XQ = 1'2|X1 = l’l]P[Xl = ZL’1|)\]

Ty Qg o Qg s ™ " Qap_g,@p_ Qap_q,ar- (1'20)
En consecuencia,

PlO,Z|\] = PlO|T,NPIZ|\

= T b(’zllxl)aﬂcl,mb('z?’x2>ax2,963 to b(/ZT*l‘fol)&IT—thb(zT‘xT)' (1'21)

Aplicando el teorema de la probabilidad total, la probabilidad de la secuencia de observaciones O
dado el modelo A se obtiene sumando la probabilidad (1.21) sobre todas las posibles secuencias de
estados,

PlO[A] = ) P[O,Z|)

= Z leb(zl|$1)arl7rzb(z2|x2>ax2,xs T b(ZT—l|$T—1)a1‘T_17JJTb(ZT|$T)‘ (122)

Al analizar la ecuacién (1.22), se puede observar que para calcular la probabilidad de P[O|\] a partir
de la definicién son necesarias (27" — 1) N multiplicaciones y N7 — 1 sumas. Esta forma de calcular
la probabilidad P[O|)] tiene un costo computacional enorme. Para resolver el inconveniente existe un
procedimiento maés eficiente llamado forward-backward procedure.

El procedimiento forward-backward es una técnica recursiva basada en la definicién de dos variables

llamadas forward y backward, las cuales se pueden escribir recursivamente lo que facilita calcular la
probabilidad P[O]|)].
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Calculo de P[O|)\] mediante la variable forward

Definicién 1.8. Dado un modelo de Markov oculto A = (A, B, 7) y dada la secuencia de observaciones
O = {2z, 29, 23, ..., zr} asi como el estado en el tiempo ¢ de la cadena de Markov asociada, X; = ¢;. La

variable forward o hacia adelante, denotada por (i) se define como
Oét(l) = P[Zl = Z1, ZQ = Z9, Zg = Z3, Zt = ztth = qz‘)\] (123)

Proposicién 1.1. Para j = 1,2,3,.... N y t = 2,3,....,T — 1, la variable forward «a;,(j) satisface la

relacion de recursividad N
1)) = Z 0 (1) g, q;b0(2141)q5) (1.24)
i=1
Demostracion. La demostracién se realiza por el método de induccién matematica.
Parat=1,1 < j < N, de la definicion se sigue que
ai1(j) = PlZ1=2,X1 =gl
= P[Z) = 21| X1 = ¢, \|P[ X1 = ;]
7 b(z1ay)- (1.25)
Luego parat =2, 1 < j < N se obtiene
a(j) = PlZ1= 21,25 = 20, X = q;| )]
N
= ZP[Z1 =21,2 = 29, X1 = q;, Xp = Qj|>\]

=1

N
= ZP[Z1 = 21|22 = 22, X1 = q;, Xo = jA|P[Zy = 2| X1 = q;, X2 = ¢; ]
i=1

P[XQ = Qj‘Xl = (i, A]P[Xl = qil)\]

N
= > b(21]4:) g, 0,4, 0(22]05)

i=1
N

= Y on(i)ag,q,b(zlg). (1.26)
=1

Ahora suponemos que la afirmacién es verdadera para el tiempo t; es decir, que para 1 < 7 < N se
satisface

N
() =Y cr1(i)ag,q,b(zlg)). (1.27)
i=1
Por lo que es necesario demostrar que la recurrencia es verdadera para el tiempo t + 1;

()ét+1(j) = P[Zl = Zl,ZQ = Z9, ...,Zt+1 = Zt+1,Xt+1 = QJ|/\]
N

= > PlZv=21,% =2, Zeyr = 201, Xo = @iy Xer1 = 5|\

i=1
N
= ZP[Zt+1 = ZtJrl‘Zl = Z1, ZQ = 29, .y Zt = ZtaXt = qi,XtJrl = qj7)\]

i=1

P[Xt+1 = Qj|Xt =qi, 21 = 21,49 = 2o, ..., Lt = 2, )\]P[Zl =21,00 = 29,0, Ly = 2, Xy = C]i|/\]

N
= Y i)y, q,b(z0417)) (1.28)
=1
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Esto demuestra la proposicion.

El algoritmo para calcular P[O|)] empleando la variable forward consiste en:

1. Inicializacién: Para 1 < i < N hacer
a1 (1) = mg,b(21|q). (1.29)

2. Induccién: Para1 <t <T —1y 1< 5 < N hacer

a1(5) = bzrla) Y an()ag.q,- (1.30)

i=1
3. Finalizacién: La probabilidad deseada es igual a

P[O')\] = P[Zl :Zl,ZQZZQ,.--,ZT:ZT‘)\]
N
= ZP[Zl2217Z22227---7ZT:ZT7XT:%")\]

i=1

= Zam’). (1.31)

Calculo de P[O|)\] mediante la variable backward

La otra forma de calcular la probabilidad P[O|\] es mediante el uso de la variable backward como se

muestra enseguida.

Definicién 1.9. Dado un modelo de Markov oculto A = (A, B, ) y una secuencia de observaciones
O = {21, 29, 23, ..., zr} asi como el estado en el tiempo ¢ de la cadena de Markov asociada, X; = ¢;. La

variable backward o hacia atras, denotada por (i) se define como
ﬁt(z) = P[Zt—H = Zi41y D142 = 2442y o, LT = ZT|Xt = G, )\] (132)
parat=T—1,T—2,...,1y1<i<N ademds fr(i) =1 para 1 <i < N.

Proposicién 1.2. Parai=1,2,3,..., N yt=1,2,....,T — 1, la variable backward ;. () satisface la
relacion de recursividad v
Bi(i) = Z5t+1(j)aqi,qu(2t+1|61j)~ (1.33)
j=1
Demostracion. La demostracion nuevamente se realiza empleando el método de induccion matemati-

ca.
Elcasot=T —1y 1<1i < N se sigue de la definicién

pr-1(i) = PlZr = zp|Xr-1 = q,

N
= ZP[ZT = ZT,XT = Qj|XT—1 = i, >\]

j=1
N

= ZP[ZT = 27| X7 = qj, Xr1 = ¢;, \|P[ X1 = 4| X711 = ¢3, M|
j=1
N

= > Br()agq,b(2rlg;). (1.34)
=1
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Luego, parat =T —2y 1 <i < N se tiene

Pro(i) = PlZr—1 = 271,21 = 20| X1-2 = ¢;, \|
N

= Y PlZry =201, Zr = 20, Xro1 = ¢j| X2 = i, \]
j=1
N

= ZP[ZT = ZT|ZT—1 =z2r_1, X171 = QjaXT—2 = %/\]
j=1

PlZp_y = zp_1|Xro1 = ¢, Xr—2 = ¢;, NP Xr_1 = ¢;| X7—2 = ¢i, A

N
= D Bro1(i)ag.q,b(zr-1;). (1.35)
j=1

Suponemos que la proposion es valida parat =T —k+1con 4 < k< T y1<i< N, es decir se
cumple que

5T—k+1(i) = P[ZT—k+2 = 2T—k+2, ZT—k+3 = ZT—k+3; -y Zr = ZT|XT—k+1 = qi, >\]- (1-36)

Por lo que se debe demostrar que la proposicién es valida parat =T —kcon 4 < k< T -1y
1<i<N;

ﬁTfk(Z') = P[ZTka = 2T ki1, AT—k42 = 2T—k12y s 4T = ZT‘XTfk = di, )\]
N
= Z PlZr_jy1 = 20—k41, Z7—kt2 = 2T—k42, -, 21 = 21, X7_hp1 = @G| X7 = @3, A
=1

N
= Y PlZr_jp2 = 2r—ps2, o Zr = 20| Zr_jp1 = 21—, Xr—irr = 45, Xr—i = 3, A]

j=1
PlZr_j+1 = 2r—p1| Xr—kt1 = ¢, Xo—k = @i, NP Xr—pr1 = ¢| Xk = ¢, A]
N

= Y Brok1(7)ag g b(erkiilg)). (1.37)
j=1

Lo que demuestra la proposicion.

El algoritmo para calcular la P[O|)\] empleando la variable backward es:

1. Inicializacién. Para:=1,2,3,..., N hacer
pr(i) = 1. (1.38)

2. Induccién.Parat=T—-1,T—2,...1yi=1,2,3,..., N calcular

Bi(i) = Z Bt-‘rl(j)a’qu%b(zt-i-l‘Qj)' (1.39)
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3. Terminacién. La probabilidad deseada es
P[O|>\] = P[Zl = Z1, Z2 = Z9, Z3 = 23y ey ZT = ZT|)\]

N
= = ZP[Zl = Zl;Z2 == 227Z3 = 237"'7ZT = ZT,Xl = q-7|)\]

=1

N
= ZP[Z2 = 29,23 = 23, ... Zr = 2p| 21y = 21, X1 = ¢, A
i—1

PlZ, = 21| X, = q;, \|P[ X = ;||

= Zﬂl(i)b(zﬂq@')%- (1,4())

1.3.4. Solucion del problema 2 de un modelo de Markov oculto

El problema 2 consiste en encontrar una secuencia de estados Z = {z1,xs, 3, ..., 27} que explique
de la mejor manera la ocurrencia de una secuencia de observaciones O = {zy, 29, 23, ..., 2r} bajo un
modelo de Markov oculto A = (A, B, 7). La dificultad recae en encontrar el criterio o método que
permita determinar la secuencia de estados 6ptimos. En este apartado se revisarda dos métodos que

permiten abordar el problema: decodificacion posterior y decodificacion Viterbi.

Decodificacién posterior

El método decodificacién posterior consiste en elegir en cada tiempo ¢, el estado éptimo que de forma

individual maximiza la posibilidad de la emision de la observacion z;. Enseguida se detalla el proceso.

Definicién 1.10. Dado un modelo de Markov oculto A = (A, B, 7) y una secuencia de observaciones
O = {2z, 29, 23, ..., 27 } del mismo, la variable v,(¢;) se define como la probabilidad de que la cadena de
Markov {X;} asociada al modelo A visite el estado g; en el tiempo ¢ dada la secuencia de observaciones

O y el modelo A; es decir,

Yi(q)) = P[Xi=q|O, A
_ PIX; = q;, O|)]
= PO (1.41)

dondet=1,2,..,.T7 ,:=1,2,3,..., N.

Proposicién 1.3. La variable 7;(g;) puede reescribirse en término de las variables forward oy (i) y

backward (3;(i) de la siguiente manera

LORE- < (1.42)

parat=1,2,...T,i=1,2,...,N.
Demostracién. Sea O = {z, 29, 23, ..., 21} la secuencia de observaciones de modelo de Markov oculto
A = (A, B,7), observe que,
P[X;=¢q,0|\ = Pl|Zy=2z,% =2, ....; 27 = 27, X¢ = ;| \]
= PlZi1 = 2111, Zivo = Ziaay ooy Ly = 27|21 = 21, Lo = 2oy o0y Zy = 24, Xy = @4, A
PlZy = 21,7 = 29, ..., Zy = 21, Xy = qi| A
= (1) 5(7). (1.43)
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Sustituyendo la ecuacién (1.43) en (1.41) se obtiene el resultado deseado,

at(i)ﬁt(i)
'Yt(%‘) = W

a (1) By (%)
> je1 PIXe = 45, O[N]
w(@Bl)
ijzl . (7)B:(5)

El conjunto v;(¢;) con i = 1,2, .., N es una distribucién de probabilidad ya que v:(¢;) >0y

L w@p)
;%(%)_Z(ZN (j)ﬁtm)_l' (1.45)

i=1 j=1

(1.44)

Con algunas carateristicas de la variable 74(¢q;) ya mencionadas, se define el método decodificacion

posterior.

Definicién 1.11. Dado un modelo de Markov oculto A = (A, B, ), una secuencia de observaciones
O = {z, 29, 23, ..., zr} y la variable ,(¢;) como se defini6 en (1.41); el método decodificacion posterior
establece que la secuencia de estados Z = {1, 2, T3, ..., 7} que explica de mejor manera la secuencia

de observaciones O es
X; = arg lfgié;]@[%(%)] (1.46)
parat=1,2,...,T.

Decodificacién Viterbi

El ingeniero y hombre de negocios Andrew Viterbi desarrollé en 1976 el algoritmo que ahora lleva su
nombre encontrando diversas aplicaciones como el reconocimiento de voz, linguistica computacional
y bioinformética, Forney (1973). La idea clave del algoritmo es que cuando se tienen diversos cami-
nos entre dos puntos, trata de encontrar cudl de todos los caminos es el mejor, para reconstruir el
camino mas probable de una secuencia de entrada. El método decodificacién Viterbi esta basado en

los conceptos de programacién dindmica como se muestra enseguida.

Definicién 1.12. Dado un modelo de Markov oculto A = (A, B, 7) y una secuencia de observaciones

O = {z, 29, 23, ..., 21}, se define la variable &;(g;), como

5t(Qi) = max P[Xl =21, Xo =19, ... X4 1 =241, Xy = @i, 21 = 21,02 = 22, .., Ly = Zt|>\] (1-47)

T1,L2,..sTt—1
parai=1,2,... Nyt=2,3,..,T. Ademds parai=1,2,..., N se tiene que
01(¢;) = P[Xi=q, 721 =2n|\
= 7,b(z1]q). (1.48)

Proposicién 1.4. Dado un modelo de Markov oculto A = (A, B, 7) y una secuencia de observaciones

O = {2, 29, 23, ..., 21}, la variable &;(¢;) satisface la relacion de recursividad
0¢(¢;) = Max 0¢-1(q:)ag, 4, 0(2415)- (1.49)

parat=2,3,..T.
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Demostracién. Sea O = {zy, 29, 23, ..., 27} la secuencia de observaciones del modelo de Markov oculto
A = (A, B,7); de la definicién de d;(g;) se sigue

(5t<QJ) = méx P[Xl :.’L'l,XQZZ'Q,...,Xt,l :l't,l,Xt:qj',Zl :Zl,ZQ :ZQ,..,Zt:Zt‘)\]

X1,L25---,Tt—1

= miax max PXi=a1,..Xi0=29,X1=0¢.Xi=¢, 21 =21,.., 2t = 2|\

qi  X1,T25.-,Tt—2

= HZELXZ zma); P[Zt = Zt|X1 = X1, X2 = Ty0, Xy1 = @5, Xy = dj, Zy =215 411 = 2, )\]
7 1,225, Lt—2

PXy=q|Xi =21, . Xe2 =22, Xs1 = i, Z1 = 215, Zp1 = 2121, |
PXi=az1,.,. Xio =20, X4 1 = ¢, Z1 = 21, .., Z1-1 = 21|
= i () bl (1.50)
Una vez definida la variable 6;(¢;); el algoritmo del método Viterbi es:

1. Inicializacién. Para:=1,2, ..., N hacer

01(q:) = mg.b(21|qs),

(i) = 0. (-5
2. Recursién. Parat=2.3,.... Ny j=1,2, ..., N calcular
0u(aj) = mAx §-1(¢:)gs,0(2245)- (1.52)
Yi(q;) = arg mziix 01-1(i)aq, q;- (1.53)
3. Terminacidn.
= arg H{;ix or(qi). (1.54)
4. Trayectoria de estados. Parat =7 —1,7 —2,...,2,1, hacer
i = Yry1(giy)- (1.55)

La trayectoria de estados deseada es: {z7, 23, ..., x5}

1.3.5. Solucion del problema 3 de un modelo de Markov oculto

El dltimo y més dificil problema que se presenta en un modelo de Markov oculto es la estimacion
de los pardmetros del modelo. Dada la secuencia de observaciones O = {zy, 29, 23, ..., 21} se quiere
encontrar los parametros del modelo A = (A, B, ) que mejor explique la secuencia de observaciones.

Es decir, se quiere encontrar A que maximiza la siguiente probabilidad P [O|)],

~

A= argm/éXP[(’)M]. (1.56)

El método para tratar el problema 3 de un modelo de Markov oculto es el algoritmo Baum-Welch.
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Algoritmo Baum-Welch

El algoritmo Baum-Welch es un método de maximizacion local y es un caso especial del método EM
por las siglas en inglés del método de maxima esperanza. Se trata de un proceso iterativo en el que a
cada paso se obtiene un estimador A que incrementa la probabilidad P [O|A].

La idea principal del algoritmo es elegir arbitrariamente los valores iniciales de los parametros del
modelo A = (A, B, 7). Usando estos valores asignados y la secuencia de observaciones se estima el
numero esperado de transiciones que ocurren del estado g; al estado g; para todos los posibles ¢; y
q; estados de la cadena de Markov. Asimismo, se estima el nimero de emisiones del simbolo vy en
el estado ¢; para k = 1,2,..., M y todo ¢; estado de la cadena. Estos célculos son utilizados para
recalcular los parametros del modelo. Este proceso continua hasta que se alcanza cierto criterio de
paro.

Para trabajar iterativamente el modelo A = (A, B, 7) es necesario definir algunas variables intermedias

y los estimadores a emplear.

Definicién 1.13. Dado un modelo de Markov oculto A = (A, B, ), una secuencia de observaciones
O = {21, 22, 23, ..., 21} y los estados ¢;, ¢; de la cadena de Markov asociada al modelo; la probabilidad
de transicion del estado g; al estado g; en el tiempo ¢ dada la secuencia de observaciones O y el modelo

A, es igual a

ft(Qi,CIj) = P[Xt =@, X111 = Qj|07)\]
P[Xt = qi7Xt+1 = Qja Oa >\]

PO, A]
_ P[Xt = qi7Xt+1 = QJJ O? )\] (1 57)
PIOJAP[A] '
Proposicién 1.5. La variable &(q¢;, ¢;) puede reescribirse como
g ¢.0 ; '
&g q;) = at<l>aqz,q] (ze41195) Brea(4) (1.58)

PO

Demostracién. Sea O = {z1, 29, 23, ..., 27} la secuencia de observaciones del modelo A = (A, B,7) y
sean ¢;, q; cualesquiera estados de la cadena de Markov asociada al modelo. Observe que el numerador

de la ecuacion (1.57) puede escribirse como

PXi=¢i, Xit1=0;,0,N = PlZiy1=201|Xe1 =05, 21 =21,22 =, ... 2y = 2, Xy = ¢,
Ziyo = 2149, ooy Zp = 27, NP Ziso = 2140, ..., Zr = 20| X1 = ¢,
Iy =21, =,y Zyp = 21, X = @i, \|
P X1 =qi|Xe =i, 21 = 21,22 =, ..., Zy = 21, \|
PlZy = 21,75 =, ..., Zy = z1, Xy = qi|\| P[]
= at(i)aqi,qu(ztﬂ|C]j)5t+1(j)P[)‘] (1.59)

Sustituyendo la ecuacién (1.59) en (1.57) se obtiene el resultado deseado.l

Es importante mencionar lo siguiente:
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» De la definicién de la variable 4(g;) en la ecuacién (1.41), se observa que
V(@) = PlX;=q|O, A

N
= ZP[Xi = Gi, Xep1 = ¢;]0, A]
j=1

= stqi,qj) (1.60)

.2 T-1 . , ..
» La expresion . " &(q;, q;) se puede interpretar como el nimero esperado de transiciones del

estado ¢; al estado ¢; a lo largo del tiempo.

= Asimismo, ZtT:_ll 7:(g;) puede interpretarse como el nimero esperado de veces que el estado ¢;
es visitado a lo largo del tiempo; es decir, el nimero esperado de transiciones hechas desde el

estado g¢;.

Nos interesa determinar estimadores de la matriz de transicion A = {ag, 4, }, del conjunto de distribu-
ciones B = {b(vg|g;)} vy de la distribucién de probabilidad inicial 7 = {7, } para g;,q; estados de la

cadena de Markov asociada al modelo. En seguida se definen estos estimadores.

Definicién 1.14. En un modelo de Markov oculto, el estimador de la matriz de probabilidad de
transicién de la cadena de Markov, serd denotada como A = {ag,,q;}- Donde ay, 4, es el estimador de
la probabilidad de transicién del estado ¢; al estado g;, para cualesquiera g;, g; estados de la cadena

de Markov y se define como:

Ntumero esperado de transiciones del estado ¢; al estado g;. (1.61)

i Numero esperado de transiciones desde el estado g;.

Definicion 1.15. En un modelo de Markov oculto, el estimador de las distribuciones de probabilidad
asociadas a los estados de la cadena de Markov serd denotado como B = {l;(vk|ql} para ¢;, q; estados
de la cadena de Markov y para todo v, elemento del soporte de las distribuciones. Donde l;(vk]ql) es
el estimador de la probabilidad de observar v, dado que la cadena se encuentra en el estado ¢; y se

define como:

Numero esperado de transiciones desde el estado ¢; y con observaciéon vy.

b(vi|g;) = (1.62)

Numero esperado de transiciones desde el estado g;

Definicién 1.16. En un modelo de Markov oculto, el estimador de la distribuciéon inicial de probabi-
lidad de la cadena de Markov {X;} serd denotado como 7 = {7,,}, para todo ¢; estado de la cadena,
donde

g = P[X1 = ¢i|O,\] = 71 (). (1.63)

Una vez definida la notacién para los estimadores del modelo de Markov oculto, enseguida se presenta
el algoritmo de Baum-Welch.
Algoritmo Baum-Welch.

1. Inicializacién: Elegir aleatoriamente los estimadores iniciales del modelo A, B, #. Fijar P, = 0.
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2. Recursién:

Parai=1,2,..,Nyt=1,2,...,T calcular oy(7) y (i) usando los valores de A, B, #.

Parai,7 =1,2,..., N calcular

gft(qi’ o) = ; at(i)dqi’jSffgrll)ijWtH(j) (1.64)
i:%(%) - - % )

t=1 t=1

Parai=1,2,..,. Ny k=1,2,.., M calcular

DTS M (1.66)

t‘Zt:”L)k,t::lQ ..... T—1 t|Zt:'Uk,t:1,2 ..... T—1

(o) = (167

Nueva estimacion de los pardametros del modelo: Para i, = 1,2,.,. Ny k = 1,2,... M

calcular o
d(h,q]‘ — Zt 1 ft(QHQJ') (168)
S velas)
B(Uk|%'> _ Zt|Zt:vkt 1,2,.,.T— 1%(%) (1.69)
Zt 1 %(Qz)
g = 1()- (1.70)

3. Finalizacién: Calcular P, = P[O|\] usando los estimadores anteriores.

Comparar los valores de P, y Ps:

= Si P, — P; > cota hacer P, = P, y regresar al paso 2.

= De lo contrario se ha terminado el proceso y los estimadores del modelo de Markov oculto
son A, Z%, .

1.4. Modelos de Markov ocultos con espacio de observacio-

nes continuo

En esta seccién se describe un modelo de Markov oculto con espacio de observaciones continuo. En la
primer parte se menciona los elementos del modelo sin considerar una distribucién de probabilidad en
particular para las observaciones del modelo. Mas adelante se obtienen estimadores de los parametros
del modelo suponiendo algunas distribuciones de probabilidad, en particular se obtienen resultados
para la distribucién gausiana multivariable, mezcla de gaussianas multivariadas, la distribucién gamma

y distribucion lognormal.
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1.4.1. Elementos de un HMM con espacio de observaciones continuo

Como se vera, un HMM con espacio de observaciones continuo tiene una estructura casi idéntica al
caso discreto, sin embargo existen diferencias fundamentales en el proceso de estimar los pardametros
del modelo. Recordando la definicion al inicio de este capitulo; un modelo de Markov oculto con espacio
de observaciones continuo es un proceso bivariado {(X;, Z;), t > 0} tal que {X;,t > 0} es una cadena
de Markov y {Z;,t > 0} es el proceso de observaciones del modelo, donde la variable aleatoria {Z;}
es una variable aleatoria continua.

Prosiguiendo, en este modelo se identifican los siguiente elementos:
1. Sea T el nimero total de tiempos en los que se observa el modelo de Markov oculto.

2. En el modelo ocurren dos procesos de forma simultanea, el primero de ellos es una cadena de

Markov, {X;}, que tiene un nimero finito N de estados que serdn denotados como

Q: {Q1aQ27Q37---7QN}- (171)

La cadena de Markov tiene asociada una matriz de probabilidades de transicion denotada por
A ={ag, 4}, donde
Agiq; = PlXe11 = qj| Xi = qi]. (1.72)

Ademas, la cadena de Markov tiene una distribucién de probabilidad inicial denotada por m =
{my,}, donde
T, = P[X1=q]. (1.73)

3. El segundo proceso que se presenta en el modelo, es el proceso de observaciones denotado como

{Z;}. En este proceso la variable Z; es una variable aleatoria continua.

4. Cada estado de la cadena de Markov {X;} tiene asociada una funcién de densidad de probabili-
dad para la variable aleatoria Z;. Por lo tanto, se tienen /N funciones de densidad de probabilidad
para la variable Z;, una por cada estado de la cadena de Markov; este conjunto de funciones es
denotado como

B = {b(z|q;)} para j =1,2,3,..., N. (1.74)

donde para cada j = 1,2, 3, ..., N se tiene,

b(2:lq;) = fz.1x1=q; (21) (1.75)

Y JzX.=q, (z;) es la funcién de densidad condicional de la variable aleatoria Z; dado que X; = g;.

Cabe mencionar que la densidad de probabilidad de la variable Z; esta determinada tinicamente
por el estado X; por lo que Z; es independiente del estado Xy y de la variable Z, siempre que
t # t'. Cabe mencionar que cuando X; es desconocido, Z; depende de X;_; debido a la propiedad
de Markov.

Considerando los elementos del modelo de Markov oculto con espacio de observaciones continuo,
de aqui en adelante éste serd denotado como A\, = (A, B, ) para hacer diferencia con el caso

discreto.

Al igual que en el caso discreto, el proceso para generar un conjunto de observaciones es el siguiente:
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1. Definir T', el nimero de observaciones deseadas del modelo de Markov oculto.

2. Fijar el estado inicial de la cadena de Markov x;, una realizacién de la variable aleatoria X, de

acuerdo a la distribucién de probabilidad inicial 7 de la cadena.
3. Fijar t =1

4. Elegir una observacion z;, una realizacion de la variable aleatoria Z;, de acuerdo a la funcién de

densidad de probabilidad asociada al estado x;, es decir b(z|x;).

5. Elegir z;,1, es decir la realizacién de la variable X;,;, a partir de la matriz de probabilidades

de transicion A.
6. Fijar t =t + 1.
7. Sit < T regresar al paso 4.

8. Al final el proceso genera un conjunto de estados denotado como Z = {1, xs, 23, ..., o7}, asi

como el conjunto de observaciones O = {z1, 29, 23, ..., 21}
Enseguida se presenta un ejemplo de modelo de Markov oculto con espacio de observaciones continuo.

B Ejemplo 1.3. Considere un modelo de Markov oculto que consta de una cadena de Markov { X;} con
dos posibles estados, @ = {1, 2}, cada estado tiene asociada una funcién de densidad de probabilidad
para el proceso de observaciones del modelo {Z;}. La distribucién de probabilidad inicial y la matriz

de transicion de la cadena de Markov estan dadas por

A [ P =1, =1] PlXin=2/X,=1] | _ (095 005 .77)
A\ PXp=1X,=2] PX1=2/X,=2 ) \002 098 /" '

Ademas, las funciones de densidad asociadas a los estados son:

Distribucién de probabilidad Gausiana con media = 4 y desviacién estandar o = 10.

barlgs = 1) = ——e 3 () = L () (1.78)
o\V2r 10V27

Distribucién de probabilidad Gausiana con media p = 4 y desviacién estandar o = 1.

1 _ (Ztﬂt)2 1 _;(Zt*4)2
b —9) — - — PAN 1.79
(Zt‘% ) oy 27T6 1/ 27T6 ( )

Siguiendo a Laverty et al. (2002), se generaron un conjunto de 200 observaciones del modelo de Markov

N|—

oculto con espacio de observaciones continuo. En la figura (1.4) se muestra la grafica de los estados de
la cadena de Markov. Asimismo, en la figura (1.5) se muestra las 200 observaciones que se obtuvieron

en la simulacién de modelo.
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Estados de la cadena de Markov
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Figura 1.4: Simulacion de los estados de una cadena de Markov oculta con observaciones continuas.
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Figura 1.5: Simulacién de las observaciones de una cadena de Markov con observaciones continuas.
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1.4.2. Algunas caracteristicas de un HMM con espacio de observaciones

continuo

Enseguida se definen algunos conceptos que seran ttiles mas adelante cuando se determinen los esti-

madores de los parametros de modelo.

Definicién 1.17. Dado un modelo de Markov oculto con espacio de observaciones continuo, A\, =
(A, B,7), la secuencia de estados de la cadena de Markov asociada al modelo Z = {z1, o, x3, ..., o1},
asi como un conjunto de observaciones del modelo O = {z1, 29, 23, ..., 27}. La densidad conjunta de
(O,7) es, Aspirot y Bermole (2004):

T
p(ZhZQ,Zg,...7ZT7.T1,x2,fE3,.. flfT’)\ Zlaxl Hp thxtlxt 1 (180)
=2
donde,
p(21,$1) = b(Zﬂl’ﬁP(Xl = .1'1) = fZ1|X1=fE1(Zl) Tys (1'81)
Pz, m|wi1) = b(zi|w) P(Xy = 2| Xooy = 21) = fzx,=00(21) Qa0 (1.82)
[ |

De la definicién anterior se sigue que la funciéon de verosimilitud para la secuencia de observaciones

O = {2z, 29,23, ..., 27} es:

p(21, 22, 23, 0, 27) = Zﬂ-mb(zl‘xl) H gy, 41 D(Ze41[Tep1). (1.83)
z t=1
Es importante establecer que la funcién de verosimilitud descrita puede ser expresada en términos de

otras funciones de densidad conocidas como densidad hacia adelante y densidad hacia atras.

Definicién 1.18. Dado un modelo de Markov oculto con espacio de observacion continuo A\, =
(A, B, ), una secuencia de observaciones O = {zi, 29, 23, ..., 27} y la variable X; = ¢;, entonces la

funcion de densidad hacia adelante se denota como (7). y se define asi

at(i)c = p(ZbZ?)ZSa "'7Zt7Xt = qll)\c)7 (184)
parat=1,2,..Tyi=1,2,....N. [ |

De la Definicién 1.18 y siguiendo el proceso por el cual se demostrd la Proposicion 1.1 se demuestra

que la densidad hacia adelante satisface lo siguiente, Bilmes (1998):

T b(21lq;) st t=0,

. . (1.85)
{ b(zer1lq;) SOV, (i) Ugq;, S t=1,2,., T —1

Oyl (])c =

Definicién 1.19. Dado un modelo de Markov oculto con espacio de observacion continuo A. =
(A, B, 7), una secuencia de observaciones O = {z1, 29, 23, ..., 21} y la variable X; = ¢;, entonces la

funcién de densidad hacia atrds se denota como [;(i). y se define de la siguiente manera

ﬁt(i)c = p(2t+17 242y Rt+435 -0y ZT|Xt = qi, )\6)7 (1-86)

parat=1,2,..Tyi=1,2,....N. |
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De la Definicién 1.19 y siguiendo el proceso por el cual se demostré la Proposicion 1.2 se demuestra

que la funciéon de densidad hacia atras satisface,

1 si t="1T,

1.87
Zﬁil Bt—&—l(i)c aqi,qu(zt+1|qi) Si t = T — 17 T — 2, . 1. ( )

Bulj)e = {

De esta manera la funcién de verosimilitud de la secuencia de observaciones O = {z1, 29, 23, ..., 21}

puede escribirse como

N
p(Zl,ZQ,Z3,...,ZT|)\C) - ZOCT(i)m (188)
=1
6 bien como
N
(21, 22, 25, o 22| Xe) = Y Bui)b(21]g:) g, (1.89)

i=1
Ahora se define el nimero esperado de veces que una cadena de Markov asociada a un HMM visita
cada uno de sus posibles estados, asi como el nimero de trasiciones que se realizan entre los estados;

esta notacion serd ttil para simplificar los estimadores del modelo mas adelante.

Definicion 1.20. Dado un modelo de Markov oculto con espacio de observacién continuo A, =
(A, B, 7), una secuencia de observaciones O = {z1, 22, 23, ..., 2r}; la funcién de densidad condicional

de la variable X; = ¢; dada la secuencia O y el modelo \. se denota como v;(g;). v es igual a

Ye(gi)e = p(Xi = ¢ O, \o), (1.90)
para:=1,23, ... Nyt=123..7. 1

Observe que ademas,
p(07 Xt = %)
Qi)e = ——ANN
e = o)
_ p(Zl, Ry eny Rty Xt - qip\c)p(zt+la B2y oevy ZT’Xt = 4, >\c)
Zj'vzl p(oa Xt = q'L’)\c)
(D) Bili)e

= e P (1.91)
Zj:l ai(f)e Bi(d)e

Definicién 1.21. Dado un modelo de Markov oculto con espacio de observacion continuo A\, =

(A, B, 7), una secuencia de observaciones O = {z1, 29, 23, ..., 27}, la funcién de densidad conjunta de
las variables X; = ¢;, X;_1 = ¢; condicionada a la secuencia O y el modelo . se denota como &(g;, g;).

y es igual a
ft(%» QJ)C = p(Xt = i, Xt+1 = QJ|O7 >\C>7 (192)
parai,7=1,2,3,...,. Nyt=1,2,3..,T—1. N

Ademas,

o pXe =g, X = ¢, O\
gt(QzJQJ)c p(0|/\c)

_ i (i)e g;q;0(204115) Brs1(d)e . (1.93)

Zi]\il Zjvzl Oét(i)c aqi,q]'b(zt+1 ’qj)ﬂt+1 (])C

2359
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O bien,
é’t(q q) — p(Xt = Qi)p(zt—i-la ceey ZT7Xt+1 = q]|Xt = q;, )\C)
iy 4j)c p(zt+17"‘7ZT|XtZQi,/\C)

_ 2l@)e agig;bz41195) B (5)e (1.94)

515(7;)0

1.4.3. Algoritmo EM para estimar los parametros de un HMM

Al igual que en el caso discreto, es importante determinar los parametros de un modelo de Markov
oculto con espacio de observaciones continuo. Se vera que el camino apropiado para realizar la estima-
cion es empleando el método EM o méaxima esperanza por ese motivo se desarrolla a grandes rasgos

el principio por el que funciona dicho método.

Estimacion de maxima verosimilitud

Como antecedente al método EM, explicaremos el problema de estimacion de maxima verosimilitud.
Consideré un conjunto de vectores de datos denotado como W = {wy, wo, ..., wys} donde w; € R" es
un vector de datos. También suponga que el conjunto de vectores son independientes e idénticamente
distribuidos con distribucién p(w|0©), donde © es un conjunto de pardmetros de la distribucién. En

consecuencia, la densidad conjunta de W es
p(W[O) = I p(w;|®) = L(BIW). (1.95)

La funcién L£(©|W) se llama funcion de verosimilitud de los pardmetros © dados los datos W. Se
visualiza como una funcién de los parametros © donde los datos W son fijos. Prosiguiendo, el problema
de estimacién de méxima verosimilitud tiene el objetivo de encontrar © tal que maximice L. Es decir,

se desea encontrar ©* donde
O = argmax L(O|W). (1.96)

En ocasiones se maximiza log(L(©|W)) ya que resulta mas facil de tratar. Cabe mencionar que
dependiendo de la forma de p(w;|©) es la dificultad del problema. Por ejemplo, si p(w;|©) es la
densidad Gausiana donde © = (u,0?), entonces Uinicamente es necesario determinar las derivadas
de log(L(O|W)) con respecto a los pardmetros e igualar a cero y finalmente resolver para p y o?.
Desafortunadamente, para muchos problemas no es posible encontrar expresiones analiticas por lo

que se debe recurrir a técnicas mas elaboradas.

Algoritmo EM

El algoritmo EM es una técnica més elaborada que el método de estimacion de maxima verosimilitud.
El algoritmo EM, Dempster et al. (1977), Ghahramami y Jordan (1995), Jordan y Jacobs (1994), es
un método general para encontrar los estimadores de maxima verosimilitud cuando la informacion
sobre los datos es incompleta.

Existen dos principales aplicaciones del algoritmo EM:

= Cuando la informacién sobre los datos es incompleta debido a limitaciones en el proceso de

observacion de la muestra.
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» Cuando la optimizacion de la funcién de verosimilitud es analiticamente intratable; sin embargo,
es posible simplificar la funcién de verosimilitud suponiendo la existencia de méds variables no

observadas.

Antes de mencionar los pasos del algoritmo EM considere la siguiente notacion.

Sea H = (W, )) un conjunto de vectores de datos, con h = (w,y) dondeh e H, we Wyy € ).
Ademas, W es el conjunto de vectores de datos observados y ) es un conjunto de vectores de datos
no observados por limitaciones en el proceso de observacién. A WV se le conoce como el conjunto
incompleto de vectores de datos y a ‘H se le conoce como el conjunto completo de vectores de datos.
También, sea p(h|©) la funcién de densidad de h € ‘H con

p(h|®) = p(w,y|©) = p(y|w, ©)p(w[O). (1.97)

donde p(w|©) es la funcién de densidad marginal de los datos incompletos, p(y|w, ©) es la relacién
probabilistica que se asume entre las variables observadas y no observadas. Ambas funciones dependen
de un conjunto © de parametros.

A partir de la funcién de densidad (1.97), es posible definir una nueva funcién de verosimilitud, llamada

la funcién de verosimilitud de los datos completos
L(OH) = LOW,Y) =pWV,)|O). (1.98)

La funcién (1.98) es una variable aleatoria ya que la informacién contenida en ) es desconocida,

aleatoria, y determinada por alguna distribucién que se asume. Por consiguiente, se puede escribir
LOW,Y) = Gwe(D), (1.99)

para alguna funcién Gy o(-) donde Wy © son constantes y ) es aleatorio.

Una vez definida la funcién de verosimilitud de datos completos, los pasos del algoritmo EM son:

= Paso E del algoritmo EM

El paso E consiste en determinar la funcién Q(©,001), definida como

Q0,01 V) = FEllogp(W,Y|0)W,ei )]
_ / lozp(W.y10) (v, WO Y)ay
ye

- / log p(W, y[0) f(y W, 06" D) V|6 D)dy  (1.100)
yey

El primer argumento © corresponde a los parametros que se ajustan para maximizar la esperanza
matematica del logaritmo de la funciéon de verosimilitud en el segundo paso del algoritmo EM.
El segundo argumento ©¢~Y corresponde a los pardmetros que se emplean para evaluar la

esperanza matematica en (1.100).

Cabe mencionar que en la ecuacién (1.100), W'y ©0=1 son constantes y ) es aleatorio. Asimismo,
la funcién f(y[W,00"Y) es la densidad marginal de los datos no observados y como puede
notarse depende de los datos observados W y de los pardmetros ©0~V. La funcién f(W]0O0~1)
es la densidad de los datos observados y depende de los pardmetros ©¢~1. Finalmente, 1 es el

espacio de los posibles valores que puede tomar y € ).
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= Paso M del algoritmo EM El segundo paso del algoritmo EM es maximizar la esperanza ma-

tematica calculada en el paso E con respecto a los parametros ©. Para ello se define,
0" = argmémx@(@,@“‘l)). (1.101)

Una vez determinado ©®), se repite el paso E del algoritmo EM pero ahora se emplea O en
vez de ©0~Y . Cada iteracién incrementa el valor de la funcién de log-verosimilitud, ademés el
algoritmo garantiza la convergencia a un maximo local de la funcién de verosimilitud. Lo ultimo
se establece en diversos articulos donde se aborda sobre la convergencia del algoritmo EM, Wu
(1984), Xu y Jordan (1996).

De esta manera se ha presentado de forma general el algoritmo EM, los detalles que se requieren
en cada paso para realizar los calculos del algoritmo EM dependen de la aplicacion en particular.

Enseguida se vera su aplicacion para determinar los parametros de un modelo de Markov oculto.

1.4.4. Estimacion de los parametros de un HMM bajo la distribucion

Gausiana

En este apartado se obtienen los estimadores de los parametros de un modelo de Markov oculto
con espacio de observaciones continuo y se asume la distribuciéon gausiana multivariable como la
distribucién de las observaciones del modelo. Para ello se emplea el algoritmo EM con el fin de
encontrar los estimadores de maxima verosimilitud de los pardmetros del modelo. El algoritmo EM
aplicado a un modelo de Markov oculto es conocido como algoritmo de Baum-Welch.

El problema que se plantea en términos del algoritmo EM aplicado a un modelo de Markov oculto
es: Se tiene un conjunto de datos conocido que es la secuencia de observaciones del modelo O =
(21, 22, 23, ..., 27); ¥y un conjunto de datos desconocido, aleatorio, que es la secuencia de estados de la
cadena de Markov Z = (x1, 3, ..., o7); ¥, se busca estimar un conjunto de pardmetros A\. = (A, B, 7).
Para la estimacion de los pardametros se supone una relacion probabilistica entre los datos conocidos
y desconocidos.

Antes de establecer el algoritmo EM aplicado al modelo de Markov oculto se dan algunas definiciones

necesarias.
Yia
Definicién 1.22. Sea Y; = _ un vector aleatorio de dimension d, se dice que Y; tiene una
Yid
distribucion gausiana multivariada si su funcién de densidad, denotada como f, (11, X) estd dada por
1 1 Ty—1
Fo (1, 2) = I 1 L DER I o) (1.102)
" (2m)2 |53

donde p es la media del vector aleatorio Y; por lo que es un vector de dimension d, ¥ es la matriz
de varianza-covarianza de la variable aleatoria Y; por lo que es una matriz de dimensién d por d.

Asimismo, |X| denota el determinante de la matriz de varianza y T denota la traspuesta de la matriz.

Definicién 1.23. Sea A\. = (A, B,7) un modelo de Markov oculto con espacio de observaciones

continuo y sea O = (z1, 22, 23, ..., 2r) Una secuencia de observaciones conocida, asociado al modelo de

AR
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Markov existe una secuecia de estados desconocida Z = (xy, za, ..., z7); de la ecuacién (1.80) la funcién
de densidad conjunta de (z1, 2, 23, ..., 27, 1, X2, ..., Tr) estd dada por
T-1
p(21, 22, 23, ony 27, T1, Ta,y ooy | AL) = T, b(21|21) H Ay wpr D(Zeg1|Te41). (1.103)
t=1
donde Z; es un vector aleatorio de dimension d y b(zy11]|z:11) es la funcién de densidad gausiana

multivariable de dimensién d.

Definicién 1.24. Dado un modelo de Markov oculto con espacio de observaciones continuo { Xy, Z; },t >
0 y pardmetros A\. = (A, B, 7) se dice que se asume la distribucion gausiana multivariable para la va-
riable de observaciones Z; si para cada posible estado de la cadena de Markov asociada al modelo, la
funcion de densidad condicional de la variable Z; dado que X; = ¢; para ¢ = 1,2, .., N esta dada por

1

( )d‘|2|1‘6‘%<w—m>TEi1<yt-m>. (1.104)
2m)2 |22

Definicién 1.25. Considere un modelo de Markov oculto con espacio de observaciones continuo
Ae = (A, B, ), una secuencia de observaciones O = (2, 22, 23, ..., 2r) conocida y Z = (xy, za, ..., 1)
denota una posible secuencia de estados de la cadena de Markov asociada al modelo. La funcion de
Baum Welch denotada como Q(\., \%) se define as

QA o) = E[lnp(0, Z|A.)|0, X] (1.105)

donde A’ son un estimador de los pardmetros del modelo de Markov oculto y son conocidos. Cabe
mencionar que la esperanza matematica condicional se toma con respecto a la variable I y que se

encuentra condicionada a O y a A’ ya que estos son conocidos y deterministas.

Con la notacién y definicion establecidas, se procede a calcular los dos pasos del algoritmo EM.

Paso E del algoritmo EM

El primer paso (paso E) del algoritmo EM es construir la funcién de Baum Welch como sigue

QX)) = Ellnp(0,ZIA.) 0, X]
= Zln (p(O,Z|N.))p(O, Z|\)

T-1

= Z In (leb(21|l‘1) H a;tt,:vt+1b(zt+1|xt+1))p(O7I|)‘i)
7z

t=1

T
- Zln T )D(O.IIN) + > (Zlnb 2|2 ) (O, ZN)+) (Zlnal,t +> (O, Z|\)

Zed t=1 Zed

~

-1

N N
= Zlﬂﬂqip(07X1=Qi|)\ +ZZ I ag, 4,00, Xy = i, Xep1 = ;| AL

=1 i=1 j=1 t=1

N T
d 1 1 _ i
3 (— Shn2m — S n S| = 5z — ) 57— ui>)p<o,xt =ql\)  (1.106)

i=1 t=1

Evidentemente se ha asumido que las observaciones del modelo de Markov oculto tienen una distri-

bucién gausiana multivariable de dimensién d. Ademds se ha asumido que O y A\’ son conocidos.
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Paso M del algoritmo EM

Una vez determinada la funciéon Q(\., \%), se procede a realizar el paso M del algoritmo EM, por lo

que se debe resolver el problema de optimizacion,

N = arg Hl)\éX Q(Ae, \Y) (1.107)
Especificamente, se debe resolver
AN = ar max e, A 1.108
¢ & ﬂqi,aqi,qj,zi,,ui, para ¢,j5=1,2,....N Q( C) ( )
Sujeto a
N
i=1
N
> agq =1lparai=12_.N
j=1

Al tratarse de un problema de maximizacion con restricciones de igualdad es necesario emplear el
método de multiplicadores de Lagrange para resolverlo. El lagrangiano correspondiente al problema

(1.108) sera denotado como L(my,, Gg,.q,5 Xi, fhis M1, M2,15 12,2, ---N2,n) Y estd dado por

N N N
L(Tg;s Qgs g5, Zis fis M, M2,1, 2,25 - T2,n) = Q(Aes Ai)*‘ﬂl (Zﬂ—% - 1) "‘Z 77272'(2%1-,% _1) (1.109)
i=1 i=1 j=1

donde 71, 121, 2.2, ..., M2,n son los multiplicadores de Lagrange.

Las condiciones de primer orden son

oL O, Xy = ¢;| N
O, X =gl c)erzo para i=1,2,.,N (1.110)
87qu. ﬂ-lh
oL al
= D m—1=0 (1.111)
O i=1
OL (0, X, = q;, Xpsr = 4| N
i POK=aeXen =glh) ) g L 10N (L112)
dag,q; Qgi,q;
oL al
5 Y agg —1=0 para i=12 N (1.113)
T12,i =
oL d . .
5 Z(zt —p)p(O, Xy =¢q;|A\.) =0  para i=1,2..,. N (1.114)
Hi Py
oL a . . .
o T D (i = (2= i)z — i) )p(O, Xy = qi| ) = 0 para i=1,2,.,N (L115)
i t=1
De las ecuaciones (1.110) y (1.111) se obtiene
X, = ¢\ .
_POXN=alN) e N (1.116)

Ty = . )
& p(O|AL)
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De las ecuaciones (1.112) y (1.113) se tiene

_ S PO, Xy = g5, Xir = ;| ML)

Agiq; = — - para 4,7 =1,2,..,N. (1.117)
>im (O, Xi = il AL)
De la ecuacion (1.114) se sigue que,
T ,
O, X; = g;|\!
o2 PO X =alNze (1.118)

YT p(0, X, = g M)

Finalmente, de la ecuacién (1.115) se obtiene,

_ 23:1 p(QXt = qz'\)\i)(zt - /%’)(Zt - Mz‘)T
ST p(O, Xy = ;| M)

Considerando las definiciones 1.20 y 1.21, se sigue que los estimadores de los parametros de un modelo

2

para 1=1,2,..,N. (1.119)

de Markov oculto con espacio de observaciones continuo bajo el supuesto que la distribucion de la

variable de observaciones es la distribucién gausiana multivariable, son:

g = 71(4i) e para ¢=1,2,..,N. (1.120)
T—-1
Ugrg, = Zt=;_’ft(q“q])c para 4,5=1,2,..,N. (1.121)
>oim1 Ve(@)e
T
[ = L W@ 19N (1.122)

X ()

g Slimla)ee = p)(a— )’
Ethl Ye(Gi)e

Si bien, las ecuaciones obtenidas corresponden a un modelo de Markov oculto con espacio de obser-

para i=1,2,..,N. (1.123)

vaciones continuo donde cada posible observacién es un vector de dimensién d, en la aplicacién que
se realiza del modelo en el siguiente capitulo, la observacion es un escalar por lo que las formulas

empleadas son un caso simplificado del modelo presentado que se obtienen de hacer d = 1.

1.4.5. Estimacion de los parametros de un HMM bajo una mezcla de

(Gaussianas

En este apartado se obtienen los estimadores de un modelo de Markov oculto con espacio de obser-
vaciones continuo, donde se asume una mezcla de gausianas multivariable como la distribucion de las
observaciones del modelo. Para ello se emplea el algoritmo EM con el fin de encontrar los estimadores
de maxima verosimilitud de los pardmetros del modelo.

El problema que se plantea en términos del algoritmo EM aplicado a un modelo de Markov oculto
es: Se tiene un conjunto de datos conocido que es la secuencia de observaciones del modelo O =
(21, 29, 23, ..., z7); v dos conjuntos de datos desconocidos; por un lado, la secuencia de estados de la
cadena de Markov Z = (x1, 3, ...,x7) y por otro lado, una secuencia de componentes de las mezclas
de gaussianas M = {my,, My, , ..., My, , ..., My, } que generaron el conjunto de observaciones y, se busca
estimar un conjunto de pardmetros A\, = (A, B, 7) suponiendo una relacién probabilistica entre los
datos conocidos y desconocidos.

Antes de proceder con la aplicacion del algoritmo EM se consideran algunas definiciones necesarias.

A1
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Definicién 1.26. Sea Y; un vector aleatorio de dimension d, se dice que Y; tiene como distribucion la
mezcla de R gausianas multivariadas si su funcién de densidad, denotada como fy, (f1, X1, ..., fir, Xr)

esta dada por

)T ) (1.124)

M:o

fyt(,ul; E17 <oy MR, ER
k=1 |Zkz|2

donde ur v X son la media y matriz de varianza-covarianza de algin vector aleatorio; ademas se
cumple que 21?:1 Cr = 1y C} es el ponderador o peso de la k-ésima funciéon de densidad en la mezcla

que se realiza.

Definicién 1.27. Dado un modelo de Markov oculto con espacio de observaciones continuo { Xy, Z; },t >
0 y pardametros A\. = (A, B, ) se dice que se asume una mezcla de R gausianas multivariables de di-
mension d como la distribucion para la variable de observaciones Z; si para cada posible estado de la
cadena de Markov asociada al modelo, la funcién de densidad condicional de la variable Z; dado que

X, =g¢q; parai=1,2,..,N estda dada por

R

1
b(zt‘%') = th (/M',b Zi,la o5 i Ry Zi,R) = C@',k—l
; (27) 5| Zi?

Definicién 1.28. Dado un modelo de Markov oculto con espacio de observaciones continuo { Xy, Z; },t >

e—%(yt—m,k)TEZ;(yf_“ivk). (1.125)

0 y pardametros \. = (A, B, 7), que asume una mezcla de R gausianas multivariables de dimensién d
como la distribucién de las observaciones del modelo. Se define My, como una variable aleatoria dis-
creta cuyo soporte es el conjunto de valores {1, 2,3, .., R} y cuya distribucién de probabilidad depende
de la variable X;. Tal variable sirve para referirse a los términos en una mezcla de gausianas.

En otras palabras, la variable M,, = k, con k en el conjunto soporte de la variable, sirve para referirse

al k-ésimo sumando que forma la mezcla de R gausianas multivariable en la ecuacion (1.125).

Definicién 1.29. Sea \. = (A,B,7) un modelo de Markov oculto con espacio de observaciones
continuo y sean O = (z1, 29, 23, ..., 27) una secuencia de observaciones conocida, Z = (z1, xa, ..., T7)
la secuencia de estados desconocida asociado al modelo de Markov y M = {my,, my,, ..., My, } una
posible secuencia de los componentes de las mezclas de gausianas. La funcién de densidad conjunta

de (21, 22, 23, ooy 27, T1, T2y ooy TPy Mgy s Mgy, -y My, ) €5tA dada por

T-1

p(Z1, Ry ey BTy L1y L2y weey Ty Mgy y Mgy vy mIT‘)\Z> = leb<21|£€1, mﬂﬁl) H a$t7$t+1b<zt+1|xt+17 mxt+1>p(m$t+1|$t+1:
t=1

(1.126)
donde Z; es un vector aleatorio de dimension d y b(z|x;, my,) = p(z|zi, My, ) es la funcién de densidad

de z; condicional a x; y a my,.

Con la notacion y definicién establecidas, se procede a calcular los dos pasos del algoritmo EM.
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Paso E del algoritmo EM

El primer paso (paso E) del algoritmo EM es construir la funcién de Baum Welch

Q(Ae; A)

E[lnp(O,Z,M|)\.)|O, \]
ZZln (0,2, M|A.)p(O, T, M|N)

T-1

Z Z In (erb(zl |.T1, Mgy )p(mxl ‘xl) H axt,:cH_l b(zt-i-l ’xt—i-la mxt+1)p(m9€t+1 |th+1))p(0, I> M|/\f:)

I M t=1

T
ZZIH 72, )P(O, L, M|)\’ —1—222111 Zt‘xhmxt)p(mxt|xt))p(07zaM‘)‘fz)

M t=1
—l—ZZZlnamthrlp(O?I,MMi)
I M =1
N N N T-1
Zlnﬂqip((’),Xl = q|\) + Z Z Inag,
i=1 i=1 j=1 t=1

O X =¢q, Xop1 = q]|)\ )

N R T
+3 3N "I (p(ma, = k|l = g)b(z]z = gima, = k))p(O, X, = q;, My, = k|\L)

1=1 k=1 t=1

jp(07 Xt

N N
Zln (0, X1 = gi| M) + Z Z nay,
i=1 ;

= qi, Xip1 = ¢;|\))

N R T
3NN I Cin e (ks Sin)p(O, Xy = g5, My, = K|XL)
i=1 k=1 t=1

i=1 i=1 j=1 t=1

N R T
1 .
—i—ZZZ (——ln27r——1n|21k\ ——(zt i) Z,,i(zt—,ui,k)>p((9,Xt:qi,MXt = k|,

R T
+ZZZln Cixp(O, X, = ¢, Mx, = k| X))

(1.121

En esta ecuacién A es un conjunto de pardmeros del modelo de Markov oculto v son conocidos or
C

otra parte A. son los nuevos parametros del modelo que se pretenden estimar en el segundo paso del

algoritmo EM.
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Paso M del algoritmo EM

Una vez determinada la funciéon de Baum-Welch, el paso M del algoritmo EM consiste en resolver el
problema de optimizacion

i+1 i
)\c = arg max Tq; 504,95 324 kot k> Ci ks Q(Aw /\c) (1128)
para i,j=1,2,...,.N y k=1,2,....R

Sujeto a

N
i=1
N
Zaqi,qj =lparai=1,2,... N
j=1

R
ZCM =1lparat=1,2,...,. N
k=1

Se trata de un problema de maximizacion con restricciones de igualdad, para su solucién se emplea
el método de multiplicadores de Lagrange. El lagrangiano correspondiente al problema (1.128) serd

denotado como L(7y,, Gg,.q;5 Si ks ik Ci k1 M2,15 - M2,N 5 13,15 -, M3,8) Y estd dado por

N
L(qu, aqi,q]'a Ei,k? H’i,ka m, 772,17 "'nQ,Na n3,1a ceey 773,N) = Q()\Cv )\f;) + m ( Z Tq — 1)

=1

N N
+ Z M2,i ( Z Qgyq; — 1)
i=1 j=1
N R
"’Zﬂ&z‘(ZCi,k — 1> (1.129)
=1 k=1

donde 11, m2,1, M2.25 .-, M2, N5 13,15 13,25 ---, 3,5 son los multiplicadores de Lagrange.
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Las condiciones de primer orden del problema (1.129) son

oL 0, X, = q|\ )
= PO, X = gil C)+n1:0 para ¢=1,2,..,N

Oy, s
oL al
— = T —1 =0
8771 ; q;
L —t X, = ¢, Xop1 = |\
4 = 2oz PO X = 65, X = g C)—i—nQ,i:O para i, =1,2,..,.N
aaqi«;fj Qg;,q5
oL al
= Ugq; —1 =0 para =1,2,... N
3772,z‘ ]Zl g
OL Y p(OXe=aq, My, =kN) 0
0C; i Cik s

parat=1,.. Nyk=1..R

oL &
= Cixr—1=0 para i=1,2,..,. N

o, ; *

L a

a = Z(Zt - :ul,k)p(07Xt = qi, MXt = k|)\z> =0

Hi K =1

parai=1,2,. . Nyk=1,2,..,. R

oL d

F = Z(Ezk - (Zt - ,Ui,k)(zt - ,Ui,k)T>p(OaXt = qi, Mx, = kW:) =0
i,k t=1

para 1 =1,2,.. Ny k=1,2,..,R.
De las ecuaciones (1.130) y (1.131) se obtiene
_ (0, X = g;|\)
Mg = i ’
p(O[X)
De las ecuaciones (1.132) y (1.133) se tiene
a _ Zf:_llp(oth = Qi, Xey1 = Qj|>\f;)
" Zfip(a Xi = qiA)
De las ecuaciones (1.134) y (1.135) se tiene
C'k _ Zle p<07 Xt = G, MXt = klAZ:)
, 23;1 2521 p(oaXt = 4i, MXt = k|)\é>
De la ecuacion (1.136) se sigue que,
_ Zzzl th(O7Xt = (i, MXt = kp\i)
Z;f:lp«o?Xt = Gi, MXt - k|)\é) 7
Finalmente, de la ecuacién (1.137) se obtiene,
S >y PO, Xi = i, M, = KIAD (20 — pi) (20— )T
’ Zthl p(OvXt = dqi, MXt = kl)‘lc)

para +=1,2,..,N.

para 4,5 =1,2,..,N.

parai=1,2,.. Nyk=1,2,..,R.

Hi &

para 1 =1,2.. Nyk=12 . R.

(1.130)

(1.131)

(1.132)

(1.133)

(1.134)

(1.135)

(1.136)

(1.137)

(1.138)

(1.139)

(1.140)

(1.141)

para i =1,2,. Nyk=12, ., R.

(1.142)
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Los estimadores obtenidos se pueden expresar de una forma mas sencilla a partir de la siguiente

definicién.

Definicién 1.30. Dado un modelo de Markov oculto con espacio de observacion continuo A\, =
(A, B, ) y una secuencia de observaciones O = {zy, 29, 23, ..., 2r}; la funcién de densidad conjunta de
la variable X; = ¢; y Mx, = k dada la secuencia O y el modelo A, se denota como 7;(g;, k). y es igual

a

’Yt(Qzﬁ k)c - p(Xt = 45, MXt - k|o7 Ac)
Cige o (Wi gy i)

= Y(aq)e (1.143)
ZkRzl Ci,kut (:ui,kv Zl,k)
parai=1,2,3,..N, k=1,2,.,Ryt=1,2,3...7. N
Retomando las definiciones 1.20, 1.21 y 1.30, los estimadores pueden escribirse como sigue,
Ty =1(¢)e,  para i=1,2,. N. (1.144)
T—1
Ugg, = Zt:;_ft(q“%)c para 4,5 =1,2,..,N. (1.145)
> i1 Velai)e
T
9 k c .
= Zt:; W4k o i=1.2.. Nyk=12 R (1.146)
> i1 Ye(Gi)e
T
I k c .
fik = Zt;l 1Wl@ Rz 19 N vk=1,2,.. R. (1.147)
Zt:l ’yt(Qia k)c
T T
i k) e(2e — — i .
Sip = 2o V(G0 R)e(oe = pip) (e = i) o vk=1,2,.. R. (1.148)

T
> i (i k).
Las ecuaciones obtenidas corresponden a un modelo de Markov oculto con espacio de observaciones

continuo donde cada posible observacién es un vector de dimension d.

1.4.6. Estimacion de los parametros de un HMM bajo la distribucién

Gamma

En este apartado se obtienen los estimadores de los parametros de un modelo de Markov oculto con
espacio de observaciones continuo cuando se asume la distribucién gamma como la distribucién de
las observaciones del modelo. Se emplea el algoritmo EM para encontrar los parametros del modelo.

Antes de establecer el algoritmo EM aplicado al modelo de Markov oculto se dan algunas definiciones.

Definicién 1.31. Sea Y; una variable aleatoria, se dice que Y; tiene una distribucion gamma si su
funcién de densidad, denotada como fy, (6, k) estd dada por

k—1

fy (0, k) = ef}(@ e o (1.149)

siempre que y; > 0,y f,, (6, x) = 0 en otro caso, donde 6 es el pardmetro de escala porque donde més
influye es en la dispersién de la distribucion y x es el parametro de forma porque es el que determina

el grado de asimetria y apuntamiento de la densidad.
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Definicién 1.32. Dado un modelo de Markov oculto con espacio de observaciones continuo { Xy, Z; },t >
0 y pardmetros A\, = (A, B, ) se dice que se asume la distribucion gamma para la variable de obser-
vaciones Z; si para cada posible estado de la cadena de Markov asociada al modelo, la funcién de

densidad condicional de la variable Z; dado que X; = ¢;, para i = 1,2, .., N, esta dada por

Ki—1 o

z
b(ze|@i) = f2 (05, 5:) = me %. (1.150)

Con la notacién y definicién establecidas, se procede a calcular los dos pasos del algoritmo EM.

Paso E del algoritmo EM

El primer paso (paso E) del algoritmo EM es construir la funcién de Baum Welch como sigue

T
T-1 ‘
- Z In (me(zlul) H al‘t,xzﬂb(zﬁ'l|xt+1))p(o’Il)\é)
T t=1
T
— Zln T2, )P(O, TINY) + <Zlnb(zt|xt ) (O.ZN)+) (Zlnaxt +> (O, Z|\)
WASH) WASH]

S

-1

N N
= Zlnﬂ"hp<07X1 = qi|\) + ZZ I ag,q,2(O, Xy = g5, Xewr = g5 Ac)

i=1 i=1 j=1 t=1

z .
-I—ZZ ( — 1)Inz — Kk In6;, —InT(k;) — Q—Z)p(O,Xt = q|\.) (1.151)

i=1 t=1

Paso M del algoritmo EM

Una vez determinada la funciéon Q(\., \%), se procede a realizar el paso M del algoritmo EM, por lo

que se debe resolver el problema

i+1
)\?: = arg maxﬂqi7aqi7qj7ﬁi,9i para i,j=1,2,..., NQ(/\Cu )‘Z) (1152)

Sujeto a

> agq =1parai=12_. N

J=1

El lagrangiano correspondiente al problema (1.152) sera denotado como L(7y,, Gy, ¢;5 Ki» 05, M1, 2,1, 2,2, - 12,8

y estd dado por

N N N
L(Trqia a’qi,qj7 Ki, Qia n,M2,15 72,2, "'772,]\/) = Q(Aca Alc) ‘|‘771 ( Z Tg; — 1) +Z N2,i ( Z aqu%‘ - ]‘) (1153)
i=1 j=1

=1

donde 71, 121, 2.2, .., M2,n son los multiplicadores de Lagrange.
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Las condiciones de primer orden son

oL 0, X, = ¢\

oL _ pOX q|0)+n1:0 para i=1,2,.. N (1.154)
oy, Tg;

oL al

— = T, —1 =0 1.155
a,',]l ; qi ( )
L T-1 O X =g X — )\Z
0L _ 2m POX =0 X =a) ) (g para ij=12,. N (L156)

dag,.q; Aq;,q;
L al
= ) a4 —1=0 paa i=12_,N (1.157)

Ona.i sy

oL a I () . .

. = ; Inz; —In6; — T ) p(O, Xy =¢q|\.) =0 para i=1,2,... N (1.158)
oL a Ki  Z

7 t i .
) = Z (—9—i+9—?)p(O,Xt:qi|/\c):O para i =1,2,..,.N (1.159)

t=1
De las ecuaciones (1.154) y (1.155) se obtiene

(O, X1 = q|)\)
7qu. - i )
p(OIX)
De las ecuaciones (1.156) y (1.157) se tiene

S0, X = gy X = g5\

para 1=1,2,..,N. (1.160)

Agiqi = — . para 1,57 =1,2,..,N. (1.161)
" >oim PO, X = g;|\L)
De la ecuacién (1.159) se sigue que,
T .
O X = {; )\Z
g, = 2z PO X =ald)z oy (1.162)

Ri 31 PO, Xo = i|AL)

Finalmente, de la ecuacién (1.158) se obtiene,

Y Inzp(0, Xy = gi|\)
1o P(O, Xy = ;| \L)

donde, ¥(k;) es la funcién digamma. Considerando la definicién 1.20 se sigue que los estimadores de

—Inb; — V(k;) = para i=1,2,..,N. (1.163)

los parametros del modelo son:

o = Y1(¢)e, para i=1,2,..,N. (1.164)
Ugg, = Z'fTTll_ft(qi’Qj)c para i,j=1,2,.. N. (1.165)
Do Ve(di)e
0, = z para ¢=1,2,..,N. (1.166)
Ink; — (k) =InZ —Inz para i=1,2,..,N. (1.167)
Donde,
7 = S ()en 7(Gi)et para i=1,2,... N, (1.168)

> 7e(di)e
T
— 1 i)c .
7 — thlTnzt%(CI) para i=1,2, . N. (1.169)
> i1 Ve(di)e
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1.4.7. Estimacién de los parametros de un HMM bajo la distribucién

Lognormal multivariable

En este apartado se obtienen los estimadores de los parametros de un modelo de Markov oculto con
espacio de observaciones continuo cuando se asume la distribucion Lognormal como la distribucion de
las observaciones del modelo. Se emplea el algoritmo EM para encontrar los parametros del modelo.

Antes de establecer el algoritmo EM aplicado al modelo de Markov oculto se dan algunas definiciones.

Definicién 1.33. Sea Y; = (Y;1, Yio, ..., Yt,d)T un vector aleatorio de dimension d, se dice que Y; tiene
una distribucion Lognormal multivariable si su funcién de densidad, denotada como f,, (1, X) esta

dada por
1

[ —
(2m)2 |32 [ Timy Y1
donde el vector 1 de dimension d y la matriz 3 son los parametros de la distribucion.

Fo(p,3) = e inum ) TR ) (1.170)

Definicién 1.34. Dado un modelo de Markov oculto con espacio de observaciones continuo { Xy, Z; },t >
0 y parametros A\, = (A, B, m) se dice que se asume la distribucion Lognormal multivariable para la
variable de observaciones Z; si para cada posible estado de la cadena de Markov asociada al modelo,
la funcién de densidad condicional de la variable Z; dado que X; = ¢; para i = 1,2,.., N esta dada

por
1

(2m)% (%] Tz 2

Con la notacién y definicién establecidas, se procede a calcular los pasos del algoritmo EM.

b(z1l i) = far(pis i) = =z (namp) T (i —p), (1.171)

Paso E del algoritmo EM

Enseguida se presenta la funcién de Baum Welch

QX)) = Ellnp(0,Z|A.)[0, X]
= Z In (p(O,IP\C))p(O,IMZC)

T
T-1
= Z In (leb(zlyxl) H axt,xz+1b(zt+l|xt+1))p(07z—|)‘lc)
T t=1
T T-1
= w071 + X (3 bl ) (0. 700 + 3 (s )0, Z1N)
T Ted N t=1 zed N t=1
all d 1 d 1
= — =In27 — =In|¥%;| — Inz, —=(Inz — ) "2 (Inz — Z) O, X; = ¢\
D237 (o I = S, — gl S () O, Xs = )
N N T-1
+ Zln 7:0(0, X1 = ¢;|\.) + Z Z Inag, ,,p(0, X = ¢, Xi11 = qj| ). (1.172)
=1 i=1 j=1 t=1

49



AT\

Casa abierta al tiempo

1. Modelos de Markov ocultos

Paso M del algoritmo EM

Una vez determinada la funcién Q(A., \), se procede a realizar el paso M del algoritmo EM, el cual

consiste en resolver el problema,

il . i
AT = arg max Q(Aey AL
7TQi7an‘,Qj72i7Ni7 para Z7]:]-72 7777 N
Sujeto a

N

E :qu =1

i=1

N

5 Ugig; = L Parai=1,2,... N

=1

)

(1.173)

El lagrangiano correspondiente al problema (1.173) es L(mg,, Gqg,.q;, Sis fi, N5 M2,1, 2,2, --T2,n) Y estd

dado por

N N N
L(Tg;s Qgi g5 Sis i M M2,15 2,25 - M2,n) = Q(Aes A +m (Zﬂ-lﬁ _1) +Z 772,@'(2%1-,(11 _1> (1.174)
=1 i=1 7

donde 11, 12,1, M2.2, ..., 2,5 son los multiplicadores de Lagrange.

Las condiciones de primer orden son

oL p(O, X1 = ¢i|\)

= +nm =0 para 1=1,2,..,. N
omy, Tg;
oL al
— = ) m—1=0
om i=1
oL V00, X, = qi, Xpq = q; |\
5 _ thl (O, Xi = q;, Xi1 = q;|\) =0 para
Qgi,q; Qq;,q;
oL al
= Zaq“qj —1=0 para ¢=1,2,... N
8772,1 et
oL a . .
o = Z(ln 2z — w)p(O, Xy = ;| \)) =0  para i=1,2,..
' t=1
L a
oyl T D (8= (Inz — pi)(In 2

@
-
Il

1

De las ecuaciones (1.175) y (1.176) se obtiene

_ p(O, X1 = qi|\)
Z p(OX)
De las ecuaciones (1.177) y (1.178) se tiene

_ Zf;fp(O,Xt = qi, Xep1 = qj| ML)

Tq para

i=1,2,.,N.

1

i,j=1,2..,N

N

Qg q; = — , para 4,5 =1,2,..,N.
] > p(0. X = qil\)
De la ecuacién (1.179) se sigue que,
T .
0, X, =q|\)1 ,
,ui:Zt:lp( X1 = g ho) DA para i=1,2,.,N.

S p(O, Xy = g;| ML)

(1.175)

(1.176)

(1.177)

(1.178)

(1.179)

— 1) PO, Xy = q;|\)) =0 para i =1,2,.., N (1.180)

(1.181)

(1.182)

(1.183)
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Finalmente, de la ecuacién (1.180) se obtiene,

2 (0, X = g Nz — pg) iz — ) T
Zthl p(07 Xy = Qi|/\i)

Considerando las definiciones 1.20 y 1.21, se sigue que los estimadores de los parametros del modelo

Y para i=1,2,..,N. (1.184)

Son:
T = 71(Gi)e para 1=1,2,.., N. (1.185)
T—-1

g, = Zt=;_ft(q“qf>c para 4,5=1,2,..,N. (1.186)

D1 ve(di)e

T
[ c1 .

=z l@)elnz e N (1.187)

> (@)

2 l@)e(n 2 — ) (In 2 — g
ZtT:1 %(Qi)c

Una vez definidos los pardametros del modelo de Markov oculto bajo el supuesto de que las observacio-

)T

PP para i=1,2,..,N. (1.188)

nes del modelo asumen diversas distribuciones de probabilidad, en el siguiente capitulo se presenta la

aplicacion del modelo para analizar el comportamiento de los niveles de ozono en la Ciudad de México.
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Capitulo 2
Niveles de o0zono en la Ciudad de México

En este capitulo, en primera instancia se describe el proceso de formacion del ozono en la atmésfera
y se justifica el por qué de su estudio. Asimismo, se describe el proceso de modelado de series temporales
mediante modelos ocultos de Markov; en particular, se ilustra el modelado de la serie de promedios
diarios de los niveles de ozono en la Ciudad de México a través de un modelo oculto de Markov

homogéneo. Por 1ltimo, se presentan los resultados obtenidos y su interpretacién.

2.1. Conceptos

El ozono (O3) es un gas que se encuentra en dos partes de la atmdsfera; la estratosfera y troposfera.
El de la atmodsfera superior, o estratosfera, es un gas esencial que ayuda a proteger a la Tierra de
los daninos rayos ultravioletas del sol. En contraste, el ozono hallado cerca de la superficie, en la
troposfera, tiene efectos nocivos a la salud humana, la vegetacién y los materiales, CEC. (2008). Por
esta razén, el ozono se describe a menudo como “bueno arriba y malo de cerca”. Figura 2.1

El ozono troposférico, también llamado ozono ambiental u ozono de bajo nivel, es un gas incoloro
y muy irritante creado por reacciones fotoquimicas a la luz del sol entre los 6xidos de nitrégeno
(NO,) y los compuestos orgénicos volétiles (COV), especialmente hidrocarburos. Entre las principales
fuentes para la emision de estos componentes se encuentran la quema de combustibles fosiles en el
transporte, la industria y las centrales eléctricas; asimismo, en la evaporacion de combustibles liquidos
y solventes, Velazquez y Jiménez (2007). El ozono también se forma en niveles bajos proveniente de
emisiones naturales que incluye las emisiones de plantas y suelos, los incendios forestales y los rayos
durante las tormentas eléctricas. Figura 2.2.

El presente trabajo se enfoca al estudio del ozono troposférico debido a su impacto en la calidad de
vida de la poblacién en la Ciudad de México.

El ozono troposférico, componente basico del esmog, se considera un problema “sin umbral” porque
incluso en muy pequenas cantidades en el aire tiene efectos nocivos en la salud humana, principalmente
en los sistemas cardiovascular y respiratorio; por mencionar, se desprenden danos para el ser humano
en ojos, fosas nasales, garganta y bronquios, provocando inflamaciones en las mucosas y conjuntiva,
Velazquez y Jiménez (2007). Asimismo, la exposicion al ozono se ha vinculado con la mortalidad
prematura y una gama de cuestiones de morbilidad, como admisiones en hospitales, al ser causante de
asma y agravar las dolencias de grupos de poblacién més vulnerable como ninos, ancianos o enfermos
crénicos, Sousa et al. (2007) y Filleul et al. (2006). En general, el ozono troposférico también dana a

los animales y a la vegetacién; con respecto a esta tultima, afecta la productividad de los cultivos, las
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Casa aberta al tiempo 3. Niveles de ozono en la Ciudad de México

Figura 2.1: Clasificacién del ozono segtin su ubicacion.

Figura 2.2: Esquema de la produccién de ozono troposférico.
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