IS\ AN\

Casa abierta al tiempo Casa abierta al tiempo
UNIVERSIDAD AUTONOMA METROPOLITANA-IZTAPALAPA
DIVISION DE CIENCIAS BASICAS E INGENIERIA

Construccién de Hartman-Mycielski
TESIS
(Que para obtener el grado de
Maestra en Ciencias (Matemadticas)
Presenta:
Marcela Lopez Gaytan

Asesores:
Dr. Ivédn Sanchez Romero
Dr. Mikhail Tkatchenko Gelievich

Jurado calificador: ; .
Presidente: Dr. Sergey Antonyan M [(
Secretario: Dr. Richard Gordon Wilson Roberts 7 e i

Vocal: Dr. Mikhail Tkatchenko Gelievich

Cd. de México a 25 de febrero de 2020




11



Indice general

Resumen . . . . . . .
Introduccidn . . . . . ..,

1. Preliminares
1.1. Espacios topolégicos . . . . . . . . ..
1.2. Grupos topoldgicos . . . . . . ..o
1.3. Uniformidades en grupos topolégicos . . . . . . . . ... .. ... ...
1.4. Raikov completitud en grupos topolégicos . . . . . .. . ... ... ..

2. Construccién de Hartman—Mycielski
2.1. Encajes en grupos CONEX0S . . . . « « v v v v v v v v

3. Relacién de propiedades entre los grupos topolégicos G y G*
3.1. Propiedades locales . . . . . . . .. ...
3.2. Propiedades globales . . . . . . .. .. ... oL
Conclusiones . . . . . . . . . ...

IIT



v

INDICE GENERAL



Resumen

Dado un grupo topolégico GG, se le puede asociar un grupo topoldgico G* conexo
por trayectorias, localmente conexo por trayectorias y tal que G esta encajado como
subgrupo cerrado de GG*. La construccion del grupo con las caracteristicas que se acaban
de mencionar, recibe el nombre de Construccion de Hartman—Mycielsks.

En este trabajo nos dedicamos a estudiar propiedades topoldgicas—algebraicas entre
G y G*. Se sabe que G* comparte propiedades algebraicas con GG de manera muy sencilla,
por ejemplo, si G es un grupo abeliano, divisible, de torsién o libre de torsién, entonces
G* también lo serd. Veremos que algunas propiedades topoldgicas—algebraicas tienen un
comportamiento parecido a lo que sucede con las propiedades algebraicas mencionadas
anteriormente, es decir, se muestra que G* es metrizable, segundo numerable, w-estrecho
o separable, si y sélo si G tiene la misma propiedad. Un resultado més reciente es que
G* es o-compacto si y solo si G es o-compacto.

La finalidad de la tesis, ademés de mostrar con detalle la construcciéon de Hartman—
Mycielski, junto con las propiedades mas importantes que comparten los grupos G y G*,
es presentar dos hechos nuevos que surgieron durante el estudio y escritura de la misma.
Los resultados que aporta la tesis son, la caracterizacién de cudando G* es Lindelof:
G* es Lindeldf si y solo si G" es Lindelof para cada nimero natural n, y también la
caracterizacién de cuéndo G* es Cech-completo: el grupo G* es Cech-completo si y sdlo si
| G |= 1. Proporcionar dichas caracterizaciones son algunos problemas que permanecian
abiertos en [2] y aqui damos respuesta a ello. Los resultados anteriores aparecen en el
articulo [11], el cual ha sido enviado a la revista Topology and its Applications.
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Introduccion

El primer capitulo de esta tesis incluye preliminares tanto de espacios topoldgicos,
como de grupos topoldgicos, aqui se encuentran resultados auxiliares que usaremos a
lo largo del texto. Algunos resultados incluyen demostracién, mientras que en otros
nos limitamos a indicar las referencias. En este apartado se incluyen uniformidades
en grupos topoldgicos. Aunque el tema es muy extenso, decidimos no profundizar,
pues no es el objetivo de estudio en este trabajo. Sin embargo, ya que tampoco es
un tema muy estudiado y podria resultar nuevo para algunos lectores, empezamos
desde hechos béasicos y de manera gradual llegamos a la parte que nos interesa. En
este mismo capitulo, haremos uso de la teoria de uniformidades para introducir la
complecién de Raikov y mas adelante, en el capitulo 3, se usardan estos resultados para
dar una caracterizacién de Cech-completitud para el grupo G®.

En el capitulo 2, desarrollamos uno de los objetivos principales de esta tesis: mostrar
que cada grupo topoldgico G es topoldgicamente isomorfo a un subgrupo cerrado de un
grupo topologico G* que es conexo por trayectorias.

Sea X un espacio topolégico. El cono topoldgico de X es el espacio cociente

OX = X x [0,1]/(X x {1}).

El cono C'X es conexo por trayectorias y X es homeomorfo al subespacio cerrado
X x {0}. Ademés, el espacio X y su respectivo cono topolégico C' X comparten algunas
propiedades, como las que se muestran a continuacion.

= C'X es compacto si y solo si X es compacto.
= Si CX es metrizable, entonces X es metrizable.

= El espacio C'Z no es metrizable, porque no tiene una base local numerable en el
vértice.

» ('X es compacto metrizable si y sélo si X es compacto metrizable.

Se podria pensar que el cono topolégico de un grupo topoldgico puede ser un buen
candidato para lo que necesitamos, pues cumple con las caracteristicas topologicas men-
cionadas anteriormente. Sin embargo, no preserva la estructura algebraica: si G es un
grupo topoldgico, entonces su cono topoldgico no necesariamente es un grupo topologi-
co. Un ejemplo que ilustra esta situacion es el cono topolégico CZ de los ntimeros
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enteros, que no es un espacio homogéneo y, por lo tanto, CZ no es un grupo topologi-
co. Para nuestros fines, necesitamos que los grupos Gy G°®, ademds de preservar la
estructura topoldgica, también conserven la estructura algebraica.

En la teoria de grupos topoldgicos podemos encontrar un perfecto sustituto del cono
topoldgico. En 1958, S. Hartman y J. Mycielski construyeron un grupo topolégico que
es conexo por trayectorias y localmente conexo por trayectorias. En [8] aparece dicho
resultado, el cual es conocido como la Construccion de Hartman-Mycielski. Dado un
grupo topolégico Hausdorff G con operacién - y elemento identidad e, se considera
el conjunto de todas las funciones escalonadas, cuyo dominio es el intervalo [0,1) y
que toman valores en (. Una funcién f es escalonada si existe una particion finita
0=ap<a; <---<a,=1del intervalo [0,1), en donde f toma un valor constante en
cada subintervalo [a, ay1) paracada k = 0,--+ ,n—1. A dicho conjunto lo denotaremos
por G*. Enseguida se muestra un elemento de G*:

Figura 1: Elemento de G®°.

En G* se define una operacién binaria *, la cual estd dada por: (f * g)(r) = f(r) -
g(r) para cada r € J = [0,1), donde f y g son elementos de G*. Dicha operacion
hace que G sea un grupo, luego dotamos a GG* con una topologia de grupo topoldgico.
De esta manera obtenemos el grupo topolégico que buscamos. Entre los hechos mas
importantes de la construccién de Hartman-Myecielski se encuentra que G* es conexo por
trayectorias y localmente conexo por trayectorias, como se demuestra en la proposicion
2.1.2. También, en el teorema 2.1.3 se prueba que G estd encajado como subgrupo
cerrado de G*.

En [8] también se muestra que si | G |> 1, entonces | G* |= 2“+ | G | y que si
G es un grupo topoldgico metrizable con métrica d, entonces G*® es metrizable, con la
métrica d® descrita a continuacion:

&*(f. 9) = / A(f (), 9(x))d.
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y el encaje de G en G* es una isometria.

Una vez que la construccion de Hartman-Mycielski esta dada de forma explicita, en
el capitulo 3 nos dedicamos a estudiar algunas propiedades que comparten G 'y GG*. Sea
‘P alguna de las siguientes propiedades topoldgicas-algebraicas:

= metrizable;

separable;

segundo numerable;

w-estrecho;
= g-compacto.

Se demuestra que G tiene P si y sélo si G* tiene P. Como se puede ver, estos
grupos comparten ciertas propiedades de manera natural. Una pregunta que surge es,
,qué pasa con la propiedad de Lindelof, es suficiente que G sea Lindelof para que G*
también lo sea? Caracterizar cuando G* es Lindelof es una pregunta que plantearon
A. V. Arhangel’skii y M. Tkachenko en 2008, la pregunta aparece en [2] y en este
trabajo damos respuesta a ella. Para poder responder hacemos uso de algunos hechos
auxiliares, el primero estd dado en el teorema 3.2.13, en donde se establece que (G*)"
es topoldgicamente isomorfo a G*®, para cada ntmero natural n. Como corolario se
tiene que G™ es un subgrupo cerrado de G*, para cada n natural. Es bien conocido
que en espacios topolégicos la propiedad de ser Lindel6f no se preserva bajo productos.
Ejemplo de ello es la recta de Sorgenfrey, que es Lindelof, pero su cuadrado no lo es.
En [1] aparecia como problema abierto si en grupos topolégicos ser Lindel6f se preserva
bajo productos finitos. Hasta hace poco, en [13] se presenté un ejemplo de un grupo
topoldgico Lindelof G tal que G2 no es normal, por lo tanto G? tampoco es Lindelof.
En este trabajo se da una condicién necesaria y suficiente para que G* sea Lindelof: El
grupo G* es Lindeldf si y solo si G™ es Lindeldf para cada n € N (ver teorema 3.2.16).
Dicha caracterizacion responde a un problema que permanecia abierto en [2].

Por otro lado, para responder jcuando G* es Cech-completo? necesitamos recordar
algunos resultados sobre complecién de Raikov. De este modo, en el corolario 3.2.18
demostramos que G* es Raikov completo si y sélo si G es el grupo trivial. Luego, en
en el teorema 3.2.19 se menciona que todo grupo Cech-completo es Raikov completo.
Estos resultados dan lugar al corolario 3.2.20: G* es Cech-completo si y sélo si | G |= 1,
lo cual responde a la pregunta que se mencioné antes y que también aparece en [2]
como problema abierto. En [4] los autores mencionan el resultado 3.2.18, pero no lo
demuestran, sin embargo construyen la complecién de Raikov de G* cuando G es un
grupo topoldgico metrizable.

Los resultados nuevos, aqui obtenidos dieron lugar el articulo [11], el cual ha sido
enviado a la revista Topology and its Applications.
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Capitulo 1

Preliminares

En esta secciéon damos algunas herramientas necesarias para la demostracién de los
resultados principales de esta tesis.

1.1. Espacios topoloégicos

A continuacion se presentan, sin entrar en mucho detalle, una serie de definiciones y
resultados que son necesarios para demostrar que los irracionales no son o-compactos.
La importancia de este hecho se vera clara en el capitulo 2, especificamente en el ejemplo
3.2.17.

Sean X un espacio topologico y A un subconjunto de X. Decimos que A es denso

en ninguna parte si int(A) = ().

Sea X es un espacio topologico y A un subconjunto de X, decimos que A es de
la primera categoria si A = |, An, en donde A, C X es un subconjunto denso en
ninguna parte en X, para cada n € w. Si X no es de la primera categoria, entonces se
dice que X es de la sequnda categoria.

Un espacio topodgico X es un espacio de Baire si toda interseccion numerable de
abiertos y densos en X es densa. Como observacion, notemos que todo espacio de Baire
es de la segunda categoria.

Proposicién 1.1.1. [9, Seccién 5.6] Todo espacio métrico completo es de Baire.

Decimos que un espacio X es completamente metrizable si admite una métrica com-
pleta compatible con la topologia de X.

Corolario 1.1.2. Todo espacio completamente metrizable es de Baire
Proposicién 1.1.3. En R\ Q todo compacto es denso en ninguna parte.

Una vez recordado lo anterior podemos continuar con la demostracion del resultado
que nos interesa.
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Proposicion 1.1.4. El conjunto de niumeros irracionales no es o-compacto.

Demostracion. Si R\ Q fuera o-compacto se tendria que es unién numerable de com-
pactos. Por la proposicién anterior se tendria que R\ Q es unién numerable de conjuntos
densos en ninguna parte, y por lo tanto, el conjunto de ntimeros irracionales seria de la
primera categoria, con lo cual se llega a una contradiccion, pues por el corolario 1.1.2 se
tiene que R\ Q es de la segunda categoria. Concluimos que R\ Q no es o-compacto. [

En la siguiente seccién mencionaremos algunos hechos importantes acerca de pseu-

docompacidad, pero para esto es necesario recordar algunos resultados que seran de
utilidad.

Un espacio Tychonoff X es pseudocompacto si para cada funcién continua f: X — R
se tiene que f(X) C R es acotada.

Sea X un espacio topolégico. Una familia F de subconjuntos no vacios de X se
llama localmente finita si para cada elemento x de X existe una vecindad V' de z, tal
que V intersecta a lo mas un nimero finito de elementos de F. Si V' intersecta a lo mas
un elemento de F se dice que F es discreta.

A continuacion damos una caracterizacion de los espacios pseudocompactos en
términos de familias localmente finitas.

Proposicion 1.1.5. Sea X un espacio Tychonoff. Entonces las siguientes condiciones
son equivalentes:

i) El espacio X es pseudocompacto.

)
i) Cada familia localmente finita de subconjuntos no vacios de X es finita.
iii) Cada cubierta abierta y localmente finita de X es finita.

)

iv) Cada cubierta abierta y localmente finita de X tiene una subcubierta finita.

La condicién ii) se debe a Glicksberg, del anio 1952 y se puede consultar en [7],
mientras que en 1957, Kerstan da iii). La equivalencia en iv) corresponde a Smirnov en
el ano 1954.

Las siguientes proposiciones resultan ser pieza clave para demostrar los teoremas
3.2.12 y 3.2.16, porque ademas de simplificar de manera considerable el trabajo, per-
miten apreciar mejor lo que se hace. Las demostraciones se omiten, pero se recomienda
consultar [6] para més detalle.

Proposiciéon 1.1.6. El producto cartesiano X X Y de un espacio Lindelof X y un
espacio compacto Y es un espacio Lindelof.

Proposicion 1.1.7. El producto finito de espacios o-compactos es o-compacto.

Proposicion 1.1.8. La union numerable de subespacios Lindelof es Lindelof.
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1.2. Grupos topolégicos

Un conjunto GG con una operacién binaria - y una familia 7 de subconjuntos de G
se llama grupo topoldgico si satisface las siguientes condiciones:

1) (G,") es un grupo;
2) (G, ) es un espacio topoldgico;

3) Las funciones ¢,: (G,7) x (G,7) — (G,7) vy ¢2: (G,7) — (G,7) dadas por
gi(z,y) = -y y go(x) = x~! son continuas, en donde z~! es el inverso de

x.

Con frecuencia nos referiremos al grupo topolégico GG con operacién - y topologia 7
como la terna (G, -, 7). Si no hay ambiguedad, usaremos sélo G.

Teorema 1.2.1. Considere un grupo topolégico G. Si g es un elemento de G, entonces
las funciones py(x) = xg y o4(x) = gz, para cada x € G, son homeomorfismos de
G en si mismo. La inversion f: G — G, definida por f(y) = y= ', también es un
homeomorfismo. Las funciones py y o4 se llaman traslaciones derechas e izquierdas de
g, respectivamente.

Corolario 1.2.2. Todo grupo topologico G es un espacio homogéneo.

El siguiente teorema muestra como generar una topologia de grupo topoldgico y
sera muy util cuando hagamos la construccién del grupo que nos interesa.

Teorema 1.2.3. Sean G un grupo topoldgico Hausdorff y % una base local de G en su
identidad e. Entonces % tiene las siguientes propiedades:

i) Para cada U € %, existe V € U tal que V? C U,

ii) Para cada U € U, existe V € U tal que V—1 C U;

iii) Para cada U € % y cada x € U, existe V € % tal que Vo C U;

iv) Para cada U € U 1y cada x € G, existe V € U tal que 2V~ C U;

v

)
)
)
)
) Para cada U,V € %, existe W € % tal que W C UNV,
)

vi) % = {e}.

Por otra parte, sea G un grupo sin topologia y % wuna familia de subconjuntos de
G que satisface las propiedades i) — vi). Entonces By = {Ua: a € G,U € U} es una
base para una topologia 79 en G que es Hausdorff. Con esta topologia, G es un grupo
topoldgico y la familia {aU: a € G,U € %} es una base para la misma topologia en G.
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Demostracion. Si G es un grupo topolégico, entonces i) y ii) se siguen de la continuidad
de los mapeos inversién y multipliacién en la identidad e. La propiedad iii) se sigue de
la continuidad de las traslaciones izquierdas en G. Similarmente, iv) se sigue del hecho
que ¥ — axr 'y xa — ara” ' son homeomorfismos de G. La propiedad v) es clara, ya
que % es una base local en la identidad e, mientras que vi) se cumple ya que G es un
espacio Hausdorff y % es una base abierta en e.

Para probar la segunda parte del teorema, sean % una familia de subconjuntos de
G tal que las condiciones i) — vi) se cumplen y 7 la familia de todos los subconjuntos
W de G que satisfacen la siguiente condicion:

Para cada x € W, existe U € % tal que Uz C W.

Entonces se cumplen las siguientes afirmaciones.

Afirmacion 1. La familia 7 es una topologia en G.

Efectivamente, el vacio y G estan en 7. Ahora, supongamos que Wi, W,y € 7y
pongamos W = W, N W,. Para probar que W es elemento de 7, consideremos x € W.
Existen Uy, Uy € % tales que Ujx C Wy y Uz C Ws. Por la propiedad v) se tiene que
existe U € % tal que U C U; N Us,. Entonces, Ur C Wy N Wy = W. De aqui, W € 1.
Por otro lado, es inmediato que la unién arbitraria de elementos de 7 sigue estando en
7. Con esto concluimos que 7 es una topologia en G.

Afirmacion 2. Para cada x € Gy cada U € % se cumple que Uzx € 7.

Sea y € Ux. Entonces yz~! € U. Por la propiedad (iii), existe un elemento V € %
tal que Vyz~—! C U. Se sigue que Vy C Uz. De aqui, Uz € 7.

Afirmacién 3. La familia By = {Ua: a € G,U € %} es una base para la topologia
7. En consecuencia 7 = 7.

Se sigue de la afirmacién anterior.

Afirmacion 4. La multiplicacion en G es conjuntamente continua con respecto a la
topologia 7.

Sean a, b elementos arbitrarios de G y O un elemento de 7 tal que ab € O. Entonces
existe W € % tal que Wab C O. Ahora, encontremos U,V € 7% tales que UaVb C Wab
0, equivalentemente, UaV C Wa, Lo cual equivale a U(aVa™!) C W. Ahora podemos
ver como escoger U,V € U .

Primero, aplicar i) para escoger U € % tal que U? C W. Después, usar iv) y escoger
V € % tal que aVa™' C U. Por la eleccién de U y V, tenemos U(aVa™') C U? C W,
lo cual implica que UaV'b C Wab. Asi, la multiplicacién en G es continua con respecto
a la topologia 7. En particular, todas las traslaciones de G' son continuas y el espacio
(G, 7) es homogéneo.

Afirmacion 5. Para cada b € G y cada V € %, se cumple que bV € 7.
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Sea y € bV. Se tiene que b~ly € V. Por iii), existe un elemento W € % tal que,
Wb~ly C V. Se sigue de iv) que existe U € % tal que b='Ub C W. Por lo tanto,
b=1Ubbly C V, esto es, b'Uy C V. De aqui, Uy C bV. Se sigue que bV € .

1

Afirmacién 6. El mapeo In de G sobre G, dado por In(x) = x~! es continuo con

respecto a la topologia 7.

La afirmacién 3 nos garantiza que basta mostrar que el conjunto a U~ € 7 para
cadaa € GycadalU € %, yaque In"'(Ua) = a 'U~L. Por la afirmacién 5 es suficiente
verificar que U~! € 7. Sea x € U~! arbitrario, entonces x=! € U, asf iii) implica que
Vz~! C U para algin V € % . Aplicar ii) para escoger W € % tal que W' C V.
Entonces W=lz™t C Vo' C U, luego 2W = (W~lz=1)=1 c U~'. Otra vez, por la
afirmacién 5, xW es una vecindad abierta de z en (G, 7). Asf concluimos que U™ es
un elemento de 7.

Finalmente, la homogeneidad de G y vi) implican que la topologia 7 es Hausdorft.
Esto finaliza la demostracion del teorema. O

Para probar que un homomorfismo es continuo es suficiente hacerlo para la identi-
dad.

Proposicion 1.2.4. Sea f: G — H un homomorfismo entre grupos topoldgicos. FEn-
tonces f es continuo si y solo si f es continuo en la identidad.

Demostracion. La condicién necesaria se cumple de manera trivial. Ahora, sea = € GG
arbitrario y supongamos que O es una vecindad abierta de y = f(z) en H. Ya que
la traslacion izquierda, \,, es un homeomorfismo de H, existe una vecindad abierta V'
de la identidad ey de H tal que yV C O. Se sigue de la continuidad de f en eg, que
f(U) C V, para alguna vecindad abierta U de ez en G. Otra vez, ya que A, es un
homeomorfismo de G, el conjunto xU es una vecindad abierta de z en G y tenemos
que,
faU)=yf(U)cyV CO.

Por lo tanto, f es continua en =x. O]

Proposicién 1.2.5. Sea f: G — H un homomorfismo entre grupos topologicos. En-
tonces f es abierta si para cada vecindad U de eq, existe una vecindad V de ey tal que

vV C fU).

Demostracion. Sean A C G un abiertoen Gy y = f(a) € f(A), en donde a € A. Como
la traslacién izquierda, A\,-1, es un homomorfismo se tiene que a~'A es una vecindad de
ec en G. Por hipdtesis, existe una vecindad V' de ey tal que V' C f(a='A). Por ser f un
homomorfismo se tiene que f(a™tA) = y~' f(A) y se sigue que V C y~! f(A), entonces
yV C f(A), en donde yV es una vecindad de y. Se concluye que f(A) es abierto en
H. O
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Se dice que un grupo topoldgico G es precompacto si para cada vecindad abierta V'
de la identidad e en G, existe un subconjunto finito A C G tal que AV = G =V A.

Algunos ejemplos de grupo topolégicos precompactos los da la siguiente proposicion.
La demostracién que presentamos es similar a la que aparece en [5], sin embargo, dicha
demostracion se puede simplificar al hacer uso de la caracterizacién de pseudocompa-
cidad que aparece en 1.1.5 y se obtiene lo siguiente.

Proposicién 1.2.6. Cada grupo topologico pseudocompacto es precompacto.

Demostracion. Supongamos que G es un grupo topolégico pseudocompacto que no es
precompacto. Entonces, existe una vecindad U de la identidad e en G y una sucesion
{z1} de puntos de G tales que, para cada k € N se cumple:

Ty & U z,U. (1.1)

Escojamos una vecindad simétrica V' de la identidad e tal que V* C U y veamos que
la familia F = {x3V: k € N} es discreta en G. Supongamos lo contrario, es decir, para
algin x € G se tiene que zV intersecta a mas de un elemento de la familia F. Existen
i,j € N, con i < j, tales que 2V N,V # 0y 2V Na;V # 0. Se pueden encontrar
a,b,c,d € V tales que x = z;ab™' y & = xjed . Se sigue que x;ab™! = x;ed™! y por lo
tanto 2;V? Na;V? # (). Usando el mismo razonamiento anterior, existen r, s € V? tales
que, x; = x;sr ' € x;V* C x,;U, lo cual contradice 1.1. De este modo, F es discreta
y, por lo tanto, localmente finita. Usando la proposicién 1.1.5, concluimos que G es
pseudocompacto. O

1.3. Uniformidades en grupos topolégicos

Comenzamos la seccién con uniformidades en un conjunto para después definirlas
en grupos topoldgicos.

Sean X un conjunto y U, V' subconjuntos de X x X. Denotemos por UoV al siguiente
conjunto,

UoV ={(x,2): (z,y) €U y (y,z) € V para algin y € X }.

En adelante, sea Ax = {(z,z) : x € X} la diagonal en X, y si no existe confusién
con los conjuntos con los que estamos trabajando, denotaremos a U o V' como UV y
para el caso U = V, escribiremos V? = VV. En general, para un conjunto U C X x X
y un entero n > 2, definimos inductivamente el conjunto U" C X x X como sigue,
U2=UoU,U?=UoUoU y asi sucesivamente. También, para cada V C X x X, sea

Vi ={(y,x): (v,y) € V}.

Definicién 1.3.1. Una uniformidad en un conjunto X es una familia U de subcon-
juntos de X x X que satisface las siguientes condiciones:
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i) Ax ={(z,x):x € X} C U, paracada U € U.

ii) Para cualesquiera U,V € U, existe W e U, tal que W Cc UNV.

1v

)
)
iii) Para cada U € U, existe V € U, tal que V? C U.
) SiUeU yUCV, entonces V € U.

)

v) Para cada U € U, existe V € U tal que V! C U.

A la pareja (X,U) se le llama espacio uniforme y a los elementos de U les llamamos
entornos. Un ejemplo de uniformidad es el siguiente.

Sean X un conjuntoy U = {U C X xX : Ax C X}. La familia // es una uniformidad
en X. Efectivamente, las condiciones i), v) y iv) de la definicién anterior se satisfacen de
inmediato. Para ii), veamos que si U, V' € U, entonces W = UNV € U. Finalmente, para
iii) basta mostrar que A% = Ay. Sea V = Ax. Para ver que V2 C V, consideremos
(z,y) € V2 entonces existe z € X, tal que (z,2) € V y (2,y) € V. Se sigue que
r = 2=y, asl que (z,y) € V. Es inmediato que V' C V2. Ahora consideremos U € U,
por lo que acabamos de mostrar se tiene que U? C U, y de este modo iii) se cumple.

Una familia § C U es llamada base para la uniformidad U si para cada V € U,
existe W € g tal que W C V.

Es sencillo darse cuenta de que, si X es un conjunto y 3 es una familia de subconjun-
tos de X x X que satisface todas las condiciones de la definicion 1.3.1 de uniformidad,
excepto la iv), entonces [ es base para la siguiente uniformidad

U={UCX xX: existeVep talque VCU}

A continuacion se muestra como los espacios uniformes resultan ser generalizaciones
de espacios métricos.

Ejemplo 1.3.2. Sea d una métrica en X, entonces d induce una uniformidad Uy en
X.

Demostracion. Sea U, = {(z,y) : d(z,y) < £}, para cadan € Ny U = {U, : n € N}.
Mostraremos que U es base para la uniformidad U,; en X. Para esto, veamos que U
satisface las condiciones i) — iii) y v) de la definicién 1.3.1. Entonces

i) Se cumple de manera trivial.

Asi

3=
S e

<

ii) Sean U, U,, € U, para n,m € Ny r = max{m,n}, entonces % < %

que U, C U, NU,,.

y

iii) Sea n € N, entonces existe m € N, tal que n < %. Consideremos U, € U.
Afirmamos que U,, € U es tal que U2 C U,. En efecto, sea (x,2) € U2, entonces existe
y € X tal que (z,9), (y, 2) € U, esto es, d(z,y) < + y d(y,z) < L. Ahora,

d(r,2) < d(z,y) +dy,2) < = < -
T,z x 2) < — < —.
) —_ 7y y’ m n
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Se sigue que (z, z) € U,.

v)Sea U € U y consideremos V = U. Al ser d una métrica, se tiene que U™ = U y
por lo tanto V= C U. O

Sea U una uniformidad en un conjunto X. Para cada x € X y cada U € U se define
la U-bola centrada en x como sigue

B(z,U)={y € X : (z,y) € U}.

SiAc X yUeU, se denota como B(x,U) al conjunto | J,., B(z,U). SiU,V e U
son tales que U C V, entonces B(x,U) C B(x,V), para cada x € X.

El siguiente resultado muestra como una uniformidad & en un conjunto X induce
una topologia 7.

Proposicién 1.3.3. Sean U una uniformidad en un conjunto X y 14 una familia de
subconjuntos W C X tales que, para cada x € W existe U € U tal que B(xz,U) C W,
entonces 14 es una topologia en X.

Sean X un espacio topologico y U una uniformidad en X. Decimos que U es una
uniformidad compatible en X si la topologia inducida por 4 en X coincide con la
topologia original de X.

Una vez recordado lo anterior, es momento de introducir uniformidades en grupos
topologicos, que es la parte que nos va a servir mas adelante, para demostrar resultados
importantes de esta tesis.

Sean G un grupo topoldgico y N'(e) que denota a la familia de todas las vecindades
de la identidad e en G. Para cada V' € N (e), definimos los subconjuntos Ly, Ry y By
de la siguiente manera,

Ly = {(z,y) eGxG:yeaV},
Ry = {(z,y) e GxG:x e Vy},
By = LyNRy.

También consideremos las siguientes familias:
A = {Ly:VeN()},

p = {Ry:VeNe)},
B = {By:VeNe)

= {DCGxG: existe VeN()y Ly C D},
{DCGxG: existe VeN(e) y Ry C D},
= {DCGxG: existe VeN(e) y By CD}.

= A D
I
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Lema 1.3.4. Sean G un grupo topoldgico, U,V elementos de N(e) en G, tales que
V" C U, para cada n € N. Entonces Ly, C Ly, Ry, C Ry y By, C By.

Demostracion. Los tres casos se demuestran de manera similar, asi que sélo se va a
mostrar que Ly, C Ly. Para n = 1 es trivial, asi que supongamos n > 2.

Consideremos (x, z) € L}, entonces existen v, ..., Yn—1, tales que (y;,yi+1) € Ly para
cada i =0,....,n—1, en donde yy = = vy y,, = z. Se sigue que y;+1 € y;V, o lo que es lo
mismo y; 'yiy1 € V con i =0,...,n — 1. Entonces

n—1
aflz = Hy;l Yir1 € VvrtcU.
i=0
Por lo tanto 27!z € Ly y concluimos que LY, C Ly. O

El siguiente resultado nos muestra la relacion que hay entre las familias que acaba-
mos de definir.

Teorema 1.3.5. Sea G' un grupo topologico arbitrario. Las familias L,'R,B son uni-
formidades en Gy X\, p y 8 son las respectivas bases de L, R y B.

Demostracion. Se demostrara el teorema solo para la familia B. Para esto, se tiene que
verificar que B satisface las condiciones de la definicion 1.3.1.

i) Dado U € B, existe V € N(e) que cumple By C U. Notemos que Ag C By, pues
si (z,x) € Ag, entonces z € zV y x € 2V, asi que (z,x) € Ly N Ry. De este modo
(x,z) € By y Ag C U.

ii) Sean Uy, U, € B, entonces existen Vi, V, € N (e) tales que By, C Uy y By, C Us.
Pongamos V' = V; N V;, entonces V' también es vecindad de la identidad e, es decir
V€ N(e). Recordemos que Ly = {(x,y) € G x G:y € z(Vy N V2)}. Entonces, si
(x,y) € Ly, también se tiene que (x,y) € Ly,, con i = 1,2. Asi que Ly C Ly, N Ly,. De
manera similar se tiene Ry C Ry, N Ry,. Se sigue que

Ly NRy C LV1 N LV2 N va N RV2.

Por lo tanto,
By C BV1 ﬂBV2 c Ui nNnUs.
De esta manera, Uy N Uy € B.
iii) Dado un elemento U en B, podemos encontrar una vecindad V' de la identidad

e, tal que By C U. Escojamos W € N (e) tal que W? C V. El lema 1.3.4 nos garantiza
que BE, C By.

iv) SiU € By U C V, entonces por la definicién de B se tiene que V € B.

v) Sea U € B, entonces existe V' € N (e) tal que By C U. Escojamos W € N (e) tal
que W=t C V, entonces By' = By—1 C By. O
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Teorema 1.3.6. Cada uniformidad L, R,B es compatible con G.

Demostracion. Para ver que L es compatible con G, escojamos U € L,y x € G
arbitrario, entonces existe V- € N (e) tal que Ly C U. Se sigue que B(z, Ly) C B(x,U).
También B(x,Ly) = zV y ya que este dltimo conjunto es abierto en G y se cumple
que x € 2V C B(x,U), se tiene que B(x,U) es una vecindad de x en G y la familia
{B(z,U): U € L} es una base de z en G. De este modo la uniformidad £ es compatible
con G. Un argumento similar muestra que R es compatible con G.

Para B, se tiene que B(x, By) = 2V NV, para cada V € N(e) y x € G. Como los
conjuntos xV y Vx son abiertos en G se tiene que B es compatible con G. m

De ahora en adelante llamaremos a £, R v B, uniformidad izquierda, uniformidad
derecha y uniformidad bilateral en G, respectivamente.

1.4. Raikov completitud en grupos topolégicos

Para poder definir Raikov completitud se requieren de varios resultados previos.
Comenzamos con las nociones bésicas de filtros.

Sea (G un grupo topoldgico y e la identidad en G. Un filtro en G es una familia F
de subconjuntos no vacios de GG que satisfacen las siguientes condiciones:

1. SiU,V € F, entonces U NV € F.
2. 51U € FyU C W, entonces W € F.

Una familia F de conjuntos no vacios de GG se llama filtro base si para cualesquiera
UV e F existe We Ftalque W CcUNV.

Un punto z en G se llama limite de un filtro F si cada vecindad de x pertenece a
F. Se dice que el filtro F converge a x y escribimos x € lim F.

A continuacién vamos a definir una clase importante de filtros, tanto en espacios
uniformes, como en grupos topoldgicos. En ambos casos nos vamos a referir a estos
filtros como filtros de Cauchy. Aunque en grupos topoldgicos los filtros de Cauchy
también se conocen como filtros de Raikov, en este texto no vamos a usar este nombre.
Dicha situacién no deberia causar ningin problema, ya que siempre se va a especificar
en dénde se esta trabajando y con ello se evita cualquier confusion.

Sea (X,U) un espacio uniforme. Un filtro £ de subconjuntos de X se llama filtro de
Cauchy en (X,U) si para cada U € U existe F' € £ tal que F' x FF C U.

El espacio uniforme (X,U) es completo si cada filtro de Cauchy converge a algin
punto de X.

Sean G un grupo topoldgico y F un filtro de subconjuntos de G. Decimos que F
es un filtro de Cauchy en G si para cada vecindad V' de la identidad e, en G existen
a,be Gy F e F tales que F' C aV NVb.
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Los grupos topoldgicos en los cuales, cada filtro de Cauchy converge, respecto a la
topologia generada por la uniformidad bilateral reciben un nombre especial y esta dado
en la siguiente definicion.

Definicién 1.4.1. Un grupo topolégico G en el cual cada filtro de Cauchy converge es
llamado Raikov completo.

El siguiente teorema establece una relacion natural entre los grupos Raikov comple-
tos y los espacios uniformes completos.

Teorema 1.4.2. Un grupo topologico G es Raikov completo si y solo si el espacio
uniforme (G, B) es completo, en donde B es la uniformidad bilateral del grupo G.

Demostracion. Supongamos que el grupo G es Raikov completo. Vamos a verificar que
cada filtro £ de Cauchy en (G, B) converge. Sea V' una vecindad abierta de la identidad
e en GG. Entonces

By ={(z,y) e GXxG:yeaV, yeVa}

es un elemento de la uniformidad B. Ya que £ es de Cauchy en (G, B), existe F' € &
tal que F' X F' C By. Para cada © € F se cumple que F' C 2V NVx, puessiy € F,
entonces (z,y) € ' x F C By, asi que y € £V N Vz. De este modo £ es un filtro de
Cauchy en el grupo G. Al ser G Raikov completo, & debe converger a algiin punto de
G. De este modo el espacio uniforme (G, B) es completo.

Inversamente, supongamos que el espacio uniforme (G, BB) es completo. Para mostrar
que G es Raikov completo, tomemos un filtro de Cauchy arbitrario £ en GG. Veamos que &
también es de Cauchy en (G, B). Sea U € B, entonces existen vecindades de la identidad
e en G, digamos V y W = W~ tales que By C Uy W? C V. Al ser £ filtro de Cauchy
en GG, se tiene que F' C alW N Wb, para algin F € £ y a,b € G. Ahora, consideremos
r,y € F arbitrarios. Ya que W es simétrica se tiene que a 'z € W, x7'a € W y
aty € W.De aqui, 2 'y = (z7'a)(a'y) € W2 Similarmente, de zb™* € W, yb~! € W
y by~' € W se sigue que zy~! = (zb~1)(by~1) € W2 Ya que W? C V, concluimos que
(x,y) € By.

Esto prueba que F' x F' C By y se tiene que & es un filtro de Cauchy en (G, B).
Como (G, B) es completo, £ converge a algin punto de G. Concluimos que G es Raikov
completo. O
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Capitulo 2

Construccion de
Hartman—Mycielski

Mostraremos que cada grupo topolégico GG es topoldgicamente isomorfo a un sub-
grupo cerrado de un grupo topoldgico G* que es conexo por trayectorias y localmente
conexo por trayectorias. Los grupos G y G* comparten muchas propiedades, como me-
trizabilidad, separabilidad, w-estrechez, entre otras.

2.1. Encajes en grupos conexos

Sea GG un grupo topolégico Hausdorff con identidad e y multiplicacion -. Conside-
ramos el conjunto de todas las funciones cuyo dominio es el intervalo [0,1) y toman
valores en el grupo G, tales que existe alguna sucesiéon 0 = ag < a1 < -+ < a, = 1,
en donde la funcién f es constante en [ag,ar;1) para cada k = 0,1,...,n — 1. A dicho
conjunto lo llamamos G°.

Nota. Las funciones en G, son funciones escalonadas y en lo sucesivo denotaremos
por J al conjunto [0,1). A continuacién se muestra un ejemplo de un elemento en G*:

Definimos una operacion binaria % en G* de la siguiente manera, para cualesquiera
dos funciones f y g en G* y cada r € J,

(fxg)(r) = f(r)-g(r).
Veamos que (G*, *) tiene estructura de grupo.
i) La operacion * es asociativa, es decir, para cada r € J se tiene que
[(f * g) * h](r) = [f % (g % R)](r).

ii) El conjunto G* tiene un tnico elemento identidad e®, en donde, para cada r € J
se cumple que
e*(r) =e.

13



14 CAPITULO 2. CONSTRUCCION DE HARTMAN-MYCIELSKI

Figura 2.1: Elemento de G°.

iii) Para cada elemento f en G* definimos su inverso f~! de la siguiente manera.
Para cada r € J se satisface:

en donde (f(r))~! es el inverso de f(r) en G. De esta manera, el elemento f~! es tinico
y f~! € G*. La siguiente figura muestra las funciones f y f~1.

G T
/
— o
[ O
o —0
o
(0,e) 1
. o
@— 0
1
/
v

Figura 2.2: Inverso de una funcién f.

Para introducir una topologia en GG* consideramos una vecindad V' de la identidad
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e en G y un nimero real € > 0. Definimos un subconjunto O(V,¢) de G* como sigue

OWV,e)={feG |p{reJ|f(r) ¢ V}) <e}

en donde p es la medida de Lebesgue en J. Vamos a verificar que los conjuntos O(V ¢)
forman una base local en la identidad e® en G* de una topologia Hausdorff que hace a
G* un grupo topoldgico. Para esto, es suficiente verificar que la familia

N(e*)={O(V,e): V € N(e),e > 0}

satisface las condiciones de i) — vi) del teorema 1.2.3, en donde N (e) es una base local
de la identidad e en el grupo G.

i) Sea O(V,e) € N(e®). Al ser V una vecindad de la identidad e en G, existe una
vecindad U de la identidad e, tal que U? C V. Basta demostrar que

O(U,e/2)* C O(V,e).

Consideremos funciones f,g € O(U,e/2), entonces u({r € J : f(r) ¢ U}) < &/2
y u({r e J:g(r) ¢ U}) < e/2. Ahora veamos que

{redJ:(fxg)r)eV}ic{reJ: f(r)eUtu{red:g(r)¢U}.

Sea s € Jtal que s ¢ ({r € J: f(r) ¢ Ut U{r € J : g(r) ¢ U}), entonces
f(s) € Uy g(s) € Uy deaqui que (f xg)(s) = f(s)-g(s) € U* C V, por lo tanto,
s¢{reJ:(fxg)(r)¢V}. Sesigue que

pilre - (fxg)r) ¢V} < p{re:fr) ¢U) +p{re:g(r) ¢ U})
< gf2+¢/2=c¢.

Se concluye que f * g € O(V,¢).

ii) Sea O(V,e) € N(e®). Ya que para cada vecindad V de la identidad e en G, existe
una vecindad simétrica U de e, tal que U C V, se puede considerar el correspondiente

O(U,¢) determinado por U, que también resulta ser simétrico y ademas O(U, &) C
O(V,e).

iii) Consideramos O(V,e) € N(e®) y una funcién f en O(V,e). Existen nimeros
reales ag, ay,...,a, con 0 =ag < ay; < --- < a, = 1, en donde la funciéon f es constante
en Jy, = [ay, agy1), para cada k = 0, ...,n — 1. Denotemos por x; al valor en G que toma
la funcién f en cada Ji. Pongamos § = e — u({r € J: f(r) ¢ V}, como f € O(V,¢)
se tiene que 0 > 0. Para cada vecindad V de la identidad e en G y cada x, € V,
con 0 < k < n, existe Uy, vecindad de e, tal que Upxr C V. Queda por demostrar lo
siguiente: O(U,d)f C O(V,¢), en donde U = [{Uy : 0 < k < n}.
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Consideremos g € O(U, 0), entonces pu({r € J : g(r) ¢ U}) < §. Para demostrar la
siguiente contencion,

{red:(g=Nr)¢gVic{reJ glr)gUtU{reJ: f(r)¢V},

veamos que si s € Jestal que s ¢ ({re J:g(r) ¢ UtU{r e J: f(r) ¢ V}), entonces

sgé/{rGJ:g(r)g;‘U}ysgé{'rEJ:f('r)¢V},esdecirg(s)Eny(s)EVyde
aqui que

(g% f)(s)=g(s)- f(s) = g(s)-
Ul’j
Ujx;

V.

N N m

en donde x; € J es el valor de f(s) para algin j = 0,...,n — 1. De este modo se tiene
que s ¢ {re J:(gx*f)(r) ¢ V}. Por lo tanto,

p{reJ:(gxNr) ¢V} < p{reJ:glr) ¢ U +u({re:f(r)¢V})
< S+puH{red: fir)¢V}) =e

Concluimos que O(U, §)f C O(V,¢).

iv) Sean O(V,e) € N(e®) y f una funcién en G°®. La funcién f toma una cantidad
finita de valores, digamos x4, ..., z,. Para cada ¢+ = 1,...,n, sea U; una vecindad de la
identidad e en G tal que z;U;z; ' C V. Sea U = i, Ui. Queda demostrar la siguiente
contencién:

fOU,e)f ' cOV,e).
Para esto, sea g € O(U, ¢), entonces u({r € J: g(r) ¢ U}) < . Veamos que
{red:(fxgxf)r)gVc{reJ g(r)¢ U}

Supongamos que s ¢ {r € J : g(r) ¢ U}, entonces g(s) € U y sea x; = f(s) para
algin ¢ = 1, ..., n. Luego se tiene que

(fxgxf71)(s) = f(s)g(s)f 7 ()

1

zig(s)z;
z;Uz;!
l‘iUiiL'Z-_l
V.

N N m

De este modo s & {re J: (f*xgx* f~1)(r) ¢ V}. Se sigue que

p{re T (fxgxf)r) gV} <p{reJ glr)¢U}) <e.
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Por lo tanto, f* g* f~' € O(V,¢).

v) Dados O(V1,e1),0(Va,e9) € N(e®), sean U = Vi NV, y e = min{ey,ex}. Es
inmediato que O(U,e) C O(Vi,e1) N O(Va, e9).

vi) Consideremos una funcién f en G* que sea distinta de la identidad e® en G°.
Pongamos ¢ = u({r € J : f(r) # e}) > 0. Sea V una vecindad de la identidad e en G
que no contiene valores de f distintos de la identidad e. Se tiene que f ¢ O(V,¢) y por

lo tanto (Y N (e®) = {e*}.

Asi hemos probado que G* admite una topologia de grupo topolégico Hausdorff,
siendo A (e*) una base local en la identidad e® en G*.

Lema 2.1.1. Sean f,g € G* y O(V, €) una vecindad de la identidad e® en G*. Entonces,
g€ fO(V,e) siysolo siu({reJ:g(r)¢ f(r)V}) <e.

Demostracién. Se tiene que g € fO(V,¢e) es equivalente a f~1x g € O(V,¢). Ademds
{red:(flxg)(r)¢Vi={reJ: [ r)glr) ¢V} ={reJ:g(r) ¢ f(r)V}.

Por lo tanto, u({r € J: (f*g)(r) ¢ V}) =u({re J: g(r) & f(r)V}) <e. O

Una propiedad importante que vamos a considerar es conexidad por trayectorias.

Un espacio X es conexo por trayectorias si para cualesquiera a,b € X, existe una
funcién continua f: [0,1] — X tal que f(0) =ay f(1) =b.

Un espacio es localmente conexo por trayectorias si cada punto tiene una base de
vecindades conexas por trayectorias.

El grupo topolégico G* que acabamos de definir, tiene por si mismo estas propie-
dades. Més adelante vamos a analizar propiedades que comparten los grupos G y G*,
pero conexidad por trayectorias la estudiamos de forma separada, pues se vera que no
depende de cémo es el grupo inicial G, para que G*® sea conexo por trayectorias y lo-
calmente conexo por trayectorias. Otro aspecto importante a considerar es el hecho de
que en grupos topoldgicos conexidad por trayectorias no implica conexidad local por
trayectorias, ni al revés, pero en este caso G* tendra ambas propiedades.

Proposicion 2.1.2. El grupo topologico G* es conexo por trayectorias y localmente
conexo por trayectorias.

Demostracion. Sea f una funcién en G*. Se probard que existe un mapeo continuo
v :10,1] — G*

tal que, ¢(0) =€* y ¢(1)=f.
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Para dicha f existe una sucesion 0 = ag < a1 < --- < a,, = 1, tal que f es constante
en J, = [ag,axs1), para cada k = 0,1,....n — 1. Para cada t € [0,1] y cada k < n no
negativo, definimos el nimero by ; = ax + t(ar+1 — ax). Notemos que

a sit=0
bk,t:{ F

ags1 st t=1

y si 0 <t <1, entonces ay < by < apt1.

Definimos el mapeo ¢ : [0,1] — G* como sigue

p0)=e" y o1)=f
ypara 0 <t <1yreJ,delasiguiente manera

] et siap <1 < by,
p(t)(r) = {f(r) siobpt <7 < app

Para simplificar la notacién pongamos f; = ¢(t). Afirmamos que para cualesquiera
s,t € [0, 1], se tiene que

p{r e J1filr) # fs(r)}) <[t —s].

Consideremos s,t € [0,1]. Sin pérdida de generalidad, supongamos que t < s, en-
tonces las funciones f; y fs sélo pueden ser distintas en cada intervalo de la forma
(bk.t, br.s), para 0 < k < n. Tenemos lo siguiente:

M((bk,ta bk,s)) = | bk,s - bk,t |
= |t—s| (a1 — ag).

Entonces,

Wr € TN RO A LD < 1t—s]3 (@ — a)

|t —s| (a1 —aop)
= |[t—s].

Por lo tanto, la afirmacion es cierta.

Ahora probaremos que el mapeo ¢ es continuo en cada t € [0, 1], para esto, conside-
remos f;O(V, e), una vecindad de ¢(t) = f; y veamos que (t —¢,t + ¢) es una vecindad
de t, tal que

ot —e,t+¢)] C f:O(V,e).

Consideramos f; € ¢|[(t — e,t + )] y probaremos que f; € f;O(V,¢). Notemos que
{reJ: f(r)¢ L)V} = {red: (fi*f)r) ¢V}
C {reJ:(fit=f)r) #e}
= {reJ:fds)# filr)}.
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Entonces,

p{r e J: fulr) & fi(r)V}) p({r € J: fo(s) # fu(r)})

<
< |s—t].

La ultima desigualdad se cumple por la afirmacién que probamos antes y como
s € (t—e,t+¢), entonces | s —t |< €. Por lo tanto,

p{r e J: fu(r) & fi(r)V}) <e.

Se sigue del lema 2.1.1 que f, € f;O(V, ). De este modo ¢ es un mapeo continuo.

Acabamos de probar que cada funcién f en G* puede ser conectada con la identidad
e®* en G* a través de una trayectoria continua, por lo tanto, cualesquiera dos funciones
en GG* también se pueden conectar con una trayectoria continua. Con esto concluimos
que G* es conexo por trayectorias.

Ya que cada grupo topoldgico es un espacio homogéneo, la conexidad local por
trayectorias de G* se sigue al mostrar que cada O(V,¢) es conexo por trayectorias. La
demostracion para esto es la misma que acabamos de hacer, pero ahora consideramos
una funcién f en O(V,e) y vamos a ver que f; € O(V,¢), para cada t en [0, 1] y esto es
porque se cumple lo siguiente

{reJlfr)gVic{re | f(r)¢ V]

entonces
p{re | filr) gV} <p({red|f(r) ¢V} <e

De esta manera la demostracién queda completa. O]
Ahora veamos de qué manera se relacionan ambos grupos.

Teorema 2.1.3. Para cada grupo topolégico G existe un isomorfismo topoldgico de G
sobre un subgrupo cerrado del grupo topologico G*.

Demostracion. Asignamos a cada x € G el elemento z* € G* de la siguiente manera
z*(r) =z paracada r € J.

La funcién ig : G — G* dada por ig(x) = x°, para cada x € G es un monomorfismo
topologico. En primer lugar tenemos que ig es un homomorfismo inyectivo, pues si
X1y x9, son puntos distintos de GG, entonces sus respectivas funciones constantes son
distintas, es decir, para cada r € J se satisface:

ig(t1) = 27(r) = &1 # x5 = 25(r) = ig(22).

Ahora veamos que i es un mapeo continuo y abierto en i[G]. Sean V' una vecindad
de la identidad e en G y € < 1. Para probar que i es abierto en su imagen, veamos

que se cumple
iclV] = 0(V,e) Nig[G].
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Por un lado tenemos que ig[V] C O(V.¢e) Nig[G]. Es claro que ig[V] C i¢|G] y
ademds, si z* € ig[V], entonces x € V es tal que z*(r) = = para cada r € J, de aqui
que u({r € J : 2°(r) =z ¢ V}) = 0 < ¢, entonces z* € O(V,¢) y, por lo tanto, se
tiene ig[V] € O(V,¢). Para la otra contencién, sea z* € O(V, e) Nig|G], entonces existe
x € G, tal que 2°(r) =z, paracadar € J,y u({r € J: 2*°(r) ¢ V}) < e. Si tuvieramos
que z ¢ V, entonces u({r € J:a2*(r)=x ¢ V}) =1 > ¢, lo cual es una contradiccion.
Se sigue que x € V' y de aqui que z* € ig[V].

Lo que sigue es mostrar que i¢[G] es un subgrupo cerrado de G*. Sea f € G*\ i¢|G],
entonces la funcion f : J — G no es constante. Podemos encontrar nimeros reales
ai,as,as, ay tales que 0 < a1 < ag < ag < ay < 1 y puntos distintos x1, z2 en G, tales
que f toma el valor z; en [a;,as) v o3 en [as, aq). Sean V una vecindad abierta de la
identidad e en G, tal que 1V NaV =0y ¢ = min{as — a1, a4 — az}.

Queda por demostrar que ig[G] N O(V,e)f = . Supongamos lo contrario, entonces
existe una funcién ¢* en la interseccién i¢[G] N O(V,¢e)f. Por un lado tenemos que la
funcién ¢°® es constante, y por el otro se tiene que

() = {h(r)xl sir € |ay,a)

 \W(r)xe sior € [as, aq)

en donde h € O(V,¢).
Veamos que si h(r) ¢ V para cada r € [ay, as), se tendria

pu{re J: h(r) ¢ V}) >as—a; >e.
Lo mismo pasa si h(r) ¢ V, para cada r € [as, a4),
pu{re J: h(r) ¢ V}) > a4 —az > e.

Por lo tanto, h(r) € V, para cada r € [a1, az) U [a3, a4).

Se sigue que h(r)x; € Vg y h(r)zy € Vs, Como la funcién ¢g* es constante, se
tiene que h(r)z1 = h(r)zy, pero esto contradice la hipotesis de que Vi N Ve = ). Por
lo tanto, i¢[G] N O(V,¢e)f = 0. Concluimos que O(V,¢e)f C G* \ ig[G], entonces ig[G]
es cerrado en G°. O



Capitulo 3

Relacién de propiedades entre los
grupos topolégicos G y G*

3.1. Propiedades locales

Comenzamos con algunas propiedades locales, como metrizabilidad, submetrizabili-
dad, tener pseudocaracter numerable y ser w-balanceado. Para el caso de metrizabilidad
utilizamos el hecho de que en grupos topoldgicos ser metrizable y ser primero nume-
rable son condiciones equivalentes. De esta manera abarcamos el caso general, cuando
el grupo G es arbitrario. En [8] aparece el caso cuando G es un espacio métrico y se
describe de manera explicita la métrica en G*.

Proposicién 3.1.1. El grupo G* es primero numerable si y solo si G es primero nu-
merable.

Demostracion. La condicién necesaria se sigue de que el grupo G esta encajado en G*®
como subgrupo y de que ser primero numerable se hereda a subespacios.

Por otro lado, supongamos que G es primero numerable y sea B una base local
numerable de la identidad e en GG. Definamos la siguiente familia

1
C:{O(V,—):VGB, mew}.
m

Se tiene que la familia C es numerable y queda demostrar que C es una base local de
la identidad e® en el grupo G°®. Escojamos una vecindad O(U, ¢) de la identidad e®. Al
ser B base local de e en G, existe V' € B tal que V C U, de aqui que O(V,e) C O(U,¢).
Ahora escojamos un ntmero natural m tal que % < e. Se sigue que

ow, %) COV.e) c O, ).

Por lo tanto, O(V, +) C O(U,¢). Concluimos que G* es primero numerable. ]

21
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Ya que en grupos topoldgicos ser metrizable es equivalente a ser primero numerable,
se obtiene un resultado inmediato.

Corolario 3.1.2. FEl grupo G* es metrizable si y solo si G es metrizable.

Sean X un espacio, V una familia de abiertos no vacios en X y p un punto en X.
Si({V:V €V} = {p}, entonces V es una pseudobase para p. De este modo se define
la siguiente funcion cardinal:

Y(p, X) =min{| V |: V es una pseudobase para p}.

El pseudocaracter se define como sigue:

W(X) = sup{(p, X): p € X} +w.
Se dice que X tiene pseudocardcter numerable si (X)) = w.

Proposicion 3.1.3. El grupo G* tiene pseudocardcter numerable si y solo si G tiene
pseudocardcter numerable.

Demostracion. Supongamos que G tiene pseudocaracter numerable y V es una pseudo-
base para la identidad e en G, es decir [V = {e}. La familia

F={O(\V,e): VeV ,neN}

es tal que [ F = {e*}. La demostracion es similar a la presentada en 3.1.1.
La implicacion contraria se cumple porque tener pseudocaracter numerable se hereda
a subespacios. O

Se dice que un espacio X es submetrizable si la topologia del espacio contiene una
topologia metrizable.

En general se cumple que ser submetrizable implica tener pseudocaracter numerable,
pero al revés no necesariamente. Ejemplo de ello es el espacio de las dos flechas. Sin
embargo, en grupos topolégicos estas dos propiedades son equivalentes, por lo tanto se
obtiene el siguiente corolario.

Corolario 3.1.4. El grupo G* es submetrizable si y solo si G es submetrizable.

Sea G un grupo y 7 un cardinal infinito. Decimos que la invarianza de G es menor
o igual que 7, y se denota por Inv(G) < 7, si para cada vecindad U de la identidad
e en G existe una familia v de vecindades abiertas de la identidad e, con | vy |< 7 tal
que para cada x € G existe V € v tal que zVa~! C U. Se dice que la familia 7 estd
subordinada a U.

El grupo topoldgico G es w-balanceado si Inv(G) < w.

Proposicion 3.1.5. 5i G es un grupo topoldgico w-balanceado, entonces cada subgrupo
H de G también es w-balanceado.
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Demostracion. Sea W una vecindad de la identidad e en H. Escribimos a W como,
W =UnN H, en donde U es una vecindad de la identidad e en GG. Por ser G un grupo
w-balanceado, existe una familia vy numerable y subordinada a U. Consideramos la
siguiente familia,

w={VNH|VeEw}

Al ser vy numerable, se tiene que vy, también lo es. Veamos que 7y esta subordinada
aW,seax € H C G, como 7y esté subordinada a U, existe V € ¢ tal que 2Va™! C U.
Ahora,

x(VNH) = zVnzH
= zVNH

s(VNH)x' = (zVnH)z™!
= Ve 'nHx!
= Ve 'nH

De aqui que z(V N H)z™' € (UN H) = W, es decir vy estd subordinada a Wy,
por lo tanto, H es un subgrupo w-balanceado de G. O

Proposicién 3.1.6. El grupo G* es w-balanceado si y solo si G es w-balanceado.

Demostracion. Supongamos que G* es w-balanceado. El resultado se sigue de la pro-
posicién anterior y de que el grupo G estd encajado en G* como subgrupo.

Ahora supongamos que G es w-balanceado. Para cada vecindad U de la identidad e
en G, existe una familia v de vecindades de la identidad e, numerable y subordinada
a U. Se puede suponer que la familia v;; es cerrada bajo intersecciones finitas. Veamos
que para cada vecindad O(U, ¢) de la identidad e® en G*, la familia

n={0V,e):V €y}

estd subordinada a O(U, €). Sea f € G*, entonces la funcién f toma una cantidad finita
de valores, digamos x1, x3, ..., x,,. Como la familia v esta subordinada a U se tiene que
para cada x;, con i = 1,2, ..., n, existe un elemento V; € vy tal que xiVix;l cU.

Ya que yy es cerrada bajo intersecciones finitas, hagamos V = (;_; V;. Veamos que
fO(V,e)f~ C O(U, ). Para esto, sea g € O(V, ), como

{red:(fxgxf)r)¢gUyC{re:glr) ¢V}
entonces
p{re J:(frgx ()¢ U <p({re:glr) ¢V} <e

De aqui se tiene que para cada O(U, ¢), existe O(V,¢) € n, tal que para cada f € G*
fO(V,e)f~t c O(U, ). De este modo se probé que G* es w-balanceado. O
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3.2. Propiedades globales

Muchas de las propiedades que veremos se comportan de forma similar y hay otras
como precompacidad y pseudocompacidad que no lo hacen. Aunque esta seccién sera
mas extensa que la anterior, nuestra atencién estara enfocada principalmente en dos
propiedades, las cuales son Lindelof y Cech completez. Serd nuestro objetivo caracterizar
a G* cuando se habla de estas propiedades.

Proposicion 3.2.1. El grupo G* tiene red numerable si y solo st G tiene red numerable.

Demostracion. Sea & una red para G, con | & |< w. Para cada m € N, denotemos
por J(m) el conjunto de todas las m—tuplas (by,...,0b,) de nimeros racionales tales
que, 0 < by < --- < b,, = 1. Dados m,n € N, un elemento b = (b1,...,by) € J(m)
y P = (P1,...,Pyn) € &M definimos un subconjunto Q(m,n,g, ]3) en G* como el
conjunto de todas las funciones g € G*, tales que

1
pu({r € J: g(r) ¢ Pey1 con by <r <bgy paraalgin k=0,...m —1}) < —.
n

en donde by = 0. La familia & de todos los conjuntos Q(m,n, g, ﬁ), con m,n € N,
b=(by,...,bp) € J(m)y P=(Pi,...,P,) € 2™ es numerable y afirmamos que Z es
una red para G°.

Sean f una funcién en G* y O(V, ¢) una vecindad de la identidad e® en G*. Existen
nimeros reales ag,...,ay, con 0 = ag < a1 < -+ < a,, = 1, tales que f es cons-
tante en cada [ay,ags1). Para cada k = 0,...,m — 1, sea x;, = f(ax) y escojamos un
elemento Py € &, tal que z € Py C V. Tomemos n € N con 1/n < €y es-
cojamos (by,...,by) € J(m) tal que ar < by < agy1, para cada k = 1,....,m — 1,y

7y — ai) < 1/(2n). Basta mostrar que f € Q(m,n,b, P) C fO(V,¢), en donde
P=(P,...,P,) € 2™ Sean by =0y by, = 1.

Se sigue de la eleccion de l;y P que f(r) = xp € Piyq para cada r € [by, apy1),
con k =0...m — 1. Por lo tanto, si by < r < bgs1 y f(r) ¢ Pry1 para algin k < m,
entonces 7 € [ags1,ber1) v k+1 % m. Ya que S5 (b — ax) < 1/(2n) concluimos que
f e Q(m, on, b, P). Para mostrar que Q(m, on, b, P) C fO(V,ée) es suficiente verificar
que g € fO(V,¢e) para cada g € Q(m, on, b, ﬁ) Sea g € Q(m, on, b, ﬁ) Se sigue de la
definicién de Q(m, 2n, g, 13) que

u({r € J: g(r) ¢ Pey1 con by <71 < bpyq para algin k < m}) < 1/(2n).

Pongamos L = {r € J: g(r) ¢ Pis1 con by < r < by para algin k& < m}. Si
re J\Lyb, <r < ag para algin k < m, entonces g(r) € Py y f(r) = xp. Se
sigue que (f~1* g)(r) = x;'g(r) € x;' P11 C V. Esto implica

m—1

M={reJ:(fxg)(r) ¢V} LU|Jlaxbr),

k=1



3.2. PROPIEDADES GLOBALES 25

ast que u(M) < 1/(2n) +1/(2n) = 1/n. De aqui que f~lg € O(V,e) y g € fO(V,¢).
Esto prueba que Z es una red para el grupo G°.

La implicacién contraria se cumple porque tener red numerable se hereda a subes-
pacios. ]

Proposicién 3.2.2. El grupo G* es separable si y sélo si G es separable.

Demostracion. Supongamos que G* es separable. Sea S un subconjunto denso y nume-
rable de G*. Hagamos

D= J{flG): f € s},

Para ver que el subconjunto D es denso en G veamos que para cada vecindad U de
la identidad e en G y cada punto z € G se tiene que D NzU # (). Por el encaje que
existe entre los grupos GG y G* podemos asociar a cada punto x en GG su correspondiente
funcién constante z® en G*, que estd dada por z*(r) = z, paracadar € J. Seae =1y
consideremos O(U, 1). Como S es denso en G* se tiene que S Nz*O(U, 1) # 0.

Escojamos una funcién f en la interseccién S N z*O(U, 1). Podemos escribir a la
funcién f € S como f = z®* h, en donde h € O(U, 1). Tenemos que

u{re J:h(r)¢U}) < 1.

Entonces existe s € J, tal que h(s) € Uy f(s) = x*(s)h(s) = xh(s) € zU. De este
modo f(s) € zU y ademds f(s) € D. Se sigue que, D NzU # (0, por lo tanto D es
denso en G. Como ademas D es numerable, concluimos que G es separable.

Inversamente, sea D un subconjunto denso y numerable en G. Consideremos a S
como el conjunto de todas las funciones f en G* tales que, existen nimeros racionales
bo,b1,....,b,, con 0 = by < by < --- < b, = 1, en donde la funcién f toma el valor
constante xy € D en cada Jy = [bk,bry1) para k = 0,...,n — 1. Se tiene que S es
numerable. Para ver que el conjunto S es denso en G*, consideremos una funciéon f en
G* y una vecindad O(V,¢) de la identidad e® en G*®. Basta mostrar que

SN FO(V,e) # 0.

Para la funcion f existen nimeros reales ag, ..., a,, con 0 =aqy < a; < --- < a, = 1, tal
que f es constante en cada J; = [ag,axi1), para k = 0,1,...,n — 1. Ahora, para cada
k=1,...,n—1 escojamos un nimero racional b, tal que

n—1

ap < by < ap+1 Y Z(bk — ak) <e
k=1

y sean by =0y b, = 1.
Para cada k = 0, ...,n—1, escojamos un nimero yx € DNz V, en donde x, = f(ay).
Definamos una funcién g € S de la siguiente manera, g(r) = yx, para cada r € [bg, by 1).

Veamos que
n—1

bk, an1) € {r e J:g(r) € f(r)V}.

k=0



26CAPITULO 3. RELACION DE PROPIEDADES ENTRE LOS GRUPOS TOPOLOGICOSG Y G*

n—1
Sea s € U[bk,ak+1), entonces f(s) = f(ax) y g(s) = yk, esto tltimo se cumple
k=0
porque [bg, ag+1) C [b, bes1), para cada k = 0,...,n—1. Se sigue que g(s) € DN f(a)V,
entonces ¢(s) € f(s)V, de aqui que s € {r € J : g(r) € f(r)V}. Por lo tanto,

n—1

{red:gr) ¢ f(rV}c Jla b

k=1

n—1 n—1
p{re J:glr) & f(r)V}) < p (U[%ﬁk)) =) (h—ay) <e.
k=1 k=1
Por el lema 2.1.1, se tiene que g € fO(V,¢). La demostracién concluye, ya que
g € fO(V,e)N Sy de este modo, S es denso en G°. O]

Definicién 3.2.3. Se dice que un grupo topolégico G es w-estrecho si para cada vecin-
dad abierta V' de la identidad e en G, existe un subconjunto numerable A C G tal que
AV =G =V A.

Este concepto fue introducido por I.I Guran, quien llamé a tales grupos w-acotados.
En topologia general, el concepto w-acotado tiene diferentes significados. Por lo cual,
en esta tesis trabajaremos con la definicion 3.2.3.

Si el conjunto A en la definicién de arriba es finito, se dice que el grupo topolégico
G es precompacto.

Proposicién 3.2.4. Si G es un grupo topologico w-estrecho, entonces cada subgrupo
H de G también es w-estrecho.

Demostracion. Sea W una vecindad abierta de la identidad e en H. Escojamos una
vecindad simétrica V' de la identidad e en G, tal que V2N H C W.

Ya que G es w-estrecho, existe un subconjunto numerable B de G tal que G = BV.
Sea C' el conjunto de todos los ¢ € B tales que ¢V N H # (). Se tiene que | C' |<| B |< w
y H C CV. Para cada ¢ € C, fijemos un punto a, € ¢V N H y sea A = {a.:c € C}.
Como C' es numerable, A también lo es.

Afirmamos que H = AW. Como H es un subgrupode Gy V2N H C W C H, se
tiene que AV2 N H C AW. Queda mostrar que H C AV?, y esto se cumple por que
A C H C CV,V essimétrica y por la construccion de C' se sigue que C' C AV, lo cual
implica que H C CV C AV?2. H

Proposiciéon 3.2.5. Cada grupo topologico w-estrecho y primero numerable es seqgundo
numerable.

Demostracion. Sea G un grupo topoldgico primero numerable y w-estrecho. Para ver
que G tiene una base numerable consideremos {U,, : n € w}, una base local numerable
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en su identidad e. Al ser G w-estrecho se puede escoger, para cada n € w, un subconjunto
numerable C,, C G tal que C), - U, = GG. La familia

B =A{zU, :x€Cy,ncw}

es numerable y es la base que buscamos. Efectivamente, sea O una vecindad de un
punto a € GG. Podemos encontrar k,[ € w tal que alU, C Oy Ul_lUl C Ug. Existe x € (|
tal que a € xU;, de aqui = € aUl_l. Entonces,

xzU; C (CLU[I)UI = (Z(UflUO C alU, C O.
Esto es, zU; es una vecindad abierta de a y zU; C O. O
Proposicién 3.2.6. El grupo topolégico G* es w-estrecho si y sélo si G es w-estrecho.

Demostracion. Supongamos que G* es w-estrecho. Por la proposicién 3.2.4 y dado que
G estéd encajado como subgrupo en G*, se concluye que G es w-estrecho.

Ahora supongamos que G es w-estrecho. Sean V' una vecindad de la identidad e en
G y € un nimero positvo. Existe un subconjunto D C G tal que G =DV y | D |[< w.

Consideremos a S como el conjunto de todas las funciones g en G* tales que existen
nimeros racionales by, by, ..., b,, con 0 = by < by < --- < b, =1, en donde g es constante
en cada Jy = [bg, bxt1) para k =0,....,n — 1y g[Jx] C D. Notemos que | S |< w.

Para demostrar que G* es w-estrecho, consideremos a O(V,¢), una vecindad de la
identidad e® en G*® y veamos que

G* = SO(V,e).

Sea f € G°*. Existen numeros reales ag, ay,...,a,, con 0 =ay < a; < -+ < a, =1
tales qu, la funcién f es constante en cada [ay, agy1), para k = 0,1,...,n — 1. Ahora
escojamos numeros racionales by, by, ...,b,, tales que by = 0y b, = 1 y para k =
1,...,mn — 1, se tiene que

n—1
by € [ak,a,ﬁq) y Z(bk — ak) <e.
k=1

Para cada k =0, 1,...,n — 1, elegimos un punto z; en D, tal que f(ax) € x;V y sea
g € G* la funcién que toma el valor constante xy en [by, byy1).

Para ver que f € SO(V,¢), bastard demostrar que f € gO(V,¢), en donde clara-
mente g € S. Primero verifiquemos que

n—1
U[bk,ak+1) C {7“ eJ: f(’f‘) S g(r)V}
k=0
n—1
Sea s € U[bk,ak+1), se tiene que f(s) = f(ar) v g(s) = x. Por la elecciéon de xy

k=0
tenemos que f(s) € g(s)V, entonces s € {r € J: f(r) € g(r)V}. Se sigue que

n—1

{reJ: f(r)¢g(r)V}C U[ak,bk).

k=1
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Por lo tanto,

u({TEJ:f(T)%‘g(T)V})Su(U a, br) ) Z k= ar)

k=1 k=1
Usando el lema 2.1.1, se tiene que f € gO(V,¢). De este modo G* es w-estrecho. [

Proposicién 3.2.7. El grupo G* es sequndo numerable si y solo si G es sequndo nu-
merable.

Demostracion. De la proposicion 3.2.5 se tiene que ser segundo numerable es equivalente
a ser primero numerable y w-estrecho. Aplicando los resultados de 3.1.1 y 3.2.6 se
termina la demostracion. O

El resultado que viene a continuacion es un ejemplo de una propiedad que tiene el
grupo GG y que no la va a heredar a su correspondiente GG*. Vamos a demostrar que si G
tiene mas de dos elementos, entonces no se puede cubrir a G* con una cantidad finita
de traslaciones de vecindades de la identidad, es decir, G* no puede ser precompacto.

Proposicién 3.2.8. El grupo G* nunca es precompacto, a menos que | G |= 1.

Demostracion. Supongamos que | G |> 2. Sean € = 1/2 y V' una vecindad simétrica de
la identidad e en G tal que, VNaV = (), en donde x € G es fijo y distinto de la identidad
e. Se tiene que O(V,¢) es una vecindad de la identidad e®* en G* y se va a demostrar
que no se puede cubrir a G* con una cantidad finita de traslaciones de O(V ¢), es decir,
para cada m € w se tiene

Jsow12 ¢ 6

Para cada j = 1,2,...,m se tiene que f; € G*. Podemos suponer, sin pérdida de ge-
neralidad que la particién de f; es la misma, para cada j = 1,...,m. Digamos, existen
nimeros reales aq, ..., a,, con 0 = a9 < --- < a,, = 1 tales que para cada j =1,...,m la
funcién f; toma el valor constante x; en Ji, = [ak, ax41), para cada k = 0,...,n — 1.

Ahora, escojamos un ntimero by, en [ag, ar,1) de la siguiente manera, by = m
Definamos una funcién g : J — G como sigue
~Je sireagby)
g(r) = {x si r € [bg,ags1)
donde £ =0,1,...,n — 1. Afirmamos lo siguiente,
g¢Jrow2). (3.1)
j=1

Supongamos lo contrario, es decir, existe i € {1,...,m} tal que g € f;O(V,1/2).
Por la simetria de V, para kK =0, ...,n — 1, tenemos lo siguiente,
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g(r)=-e, sir € [ag,by) y e€ fi(r)Vsiysolosi fi(r)eV.
g(ry=x, sir € by,ar+1), v x€ fi(r)V siy solosi fi(r) € zV.
Sin embargo, fi(r) = x;x para cada r € [a,ar+1) y £V NV = (. De este modo,

filr) ¢ xV o fi(r) ¢ V, para cada r € [ak, ar+1). Se sigue que g(r) y fi(r) difieren en
[ak, by) 0 en [bg, ax.1). Entonces, en ambos casos se tiene que

nllr € Tt gr) ¢ fvY) 2 A2
Por lo tanto
J: V >1”*1 J—1 _ !
plir € 75 9() & FVH) 2 53 ) = Glarn —a) = 5.

=
Il

0

Lo cual contradice el hecho de que g € f;O(V,1/2).
De esta manera queda demostrada la afirmacién en 3.1. Concluimos que G*® no es
precompacto. O

Corolario 3.2.9. El grupo G* es pseudocompacto si y solo si | G |= 1.
Demostracion. Se sigue de las proposiciones 1.2.6 y 3.2.8. O]

Acabamos de demostrar que ser precompacto y pseudocompacto son propiedades
que G* tiene sélo en el caso de que G sea el grupo trivial.

Lo que sigue es analizar otra propiedad que comparten Gy G*. Para esto vamos
a introducir primero la notacion y herramientas que nos seran utiles para enunciar y
demostrar el teorema 3.2.12.

Consideremos el intervalo unitario I con su topologia usual. Para cualesquiera ntime-
ros n,m € N, definimos los siguientes conjuntos:

A, ={(a1,..,an) €I 0<a; <+ <a, <1}

Apm ={(a1,...,a,) € Ay, : agy1 — ax > 1/m para cada k < n}
en donde, como es usual, ag =0y a, = 1.

La relacion entre los conjuntos que acabamos de definir lo da el siguiente lema.

Lema 3.2.10. Para los conjuntos A, y A, definidos arriba se tiene que

A, = Gl A

Ademds, cada A, ,, es compacto en I™.
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Demostracion. Para demostrar la igualdad, veamos que por definicion se tiene que

Apm C A, Por otro lado, sean (by,...,b,) € A, y p=min{bgy — by : k=0,...,n—1}.

Por la propiedad Arquimediana, existe un ntimero natural m tal que % < p. De este

modo, (b, ...,b,) € Anm.

Ahora veamos que para cualesquiera n,m € N, el conjunto A, ,, es cerrado en I".
Para esto, sea y = (c1,- -+ ,¢,) € I\ Apnm. Entonces, existe [ € {1,...,n — 1} tal que
i1 — ¢ < % Consideremos el siguiente conjunto:

U={(by, - ,b,) €I":byy1 —br < 1/m para cada k <n}
y veamos que es abierto en I". Sean

WZI”—)IZ+1XIZ

7T(CL1, e 7an> - (al+17 al)

pZIH_lX[l—)R

p(az+17<lz) = Q41 — qp
f=pom:I"—=R

Es facil ver que U = f~!(—o00,1/m) y al ser f composicién de funciones continuas,
f también es continua. Se sigue que U es vecindad de y en I™. Por lo tanto I \ A,

es abierto y A,,,, cerrado. En particular, A, ,, es compacto, para cualesquiera n,m €
N. O

Usando los conjuntos A, y A,, del enunciado anterior vamos a definir un mapeo
continuo y ademas veremos que el grupo G* resultara ser unién numerable de imagenes
continuas. Este hecho sera de mucha importancia, no sélo para probar o-compacidad,
sino también para estudiar la propiedad de Lindelof en G*.

Lema 3.2.11. Para cada n € N, definimos el mapeo o, : G x A, — G* como sigue

On(Zoy ey Tpy a1, oty = f

en donde la funcion f : J — G* toma el valor constante xy en [ag,axi1) para cada
k < n. Entonces la restriccion de @, a G"™ x A, es continua para cada m € N.
Ademas

G*= | en(G x Apm). (3.2)

n,meN

Demostracion. Consideremos un punto p = (g, ..., T, a1, ...a,) en G" x A, . v sea
f la imagen de p bajo ¢,, sea también fO(V,¢) una vecindad de f en G*. Escojamos
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1

5=t v definamos una vecindad W del punto p en

un nimero positivo 6 < min{s,
G™1 x R™ de la siguiente manera:

W =ux0V x -+ xx,V X (a1 —0,a1 +0) X -+ X (a, — 0,a, + 0).

Para demostrar que ¢, restringida a G"™' x A, ,,, es continua, basta probar que
para cada ¢ € W N (G" x A,,,,) se cumple

¢n(q) € fO(V,e). (3.3)

Podemos escribir al punto ¢ de la siguiente manera, ¢ = (yo, ..., Yn, b1, ...bn ), en donde
(Y0, -y Yn) € G™y (by,...b,) € A, y POngamos g = ¢,,(q). Veamos que

n

{reJ:gr)¢ f(rV}c | Jla—0d a+0). (3.4)

k=1

Para esto, sea s € J\ J;_,(ar — 0, a, +9), entonces s € [ag, ar11) para algin k < n.
Se sigue que s € [by, br11) ¥ 9(8) = yr. Ya que ¢ € W, se tiene que x, 'y, € V para cada
k < n, entonces f(s)'g(s) = x; 'y, € V. Esto implica que, s € {r € J : g(r) € f(r)V}.
De este modo, se cumple la contenciéon en 3.4. Luego,

—_

p{reJ:glr) ¢ f(r)V}) <Y plax —06,ap41 +0) =2nd < e.

1

3

T

El lema 2.1.1 nos garantiza que g € fO(V,¢), es decir, se cumple la expresién en
3.3. Asi, ¢, es continua en G"! x A, ,,.

Para mostrar la igualdad 3.2 veamos que si f € G*, entonces existen nimeros reales

bo, b1, -+ ,bpp1, con 0 = by < by < -+ < b, < byy1 = 1, tales que f toma algun valor
constante zj en [by, by+1), paracada k = 0,1, ..., p. Entonces f = ¢, (20, ..., 2p, b1, -+ , bp).
Esto es, f € p,(GPT x A, ,,), para algtin p € N. La otra contencién es inmediata de la
definicién de ¢,,. m

Se dice que un espacio topoldgico X es o-compacto si X = J;-, K;, en donde cada
K; es compacto en X. A continuacion se presenta el resultado que nos interesa.

Teorema 3.2.12. El grupo G* es o-compacto si y solo si G es o-compacto.

Demostracion. La condicion necesaria se sigue de que G es topoldgicamente isomorfo
a un subgrupo cerrado de G°.

Reciprocamente, supongamos que G es o-compacto. Al ser G"*! producto finito de
o-compactos, se tiene, por la proposicién 1.1.7 que G™*! es o-compacto. Para cuales-
quiera n,m € N, sea A, ,, definido como en el lema 3.2.10. Como A4,,,, es compacto
para cada n,m € N, entonces G"™! x A, ,, también es o-compacto. Usando el mapeo



32CAPITULO 3. RELACION DE PROPIEDADES ENTRE LOS GRUPOS TOPOLOGICOSG Y G*

continuo definido en el lema 3.2.11 se tiene que ¢, (G"™! x A, ) es o-compacto. Por el
mismo lema 3.2.11 se tiene que

o0

G* = U on(G"T x Apm)-
n,m=1
De esta manera se tiene que G* es o-compacto. ]

Ahora veamos cémo se relaciona el grupo G* con sus potencias finitas.

Teorema 3.2.13. Sea G un grupo topolégico. Entonces (G*)" es topoldgicamente iso-
morfo a G* para todo n € N.

Demostracion. Es suficiente probar que G*®* x G*® es topoldgicamente isomorfo a G°.
Definamos ¢: G* x G* — G* de la siguiente manera:

f(2r) si0<r<1/2
v(f9)(r) = {9(27" —1) si 1/2<r<1

para cualesquiera f,g € G* y cada r € J.

Veamos con un ejemplo sencillo que el isomorfismo que acabamos de definir estd
dado de una manera muy natural.

G A

®
O

(0,e) 1

Figura 3.1: Funcién f.

Para probar que ¢ es un isomorfismo topoldgico veamos que se cumple lo siguiente:
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G A g
[ O
(0.¢) °1
O
v
Figura 3.2: Funcién g.
Ga P(f, g)
———O
——O
@—O
(0.¢) 12 “1
&—O
——0
v

Figura 3.3: Grafica de ¢(f, g).

i) ¥ es homomorfismo. Sean (f1,g1), (f2,92) € G* x G*. Tenemos que

fi(2r)  si0<r<1/2
g(2r—1) st 1/2<r<1

U(f1,91)(r)

{
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U(fa2, 92)(r) = {g2f2(2r> si0<r<1/2

(2r—1) si 1/2<r<1
Entonces,

fi(2r) - fa(2r) si0<r<1/2
S s slan) = {, SO RS0 s

W((f1,91)(f2,92)(r) = U (f1* fa,91 % g2)(T)
_ { (fixfo)(2r) si0<r<1/2
(g1%g2)(2r—1) si 1/2<r<1

fi(2r) - f2(2r) si0<r<1/2
g1(2r—1)-go(2r—1) si 1/2<r<1

Se sigue que

V((f1, 91)(f2, 92)) = ¥(f1, 91) * ¥(f2, 92)-

ii) Sea (f,g) € kert. Para cada r € J se tiene que

. f2r)  si0<r<1/2
e*(r) =y(f,9)(r) = { g(2r—1) si 1/2<r<1

En consecuencia, f = g = e®. Por lo tanto, ¢ es inyectiva.

ea h € G*. Para las funciones f,g : J — G, definidas como f(r) = h(3) y
g(r) = (g + %) para cada r € J, se tiene lo siguiente:

B f(2r) si0<r<1/2
- h(2%) si0<r<1/2
h(EA+3) si 1/2<r<1

= h(r).
Por lo tanto, 1 es sobreyectiva.

iv) Para la continuidad de 1, es suficiente fijarnos en la identidad (e®,e®) de G* x G*.
Para esto, sea O(V,e) € N(e®) una vecindad de e* = ¥ (e®,e®) en G*. Basta mostrar
que O(V,e) x O(V,¢) es una vecindad de (e®,e®) en G* x G* tal que

P[O(V,e) x O(V,e)] C O(Vye).

Consideremos h € ¥[O(V,e) x O(V,¢)]. Entonces, podemos escribir h = ¥(f, g), en
donde (f,g) € O(V,e)xO(V, ). Podemos asumir que las funciones f y g tienen la misma
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particion. Digamos, ag, a4, ..., a, son numeros reales, con 0 = aqp < a; < ---<a, =1y
tales que f y g toman, respectivamente el valor constante zy y yx en Jy = [ag, ari1),
para cada k = 0,...,n — 1. Para demostrar que h € O(V,¢), consideremos para cada
1 =20,1,...,n, los nimeros

a; 1

b %4
P = S Gi=5T5
5 ¥ 2 73

TenemosqueO:b0<b1<-~<bn:%y%:co<cl<~~~<cn:1yademésf
toma el valor constante xy en Fj, = [bg, bry1), mientras que g toma el valor constante
yr en Gy, = [ck, cpy1), para k = 0,...,n — 1. Notemos que para cada k = 0,....,n — 1 se

tiene
1

) = n(Gy) = 5u( k).

Para la funcién f consideremos los subintervalos Jy,, ..., Ji,,, tales que a3, ¢ V, en
donde {zy,} = f[Ji,], para j = 1,...,m. Como f € O(V,¢), se tiene que

u{r e J: f(r) ¢V} = p (U J> <.

De la misma manera, para g existen subintervalos .Jj,, ..., J;,, tales que 3, ¢ V', en donde
{u,} = glJy,], para j = 1,...,p. Como g € O(V,¢), se tiene que

p{re J:glr) ¢ V}) =p <U sz> <e.

De aqui tenemos que,

p({rel0,1/2): f2r) ¢ V}) = p (U ij>

De forma similar:

{r € [1/2,1): g2r —1) £ V}) = M<Ualj>
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De este modo

p{r e Jih=2(f.9)(r) ¢ VH < S+ 5 ==

Se concluye que h € O(V,¢) y, por lo tanto, ¢ es continua.

v) Veamos que ¢: G* X G* — G* es abierta. Sean ¢ > 0 y V una vecindad de la
identidad e en G. Por la proposicion 1.2.5, bastara mostrar que

O(V.e/2) Cp(O(V,e) x O(V.¢)).
Sea h € O(V, ) y consideremos las funciones f,g : J — G definidas como f(r) =
) =

9
h(5)y g(r) = h(5+ %) para cada r € J. Para h, sean ag, ai, ..., G, ..., 4, NUmMeros reales
tales que,
1
O:a0<a1<---<am:§<---<an:1
y ademds la funcién h toma el valor constante xy en Jy = [ag,ag1) para cada k =

0,...,n— 1. Una particion para f la obtenemos al considerar los nimeros b; = 2a;, para
cada i = 0,...,m. Se tiene que 0 = by < by < --- < b,, = 1 y la funciéon f toma el

valor constante xj en Fy = [bg,bxi1), para cada k = 0,...,m — 1. Para g obtenemos
una particiéon al considerar los niimeros ¢; = 2a; — 1, para cada i = m,m + 1, ...,n. Se
tiene que 0 = ¢, < ¢yt < -+ < ¢, = 1 y la funcién g toma el valor constante xj en

Gy = [ck, ck11), para cada k = m,m+1, ...,n—1. Notemos que para cada k = 0,...,n—1
se tiene que

1(Fy) = w(Gr) = 2p(Jy)-
Sean J,, ..., Ji, los subintervalos para los cuales existe un valor xy, tal que {z,} =
hlJi,] € V, para cada j = 1,...;s. Ya que h € O(V, ), se tiene que,

p{reJ:h(r) gV} = (UJk> ZZM(J@-)<%-

Para fy g, sean {F}, }/_, ¥ {Gk }9-1 los respectivos subintervalos para los cuales
existe un xy, tal que {xy, } flFx,] Q Vopara j=1,2,...py {xx,} = g[Gy,] £V para
j=1,...,q. Ahora, veamos que

p{re s 1) ¢V = (UFk>=Zu(ij) 2) ulh)<e (339)

u{reJ:g(r) ¢ V) = (U ):ch:kj):@wkj)m (3.6)

Se sigue de (3.5) y (3.6) que (f,g) € O(V, e
Lo anterior muestra que O(V,5) C
isomorfismo topolégico. O]
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Del teorema que acabamos de demostrar y de la proposicién 2.1.3 obtenemos un
resultado inmediato.

Corolario 3.2.14. El grupo G™ estd encajado como subgrupo cerrado en G*, para cada
n € N.

Hasta ahora, la mayoria de propiedades se han compartido entre los grupos Gy
G*. Estudiar la propiedad de Lindelof en G* es uno de los objetivos principales de esta
tesis, ya que se responde a un problema abierto planteado en [2]: Caracterizar cuando
G* es Lindelof. Para esto, es natural preguntarse si es suficiente que G sea Lindelof,
para que G* también lo sea. Para responder a este problema necesitamos saber si en
grupos topoldgicos la propiedad de ser Lindelof se preserva bajo productos finitos, este
hecho también aparecia como pregunta abierta desde 1981 y fue planteada en [1]. La
respuesta a dicha pregunta se enuncia a continuacién.

Teorema 3.2.15. [13] Hay un grupo topolégico G que es Lindeldf, cuyo cuadrado no
es normal.

El teorema anterior resulta muy importante para nuestros fines, dado que, propor-
ciona la condicion necesaria y, resulta ser suficiente para caracterizar cuando el grupo
G* es Lindel6f. En seguida se enuncia el resultado, que también aparece en [11].

Teorema 3.2.16. [11] El grupo topoldgico G* es Lindeldf si y solo si G™ es Lindeldf,
para cada n € N.

Demostracion. Supongamos que G* es Lindelof. Por el corolario 3.2.14 se tiene que G"
también es Lindelof.

Por otro lado, se tiene por hipdtesis que G™™! es Lindelof. Usando los A,, ,,, definidos
en en lema 3.2.10 y la proposicién 1.1.6 se tiene que G"™ x A, ,,, es Lindelof. Por el
lema 3.2.11, la funcién ¢,, restringida a G"*' x A, ,, es continua. En consecuencia,
on(G" x A, ) es Lindelof y, ademds, podemos escribir a G* como

o0

G = | @nl@ % Appm).

i,n,m=1

Por lo tanto, G* es Lindelof. O

Una vez presentado este resultado, una pregunta inmediata es jqué pasa con las
potencias numerables de G, serd que se sigue cumpliendo lo mismo que en el caso
finito? El siguiente ejemplo nos brinda la respuesta.

Ejemplo 3.2.17. Sea G = Z con la topologia discreta. Se tiene que (G*)¥
topoldégicamente isomorfo a G°.

no es
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Demostracion. Por un lado tenemos que Z es o-compacto, asi que por 3.2.12; (Z)*
también es o-compacto.

Ahora, supongamos que (Z*)* es o-compacto. Ya que (Z)¥ estd encajado como
subgrupo cerrado en (Z*)%, se tiene que (Z)“ también es o-compacto. Como (Z)“ es
homeomorfo a R\ Q, se tedria que los irracionales son o-compactos, pero esto contradice
el resultado en 1.1.4. De esta manera se tiene que (G*)* y G* no son topolégicamente
isomorfos. O

w

Otra pregunta abierta que aparece en [2], y de la cual se da respuesta en este tra-
bajo, es jcudndo el grupo G* es Cech-completo? Para poder responder dicho problema,
primero necesitamos enfocar nuestra atencion y esfuerzos en la propiedad de Raikov
completez.

En la seccién de preliminares ya hemos recordado algunos hechos importantes so-
bre complecion de Raikov, los cuales nos seran ttiles en la demostracion del siguiente
teorema.

Teorema 3.2.18. Sea G un grupo topologico. Entonces G* es Raikov completo si y solo
si|Gl=1.

Demostracion. Supongamos que | G |> 1 y veamos que G* no es Raikov completo.
Para esto fijemos un punto z € GG que sea distinto de la identidad e en G y definamos
para cada n € w la siguiente funciéon

z sire A,

f"m:{e si reJ\ A,

en donde, A, = ,[1 — 5,1 — 55r), para cada n € w.

Es claro que f,, € G*, para cadan € w. Hagamos F,, = {fx: k > n} paracadan € w.
Se demostrard que la familia { F},: n € w} es una base de filtro para un filtro de Cauchy &
en el espacio uniforme (G*, B). Que la familia { F}, },,c,, es una base de filtro, es inmediato.
Ahora, escojamos una vecindad V' de la identidad e y € > 0. Pongamos O = O(V,¢)
y consideremos B = {(f,9) € G* x G*): f € O(V,e)g y g € fO(V,e)} € B. Ya que

o
1 1
Z o5 es convergente, existe NV € N tal que Z — < e. Para probar que Fy X Fiy C B,
i= N
sea ( fms fn) € Fy X Fy. Por el lema 2.1.1, para que f,, € f,O(V, ), es suficiente probar
que pu({r € J: f(r) ¢ fuV}) < e. Se tiene lo siguiente

p{reJ: fulr) & fuV}) < (m\A)+u(An\Am)
<3

Asi que f,, € f,O(V,¢e). Del mismo se puede probar que f, € f,,O(V,e). Por lo tanto,
(fn, Jm) € Boy Fx X Fy C Bo. Esto muestra que ¢ es un filtro de Cauchy en (G*, B).
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Con los conjuntos A, que definimos arriba, sea f: J — G la siguiente funcion:

x sir € Upew An
f(r)_{e sireJ\ (Uney 4n)

En primer lugar notemos que f ¢ G*, pues la particién que tiene asociada no es
finita. La funcién f tiene asociada la particién:

1 1 1
I<l—-=<l—=S<-+ <l ——=—<.-- <1,

21 22 2pr
conp € w, en donde f es constante en cada J, = [1—2%, 1—24%), para cada ¢ € w. Ahora
consideremos una funcién g en G*, entonces existen nimeros reales ag, aq, ..., as, con
0=ay<a; <---<as =1,tales que g es constante en cada subintervalo J, = [a,, a,11),
conr =0,1,...,s — 1. Vamos a probar que el filtro £ no converge a g.

Dado que f y g son funciones distintas, existe un punto xy € J tal que f(zo) # g(x).
Ademads, para f y g existen, respectivamente, ¢ € Ny r € {0,1,...,s — 1}, para los
cuales zg € J, C J y xg € J, C J. Sean € = p(J, N J,) > 0, V una vecindad simétrica
de la identidad e en G, tal que f(zg) ¢ g(x¢)V y N un nidmero natural que cumple que
zo < max Ay. Se demostrara que f,, ¢ gO(V,¢), para cada m > N. Efectivamente, ya

que f[Jy] # glJr] ¥ fim(z0) = f(z0) # g(x0), para cada m > N, entonces

JyNJ. C{reJ: fn(r) ¢ gV}

p{r € J: fmlr) ¢ gV}) = p(Jyg 0 J;).

Ast que p({r € J: f(r) ¢ gV'}) > €. Se sigue que F,, no esta contenido en gO(V,¢)
para cada n € w. Con esto demostramos que £ no converge a ninguna funciéon g en G*
y, por el teorema 1.4.2, concluimos que G* no es Raikov completo. O]

Una vez demostrado el teorema 3.2.18, y junto con el siguiente resultado, estamos
listos para caracterizar cudando G* es Cech completo.

Teorema 3.2.19. Cada grupo topoldgico Cech-completo es Raikov completo.

La demostracién del teorema 3.2.19 se puede consultar en [2].

A continuacién se caracteriza cudndo G* es Cech-completo. Respondiendo de esta
manera a una pregunta abierta planteada en [2].

Corolario 3.2.20. [11] Sea G un grupo topolégico. Entonces G* es Cech-completo si y
sélo si | G |=1.

De este resultado se desprenden dos corolarios inmediatos.
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Corolario 3.2.21. Sea G un grupo topologico. Entonces G* es localmente compacto si
y solo si | G |=1.

Corolario 3.2.22. Sea G un grupo topologico. Entonces G*® es completamente metri-
zable si y solo si | G |=1.

Teorema 3.2.23. [Nagata-Smirnov| Un espacio reqular es metrizable si y sélo si tiene
una base o-localmente finita.

Se dice que una familia U de subconjuntos de un conjunto X es estrella-finita si cada
elemento U de U intersecta solo una cantidad finita de elementos de la misma familia
U. Se dice que una cubierta U de X es o-estrella-finitas, si U se puede descomponer en
una unién numerable de cubiertas estrella-finita de X.

Un espacio regular X es fuertemente metrizable si tiene una base que es o-estrella-
finita. Por el teorema 3.2.23 y ya que toda cubierta estrella-finita es localmente finita
se sigue que cada espacio fuertemente metrizable es metrizable. Se puede probar que
todo espacio regular segundo numerable es fuertemente metrizable. La clase de espacios
fuertemente metrizable es cerrada al tomar subespacios y bajo productos numerables.

Para finalizar nuestro estudio de propiedades que comparten los grupos G'y G*,
vamos a recurrir, primero a algunos resultados que se presentan en [3], para luego dar
una caracterizacién de los grupos G* que son fuertemente metrizables.

En [3] se demuestra que la clase de espacios metrizables X que admiten una métrica
d tal que, para cada ¢ > 0, la coleccién B(e) = {B(z,¢): x € X} de todas las e-bolas
es localmente finita, es precisamente la clase de los espacios fuertemente metrizables.
También se muestra que X es fuertemente metrizable si y sélo si se puede encajar en
kY x [0,1]¥ para algin cardinal s, en donde « tiene la topologia discreta.

En [12], Nagata pregunta si cada espacio metrizable admite una métrica tal que
B(e) es localmente finita para cada € > 0. El siguiente teorema da respuesta negativa
a dicha pregunta.

Teorema 3.2.24. [3| Para cada espacio metrizable X, las siguientes condiciones son
equivalentes:

i) X es fuertemente metrizable;

)
i) X admite una métrica tal que para cada € > 0, B(e) es estrella-finita;

iii) X admite una métrica tal que para cada € > 0, B(e) es estrella-numerable;
iv) X es homeomorfo a un subespacio de k* x [0,1]*, para algin cardinal k.

El siguiente resultado se puede consultar en [14].

Proposiciéon 3.2.25. Sea X un espacio conezxo y fuertemente metrizable. Entonces X
es sequndo numerable.
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Demostracion. Por el teorema anterior X se puede considerar como un subespacio de
KY x ¥, para algun cardinal s, en donde I = [0, 1] y & tiene la topologia discreta. Sea
px(X) la proyeccion de k% x I sobre k¥. Ya que X es conexo, su imagen p,(X) C k¥ es
conexo. De aqui que p,(X) es un conjunto unipuntual. Por lo tanto, X es homeomorfo
a un subespacio de I¥. Se sigue que X es segundo numerable. O

Teorema 3.2.26. Sea G un grupo topolégico. Entonces G* es fuertemente metrizable
sty solo si G es sequndo numerable.

Demostracion. Si G es segundo numerable, entonces por la proposicion 3.2.7, G* tam-
bién es segundo numerable. Todo espacio segundo numerable se puede encajar en I¥.
Por el teorema 3.2.24 se sigue que G* es fuertemente metrizable. Ahora supongamos que
G* es fuertemente metrizable. Dado que G* es conexo, usamos la proposicién 3.2.25 y
llegamos a que G* es segundo numerable. Otra vez, por 3.2.7, se tiene que G es segundo
numerable. O

Conclusiones

Al finalizar la tesis, podemos decir que trabajar con el grupo G* trae consigo ciertas
ventajas. Entre las que podemos destacar estd que, en general, el grupo G* mejora las
propiedades topolégicas-algebraicas de G y la existencia de este nuevo grupo facilita
el estudio de dichas propiedades y preserva propiedades algebraicas. La interaccion de
propiedades topolégicas-algebraicas entre los grupos G y G* resultaron, en su mayoria,
buenas, pues la mayoria se preservan. Las propiedades que en general no se comportan
bien en G* son las de tipo compacidad.

Durante el desarrollo de esta tesis han surgido preguntas interesantes, una de ellas
estd relacionada, otra vez, con la propiedad de ser Lindelof: sean G y H grupos to-
polégicos tales que G* y H® son topolégicamente isomorfos. Si G es Lindel6f, entonces
. H es Lindelof?.

A pesar de lo que se ha hecho hasta el momento aiin queda mucho por hacer. A
continuacion se deja una serie de problemas que atn siguen sin respuesta.

Problema. Caracterizar cuando G* es hemicompacto.

[Se dice que un espacio topolégico X es hemicompacto si existe una sucesion { K; }ie,
de subconjuntos compactos de X, tal que para cada subconjunto compacto K de X,
existe ¢ € w para el cual K C K. Claramente, cada espacio hemicompacto es o-
compacto.]

En [2] se encuentran los siguientes problemas abiertos.

Problema. Caracterizar los grupos topologicos G tales que el grupo G* es realcompacto
o Dieudonneé completo.
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Problema. Caracterizar cuando G* es emplumado.

[Un grupo topoldgico G es emplumado si existe un subgrupo compacto K tal que el
espacio cociente G/ K es primero numerable.]

Problema. ;Cuédndo el grupo G* tiene una de las siguientes propiedades?
(a) Paracompacto

(b) Normal
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Construccién de
Hartman-Mycielski En la Ciudad de México, se presentaron a las 15:00 horas
del dia 25 del mes de febrero del afio 2020 en la Unidad
Iztapalapa de la Universidad Auténoma Metropolitana, 'los
suscritos miembros del jurado:

DR. ANTONYAN SERGEY
DR. MIKHAIL TKATCHENKO
DR. RICHARD GORDON WILSON ROBERTS

Bajo 1la Presidencia del primero y con carécter de
&YX D Secretario el ultimo, se reunieron para proceder al Examen
de Grado cuya denominacién aparece al margen, para la
obtencién del grado de:

MAESTRA EN CIENCIAS (MATEMATICAS)

DE: MARCELA LOPEZ GAYTAN
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interesada el resultado de la evaluacidén 'y, en caso
aprobatorio, le fue tomada la protesta.
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