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Introduccion

Existen muchas enfermedades transmitidas por mosquitos como chikungunya,
dengue, malaria, fiebre amarilla, el zika, etc., las cuales se transmiten a los se-
res humanos por las picaduras de los mosquitos que se alimentan de sangre. En
areas tropicales y subtropicales estas enfermedades siguen en ascenso y se estan
volviendo un problema de salud publica. Hasta ahora no hay vacunas disponibles
para muchos de estos virus, que constituyen una amenaza significativa para la sa-
lud mundial. Por lo que el control y la reduccién de las poblaciones de mosquitos
adultos, y el control de las poblaciones de larvas son medidas importantes para
prevenir las enfermedades transmitidas por estos insectos.

El uso de insecticidas en grandes cantidades inevitablemente da lugar a la
resistencia de los mosquitos, ademas de que algunos quimicos de estos insecticidas
afectan la salud humana ([7, 29]). Por lo que se han propuesto otras estrategias
para reducir el nimero de mosquitos silvestres y controlar las transmisiones de
enfermedades producidas por los mosquitos.

En los ultimos anos se ha demostrado que la técnica del insecto estéril es
util y efectiva para reducir o erradicar a los mosquitos [1, 8, 13, 18, 29, 31].
Este es un método de control biolégico de insectos [15, 25], donde una masa de
mosquitos machos es expuesta a radiaciéon y, por lo tanto, se vuelven sexualmente
estériles, posteriormente estos insectos estériles son liberados en la naturaleza.
Como consecuencia, los machos estériles compiten con los machos silvestres para
aparearse con las hembras, de tal forma que las hembras que se aparean con
machos estéries no tienen descendencia, lo que reduce su tasa de reproduccién.
En este proceso, la eleccién del nimero de mosquitos estériles y la estrategia de
liberacion adecuada son particularmente importantes. Esta técnica ha logrado
cierto éxito en el control de varias plagas de insectos, incluyendo la del gusano
barrenador, la de la mosca mediterranea de la fruta y la de la mosca tsetse [27, 6].

Los modelos matematicos se han utilizado ampliamente en la investigacion y
evaluacion del impacto de la liberacion de mosquitos estériles, y el desarrollo de
modelos matematicos apropiados puede responder potencialmente a importantes



problemas ecoldgicos, epidemiolégicos y de control de plagas en general. Ver [3, 4,
16, 31] y sus referencias.

En esta tesis estudiamos un modelo de poblacion de mosquitos con una tasa de
liberacion de mosquitos estériles saturada no lineal, como fue propuesto por Cai
et. al [10, 30]. Este sistema dindmico es descrito por un sistema de dos ecuaciones
diferenciales ordinarias, en las variables w y ¢, que representan a los mosquitos
estériles y salvajes, respectivamente, y que depende de cuatro parametros p1, fio,
&1y &. Ademads, este modelo considera que ambas poblaciones tienen la misma
tasa de mortalidad. En particular estamos interesados en analizar la dindmica y
las bifurcaciones del modelo.

Los resultados presentados en esta tesis han estado inspirados en el articulo de
Huang et al. [24]. La organizacién de esta tesis es la siguiente. Para hacer el tra-
bajo autocontenido y uniformizar la notacion, en el capitulo 1 damos informacion
bésica necesaria sobre bifurcaciones, los cuales nos permiten concluir algunos de
los resultados en los capitulos posteriores. En el capitulo 2 introducimos el modelo
que describe la dinamica de los mosquitos estériles y salvajes, y continuamos con
el estudio de la existencia de puntos de equilibrio. Demostramos que el origen es
siempre punto de equilibrio, y que hay a lo mas otros dos puntos de equilibrio
con coordenadas positivas, los cuales dependen de los valores de los parametros.
Como consecuencia, un cambio en los valores de los parametros se traduce en un
cambio en el comportamiento dinamico del sistema, asi como en la ubicacion y
estabilidad de los puntos de equilibrio del sistema. El estudio del comportamiento
del sistema cerca de los puntos de equilibrio, nos permite demostrar que el origen
es localmente asintéticamente estable, y en el caso de que exista un tinico punto de
equilibrio positivo £, este es un silla-nodo o una cuspide. Mientras que en el caso
de existir dos puntos de equilibrio positivos, entonces uno de ellos, llamado ET,
es un punto silla, mientras que el otro, nombrado Ej, es un foco o nodo (estable
o inestable), o bien un centro lineal.

El estudio de la estabilidad lineal nos sugiere que este modelo tiene algunos
fenémenos de bifurcacion complejos como la bifurcaciéon de Hopf en Ej, y la
cuspide nilpotente y la bifurcacion Takens-Bogdanov en E*. Sin embargo, para
determinar la posicion de los puntos de equilibrio positivos, debemos trabajar con
los ceros de un polinomio de grado cinco, lo cual hace dificil el andlisis completo
de la bifurcacién. Con el fin de obtener informacion, nos limitaremos al caso donde
las coordenadas cumplen w* = g*. Bioldgicamente esto significa que la poblacion
de mosquitos estériles y salvajes estd balanceada en el punto de equilibrio.

Los cambios de signo en la parte real de los valores propios complejos de la ma-
triz de linealizacion en un entorno de £}, dan origen a valores propios imaginarios



puros, esto sugiere la existencia de una bifurcacién de Hopf, la cual es analizada
en el capitulo 3. Demostramos que hay una bifurcacién de Hopf de codimensién
3, de la que emergen tres ciclos limite, siendo el exterior inestable. En términos
del modelo esto significa que el coeficiente de la tasa de liberacion de mosquitos
estériles es el parametro mas importante y sensible para afectar la dindamica no
lineal del modelo y para determinar el éxito del programa de liberacion de mos-
quitos estériles. Existe un coeficiente critico de tasa de liberacion de mosquitos
estériles, por debajo del cual los mosquitos salvajes y estériles que interactian
coexistiran en forma de multiples oscilaciones periddicas y estados estacionarios.

En el capitulo 4 demostramos que bajo ciertas condiciones, el equilibrio £* es
una cuspide de codimension 2 6 3. Tomando en cuenta esto, elegimos los parame-
tros, & y p1, como parametros de bifurcacion para el sistema y mostramos la
existencia de la bifurcacién de Takens-Bogdanov de codimensién 2 en un entorno
del punto £E* con w* = ¢* = 1. Finalmente mostramos el diagrama de bifurcacion
global y todos los posibles retratos fase en un entorno pequetio del punto cuspide.
Por ultimo, damos la interpretacion de las regiones de este diagrama en términos
de la dindmica de la poblacién de mosquitos.

Todos los calculos tediosos, pero necesarios para obtener los resultados pre-
sentados en esta tesis, asi como las graficas, fueron realizados con los programas
Mathematica y Maple.






Capitulo 1

Bifurcaciones

Una ecuacion diferencial ordinaria con coeficientes reales se dice que es estruc-
turalmente estable (para definiciones precisas, véase [21, 34]), cuando un pequeno
cambio en los coeficientes produce una ecuacién diferencial perturbada, cuya fa-
milia de curvas solucion son cualitativamente las mismas que las de la ecuacion
diferencial original.

Una bifurcacion es un cambio en la estructura cualitativa del diagrama de fase
de una ecuacion diferencial

¥ = f(z,\) (1.1)

donde z € R™, la cual depende de un parametro A € R” en una vecindad de un
valor critico A\g. La codimension de una bifurcacién es el ntimero de parametros
que deben variar para que la bifurcacién ocurra, este niimero es igual o menor a
n. Generalmente se hace un proceso de normalizacién para encontrar esta codi-
mension.

Por otro lado, dado un campo vectorial V' definido por (1.1), en )y se puede
buscar una familia de campos vectoriales que contengan V' y que satisfaga un
criterio de estabilidad estructural. Esta familia se llama una deformacion versal (o
desdoblamiento universal) de V' (ver [21]).

Una de las bifurcaciones mas estudiadas es la bifurcacién de Hopf. A conti-
nuacién daremos su estructura. En este caso x € R? y A € R. Luego para cada
valor del parametro A existe un punto de equilibrio zy y D, f(z,0) tiene valores
propios

= ay £ B,

donde ) y p) son suaves con respecto a .



Para A = 0 se supone que ay = 0, 5y # 0, y que el primer coeficiente de Lia-
punov o es distinto de cero en este punto, entonces tenemos el siguiente resultado

Teorema 1 (La bifurcacién de Hopf). Si o < 0, entonces para cada X\ > 0 existe
una unica orbita periddica asintoticamente estable que se bifurca del punto de
equilibrio xy. Si o > 0, entonces para cada \ < 0 existe una unica orbita periddica
inestable que se bifurca del punto de equilibrio xg.

Definicién 1. El caso o < 0 se llama una bifurcacion de Hopf supercritica, y
o > 0 es una bifurcacion de Hopf subcritica.

La bifurcacién de Hopf tiene codimensién uno. Para mayores detalles ver [33].

1.1. Sistemas de ecuaciones diferenciales en R?
con dos valores propios cero

En esta seccién vamos a dar condiciones suficientes para que de algunos siste-
mas de ecuaciones diferenciales en el plano tipo Takens-Bogdanov, sean topologi-
camente equivalente a su deformacion versal (o desdoblamiento universal).

Las bifurcaciones de Takens-Bogdanov de diferentes codimensiones juegan un
papel importante en el andlisis del comportamiento de un sistema dinamico, ya
que implican la aparicion de érbitas homoclinicas en puntos de equilibrio silla
cerca de los valores criticos de los parametros. Supongamos que el sistema en el
plano esta definido por

&= P(x,y),

Y= Q(ZL‘ ) y),
donde el punto denota la derivada con respecto de t, y las funciones P, () son
analiticas en un entorno del origen (0,0) y éste es un punto de equilibrio aislado.
Sea A = Df(0) la matriz de la parte lineal.

(1.2)

En el caso de que A tenga un unico valor propio cero, es decir, det A = 0, pero
trA # 0, en el libro de Adronov et al. [2], pdg. 338, se demuestra que el sistema
(1.2) puede ser escrito en la forma

T =po(z,y), (1.3)
b=yt ), (14)

donde p; y py son analiticas en un entorno del origen y tienen expansion que inicia
con términos de segundo grado en x y y. El siguiente teorema estd demostrado en
la seccién 12.1, pag. 340 del libro de Andronov et al. [2].
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Teorema 2. Sea el origen un punto de equilibrio aislado del sistema analitico
(1.3). Sea y = ¢(x) una solucion de la ecuacion y+ qa(x,y) = 0 en un entorno del
origen, y la expansion de la funcion ¥(x) = pa(z, ¢(z)) en un entorno de x = 0
tiene la forma ¥(x) = apx™ + ..., donde m > 2 y a,, # 0. Entonces

1. para m es impar y a,, > 0, el origen es un nodo inestable
2. para m impar y a,, <0, el origen es (topoldgicamente) una silla

3. para m par, el origen es una silla-nodo.

En el caso de que la matriz A tenga dos valores propios cero, es decir, det A = 0
y trA = 0, el sistema (1.2) puede ser escrito en la forma normal

=y
§ = axa™ {1+ h(@)] + buay[1 + g(a)] + y2R(x,y) (1:5)

donde h(x), g(x) y R(x,y) son analiticas en un entorno del origen, ~(0) = g(0) = 0,
k> 2, a; # 0y n > 1. Ver los detalles en [2], pdg. 356. Esta forma normal nos
permite caracterizar la naturaleza del punto de equilibrio, lo cual se ve reflejado
en el siguiente resultado.

Teorema 3. Sea k =2m conm > 1 en (1.5). Entonces el origen en (1.2) es:

1. una cuspide st b, =0 y también si b, #0 yn > m,

2. un punto silla-nodo si b, #0 yn < m.

La demostracion de este teorema se puede consultar en [2] pdginas 357-362.

Denotemos f(z,y) = (P(z,y), Q(z,y)), y supongamos

A=Df<o,0>=(8 é)

esta matriz estd en su forma de Jordan y tiene dos valores propios cero, en este
contexto ocurre la bifurcacion de Takens-Bogdanov.

Ahora consideremos la familia de campos vectoriales

i = f(x7 ya:“)?
v =g(z,y, 1), (1.6)

donde z,y e R, u e R™", m>2,y f,g € C®(z,y, ).

7



Supongamos que en p = 0 el sistema (1.6) tiene un punto de equilibrio en
x =y = 0, con parte lineal similar al bloque de Jordan

0 1
00 )"
Entonces, la forma normal de (1.6) para p =0 es

T =y,
§ = az? + bay + O(|(z, ) ). .7

Supongamos ademds que ab # 0 en (1.7). Bajo esta condicién, haciendo el
siguiente cambio de variables y tiempo

—~ = L Y
x 5, 73 )
2 Y a
la ecuacién (1.7) toma la forma
*=b (1.8)

y=a®+xy+ O(|(z,y)P).

Notemos que si ab < 0, entonces la direccién del tiempo se invierte. Si uno
quiere mantener la direccién del movimiento, entonces (1.7) debe ser transformado
en la ecuacién que tiene la misma forma que (1.7) con a = 1, b = +1. Nosotros
solamente consideramos el caso b = 1. El caso b = —1 es similar.

Definicién 2. Una familia de campos vectoriales (1.6) es llamada deformacidn

de la ecuacién (1.8) si para p = 0 tiene la forma (1.8).

Bajo las hip6tesis consideradas, podemos suponer que (1.6) es una familia de
deformaciones de (1.8) de la siguiente forma:

i’:y—l-wl(l‘,y,u) (19)
y =2+ 2y + O(|(z,y)°) + wa(z, y, p),

donde z,y e R, p € R™, m > 2, y wy,wy € C®(x,y, 1) ¥y Wilpy=0 =0, i =1,2.

La familia biparamétrica de campos vectoriales

jj':y7
. 1.10
U= pq + poy + 22 + 2y, (1.10)

es la deformacién versal de (1.8). Este resultado no es obvio y su demostracién
fue dada por Bogdanov [9] y Takens [36].
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La deformacién versal de codimensién 3 es

T =y,

. 111
§ =+ poy + pary + 22 £ 2%y, (L)

donde p; (i = 1,2, 3) son pardmetros pequenos. Para mayores detalles ver [12] y
[26].

Figura 1.1: Flujo en un entorno del punto tipo cuspide.

La demostracion de los siguientes teoremas se pueden consultar en [12], capitu-
lo 4.

Teorema 4. Para el sistema (1.10) se cumplen las siguientes propiedades.

1. Existe un entorno A de ji; = p1o = 0 en R? tal que el diagrama de bifurcacion
dentro de A consiste del origen (1, o) y las siguientes curvas:

(a) SN* = {u| pn =0, p2 > 0},
(b) SN™ ={u| p1 =0, p2 <0},
(¢) H={p| pn = —p3, pz >0},
(d) HL = {p| i = =213+ O(13*), p> > 0}.
2. El diagrama de bifurcacion y los retratos fase para p € A son los que se

muestran en la figura 1.2, donde las regiones I-1V estdn formadas por las
curvas de bifurcacion dadas en el inciso anterior.
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Figura 1.2: Diagrama de bifurcacién y retratos fase de (1.10). Figura tomada de
[12].

Teorema 5. FExiste un entorno Ay de puy = ps = 0 tal que el diagrama de bifur-
cacion del sistema (1.10) consiste del origen y las siguientes curvas SNt y SN~
que son curvas de bifurcacion silla-nodo, H que es una curva bifurcacion de Hopf.
Ademas, si (1, p2) € AN region II y cerca de H, entonces el sistema tiene un
unico ciclo limite en un entorno pequeno del foco (—y/—p1,0). Mds atin, este ciclo
es inestable, y tiende al foco cuando (1, p2) tiende a un punto en H. El retrato
fase de (1.10) para (p1, p2) € Ay NA{p] w1 <0} son mostrados en la figura 1.2.

1.2. Resultante

Teorema 6. Sean f(x) = 42" + ap_ 12" 4+ ag y g(z) = bpx™ + by 2™ +
-+« 4 by polinomios de grado n y m > 0 respectivamente, si

an an—]_ .. ) “ e ao 0 ) ) 0

0 a, G,q -+ -+ - a 0 - 0

“ .. IR O an an—l e CEEEEY “ .. “ .. ao
Res(f(x), 9(x)) = by, by oy e e by 0 e e e O]

0 by oo by 0 0

0 0 - i 0 by by - - b

entonces Res(f(x),g(x)) = 0 si y sélo si f(x) y g(x) tiene un factor comin de
grado positivo.

10



La funcién Res(f(z), g(z)) = 0 se llama la resultante de los polinomios f(z) y
g(x). Notemos que la principal propiedad de la resultante es que permite calcular
las raices comunes entre f(z) y g(x).

La prueba de este teorema y mas detalles de esta funcién se encuentran en las
referencias [17, 28, 32].

Ejemplo 1. Dados los polinomios
f(l",y) =x2—5y2—29:y—3x—|—3y+2, g(m,y) =x2—7y2—3x—5y+2

Sean fy(x) = 2? — (2b+ 3)z + 2+ 3b — 5V* y gp(x) = * — 3z + 2 — 5b — Tb?.
Vamos a encontrar todos los ceros comunes a estos polinomios, buscando cuando
la resultante es cero.

1 —(20+3) 2+ 3b— 5 0
0 1 —(2b+3 2+ 3b — 5b?

Res(fa g) = 1 -3 2 _(5b _ 73)2 0 = 24b2<62 - 1)7
0 1 -3 2 — 5b — Tb?

obtenemos b=0,1,—1. Parab =0, fo = 2> —3z+2 = (z —1)(z — 2) = go, cuyas
raices son x = 1 yx = 2, obteniendo los puntos (1,0) y (2,0). Parab=—1, f_; =
2’ —x—6=(x+2)(x—3) yg_1 =2*>—3x = x(x—3), cuya raiz comin es xr = 3,
y obtenemos el punto (3, —1). Por dltimo, para b =1, f; = 2? — bz = z(z — 5)
yg1=a*—3x—10 = (x +2)(x —5), cuya raiz comin es x =5, y obtenemos el
punto (5,1).

En resumen, las raices comunes de los polinomios f(x,y) y g(z,y) son (z,y) =
(17 0)7 (27 0)7 (37 _1)7 (57 1)'
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Capitulo 2

Modelo de poblacién de
mosquitos silvestres y estériles
con tasa de liberacion saturada

En este capitulo presentamos el modelo matematico propuesto por Cai y cola-
boradores en [10, 30], el cual describe la dindmica de una poblacién de mosquitos
silvestres cuando son liberados mosquitos machos estériles, y de esta forma se
reduce la reproduccion en la poblacién de mosquitos silvestres. En particular,
consideramos que la tasa de liberaciéon de mosquitos estériles es no lineal. Lle-
varemos a cabo el andlisis del modelo, para lo cual determinaremos primero la
existencia de puntos de equilibrios, asi como su estabilidad local. Los resultados
presentados aqui fueron inspirados en los obtenidos por Huang et al. en [24].

2.1. Ecuaciones de movimiento

Sean w(t) el nimero de mosquitos silvestres, g(t) el nimero de mosquitos
estériles en el tiempo t, y N(t) = w(t) + g(t) el nimero total. Supongamos que la
dindamica de ambas especies, en ausencia de interacciones, es de tipo logistico, y
que la tasa de crecimiento de la poblaciéon de los mosquitos estériles es su tasa de
liberacion. Tomando en cuenta estas hipdtesis, el modelo matematico que describe
la dindmica de poblacién de los mosquitos silvestres cuando se liberan mosquitos
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estériles, es descrito por las siguientes ecuaciones diferenciales

dw aw
e O(N)m— (1 + & (w+9) | w, o
" .

o= B(-) — [p2 + &(w + 9)]g,

donde C(N) es el nimero de apareamientos por individuo por unidad de tiempo,
a > 0 es el nimero de descendencia silvestre producida por pareja, las constantes
p; >0y& >0 (i =1,2) son las tasas de mortalidad independientes y dependien-
tes de la densidad de los mosquitos silvestres y estériles, respectivamente, y B(-)
es la tasa de liberacién de los mosquitos estériles.

Teniendo en cuenta la posible dificultad de encontrar companeros cuando el
tamano de la poblacién de mosquitos es pequena, Cai et al. [10] supusieron un
efecto Allee !, tal que la tasa de apareamiento es dada por C(N) = ¢oN/(1+ N),
donde ¢ es la tasa méxima de apareamiento. Al mismo tiempo Cai et al. [10]
supusieron que la tasa de liberaciéon B(-) es una funcién no lineal, la cual es
proporcional al tamafio de la poblacién de mosquitos silvestres cuando el tamano
de la poblacion es pequena, pero ésta se aproxima a una constante b > 0 cuando se
satura, es decir, cuando la poblacién de mosquitos silvestres es lo suficientemente

grande. Aqui usaremos B(-) = %, donde b > 0 es la tasa de velocidad de
w

liberacion.

Tomando en cuenta las hipdtesis descritas anteriormente, y redefiniendo a cpa
como a, el sistema (2.1) se transforma en el siguiente modelo no lineal

d
T [ (e atwrg) v

(2.2)
d b

donde w, g > 0, y todos los parametros a, b, i1, 12, &1, & son positivos.

2.2. Puntos de equilibrio

En esta seccion estudiaremos la existencia de puntos de equilibrio, pero antes
veamos cudl es el comportamiento asintético de las soluciones de (2.2).

1Se dice que una poblacién experimenta el efecto Allee cuando existe un tamaifio critico de
la misma por debajo del cual el éxito reproductor se ve drasticamente mermado y decae hasta
desaparecer. Por ejemplo, una planta puede verse danada por el viento excesivo si crece aislada,
pero estaria protegida si vive en un grupo.
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Proposicion 1. El conjunto
a ab
Q=< (w,9): 0<w<—,0<g< —
{( 9) &1 g §1N2}

es positivamente invariante y atractor con respecto al flujo de las ecuaciones di-
ferenciales (2.2) en el primer cuadrante.

Demostracion. El campo vectorial asociado a la ecuacién diferencial (2.2) lo de-
notamos

Plg) = (| = (4 6w +9) | w12~ i+ Gl g)l).

Para demostrar que €2 es positivamente invariante es suficiente probar que el
campo en 0f) apunta al interior de ) o es tangente a éste, ver la figura 2.1.

9
e [TT T T
5
:

Figura 2.1: El flujo del sistema (2.2) es positivamente invariante en (.

ab
Iniciemos por ver que siw =0y 0 < g < ——, tenemos que
142

F(0,9) = (O, — (2 + 529)9),
de tal forma que en este caso el campo es tangente a la frontera.

a
Si0<w< —yg=0, entonces

&

2

aw bw
F(w,0) = (1—|—w —MﬂU—fle,H—w) :

donde 1 bw

4+ w
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a ab
Por otro lado, si w = — y 0 < ¢ < ——, obtenemos que

&1 ST
a a’ pa —a® —ag€y  ab agés
F <_7g) = < - ) - 529 - - 5292) )
& Sila+ &+ 6ig) &1 §i+a &
a’ a—a®>—a
donde _ 961 < 0, lo cual es consecuencia de que
§i(a+ &+ g6) &1
@’ < pia+ a® + géra+ & + a&y + 9& + méig + agéy + g7&; .
. . a ab
Finalmente, si 0 < w < — y g = —— tenemos que
S S1
ab \ aw?(&1p2) i — £ — abw  bw abéyp3 + ab&1éapow + a?b?&y
r (w’ @) B (Eum +weipp+ab & pe 14w 2u3 ) '
a
bw bg_l ab
Ya que = , entonces tenemos que

< Sl
14+w 1+_ 51"’@
1

bw ab& i3 + ab€i§opw + a’b%E, < ab ab&y iz + ab€iopw + a*b%E, <0

14w T3 “G+ta G

lo cual es consecuencia de que
QbEL < b1 + PV G + ab€il + a?P26 6o,
Por lo tanto el conjunto €2 es positivamente invariante.

En lo que sigue vamos a demostrar que €2 es un conjunto atractor en el primer
d bw
cuadrante. Notemos que — = —— > 0 para w > 0. Ahora, usando la
dt | ,—o 14w

primera ecuacién de (2.2), con w > 0y g > 0, obtenemos

w
<,
l1+w—+g
aw?
— < aw,
I1+w+g
de donde
aw? ¢ - aw? _
—_ — w — &§w — < aw,
I+w+yg i 1g_1+w+g
2
— — 1w — &wag — ST < aw — Ew”.
I Twtg p1 Siwg — & &1
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Al simplificar llegamos a

aw
—_— = + &(w + w < (a—§w)w
l+w+g (Ml & ( 9)) ( §1w)
Tomando en cuenta esto y la primera ecuacién de (2.2) concluimos que
d
—dzf < (a — fflﬂ)w, (23)

paraw >0y g > 0.

Utilizando el método de separacién de variables en (2.3) se sigue que

a eat

wt) < ————
(t) < c+&edt
donde c es la constante de integracién. Por lo tanto,
) a
limsupw(t) < —
t—00 51

Luego podemos garantizar la existencia de un T° > 0, tal que para t > T se

a
satisface w(t) < —.
&1

w
Tomando en cuenta que = < w y lo obtenido anteriormente, se sigue que
w

w

1+w - 51
bw ba
- 51
Como consecuencia
bw 9 bw ba
L fowag — <
1+ w 529529_1+w_£1

bw

bawg — € < b
1+ w Wy — 29 H2g > 3 H2g

y simplificando llegamos a

bw

b
Trw et &gy < = — g (24)

Nuevamente haciendo uso del método de separacién de variables en (2.4) te-
nemos la desigualdad



para t > T. Es decir,

ba
t) < cet2t p —
g( ) ST

donde ¢ es la constante de integracién y podemos concluir que

limsupg(t) < —.
t—00 9(t) SIC:

Como consecuencia de los resultados obtenidos anteriormente, tenemos que {2
es un conjunto atractor para el flujo de las ecuaciones (2.2) en el primer cuadrante.
m

Con el fin de simplificar la expresién de las ecuaciones diferenciales (2.2),
hacemos el reescalamiento del tiempo 7 = at, es decir dr = a dt. Sin embargo,
por conveniencia continuaremos denotando la variable independiente 7 por t, y

b
los pardametros g, &1, b, pg, & denotaran a &, é, -, &, 5—2, respectivamente.
a a a a a
Entonces el sistema (2.2) toma la forma

d
- {ﬁ - (vt *g)ﬂ o
(2.5)
dg b
d_i _ H—ww — [p2 + &(w + 9)]g,

donde w, g > 0 y todos los pardmetros b, 1, &1, po v €2 son positivos.

El siguiente teorema caracteriza el numero de puntos de equilibrio de (2.2)
en (2.

Teorema 7. El origen (0,0) es el inico punto de equilibrio del sistema (2.2) en
la frontera del primer cuadrante.

(i) sib>by 6 /i, +/& > 1, entonces el sistema (2.2) no tiene otros puntos
de equilibrio en el primer cuadrante;

(i) sib=bo y /i, +E <1, entonces el sistema (2.2) tiene un unico punto de
equilibrio E*(w*, g*) en el interior del primer cuadrante. Este punto satisface
w* = (1+ N*)(u + &N,

b(1+ N*)(p1 + & N¥)
[L+ (14 N*) (g + EN*)] (g + EN*)’

*

g:

donde N* es la unica raiz positiva de (2.13);

18



(ii) sib < by y /i, + /& < 1, entonces el sistema (2.2) tiene dos puntos de
equilibrio en el interior del primer cuadrante Ef(wi, g7) y E5(wh, g3) con
wi o = (14 Nio) (1 +&ENT ),

g, = b(1+ Nio) (k1 + E1NY o)
B2+ (T4 Nio) (4 &7 o) (2 + &N7,)

donde Ny < N3 son las dos raices positivas de (2.13).
El valor by serd definido por (2.14) mds adelante.

Demostracion. Los puntos de equilibrio del sistema (2.5) son las soluciones del
siguiente sistema algebraico no lineal

L‘FZ—W - <#1 +&i(w+ 9))} w =0, (2.62)
ﬂ_ww — [p2 + &(w + g)lg = 0. (2.6b)

Evidentemente w = 0 y g = 0 es solucién de este sistema y, por tanto (0,0) es
punto de equilibrio. Lo siguiente es determinar las demas soluciones del sistema
(2.6a) y (2.6b).

Sea N = w + g > 0. Luego la ecuacién (2.6a) toma la forma

w
W —&N|w=0
Tr N T alNjw=0,

cuyas soluciones son
w=0, v w=1+N)(u+E&N). (2.7)

Por otro lado, la ecuacién (2.6b) se transforma en

bw
— — Nlg=0
T~ e T &N =0,
la cual tiene por solucion
bw
= ) 2.8
T 0 w)ie +&N) 29
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Combinando (2.7) y (2.8) obtenemos que los puntos de equilibrio de (2.5) son
(w,9) = (0,0) y

b(1+ N)(p1 +&N)
L4+ (1+ N)(pr + & N)] (2 + EN)

w= (N +6N), 9= (2.9)

Ahora, sustituimos estos tltimos valores en la ecuacion N = w+g y obtenemos

b(1+ N)(p1 +&N)

N=1+N)(u+&N)+ 1+ (14+ N)(p1 +&N)(p2 + &N)'

es decir,

[N = (14 N)(p2 + &N)J[1 4+ (1 + N)(pn + &N (p2 + &2N)
=b(1+ N)( + &N), (2.10)

6 equivalentemente

b1+ M) + & N)
N = (L+ N + &)

[T+ (14 N) (1 4+ EN) (2 + EN) = (2.11)

Las soluciones de esta ecuacién son las raices del polinomio de grado cinco en la
variable N dado en (2.10), pero debido a que estamos trabajando con poblaciones
solo nos interesan sus raices positivas. Posteriormente mostraremos que tiene a lo
mas dos raices positivas.

Para encontrar los puntos de equilibrio hacemos la siguiente simplificacion.
Definimos G4 (N) = N — (1 + N) (1 + & N) entonces G1(0) = —py < 0. Las raices
positivas de

Gi(N) =N = (1+N)(p + &N)
= -GN+ (1 — 1 —&)N — g

son
1

Nyg = %, [(1 — = &) V(= — &) — A&

Notemos que para que estas raices sean reales y positivas se debe cumplir
1—p —& >0y (1—p —&)* —4mé& > 0, entonces

(1—p1—&)% > 4.

Por otro lado, tenemos que 1 — p; — & > 0 de tal forma que

I — 1 —& > 2/ ks
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es decir,
Vi, +VE < L (2.12)

Ya que G{(N) es un polinomio cuadrdtico en N y el coeficiente de N? es
negativo, obtenemos que G1(N) > 0 para N € (Ny, Ny). Ahora, definimos

Fi(N) =141+ N)(p +&EN)] (12 + §N),
(14 N)(u1 +&N)
N =1+ N)( +&N)

Fz(N) =

A partir de (2.11) tenemos que
F(N) = bFy(N),

donde N € (Ny, Ny). Ademés el denominador de Fy(N) es G1(N).

1 7
En la figura 2.2 mostramos la grafica de Fj(N) para pu; = R4 & o= i

Notemos que Fi(N) es una funcién positiva monétona creciente cuando N > 0y
lim Fi(N) = oo.
N—00

08}
0.6} F1(N)
04t
02t
N
Figura 2.2: Gréfica de Fy(N) con p; = % y & = T Los puntos en el eje N son

las raices Ny y No del polinomio G (V).

Por otro lado, en la figura 2.3 mostramos la gréfica de Fy(N) para p3 = =

7
y & = —. Observemos lim Fy(N) =+4oc0y lim Fy(N) = +oo y no hay ceros
45 N—NjF N—Ny

positivos. Como consecuencia, F5(N) es positiva para N € (Ny, Ny).

21



10 !
5 FaN) .

+ : . ? S— N

2 4 6
. ;
-10 :
. , 1 7 .
Figura 2.3: Grafica de Fy(N) para pu; = R y& = T Los puntos azules en el eje

N son las raices N7 y Ny de G1(N).

Notemos que
FY(N) = 2(p2és + & + & + 36N)) =0,
—paé1 — e — &1

cuando N = < 0, mientras que la tnica raiz real de
36182
2 = 3
(1 + &N? + N + & — 1))
es 2s
Y2 (\/u%ﬁ (13 —2m G+ 1)+ (& — 1)) — p3et — (& — 1)&%) +2mé}
N=-— <o.

Vg i/\/u%ﬁ (13 =21 (&1 + 1) + (& — 1)2) — p2ef — (& — e

Como consecuencia tenemos que Fi(N) y F3(N) no tienen puntos de inflexién
para N > 0. Luego Fi(N) = bFy(N) implica que (2.10) tiene a lo mas dos raices
positivas.

Por otro lado, la ecuacién (2.11) se puede reescribir como

N —(1+N)(u +&N)
(1+ N)(1 +&N)

14+ (14 N)(p1 +&N)| (2 + &EN) =0,

1
Fi(N) = b. Definimos F3(N) = ———, y de (2.11)

lo cual es equivalente a
a Fy(N)

Fy(N)
se sigue que

Fy(N)F3(N) = b. (2.13)
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En pocas palabras, los puntos de equilibrio con coordenadas positivas del sistema
(2.2) son determinados por las raices positivas de (2.13) contenidas en el intervalo
(N17 N2> .

Notemos que

F(N)I N1—<1+N1)<M1 +€1N1) _ Gl(Nl) -0
S (1+ Niy)(pa + &1Vy) (I+ No)(ur + &Ny 7
Fy(Ny) = Ny — (14 Np)(p1 + 1 No) _ G1(N>) _ 0
e (14 N2)(pa + &1 N2) (1+No)(pu +&N2)

Por otra parte, F3(N) no esté definida en N = —1, —&, lo cual implica que su

1
grafica tiene asintotas verticales en esos puntos. En lo que sigue vamos a calcular

los maximos y minimos relativos de

N—(1+4+N)( +&N)
(14 N)(p +&N)

F3(N) =

Derivando con respecto a N obtenemos

i — & N?
(N +1)% (1 +&N)?

-1
Vo2

Dado que estamos interesados en N > 0 sélo tenemos el punto critico N =

F3(N) =

CUuyoOs Ceros son

H
&

Ahora calculamos la segunda derivada

2 (43 = &N + (& +36N))

Fy(N) = - (N+13(u +&N)3

y la evaluamos en el punto critico para obtener

. <0,

P (\/E):_ 240 <2§1\gg+/~01+§1>
O (VE) (ayEem)

de donde obtenemos que N = i es un punto maximo.

&
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1 7

En la figura 2.4 mostramos la gréfica de F3(N) para pu; = YR & = e

Notemos que Hm+ F35(N) = —oo. Tomando en cuenta esto y el anélisis anterior,
N—0
tenemos que en el intervalo (Nj, No) la funcion F3(N) crece hasta alcanzar su

- K1 .
maximo en N = , /= y posteriormente decrece.
1

-1.0}

1 7
Figura 2.4: Grafica de F3(N) para u; = — y & = ——. Los puntos de color azul

45 45
en el eje N son las raices N7 y N; del polinomio G1(N).

En lo que sigue veremos el comportamiento de Fi(N)F3(N). En el intervalo
(N1, N2) la funcién F3(N) crece, y alcanza su valor méximo para luego decrecer;
ademds, F1(N) es una funcién positiva y monétona creciente, por lo tanto la fun-
cién Fy(N)F5(N) tiene dos raices positivas, N1 y No. En la figura 2.5 mostramos

la grafica de Fy(N)F3(N) para py = Y & = YRS observamos que tiene un

comportamiento similar a la grafica de F3(N).
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F1(N)F3(N)
0.10

0.05

1 2 3 4 5 6 N
-0.05
. , 1 7
Figura 2.5: Gréfica de Fy(N)F5(N) para pu; = TR &= T Los puntos de color

azul en el eje N son las raices N7 y Ny del polinomio G1(N).

Ademaés la funcién Fy(N)F3(V) tiene un tnico valor maximo en el intervalo

(N1, Ny), que denotaremos N y que determina el valor del umbral de liberacién
de los mosquitos estériles. Definimos

by := Ner(rzlvé;},(m) Fi(N)F3(N) = Fi(N)F53(N). (2.14)
m
dFy(N)F3(N
Observacion 1. De la grdfica de la figura 2.5 tenemos que M > 0
~ dFy(N)F3(N -~ dF(N)F3(N ~
para N < N, M<OpamN>NyM:0pamN:N.

dN dN

2.3. Estudio de la estabilidad de los puntos de
equilibrio

Para analizar la estabilidad lineal de los puntos de equilibrio utilizaremos el
teorema de Hartman-Grobman (ver apéndice ?7). Sea J la matriz jacobiana aso-
ciada a la linealizacién del sistema (2.5) en los puntos de equilibrio dados en el
teorema 7.
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Proposicién 2. La matriz de la linealizacion del sistema (2.5) en los puntos de

equilibrio interiores en el primer cuadrante estda dada por

w(l+g) w
J=| LN Thw o <(1+N)2 +§1>w

5 = 29 —p2 — Saw — 2829

(1+w)
con traza
trJ = % —&§1w — po — Sw — 2629,
y determinante
N)d(G,G
o =
F(N)

donde C2(N) = TN 1 &)

Demostracion. Con el fin de obtener la matriz jacobiana definimos

Si= ﬁ —(m+&(w+g) | w,
b
fo= o = 2+ &lw + 9)lg,

(2.15)

(2.16)

(2.17)

que corresponden al lado derecho de las ecuaciones (2.2). Ahora vamos a calcular

sus derivadas parciales,

(1+w+ g)2w — w?

Jiw = 1+wtg)? - — 26w — &g,
fig=— (ﬂ—i—LN)Q +§1) w,

b
Jow = m —&29,

f2g = —ls — Sw — 2&29.
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Ya que w = (14+ N)(u1 + & N) y N = w + g obtenemos que

(1+w+ g)2w — w?

Jiw = Atwigz M — 26w — &g
A (o a(wr+ 9) —
i e
:(L+Npi1{;;wyu @ e

Luego, la matriz jacobiana del sistema (2.2) es

w(l+ g) £ _(__g__+&>w

J=|C +bN)2 (1+N)? (2.18)
Atwe §29  —p2 — Sw — 2&ag
Notemos que la traza de esta matriz es
w(l +
trJ = ﬁ — flw — U2 — fg'w — 2£2g, (219)

y su determinante

B 1+g¢g b w
det J =w {& — m} (o+E&N+E9)+ {m — 529] {m + 51} w.

Con el fin de simplificar los calculos, utilizaremos a

Gi(N)=N — (1 + N)(u + &N),

y
B i (N) o e+ &N
Call) = L+N)(m+&&N) P +&N
donde O — 1+(1+N)(M1+51N)'

1+ N
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Como F;(N)F3(N) = b, usando el hecho de que

Fi(N) = Go(N)(1+ N)(p1 + &N),

1
F3(N) = G1(N) (1+N)(u1 +&N)’

tenemos que

Para obtener (2.17) vamos a hacer algunas simplificaciones

lde:{&— 1+9
w (

TN)Q} (2 + &N + &29)

w

§ [a%wv - 524 {<1+—N>2 § 4

_ l+g (1 +g)&ag
—{fl—m} (p2 +&N) + 1629 — i+ N

[ o] () ' e
- {ib <11+13>J 6+ [
1 29

(1+w)? (1+N)

b(1+ N)(p1 +&EN)
L4+ (14 N)(p1 + & N)|(p2 + EN)’

Ya que w = (1+ N)(u +&N) v g = [
b(1 + N)(p1 +&N)

obtenemos g = (0T w) (i - &N Luego,
_detJ = {fl _:_ } o + &N
{ w } S Eb(1+ N)( + &GN)
1+ N T T T M+ w)m + 6N)
+
1+ N (2 + &N
n { 1 B Ea(p + &N )] g(p2 + EN) I b(&1pa — Eaptn)
(1+N)? po + &N 14w (1 4+ w)?(u2 + &N)'
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Por lo tanto

det J ¢ — l+g 1 L+ &aN)] g
(e +&N)w > (1+N)2 ' |[(1+N)?  ju+&N | 1+w
b(E1pa — Eapia)
(1+w)? (2 + E&N)?

y obtenemos
1+ (14+N)(m+&N) 14w
1+ N 1+ N
es decir, (1+ N)Q2 = 1+ w 6 equivalentemente w = (14 N)Qy — 1. Por otro lado
tenemos que N = w + g, de tal forma que

Q2 =

g=N-w=N-[1+N)Q:—1]=(1+N)(1-0Qy),

pero
G1 =N — (14 N)(u1 + & N).

En otras palabras,

Gi=N—-w=(1+N)(1-Q) = (1+N) (1—MG>,

2
p2 + &N
y recordemos que

_ Fi(N)
L1+ N+ &N)
(A4 N) (1 + & N)] (p2 +&N)
(L4 N) (g +&N)
p2 + &N
T

=Q

Esta dltima igualdad junto con los resultados obtenidos anteriormente, nos dicen
que hay varias expresiones equivalentes de ()5, las cuales son las siguientes:

L+ N +&N)

1+ &EN
= N = G
1+N 1+N

v praN

+ 1+ &

Con el fin de expresar el determinante de J en términos de la derivada de G1G2
calculamos la derivada de ()2 y obtenemos

dQs 1
aiN O+ NeE & (221)
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Ahora, con esta informacion tenemos que

AGy _ d (m+&N
AN — dN \yy + EN 7

:<M2+52N) (_ 1 +€1)+(M1§2—M2§1><1+’w)
pn+ &N (1+N)? (1 +&N)? ) \1+N

(12 + &N ) (1 + & N) ¢ (M2+§2N)
(1 + NP1+ N >\ + 6N
(1162 — p2é1)(1+ N) (&2 — pobr)w
(1 +ENP2A+ N2 (pr +&N)( +EN)(1+ N)
(4 &N)(p + &N) € (#2 + €2N) (11€2 — p261)(1+ N)

_|_

(11 +&N)*(L+ N)? prt &N/ o (+ GNP+ N)?
4 &2 — p2€i
pr + &N
pero
£ <M2 + §2N> n e — & S(m +&N) 6.
&N m+ &N (11 +&N)
Por lo que (2.21) se transforma en
dGy _ )t (18 — &)L+ N) — (p2 + &N)(a + &N)
AN T (i + &NPAHN? (i + &N+ N2

Haciendo un poco de manipulacion algebraica llegamos a

(pq + {1]\7) dG, _ (Ml + §1N) &+ (,U1 + 51N) (&2 — p261)(1+ N)
p2 + &N ) dN fiz + &N ) 2 p2+ &N ) (pn +&N)*(1+ N)?
B (Ml + §1N) (12 + &N)(p1 + &N)
p2 + &N ) (1 +&EN)A(1+ N)?
B 52(/11 + 51N) n Soptr — &1 pto 1

p2 + §a N 1+ N)(p1 +&N) (2 + &N)  (L+N)?

y por lo tanto

1 _ §a(pa + &1N) _ Sapin — S1pt2 _ (Ml + §1N> dG

(1+N)? p2 + &N (L+N)(pn +&N) (2 +EN)  \pa +&EN ) AN
(2.22)
Como vimos anteriormente
det J B 14+g¢ 1 & +&6N) g
N — 61 _ 5 + 5~
(112 + EN)w (1+N) (1+N) e+ &N | 1+w

b(fl/@ - 52#1)
(14 w)?(pa + &N)?
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Luego usando (2.22) obtenemos

det J - 1 _ g b(&ipe — Eaptn)
(2 +&N)w > (IT+N)? 1+N)?2 " (1T+w)(ps+ &N
i Saptr — &1pz B (,Ul + le) dGz} g
(1+ N)(pr +&N) (2 + EN) po+&N) dN | 14+w’

Aplicando ahora las identidades
dQ 1

aN ST oy
g _(1+N)(1-Qs) 1-Q»

l+w  (1+N)Qy Qo '
g (04 N)(@-1) Q-1
(14 N)? (1+ N)? 1+ N’
obtenemos
det J :dQ2+Q2—1 { apir — &1 ptn } g
(o +&EN)yw  dN 1+ N |1+ N)(u +EN)(pe +E&N) | 1+ w

B {(Ml + §1N) dGﬂ 1—-Q2 b(&ipe — Eapt)
p2 +&N ) dN Q2 (1+w)2(ug + &N)?

Sin embargo, w = (1 + N)(u1 + £ N) v la dltima expresién toma la forma

det J _ dQs  (Qy—1 . { g(&apr — & o) } (1 +w)(p2 + EN)
(e +&N)w  dN 1+ N = [wl+w)(pz +&N)] (14 w)(u2 + &N)
B [(#1 + §1N> dG2:| 1—-Qo 4 b(&ipe — Eaptn)
fo + &N ) dN Q- (1 4+ w)?(ug + &N)?

_dQ i Q2 —1 n (9(1 + w)(pg + sz)> < Soprr — E1pto
~dN 14N w
1 =@y + &N dG, b(&ip2 — Eop1)

Q2 po+ &N AN - (1+w)2(ue +&N)?

_ bw _ 9L+ w)(p2 + &N)
De g = 05 0) 0+ &N obtenemos b = " . Luego
detJ — dQy  Qp—1 b(&aptr — &1pt2)
_ 1 — Q21 +& N dGy b(&1 o — Eapr)

Q2 Mo + £2N dN (1 + "LU)Q([JJQ + £2N)2
_ 4@y L Q—1 1-0Qyu+&6NdGy
AN TT4N 0y miONdAN
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w1+ &SN

Sin embargo Qo = G5, lo cual implica

o + &N
M1+§1NG 1
det J :i(u1+§1NG2)+uz+£2N ’
(2 +&N)w  dN \p2 + &N 1+ N
1_H1+51N

to + &N ? 1+ &N dGy
M1 +51NG2 fo + &N dN

p2 + &N
mAanN - &N
_i(ﬂl"’leG)Jr,MQ-l-&N ? _ po + EN % dGy
T AN \ i + &N P 1+ N Go dN

_ (flﬂz — Sapln ) Gy + (Ml +51N) dGy " (1 + & N)Gy
(k2 + &N)? s+ &N ) AN 7 (pg + &N)(1+ N)
1 1 dGy 1+ &N dGs
14N G dN ' s+ &N AN
_ S1jta — Saptn ) (Nl + 51N) dGy
(o + EN)2 2 po + &N ) dN
1 pm+ &N
+(1+N)(m+&NGQ
1 1 dGs
" 1+N  GydN~

Ahora multiplicamos ambos lados de esta ecuacién por 1 4+ w y obtenemos

(1 +w)detJ §1pa — Safn 1+ &§ N\ dGy
(p2 + EN)w (1+w) (12 + §2N)2G2 t2l+w) (#2 + sz) dN

1+N )\ o+ &N ?) 14N Gy ) dN’

(it &N
@2 = (M2 +§2N) e

pero

de donde obtenemos que

L:<M>L y L:(M)L
Qo p+ &N ) Gy G po+ &N ) Qo
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1+w
1+ N

Usando estas expresiones y Qo = llegamos a que

(1+w)detJ _a )fwz — &
(p2 + & N)w (p2 + & N)?
LA+ N) (u1—§1N> dGs {2(1+w) 2+ &N (Ml‘l‘lei) H_w]
pe+&N) dN | 1+ N pr+ &SN \pe+5NQ2 ) 1+ N
+“1+51NG2[1+“’ _(u2+§2Ni) 1+w}

to + &N 1+ N i +&NGy) 1+ N
Sipe — o

=0

(p2 + &N)?

M1—§1N> dGo [ <,u1 +§1N> }

+(1+N 2 Gy —1

( )(u2+§2N dN o+ &N ) P
w+EN [,lh +&N ]

+ Gy —1].
p2 + &N 2 po + &N ?

= (1+w)

Con lo obtenido estamos en posibilidad de calcular

d(G1G>) :i<[N—(1+N)(/~L1+§1N)] 1+ 0+ N)(m +&N)] (Mz+§zN)>
dN dN (1+N)(p1 +&N) '

Tomando en cuenta que

[+ 1+ N)(p1 + &N)] (p2 + EN)

w=1+N)(m+&N) y Gy= (1+N)(m +&N) ’

tenemos que

d(GhGy)

d

dN

(v-aem(1Ep)+1)6

(N = (L4 N)@2 + 1) Go] = (N = Qs = NQy + 1) G

[(1+N)(1 = Q)G

p1 + &N
{(1 ) (1 B Mo + 52NG2> Gz}
! + &N

o) 6o (1 M) 12

Sipe — Ean 2
~ () ((m +£2N>2> “a

EEEEREEEE

=

1

M

M1+§1N)G}d_Gz
pe + &N ) P AN
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Por otro lado, considerando que G

_ M2+§2NQ B <M2+§2N> <1+w)
== > 0, =
 +&EN p1 + &N 1+ N

obtenemos que

_ pat+ &N

(14 NGy = 22 n (1t w).

Por lo tanto

(1 —|—N) <§1M2 —§2M1> G% _ (1 +N)G2 <§1/~62 —§2M1) G,

(p2 +&N)? (p2 +&N)?
e+ &N §1pi2 — Safta
o+ f1N(1 ) <(N2 +§2N)2) Gz

En otras palabras,

d(G1Gs) (1 &N
dN po + &N

M1+§1N) :|dG2
Gy ) Gy +(14+N) |1 -2 (LS ) g | &2
2) 2 I+ >{ (u2+52N 2| N

(M2t SN Sipe — oty
<M1 + le) (Lt w) ((Mz +§2N)2) .

Finalmente tenemos que

(1+w)detJ S — Eafn 1+ &N 1+ &N
( ) G

— = Gy + Gy—1
(p2 +&N)w (p2 + & N)? ? p2 + &N po + E N 2 1

M1 — le dGy M+ le
s (Gev) o P Girew) -1

Entonces

_w . <M2+52N> (1+w)detJ
w(pn +&N) 1+ &N ) (g2 + &N)w
_ (2t &N Sia — Saptn
- (v e
p + &N dGo
raem -2 (R o
_ <1 i+ &N
fo + &N
d(G1G2)
dN

G'Q) Gy

Por lo tanto ( EAN) d(G1G)
w(p + &1 1Go
= — . 2.2
det J 1+w dN (223)
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d(G1Gs)
N

Observemos que, det J = 0 es equivalente a =0, donde G1(N)G5(N) =

Fy(N)F5(N) = b.

Teorema 8. Para el sistema (2.5) se satisface lo siguiente.

(1) El punto de equilibrio (0,0) existe siempre y localmente es asintéticamante
estable.

(11) Si existe un unico punto de equilibrio con coordenadas positivas E*(w*, g*),
entonces éste es un nodo, silla (topoldgicamente) o un silla-nodo si trJ |p-#
0 y es una cuspide o una silla-nodo si trJ

= 0.

(111) Si existen dos puntos de equilibrio con coordenadas positivas Ef(wy, g7) vy
Es(wy, g7), entonces EY es una silla; E3 es un nodo estable o un foco estable
cuando trJ|g; < 0, un nodo inestable o un foco inestable cuando trJ |gs > 0,
y un centro lineal cuando trJ

Los retratos fase son mostrados en la figura 2.6.

Demostracion. La linealizacién del sistema (2.5) en el punto (0,0) estd dada por
la matriz jacobiana
(5 )
b —p2)’

cuyos valores propios son —u; y —e9, los cuales son negativos. Luego el punto
(0,0) es un nodo estable, y por lo tanto localmente asintéticamente estable.

Recordemos ahora que el polinomio caracteristico de la matriz cuadrada J es
p(A) = A2 — (tr J)A + det J y sus valores propios son

v /(tr J)2 —4ddet J
— 5 ,

A

Vamos demostrar el caso (ii). Por el teorema 7 existe un tinico punto de equi-
librio, donde N = N. Entonces la observacién 1 implica que

d(G1G>)

AN =0,

N=N

y usando la proposicion 2 tenemos que det J = 0, por lo que los valores propios
son:
)\1 == O, )\2 =tr J.
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Figura 2.6: Retratos fase del sistema (2.5) con pu; = L& = 75, Lo = 3—10, & =2

45 15 90"
(a) No hay puntos de equilibrio positivos cuando b = % b) Existe un tnico
punto de equilibrio el cual es una cuspide cuando b = é. (c) Existen dos puntos

11

de equilibrio positivos cuando b = ;55

E3 es un nodo estable.

son: EY el cual es una silla, mientras que

Si tr J # 0 entonces el punto de equilibrio tiene un valor propio Ay =0y Ay #
0, y el teorema 2 nos dice que el punto puede ser un nodo, silla (topolégicamente)
o silla-nodo. En el caso de que tr J = 0 entonces los valores propios A\; = Ay = 0,
y aplicando el teorema 1.5, obtenemos que el punto de equilibrio puede ser una
cispide (ver la figura 2.6) o un silla-nodo.

Ahora consideremos el caso donde existen dos puntos de equilibrio con coorde-
nadas positivas £} y E; del sistema (2.5), los cuales deberan estar asociados con
dos soluciones positivas Ni < Ny de G1(N)Go(N) = Fi(N)F3(N) = b. Tomando
en cuenta la observacion 1 tenemos que

d(G1Gs) o dGiGy)

AN N=N3 AN N=N; '
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Finalmente considerando el signo menos en (2.23) concluimos que

detJ|N:N1* <0 < det J’N:N;-

En el punto Ef tenemos det J|y— ~ny < 0y los valores propios de J son reales
y de signo contrario, es decir, E; es un punto silla y por lo tanto inestable; ver la
figura 2.6 (c).

Lo siguiente es considerar el punto Ej donde det J|y—n; > 0.

Si (tr J)|n=n; < 0 los valores propios de .J pueden ser: complejos conjugados
con parte real negativa, obteniendo que E3 es un foco estable, 6 A\; 2 € R™ y por
tanto £ es un nodo estable.

Por otro lado, en el caso (tr J)[y—n; > 0 consideramos las dos opciones
posibles para los dos valores propios son las siguientes: A\;» € R originando
que E3 sea un nodo inestable. Mientras que en el caso de que A; 2 son nimeros
complejos conjugados con parte real positiva, y por tanto £ es un foco inestable.
Por 1ltimo, cuando (tr J)|y—n; = 0 tenemos que A; » son imaginarios puros y por
lo tanto E3 es un centro lineal. ]
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Capitulo 3

Bifurcacion de Hopf

En el teorema 8 vimos que el sistema (2.5) tiene dos puntos de equilibrio posi-
tivos, £ que es siempre inestable y, £ que puede ser localmente asintéticamente
estable o inestable. En particular, los cambios cualitativos a los que se refiere el
teorema 8 (iii), hay cambios de signo en la parte real de los valores propios com-
plejos, dando origen a valores propios imaginarios puros del sistema linealizado
en un entorno de Ej, esto sugiere la existencia de una bifurcacién de Hopf. Este
capitulo estd enfocado en analizar cuando existe esta bifurcaciéon. Los resultados
presentados aqui fueron inspirados en los obtenidos por Huang et al. en [24].

3.1. Analisis de la bifurcacién de Hopf

Iniciemos esta seccién con el reescalamiento del tiempo ¢ = (14+w)(1+w+g)7
en el sistema (2.2). Luego el sistema toma la forma

dw
——=wltw)[w—(1+w+g)(m+&(w+g)],
-
J (3.1)
g
- = 1 +wtg)fbw — (1 +w)(ue + &(w + 9))g].
. : : : dg
El siguiente paso es resolver el sistema de ecuaciones algebraico pr 0
T T
para i1 v pf2, Y conseguimos
p1 = ————— — &i(wsy + 93), po = ———— — §o(ws + g3). 3.2
o - (g ) T — G +a). (32)
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Notemos que estos parametros son positivos cuando

w*
0<£ < * * 2 * *) 7
! (w2 +92)<1 + wy + 92) (3 3)
bwi '
0<&< 2

g5 (1 + w3)(ws + g3)°

Aplicando el teorema 8 para el caso tr.J

g = 0, obtenemos que el punto de
2

equilibrio E3(wj, g5) es linealmente un centro, lo cual nos sugiere la existencia de

una bifurcacion de Hopf. Un célculo sencillo nos permite ver que tr.J| .. = 0 si
2
€ = &gt = i 92 — 2 *( . 2)(*92> 3 (3.4)
(14 w5 +93) w393 (1 + w3)
De tal forma que {5 > 0 cuando
ws 1495 b
0<&<—2 = —|, (3.5)
g [I+ws+g5)?  g5(1+ws)
lo cual se satisface cuando
0<b< 951+ w3)( +92). (3.6)

(1+w; + g5)?

El siguiente paso es obtener los valores propios de la matriz jacobiana asociada
a la linealizacién del sistema (3.1) en un entorno del punto Ej = (w3, g3) con

51 = élH'

En la proposicién 2 de la seccién 2.3 calculamos la matriz jacobiana (2.18),
que evaluada en (w3, g3) toma la forma

wil+g3) . . w3 )
Ttz rgr " ~\Truge T8

b
- * _ _ * 2 *
(1 + w;)Q 5292 j25) §2w2 5292

J= (3.7)

Tomando en cuenta que los sistemas (3.1) y (2.5) difieren entre si solo en la
escala de tiempo t = (14+w)(1+w+g)7, tenemos que la matriz jacobiana asociada
con (2.5) en (w3, g3) es

Trusrgr "~ \Truge T8

b
- * _ _ * _ 2 *
15w §295 p2 — &ws — 28205

J = (1 +wy)(1 +w; +g5)
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El polinomio caracteristico asociado a esta matriz es A\ — tr J\ + det J con
trJ =0,y
w* * * * * * * *
det J = g_f [(1 + w3) ((1 + wy + 92)251 —1- 92) (bw2 + (92)2(1 + w2)§2)
2

+ 05 (w5 + (1 +wy + g3)%61) (b= g5(1 + w3)°6)] -
Luego los valores propios son Aj o = ++v/—det J = +iw,, donde
w* * * * * * * *
We = {g_f [(1 + w;) ((1 +wy + 92)251 —-1- 92) (bw2 + (92)2(1 + w2)§2)
2
+g5 (w3 + (1 +w) + g3)°6) (b—g3(1+w3)’6)]}7. (3.8)

Ahora, usando las condiciones (3.3), (3.5) y (3.6) tenemos que w3, g5 y b deben
ser elegidos de tal forma que w, sea real y positivo.

En lo que sigue definimos la transformacién

o wib(L+ws) +(b—1—wh)gh] + (93)*(1 + w3)(1 4w + g3)&

w = w, ” u,
92
1 * * b * *21 *
gzg;—( +w2—|—92)[w2:—(92)( +w2)€2]u+wcv,
92
y
o= Wb+ ws) + (b= 1 —wi)gs] + (95)°(1 + wi)(1 + ws + g3)&
93 ’
g (rwi+gh)[bws +(95)°(1 + wi)&s]

*
92
Luego la representacion matricial de la anterior transformacién es

(=)= (5 ) 0)
g — g; _6 We v/’
Ahora derivamos con respecto a t y obtenemos

()= (5 ) )

Definimos B = | & 0 cuya inversa es
_6 We
1
— 0
o
B !'=
g 1
W, We



Lo siguiente es considerar el sistema (2.5) como una funcién X = X(w, g), la
cual desarrollamos en serie de Taylor alrededor de (w3, g3) hasta orden dos:

(i) = .0 = Xtz g2) + D103, (1 57 + 0 (1))

= D g) (40 ) + 0 (w.g)).

donde D [X (w3, g5)] = J es la matriz (2.15), es decir, la matriz jacobiana del
sistema (3.1) evaluada en (w3, g3). Entonces

(I;,/) —J <z B ;";2) + 0O ([(w,9)f°) =JB <z) L0 (Jw0)P),

es decir,

() =2 (2) + o) = (5, %) (1) + 0 (o)

Con el fin de escribir este sistema como la perturbacion de un oscilador armoni-
co de frecuencia 1, reescalamos nuevamente el tiempo a través de 1 = w.7, y
obtenemos

4
du i
=0v+ E a;;u v’

d_Tl i+j=2
(3.9)
dv 4 o
d_Tl = —u—+ Z bijuzvj,
i+j=2

donde los coeficientes a;; y b;; estan dados en términos de b, &, w3 y g5. Ver el
apéndice ?77.

Observacion 2. Notemos que el punto de equilibrio (u,v) = (0,0) es un centro
del sistema lineal asociado a (3.9). Sin embargo, al agregar los términos de orden
superior, el punto (0,0) puede dejar de ser un centro. En otras palabras, puede
cambiar la estructura topoldogica de las soluciones en un entorno del origen, lo
cual, en este caso, como el sistema es analitico se reduce a distinguir si el punto
(0,0) es un centro o un foco.

En lo que sigue vamos a ver como determinar el niimero méximo de ciclos
limite pequenos que bifurcan del punto de equilibrio (0,0), para lo cual usaremos
el método donde suponemos que la solucion tiene un desarrollo en serie formal de
potencias.
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Con el fin de simplificar nuestros célculos, usaremos un resultado de Yu [41].
El demostré que la forma normal del sistema (3.9) en coordenadas polares tiene
la forma:

dr
— =7 (vop + v1r” +vort +ugr® + L),
dTl
ag 2 4 6

=14 vopu+v1r° +ver” +v3r’ + ...
dTl

donde r y 6 representan la amplitud y la fase de los movimientos periédicos,
respectivamente, y pu = & — &1 es el desdoblamiento.

Los v son llamados walores foco, y pueden ser usados para determinar el
nimero de ciclos limite que bifurcan de un punto critico de Hopf, asi como de
las condiciones de centro del punto de equilibrio, mientras que los v, pueden ser
aplicados para determinar los periodos criticos de los ciclos limite que bifurcan de
éste.

Para poder aplicar el teorema 13 debemos calcular los v; y v;. Las expresiones
de vy y vy las obtenemos del andlisis lineal, pero para obtener vy y vy (k > 1)
debemos hacer analisis no lineal con la ayuda de los manipuladores algebraicos
computacionales Maple y Mathematica.

En [20], los autores afirman que los valores foco que se obtienen de la salida
del programa de Maple codificado por Yu son:

w3 b(1+ w3 +95) — 95(1+ w3)] + (95)* (1 + w3)(1+ w5 +g5)é2
1
8w3(93)4 (1 + w32 (L + wj + g3)3w?
_ (w30 + wi +93) — g3 (1 +wh)] + (93)>(1+ wi)(1 + wh + 95)E2}%

v2 = 2
288(w5)3(95)10(1 + w3)0(1 + wj + g5)0w$

v = —

—F3
663552 (w*)10(gx)18(1 *)14 (] * V812 L [b(1 * Y _ o (1 * )2(1 (1 * * 6’
552(w3)10(g3)1* (1 + w3) (1 + w3 + 93)3wi2{w3[b(1 + w3 + g3) — 93(1 + wi)] + (93)°(1 + w3)(1 + w3 + g3)€2}

vg = ...,

vz =

donde los Fj;, © = 1,2,3 vy v4 son polinomios con expresiones muy largas en las
variables b, &, w; vy g5, pero no son proporcionados en el articulo [20].

Ya que es muy dificil resolver v; = vy = v3 = 0 para los pardmetros b y
&5, estudiaremos un caso més sencillo al tomar wj = g3, lo cual implica que el
punto de equilibrio (w3, g5) estd restringido a la linea recta de 45° en el primer
cuadrante del plano wg. Biolégicamente esto significa que los mosquitos salvajes
y estériles estan en equilibrio. En lo que sigue veremos que el sistema dinamico
tiene una dindmica muy compleja ain con esta restriccion y demostraremos el
siguiente teorema.

Teorema 9. Sib < by, /i1 ++v/& < 1y el punto de equilibrio E3 (w3, g3) satisface
wi = g5, entonces el sistema (3.1), es decir, el sistema (2.2) tiene una bifurcacion
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de Hopf de codimension 3 alrededor del punto de equilibrio E5 (w3, g3), y tres ciclos
limite bifurcan desde Ej(w3, g3) y el ciclo limite exterior es inestable.

Demostracion. Sin pérdida de generalidad consideraremos el caso g5 = wj; = 1.

Los coeficientes vg y 1 son obtenidos de la parte lineal del sistema (3.9), que
en nuestro caso son vy = 0y vy = 0. Por otro lado, los valores foco (o niimeros de
Liapunov) vy, ve y v3 los hemos calculado con el programa codificado en Maple del
Dr. J. Torregrosa de la Universidad Auténoma de Barcelona y son los siguientes:

1
~ 108(—2 + 3b + 6&,)
+ (—37908&5 — 648&, + 828)b?

U1

- (72%4 + (—2916&, — 1782)b°

+ (—5832063 — 194462 — 9368, — 96)b — 4032¢2 + 512@) .

Los coeficientes v, y vz son muy largos, por lo tanto los hemos escrito en el
apéndice ?77.

Notemos que v1, v2 v v3 dependen de las variables & v b. Luego, tenemos tres
ecuaciones con dos incégnitas. En lo que sigue usamos el programa Mathematica
para resolver v; = vy = 0 y obtenemos:

&2 b
0.046400614224799935 | 0.195152158788003652

0.004078688255735518

0.15234730517648018

0.07046862315747023 2.434487043237996
-0.12802729578813765 | -0.42139748645096337
-0.07327066623436737 1.604453180733024
-0.5414575508455908 0.733563983437017
0.08454483033081156 | 0.0730169006058842

0.12199049051389702

0.007144743366011733

0.12199049051388985

0.007144743366022234

Ahora debemos elegir parejas de soluciones (&;,b) que satisfagan (3.6) y que
se cumpla la condicién w,. > 0.

Un cdlculo directo nos permite ver que para wi = g5 = 1, la condicién (3.6)
se transforma en A
0<b< 9 ~ 0.4444444444444444
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Luego los valores elegibles de b son:

0.195152158788003652
0.15234730517648018
0.0730169006058842
0.007144743366011733
0.007144743366022234.

Al evaluar en estos valores de b y sus respectivos &, encontramos que el tinico
valor en el cual se cumple que w,. > 0 es:

& = 0.004078688255735518, b = 0.15234730517648018,

en este caso

&1 = 0.1419698813782466, we = 0.27926600973828647,
p1 = 0.04939357057684013, e = 0.06801627607676905
v = vg =0, vs = 0.0004295146978034307

Ademas, en el punto critico anterior evaluamos el determinante

0(1}1, Ug) .

Usando este determinate, el teorema 13y v3 # 0 concluimos que del punto E3(1, 1)
(punto critico de Hopf) bifurcan tres ciclos limite de amplitud pequena. Ya que el
primer coeficiente de Liapunov diferente de cero es vz > 0, el ciclo limite exterior
es inestable.

Recordemos que el problema depende de 5 pardmetros b, &1, &, 1, fa, Pero
solo 2 de ellos deben variar para que se produzca la bifurcacién, por lo tanto la
bifurcacién es de codimension 3. [

Observacién 3. Dado que que el primer coeficiente de Liapunov es positivo, el
teorema de Hopf implica que el punto de equilibrio genera un ciclo limite inestable,
y por lo tanto la bifurcacion de Hopf es subcritica. Como consecuencia el ciclo
limite mds interior y el exterior son inestables, mientras que el ciclo de enmedio
es estable. Ver la figura 3.1.
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Figura 3.1: Tres ciclos limite donde los ciclos limite més internos y externos (curvas
azules punteadas) son inestables y el ciclo del limite medio (curva roja continua)
es estable. Las flechas indican las direcciones en espiral de las trayectorias hacia
el ciclo limite estable y el foco estable (en color rojo). Figura tomada de [24].
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Capitulo 4

Bifurcacion de Takens-Bogdanov

Como se dice en el capitulo 1, la bifurcacién de Takens-Bogdanov es una
bifurcacion de un punto de equilibrio en una familia de parametros de ecuaciones
diferenciales ordinarias auténomas en el plano, donde el equilibrio critico tiene un
valor propio cero de multiplicidad (algebraica) dos, y por lo tanto la parte lineal
del sistema de ecuaciones diferenciales es nilpotente.

En este capitulo llevaremos a cabo un analisis completo de la bifurcacién tipo
Takens-Bogdanov del sistema (3.1) (es decir, del sistema (2.5)) en un entorno del
punto de equilibrio E*(w*, g*). Restringiremos nuestro estudio al caso w* = g*.

Los resultados son descritos en términos de un conjunto de diagramas de esta-
bilidad que muestran las regiones del espacio de parametros cerca del origen que
corresponden a retratos de fases especificas.

4.1. Condiciones necesarias para bifurcacién de
Takens-Bogdanov

Proposicién 3. En un entorno del punto de equilibrio E*(w*, g*) con w* = g*,

el sistema de ecuaciones (3.1) puede ser escrito como

d_l" _ 2 2 3 2 2 4

I Ao + a1 + a2y + azx” + a4xy + asy” + agx” + arx"Y + agxry” + ajpx
+ anxdy + apry?, (4.1)

d

d_g = by + bz + boy + bsz? + byzy + bsy® + bez® + brzy + bgxy? + byy?

+ b2y + biox?y® + bizzy?®,
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donde x = w — w*, y = g — w* y los coeficientes dependen de w*, g* y de los
pardmetros b; él; 527 K1, 2.

Demostracion. Consideremos g* = w* en las ecuaciones que definen el punto de
equilibrio E*(w*, g*) del sistema (3.1). Luego hacemos la translacién del origen
al punto de equilibrio, z = w — w*, y = g — w*. Lo siguiente es calcular las
ecuaciones diferenciales (3.1) en estas nuevas variables. Como consecuencia obte-
nemos expresiones que simplificamos para posteriormente igualar coeficientes, y
obtenemos

a0 = W + W — g — 3w — 2w — 26w — 66w — 46w,
a1 = 2w* + 3w — py — 5wt — Suiw*? — 3Gw* — 136w — 126 w*?,

Qg = —MﬂU* - ,ulw*2 —&Luw* — 55110*2 - 4§1w*3,

az =1+ 3w* —2u — dpyw™ — & — 9§ w™ — 136 w™,

ay = —p — 2pmw* =& — 8§ w* — 105110*2, as = —§w* — flw*Z,

ag =1 — p1g — 2§ — 6§ w”, a7 = —p1 — 3§ — 8§ wT, ag = =& — 2§ w",
ag =0, ajg = —&1, apy = —2¢1, ajp = —&1,

bo = bw* + 2bw*? — pow™ — 3pew™? — 2pew™ — 26w*? — 6&w*E — 4&w™,

by = b+ 3bw* — 2usw™ — 3paw*? — Ew* — Téw™? — 8&w™,

by = bw* — pig — dpsw™ — 3pew™® — 3&uw* — 116w — 8&w™?,

by = b — paw” — 260" — 5w,

ba = b— 25 — dppw* — & — 10&w™ — 14&uw™,

bs = —piz — 2paw™ — & — 6™ — 5521/1*27

bg = —&w”, by = —pp — 285 — TS, bg = —pip — 38 — Tw™,

by = =& — &u, bio = 0, b1 = =&, bz = —2&, biz = —&a.

Como hemos dicho antes, estamos interesados en la bifurcacién de Takens-
Bogdanov, luego requerimos saber cuando se anulan simultaneamente la traza y
el determinate de la matriz de linealizacién del sistema (2.2) en un entorno del
punto de equilibrio E*(w*, g*). El siguiente resultado da las condiciones para que
ésto ocurra.

Proposicién 4. Consideremos la matriz jacobiana (2.15) y el punto de equilibrio
E*(w*,g*) de (2.2) con w* = g*. Entonces las condiciones necesarias para que
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trJ

E*:detJ‘E* =0 son

T3

&= (T + 202 [w* (1 + w2 + b(2 + w) (1 + 2u0")] 0
be;
&= o) [+ o) 0+ w20 o)
w* '
M= A 20 )2 [ (LT we)? + b2 + w) (1 + 207)]
bu;
M = ) o (L 07 + b2 + o) (4 207~

donde
&= (1+w)?—b2+w)(1+2w*),
& =w(1+w*)—b2+ w*)(1+2w*),
i =b(2 +w*)(1+ 2w*)(1 + 4w*) — w*(1 + w*)?,
ws = 3b(2 + w*) (1 + 2w*) + w*(w*? — 1).

(4.3)

Demostracion. Iniciemos por observar que las expresiones (3.2), que determinan
cudndo E*(w*, g*) es punto de equilibrio, para ¢* = w* se transforman en

w*

251 11 2w w*Ey, 2 1+ w w*Es (4.4)
El siguiente paso es despejar &; de las ecuaciones tr.J| . =0y det J| . = 0.
Iniciemos por resolver tr J|,, = 0 para &;:
1+ w* b+ w*(1+ w*
£ _ ( )62 (4.5)

T 1+ 2w w*(1 4+ w*)
Por otro lado,
det J| . = (w* + 1)(&2uw" +1)* — w* — 1)(bw* + &(w* 4 1) (w*)?)
+w (& 2w+ 1)° +w)(b - Gu(w” +1)%) =0,
que implica

¢ = bw*? + bw* + b + 2&w* + 5&w™ + 4w + Lw* (4.6)
b b(w* + 2)(2w* + 1) ' '

Ahora, igualamos (4.5) y (4.6) y despejamos &, es decir,

6, = — blw 4w b2+ w1+ 2u)]
27w (14 we) [wr (14 w)? + b2 + w) (1 + 2w*)]

49



Sustituyendo este valor en (4.4) y (4.6) obtenemos

[ W'
P4 2w 2 [wr (1 4 wh)2 4 (2 + w) (1 + 2w)]
[ bEs
27w (1 + w) [w (1 + w)? + b(2 4+ w)(1 + 2w*)] @)
_ w '
M U 2072 [wr (1 we)? + 62+ w)(1+ 207)]
_ by
P2 = ) wr (L + w2 + b2 + w ) (L + 2w)]
donde

&= (1+w)?—=b2+w)(1+2uw"),

& =w(1+w*)—b2+ w*)(1+2w*),

wi = b(2 + w*) (1 + 2w*)(1 + 4w*) — w*(1 + w*)?,
wy = 3b(2 + w*) (1 + 2w*) + w*(w*?* — 1).

(4.8)

Una inspeccién rdpida nos permite concluir que &1, o, (41 y o tienen el mismo
signo de &, &5, p] v ps, respectivamente.

Lo que sigue es resolver la ecuacién p; = 0 para b, y obtenemos

w*(1 + w*)?
(2 4+ w*)(1 + 2w*) (1 + 4w*)

by, =

Ahora resolvemos la ecuacién & = 0 para b, y llegamos a

w*(1 +w")
(2 +w*)(1 + 2w*)’

by =

*

Notemos que < 1 cuando w* > 0, de tal forma que by, < by. Por otro

1+ 4w*
lado los denominadores de las expresiones en (4.7) son positivas.

Lo siguiente es determinar las condiciones en b y w* para que & > 0, & > 0,
;> 0y pus > 0. Recordemos que & > & para w* > 0, luego podemos ignorar
la condicion & > 0. Como consecuencia nos enfocaremos en analizar bajo que
condiciones &5 > 0, u7 >0y u5 > 0.

Para iniciar vemos que
&=w1+w")—b2+w")(l+2w") >0,
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implica que
w*(1 4+ w*)

S R I T

Por otro lado

i = (2 + w)(1 + 2w)(1 + 4w*) — w (1 +w*)? > 0,

entonces )
* 1 *
b, = w1l +w) <b
(24 w*)(1 + 2w*)(1 + 4w*)

Ahora, usando (4.9) y (4.10) concluimos que

b, <b<by para w*>0.

Notemos que w* > 1y p5 > 0 se cumplen para toda b > 0. Ademaés

w*(l _ w*Z)

b
732 1 w1+ 20

para 0 <w* < 1.

Por otro lado, si w* > 0 tenemos

1 —w* - 14+ w*
3 1+ 4w*’

w*(1 +w")
(24 w*)(1 + 2w*)

y al multiplicar por > ( tenemos que

w*(1 — w*?) _ w*(1 + w*)?
324+ w*)(1+2w*) (24 w*)(1 4 2w*)(1 + 4w*)

= bL?

(4.10)

(4.11)

para w* > 0.

En resumen, hemos demostrado que (4.11) son condiciones necesarias y sufi-

cientes para que £ > 0, & > 0, uf >0y pus > 0.

4.2. Bifurcacion de cuspide

]

En esta seccién vamos dar condiciones suficientes sobre el campo vectorial
definido por (3.1), para que la dindmica alrededor de E*(w*, g*) sea localmente
topoldogicamente equivalente a la deformacion versal de una bifurcacion cuspide

genérica en el plano.
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Teorema 10. Sea w* = g* en el punto de equilibrio positivo E*(w*, g*) del sistema
(2.2) yb € (by,by). Entonces E*(w*, g*) es una cuspide nilpotente de codimension
2y 3, respectivamente, con respecto a las siguientes condiciones:

(i) codimension 2 si

w' e (0,wi] Ui, o0) 6 w'e (whuh) y b b ()

(ii) codimension 3 si

w' e (wp,wy) y b=>b"(w").

Demostracion. Iniciemos por recordar que ¢g* = w* en las ecuaciones que definen
al punto de equilibrio E*(w*, g*) del sistema (3.1) y hacemos la translacién del
origen al punto de equilibrio, z = w — w*, y = g — w*.

El siguiente paso es transformar el sistema (4.1) a la forma normal (1.5). Para

llevar a cabo ésto, hacemos el cambio de variable 1 = y y x5 = d—y en (4.1), y
T

obtenemos
dl’l
dr ’
dl’g

— = agbr + (a1b1 + 2apbs)x + (a2by + agbs) 1 + bazs
+ (asby + 2a1bs + 3agbg) 2° + (asby + 2azbs + arby + 2a0b7) 7,
+ (asby + agby + agbs)xs + byxxy + 2b57179 + (aby + 2asbs + 3aibg)x®
+ (azby + 2a4bs + asby + 3asbs + 2a1by + 3aghy1 )z’ T
+ (aghy + 2asbs + asby + 2asb7 + arbs + 2abi2)rwt + brr?ag + 2bgrT 70
+ 3229 + (asby 4 asbg + aghis)x® + (a10by + 2agbs + 3asbe)x*
+ (a11by + 2a7bs + agby + 3asbs + 2asby + 3a1byy)x s,
+ (a12by + 2agbs + arby + 3asbg + 2a4by + asbs + 3agbyy + 2a1byy) 2?23
+ (agby + 2asb7 + aygbs + 2asb15 + alblg)x:v:f + Cl5bg$411 + b2y

+ 2b12$2l’11‘2 + 3b131‘(l]%[)§2 + agblgxil.

Ahora vamos ha realizar varias manipulaciones algebraicas para que la ecua-

x
cién diferencial en —= sélo dependa de x; y xo. En otras palabras, debemos

expresar a x en términos de x1 y x9. Para conseguir nuestro objetivo proponemos
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que x sea de la forma:

x = x(x1, )
= 0o + 6121 + 0oy + G322 + 641129 + 55.7:% + 8622 + Oradag + 5893135% + (59333

4 3 2.2 3 4
+ 0102 + 0112722 + 0122775 + d132125 + 01475

Con el fin de obtener los coeficientes 9;, para ¢ = 1,...,13, vamos a sustituir

en esta ultima expresibn axy =y y xo = d_?j’ hasta el orden de los términos cuyos

coeficientes se van a calcular. Por ejemplo, para calcular dg, d; v do truncamos la
expresion hasta orden uno, obteniendo

&y _

dt bo —I— blfL‘ —f- bgy

Ty =Y, To =
En otras palabras,
Tr = 50 + 51y + 52(b0 + 51$ + bgy) = (50 + b052 + bl(SQZL‘ + ((51 + bgdg)y.

Igualando coeficientes, obtenemos

50:—2—[1), 61:—2—?, (52:%.
Similarmente para orden dos tenemos
5y = biboby — b3bs — b3bs - 2bobs — by by N bs .
b1 (b3 + 2bpb3) b1 (b3 + 2bobs)’ b1 (b3 + 2bgb3)
Siguiendo este procedimiento hasta orden cuatro, encontramos dg, - - - , 014 cuyas

expresiones son muy largas, por lo que hemos decidido incluirlas en el apéndice ?77.

Es importante notar que una vez que hemos calculado los primeros coeficientes
d;, no es necesario volverlos calcular para ordenes superiores.

dx
Finalmente, sustituyendo la expresién obtenida de z(x,z3) en d—2, tenemos
T

el sistema
de’l
- = x2
dr ’
dx B 9 2 3 2 2 3
P Co0X] + C11X1T2 + Coaxy + C30X] + C21X1X2 + C12X1T5 + Co3X5

4 3 2 2 3 4
+ 0] + C31T[ T + CaaX X5 + C13T1T5 + Coaly.
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Este sistema lo reescribimos para obtener la forma (1.5) de (4.1):

dllﬁ'l
—_— =2
dr 2
d
2 _ Coo? [ 1+ S0+ @xf tenzas (1+ 2oy + gxf (4.12)
dr C20 C20 €11 C11
+I% (COQ + €121 + Co3x2 + CQQ.I% + C13T1%9 + 0041’%),
donde
- Cao
O 24 w) (14202 (b2 + wh) (1 + 2w) + wH(1 + w)?)’
P C’11
U b (24 w) (14 203 (b(2 4+ w*) (1 4 2w*) + w (1 + w*)?)’
—Cs1

BT Pws(w + 252w + 1)7 (b2 + w ) (1 + 20%) + w (1 + w)?)’
con

Cop = —(2 + w*)?(1 + 2w*)?(3w*® + 6w*? + bw* + 1)b>
w*(2 + w*) (1 + 2w*) (1 + w*)?(Bw*? + 2w* + 1)b
_ w*3(1 + w*)S(w*3 + w* + 1>7

011 = 2(2 + w*)2(1 + 2w*)5b3
+ w*(2 + w*)(1 + w*)(1 + 2w*)?(4w*® — w*? — 5w* — 1)b?
+ w*?(1 4 2w*) (1 + w*)?2w*3 + w*? — w* + 1)b — 2w (1 + w*)®,

Cs1 = b"(w* + 2)7(2w* + 1)3(5w*3 + 18w*? + 14w* — 1) + bSw*(w* + 2)5(2w* + 1)*
(18w*® + 134w*™ 4 174w*0 — 213w*® — 649w** — 559w*3 — 216w*? — 3Tw* — 2)
+ DPw*? (w* + 2)°(2w* 4 1)3(140w*® + 1218w*” + 3174w*S + 3921w*®
+ 2694w* + 1115w*3 + 295w*? + 48w* + 4)(w* + 1)2
+ brw3 (w* + 2)22w* + 1)%(w* + 1)3(16w*? + 442w*® + 882w*™ + 191w*S
— 737Tw*® — 639w** — 158w* + 16w*? + 12w* + 2) — b3w* (w* + 2)3(w* + 1)*
(1784w*H + 12112w1*0 + 38690w*® + 73176w*® + 87834w*” + 68732w*S
+ 35479w*® + 12260w** + 2966w*® + 537w*? + 66w* + 3)

+ DPwS(w* + 2)%(wl + 1)%(30w* + 2188w*® + 9720w*™ + 19420w*S + 22121w*?
+ 15499w** + 6836w*3 + 1896w*? + 320w* + 27)
+ 2bw*S(w* + 1)3(18w*™ — 238w*6 — 1292w*® — 2139w** — 1486w*> — 346w*?
+ 57Tw* + 26) — 4w*(w*3 — 24w*? — 23w* — 5)(w* 4+ 1)°.
(4.13)

Con el fin de garantizar la existencia de una cispide, vamos a aplicar el teore-
ma 1.5, para lo cual debemos obtener condiciones en los parametros que garanticen
cuando co9 # 0 y ¢q;1 es igual o diferente de cero.
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Iniciemos por verificar cuando cog = 0, es decir, cuando Cyy = 0. Para obtener
esto, vamos a buscar las raices de la ecuacién Cyy = 0, es decir, los ceros de un
polinomio cuadrético en b cuyos ceros son

w* (1 + w*)
2(2 + w*)(1 + 2w*) (Bw*3 + 6w*? 4+ 5w* + 1)

by =

x |3w* + 5w*? + 3w* + 14 (1 + 2w*)

\/(1 + w*)(1 — 3w* — 2w*2 — 2w*3 — 3w* — 3w*d)|.

Definimos P(w*) = 1 —3w* —2w*? — 2w*3 — 3w** — 3w*>, el cual corresponde a uno
de los polinomios dentro de la raiz cuadrada de la expresién anterior. A partir de
la grafica de la figura 4.1, vemos que P(w*) > 0 para 0 < w* < 0.26679924 . . ..

0.2 0.6 0.8 1.0

-10}

=12}

Figura 4.1: Gréfica del polinomio P(w*), donde el punto azul en el eje w* es la
raiz w* = 0.26679924 . ..

Cuando P(w*) > 0 tenemos que Cy = 0 tiene dos soluciones positivas, es
decir, by >b_ >06by =b_ > 0si w* =0.26679924 ..., pues

(Bw** +5w*? +3w* +1)* — (1+2w*)* (1 +w*) (1 — 3w* — 2w*? — 2w*® — 3w** — 3w*®)
= 120" + 12w*? + 28w*® + 52w** + 32w*® + 8w*® + 12w*" + 12w*® > 0,

donde w* > 0. Esto implica que si 0 < w* < 0.26679924 ... se cumple

3w 45w 3w +1—(14+2w*) /(1 + w*) (1 — 3w* — 2w*2 — 2w*3 — 3w** — 3w*) > 0.
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Para verificar que by € (b, by), calculamos p; en b = by y obtenemos

w*?(1 + w*)?
2(1 + 2w*) (Bw*3 + 6w*? 4+ 5w* + 1) [w*(1 + w*)? + by (2 + w*)(1 + 2w*)]
x[u—uﬁx1+amy;a+4ww¢u+wﬂpm@.

Hi+ = —

Por otro lado, si 0 < w* < 0.26679924 ... tenemos que u,_ < 0, mientras que
para b= b, y w* > 0 obtenemos

(14+w?)*(1 + 3w*)? — (1 + 4w*)*(1 + w*)(1 — 3w* — 2w*? — 2w* — 3w** — 3w*)
= 120" + 64w*® 4+ 100w*™ + 116w™ + 140w* + 120w*™ + 48w™
= 4w (1 4+ w*) [2(1 + w*)(1 — 2w*)?] Bw*® + 6w™ + 5w* + 1) > 0.

Esto implica que si 0 < w* < 0.26679924 ... se cumple

(1 —w?)(1+3w*) — (1 + 4w*)\/(1 + w*) P(w*) > 0.
Por lo tanto 14 < 0, es decir, by ¢ (br, by). Luego ¢y # 0 cuando by € (by, by ).

A continuacién vamos a buscar las soluciones de ¢y; = 0, es decir, de C1; = 0.
Notemos que C4; es un polinomio cibico en b, de tal forma que podemos usar
el discriminante de la formula de Cardano para determinar el nimero de raices
reales. Este discriminante lo obtenemos de la siguiente forma. Consideramos la
ecuacion

Cip = 2(2 +w*)?*(1 4 2w*)°v*
+ w2+ w14+ w*) (1 + 2w*)*(dw*® — w*? — 5w* — 1)b?
+ w2 (14 2w*) (1 + w*)*(2w™ + w*? — w* + 1)b — 2w* (1 + w*)® = 0,

y la dividimos entre 2(2 + w*)?(1 + 2w*)® para obtener

w*(1 4+ w*)(4w*® — w*? — bw* — 1)b? 2

2(2 + w*)(1 + 2w*)3
w*2(1 + w*)3(2w*3 + w*Q —w* 1)b w*4(1 + U}*)G 0
2(2 4+ w*)2(1 + 2w*)4 (2 +w*)2(1 4 2w*)®>

b+

w*(1 + w*)(4w*® — w*? — bw* — 1)b?
6(2 + w) (1 + 20r)

Sustituyendo b = y— , obtenemos la siguiente

ecuacion
v +py+q=0,
donde

B w2 (w* +1)3 2uw*3 + w2 —w*+1) w3 (w* +1)? (dw*3 — w*? — 5w* — 1)2

2(w* + 2)2(2w* + 1)4 12(w* + 2)2(2w* +1)6
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_ w** (w* 4+ 1)8 w*3 (2w*3 4+ w*? — w* + 1) (4dw*3 — w*? — bw* — 1) (w* +1)4
1= " 1222w + 1)5 12(w* +2)3(2w* + 1)7
w*3 (4w*3 — w*? — Bt — 1)3 (w* +1)3

108(w* + 2)3(2w* + 1)?

3 2
Por lo tanto el discriminante de Cardano es A = P + (JZ es:

27

B w*6(1+w*)8
C1728(2 4 w*)S(1 4 2w*)!

A 51222401 4 18008w™ + 62343w*® + 12252uw™

+ 151642w*% + 120900w*® + 59089w**

1706 1
—w*? 4+ (7 74w*)2] >0,

15044w*3
+ w*? + - -

lo cual implica que hay una tnica raiz real; para mayores detalles ver [38]. Toman-
do en cuenta esto, que el coeficiente del término b? es positivo y que Cy; (b = 0) < 0,
podemos concluir que la raiz real de C1; = 0 es positiva y serd denotada por b*(w*).

Ahora vamos a garantizar que b*(w*) esté en el intervalo (by, by ). Para obtener
ésto es necesario que
Oll(bL; w*)CH(bU, w*) < 0,

lo cual es equivalente a
(16w** + 40w* + 21w*® + 2w* — 1)(2w*? + 2w* — 1) < 0,

pues

1
>0 si w*>=(v/3—1)=0.36602540. ..,
2w+ 2w — 1 2

1
<0 si w'< 5(\ﬂ§——1)::(l36602540..w

>0 si w*>0.15732625.. ..
16w™ + 40w*® + 21w*? + 2w* — 1
<0 si w*<0.15732625. ..

Notemos que para el caso en el cual
* * 1 *
wy = 0.15732625--- < w* < 5(\/3 — 1) =0.36602540 - - - = wy;,
la ecuacién C1; = 0 tiene una unica solucién positiva b*(w*) € (br, by).
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Por lo tanto, el teorema 1.5 nos garantiza la existencia de una cuspide nilpo-
tente en el punto E*(w*,w*) cuando ¢y # 0y ¢17 = 0, también cuando ¢17 # 0
pues n =m = 1.

Las condiciones co9 # 0 y ¢11 # 0 se cumplen cuando

w* € (0,w;] U w,00), & w*e (w,w;) v b#b"(w").
Con estas condiciones las ecuaciones (1.5) se pueden transformar en la forma
versal (1.10), y por lo tanto hay una bifurcaciéon de codimensién 2.

Para estudiar la singularidad de ciuspide de codimension 3, primero verificamos
si existen soluciones tales que c¢1; = c¢31 = 0. Para obtener ésto, al eliminar b de las
dos ecuaciones C7; = (31 = 0 aplicamos el método de resultantes, en particular
la resultante R con respecto a la variable b

R = — 184685037696w*3” — 3864490358656w* 3¢ — 38772019181920w*3°
— 248203146343472w*34 — 1136370855387744w*33 — 3942731060984876w*3?
— 10670749134099792w*3! — 22657607523237208w*30 — 36709759259788740w* 2"
— 40004752043274214w*2?8 — 8647585301842788w*27 + 83940910089411892w*26
+ 248368119072767962w*2® + 461185333006385632w** + 664385911074969601w*23
+ 789978154879828749w*?2 4 796246517740430911w*?! + 6897860359838949341*2°
+ 517683605869205150w* 1 4 338237138314540148w*!® 4 192998144137383936w™"
+ 96372942096357780w* 16 4 42167496232913438w*® + 16175240276488597w'*
+ 5437753268090668w* 3 + 1599578135886650w™ 12 + 410389063622456w* 1
+ 91319693745056w* 0 + 17470072904317w*® + 2835321214218w*®
+ 382579049059w* 7 + 41583148401w*° + 3452835840w*°
+ 198494630w** + 6494143w*3 + 150972w*2 + 24198w™ + 2002.

Usando el programa Mathematica hemos verificado que ¢;1 y ¢3; se anulan si-
multaneamente cuando w* = 1.669918901045291 ... y b = 0.45879718713603945 . ..
es decir, fuera del intervalo (wj,wy;). Por lo tanto el sistema (3.1) es topoldgica-
mente equivalente a su deformacion versal (1.11), y tiene una cuspide nilpotente
E*(w*,w*) de codimensién 3 si

w* € (wy,wy), vy b=0b"(w");

donde b*(w*) es la tnica raiz real de Cp; = 0. O

Con el fin de ejemplificar la existencia del punto cispide, consideremos el caso
w* = g* =1, tal que las expresiones (4.2) son

8—9b 20 — 9h? 45b — 4 270°

STy T amra; MT ombray M2 T 2b Ay

(4.14)
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4 2
donde = <b< s

El retrato de fase de (2.2) para estos valores con b = 7/45 es la ciispide de
codimensién 2 que mostramos en la figura 4.2.

0.7

05 06 07 08 09 1 11 12 13
w

Figura 4.2: Punto cispide para w* = g* = 1 con b = 7/45. Figura tomada de [24].

4.3. Despliegue de la bifurcacion de Takens-Bog-
danov para (w*,g*) = (1,1)

En esta secciéon vamos a mostrar el despliegue completo de la bifurcacion de
Takens-Bogdanov en el sistema (2.5) para el caso w* = g* = 1. Para llevar a cabo
esto tomaremos una pequena perturbaciéon de los parametros p; y & . De hecho,
tenemos el siguiente teorema.

Teorema 11. Bajo las condiciones (4.14), el sistema (2.5) experimenta una
bifurcacion Takens-Bogdanov repulsiva de codimension 2 en una vecindad pe-

quena del punto de equilibrio positivo E*(1,1), cuando (&, 1) varian cerca de

8—9b  45b—4 4 2 . . '
<9(9b+4), 9(9b+4)>, donde 5z < b < 5. Ademds se cumple lo siguiente:

(1) Ezisten valores de los pardmetros tales que el sistema (2.5) tiene un ciclo
limite inestable.

(ii) Existen valores de los pardmetros para los que el sistema (2.5) tiene un lazo
homoclinico inestable.

El diagrama de bifurcacion y los retratos de fase correspondientes son como los
de la figura 4.3.
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Figura 4.3: Diagrama de bifurcacién y su correspondiente retrato de fase del siste-
ma (2.5). El origen es el punto de bifurcacién Takens-Bogdanov (TB), y las curva
de bifurcacion SN se refiere a silla-nodo, H a Hopf y HL. a lazo homoclinico.

Demostracion. Sustituyendo las expresiones (4.14) en el sistema (2.5), obtenemos
las ecuaciones de despliegue

dw w 45b — 4 8 — 9b

E:w[1+w+g_ (9(9b+4) +A1) - (9(9@+4)+A2) (“’“’)]’
dg  bw 2702 20 — 9b?
dt  1tw [2(9b+4)+2(9b+4)

(w+9)1 g

(4.15)
donde (A1, A2) es un vector de pardmetros en una vecindad de (0, 0).

El siguiente paso es hacer la traslacién del origen de coordenadas al punto de
equilibrio, es decir, x = w — 1, y = g — 1. Luego obtenemos

dz v +1 45h — 4 8 — Ob
i Dl——— o+ M) - (—=+A 2)| -
i )[x+y+3 <81b+36+ 1> (81b+36+ 2) @ty + )}

1
Ahora, para eliminar el denominador x + y + 3 desarrollamos e en serie
rTy
de potencias hasta orden cuatro, y obtenemos
1 202y 2%y xy® 2 2oy oy oz oy 1
= -ttt == = 24 =+ O(|(=,y)]P).
Tisi3 8w o Tt Ty gtz ol
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: ., dz
Sustituyendo esta expansion en I obtenemos

de 1 12 27b y? 5 (Y2 1 (297 y 1
& _ - _ L y _ = it A T Y
a3 BIb+36 816436 21 " (81 o7 ) T A\RT Tr ) T

. % 8 4
TI\81b+36 8lb+36 2 27

180 2 2
—x( s 0 A1—3A2+y—+§>

81b+36 8lb+36 27 ' 9
90 8 y? 4
2
— My — 4 =
M (81b+36 8S1b+36 81+27>

9 8 1
- o= ) = 2.
Ty (81b+36 81b+36 9) 2

Llevando a cabo simplificaciones y reorganizando los términos, obtenemos

dx 3b 4
S WS VI (. LA W\ R S
dt : 2+(9b+4 ! 2)“( 3(9b + 4) 2>y

63b — 8 ) 9b + 40 1, .
i (27(9b+4) AQ) v ( 27(9b + 4) A2) W+ o7y + Ol )l
(4.16)

Lo siguiente es calcular

@_b(:chl)_{ 2712 2b — 912
2(

dt  x+2 95+4)+2(%+4)(!E+y+2)}(y+1)_

en serie de

Ahora, para eliminar el denominador x + 2 desarrollamos
x

potencias hasta orden tres y obtenemos

1 1 z x22 2
— T T oY,
123 173§ 16U

Sustituyendo esta expresion en la ecuaciéon diferencial, tenemos que

dy b 49 N 9b? N b2 N
dt 2 18b+8 18h+38 18b+8 4 18b+8
br? bz bat 6by 9b? 2b
-t == = + — xy
8 16 16 18b+38 18b+8 18h+38

9b? 2b 9
+ — Y.
18 +8 18b+8
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Simplificando y reorganizando los términos, obtenemos

dy _ 2t 3b b, b(9—2) o b%-2) ,
at  aob+4) a8 T4 T 200+ 4)” (4.17)
/ .
+167° + 0@ Y)Y

Tomando en cuenta (4.16) y (4.17), vemos que el sistema (4.15) se transforma
en

d
== ap + a1x + axy + azx® + agzy + asy® + O (|(z, y)?)
dt
‘ . (4.18)
d_g = byx + boy + bsz® + byxy + bsy® + 1_6363 + O (I(z,y)[*)
donde
3b 4
aoz—)\1—2)\2, alzm—)\l—3)\2, agz—m—)\g
68 o ogd0 1, 2T
P79+ 4) TP YT U 27(9b+4) TP TP T or TN T 4(9b + 4)
___ 3 __} by — _ b -2) _ b
2T g4 P8 T T 29 +4) 0 16

d
Ahora hacemos el cambio de variable x1 =y y x5 = _y7 de tal forma que el

dt
sistema (4.18) se transforma en
dl’l
— =
dt 2
E = a0b1 + (a1b1 —+ 20{)[)3)1‘ + (a2b1 + (lob4)[)’}1 —+ bg[L’Q —+ a3b1 + 2(11()3 + 1—6a0 X

+ (asby + asby)x? + (ashy + 2a2b3 + arby)xT) + bawwy + 2057179
+0 (|(!L‘17$2)|3) .

El siguiente paso es lograr que esta tultima ecuacion sélo dependa de x; y 5.
Luego debemos expresar a z en términos de x; y x5 mas términos de orden tres.
Para llevar a cabo ésto, proponemos que z sea de la siguiente forma:

xr = (L’(l’l, (L’Q) = (5() + 611’1 + 52x2 + 53%% + 54I1$2 + (55%%
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Los coeficientes §; para ¢ = 1,...,5 son calculados al reemplazar en la ecuacion
anterior 1, =y y o = b1 + bay + bsx?® + byxy + bsy? para obtener

r = (S() + (Sgblf + (51 + 5ng)y + (52[)3 + 5517%)1‘2 + (52[)4 + 54()1 + 255b1b2)$y
+ (82bs + 05 + dabo + I5b3)y° + O (|($a ?J)|3) .

Ahora igualamos coeficientes y obtenemos el sistema de ecuaciones algebraicas

0o =0,
52[)1 - ]-7
51 + 62[)2 - O,

52(73 + (556% = 0,
(52()4 + (54(71 + 255()11)2 == O,
Oabs + 03 + 04by + J5b5 = 0

cuya solucién es:

b 1 bi1bybs — bgbg — b%b5
0o =0, 0 = ——, 09 = —, 03 = ,
0 1 bl 2 b1 3 b?
2bsbs — biba b3
Op = ————, 05 = ——.
b} b}
Por lo tanto
b 1 biboby — b2bs — b2b 2bybs — b1b b
[E:——2I1+—I2 172 §3 151‘%4‘ 233 14x1x2——§x§.
b1 b1 bl bl bl

. . L2
Sustituyendo estas expresiones en T obtenemos

d b 2a0b b
ﬂ = a0b1 —+ (a1b1 =+ 2@0()3) ——2 + a2b1 + CL()b4 Tr1 + M -+ bQ )
dt by by
b2bs — b2bs — 203b3 + bybyb 3b b2
+ [(albl + 2@01)3) ( 273 L0 b3 23 B 4) + (a3b1 +2(I1()3 + an) (b—g)
1 1
2
_bg(alb4 + bagbg -+ a4b1) I a2b4 n a5b1:| f%
1
2b9bs — b1 b 3b 2b
-+ (a1b1 + QCLng) % + a361 + 2&11)3 + —ag ——22
b3 16 by
by + 2a0b by — bob
+a4 1+ 2as 3b+a14 24+b4+265]x1x2
1

b 3b 1 b
+ {(aﬂh + 2a0bs) <—b—§) + (Cb3bl + 2a1b3 + 1—6@0) (b—Q) + b_j r3+ O (‘(xla 1’2)|3) .
1

1
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Entonces podemos escribir el sistema (4.18) como:

dry .
—, — 42,
ddt (4.19)
% = Y0 + NT1 + Vo2 + V327 + 122 + V525 + O (|(21, 22) ?)
donde los v;, 2 = 1,...,5 en términos de b, A1, Ay son
2
0= TSI = el I8+ (5 - 63)),
(4= 18b)A; + (8 — 63b) A,
Y2 = 27b )
(26244b4 — 17496b% — 324b% + 720b + 128) A\ —10935b* + 1944b° — 216b>
s 874862(9b + 4) T STASE(9b + 4)
n (5248864 — 52488b% — 6480b% + 2304b + 256) Ao
STASK2(9b + 4)
(—13122()4 — 102060 + 14400 + 256) A\ 59049b° — 2187b* + 972b3 — 172802
= 65616%(9b + 4) + 656163(9b + 4)
n (—65610b4 — 72900b% — 11664b° + 4608b + 512) Ao
656163(9b + 4) ’
(9b44) (—8102 +36b+32) A, (9D + 4) (—259212 + 288 + 64) Ay
7= 196830 + 1968301
(90 + 4) (1458b3 — 3781)2)
1968304 '
Ahora introducimos un nuevo tiempo a través de 7 = % tal que dt =
- /541

(1 — v5xq1)dT. Ademas, definimos las nuevas variables z = 21 y y = (1 — y521) 22,
de tal forma que las ecuaciones (4.19) se transforman en

dr

dT_y7

d 2

Y Y (ot ey e+ ay
dr 1 — v 1 — 2 1 — 2

5 2 3 2
b + Ol ) (= e
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Notemos que

d_’y . dl’g(]_ — ’}/5I1)

dr dr
= To <—V5%> +(1— 75961)%

2

5y

= 0. Como consecuencia

lo cual se cumple si y sélo si —
11—z

dy

2 2 V4 3
—~ =(1- 2 @
5 = (1= 752) (70+71x+ [ oY P et (I, y)] ))

=70 + (1 = 2%%)T + %2y + (13 = 27175 + 7073 2?
+ (ya = 1275)2y + O (|(2,9)) -

En lo que sigue, continuaremos denotando la variable independiente nueva 7
como t. Entonces el sistema (4.19) toma la forma

dx

- = ya

;zt (4.20)
d_i = by + ot + 3y + Yaz? + sy + O (|(z, y) ).

donde

Y1="0, Y2=m—27%, Ys=72 Yi=7—2N+%7 Us="r—"77
Estos coeficientes pueden ser expresados en términos de b, A\; y Ao, es decir,

2B (A — 2))

= A(9b+4)

1
Yy = %((4 ~ 186\ + (8 — 636)); )

2702 (— A\ — 2)\a) [ (9b+4) (—81b7 + 36b + 32) Ay
290 + 4) ( 19683
(9D +4) (~259267 1 288b + 64) Ny (9b -+ 4) (1458)° 378b2)>
19683b* 19683b* ’

(4— 18D\ (8= 63b)As

B= T T
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—4050% + 72b — 8 (26244b* — 17496b% — 324b* + 7200 + 128) \;

L VI A R R74862(9b + 4)
, (5288 — 524855 — 6480 + 2304b + 256) o
STA802(9h + 4)

(9b + 4) (1458b% — 378b2)
19683b*
| (9+4) (=816 +36b+32) Ay | (9b+4) (~25926° + 2885 + 64) Ag)
19683b* 19683b*

- % ((4 — 18b)A + (8 — 630)As) <

9b + 4) (1458b3 — 378b2)

+ ;271)2(—& —2)) <(

2(96 + 4) 106330
L (904 4) (=81 +36b+32) Ay (9 +4) (~250217 + 288 + 64) )\2)2
1963301 1968301 ’
2187 — 8107 +36b— 64 (—13122b" — 102065 + 14400 + 256) A,
Vs = 2436(90 1 4) * 65616°(9b + 4)
, (036108" — 720008° — 11664¢* + 4608b + 512) Ao
65610% (96 + 4)
((Qb +4) (<81 +36b 1 32) A1 (9 +4) (1458 — 378
106330 1068301
| (9b-+4) (<2592 4 288 + 64) )\2> ((4 —1S)A (8- 63b)>\2)
196330 27 o )

En particular tenemos que

—405b% + 72b — 8
324(9b + 4)

Yy = + hi(A1, A2),

donde hy(A1, A2) es una funcién que depende de (\i, A2), cuyos coeficientes de-

penden suavemente de b. Notemos que 1, < 0 cuando % <b< 2y \,\ son

9
—405b%4+72b—8 .

pequenos, pues el término dominante es =5 Tobid) > Ver la figura 4.4.
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-0.0030 0.05 0.15 0.20

-0.0035

-0.0040

-0.0045

-0.0050

-0.0055

-0.0060

—405b%4-72b—8

Figura 4.4: Gréfica de la funcién 324(96.14)

4 2
E<b<§'

, la cual es negativa en el intervalo

Ahora introducimos un nuevo tiempo 7 = /—1)y, tal que — = +/—y. Ademas

definimos las variables 1 = x y x5 = Luego, en las nuevas variables las

)
V=ts

ecuaciones del sistema (4.20) son

d[[‘l —
dr %
dxs . (00 1/12 (00 2 Vs

E 2 TR Y = v R e

En lo que sigue, continudaremos denotando la variable independiente nueva 7 como
t. Entonces el sistema (4.20) toma la forma

1129 + O (|(a;1, x2)|3)

dl’l
— — T2,

dt

@ o @ZJ? L4 B ¥ — 224 &xlm + O (|(z1,22)?) .

A T T e e Y

(4.21)

Definimos el cambio de variable

V2

=1+ — Y = Ta.

2by

donde, sin pérdida de generalidad, x y y no son las mismas variables definidas
anteriormente.
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Luego las ecuaciones del sistema (4.21) se pueden escribir como

dr _
dt - ya
(4.22)

vy +0 (|(z.)]%).

dy _ ¢§+< v s )y_x2+ Us

dt _@ 41?2 —y B 24/~ V=4

Tenemos que

21876 — 81b% + 36b — 64
o 243b(9b + 4)

+ ha(A1, A2),

donde hy(A1, Ag) es una funcién que depende de (A1, \2) cuyos coeficientes depen-

den suavemente de b. Ademads, 15 < 0 cuando = <b< 3 y A1, Ay Son pequenos,

4o : 2187b%—81b%+36b—64 .
pues el término dominante es ST36(901 1) ; ver la figura 4.5.

: . ¢ : 2 218763 —81b%+36b—64 : ;

Figura 4.5: Gréfica de la funcién SI36(90 1 4) , la cual es negativa en el inter-
4 2

valo = < b <35.

Finalmente, introducimos una nueva escala de tiempo 7 = — _1/}415 tal que
5
e 2
dr = — ¢¢4dt, y tomando en cuenta las nuevas variables x; = %x, Ty =
5 4
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Vs
Vay/ =1y

y, las ecuaciones del sistema (4.22) se transforman en

dry _ s U35 <wsw5 _ Yo

- by 203

s 10 )x2+xf+x1x2+0(|(x1,x2)|3).

Sin pérdida de generalidad, escribimos 7 como t, y obtenemos la forma versal del
sistema (4.15)

de‘l

_— {L‘27

ddt (4.23)
;t?‘ =71 + oy + @ + 2175 + O (|(21,22) ),

donde
7_1:@/)1%_% Tz:%%_%_ﬁ%
Ui A’ Yy 207

Con el fin de ver la independencia lineal de 71 y 73, calculamos el determinante

~32(7296% + 2430 — 36 — 16) (2187b* — 816 + 360 — 64)° L
\—0 243b3(9b + 4)2 (40502 — 72 + 8)°

’ 8(7’1, 7'2)
O(A1, A2)

4 2 ) . . .
cuando = <b< 9 Entonces 71 y 75 son parametros linealmente independientes,
y la transformacién de pardmetros anterior es un homeomorfismo en una vecindad

pequena del origen.

Notemos que todas las transformaciones de tiempo que hemos realizado son
positivas, entonces usando los resultados en Takens [36] y Bogdanov [9] (ver tam-
bién [12] y [33]) obtenemos que el sistema (4.15) es el desarrollo versal del desdo-
blamiento de una bifurcacién Takens-Bogdanov repulsiva de codimensién 2 dada
por (4.23). En otras palabras, el sistema (4.15) sufre una bifurcaciéon de Takens-
Bogdanov de codimensién 2 en una pequena vecindad de E*(1,1), pues (u1,&1)

varia cerca de (%, %), y la bifurcacion de Hopf dentro de la bifurcacion

de Takens-Bogdanov es subcritica.

Aplicando el teorema 4 obtenemos las siguientes representaciones locales de
las curvas de bifurcacion:
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(i) la curva de bifurcacién de silla nodo SN = {(m, 72)|m1 = 0,72 # 0}, es decir,

b? (405b2 — 72b + 8) b2(405b — 72b + 8)
12(9b + 4)2 ! 6(9b + 4)2
(—111537b* — 17496 + 14904b2 + 3024b — 1088)
+ 324(9b + 4)2
(—583929b% — 139968b3 + 69336b% + 18144b — 4352)
+ 324(96 + 4)2
(—2945889b* — 892296b% + 304560b2 + 96768b — 17408) \2
+ 1296(9b + 4)2 2
(9b +4) (8162 — 90b + 16) _, ( 64 256 8 7)
23 + -
4374b2 72002 4 27b 3
( 128 616 16 26>

(A1, A2) | A2

A

A1A2

16 (510363 — 121562 — 54b + 16
A + ( 2187b2 ),\S =0

72962 2 27b

(ii) La curva de bifurcaciéon de Hopf subcritica es H = {(11, 72) |72 = /=71, 71 < 0},

pues
{(/\1 )| - (—2187b3 + 81b2 — 36b + 64)° . (—2187b3 + 81b2 — 36b + 64)° ,
’ 8748(9b + 4)3 4374(9b + 4)3
—2125764b° + 1180980b* — 21942963 + 74844b% — 36720b + 5792 \2
+ 17714762 (9b + 4) !
—105225318b% 4 11160261b° + 13555026b% + 285768b% — 25272062 — 470592b + 92672)\ N
- 17714762(9b 4 4)2 172
—578739249b° + 29760696b° + 62329500b6% + 696924063 — 1034208b% — 2248704b + 370688 \2
* 7085882 (9b + 4)2 2
14348907b° — 11691702b° + 7866639b* — 5505408b° + 24883202 + 642240b — 120832 \3
* 14348907b%(9b + 4) 1
16740391565 — 4162954565 + 16021962b% — 19898784b3 + 2348352b% 4 14065920 — 241664 \2)
+ 4782969b%(9b + 4) 172
n 166925618165 — 180512793b° 4 52684830b* — 13559983203 4 18164736b% 4 6114816b — 966656 N2
9565938b%(9b + 4) 172
N 648570596465 — 74933181b° 4 72328464b* — 433562544b3 + 5660928062 4 13206528b — 1933312 3
2869781464 (9b + 4) 2
N 2(9b + 4)% (98415b* — 172044b> + 1010882 — 25704b + 2368) \
38742048956 1
(9b+ 4) (71035947b° — 74257398b* + 23150124b% + 54043262 — 1338624b + 151552)
+ 38742048956 A
N 297660104165 — 1767808962b° — 289628784b* 4 3551221443 — 407047682 — 8257536b + 1212416 232
25828032655 172
N 436095170196 — 2817676562455 — 3329523792b% + 449539891263 — 51300864002 — 68272128b + 9699328 , 14
154968195666 12
8 (106022479565 — 806314095b° — 67460202b* + 10231077663 — 11254464b% — 1101312b + 151552) A
+ 3874204896 2
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4(9b 4 4)3 (816% — 90b + 16)°

1046035320358 !
~ 4(9b+4) (4310577b° — 6364170b + 24261126° — 648006 — 92160b + 10240) iy
1046035320363 1
~ (9b+4) (34570237056 — 2651536296b° + 63930384b + 265192704b° — 33841152b> — 4423680b + 655360) \3x2
10460353203b° 12
2(9b +4) (116072028816° — 7370732376b° + 438064848b* + 406280448b — 51757056b° — 4423680b + 655360) 223
1046035320308 12
_128(9b + 4) (47245104965 — 256331709b° + 18226458b* + 88938006 — 1111968b> — 69120b + 10240) Noad
104603532036° 1
2048(9b 4 4) (510363 — 12156 — 54b + 16)%
- 104603532036 2= O}

(iii) %ﬁe%urva de bifurcacién homoclinica es HL = {(11, 72) |72 = %\/—7'1, 7 < 0},

25(405b% — 72b + 8)(—2187b% + 81b% — 36b 4 64)2 M+ 25(405b% — 72b + 8)(—2187b% + 81b% — 36b 4 64)2 N
2834352(9b + 4)4 ! 1417176(9b + 4)4

{(Al, )|

N 1
172186884b2(9b + 4)

— 2218240579851b7 — 591526782342b° + 178238934108b° + 56796949872b%

+ 39896012166 — 5489731584b% + 365395968b — 7860224) A2
1

+ 17218688452 (9b + 4)%

— 10504820465793b" — 3253931401086b° + 549709815816 + 284598544032b%

+ 23597298432b% — 23277984768b% + 1969367040b — 31440896) A1 A2
1

+ (—141214768240506'° + 435412202074875b° + 73055881610730b6°
688747536b2(9b + 4)*

— 4579912834074007 — 18299567118024b° + 971746245792b° + 1360384403904

+ 1425404252160 — 9811271577602 4 9908600832b — 125763584) A2
1

+ 697356880264 (9b + 4)2

— 3104925146825 4 52562296764b" — 13991247936b> + 743256000062 — 14055321600 + 93234176)\3
1

+ 9298091736b4(9b + 4)

+ 62460160819092b7 — 78741274629606% — 133590473553606° — 655393721472b*

+ 531847047168b% + 220000002048b> — 60821692416b + 2983493632) A A2
N 1
929809173664 (9b + 4)3

+ 385834274726778b7 + 6959168876664b° — 45801349291728b° — 6625699228224b%

+ 2205467751168b° + 684652207104b% — 166758432768 + 5966987264) A1 A3
N 1
2789427520804 (9b + 4)3

+ 1534972891434300b7 + 153144005235624b% — 134388543935808b6° — 31054369835520b%
+ 6911280930816b> 4 2014487635968b% — 423746961408b + 11933974528)\3

- (1129718145924b'% + 16506437354334b° — 3153602780465

(—14121476824056° + 83002902665805b° 4 5707478643948b%

(—18765873646182b% + 11735354032299b% — 1600821460548b" + 4448208999695°

5 (—2341623286963971b10 — 77071882399704b° + 399239525857923b3

(—737423519751891061° — 1451740119278355b° + 1052223587770797b°

(—22297811905174950b'° — 77579209530049506° + 2227851836482275b%

71



1
+
4518872583696b% (9b + 4)2
— 391914337089888b" — 19742225359680b° + 45178652549952b° 4 1015025541120b*

— 21192349593606° — 5665655808002 + 178511855616b — 5162663936) A%
1

+ 122009559759792b8 (9b + 4)

+ 75198030434188776b7 + 10370450647003680b° — 32955995924755206° — 2045664762342912b*

+ 261867115081728b° + 96670809980928b% — 9353254404096b — 979495813120) A3 Ao
1

+ 753145430616b5 (9b + 4)2

— 4926411847387584b" — 205003272216384b° + 422342137514016b° + 127418997079296b*

— 38885819807232b% — 6399427534848b% + 1625541378048b — 20650655744) AT A3
1

t 151887258369605 (96 1 4)2

— 83155665032629704b7 — 5316057126977760b° + 6505767484781184b° 4 2085515768259072b

— 565115175899136b> — 69179388788736b% + 16650306846720b — 165205245952) A1 A3
+ ! (128437656010099560b6'° + 24648723985783185b° — 21141551581549566°

564859072962b6 (9b 4 4)2
— 10602169735702266b" — 108201111250680065 4 755801966708928b° + 240741479275776b*
— 58177598796288b — 5508180983808b2 + 1268517666816b — 10325327872) A4

(9b + 4)

30502389939948b8

+ 152911190880b% — 46311048864 4 9143964288b% + 1232944128b — 382615552) A3
1
"~ 30502389939948b8
— 6353113560264006° + 15646357137168b° + 7410825229824b* + 1461045143808b3
— 1125184960512b% + 48413417472b + 15304622080) A} Ao
1

+ 1220095597597926% (9b + 4)
+ 75198030434188776b" + 10370450647003680b° — 32955995924755206° — 2045664762342912b*

+ 261867115081728b% + 96670809980928b% — 9353254404096b — 979495813120) A3 A2
N 1

61004779879896b% (9b + 4)
+ 128228072468983632b7 + 32110084454673024b° — 6458395553966592b° — 4319697499637760b*
+601838807740416b% + 127544881250304b% — 13404184510464b — 979495813120) A2 \3

1

+ 30502389939948b8 (9b + 4)
+ 109874027300037408b7 + 383881188194593926° — 6616217760632064b° — 3859789208606208b*
+ 553735190753280b% + 78831259582464b% — 8727557308416b — 489747906560) A1 A3
+ ro3Es 97484:871;8 Ty (18336737656028925b'° — 157373398850834256° — 6297134177887956b°
+ 2460412545440598b7 + 1000334967709284b° — 163516150570032b° — 77860581206976b*

+ 11236233717504b% + 116889827328062 — 134412779520b — 6121848832)\5 = 0}

(1179708173881137b0 — 1245890828596518b° + 919609554386097b°

(662026977981532683b10 — 346342671124045308b° — 128569132576928556b°

(49067613090990054b*° — 10773965052379143b° 4 35866149126055206°

(96329993070700852%10 + 17821586181487581b° — 535618124134236b°

(38354628411006° — 7157980954764b" + 4453781158575b° — 1124713625076b°

(—1607839970126724b% + 18384570526703316% — 495491262219666b"

(662026977981532683b1° — 346342671124045308b° — 128569132576928556b°

(1387463623346097081b'0 — 652886773654517298b° — 286041572376411744b°

(11464326083224820616'° — 618111308510437392b° — 2770676020453959906°

72



A partir del diagrama de bifurcacion de Takens-Bogdanov, asi como de los
correspondientes retratos de fase del sistema en la figura 4.3, tenemos la siguiente
informacion.

1. Las curvas de bifurcaciéon SN, H y HL dividen al entorno del origen en el
plano (71, 72) en cuatro regiones.

2. Cuando (71, 72) = (0,0), el inico punto de equilibrio positivo es una ctispide
de codimensién 2.

3. No hay puntos de equilibrio cuando los pardmetros estan en la regién I.

4. Cuando los pardametros cruzan la region SN hacia la region II, hay dos
puntos de equilibrio a través de la bifurcacién de silla-nodo, uno es un foco
inestable y el otro es una silla.

5. Cuando los parametros cruzan H hacia la region 111, aparece un ciclo limite
inestable a través de la bifurcacion subcritica de Hopf, donde el foco es
estable, mientras que el foco es inestable con multiplicidad uno cuando los
parametros estan en la curva H.

6. Cuando los parametros cruzan la region /1 y se encuentran en la curva HL,
aparece un ciclo homoclinico inestable a través de la bifurcacién homoclinica.

7. Cuando los pardmetros cruzan la region I11 hacia la region IV, las ubi-
caciones relativas de una variedad estable y una inestable de la silla E} se
invierten.
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Capitulo 5

Conclusiones

En los 1dltimos anos, se han desarrollado modelos matematicos para compren-
der las interacciones entre mosquitos salvajes y estériles. La técnica de liberacion
de mosquitos estériles se ha utilizado para reducir o eliminar la poblacion de mos-
quitos silvestres con el fin de controlar las enfermedades infecciosas transmitidas
por vectores.

En esta tesis estudiamos un modelo que describe la dinamica de una poblacién
de mosquitos con una tasa de liberacion saturada de mosquitos estériles. En par-
ticular hemos considerado que la tasa de apareamiento es dada considerando el
efecto Allee, mientras que la tasa de liberacién de mosquitos silvestres es una fun-
cién racional, cociente de dos polinomios de grado uno. Ademaés, hemos tomado
las tasas de mortalidad diferentes para los mosquitos estériles y salvajes.

Mediante el ajuste de los diferentes tipos de parametros de control, estudia-
mos la existencia y estabilidad lineal de los puntos de equilibrio. Posteriormente,
llevamos a cabo el estudio considerando que la densidad de la poblacién de mos-
quitos salvajes y estériles son iguales, es decir, biologicamente se encuemtran en
equilibrio. Para llevar a cabo un estudio detallado, éstos nimeros los tomamos
iguales a uno. Hemos demostrado la existencia de diversos fenémenos de bifur-
cacion, tales como una bifurcacion de Hopf subcritica de codimension 3, cuspide
nilpotente de codimensién 3 y una bifurcacion de Bogdanov-Takens de codimen-
sion 2 cuando los valores de los parametros varian. A partir de estos resultados
podemos concluir que la diversidad de bifurcaciones encontradas indican que el
comportamiento dindmico del modelo es muy sensible a las densidades iniciales
de los mosquitos salvajes y estériles.

Usando métodos computacionales demostramos que el tercer coeficiente de
Liapunov para la bifurcacién de Hopf es el primero diferente de cero y positivo,
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por lo que la bifurcacién de Hopf obtenida es subcritica. Luego hemos garantizado
la existencia de tres ciclos limite que encierran y bifurcan del equilibrio (1,1), sien-
do el mas externo inestable. Ya que los ciclos limite representan oscilaciones en la
densidad de mosquitos salvajes y estériles. Esto lo podemos interpretar como que
existe un ntmero critico o umbral, de la tasa de liberacién de mosquitos estériles,
por debajo de la cual los mosquitos estériles y salvajes coexistiran, y este fenémeno
es representado en forma de oscilaciones periddicas y estados estacionarios. Una
interpretacién adicional es que cuando la densidad inicial de las poblaciones de
mosquitos esta fuera del ciclo limite exterior inestable, obtendremos que las po-
blaciones de ambos mosquitos tenderan al extincion.
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Apéndices

Apéndice A. Coeficientes de Liapunov
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— 5793268881461405298060165125%5 — 8573092055980402678872145920{;6 + 97353161825973880514276229120&;7

— 2838033840621720392772983193605%8 + 142021115709319309128892416000&%9 + 2831509032237086014152533606405%0)b4

s 320 143032€22) 43002569€3 475125763
4 943565009341172577069957120£5 -
3064883488479  11918991344085  95351930752680 = 12108181682880
220610951€5 2088012393763 1097797254765 41105962761 542523565 455849¢3
8475727178016  84757271780160 = 4708737321120 348795357120 143537184 861223104
1192241€1° 194095631 . 7 3472
+ - + €57 ) + 13647993885113389061190451200665 ( — ——
2278368 147672 248255562566799
N 4379678€4 775846223¢2 626775943¢5 3002198401¢5 5268743737763

2068796354723325  7355720372349600  3269209054377600  245190679078320  1634604527188800
28777722247¢$5 2533799899£7  47248710869¢5 1195697777365 224436497610 806349131

90811362621600 = 2242255867200 6726767601600 249139540800 2768217120 410106240
1182769¢42  10648¢33 1960 80124797
+ 7 i 475§4> + 61415972483010250775357030400b2¢5 ( - c2
22783680 13185 744766687700397  148953337540079400
9902550577£3 1195285193¢5 32612796241£5 342638206217¢3 1055736154241¢€9

264805933404585600 = 35307457787278080  9807627163132800 = 23538305191518720 ~ 39230508652531200
219203955862765 4070865221235 3760567212416  6601538030363° 37927477761l 383603443612

4358945405836800  161442422438400  53814140812800 5979348979200 8858294784 1640424960
1182531133 441671£24 22736 71287139
_ &2 _ &2 +,5;5) + 69092969043386532122276659200b°¢5 <A7 £2
30378240 1265760 20108700567910719  223430006310119100
2472619773163 230414532259¢3 218145843165 761826448151¢3 697946788007¢5

794417800218756800  3177671200855027200 = 1807549033478400 = 198604450053439200  176537288936390400
489793260391967  122532423217765  299905185049¢3  143011483201£3°  19966088963365 7640482751612

9807627163132800 = 435894540583680  80721211219200  26907070406400 5979348979200 33218605440
43997911£13  85889039¢1%  990449¢1° 16)
820212480 45567360 474660 2

Apéndice B. Teorema de Hartman-Grobman

Teorema 12 (Hartman-Grobman). Sea Q un subconjunto abierto de R™ que con-
tiene al origen, f € CH(Q) y ¢y el flujo del sistema no lineal

@ = f(z). (5.1)
Supongamos que f(0) =0 y que la matriz
A= Df(0) (5.2)

no tiene valores propios con parte real cero. Entonces existe un homeomorfismo H
de un conjunto abierto U que contiene al origen hacia el conjunto V' que contiene
al origen tal que para cada xo € U, existe un intervalo abierto Iy C R que contiene
al cero tal que para toda xo € U yt € I

H o ¢y(20) = e H(xy);

es decir, H envia drbitas de (5.1)cerca del origen hacia orbitas de (5.2) cerca del
origen y se preserva la parametrizacion por el tiempo.
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Apéndice C. Variedad central y forma normal: ci-
clos limite

En esta seccion describimos brevemente la teoria de la variedad central y la
teoria de la forma normal.

Considere un sistema dinamico no lineal general de la forma
w = Aw + F(w), w e R", F(w):R" — R", (5.3)

donde el punto denota la diferenciacién con respecto al tiempo ¢, Aw y F(w) re-
presentan la partes lineales y no lineales del sistema, respectivamente, y se supone
que F(w) es analitica. Aqui, la matriz A se supone diagonalizable, lo que impli-
ca que la singularidad del sistema es un caso semisimple. Ademads, suponga que
w = 0 es un equilibrio del sistema, lo que implica que F(0) = 0 y D F(0) = 0.
Denotemos los n valores propios de A por A\;, ¢ = 1,...,n, y sin pérdida de gene-
ralidad, supongamos que existen k valores propios A;, j = 1,...,k < n con parte

real cero. Esto indica que el sistema (5.3) tiene una variedad central de dimensién
k.

Nosotros no tenemos la intencion de discutir el célculo de la forma normal, y
asumimos que la forma normal para el sistema general (5.3) se ha obtenido en
las coordenadas polares de la siguiente manera (los lectores interesados pueden
encontrar los detalles del célculo de la forma normal en [41]):

d

_d:; =r(vg +v1r? +vgrt + -+ o), (5.4)
g 2 4 2%k

dt—w—i—ylr + vor® 4 - ™ (5.5)

hasta términos de orden 2k + 1, donde r y 6 denotan la amplitud y fase de
movimiento, respectivamente. Los coeficientes v, v v} son expresados en términos
de los coeficientes del sistema original. Los v son llamados los k-ésimos valores
foco de un punto critico tipo Hopf. El vy es obtenido del sistema lineal.

La primera ecuacién (5.4) se utiliza para determinar la bifurcacién de los ciclos
limite cerca del origen y su estabilidad, mientras que (5.5) se usa para determinar
la frecuencia de los ciclos limite.

El siguiente teorema da condiciones suficientes para la existencia de ciclos
limite de amplitudes pequenas, y su demostracién se puede consultar en [42].

Teorema 13. Supongamos que los valores foco dependen de k pardmetros, expre-
sados como
v; = v;(€, €2, ..., €), j=0,1,2,...,k, (5.6)
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los cuales satisfacen

v;(0,...,0)=0, j=0,1,.... k=1, u(0,...,0) #£0,

8(1}0, U1y . .- 7Uk71)
Yy det 0,...,0)| #0.
0(61,62,...,6k) ( )
Entonces, para cualquier e > 0, existen €1, €a,...,¢, y & > 0 con |¢j| < e,
j=1,2,...,k tal que la ecuacion 1 = 0 tiene exactamente k raices positivas (es

decir, el sistema (5.3) tiene exactamente k ciclos limite) en una bola de radio §
con centro en el origen.

Este teorema indica que el procedimiento para encontrar multiples ciclos limi-
te involucra dos etapas: Calculo de los valores foco (es decir, cdlculo de los coefi-
cientes de la forma normal) y resolver las ecuaciones polinémicas multivariables
acopladas no lineales: vg = v; = --- = vx_1 = 0. Debemos notar que vy = 0 es
automaticamente satisfecho en el punto de equilibrio.

Apéndice D. Coeficientes del sistema de ecuacio-
nes

ao1 = 1,
alp = 05
we(bwa(1 + g2 + wa)? + ga(1 + w2)(g2(1 + g2)*E2 + gawi&a + (1 + ga)wa(—1 + 2g2£2)))

(1 + g2 + wa)?(bwa (1 + g2 + wa) + g2(1 + w2)(g2(1 + g2)&2 + w2(—1 + g282)))
1

ap2

= (1 + wa) (1 + ws + g2)2(bwa(1 + wa + g2) + (1 + w2)g2(g2(g2 (1 + g2)& + wa(—1 + g2&2)))

[b2w§(1 + 2wz (1 4 g2 + w2)4 + 2bwa (1 4 w2)ga (1 + wo + g2)*(ga(1 + g2)?&x + wi (=3 + 29252))(]

Las expresiones de los siguientes coeficientes son demasiado largas para escri-
birlas en este texto, pero se pueden consultar en el archivo adjunto:

coeficientes. pdf

generado con Mathematica.
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Apéndice E. Expresiones de los dg,...,014

b6 =

o7 =

8o =

1

= (2bobs + b2)2(3b2bg + Gbob1bs + b3)

12b3b2bs (—b3babr + by (bsbs — bsbe) + b3b
b1(2b0b3+b§)2(3bgb6+6bob1b3+b§)< ob2ba(—bababr + ba(bsbs = bsbs) + bibo)

b3 (3b2(6b2bg — 4b3bsbr + 3babsbe) + bob3 (6b3by — 6babg) + 2bobabs (2b3bs 4 b3) + 2b3b3)
bob1bs (1263 (b3 (b3bg — bsbr) + babsbe) + bob3 (6b3br — babg) + 4b53b3)
b3 (8bobsby — 2bobsby + b3by + ba(2b3bs + b3))
b} (—2bgba (—4bzbg + baby + 3bsbg) + 2bobsbabs + b3bs + 3b3bsby)
bob?ba (3bo(6b3bg — 4bsbaby — 6bsbsbe + 3b3bg) + 2b3b3bg + Gbab2by)
bTbg + b (babs + b4b5)>
1
b1(2bobs + b3)2(3b3bs + 6bob1bs + b3)
b1 (2bo(—4bsbs + baby 4 3bsbg) — 3b3bs — Gbabzby)
263 (boba (6b3by — 6babg) + bobs (2b3bs + b3) + 3b3b3)
3bob? (bo (6b2bg — 4b3baby — 6bzbsbe + 3b3bg) + 2b3b3bs + 4bab3bs)
6boby1babs (2bobzby — 3bobabs + 202b3) — bSbg + b7 (2b2b7 + 2b3bs + bi))
1

( — 1263b3(—bsbaby + bs(bsbs — bsbg) + b2be)

( — 6b2 (bobsby — bobabg + bab3) + 6bob1 bz (babs + b3bs)

3bobs (2bob3by — 3bobabe + 4bab3) + b (—br) + 3b3 (babe + b3b4))

2b§ — b1bg
(2bobs + b%)(3bgb6 + 6bob1b3 + b{’)
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d10 =

+ o+

+ o+

\ + o+ o+ o+ + o+

+ o+ + + + o+

+

1
b2(2bobs + b3)3(3b3bs + 6bob1b3 + b3)2(1263b1bs + 6bZb3 + 12b9b2bs + b}
(bsb3 + 2b2bsba + b3b3 + b12(b3 — 2bobs) + 2b2bsbr + 2b2bsby — 2bobrbo ) bd

(b2 (b3 + 6b3bsba + 3babrbs + 3babsbs + 3babsbs) + b11 (b3 — 6bobsba + 3b3bs)

bo(—9bsb2 — 8babrbs + 22b3bgbs + 28b13bobs — 2b12babs — 2b2b7bs + 22b3babg — 6babsbg))bi?

((—4b5b2 + 40b3bobr + 52b12bsbs + 15b13babs + 3bsbebs — 3b11(4bads + babs) — 6babsby)b]

200 (—b2b3 + 13b12b3b3 — 3b11b4b3 — 3bsbgb2 — 21babsbgba — 4b3brba + 14bsbsbrby 4+ 22b3b4bgba

22b3bgby + 5b3b% + 5b3b3bs) — 2b3(3b5b3 + 3b3bs + 2b2brbs + 2bababe)) b3

(663 (5b12bsbs + brbobg — b11bsbr + 11b11b3bg) + (3b11b7b3 + 292b13b3b2 + 12b11b3b2

4bgb2by — 132b11b3bsba — b1a(52b3by + 15babe)ba + 18bsbsbrba + 3babgbgba — 40bsbrbgbe

108b3bsboba — 114b3bZbg + 60b2bsbe — 136b3bybsby + 160b3bsbs + 184b2bybg)b2 + b2 (22b11b3b3

b (333 + 8bab7)ba + 2b3(5b5 + 21babrba) + b3 (60babs + 66b2bs))bo -+ 5b3bs (2b3bs + babe))bi?

(1728063b3b3b5b6b] + 36bg (b11bg — 240655363 )b + (264b7bob3 — T2b5b2bs + 278b13babsbs + 36bsbgbsbs

18babgbgbs — 27b2b2 + 30b12(16b3bs — bababg) + 18babsbsby — 6babgbrbg — 6b11 (40b3bybs + 12babgbs

bobaby + 11babzbg) — 18bab2bg b3 — (4b2b3 + 368babgb3 + 240b12b3b3 + 34b2b5b3 + 48babsbrb2 + 344babybgb3

36b2b2b3 — 156b2babsbebs — 136bab2brbs — 111b3bsbgbs + 27b3bsb3 + 60b2b3bs — 12b11b2(10b3ba + babe)
24b3babebr)bg + 2b3(—30b5b3 — 6b3(5b7 + 6babr) 4 61b2b4b6b3 + 3b22b62)b0 — 5b24b33) b}t

(bo(20736b3b3b3bsb3b — 3456b3b3b3 (5b5b3 + 5bababsbs + 3b3b3)bg + 2(4320b3b3b3 + 6bgba(5b13bs — 3b11bs)

6bsbgb2 + 248b12bzbsbs — 72b11b4bsbs — 60b11b3bsby + 240b11b3bg + 33b3bsbrbg )b + 2(728b13babs

4b12bo (60b3by + 31babg)bs + 3(10(Tbsbs + 12b4bo)b3 — (61bsb2 + 112b4brbs + 44babrbs + 126babgbg )b3

(68b5bsb3 + 12b2b2by — 3babebgby + 54babsbebr)bs + 2b11ba (—80bsb2 + 5(4b3 + baby)bs + 6babybe)

bobg(—3b7b3 — 48bsbeby + bab2 + 3babgbs)))b3 + b (48(8babs + 11b2bg)bs + 160b11b2b3

(3463 + 96babrby — 444bobsbe)b3 -+ 2b2be (24b3 — 65babr)bs + 177b3babE)bo + b3b3(113b2bs — 20b3b4))b1°

bo ( — 3456b3b3b3b6 (6b2babe — 43b3b5)b3 — 12(619263b3b6b3 — 1440655165 + b (—10b12bsbe + 6b11b5b7 — 35b11b3bg))bG
(7T44b7bgb3 — 384b5b2b3 + 1820b13b2bsb3 + 24bsbabgb + 168babgbgba — 99b2b2bs + 192b,4b5bsbrbz — 66babsbrbgbs
198b2b2bobs — 27b3bsb2 + 12b2babeb2 + 4by1o(488bsbs — 124bobabsbs — 1562b2) + T2babsb2br

12011 (40(3babs 4 babs)b3 + 10ba(Thsbe — babr)bs — 3babe (4b2 + babr)))bS + (—976b12b3b3 + 20b11b3(36b3bs + Thabe)bs
3(—8(7b2 — 60babg)ba + 4(bs5b3 + 95babgby — 42b2bsbr)bs — 4ba(56b7b3 — 99bsbebs + 16b2b2 + 66babsbs b3

2bobe (68b3 + 54babrby 4+ 105b2bsbe )b + b2b2 (8baby — 117b3)))b3 + babz (—24bsbs — 4(111b3 + 104babr)b3

1460b2babsbs + 153b362)bo — 110b4b3)bT

b3 (238464b3b3b3b5b2b7 — 72(1656b3b365265 4 2064b3b4bsb3 + 19206363565 — b11b3bo )bg

4(17280b5b3b3 4 662b12b5bsb2 + 3babe (57b13bzbe — 10b12babs — 12b11b5bg + 6b11babr — 35b11b3bs)

3(4b11b3(b3(31b3bg — 15b5by) — 29b4bsbs) + 3bg (2b4bg (bsbr + bsbg) + bz (—3bsb2 + 6bzboby — bsbebs))))bs
(3700b13b2b5 — 4b12bo (488b3bs + 331babe)b3 + 3(12(5bsbs + 36babg)bs + 4(7bsb2 — 90bybrbs — 62babrbg — 214babsbo )b
4(27bsbeb? + 32b2b2by — 16b2bsbsba + 156babsbabr )b3 + 2babs(—32b7b7 — 645b5bgbs + bab2 + 33babsbs )b3
3babZ(—3b3 + 8babrby 4 12b2bsbg) + 8b11ba(—124b5b3 + 15(4b3 + boby)b2 + 29bababebs + b3bZ)))b3

202 (248b11b3b5 + 3((312b4bs 4 310babg )b3 + 2(b3 — 38babrby — 222bobsbe)bs — 4bobe(29b2by — 9562 )b2

375b3bab2bs + 3b3b3))bo + 2b3b3 (337babs — 400b3bs))b§

) ((513b2 + bsbs + babg)bi®
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+ o+ o+

+

+ +

+ o+ + o+

b3 (62208b3b3b3b5bEbS — 10368b3b3b3 b6 (—24bsbi + 23b2babebs + 3b362)b5 — 12(10368b5b5bsb3 — 11520056553

6b2 (b11bs — b13be)ba + be(b11(—125bgb3 + 58bsbrbs + 24bsbsbg) — 94b12b3bsbs))bg + 2(504brbgbs — 360b5b2b3
2602b13b2bsb3 — 306b5bebgbs + 288babsbgb3 + 270626262 + 360babsbabrb3 — 108b2bsbrbgbs — 396b2bZbgb3

47Tb3bsb2bs + 54bobabeb2bs + 2b12(874bsbs — 662b2babbs — 14103b2)bs + 288b2bsb2brbs — 18b2bab2bsbs

540bababsb3 — 36bab3b2by — 6b11(4(64babs + 31babs)b3 + 10b2(25bsbe — 6babr)b3 — 29b2bs (4b3 + babr)bs — 12b3b4b3))b3
2(874b12b3ba — 2b11b3(384b3by + 125b2bg )b3 4 3(—48bZ — babg )b3 + (—68bsb3 + 246babgby — 300babsbr)ba

1202 (15b7b3 — 52b5bgbs + 5b2b2 + 36babebs)b3 + 3babs (1853 + 84babrby + 21Tbabsbe)b2 + 2b2b2 (16baby — 36963 )bs
9063b4b3))b3 + 3b3b3(336b5b3 — 8(98b3 + 39b2b7)b3 + 1272b2babebs + 3756353 )bo — 6206363 )bT

263 (5184b3b3b3bZ (6b2babg — 53b3b5)b] + 36(2880b3b5b5b5 + 3456b3b3bebs + 381663636263 + b3 (—2b12b5bg

2b11bsbr — 5b11b3bg))bs — 6(8640b5b3b5 + 181b11bgb3 + 426b12bsbgbs — 128b11b5b7b3 + 18bgbrbgbs — 18b5bgb2b3
268b11b4bsbsb3 — 24bsb2bgb3 + 30b4b2bgb3 + 18b2b3b3 + 24babsbbrbs — 27b3bsb3 + 6b3b2 (b11b7 — b12be)

b2bg(201b13bgb3 — 94b12babebs + b11(24bgb] + 58bsbrby — 5b3(12bsbs + 25b3bs))))bi

(2420b13b2b3 — 2b12bo (874bzby + 639b2be)bs + 3(4b11babs(—181b5b3 + 32(4b3 + babr)b3 + 67bababgbs 4 5b3b2)

3(—8bsbg — 6babg)b3 + 4(9bsbZ — babrbs — 2ba(Thrbs + 29bgbg))bs + (—20b5bsb2 + 2b2 (2062 + bbs )bs + 228b2bsbsbr b3
2b2bg (—20b7b3 — 288bsbeby + 3ba (b2 + Thebsg))b3 + bab2 (53b3 — 24babrby — 60babsbe)bs + 66b3b2b%)))b3

bobs3(362b11b3b3 + 3(6(72babs + T7babg)bs — 2(34b3 + 132b2brby + 345babsbe )b3 + 6babe(137b2 — 40b2br)b3

1133b3b4b3bs + 5165b%3))bo + 3b3b3(360b3bs — 173b2bg))b§

b3 (186624b3b3b3b5b3bS — 10368b5b3b3b6 (—10b5b3 + 53b2babebs + 9b3b3)bG — 12(—17280b3b3b5 + 43206353 b6 b3

be (b11(—179bgb3 + 134bsbrbs + T2byabsbe) — 214b12babsbe)bs — 6babZ(5b13babs — 2b12babe + 2b11baby — 5b11babs))by
6(132b7bgb3 — 96b5b2ba + 1142b13babsbs — 162b5babgba + 18bababobs + 192026263 + 180bsbsbsbrbs — 36b2bsbrbsbs
228bab2bgb3 — 405b2b5b2b2 + 36b2babeb2b3 4 2b12(224bsb3 — 426babybebs — 107b302)b3 + 216bobsb2brb3 — 12b2bsb2bgb3
576b2babsbibs — 48b2b3b2brbs 4 2b11(—(212babs + 181b2bg)b3 + ba(128babr — 358bsbg)b3 + 67babe (4b2 + babr)bs
36b3b4b2 )b3 4 54bab3b3)b3 — 4b3(336b12b3b3 — b11b3(318b3bs + 179b2bg)b3 + 9(48babgb3 — 4(5bsb3 — Bbabgby + 11babsbr)ba
b2 (18b7b3 — T8bsbgby + 8babZ + 99b2bsbs )b3 + babe(—10b3 + T8babrby + 201babsbe)bs + 4b3b2 (3baby — 74b3 )b3
58b3babi))bE + 3b3b3 (576b5b3 — 24(46b3 + 11b2br)b3 + 1148b2babebs + 7756363 )bo — 8406355 ) b3

2b0bs ( — 15552b3b3b3b3 (6bobabe — 1163b5)b§ + 7206 (—1188b3b3bgb5 — 720636163 + be (3b12bsbs — 3b11bsbry + 4b11b3bg))b]
6((283b13b2b3 4 18(2b4bgb3 4 2b5(bsbg — babs)bs — 3b3bsbe))b3 — 2b12(—145b5b3 4 107babsbebs + 9b3b2)bs

b11(124bgb3 — 106bsbrb3 — b (180babs + 179b2bg)b2 + 2babs (67baby — 48bsbe)bs + 18b2bZ (4b + babr)))bi

3(520b13bab} + T2bsbgbi — 496b11babsbi — T2b2bebs — T2b4bsbrbs — 132b2brbgbs — 432b2bsbobs + 424b11bab2b3
96babab2bi + 12b3b5bebs — 2b12b2(224b3bg + 145b2b6 )b + 106b11b3b7b5 + 540b2bsbebrb3 + 144bababebsbl

1368bababsb2b3 + 180b11b3babsb3 — 180b2b3bgbrb3 4 180b3b2bgb3 — 396b3b5b3bs + 32b11b5b2bs + 405b2b3b2b3
108b2b4b2brbs + 57620203 )b3 + 2b2b3 (124b11b3b3 + 9(44babgbs — 2(10b3 + 19babrby + 24babsbe )b3 + babe (7953 — 30b2by)b3
205b3b4b2bs + 22b363))bo + 1265365 (19b2bs — 60b3bs)) b

12b3b3 (10368b3b3b3bsbbg — 2592b3b3b5b6 (—4bsb3 + 11b2babsbs + 2b3b3)bg + 6bs (—864b3b3b5 + (23b12b3bsbs

b11(16bgb2 — 15b5brbs — 8babsbe))bs + 2b2bg (4b13bzbs — 3b12babg + 3b11baby — 4b11bsbg))bd

(36b7bob — 36bsb2bs + 320b13bobebs + 18bsbabsbis — 54bsbabobi — 18b2b2b3 + T2b4bsbebrbi — T2bob2bobi — 135b3b5b2b3
b12(72b5b3 — 290b2babsbs — 69b3b3)b3 + T2babsbZbrb3 — 216b2babsbibs 4 b1 (—4(18babs + 31b2bs)bi

202 (96bsbs — 53babr)b3 + 45babg (4b3 + babr)bs + 24b3bab2)bs + 54bab3b3)b3 4 babs(—36b12babs + 4by1b2(9b3by + 8babe)b3
3(12b4bgbs — 3(4brb3 — 12b5bgbs + 2b2b2 + 15b2babs)b3 + be (2b3 + 5Tbabrbs + 105babsbe b2 + 2babZ2 (4baby — 99b2 )b3
68b3babg))bo + 3b3b3 (—4b7b3 + 46b4bsbs + 39b2b3)) b3
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+ 126563 ( — 5184b3b3bibZ (2b2babs — b3b5)b] + 24b6 (—108b3b3bsb5 — 43205533 + be (b12bsbs — b11bsbr + b11b3bg))b]

+
+

6(—6(b2bsbs — 4b13bab2)b2 + b12(10b5b3 — 23b2babebs — 2622 )b + b11(6bgbs — 6bsbrbs — 4be (babs + 4babg)b3

bobe (15b4b7 — 8bsbe)bs + 2b2b2 (403 4 babr)))by + (72b13b2b3 — 72b11babsba — 36babrbgbs + 72b11bab3b3 + 36babab2b3
36b2b5bebs — 6b1aba (12b3by + Sbabe)bs + 18b11b3b7b3 + 36babsbsbrbs + 36bababebgb — 108bababsb2b3 + 12b11b3b4beb3
T2bob2bebrb3 + 36b2b2bgb3 — 108b3b5b3bs + 8b11b3b2bs + 135b2b3b2bs — 36b2bab2brbs + 198b3b2b% )b3

6b3b3 (6bsbs + 2b11b2b3 — 6(3bsbe + babr )b + b (33b3 — 2b2b7)b3 + 41bobabbs + Tb3bE)bo + 42b3b4be) b3

126363 (5184b3b3b3b3bs — 3b3b3b6 (24bsbs + Thabe) — 6b3(10b13babebg — 6b11b2bsbs — 4b11b2bsbebs + 6b11b2babrb3
3b2b5b2b3 + 4b11b2b2beb3 — b12babe (10b3by + babg)b3 + b11b3bebrb3 + 6bab3ba) — bobabzbg(4b11b2b3 + 9(2babgb3

(4b3 — 2babrby — 6babsbe)b2 + 11bab2bgbs + 8b3bab3)) — 12b3be(2b13babsbZ + b1 (b3bs — 2b2babe )bs

b11(bob3 — 2babebsbs — b3bsby + 2b2babsbr))) b1

7204 babibe (3bobe bl + 6b3b3beba + 268 (b13bsbs — br2babe + bi1baby — bllbgbg)))

1 ;
= 2(b12b2 + bsbr + babg + b3bg)bi®
b2(2bobs + b2)3 (3b2bg + 6bob1bs + b3)2(12b62b1bg + 6b2b2 + 12bob2bs + b) < (br2ba + bsbr + babs + bsbo) by

— (b3 + 6bsbsbg + 6babrbg + 3b11 (b3 — 2bobs) + 6babsbs + 6babsbs — 2bo(—14b13bs + br2by + brbs + 3bebg))bi?

(3(b11bs — 5b13b6)b] + 2(22bgb3 + 26b12babs + 14bsbrbs + 22babsbs — 2b2b3 — 6b11b2ba — 21babsbs — 4b3br — Gbabsbs)bo
12b2(bsb3 + (b3 + babr)bs + bababe))bi?

((292b13b3 — 52b12babs — 132b11b5bs — 40b7bsbs — 108bgbobs + 121153 + 4bgb2 — 30b12b2bs + 6b11b2b7 + 18b5bsbr
3babebs )by + 2(33b11b3b3 — 3b6 (1163 + 4baby )bo + b3(5b3 + 42bobrbs) + 63 (5babs + 11babs))bo + 1063b3(3bsba + 2babe))bi>
2(8640b3b3b3b6bs + 10b3b3 — 3bo(—20bs5b3 — 4(5b3 + 9babr)b3 + 41b2babebs + 4b3b3)ba + b3 (184bgb3 + 240b12b2b3
24b5brb3 + 172b4bgb2 — 36b2b2bs — 198babsbabs — 68b3brbs — 111bababgbs + 27babsba + 30b3bg — 6b11b2(20b3by + 3babe)
24b2babgbr) + b (9bgbE — 139b13b3bs + 15b12babe + 36b11bsbs + 3b7bgbs — 3b11bab7 + 33b11b3bs))bi!

bo (3456b3b3b3be (5b3ba + 6babe )by — 12(1440b3b3b3 + bg (5b13bg — 3b11bs))bd — 2(728b113b3 — 8b12(30bsbs + 31babe)bs
3(—44b7bgb3 — 126bsbob3 + 12b4b2bz + 54bsbsbrbs — 3babebgbs 4 2b2bsb2 — 3b3bgby + 4by1 (—40bsb2 + 10b3b3

5bobrbz + 6bababg) + 6bab2bs))b2 — (48(3babs + 22bobg)bs + 480b11b2b3 + 2(17b3 + 96babrby — 324babsbe )b3

6babe (24b3 + 65b2br)bs + 387b3b4b3)bo — 4b3b3(15b3bs + 83b2be))b1°

2bo (10368b3b3b3baby + 1728b3b3b3 (43b2bs — 5baba )by + (—910b13beb3 + 240b11bgb3 + 420b11bsbebs — 60b11babrbs
33babrbgbs + 99b2bobs — 6babgb? — T2b11b2bg + 4b1abes (62b3bs + 15b2bg) — 36bs5b2by — 36b11babsbr )b3

(976b12b2b3 — 3(—240bgbs + 2(42b5b7 — 95bgbs )b + 2(56b7b2 4 73bsbebs + 320202 + 132b2bsbs )b3

10b11b2(24bgby + Thabe)bs — 2b (343 4 54babrby + 81babsbe)bs + 3babZ (23b3 — 4babr)))b3

6babs (—24bsb3 — 2(27b3 + 52b2b7)b3 + 259b2babsbs + 396363 )bo + 1606353 ) b

b3 (3456b3b3b3be (43b3ba + 69b2be )by — 12(11520b3b3b5 + be (57b13bsbe — 10b12babs — 12b11bsbs + 6b11baby — 35b11b3bs))b]
(—3700b13b% + 8b12(244b3bs + 331b2be)b3 — 3(9b2b3 — 64b3bebrb3 — 2(32(bebs — 2b2)b3 + 93bsb2bs + 24bab2br )by
8b11(—124bsb3 + 30(2b7 + babr)b3 + 58bababsbs + 3b3b2) + 4(3b2bs(—6bsbz + 11b3bgbs + 3b3b2) — 2b3(—78bsbebr

31b3bgby + 107b3bgbg))))b3 — 6((620babs — 8babs )b + 248b11b3b3 + 2(b3 — T6babrby — 272babsbe)bs

4b2bg (104b3 — 8Tbab7)b3 + 801b3b4b3bs + 126563 )bo + 166305 (75b3ba — 104babg)) b

L+ + + + 1+ o+t

+ o+ o+ o+
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+ 4b3 (2592b3b3b3b3 (23b3bs + 6b2be )b + 18(—1920b3b4b3 + 3456b3b3beb3 + ba (b11bs — b1sbe))bg + (—1301b13bsbi
+ frm—e; biabe(331b3bs + 141babg )bs + 3(2b11 (62bgbs + 5(25bsbs — 6babr)b3 — 29b6(2b3 + baby b3 — 12babyb3)

+

+ o+ o+t

+ + + + +

I

+ o+ o+

+

3b6 (2b6b7b3 + (6bs5b2 + b3bgbs — 3b3b2 )by + 2b3(—8bsbebr + 3bsbgbr + 11b3bebg))))bs + (874b12b2b4

3(b11b2b3 (256b3by + 125babg) — 3(T2bgb3 + (41bybg — 50bsb7)bs — 2(15b7b3 — 4bsbgbs + 10bab2 + T2b2bgbs )b3

be (93 + 84babrby + 125b2bsbg)b3 + 2b2b3 (8baby — T7b3)bs — 33b3baby)))b3 — 3b2b3 (8b5b3 — 2(116b3 + 117babyr)b2
638b2babgbs + 237b3b3)bo + 3806363 ) b7

263 (31104b5b3b3b3b5 + 5184b3b3b5be (24b3by + 53babe )by — 6(17280b5b365 — 12b2b% (br2bg — br1b7) + b (201b13b6 b3
94b12babebs + b11(24bgb3 + 58b3brbs — 5bs(12b5bg + 25b3bg))))b3 — (242001353 — 4b12(437b3by + 639babe )b3
3(4b11b3(—181bsb3 + 64(203 + babr)b2 + 134bobybabs + 15b2b2) + 3(—8(Tbrbs + 29babo )b + 2(20b4b2 + 114bsbsbr
babebg )b — 4be(10b7b3 + 38bsbebs — 3ba (b2 + Thebs))b2 + b2 (53b3 — 48babrbs — T2b2bsbe)bs + 84bab2b)))b3
3b3((924babs — 48b4bs)ba + 362b11b3b5 — 4(17b3 4 132b2b7bs + 201babsbe)bs — 12b2b6 (60b2by — 89b3 )b3
2211b3b4b3bs + 1326363 )bo + 126363 (130b3bs — 101b2bs))b1°

1263 (1606565 + boba (—48bsb3 + 6(52b3 + 33b2b7)b3 — 513b2babebs — 457b3b2)b5 + 864b3b3b3b3 (53b3bs + 18b2bg )b
b2(224b12babs — b11b2(212b3by + 179b2bg )b3 + 6(24bgb3 + (10bgbg — 22b5b7 )b — (9b7b3 — 19bsbgba + 8b2b2 + 99bobebg b3
be(—5b3 4 T8babrbg + 95babsbe)ba + 2b2bZ (9baby — 95b3 )bs — 5Tb3bab3))bs + 6b(—2880b53b5b5 + 1440b3b3bsb3

b2 (—5b13b3bg + 2b12babs — 2b11baby + 5by1bzbs)) + by (—571b13beba + 181b11bgbs + 358b11bsbgbs — 128b11b4b7b3
18bgbrbgbi 4 114b3bgb3 — 18babb2b3 — 268b11b3bab3 + 2b12b6(213b3bs + 107b2bg)b3 — 108b5b2brb3 — 134b11babsbrb3
6babgbgb3 + T2babsbibs — T2b11bobabgbs + 24b3bZbrbs — 27b3b3)) b3

6baba (31104b3b3b3b3b5 + 1728b3b3b5b6 (10b3by 4 33babe )by + 2b6 (—283b13beb3 + 2b12b6 (107b3by + 18b2bg)
b11(179bgb2 + 96bsbebs — 134bsbrbs — T2b3bg — 36babebr))b3 — (520b13b5 — 496b11bsba — 132b7bgbs — 432bgbobs
424b11b3b3 4 96bab2b3 — 4b12(112b3bg + 145babe )b3 + 212b11b2b7b3 + 540b5bebrb3 + 144bsbsbsb — 576b4bsb2b3
360b11b2byibsbs — 180b3bgbrb3 + 360b2b2bgbs — 360b2bsbibs 4 405b3b2bs + 96b11b3b2bs — 216bababZbrbs 4+ 720025363 )b3
2b3(124b11b2b3 + 3(88babgba — 4(5b3 + 19babrby + 14bobsbs)b3 + 2babe (5963 — 45babr )b2 + 337b3bab2bs + 5203b3 ))bo
8b3b5(30b3bs — 23babe))b}

24b3bs (1296b3b3b5b3 (11b3bs + 4babe )b + b (864b5b3b3 + bg (—4b13bsbs + 3b12babs — 3b11babr + 4b11b3bs))b]
(—160b13bgba + 62b11bgbs + 96b11b5bsb3 — 53b11babrb3 + 36b2bgb3 — 90b11b3b6b3 + b1abe(145b3by + 69babe)b3
36b5b2b7b2 — 45b11babebrb3 + 36babsbibs — 24b11babyb2bs — 27b3b3)bE + 3bs3(12b12babs + 6babgbs — 6b2b2b3
6babsbabs — 6b3b7b3 — 45babsbsb3 + 39babsb2b3 + bibb3 — 4b11bo(3bzba + 4bobe)b3 + 57bababgbrbs — 132b2b3b2b3
12b3b3b7bs — 54b3b4b3)bo — 3b3b3(—6b7b3 + 37babsbs + 45b2b3)) b3

36503 (3456b3b3b3b3bY + 1728b3b3b3b6 (2b3ba + babe )by + 2bs (—24b13bsb3 + b12bs (23b3bs + 4babs) + b11(16bsb3
8bsbebs — 15b4brbs — 8b3bg — 4bababr))b3 — (24b13b3 — 24b11b5bis — 12b7bgbs + 24b11b2b3 + 1204523

4b12(6b3by + 5babg)b3 + 12b11b2b7b3 + 12b5bb7b3 + 12b4bbgb3 — 12b4b5b2b3 + 8b11b2babebd — 24b3bsbr b3
24bob3bgb2 — 24babsbgbs + 45b3b2bs + 8b11b3b2b3 — 24babyb2brbs + 84bab3b3)b3 — 2b2b3(12bgba + 6b11b2b3

12(bsbe + babr)b3 + 6b6 (b3 — bab7)b3 + 51bababZbs + 166363 )bo — 32b3b5b6 ) b3

726562 (8643 b3babEbY — 4b3b3b6 (3b3ba + 2babs) — 4b3bE (b13bsbe — bi2babs + bi1baby — bi1b3bs)

203 (5b13bgbs — 3b11bgbs — 2b11b5bab3 + 3b11babrb3 + 2b11b2b6b2 — b12be(5bsbs + babe)b3 + b11b2bsbrb3 + 3b3b3)
bobsbe (2b116363 + 3(2b2bsb3 + 2(b§ — babrbs — babsbe)b3 + Tbab3bsbs + 4b3b4b3)))b1

b1%b15 — 72b4b3b6 (3bobeb] + 6b3b3beba + 2b3 (b13bsbs — bi2babs + b11baby — bllb3bg))>
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012

+

I+ o+

+ o+ o+

o+ o+ o+t

+

+ o+ +

+ o+ o+ o+

+ o+ o+

-1

b12bi* — 3(b11ba + bsbe + baby + bgbg)bi®
b1 (62 + 2bobz)3 (b3 + 6bobibs + 3b2bg)2 (b1 + 12b0b2bs + 65262 + 1262b1bg) < 12017 = 3(b1ab2 + bsbe + babr + babs)by

2(3(bsb3 + (b3 + 2b2br)bs + 2b2babe) + bo(—b% + 13b12b3 — 3b11bs — 3bgbs))bi?

3((b11b7 — 5b12b6)b3 + (22b5b3 + 22b11b2bs 4 14bsbrbs — 11630 — 8babebr)bo + 10b2bs (bsba -+ babe)) bl
3(2880b3b3b3b6 b + (80b12b3 — 12b2bs — 40b11bsbs — 37bgbsbs + 9bsbg — 12b11b2bs + 8babebr)b3

2(10b5b3 + 2(5b3 + 18b2b7)b% — 21babababs — 6b3b2)bo + 106353 )b1°

bo ( — 10368b3b3b3b3b4 + 864065636363 + (6(2b11(6babe + 5bsbr) + b (b% + 3babs)) — 248b12b3be)b3

3(176bgb3 + 160b11b2b3 — 4(27bsbs — 8babr)b3 — 2b6(32b + 65b2b7)b3 + 81b2b4b3)bo + 18b2b3 (10b3bs + 21b2bs))b]
bo (74304b3b3b3b6bg + 12b6 (5b12b — 3b11b7)b + (976b12b3 — 3(64b2b3 + 264bsbsb3 — 162b5b3bs

20b11 (12b3by + Thabg )bz — 108babgbrbs + 21b2b2 — 24bab2br))b3 + 6b3(24bsbs + (34b3 + 208boby )b2

326b2babgbs — 93b3b3)bo + 360b3b3)b§

263 ( — 3456063636365 + 12b2 (5bsba — 61b2be)b3 -+ 59616b3b3b3b5b3 — 3bo (310bsbs + 248b11b2b3 — 4(68bsbs + 19b4b7)b3
1206 (362 — 29b2b7)b3 + 501b2bab2bs + 18b3b3) + b3 (662b12b3bs — 3(4by11 (15b7b3 + 29b4bsbs + 3b2b2)

3bg (—6bsbg — 4babrbe + 11b3bgbe + 3b3b%))))bT

2b% (1555265b3b3b3b5 + 62208b5b3b3b6bg + 6bg (47b12bsbs — 12b11babs — 20b11b3b7)bd + (874b12b5 — 3(2b11(128b3bs
125b2b6)b3 + 3(4(5b2 + 36babs )b3 — bg(125bsbs + 84babr)b3 + 262 (3163 — 16b2br )bz + 42b2bab3)))b3

3b3(8b5b3 — 36(2b3 + 13b2br)b3 + 816b2babsbs + 4356353 )bo + 66063653 ) bS

6b3 (45792b3b3b3b2b0 — 12(1440b3b35 + b3 (b11b7 — b12be))bi + 2(213b12b6b3 — 2b11 (32b7b3 + 6Tbabsbs + 15b2b3)b3
Obg (3b2b3 — 4bzbabrbs + bz (—6bsb + Th3bsbs + b3b2)))b3 — b3 (362b11b2b3 + 3(154bgbs — 2(67bsbs + 44bsbr)b3
(82b3bs — 240b2bgbr)b3 + 433b2bab3bs + 42b3b%))bo + 6b2b3 (20b3b4 — 53b2bs) ) b3

6b3b3 (15552b3b3b3b3bG + 8640b3b5b3b6b + 206 (107b12b3bs — 36b11babg — 6Tb11b3br )b + (224b12b5 — 2(b11(106b3by
179b2bg )b3 + 3((8b2 + 99bsbs)b3 — be(95b5bg + 78babr)b3 + 1262 (7b7 — 3babr)bs + 66bababy)))b3

3b3(16b5b3 — 12(2b3 + 11b2br)b3 + 206b2babsbs + 2456363 )b + 2406353 ) b

12b3bs (14256b3b3b5b2bg + 18b3 (b12bs — b11b7)b3 + (145b12b6b3 — b1 (53b7b3 + 90babebs + 48b2b3 )bs

18b2 (—5bgb3 + 5bsbebs + 3babrbs — 4b2bg))bg — bs (124b11b2b3 + 3(44bgbs — 2(14bsbe 4 19b4b7)b3

(39b3b6 — 90b2bebr )b3 + 165b2bababs + 42b3b3))bo — 78b3b3be ) b

36b5b3 (1728b3b3b3b3b3 + 1728b3b3b3b6bY + be(23b12b3bs — 8b11babs — 15b11b3br )b

(12b12b3 — 6b2b3 — 45bgbgb + 39b5b2b2 — 4b11(3bzba + 8babe)b2 + 5Tbabsbrb2 — 66b2b2bs + 24b2b2brbs — 48b2bsbd )bo
3b2b3 (—4b7b3 + 10bsbsbs + 23b2b3)) b3

7265 b3 (432b3b3b3b2b5 + 26 (b12bs — b11b7)b + (5b12bebs — b11(3b7b3 + 2babgbs + 4b2b3)bs

3b2 (—2bgb3 + 2b5babs + 2babrbz — 3b2bg))b3 — 3bz(2bgba + 2b11b2b3 — 2(bsbg + babr)b3

b (303 — 2b2b7)b3 + 4bababibs + 4b363)bg — 12b3b3b6 ) b1

36b5b3be ((2b11b7 — 2b12b6)b3 + (6bsb3 + 4b11b2bs — 6bsbsbs — 6babrbs + 9b3be)bo + 12b§b3b6)>
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013 =

014

—1
b1(2bobs + b%)2(3b3bs + 6bob1bs + b3)2(12b2b1bg + 6b2b2 + 12b9b3bs + bF)
+ 36bgb7b3 (bobe(5b11b3 — bsbebr + 4baby) + b3 (116253 — 263b7 + bsbabs)) + 4b5b3 (6b5b11b5 + bo (64b1153

+ 3bg(6b2bZ — 39b3b7 + 32b3babe)) + 6b3 (12b2be + 5b3ba)) + 4b2b3 (bo (bobes (67b11b3 + b6 (3babs — 4bzbr))

+ 306§ (4babs — 3b3br)) + b (159b0b3b§ — 60b3)) + 24b3b1b3 (2656116 + 3bo (br1b3 + 2b2b3 — b3bsbr + bsbabg) + Gb2b3bo)
n

+

n

<24b3b§b6(b0b11 + 3babe)

203b3b3(36b2b11b3 4 bo (106b11b3 + 9bs (12b2b2 — 28b3b7 + 31bzbabs)) 4 60babibe) + 267 (2bo (5b11b3 — 2b6br)
5b3 (2b2be + b3by)) + 205 (bo (6bob11bs — 3203b7 + 5b3babs) — 2b2(5b3 — 6bob2)) + bob? (3bo(40b11b3 — 38b3beby + 11b4b2)
4b3 (43b2bg + 20b3bs)) + 4bobS (bo (bobe (29b11b3 — 6bsbr) + 72b3 (babg — bsbr)) + ba(69bobsb3 — 40b4))

+ bilbyy — 4610 (bgbr + b4b6)>

B 6b2b1b3b2 + 3b2b3bs + b3 (6bob2 — 5b3) + 3bob2b2bg + 5bibsbe
- b1 (2b0b3 + b%)(?)b%b(; + 6bgb1 b3 + b?)(l2b%b1b6 + Gb%bg + 12b0b%b3 + b‘ll)
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