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1. INTRODUCCION,

Los modelos autorregresivos y de promedios méviles de
orden (p,q), usualmente abreviados modelos ARMA (p,q), son
con frecuencia utilizados para describir y predeclr'
observaciones en series de tiempo. Estos modelos cominmente se

representan mediante '

GP(B) Zt= C + GS{(E)at (1)

en donde

- = - 1 F -
¢.(B) =U(B) ¢ _(B)=1-) @B , U(B)=1 UB

i=1 i=1
p-d q
1 -1 - !
¢, 4(B) =1 -l; $8' vy 8B =1 lzl o,B

son polinomios de retraso de orden p,d,p-d y q respectivamente

B es el operador de retraso tal que Bkzt = Z para k =

t-k
0,1,... y toda t, C, al igual que las @'s son constantes y
{ a: te Z } es wuna sucesién de v.a.1.i.d con

t

distribucién N ( O,af ). En la préctica, cominmente se requiere
que todas las raices de Ud(B) .estén sobre el circule wunitario
¥ que las de ¢p_d(B) y eq(B) estén fuera del circulo unitario,
adends de que QP(B) y Bq(B) no tengan factores comunes. Las

Z’ts representan la d-~ésima diferencia o cualqulier otra

transformacién apropiada para volver estacionaria alguna serie



de tiempo originalmente no estacionaria; cuando Ud(B)-= 1-p*

el modelo (1) se conoce como un modelo ARIMA ( p-d,d,q ).

En los ultimos afios, el problema de la determinacién o
especificacién del orden de un modelo ARMA, ha atraldo
considerablemente la atencién en los trabajos de serles de
tiempo, y en &areas de Iinvestigacién como son la teoria
de control, la ecouometria y la estadistlca, las cuales
estan estrechamente relacionadas con el analisis de series de

tiempo.

Especificar el orden de un modelo ARMA significa

determinar el orden ( p,q ) de éste. Si estos valores se
conocen, entonces los parametros & = (61.§2 ....,g ), 8 =
(91,82,...,Bq) Y oi pueden ser estimados. Esta Gltima parte no

serd conslderada en este trabajo; no obstante, algunos de los
métodos que aqui se presentan requieren de la estimacién de los
pardmetros de diferentes modelos , tales parametros estimados
pueden entonces ser comparados con el fin de hacer una posible
discriminacién entre diferentes valores de p y gq. En raras
ocasiones se conoce el orden real de un modelo y determinarlo
es una parte dificil y delicada del andlisis de series de
tiempo, ya que la seleccién de (p,q) se basa en sb6lo una
muestra de observaclones del proceso generador de datos. Por
este motivo el modelo seleccionado debe verse como una

simplificacién del modelo asociado con el proceso real.

Varios métodos han sido propuestos y estudiados, la
mayoria de los cuales siguen la técnica de Box~Jenkins para
construir modelos de series de tiempo. Una cantidad muy extensa
de estos métodos se basa en inferencias construidas a partir de

patrones de la funcién de autocorrelacién (FAC) muestral y de



la funcién de autocorrelacién parcial (FACP) muestral de 1la
serie. Las correspondientes caracteristicas de las funciones
FAC y FACP teéricas para varios tipos de modelos ARMA (p,q )
han sido usadas como patrones de referencia (ver Box y
Jenkins 197§, cap3 o, a un nivel mas elemental, los caps. 4 y 5
de Guerrero, 1983). Desafortunadamente, esta técnica de
reconocimiento de patrones confia en el buen juicio heuristico
del analista de la serie. Entonces, elegir el orden
apropiado de un modelo mediante una inferencia que parte de
patrones de estas dos funéiones, con frecuencia resulta ser
muy dificil. De aqui que hayan surgido varios métodos
alternativos.

Hasta el momento no existe una solucién completamente
satisfactoria para el problema de la detern:llnacibn del orden de
un modelo de series de tlempo, a partir de la observacién de
datos muestrales del proceso real, no obstante se han propuesto
un gran namero de procedimientos para elegir la estructura mas
adecuada de un modelo. En este trabajo se estudiaran las
caracteristicas mds importantes y mis ﬁﬂiles de algunos de
estos métodos. El objetivo es pues, présentar las técnicas
mis importantes que actualmente se utilizan en la determinacién
del orden de un modelo ARMA (p,q ). Se tiene conocimiento de
algunos trabajos publicados con objetivos similares =al
presente, la diferencia con el que aqui se presenta es que
aquellos estén restringldos a modelos de regresién lineal y/o
enfocados a un rango mas limitado de procedimientos para
determinar el orden. Sin embargo, el trabajo de Gootijer,
Abraham, Gould y Robinson. (1985) es muy parecido al presente,
con la diferencia de que en aquél no se eﬁtra en detalle para

ninguno de los métodos que cita y aqui se intenta cubrir esa
deficiencia.

Una forma de clasificar a los diferentes métodos es



asignandoles alguna propledad, ya sea ésta de caracter
"obJetivo" o "subjetivo". En un método subjetivo existe siempre
un Juiclo de apreciacién tomado por el analista, éste puede
ser la eleccién de antemano de un nivel de significacién o el
examen visual de graficas y tablas para observar el
comportamiento o patrén caracteristico de una cierta
estadistica en particular. Mientras que un método objetivo se
caracteriza por el hecho de que no es necesaria la intervencién
del elemento humeno para realizar juicios de apreciacién en la
especificacién del modelo.- Esta forma de clasificar los
métodos no es necesariamente la mis adecuada, pues el hecho de
que un método sea clasificado objetivamente no elimina por
completo la posible emisién de Juiclos de aprecliacién en éste.
Sin embargo, esto proporcicna un camino para tratar de agrupar

los diferentes métodos que aqui se presentan, de acuerdo con

alguna caracteristica relevante de los mismos.

La clase de métodos subjetivos puede ser ampliamente
dividida en las dos subclases siguientes: a) aquellos métodos
que estén basados en la teoria de una realizacién de un proceso
estocéstico y b) los que hacen uso de la teoria de pruebas de
hip6tesis estadisticas; los primeros, a excepcién del método
de la Funcién de Autocorrelacién Inversa y de la Funcién
de Autocorrelacién Parcial Inversa, serédn tratados con detalle
en las secclones 1.2, 1.3, 1.4, 1.5y 1.6. La razén por la
cual este método no se tratard con detalle, es por que sb6lo
presenta ventajas en la determinacién del orden de un modelo
autorregresivo, mientras que los segundos se presentarén a
manera de informacién en el capitulo 2.

Dentro de los métodos clasificados como obJjetivos, se
presentaran también de manera informativa, aquellos que estén

basados en el error de prediccién un paso hacia adelante, estos



se presentan en el capitulo 3, por ultimo en el capitulo 4 se
presentardn aplicaciones de los métodos tratados en las
subsecciones de la 1.2, a la 1.6.

Es conveniente mencionar que en este trabajo no se
consideran modelos para series de tiempo con efectos periédicos
(asociados  cominmente con la estacionalidad) del tipo del

modelo multiplicativo estacional sugerido por Box y Jenkins.



CAPITULO 1

METODOS BASADOS EN LA TEORIA DE UNA REALIZACION DE UN PROCESO
ESTOCASTICO

1.1 ALGUNOS CONCEPTOS BASICOS

En casi todas las rames de la produccién y del
conocimiento, se encuentran series de datos que corresponden a

fechas sucesivas:

EJemplos 1) Tipo de cambio peso/dSlar cada dla
i) Venta de algin producto cada semana
1i1) Indice de inflacién de los preclos cada mes

iv) Producto interno bruto de México cada afio

Una serie de este tipo, se llamarad serie de tiempo y se
denotard su valor al tiempo t por 2«.' El caso en que Zt sea

una funcién (determinista) de t es de poco Iinterés (y
relativamente escaso en la practica). Es mucho mds cercanc a
la realidad y por lo tanto mucho mas eficaz, escoger un modelo

en donde cada 2t sea una variable aleatoria. La sucesién de las

Zt se llama en este caso un proceso. Puesto que los procesos

en los que se estarda interesado son procesos que se



desenvuelven en el tiempo, sujetos a varlaciones que pueden ser
descritas por leyes probabilisticas, dichos procesos caen

dentro del estudic de los procesos estocasticos.

Para describir lo que es una serie de tiempo dentro del
contexto de procesos estocésticos, es necesario primero definir

a los procesos estocaésticos.

Un proceso estocastico es una familia 2Z = {2(t); t € T}
de variables aleatorias. Es decir, para cada t € T, en donde T
es el conjunto de paradmetros o conjunto de indices, Z(t) es una
v.a. definlda sobre algin espacio de probabilidad (E,¥, P);
Z2(t) : E —> R. Cuando se desea enfatizar que el proceso

depende de los eventos elementales w € E, se escribe
2(t) = Z(t,w)

Asf pues, el procéso se puede ver comoc una coleccién de

funciones reales definidas sobre T x E, o sea,
2(.,.): TxE-—>R
tal que

i) paracadat € T fijo
2(t,.): E——> R es una v.a

ii) para cada w € E fijo
2(.,W): T———> R es una funcién de t € T,
llamada una realizacién o trayectoria del proceso {2}.

El espacio de estados del proceso es el conjunto S de

todos los valores posibles que pueden tomar las variables 2(t)



para t € T. Cada punto en S se llama un estado del proceso.
Si S es finito o numerable se dira que el proceso es discreto;

s1 S es un Intervalo, se dir4a que el proceso es continuo.

El proceso también se clasifica de acuerdo a la
naturaleza del conjunto de parametros T. Si1 T es numerable,
por ejemplo, T = {0, 1,#2,...}, T = {0, 1, 2,...}, etc., se
dice que Z es un proceso con parametro (o en tiempo) discreto.
S1 T es un intervalo, T = [a,b]l; T = [0,0); T = (-w, =),

etc., {2} es un proceso con parémetro (o en tiempo) continuo.

Con base en lo anterior, se concibe entonces a una serie
de tiempo como a la sucesién de observaciones generadas por un
proceso estocéstico cuyo conjunto de indices se toma en
relacién al tiempo. Asi como existen procesos estocédsticos
discretos y continuos, existen también serles de tiempo
discretas y continuas. En este trabajo s6lo se considerarén
series de tiempo discretas. Asimismo y con el rlesgo de crear
cierta confusién, en general no se hard distincién entre una
variable aleatoria Z y su valor observado, que se denotaré
también por Z. De esta manera, cuando se tengan N valores

sucesivos de una serie de tiempo, se escribira 21,22, .Z-

para denotar a las observaciones hechas en los tiempos
1,2,3, ... ,N.

Puesto que los primeros }nomentos de las variables
aleatorias resumen en buena medida a su 'distribucibn, se ha
sugerldo estudiar a los momentos de primero y segundo orden, es
decir .

i) La media de {Zt)

El2] =p (1.1.1)



11) La varianza de {Zt}
_ _ 2
¥ =E [(Zt “t) ] (1.1.2)
iii) La covarianza de (Zt}

7, = cov (Zt,2t+m] = E [(Zt - ut)(Zt’_- ut’_)] (1.1.3)

adviértase que es posible hablar de autocovarianza, lo cual
sirve para indicar que la covérianza es entre observaclones de
la misma variable, aunque retrasada. Sin embargo, para evitar
la influencia de las unidades de medida, es preferible trabajar

con las autocorrelaciones po;pl, ... definidas a través de

. E[(Z-p)(Z -p, ) (1.1.4)

2
E [Zt- “z]

las cuales generan a la FAC, que es la sucesién (p-).

1.1.1 Procesos estacionarios

Como se observé, uné serie de tiempo puede pensarse como
una realizacién de un proceso estocastico. En la mayoria de
las series de tiempo observadas es imposible observar otra
realizacién. Esto es, no se puede repetir el experimento
nuevamente, por ejemplo es imposible regresar en el tiempo y
obtener otra sucesién de observaciones sobre la Inflacion
Interna en México en el periodo 1970-1980.

Por lo tanto, en cada instante del tiempo t, generalmente
se tiene sélo una observacién Zt de (Zt). Sl se deseara por
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eJemplo saber alguna cosa sobre B, o 73, resulta imposible
obtener esta informacién con apenas una observacién Zt & menos

que se tenga alguna suposicién adicional sobre el tipo de
proceso analizado.

Una primera suposicién que normalmente se hace es la de
Estacionariedad; intuitivamente, un proceso estacionarlo
mostrard el mismo comportamiento en términos generales sin
importar el momento en que se observe. Esto es, sl se
graficara un cierto numero de observaciones contiguas de un
proceso, la grafica que se obtendria seria bastante similar a
la que se obtuviera al graficar el mismo namero de
observaciones contiguas, pero m periodos hacia adelante o hacia

atras de los considerados inicialmente.

Formalmente existen dos formas de estacionariedad, la
Estacionariedad estricta y la Estacionariedad de segundo orden,
a continuacién se define cada una de ellas

Se dird que un procesoc es estrictamente estacilonario si
la funcién de densidad para un conjunto arbitrario de

variables Z'..Zu 4 es invariante respecto a

3 e tom

desplazamientos en el tiempo, esto es, sl se cumple que

f(Zt,Z“, e 0,2 ) = f(Zt 2

1 t+k ' Ttemet” T

temtk

para toda t, m y k. Esto significa en particular que si los

primeros momentos de f existen, se sigue que

E[Zc]=E[2e_ 1=y,

+m

2, _ 2, _
E(Z-w =El(z, -w’ =1,
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Y que
E (- m)(zZ, -] =E (2, -wZ, ~wl=17

te+kem

para toda t,m y k. Nétese que en estas expresiones no aparece
t, lo cual implica que ni el nivel de la serie, ni su
variabilidad dependen del tiempo, y en lo que respecta a la
covarianza, no existe dependencia del tiempo, pero si de la

separacién (m) que hay entre las variables.

Se dird que un proceso (Zc) es estacionario de segundo

orden si se cumplen las sigientes condiciones

1) E [Zt] = p{t) = pu, constante para todo t
ii) var [Zt] =E [(Zt- w3 = ¥y constante para todo t

iii) Cov [Zt.ZHm] =E [(Zt-' M)(Ztm- @)l = v,

Por consiguiente, la estacionariedad estricta implica la
estacionariedad de segundo orden y, aunque la implicacién
inversa no siempre se cumple, si se satisface cuando el proceso
tiene como distribucién conjunta de todas las variables que lo
integran a la Normal multivariada.

Es claro que no todas las series de tiempo pueden
conslderarse realizaciones de un proceso estacionario, pero
mediante una transformacién apropiada de estas observaciones
(por ejemplo la diferenciacién) la serie se puede transformar a
una serie estacionaria y wutilizar la teoria de procesos
estocésticos a este tipo de series. 4

Finalmente, siendo 7, la autocovarianza de un procesd
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estacionario (Zt), las siguientes propledades se satisfacen-

1) 7020

i) 7 =7,

ii1) Iwnl =7, (1.1.5)

iv) ¥, es positiva definida, en el sentido de que

n n .
o o Y z 0
121 Z;x 3ok -k

La FAC de {Zt} definida por (1.1.4) satisface propiedades

andlogas a las i) - iv).

La funcién de autocorrelacién, sirve para especificar,
Junto con p y 0;2, a un proceso estocéstico estacionario; por

otro lado, desde un punto de vista practico de series de -
tiempo, debe recordarse que se cuenta sélo con una realizacién
finita del proceso, a partir de la cual se hace necesario
obtener una estimacién de {pm}. Para lograr dicha estimacién,

se supondrda que el proceso estaclonario en estudlo posee
clertas propiedades Ergédicas, que permiten la equivalencia
entre valores esperados y promedios muestrales obtenidos de una
realizacion suficientemente larga. De esta propiedad se sigue
que la media del proceso puede estimarse como la media muestral
de la serie observada.

s —_— (1.1.1")
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siempre y cuando u < o y ademads se cumpla que

ne~] =
v
8

im == =90, Asimismo, si se cumple entre

N —>n
otras condiciones, que ¥, < », se puede utilizar a

N-m ) .
Z (z,- 2z, -2

Lo1 (1.1.3")

>
)
=
it
o
—

N

como estimador de ¥, por consiguiente, como estimador de P, se

utilizard la autocorrelacién muestral, que viene dada por

N-m
z-210@, -2
m t=1

= N H lll=0,1, vee (1.1.4')

5 12
(z,-2)
t=1

Aunque en la practica cominmente no es posible verificar,
en base a los datos muestrales, si el proceso es ergédico, si
conviene decir que es requisito la estacionariedad para que el

proceso pueda ser ergddico.

Es bien sabido que los procesos estacionarios o no
estacionarios pueden escribirse ya sea bajo la forma de Modelos

Autorregresivos

Op(B) Zt =a (1.1.8)
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o bajo la forma de modelos de Promedios Méviles

2 =26 (B) a (1.1.7)
t q t

con QP(B), eq(B), Zt vy a definidos como en (1).

La representacién (1.1.6) del proceso {Zt) es comdinmente

conocida como modelo autorregresivo de orden p y es abreviada
AR(p), mientras que la representacién (1.1.7) se conoce
cominmente como modelo de promedios méviles de ordem q y se
abrevia MA(q). Una generalizacién natural de estos dos modelos
son los Modelos Autorregresivos y de Promedios Méviles

ARMA(p,q) con la representacién dada en (1).

1.2 EL METODO DE BOX-JENKINS.

La metodologia propuesta por Box y Jenkins (1978) para
determlnar los valores de p y q de un modelo ARMA, consiste _
bésicamente en el reconocimiento de patrones de 1las FAC
tebdricas, a part'ir del comportamiento observado en las FAC
nuestrales.

1.2.1 Funcién de autocorrelacién de un modelo AR(p)

Un proceso AR(p) sera estacionario si y sélo si las

raices de la ecuacién caracteristica

1—¢1x—02x2—...—¢x"=0 (1.2.1)
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se encuentran fuera del circulo unitario, esto es, si en (1)

Ud(B) =1y por lo tanto (1.1.6) toma la forma

¢ (B) Zt =a
P (1.1.6")
o
Zt = ¢1zt.-x+ ¢22t-2+ e ¥ ¢pzt—p+ 2
Ahora se tiene que
P
1!: =E [Zt’zt+m] = IZ=1¢i E [zt'ztﬁn-l] +E [ztat]
J
=} ¢, 9., si k>0 (1.2.2)
i=1
Luego entonces, si 7, < 0, se pueden dividir las
autocovarianzas T Ty oo ,7p entre T, ¥ obtener las llamadas

ecuaciones de Yule-Walker

pl = ¢1 +¢2 p1+ R ¢p pp_‘l
p2=¢1 p1+¢2+ +¢p Pp-2 (1.2.3)
P, = 9, Pyt ¢, Py.2* + ¢p

las demés autocorrelaciones se pueden obtener de la relacién

P = ¢1pn_l+ ¢2pm_2+ el 4 ¢ppm_p ;mzp+1 (1.2.4)

que es en realidad otra manera de escribir la ecuacién en

diferencias
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- - 2_ - P - .
(1 ¢1B ¢2B Cen ¢pB ) e, 0 ; mzp+l
cuyas condiclones iniciales estan dadas por (1.2.3).

Como el proceso (1.1.6') es estacionario, la FAC de dicho
proceso tlende a cero conforme m tiende a infinito, el
decaimiento de la FAC depende estrictamente del tipo de raices
que tenga la ecuacién caracteristica (1.2.1).

1.2.2 Funcién ‘de autocorrelacién de un modelo MA(q).

El modelo (1.1.7) tiene como media y varianza a
_ 2 2 2 2
E [z:] =0 y v, = (1 + B+ O, % ...+ eq ) o

y como funcién de autocovarianza a

' (-6 +0.6 +...+0 @8)d° ;silm=1,2,...,q
7 = E [Z v ]= m 1 me+l q-m q a
- totem 0 ;81 m 2 g+l

por lo tanto su FAC viene a ser

-8+80 +..+e o
> 5 1 : T isim=12, ...,q
P-= e1. * 92 MEEEE eq (1.2.5)
0 ;simz g+l

lo cual indica que el proceso MA(q) tiene memoria limitada a q
periodos.
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1.2.3 Funcién de autocorrelacién de un modelo ARMA(p, q)

Para que el proceso autorregresivo y de promedios méviles
ARMA(p, q) representado por (1) sea estaclonario se requiere que

todas las raices de Qp(x) estén fuera del circulo unitario,

esto es, Ud(B) = 1 y por lo tanto (1) toma la forma

¢ (B)Z = 6 (Bla,

1)
o
Zt- ¢12t_1- ce. = ¢pzt_p =a- etat-i- e = eqat_q
con ¢p(B). eq(B), a y Zt definidas como en (1).
De (1') se sigue que param =z 0
p q
7, =El22 ] =l;¢,E [z, 2,1 'J;esE e, 2, (1.2.8)

obsérvese que 2‘ estd afectada por los choques aleatorios

pero es independiente de a

a
tem’  Ptem-t’ ’ tewt1’  Dpeme2’

., de donde se sigue que

E [at_izt_m] =0 ;sim>1i’

y por lo tanto, (1.2.6) da por resultado

Ta= 0 T, -t by, ipara m> g (1.2.7)
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mientras que para m s q, 7, involucrard a los parédmetros o_.

e_“, ey eq. En particular, la varianza est4 dada por la
ecuacioén

2
(e R LN AR +¢p7p+ o -6 E [atzt] eq[at_qzt] (1.2.8)
la cual, debido a que involucra a 7, 72, '1p' tiene que

ser resuelta simultaneamente con las ecuaclones para estas p

autocovarianzas.

En lo que respecta a las autocorrelaciones para procesos
ARMA(p,q), éstas podran obtenerse para retrasos mayores a ¢, de
la relacién

. 5 =¢p t O .t ¢pp__p ; para m>q (1.2.9)

Y para retrasos menores o liguales a q, la autocorrelacién P

[: Lo - cual

involucrard a los pardmetros 6, 8 ., ...
m m+1 q

significa que si q < p, la FAC estara determinada tan solo por
la ecuacién en diferencias.

- - - 4 RP - .
(1-¢B-¢B ... =98 p =0 ; param>p (1.2.10)

sujeta a las p condiciones iniclales pl. P ,pp; por .otro

2’
lado, si p = q, habra q autocorrelaciones Pyr Py ---aP, qUe DO

slgan el comportamiento general de la FAC, pero las
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autocorrelaciones se comportaran de acuerdo & la ecuaclén en
diferenclas

(1-¢B- ¢232— RO ¢po) p,=0 ;param>q (1.2.11)

y las p condicliones iniciales p p

q-p+1’ Tgpea’ 7T TS

Se sabe que la representacién de los procesos definidos
en (1’'), con las condiciones impuestas sobre ¢p(B) y Oq(B).

aseguran que a,  es la inovacién de (Zt} en el tiempo t. Se

dira que esta representacién es MINIMAL, si ¢(B) y 6(B) no
tienen raices comunes, se sabe también que tal representacién
minimal existe, es Unica y es obtenida a partir de cualquier
representacién del tipo (1’) simplemente al eliminar las

posibles raices comunes de ¢p(B) y eq(B). Las ideas expuestas

anteriormente dan la pauta para una primera caracterizacioén ‘de
los procesos ARMA(p,q), la cual se llamard ‘“representacion
minimal ARMA(p,q)". A continuacién se da una definicién que
posteriormente ayudarsd a la demostraci6tbn del teorema (1.1),

el cual formaliza estas ideas.

Considérese una sucesién de ndameros reales (S.l ; mel }

la cual satisface una ecuaclién en diferencias lineal de orden r
para el rango R, esto es, existen ¢1.¢2, .,r ; &rt 0
tales que

=0 ; simzR
S-9¢S =~ ... - ¢S

m 1 m-1 r m-r

# 0 ; Si m = R-1
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tal sucesién también satisface otras ecuaciones en diferencias
para m mayores que algun rango (posiblemente diferente de R).

Entre todas estas ecuaciones, una tiene un orden minimal ro.
El rango asociado con este orden se denotard por Ro y la
sucesioén {sIll ; m € Z } se dird que satisface una ecuacién en

diferencias de orden minimal r, para el rango minimo Ro'
Usando la definicién anterior, se puede dar la primera

caracterizacién de una representacién minimal ARMA(p,q) (ver
Beguin y Gourieroux (1980) para mas detalles).

Teorema 1.2.1 El proceso {Zt} admite una representacién

minimal ARMA(p,q) si y s6lo si la sucesién de autocorrelaciones
{p_. m € Z } satisface una ecuacién en diferencias de orden

minimo p, para el rango minimo q+1.

Demogtracién Ver apéndice 1.

En lo que resta de este trabajo, cuando se dé la
representacioén (1’) de los modelos ARMA, se estard pensando en
una representacién minimal, a menos que se especifique lo
contrario.

Del estudio de la funci6tn de autocorrelacién se puede
deducir un criterio para reconocer el proceso MA e identificar

su orden : Si P_= O para m >q. Entonces el proceso {Z'_) tiene

una representacion MA(q).
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Se trata entonces de encontrar otro criterio de este tipo
que permita reconocer los procesos AR. Este criterio se
obtendr4 a partir de las ecuaciones de Yule-Walker (1.2.3),

las cuales pueden reescribirse como

°
-

<
-

©
e -

en donde B(n,m) es una matriz de orden nxn definida por

pm . pn-l e p--nﬂ
B(n,m) = pm+1 Pa T p-—noz
m+n-1 Pusnz "*° Pa

Ahora se define la autocorrelacién parcial como

|A(n,0)]

= — (1.2.12)
IB(n,0) |

nn
en donde A(n,m) es una matriz compuesta por las primeras n-1
columnas de la matriz B(n,m) y con la n-ésima columna dada
por v = (pm»1'pmo2’ N ,pm¢n). Esto es, si se supone que el
proceso es un ARMA(n,o), entonces ¢;n es la soluciédn de las

primeras n ecuaciones de Yule-Walker obtenidas mediante 1la

regla de Cramér, para el ultimo coeficiente autorregresivo.

S1 no se conoce n, que es lo que ocurre en la practica,
habrad que hacer el calculo paran = 1,2,..., lo que da la
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sigulente relacioéon
e :siln=1
o = ! (1.2.13)
an ﬁ——)—rlg(::'g)l ; sin>1

que es conoclida como la FACP. Obsérvese que si {Z‘) es un AR(p)

entonces:
i) sin<p ¢nn no sera cero en general
1i) sl n=p ¢m = ¢n no es cero

1if) sin>p ¢ =0

Se puede ver que en el caso de un proceso MA o de un proceso
ARMA, la FACP no tiene niguna razén para ser cero cuando los
retrasos sobrepasan un cierto valor. Aunque se observa que en

ambos casos, ésta decae en forma exponencial.

De esta manera se ha llegado a un criterio para reconocer

los procesos AR e identificar su orden:

Si ¢m = 0 para n > p entonces e] proceso {Zt) es un

AR(p).

En el caso en donde ni pm ni ¢m se Vuelven cero para m

o n suficientemente grande, habr4 que buscar otro tipo de
modelo, por ejemplo un ARMA.

En la practica las correlaciones P, son estimadas, por la

relacién (1.1.4’). Bartlett (1946) dedujo, en el caso
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Gaussiano, la varianza de este estimador. En el caso en el que
el célculo se hace para un MA(q) y para m > q esta varlanza

vale aproximadamente

q
- 1
var (p ) = o (1 + 2,; py) (1.2.14)
Y puede ser estimada por
q
var (p) = (1 +2§ p) (1.2.14")
m’ N 1= b ]

Igualmente, para un AR(p) y para m > p, Quenouille (1942)
obtuvo la varianza de ¢nn y encontré que, aproximadamente

Var(fpm) = ; (1.2.15)

Ademés, para N suficientemente grande, Py ¢m tendrén una

distribucién Gaussiana. Se sabe que el valor absoluto de una
v.a Gaussiana tiene una probabilidad de aproximadamente 5¥% de
sobrepasar dos veces su desviacién estandar.

Frente a una serie de tiempo, se calculan ) Qm.
Var(p_), y Var~(¢m), se grafican las Py indicando 1las

ordenadas 2V Var(p ) y -2/ V;r(;m), . Se podrd considerar

~

que cualquier P, comprendida entre esos dos limites,

corresponde a un valor cero de P, Andlogamente para la FACP.
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se establece que ¢nn es distinta de cero si el valor calculado

-~

de ¢hn se encuentra fuera del intervalo definido por

t 2v Var(¢nn) para n > p.

En conclusién, para llevar acabo la etapa de
identificacién es conveniente recordar las caracteristicas de
la FAC y de la FACP, dichas caracteristicas se resumen en el
cuadro (1.2.1) para una serie estacionaria {Zt} {ver Guerrero,
1983).

CUADROD 1.241

COMPORTAMIENTO DE LAS FAC Y FACP PARA PROCESOS AR, MA Y ARHNA

PROCESO ‘FAC FACP

AR{p) CONVERGENCIA A CERO, CON SOLAMENTE LAS PRIMERAS
COMPORTANIENTO DICTADO POR P AUTOCORRELACIOMES
LA ECUACION ¢(B)e = 0, PARA PARCIALES SON DISTIN-
k = p TAS DE CERO

MA(q) SOLO LAS PRIMERAS q AUTOCO- SUCESION INFINITA CON-
RRELACINES SON DISTINTAS DE  VERGENTE A CERO
CERO

ARMA(p,q) COMPORTAMIENTO IRREGULAR DE  SUCESION INFINITA CON-
LAS PRIMERAS q AUTOCORRELA-  VERGENTE A CERO
CIONES Y DESPUES CONVERGEN-
CIA A CERO DE ACUERDO CON
¢(B)pk= O, PARA k >q

En resumen, la técnica de Box-Jenkins para 1identificar
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modelos de series de tiempo, se basa en inferencias construidas
a partir de patrones de la FAC Muestral (FACM) y de la FACP
Muestral de la serie. Esto es, la técnica de Box-Jenkins usa

el hecho de que si {Zt} es un ARMA(p,0), entonces ¢m # 0 para
n=p y ¢m= 0, para n > p, mientras que si (Zt} es un
ARMA(O,q), entonces P, = O para m > q. Dicha técnica emplea la
inspeccién visual de las graficas de las FACM y FACPM. Sin

embargo, cuando p y q son ambos diferentes de cero, la FACP y
la FAC no poseen graficas que determinen de manera dnica los
valores de p y q por una simple inspeccién, en este caso las
correspondientes caracteristicas de 1las funcliones teéricas
para varios tipos de modelos ARMA(p,q) han sido usadas como
patrones de referencia (ver por ejemplo Box-~Jenkins 1976, cap
3 y Guerrero 1983, cap 4). Desafortunadamente esta técnica de
reconocimiento de patrones confia en el buen Juicio heuristico
del analista de la serie. Entonces, elegir el orden apropiado
de un modelo mediante una inferencia que parte de patrones de
estas dos funciones, con frecuencia resulta ser muy dlfi_cil.

De aqui que hayan surgido varios métodos alternativos.

1.3 ARREGLOS "R" Y "S".

Los arreglos R y S tienen su origen en el trabajo de
Gray, Houston y Morgan (1978), en el cual se estudia con
detalle un nuevo estimador espectral 1llamado el estimador
espectral G. Estos autores ponen de manifiesto que el
problema de seleccionar la transformacién apropiada Gn._ para

la estimacién espectral, es equivalente al problema de
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seleccionar p y q al modelar un proceso ARMA(p,q). Mas atn,
dichos autores sugleren y demuestran implicitamente que los
arreglos "R" y "S" usados para "calcular el estimador
espectral G, pueden ser utiilzados para determinar los valores
de p ¥ q en un modelo ARMA (p,q). En esta seccién se
desarollaran estas ides con detalle, mostrando cémo sirven para
conformar un nuevo criterio que permita la determinacién Gnica
de p y q, siempre y cuando la FAC teérica sea conocida.
También se mostrarid cémo, en el caso particular de los modelos
no estacionarios, se puede ﬁsar este método para identificar y
remover la no-estacicnariedad debida a las raices (reales y

complejas) que estan sobre el circulo unitario.

En la siguiente subseccién se presentan algunas
definiciones y teoremas necesarios para el desarrollo de las

ideas antes mencionadas.

1.3.1 Definiciones y teoremas.

Las siguientes definiciones y teoremas conforman la base
para el desarrollo formal de las ideas antes mencionadas. Se
pretende pues, en este punto, presentar los conceptos
fundamentales que se estaran manejando en el resto de esta
secclén.

Definicién 1.3.1 Sean m,n y h enteros, con n, h>0vy f
una funcién con valores reales que satisface f_(mh). También
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sean
f f ... f
m m+l a+n-1
H [f ] = f‘m+1 f‘m+2 o fllﬂx
£ . . .
‘m+n-1 fm~l»n o fman-z
Holf_]l 1
Yy
1
f f .
m m+1 m+n
H [1;f )= ’ '
n+l n
m+n~-1 f.mfn T fn+2n-1
Entonces,para n € N se define
H [f ]
n m
R (f) =
o= HILf ]
n n
y H [1;£]
n+1 .
S(f) =
n m H [f ]
n mn

(1.3.1)

(1.3.2)

(1.3.3)

Pye y Atchison (1973) probaron que Rh[f-] y Sn[f_l pueden

ser calculados recursivamente mediante

relaciones: hagase

So(fm) =1 para me Z

siguientes
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Ra(f-) =f para me z
entonces se tiene

S (f )
_ n m+l - (1.3.4)
Rn*i(fn) - Rn(fnd) [Sntf-j 1 ]

paranelN y me Z,

En (1.3.4) y (1.3.5) se supone que Sn(f.) 0y Rn(f.)io.

Si S(f ) =S(f) =0 se dird que R _(f ) no estd definido.
n  m+l n m ntl m
Sin embargo, si Sn(fm) =0y S_(fml) # 0, se define le(f-) =

* ® . Se puede dar una definicién anidloga para Sn(f_).

Definicién 1.3.2 Se dird que una funcién f es un

elemento de L(n, A) sobre un conjunto de enteros
I = (mo,m0+1.... } si existe un conjunto de constantes Ol’s yn
es el entero positivo mas pequefio tal que f es solucién de la

ecuacién en diferencias

Y_-¢1Yn_- R Yn=0 para me€l

1 n A

El teorema que se muestra a continuacién es la base para

el desarollo de los resultados subsecuentes.



29

Teorema 1.3.1 Sea n > 0 y supSngase que Sn(f_) y Rn(f_)

en (1.3.2) y (1.3.3) estan definidos, con Sn(f-) # 0. Entonces
f‘e L(n,A) para m > m+ n si y s6lo si Sn(f_). vista como

funcién de m, es constante para m > m.

Demostracién Ver Gray, Houston y Morgan (1978 )

1.3.2 Modelos ARMA (p,q) caso estacionario.

En esta subseccién se demostrard coémo se puede extendef
el teorema (1.3.1), de tal forma que se establezca un nuevo
criterio para determinar de manera tnica el valor de p y q, en

los modelos ARMA, cuando la FAC teérica es conocida.

Los teoremas (1.3.2) y (1.3.3) (que a continuacién se
enuncian) muestran que el comportamiento constante de los
arreglos S, para clertos retrasos m de la FAC de un ARMA(p,q) ¥
para un cierto valor n, permite determinar los valores de py
q.

Teorema 1.3.2 Sea { Zt } un proceso estacionario ARMA
(p,q) con FAC {p_}. Supéngase que Sn(p_) vy Rn(p_) estan
definidas, ademas p > 0 y Sn(pm) # 0. Entonces, para algin

entero mo y alguna constante Cla 0, se tlene

para mzm

Sn(pl)n=cl D]
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(1.3.8)
Sn(pmo-l) * Cl

si ysblosiln=p y mo=q-p + 1, mads audn

1=

P P
¢, = (-1 [1 - Zl ¢l] (1.3.7)

Demostracién  Como {Zt} sigue un modelo ARMA (p,q),

entonces {p(m)} € L(p,A) para m>q+ 1 =q-p+ 1 + p, pero
no para m 2 q. Por lo tanto,
se sigue del teorema (1.3.1).

la primera parte de este teorema
Por otro lado como

n

pm=lz;¢lp__‘ paramzq+1

al aplicar operaciones elementales : en

las columnas del
siguiente

determinante (como sumar las columnas 2,3,...,n a

la primera, previamente multiplicadas por -1) se tiene que:

1 1 1
P P I
- m m+l n+n
Hn‘lll.pm] = . . .
P

men-1 Poen Prszn-1
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(1-¢,-...7¢) 1 R |
o] pm*l PN p_’n
= (-n° ’ )
0 P e pn42n- 1

= (-D°U- T ¢, ) H, If]

i=1

Entonces

Hn#lll;pm]
C.= sip)=
1 n 'n H{p ]
n m

n
n
-1)" (1 —lgi ¢1) Hn[Pm]

Hn[pm]

=DM (- Le)

i=1

Es conveniente mencionar que Gray, Kelley y Mclntire
(1978) presentan y demuestran el siguiente teorema, pero una
parte de la demostracién que ellos dan tiene un error, el cual
se comete basicamente en el momento en que ellos aseguran que

la condicién (1.3.12) se contradice, lo cual no es cierto, pues

093895
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en ningtn momento se exhibe un entero mas pequefio que n tal que
(1.3.12) se cumpla. A continuacién se enuncia dicho teorema y
se presenta su demostracién siguiendo la idea original de estos

autores, pero corrigiendo el error antes mencionado.

Teorema 1.3.3 Bajo las condiciones del teorema (1.3.2) se
tiene que

Sn(pn) = C2 para m S m
(1.3.8)
Sn(pnﬂ) * c2
si ysélosi n=p y m1=-q'-p. Mas adn
(o
1
cC = - (1.3.9)
2
[ 4 ]
)
con C1 dado en (1.3.7).
Demostracién <= ) Como { 2 } es un proceso

t
estacionario ARMA(p,q), (pm) € L(p, ) para m = g+1. Entonces

existen constantes ¢1, P ¢p ,~ tales que

13
P, = Z ¢1 P para m x g+l (1.3.10)
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mAS adn
1 1 1
b p-m*l e ~m+p
p-unp-1 p-m+p e p--oap-l
S (p ) = (1.3.11)
p-m p-m*l ot p'ltp‘l
-m+1 -m+2 ~ T -m+p
p-m+p-1 p-nnp ot p--02p-2

De (1.3.10) se sigue que el denominador de (1.3.11) es distinto
de cero. También de (1.3.10) y como pn = p_-, se tiene que

¢p_1 4 1
p-mp = - ¢P —mep-1_ - TP p-ﬂ * Op P_-
¢p_1 ¢1 1
P = - ~ e Pt P
~-m+2p-1 - - - —-mtp-
a+2p ¢p m+2p-2 ¢P =ep ¢p wp-1
Yy
1 1 1
p-m p~m01 . . . p-Hp

Hp“[l ip_J =

p-m#p-i p-mp ot p-n+2p-1
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¢ 1
1 1 1 1+ ;_1+"+¢1'T
P p ... P P 0 P 4
-m -m+l -m+p-1
p-vp—l p-n#p DR p-m2p-2 °
¢ ¢ 1
=(-0)P (e 2L e L Do YH Ip_ ]
¢P ¢p ¢p p = -m
-1)? |
=_TP—(¢P+¢P-1+' .- +¢1°1)Hp[P_m]
¢,
= - C Hilp,1
entonces
<
Sp(p__) === c, para -m s -p-q

obsérvese que C1 # 0 pues el proceso es estacionario.

=>) Supbéngase ahora que n es el entero positivo mas pequefio

tal que
S(f)=C, Cxo0

v (1.3.12)
S(f_)=C para -m s M

n M+l 2
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Entonces por (1.3.11)
1 1 1
-a L ~-m+n
p--«m—l p--ﬂ\ p-m*Zn-l
1 1 1 1
p-m -m+1 p-n#n—l
n
= (-1 )C2
p-mn-l P men e-MZn-Z 0
por lo que
1 1 1 - (-1)% c,
~m -m+l p-nvrn-i p-m»n
=0 (1.3.13)
P men-1 P pen p-m42n-2 P me2n-1

Esto es, un determinante como (1.3.13) puede

toda m tal que - m s M .

para cada m existen constantes Bl(m), bz(m)..

que

exhibirse para

Entonces, usando la simetria de p,

., b (m) tales
n
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n
1 1 ;- (1) C2
b (m)] ." + ... +b(mf . ™ + |.* =0
. n . .
pn—nﬂ pm¢2n+2 pn-2n+1

Entonces se obtiene

1 1 1 b (m) - b (m+1)
1 1
pn Pll-l T m-n+1
’ ' = 0 (1.3.13)
Panez p-—n#l' ©t Puonea bn(m) - bn(mq)

Luego, el determinante de la matriz n x n de (1.3.14) es cero o
el vector es nulo. Por otra parte, obsérvese que el
determinante de la matriz nxn de (1.3.14) es el numerador de
Sn-1(f--)' pero por (1.3.5) se sabe que el determinante de esta
matriz es distinto de cero, de donde se tiene que:

b‘(m) =b1(m+ 1) para i=1,2,...,n ¥y mz-M

por lo tanto, las constantes bx(m) no dependen de m y se tiene
que
P
p-—n¢1=z¢lpm-n41-l param-n+ 12-M-n+1
1=1

luego entonces n=p y M=-qg-p g

\
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Ahora se mostrard que estos resultados no varian si en

lugar de usar f'm = pm en los teoremas anteriores, ésta es

remplazada por fm = (-1)" P La razétn por la cual se hace
este remplazo es porque {(-1)" pn} usualmente produce una

mejor identificacién de los valores de p y q para datos de baja

frecuencia, mientras que {pm} produce una mejor identificacién

para datos de alta frecuencia. En el caso de los modelos ARMA
esto es muy razonable, pues se puede ver que la constante C1
de la relacién (1.3.7) es, excepto por un signo, un factor
del denominador de la Densidad Espectral de un ARMA(p,q)
evaluada en w = 0. En donde la Densidad Espectral estd dada por

(ver Fuller 19768, pag 146). Para datos de alta frecuencia el
valor de la Densidad Espectral en w = 0 es relativamente
pequefio y el denominador es relativamente grande, por lo que
C1 es grande. Para datos de baja frecuencia, la situscién es

inversa y el valor de la Densidad Espectral en w = 1/2 la hace
més Interesante, pues C3 (definida posteriormente) es una

constante analoga a Cx’ pero para la sucesién ((-1)'1‘_} y es,

excepto por un signo, un factor del denominador de la

Densidad Espectral evaluada en w = 1/2.

Si (Zt} es una serie de tiempo con FAC {p_), entonces la
serte { Y,} = {(-1)* 2} tiene FAC {(-1) p}. En particular
si { Zc) sigue un procesc ARMA (p,q) la sustitucién directa ¢k

Kk k = (11t
por (-1) é, 8, por (-1) 6, va = (-1} W, muestran que
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(Yt) satisface la misma ecuacién en diferencias que (Zt). Por

lo tanto, las demostraciones de los siguientes teoremas se
siguen inmediatamente de los teoremas (1.3.2) y (1.3.3)
respectivamente.

Teorema 1.3.4 Supdngase que las condiciones del teorema
(1.2.2) se cumplen con P remplazada por (-1)" P Entonces,
para algun entero n,y alguna constante C3 # 0,

Sn((-l)mpm)=C3 para mzm
(1.3.15)
I‘II61
Sn( (-1) pmo_l)atc3
si y sélo si n=p m°=q—p+1. mas adn
P
= (1P _ _13!
C,= (-1 (1 Z -0' ¢ ) (1.3.186)

Teorema 1.3.5 Bajo las condiciones del teorema (1.3.4)

n — .
Sn( (-1) pm) =C, para m=m .
+1

m
1
Sn( (-1) p'"1”) * C,

sf ysélosli n=p y mx=—q-p,masa.1’m
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Corolario 1.3.1 Bajo las condiciones del teorema (1.3.2)

R(p-)=0. para mzm y ms=nmnm

n+l

n -
Rnu((-l) pn) =0 para m 2z m,y msm

y
R .C Pap )= 0

R, (p . )*0

_13)9°P
R, (Do ) =0

_11-G-P*1
Rnu( -1 p-q-p )+ 0

sl ysélosi n=p, mo=q—p+1 y m1=—q—p-1.

Demostracién De la relacién (1.3.4) y de los teoremas
(1.3.2), (1.3.4), (1.3.3), y (1.3.5) se sigue que :

Cl
Rnﬂ(P_) = Rn(Pml) [ —E-l— - 1] =0

C .
- - 13" 3 _ -
Rm;(('l) p‘) = Rn(( 1) pmu) [ Ca 1] 0 para m = m,

. C2
Rnﬂ(p-) = Rn(pml) [ C2 - 1] =0

c
[ - 1™ 4 - =
R (D% ) = R(-17%, ) | " 1] =0 paransn,
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Por wltimo, también de la relacién (1.3.4) y de los
teoremas (1.3.2), (1.3.4), (1.3.3) y (1.3.5) se sigue que:

C
Rnﬂ(pq-p) = Rn(pq-p*l) [ Sn(P Y 1] 0

c
-119°P - _119-P*1 3 -
R, ((-1)%% )=R ((-1) p,q_w)[ T 1]==o
n

(p__ )=R(p )

R
n4l" -q-p n -q-p+t

_qy"9"P - _4y=qa-p+1
R (DT o =R (-1 o )

~1y-q-p+1
[ Sn(( 1) - p-q-p#l)_ 1] s 0
4

respectivamente
n

Para mostrar la manera como los resultados anteriores
pueden ser utilizados en la identificacién del orden de un-
modelo estacionario ARMA (p,q), se construlran arreglos de
numeros, los cuales se llamaran arreglos "R" y "S". Estos serén
calculados mediante el programa..que se muestra en el Apéndice 2
y se ordenaran como se muestra en las tablas 1.3.1 y 1.3.2.

Ademas, ya que P, se utiliza en todos los casos, se a acortara

la notacion, de tal forma que ahora:
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R()=R(m Y S(p) =S (m).

Aunque el corolario (1.3.1) caracteriza tanto a p como a
q, se usara sélo en raras ocasiones para determinar el valor de
P. Ya que en el momento de sustituir la FAC teérica (p_} por la

FACM {p } definida en la relacién (1.1.4'), el comportamiento
n

de las columnas de los arreglos R resulta ser muy inestable.
En este caso, se identif‘ic_aré. el valor de p, como el de la
primera columna de los arreglos S (tabla 1.3.1) que tenga el
comportamiento descrito por los teoremas (1.3.2) y (1.3.3). En
contraste, se mostrard con algunos ejemplos que el
comportamiento de los arreglos R (tabla 1.3.2) es mas adecuado
para ldentificar el valor de q.

TABLA 131

VALORES S (f )
nm

. n
m . 1 2 e k
-1 Si(-l) Sz(-ll Ce Sk(-l)
=1+1 Sxt-lﬂ) Sz(-l+1) e Sk(-1+1)
-1 Sl(—l) 32(-1) e e Sk(-l)
0 Sx(O) 52(0) N SK(O)
1 S1(1) Sz(l) e Sk(l)
J Sl(j) Sz(j) e Sk(j)

93895
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TABLA 132
VALORES R (£ )

n
m 1 2 k+1
-1 Rl(_l) Rz(—l) e Rk”(‘l)
-1+1 Ri(-l-t-l) Rz(—1+1) o Rkﬂ(-1+1)
-1 R, (-1) R, (-1) ... R, (1)
0 Ri(O) RZ(O) o e Rkﬂ(O)
1 Rl(l) Rz(l) ce . Rk”(l)
J R () R, (J) ... R

En términos de los arreglos Ry S, de las tablas 1.3.1 y
1.3.2 ( con £=p ), los teoremas (1.3.2) y (1.3.3), Jjunto con
el corolario (1.3.1), aseguran que (Zt) es un proceso
estacionario ARMA(p,q) si y sélo si los arreglos R y S
agociados con éste, tienen el patrén que se muestra en las
tablas 1.3.3 y 1.3.4.

En las tablas 1.3.3 y 1.3.4 se tiene que f_= p,» pero los
arreglos no difieren en sus patrones si e, es renpla;ada por
f_= -n" P, s6lo obsérvese que en este caso la columna 1 de

los arreglos R se compone de los valores dictados por (-l)'p_.
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En la tabla 1.3.3 se incluye la columna p+1 aunque en ella

aparezcan varios elementos indefinidos. Tales elementos estarén
indicados por un valor de la forma [—g— -1}. Esto es, al
momento de sustituir P, Por Bm, se espera que la columna que

tenga las caracteristicas de la columna p, vaya segulda de una

columna de alta variabilidad, pues en la préactica la cantidad
g sera remplazada por un cociente de nimeros pequefios. Por

otra parte, de 1la relacién (1.3.4) se sigue que el
comportamiento de ceros, observado en la columna p+1 de los

arreglos R, se mantendrd en las columnas p+2, p+3,....

TABLA 133
S,(p)
COMPORTAMIENTO DE LOS ARREGLOS S PARA UN PROCESO ARMA(p,q)
. n
m . 1 . . . P p+l
Q
1 sl( 1) . . . C2 Czl—o -11]
]
1+1 s, (-1+1) . . . Ce 62[—6 -1]
q-p-2 SI(qu). . .C2 Czloll
-q-p-t S, (~qp-1) . . .¢C, *
= S (-q- R :
a-p 1( q p) C2 . 2q termino
no
2q terminos . constantes
no
_ - constantes -
q-p Si(q p) C,
- - ' o .
q-p+1 Sl(q p+1) . . . C1 C1[ 5 1]
4]
J Sx(j) o C1 C‘[—o— -1]
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TABLA 134
R (p))

COMPORTAMIENTO DE LOS ARREGLOS R PARA UN PROCESO ARMA(p,q)

n
m 1 2 p+l

-1 p(-1) Rz(—l) Ce 0
~-1+1 p(~1+1) R2(~1+1) e 0
-q-p-2 p(~-q-p-2) Rz(—q-p—Z) Ce . (o}
-q-p-1 p(-q-p-1) RZ(—q-p—l) L. 0
-q-p p(-q-p) Rz(-q—p) e #0
q-p p(q-p) Rz(q—p) ... #0
q-p+1 p(g-p+1) Rz(q-pﬂ) e 0
J e(j) - Rz(j) e 0

1.3.3 El estadistico D(n,m)

Hasta ahora, el procedimiento de identificacién que se ha
propuesto, estd basado en el reconocimiento de un patrén en los
arreglos Ry S. En esta subseccién se presenta un estadistico
que fué propuesto por Gray, Kelley y McIntire (1978) para medir
la concordancia del patrén muestral observado, con el patrén
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esperado para un proceso ARMA(p,q).

Al inspecclionar las tablas 1.3.3 y 1.3.4 se produce la
motivacion para la siguiente definicién, en la cualb se hace uso
de las relaciones (1.3.4) y (1.3.5).

Definicién 1.3.3 Para cualesquier par de enteros m y n

tales que n=1, 2, . . .,N y m=20,1l . . .,Mse
define

D (n,m) = v/as

en donde
sn+1(f-m-n—l) i
v = |
sn(f—n-m)
Yy
s ( yes (6 ) PP & R.( ) {2
n° m-n+l n+1 m-n n+tl" -m-n-t
v = +
sn-l( n-mz) Sn( m-n+1) i=1 Rn( ---n-lol)
Rnol(fm-nﬂ) 2
+ —_—
Rn(fn-n-rnl)
con S_l(f_) EQ y Ro(fm) 1

De acuerdo a la definicién del estadistico D, indudablemente se

deja de usar parte de la informacién, sin embargo, como se
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mostrard con algunos ejemplos, dicho estadistico resulta ser
suficientemente sensible para reaccionar ante diferentes
valores de p y q, y de esta manera ayuda a la idéntlflca.clén
del modelo ARMA mas adecuado para representar a la
serie observada. Por otro lado, .debe indicarse que no se
conoce la distribucién del estadistico D y por ello no es

posible realizar pruebas de significacién estadistica.

Aunque no queda claro a partir de las tablas 1.3.3 y
1.3.4, en las relaciones. (1.3.4) y (1.3.5), si se puede
observar facilmente que el comportamiento de ceros que aparece
en la columna p+l de los arreglos R, tiende a continuar en las

columnas p+2, p+3,... debido a la multiplicacién por Rn en el
cdlculo de Rnu‘ También a partir de estas relaciones, se
puede mostrar, que los efectos "infinito y - C1 " que aparecen

en la columna p+1 de los arreglos S, tienden a continuar en
las columnas p+2, p+3,... . Sin embargo, estos efectos se
nulifican en D(n,m) por las divisiones que se hacen en el
numerador y en el denominador; de aqui que un valor grande de
D(n,m) sugiera la concordancia con un modelo ARMA (p,q).
Por lo tanto, la estimacién de p y q basada en D, se define
mediante la siguiente regla : seleccionar el modelo ARMA (p,q)
cuando

D(p,q) = m&x D(n,m) ; n=1,...,N ; m=0,1,...M

Es siempre recomendable la inspeccién de los arreglos Ry S aun
cuando el estadistico D(n,m) sea distintivo, ya que el
estadistico D es suficiente s6lo sl se asegura la
estacionariedad del proceso. Sin embargo, si el proceso es
no-estacionario o estacional, en el sentido de que existen

columnas en los arreglos R tengan numeros “cercanos a cero"
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intercalados entre valores no cercanos a cero, el estadistico D
no serad de utilidad. Por lo tanto, se recomlenda alternar el
uso del estadistico D con una inspeccién visual de los arreglos
Ry sS.

1.3.4 Modelos ARMA (p,q) caso no-estacionario

Notese que hasta ahora se ha centrado la exposicién en
modelos que son estacionarios, pero en la practica lo mAds comin
es que las series que se analizan sean no estacionarias, ya
sea porque exhiben algun tipo de tendencia, por su varianza no
constante o porque estén influidas por algin factor de .tipo
semideterminista como puede ser la estaclionalidad. No obstante,
si el modelo ARMA (p,q) es no estacionario, podria
transformarse a un modelo estacionario mediante la aproximacién

de un modelo ARIMA (p,d,q). Esto es, se observa la

autocorrelacién muestral y si ésta no tiene un decaimiento
rapido se aplica el operador diferencla en los datos hasta
producir en 1la autocorrelacién muestral un decaimiento
suficientemente réapido. Por otra parte, si el modelo es un
ARMA (p,q), con rajices de su ecuacién caracteristica sobre el
circulo unttario, 1la diferenciacién en los datos puede no
producir estacionariedad. En efecto, es claro que para tales
modelos el procedimiento sera adecuado s6lo cuando la unidad es
"casi una solucién" de la ecuacién caracteristica del polinomio

autorregresivo.

En esta subseccidén se generalizaran los teoremas de las
subsecciones anteriores para lograr la ldentificacién de un
modelo no estacionario ARMA(p,q). La siguiente definicién y el

siguiente teorema son UGtiles para el desarrollo de estos
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resultados e indican ademds en qué sentido se presenta la
no-estacionariedad.

Definicién 1.3.4 Se dird que un modelo ARMA (p,q) es

puramente no-estacionario si todas las raices de su ecuacién

caracteristica estan sobre el circulo unitario.

Teorema 1.3.6 Sean AT R ,rp las raices de la
ecuacién caracteristica ¢ (z)=1- ¢1z - ¢zz2 - . .. - ¢pzp =0

de un modelo ARMA (p,q), y supébngase que los ¢l’s son tales que
Irll 21 ; para i1 =1, 2, .. . ,p. Entonces, I¢p| =1siy

s6lo sl el modelo es puramente no estacionario.

Demostracién Ya que

P
- 1o - 2_ - P _ - -
¢ (2) =1 ¢lz ¢zz o ¢pz ?=1 ¢p (z‘ rl)

se tiene que

P
= _qyp¥1 -1
¢p (-1) n r,

1=1
entonces
P -1
l¢ | =1 (el
P
Pero como Ir-ll 2 1 para toda i, entonces sli I¢pl = 1 se sigue

que r-l = 1 para toda i, por lo tanto el modelo es
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no-estacionario: Por otra parte, si el modelo es puramente

no-estacionario, entonces los r= 1 para toda i y por lo tanto,

l¢p| =1

A fin de interpretar 1la FAC <cuando el modelo es

no-estacionario, se da la siguiente definicién

Definicién 1.3.5 Se denotaria por p_( T o:P)
la autocorrelacién de un modelo ARMA (p,q) con raices de 1la
ecuacién caracteristica o, tales que Iall > 1. Sean rl, r‘z.

R rp las raices de la ecuaciédn caracteristica de un

modelo ARMA (p,q) dado, con j de estas raices sobre el circulo

unitario, las cuales se denotaran por rl, r, . . . ,r

2 3

Entonces, se define

. pn(rl. Ty - ,rp) si =0
P_ =
I;‘T & |on* pm(ocl.ocz,...,ocj,rjﬂ,...,rp) si j=1,.
oo ley
en donde |(X.1| = |u2| = ... = ‘“jl

La definicién anterior es compatible con la idea de que

en la practica, las raices cercanas al circulo unitario e

igualmente espaciadas, podrian ser clasificadas como ﬁnitarias.

®
En lo que resta de esta seccién se hard a p.= Py de tal

'Dp
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manera que P, estd bien definida, tanto para wmodelos
estacionarios como para no-estacionarios.

En este momento se tienen las bases suficientes para
probar el siguiente resultado basico, que ayudard a detectar la

no estacionariedad en los datos.

Teorema 1.3.7 Sea P, = p; y supdngase que Irll = 1.

Supéngase también que existe un nimero 1 que sea el entero mas

pequefio tal que Sl(pm) = Cf para m € Z, en donde C‘_ es una

constante que depende de que fm =P, 0 f- = (-1)-p-.

Entonces, el modelo es no-estacionario.

Demogtracién Sin pérdida de generalidad, supéngase que

f P, Entonces, si Sl(m) = C1 con Clt O para m € Z, se sigue

-=
del teorema 8 de Gray, et al (1878) que P, satisface una

ecuacién en diferencias de orden 1, esto es, existen constantes
¢ 9, .- , ¢ tales que

p=¢p + ... +¢ p

. 1Pt . para me 7

Pero, como Sl(m) = Cf con Cf # 0, se sigue de los teoremss
(1.3.2) y (1.3.3) que ¢1 =-1, entonces por el teorema (1.3.6)

se sabe que la ecuacién en diferencias para Py tiene la
ecuacién caracteristica de un modelo puramente no-estacionario;

por lo tanto, j 2 1 en la definicién (1.3.5) y el modelo es no

estacionario. Por otra parte, si Cr =0, yaque I es mninimal
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se sigue que H“1(1;m) = 0. Sin embargo, la demostracién del

. i
teorema 8 de Gray, et al (1878) implica que 1- Y ¢‘ =0, lo
1=1

cual ocurre si y sélo si existe una raiz de la ecuacién
caracteristica sobre el circulo unitario, por lo tanto jJ =z 1 en

la definicién (1.3.6) y el modelo es no-estacicnario. g

Las raices de la ecuacién caracteristica “cercanas" al
circulo unitario traen consigo un problema de indole practico,
pues un modelo que matematicamente seria estacionario, en la
practica no presenta el comportamiento esperado de un modelo
estacionario, en el sentido de 1los arreglos S. Por
consiguiente, con fines practicos es conveniente clasificar a
dichas raices como unitarias y por lo tanto, conslderara los
modelos respectivos como no-estacionarios. Esta idea queda

formalizada en el siguiente teorema.

Teorema 1.3.8 Supéngase que un modelo ARMA (p,q) tiene X
rajices de su ecuacién caracteristica “cercanas" al circulo
unitario, de acuerdo con la definicién (1.3.5), N de las cuales

son distintas. Entonces, para m € Z , p: satisface una
ecuacién en diferencias de orden menor o igual que N, cuya
ecuacién caracteristica tiene todas sus raices distintas y

sobre el circulo unitario.

Demostracién ( Este teorema se demuestra sé6lo para el

caso de un modelo ARMA (3,1), pues la demostracién para modelos

de orden mayor encierra un tedioso trabajo algebraico, que no

aporta nada a una mejor comprensién)

093895
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Teorema 1.3.8a Sean r. r'2 y r, las ralices de la

ecuacién caracteristica de un modelo ARMA (3,1), o sea

1- ¢1z - ¢222- ¢323= 0, en el cual M de las raices r, r,yr,

con 1 = M = 3, estan sobre el circulo unitario. Sea k el
entero tal que 1 =< k = M, es el numero de raices distintas
que tienen médulo 1. Entonces, p: definida como en la

definicién (1.3.5), satisface una ecuacidén en dlferenclaé
lineal y homogénea con coef‘icientes constantes cuyo orden es
menor o igual que k, para m € Z, y cuya ecuaclién
caracteristica tiene todas sus raices distintas y sobre el
circulo unitario.

Demostracidén Para un modelo ARMA (3,1) se tiene

pn = ¢1 pm-l * ¢2 pm-z * ¢3 m-3

la solucioén general de esta ecuacién en diferencias esta dada
por

~iml -Imf -Im}
Ar + + AT a r#r £ *
Ar par ‘ , rz 2 Ty r3

11 2 2 33 2
p =4 (B.+B_m) polel g p-lel para r =r_# (1,3.18)
» 12 1 3 3 1 2 3 :
2y -Im] =
(C1+ sz + Cam ) r para r-1 =r,= r,

En donde A1’ Az, A3, 81’ Bz, 33. Cz' C2 y C3 se determinan

con base en las condiciones iniciales

=1

- ¢+ 4,9, + 6Kk
1 1—¢2-¢3(¢1+¢3J 171

o conmz 2 (1.3.17)
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sean

A=¢+¢, 0, + (s, +9 ¢ (¢, ¢)
Yy

B=1-4¢, -4, - ¢)

asi que

2
R L S R U R AR
1 B{BIJ1- 91(¢1 - 61)1:491A }

Y
P,=9% P+, P o P = (4, + ¢ )p.* ¢ ,.

Ahora, sean g = r;l, g, = r;l y g = r;I. Entonces, las

constantes dadas en la relacién (1.3.18) son

(g, - 8,)lp, (g, +8,) - p,- Po8,8,]

A1 = D ’
(g, - g)lp, (g, +8)-p,- P8, 8,]
A =
2 D '
A = (g, - g,)lp (g, +8) - p, - PE,E]
3 D
en donde

D= (s1 - g)e -g)g, - 8)

2
B = 83 +2 p181 -2 glgB - P2
1 2

(g1 gs)

>

Py ~ pl(g1+ g,) * g8,

2
g (g,-8,)
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92—23191+g

(g1 - 33)2

2
4p,8 -0, 3¢

2g

2
c = P, ~2p.8 &

3 282

1

Finalmente, recuérdese que los valores 8. 8 V & estan

relacionados con los coeficientes ¢1, ¢2 Yy ¢3 mediante las

ecuaciones

¢, =8 *+g *+eg,; ¢ =-(ge, +88 +eg) vV 9 =888,

Esencialmente, la demostraci6n de este teorema se basa en
expresiones apropiadas de la solucién general de la ecuacién

(1.3.17) en terminos de g, 8, Y&,V tomando el limite de la

soluci6én general sobre las raices especificadas, préximas al
circulo unitario. En cada caso, cada una de las raices
préximas al circulo unitario son escogidas arbitrariamente,
teniéndose los resultados siguientes.

Caso 1. Todas las raices son reales,con M =1y k = 1,

Considérese 81—> 1, mientras que g, V g, permanecen fijas con

Ig.l <1y lgl < 1. Entonces, como lim p. =1 y
2 3 g —> 1}
1

lim p. =1 se tiene que 1lim A =1, lim A =0 y
2 2
91_> 1 gl—> 1 q1—> 1
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im A, = 0. Asi, la FAC del modelo estd dada por p: =1
g, — 1
1

para m € Z ; esto es, p’: es solucién de una ecuacién en

diferenclias de primer orden.

Caso 2. Todas las raices son reales, con M =2 y k = 1.

Supéngase que g, tiene multiplicidad 2 y témese el limite
cuando g 1, en donde g, permanece fija con lgsl < 1. Los

resultados son similares a los del caso 1

Caso 3. Todas las raices son reales, con M = 3 y k = 1.

Supbngase que g, es de multiplicidad 3. El resultado es

similar al caso 1

Caso 4 Dos raices son’ complejas y una es real, con M = 2

yk=2.Seang1=x+i,y=dexp(La)yg2=x-Ly

= d exp(-i8) en donde d = x% + y2 . £=- Yy 0 es el

4ngulo medido en radianes, que satisface la relacién 6=

tan Supéngase que 8, estad fija con |33| < 1, entonces
como el lim p,= cos 6 y lim - P, = cos 20, se tiene
a —>1 4 —> 1
que lim A, = lim A =2y lim A =0. Asi, la
- -2 2 -3
4, —> 1 4 —> 1 4 —> 1

solucién general de la ecuacién en diferencias se transforma en

o = —— exp(i8Iml) + —— exp(-i8in|)

—;——[cosem+isenem]+%—[cosem—Lsenem]

cos 8 m parameZ
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lo cual es solucién de la ecuacién en diferencias de segundo

orden.

Caso 5 Todas las raices son reales,con M = 2 y k = 2.

En este caso se tiene que g1—> 1, 82—> - 1 con g, fija y

Igal < 1. Aqui los limites son calculados con la restriccién

de que g ="38,: Entonces, como
2.2
. 2g, 26,(1- g,)
py = lim —p = z 2 2z
9,—> 1 +g (1+ g,)"[(1-8 )(g -0 )-8,0, (3-g, )]
1 -
y lim p. =1, se tiene que lim A = —(p + 1),
2 1 2 1
g, —> 1 g —> 1
1 1
lim AL=-2@a-ph y lim A =0. Asi, la
2 2 1 3
gt——> 1 91_> 1

solucién general de la ecuacién en diferencias se transforma

en
1 sl m es par

oo= 1o, + 1)+ /™ (1 - Pl = { .
Py si m es impar

Esto es, p: = p;_z para m € Z, lo cual implica que L satisface

una ecuacién en diferencias de segundo orden con raices t 1.

Caso 6 Todas las raices son reales, con M =3y k = 2.

Aqui g es de multiplicidad 2, g1_> 1, g—>-1 ylos

limites son tomados con la restriccién de que g = - 8-

Entonces, como lim p= lim P, = 1 Se tiene que lim 131
gl—> 1 gl——> 1 gl-——> 1

=1 y lim Bz= 0 este caso es similar al caso 1, esto es,

-_— 1
gl
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p: = p:& para m € Z. Nbétese que en este caso el orden de la

ecuacién en diferencias resultante es menor que k, mientras que

en los casos anteriores fue igual a k.

Caso 7. Dos raices son complejas y una es real, con M = 3

y k = 3. Sean g =d exp(i8), g, = d exp(-i8) y calctlense

los limites cuando Igll —> 1, lgzl —> 1 y. g, — 1, bajo

la restriccién Igll = Igzl = |g3l. con d = g. Entonces se
tiene
_ 2cos(8 + 1) _ cos {2cos 8 +1)
Um p = e+ Y lnm P2 2 +cos 0
q,—> 1 g, — 1
3 3

por lo que

— 7 1 1 = 1tcos@
lim A = ln 4 =5 (3v o008 )y lim Ay = 33cose
93—) 1 gs———> 1 83_> 1

Por lo tanto, p; es solucién de una ecuacién en diferencias de
tercer orden para m € Z.

Los casos restantes son omitidos pues existe cierta
"equivalencia" con los casos antes menclonados. Por ejemplo si

M=1, k=1 y 81_"> -1, los resultados son similares a los

del caso 1 con la diferencia de que p: = —p:Fx. n

El teorema (1.3.8), asi como el (1.3.8) {(que a

continuacién se enuncia), puede ser utilizado para sugerir una
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transformacién apropiada que logre la estacionariedad del
proceso. El dltimo teorema de esta seccién hace uso del

teorema (1.3.8) para obtener el reciproco del teorema (1.3.7).

Teorema 1.3.9 Supéngase que el teorema (1.3.8) se

cumple, entonces, la condicién de que Sl(m) sea constante para

l = p es necesaria y suficiente para garantizar la no
estaclionariedad del modelo..

Demostracién La suficiencia se sigue inmediatamente del

teorema (1.3.7). Por otra parte, sea f‘ =Py supéngase que el
modelo es no-estacionario con FAC P, = p:. Sea N el numero de
rajices distintas préximas al circulo unitario, en el sentido de

la definicién (1.3.5). Por el teorema (1.3.8), e, satisface
la ecuacién caracteristica de un proceso puramente

no-estacionario de orden Is N , esto es,
2 1 _
(1 —¢1B - ¢zB— -¢1B )pm-O (1.3.19)
y I¢, 1 =1

luego, ya que P, satisface una ecuacién como la (1.3.19), si

1
1-y ¢l== 0 la demostracién del teorema 1 de Gray, et al (1971 y
1=1

1978) implica que los teoremas (1.3.2) y (1.3.3) se cumplen,
aunque el modelo sea no-estacionario .

De este modo ¢ = - 1, implica que C= C. o S (m) es
1 1 2 1

consta.nte. Por otra parte, si ¢1= 1, ya que todas las ralices
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1
estéan sobre el circulo unitario, se tiene que 1- | ‘1 =0 g
1=1

La demostracién para el caso f_= -1)" P, s andloga
a esta demostracion.

N6tese que hasta ahora s6lo se ha tratado el caso en
donde p >0. Esto no implica que el método no sea util para
aplicarse a los procesos puros de promedios méviles MA(q), pues
como se verd a continuacién, éste es uno de los casos mas
faclles de determinar. Sin embargo, en el caso de los procesos
MA(q), los arreglos S no tendran un patrén fijo, pero el valor
de q se puede estimar mediante la primera columna de los

arreglos R, pues Rl(pm) =P, esto es, a partir de los valores

de la FAC. Observése que en este punto, el método coincide con
el de Box-Jenkins.

1.4.- FUNCION DE AUTOCORRELACION PARCIAL Y DE AUTOCORRELACION
PARCIAL GENERALIZADA.

En esta subseccién se estudiara una extensién de la FACP
propuesta por Woodward & Gray (1981), la cual sera referida
como la Funcién de Autocorrelacién Parcial Generallzada
(FACPG). Esta generalizacién de la FACP es util para examinar
la relacién que existe entre los arreglos S del método de Gray,
Kelley y McIntire (1978) presentado en la seccién anterior y el
método de Box-Jenkins. También se mostrard coémo la FACPG
resulta ser wuna herramienta til en el problema de la
identificacién del orden de un modelo ARMA(p,q), si es usada

Junto con los arreglos S, ademds se presenta una
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modificacién de los arreglos S, argumentando que con dicha
modificacién el uso practico de estos arreglos es m&s fécil.

1.4.1.~- Métodos de identificacién

Como se obgervé en la seccién 1.2, la FACP es una
herramienta basica en la etapa de identificacién de un modelo
medlante el método de Box-Jenkins, dicha funcién est& definida
en (1.2.13).

Por o tra parte,si (Zt} es un proceso ARMA(p,q), la FAC

de este pr oceso no satisface las primeras q ecuaciones de
Yule- Walke r, pero si las siguientes q+1,q+2, .... Usando esta
observacién se define la FACPG como:

p
mel sin=1
(m) pm
¢m = 4 , (1.4.1)
1A(n,m) | sin>1
IB(n,m) |
L
As§, ¢:: es la solucién de las m+l,...,m*n ecuaciones de
Yule-Walker mediante la regla de Cramér, para el wdltimo
coeficiente autorregresivo. Esto es, si se supone que el
proceso es un ARMA{n,m), ¢(m’ es el Wdltimo coeficiente

nn

autorregresivo. En particular, si {Zt) se representa con un

modelo ARMA(p,q), entonces ¢'%

o = ¢p. N6tese que si {Zt} es un
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(q)

ARMA(p,q), entonces ¢m #0 para n=p ¥y ¢(q)

nn

= 0 para
n > p. Por otra parte, si{Zt} sigue un modelo ARMA(p,q),

pueden usarse las p ecuaciones de Yule-Walker q+1,...,q+p para

estimar los parametros autorregresivos ¢1’ ey ¢p . Sin

embargo, también se pueden usar las p ecuaciones deYule-Walker
q+l hasta q+i+p-1 para i= 1,2,... ¥y obtener la misma
estimacioén de los parametros autorregresivos, siempre y cuando
la FAC teérica sea conocida. Por lo tanto, si (Zt) sigue un

(q+l) _

modelo estacionario ARMA(p.'q), entonces ¢pp = ¢p para { =
0,1,.... Estas propledades hacen posible la identificacién

Unica de p y q en un proceso mixto, mediante una simple
inspeccién de 1a FACPG, siempre y cuando la FAC teérica sea
conocida. Las ideas antes mencionadas seran formalizadas y
resumidas en el teorema (1.4.3).

Para cada q = 0,1,2,... y p = 1,2,... los valores de la

)

FACPG seran denotados por ¢;:) . Nétese que ¢;: genera la FACP

usual.

En esta subseccién se presentan dos métodos para la
ldentificacién de p y q en un modelo mixto ARMA(p,q). El

primero de ellos se basa en un arreglo en el cual los elementos
(n,m) estan dados por ¢:: para mz2z0ynz1. Si {Zt} sigue

un modelo ARMA(p,q), entonces el arreglo asociado con este
modelo tendrd el patrén mostrado en la tabla 1.4.1. El
procedimiento a seguir en la identificacion de p y q, es buscar
una columna p en la cual ocurra un comportamiento constante y
un renglén dq en el cual los elementos de las columnas m, con

m > p, sean lguales a cero.

093895
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TABLA 144

ARREGLO DE LA FACPC PARA UN ARMA(p,q)

ORDEN DEL
POLINONIO ORDEN DEL POLINONIO AUTORREGRESIYO
DE
PRONEDIOS
MOVILES 1 . p-1 P p+l
(0) (0) (0) (0)
0 ¢11 Tt ¢p-1p-1 PP ¢p¢1p+1
(1) (1) (1) (1)
1 ¢11 et ¢p—lp-l ¢pp ¢p01p¢1
- (q-1) (q-1) (q-1) (q-1)
a-1 ¢11 ¢p-lp-l ¢pp ¢p01p01 o
(q) (q)
qd ¢“ ¢p_1p_1 ¢p 0
(q+1) (q+1) ™
+ ce
q+1 9., ¢p_1p_1 ¢p

El segundo de los métodos que se presentan en esta
seccioén, consiste en una modificalén a los arreglos S
estudiados en la seccién 1.3. Dicha modificacién se resume en
el sigulente teorema.

Teorema 1.4.1 Sea {Zt) un proceso estacionario

ARMA(p,q) con FAC dada por Py Supéngase que Sn(p_) esta

definido para p > 0, ademds sea fn =p, © £, = (-1).p_.
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)= (-1)*" s (e )

Entonces, Sk(p_k_m) =Fo y Sk(P_k,mﬂ n" -nemel

parak>n,siysélosin=pym=q.

Demostracién «) Sea i‘m =P, V¥ supdéngase que n= p y

m=q, esto es, (Zt} €S un proceso ARMA (n,m), entonces

n .
P, =Z ¢ p para 1 = m+l (1.4.2)

Ahora, como

(p ) = Hn+l+1[1;p-n-m-l]
el -nonet nﬂ»l[p-n-m:I
1 1 cen 1
-n-m-1 p-n-m-i+1 T P_-
“n-m-i+1 p-n-m-l+2 e p--ot
Pou-1 P e p--onﬂ-:
-n-m-1i p-n-m-iﬂ. p-l-i
p-n-n-l+1 p-n-m-1+1 T Pop
p-n—l p-m Ut p-non#l—z
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y ademAs como P, =P, de (1.4.2) se sigue que

n
p_n_..'_l = le ¢J p_n_m_“J con -n-m=-1ls-m-1

de donde se observa que la primera columna del determinante

] con i >0 , puede expresarse como una combinacién

lo

nel" -n-m~1

lineal de las columnas 2, 3, ,»  htl; entonces,

H [p l=o0.

n+l ~n-m-t

Por otra parte, ya que (Zt) es un ARMA (p,q) se tiene que

o n

# r lo tant *
Pq ,Z.:z by Pyy YV PO ° £ J; 4

pj_k de donde

se sigue que meu[l;p-n-n-x] # 0, Entonces

S (p )=Fw para i > 0.

n+l" ~n-m-i

Ahora, ya que

[1ip 1

n#h»\ ~nem=-1+1

Snﬂ (p-non-hl) = H e ]

n+i ~n+m=-1+1
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1 1 1 1
p-nﬂg-l*l p~n+n-l¢2 Fa pl_#l
p-—non-l#z p-n+m-1+3 Tt Pus1 p-+2

‘| Pa Pas1 te Patner-1 Painst
=

p-ni—l-—l#l p-n-&n-1+2 pl-l. pl
p-n+m-i+2 p-n+m-l+3 e L p-#i
p- pm+1 e pn+n+1-2 p-nnl—l

entonces, es facil deducir de la relacién (1.4.2) que 1la

columna n+i+1 de Hn+1+1[1;p 1 puede expresarse como

-n+m-1+1
una combinacién lineal de las n+i, n+i-1, ... ,i+1 columnas.
Por lo tanto, de manera andloga a la demostracién del teorema
(1.3.2) se demuestra que:

)

n+l " -ném-i+l

n
(o104,
Hnﬂ#l[l’p-mn-lﬂ]_( 1 a ’Zl¢J)H G

n

también como P, *jz:l ¢’ pm_J, se tiene que Hnﬂ[p_m__“!] »0,
luego entonces
(-1)n*iee (1-i ¢, ) H  Ip ]
)& k] n+i" -nem=-1¢1
nﬂ(P-m-—lﬂ) =

H [p ]

n+i “n+m-1+1
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n

__l =_l
,Zl¢l)]_(1) c, = (-1's(e

= (-1)! [ 1" (1- )

-némtl

la dltima igualdad surge del teorema (1.3.2). Nétese que
k = n + i. De manera andloga se puede demostrar que

S (p ) es indefinido.

n+l -n-m-i+1

=>) Ahora supbéngase que:

(p y=(-1's ¢

n+i o ~n+m-i+1 n+i -n+-+l)
ademas sea, {Zt} un proceso ARMA (p,q) para algtn p y q con p >0

¥ q 2 0. Entonces por la demostracién de la necesidad, se sigue

que n s p Yy por otra parte se sabe que P, satisface una
ecuaclén en diferencias de orden m + 1, pero no de orden m, por
lo tanto n = p y m = q. La demostracién para el caso t‘_= -n"

p_ es andloga. gy

Igual que en la seccién 1.3, los valores
Sn(p_) = Sn(m) se ordenaran como se muestra en la tabla 1.4.2.

Nétese que el arreglo S mostrado en esta tabla, es una
modificacién de los arreglos S estudiados en la seccién
anterior, pues el elemento Sn(m) de dicha tabla est& localizado

en el renglén correspondiente al retraso m - n + 1, en vez de
estar en el renglén correspondiente al retraso m, como

previamente se definié, razén por la cual en el resto de esta
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seccién se denotard a los arreglos S como S., indicando que se

refiere a los arreglos S con la modificacién antes mencionada.

TABLA 142

VALORES DE S" (£ )
n »

. n
m . 1 2 k
-1 Sl(-l) Sz(-—l—l) Sk(-l-lﬂl)
-1+1 Sl(-l+1) Sa(-l) . Sk(-l-k*Z)
-1 S1(-1) Sz(-Z) Sk(-k)
0 Sl(O) 52(-1) Sk(-k+1)
1 Sl(l) 52(0) Sk(-k+2)
J Si(j) Sz(j—l) Sk(J-kﬂ)

Por lo tanto, en términos de los arreglos S. de la
tebla 1.4.2 y de los teoremas (1.3.2), (1.3.3) y (1.4.1), se

asegura dque el proceso {Zt) sigue un modelo estacionario

ARMA(p,q) si y sélo si el arreglo s’ asoclado con éste, tiene
el patrén que se muestra en la tabla 1.4.3
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[
COMPORTAMIENTO DE LOS ARRECLOS S PARA UN PROCESO ARMA(p,q)

68

'In' 1 2 P pti pti
- - -] [ ] [ ]
1 Sl( 1) Sz( 1-1) C2

- - - » »
1+1 51( 1+1) Sz( 1) Cz

-y —_~ - [ ] L ]
q~2 51( q-2) Sz( q-3) C2

-q-1 Sl("Q‘l) 52(-q-2) C2 To Fo
-q Sl(—q) Sz(—q-l) NC NC NC
-1 Si(-l) Sz(-Z) NC NC nNc
o] 51(0) Sz(—l) NC NC nc
1 51(1) 82(0) NC NC xc
q-1 Sl(q-l) Sz(q—Z) NC Xc NC

1

q Si(q) Sz(q—l) C1 -C1 (-1) C1
q+l S1(q+1) Sz(q) Ci . .

Obsérvese como en este nuevo patrén existen mas elementos

de Juiclio para la identificacién de los valores de p y q, pues

ademds del comportamiento de la columna p,

en donde aparecen
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las constantes C1 y Cz, se tiene el comportamiento del renglén
-g-1 en donde el efecté ¥ » se prolonga a las columnas p+2,
y el del renglén q, en donde el efecto (--1)l C1 se prolonga

también a las columnas p+2,

El siguiente teorema establece la relacién que existe
entre los arreglos S. y la FACPG.

Teorema 1.4.2 Sea {pm) la FAC de una serie de tiempo.

*»
-S (p )
i1} Si f = p entonces '™ = B cncat
n “n-m

N € it Y
11) St £ = (-1)" p entonces ¢ ™ = — 2
»n m nn s (f )
n -n~B
Demostracién i) Por definicién
Sn(p-n#un-l) = Hn+1[1;p-n+-01] Hn[p-n-l]
S (p_._ ) Hlp_ ,aed B [le ]

En donde los elementos (r,c) de H [1;p ]' y los

n+l -n-a

elementos (n+3-r,n+2-c) de Hnﬂ[l;p_nﬂ”‘] estédn dados por

P merec-3 para 2sr=n+1 ylscsn+1 esto es,
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1 1 1 1
-n-m p-n-m+1 p---l P_-
Hnﬂ[l;p_n_.] = Pnmet Ponemez T P a p--#l
Pom-1 P n o Poatn-z Pomen-t

es un determinante cuyo elemento (r,c) estd dado por

p-n--orﬂ:-s‘ y
1 1 1 1

Ponim1 Ponemez e Py Paer
Hnﬂ[I;p_m.ﬂ] = Pnsmz Ponema Pus1 Pasz

pm pm¢ 1 pl&n—l plon
es un determinante con elemento (n+3-r,n+2-c) dado por
p . Ahora obsérvese que intercambiando las columnas
-n-per+c-3
c yn+tz—c para c= 1, 2, ..., [| n;ll] y los renglones r y n+3-r

= LI . '

para r = 2, 3,... , 1+| 2 |] del determinante Hnn[l'P—m-u]'

en donde [|.|] denota la funcién del mayor entero, definida
como [Ix|]] = n sin=x<n+1 ; nel2 y adems como

p = p_. se tiene que:

Por otra parte
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p-nﬂml p-n¢m+2 pn—l p-
[P ] _ -n+m+2 p-nﬂns T pl p-tl
n -n+éadl
L Part Tt Pen-2 Pasn-1

es un determinante con elementos (n-r+l,c). Mientras que

P_ pm+ 1 pm- n-2 p-on-l
IB(n,m)| = Pa-1 P T Poen-3  Pasn-z
m-n+1i pm-ma T Poe1 P.

es el determinante de la matriz B(n,m) con elementos (r,c)
para 1 *=c¢cs n y 1sr sn Es facil observar que al
intercambiar los renglones r y n-r+l1 de B(n,m) para

r=1,2,..., [I%I], se tiene que:
n
2

= |

]
H [p 1=(D |B(n,m)|

n+l ~nem+l

De manera analoge se puede demostrar que:

n-1
Hlp 1=(1) 2 [A(n,m) |

n -n-m
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entonces,
n-1
=S (p_,..0) B Ihe 16D % (A,
I n
s (p_..) -1 % [B(n.m)| (D H [te_, ]
=21
(-1) (-1 JA(n, m) | |A(n,m) | (=
[—=-1 . . |B(n, m) | -
-1 (-1)" |B(n,m)|

i1) - La demostracién es analoga a la de ). g

Nbotese que aunque los elementos de la FACPG pueden ser
calculados a partir de la relacién (1.4.1), dicho céalculo se
facilita si se usa el teorema (1.4.2) y el programa mostrado en
el Apéndice 2.

Como Gltimo resultado, a continuacién se formalizarén las
ideas mencionadas al inicio de esta seccién, mediante el

sigulente teorema.

Teorema 1.4.3 Sea {Zt) un proceso estacionario
ARMA(p,q) con p > 0. Entonces

(m)
i = >
) ¢pp ¢p para m > g

ii) Supébngase que el sistema de ecuaciones de Yule-Walker de

orden n es no-singular. Para alguna constante m, se obtiene
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¢(n)

W =0conkz=n+1 y ¢::’ # 0, en donde todas estas

cantidades estan bien definidas si ysélosin=p y m=gq.

Demostracién i) De los teoremas (1.3.2), (1.3.3),
(1.4.1) y (1.4.2) se sigue que:

-S (p -C
( - 1 1
¢P:) = pi p+m+ = ¢p am>q
s (P ) c,
c1
pues C2 = - ¢p

i1) Abhora, de los teoremas (1.4.1) y (1.4.2) es claro que:

1
(m) B nﬂ(p-xnm-ni) (-1) cl
¢ = - = =0; 1=1, 2,
neined s ( ) :
n+i p-n-m-l

Por dltimo, también de estos teoremas se tiene que:

23 »
S
p(p_p_q) C

S
(q) P ~ptq+l = 1

A manera de resumen de esta seccién, conviene sefialar que
aqui se ha mostrado el uso dela  FACPG. para la
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identificacién del orden de un modelo ARMA (p,q). Tamblén se
ha mostrado la relacién que existe entre los arreglos S de
Gray, Kelley y McIntire (1978) y la FACPG. Esto es, se demostré
que la FACPG, al igual que el estadistico D, representa una
condensacién de la informacién que contienen los arreglos S. Es
recomendable el uso de los arreglos s’ en vez de los arreglos
S, pues estos presentan la informacién de una manera més facil

de interpretar.

1.8.- EL METODO DE LA ESQUINA.

Beguin, Gourieroux y Monfort (1980) introducen el método
de la esquina como una herramienta para la identificacién del
orden (p,q) de un proceso ARMA. En ésta secclén se presenta
con detalle el método de la esquina. Dicho método se basa en
el reconocimiento de algunos patrones de la FACM. No obstante,
estos autores también desarrollan un estadistico de prueba para
dichos patrones, basandose en teoria asintética. En esta
seccién tamblén se mostrard que existen algunas restricciones
implicitas en el wuso del estadistico de prueba. Estas
restricciones no son obvias a simple vista y no son mostradas
por Beguin et al (1980). Sin embargo, en el trabajo de Gooi jer
& Heuts (1981) se muestran dichas restricciones.
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1.5.1.- Caracterizacién de una representacién minimal
ARMA(p, q)

Resulta dificil el uso ©practico de la primera
caracterizacion minimal de un proceso ARMA(p,q) (teorema 1.2.1)
en la identificacién del orden (p,q) a partir de {p_). en

particular porque las ¢i’s son desconocidas. Por esta razénm,

se presenta a continuacién una condicién equivalente a la del
teorema (1.2.1) en la cual las ¢1's no aparecen en forma

explicita.

Sea M(m,n) una matriz de orden nxn definlda por:

» m-1 m-n+1
w1 Pa “ Panea
M(m,n)= para mz0 y nzl (1.5.1)
Pain-1 Pasnz *'° Py

y A(n,m) es el determinante de M(m,n). Antes de enunciar el
teorema que darid dicha caracterizacién, se demostrard el

siguiente lema.

Lema 1.5.1 Una sucesiédn S‘. Sz’ ...,Sh, ... de nGmeros

comple jos satisface una ecuacién en diferencias de orden p = O,

esto es, exlisten constantes ¢1,¢2, - .¢p tales que

Sh- ¢1Sh_1- v = ¢pSh_p= 0 para h = p+l,p+2,
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en donde p es el entero mis pequefio que tiene estd propledad,
sl y s6lo si los determinantes 8(n) para n = 1, definidos por:

Sn sn-l sx

sty = | e %

S S

2n-1 2n-2 n

son tales que: é(n) =0 para n z p+l

8(n) = 0 para n =p

Demostracion Es inmediata de los resultados mostrados
en el Apéndice 3.

Teorema 1.5.1 ("la caracterizacién de la esquina®). El
proceso {Zt} tiene una representacién minimal ARMA(p,q) si ¥y
s6lo si '

A(m,n) =0 para toda mzq+1 y nzp+1
A(m,p) # 0 para toda mz q
A(q,n) # 0 para toda n = p

Demostracién Del teorema (1.2.1), si (Zt} tiene una

representacién minimal ARMA(p,q), su FAC satisface la siguiente
ecuacién en diferencias
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P
P, =|Z1¢’p""'1 para m = q+l, pero

(1.5.2)
. P
P, *,th"p"" para m = q con ¢p$ [+]
Primera etapa: Primeramente se demostrari que A(m,n) = O
para toda m 2 g+1 y n = ptl. Sean C'(mn), ..., C"'(m,n)

las primeras p+1 columnas de la matriz M(m,n), entonces de la
relacién (1.5.2) se sigue que la primera columna de esta
matriz puede expresarse como una combinacién de las restantes p
columnas, esto es

P
c'(mn) = yec
i=1

"1 (m,n)

por lo tanto, A(m,n) = O para toda m = gq+1 y para toda n = p+1.

Segunda etapa: Ahora se demostrarid que A(n,m) ® O para tod,a'

m z q. Para esto considérese la sucesién
51= pq_pd,. cen Sh = pq-pm’ ... la cual satisface una
ecuacién en diferencias de orden minimo p. Luego, por la

condicién necesaria del lema (1.5.1) se tiene que
8(p) = A(m,n) # 0. Mis generalmente, considérese la sucesién

Sl=p ..., S=p

q-p+k+1’ h para k = O, que también

q-p+h+k'
satisface una ecuacién en diferencias de orden minimo p,
entonces

3(p) = A(q+k,p) # 0 para k0
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Tercera etapa: Por ultimo se demostrara que A(m,n) @ O para
toda n 2z p. Como A(p,q) # 0, es suficiente demostrar que
A(q,ptk) # 0 para k> 0. Supbdngase que A(q-p-k+n,n) = O y
Al(q,p+tk) = 0, ademas supéngase que A{gq-1,p+k-1) = 0 y
considérese la sucesién Sx= [}

cie ,8 =
q-p~k+1’ "“n L

q-p-k+h
los correspondientes 3(n) son iguales a &(n) = A(q-p~k+n,n) y
son tales que:

d(n) =0 para toda n = p+k

d(n}) # 0 para n = ptk+1

por la condicién de suficiencia en el lema (1.5.1), la FAC
satisface una ecuacién en diferencias de orden p+k-1 para el
rango q, esto es

P ¢lph-1- el = ¢p’k_1ph_p_kﬂ =0 paratodahzq

Nétese que ¢

h-p-kd* 0, pues si este no fuera el caso, (p-}

tendria que satisfacer una ecuacién en diferencias de orden

p+k-2 para el rango q y por el lema (1.5.1) se tendria que

A(q,ptk-1) = 0

Aplicando la condicién de suficiencia del lema (1.1.1), el
proceso {Zt) tiene una representacién ARMA(p+k-1,q-1) lo cual

es imposible ya que {Zt) tiene una representacién minimal

ARMA(p,q). Luego entonces A(p+k,q) = O.

=>) Ya que A(q,p) # 0y A(gq+i,p+i) =0 para i 2z 1, la FAC
satisface una ecuacién en diferencias de orden p para el rango
q+1, esto es
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P
= z g+l
P, lZl<j)1pm_1 para toda m z g

y como A(g+l,p) # O, usando el mismo argumento de la tercera

etapa acerca de la condicién necesaria, el coéficliente ¢p¢ 0.

Luego, por la condicién suficiente del lema (1.1.1), el proceso
{Zt) tiene una representacién ARMA(p,q). Sélo resta demostrar

que esta representacién es minima. Para esto supéngase que
este no es el caso, esto es, existe una representaciétn minima

ARMA(p’,q’) para (Zt) con p’ < py q < q. Luego entonces, de

la condicién necesaria del 1lema (1.5.1), el determinante

A(q,p) = 0, lo cual es imposible. Por lo tanto, (Zg} tiene una

representacién minima ARMA(p,q) g

El teorema (1.5.1) sugiere el siguiente procedimiento
para la ldentificacién de p y q, a partir de las
autocorrelaciones P,

i) Elegir un entero k suficientemente grande tal que
k > max{p.q}.

i) Cons_tr'uir el arreglo A(m,n) paramyn= 1,2, ...,k.

iii) El proceso estacionario (Zt} satisface una

representacién minimal ARMA(p,q) si y s6lo si el
arreglo-A tiene la estructura. del cuadro 1.5.1
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CUADRO 151 '

PATRON TEORICO DEL ARREGLO-A PARA UN PROCESO ARKA(p,q); & ES
EL ORDEN DE PROMEDIOS MOVILES, n ES EL ORDEN AUTORREGRESIVO

PO | 2 p p+1 ... k
a(1,1) a(1,2) ... A(1,p) A(1,p+1) ... A(1,k)
2| az.1n) A(2,2) ... A(2,p) A(2,p+1) ... A(2,k)
ala@n)  a@2) ... Alep)  Alqptl) ... Alq.K)
a+l] A(q+l,1) A(q+1,2) ... Alq+l,p) 0 0
k | Atk,1) Alk,2) ... Alk,p) 0 0

Observacién 1

De la seccién (1.3) se sabe que si (Zt) €S un proceso
con FAC {p}. el proceso (Yt)= ((-1)‘2&} tiene FAC ﬂ-l)'p_.)

En particular, si {Z,} tlene una representacién minimal
ARMA(p,q), {Yt} también tiene esta representacién. Esto
implica que los arreglos-A obtenidos a partir de {p_} o de

{ (—1)'p_). tienen ‘el mismo comportamiento y ambos pueden ser
usados para la identificacién de p y q.

Observacién 2

Los arreglos-A construidos a partir de la Funcién de
Autocorrelacién Inversa (FACI) (ver secclon 1.7) tienen un
comportamlento similar al de los arreglos-A construldos con

{p.}. siempre y' cuando sean remplazadas p por q y q por p.
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1.5.2.- Algunas propiedades de 1la caracterizaci6tn de 1la
esquina.

I) Procesos MA(q)

El proceso (Zt) tiene una representacién minimal

MA(q) sl y s6lo si los arreglos-A tienen el comportamiento
del cuadro 1.5.2.

CUADRO 152

COMPORTAMIENTO DEL ARREGLO A PARA UN PROCESO MA(q)

n." 1 2 3 ... k
1 A(1,1) A(1,2) A(1,3) . . . A(1,k)
q A(q,1) A(q,2) A{(q,3) . . . A(q,k)
q+1 0 ) 0 0
k ] 0 0 0

Esto es, q+1 es el primer valor de m tal que A(m,n) = O para

toda m 2 g+1, y ya que A(m,1) = P, se obtiene el criterio

usual de la FAC para determinar el valor de q.

11) Procesos AR(p)

-El proceso {Zt) tiene una representacién minimal AR(p) si
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y s6lo si los arreglos-A tienen el comportamiento del cuadr6
1.5.3

CUADRO 153

COMPORTAMIENTO DEL ARREGLO A PARA UN PROCESO AR(p)

. n

n . 1 ... P p+1 ... koL
1 A(1,1) . . . A(1,p) 0 ... O

2 A(2,1) . . . A(2,p) 0 ... ©
‘K Alk,1) . . . A(k,p) 0 ... ©

Esto es, p+l es el primer valor de n tal que A(1,n) = O para
toda n = p+l. Puede demostrarse que el criterio de 1los
arreglos-A para elegir p, es equivalente al criterio de la
FACP, pues de la relacién (1.2.12) se sabe que

1 pl 2 pn-z pt
pl ! 1 pn-? 2
pn-l pn-2 pn-a p! pn
? .= )
fy Py vt Paa Pany
Py 1 N Pn-3 Pnu2
pn—l pn-2 pn—3 pi 1

y como
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1 ! p1 n-2
2 pl 1 pn-a
A(l,n)= . .
pn pn-l pn-a : pl

al intercamblar desde la primera columna de A(1,n) hasta la

columna n ,se sigue que

1 pl 2 pn_2 1
] 1 Ie] e _

! ! e e S L TE W )
pn-l pn-'z pn-:i pl pn

por lo tanto

o =D 'aln)
nn A(O,n)

en donde A(O,n) # O, luego entonces ¢m= ‘0 si y sbélo si

A(1,n) = 0, lo cual ocurre para n = p+l. Esto demuestra que el
criterio de los arreglos-A para la eleccién de p, es una
generalizacién del procedimienﬁo usual basado en la FACP.

1.8.3.- Identificacién de p y q a partir de los arreglos-A
estimados (A).

i) .Inspeccién visual:

En la préctica, los determinantes A(nﬁ.'n) son estimados por
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los determinantes A(m,n) obtenidos al remplazar (p_) por {p_).

Usualmente, los determinantes A(m,n) no son exactamente

iguales a cero para m z q+1 y n 2 p+l, pero al ser A(m,n)
estimadores consistentes de A(m,n), se espera que los

A(m,n) sean "préximos a cero"” a partir de las lineas

m=gq+l n  p+l
m = g+l n = p+l

La manera formal para decidir cuando dichos elementos se pueden
considerar estadisticamente distintos de cero, es mediante la

sigulente prueba de hipétesis.

ii) Procedimiento estadistico.

Beguin et al (1980) consideran que un criterio visual
es al menos, suficiente para la identificacién de p y q. No
obstante, es necesario realizar una prueba de hipbtesis

estadistica para probar de manera formal si los A(m,n) se
pueden considerar estadisticamente distintos de cero. Se sabe

(ver Fuller 1976,pag 256) que para cualquier M, el vector
VN [p- P Py Py vv 4Py Py ]

converge a una distribucién Normal multivariada con media cero

y matriz de covarianzas Gn de orden M x M, cuyo elemento (i,])

estd dado por
(]
- 2
Yle- Prest PassPus™ 2P0 Pu,~ 2000+ P PP ]

-~ m+} m-t m J m-i 1 o m)

usando este resultado se deduce la distribucién
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asint6tica de cualquier subconjunto finito de determinantes '

{ A(ll.n) para m = q+l vy n = p+1 } bajo la hlpbtesis\ nula

H: A(ml,nl) =0

o (1.5.3)
para {(m,n) con1=1sT) ¢ {(m,n); m = 0O,n > O}.
Para esto se denotara por 8. ... A @ ‘los deteraminantes de
estos subconjuntos y por A‘, 'A'r a los correspondientes.
A(n,m). BaJjo Ho, el vector
) D
\/_ﬁ[Al(mi,nl). ’Ar(mr'nr” >N(0,% ) (1.5.4)

con § = AGHA‘. en donde' Gn es la matriz de covarianzas de

pl, .pn de orden M x M, A es una matriz de orden T x M con

elmentos a”, tales que

es la suma de cofactores de la correspondiente matriz M(m,n).

Yy M= mix (m+ nl-—l) esto es, M es el indice m&ximo m de las
1S1SN

p-’s que aparecen en los determinantes Al, Aa' 'A'r' Las
matrices A y G" son etimadores de las matrices A y G"

obtenidas al remplazar (p% por {;_}. BaJjo l-Io , la forma

cuadratica

< . N yq-l “ " )
QT= N (A(mi'nl)’ L oA(an nT))[AGHA ] (A(ml’nl)' e 'A(n'l" n'l'))

(1.5.4)
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converge en distribucién a una iz(n).

El conjunto (QTz Ca }. en donde Ca es el punto porcentual

superior « de xa(n), es una regién critica asintética para
probar H  a un nivel de significacitn «.

Mientras que la prueba de hipétesis descrita

anteriormente parece ser completamente general para cualquler
conjunto de indices {(m‘,n‘))Li, existen en realidad algunas

restricciones sobre el nimero de indices permitidos y sobre los
fndices que pueden ser usados en la distribucién asintética
(1.5.4) para obtener una matriz de covarianzas no-singular.
A conti.nuacibn se presentan dichas restricciones, ‘las cuales
fueron presentadas por primera vez por Gooljer & Heuts (1981).

1.8.4.- Restricciones sobre la prueba de hip6tesis del método

de la esquina.

Si la matriz ¥ es no singular, la estadistica de prueba

xz tendrA un comportamiento inestable para valores de N

suficientemente grandes y propiedades estadisticas no
satisfactorias para valores pequefios de N.

Las restricciones que se encuentran en esta prueba de

hipétesis se pueden clasificar de la sigulente manera:

a) Restricciones sobre el nimero de indices permitidos.’
b) Restricciones sobre la matriz de derivadas parciales.

Primeramente se estudiaran las restricciones clasificadas como:
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a) RESTRICCIONES SOBRE EL NUMERO DE INDICES PERMITIDOS.

Estas restricciones provienen del simple hecho de que ¥
es singular st T > M, pues se sabe que el rango{A) = min {M,T}
y ra.ngo(cn) s M. También se sabe que el rango de un producto

de dos matrices es a lo mds, igual al rango de una de estas dos
matrices, de donde se sigue que el rango(AGuA’) < min {T,.M}.

En el método de la esquina existen varias configuraciones

T

del conjunto de fndices {(m,n )}

que pueden ser de 1interés,

dentro de estas estan:
i) Lineas horizontales o verticales

Para las configuraciones horizontales o verticales se tienen
los sigulentes conjuntos de ‘indices

'f ns'r-l ) n°+T-1
{(ml,nl)} = _i(mo,n)} y {(m.no)
1=1 n:

=n -
o °

respectivamente, para algunos m, ¥y n,. Entonces M = l°+n°+'l'-2
en cada caso y por lo tanto ¥ sera singular si m+n S 1. Sin
enbargb, como en estos casos sb6lo se estd probando la hipétesis
pera indices m =1 y n = 1, se sigue que M > T, luego

entonces ¥ es no singular y por lo tanto no existen
restricciones en la preuba de hipbtesis para este tipo de
conflguraciones. Dichas configuraciones se presentan en las
siguientes tablas.
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TABLA 154

CONJUNTO DE INDICES EN UNA LINEA HORIZONTAL

. e + . n_+r-1
".' .n n nO 1 0

m e A(mo,no) A(mo,n0+1) - A(mo,n°+1-x)

TABLA 155

CONJUNTO DE INDICES EN UNA LINEA VERTICAL

m n no
m, A A(mo,no)
m +1 e A(m°+1,no)
+T- . -1,
mo+T 1 .. A(m0+1 1 no)

i1) Rama ortogonal

Para esta configuracién se tiene el sigulente conjunto de
indices

T n n
{mrnﬂ} ={MNM}1 v %mm& 1
1=1 n=n m=m +1
(¢] [+]
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conm <m y n Sn. Entonces T = (ml- mo) + [nl- (no-l)l

= (ml- mo) + (ni— no) +1 y
M=méx{n1+m°—1 , m1+n°-1}

por lo tanto, ¥ es singular si T > M

si y sélo si (mi— mo) + (nl— no) +1> n+m- 1

sl y sélo si m- n0+ 2>2 m
y

si y s6lo si (ml— mo) + (nl— no) + 1> m+ n - 1

sl y s6lo si n- m+ 2>2 n,

Para el caso particular en el que las ramas sean de 1gual
longitud, se tiene que

= - = - + m- = m+ -
d m-m n-n, entonces n, Y 1 RN 1y ¥ serta

singular si T > M

sl y s6lo si ml- mo+ “1- n°+ 1 >.n1+ mo— 1

sl y sb6lo si . d+2>m°+ n,.

La representacién de esta configuracién se da en la siguiente
tabla
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TABLA 158

CONJUNTO DE INDICES EN UNA RAMA ORTOGOMAL

(S 0 1
mo-l A(m°-1.n0-1) A(m°-1,no) A(m°-1,nou) M'o"’nt)
m, A(mo’nofl) : A(mq,no) A(mofno+1) M-o'nt)
mo+1 A(mou,no-t): A(mou,no)

m°¢2 A(mo*z,no-u._ A(mo*z,no)

m e A(ml.no-l) : é(ml,no)

1ii) Rectangulares

Para esta configuracién, se tiene el siguiente conjunto de
indices .

: T
{(ml,nl)} {(m,n) : @os m=m y nsns nt}

1=1

para msm y nsn. Entonces T = (ml- moﬂ)(nf noﬂ) vy

M =‘m1+ n - 1. Por lo tanto, ¥ sera singular si

(mi— m+ 1)(n1- n+ 1) > m+ n - 1

Por otra parte, si el recténgulo es en realidad un cuadrado con
d = m-m =n-n, entonces § ser& singular si
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(nx— nof 1)(n1- n+ 1) > m + n - 1
si y sélo st (m- m)(n~n)+(m-m)+(n- n°)+1 >m+n-1

sl ys6losi d > vVm+ B - 2

0

La slgulente tabla muestra dicha configuracién.

TABLA 157

CONJUNTO DE INDICES EN LA CONFIGURACION RECTANGULAR

m’'.n no—l B, n_+1 o,
no-I e A(mo-l,no-1) A(mo-1,n°) A(mo-t.nooi) v A('o'l’nt)
B, ve A(mo.no-i) :A(mo,no) A(mo,no‘x) cen A(-o'na)
m°+1 v A(moox,no-x)iA(m°+1.n°) A(moot,nooi) e A(-o¢1;nl)
n°+2 v A(m°+2,n0-1)§A(mo+z.no) A(mo+z.n°«1) . A(-ooz,nl)

_'1 -+ 8(m.n -1) Alm,n)) A(m,n +1) ... A(.x'nx)

b) RESTRICCIONES SOBRE LA MATRIZ DE DERIVADAS PARCIALES (A).

La matriz § también sera singular si la matriz A de

derivadas parcliales tiene un mal comportamiento. Tales
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consideraciones conducen a demostrar que bajo las condicliones
del sigulente lema, cada entrada de la matriz A es lgual a
cero.

Lema 1.5.2 Para cualquier proceso ARMA(p,q) se tiene

que 8A(m,n)

=0 parak>1, simzn+q-p y hzp+a2.
dp
X

Demostracién Obsérvese que la matriz (1.5.1) se puede
rescribir como:

M(m,n) = [C®, c"*, g™y

l_ *
en donde C = [pl. Piygr oo 1P ]

i+m~-1

Nétese ademés que ‘%—‘()M)- es la suma de cofactores de todas
k .
las entradas P, en M(m,n). Para demostrar que bajo las

condiciones del lema (1.5.2) cada cofactor debe ser igual a
cero, es suficliente con mostrar que cualesquier m-1 columnas
de M(m,n) son linealmente dependientes.

Del teorema (1.5.1) se sigue que

P

c' = qulc"‘ para i =m, w1, ... ,m-n+p+*l (1.5.6)
151

ahora, sea M  la matriz que se obtiene al eliminar la columna

c’ de M(m,n). Si v < m-p entonces de (1.5.6) se sigue que

m m-1

1=1
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similarmente si v > m-n+p+1 de (1.5.6) se sigue que

demostrando con esto que las columnas de M son linealmente
dependientes.

Ahora, si m-p = v = m-n+p+l, considérense las columnas

m
{Cl } Se sabe que
1= wp-1

" _Vec™=0 (1.5.7)
1

C
1

supéngase que ¢m-v—1$ 0, entonces como también

P p
c-t_z¢cn-1-1=cm-1_z¢cm-1-1_¢ & =0

1 1 -
151 151 »-v-1

1#m-V-1

se tiene que

= g {Cm—l_ ¢lcn-1-1 }

m-n-1
1=1

1% m-v-1
por lo cual

.Pp P
- _T =l _ m m-1 _ v
0o=c" IZ1¢‘C c 1;¢‘c ¢_.C

1#m-p
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| 4
n m~1 -1 m—l m-1-1
=C - 1Z1¢lc - ¢m-v[ ¢m-v-1{ Z¢ c } ]
1¥n-V l$n—v-1
m-3 -1 m-1 1-1
= IZI¢ C_ - ¢m-v¢m—v-1c * ¢m V' m-P-1 Z ¢ C.-
1¥#m-V i nt--v-i
P ) p+l
L] m-1 m-1 -1 m-1 1
=Cc- ¢1C -XZZ¢1C - ¢m—v¢m-v-lc * ¢n-v -—V—l Z’l lc._
1¥n-V . 1*--v
=1
= - (¢ * ¢n v¢m-v 1 z (¢ ¢m v¢-—v—1¢1-1) c
l*m—v

v o 9, 0"

=V =aV-1"p

y esto demuestra que las columnas de M son linealmente
dependientes

St ¢ = 0, no habra contribucién de C’ en (1.5.7) y
-1

las columnas de M’ seran linealmente dependientes g

Una vez demostrado el lema (1.5.2) es facil demostrar el
siguiente teoreﬁa, en cuyas condiciones se observan més
claramente las restricciones que hay en 1la prueba de
hipétesis (1.5.3).
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Teorema 1.5.2 Con respecto a la prueba de hipdtesis

{1.5.3), si m En+tqp y nz= p+2, para 1 s 1 s T, entonces

¥ es singular.

Demostracién Es inmediata del lema (1.5.2).

En términos de las configuraciones consideradas
anteriormente, las  restricciones del teorema "(1.5.2) no
tendran efecto sobre la prueba de hipbtesis, al usar 1la
configuracion de linea ver-tiéal, si n = p+l o linea horizontal

si mos. q+1. Similarmente dichas restricciones no tendrén
efecto al usar la configuracién or'togonal si nos ptl y los q+l.

Por ultimo si se usa la configuracién rectangular, tampoco
habra efecto sobre la prueba de hipétesis si m‘s ptl o si
mls q+l1.

1.8.8.~ Equivalencia entre los arreglos R y el método de la
esquina. ’

El siguiente resultade que muestra la equivalencia entre
los arreglos R y el método de la esquina es menclonado en el
trabajo de Gooijer, Abraham, Gould y Robinson (1985). Sin
embargo, la demostracién que aqui se presenta no es mencionada
en dicho trabajo.

Del corolario (1.3.1) se tiene que Rnd(p_) = 0 para

n=p y mz gq-p+l. Por otra parte, de la relacién (1.3.4) se
sigue que el comportamiento de los ceros observado en la
columna p+1 de los arreglos R, se v‘mantendra en las columnas
p*2, p+3, ... . Ademas del teorema (1.5.1) se sabe que
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A(m,n) = 0 para m =z gq+1 y n = p+l. Ahora, por la relacién
(1.3.2) es claro que Rn(pm) = 0 si y sélo si H;[p-l = 0. Por

otra parte, se tiene que

Pa Pa-1 e Prens1
Alm,n) = m+1 pm T pm+n+2

pm&n-l pm*n-z e pm
Y

m-n+l Prne2 e Pa
H(f - m-n+2  Pmonea e m+l
n  m-n+l
P Pre T Panin-1

de donde se observa claramente que, mediante un intercambio de
columnas en A{m,n) se obtiene

Alm,n) = (-ppl'n2l Hip 1

m-n+l

Con esto se demuestra que el método de la esquina puede
considerarse como un caso particular de los arreglos R
estudiados en la seccién 1.3.
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1.8 REGRESIONES ITERADAS Y LA FUNCION DE AUTOCORRELACION
MUESTRAL EXTENDIDA (FAME). )

En esta seccién se estudla con detalle un método util
para la identificacién del orden de un modelo de series de
tiempo mixto ARMA(p,q), ya sea estacionario o no estaclionartio,
propuesto por Tsay y Tiao (1984). Se desarrollan baslicamente
las sigulentes dos ideas de estos autores.

1) Proponer estimadores conslstentes por minimos cuadrados
para los parameiros autorregresivos.

ii1) Presentar un procedimiento para la especificacién del -
orden de un modelo dentro de la clase de modelos

ARMA(p, q) estacionarios y no estacionarios.

El problema de estimar los parametros autorregresivos de
un modelo ARMA{p,q) mediante un ajuste de minimos cuadrados
ordinarios (MCO) ha sido tratado muy ampliamente. Después de
que Mann y Wald (1843) probaron que se obtenian estimadores
consistentes en el caso autorregresivo (q = d = 0) sélo avances
marginales se habian logrado hasta Tiao y Tsay (1983). En este
trabajo se realiza un estudio completo del problema,  probando

la consistencia mencionada en los casos p=0 6 q = 0.

Para procesos mixtos, aun estacionarios, los estimadores
de MCO de los parametros autorregresivos son sesgados e
inconsistentes. La obtencién de estimadores de MCO consistentes
p&x;a. procesos ARMA(p,q) en general, se logra en Tsay y Tiao
(1984) mediante un proceso de iteracién de los ajustes
autorregresivos. La idea del proceso iterativo les conduce
ademds, a introducir la Funcién de Autocorreiacibn Muestral

Extendida (FAME) como una herramienta para la identificacién
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del orden (p,q) de un modelo ARMA.

.La FAME no es mas que una generalizacién de la FAC que en

opinion de sus autores, tiene dos grandes ventajas.

a) Se aplica a serles de tiempo no estaclonarias, evitando
con esto la diferenciacién de 1# serie para volverla
estacionaria.

b) Supera " los problemas que se ' presentan en la
ldentificacién de procesos mixtos mediante la FAC y la
FACP.

A continuacién se procede a presentar con detalle las
ideas antes mencionadas, pero antes se recomienda la lectura
del Apéndice 4, en el cual se presentan algunas definliciones y
resultados béasicos para la comprensién del contenido de esta
seccion.

1.6.1 Regresiones iteradas.

El objetivo- principal es encontrar estimadores
consistentes por el método de MCO para los parédmetros
autorregresivos @x's. La idea desarrollada por Tsay y Tiao
para solventar la inconsistencia en la estimacién de 1los
pardametros 0x's mediante un ajuste AR(p), es la de incluir los
residuos de dicho ajuste como nuevo regresor, reestimando el
modelo y repitiendo el proceso; es decir, partiendo del modelo
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q

P
z, = 1;"’121-; - ;=1e’a"’ +a (1.6.1)

primero se hace un ajuste AR(p) a estos datos, dicha regresién
puede escribirse como

- (0) (o) -
Z,= ) % Zy t oy PATR t=ptl, ... .n (1.6.2)

en donde el supraindice (0) indica la autorregresién ordinaria,
mientras que el subindice (p) indica el orden del ajuste AR y

(o)

ep . ©5 el error en dicho ajuste. Se sabe que los estimadores

de MCO 0:?;) son consistentes para los Ql’s. esto es

2(0) P
¢l(p)

> 01 para { = 1,2, ... ,p

sl el proceso en cuesti6n sigue un modelo puramente AR(p) (q=0)
© un modelo puramente no estacionaric ARMA(p,q) (¢(B)=1).
Estos resultados fueron probados por Mann y Wald (1943) para el
caso estacionario, mientras que para el caso no estacionario se
pueden encontrar en Tiao y Tsay (1883).

Ahora, considérese el caso en que. los 0(0’ son

1{p)
sesgados. Ya que los residuales estimados de (1.6.2)

no son ruido blanco para n suficientemente grande, entonces
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los valores retrasados de e:)O:_J para J > O, contienen ilgdna

informacién acerca del proceso (Zt). Esto ha motivado Ila

definicién de la primera regresién iterada AR(p) como

(1) (1) ~(0) (1) _
Z = Zﬁup) t-l+ Bl(p) ep,t-1+ep,t para t= p+2,...,n (1.6.3)

en donde el supraindice (1) indica la primera regresién iterada

y e;‘: es el error correspondiente a esta primera regresién
iterada. Se demostrara posteriormente que los estimadores por

MCO 'b::)) de esta regresién son consistentes, esto es

20 P _
Lp) . > d>l para i=1, ... ,p
si 12q o ¢(B) =
Similarmente, si los Q“) son- inconsistentes, los

!()

valores retrasados de los reslduale‘s de (1.6.3)

f

(1) _ (1 (1) 2(0)
Z"um t-1 Bi(p) Prt-1

también contienen alguna informacién util acerca del proceso
(Zt}. Entonces se define la segunda regresién iterada como

P .
(2) (20 (1) (2) (2)
Z = th Z + e + +
L i(p) t-i Bl(p) p,t-1 Bz(p) ep,t-a ep,t

para t =p+3, ... ,n (1.6.4)



101

en donde ' y et son los residuales de (1.6.2) y
p,t-2 pyt-1

(1.6.3) respectivamente; se demostrara posteriormente que

2(2) P

¢”p) >¢I>l para i =1, ... ,p

si 2zq o ¢(B) =

En la practica el orden real {(p,q) de un proceso ARMA,
usualmente es desconocido... Esta consideracién conduce a
plantear el proceso de regresiones iteradas a partir de un
ajuste AR(m), con m > 0, con lo que se trata simultaneamente el
problema de estimacién y el de identificacién del modelo.
ﬁspecificamente. la Jj-ésima regresién iterada AR(m) de una
serie de tiempo {Zt} se define como:

= 3 ~03) (j -1) (@]
zt lZ’.Qi(m) t-1 Z Bl(m) m,t-1 + el,t (1.6.5)
para t =m+j+l, ... ,n ; § =0, ... y m=1,2,
en donde
m
S e W )] LU
Cat = 4 12:1¢”'“’ t-1 Zﬁl(n) w1 - (1.6.8)

es el residual de la j-ésima regresién iterada AR(m) y los

=03,
1{m)

s, . B:f;)'s son los estimadores por el método de MCO de

los &Y 's y BU)

() Lm) respectivamente.
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1.6.2 Propiedades de los estimadores de las regresiones

iteradas.

En esta subseccién se demostrard como los estimadores de

~

la j-ésima iteracién Q(”

Hom pueden ser calculados recursivamente
m

mediante minimos cuadrados por etapas. Para esto, sea

e V@) =1-8p - - (1.6.7)
n 1(m) m(m)

el estimador del polinomio autorregresivo en la Jj-ésima
regresién lterada AR(m) (1.6.5). ’

Los residuales de las regresiones iteradas, e:f:.
'’

verifican una relacién recurrente de gran trascendencia para

Q(J)

las propledades de los estimadores rom)’

expresada en el

sigulente lema.

Lema 1.6.1 Para cualesquiera enteros positivos m y J se
verifica que

o Luen

m,t m+l,t

Demostracién Obsérvese que

u

(o) 2(0)
em.t ZL Z °i(m) zt-l

0) %(0) E-({)]
m,t-1 = zt-—l 5Z1¢“"') zt-i-i = Q- (B) zt.-

-
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luego (1.6.3) puede reescribirse como

»n
(1) (1) ~¢0) (1)
= + +
ZQ. lziol(m) zt-i Bl(m) em,t.-l en,t
n
(1) (1) (o) (1)
= + +
,Zf”"’ Zt.-l Bl(m) [ (B)Z 1] e-,t.
(1) (1) (1) (1) 2(0)
+ : - + ...
= (‘bl(n) Bt( ))2 (Qz(n) Bl(n) x(-))zt-z .
(1) (1) 2(0) (1) 2(0) (1)
+ - - +
( nim) Bi(m) m-l(m))zt-m Bl(m) n(m) tem-1 m,t

por otra parte , se tiene que

m+1

7 = ZQ(O) z +e(°)
“ ${m+l) t-§ wel,t

de donde se sigue que

SR ) ’
m,t m+l,t

Repitiendo el mismo argumento se 1llega a la sigulente igualdad

ot 20D

m,t m+l,t

lema 1.6.2 Para cualesquiera enteros positivos m y J se
verifica que

‘°’(B) = @”’(B) Za:f’, :f; (BB
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Demostracién Se tiene que

m+ )
(0) (o)
= +
2, 1Z°n(mnzc-x Cnei,t
entonces
m+j
~(0) " 2(0)
Casyt Z, z ¢1(m0j) t-1

{=

por otra parte, como

(S D] (J) (J 1) (S}
7= [eilz, v 16 o

A 1(m) t & 1(m) m t-1 o, t

—

se sigue del lema (1.6.1) que

“(0) = o
m+j,t m,t
o.
200) _ (J) (§)) (J 1)
¢, =¢®) - ZB”') —t .(1.6.8)
ademas como
m+ j-1
(0) (o)
Zt = IZI ol(m#)-l) zt-l * em¢J-l,t
entonces
m+j-1
“(0) ) *(0) £(0) 1
en+j-l,t-l = zt-l IZI d>x(m+j-l)'zt-l-l= Q|U+IB B Zt
L]
y como

S(1-1) _ “(o)
m,t-1 m+j-1,t-1
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se sigue que (1.6.8) puede reescribirse como

(] - S ) 1
o, (B =2eP(B) - ZBH) myor (BIB

Otra importante consecuencia del lema (1.6.1) es una

expresién recurrente para los estimadores Ol‘(", que permite

en Gltimo extremo calcularlos todos en funcién de estimadores

2(0)
ﬁl(l)’ )
autorregresivos ordinarios.

es decir, a partir de estimadores obtenidos en eajustes

Lema 1.6.3 Para cualesquiera enteros positivos m y J se

verifica que

(J)(B) - u ”(B) + (1-1) (1 ”(B)B
m#l m-
en donde -
_ a0i-D
;(1-1) - hl(n;lil)n#-l)
m T i-1
¢m(m)

Demostracion  Este résultado para.jJ = 1 es lnmediato del
lema (1.6.1) y de (1.6.3). Ahora, para J > 1 cambiando m por
m+tl y jpor J -1 en la férmula del lema (1.6.2), se obtiene

(0) - (j -1 (J-1) 2(0)
(B) = & [B ey ey ‘(B)B

tanbién de la fo6rmula del lema (1.6.2) y de este ultimo
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resultado se observa que

(j) - (o) () g0 1
(B) =¢ ZBM) meyor (BB

(j -1) (3) (0) (3-1) (0) 1
(B) + ZBH ) m+j I(B)B zﬁl(-+l) nej-1 (B)B

j-1
= gli-v) (1 (0) (§D) (o)
o-4'1 (B) + 71(m) mej~ l(B)B * Z"u.) nej- 1(3)8
+ B”’ ‘°’(B)B (1.6.9)
en donde
NEE 203 (J 1) = _
Niw = Pim Bl imen) para 1=1,2, ..., J-1

(0)

Ahora, aplicando el lema (1.5.2) a @ (B) se sigue que

= S03- 1) ~03-1) "(0
(B) ‘b z Bl(m) mej-1- I(B)B

n+J 1

sustituyendo esta relaci6n en (1.6.9) se observa que

(J) (j -1) 203 px0- 1) (j-1) ‘(o
(s) (B)+y, ) 18] Zsl( ) Baeyer lum; IB

S5 o 1 N E)) (0) ]
Z 71(..) ¢ (BB B, 8 (BB

de donde se sigue
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3-1

PLSEE} LS P LS = (1) 3¢ 1
(B) - I +1 (8) 71(m) m (B)B Zyl( ).ij l(B)B

(J)

(§}] (3 -1) (0} (j) 2(0) 3
211(-) 1(m) °m+j—l 1(B)BB+B - BB

) _ (j) ~0j=1) (0) 21 _ (j) 2(3-1)
= Z(V (m) (m) Bl-l(m)) m+j- l(B)B * (BJ( ) l(l)Bj-l )

3% (m)p’ ' (1.6.10)

N6étese que el lado izquierdo de la relacién (1.6.10) es
un polinomio en B de grado m+l. Por lo tanto, aquellos

coeficientes de B™' para i = 2 en el polinomio del lado
derecho de (1.6.10) deben ser iguales a cero. M4s aGn, como
para cualquier n dado todos los estimadores por MCO de

(§)]

cuadrados de ¢
1(m)

son diferentes de cero, se tiene que

é;f;)— ;ig:‘) ’}ji:r)n) =0
;if-)n)_ ;ig:.) é:f;:;) =0
entonces
0 (B)=8'4"1(3)47 1)) 31 (g)p | (1.6.11)

finalmente, igualando los coeficientes de B™! en (1.6.11) se
observa que ) ‘

;(j) 23-1) _ _ (-1
1{m} m(m) m+1(m+1)
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con lo cual se termina la demostracién

Obsérvese que se supone que todos los estimadores Q:::)

son diferentes de cero, lo cual se sigue a partir de la
hipétesis de que el proceso no es puramente deterministico,
esto implica que todos los estimadores obtenidos en las
regresiones iteradas son v.v.a.a continuas diferentes de cero

con probabilidad uno, para algan n fijo.

Corolario 16.1 Se verifica que

2(3-1)
PAS IS b DI S mel(mel)
1(m) 1-1(m) i(m) 203-1)
m(m)
= 20)-1)
para i=1,2, ... ,m ;m21 y j=1 en donde 15(.) = 1.

Demostracién Es inmediata del lema (1.6.3)

1.8.3 Relacién con las soluciones de las ecuaciones de

momentos.

Supéngase que el proceso {Zt} es estacionario. Se

estudiarda ahora 14 relacién entre los estimadores de los
parémetros autorregresivos de un ajuste AR(m) en su Jj-ésima
iteracién y las soluciones de las ecuaciones de momentos
muestrales ( o las ecuaciones generalizadas de Yule-Walker

estimadas). Las ecuaciones normales de la Jj-ésima regresién
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iterada AR(m) se obtienen a partir de la siguiente expresién

b]

m
2
= (3 2 _ _ (1 _ ~(3-1)
S Z (en,t > = Z { Zt lZ:1<I>l(ln\) Zt-i ZBI(I) en,t-'l }
t

1=1
t

entonces
b]
as "‘ -
- . [¥)] _ -1
=-2 Z (zt—h){ 2, Z“’um 2oy zBl(-)e-,t-l }
8 Oh y 1=1 1=1
2 Z(Zt_h) €t 0
t
si y sé6lo si
Z Zt_h el(n’i =0 para h=1,2, ... ,m (1.8.12)
t
y
as “
R I
8 Bl(n) t
si y sé6lo si
Z,e:J:: el(n": =0 para 1 = 1.2, ... ,J (1.6.13)

t

en donde Z indica que la suma es tomada desde m + J + 1 hasta
t
n a menos que se indique otra cosa. Luego como
~(k) ~(0) A0

<—:m’t_l = emk,t.l = ka (B) Zt'_l
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se sigue que las relaciones (1.8.12) y (1.8.13) se reducen a

3 _ _
Z Zt-h em't =0 para h=1,2, ..., mj (1.6.14)
t

Nétese que se pueden dividir las k+J ecuaciones de (1.6.14) en

los dos siguientes grupos de ecuaciones

I} Para h=1,2, .., »J- de la siguiente relacién

m
(H S ) 3 205-n
Z Zeon Caye T Z Zt-h{ &, Z 1m Zent ZBl(n) Cart-t }' 0
t t

i=1

se tiene que

(3 (J 1) (§)]
Z t- h{ Z Bl(m) m,t- l} Zzt h{ L Ol(n)zl’.-l}
t

o equivalentemente

H =V .6.15
4, EJ Y, (1.6.15)
en donde
- (3) 5y’ . ,
(B:(-) e Bj(m)) ’ H‘J ZRJ.tZJ t
t
= = (ali-1) ) °
Y5 zzj.t J,0 Pocom R t (mt. 1’ ’ l,t-J)
t
o
’ > _ 3
zJ,t = (zt.-l' 'Zt—J) y wj,t— 2, Z’x(-)zt-x
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ii) Para h = J*1, ... L k+j
3 2D
Z Z It Zﬁl(m){ t-h m t- 1} (1.6.18)
t

A continuacién se discutiran  algunas propledades
asintbticas de las soluciones de (1.6.15) y (1.6.18). Para

esto, sea &;w una matriz de orden h x h, en donde

w) (v) (v-1)

= (V-h-1)
A -(C G C ) (1.6.17)
Y
($29] - ° s
C =y, py P L)

Ademds conslidérese la siguiente propledad asintética de los

residuales estimados.

Lema 1.6.4 Se verifica que

n

Z A (o)
’ A |

m+1 P “m+l

0)
i

2 z2 IAI
t

Demostracién Como

n n
~(0) (o)
Z e_'t 2t Z [® (B) Z ]Z
m+l = m+1 - (O)(B)p
n n
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Por otro lado, obsérvese que mediante operaciones elementales
entre columnas se tiene que

(0}
1A "1
m+ 1

(o)

'®
1A
m

(B)p0

por lo tanto, de las propiedades asintéticas de la FAC se sigue

que
3 @5 — > 2'°(B)
m pO n po
(]
Ahora, recordande que e.(nJ;” es el residual de la

(J-1)-ésima regresién iterada y por MCO, se tiene que

n
“(3-1)
Zt_hem't =0 parah=1,2, ,| {1.6.18)
t
0

en donde t = m+j+l. Mas aln, como UV = ® se tlene
[+ m,t mej-1,t
también que

n
~(3-1) _ _
Z Zt_h Cat = 0 para h=m+l, ... ,m+j-d (1.6.19)
t
0

Por lo tanto, la suma

eon (1.6.20)

n+ j=t
(- ~-D
Zzt"h em't = Z r4 e
t
¢}
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es Op(l) dado que sélo tiene un numero finito de sumandos

(independientes de n).

Ahora bien, la serie Zt es estacionaria, luego la suma

satisface

“(3-1) _ =
Z Zt_h em"’_l = Op(l) para h = i+l, ... , m+] (1.6.21)

Considérese la relacién (1.6.15), por los lemas (1.6.1) y

(1.6.4) se sigue que los elementos de ﬂ) pueden ser

normalizados para obtener

“(3-h) “(0)
[ Z Zt-h em,t-h ] Z zt—h em+j—h,t-h

(0)
t t P 'A-oj-hul

(0)
Z 22 Z 22 lA-tj-hl
t t
t

para h=1,2, ... ,j (1.86.22)

-1

por (1.6.21) y (1.8.22) [sz] }_lj converge en probabilidad

a una matriz triangular superior no singular. Escribiendo

~ ~n -
E; = (Bl‘('n) ) e ._B_;f:n)) se sigue que

~1
-~ -1 -1 .
= 2 2
8, = {[ § 2 ] g)} [ § zt] Y, (1.6.23)
- _

dicha solucién existe si 17.) existe, en donde !; se obtiene
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a pa.rf.ir de !J al reemplazar WJ = 0:‘”(3)2‘. En otras

palabras, la existencia de la solucién de (1.6.15) sélo depende

¢(J) f

de la existencia de los tim S
Considérese el sistema de ecuaciones (1.6.16). Si
8::)) para { =1,2, ... ,m son finitos y satisfacen estas
L}
ecuaciones, entonces [A3‘| = Op(l), lo cual se sigue de
(1.6.23). Asi pues, dividiendo por Z Zf el sistema
t
(1.6.18) se transforma en
| ]
oo (8 ) I _ -1 - )
P Z(\(-) Py = Op(n } para h = j+1, ... ,m+} (1.6.24)

i=1

shora, de (1.6.23) y (1.6.24) se sigue que st (A} » o,

entonces asintSticamerte la ecuacién normal (1.6.14) tiene una

solucién unica. También se puede observar que ignorando el
termino Op(n_l), las ecuacipnes en (1.6.24) son en realidad
estimaciones de las ecuaciones generalizadas de Yule-Walker
consideradas por Woodward y Gray (1981) (ver seccién 1.4). Asi,

o'y con i=1,2, ... ,m} de ‘las

cualquier solucién {
1(m}

ecuaciones normales (1.6.14), es asintéticamente equivalente a
la soluclén de las ecuaciones generalizadas de Yule-Walker
estimadas. Las ideas antes mencionadas se pueden resumir en el
siguiente resultado
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Lema 1.6.5 Supbngase que {Zt) sigue un modelo

estacionario ARMA. Si lA:n”I # 0, entonces los estimadores de

los parfémetros autorregresivos de un ajuste AR(m) en la
J-ésima 1iteracién, m = 1 y J =z 0, son asintéticamente
equivalentes a la solucién de las ecuaciones generalizadas de
Yule-Walker

m
p = ZQ‘ P, ~ Ppara J*l s hs )J+m
i=

y ademds son unicos.

1.6.4 Consistencia de los parametros autorregresivos
estimados mediante un ajuste AR(m) en su j-ésima
iteracién.

En esta subseccién se consideran las propiedades de
consistencia de los parametros autori-egresivos estimados
medlante un ajuste AR(m) en su J-ésima {teracién; m z 1lyJ=
0. Para procesos estacionarios ARMA los resultados de
consistencia seran establecidos a través de las estimaciones de
las ecuacliones generalizadas de Yule-Walker. Sin embargo,

dicha aproximacién no se cumple en el caso no estacionario.

1) Procesos estacionarios ARMA

Para el caso estacionario se tiene que GP(B) = ¢p(B) en

(1), esto es U(B) = 1. Ahora, Gersch (1870) demuestra que para
un modelo estacionario ARMA(p,q) las soluciones de
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P
P, - Z'ﬁ‘ Py = O- para h = g+1, ... ,q+p (1.6.25)
i=1

proporcionan estimadores consistentes de los parémetros

-1/2
autorregresivos con una tasa de convergencia Op(n ), esto

es

;i =9 + op(n'”z) coni=1, ... ,p

Este résultado. Junto con la condicién IA‘q)l # 0 asegura que

4
las ecuaciones (1.6.25) convergen en probabilidad a las

ecuacliones generalizadas de Yule-Walker

P
L Zd*, P,y =0 para h=gq+l, ... ,qp
i=1

En consecuencia, la consistencia estaria probada si la
soluclén de las ecuaciones de Yule-Walker fuese ftnica. El
siguiente lema d4 condiciones sobre j y m que aseguran dicha
unicidad y, por ende, la consistencia,

Lema 1.6.8 Si (Zt) sigue un modelo ARMA(p,q), entonces

se verifica que

a) IA(")

# 0 =
& i para J z g

b) lgi“’l #0 para m=p
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Demostracién Gersch (1970) demuestra que IA;"I # 0,

por otra parte, se tiene que

[ Pr P " Pype
P P Y N
A;Ju) - iz I - dmpe3
L P Preer ot Pry |
y como
P
Py = Z¢1 Piiim para j & q
i=1
se sigue que
¢1“"1"’52p1-1""+ ¢pp1-p*1 , R “t Bpea
¢1py1"¢2pf"" ¢ppj-p¢2 @u ter ?-;»a
IA‘(,jq-l)l = »
1P -2 0P pepes ot 0P Prep177" Pya

= (-11P-1 3)
0P 1A

ademds como
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Pq Pq_1 Pq_.
@ pq+1 pq pq--ﬂ
A Q9
= ms .
L pq+m pq¢m~1 T pq b

y de

se sigue que

Pq Pa-1 Py
| @ | = ¢1pq+¢2pq-1+ - *¢ppq-p01 pq e pq_.d
Ahvl
¢1pqm-1’¢2pq+m-2* tre '¢ppq+n-p qunﬂ T pq

P
= (q) =
{;Zo¢‘pq"} 1A% con ¢=1 ymzp

luego entonces, la demostracién se sigue directamente de estas
dos udltimas relaciones, puesto que ¢p* Oy

P
azo¢’pq-i B ¢p(B)pq =0

Como una consecuencia inmediata del lema (1.8.8) se tiene
que para un modelo estacionario ARMA(p,q), la solucién de las
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ecuaclones

m
ph-ZJs; =0 ; h=Jgt, ... . Jm

para
iymzp y j=q o

ii)m=p y J>q
también proporcionan estimadores consistentes de los parémetros

autorregresivos. Entonces, usando el resultado (1.6.24) y el

lema (1.6.5), se demuestra facilmente el siguiente teorema.

Teorema 1.6.1 Supéngase que (Zt} sigue un proceso
estacionario ARMA(p,q). Entonces

2
¢J

-1s/2
i (m) )

= ¢, +0/n para 1=1,2, ... ,m

sl
1) m2p y J=q o
i) m=p y Jj>aq.

en donde se entiende que ¢1 = (0 para 1> p.

11) Procesos ARMA no estacionarios

Supdngase ahora que el proceso {Zt} sigue un modelo ARMA
no estacionario, esto es Ud(B)at 1 en (1). Para este caso, se

demuestra en Tiao y Tsay (1983) que los estimadores de MCO de
un aJuste AR{m) con m = d son asint6ticamente estimados

por
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2(0) . £(0) ~(0)
o_ (B) = Ua (B) ¢m‘d (B) (1.6.28)

en donde los polinomios estimados &:O)(B), U;O)(B) Yy ¢:’;(B)

son, respectivamente, los estimadores de MCO de las siguientes

autorregresiones

(0) (0)
= +
z Z Qi(m) zt-l el,t

(0) (0)
= +
z ,Z,U‘ (@ 2ot %a

_ (0) (0)
W = Z¢!(m—d)wt—l+ ft

=1

en donde wt = ¢(B) Zt es un proceso estacionario ARMA(p-d,q)

igual a

¢p—d (B)Zt = eq(B)at

En ese mismo trabajo se demuestra también que

U (B) = U (B) + 0 (aH) (1.6.27)
d d P

Ahora, regresando a la j-ésima regresién iterada (1.6.5)
se tlene el siguiente lema, util para encontrar estimadores

consistentes del factor no estacionario.

Lema 1.6.7 Se verifica que
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“’(B) z u‘°’(8) 4»“’ pare Jz 0

Demostracion La demostracién de este lema se hara por
inducelén sobre j. Supéngase que el lema se cumple para J = h,

esto es
e @) = U'm) ¢™ (B) para m=z=d (1.6.28)
mn d m~-d
entonces, por el lema (1.6.3) se tiene que
(1.86.29)

0(.hﬂ)(B) = (h) (B) + o"(h) a(h) (B)B

en dond .
onde th)

“(h) - m+1(mel)
2(h)
q’m(m)

entonces, por la hipétesisAde induccién (1.6.28) se tiene que

(h) 2 o) ~(h)
(B) = U '(B) ¢ (

(1.6.30)
‘h)(B) 5 U(O)(B) ¢(n)
de donde claramente se sigue que
_ a(m - ¢(h)
. meilmel) m-d+1{m-d+1) (1.6.31)
8(h) ¢(h)
alm) m-d{(m-d)

lo tanto, por (1.6.30) y (1.6.31), (1.6.29) se transforma en
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8‘_""’(3) : ‘°’(B) [¢ LB+ o™ ¢“" (B)B]

(0) (h*l)

(B) ¢ _

lo cual demuestra que éste resultado también se cumple para
J = h+l. Ademas, de (1.6.26) se sigue que el lema también se

cumple para h = 0, con lo cual queda completa la demostracién

Corolario (1.6.2) Se verifica que

6 (B) = UB) + 0 (nY)
d P

Demostracién Se sigue inmediatamente de (1.6.27) pues

' o ‘°’(B) + 0 (n 1
| |

Las implicaciones practicas de este corolaric son muy
importantes, pues se tiene directamente a partir de este
resultado que para un proceso ARMA(p,q) no estacionario, en
cualquier iteracién del ajuste AR(d) se obtiene una estimacién

consistente del factor no estacionario ;Ud(B), con tasa de

convergencia Op(n_l).
Ahora, por el lema (1.6.7) y la relacién (1.6.27), se

(j)

sigue que {B) sera un estimador consistente de & (B) si

y 86lo si ;:f; (B) lo es para ¢m_d(B). Consecuentemente,
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del teorema (1.6.1) se sigue el siguiente resultado.

Teorema 1.6.2 Supéngase que {Zt) sigue un proceso

ARMA(p,q) ya sea estacionario o no estacionario. Entonces

o - -1/2 -
0”_) ¢‘ + Op(n ) para i 1,2, ... ,nm

si

1) m=zp y J=q o
i) m=p y j>q
en donde se entiende que <l>‘ = 0 para {1 > p. También,
-1/2 : -1 .
= 1’
Op(n ) se transforma en Op(n ) si ¢._d(B) me=py

Jzaq

Del resultado anterior es facil observar que el proceso
de regresiones iteradas se puede manejar, tanto con procesos
ARMA estacionarios como con los no estacionarios. Por otra
perte, (ver Quinn (1980) y Tiao y Tsay (1983) ) se sabe que el
comportamiento asintético de la FACM de un proceso no
estacionario, estd determinado por aquellas raices no
estacionarias de ‘alta multiplicidad, lo que hace que las
estimaciones de las ecuaciones generalizadas de Yule-Walker no
slempre proporcionen estimadores consistentes de los parémetros
autorregresivos. De esta forma (ver el lema (1.6.5)) se
observa que la equivalencia asintética que existe entre los
estimadores de 1los paréametros autorregresivos de un ajuste
AR(m) en su J-ésima 1iteracién y las soluciones de las
ecuaclones generalizadas de Yule-Walker estimadas, no se cumple

para procesos no estaclionarios, especificamente en 1los
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sigulentes casos:

i) Cuando ¢(B) y  U(B) en (1), no son iguales a la
identidad, esto es, algunas raices de &(B) estén sobre y

otras fuera del circulo unitario.

ii) Cuando &(B) tiene todas sus raices sobre el circulo

unitario, pero no todas son distintas.

Estos resultados se demuestran en el corolario (2.6) de
Tiao y Tsay (1983).

1.8.5 Funcién de autocorelacién muestral extendida (FAME). -

La conexién que se ha puesto de manifiesto entre el orden
(p,q) de un proceso ARMA y la consistencia de los estimadores
de los parametros autorregresivos, es una herramienta idénea
para la identificaci6n del modelo. Esto se logra mediante la
FAME, que se define de la siguiente manera.

1.- Si p = 0, entonces (Zt} sigue un modelo MA(q) y su FACM

tiene un punto de corte asintético para retrasos mayores que q.
Esto es,

~

Py =% st J>aqa y p=0 (1.6.32) .

en donde el subindice (0) indica que se trata de la FACM usual

¥ J es el retraso.

2.- Si p =1, entonces {ZL) sigue un modelo ARMA(1,q). En
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este caso, si se puede encontrar un estimedor consistente

’1 de ’1’ entonces

sigue asintéticamente un modelo MA(q) y su FACM tendra la
propledad (1.6.32). Sin embargo, para obiener un estimador

consistente de ¢1, el numero de iteraciones necesarias en el

proceso de regresiones iteradas depende del valor de ¢, el cual
en la préctica es desconocido. Lo anterior conduce a tomar las
slguientes consideraciones:

i} Si q = 0, entonces, por el teorema (1.6.2) se tiene

~

L

(3
1) > <l>1 para toda ‘-jto

y en particular la serie transformada {V:oz). en donde

(0) A (0)
W = -
T1,t Zt 01(1) 'Zt-l.

se comporta asintéticamente como un ruido blanco, por lo tanto

(W(O)

' l,t)'=0 para ‘1 >0

en donde (p‘(xt)) es la FACM de X, en el retraso I.
i11) si q = 1, entonces

~(p ]
01(1) > P para Jz 1
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y la serie transformada (wi‘z), en donde

(1) _ 5 _ (1
wx,x =2 4’1(1) 2;-1'
sigue el modelo MA(1)
(0 _ .
wl,t = (1 BlB)at

para n suficientemente grande. Esto implica que

~ )y -
= >
pl(w1 i t) o] para 1 1

ii1) MaAs generalmente, si j z q, entonces

o'

R =
1{1) d>1 para ] a

(q)}

L) en donde
,

Yy la serie transformada {W

(@ _ _ @
w:,z zt <»1(1)20.-1’

sigue un modelo MA(q), por lo tanto

p,(M) =0 para 1>gq

Basados en las ideas anteriores, se define la primer FAME

de { Zt) como

o= p ) (1.6.33)

en donde el subindice (1) denota la primer FAME. Por lo tanto,

es facil observar que
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L}
-

[ =0 para j>q y P

s (1.6.34)
= 0 para j=q y p=1
3.- En general, para cualquier entero no negativo m, se
define la m-ésima FAME de {Zc) como
p( L (1.6.35)

pj(m)

en donde

()> _ (5
Z <b“m) -1

Entonces, si el modelo real es un ARMA(p,q) se tiene que w‘”

slgue asintéticamente un modelo MA(q) para J = g, por lo

tanto
[ = 0 para j>q y m=p
Jm , (1.6.36)
= 0 para j=q y m=p

nétese que para m = O, pJ(o) se reduce a la FACM usual.

A continuacién se dard una demostracién formal del
comportamiento de la FAME dictado por la relacién (1.6.36).
Para esto, primero se demostrard que p(w(")) es

) mt

asint6ticamente equivalente a pJ(Wm t), _en donde

wm L <15m(B) Zi para m = p
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Considérese el modelo ARMA(p,q) de (1). Si Ud(B) * 1,

dicho polinomio se puede factorizar como

]
Ud(B) = HUl(B) (1.8.37)
t=1
en donde
d
! 3
U(B) =1~ U B
1 1= 3(1)
tal que
n
1) Zdis d

1=1

ii) Ul(B) divide a Ul+l(B) para 1 s i s m-1

1ii) Ux(B) =1 - Ul(”B— o= Ud‘(“(B) para 1 = i s m es

un polinomio de raices simples
Dicha factorizacién siempre es posible de modo Gnico. ( Ver las

ecuaciones (3.1) y (3.2) de Tiao y Tsay (1983) para més
detalles). Entonces, definiendo

(1.6.38)

N
[}

Lt UI-I(B)ZI-I,t' para i =2, ... ,m+l

de tal forma que el proceso original (1) puede reescribirse como
p-d

m d
Z z Uv(x) 1,t-v Z¢h w1, t-h T St (1.6.39)
11 v
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en donde e = 6(B)a .
t t

De (1.6.39) se puede demostrar (ver el teorema 3.1 de

Tiao y Tsay 1983) que

-

j-m+1 - =
th1)= Uv(n+ Op(n ) para v =1, ... ,d , Y 1=1, ....m (1.6.4)
en donde U denota el estimador por MCO de U en la
v(1) V(i)
regresién

o

i
zt = Z Z UV(l)Zi,t—V * wt,
i=1 V=i

la cual, por supuesto, es equivalente al ajuste autorregresivo
AR(d). Ademas, de la transformacién (1.6.38), los estimadores
de MCO del ajuste autorregresivo AR(d) sobre {Zt) estan dados

41 R )
1 v;[ k=1 Uk(B)] Ul"(l)B (1.6.41)

Por otro lado, del lema (2.5) y de las ecuaciones (3.7) y (3.8)
de Tiao y Tsay (1983) se sigue que

_ 2n-1-J+2 _
Z Zi't Zj't = Op(n ) para 1,j=1,2, ... ,m

(1.6.42)

Z 21 . Zm+1 e = Op(n""“l) para i =1,2, ... ,m
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Ahora, considérese la j-ésima iteracién del ajuste

autorregresivo AR(p) de 2t para J =2 q. Entonces por el lema

(1.6.7), la transformacién (1.6.38) y la ecuacién (4.7) de Tiao
y Tsay (1983) se tiene que

p-d
S;”(B) U B) - u(e) Z ¢ (1.6.43)

Luego, sea p‘(xt) la FACM de x_en el retraso I. Entonces se

tiene el siguiente resultado.

Lema 1.6.8 Si (Zt) sigue un modelo ARMA(p,q), entonces

“(5)
7y

p (e es asintéticamente equivalente a pl(et). en donde

NI (J) =
e = (B)Z y e = 9(B)at

Demostracién De (1.6.43), (1.6.41) y (1.6.38) se tiene

e(J) (J)

(B)Z

m dl
=z ‘Z Z Yol en ™ Z P Zpar,eon’
121 v=1
sustituyendo (1.6.38) por Zt se tiene

m o a p-d

:-j)_ & Z Z(UV(I) V(i)) Z“(J) h l#l t-h’
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después, de (1.6.42) y (1.6.40) se tiene que

n n

) 22 = 0,(m) v ) ef = 0,(n),

m+l,t

de donde se sigue que

n n

NS NS .
Ze e = z etet_l[l + Op(n

t t-1

-1/2

)]

Por lo tanto el resultado se cumple -

,

Entonces, se sigue de este lema que

px(e:”) = 0 para 1> q

= 0 para 1l =gq

Comparando (1.8.32) con (1.6.38), se puede observar que

la p-ésima FAME de un proceso ARMA(p,q), tiene exactamente las

nismas propiedades de punto de corte asintédtico que la FACM de

un proceso MA. Ademéds, como cada elemento individual de la

FAME es la autocorrelacién muestral de una serie de tlempo

transformada, sus propiedadés muestrales pueden ser obtenidas a

partir de las propiedades asintéticas de la FACM.

1.6.6 El1 problema.de sobreajuste.

Para modelos ARMA(p,q) con p conocida, la propiedad de
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punto de corte asintético de la FAME en (1.6.36) hace de ésta

una herramienta Util en la identificacién del valor de q.

si embargo, estas propiedades dependedn criticamente de las
20

propledades de consistencia de 1los estimadores °1(-) en un

ajuste AR(m) establecidas en el teorema (1.6.2). En la

préctica, los valores de p y g son desconocidos, a continuacién
se estudiara el comportamiento asintético de estos estimadores
Yy los efectos que tendrian sobre la FAME, cuando demasiados
retrasos e iteraciones son usadas. Este problema es conocido

como el problema de sobreajuste.

En lo que sigue de esta seccién, se dirad que el polinomio
estimado

~ P
é‘iJ)(B) ——> G(B)

si todos los coeficientes estimados en 0:‘”

(B) convergen en
probabilidad a los correspondientes coeficientes en G(B), en
donde G(B) es alguin polinomio en B. De la férmula recursiva

del lema (1.6.3) cambiando j por q+i y m=p + h se obtiene

2(q+l) _ alq+i-1) “(1-1) Z(q+i-1)
¢p+h (B) = Qp+h#1 (B) + o Qp’h (B)B (1.6.44)
en donde
_ “(q+i-1)

N +h+1(p+h+l
a-n _ P ‘e )

h S(q+i-1)
p+h(p+h)

(1.6.45)

A continuacién se estudiara el comportamiento asintético de

&::;”(B) para 1 =1 y h=1, suponiendo que {Z} sigue un
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modelo ARMA(p,q). Para motivar esta discusién considérese el

caso I = 1. Entonces, por el teorema (1.6.2) se tiene que

8o (3 > ¢(B) para h =0 (1.6.46)
p+h

y

(q) -1/2 _ .

® pem =0, ) para 1=1, ... ,h;hz1 (1.6.47)

Entonces en (1.6.44) tomando i = 1 y para h 2 1, se tiene que

_ gl - %
N p+h+1(p+h+1) p p+h+i(p+h+l)
20 NG
h 2(q) h (q)

p+h(p+h) p+h{(p+h)

Yy |

~ P

') — > oB) (1 + «!”B) (1.8.48)

pth h

0
en donde oc:l ) es una v.a continua con valores reales y por

lo tanto diferente de cero con probabilidad uno. Por otro

lado, del teorema (1.6.2) o por el hecho de que

~(q)
—_—
pip) q,p
se tiene que para h = 0
N P
06(0) —_—— 50
h
y
“(q+1) P
) (B) ———> &(B) (1.6.48)

P
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La implicacién de los resultados (1.6.48) y (1.6.49) sobre la
FAME es la siguiente: Tomando

- 1
@) @ (g 2
p+h,t p+h t

se tiene que para n suficientemente grande

e(B)at si h=20
faet) o (1.6.50)
p+h,t
(1+ @ ”B) 8(B)a, sl h>0
de donde se observa facilmente que
0 si h=20
p‘w(p‘h) = (1.6.51)

C(h,1) st h>0

en donde C(h,1) es una constante entre -1 y 1, diferente de

cero con probabilidad uno. Comparando (1.6.51) con (1.6.34) se
puede observar que mientras pqﬂ(p) , 1 > 0, posee la
propiedad de punto de corte asintético, similar a la de la FAME

de un modelo MA(q), esta propiedad ya no es cierta para

A

pq+i (p+h) cuando mas de p parametros autorregresivos han sido

incluidos en el ajuste autorregresivo.
Ahora se extiende el resultado (1.6.48) al caso general

I=z1. Primero se define la funcién polinomial H‘(‘”(B) para

iz0 y h=z=1 como:
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(1) _ -1 (1-1) . (1-1)

Hh (B) = HM1 (B) + o Hh (B)B, para i >0 (1.6.52)
v

(0) _

H"(B) =1

1
()(

en donde B)

a:l‘_“ es una v.a continua. Noétese que H

es un polinomio de grado i, y que

(1)
L

H B) =1+ a
h

(1
"

ademds, el Ultimo término de Hh B) es igual a

El siguiente lema presenta de manera formal Ila

generalizacién del resultado (1.6.48).

Lema 1.6.9 Supébngase que {Zt} sigue un modelo

ARMA(p,q). Entonces para iz 1 y h2z i

- P
') — > am) H'Y(B) (1.8.53)
pth h

Demostracién La demostracién de este -lema es por

induccién sobre i. De (1.6.48) se sigue que el resultado es
clerto para i = 1. Supéngase que (1.6.53) se cumple para
10 z 1. Entonces de (1.6.44) se tiene que

' (B) = 81 (B) + ' 29 (B)B (1.6.54)
p+h p+h+1 h p+h
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Luego, por hipétesis de induccién se sigue que

~ P
(q+10) (10)
e (B > &(B) 'V (B)
y (1.6.55)
~ P
2'%*) (B) > o(B) H''o'(B)
p+h h

lo cual implica que para h > i

Q
- P
{q+i ) > 0
p+h{p+h+1)
(1.6.56)
(gq+1 ) >0
p+h+1{p+h+1)

pues, (’:;10) (B) converge a un polinomio de grado p+1°. De

(1.6.47) se sigue que la tasa de convergencia en (1.6.56) es la

misma en ambos casos. Luego, de (1.6.56) se tiene que a;lo)

converge en probabilidad a una v.a a:l‘o), la cual Jjunto con

(1.6.54) y (1.6.55) implican que

-~ P
29" (p) > o(B)H' 10’ (B) + o''o’a(B)n 0’ (B)B
p+h H+1 h ‘ h

®(B)[ H;ig) + a;lo)H;‘o)(B)B]

¢(B)H:l‘o“) para hz 10+1

El comportamiento asintético de <D::;“(B) para h < i
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se resume en el siguiente lema

Lema 1.6.10 Supdngase que (Zt) sigue un modelo

ARMA(P,q). Entonces para hz0 y 1I=0,1,

- p
e V(@) > am)E M (B)
p+h h+1
Demostracién La demostracién de este lema es por

induccién sobre 1. Del lema (1.6.9) se sigue que el resultado

es clerto para I = 0. Ahora, para 1 = 1 se tiene que

~(q+h+l 5 (a+h &P glash
OB By _ Glash) gy | S0 Glash) oy (1.6.57)
p+h p+h+l h p+h
en donde
(q+h)
¢ +h+1(p+he1)
am P
h “(q+h)
p+h{(p+h)

Asi, del lema (1.6.9) se sigue que

~ P
(q+h) (h)
p+h+1(B) —_— Q(B)Hhﬂ.(B)

~

P
Mgy — @(B)H;“’(B)

p+h

por lo que
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q’(q+h) >0
p+h+1(p+h+1}
Yy
- h
(g+h) P se S
h(p+h h
p+h(p+h) P ooy
~ (q+h ~(q+h) ‘
pues, <b;i‘:"i @;‘:; convergen en probabilidad a un

h
polinomio de grado  p+h. Noétese que Qpna(h-w es el

h
i=1

ultimo término del polinomio @(B)H:‘h)(B). Luego entonces, en

(1.8.57) sé tiene que

S P
a(h) >0
h
y
pam gy " amr™(B)
p+h h+1

por lo tanto, el lema se cumple para 1 = 1.

Ahora supbéngase que el lema se cumple para 1 = 1,. ..,10.

Entonces para 1 = lo+l se tiene que

2(q+h+l +1 2 {(q+h+l “(h+l ) S(q+h
el (g) = 9 TP () oM g) 9! W) (B)B (1.6.58)
p+h p+h+l h p+h
en donde
_ ala*hsl )
~(hel ) p+h+1(p+h+1)
o o =

h S(gq+h+l )
p+h{p+h)
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luegd, por hipétesis de induccién se sigue que

- p
tasbelligy > ®(B)H

1
) (1) ()
p+h+l h+l
o
y (1.6.59)
- P
h
o™l 5 emn'™ (B)
p+h h+l
[+]
Asi
- P h+1
iy 8, T e
+h+ +
P p P ooy o
Y
- p h
(q+h+l ) > & n a(h-l))
p+h{p+h) P v=1 h+l

+
h+1-v
-% « Pt !
“(hel ) P Py P, (h)
o o > = - (1.6.60)
h YY) b,
] m «
p h+l
V=1
pues,
1
Pl herow (h)  (h-1) )
m « = R
h+1 h+1 h+l h+l

V=1 ) 0 ) 0
Y

h

h-v h-1
m o y ¢ U {3
h+1 h+1 h+l
v=1 0 ) 0

entonces de. (1.6.59) y (1.6.60) se sigue que



140

alashel +1) (h+1) _(m (h)
Op’h 0 —_ <l>(B)HMl (B) L @(B)Hml (B)B
0 o ]
_ (h+1) _ o(h) (h)
= &(B){ Hh‘] (B) hel Hm1 (B)B]
0 0 0
(h)
B ¢(B)Hh+10+1(8)

en donde la Ultima igualdad se sigue de la sigulente relacién

por lo tanto, el resultado se cumple para 1 = 10+1

h+1) (h)

H( (B) = H (h) H(h)
h+1o

(B) + « (B)B
h+l +1 Bl hel

Los resultados del teorema (1.6.2) y los lemas (1.6.9) y

(1.6.10) se resumen en el siguiente teorema.

Teorema 1.86.3 Supbngase que {Zt} sigue un modelo
ARMA(p, q). Entonces el polinomio estimado en la J-ésima
iteracién ¢I:J)(B) converge en probabilidad a los sligulentes
polinomios

> H'(nf;P)(B)at sl J-q = mp

8 (B) ——> a(®)

(m-p) - _
H(J_q)(B)at si J-q > m-p
Demostracién Es inmediata de los lemas (1.6.9) y

(1.6.10).
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Corolario 1.6.3 Sea

w2 W) 2
m t

m,t
Entonces para n suficientemente grande

H:\f;q)(B)at si 0s j-q = mp
"’”Z = 6(B)

H™P) (B)a si j~q>mpz0
(j-q) t

en donde H:‘” es un polinomio de grado i.

A partir del corolario (1.6.3) es claro que los efectos

de sobreajustar m-p > 0 retrasos autorregresivos en el

polinomio estimado QLJ)(B), en general tienden a incrementar el
orden del ©polinomio de promedios méviles de 1la serie

transformada (Wr(nji}. En donde el nimero de términos.
adicionales estd dado por el min {m-p, J-q}. Asf, de 1la
definicién de la FAME y el corolario (1.6.3), se sigue que para
un modelo ARMA(p,q) la FAME tiene el sigulente comportamiento

asintético

C(m-p, j-q) si 0= j-q = mp
(1.6.61)

A2

J(m) =
0 si J>9>mpz0

pues, si J-q > m-p, entonces Jj > m-p+q, luego min {J-q, m-p}

= m~p, por lo tanto (W sigue un proceso MA(q-p+m), por

m,t

lo tanto
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pj(m) =0 si Jg>mpz0

de manera andloga se demuestra la otra igualdad. Obsérvese que
C(m-p, J-q) es una constante diferente de cero o una v.a

continua acotada entre -1 y 1.

1.6.8 La identificacion de modelos ARMA mediante la FAME.

Las propledades asintéticas de la FAME mostradas en la
relacién (1.6.61), pueden ser utilizadas en la préctica para
identificar modelos ARMA(p,q). Para este propésitc resulta
Gtil arreglar las autocorrelaciones muestrales como se muestra

en la siguiente tabla

TABLA 1.6.1

LA FUNCION DE AUTOCORRELACION MUESTRAL EXTENDIDA

M Ao 1 2 3 .
0 ;1(0) ;2(0) ;3(0) ;4(0)
1 ;l(l) ;2(1) ;3(1) ;4(1)
2 ;1(2) ;2(2) ;3(2) ;3(3)
3 ;1(3) ;2(3) ;3(3) ;4(3)




143

En el primer renglén de esta tabla se localiza la FAC,
mientras que el segundo renglén muestra la primera FAME, el
tercero la segunda FAME y asi sucesivamente. Obsérvese que los
renglones. estan numerados del 0,1,2, ... lo cual indica el
orden AR, de manera similar se numeran las columnas para

indicar el orden de promedios méviles MA.

Para ilustrar el uso de la tabla (1.6.1), supbngase que
el modelo real es un ARMA(p,q). De las propliedades de la FAC

es bien sabido que pJ # 0 para J =z gq+l. Ahora, en (1.6.61)

(0)
se puede observar que

~

i) cuando m = p, LI =0 para Jz q+l

0 para J > q+2

1i) cuando m = p+l, Pyipen)™

y asi sucesivamente.

Para identificar el orden (p,q)] de un modelo ARMA
mediante la FAME se busca en la tabla (1.6.1) el "punto de

corte triangular", es decir el punto (ci.cz) tal que las rectas

m=c vy m-j = c, delimitan un tridngulo de ceros, tal como

el de la tabla (1.6.2), en donde x denota un valor diferente de
cero ¥y 0 es un valor igual a cero. El renglén y columna
coordenadas del vértice de este triangulo, corresponden

precisamente con el orden AR y MA respectivamente
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TABLA 1.8.2

COMPORTAMIENTO ASINTOTICO DE LA FAME EN UN MODELOQ ARMA(p,q)

A;‘".A q-1 q q+l q+2 q+3
p-1 X X X X X
P X 0 0 o} (o}
p+1 X X 0 0 (o}
p+2 X X X 0 (o} ..
p+3 X X X X 0

En la préactica, para muestras finitas, los elementos pj(m)

no seran lguales a cero. Por lo tanto, para detectar el orden

de 'un modelo ARMA se utiliza una tabla "simbélica" similar a

la tabla (1.6.1) en cuyo lugar (m,Jj) se coloca un cero si

-

pm 1 es asintéticamente nulo (al nivel de significacién del

8%4), es decir, si |p | = 2¢ , siendo 0'2 la
. m, j+1 m, j+1 n, J41

varlanza asintética de o . En caso contrario, se coloca,

m, j+1

por ejemplo, una x. A estos efectos, se precisa una estima.cién

de la varlanza asinté6tica de los coeficlentes p Tiao y

», §+1°
Tsay proponen como estimacién a (N-m-J)'I, aproximacién que
resulta de la férmula de Bartlett, bajo la hipétesis de que {

W:.Ji} es ruldo blanco, aunque reconocen que posiblemente sea

una estimacién sesgada a la baja. Este estimador de 0‘: ¢
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queda pendiente de posteriores ﬁnvestigaclones.

El problema que presenta este método es la falta de
unicidad, pues la teoria de la FAME sé6lo determina el
comportamiento asintético para j=2 q y m = p, pero no impide

la existencia de puntos de corte para m < p.

1.7 FUNCION DE AUTOCORRELACION INVERSA Y FUNCION DE
AUTOCORRELACION PARCIAL INVERSA.

Es conveniente recordar que esta seccién se presenta de
manera informativa por la razén de que el método que aqui se
muestra s6lo proporciona ventajas en la determinacién del orden

de un modelo puramente autorregresivo.

Cleveland (1972) y Chatfield (1979) proporcionan
argumentos en favor del uso de la Funcién de Autocorrelacién
Inversa (FACI) en lugar de la FAC propuesta en el método de

Box-Jenkins. El m-ésimo retrasc de la autocovarianza inversa,
denotado por wi(m) se define como el coeficiente de B" en la

funcién generatriz

la cual satisface que FI(B)F(B) = 1, en donde TI(B) es la
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.

funcién generatriz de autocovarianzas. La funcién Fl(B) se

conoce usualmente como la funcién generatriz de autocovarianzas
inversas y

Fl(B)/71(0)

como la funcién  generatriz de autocorrelaciones inversas.

Puede demostrarse que para un proceso ARMA(p,q) como en (1')

-1
Fm < BB (1.7.1)
! e (B)e (B7Y) o°

q q a

Esto implica que el m-ésimo retraso de la autocorrelacién

inversa de un proceso AR(p), es igual a

r p-m
[—¢m+ I ]
J=1p si msp
2
p‘(k) = [1 + lequ ] (1_7.2)
L 0] si m>p

Entonces, en el caso autorregresivo pi(m) tiene un punto

de corte para retrasos mayores que p. Esta propiedad de la
FACI hace que ésta sea una opcién alternativa de la FACP. Sin

embargo, la estimacién de pl(m) no resulta tan facil como la de

la FACP. Un método para estimar la FACI de una serie de
tiempo, es aproximar dicha serie mediante un proceso AR de
orden suficientemente grande para estimar sus parametros usando

las ecuaciones de Yule-Walker (1.2.3) y después, mediante la
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ecuacion (1.7.2), estimar la autocorrelacién inversa. Bhansali
(1980) deriva las propiedades distribuclonales asintéticas de
la autocorrelacién inversa muestral. En particular se ha
demostrado que para un proceso de ruido blanco, 1la FACI
muestral se distribuye asint6Sticamente como wuna normal con

media cero y varianza 1/n. De aqui que la significacién de la

FACI puede ser comparada con los valores 1.96/n'% a un nivel
del 5% .

También se ha presentado (ver Chatfield (1978)) como una
herramienta de especificacién a una funcién conocida como la
Funcién de Autocorrelaci6én Parcial Inversa (FACPI). Dicha

funcién puede ser definida como la FACP del modelo inverso
eq(B)Zt = ¢p(B)at

La FACP! puede ser calculada a partir de las ecuaciones de
Yule-Walker (1.2.4) al reemplazar la autocorrelacién por la
autocorrelacién inversa. El comportamiento de la FACPl es
similar al de la FAC, sin embgrgo, su uso es limitado debido a

los problemas que presenta su estimacién.

Para un estudio mas completo de este método se
recomiendan los articules de Bhansali (1980, 1983a).
En Bhansali (1983a) los estimadores de los parémetros
autorregresivos de la FACI son utilizados para estimar el orden
de un proceso MA mediante un criterio similar al Criterio del
error final de prediccién propuesto por Bhansall y Dowhum
(1877) (ver capitulo 3). También, en este trabajo se deriva la
distribucién asintética de dichos estimadores, Abraham ¥y
Ledolter (1984), en este articulo se investiga la utilidad de
la FACI como herramienta para la especificacién del orden de un

modelo de series de tiempo. También, se presentan algunos
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ejemplos de simulacién para procesos autorregresivos, 'los
cuales indican que la FACI es menos eficiente que la FACP.
Mientras que Hipel, MclLeod y Lemox (1977) dan ejemplos del uso

de la FACI en la identificacién de modelos de series de tiempo.
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CAPITULO 2

METODOS BASADOS EN LA TEORIA DE PRUEBAS DE HIPOTESIS
ESTADISTICAS

2.1 MODELAJE ARMA(n,n-1) DE PANDIT-WU

Esta metodologia se basa en el hecho de que, si se
observara en tiempo discreto un proceso AR(p) que originalmente
es un proceso en tiempo continuo, el proceso observado seria un
ARMA(p,p-1).

Pandit (1973) y Pandit-Wu (1984) a través de un estudlo
de dinamica de sistemas fisicos, sugieren el sigulente
procedimiento para modelar series de tiempo:.

1) Como toda serie estacionaria puede ser representada por
un proceso AR(w), se pueden obtener estimaciones por minimos
cuadrados condicionados o por maxima verosimilitud para los
modelos ARMA(2n,2n-1).

i1) Para»cada estimacién de un nuevo modelo se calcula el

cociente

F(4,N-4n+4) (2.1.1)

en donde N es el numero de observaciones, A1 es la suma de
cuadrados de los residuales del modelo ARMA(2n,2n-1) y Ao es la

suma de cuadrados de los residuales del modelo ARMA{2n+2,2n+1).
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S1 el valor de F obtenido mediante este cociente, excede
el valor de la distribuci6én F(4,N-4n-4) leido en tablas para un
nivel de significacién « ; entonces se obtiene una disminucién
significativa en la suma de cuadrados residuales al pasar del
modelo ARMA(2n,2n-1) al ARMA(2n+2,2n+1), por lo que debe de
tomarse como modelo més adecuado al ARMA(2n+2,2n+1). En caso
contrario, esto es, si el valor de F calculada es menor que el
valor de F leido en tablas, el modelo mas adecuado sers el
ARMA(2n, 2n-1).

iii) Una vez que se ha tomado la decisién de parar en un
modelo ARMA(2n,2n-1), el criterio F puede ser usado para probar
otros modelos no probados antes de esta etapa, como por ejemplo
los modelos ARMA(2n-1,2n-2) y ARMA(2n-1,m) con m < 2n-1. Para
llevar a cabo estas pruebas puede hacerse uso de los intervalos
de confilanza de los parametros. como guia. Si los paréametros

¢,y 8

on son pequefios y sus intervalos de confianza

2n-1
contienen al cero, se ajusta el modelo de orden impar
ARMA(2n~-1,2n-2) y se vuelve a aplicar el criterio F a este
modelo para determinar si es el m&s adecuado; de la misma forma
se puede verificar si un modelo con un niGmero menor de

parametros de promedios méviles es el mas adecuado.

Nétese que el criterio F esta justificado s6lo cuando uno
de los dos modelos el ARMA(2n,2n-1) 6 el ARMA(2n+2,2n+1) es el
adecuado. Por ejemplo, supéngase que el modelo ARMA(6,5) es el
mnés adecuado para describir el comportamiento de una serie de
tiempo, entonces el uso del criterio F estA estrictamente
Justificado para probar los modelos ARMA(4,3) contra el
ARMA(6,5) y el ARMA(6,5) contra el ARMA(8,7), pero no esta
Justificado para probar el modelo ARMA(2,1) contra el ARMA(4,3)

ya que ambos modelos son inadecuados. En un caso como
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este Ultimo, la reduccién de la suma de cuadrados residuales es
frecuentemente tan grande que se dudaria del criterio F, por lo
que se recomienda no parar el procedimiento. Como una medida
de precauci6n, la decisién de parar el procedimiento en un
determinado modelo debe tomarse después de que las
autocorrelaciones de 1los residuales sean lo suficientemente
pequefias, por ejemplo, que se encuentren dentro de una banda de

t 2/(N)'3,

Obsérvese que el criterio F empleado para determinar el
orden de un modelo ARMA(2n,2n-1), es andlogo al caso de un
problema de regresién lineal con r parémetros, en el que se
desea probar sl & de estos son estadisticamente iguales a

cero a través del criterio

~ F(a,N-r)

en donde F(o,N-r) denota la distribuciéh F con & y N-r grados
de libertad y Ao’ A1 se definen igual que en (2.1.1). Por lo
que en (2.1.1) se tiene que:

r=(2n+2) + (2n+1) +1 =4n +4 y

o = (4n+4) - [4(n-1) + 4] = 4,

2.2 CRITERIO DE INFORMACION DE AKAIKE (AIC).

El bien conocido concepto de informacién de Fisher ge ha

convertido a través del principio de maxima verosimilitud y de
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estadisticas auxiliares, en la base de algunos métodos para
determinar el orden de un modelo de seriesvde tiempo. Esto
mismo no se puede decir de otros conceptos de informacién que
tienen una fuerte correspondencia con 1la interpretacién
probabilistica de la entropia termodinamica. El uso del
concepto de entropia es relativamente nuevo en el &rea del
andllislis de series de tiempo; antes de entrar en detalle en
dicho concepto se tratard la relacién estadistica que guardan n

observaciones independientes de una variable aleatoria Y.

Supéngase que Y es una variable aleatoria absolutamente
continua caracterizada por la funcién de densidad de
probabilidad f(Y[B), la cual esta determinada por el vector de

parametros EE(Bl,Bz, ....Bk)' . B e R Supéngase ademds que
_* -
existe un vector de valores teéricos B de B y den6btese la
.
densidad teérica f(Y) por f(Y|R ). La bondad de ajuste de

- -
f(Y|B ) con respecto a f(Y{B) puede ser medida a través de la
entropia definida por:

- * - . I .
BB ,B)=If(YIB )log f(YIB)dy-ff‘(YIB Jlog £(YIE )d, (2.2.1)
R R

(ver Akaike, 1978b, para una justificacién formal), en donde el
primer término de (2.2.1) determina la bondad de ajuste de

—_ _*
f(YIB) con respecto.a f(YIf ), mientras que el segundo término

_ *
es una constante para f(Y|B ) dada.

En vez de maximizar el criterio de entropia (2.2.1), el

siguiente criterio de informacién puede ser minimizado;



153

(3 ',B')=—B(E '.B)=J'(1og £{YIB ')-1og FIYIB)E(YIB *)a g (222
R

Esta dltima expresién es conocida como la medida de informacién
de Kullback-Leibler (ver Kullback, 1959), dicha medida es mayor

que cero a menos que f(Y[B ‘) = £(YIB).

_* -
Si se supone que B es suficientemente cercano a B se

puede derivar una regla de decisién a partir de (2.2.2), para
— — -
esto sea B8 = B + AB, en donde A(B) = (AB1’A82’ v ,ABk)' es

. _
un vector de orden k x 1 con norma "pequefia", entonces I(8 ,B)

tiene la sigulente expansién en serie de Taylor

B .8 s H—{(AE)1 2 log FIYIB) - 15 [ Jod, oo,
{ aB
R i

2 L *
8%log f(YIB )
*

& s }f((le*)dY
8B, 08

.
si f(YIB ) es una funcién regular, el primer término del lado
..
derecho de esta relacién se anula, por lo que I(B ,B + AB)=
1/2||5||f, en donde ||,3||f = AB’I(F )AB, I es la matriz de

informacién de Fisher, y ll.llf es la norma Euclideana.

Ahora, restrinjase B a un subespacio 6‘ de dimensién S
con S = 1,2, ... ,K-1, mientras que el vector de parémetros

-
téoricos B esta en un subespacio de dimensién K, con K > S,
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= _=
Denétese por B' la proyeccién de B sobre 8. en el sentido de

la norma ll.llf, se puede demostrar que
BB B-F 1%+ 118-F 112 (2.2.3)
= - + - .2,
2B B)= 11B- B 115 + 118~ B 11}
— _*
en donde Bse e‘ Yy es cercano a Bs.
Reemplazando B; en (2.2.3) por el vector de variables
aleatorias B‘, que es la restriccién del estimador de mAxima

—* - -~
verosimilitud de § en @_y por el hecho de que nIIB‘- B.Ilf se

distribuye asintéticamente como una xz con s grados de

libertad, se puede obtener que para n grande {(ver Huber, 1987)

% A i _* o
2E B .81 = |IB_ - B |l +S/m (2.2.4)

La ecuacién (2.2.4) produce una extensién en la medida tal que

.
B' se desvia del vector de parametros teéricos B ; esta
ecuacién implica que la desviacidén esperada de B' con respecto

. :
a B tlene dos componentes, una de estas representa el error

cometido al seleccionar un espacio de parametros aproximados
P
para B- y la otra es el error debido a la estimacién del vector

de parametros especificado.

En la préactica, para muestras finitas es imposible
minimizar directamente la ecuacién (2.2.4), ya que el primer
término de ésta es desconocido y necesita ser estimado. Akaike
(1973) demuestra que bajo clertas condicliones de regularidad,

el coclente de verosimilitud estadistica:
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n

LR(Y) = - 2 ng [f(yilés)/ f(yilﬁ)]
1=1 '

en donde B es un estimador de méxima verosimilitud de B, se
distribuye como una variable xz no centrada con K-S grados de

* s
libertad y pardmetro de no centralidad llBs- B ll? , tal que
n {LR(Y+25-K)} (2.2.5)

es un estimador insesgado de (2.2.4). En la practica (2.2.5)
puede ser simplificada eliminando términos comunes de todos

los modelos ya que sélo se estd interesado en la eleccién de

un minimo. Por lo tanto, s6lo se necesita minimizar 1la
relacién

-2Ln (Y;Bs) + 2s (2.2.8)
sobre s = 1,2, ... , k-1. Este procedimiento es conocido como

el Criterio de Informacién de Akaike (AIC), en donde el primer
término de (2.2.8) proporciona la penalizacién de un mal
ajuste, mientras que el segundo término de esta relacién
proporciona la penalizacién por seleccionar un orden alto del

modelo y la no confiabilidad de éste.

Akaike (1973, 1974) fué el primero en reconocer la
importancia de la entropia para determinar el orden de un
modelo ARMA(p,q). Cuando una serie de tiempo es generada por
un proceso ARMA(p,q) normalmente distribuido, el valor maximo
aproximado del log de la funcién de verosimilitud Ln es igual

a:
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~

Ln = - 1/2 n log cf- 172 n (2.2.7)

ver Box y Jenkins (1976, cap 5). Ignorando el segundo término
de la ecuacién (2.2.7), que es independiente de los parametros
y del orden (p,q) del proceso, se obtiene la sigulente
expresién equivalente para (2.2.6):

AIC(p,q) = n log fr: -12n (2.2.8)

El procedimiento de Akaike sugiere la eleccién del orden (p,q)
como aquél para el cual AIC(p,q) alcanza su minimo, con
p,q = 0,1,2, ... ,L, en donde L es el limite superior
previamente asignado, el cual no necesariamente tiene que ser

igual a p o q.

Una razén por la cual algunos autores no consideran el
criterio AIC para determinar el orden de un modelo para series
de tiempo, es por el hecho de que la estimacién mediante dicho
criterio no es consistente y porque asintéticamente sobreestima
el orden teérico del modelo. Shibata (1876} demuestra este
resultado para los modelos AR(p), dicho resultado también se

cumple para el criterio del EFP (ver capitulo 3).

Por supuesto, la inconsistencia del criterio AIC para los
modelos AR implica inconsistencia en los modelos ARMA. Sin
embargo, las demostraciones de estos dos casos son muy

»* »*
diferentes. Si (p,q) es el orden teérico del modelo

-

*
ARMA(p,q) y p< P, g < Q, en donde P y Q son los valores

maximos considerados entonces bajo condiciones muy generales,
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-

Ln = - 1/2 n log cf— 1/2 n (2.2.7

ver Box y Jenkins (1976, cap 5). Ignorando el segundo término
de la ecuacién (2.2.7), que es independiente de los parametros
y del orden (p,q) del proceso, se obtiene la siguiente

expresion equivalente para (2.2.6):

AIC(p,q) = n log Ef -12n (2.2.8)

El procedimiento de Akaike sugiere la eleccién del orden (p,q)
como aquél para el cual AIC(p,q) alcanza su minimo, con
p,q = 0,1,2, ... ,L, en donde L es el limite superior
previamente asignado, el cual no necesariamente tiene que ser

igual a p o q.

Una razén por la cual algunos autores no consideran el
criterio AIC para determinar el orden de un modelo para series
de tlempo, es por el hecho de que la estimacién mediante dicho
criterio no es consistente y porque asintéticamente sobreestima
el orden teb6rico del modelo. Shibata (1976) demuestra este
resultado para los modelos AR(p), dicho resultado también se

cumple para el criterio del EFP (ver capitulo 3).

Por supuesto, la inconsistencia del criterio AIC para los
modelos AR implica inconsistencia en los modelos ARMA. Sin
embargo, las demostraciones de estos dos casos son nmuy

* *
diferentes. Si (p,q) es el orden teérico del modelo

*

¢
ARMA(p,q) ¥y p< P, g < Q, en donde P y Q son los valores

maximos considerados entonces bajo condiciones muy generales,
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Hannan (1982b, teorema 2) demuestra que el orden obtenido
mediante el criterio AIC seguramente es sobreestimado. Hannan
(1982b, pag 462) también demuestra este resultado para el caso
de modelos multivariados ARMA(p,q).

Akaike = (1978b), Jones(1974) y Tong(1977), presentan
algunas aplicaciones del criterio AIC para determinar el orden
de un modelo AR, mientras que Kitagawa (1977) y Ozekl (1977)
presentan aplicaciones del criterio AIC para determinar el
orden de un modelo ARMA. Neftci (1982) aplica el criterio AIC
para especificar el orden del modelo de algunas series de
tiempo econémicas, por ultimo Kitagawa(1981), Kitagawa y Akaike
(1978) y Kozin y Nakajima (1980) presentan una discusién sobre
el uso del criterio AIC para modelar series de tiempo no

estacionarias.

2.3 METODOS BAYESIANOS.

Entre los métodos para determinar el orden de un modelo
ARMA(p,q) que se han presentado hasta el momento, no figuran
los métodos Bayesianos. Dichos métodos a diferencla de los
anteriores, hacen uso del conocimiento a priori acerca de los
parametros del modelo, este conocimiento se presentan en forma
de una funcién de densidad de probabilidad. Primerose
formulardn muy brevemente los métodos Bayesianos Junto con sus
alcances generales y después se presentaran algunos de estos
métodos para determinar el orden de un modelo ARMA(p,q).

Considérese una muestra aleatoria de tamafio n deuna

variable aleatoria continua Y = (yl,yz, ca ,yh)' y supéngase
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que se tienen dos posibles modelos que proporclonan una
representacion estacionaria para este conjunto de datos. Mas
aun, supdngase que estos modelos estan caracterizados por las

hipétesis H1 Yy Hz, que a su vez estan representadas por la
funcién de densidad de probabilidad f(YIEi), en donde El , 1=
1,2 es un vector de parametros independientes y desconocldos,
con El € Rx . En el contexto Bayesiano la eleccién entre H1 y

Hz puede hacerse usando la razén a posteriori.

P(HllY) ~ P(Hl)P(YlHl)

sz = (2.3.1)
P(H,1Y)  P(HP(YIH))

en donde P(Hl) denota la probabilidad de que Hl sea verdadersa;

ver por ejemplo, Zellner (1971, cap 10).

Nétese que K12 es igual al cociente a priori multiplicado

por el cociente del promedio de las verosimilitudes, en donde
los promedios se obtienen usando las probabilidades a priori de
los parametros. Evidentemente, éste procedimiento para
contrastar hipdtesis difiere del procedimiento conocido como
cociente de verosimilitudes, en donde para contrastar entre las

hipétesis H1 y H2 se usan estimadores de méxima verosimilitud,

como sl estos fueran los valores teéricos de los parametros
desconocidos. La razén a posteriori es una medida de la

tendencia a creer en las hipétesis H1 y H2 dada una evidencia

muestral. Para elegir un modelo con la probabilidad

a posteriori mas alta, se minimiza la pérdida esperada asociada
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con el rechazo de una de las dos hipétesis. Esto es, si

K12 > 1 se elige H1 y si I(12< 1 se elige Hz' Cuando K12= 1, no

se puede concluir nada en términos de la pérdida esperada.
Obsérvese que estos resultados son 6ptimos sélo en el caso en

que los modelos tengan funciones de pérdida simétricas.

De lo expuesto anteriormente es claro que dada una
funcién de pérdida simétrica, el modelo que debe ser elegido es
aquel que tenga la probabilidada a posteriori P(H’IY) més alta,

de tal forma que P(HX)P(H‘IY) sea maxima. Desafortunadamente,

en la practica resulta dificil especificar completamente la
probabilidad a priori de que dado un modelo éste sea el

verdadero. En algunos casos P(Hx) debe ser reemplazada por

alguna probabilidad de que un modelo sea el mas adecuado. En
el Gltimo de los casos y sin entrar en problemas de
interpretacién, el concepto de probabilidad a priori, vaga 6
difusa, puede ser empleado para evitar el problema de la
determinacién de la probabilidad a priori. La dificultad con
estos conceptos puede ser evitada siguiendo la sugerencia de
Jeffreys (1961, pag 117) de tomar probabilidades a priori P(Hl)

iguales para cada modelo. Por lo tanto, el modelo que se debe

elegir es aquél que tenga la probabilidad P(YIH‘) mis grande.

Mediante un teorema de Jeffreys (1861, pag 139), citado
por Zellner (1971, pag 31-33), Chow (1981) demuestra que -con
una informacién minima a priori de los datos, el log P(YIHI)

evaluado en 8 esta dado por

log P(YIH{)= Ln(Y;Bi)— 1/2 kilog n - 1/2 log det I(B‘)"'
(2.3.1)

172 K, log(2n)+log fu (B)+ op(n"’z)
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en donde Ln denota la funcién de verosimilitud, fﬂl(ﬁ) es la
densidad 2 priori cuando el modelo H‘ es verdadero, B es el
estimador de méxima verosimilitud de B1 Yy I(Ba) es la matriz de

informacién evaluada en Bl= Bf

2.3.1 EL CRITERIO S

Desafortunadamente la  ecuacién  (2.3.1) presenta
problemas muy dificiles, por ejemplo la eleccién de la densidad
£, (B) para cada modelo H . Schwarz (1978) ha superado este

problema reteniendo solamente los dos primeros términos del
lado derecho de (2.3.1). Para muestras grandes Schwarz (1978)

propone como eleccién del modelo aquél para el cual:
S = Ln(Y,B‘)- 172 kxlog n (2.3.2)

es un maximo. ‘

Un analisis critico del criterio S es presentado por
Akaike (1981), en dicho analisis Akaike argumenta que el uso de
{(2.3.2) sbélo es posible cuando se cuenta con una funcién de

densidad a priori fH‘(B) claramente definida. Esta en realidad

seria una situacién en donde la aplicacidén de los resultados de
la inferencia Bayesiana pueden ser usados para resolver el
problema de seleccionar el orden de un modelo ARMA(p,q).
Dependiendo de la naturaleza de las probabilidades a priori,
Chow (1981) demuestra que el criterio de Schwarz no

necesariamente es una buena aproximacién del logaritmo de la
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probabilidad a posteriori para muestras de tamafio finito. En
un estudio en donde se comparan los criterios AIC y S, Stone
(1979) también cuestiona la validez de este ultimo
procedimiento para valores finitos de n. Stone considera que
el trabajo de Schwarz debe entenderse como un caso especial de
un primer esfuerzo sobre 1la discriminacién de modelos

presentado por Jeffreys (1967).

Para seleccionar el modelo mas apropiado en un conjunto
de modelos ARMA(p,q} con p,q = 0,1,2, ... ,L , la ecuacién

(2.3.2) es asintéticamente equivalente a minimizar la funcién

S(p,q)=nlog;:+(p+q)logn (2.3.3)

sobre todos los valores de p y q.

Varias formas similares al criterio S han aparecido en la
literatura, por ejemplo: Atkinson (1980,1981) suglere una

particién Y1 de n, observaciones de un total de n observacliones
Y = (Yl.Yz) para obtener la densidad a priori f"l(§|Y1) para i
= 1,2. Para la muestra inicial Yl, denétese por él(Yl) la suma
de cuadrados residuales del i-ésimo modelo y";or gl(Y) la del
complemento de la muestra. Ahora el modelo especificado por
f";‘E'Yx) y por f(YIEX) satisface la siguiente probabilidad a

posteriori

log P(H 1Y) « 1/2 ";zél”l)' S,(V)} - 1/2 Kk log(n/n )+C  (2.3.4)

en donde se supone que todos los modelos son igualmente
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probables después de la muestra inicial de las observaciones, C
es una constante y o denota la proporcionalidad. Si of es
desconocida se puede usar un estimador de méxima verosimilitud

de cf para el i-ésimo modelo.

Atkinson sugiere que el modelo a elegir es aquél para el
cudl (2.3.4) alcanza un minimo. Para muestras suficlentemente

grandes los efectos de la muestra inicial de n, observaciones

son insignificantes por lo que (2.3.4) se reduce a
-2 log P(H [Y) « S (Y)/6° + k log n (2.3.5)

Nétese que el criterio (2.3.4) puede ser visto como un caso

especial del criterio de Schwarz (2.3.3).

2.3.2 EL CRITERIO BIC.

Minimisando la entropia negativa de 1la distribucién
especificada por la verosimilitud con respecto a la densidad a
priori de B, Akaike (1977,1978a,1979) determina un minimo para

el valor de la funcién de pérdida esperada

E 1 [log £(YIB3)]

Este valor minimo alcanzable es conocido como el Criterio de

Informacién Bayesiana (BIC) y toma la forma:

BIC=(n-k,)log (él(Y)/(n—ki))+1/2 log {(ne® - éi(Y)/k‘} (2.3.86)
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en donde cﬁ es un estimador de la varianza muestral. Akaike

(1977) pone de manifiesto que el uso del método de maxima
entropia evita un mal ajuste de la probabilidad a priori de los

datos bajo observacién.

Se puede demostrar que para los modelos ARMA(p,q) la

relacién (2.3.6) se transforma en:

BIC(p,q)= n log ;:—(n—p—q)log(l-(p+q)/n)+(p+q)log n

N N (2.3.7)
+ (p-Nx)log((pn*q)-1 (oj /@i -1)}

en donde al igual que antes cf representa el estimador de
méxima verosimilitud de cj. El conjunto de valores {p,q} con

p, 9 =0,1,2, ... ,L que produce el minimo valor para el BIC es
elegido como el orden del modelo ARMA.

Cuando n >> (p+q), se puede usar la aproximacién

-(n-p-q)log {1-(p+q)/n} = (p+q) para encontrar una relacién
entre los criterios BIC y AIC de la siguiente forma:

BIC = AIC(p,q)+(p+q)(log n—1)+(p+q)log((p+q)_l(;§ /;'f - 1)

# AIC(p,q)+(p+q)(log Fq*p’n- 1) (2.3.8)
en donde F = n(oz— 62)/((p+q)¢2)). De (2.3.8) se puede
p+q,n y a a
observar que la penalizacién del criterio BIC en la

sobreparametrizacién, es mayor que la del criterio AIC sélo si

F;'qn > e. Por otra parte, si el modelo tedérico es un ruido
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blanco o si tanto el tamafio de la muestra y los parémetros AR y

MA son pequefios, entonces Fp+q . es pequefio, en este caso la

penalizacién del criterio AIC en la sobreparametrizacién es

mayor que la del criterio BIC.

Rissanen (1978) sugiere obtener el orden de un modelo

ARMA(p, q) minimizando la funcién
» ~
BIC (p,q) = log c"§+(p+q)(log n/n; p.g= 0,1, ..., L  (2.3.9)

Nétese que (2.3.9) es esencialmente igual al criterio de

Schwaarz. La principal diferencia de la aproximacién entre los

»*
criterios BIC y S es que la derivacién de (2.3.9) no necesita
la hipétesis Bayesiana de que los parametros son obtenidos a

partir de experimentos aleatorios con distribuciones similares.

Rissanen (1980) demuestra que el criterio BIC. proporciona
estimadores consistentes del orden de un modelo AR(p). Este
resultado fue extendido por Hannan (1980) y Hannan y Rissanen
(1982) a modelos ARMA.
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CAPITULO 3

METODOS BASADOS EN EL ERROR DE PREDICCION UN PASO HACIA
ADELANTE.

3.1 CRITERIO DEL ERROR FINAL DE PREDICION.

Akaike (1860, 1970a) propuso un método que permite elegir
el orden p de una autorregresién de modo que el cuadrado del
valor esperado del error final de prediccion sea minimo,
considerando los errores debidos a las inexactitudes cuando un
orden pequefio es seleccionado y 1los errores debidos al
incremento de la varianza residual (causados por un
decrecimiento del numero de grados de libertad) cuando se

selecciona un orden grande.

Considérese una serie de tiempo estacionaria generada por
un proceso AR(p), en donde p es finito y acotado por algin
entero L. Si se supone que los parametros de este proceso son
conocidos, el pronéstico con error cuadratico medié minimo de
la observacién Zn+1. a partir del tiempo t = n (un paso hacia

adelante) es

zZ(1) =¢2z + ... +82 (3.1.1)

asi que el error de prediccién un paso hacfa adelante

Zn+x— Zn(l), tiene error cuadratico medio igual a

5 2, _ 2
E [(Zn+1— Zn(l)) ] = o s

ver Box-Jenkins (1976, seccién 5.1.
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Cuando los parémetros ¢"s son remplazados por sus
estimaciones de MCO y cuando n es grande, el error cuadréatico
medio de la estimacién del error de prediccién un paso hacia
adelante es aproximadamente igual a

Elz, - Enm)z] =% (1+p/m) (3.1.2)

1

ver Yamamoto (1976). Un estimador insesgado de a‘i esta dado

por
“2
n o /(n~p}

De tal forma que sustituyendo dicho estimador en (3.1.2) Akaike
(1970a) le llama estadistica del error final de prediccién
(EFP) y se define como

EFP(p) = o° (n+p)/(n-p) (3.1.3)

El orden para un proceso AR se elige entonces calculando el
EFP(p) para p = 0, 1, ... ,L y tomando como el valor de p
aquel en el cual el EFP alcanza su valor minimo. Nétese que en
este método no existen elementos subjetivos en la definicién
del EFP(p), excepto para la determinacién del limite superior L
¥y la eleccién del criterio de predliccién un paso hacla
adelante. En la préactica, cuando el proceso es puramente AR,
usualmente se fija el valor de L suficientemente grande, de
tal forma que se asegure que éste excede el orden real del

proceso.

Generalmente, si el orden del ajuste se incrementa, 0‘:
tiende a decrecer a un nivel cercano al valor teérico o'i.

mientras que el factor extra del lado derecho de (3.1.3)
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penaliza un incremento de p elevando el valor del EFP. Al
buscar el minimo del EFP, se selecciona un valor de p que
balancee el riesgo entre ambos términos de manera 6ptima. Debe
notarse sin embargo, que cuando n >> p, el término (n+p)/n-p
es apenas afectado por un cambio en p, lo cual hace que en
general resulte dificil elegir el orden correcto del modelo con

un alto grado de consistencia (Gresch y Sherpe; 1972).

Las propiedades del EFP para seleccicnar el orden de un
modelo AR fugron estudiadas mediante simulaciones por Bhansall
(1973) quien concluyé que el EFP tiende a sobreestimar el
orden teérico de los procesos generados por un proceso AR de
aproximadamente 50 retrasos. Jones (1975) revisa los
resultados de Bhansali y encuentra que éste utilizé una
definicién incorrecta del EFP, Akaike (1974) tamblén hace

algunos comentarios acerca del trabajo de Bhansali.

Akaike (1971) extiende el método del EFP para determinar
el orden de un proceso AR multivariado. Séderstrdm (1977)
demuestra que (3.1.3) puede ser usada independientemente de la
estructura del modelo. Asi, reemplazando p en (3.1.3) por el
nimero de pardmetros estimados, dicha relacién puede ser
aplicada a todos los modelos de series de tiempo, incluso a los
modelos mixtos ARMA. Una generalizacién del método del EFP es
obtenida por Bhansali y Downham (1977), quienes sugieren que la
eleccién del orden de un modelo de series de tiempo puede

basarse en el minimo de la funcién

EFP4(p) = a': (1 +&pm) paraps=0,1, ... ,L (3.1.4)

en donde & es una constante positiva.
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Se observa que cuando & > 2, se da un incremento en la
penalizacién de la sobreparametrizacién. En las simulaclones
de Bhansali y Downham (1977) se consideran valores de 3 entre 1
¥ 4. Sus resultados muestran que, si n es muy grande (n = 300)
el modelo tedrico es ajustado mas frecuentemente para & >2 que
para 8 =2, pero, si n es pequefio (n = 50) este puede no
necesarlamente ser el caso. Sin embargo, resultados de
simulaciones realizadas por Akaike (1979), indican que varios
casos de sobreestimacién del orden teérico pueden esperarse
para modelos de orden grande, cuando 8 > 2. Este resultado es
confirmado por Atkinson (1980), quien afirma que sobre las
bases del error cuadratico medio de prediccién, la eleccién de
8 = 2 debe de ser adoptada en (3.1.4).

Para mayor Iinformacién acerca del método del EFP, se
tienen los siguientes articulos Akaike (1970b), Bhansall (1978)
y McClave (1975,1978). Un criterio similar al método del EFPa,
ha sido desarrollade por Bhansali (1983b) para determinar el
orden de un modelo MA. Por otro lado aplicaciones del método

del EFP pueden consultarse en Caines, Keny y Sethi (1981).

3.2 CRITERIO DE VALIDACION CRUZADA.

De la presentacién del método anterior, aparentemente la
habilidad de poder predecir un paso hacia adelante valores de
{Zc}' es medida con los mismos datos usados para estimar los
parametros del modelo. Para eliminar algunas de estas

situaciones irreales, varios autores han propuesto y defendido
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algunos métodos basados en el criterio de validacién cruzada.
Aunque estos métodos originalmente fueron obtenidos dentro del
contexto de modelos de regresién lineal, pueden ser utilizados
para seleccionar el orden de un modelo puramente autorregresivo
AR.

El criterio de validacién cruzada se construye de la
sigulente manera: Dada la especificacién particular de un
modelo, dentro de la clase de modelos AR(p) con p = 0,1, ...,L,
el modelo es estimado n veces, cada vez se elimina una
observacién de la muestra y se pronostica (en el sentido del
error cuadratico medio minimo) esta observacién. Nétese que el
criteric de validacién cruzada esta basado en la suma de

cuadrados de los errores de prediccién que se muestra a

continuacién
n
DERCEE NS (3.2.1)
(TS DI T 1 ¢ § M
t=1
en donde wt(” es alguna funcién de peso fija y Zu“ es la

prediccién de la t-ésima observacién de la autorregresién
formada por todas las observaciones, excluyendo la i-ésima
observacién. El orden apropiado del modelo se encuentra al
minimizar la relacién (3.2.1) para p = 0,1, ... ,L. Obsérvese
que, en contraste con el criterio del EFP, este criterio

elimina a la observacién en la prediccién de ella misma.

Al usar diferentes funciones de peso "tu)'

se producen
diferentes métodos para determinar el orden de un modelo.
Allen (1971) propone un método llamado la Prediccién de Suma de
Cuadrados (PSC), en el cual se le da el mismo peso a cada

observacién que se elimina. El criterio de la PSC fue aplicado
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por Bessler y Binkley (1980) para determinar el orden de
algunas series de tiempo econémicas de los Estados Unidos.
Estos autores también comparan 1los modelos AR obtenidos
mediante este criterio con los obtenidos con el criterio del
EFP. Dichas comparaciénes sugieren que el criterio del EFP
tiende a sobreestimar el orden de los modelos autorregresivos
encontrados mediante la aplicacién del criterio de la PSC.
Hjorth y Holmgvist (1981) aplican el criterio de la PSC, para
construir modelos AR multivariados en datos meteorolégicos.
Otras funciones de peso se pueden consultar en Schmidt (1974),
Stone (1975) y Hjorth (1982).

3.3 CRITERIO PARA UNA FUNCION DE AUTOCORRELACION TRANSFERIDA.

Otro método para determinar el orden de un modelo AR, fue
propuesto por Parzen (1874,1977), dicho método esta basado en
la teoria de aproximacién espectral. Parzen (1974) supone que
la serie de tiempo observada es generada por un proceso AR de
orden infinito, descrito por

¢w(B)Zt =a con var(a‘) = oi ,

Y que este proceso puede ser aproximado por un proceso AR de

orden finito, AR(p) con varianza igual a af(p). BasAndose en

la funcién de densidad espectral de la serie de tiempo

observada, Parzen (1974) propone el siguiente criterio de
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distancia entre dos procesos AR

T
J = (2n)-1J (8, (™) - ¢ (e"N/0, (e |%

-1

Ademas Parzen demuestra que para un valor fijo de p, el
minimo de Jp es igual a

1 - az /af(p)

Yy que este valor se alcanza cuando los parémetros
autorregresivos son estimados por las ecuaciones de
Yule-Walker. Por otra parte Kramer (1969) demuestra que el

valor esperado de Jp es igual a

L4 2
- P
E (2«)"J €6 (™) - ¢ ("1} (') |Pdu|= 1- =—+ —  (3.3.1)
- P ca(p)

en donde el término

2
[

-
va(p)

representa el sesgo debido a la aproximacién de ¢w(B) por
¢?(B), mientras que p/n representa la varianza total de la

estimacién de los parametros ¢x’s en
¢p(B)2t= at

Originalmente Parzen propuso adoptar el valor de p para
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el cual (3.3.1) se minimiza, como el orden méds apropiado del
proceso. Posteriormente reconocié que dicho criterio es muy
dificil de usar en la practica, pues se requiere de un
estimador de 0i y en Parzen (1975) modifica su criterio a una
nueva. versién que le llama "“Criterio para una Funcién de
Autocorrelacién Transferida" (CFAT). Dicho criterio estd dado
por la siguiente funcién

P
[n'l Z oi?))] - c;Z(p) si p
J:

1

1,2, ... ,L

CFAT(p)= . (3.3.2)

"
o

- (14n)7! si p

en donde oiz(j) es un estimador de la varianza residual

ajJustado por los grados de libertad, cuando un modelo AR(J) es
aJustado a los datos.

Usualmente, la relacién (3.3.2) se minimiza con respecto a
p=1,2, ... ,L para obtener el orden apropiado de un modelo
AR. Sin embarge, Touy (1973} demuestra que la ausencia de
;f(o) en (3.3.2) puede conducir a una sobreestimacién del orden

teérico del proceso y sugiere la siguiente modificacién del
. CFAT.

P
CFAT(p) = [n"[frf(j)]— &;Z(p) para p=0,1, ... ,L (3.3.3)
156

Los criterios (3.3.2) y (3.3.3) son discutidos y
aplicados por Parzen (1875,1978,1979,1980) y Parzen y Pagano
(1979), mientras que Beamish y Priestley (1981) comparan los
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criterios del EFP y el CFAT mediante simulaciones, en las
cuales determinan el orden de varios procesos AR. Upa

extensién del CFAT para procesos AR multiples es presentada por
Parzen (1977).
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CAPITULO 4

EJEMPLOS ILUSTRATIVOS DE LA IDENTIFICACION

En la préctica, el manejo de los métodos y conceptos
expuestos en las secciones 1.2, 1.3, 1.4, 1.5 y 1.6, se
ilustran con la identificaclén de modelos para las serles i)
(Zk). en donde (Zt} es una serie simulada con 200
observaciones, ii) la serie "C", cuyos datos se muestran en Box
y Jenkins (1970) y iii) la serle (INPCt}, en donde {INPCt)

denota a la serie del Indice Nacional de Precios al Consumidor

en México.

Es conveniente mencionar que los arreglos R, S, S. y el
arreglo para la FACPG, asi como el estadistico D se calcularon
mediante el programa que se muestra en el Apéndice 2. Mientras
que los arreglos de la FAME, asi como la estimacién de los
pardmetros del polinomio autorregresivo y la tabla del método
de 1la esquina, se calcularén mediante el paquete "THE SCA
STATISTICAL SYSTEM".

Es relevante manifestar que para probar la veracidad del
programa mostrado en el Apéndice 2, se reprodujeron los
ejemplos 2 y 10 de Gray, Kelley y Mcintire (1978), obteniéndose
los mismos resultados.

Ejemplo 1 .- Sea. {Zt) una serie simulada con 200

observaciones generadas segin el proceso

z-1.322_+0682 =a-08a_  ;a~NG0,1)

1

cuya grafica se muestra en la figura 4.1.1. Observando dicha

grafica se puede concluir que la serie (Zt) es estacionaria en
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lo que a nivel se reflere. Esto mismo queda corroborado por
los valores de las desviaciones estandar muestrales de la serie

S(0) = 1.2936 s(1) = 1.3511

ya que S(0) proporciona el minimo de estos valores (ver
Guerrero 1983, cap 4). Dichos valores indican que la serie
{Zc} es estacionaria y que no se requiere de ninguna
diferenciacién de esta. Por lo tanto para identificar el
orden del modelo habri que estudiar entonces a las FAC y FACP
muestrales de (Zt), las cuales se presentan en el cuadro
4.1.1

CUADRO 4.1.1

FAC Y FACP MUESTRALES PARA (Zt)

FAC MUESTRAL
m 1 2 3 .4 5 6 7 8 9 10 11

p .48 .02 -.28 -.43 -.36 -.11 .10 .17 .13 .02 -.07

m 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22

p -.13 -.10 .02 .10 .16 .10 .01 -,12 ~-14 -.07 .02

FACP MUESTRAL
m 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

p .48 =-.27 -.22 -.24 ~-.13 .03 -.03 -.06 =-.07 -.07 -.03

m 12 13 14 15 18 17 18 18 20 21 22

Poa -.09 -.04 .04 -.00 .06 -.03 .01 -.07 .02 .03 .01

Al inspeccionar este cuadro se observa que no hay un
“corte” notorio en las autocorrelaciones para un cierto

retraso q, asi pues, no es del todo razonable proponer como un
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lo que a nivel se refiere. Esto mismo queda corroborado por

los valores de las desviaclones esténdar muestrales de la serle

S{(0) = 1.2936 s(1) = 1.3511

va que S(0) proporciona el minimo de estos valores (ver
Guerrero 1983, cap 4). Dichos valores indican que la serie
{Zt} es estacionaria y que no se requiere de ninguna
diferenciacién de esta, Por lo tanto para ldentificar el
orden del modelo habrd que estudiar entonces a las FAC y FACP
muestrales de (Zt), las cuales se presentan en el cuadro
4.1.1

CUADRO 4.1.1

FAC Y FACP MUESTRALES PARA {Zt}

FAC MUESTRAL
n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

p .48 .02 -.28 -.43 -.36 -.11 .10 .17 .13 .02 -.07

m 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22

p -.13 -.10 .02 .10 .16 .10 .01 -.12 -14 -.07 .02

FACP MUESTRAL
m 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

[ .48 -.27 -.22 -.24 -~.13 .03 -.03 -.06 -.07 -.07 ~-.03

m 12 13 14 15 16 17 18 18 20 21 22

Py -.09 -.02 .04 -.00 .06 -.03 .01 =-.07 .02 .03 .01

Al inspeccionar este cuadro se observa que no hay un
"corte" notorio en las autocorrelaciones para un cierto

retraso ¢, asi pues, no es del todo razonable proponer come un
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modelo factible a un MA{(q). De hecho, se aprecia un
comportamiento irregular en las dos primeras autocorrelaciones
y después una convergencia a cero. Por otra parte, al
inspeccionar la FACP, se observa que las dos primeras
autocorrelaciones parciales soén sensiblemente grandes en
comparacién con las otras autocorrelaciones parciales, seria
entonces razonable postular a un modelo AR(2) para representar
a la serie, pero como se puede apreciar en la figura 4.1.2 las
autocorrelaciones parciales en los retrasos 3 y 4 no se pueden
considera estadisticamente iguales a cero, por lo que se
rechaza la posibilidad del modelo AR(2). Sin embargo, podria
pensarse que la convergencia a cero de la FAC esta dictada por

la ecuacién
(1~¢ B - ¢ Bz)pm =0 para m> 1

ademds obsérvese la convergencia a cero de la FACP. Por 1lo
anterior, es quizA razonable pensar en un modelo mixto

ARMA(2,1) como posible modelo gernerador de la serile (Zt}, esto

es:
ARMA(2,1): (1-¢.B - q&zlaz)zt = (1~6 B)a,

aunque no es del todo claro que ésta sea la Unica posibilidad a
considerar y qiuz4d un modelo con términos AR y MA hasta de
orden 4 pudieran considerarse necesarios, pero en l;a etapa de
verificacién del modelo se podrian cancelar los parametros

inecesarios (véase Guerrero, 1983, cap. 4).
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FIGURA 4.11

ORAFICA DE LA SERIE SIMULADA (Zt)
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i1) Arreglos Ry S

Las tablas 4.1.1 y 4.1.2 muestran los arreglos S y R para
los datos de la serie {Z )} usando f= (-1)" p y f=op
t » n n n
respectivamente. La manera de 1identificar el orden de un
modelo a partir de los patrones mostrados por los arreglos de

las tablas (4.1.1) y (4.1.2), es la siguiente: Primero se
inspeccionan los arreglos S con f_= -n" P,V f_= P, ¥ se

selecciona el caso en el cual se manifleste mas claramente el
comportamiento dictade por los teoremas (1.3.2) y (1.3.3) en
una de sus columnas seguida de otra con alta variabilidad. De
esta forma se identifica el valor de p. Este comportamiento se
manifiesta claramente en 1la segunda columna de 1la tabla
(4.1.1), identificé&ndose con esto un valor para p=2. En esta
misma tabla se puede observar que q-p+1 = 0, de donde se sigue
que g=1. N6étese que los valores de p y q pueden ser
identificados en varios lugares de este patrén, por ejemplo, el
hecho de que p =2 y gq=1 resulta claro a partir de observar los
valores subrayados de la columna Sz(m), los cuales son
diferentes de los comportamientos constantes que se aprecian en
esta columna, por lo que 2g=2, entonces qg=1. También
obsérvese que esta eleccién de p y q queda corroborada por el
hecho de que lSa(-4)|= 62.835, que en magnitud es el valor mas
grande que aparece en esta tabla y Ss(_l) = -3.3804, lo cual
concuerda con el comportamiento mostrado en la tabla (1.3.3) de
la seccién 1.3, esto es, ISS(—4)|= « mientras que Ss(-1)= -C1=
—SZ(O). Nétese ademas que la eleccién de p=2 se confirma al
observar la tercera columna de los arreglos R mostrados en la

tabla (4.1.1), dicha columna manifiesta un comportamiento
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cercano a cero salvo los valores que van de RS(-G) a Ra(-l)'
Por consiguiente al aplicar conjuntamente los resultados de los
teoremas (1.3.2) a (1.3.5) y el estadistico D que se muestra en
el cuadro 4.1.2, a los resultados de la tabla (4.1.1), ninguna
otra eleccién de p y q parece ser posible, por lo que el modelo
ldentificado para representar a la serie {Zt) es un modelo:

ARMA(2,1): (1-¢ B - esalaz)zt = (1-6B)a,_

Finalmente, del teorema (1.3.5) se tiene que

c
=2
C

= (- pel
¢p (-1) :

' IPRY o o T
Si Ca es estimada mediante Sp(( 1) pq_pﬂ) Y C‘ por

Sp((-l)'q_pp_q_P), entonces en este ejemplo como p=2 y g=1 se

tiene que una estimacién de ¢2 est4 dada por

_ 3.01
“2.7082

R - )
]

= ~0.639
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TABLA 411

(= D" p)

vALORES R (f )
n n

VALORES S (f )
n o

1 2 3 m 1 2 3
0.1711 0.1043 0.0144 -8 -1.8732 4.5342 10.5342
-0.0981 4.8648 0.0479 -7 0.0983 4.5476 -2.7487
-0.1078 -0.1842 0. 0088 -8 -4.3817 3.3644 -20.4749
0.3646 0.1016 -0.0404 -5 ~-2.18682 3.86547 -2.9804
-0.4259 -0.1233 -0.0156 |-4 | -1.6509 4.8507 -62,8357
0.2772 0.5295 0.1921 -3 -0.9164 4.7082 6.5459
0.0232 0.4155 0.3748 |-2 | -21.8576 ©.8856 ~1.4669
-0.4833 -0.5167 0. 0840 -1 -3.0690 1.8906 ~-3. 3804
1.0000 0. 1419 -0.0103 0 -1.4833 3.0100 5.3947
-0.4833 -0.2656 -0.0282 1 -1.0479 3.1271 -4, 4361
0.0232 -0.3414 0.0087 2 10.9638 3.3852 11.0554
0.2772 0.1142 0.0353 3 -2.5363 3.6443 -1.8813
-0.4259 -0.1101 0.0085 4 -1.8560 2.4776 -2.7881
0.36426 0.1003 -0.0003 5 -1.2957 2.6857 75.6529
-0.1078 -2.8815 -0.0084 5] -0.0903 2.6860 -1.3873
-0.0981 -0.0614 ~0,0052 7 -2.7445 3.0882 5.7121
0.1711 0.0468 -0.0180 8 -1.7588 2.7534 0.2616
TABLA 412
(£=0)
vaLoRES R (f ) VALORES S (f )
n [} n n

0.1711 0.3844 0.0773 -8 - 0.4268 0.8424 - 3.9458
0.0981 0.2301 -0.18937 -7 - 2.0993 1.1252 - 0.6343
~0.1078 0.3389 0.0612 -6 2.3817 0. 4820 1.9053
-0. 3646 1.3101 0.2924 -5 0. 1682 0.5045 - 0.5098
-0.4259 -0.5833 -0.3000 -4 - 0.3491 0.2516 2.5950
-0.2772 -0.4478 -2.1529 -3 - 1.0836 0.4200 -~ 3.5973
0.0232 -0.4573 1.0760 -2 19.8576 2.3098 - 0.8061
0.4833 -1.4833 -0.2411 -1 1.0680 0.6585 - 0.1396
1.0000 0.4073 -0.1158 0 - 0.5167 0.2686 - 0.9227
0. 4833 0.2924 0. 65430 1 - 0.9521 0.1622 - 0.4128
0.0232 0, 2887 0.06833 2 -12.9638 0.4673 - 2.5514
-0.2772 0.5403 -0.2482 3 0.5363 0.5221 - 0.6980
-0.4259 ~1.4191 0.0343 4 - 0.1440 0.6127 - 0.4736
-0.3646 -0.1845 0.0017 5 - 0.7043 0.4968 -15.0462
-0.1078 -0.13683 -0.0514 6 - 1.9097 0 4926 - 0.9182
0.0981 -0.2265 0.0267 7 0.7445 0.6044 - 2.3031
0.1711 0.3414 -0.0876 8 - 0.2411 0.6517 - 1.0131
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CUADRO 4.1.2
ESTADISTICO D PARA LA SERIE (Zt) CONn=3Ya=3

(n,m)
(1,0) 0.012
(1,1) 0.002
(1,2) 1.043
(1,3) 1.044
(2,0) 0.815
(2,1) 112.445
(2,2) 0.044
(3,0) 0.004
(3,1) 0.002
(3,2) 0.049
(3,3) 0.007

1il) Funcién de Autocorrelacién Parcial y de Autocorrelacién
Parcial Generalizada.

»
La tabla 4.1.3 muestra el arreglo S para los datos de la
serie (Zt}' En una primera inspeccién de esta tabla se aprecia

que los comportamientos de t o y de (—l)lC1 del teorema (1.4.1)

ocurren, para el primer caso en las columnas 3, 4, 5, 6, 7, y 8
y en el retraso -g-1 = -2, dicho comportamiento se manifiesta
con los nimeros -62.835, 20,183, 5.914, -~0.5343, 45.391 y
147.864, mientras que en el retraso q = 1 y en las columnas 3,
4, 5, 6, 7 y 8 las cantidades -3.380, 2.552, -1.116, 0.0499,

-4.186 y 3.2192 corresponden al comportamiento de (-l)lCI, lo

cual concuerda con el comportamiento mostrado en la tabla

»
(1.4.3), esto es, S

2”(-2)= + o para I = 1,2,... mientras que

»
52¢1(1)= (-1)1C1. Estas observaciones Jjunto con el
comportamiento dictado por los teoremas (1.3.4) y (1.3.5) que
*
se aprecia en la columna Sa(m), ldentifican como posible modelo

generador de la serie {Zt} a un modelo estacionario:

ARMA(2,1): (1-¢ B —¢232)zt= (1-eB)a,
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con

~__ 30 _
$,= = 2,708z - "0-639

(por el mismo argumento que se da al estimar ¢2 en (i)).

La tabla 4.1.4 muestra el arreglo de la FACPG para los
datos de la serie (2'_} basados en los resultados de la tabla

(4.1.3). Inspeccionando dicha tabla se puede observar que

IS

(1) (1+8)_

19505 20,| % 0.188 para 1 =12 ...y ¢ = -0.639 para
i=0,1,2, ... Por lo tanto, de acuerdo al patrén mostrado por

la tabla 4.1.4, el posible modelo generador de la serie {Zt}

identificado mediante este método es un:

ARMA(2,1):  (1-¢B -¢2132)zt = (1-0B)a,

con $2= -0.639

TABLA 4.1.3

ARREGLO S PARA LA SERIE (Zt} CON f_=(-1)' P,

n " 1 2 3 4 5 6 7 8
-8 | -1.573 4.558 -4.378 6.528 -1.958 10.494 -9.934 0.0
-7 0.099 4.534 -123,777 -5.857 -14.220 13.893 -2.937  0.02
-6 | -4.381 4.547 10.635 30.514 -14.819 167.882 -0.332 -19.1386
-5 | -2.168 3.364 -2.748 5.326 -2.300 -11.915 16.967 -16.786
-4 | -1.650 3.654 -20.474 7.990 18.836 -~12.790 39.257 -27.971
-3 | -0.916 4.850 -2.980 29.991  2.290 -6.731 32.092 242.440
-2 |-21.857 4.708 -62.835 20.183 5.914 -0.534 45.391 147.864
-1 | -3.089 5.885 6.545 7.608 12.408 -45.931 14.437 26.656
0 | -1.483 1.890 -1.466 1.817 ~-1.588 1.533 -1.482  1.569
1 | -1.047 3.010 -3.380 2.552 -1.116 0.043 =-4.186  3.218
2 | 10.963 3.127 ©5.304 4.925 -0.502 4.137 -5.207 3543
3 | -2.536 3.385 -4.436 7.075 -2.728  3.324 -4.012 -27.236
4 | -1.856 3.644 11.055 3.887 1.57T1  2.705 -10.989 -8.209
5 | -1.295 2.476 -1.881 2.087 -3.227 3.272 -0.088  0.783
6 | -0.090 2.685 -2.788 -3.418 -2.983 -44.768 -0.797 -0.053
7 | -2.744 2.e88 75.652 4.212 -1.055 -2.973 -7.461  0.000
8 | -1.758 3.008 -1.387 -2.462 2.418 -0.420 O 000  ©.000
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TABLA 414

ARREGLO DE LA FACPG PARA LA SERIE {Z\.}

ORDEN DEL ORDEN DEL POLINOMIO AUTORREGRESIVO

POLINOMIOQ
DE

PROMEDIOS 1 2 3 4 5 &

MOVILES
0 0.483 -0.274 -0.224 -0.238 -0.126 ©0.033
1 0.047 -0.633 0.053 -0.126 -0.188 0.018
2 -11.963 -0.644 '-1.808 -0.164 -0.219 0.614
3 1.536 -0.680 0.216 -0.885 -0.144 0.259
4 0.856 =-0.880 -4.022 -~0.720 -0.683 0.227
S 0.285 -0.810 -0.176 -0.067 0.217 -0.019

iv) El Método de la Esquina.

Como se sabe de la seccién 1.5, el método de la esquina
presenta algunas desventajas con respecto a los métodos
presentados en las secciones 1.3 y 1.4, pues mientras dichos
métodos presentan un criterio para identificar cuando un
procesc es no estacionario, el método de la esquina no presenta
ninguna caracterizacién de este tipo, por lo'que para usarlo
habrd que asegurarse de que el proceso en cuestién es
estacionario. La manera de averiguar sl el proceso es no
estacionario y en su caso remover la no estaclonariedad, puede
ser mediante el «criterio presentado en el método de
Box~-Jenkins.

Por otro lado, dado que existen restricciones sobre la
prueba de hipétesis (1.5.3) para el caso de la configuracién
rectangular que en estos tres ejemplos no se satisfacen, sélo
se hard una inspeccién visual de la caracterizacién de la
esquina.

Del inciso i) se sabe que la serie {2;) es estacionaria,

por lo que el método de 1la esquina se puede aplicar
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directamente. La tabla 4.1.5 presenta el arreglo-A para los
datos de la sefie (Zt}. Inspeccionando dicha tabla se puede
observar que JA(m,n)|= 0.013 para m 2 2 y n 2 3, mis aun se
puede apreciar que sélo 2\(2,4) v 3(3,3) son considerablemente
distintos del resto de los valores, a los que se puede
considerar préacticamente igual a cero. Por consiguiente, de
acuerdo al patrén mostrado por la tabla (1.5.1) el modelo

identificado mediante este método es un:

ARMA(2,1): (1-¢1B-¢EBZ)Zt= (1-6B)a,

TABLA 445
ARREGLO-A PARA LA  SERIE {Zt); m ES EL ORDEN DE PROMEDIOS

MOVILES, n ES EL ORDEN AUTORREGRESIVO.

n " 1 2 3 4 5 6

1 0.483 0.211 -0.124 0.090 -0.028 -0.002
2 0.023 0.134 | -0.007 0,013  0.004  0.000
3 |-0.277 o0.087 | 0.013 0.002 0.000 0.000
4 |-0.425 0.084 | 0.002 0.001 0.000  0.000
S |-0.954 ©.082 1| 0.008 ©.000 ©0.000  0.000
6 |-0.107 0.048 | 0.000 0.000 0.000 0.000
7 0.098 0.028 1 0.000 0.000 0.000  0.000

v) El método de la FAME.

La FAME y la tabla de simbolos correspondiente para la
serie (Zt} se muestran en las tablas 4.1.6 y 4.1.7

respectivamente. Inspeccionando estas tablas se aprecia un
punto de corte triangular (2,1), indicando hacia un modelo

ARMA(2,1), salvo para unos valores en la cuarta columna. No
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obstante, estos valores no son sustancialmente superiores a 2o-
0.18. Ademds en el cuadro 4.1.3 se muestran los estimadores

()
¢1(2)

“(3)
y o

2(2) para las primeras iteracliones, observandose que

para j2 1 los valores estdn todos préximos a 1.37 y -0.64
respectivamente. Por consiguiente, el modelo obtenido mediante

este método es un:

ARMA(2,1): (1-¢B - ¢282)Zt= (1-6B)a,

con ¢1= 1.37 y ¢2= -0.64,

TABLA 4.6

LA FUNCION DE AUTOCORRELACION MUESTRAL EXTENDIDA DE (Zt)

ar” ™ o 1 2 3 4 5 & 7 8 9
0 .48 .02 -.28 ~-.43 -.3 -.11 .10 .17 .13 .02
1 .45 .03 -.16 -.21 -.30 -.16 .12 .12 .13 .02
2 -.49 -,08 .11 02 -.16 .05 -.01 -.04 .03 -.04
3 -.49 -,32 .08 .04 -.18 .04 -.01 =-.10 -.02 -.03
4 -.41 .26 -.23 .10 -.18 -.04 ~-.08 -.04 ~-.02 -.06
5 .30 -.08 -.27 -.26 -.20 -.00 .07 -.07 .02 -.08
6 .49 -.11 -.10 -.08 -.18 -.00 .05 -.07 -.06 -.03

TABLA 4.1.8
TABLA DE SIMBOLOS (NIVEL DE SIGNIFICANCIA & = 0,.08B)

ar "o 1 2 3 4 5 6 7 8 8
0 X o X X X 0o o0 0 0 0
1 X__o > S S X _ . 0__0_ 0 o o
2 X <0 0 6 0 077770 i R """

3 X X"~.0 0 X 0 0 1] 0 0
4 X X <~ X 0 o0 0 0 0
5 X o X X“~ X o o 0 o 0
6 X o0 0 0 0~ .o_ o0 0 o o
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CUADRO 4.1.3
ESTIMADQRES DEL POLINOMIO Qz(B)
J ¢1(2) ¢2(2)
o .62 -.28
1 1.37 -.64
2 1.50 -.65
3 1.47 -.94
4 1.57 -1.10
5 92 -.54
6 1.09 -.59
7 1.08 -.60

Ejemplo 2.~ Considérese ahora la serie C de Box y
Jenkins. (1970) que estd constituida por 226 mediclones de
temperatura cada minuto en un determinado proceso quimico. Una
gréafica de los datos se presenta en la figura 4.2.1.

i) Método de Box-Jenkins.

La tabla 4.2.1 presenta las autocorrelaciones muestrales
de la seriec C y de sus dos primeras diferencias, mientras que
en la tabla 4.2.2 se presentan las correspondientes
autocorrelaciones parciales muestrales. En las graficas de la
figura 4.2.2 se muestran las autocorrelaciones parciales
muestrales de la serie C y de sus dos primeras diferencias,
aqui puede apreciarse que la serle original no es estacionaria
Y que al menos una diferencia es necesaria para estacionarizar

la serie.
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Esto mismo queda corroborado por los valores de las

desviaciones estandar muestrales (ver Guerrero, 1983,cap. 4).

s(0) = 2.0540 s{1)
s{2) = 0. 1408 S(3)

0.2308
0.2062

En una primera inspeccién de las FAC y FACP muestrales
de la primera diferencia de la serie C se aprecia basicamente
que la calda de la FAC muestral es bastante suave, asi como el
valor sensiblemente alto de la primera autocorrelacién parcial
en comparacién con las otras autocorrelaciones parciales, esto
desde luego indica la poslbilﬁlad de que el proceso generador
de la serie sea un esquema autorregresivo de primer orden -
ARI(1,1). Por otra parte, al observar las FAC y FACP
muestrales de la segunda diferencia de la serie C se podria
pensar en un modelo IMA(2,0). Las propuestas anteriores quedan
corroboradas al observar las gréaficas de la figura 4.2.3, pues
mientras la gréafica de la FACP de la serie C suglere un modelo
AR(2), la grafica de la FACP de la primera diferencia de la
serie C sugiere un modelo ARI(1,1) y la grafica de la FACP de
la segunda diferencia sugiere un ruido blanco no correlacionado
IMA(2,0). Por consiguiente surgen como posibles los siguientes

modelos:

1) ARI(1,1,0): (1-¢B)(1-B)Zt= a,

2) IMA(0,2,0) (1—a)zzt= 8,

en donde, en particular el modelo 1) consideraria como caso
especial al IMA(2,0) si el valor estimado de ¢ resulta ser 1.
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CUADRO 4.2.1

FAC MUESTRAL DE LA SERIE C Y DE SUS DOS PRIMERAS DIFERENCIAS

SERIE C
m 1 2 3 a 5 6 7 8 98 10 11
5_ .98 .94 .90 .85 .80 .75 .69 .64 .58 .52 .47
m 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22
5_ .41 .36 ,31 .25 ,20 .15 .10 .05 =-.00 -.05 ~-.10
V SERIE C
m 1 2 3 4 5 6 7T 8 a 10 11
p, -81 .65 .53 .44 .38 .32 .26 .19 .14 .14 .10
n 12 13 14 15 16 17 18 18 20 21 22
Po .08 .07 .07 .07 .09 .05 .04 .04 .04 .04 .05
stzkrs [
m 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
p --08-.07 -.12-.06 .01 -.02 .05 -.05 -.12 .12 -.12
m 12 13 14 15 18 17 18 18 20 21 22
p, .07 -.08 .03 -.01 -.06 .17 -.10 -.01 -.02 -.01 .14
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CUADRO 4.2.2

FACP MUESTRAL DE LA SERIE € Y DE SUS DOS PRINERAS DIFERENCIAS

SERIE €
3 4 5 6 7 8 8

-.16 -.09 -.06 -.05 -.01 ~-.04 -.02

10

~.01

11

.04

14 15 18 17 18 19 20

21

-.04 -.02 -,04 -.03 -.03 -.07 -.05 -.02 -.03

22

.06

V SERIE C
3 4 5 1 7 8 g

.01 -.01 .08 .03 -.02 ~-.01 -.08 .02

10

.12

11

.14

14 15 18 17 18 18 20

.03 .01 .01 .04 -,12 .08 ~-.01

21

.04

22

.02

stsnxz C
3 4 5 6 7 8 9

.13 -,09 -.02 -.05 .02 -.06 -.14

10

.08

11

.14

14 15 16 17 18 18 20

01 -.04 -.07 .13 -.10 -.01 -.05

21

.00

22

.08

FIGURA 4.2.1

GRAFICA DE LA SERIE C
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FIGURA 422
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FIGURA 423
FACP MUESTRAL DE: (o} SERIR c, <V BERIE ©, (o stl:axl: <>
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i1) Arreglos Ry S.

Las tablas 4.2.1 y 4.2.2 muestiran los arreglos S para los
datos de la serie C y de su primera diferencia
respectivamente. En una primera inspeccién de la tabla 4.2.1 se
aprecia un comportamiento constante en la primera columna, esto
es, Sl(m) %« -2 para m € Z que de acuerdo con el teorema
(1.3.7), 1indica que el proceso es puramente no estaclonarlo,
debido a la existencia de una raiz unitaria. en el polinomio
autorregresivo. No obstante, la segunda y tercera columna de
dicha tabla parecen indicar que el proceso generador de la
serie es un esquema autorregresivo y de promedios mdviles
ARMA(2,1). Sin embargo, la no estacionariedad tiene que ser
removida antes de la identificacién final del modelo. La tabla
4.2.2 presenta los arreglos S para la primera diferencia de la
serie C. Inspeccionando dicha tabla se observa que las dos
primeras columnas de estA identifican un modelo AR(1), pues se
aprecia que el comportamiento dictado por los‘ teoremas (1.3.4)
y (1.3.5) se manifiesta en la primera columna de esta tabla,
identificandose con esto un valor p = 1. En esta misma tabla se
puede observar que q-p+l = 0, de donde se sigue que q = 0. La
eleccién de p y q estd Justificada por el hecho de que
Isz(—2)|= 170.280 y Sz(-l) = 1.788, que concuerda con el
comportamiento mostrado en la tabla (1.3.3), esto es, |Sz(—2)|==
o mlentras que Sz(—1)= -C1= -51(0)' Ademds la eleccién de p =
1 se confirma al observar la segunda columna de los arreglos R
(tabla '4.2.3), que es visiblemente préxima a cero. Por
consiguiente al aplicar los teoremas (1.3.2) - (1.3.5) a
los resultados de 1la tabla 4.22, ninguna otra eleccién
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de p Yy q parece ser posible, por 16 que el modelo identificado
para representar a la serie C es un modelo:

ARI(1,1): (1-B)(1- ¢B)Zt= a,

con

% o 1.8055

$ % 55375 = 0-81

Esto ultimo demuestra claramente que la aparente existencia de
un término de promedios méviles indicado en la tabla (4.2.1),
es inducido por 1la no estaclonariedad de la serie, 1o que se
manifiesta en el comportamiento constante de la primera
columna de dicha tabla. Este resultado concuerda con lo
expuesto en el teorema (1.3.8), pues la autocorrelacién p:
correspondiente al modelo ARI(1,1) satisface una ecuaci6tn en
diferencias de primer orden.

Nétese ademhs que se han obtenldo estimadores de los
parémetros autorregresivos, pues del comportamiento de 1la
primera columna de la tabla (4.2.1) y del teorema (1.3.7) se
obtuvo el factor (1-B), mientras que de la tabla (4.2.2) y del
teorema(1.3.5) se obtuvo la estimacién del parametro ¢.
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TABLA 4.2.1

ARREGLO S PARA LA SERIE C CON f_s(-l)' ;_

n " 1 2 3 4
-8 | -2.088 3.943  -1.985 -2.542
-7 | -2.080 4.755 -2.484 3.554
-6 | -2.073 4.314 -5.288 -618.796
-5 | -2.064 4.471 5.590 -1277.194
-4 | -2.056 4.497 567.959 24.625
-3 | -2.086 4.448 ~13.380 2.298
-2 | -2.035 8.576 -2.100 3.582
-1 | -2.022 2.492 -3.544 24.214
o | -1.977 3.604 ~-1.689 g9.326
1 | -1.885 3.572 -23.995 -1.477
2 | -1.855 3.589 4.549 20.870
3 | -1,848 3.704 2.809 2.610
4 | -1,038 3.414 -1.719 0.655
5 | -1.831 4.060 -4,178 7.832
6 | -1.925 3.660  31.451 3.774
7 | -1.818 3.604 -2.994 10.463
8 | -1.811 4.210 -5.950 0.000
TABLA 422

ARREGLO S PaRA {VSERIE c} cON f_=(-1)' ;_

m’ 1 2 3 4
-8 -2.403 2.807 2.269 6.803
-7 -2.217 $.250 ~7.401 36.703
-8 -2.192 -0.212 -7.330 -59.369
-5 -2, 163 7.000 ~1.330 -48.318
-4 ~-2.180 1.911  162.087 -33.277
-3 -2.240 -0.969  246.094 1.683
-2 -2,234 ~170.280 -1.773 2.631
-1 -2.241 1.786 10.768 3.580
0 -1.805 0.546 8.1893 3.798
1 -1.810 -10.704 ~-3.660 -39.277
2 ~-1.808 2.706 -3.039 ~-5.826
3 -1.840 0.164 -3.450 -2.161
4 -1.859 3.127 8.871 5.838
S -1.838 11.43% -4.335 -5.825
6 -1.821 1.314 -3.354 0.668
7 ~-1.712 12.831 -0.602 0.000
8 -1.745 ~0.240 -0.618 0.000




TABLA 423

ARRECLO R PARA {VserlE ¢} con f_=(-1)

197

a "
P

n " 1 2 3
-8 0.186 0.020  -0.003
-7 | -0.261 -0.003  -0.00S
-6 0.318 0.005  -0.185
-5 | -0.379 0.005 0.008
-4 0.441  -0.012 0.002
-3 | -0.528  -0.001  -D.441
-2 0.652  -0.002 0.196
-1 | -0.805  -0.194 0.001
0 1.000  -0.002 0.029
1 | -0.805  -0.001 0.012
2 0.652 -0.008  -0.004
3 | -0.526 0.004 0.076
4 0.441 0.004  -0.007
5 | -0.379  -0.003 . -0.013
8 0.318 0.015 0.031
7 | -0.261 0.003 0.023
8 0.188  -0.023 0.082
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1i1) Funcién de Autocorrelacién Parcial y de Autocorrelacién

Parcial Generalizada.

La tabla 4.2.5 muestra el arreglo S. para los datos de la
serle C. En una primera inspeccién de dicha tabla se aprecia
un comportamiento constante en la primera columna igual al que
se observé en la primera columna de la tabla (4.2.1) de los
arreglos S, que de acuerdo con el teorema (1.3.7) indica que el
proceso es no estacionario, debido a la existencia de por lo
menos una raiz unitaria en el polinomlo autorregresivo. No
obstante, al Inspeccionar las columnas 3, 4, 5 y 6 de dicha

tabla se aprecla que los comportamientos de t o y de (-1)‘C1

del teorema (1.4.1), se apreclan para el primer caso en el
retraso -g-1 = -2 este comportamiento se manifiesta con los
numeros 567.959, -1277.194, -250.663 y 94.968, mientras que en
el retraso q = 1 y en las columnas 3, 4, 5 y 6 las cantidades

-3.544, 3.582, -3.927 y 2.845 corresponden al comportamiento
(-1)1C1. Estas observaciones, Junto con el comportamiento
dictado por los teoremas (1.3.4) y (1.3.5), que se aprecia en
la columna S;(m), identifican al modelo generador de la serile

(Zt} como un modelo ARMA(Z,1).

La tabla 4.2.8 muestra el arreglo de la FACPG basandose
en los resultados de la tabla (4.2.5) y el teorema (1.4.2).

(1)
) I=

Inspeccionando dicha tabla se puede observar que o1, 208

0.029 para i= 1,2,... y que ¢;‘;"m 0.80 para i= 0,1,2,

identificéndose con esto un valor para p = 2 y q = 1. Por
consiguiente, el valor obtenido mediante este arreglo es un
ARMA(2,1). Sin embargo, la no estacionariedad que se
manifiesta en la columna 1 de la tabla (4.2.5) tiene que ser

removida antes de la identificacién final del modelo. La.
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‘

»
tabla 4.2.7 muestra el arreglo S para los datos de la primera
diferencia de la serie C, inspeccionando esta tabla se aprecia

que los comportamientos de + o y de (-l)lC1 del teorema (1.4.1)

se aprecian para el primer caso en la segunda columna y en el
retraso ~-q-1 = 1, dicho comportamiento se manifiesta con los
nimeros -170.28, 246.094, -33.277, -63.846, 91.289 y 131.733,
mientras que en el retraso q = 0 y en las columnas 2, 3, 4, 5,
6, y 7 las cantidades 1.786, -1.773, 1.683, -1.729, 1.762 y

-1.733 corresponden al comportamiento de (-l)lCl. Estas
observaciones, Jjunto con el comportamiento dictado por los
teoremas (1.3.4) y (1.3.5) que se aprecia en la columna S:(m),
identifican al modelo generador de la serie {Zt) como un modelo

AR(1) con

" 1.805

¢ %5557 =081

Por consiguiente el posible modelo geﬁerador de la serie es
un:

ARI(1,1): (1-B)(1-0.818)Zt= a,

Por otra parte, la tabla 4.2.8 muestra el arreglo de la
FACPG para los datos de la primera diferencia de la serie C
basédndose en los resultados de la tabla (4.2.8).

2(0)

Inspeccionando dicha tabla se puede observar que |¢"l 1ﬂls
0.05 para i= 1,2,... y ¢;‘:= 0.81 para i = 0,1,2,...
ldentificAndose con esto un modelo AR(1). Nétese que la

identificacién del orden de este modelo puede obtenerse
inspeccionando solamente el primer renglén de la tabla (4.2.8),
pues come se explicd en la seccién 1.4, en dicho renglén se
encuentra la FACP muestral. Sin embargo, el comportamiento

constante que se aprecla en la primera columna es un patrén mas
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visible. En cualquler caso, la combinacién de ambas formas
de identificacién proporcionan mias informacién que una sola.
Por lo tanto el modelo obtenido mediante el arreglo de la FACPG

es un:
ARI(2,1) : (1-B)(1-¢B)Zt= a,
con
¢ % 0.81
TABLA 4.25
ARREGLO S PARA LA SERIE C CON f_s(-i)' ;_

m 1 2 3 4 S 8 7 8
-8 -2.089 4.370 =31.841 0.649 -6.289 ~7.913 -2.347 0.0
-7 -2.080 3.943 3.494 5.817 -7.048 -0.355 -2.973 -393.977
-6 -2.073 4.755 -1.985 2.163 -2.836 2.671 -14.257 108.930
-5 -2.064 4.314 -2.464 -2.542 -3.151 1708.965 -97.102 101.852
-4 -2.056 4.471 -5.288 3.554 81.545 -192.711 -67.838 -92.973
-3 -2.046 4.487 5.590 -518.796 06.335 -405.387 -31.992 114.139
-2 -2.035 4.449 ©567.959 -1277.194 -250.663 94.968 ~-72.223 120.679
-1 -2.022 9.576 13.380 24.625 37.599 49.771 182.195 61.815
0 -1.977 2.492 -2.100 2.296 -2.164 2.263 -2.235 2.319
1 -1.965 3.604 -3.544 3.582 -3.972 2.845 -9.154 3.647
2 -1.955 3.572 -1.989 24.214 4.665 -2.883 -1.464 3.988
3 -1.946 3.589 -23.995 9.326 1.415 20.022 -2.870 2.135
4 -1.939 3.704 4.549 ~1.477 -11.550 11.024 -3.693 11.060
S -1.931 3.4214 2.909 20.870 -11.003 -61.313 ~0.515 4.750
6 -1.925 4.060 -1.719 2.610 -3.767 0.419 -4.128 3.984
7 -1.918 3.660 ~4.178 0.6585 ~-8.734 4.621 -4.014 0.000
8 -1.911 3.604 31.451 7.832 -8, 294 17.546 0 000 0. 000




201
TABLA 4.26
ARREGLO DE LA FACPG PARA LA SERIE C
ORDEK DEL ORDEN DEL POLINOMIO AUTORREGRESIVO
POLINOMIO
DE
PROMED10S 1 2 3 4 5 6
MOVILES
0 0.977 -0.260 ~0.157 -0.093 -0.057 -0.045
1 0.865 ~0.810 ~0.008 0.002 0.015 -0.029
2 0.955 -0.794 -0.355 0.039 0.022 -0.007
3 0.946 -0.802 4.537 -=2.623 -0.017 0.103
4 0.938 -0.858 -1.845 -~0.580 3.665 -~0.008
5 0.935 -0.798 -1.465 -9.647 3.879 22.947
TABLA 427
ARREGLO S PARA {VseriE C} coN f_=(-1)' P,
n”. 1 2 3 4 5 6 7 8
-8 -2.403 -7.333 -3.742 8.797 -4,849 5.786 -5.088 0.0
-7 -2.217 2.807 -2.264 0.7953 -3.598 6.781 52.081 -97.843
-6 -2.192 5.250 2.269 4.648 -3.378 -4.653 103.209 -2022.032
-5 -2.163 ~-0.212 ~7.401 6.803 -1.595 -74.550 192.141 147.786
-4 -2.180 7.000 -7.330 36.703 50.897 -37.540 6. 444 43. 321
-3 ~2.240 1.911 ~1.330 ~-59.369 -133.236 21.284 -51.619 40.853
-2 -2.234 -0.969 162.057 -48.318 '-8.393 77.856 -119.681 17.247
-1 -2.241 -170.280 246.094 -33.277 -63.846 §1.283 131.733 23.490
o] -1.805 1.786 ~1.773 1.683 -1.729 1.762 -1.739 1.878
1 -1.810 0.5486 10.769 2.631 -0.530 2.945 -12.415 1.437
2 -1.806 -10.704 6.193 3.580 -2.627 4.338 8.536 4.424
3 -1.840 2.706 -3.660 3.798 22.821 -5.018 1.165 6.086
4 -1.859 0.164 -3.038 -38.277 -1.784 5.625 -6.991 6.699
5] -1.838 3.127 -3.450 -5.826 -5.746 4.279 ~5.409 17.028
6 -1.821 11.435 8.671 -2.161 ~7.385 14.715 -16.158 -294.667
7 -1.712 1.314 -4.335 5.838 -6.912 18.263 137.816 0.000
8 -1.745 12.831 -3.354 -5.625 -2.955 -4.651 0 000 0.000
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TABLA 4.2.8
ARREGLO DE LA FACPG PARA {VSERIE ¢}
ORDEN DEL ORDEN DEL POLINOMIO AUTORREGRESIVO
POLINOMIO
DE
PROMEDIOS 1 2 3 4 5 6
MOVILES
0 0.805 0.010 -0.007 0.050 0.027 -0.018
1 0.810 -0.563 0.066 0.054 0.063 -0.037
2 0.806 5.599 -4.854 0.080 0.018 -0.203
3 0.833 -0.386 0.499 0.103 0.448 0.133
4 0.859 0.773 0.410 -5.773 1.118 0.075
5 0.838 -0.595 ~1.520 -1.253 1.700 -0.818

iv) El Método de la Esquina.

Del inciso i) se sabe que la serie original no es
estacionaria, pero que una primera diferencia si parece
volverla estacionaria. Por lo que el método de la esquina se
aplica a los datos de la serie {V serie c}; la tabla 4.2.9
presenta el arreglo-A para los datos de dicha serie.
Inspeccionando esta tabla se puede observar que |A(m n)ls 0.007
para mz1lynz2, mas alin se puede apreciar que sélo A(4 2},
A(1,2) Yy A(2.2) son considerablemente distintos del resto de
los valores, a los que se puede considerar practicamente igual
a cero. Por consliguiente, de acuerdo al patrén mostrado por la
tabla (4.2.9), el modelo identificado mediante este método es
un:

ARI(1,1): (1~B)(1-¢B)Zt= a,
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TABLA 429
ARREGLO-A PARA LA SERIE {Vserie C}; m ES EL ORDEN DE
PROMEDIOS MOVILES, n ES EL ORDEN AUTORREGRESIVO.

m M 1 2 3 4 5 6

1 0.805 | 0.006 0.003 0.000 0.000 0.000
2 0.652 | 0.006 0.000 0.000 0.000 0.000
3 0.526 | 0.005 ©0.000 O0.000 0.000 0.000
4 0.441 | 0.007 0.000 0.000 ©0.000 ©.000
5 0.379 | 0.003 0.000 0.000 0.000  0.000
6 0.318 | 0.003 0.000 0.000 0.000 0.000
7 0.261 | 0.006 0.000 0.000 0.000 0.000

v) El1 Método de la FAME.

La FAME y la tabla de simbolos correspondiente para la
serie C se muestran en las tablas 4.2.10 y 4.2.11
respectivamente. Manifiestamente se aprecia un punto de corte
triangular (2,0), indicando hacia un modelo AR(2).

(0

Observando los estimadores Ql(z) '; i=1 2, del cuadro

4.2.3, se deduce para el polinomio <D;.°)(B) una factorizacioén

del tipo

5;‘”(3) « (1-B)(1-0.81B)

Esta factorizacién destaca 1la presencia de una
diferenciacién regular del modelo. Nétese que a diferencia de
los métodos anteriores, la identificaclén del orden del modelo
mediante la FAME no requiere de la diferenciacién de la serie
antes de especificar el orden del wodelo. Por lo tanto, el

modelo obtenido mediante la FAME es un:

ARI(2,1,0): (1-B)(1—0.818)Zt= a
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TABLA

42.10

i 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0 .98 .94 .80 .85 80 .75 .69 .64 .58 52
1 .81 .86 .55 .48 43 .38 .38 .28 .25 .25
2 -.04 -.03 -.12 ~-.06 02 -.01 .07 -.04 -.12 .13
3 -.50 .01t -,07 ~-.11 -,01 -00 .03 ~-.03 -.10 .01
4 -.25 -.27 -.08 -.11 -.01 .03 .00 -.02 -.08 -.01
5 -.48 .28 -,29 -.07 .04 -.05 -.00 ~-.01 -.08 .07
6 -.08 -.32 .14 .04 -.03 -.04 -01 -.03 -.08 .07
7 -.18 -.11 .13 -.00 -.32 02 ~-.00 .03 -.07 .02

TABLA 421
TABLA DE SIMBOLOS (NIVYEL DE SIGNIFICANCIA & = 0.08)

ar "M 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0 X X X X X X X X X X
1 X X X X X X X 0 0 0
2 ] 0 0 ) ) 0 0 0 0 0
3 r~< 0 0 0 6 o0 0 o o
a X X~~.0 0 o 0 o o} 0 0
5 X X X~~0 0 0 0 0 0 i)

6 ) X v} 0o~.0 0 0 o v} 0
7 X 0 0 0 x>~ 0 0 0 0 0
CUADRO 4.2.3
ESTIKADORES DEL POLINOMNIO QZ(B)

J ¢1(2) ¢2(2)

o - 1.81 -.82
1 1.83 ~-.84
2 1.84 -.85
3 1.89 ~.90
4 1.92 -.83
5 1.92 -.82
8 1.92 -.93
7 1.88 -.89
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Elemplo 3.- Considérese la serie del Indice Nacional de
Precios al Consumidor (INPC) que aparece en el cuadro 4.3.1.
Dicha serie cubre el periodo que va de Enero de 1981 a
Diclembre de 1987, por lo que el tamafio de la muestra manejada
ha sido de 84 observaciones. Una grafica de los datos se

presenta en la figura 4.3.1.

1) Método de Box-Jenkins.

Para eliminar 1la heteroscedasticidad se eligié la
transformacién 27: con A = 0, asi pues (Zt) serd la serie

logaritmlica correspondiente.
El cuadro 4.3.2 presenta las autocorrelaciones muestrales

de la serie (log(INPCt)} y de sus dos primeras diferencias,

mientras que en el cuadro 4.3.2 se presentan las
correspondientes autocorrelaciones parcliales muestrales. La
figura 4.3.2 muestra las graficas de las FAC y FACP muestrales
de la serie {log(INPCt)} y de sus dos primeras diferencias,

aqui puede apreclarse que la serie original no es estaclonaria,
pero que a lo mds una segunda diferencia si parece volverla
estacionaria. Esto mismo queda corroborado por los valores de

las desviaciones estdndar muestrales

S(0) = 1.1733 S(1)= 0.0230
s(2) = 0.0179 S(3)= 0.0276

ya que S(2) proporciona el minimo de estos valores . Asi pues,
para identificar un modelo para esta serie se requiere
exclusivamente conocer el comportamiento de las FAC y FACP
muestrales para la segunda diferencia de la serie (log(INPCt)).

Inspeccionande estas funciones se aprecla basicamente que éstas

presentan el patrén.



de un proceso MA(1).
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Por consiguiente el posible modelo

generador de la serie es un:

INDICE NACIONAL DE PRECIOS AL CONSUMIDOR

IMA(2,1): (1-13’)225 (1-8B)a,

CUADRO 4.2.1

MES ° ANO 19861 1882 1983 1884 1885 19886 1887
ENE. 171.0 223.7 468.9 814.8 1308.8 2173.3 4440.9
FEB. 175.2 232.§6 495.1 857.8 1364.2 2268.9 4761.3
MAR. 178.9 241.0 519.1 884.5 1417.1 2375.4 8078.3
ABR. 182.8 254.1) §52.0 933.2 1480.7 2499.4 5520.1
MAY. 185.7 268.4 §75.9 964.1 1495.3 2638.3 §8386.2
JUN. 188.3 281.3 597.7 999.0 1532.8 2807.6 83685.7
JuL. 181.8 295.8 827.3 1031.8 1588.2 2847.7 6881.3
AGO 185.6 328.0 G51.8 1061.1 1668.8 3182.7 7443.7
SEP. 189.2 3J3486.8 671.7 1092.7 1721.8 3373.7 7834.1
oCT. 203.8 36G4.8B 694.0 1130.9 1787.0 35686.5 85688.2
NOV. 207.5 382.0 734.0 1169.7 1868.% 3807.8 89277.0
DIC. 213.1 423.8 7686.1 1219.4 19868.7 4108.2 10847.2

' FIGURA 4.2.1

(a) serie {INPC }, (b) SERIE (log(INPCt))
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CUADRO 4.3.1

FAC MUESTRAL DE LA SERIE {log(INPCt)) Y DE  SUS DOS PRIMERAS
DIFERENCIAS

SERIE {109 (INPC )}
n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
p_ .96 .92 .89 .85 .81 .77 .74 .70 .66 .62 .59
m 12 13 13 15 16 17 18 19 20 21 22
p. .55 .51 .48 .44 .41 .38 .34 .31 .28 .25 .22

SERIE {Viog(INPC )}
m 1 2 3 4 5] 8 7 8 2] 10 11
P .60 .47 .44 .48 .38 .26 .27 .22 .09 .09 .15
mn 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22
P .13 -.03 -.10 -.10 -.12 =.17 -.15 -.18 .17 -.1§ -.14

SERIE (Vzlog(INPC))

m i1 2 3 4 5 & 7 8 9 10 1.
P, -.24-.19 -.07 -.18 .03 -.18 .07 .08 -.15 .11 .13
m 12 13 14 1§ 16 17 18 19 20 21 22
p, .22 -.11-.08 .04 -.03-.01 .04 .00-.08 .03 -.11
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CUADRO 4.3.2
FACP MUESTRAL DE LA SERIE (log(INPCt)) Y DE SUS DOS  PRINERAS
DIFERENCIAS

SERIE {log(IRPC))
i 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

;11 .96 -.00 -.02 -.02 ~-.02 -.02 -.02-.02 -.02 -,02 -.02

i 12 13 14 15 18 17 18 189 20 21 22

¢l‘ -.02 -.01 -.01 -.02 -.02 -.02 -.01 -.02 =~-.02 -.01 -.02

SERIE {Vliog(INPC)}
i 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

é. .80 .17 .017 .21 -.04 -.10 .06 -.06 ~.16 .07 .11

i 12 13 14 15 16 17 18 18 20 21 22

¢11 -.00 -,17 -.14 -,09 -.05 .01 .08 .00 .01 .07 -.08
SERIE {V2!og(!NPc))
i 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

¢ll-.24 -.26 -.21 .05 .06 -.12 .04 .06 -.16 -.16 .01

i 12 13 14 15 168 17 18 19 20 21 22

¢11 .18 .08 .07 ,02 ~-.15 -,07 .05 =-.04 -.04 .14 -.12
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FIGURA 432
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ii) Arreglos Ry S.

La tabla 4.3.1 muestra el arreglo S para los datos de la
serie (log(INPCt)). En una primera inspeccién de esta tabla se

aprecia un comportamiento constante en su primera columna, esto

es, S.(l)s -2 para m = -8,-7, ,0,1,2,...,8 que de acuerdo con

el teorema (1.3.7) indica que el proceso no esestaclonario,
debldo a la existencia de al menos una raiz unitaria en el
pelinomio autorregresivo. Una vez removida la no
estacionariedad, que en este caso se logra después de una
segunda diferenciacién de la serie, se procede a inspeccionar
los arreglos R y S para los datos de la serie (Vzlog(INPCt)).

que se muestran en las tablas 4.3.2 y 4.3.3 respectivamente.
Inspeccionando la primera columna de los arreglos R, que como

se sabe proporciona la FAC de la serie, que en este caso estéa

regida por (-1)" Py se puede apreciar que dicha

autocorrelaci6én presenta las propiedades de un ruido blanco de

orden uno, esto es, un MA(1). Lo anterior queda corroborado al
mostrar que p= 0 para m 2 2, pues como se sabe {ver Guerrero,

1883, cap. 4).

o0
-~ 1 2 )
var(p ) = — Z () + Py Py~ 2P, PP

2 2
+
3 Prm t Py p)

por lo que
~ 1 2
VaP(Pz) = 82 [1+42(.24)°] = 0.136

2 va.r(pz) = 0.233

de donde se sigue que |p_|s 0,233 para m 2 2. De acuerdo a

lo anterior 1los valores de (-1)"p_ para m = 2 son



212
estadisticamente 1iguales a cero. Por lo tanto, el modelo
identificado para representar a la serie (Vzlog(INPCt)) es un

MA(1). Por consiguiente, el posible modelo generador de la
serie (log(INPCt)) es un:

IMA(2,1): (1-B)? z,= (1-6B)a,

Sin embargo, si se observa el arreglo S para los datos de
la serie (Vzlog(INPCt)} que se muestra en la tabla 4.3.4, se

aprecia que la segunda y tercera columna de dicha tabla parecen
ldentificar que el proceso generador de la serle es un esquema
ARMA(2,3) con.

5= (ot 8 _ 1723

C 1.940
4

- 0.888 (2.1.1)

9P p ) yc, por

en donde C_ es estimada mediante S ((-1
3 P q-p+1 4

Sp((-l)q-p pq_pﬂ). Por otra parte, se puede demostrar que la

estimacién de ¢2 mediante (4.3.1) es igual a la estimacién de
¢2 medlante las ecuaciones de Yule-Walker para q dada (la
demostracién es analoga a la del teorema (1.4.1)). Ahora, la
estimacién de ¢2 mediante las ecuaciones de Yule-Walker es

igual a
A P, =(p)®
¢2= '——'.—-2 = -0.134
1-(p)

observandose con esto una diferencia slgnificativa entre ambas
estimaciones. Lo anterior conduce a concluir que los arreglos
S son muy sensibles para valores pequefios de la FAC muestral y
podrian presentarse patrones engafiosos como este, por lo que se
recomienda al usuario de este método un andlisis previo de las
autocorrelaciones de la serie que se presentan en la columna

uno del arreglo R.
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TABLA 4.34

ARREGLO S PARA LA SERIE (lo\g(INPCt)} con £ :(—1)' P

n " 1 2 3 4
-8 | -2.053 3.901  -8.638 7.589
-7 | -2.051 4.12a  10.864 -3.456
-6 | -2.0a8 4.379  -1.119  -94.382
-5 | -2.046 3.553 6.249 -609.908
-4 | -2.044 4.175 238.610  107.054
-3 | -2.082 2.428  99.546 1.965
-2 | -2.080 S533.570 -1.830 2.533
-1 | -2.040 1.968  -3.793 -1.806
o |-1.961 12.277 -2.760 2.087
1 | -1.981 3.832 1.686 3.240
2 | -1.958 4.604 -2.763 4.015
3 | -1.857 3.666  -7.872 10.375
4 | -1.858 3.877  -0.952 8.666
5 | -1.983 4.109 -11.733 5.384
6 | -1,951 3.938 5.812 4.635
7 | -1.048 3.620 -0.619 5.280
8 | -1.948 4.508 -5.771 0.000
TABLA 4.3.2

ARREGLO R PARA {valog(INPCt)) cox f :(-1) -ph_

n P 1 2 3
-8 0.089 0.130  -0.029
-7 | -0.072 0.278  -0.051
-6 | -0.177 -0.213  -0.010
-5 | -0.030  -0.158 0.181
-4 0.175 0.342 0.427
-3 0.067 0.071 0. 469
-2 | -0.185 -0.570 0.920
-1 0.242  -1.242 0.195
0 1.000 0.322 0.125
1 0.242 0.042 0.105
2 | -0.188 -0.146  -0.009
3 0.067 -0.304  -0.037
a 0.175 0.155  -0.023
5 | -0.030 0.199 0.039
& | -0.177  -0.200  -0.177
7 | -0.072  -0.115 0.061
8 0.089 -0.545 0.040
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TABLA 4.33

>

ARREGLO S PARA LA SERIE {vzlog(INPCt)} con f :(-1)' P

n”. 1 2 3 4
-8 | -1.810 1.648 1.121 4.493
-7 1.453  1.475  -1.450 6.443
-6 | -0.825 1.821 -35.782 0.153
-5 | -8.678  1.940 2,018 -5.367
-4 | ~0.616 2.9869 2.046  -15.089
-3 | -3.746 20.853 3.530 0.715
-2 | -2.308 3.680  -0.751 1.601
-1 3.125 0.953  -0.548 0.069
0 |-0.757 1.838  -0.991 1.157
1 | -1.763 6.133  -1.879 0.756
2 | -1.388 1.723 5.269 2.032
3 1.604 1.777  -0.512 3.849
a4 | -1.176  1.344  -3.207 -8.731
5 4.741  1.187  -5.191 5.607
6 | -0.592 ©0.951 -3.260 1.267
7 | -2.233 2.419  -0.747 8.918
8 0.647  2.145  -1.362 0.000

1ii) Funcién de Autocorrelacién Parcial y de Autocorrelacién
Parcial Generalizada.

[ ]
La tabla 4.3.4 muestra el arreglo S para los
datos de la serie (log(INPCt)). En una primera inspeccién de

esta tabla se aprecia un comportamiento constante en su primera

columna, esto es, S_(l)i -2 para m € Z que de acuerdo con el

teorema (1.3.7), indica que el proceso es no estacionario
debido a la existencia de al menos una raiz unitaria en el

polinomio autorregresivo. Una vez removida 1la no



stacionariedad

que
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en este

segunda diferenciacién de la serie,

caso se logra después de una

se procede a inspeccionar

el arreglo R para los datos de la serie (Vzlog(INPCt)) que se

presenta en las tablas 4.3.4.

Utilizando el mismo argumento

del método anterior se puede concluir que la primera columna

del arreglo R ldentifica un modelo MA(1) para representar a la

serie (Vzlog(INPCt)}.

Por consiguiente el posible modelo

generador de la serie (log(INPCt)) identificado mediante este

método es un

IMA(2,1): (1-B)? 2,=(1-6B)a,

TABLA 4.3.4

ARRECLO S' PARA {log(INPCt)) CON f_=(-1)' ;_

m 1 2 3 4 5 6 7 8
-8 |-2.053 4.080 -5.872 3.514 6.354 -11.527 -3.312 0.000
-7 |]-2.051 3.801 1.243- 9.501 -0.321 4.859 18.099 -115.941
-6 [-2.048 4.124 -8.629 11.311 ~5.255 7.169 151.962 -641.720
-5 [-2.046 4.379 10.864 7.599 48.662 -200.568 -11.232 -990.077
-4 {-2.044 3.553 -1.119 -3.456 258.936 -2220.159 1007.063 -999.558
~3 |-2.042 4.175 6.249 -04.382 370.751 -607.432 -238.056 1596.128
-2 |-2.040 2.428 232.610 -B039.908 405.655 -1596.500 -1444.389 2028.663
-1 |~2.040 533.570 99.546 107.054 78.482 94.285 97.443 91.839
0 [-1.961 1.968 -1.930 1.965 -1.917 1.957 -1.918 1.880
1 |-1.961 12.277 -3.793 4.533 -3.587 3.775 -4.039 3.854
2 |-1.889 3.832 -2.760 -1.806 -2.800 8.429 -1.110 11.677
3 |-1.957 4.604 1.686 2.087 -3.284 3.942 -8.835 8.024
4 [-1.955 3.666 -2.763 3.240 -3.482 -11.968 0.0860 3.511
'5 |-1.953 3.877 -7.872 4.015 9.004 -1.136 ~-3.551 3.490
6 |-1.951 4.108 -0.952 10.37§5 0.303 3.718 -2.863 -8.574
7 |-1.849 3.938 -11.733 8.666 -3.473 3.379 7.235 0.000
8 |-1.946 3.620 5.812 5.394 -1.518 -32.415 0 000 0.000
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TABLA 4.35

ARREGLO R PARA (Vzlog(INPCt)) coN £ :(-1) ® .

m ™ 1
-8 0.089
-7 -0.072
-6 -0.177
-5 -0.030
-4 0.175
-3 0.0867
-2 ~0. 185
-1 0.242
o] 1.000
1 0.242
2 -0. 185
3 0.067
4 0.175
5 -0.030
5] ~0.177
7 -0.072
8 | 0.089

iv) El Método de la Esquina.

Del inciso i) se sabe que la serie {log(INPCt))no es

estacionaria, pero que una 'segunda diferencia si parece
volverla estaclonaria. Por lo que el método de la esquina se
aplica a los datos de la serie {Vzlog(INPCt)}. La tabla 4.3.6

presenta el arreglo-A para los datos de dicha serie.
Inspeccionando esta tabla se puede observar que |A(m,n)is 0.185
para m = 2 y n 2 1, mds atn se puede apreclar que sélo A(2,1),

3(4,1) Yy 2(6,1) son considerablemente distintos del resto de
los valores, a los que se puede considerar préacticamente.
iguales a cero. Por consiguiente, de acuerdo al patrén
mostrado en la tabla (4.3.6), el modelo identificado mediante

este método es un.

IMA(2,1): (1-B)°Z,= (1-6B)a,
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TABLA 431
ARREGLO-A PARA LA SERIE  {VZ log(INPCt)); m ES EL ORDEN DE
PROMEDIOS MOVILES, n ES EL ORDEN AUTORREGRESIVO.

-n

m 1 2 3 4 5 6

1 -0.242 -0.050 -0,180 -0.033 0.031 0.059
2 -0.185 0.018 0.049 0.010 0.005 0.006
3 -0.067 0.038 -0.012 0.005 -0.002 0.000
4 0.175 0.034 0.000 0.000 0.000 0.000
5 0.030 0.033 0.002 0.000 0.000 0.000
5] -0.177 0.030 -0.001 0.000 0.000 0.000
7 0.072 0.021 -0.002 0.000 0.000 0.000

v) El método de la FAME.

La FAME y la tabla de simbolos correspondiente para la
serie (log(INPCt)}, se muestran en las tablas 4.3.7 y 4.3.8

respectivamente. Inspeccionando estas tablas se aprecla un
punto de corte triangular (2,1), el cual identifica un modelo
ARMA(2,1).

2(0)

Observando los estimadores 0”2) para i= 1,2 del cuadro

4.3.3 se puede apreciar que para J =z 1 los valores estan todos
muy préximos a 2 y -1 respectivamente, ademis de que se deduce

para el polinomio ¢;°)(B) una factorizacién del tipo.

2.”(8) = (1-)

Esta factorizacién destaca la presencia de un operador
diferencia de segundo orden. Nétese que en contraste con los
métodos anteriores, la identificacién del orden del modelo
mediante la FAME no requirié de la diferenciaclén de la serie
(log(INPCt)} antes de especificar el orden del mismo. Por lo

tanto, el posible modelo generador de la serie obtenido
mediante la FAME es un: '

IMA(2,1): (1-B)%Zz = a
t t
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TABLA 4.2.7
LA FUNCION DE AUTOCORRELACION MUESTRAL EXTENDIDA DE {(log(INPC))
am” " o 1 2 3 a 5 6 7 8 9
0 .96 .92 .89 .85 .81 .77 .74 .70 .66 .62
1 .51 .35 .34 .41 .31 18 .22 .18 .07 .10
2 -.24 -.19 -.07 .18 .03 -.18 .07 .09 -.15 .11
3 -.47 -.07 -.08 .16 .02 -.18 .11 .05 -.08 ~-.1S5
4 -.47 .05 -,24 ~-.03 .08 =-.03 ~.05 -.12 =-.03 .01
5 -.04 11 -.24 -.01 .08 -.05 .04 -.08 -.14 .03
6 .32 -.02 -.23 .02 ~.068 ~-.07 07 -.09 -.12 .03
7 .28 -.01 -,20 -.04 -.04 ~-.17 .08 =-.10 .00 .08
TABLA 4.28
TABLA DE SIMBOLOS (NIVEL DE SIGNIFICANCIA & = 0.08)
ar "™ o0 1 2 3 4 5 6 7 8 g
0 X X X X X X X X X X
1 X X ___X___ X 0o ___6._0o___0o___0o__o0
2 X <O7TTTOTTTTTOTTTTTOTTTTTOTTTTOTTTTTeT o6
3 X 0 ~<0 0 0 0o o0 0 0 0
4 X 0 X~~~ 0 0 0 0 0 0 0
5 0 0 0 0~~~ 0 o o 0 0 ]
6 X 0 0 0 o~~0 o0 0 0 0
7 X o o ) 0 X~<0 0 0 o
S~
CUADRO 4.3.3
ESTIMADORES DEL POLINOMIO bz(B)
J 4’1(2) ¢2(2)
0 1.98 -.98
1 2.00 -1.00
2 2.02 -1.02
3 2.03 -1.03
4 2.01 -1.01
5 2.01 -1.00
8 2.02 -1.02
7 2.02 -1.02
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APENDICE 1
DEMOSTRACION DEL TEOREMA 1.2.1

Antes de demostrar el teorema 1.2.1 _se enuncia by
demuestra el siguiente lema que resulta Gtil en la demostracién

de dicho teorema.

Lema Al.1. El proceso (Zt} admite una representacién ARMA(p,q)

(no necesariamente minimal) si y sélo si la sucesién de

autocorrelaciones {pn, m € Z } satisface una ecuacién en

diferencias de orden p, para el rango g+1l:

= 0; sln=q+lcon¢PtO

P-' ¢1pn-l T _¢10pm-p

I+

0; sim=gq

( p no necesariamente es el orden minimo).

Demostracién. =>) Ver Doob ( 1853, pag 505)
<=) Doob (1853, pag 504-505) demuestra que si la sucesién de

autocorrelaciones (pm) satisface las hipdétesis del lema Al.1,

el proceso {Yt. t € Z} definido por:

Y, =2 -2 -..$Z,

es tal que:
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0; simz g+t
ELY, Y, |

+

0; sim=gq

Por otra parte, se sabe que esta Gltima condicién es una
caracterizacién de un proceso MA(gq) ( Ver Ansley, Spireg y
Woobleski, 1977). Por lo tanto el proceso {Zt) admite una

representacién ARMA(p,q)
|

Demostracién del teorema 1.2.1 =>) De 1la condicién necesaria

del lema Al.1 se sabe que si el proceso (Zt) admite una
representacién ARNA(p,q), la sucesién {p.; m € Z} satisface

una ecuacién en diferencias de orden p no es el orden minimo de
dicha ecuacién, entonces existe un orden minimo p’ < p. Por lo

tanto, de la condicién suficiente del lema Al.1 se sigue que

(Zt} admite una representacién ARMA(p’,q’) con p < p’, lo cuaml
contradice el hecho de que la representacién ARMA(p,q) es
minimal, entonces el orden minimo de la ecuacién en diferenclas
es p. .

<=) De la condicién suficiente del lema Al.1 se sabe que si la

sucesion (p_, m € Z } satisface una ecuacién en diferencias de
orden minimo p, para el rango minimo g+1, el proceso { Zt}

admite una representacién ARMA(p,q).

Supéngase que dicha representacién no eg minimal, entonces
existe una representacion ARMA(p’,q’) con p'<p que si lo es.
Por lo tanto, de la condici6én necesaria del lema Al.1, se sigue

que la sucesién (pm; m € Z } satisface una ecuacién en

diferenclias de orden p’ < p contradiciendo el hecho de que p es
el orden minimo de dicha ecuacién, por 1lo tanto la

representacién ARMA(p,q) es minimal,
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{ APENDICE 2

PROGRAMA PARA CALCULAR LOS ARREGLOS R Y S, S_MOD Y EL ESTADISTICO D

PROGRAM TESIS;
USES
CRT,PRINTER;

CONST
COL = 10;
FONDO = 11;
TYPE
TITMENU = STRING;
CONTMENU = ARRAY ([0..8] OF STRING[30];

QUINCE = STRING[15];
MAT = ARRAY [1..50,1..30} OF REAL;
VECT = ARRAY (1..300] OF REAL;

VAR
R,S,R_EST,S_EST : MAT;
G,STAT : VECT;
NOMBRE : QUINCE;
CAR : CHAR;
MXRQW, MROW, NEG, KOL , IRHO, IRS, IP, IQ, IPNT,JK  : INTEGER;
MONCOL : BOOLEAN;

(NS AR N R RN RSN AR A N R R R R SRR A E AR RSN RN T RSB ES A SRR ILASRRREXNTEIESE
EXIEEEEIXXEEIBENEIS B EIASRE ISR ST RN SR NN SR LR AN ENERAR AL AES L LS LN ISR RLZRRRAREE

xs 2
xx ESTE PROCEDIMIENTO INICIA LAS MATRICES R Y S b
=z zx

-
AEARRAREEEEEE NSNS SRE SRR R NN A SRR RRAAR XN SRR ARS RN R RSN EEER AR SRR SXRIRETRERTRER
lllllllllll'lllll‘tll!lllll‘llll‘llllllltllt.lll!l‘t‘ll‘l.l‘ltllllltl‘lll')

PROCEDURE INICIA(MROW,KOL :INTEGER;
VAR R,S8 : MAT);

VAR
IR,IC : INTEGER;
BEGIN
FOR IC := 1 TO KOL DO
FOR IR := 1 TO MROW DO
BEGIN
R{IR,IC] := 0.0;
S{IR,IC) := 0.0;
END; (* DEL FOR *)
BND; (* DE INICIA *)
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(A AR I AR AR E R AR ISR AR R IR R KL SR EEE R A XFIAABINIRAIXEEIIIE LR REELESTRS2 L
R R R R R R R R R S R S SR,

x . s
s ESTE PROCEDIMIENTO CALCULA LOS ARREGLOS R Y S SIGUIENDO LAS RELA- e
** RELACIONES PROPUESTAS POR PYE Y ATCHISON (1973). e
xx s

BEEEEEEXE RS R RS ERAXNI R RN I N A AR R L NI A KRN RN B A R KRR SRS RAIR SRR E BRSNS RRE RS
lll‘lttll::ltttl:ltlltt!l::llxnltttlltltt:altttltxtttltttltxl:llxtll!tllll)

PROCEDURE ARRAY_R_AND_S{MXROW,MROW,NEG,KOL, IRHO: INTEGER;

G : VECT;
VAR R,S : MAT;
IRS : INTEGER);
VAR
IWK : VECT;
KOLUM1 MN,1,1C,NEGI,J1,ICM1,IR,IRP1,IRN : INTEGER;
LABEL 40,50,60; ’
BEGIN

KOLUM1 := KOL-1;
INICIA(MROW,KOL,R,S);
MN := MROW - NEG;
FOR I :="1 TO MN DO

BEGIN
NEGI := NEG + I;
SINEGI,1) := 1.0;

RINEGI,1] := G(I]};
END; (* DEL FOR *)
FOR I := 1 TO NEG DO

BEGIN
NEGI 1= NEG + 2-I;
S{I,1]) := 1.0;
R{I,1] := G[NEGI];

END; (* FIN DEL FOR *)
IF ( IRHO = 0 )
THEN
GOTO 40
ELSE
FOR I:= 1 TO MROW DO !
BEGIN
NEGI := I-NEG-1;
IF ( NEGI MOD 2 ) <> 0
THEN
R{I,1} := (-1) * R[I,1]
ELSE
R{1,1] := R{I,1];
END; (* DEL FOR *)
40: J1 := MROW;
FOR IC := 2 TO KOL DO
BEGIN
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ICML := IC - 1;
J1 := J1-1;
FOR IR := 1 TO J1 DO
BEGIN
IRP1 := IR +1;
IF (ABS(R[IR,ICML]) = 0.0 )

THEN
GOTO 50
ELSE
BEGIN
S{IR,IC] := S[IRP1,ICM1]}*((R{IRP1,ICM1}/R[IR,ICM1])-1.0);
GOTO 60;
END;
50: S{IR,IC] := -S[IRP1,ICM1];
60: END; (* DEL FOR *)
J1 := J1-1;
FOR IR := 1 TO Ji DO
BEGIN
IRP1 s2 IR +1;

R{IR,IC} := R{IRP1,ICM1]1*((S[IRPL,IC]1/S({IR,1C})-1.0)
END; (* DEL FOR *)
END; (* DEL FOR *) '
END; (* DE ARRAYS_R_AND_S *)

(FF RS RN E A S RIS A IS NI RS S ARSI R R R R R K E A S A KSR X ALK RSASIARERRXEIRNEEERER R
EEEXEI RN B R AR B AR A S AR AR ENE R AX AL EEA RS SRS EARENERNL RS NEERENIXENERTEARTR

EZ xs
** ESTE PROCEDIMIENTO CALCULA LOS ARREGLOS R Y S MODIFICADOS SIGUIEN- **
** DO LA MODIFICACION PROPUESTA EN LA SECCION 1.4 bk
¥ LR

AFEEEEEAS LSRR XS R EXET LR LRI AN EXE RN ST ERRATERERENAEERRREXAEARESLRERSEEIRS
llxlllttltlllxtlllttnll‘tlllllxttlnttltltttltllllt:ll:tlttttlatltlttllllll)

PROCEDURE ARRAY_S_EST (MXROW,MROW,NEG,KOL , IRHO: INTEGER ;
G

: VECT;
VAR R_EST,S_EST : MAT; .
IRS : INTEGER);
VAR
IWK . : VECT;
KOLUM1 ,MN, I, IC,NEGI,J1,1ICM1,IR, IRP1,IRN : INTEGER;
AUX,AUX1, IRPO : INTEGER;

LABEL 40,50,60;

BEGIN

KOLUML := KOL-1;

INICIA(MROW,KOL,R,S);

MN := MROW - NEG;

FOR I := 1 TO MN DO

BEGIN

NEGI := NEG + I;
S_EST{NEGI,1] :=
R_EST{NEGI,1] :=

1.0;
G[I};
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END; (* DEL FOR *)
FOR I := 1 TO NEG DO
BEGIN
NEGI := NEG +2-1;
S_ESTII,1) := 1.0;
R_EST(I,1] := G[NEGI);
END; (* FIN DEL FOR *)
IF ( IRHO = 0 )
THEN
GOTO 40
ELSE
FOR I:= 1 TO MROW DO
BEGIN
NEGI := I-NEG-1;
IF ( NEGI MOD 2 ) <> ©
THEN
R_EST{I,1] := (-1) * R_EST[I,1]
ELSE
R_EST{I,1] := R_EST(I,1);
END; (* DEL FOR *)
40: J1 := MROW;
FOR IC := 2 TO KOL DO ¢
BEGIN
ICM1 := IC-1;
J1 := J1-1;
AUX := IC-1;
FOR IR := AUX TO J1 DO
BEGIN
IRP1 := IR +%;
IRPO := IR -1;
IF (ABS(R_EST[IR,ICM1]) = 0.0 )
THEN
GOTO 50
ELSE
BEGIN
S_EST(IR,IC] := S_EST[IR,ICM1)*((R_EST[IRP1,ICM1]}/R_ESTLIR,
GOTO 60;
END;
S0: IF ((IC+1) MOD 2 ) <> O
THEN
S_EST(IR,IC] := -1*S_EST(IRP1,ICM1}
ELSE
S_EST{IR,IC] := S_EST(IRP1,ICM1};
60: END; (* DEL FOR *)
AUX1 := IC;
FOR IR := AUX1 TO J1 DO
BEGIN
IRPO := IR -1;
R_EST([IR,IC) := R_ESTIIR,ICM1)*((S_EST{IR,IC}/S_EST[IRPO,IC))~1.0
END; (* DEL FOR *)
END; (* DEL FOR *)
‘END; (* DE ARRAY_S_EST *)

(ttllttzlt-::ll:::z:ntllxttttttlttltlxttxxltlllt’at:lll!tt:lt'tlxtlxttltllll
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s . xx
** ESTE PROCEDIMIENTO CREA UNA VENTANA DE UN COLOR ESPECIFICO A
xR E

AEEAE R AR NSRS AR R AR SRR R R AL TR RS A ERNERAR R XS XIS ERSI XK ENZ RIS EENE SR EXINRLERER
llllll"l‘llll‘lll‘l‘ll't‘llltllll'l"l‘tltltt!‘ltl'tltltlll.lllltt‘t‘tt‘l}

PROCEDURE VENTANA(COLOR:INTEGER) ;
BEGIN
CLRSCR;
WINDOW(2,2,72,23);
TEXTBACKGROUND (COLOR} ;
END; (* DE VENTANA *)

(llllltlttlltltllltttttttlltllxltttlttllllttlttlllllttltttttlttxlt!ltltllll
BEXXRERALELERIXEEERABRREXRS AN EEEXRAEXIESEXERENEESELEXSELIL SR SR LA EIERZER i
K s !
** ESTE PROCEDIMIENTO CREA UNA VENTANA EN LA PARTE INFERIOR DE LA PAN- **
=5 TALLA. LE I

X e
EEAEREREBEXZARTEXESIRNRBEAXSXALESISRPELSRENEL TSR ZNRAEEERLSEREXERERLERTEARDER
lllttlltllltlttlxlttlllltl'lxlllll!lllll:ll'ltlllxlttlxzntll:lltlll:l!llll}

|
|
|
PROCEDURE VENT; |
BEGIN |
WINDOW(2,21,72,22) ; ,
TEXTBACKGROUND(1) ; '
WRITE("PARA CONTINUAR OPRIME <RETURN> '); |
END; (* DE VENT *) i

(ll!ll‘lllllt!tlt(‘lt‘t‘!lt‘lltllll’ll‘tltltlttllt‘t‘l‘ll.‘l't!‘llll"‘lttt
EXRNEL SRR RN A A SRS AR A RS SRR RN RS AN SRS ENR AN S NN E NSRS SR IR ARERSER U SERAREENREX

xx L1
** ESTE PROCEDIMIENTO PROPORCIONA LA SALIDA EN PANTALLA DEL ESTADIS- bl
** TICO D. : b
2 2

AEEEEE AR EEE S S AN R RS RN SN E XX R RIS AL RS EREEE TR AESRTSELSEELIUS SRR RRREESR
‘ll‘llllllllllltlttlllllllllll'l“l!lll‘l!ltilltlltlll‘lllll‘lllllllltllll)

PROCEDURE IMPRI_ESTA(STAT:VECT;JK, IP,IQ: INTEGER);

VAR
I,J,K,AUX,AUX1 : INTEGER;
BEGIN
CLRSCR;
WRITELN; WRITELN;
WRITELN(' ', #186); WRITELN(' ','(’',IP,',',1Q,') ',#186," D{n,m)’)
WRITELN('® ',#186);

FOR I := 1 TO 29 DO
WRITE(#20S);

WRITELN;

AUX :w 1;

AUX1 := IQ+1;

K = 13
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FOR' I := 1 TO IP {JK} DO .
BEGIN
FOR J:= AUX TO AUXi DO
WRITELN(® (',I1,',',J-K,') ',#186,STAT{J]));
AUX := AUXL;,
AUX1 := AUX1 +1Q;

K 1= JQ+1;
. END;(* DEL FOR *)
VENT;
READLN ;
VENTANA(4) ;
CLRSCR;

END; (* DE IMPRI_ESTA *)

(lltll‘.'t!‘llt!llll,'lllitllllllllllllllllltllllllll!l.lltll't‘l‘tllll‘lll
ERFASEBRSEREETESRESEREXXSARASAREAR AL XIEZREAERERIEERASLSLLLEREL NSRRI ERR

xx xx
#* ESTE PROCEDIMIENTO PROPORCIONA LA SALIDA A IMPRESORA DEL ESTADIS- s
** TICO D. *
ax ETY

AR SRS E XA X SR AN RS SN RS RN E A SRS A XA SRR A AR RSN R AN SR XA SR ARREXNXRN
BRSNS IR R AR I AR R RS R I RN SRS IR LSAARALTRELTCELTRRERTISR2223)

PROCEDURE IMPRI_LST(STAT:VECT;JK,IP,IQ: INTEGER);

VAR
I,J,K,AUX,AUX1 : INTEGER;
BEGIN
CLRSCR;
WRITELN(LST); WRITELN(LST);
WRITE(LST, ' ', #186); WRITELN(LST,® *,'(',IP,',',IQ,') ',#186);
WRITELN(LST,' - D(n,m)*); :
WRITELN(LST, * ', #186);

FOR I := 1 TO 29 DO
WRITE(LST, #205);
WRITELN;
AUX :m 1
AUX1 := JQ+1;
K t= 13
FOR I := 1 TO IP {JK} DO
BEGIN
FOR J:= AUX TO AUX1 DO
WRITELN(LST,® (',I,',',J-K,'} ',#186,STAT(J]);
AUX  := AUX1;
AUX1 := AUX1 +IQ;
K 1= IQ+1;
END; (* DEL FOR *)
END; (* DE IMPRI_LST *)

e AR R R e R R R R R R S SR SRS R 2 24
BXREABEXEIIBABESEEE RS EB AR ERESSEEINEE RS AR LENAE RN LA EENRERESEREERAREIREER

xx L2 3
*%* ESTE PROCEDIMIENTO CALCULA EL ESTADISTICO D MEDIANTE LA RELACION b
=*  PROPORCIONADA EN LA DEFINICION 1.3.3 b
% LR ]

SN AN NN AR SR AN SIS RN E XS RN RN S AR R E AN RS XN X AR ERXBE XN FEEEXESRXXAENRISTRRE
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e e i A R s

PROCEDURE DSTAT (MXROW,MROW,NEG: INTEGER;

R.S : MAT;
IP : INTEGER;
I1Q, IPNT : INTEGER);
VAR
BOT, ARG, XMX : REAL;
JPP,JP,JQQ,10P,1,J,1SUB1,ISUB2, ISUB3,NEGO : INTEGER;
JQ,IP1,IM1,JJ,NEGM, NEGP,NEGM1 ,NEGPL ,NEG1, IMX, 11 : INTEGER;
LABEL 20,35,50;
BEGIN

JPP := IP + 1;
JQG := IQ + 1;
IOP := JPP*JQQ;
FOR I:= 1 TO JPP DO

BEGIN
JP := I-1;
FOR J := 1 TO JQQ DO
BEGIN
Jo t= J-1; ’
JK 1= JQQ*(I-1)+J;

ISUB2 := NEG-JP+JQ+2;

ISUBL := ISUB2-1;

IP1 = T41;

Ml im I-1;

BOT := SQR((S[ISUB2,1] + S{ISUBL1,IP1]));
IF ( I > 1)

THEN
GOTO 20
ELSE
BEGIN
FOR JJ := 1 TO 3 DO
BEGIN
NEGM := NEG - JP - JQ - JJ +1;
NEGP := NEG-JP+JG+JJ+1;
BOT := BOT + SQR(R[NEGM,I]) + SQR(RINEGP,I]);
END; (* DEL FOR *)
GOTQ 35;
END;
20: ISUB3 := ISUB2+1;

BOT := BOT/SQR(S[ISUB3,IM1) + S{ISUB2,1]});
FOR JJ := 1 TO 3 DO
BEGIN
NEGM := NEG-JP-JQ~-JJ+1;
NEGP := NEG-JP+JQ+JJ+1;
NEGM1 := NEGM + 1;
NEGP1 := NEGP + 1;
BOT := BOT + SQR(R[NEGM,I]/R[NEGM1,IM1])+ SOR{RINEGF,I)/R[NEGF
END; (* DEL FOR *)

35: NEGO := NEG-JP-JQ;
NEG1 ;= NEGO + 1;
ARG := S[NEGO,IP1] /(BOT*S[NEG1,I]);
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STAT(JK] := ABS(ARG);
END; (* DEL FOR *)
END; (* DEL FOR *)
IMPRI_ESTA(STAT,JK,IP,1Q);
IMX := 1;
XMX := STAT[1];
FOR 1II := 1 TO IOP DO

BEGIN
IF (STAT{II)} <« XMX )
THEN
GOTO 50
ELSE
BEGIN
IMX := II;
XMX := STAT(II);
END; .
50: END; (* DEL FOR *)

IP := ROUND(INT((IMX-1)/J0Q));
IQ := IMX-(IP*JQQ)-1;
END; (* DE DSTAT *)

{lllllltttlll‘l!tll‘!txltlllllltll‘lltllll““l!ll‘Illll‘ltltl“lttllll‘l'l
lllllllllllllllll)llltlttlllllll'lllll‘llllllll‘ll‘ll‘ll‘lllllll'lllllllll

=% =z
** ESTE PROCEDIMIENTO REALIZA LA LECTURA DE UN ARCHIVO CON EXTENSION b
** DAT, EL CUAL CONTIENE LA INFORMACION DE UN PROCESO. b
L x

tllttttllttttllltxllltl:ttlltltlttlstllttlll:tlltutttttnl‘tltttttlltlxtltt
lll:lllllltlatlattltlttttt:llltxtt!lttttltlltt'tttltsltllttll!tttltllttttt}

PROCEDURE LEE_ARCH(NOMBRE:QUINCE; VAR DATOS:VECT);

VAR .
I : INTEGER;
NUMERO : REAL;
ARCH : TEXT;

BEGIN

ASSIGN(ARCH,NOMBRE+ "' .DAT"');
RESET(ARCH}; { HABRO EL ARCHIVO PARA LECTURA )
I := 1; . ,
WHILE NOT EOF(ARCH) DO
BEGIN
READLN(ARCH ,NUMERO) ;
DATOS{I) := NUMERO;
kg 1= I+l
END; (* DEL WHILE *)
CLOSE (ARCH) ;
END; (* DE LEE_ARCH *)

{'l!tllll‘llttltll‘l‘!tlitl““ll'l’338‘tll"tI‘!‘l‘3“‘(““.“l‘l'l'38"‘
tllllxllltllllllltltltttltlll‘lltttt!ltttltllxlltltllltlltltlttlttlllltltl

xK - 28
** ESTE PROCEDIMIENTO PIDE INFORMACION AL USUARIO SOBRE LOS ARREGLOS b
** R Y S A SER CALCULADOS. x
= X

e el R R L NN T R L L T T T T T Ty



229

FEIE RSN AR NI X AR R AR I RA ISR AARRAIE R RSN REARRETAT SRR LBIXEFS LTI RTRIRAT)

PROCEDURE LECTURA{VAR MROW,NEG,KOL,IP,IQ: INTEGER;CAR:CHAR);
BEGIN
VENTANA(4) ;
GOTOXY (24,4);
WRITE('LECTURAS °);
GOTOXY(4,7); .
WRITE('DAME LA DIMENSION DE LOS ARREGLOS "R" Y "S" :');
READLN (MXROW) ;
GOTOXY(4,9);
WRITE('NUMERO DE RENGLONES DE LOS ARREGLOS "R" Y “S"');
GOTOXY(4,10);
WRITE('A SER PROCESADOS. '};
READLN (MROW) ;
GOTOXY(4,12);
WRITE( ‘NUMERO DE RENGLONES CON RETRASO NEGATIVO. ')
READLN(NEG) ;
IF CAR «» 'D’
THEN
BEGIN
GOTOXY(4,14);
WRITE('® NUHERO DE COLUMNAS DE LOS ARREGLOS "R" Y "S8" '};
READLN(KOL) ;
END
ELSE
BEGIN
GOTOXY(4,14);
WRITE( 'ORDEN MAXIMO DE LA AUTORREGRECION °');
READLN(IP);
GOTOXY(4,16) ;
WRITE( 'ORDEN MAXIMO DE PROMEDIOS MOVILES ');
READLN(IQ);
END;
CLRSCR;
TEXTBACKGROUND(1) ;
END; (* DE LECTURAS *)

(llllllllillllta:nt.zt!itlll:‘xltlxttltlxl!lz-tllt!tlt:t'tllitlllnlltttltlt
AR ISR R R R A E RN E A AN R SRR R R R A RS R AR E R SRR AR RN R R AR RN SRS RS A XN S SR AR KRBT ELEENEAN
xx %

** ESTE PROCEDIMIENTO PROPORCIONA LA SALIDA A PANTALLA DE LOS ARREGLOS .
** R Y S SEGUN DESEE EL USUARIO.

K s
REEEETEEE AR R E R R R SRS AN SR AR XS X AR R R RSN RR SN ERXXSXERSEXNUNEXIXXRRESAZIS S
lllllllltll:tllt1tlllttll:ttitxtttllltltllltlltitllxttttllllllltllllltllt:)

PROCEDURE IMPRIME(CAR:CHAR; R: MAT;NEG,MROW:INTEGER);

VAR
1,3 : INTEGER;
BEGIN K
CLRSCR;
GOTOXY({19,4);
IF CAR ¢» ***

THEN



230

WRITELN('ARREGLO ' ,CAR)

ELSE
WRITELN('ARREGLO S_EST');
WRITELN;
FOR I := 1 TO MROW {100} DO
BEGIN
. IF ((-1*NEG+I-1) ¢ 0O ) AND (ABS(-1*NEG+I-1) < 10 )
THEN
WRITE(-1*NEG+I-1,' ',#186,' ')
ELSE
IF ((~1*NEG+I-1) ¢« 0 )
THEN
WRITE(-1*NEG+I-1,' ',#186,' ')
ELSE

WRITE(® ',-1*NEG+I-1,' ',#186,' ');
IF ( I MOD 20 ) = O
THEN
CLRSCR;
FOR J := 1 TO KOL {50} DO
WRITE(R[I,J}:2,' °');
WRITELN;
END; .
VENT;
READLN;
VENTANA(4) ;
END; (* DE IMPRIME *)

(l‘tll‘lttl"tlll‘!ﬂll’tll!ll‘!tlllllllt.l‘lllll!tl!‘llll!"lllltl")llt"l
lllllltll‘lt!llllt‘tlt“llltl!'l!‘ltllltlllt‘tltll‘l‘ltll‘tl‘ltl'l‘ll“tll

3 1]
** ESTE PROCEDIMIENTO PROPORCIONA LA SALIDA A IMPRESORA DE LOS ARRE- b
** GLOS R Y S SEGUN DESEE EL USUARIO. e
X LR

R R RN IR SRR R R N R A S AN AN R SRR AN XA R SRS S S RN R AN RSB R RS XS KRN SR TRXBRESRERRS
tllltltllltttttx!lxtllltlllllllll(lllll:ttt;tstl:ntttllllt'lllxtltltl‘xl‘l)

PROCEDURE IMP_R_S(CAR:CHAR; R: MAT;NEG,MROW: INTEGER) ;
VAR
I,J : INTEGER;
BEGIN
CLRSCR;
GOTOXY(19,4) ;
IF CAR <> '=*’
THEN
WRITELN(LST, ' ARREGLO ' ,CAR)
LSE

WRITELN(LST,' ARREGLO S_EST');
WRITELN(LST);
FOR I := 1 TO MROW (100} DO
BEGIN
IF ((-1*NEG+I-1) ¢ O ) AND (ABS(~-1*NEG+I-1) ¢ 10 )
THEN
WRITE{LST,-1*NEG+I-1,' ',#186,' ')
ELSE
IF ((-1°*NEG+I-1) ¢ 0 )
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THEN
WRITE(LST,-1*NEG+I-1,' ',#186,' ')
ELSE
WRITE(LST,® ',-1*NEG+I-1,' ',#186,°' ');
FOR J := 1 TO KOL {50} DO
WRITE(LST,R{I,J1:2,*' '};
WRITELN(LST);
END;
END; (* DE IMP_R_S *)

(AR RN AR SRS LIS R LR AR R AR RS RTAREE LR TATIRZRRIISRR ISR
EEEXENE R AR AR R R SRR AN RS R KRR R XN EE XX KRS R A KSRRRE IS EENERNESERRRAERRE I RRER

XK %
*% ESTE PROCEDIMIENTO PIDE AL USUARIO LA AUTOCORRELACION UTILIZADA s
*%  PARA LA SIMULACION. i
xE %

ARSI NS S E XXX SR E N R AL X F AN AR RSB RECRN SRS ASEENRRERS LRSI LIABZLRSERXRXERBREEZX
tlll‘ll‘lllt!lll‘ltllll‘l‘!lll.lllll‘lll‘lll‘tt‘tltlll'llllltllllll'lltl"}

PROCEDURE SELEC_FACM;

BEGIN
CLRSCR; [
{WINDOW(35,9,72,15);)
TEXTBACRGROUND(6) ;
GOTOXY(12,7);
WRITE('0.- CALCULO DE "“R”" Y "S" A PARTIR DE r(m) ');
GOTOXY(12,10);
WRITE('1.- CALCULO DE "R" Y "S" A PARTIR DE (~1)**m r(m) ');
GOTOXY(12,15);
WRITE('QUE AUTOCORRELACION QUIERES: ');
READLN(IRHO) ;
CLRSCR;
TEXTBACKGROUND(1) ;

END; (* DE SELEC_FACM *)

(IR RSN E X IR SRR RIS AS RN KSR ARSI ERESTXETREBRTAESIETETERERS
EEZA SRR RN IR E R X AN E NS ERE SR ES RSN E X SRR R NN XS X AXSEERANRERRERERDEXARRRE XK

2z ax
- %%  HSTE PROCEDIMIENTO PROPORCIONA LA VENTANA PARA PEDIR EL NOMBRE DEL **
*%* ARCHIVO CON EL QUE SE REALIZARA LA SIMULACION. xx
= =

XSS SR LS LRI R RN RS RS X R XS XSRS R AN E TR XA AR B R SRR E R RS SRR NS S ABRERE AN ERZ R ERER
A RN RS AR R AN AR IR AR AR AR NI KAR AR AR RN L LR EEER SIS RANAREARERIRRREEY

PROCEDURE VENT_DATOS(VAR DATOS:VECT) ;
VAR
NOMBRE : QUINCE;
BEGIN
CLRSCR;
TEXTBACKGROUND(6) ;
GOTOXY(2,2);
WRITE('NOMBRE DEL ARCHIVO: '};
READLN(NOMBRE) ;
LEE_ARCH(NOMBRE, DATOS) ;
CLRSCR;
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TEXTBACKGROUND(1) ; .
END; (* DE VENT_DATOS *}

(tlttllllltltl‘ttllttttlttltlltXtt!tt!“!'ltt“lltlllttl‘!“tt’ltlt"ttt"‘
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X LE]
** ESTE PROCEDIMIENTO CALCULA LA AUTOCORRELACION A PARTIR DE LA INFOR- **
** CION ENCONTRADA EN EL ARCHIVO DE TRABAJO. xx
s =

AR A AR R RS AN SRR R NS A AN SRR AR E S AN E RN B AR IR R KSR XSS NN R USRS RS NARANER
AR IR AN SRS N NN R AR RN AR XSRS SRR U RIS RN ERIERSISEIABERSEARRRATIRRLAENRRRS)

PROCEDURE AUTOCORRELACION(DATOS:VECT;VAR G:VECT;N,RETRASO:INTEGER) ;
VAR

K,T : INTEGER;

NUM, RHOK , ZBAR , DEN : REAL;
BEGIN

ZBAR := 0;

FOR T:=1 TO N DO { CALCULA LA MEDIA }
ZBAR := ZBAR + DATOSIT]);
ZBAR := ZBAR/N;

FOR K:=0 TO RETRASO DO ’
BEGIN
NUM := O;

FOR T := 1 TO N-k DO
NUM := NUM +(DATOS[T]-ZBAR)*(DATOS[T+K]-ZBAR); :
DEN:=0.0; |
FOR T:=1 TO N DO
DEN := DEN+(DATOS[T)-ZBAR)*{DATOS[T)-ZBAR);
G{K+1] := NUM/DEN;
END;
END; (* DE AUTOCORRELACION *)

AL R R R R R R R R R R R e R i ittt
EXXEXRXEBXRXBERXSEIXREE AR EEXNER SR NEE LR R AN EEXARSERREXARERRRAREERERERERR

xz |
** ESTE PROCEDIMIENTO CREA UNA VENTANA Y PIDE INFORMACION AL USUARIO LA
** ACERCA DE LA FACM. sz
xx 'y

AR AR R R AN R A A S AR X E NS E A S AN RS A SN RS A R SR EAR NN AR XXX EXARRKXSRRRERRXERSR K
illllllllllllllllllltl‘llllllllllllllltll!llllll!lllllll‘lttkllllttl‘tllll}

PROCEDURE VENT_FACM(DATOS:VECT);
VAR
RETRASO,N : INTEGER;
BEGIN
CLRSCR;
TEXTBACKGROUND(5) ;
GOTOXY (4,2);
WRITE('DAME EL TAMARO DE LA MUESTRA : ');
READLN(N);
GOTOXY (4,4) ;
WRITE('DAME EL NUMERO DE RETRASOS: ‘');
READLN(RETRASO) ;
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AUTOCORRELACION(DATOS,G,N, RETRASO) ;
CLRSCR;
TEXTBACKGROUND(1) ;

END; (* DE VENT_FACM *)

(EF RS SNSRI E AR SR SR KNSR AR N R AR LA R LN R ENSI AR XX RS R AR OSSR LR AR XR KRR AR FAESRD
EREE R RN AR R A A R SRS F S S R N KR E R A S N A R A S SRR E R A S AR R AR ERE S XA XK R B XL KXRSE LR ERRL R

xs IS 3
** ESTE PROCEDIMIENTO PROPORCIONA AL USUARIO EL MENU DE LOS ARREGLOS Ll
** R, S Y SMODIFICADO. se
xz .

KESXEE R R RAEA AR S SR N R NEL IS E RIS R R IR EER ISR EXZULSRSASANSRRLRKENXARRIARE S
mllllllltltln:xlltt:ltltlx:lllt:t:l{l!ltxt:ttllxxltttllltt'tt:lllllltlltll)

PROCEDURE MENU1;
VAR
DATOS : VECT;
OP : INTEGER;
BEGIN
VENTANA(1);
TEXTCOLOR(9) ;
REPEAT '
GOTOXY(19,1);
WRITE(' MENU ARREGLOS "R" , "S" Y "SM" ');
GOTOXY(22,3);
WRITE('1.- LECTURA DE DATOS ');
GQTOXY(22,5);
WRITE('2.~ CALCULO DE LA FACM ')
GOTOXY(22,7);
WRITE('3.- SELECCION DE LA FACM ');
GOTOXY (22,9}
WRITE('4.- LECTURA ');
GOTOXY(22,11);
WRITE('S.~ CALCULODE R Y S '};
GOTOXY(22,13);
WRITE('6.~ CALCULO DE SM ');
GOTOXY(22,15);
WRITE('7.- SALIDA A IMPRESORA DER Y S ');
GOTOXY(22,17);
WRITE('8.~ SALIDA A IMPRESORA DE SM');
GOTOXY(22,19);
WRITE('9.~ SALIDA ');
GOTOXY(15,21);
WRITE( 'QUE OPCION QUIERES: ');
READLN(OP) ;
CASE OP QF
1: VENT_DATOS(DATOS);
2: VENT_FACM(DATOS);
3: SELEC_FACM;
4: LECTURA(MROW,NEG,KOL,IP,IQ,'R'); { LEE MROW,NEG,KOL,IRHO,G ES VECTOR
5: BEGIN
ARRAY_R_AND_S(MXRQW ,MROW ,NEG ,KOL, IRHO,G,R,S,IRS) ;
CAR := 'R’';
IMPRIME(CAR,R,NEG,MROW) ;
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CAR := 'S';
IMPRIME(CAR,S,NEG,MROW);
CLRSCR;
TEXTBACKGROUND(1) ;
END;
6: BEGIN
ARRAY_S_EST(MXROW,MROW,NEG,KOL, IRHO,G,R_EST,S_EST, IRS);
CAR := '*';
IMPRIME(CAR,S_EST,NEG,MROW) ;
CLRSCR;
TEXTBACKGROUND(1);
END;
7: BEGIN
CAR := °'R';
IMP_R_S(CAR,R,NEG,MROW) ;
GOTOXY(14,14);
WRITE('FAVOR DE COLOCAR OTRA HOJA.');
GOTOXY(4,21) ;
WRITE{'PARA CONTINUAR OPRIMA <RETURN> '):
READLN;
CAR := 'S’;
IMP_R_S(CAR,S,NEG,MROW);
END;
8: BEGIN
CAR := 'x';
IMP_R_S(CAR,S_EST,NEG,MROW);
END;
9: CLRSCR;
END; (* DEL CASE *)
UNTIL (OP = 9 )
END; (* DE MENU1 *)

{‘.'l.llllllllltttlll'llltlll“l‘l‘l“lltt"lllll‘lllllltlllll‘ll‘ll.tl“lt
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s xx
** ESTE PROCEDIMIENTO PROPORCIONA AL USUARIO EL MENU DEL ESTADISTICO D **
K . R 3}
EE RIS IR L R R A R KRS R R X R R X IR A S S R R I N R R R R R E AR RN R SN AR RS SRR AR E XU RSN RS ERKEEL R
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PROCEDURE MENU2;
VAR
OP : INTEGER;
BEGIN
VENTANA(1);
TEXTCOLOR (9} ;
REPEAT
GOTOXY(19,3);
WRITE(' MENU ESTADISTICO "D" '};
GOTOXY(22,8) ;
WRITE(*1.~ LECTURA ');
GOTOXY(22,11);
WRITE('2.~ CALCULO DEL ESTADISTICO "D" ');
GOTOXY(22,14);
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WRITE('3.~ SALIDA A IMPRESORA D(n,m) ');
GOTOXY(22,17);
WRITE('4.- SALIDA ');
GOTOXY{15,21);
WRITE('QUE OPCION QUIERES: ');
READLN(OP) ;
CASE OP OF
1: LECTURA(MROW,NEG,KOL,IP,I1Q,'D');
2: DSTAT(MXROW,MROW,NEG,R,S,IP,1Q,IPNT);
3: IMPRI_LST(STAT,JK,IP,1Q);
4: CLRSCR;
END; (* DEL CASE *)
UNTIL ( OP = &4 )
END; (* DE MENU2 *)

[ SRR ISR A RN R RN R R R RS E N N E R R SR RN AR R RN A S SRS SR NS XN IR INKEIXERRINRTTNRS
FE RN R R IR RS XA RS R A RN IR R R R R R A SR AR S NE R R AR U EERIL IR LA ARSI RS RERARRRR2E R

K zx
** ESTE PROCEDIMIENTO PROPORCIONA AL USUARIO EL MENU PRINCIPAL. b
xx s

BXEF RIS II ARSI EREX AN IR RIS IS RZZ AR ALK L SRS ERRASREARLSEERASSATERSASXLRALD
AR SRR AR AN AR KRS SRR SRR SRR E A R R AN S E RN X A RIS X IRARIBTIFARTXAARIRESER)

PROCEDURE MENU;
VAR
opP : INTEGER;
BEGIN
VENTANA(1);
TEXTCOLOR(9) ;
REPEAT
GOTOXY(25,6);
WRITE(' MENU PRINCIPAL');
GOTOXY (20,9) ;
WRITE('1.- ARREGLOS "R" , "S"” Y "sM" ')
GOTOXY(20,11);

WRITE('2.~- ESTADISTICO "D" ')
GOTOXY(20,13);
WRITE( 3.~ SALIDA ')

GOTOXY(15,17);
WRITE('QUE OPCION QUIERES: ');
READLN(OP) ;

CASE OP OF
1: MENUL;
2: MENU2;

END; (* DEL CASE *)
UNTIL (OP = 3 )
END; (* DE MENU *)

BEGIN (* DEL PROGRAMA PRINCIPAL *)
"MENU;
END.
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APENDICE 3

MATRICES INFINITAS DE HENKEL DE RANGO FINITO

Sea S, S, S, ... una sucesién de numeros complejos.

s0 SI SZ

Sl SZ SS
S =

S2 SS S4

a la cual usualmente se le llama MATRIZ DE HENKEL. Junto con
la matriz infinita de Henkel, se considera tamblén a la matriz

n-1
(]

L Yy su forma de Henkel

finita de Henkel Sn = |l s

asoclada (ver Gantmacher 1960, pag 20S).

Los menores principales de S seran denotados por Dt’Dz' -

en donde Dp = 'Sm'z-l para p = 1,2,

Las matrices infinitas pueden ser de rango finito o
infinito. En el ultimo caso, las matrices tlenen menores
diferentes de cero de orden arbitrariamente grande. El
siguiente teorema da una condicién necesaria y suficiente para
que una sucesién de numeros So, Sl, ... genere una matriz

Infinita de Henkel S = {IS | 1:’ de rango finito.
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Teorema A3.1 La matriz infinita S = IIS“kH: es de

rango finito r si y sélo si existen r numeros al,az, . ar

tales que

S =) «S_ para l=r, rel, ... (A.3.1)

“

ademds r es el entero mas pequefio que tiene esta propiedad.

Demostraci¢n  =>) Si la matriz S = [IS, 1|5 tlene
rango finito r, entonces, sus primeros r+l1 renglones
R1' Ra' . Rru son linealmente dependientes. Por lo tanto,
existe un namero h = r tal que Rx’Rz' ey Rh son linealmente

independientes y Rm es una combinacion lineal de estos

1

h

R = ZaR
h+1 N i h-i+1

Ahora considérense los renglones R _,R ,
341’ ye2

'Rj’h*l,
en donde j es cualquier entero positivo. Obsérvese qﬁe a .
partir de la estructura de S, es claro que los renglones

RJ+1'RJ+2’ ,RJ*M1 se obtienen a partir de 1los renglones

Rx'Rz’ ,Rh+1 mediante un proceso en el cual los elementos

de las primeras j columnas son omitidos. Por lo tanto

h

R1+h+1 = xz1a1Rj+h-l+1 para j =0,1, 2, ...
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Asi, todos los renglones de S que comienzan con h+l
pueden ser expresados linealmente en términos de los h
renglones anteriores y por lo tanto, en términos de los
primeros h renglones linealmente independientes. De aqui que

el rango de S sea r = h. Entonces, de la dependencia lineal

r

R = ZocR
jer+l 121 1 jer-i+1

se sigue que existen r numeros ocl,ocz, .ar tales que

r
Sl =IZI “1514 para 1 =r, r+l,

<= ) Ahora supdéngase que (A.3.1) se cumple, entonces, todo
renglén (columna) de S es una combinacién lineal de los
primeros r renglones (columnas). Por lo tanto, todos los
menores de S cuyo orden sea mayor que r son iguales a cero y S
es de rango a lo mads r, pero el rango no puede ser menor que r
ya que, como se ha demostrado, exsistiria una relacién de la
forma (A.3.1) con un valor mas pequefio que r, lo cual
contradice la segunda condicién del teorema. Por lo tanto, el

rango de S es igual ar g4

Corolario A.3.1 De la relacién (A.3.1) se sigue que
todos los renglones (columnas) de S son una combinacién lineal
de los primeros r-renglones (columnas). Por lo tanto, todo

menor de S de orden r, puede ser expresado en la forma aDr, en

donde « es una constante. De donde se sigue que Dr== O g
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APENDICE 4

CONCEPTOS BASICOS

Definicién A.4.1 Sea { Xn, n z 1} una sucesién de
variables aleatorias definidas sobre un espacio de probabilidad
(E,¥,p). Se dira que Xn converge en probabilidad a la variable

aleatoria X, si, para toda e > 0

> 0

P{weE: IXn(w) - X(w)l =z e}

cuando n ——> w. En este caso se escribe

Las siguientes definiciones de orden en probabilidad para
sucesiones de variables aleatorias, fueron introducidas por
Mann y Wald (1943). Sea { Xn) una sucesién de variables

aleatorias y {gn) una sucesién de nuimeros reales positivos.

Definicién A.4.2 Se dira que {Xn) es de orden menor que

{gn) en probabilidad y se denota como

Xn = Op(gn)

si

> 0

Xh/gh
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Definicién A.4.3 Se dira que (Xn) es a lo més de orden

{gn) en probabilidad y se denota como
X = Op(gn)
si, para toda € > O, existe un numero real positivo Mc tal que
P { Ian = M gn} s e para toda n

Si Xn = Op(gn), algunas veces se dice que Xn es acotada

en probabilidad por g,

Una vez mencionadas las definiciones anteriores, es facll
demostrar el sigulente lema

Lema A.4.1 Si {Xn} es una sucesién de variables
aleatorias y C es una constante tal que
-8
Xn =C + Op(n ) para &8 >0

entonces

> C

Demostracién Se tiene que

-8
Xn c Op(n )
esto es
]

PLX-Cl= n’ M, l=c¢g para toda n
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Ahora sea { dado (fijo) tal que
3
1/n” < ¢ parta toda n 2 N
ysea € >0 dado tal que
3
Ms /n” < { para toda n 2 N1
por lo tanto

[IX-Cl2& <[IX-Cl =M/n®] paratodanzN
n n > 1

entonces

PIX-Cl 28 spliX-Cl=Msn"] paratoda nz N,

lo cual implica que

>0 ;1 n

plix-cCl=¢] > o para toda £ > 0

esto es

> C
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CONCLUSIONES

El principal objetivo de este trabajo ha sido presentar
un estudio detallado de algunos métodos que actualmente se usan
para determinar el orden de un modelo de series de tiempo ARMA.

. En este trabajo se puso bajo un mismo contexto de notacién los

métodos desarrollados en el capitulo 1; secciones 1.2, 1.3,
1.4, 1.5 y 1.6, faciliténdose con esto una contrastaclién entre
dichos métodos, misma que es manifestada en las aplicaciones
del capitulo 4.

Las conclusiones a las que se llegé con este desarrollo
son:

1) Método de Box-Jenkins: Se aplica a series de tiempo
estaclonarias y no estacionarias asi coﬁo a series de tiempo
estacionales, mostrandc en teoria unicidad en la determinacién
del orden para modelos AR y MA, no asi para modelos mlxtos ARMA.
Requiere dé familiaridad con el reconocimiento de patrones de
la FAC y de la FACP.

1i) Arreglos R y S: A diferencia del Método de Box-Jenkins
estos arreglos no se aplican a serlies de tiempo estacionales;
presentan un criterio para detrminar si una serie es
estacionaria o no (teorema 1.3.8), pues la no estacionariedad
tiene que ser removida antes de la identificacién final del
modelo. Por otro lado, estos arreglos muestran en teoria,
unicidad en la determinacién del orden de los modelos AR, MA y
ARMA. MAs aun, se presenta un estadistico que condensa la
informacién de los arreglos R y S, el cual proporciona una
determinacioén automdtica del orden de un modelo ARMA en el caso
en que la serie en cuestién sea estaclonaria. Sin embargo, las
propiedades distribuclionales de dicho estadistico no estan

completamente determinadas.



243

iii) Funcién de Autocorrelacién Parcial y de Autocorrelacién
Parcial Generalizada: Igual que los arreglos Ry S, la FACPG y

L]
el arreglo S s86lo se aplica a series de tiempo no

. L J
estacionales. Dado que el arreglo S no es més que una ligera
modificacién del arreglo S,que facilita el uso préactico de

]
éste, el arreglo S proporciona el mismo criterio que los
arreglo S para determinar si una serie de tiempo es
estacionaria o no, pues la no estacionariedad tiene que ser

removida antes de la identificacién final del modelo. Por otro

*
lado, los arreglos de la FACPG y S muestran en teoria unicidad
en la determinacién del orden de los modelos AR, MA y ARMA,

L J
ademds dada la relacién que existe entre al arreglo S y la
FACPG (teorema 1.4.2), se puede observar que esta Gltima, igual
que el estadistico D de los arreglos R y S es una condensacién

®
de la informacién del arreglo S , que al ser usada Jjunto con el

»
arreglo S facilita la determinacién del orden del modelo.

iv) El1 Método de la Esquina: Este método presenta algunas
desventajas con respecto a los anteriores, pues mientras dichos
métodos presentan un criterio para identificar cuando una
serie es no estacionarla, el método de la esquina no presenta
ninguna caracterizacién de este tipo, por lo que pare usarlo
habr4d que asegurarse de que la serie en cuestién sea
estacionaria. MAs adn la prueba de hipétesis que presenta este
método enfrenta una serie de restricciones que hacen imposible
su uso practico (subseccién 1.5.4). Por otro lado, se demostré
en la subseccién 1.5.5 que el Método de la Esquina puede ser
considerado como un caso particular del arreglo R.
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v) El Método de la FAME: A diferencia de los métodos
anteriores, el Método de la FAME se aplica directamente a
series de tiempo estacionarias y no estacionarias, evitéandose
con esto una transformacién de los datos de la serie para
volverla estacionaria antes de especificar el orden del modelo.
Una desventaja que presenta este método con respecto a los
ultimos tres mencionados, es el problema de la falta de
unicidad, pues la teoria de la FAME sé6lo determina el
comportamiento asintético para J 2 q y m 2 p, pero no impide la
existencia de puntos de corte con n < p. Sin embargo, la
discriminacién entre varios puntos de corte posibles, puede
lograrse mediante la etapa de estimacién de los parémetros
autorregresivos y las propledades de convergencia que presentan
(teorema 1.6.2). Este método no se aplica a series de tiempo
estacionales.

De las conclusiones antes. expuestas, es claro percatarse
que las lineas de investigacién a seguir en estos métodos son:

a) Extender la aplicacién de los Gltimos 4 métodos a series de
tiempo estaclionales.

b} Determinar propiedades distribuclionales del estadistico D
c) Modificar o en su defecto proporcionar otra prueba de
hipétesis para el Método de la Esquina, de tal forma que se le

de un uso practico.

d) Analizar la robustes de estos métodos ante la presencia de
atliers.




i T e

245

BIBLIOGRSFIA

Abraham, B. & Ledolter, J. (1884) "A note on inverse
autocorrelations”. Biometrica 71, 609-14.

Akaike, H. (1970a). "Statistical predictor identification".
Ann. Inst Statist. Math. 22, 203-217.

Akaike, H. (1970p). "A funtamental relation between predictor
identification and power spectrum estimation". Ann. Inst.
Statist. Nath. 22, 219-223.

Akaike, H (1971). "Autorregressive model fitting for control”.
Ann. Inst. Statist. Math. 23, 163-180.

Akalke, H. (1974). "A new look at the statistical model
identificattion". IEEE Trans. Autom. Control. 18, 718-723.

Akatlke, H. (1977). "On entropy maximlzation principle“. In
Applications of Statistical, Ed. P.. R. Krisnalah , pp. 27-41.
Amsterdam North Holland.

Akaike, H. (1978a). "A bayesian analysis of the minimum AIC
procedure". Ann. Inst. Statist. Math. 30, 9-14.

Akalke, H. (1978b). "On the likelihood of a time series model”.
Statistician 27, 217-235.

Akaike, H. (1979). "A Bayesian extension of the minimum AIC
procedure". Biometrika 66, 237-242.

Akaike, H. (1981). "Likelihood of a model and information
criteria”. J. Econometrics 16, 3-14.

Allen, D.M. (1971). "“Mean square error of prediction as a
criterlon for selecting variables”". Technometrics 13, 469-47S.

Atkinson. A. C. (1980). "A note on the generalized information
criterion of choice of a model". Biometrika 67, 413-418.




246

Atkinson. A. C. (1981). "Likelihood rations, posterior odds and

information criteria". J. Econometrics 16, 15-20.

Bartlett, M. S. (1946). "On the theorical specification and
sampling properties of autocorrelated time-series". J. R.
Statist. Soc. B 8, 27-41.

Beamish, N. & Priestley, M. B. (1981). "A study of
autoregressive and window spectralk estimation". Appl. Statist.
30, 41-58.

Beguin, J. M. Gourieroux, C. &‘Monfort. A. (1380).
“Identification of a mixed autoregressive-moving average
process: the cornel method". In Time Series, Ed. 0. D.
Anderson, pp. 423-436. Amsterdan: North-Holland.

Bessler, D. A., & Binkley, J. K. (1980). "Autoregressive
flltering of some economic data using PRESS and FPE. In Proc.
Bus". Econ. Statist. Sect., Am. Statist. Assoc., pp 261-265.

Bhansali , R. J. (1873). “A Monte Carlo comparison of the
regression method and the spectral methods of prediction". J.
Am. Statist. Assoc. 68, 621-625.

Bhansali, R. J. (1980). "The autoregressive and the window
estimate of the inverse correlation function“. Biometrika 67, '
511-566.

Bhansali, R. J. (1983a). “The Iinverse partiasl correlation
function of a time series and its application”. J. Nult. Anal..
13, 310-327.

Bhansali, R. J. (1983v). "Estimation of the order of a moving
average model from autoregressive and window estimates od the
inverse correlation function". J. Time Series Anal. 4, 137-162.

Bhansali, R. J. & Downham, D. Y. (1977). “Some properties of
the order of an autoregi*esslve model selected by a
generalization of Akalke's FPE criterion®. Biometrika
64,547-551.




247

Box, G. E. P. & Jenkins, G. M. (1978). Time Series Analysis:
Forecasting and control. San Francisco :Holden Day.

Caines, P.E., Keng, C. W. & Sethi, S.P. (1981). “Causality

'analysls and multivariate autoregressive modelling with an

application to supernarket sales analysis®. J. Econ. Dynamics
Control 3, 267-298.

Chatfield, C. (1979). “"Inverse autocorrelations". J. R. Statist
Soc. A 142, 363-377.

Chow, G. C. (1981). "A comparison of the information and
posterior probability criteria for model selection". J.
Econometrics 16, 21-33.

Cliveland, W. S. (1972). “The inverse autocorrelations of a
time series and their applications". Technometrics 14, 277-298.

Fuller, W. A.- (1876). Introduction to Statistical Time Series.
John Wiley & Sons.

Gantmacher, F.R. (1976). Theorie des matrices. Dunod, vol. 2.

Gersch, W. & Sharpe, D. R. (1973). “"Estimation of power spectra
with finite-order autoregressive models". IEEE Trans. Autom.
Control 18, 367-369. '

Gooljer, J. G. de & Heuts, R. M. J. (1981). "‘The corner
method: and investigation of an order determlnation procedure
for general ARMA processes". J. Oper. Res. Soc. 32, 1038-1042.

.Gooijer, J. G.de , Abraham, B., Gould, A. & Robinson, L.

(1985). * 'Methods for Determining the order of an
Autoregressive-Moving Average Process: A Survey". International
Statistical Review. 53, 3, pp. 301-329.

Gray, H. L., Kelley, G. D. & McIntire, D. D. (1978). = “A new
approach to ARMA modelling”. Comm. Statist. B 7, 1-77.



248

Gray, H. L., Houston, T. A., & Morgan, F. W. (1978). "On
G-Spectral. estimation. Proceedings of the 1976 Tulsa Symposiom
on Applied Time Series". New York: Academic Press.

Guerrero, G. V. M. (1983). Analisis Estadistico de series de

tiempo. Libro por publicar.

Hannan, E. J. (1980). ™ The estimation of the 6rder of an ARMA
process”. Ann. Statist. 8, 1071-1081.

Hannan, E. J. (1982bv). " Estimating the dimension of a linear
System. J. Mult. Anal. 11. 4538-473.

Hannan, E. J. & Rissanen, J. (1982). " Recursive estimation of
mixed autoregressive-moving average order”. Biometrika 69,
81-84. Correction (1983), 70,303.

Hipel, K. W., McLeod, A. I. & Lennox, W. C. (1977). " Advances
in Box-Jenkins modelling 1. Model construction”. Water
Resources Res. 13, 567-575.

Hjorth, U. & Holmgvist, L. (1981)." A, model selection based
on valldation with applications to pressure and temperature
prognosis". Appl. Statist. 30, 264-274.

Hjorth, U. (1982). " Model selection and forward validation®.
Scand. J. Statist. 9, 95-10S5.

Jeffreys, .H. (1961). Theory of probability, 3rd ed. Oxford:
Clarendon press.

Jeffreys, H. (1967). Theory of probability, 4 th ed. Oxford
University Press.

Jones, R. H. (1974). “ Identification and autoregressive
spectrum estimation". IEEE. Trans. Autom. Control 19, 894-897.

Jones, R. H ((1975). "Fitting autoregression”. J. Am.
Statist. Assoc. 70, 530-592.



249

Kitagawa, G. (1977). " On a search procedure for the optimal
AR-MA order". Ann. Inst. Statist. Math. 28, 319-332.

Kitagawa, G. (1981). " A nonstationary time series lodelland
fitting by a recursive filter". J. Time series Anal. 2,
103-116. )

Kitagawa, G. & Akalke, H. (1978). "A procedure for the
modelling of nonstationary time series". Ann. Inst. Statist.
Math. 30, 351-363.

Kozin, F. & Nakajima, F. (1980). “The order determination
problem for linear time varying AR models". IEEE Trans. Autoa.
Control. 25, 250-257.

Kromer, R. E. (1969). “Asymptotic properties of the
autoregressive spectral estimator“. Ph. D. Thesis, Stanford
University. )

Kullback, S. (18539). "Information Theory and Statistics". New
York: wiley. ' '

McClave, J. T. (1975). "Subset autoregression”. Technometrics
17, 213-220. ‘

McClave, J. T. (1978). "Estimating the order of autoregressive
models: The max x> method”. J; Am. Statist. Assoc. 73, 122-128.
Neftci, S. N. (1982). "Specification of economic time series

models using Akake’s criterion". J. Am. Statist. Assoc. 177,
537-540.

Ozaki, T. (1977). "On the order determination of ARIMA models".
Appl. Statist. 26, 290-301.

Pandit, S. M. (1973). " Data dependent systems: Modelling,
Analysis and Optimal Control via Time Serles". Ph. D. Thesis.




250

Pandit, S. M. & Wu, S. M. (1983). "Time Series and System
Analysis with Applications”., Wiley.

. Parzen, E. (1974). "Some recent advances in time series
modelling". IEEE Trans. Autom. Control 19, 723—730.

Parzen, E. (1975). “"Some solutions to the time series modelling
and prediction problem". In The Search for 0il, Ed. D. B. Owen,
pp. 1-16. New York: Marcel Dekker.

Parzen, E. (1977). "Multiple time series: Determining the order
of approximating atoregressive schenmes. In Multivariate -
Analysis-IV. Ed. P. R. Krishnaiah, pp. 283-295. Amsterdam:
North-Holland.

Parzen, E. (1978). "Comments on ’Analysis and modelling of
seasonal time series’ by Geroge E. P. Box, Steven C. Hillmer,
and George C. Tiao". In Seasonal Analysis of Econometric Time
Series, Ed. A. Zellner, pp. 338-341. '

Parzen, E. (1979). "Forecasting and whitening filter
estimation". In Forecasting Studies in Management Sciences, Ed.
S. Makridakis and S. C. Wheelwright, pp. 148-165. Amsterdam:
North-Holland.

Parzen, E. (1980). "Time series modelling, spectral analysis,
and forecasting”. In Directions in Time Serles, Ed. D. R.
Brillinger and G. C. Tiao, pp. 80-111. Hayward: California,
Institute of mathematical Statistics.

Parzen, E. & Pagano, M. (1878). "An approach to modelling

seasonally stationary time series". J. Econometrics 9, 137-153.

Rissanen, J. (1978). Moqlelling by shortest data descrlption"..
Automatica 14, 465-471.




251

Schmtidt, P. (1974). “Choosing among alternative linear
regression models™. Atl. Econ. J. 1, 7-13.

Schwarz, G. (1978). "Estimating the dimension of a model”. Amnn.
Statist. 6, 461-464. ' ‘ :

Shibata, R. (19'76).- “Selection of the order of an
autoregressive model by Akalke’s information criterion”.
Biometrika 63, 117-126.

Soderstrom, T. (1977). "On model structure testing in systems
identification”. In J. Control 26, 1-18.

Stone, M. (1978). “Cross-validation: A review". Nath. Oper.
Statist. 9, 127-139.

Stone, M. (1978). “"Comments on model selection criteria of
Akaike and Schwarz". J. R. Statist. Soc. B 41, 267-278.

Tiao, G. C. & Tsay, R. S. (1983a). "Consistency properties of
least squares estimates of autorregressive parameters in ARMA
models”. Ann. Statist. 11, 856-871. )

) Tong.i H.. (1977). "Some comments on the Canadian lynx data”. J
R. Statist. Soc. A 140, 432-436.

Tsa&, R. ' S. & Tiao, G. C. (1984). "Consistent estimates of
autoregressive parameters and extended sample autocorrelation
M£ion for stationary and nonstationary ARMA models”. J. Am.
Statist. Assoc. 78, 84-96.

Woodward, W. A. & Gray, H. L. (1978). “"New ARMA models for
Wolfer's sunspot data®. Comm. Statist. B 7, S7-115.

Woodward, W. A. & Gray, H.' L. (1981). "On the relationship
between the S array and the Box-Jenkins method of ARMA model
_‘identification”. J. Am. Statist. Assoc. 76, 579-587.

- iellner,' A. (1971). "An Introduction to Bayesian Inference in
Econometrics”. New York: Wiley. - '




