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Resumen.

En la fisica teérica, debido a las singularidades y divergencias ocurridas en Relatividad
General y Teorias de Campos respectivamente, se tiene la conviccion de que es posible
describir cuanticamente el campo gravitacional. Desafortunadamente la tarea de encon-
trar dicha teoria ha resultado ser en extremo complicada debido en gran parte a que no se
cuenta con una guia experimental, sin embargo, a pesar de esto, desde medio siglo atras
hasta la actualidad, varios fisicos han dado origen a distintas teorias que intentan describir
cudnticamente el campo gravitacional. Algunas de estas teorias se encuentran dentro del
formalismo de Geometria Diferencial No Conmutativa y John Madore es el autor de una
de estas.

En esta tesis se retoma dicha teoria propuesta por John Madore y se comienza mostrando
y explicando el modelo tedrico de ésta. Se muestra la hipotesis, un conjunto de definiciones
necesarias (entre estas la definicion de espacio-tiempo no conmutativo) asi como también
las propiedades de los elementos involucrados en la teoria. Entre estos elementos estén las
constantes Q" o Que tienen que ver con una deformacion que se hace al producto entre
tetradas y, ademas, estas constantes son en torno a las cuales se hacen los calculos mas
importantes de esta tesis.

Consecuentemente se muestra un par de espacios-tiempo modelados con la teoria presen-
tada, los cuales cuentan con simetria esférica y, ademas, se introduce y hace uso de una
aproximacion llamada “aproximacion semiclésica’.

Finalmente, constrinendo al modelo tedrico a tener simetria esférica y apoyandonos de la
aproximacion semiclasica, nos dedicamos a encontrar la forma explicita de los elemetos
Q" o5 bara ast determinar las consecuencias de que estos sean constantes tal como lo
requiere la teoria.
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Introduccion.

Desde un punto de vista experimental quiza no haya razoén para buscar nuevas leyes fisicas,
sin embargo, desde un punto de vista tedrico (matemético y conceptual) las leyes que hay
hasta ahora no son completamente satisfactorias.

De acuerdo al conocimiento de hoy en dia, los fisicos han reducido todas las interacciones
de la naturaleza que hay entre particulas a 4 fuerzas fundamentales: la fuerte, la electro-
magnética, la débil y la gravitacional. Las primeras tres interacciones estan descritas por
el Modelo Estandar de fisica de particulas, una teoria cuéntica de campo, y excepto por la
masa no nula del neutrino, no hay hechos empiricos que difieran claramente con esta teoria.
Dejando a un lado las discusiones acerca de la interpretacion de las teorias cuénticas, estas
son consideradas tedrias bien establecidas. Por otro lado, la gravedad esta exitosamente
modelada por la teoria de la Relatividad General, una teoria de campo clasica, y no ha
habido hecho experimental conocido que muestre una clara contradiccion con la teorfa. En
particular, un ejemplo sorprendente que corrobora experimentalmente la validez de esta
teoria es el caso del pilsar PSR 1913+16 en un sistema binario: el decremento de su peri6-
do orbital fue completamente explicado por la emisiéon de ondas gravitacionales predichas
por la Relatividad General. No obstante, a pesar de las diferencias entre estas teorfas, han
habido intentos de crear una teoria hibrida que unifique los conceptos clasicos del campo
gravitacional con los conceptos cuanticos de los demas campos pero dichos intentos, hasta
ahora, han fallado [13].

En fisica la idea de unificacién ha sido muy exitosa, culminando hasta ahora en el Mo-
delo Estandar. La naturaleza cuantica de las teorias involucradas en el Modelo Estandar
proporciona un marco o estructura general para todas las teorias que describen una inter-
accion en particular, entonces, si se busca una teoria que unifique las cuatro interacciones
seré necesario incluir una descripcién cuantica del campo gravitacional. Sin embargo, atin
no se cuenta con una teoria asi y, mas aun, esta teoria lleva eludiendo a los fisicos desde
medio siglo atras.

Tanto el electromagnetismo como la teoria de campo de Dirac, QCD o cualquier otra teo-
ria de campo usada en fisica moderna, son teorias que describen la evolucién de campos
en un fondo fijo de espacio-tiempo. Una de las diferencias entre Relatividad General y las
demés teorias de campos es que en Relatividad General el campo en consideracion es el
mismo espacio-tiempo de fondo (ahora no fijo sino dindmico).

Ademas de la busqueda de una teoria que unifique las cuatro interacciones también hay
otras motivaciones para creer que existe una descripcién cuantica de gravitaciéon, por
ejemplo la inevitable presencia de singularidades en Relatividad General, cuyos casos mas
prominentes son el big-bang y el interior de los agujeros negros. Se esperaria que una teoria
mas fundamental de gravitacion no prediga singularidad alguna.

Uno de los principales problemas de encontrar una teoria cuantica de gravedad es la ca-
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rencia de una guia experimental ya que las escalas en las cuales los efectos cuanticos de
la gravedad deben ser relevantes estan lejos de ser explorables directamente. Este conjun-
to de escalas se conoce bajo el nombre genérico de escala de Planck: longitud de Planck

(Ip == /™ ~ 1.6 x 107*m), tiempo de Planck (tp := /2 ~ 5.3 x 107*5) y masa de
Planck (mp := /% ~ 2.1 x 107%9).

En la década de 1930 las teorias de campos aun no podian resolver satisfactoriamente
problemas relacionados con interacciones entre materia y campos. El problema estribaba
en suponer interacciones puntuales y al hacer los calculos correspondientes aparecian infi-
nitos que muchas veces, con el fin de remediarlos, hacian necesario el uso de un cut-off, sin
embargo, estos se elegian de una forma un tanto arbitraria lo cual incomodaba a muchos
fisicos y era fuente continua de muchas discrepancias en los célculos teoéricos. Esta apa-
ricién de infinitos o divergencias ultravioletas es una caracteristica bien conocida de las
teorias de campos asi que algunos fisicos como W. Heisenberg y otros se vieron atraidos
por la idea de discretizar el espacio-tiempo, es decir, modificar la estructura microscopica
del espacio-tiempo modelando este como un conjunto de celdas pequenas (en la escala
de Planck) pero de ancho finito. Esta idea era atractiva porque estas pequenias celdas
que constituirian el espacio-tiempo podrian funcionar como un cut-off (que justificaria la
finitud a las divergencias ocurridas en los calculos). Entonces, probablemente este hecho
proporciona un indicio de que a escalas de longitud pequena el espacio-tiempo podria estar
discretizado.

El problema de esta idea era que dicha discretizaciéon del espacio-tiempo violaba la in-
varianza de Lorentz, una simetria que constituye uno de los pilares de la Relatividad
Especial. En 1947 H. S. Snyder propuso una solucion a este problema [28] mostrando que
mediante el uso de coordenadas no conmutativas era posible obtener una discretizacion del
espacio-tiempo con algunas de las propiedades deseadas, ademas de respetar invarianza de
Lorentz. Sin embargo su propuesta llegd al mismo tiempo en que la renormalizacién (un
camino para curar las divergencias de las teorias de campos) hizo predicciones satisfacto-
rias y por tanto dicha propuesta pas6 desapercibida por la mayoria.

La no conmutatividad no es algo nuevo en la fisica, es usada en teorias de campo, supersi-
metria, dimensiones extra, Modelo Estandar, fisica del estado sélido, etcetera pero uno de
los ejemplos mas conocidos y con mejores resultados es la Mecanica Cuantica. A finales del
siglo XIX y en el siglo XX se hicieron grandes aportaciones a la fisica que posteriormente
dieron lugar al nacimiento de la Mecanica Cuantica. Algunos autores de estas aportaciones
son Planck quien estudiando la radiacién del cuerpo negro propuso que la energia es radia-
da y absorbida en forma de cuantos, Bohr por su parte dijo que el momento angular del
electron en un atomo debia ser discreto, y Einsten fue quien explicé el efecto fotoeléctrico
modelando la luz como un haz de particulas. Todas estas aportaciones son un resultado
particular de lo que W. Heisenberg afirmé [7]: “Las observables fisicas estan gobernadas
por un algebra no conmutativa’, lo cual motivo el formalismo de la mecénica matricial.
Heisenberg sabia de las limitaciones de la Mecanica Clasica, en donde el algebra de fun-
ciones sobre el espacio fase, adlgebra a la cual pertenecen las observables, es conmutativa
y por ende la reemplazé por lo que ahora conocemos como Mecanica Cuantica, en donde
los operadores asociados a las observables no conmutan.

La no conmutatividad es el concepto matematico central que expresa la incertidumbre de
la Mecanica Cuantica y un aspecto de suma importancia de esta teoria es el principio de
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incertidumbre de Heisenberg. Este principio, al no permitir mediciones simultaneas con
precision arbitraria de dos variables candnicas conjugadas, implica una discretizacion en
el espacio fase, es decir, desaparece el concepto de punto en el espacio fase y se habla
entonces de celdas. Ahora, razonando de manera anéloga, podemos ver que es posible
extrapolar esta idea a Relatividad General, es decir, podemos hacer uso de un principio
de incertidumbre entre coordenadas espaciotemporales e inducir asi una discretizacion del
espacio-tiempo. Gracias a la relacion Robertson-Schrodinger [15] sabemos que una manera
de hacer surgir dicho principio de incertidumbre es proponer un conjunto de relaciones de
(anti) conmutacion entre las coordenadas de espacio-tiempo.

La Mecanica Cuantica no relativista ha servido de inspiracion para estudiar espacios no
conmutativos para los cuales las herramientas clasicas de matematicas no son adecuadas.
Uno de los principales cambios que resulta de pasar del caso conmutativo al no conmuta-
tivo es la perdida de la nocién de punto, Geometria No Conmutativa es una geometria sin
puntos.

En este trabajo, con el fin de estudiar efectos de gravitacion a escalas de longitud micros-
copica, se retomaré la idea de discretizar el espacio-tiempo. Guiados por la experiencia de
discretizar el espacio fase en la Mecanica Cuantica, vemos que Geometria No Conmutativa
nos ofrece asi una manera de proponer y modelar la discretizacion del espacio-tiempo.

Propuestas para definir gravedad no conmutativa hay varias, por ejemplo mediante el
uso de un producto estrella. Esta propuesta es la mas popular y consiste en reemplazar
el producto usual entre elementos de C'(M) (funciones acotadas y continuas sobre alguna
variedad M) por un producto deformado al que se le llama producto estrella: el producto
estrella méas simple es el de Groenewold-Moyal (més detalles sobre este producto estrella
se encuentran al inicio el capitulo 2). Otro ejemplo de gravedad no conmutativa es gra-
vedad deformada con twist [26]: esta propuesta consiste en deformar la regla de Leibniz
introduciendo para ello un operador llamado twist al que se hace actuar sobre un par
de tensores antes de que estos sean multiplicados de la forma usual dando origen a un
producto estrella. La desventaja de esta propuesta es que las ecuaciones de campo gra-
vitacional deformadas resultan ser ecuaciones diferenciales parciales con derivadas hasta
orden arbitrario, lo cual las complica bastante al grado en que, a priori, no se tiene claro
que existan soluciones exactas [26]. Otro ejemplo de gravedad no conmutativa es el de es-
tados coherentes [2I]: esta propuesta consiste en considerar un algebra A no conmutativa
que contiene operadores T* asociados a las coordenadas. Ademas, dentro de esta algebra
también se definen operadores de escalera 2(i*), 27(2*) y los eigenestados de estos, los
cuales se llaman estados coherentes, permiten calcular promedios (F/(i#)) con F(i#) el
operador asociado a alguna observable. Una novedad de esta propuesta es que la fuente
en la ecuacion de Green asociada a algunos propagadores deja de ser una delta de Dirac
y se vuelve una distribucion Gaussiana.

Este trabajo, en el cual seguiremos la propuesta a gravedad no conmutativa presenta-
da por John Madore en algunos de sus articulos [3], 14, 2], esta dividido en cuatro capitulos.
En el capitulo 1, con el fin de introducir el concepto de tetradas que serd muy usado en ca-
pitulos posteriores, se comienza por hablar de manera muy breve sobre algunos conceptos
de Relatividad General tales como espacio tangente y espacio cotangente, consecuente-
mente, se mostrara la hipotesis sobre la cual esta basado este trabajo asi como también
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el marco tedrico. Esta parte es autocontenida proporcionando definiciones importantes
(entre ellas la definicién de espacio-tiempo no conmutativo propuesta por John Madore)
y calculos que muestran las propiedades de los elementos involucrados en la teoria. En el
capitulo 2, con el fin de introducir al lector de manera més concreta y directa con la teoria,
se muestra con gran detalle en los calculos un par de ejemplos de espacios-tiempo no con-
mutativos con simetria esférica [3]. Ademas, al inicio de este segundo capitulo se muestran
las aproximaciones (que llamaremos “aproximacion semiclasica") que seran bastantemente
usadas en los Capitulos 2 y 3. El Capitulo 3 es el mas largo y en él encontraremos los
calculos mas importantes de este trabajo que tienen que ver con la deduccién de un con-
junto de elementos que simbolizaremos como Q" op- Istos elementos estan relacionados
con la no conmutatividad de las tetradas y también estan presentes en la forma explicita
de otros elementos también involucrados en la teoria. En este trabajo se manejan unidades
c=h=1.



Capitulo 1

Estructura de Espacio-Tiempo No
Conmutativo.

1.1. Relatividad General y el concepto de tetradas.

Relatividad General es una teoria de la fisica que modela el campo gravitacional como una
variedad diferenciable en 4 dimensiones, 3 espaciales y una temporal. Esta variedad debe
contar con un tensor simétrico de rango 2 que describe la geometria del espacio-tiempo.
Dicho tensor lleva por nombre tensor métrico (o simplemente métrica), y debe ser solucion
del siguiente conjunto de ecuaciones (escritas en unidades G = ¢ = 1)

1
R, — §R G =871, (1.1)

donde R, es el tensor de Ricci, R el escalar de curvatura, g,, la métrica y 7T}, el tensor de
energia-momento. Las ecuaciones son las llamadas ecuaciones de campo de Finstein
para la Relatividad General (con constante cosmologica A = 0). Estas nos dicen que la
distribucion de masa y energia (lado derecho) en el espacio-tiempo induce una deformacion
(curvatura) en la geometria (lado izquierdo) de dicho espacio que fisicamente se manifiesta
como gravedad.

Sobre este espacio-tiempo, es decir, sobre esta variedad diferencial M que manejaremos con
algtiin sistema de coordenadas {u‘*}izo, estd definida un algebra conmutativa de funciones
C(M)={f: M — R} que nos interesara saber como cambia conforme nos desplazamos
sobre M. Para esto definimos un espacio vectorial Der(M) que lleva por nombre espacio
tangente (o simplemente espacio de derivaciones) tal que cada elemento V' € Der(M) seré
un operador derivada direccional que se escribe como

V =V*"o,,
donde 0, es un elemento de la base canonica de Der(M) y V* € C(M). El espacio Der(M)
tiene asociado un espacio dual Q'(M) que se le llama espacio cotangente (o espacio de 1-
formas) y cada elemento W € Q(M) se escribe como
W =W,du",
donde du” es un elemento de la base canénica de Q*(M) y W, € C(M). El hecho de

que Der(M) y Q'(M) sean espacios duales significa que tenemos definida una operacion

1
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binaria, bilineal dada por

(-, ) : QYM) x Der(M) — C(M), (1.2)

tal que los elementos de las bases Der(M) y Q' (M) satisfacen la condicion de dualidad
escrita como

(du*;0,) = dt. (1.3)
La operacion binaria ([1.2) junto con (1.3|) nos permite ver a Der(M) y a Q'(M) como
espacios vectoriales de funciones lineales dadas respectivamente por
f:QNM) — C(M) y f*: Der(M) — C(M).

Visto asi podemos reescribir ([1.3) como

du(d,) = 0, (du) = J1.

Estos dos espacios, el tangente y el cotangente, nos permiten construir un célculo diferen-
cial. Para ello el diferencial de una funcion f € C(M) se escribe en términos de las bases
de estos dos espacios como:

df =0, (f) du’. (1.4)
Ademaés, dado un elemento arbitrario df € QY(M) y un V € Der(M), definimos

df (V) = V(df) := V(f). (1.5)

Previamente se dijo que las bases canénicas de los espacios Der(M) y Q' (M) estdn dadas
respectivamente por

3 3
{0V, v Ad"} g,
sin embargo, tenemos la libertad de utilizar cualquier otra base de estos espacios. En
general una base de Q'(M) se escribe como

0" = G*, du”, (1.6)

donde G*, € C(M). Con el fin de lograr escribir las du* en términos de las 0, pedimos
que G71#  exista. A estos elementos linealmente independientes #* que conforman una
base de Q'(M) (distinta de la canonica) se les llaman tetrddas. Cabe decir que un cambio
en la base de Q'(M) implica un correspondiente cambio en la base de Der(M), de lo
contrario (|1.3) no se cumpliria. Este correspondiente cambio en la base de Der(M), base
que denotaremos como {e,}, esta dada por

e, =G 9, (1.7)

donde 6#(e,) = 6" se satisface. Por tanto las bases {e,} y {#*} son también bases duales
y, a diferencia de ([1.4)), el diferencial de f € C'(M) escrito en términos de estas bases es

df =e, (f) 0". (1.8)



1.2. HIPOTESIS Y MODELO TEORICO. 3

Una caracteristica que nos interesaré de las tetradas es que mediante una adecuada eleccion
de los elementos G*, tenemos que la métrica, escrita en términos de éstas, adquiere una
forma mucho maés sencilla (incluso constante) que usando la base {du”}. Como ejemplo
tomaremos el siguiente espacio bidimensional cuya métrica esta dada por

2 2 0
2 0 w ([ —h" fg+hk\ (dz
ds® = (d:zc , dx ) (fg+hk 7 — k2 dl

= (fda® + gda*)® — (hda® — kdz")?, (1.9)

definiendo la base de tetrddas de este espacio como

° = fda°+ gda',
' = hdx® — kdz?,

tenemos

i = () - @)

= (0% 0" <(1) _01) (Z?) (1.10)

donde f, h, k vy g son funciones de 2° y x!. De y (1.10) se puede ver como la métrica
en términos de {du”} es un poco complicada pero reescrita en términos de {6”} la métrica
se vuelve constante, de esta forma el uso de tetradas nos permite extraer la complejidad de
la métrica y depositarla en la base del espacio Cotangente. El uso de esta base de tetradas
se denomina el Formalismo de marcos mdoviles de Cartan.

Hasta aqui lo que hemos visto ha sido un breve repaso de algunos conceptos de Relatividad
General, teorfa cuya herramienta matemaética es la Geometria Diferencial Clasica (donde
por clasica nos referimos a conmutativa).

1.2. Hipo6tesis y modelo teérico.

El modelo teérico que se mostrara y discutird posteriormente esta basado en la siguiente
hipotesis:

A escalas de longitud macroscopica (esto es, equiparables con nuestro sistema
solar y mayores) el espacio-tiempo estd bien descrito por la teoria de la Rela-
tividad General, es decir, el espacio-tiempo estd modelado como una variedad
diferencial cuyo tensor métrico satisface las ecuaciones de campo dadas por
pero, cuando nos acercamos a escalas de longitud muy pequena (esto es,
equiparables con la longitud de Planck: lp = \/hG/c? ~ 1.6 (107%°) m) se comienza
a manifestar una ausencia de localizacion y se pierde la nocion de punto, mds
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precisamente, el espacio-tiempo se vuelve discreto. (Esta hipotesis se encuentra en
la introduccion del capitulo 7 del libro [17])

La forma en que modelaremos la discretizacion del espacio-tiempo mencionada en la hipo-
tesis estd, en cierta forma, inspirada en la Mecénica Cuantica no relativista. En Mecénica
Cuantica se tienen relaciones de conmutaciéon entre coordenadas y momentos, y estas re-
laciones, a su vez, conllevan a el principio de incertidumbre de Heisenberg logrando asi
una discretizacion del espacio fase. De forma anéloga, impondremos relaciones de conmu-
tacion entre las coordenadas logrando asi una discretizacion en el espacio-tiempo. Al igual
que en la Mecanica Cuéntica aqui haremos una especie de cuantizacion en el sentido de
que promoveremos las coordenadas del espacio-tiempo a operadores que no conmutan y
los operadores derivada los promoveremos a conmutadores; mas adelante mostraremos los
detalles.

Antes de dar nuestra definiciéon de espacio-tiempo no conmutativo comenzaremos dando
la definicion de una *-algebra ([12, [1§]).

Definicién:
Sea A un algebra asociativa sobre el campo C, sean a,b € Ay v € C. Si A esta equipado
con un mapeo (-)*: A — A que llamaremos involucion tal que

(@) = a
(a+b)" = a" +b*
(va)" = 7’
(ab)* = b*a’,

donde ¥ significa complejo conjugado de 7, entonces decimos que A es una x-algebra o
(algebra involutiva). Ademas, si se cumple

diremos que a es un elemento antihermitiano.

Definimos un espacio-tiempo no conmutativo [17, 3, 4, 2l 16] como una x-algebra A aso-
ciativa (ante el producto y la suma), generada por cuatro operadores hermitianos {u“}izo
que juegan el papel de las coordenadas y satisfacen la regla de conmutacion dada por

[u", u”] =ik J", (1.11)

donde k es una constante real, con unidades de area. Se asume que esta constante es del
orden del cuadrado de la longitud de Planck y es una escala de area fundamental en la cual
los efectos no conmutativos se vuelven relevantes. Cabe notar que el limite conmutativo lo
alcanzaremos haciendo & — 0. Por otra parte, los elementos J*” € A en principio estan
indeterminados, dependen del sistema a analizar y son adimensionales. Ademas, por las
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propiedades de los conmutadores satisfacen claramente la relacion

JH = — JVE, (1.12)
También, aplicando la involuciéon a ([1.11) tenemos que

—ikJ" = (utu” — utut)”
(wu”)” = (uut)”

U*

= uu —utu”

ikJ""
= —ikJ"

— JH = M (1.13)

es decir, los elementos J* son hermitianos. Dado que A es asociativa sus generadores
satisfacen la identidad de Jacobi, entonces tenemos

[u’\, [u“,u”]] + [u“, [u”,u’\ﬂ + [u”, [u’\,u“ﬂ = 0. (1.14)
Sustituyendo en ésta ultima ecuacién obtenemos

[, 7] + [, J] + [, J¥] = 0, (1.15)

esta tltima constituye una constricciéon para los elementos J**.

Vale la pena mencionar que en realidad A tiene cinco generadores y estos estan dados
por el conjunto {u’, u', u? u? 1} con 1 la identidad multiplicativa de algtin campo (campo
que no especificamos en este momento ya que este dependera de la representacion de los
elementos u* que ain no fijamos). Sin embargo, de aqui en adelante, cuando mencionemos
a los generadores de A nos referiremos tnicamente a los elementos u* pero tendremos en
mente que hay un quinto generador que gracias a él el campo esté contenido en A.

En las siguientes subsecciones de este capitulo se hara mencién del concepto “modulo iz-
quierdo” (y derecho) asi que a continuacion lo definimos [19).

Anillo: Si R es un conjunto de elementos equipado con dos operaciones binarias (+) y
() lamadas adicion y multiplicacion respectivamente, entonces, llamaremos a R anillo si
este satisface las siguientes tres propiedades

i) (R,+) es un grupo abeliano, esto es:

a) a+b€R,conabeR
b) (a+b)+c=a+(b+c),cona,b,ceR

c) 0geRtalque )Op+a=a=a+0g Va€R
d) Vae R,A'beRtalquea+b=0=b+a

)

e) a+b=b+a,cona,becR
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ii) (R,-) es un semigrupo

a) a-be R, cona,beR
b) (a-b)-c=a-(b-c¢), cona,bceR

iii) Se satisfacen las leyes distrubutivas

a-(b+c)=a-b+a-c

a) (a—i—b)~C:a-c—|—b.C}’ConavbacER.

Modulo Izquierdo: Consideremos un anillo R (conmutativo o no y con o sin la identidad
multiplicativa 1). Un R-modulo izquierdo M es un grupo abeliano (M, +) equipado con
un mapeo R x M — M (al que llaman multiplicacion por escalar) tal que

D) alr+y)=ar+ay,Vae Ryx,ye M
II) (a+b)x=ax+bx,Ya,be RyzeM
III) (ab)x = a(bx),Va,be Ry x € M

Si M, en lugar de estar equipado con R x M — M esta equipado con M x R — M
(y ademads es un grupo abeliano (M, +) que satisface relaciones analogas a I), II) y III)),
entonces, M es un R-modulo derecho, y si tiene ambas (producto por escalar por la
izquierda y por la derecha) entonces es un bimodulo (con respecto a R).

1.2.1. Espacio de derivaciones Der(A) en A.

Ahora, con el fin de definir el diferencial de un elemento f € A y con ello construir un
célculo diferencial, introducimos un espacio de derivaciones Der(.A) que seré la contraparte
no conmutativa del espacio tangente mencionado en la Secciéon 1.1. La base asociada a
Der(A) esta dada por el conjunto de operadores

{eu(-) =D - oy (1.16)

> C A son antihermitianos (ver Seccion 3.1 de [I7] y las

tal que los elementos {\,} =0

referencias [3], [4]), i.e.

M= A (1.17)

La transicion de derivadas parciales usuales a% a las derivadas en términos de conmutado-

res es analoga a la transicion de los paréntesis de Poisson clésicos a los conmutadores [7].
La condicion (1.17) tiene como consecuencia la siguiente condicion de realidad. Usando la
involucion sobre ((1.16]) tenemos

(e () = [ fT
= ()‘uf)* - (f)‘u)*
= TN
= - (f*)‘u - Auf*)
= - [f*’ )‘u]
= P‘/m f*] )
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= (eu () =eu([7)- (1.18)

La ecuacion es la condicion de realidad para las derivaciones (ver Seccion 2.1 de
[17]).Vale la pena hacer un par de observaciones sobre el conjunto de derivaciones {eu}izo
Primero notemos que éste satisface la regla de Leibniz de derivada de un producto como a
continuacion se muestra. Sea f, g, h € A, aplicamos un operador derivada dado por (|1.16))
al producto fg

eu(fg) = [)‘uafg]
= f[)‘#vg]+[)‘#7f]g7

= eu(f9) = feu(9) +eu(f) g (1.19)

Ahora hagamos una segunda observacion. Definamos el operador X 5( <) =-eu( - )hy
apliquemoslo al producto fg, entonces

X, (fg) = eulfg)h

= [/\;ufg]h

= fAwglh+ [N, flgh. (1.20)
—_——— N——
=fXP(g) #XP(f)g

De podemos ver que, dado que g y h no conmutan en general, el operador X f no
satisface la regla de Leibniz de derivada de un producto y por lo tanto X ;]? ¢ Der(A),
es decir, Der(A) no es un A-modulo derecho. Del mismo modo podria mostrarse que
X/( ) = hey( - ) no satisface la regla de Leibniz de derivada de un producto, entonces
X/ & Der(A), es decir Der(A) tampoco es un A-modulo izquierdo. También debemos
notar que si h = cte := h, entonces e,he, hce, € Der(A). Con esto podemos ver que Xﬁ)
y X, pertenecen a Der(A) tunicamente si estos satisfacen la regla de Leibniz de derivada
de un producto, es decir, inicamente si A conmuta con todos los elementos en A.

1.2.2. Espacio de 1-formas Q!(A) en A.

Ahora, también con el fin de definir el diferencial de un f € A, extrapolamos el formalismo
de marcos moviles de Cartan visto en la Secciéon 1.1 al caso no conmutativo, esto es, intro-
ducimos un espacio Q'(A) de 1-formas (este espacio serd la contraparte no conmutativa
del espacio cotangente mencionado en la Seccion 1.1 ) cuya base es un conjunto de tetradas
no conmutativas (posteriormente se hablara con detalle de esta no conmutatividad entre
ellas) linealmente independientes dadas por

{0 =G", du”},_,, (1.21)

con G*, € A una matriz invertible. Adicionalmente pedimos

0" = o, (1.22)

Esta dltima propiedad de los 6* y muchas otras relaciones dadas en lo que resta de este
capitulo pueden consultarse en la seccion 3.1 de [I7]. A diferencia de Der(.A), el espacio
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QY A) si es un A-bimodulo, es decir: f0*, 0 f € Q' (A). Ya que hemos introducido los
espacios Q' (A) y Der(A), en analogia al caso conmutativo, definimos el diferencial de un

f € A como

af = e, (f)0"
= A, f10" (1.23)

Notemos que para el caso f = u” tenemos

du’ = [\, u’] 0"
_ —1v
- oo
= [\, u'] =G, (1.24)

con G~ ., definida en (1.21). Al igual que en las derivaciones, para las 1-formas tenemos
una condicion de realidad. Aplicando la involucion sobre ([1.23)) obtenemos

@) = (e(f)0")
= (0") (e.(f))"
= ¢ 61/<f*)
= e(f) 0,
= (df)" =d(f"). (1.25)

La ecuacion es la condicion de realidad para las 1-formas. En este ultimo pro-
cedimiento se ha usado la propiedad [0*, f] = 0 Vf € A que ain no se ha mostrado
pero se hard a continuacion. Andlogamente al caso conmutativo, pediremos que Q'(A) y
Der(.A) sean espacios duales, es decir, definiremos una operacion binaria bilineal (-, -) :=

Q1(A) x Der(A) — A tal que

(0", e,) = 0" (e,) = ", (1.26)

donde la primera igualdad es solo notacion. Dado que Q!'(A) es A-bimodulo debemos
definir la accion de 0* f sobre e, y esta queda como

(0" f) (ev) == 0" (ev) f, (1.27)

y naturalmente: (f0") (e,) := f0" (e,) (el uso de la definicion (|1.27)) se puede ver en [17, 2]).
La ecuacion (|1.26)) tiene una importante consecuencia que mostraremos a continuacion.
Sea f € A, de (1.26]) se tiene que
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(f0") (en) = foy

= o.f
= (9”(61,)]”
(0" 1) (ev), (1.28)
= fo" =0"f. (1.29)
También, en analogia a , definimos
df(e,) = e(f). (1.30)

Hay que notar que ((1.29) es una propiedad exclusiva de las tetradas (propiedad que surge
como consecuencia de la condicién ([1.26))) y, por tanto, un elemento arbitrario df € Q'(.A)
no la satisface como se muestra a continuacién. Sean f, g € A, entonces

lg df](e,) = gldf(e)]
geu(f)
= g\, f], (1.31)

por otro lado tenemos que

[(df)g] (e) = ldf(en)]g

= elf)g
= . flg# glh, f1, (1.32)
= (df)g # g(df). (1.33)

Notemos que en la primera igualdad de (|1.32)) se uso la definicion ((1.27)). Ahora, definimos
6 € Q'(A) como

0= — A0 (1.34)
Usando las propiedades (1.22)) y (1.29)) de las tetradas, asi como la propiedad (1.17]) de las

A se puede encontrar una propiedad de 6 como a continuacién se muestra. Aplicando la

involucion a (1.34))

0" = (=A%)
= g™
= 0"\,
W

— 0" = —0. (1.35)

También, usando # podemos reescribir (|1.23) como
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df = [\ f10"

Ao fO" — fA0"
MO f = fAL0"
—(0F = 10),

—df =—[0, f]. (1.36)

1.2.3. No conmutatividad de las tetradas.

Definimos el producto entre elementos de Q' (A) como [17]

ab:=Il(a®b), con a,bec Q' (A), (1.37)

donde IT : Q! (4) ® Q' (A) — Q% (A) es una operacion A-lineal e idempotente (1T = IT)
dada por

(0" ®6") :=P" ,0°®06, (1.38)

con P* s € Ay Q?(A) el espacio de 2-formas (cuya base por ahora no conocemos).
Ahora, obtengamos una consecuencia de la idempotencia y A-linealidad de II. De ([1.38)
se puede ver que

T (0" ®0) = T(P",,0°®0%),
" ®6e") = P" ,11(0°®6°%)
o v a3 €
= P" ap Py 0@ 0”
= P¥_0°®0",
dado que en las ultimas dos igualdades de este tltimo desarrollo tenemos sumatorias sobre

elementos linealmente independientes (elementos 0 @ 67 de la base de Q! (A) ® Q! (A))
podemos igualar coeficiente a coeficiente y encontramos que

P s PP =P (1.39)
De (1.37) v (1.38]) podemos ver que
0"0" = P* 0 ®0°. (1.40)

Usando ((1.39) y (1.40|) tenemos
v apnB v a3 €
PY 50007 = PY P 0°®0°
= P"_0°®0,

— 01" = P 6°6°. (1.41)

Proponemos que los coeficientes P*  ; tengan la siguiente forma [4]
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v 1 v . v
PM B = 555,3 —I—ZEQM B’ (142)

con Q" 5 € A elementos indeterminados y

€ = ku?, (1.43)

donde € es un pardmetro adimensional y p es constante, una escala de masa macroscopica
[4, 1, 2] (podemos relacionar esta, por ejemplo, con la masa de la métrica de Schwarzschild

o con la constante cosmolégica). Puede ser ttil saber: 0q5 = 4,05 = sl 5;} = enp
[24]. Cabe notar de (1.42) que ((1.40]), en el limite conmutativo (k& — 0), preserva la
antisimetria del producto wedge como se muestra a continuaciéon

Orep¥ —= P ad 0* ® ob

(164 — 545%) 0° @ 67

N~ N~

= 0" 20" — 6" 2 6")

También, si queremos que (|1.42)) sea congruente con (|1.39), entonces los indices de los

elementos Q" o5 deben cumplir ciertas simetrias que a continuacién se muestran

€, 1 1 - v 1 € - €
P,uvepppaﬁ = (§5féép} +Z€Q'u Ep) <§ [a(slg] +Z€Qp aﬁ)

— 411 (65% — 6h6Y) 07,05 + %z’e (0107 = 6867) Q7 o
FSIeQ (5505 — 8508 + (i @, Q7
1 1.
= 5 (s —005) + 5ie (@ 0s = Q" o)
e (Q" 0= Q" 5) + QY Q7
_ 411 (6184 — 640%) — (840% — 4%
0 = (@7t Q7)) 7, Q7

1
(20405 — 20507) +i€Q" o5 — Gie (Q™ ug + Q" 5o) + (i€) Q" ) Q" o5

— =] =

v . v L. v v . v €
= 5(5{;6[3} + ZGQ” af T 526 (Q a aB + Q” ﬁa) + <Z€>2 Q’u ep Q P af

v 1 v v : v €
= P = i (Q7 s + Q" o) + (€ QY , Q7 . (1.44)
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de (|1.44) se puede ver que una condici6n suficiente para que la forma propuesta de P s
dada en 1) sea congruente con ((1.39) es imponer sobre Q" 5 lo siguiente

Q" 4o = Q™ 4. (1.45)

QY ba = Q" 0B (1.46)
Estas simetrias en los indices Q" op Son mencionadas en [4]. De (1.46) y (1.42) podemos

ver que

P =P (1.47)

Ba
en los indices superiores de P"” ., tenemos una parte simétrica dada por Q" una
Ba Ba

parte antisimétrica dada por 0/;. Otra propiedad de los P*” 5 se encuentra multiplicando
(1.38) por f € A, usando la A-linealidad de II y la propiedad ([1.29)) de 6#; tenemos que

fPY 50267 = [fII(6"®6")

I(f0" ©6")

= (0" 0"f)

= (0" 260" f

= P ,0°R0°f

= P, f0°®0°. (1.48)

Nuevamente, dado que en (|1.48)) tenemos una igualdad de sumatorias sobre elementos
linealmente independientes concluimos que

fPY =P,
— P € Z(A), (1.49)

= Q" s € Z(A), (1.50)

con Z (A) :={g € Allg, f] =0Vf € A} el centro del dlgebra A. En lo que sigue se men-
cionaran las 0-formas y, en analogia al caso conmutativo, definimos el espacio el espacio

Q% (A) de 0-formas como Q°(A) := A.

1.2.4. Ecuaciones para los elementos )\,,.

Hasta este punto se ha hablado principalmente del espacio 2! (A) y de la no conmutati-
vidad de las tetradas, ahora nos dedicaremos a encontrar el conjunto de ecuaciones cuya
solucién determina el espacio Der (A). Para esto adoptaremos el concepto de derivada
exterior de forma analoga al caso conmutativo.

Definimos el operador derivada exterior d : Q" (A) — Q"™ (A) (lineal con respecto a
Z (A)) sobre una 0O-forma f y sobre una tetrada 0* como
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df -=e, (f)0", (1.51)

1 (6%
do" = —§C“a5 0°0°, (1.52)
con C* op € A coeficientes indeterminados. Ademés, pedimos que d satisfaga

dd(w™) = 0, (1.53)

d(ww") =d W) w" + (-1)*w’d (W), (1.54)

con w" € Q"(A). Vale la pena notar que, a pesar de que en la definicion de derivada
exterior que dimos se menciond tnicamente la accion de d sobre 0-formas y tetradas (1-
formas) y no sobre r-formas en general, también esta definida la acciéon de d sobre r-formas;
a continuacion se muestra un ejemplo. Sea g = ¢,,0"0" € Q? (A), entonces dg se expresa
como

dg = d(gut"0")
= d (g;w) 00" + (_1)0 g,uud (QMHV)
= e (gu) 0°0"0" + g, (A (0") 0" + (—1)' 0"d ("))

1 1
= e (g) 66"0" + g (‘go”aﬁ 979" — o (‘5) C” s Wﬂ)

= [ee (gw) + (—ng”e,ﬁng”W)] 0°019”

N — N~

= |:€€ (gw/> + (QGVCWW - ngVEM)} 0°6"9" .

A continuaciéon mostraremos una propiedad de los elementos C7,. Usando (1.41)) y (1.42))
tenemos
M apB €p apnpB
Cr g 0°0° = C* ,P" ;0%
1 € € . €
= o, (5 (6505 — 0500) + ieQ” a,@) 0°6°

1
- (5 (C" g — C"ga) +1i€C* Q7 ag) 66", (1.55)

Una condicion suficiente para que ([1.55)) sea congruente es
C“aﬁ =—C";, (1.56)
Entonces, de (1.42)) y (1.56) vemos que
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€ 1 € € . €
cr, P, = O, (5 (5a(sg—5ﬁag)+zec2paﬂ)

- (% (C" a5 = C" o) +ieC* Q7 af@) ’

— O, P7 =C" (1.57)

Donde en este tltimo resultado se ha usado la propiedad . Ahora introduciremos un
par de conjuntos de constantes no triviales que denotamos como K,z y F* op- Para esto
retomaremos la 1-forma 6 definida en ([1.34]). Definimos el conmutador entre una r-forma
w" y una s-forma w® como se muestra a continuacion [7]

[w", w'] = ww® — (1) ww". (1.58)

Es util saber que esta definiciéon implica las siguientes relaciones

W' wmw®] = [whwmw + (=1)""w™ [w",w’],
[ w] = —(=1)" [w”w'],

Y] = Sl
W aw®] = aw W] , a€Z(A).

Usando ((1.36)) y las propiedades de la derivada exterior dadas en ([1.53)) y (1.54)) tenemos

—ddf = dI[o, f]
= d(0f - f0)
= d(0f) —d(f9)
= dOf + (=1)"0df — (dfo + (~1)" fdo)
= dOf — 0df — dfo — fdo
= [do, f]+010,f]1+1[0,]0
do, f1+ 60 (0f — f0)+ (0F — f0)0

[
= [do, [T+ (60, f]
= [d6+ 66, f], (1.59)
— [d0 + 600, f] = 0. (1.60)

El elemento df + 060 en (1.60) es una 2-forma, entonces, esta se debe poder escribir como

1
df + 06 = =5 Kag 0°6°, (1.61)

con K,3 € A elementos indeterminados. Usando (1.41)) y (1.42) tenemos
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Kop 0°0° = K, P75 6°0°
1 e N
- K, (5 (0505 — 0507) + ieQ” aﬂ> 00"

1

= (5 (Kaﬁ - Kﬁa) + iGKeerp aﬁ) 0°0°. (1.62)

Una condicion suficiente para que ((1.62)) sea congruente es

Ko = —Kga. (1.63)

Entonces, de (1.42)) y (1.63) vemos que

€ 1 € € . €
Ky P? ., = K, (5 (3505 — 5562) + ieQ” aﬁ)
1 . .
g (5 (K()éﬁ - Kﬁa> + ZGKgpQ P Oéﬁ) y

— K., P? ;= K. (1.64)

Donde, nuevamente, en este tltimo resultado se ha usado la propiedad (|1.45)). Otra pro-
piedad de los elementos K,z la obtenemos sustituyendo (1.61f) en ((1.60) tenemos

1
0 = {—gKaﬁ eaeﬁ,f}

—_

1
= ——Ku.s eaeﬁf+f§f(aﬁ 00"

(Kap P 052 6°f — fKo5 PP 0° 2 6°)

NN~

(Kepf — fEKep) 050 67
= -3 [Kem f] 0° & ep’
— [Kémf] - 07

K,eZ(A). (1.65)

Ya hemos definido los elementos K, y hemos encontrado sus propiedades ahora hablaremos
de los elementos " op ¥ también encontraremos sus propiedades. Usando 1} tenemos
que
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=0

d(for —0"f)

dfor + (—1)° fdor — dor f — (—1)' ordf
(A, f1076" + fdo* — do¥ f + 6" [\, f] 6"
(AOE, £]6760% + [f, d0"] + [Aa, f] 0"0°

(A6, £]676% + [f,—%mme”ea} + [Aadh, f]070°

-)\(l/ég)7 f:| 076 + [%Cﬂuael’e‘l7 f‘|

EC“M ,f} 6”0~

Aw ol
( a)+2

[ 1 ra €
A(Vég) + QO“W ’f] P 0c®0°,

1

1
it

O.Uya ’f:| Pyaep
Ao, +iom P = (Awd” +Lom ) pro
2 (V a) 2 rva €p
146} 146} 1
(A 54 P+ M€p> F—f (A(,,ag)P ot 50@)
(2)\ 54 PP, + CF, ) f f<2)\(,,6g)P”aEp+C“€p>
ot 0mef]

Aol P, = A0k PP+ Aabl PP,
= M\ P+ Ao P*,
= Ao P, + Ao P"
= A P

Sustituyendo (1.67]) en ((1.66))

con

0 = [2A, P +Cr | f]
= [F, . f],

= F' e Z(A),

€p

(1.66)

(1.67)

(1.68)

(1.69)
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Fr o= 2)\, PO 4 CF (1.70)
donde por ((1.47) y (1.56]) tenemos

F# = —f* (1.71)

y de ([1.70) tenemos

Fe P?_, = (20, P +C* )PP,
2\ (P, + P* ) PP, +C",
= 2, (P, + P +C",
= 2\, P +C*

wooper  _ [m

= ", P, =F",. (1.72)
Ahora que ya hemos encontrado los elementos C*_,, K, y F'*.  y sabemos sus propiedades
estamos listos para encontrar las ecuaciones que determinan a los elementos \,. Primero
aplicamos la derivada exterior sobre 6

Ao = —d(Nb),
dd = —d(A) 0% — (=1)° \ad (6%),
1
Ao = —[Ag,Ao)090% — N\, (—EC’O‘WW@”> :

1
do+00 = [N, Ng|0°0° + 3 ZC7 5007 4+ (=A%) (—s07)
do + 00 = <A5, + /\ VC7 5t Aa AB) 00",

1 « (6%
—5Kas 0 0° = (AﬁA + = /\(J )9 0°,

1
)\5)\ + = )\ c’ aﬂ+ 2Ka5) Qaﬁﬁ’

0 = (2X\ha + A,YC s+ Kap) 0907,
(2Asha + N C7 g + Kog) PP 00 @ 0,

— (2/\5/\04 + )‘WCvaﬁ + Kaﬁ) Paﬁuy = 0,

2250 P, + A, C7 4+ K, = 0. (1.73)

Ahora sustituimos ((1.70]) en (1.73))
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2230 P 4+ Ny (F7,, = 200 P) ) + K,y =
220 P, + M, — 20 A0 (P, + P ,) + K =
)\W,FVWI _ 2/\’y)\ap’7alw + K;w =

o o o o

2)\7)\QP7“W — )\WFVW -K, = (1.74)
Usando (|1.42)) en (|1.74]) tenemos
1 (6% (6% - (6%
20,0 (5 (5Z<5V - 53%) + e W) — /\VFVW - K, = 0,
()\M)\,, - )‘V)‘u) + 12e A, A Q7 o )WFVW -K,, = 0,
- [)\M, A = —12eA A Q7 T )WF'VW + K. (1.75)

De esta ultima ecuacion podemos ver que, a diferencia del élgebra de coordenadas, el
algebra de los elementos A, no es tan arbitraria.



Capitulo 2

Producto Estrella y Espacios-Tiempo
No Conmutativos.

2.1. Definiciéon de producto estrella y algunas aproxi-
maciones utiles.

Para el siguiente ejemplo de espacio-tiempo no conmutativo con simetria esférica nos apo-
yaremos bastante de aproximaciones cuya justificaciéon puede encontrarse en el concepto
de producto estrella [10] como a continuacién mostraremos.

Definimos primero una variedad de Poisson (M, «) como una variedad diferenciable M
equipada con un tensor o’ que llamaremos tensor de Poisson (cuyo tensor inverso no
necesariamente existe) y una operacion binaria dada por

{f.9} (x) == o™ (2) 0uf(x)Dyg(), (2.1)
tal que
i) {f,9}=—-{9,f}, (antisimetria)
it) {f.ght=9g{f,h}+{f,9}h, (regla de Leibniz)
iii) {f,{g.h}}+{g.{h, f}} +{h,{f,9}} =0, (identidad de Jacobi)
donde z = (z',2%,...,2") € M y f(z), g(x) y h(x) pertenecen al algebra de funciones
C(M) de M.

Sea (M, «) una variedad de Poisson y f,g,h € C(M), entonces, definimos un producto
estrella [10] x : C(M),C(M) — C(M) como una operacion binaria dada por

o0

frg=> (i) C;(f.9), (2.2)

J=0

donde a ¢ le llamamos pardmetro de deformacion y los elementos C,, son operadores di-
ferenciales actuando sobre elementos de C' (M), dichos operadores diferenciales satisfacen
las siguientes relaciones

19
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> Ci(Crlf.g) k)= > Ci(f.Cilg.h), (2.3)

Jjt+k=n jt+k=n
Co(f,9) = fg, (producto usual) (2.4)

El conmutador asociado a éste producto estrella lo definimos de la forma usual

fogl, =fxg—gxf (2.6)

La propiedad (2.3 garantiza que el producto estrella es asociativo, la propiedad ([2.4)
garantiza que en el limite £ — 0 el producto estrella se reduce a el producto usual y la

propiedad ([2.5)) garantiza

ltm — [£.g]. = {£.9}.

£—0 Zf

La nueva algebra, formada por la union del &lgebra original (conmutativa) y un producto
estrella (no conmutativo), se dice que es una deformacion del algebra original. En lo que
sigue, y unicamente en esta seccion, anadiremos a los generadores de A (y a cualquier
elemento en A) un (") para asi diferenciar los u#, operadores generadores de A, de los u*,
funciones generadoras de A, adlgebra que definiremos posteriormente.

A el algebra (A,-) que, como ya se menciond en la Seccion 1.2, estd generada por el
conjunto de operadores {au}izo, con producto usual (-) entre estos y que ademas satisfacen
las relaciones de conmutacion , podemos asociarle un producto estrella mediante la
transformada de Weyl de la siguiente manera.

Consideremos (A, ), el dlgebra (deformada) de funciones de un espacio-tiempo clasico
equipado con un producto estrella que a continuacién mostramos. Cabe mencionar que
con “espacio-tiempo clasico” nos referimos a un espacio-tiempo modelado por la teoria de
la Relatividad General y por tanto un algebra de funciones conmutativas bajo el producto
usual que esta generada por las cuatro coordenadas espacio-temporales u*.

Definimos el operador (i) :== W(f) € (A,-) (transformada de Weyl) en términos de los
operadores u* € (A, -) y asociado a f(u) € (Ay,*) como

W) = o [tk T ), 27)

con f (k) la transformada de Fourier usual de f(u) dada por

s 1 = 40y e~ kRt £y,
F = G [t sta),

Entonces, considerando f(u), g(u) € (Aq,*), a el algebra deformada (A, *) le asociamos
el producto estrella dado por

W (f*g)=W(f) W(g). (2.8)
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La informacién de la relacion de conmutacion de los geneneradores de (A, -) se encuentra
contenida en el elemento f x g como a continuaciéon se muestra. De (2.7) y (2.8) tenemos
que

1 _ 1 = 47, ikt F 1 - A1 ikl G~ 0
W(fsg) = @ﬂg/wdke f“)@m?/mdke 3 (k)

1 - ik, O ik! oY T ~
= @ / / d'k d'K ™ e (R) g (k)

Ya que los @* no conmutan se usaré la formula de Baker-Campbell-Hausdorff [11] en esta
ultima expresion, entonces

1

W(f*g) = (27T)4

//d4k, d4k/ ei(kuﬁ“—&-kf,ﬂ”)—i-%[ikuﬂ“,ik{,ﬂ”]-ﬁ-m ]?(k)ﬁ(k’), (29)

donde los puntos suspensivos de esta ultima expresion tienen que ver con conmutadores
anidados. Dado que en el argumento de la exponencial en el lado derecho de hay con-
mutadores tenemos que el producto estrella, introducido como , si lleva informacion
de la relacion de conmutacién entre los generadores u*.

Sabiendo esto tenemos que para nuestra relaciéon de conmutacion hay asociado un
producto estrella (que por ahora no necesitamos conocer su forma explicita). Con todo
esto ahora si podemos obtener la aproximaciéon que se mencioné al inicio de este capitulo.
Regresando a la variedad de Poisson (M, a) mencionada, sin especificar esta y asocidndole

algun producto estrella, de (2.2)) y (2.6) tenemos lo siguiente

[f,9l, = frxg—g*f

Co(f,9) +i6Cy (f,9) + O (&2, f,9) — Co(g, f) —i€Ch (g, ) — O (€%, 9. f)

= fg—gf+i&{f.g} +0(&)

= i€ () 0uf ()0,9(x) + O (£7), (2.10)

con f,g € C(M). Considerando que el parametro de deformacion £ es muy pequeno (del
orden de la constante de Planck, por ejemplo) tenemos que

= [f, 9], = i€a" O.f O.9. (2.11)

También, dado que g es arbitraria, podemos reescribir (2.10) usando x® en lugar de g
obteniendo asi

[f.a], = i€ (@) 9, f(2)0,a" + O" (&)
= it (x) 9, f ()8 + O (€2)
= ita(x) B, f(x) + O (€7),

por lo que
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[f.2%], Oag(x) = [i&a"*(x) O, f(x) + O (€%)] ug(=),
i£at(x) 9uf (2)dag(@) = [f,2°], Oug(a) — O (€7) Ouy(x),
)

uf (
iga(x) Opf(x)dg(x) = [f,2°], ag() O (€7) Bag(2), (2.12)

X

donde el indice « en los términos de orden superior (O) se escribio unicamente para hacer
notar que existe un indice libre en dichos términos. Sustituyendo (2.12)) en - ) tenemos

[f.9], = [f, 2%, Bag(z) — O (%) Bag(z) + O (£7),

= [f,9l, = [f,2°], Oag- (2.13)

Para obtener y hemos considerado un algebra deformada (M, %) (sin especifi-
car esta) cuyos generadores son {a”}_, v f,g € C(M). Ahora, en particular, trabajaremos
con el algebra deformada (A, *) mencionada anteriormente, con parametro de deforma-
cion k y, ademéas, anadimos a esta algin tensor de Poisson J#¥(u) asi como también un
paréntesis de Poisson, teniendo entonces una variedad de Poisson, y los generadores del

algebra son el conjunto {u”}izo. Entonces, para f(u), g(u) € (Ag,*) de (2.10) tenemos
que

[f, 9], = kJ* 8, fO,9 + O (k) (2.14)

De esta ultima expresion podemos ver que

[f, 9, = ikJ" O, f Oug. (2.15)

Por otro lado, la aproximacion (2.13)) asociada a (A, x) queda con la misma forma:

[f, 9], = [f.u?], Oag. (2.16)

En (2.15) y (2.16]) ya tenemos las aproximaciones que necesitamos pero estas funcionan
en (Aq,*). Ahora, con el fin de obtener expresiones analogas a (2.15)) y (2.16) en (A,-),
apliquemos la transformada de Weyl definida en (2.7) a (2.15))

f*g_g*f%ikt]wj a,uf al/g7

W (f xg) —W(g* f) ~ikW (J* 9.f ,9). (2.17)

donde para obtener esta ultima expresion se ha usado la linealidad de la transformada de
Weyl. Por otro lado, considerando m,n, s € (Ay, *), de ( . ) tenemos

W(mxn*s) = V?([m*n]fs)
= Wimxn)W(s),
— W(mn«s)=W(m)W(n)W(s). (2.18)

Y de la definicion del producto estrella tenemos
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mxnxs = (mxn)*s
= (mxn) S—i—Z ik)? C; (m*n, s)

o0

= mn—i-z (ik)’ C; (m,n) S—l—Z (ik) Cj (m*n, s)

= mns—i—Z(ik‘)jCj( s+z (m*mn,s)
j=1 J=1
émns:m*n*s—Z(iR)j ¢;(m,n,s), (2.19)
j=1

con €;(m,n,s) = [C; (m,n)s+ C; (m*n,s)]. Usando las relaciones (2.8), (2.18) y (2.19)
en (2.17) tenemos que

W(HW(g) = W(QW(f) ~ ikW (J“”*auf*ayg - Z (iKY &(J"™. 8, f. ayg>> ,
W) W(g)| ~ ik [W(J“”*é’uf*@yg D (kY W (g, uf,ayg))],
W(f),W(g)| ~ kW (J* % uf %),

W), W(g)| ~ kW (J*)W (9.f) W (d,9).- (2:20)

Ahora, de las propiedades de la transformada de Fourier usual tenemos que

o,m(k) =ik, m(k). (2.21)
Usando (2.7) y - ) tenemos

W(d,m) = 5

— W(9,m) = 8, W (m), (2.22)

con 9, una derivada parcial respecto de @” (donde a d, le asociamos las propiedades de
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una derivada 0, usual). Finalmente, usando (2.22)) en (2.20) tenemos que

W W(o)| ~ W (1) 8,7 (£) D, (9).
f,g] ~ ik O,f 0,4 (2.23)

De manera analoga es posible mostrar, a partir de (2.16)), que se cumple

/.9 ~ |f.a0] das (2.24)

Un caso particular de se puede encontrar en [3| [4]. Nos referiremos a y
, cualquiera de estas dos relaciones, como aproximacion semiclésica. Ahora, antes
de terminar con esta seccidon, mencionaremos una consideracion: en particular, en los dos
ejemplos mostrados en este capitulo, consideraremos que los generadores {ﬁ”}izo de A
son los operadores asociados a las coordenadas rectangulares y por tanto, tinicamente en
este capitulo, se cambiara la notacion {@”}>_, por {i"}._, para asi hacer referencia a
esta consideracion. Finalmente, usando y dicha consideracién podemos llegar a otra
util aproximacion. Sea heA (consideraremos que indices latinos corren solamente sobre
el espacio, es decir, i = 1,2,3 e indices griegos corren sobre espacio y tiempo, es decir,
a=0,1,2,3), tenemos

>
>
—
%
1T “&H)‘
=
R,
QQ3>
>

— |[.h] = [f.3] doh+ |£.7] O, (2.25)

con 7 := 2'2'. De este tltimo desarrollo se puede ver que nos permite hacer uso
de una regla andloga a la regla de la cadena. Finalmente, solo para recordar lo que se
mencioné arriba, en lo que resta del capitulo se omitira el simbolo (*) de los elementos
del algebra (A, -) (o lo que es lo mismo: el algebra A).

2.2. Ejemplo 1.

En esta seccion se expone un ejemplo del modelo de espacio-tiempo no conmutativo pro-
puesto en la Seccion 1.2 con simetria esférica. Con el fin de simplificar los calculos, estos
se haran a primer orden en &, es decir, todos los términos cuadraticos y de orden superior
en k seran despreciados (lo cual es valido recordando que % es pequeno). Ahora que ya
tenemos las aproximaciones necesarias que vamos a usar comenzamos con el analisis del
ejemplo en [3].
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2.2.1. Relaciones de conmutacién entre coordenadas: Ansatz y
ecuaciones que determinan éste.

Para las relaciones de conmutacion entre las coordenadas usaremos el siguiente ansatz
[t,2'] = ikJ” = iky(r,t)2’, (2.26)
(2", 27] = ikJY = ike? a(r,t)ak, (2.27)
De estas dos relaciones se puede ver que
JU = y(rt)a, (2.28)
JI = & alrt)z", (2.29)

con r := z'x’. Dado que en estas tltimas dos relaciones tenemos funciones de r (y poste-
riormente apareceran mas) sera util conocer los conmutadores entre la coordenada r y las
coordenadas z*, asi que los calcularemos a continuacion. De (12.24]) tenemos que

[xi,r} = [xi,xj} o;r = [xi,xj} 0, (mkxk)%
— [xi,xj} % ($k$k)_% 25;-”1:7”

= ke’ az® (?"2)_% )
= ikae% (T_ll‘k + [a:k, T_l]) el
= ikaeij}crflxkxj + ii%oze”;,€ [:z;k, r’l] x’

= z‘kaeijér_lxkxj + ikaeijk [xk, xm] Om (r_l) 2,

pero de (2.27)) se puede ver que el segundo sumando de ésta tltima ecuacion es cuadrético
en k y por lo tanto lo despreciamos. Obtenemos asi

1 k

(2", r] = ikor™ ¢ akad
= ikar™! (eizl (9:1:1:2 — x2:1:1) + ei31 (x1x3 — .r?’a:l) + ei32 (x2x3 — a:3332))

= dkar™! (6i21 [ml,xﬂ + €i31 [xl,x?’} + ei32 [Q:Q,xﬂ) )

y de esta tltima expresion se puede ver que [z,7r] = O (Ez) Entonces, a primer orden en
k tenemos que

[2",r] =0. (2.30)

Ahora calculemos el conmutador [¢,r]. De (2.24]) tenemos que
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[t,r] = [t, x’} or
= iky2'0; (:vj:vj)%
= ikvx’% (xjxj)_% 200" ™

= ikya (7"2)_% !
= ikya' (a'rt 4 [ 2'])
= ikyr®r~t +ikyat(—1 [a:i,xj} 0; (7‘_1) .

Despreciando el término cuadratico en k de esta dltima expresion tenemos

[t, 7] = ik~yr. (2.31)

Ahora que ya tenemos los conmutadores entre r y las coordenadas z* comenzaremos por

encontrar ecuaciones diferenciales para v y «. Si sustituimos (2.28) y (2.29) en ((1.15)

obtenemos
[0, 79] + [9, 1 + [, 7] =0,

[t, % az®] + [27, 72| — [2%,727] =0,

e [] + ol o [0+ [0] o — o ] i) 2 = 0.

A partir de aqui aplicaré sobre esta ultima relacion la aproximacion semiclésica asi como
también las relaciones de conmutacion [z#, r| despreciando términos cuadraticos y mayores
en k. Entonces

epaibyat+es (o r] /et =2y [o 2|+ (o7, 2%) 3 + [ ] o) @' ([, 2] 3 + [2', 1] o) @7 = 0,
Gi]}c (ozik“ka + ikvro/xk) — 272’7%6%0@'“ — ikyalAxt + ikya'yal = 0,

con 4 := 8yy y 7 = 9,; estas definiciones de () y ()’ como operadores diferenciales se
seguirdn usando en lo que resta del capitulo. En consecuencia

ik (ay +yra’ — 2ya) o + iky (242! — 2742") = 0,

e ik [ay +yra’ — 2 ([y, a] + ay)] 2 + iky [([2",4] +72") 2/ — ([27,5] +427) 2'] =0,

el ik (yra/ — ay) ¥ + ik [2",27] =0,
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ek (I, o] + alr) — an] = 0,
ik (/yr — ay) 2k =0,
(a'yr — ay)ike” ¥ =0,

a'yr —ay =0,
o ([y,r]+ry) —ay =0,

o [y,r] + (a'r —a)y = 0.

El primer sumando en esta tltima ecuacion es lineal en % y el segundo es de orden cero en
k entonces la tnica forma de que se cumpla esta igualdad es que se satisfagan las siguientes
relaciones

{( o [y,1] =0,

a'r—a)y=0,

lo cual implica respectivamente que

[77 7'] =0 = 7v=7 (7“) ) (2'32)
ar—a=0. (2.33)

Otra ecuacién para estas funciones la podemos obtener como a continuacién se muestra.
Dado que A es asociativa tenemos que

er [2', [27,2*]] =0,
cign [o', ke aa | =0,
eiji ike’” [2°, aal] = 0,
ene (o [2,2] + [#7,a] 2) = 0,
eijue’” [aike’ ax™ + ([2",r] & + [2',t] &) 2'] = 0,
eijne " (aike’ ax™ — ikya'aa) =0,

€iji€ (oz2e”mxm — yx’oca:l) =0.

Usando ahora €;;,€’", = 20; en esta tltima expresion se tiene
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204 (aZEilmxm — ”yxio'le) =0,

(aQGiimxm — ledxl) =0,

ool
yz'ax” =0,

v ([«', a] + az') 2t =0,

v [2', &) ' + yar® = 0.

Al igual que como previamente se hizo, notemos que el primer sumando en esta ultima
ecuacion es lineal en & y el segundo es de orden cero en k, por lo tanto la tinica forma de
que se cumpla esta igualdad es

0 [xl,d} 2t =0,
) (2.34)
yar® =0,
Oa

Cabe notar que esta ultima expresion satisface ambas relaciones en (2.34) y para obtener
(2.34) hemos usado también la aproximacion semiclésica y las relaciones de conmutacion
[z#,r]. Ahora que ya tenemos ecuaciones diferenciales para a dadas por (2.33) y (2.35))
procedemos a resolverlas y su soluciéon queda como

a=Cr, (2.36)
con C' una constante. Ahora, solo por simplicidad y con fines ilustrativos, tomemos la
solucion trivial, i.e.

C=0 = a=0. (2.37)

Considerando (2.32)) y (2.37) tenemos que las relaciones de conmutacion coordenada-
coordenada y
coordenada-r quedan como

[2%,2"] = iky(r)a’, (2.38)
[« 27] = 0, (2.39)
[2',r] =0, (2.40)
(2% r] = iky(r)r. (2.41)

2.2.2. Tetradas: Ansatz y ecuaciones que determinan éste.

Ahora, con el fin de introducir el calculo diferencial tomamos el siguiente ansatz para un
conjunto de tetradas
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dz’ = He", (2.42)
de' = F¢', (2.43)

con H=H(r)y F = F(r). Ademaés, consideraremos que la métrica, escrita en términos
de estas tetradas, es una métrica Minkowskiana de signatura +2. Con el fin de encontrar
una ecuacién que nos proporcione informacién acerca de H y F' calculamos la derivada

exterior de (2.38). Ya que

[xo, xz} = ikvyz’,

20t — (—1)(0)1:10%0 = ikvyz’,

tenemos que
da® o' + (—1)°2° da’ — [da’ 2° + (—1)°2" da®] = ik [dy ' + (1) da']
[d2®, 2] + [2°, d2'] = ik ([\y, 7] 0"2" + vda') . (2.44)
Pero de tengo que
[da®, 2] = [HE 2],
= HI[0°, '] + [H, '] 6°,
= [H,2']¢",
= [na'| H + [t,2'] H,

— 0, (2.45)

donde para la tltima igualdad se us6 (2.40) y el hecho de que H no depende de t. Susti-
tuimos ([2.45)) en ([2.44)) para obtener

[:1:0, dwi] =ik ([)\u, v] 02" + ’yda:i) ,
[2°, FO0') = ik (ikJP O\, Oy 0"x' + vFO')
F[2°0] + [2° F] 0" = ikyF¢',

[xo, F] 0" = iky o',
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— [2°, F] = ikyF. (2.46)

Tomando en cuenta (2.41]), de esta tltima ecuaciéon se puede ver que F' = ur, con p una
constante arbitraria, es soluciéon ya que

[t, pr] = ikypr,

plt,r] = pikoyr,

wikyr = pikyr,
por lo tanto

F = pur, (2.47)

si es solucion de (2.46). Ahora, con el fin de encontrar una ecuacién para H, reescribimos
(1.29) (haciendo = 0, f = 2°) y le aplicamos el operador derivada exterior

2°0° = 6°2°,
d (2°6° — 6°2°) = 0,
da®0° + (=1)" 2°d0° — [d6 2" + (—-1)" 0°dz"] = 0,
dz’0° + 2°d6° — d6°z° + 0°dx° = 0,
dz®0° — (—=1)'Y 0°da® 4 2°d6° — (—1)°® d0°2° = 0,

[dmO,QO] + [:po,dHO] =0.
Usando ([2.42)) y las propiedades de los conmutadores en esta tltima expresion tenemos
[H6°,0°) + [°,d6°] =0, (2.48)

y analizando el primer sumando de esta tltima expresion podemos ver que

[H6°,6°] = —(—1)"V [6°, HO"]
= [0, 5"
= [0°H] 6"+ (1) H [6°,6°]
= H[6°,6°]. (2.49)

Sustituimos ahora (2.49)) en (2.48)

H[°,6°] + [2°,d6°) =0,
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H [0°,60°] + [2°,d (H~'dz®)] = 0. (2.50)

Analizando el segundo sumando de esta tltima expresion tenemos

[, d (B da®)]

2%, dH " da® + (=1)° H'd*2"]

[xo, 1H90]

[2°, [\., H'] 0#HE")

[;cO,{ N\ HUH] = (1)@ B! [AM,H]}MO}
2’ —H™ /\ H] 9#90]
(2% H ! H'0"6")
[:EO H 9“H 0]
— [, ldrH 00] (2.51)

Ahora calculamos dr, entonces tenemos que

dr = [\, 1] 0"
= [)\ x } oir 6"
= [/\u’ x } " O;r
= da' 9V xizi
= da' % (acjxj)_% 25%5%
= do' 2'rh (2.52)

Si sustituimos (2.52)) en (2.51)) llegamos a

[2°,d (H"da")]

— [2°, H 'da’ a:lr_lH’GO]

— [2°, H'FO" «'r " H'6"]

[w H ' pur o'r ' H' 90]

,u[x H™ 1H':E19’90]

[ H ] 060+ (<) B [20,0°) }
i [1, H %] 9290

{1 H < DO 1 [0, ) e
,u{ .730,7‘ o'+ H ' H'ikvya }Qiﬁo

— 1 {27@77‘ (H- 1H’) «' +iky (H'H') a:’} 69"

ik {r () + (HVH) | a6, (2.53)

Sustituimos ([2.53)) en (2.50) para obtener
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H [0°,0°) ity {7 (H B+ (HUH') } 2060 = 0.
Ahora, de nuevo, solo por simplicidad y con fines ilustrativos, tomemos
[6°,6°] =0, (2.54)
por lo que
r(H'H')' + (H'H') = 0. (2.55)

La ecuacion implica que los elementos Q" 5 definidos en @ satisfacen Q% 5=
0 (en el Capitulo 3 se obtiene una expresion para [0#,6"] en términos de Q" ;) v la
expresion es una ecuacion diferencial cuya solucion determina H. Definiendo R :=
H~'H’ tenemos que queda como

rR+R=0,
y la solucién de esta ecuacion queda como
R=Kr'=H'H' conK constante
y, asi mismo, la soluciéon para H queda como

H=(Mnr", (2.56)

con M una constante. Ahora que ya tenemos la forma explicita de H y F' en (2.50) y
(2.47) respectivamente, tenemos que las tetradas dadas en (2.42)) y (2.43) quedan como

dz® = (Mr)* e, (2.57)
de' = pur6', (2.58)

con M, K y u constantes arbitrarias.

2.2.3. Meétrica en el limite conmutativo (K — 0).

Ahora que ya tenemos la forma explicita de la tetradas escribimos la métrica en el limite
conmutativo

ds? = —(60°)" + 00
= —(H'at)'+ Flda'Ft o
(HYdt)” + F% da' do’

= —{[wrn] } (@) + ()" do' da.

Dado que K es arbitrario podemos hacer K = —n con n > 0, entonces
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ds? = —(Mr)* (dt)* + (ur) *da’ da’
= = (M) (At o+ () [ (de)? o () (da?)’]

Cambiando de coordenadas cartesianas a esféricas se tiene
ds* = —( r) 7 [dr? 4% (d6) + 7* sin®(6) (do)’]

M
= — (M) (de)? + (ur) 7 dr? + ()"0 [(d6)° + sin®(6) (do)’]
Mr)™ (dt)® + (ur) ™" dr® + 7% [(d6)* + sin*(6) (d)*] ,

<
N—
[~}
S
—~
QU
~
~—
[\o}
+
—~
=

=
N

[\~
3
—
oW

— ds? = — (Mr)*" (dt)® + (ur) > dr? + p~2d0?, (2.59)

con dQ? = (df)® 4 sen®(0) (dp)> y M, n'y u constantes arbitrarias. Haciendo M = p y
n = 1 podemos ver que este ultimo resultado se asemeja a la métrica de Schwarszchild
pero en realidad no lo es. Sin embargo, también usando M = p y n = 1, tenemos que
, mediante una apropiada eleccion de v, es solucion de las ecuaciones [3]:

1 1
Ry — 59 R = ~167G (FWF,,P - Zgw,Fngp") , (2.60)

con F*? un tensor electromagnético dado por

0 (pr) "yt (ur)™ 2 (pr)” ya?
e _ |~ (w’)_1 ot 0 0 0
T = () e 0 0 0
— (pr) " ya® 0 0 0

2.3. Ejemplo 2.

A continuacién mostraremos un modelo més general que el presentado previamente para
el cual consideraremos el ansatz dado por

(2%, 2] = iky(r,2%)a’, (2.61)
[2",27] = ike rat, (2.62)
de donde claramente podemos ver que
JU = A(r,2%)a’, (2.63)
Ji = & rak, (2.64)

Para este caso no realizaremos los célculos explicitamente, sin embargo estos se hacen
de forma analoga a el caso anterior (considerando también la aproximacion semiclésica,
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despreciando términos de orden cuadratico y mayor en k y usando las relaciones de con-
mutacion [z#, 2"] y [z#,r]). En este ejemplo las relaciones de conmutation [z#, r| también

estan dadas por (2.30)) y (2.31)). Primero, sustituyendo (2.61)) y (2.62)) en (1.15)), se puede
llegar a
[r,~] = 0. (2.65)

Dado que r v 2° no conmutan podemos concluir de esta tiltima expresiéon que

v =(r). (2.66)

Ademaés, usando la aproximacion semiclésica sobre (2.65) se obtiene 4 = 0. Ahora para
las tetradas consideramos el siguiente ansatz

e (2.67)

1

donde los elementos o™, estan dados por

0 . 0
((ciif;") - (C]—il F(S; + DxleL’i]—i- TEijkl’k) (Z) ; (2.68)
y ademas definimos
¢y = H, (2.69)
¢i = Bu (2.70)
¢y = O, (2.71)
) = 8+ Drlay+ Tyt 212

con H, B, C, F, D y T funciones de r y 2°. Ahora, con el fin de encontrar restricciones
que relacionen estas funciones, aplicamos la derivada exterior a (2.61)) y sustituimos ([2.68]).
Como coeficiente de §° encontramos

(€%, 2'] + [2°, €] = ik [0y (v2') + €50 (v2")] (2.73)

y como coeficiente de 7 encontraremos

€%, '] + [xo,eij} =ik [60]00 (va') + ekj@k (va")]. (2.74)

7

Usando ([2.73)) tenemos que

Hy=r(Cy = C"), (2.75)
y usando ([2.74) tenemos que
2 (T / / / /
r <B7+D'yr—D'yr+D7>:3(F7—F77")+F7r, (2.76)
Ty-B=0 = T =By (2.77)

Aplicando la derivada exterior a (2.62)) tenemos
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F =0, (2.78)
Dr+Ty=Fr' — T=—-Dry ! (2.79)

Ahora veamos como queda la métrica en el limite conmutativo (¢ — 0). De (2.68))
tenemos que

0° = %dt — %dr,
(2.80)

T __ C i H i ) m J.,.n
0" = —sxx'dt + sxx'dr — e, 2" dz",

con A := HD — BC y la métrica queda como

ds* = —(0°)% + 6’
D B\’ H \’
- (—rdt - —dr) + (th - —dr)
Y gl vy

Una forma de reescribir (2.81)) de una forma mas compacta es haciendo un cambio de
variable. De ([1.24]) sabemos que

1
+ ﬁdQQ. (2.81)

[z, M) = —a™V . (2.82)

Si hacemos p = v = 0 en (2.82)) obtenemos

(2% %] = —a7'Y

Aplicamos la aproximacion semiclasica a esta tltima ecuaciéon y tenemos

[xo, a:o] oMo + [a:o, r] o\ = —H,
ikyro.Ng = —H,
= 0, (ikX\) = —r 'y 'H. (2.83)

Ahora hacemos =0y v =i en (2.82) para obtener
(2" 0] = —a™"

Aplicamos la aproximacion semiclasica a esta tltima relacion y tenemos
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[xi,xo} JoNo + [Z/Ui, r] o = —Ca,
—ikyx'Oghy = —Cx,

Dado que el segundo sumando del miembro izquierdo de esta tltima ecuacion es cuadratico
en k lo omitimos y tenemos que

—ikyOphox' = —C12,

= 0y (ik\o) =7 'C. (2.84)
Ahora, retomando el limite conmutativo, de (2.83)) y (2.84) tenemos que
H
d (ikXg) = gdt — —dr =:dM, (2.85)
vy

con M := ik\o. Finalmente, sustituyendo (2.77)), (2.79)) y (2.85)) en (2.81) tenemos que

ds? = () [~ (@T) + (@M)’] + L o2 (2.86)
rA T2 '
Finalmente, usando la aproximacion semiclasica en ((1.24) con p = i y v = 0 se puede

encontrar que

ik\; = Tr ;. (2.87)
En el capitulo 4 se comentara mas sobre la métrica ([2.86)).



Capitulo 3

Elementos Q" g V-

3.1. Meétrica de simetria esférica y tetradas a conside-
rar.

La métrica més general con simetria esférica [24] esta dada por

a B0 0 dt
0 0 d
ds* = (dt,dr,dy,do) g 0 s o d;
0 0 0 dsin®¢/) \do
= o (t,r) (dt)” + 28 (t,r)dtdr 4+~ (t,r) (dr)* + 6 (t,r) dQ?, (3.1)

con dQ? := (dip)® + sin® ¢ (dp). Con el fin usar una métrica diagonal y asi simplificar los
célculos aplicamos el siguiente cambio de variable [22]

{t’ :TI;(Z ), (3.2)

donde consideramos que (3.2)) es tal que existen las ecuaciones de transformacion inversa
y ademas satisface

BOW — ad,W = 0. (3.3)
De (3.2)) tenemos
dr = dr’
/_(1" 7‘/ * (34)
{dt = dopwd

Sustituyendo las ecuaciones desde ([3.2)) hasta (3.4]) en (3.1)) tenemos

37
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ds* = —a (. 7) (dt')" + 2 (¢, 7) (dr')* + 67 (1) d?
= = () (d) + A2 () (dr) + 8 () (dgp) + 67 (¢, 7') sin® ) (do)”

—a? 0 0 0 at'

B R 0 ~2 0 0 dr’

0 0 0 6?sin®y/ \do

con

n_ o« N (8, W) = 280, W AW + ~ (8,W)* s
(BoW)* (B0W)? ’ o

A partir de ahora, solo por simplicidad de notacién, omitiremos las primas en (3.5). En-
tonces, (3.1]) escrita en las nuevas variables (dadas por (3.2])) queda como

[\
~—

ds* = —a®(t,r) (dt)* +~%(t,r) (dr)? + 6% (t,7) dQ?
= —a?(t,r) (dt)* +~2 (t,7) (dr)” + 6% (t,r) (d)® + 62 (t,7) sin® ¢ (d¢)”

= (0" + (01 + ()" + (6°)
-1 0 0 0 6°
0 100 0!
— (g0 pl p2 p3
= (9,9,9,9) 0 010 02 (3.6)
0 001 63
donde hemos definido
0° .= a(t,r)dt
0! := ~(t,r)dr
62 = 5(t, r)di) (3.7)
03 := dsinpde
que escrito en forma matricial queda como
6° a 0 0 0 dt
0! 0 v 0 0 dr
2| =1oo0s o i) (3.8)
63 0 0 0 dsing/ \do
y en forma indicial como
o' = ZF du”, (3.9)

con
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dt du® a 00 0
dr du! 0 v O 0
w | = | a2 =10 0 s o (3.10)
do du? 0 0 0 dsine
Invirtiendo (3.8]) tenemos
dt a”l 0 0 0 6°
arl [0 4t o0 0 6!
awl|=l o o s 0 5 (3.11)
d¢ 0 0 0 (dsingp)™") \&
du” = 77" 0", (3.12)
con
at 0 0 0
_ 0 ~1t o0 0
v
7= o s X (3.13)
0 0 0 (dsingy)”’

- . . , . 3
Ademas, en lo que resta del capitulo, se mencionaré el conjunto de elementos {a*} -0 que
definimos como

iy
at v

a? ] )

a’ dsine

Vale la pena notar que, al igual que en cada uno de los ejemplos del Capitulo 2, en esta
primera seccién del Capitulo 3 estamos especificando la métrica que resultard cuando
consideremos el limite conmutativo pero en la siguiente seccién ya no consideraremos que
estamos en este limite.

3.2. Constantes Q" ,, Y Sus consecuencias sobre a' y
JH.

En esta seccién, con el fin de determinar las consecuencias de que los elementos Q*? L~ Sean
constantes, nos dedicaremos a encontrar un conjunto de expresiones que muestran a los
elementos Q2 v~ €n términos de los elementos a’y J*. Nos apoyaremos de la aproximacion
semiclasica mostrada al inicio del Capitulo 2 y despreciaremos contribuciones de orden
cuadratico y mayor en %. Finalmente, pidiendo que Q*# L Sea constante, encontraremos
algunas condiciones para a* y la forma explicita de J*.

3.2.1. Forma de los elementos Q"’ v, €n términos de o'y JM.

En la Secciéon 3.1 ya hemos establecido la métrica y las tetradas conmutativas, las cuales
serviran de base para las tetrddas no conmutativas que usaremos. Ahora, buscaremos la
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forma explicita de los elementos @7, definidos en (1.42) y, finalmente, mostraremos
algunas consecuencias de la antisimetria de J*”. Usando (1.41)), (1.42)) y (1.58) se tiene

[Qu’ gﬁ] — prps — (_1)1(1)969u
= puﬁep(gegp +pﬁuepge(9p
(puﬁep + pﬁuep) gcp”r

1 1
= (56#ﬁ€€p+i€Q#ﬂep+ §€B#Eep+i€QB“€p) 0°6”

1
_ <§ (€u6€€p _ euﬂeep) + e (Quﬂep + Qﬂﬁep)) 0<0°
= 2eQ"P 0 0°07,
= [0",0°] =i2eQ"" PP, 0" 6. (3.14)
Por otro lado, de (1.29) tenemos que

ud® = 0P
d (uaeﬁ) = d (Gﬁua)
d(u®)0° + (=1)%ud (6°) = d(0°)u® + (=1)'0°d (u®).

Usando (3.9) en esta tltima relacién tenemos

du*) 0’ +ud (Z°,du”) = d(Z2°,du’)u™ —60°d (u®)
du®0® +u® (dZ°,dv” + (-1)°Z°,d*v) = (dZ°,du” + (—1)°Z°,d*u”) u® — 0°du®
du®0® + u*dZ8 du’ = dZ°,du’u® — 6°du®
7" du®6” 4+ 7" u*dZP du” Z* dZP du’u® — Z* 6P du®
010° + 0° 7+ du” Z" dZP du’u® — ZM u*dZP du”
010° + 00" = Z* dZ° du'u® — Z" u*dZ" du” .

Usando ahora (3.12]) en esta tltima tenemos

ore° — (_1)1(1)9/59u — Z“aee (ZBV) gezflupgpua _ Z“auo‘ee (ZBV) eezflz/p(gp
[0#.6°] = Z* [e(Z2°) 27" u® —ute (Z2°,) Z71 ] 6°6°
= Z' [ec(Z2°,) 27", u®] 6°0°
—_ Nuﬁep <07,

p

= [0",0°] = N*_P?, 6" 6, (3.15)
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donde hemos definido

NW =720 e (25,) Z27%, u®] . (3.16)
Ahora igualamos (3.14)) con (3.15]) y obtenemos

i2eQ" PP, 0" R0 =N PP 0"®0,
= i2eQ" P, = N*_ P? . (3.17)

Reescribiremos (3.16)) usando la aproximacion semiclasica

N = =70 (e (2°,) 27V )]
-z, [ua,u‘s] s (e (Zﬁy) Z_lyp)
= —ikz",J0s ([, 25,) Z7™)
—ikZ", J*05 ((Ae,u?) 0,25, 27" )
= —ikZ" J¥0s (271, 0,20, 27" )

p

1 1
= —ika"§" J* 0 <—5g 9,a”8" —5”) :
at af

1 1
— N, = —ika".J" 0 (; Oea” —) 87, (3.18)

ar

Por otro lado, sustituyendo ((1.42)) en (3.17)) tenemos

. L 1o,
i2eQ"° (55;{; +ieQ” w) =N, (é(sgg +ieQ w) ,

i€eQ"0 (8508 — 6005) = N*° G (05,08 — 8005) + 1€Q w) :

y sabiendo por 1) que N “ﬂep tiene una delta de Kronecker en 3 y p tenemos que esta
altima queda como

1
y _ /3 € € . €
ie (@, — Q" ) =N" 4 (5 (6567 — 6065 + ieQ” w) ,
. 1 . .
26, = = (N"9,500 = N _o7) +ieN Q% .

. 1 , e
i2eQ" = §Nuﬂ[u55»€] + zeN“ﬂEBQ p oy

De (1.43) y (3.18)) tenemos que el segundo sumando del lado derecho de esta tultima
ecuacion es cuadratico en k, por lo tanto esta queda como

. 1
i2eQ"? = 5J\f”ﬁwfsf]. (3.19)

Ahora sustituyo (3.18]) en (3.19)) para obtener
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. 1 1 8
zQeQ“ﬁw = —yka’“‘J“ Os (—&,a a5> )

- e fo(Lawr D) s a(Lowr 1) ]

1 1 1
; BB Zobal JHO - BB _ B 5B
= 12¢() by = 227%@ JH0, [a“ O,Ina 5,y = OyIna (5,/} .

vy

(3.20)

Notemos que en (|3.20)) solo el indice o esta contraido y todos los demas son indices libres.

Ahora analizaré ([3.20)) por casos

CASO 1: g # v, B # v, u arbitrario.
Para este caso tenemos de (3.20) que

i2¢Q", = 0.

(3.21)

También, por la simetria en los indices superiores de Q3 Loy €1 {} tenemos que se debe

cumplir

i2¢Q™ ., =0.

CASO 2: g =+, B # v, u arbitrario.
Para este caso tenemos de (3.20) que

1 1
iQEQ“/gW = ——ika"J"° 0, {— 0y In aﬁ] .
2 a”

Subcaso 2.1: 5 =~v=0,1,2, 8 # v =3, u arbitrario.
Para este subcaso tenemos de ([3.22)) que
i2¢Q", = 0.

Subcaso 2.2a: =~v=0,1, 8 # v =2, y arbitrario.
Para este subcaso tenemos de (3.22) que

i2eQ", = 0.

Subcaso 2.2b: =~ =3, § # v =2, u arbitrario.
Para este subcaso tenemos de (3.22) que

1 (1
i2eQ" = —?ka“J’”O —iln(dsinw)]

] -
= — §ika“J’w(90 -

1 :11 1 1
— —_gkagt JHO —
zzkaJ 80_55(5. —l—[.

(3.22)

(3.23)

(3.24)
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1 1
— i2eQ" 4 = —iika“J‘”&, [5 cot w} : (3.25)
Pero, por ([1.45)) tenemos que se debe cumplir
i2eQ)7 o5 = —sza“J“ O 5 cot | = i2eQ™ o5.

Por otro lado, del CASO 1 tenemos

o 13 - 1 o 3

12eQ" 95 = —Ezka JH70, 5 cot | =12eQ)”" 53 = 0, con =0, 1.
Con el fin de que esta ultima ecuacion sea coherente imponemos

Q03 23 — ng 23 — 0. (3-26)

De esta forma el CASO 1 y el Subcaso 2.2b son congruentes el uno con el otro.

Subcaso 2.3: =~v=0,2,3, # v =1, p arbitrario.
Para este subcaso tenemos de (3.22)) que

: 1. oa |1 O
zQeQ“ﬁw = —§zka“J“ 0, [; Eln aﬁ}
1 11 dd°
— bk JHO -z
QZka JH0, [’y el ] . (3.27)

Pero, por ([1.45)) tenemos que se debe cumplir

. 1. o 11 da” ,
ZQEQ“BM = —ézka“J” O {;E W} = 226Q5“w.
Por otro lado, del CASO 1 tenemos
. 1. o 11 da” ,
Z2€Qu515 = —yka“,]” 0o {;ﬁ E} = ZQGQ’H“w =0, con u # 1, .

De nueva cuenta, con el fin de que esta ultima ecuacion sea coherente imponemos

Q",=0, conp#l,p. (3.28)

De esta forma el CASO 1y el Subcaso 2.3 son congruentes el uno con el otro. Mas adelante
usaré (13.28)) asi que escribiré esta en forma explicita para los tres valores de 3
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Q*,,=0 con =0, (3.29)
Q¥ ,,=0 con f =2, (3.31)
Q*?,,=0 con 3 = 2, (3.32)
Q*,5=0 con = 3. (3.34)
Subcaso 2.4: f=~v=1,2,3, 8 # v =0, p arbitrario.
Para este subcaso tenemos de ([3.22)) que
1 10
1 uB — itk Juo - = B
i2¢Q"” 22ka JH 0, [04 BT Ina ]
1 11 0a’
= ——ikad"J" 0, | —— —| . 3.35
2" {a a? ot } (3:35)
Pero, por (|1.45)) tenemos que se debe cumplir
1 11 9a°
. ﬁ - . o - /8
’LQEQ” 08 = —5'&%&”(]“ 80 [aaj W:| = Q #0,3'
Por otro lado, del CASO 1 tenemos
. 1, - 11 9d°
226Q“505 = —yka“J“ 0, [&E E} = Q’B“OB =0, con i # 0, .
Con el fin de que esta ultima ecuacién sea coherente imponemos
Q"5 =0,  conp+#0,p. (3.36)

De esta forma el CASO 1 y el Subcaso 2.4 son congruentes el uno con el otro. Mas adelante
usaré ([3.36]) asi que escribiré esta en forma explicita para los tres valores de 3

Q" =0 con =1, (3.37)
Q* =0 con =1, (3.38)
Q% p=0 con f§ = 2, (3.39)
Q*? =0 con f =2, (3.40)
Q¥ p3=0 con 3 =3, (3.41)
Q> p3=0 con 3 = 3. (3.42)

CASO 3: g # v, B =v, u arbitrario.
Por la antisimetria en los indices inferiores de Q*? ,~ tenemos que el CASO 3 se puede
obtener a partir del CASO 2 invirtiendo los signos.

Hasta aqui, desde (3.21]) hasta (3.36)), ya hemos encontrado la forma explicita de los ele-
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mentos Q"2 v~ €n términos de los elementos a*' y JH (y algunos nulos). Antes de continuar
vale la pena mencionar lo siguiente: en el anélisis de (| se mencion6 que un conjunto
de elementos Q“ﬁ estan contenidos &multaneamente en dos casos dlferentes e incluso

en las expresiones desde - ) hasta (3.34]) y desde - ) hasta (3.42)) se muestran estos

elementos, sin embargo, estos no son los lnicos contenidos &multaneamente en dos casos
distintos. En realidad existen algunos otros elementos Q" v, que también estan dentro de
dos casos y/o subcasos diferentes y no se mostraron explicitamente cuales son ni en que
casos estan. A pesar de esto, como se podra notar méas adelante, no habran incongruencias
que conduzcan a tener dos valores distintos para un mismo elemento Q*? vy

Ahora, para finalizar con esta seccién, mostraremos algunas consecuencias de la antisime-
tria de J* que usaremos mas adelante. Reescribiendo tenemos que

: L, -
i2eQ" 5y = —izka“ Z JH70, lg cot 1#]

g

1 1 1
—Oom = o -
2e— Q" 5 = zzE;J Oy {6cow1,

i2¢ Z %QM?’ 230, E cot 1/1} = —%ik Z J" 9, E cot 1/}] Oy E cot 1/1} .
o,

m

Pidiendo que J*” sea antisimétrico tenemos que esta tltima se reduce a

1 1
iZEZ JQ”B 930, [5 cot @b} =0

I

1
i2¢ (Z — Q" 50 [1 cot 14 2Q23 9302 E cot 14) =

pn=0

Usando ([3.26)) en esta tltima se tiene

— Q23 93 = O (343)
Por otro lado, también reescribiendo (3.25)) tenemos

QF =AY (sin suma sobre p) (3.44)
QF = i2eQ"
gro = —LikJne (3.45)

A* = a0, [ cotﬂ
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Desarrollando ([3.44)) se tiene

QO — fDOADO + 5011401 + 5021402 + §O3A03
Q' = €0Al 4 EUAL + 241, 4B AL, (3.46)
QF = E0A2 4 ENA% 4 £2A%, 1+ €BA2,
QF = €043 4 BIAB, 4 €32A3, 4 €3 A3,
y de (3.45) podemos ver que
Aty =0 V. (3.47)

Por (3.47)) y considerando que J*? es antisimétrico (es decir, £* es antisimétrico), tenemos

que (3.46) se reduce a

@ -
Q = —&A, + A,
Q2 _ _£O2A20 _ 6121421 (348)

Q3 — 530A30 + 5311431 +§32A32

Mas adelante visualizaremos a estas expresiones como un sistema de ecuaciones cuyas
incognitas seran los elementos £*”.

Notemos que de todos los casos (y subcasos) en que se analizo solo hay tres subcasos
para los cuales los elementos Q*? ,- 10 necesariamente deben ser nulos, estos subcasos son
el 2.2b, 2.3 y 2.4. Del subcaso 2.2b se encontré que, dentro de este, todos los elementos
QM8 vy €Xcepto Q? son nulos (la nulidad de Q? result6é como consecuencia de la antisimetria
de J*). En lo que sigue, usaremos (3.25)), (3.27) y (3.35) para encontrar las condiciones
que deben satisfacer los a* y J* para que los Q"2 - buedan ser constantes y, para esto,
consideraremos 3 casos: Caso rt, Caso r y Caso t. Estos casos tienen que ver con la
dependencia en r y t del elemento § de la métrica .

3.2.2. CASO rt: El elemento de la métrica o depende de r y t
simultaneamente.

De (3.25)), (3.27) y (3.33)) se puede ver que, sin imponer restricciones, los elementos Q**
no son constantes. Entonces, en lo que sigue nos dedicaremos a analizar dentro del Caso
rt los subcasos 2.2b, 2.3 y 2.4 para encontrar condiciones sobre los elementos a* y J* que
permitan que los elementos Q*” v~ Sean constantes.

Analisis del Subcaso 2.2b (Caso rt).

Considerando a ([3.48)) como un sistema de ecuaciones cuyas incognitas son los elementos
&M se puede observar que las tres primeras ecuaciones estan desacopladas de la cuarta.
Primero resolveré el sistema de ecuaciones constituido por las tres primeras que reescribo
como

A01€01 + A02§02 + 0 — QO
_A10€01 + 0 + A12£12 —
0 _ A20§02 _ A21£12 — Q2

|
<

(3.49)
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En esta ultima expresion he conmutado los términos gracias a que ¥ es proporcional a
k (esto se puede ver de (3.45)). El sistema (3.49)) es un sistema de ecuaciones lineales de
3 x 3 que resolviendo por el método de Cramer se tiene

Q0A12A20+Q1Q2A02(A21+A12)
A01A12A207A02A10A21

501

02 7Q2AO Al 7A2 AO Q1+Q0A1

€2 ) = | A e (3.50)
512 A1A2A0A2A0Al

*Q2A02A10+A20(A01Q1+Q0A10)
A01A12A207A02A10A21

Aqui reiteraré un punto. De la misma forma en que ya se ha hecho antes, gracias a que
&M es proporcional a k y a que despreciamos términos de orden cuadratico en k, podemos
conmutar los elementos {" con los elementos A%; como se muestra a continuacion

gija/B _ Aaﬁguu 4 [SMV’AQB}

L
= A R[EA%], E = i,

usando ([2.23) en esta ultima expresion tenemos que

é-p,oncﬂ — Aaﬂguu + 0] (R’Q) ’
— é-uVAaﬁ ~ Aaﬂguy)

de esta forma justifico que puedo usar el metodo de Cramer. Usando (3.26) y (3.43)) en
(3.50) se tiene

g[)l 0
502 0
512 0
JO! 0
= | J%]| =10 (3.51)
J12 0

Ahora que ya analizamos las tres primeras ecuaciones de (3.48) solo nos queda analizar la
cuarta y ésta queda como

Q3 — 530A30 4 5311431 4 5321432
= —likﬁoagﬁo ! cotp| — likJ?’la?’al E cot| — 11'7{1]32a3(92 E cot ¢
2 ) 2 o 2 )

1 1 1
= §ikJ30a35’2805 cot ) + §i7%J31a3§’2816 cot ) + §ikJ32a35’1 csc?

= %zk (J305 sin Y8 20y8 cot 1 + J36 sin d 20,6 cot i + J325 sinpd ! esc? @Z))

= %zk (J305’1805 cosp + J61010 cosp + J* csc w) ,
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1
= Q= 521% (J3000 Inédcosty + J*0; Ind cosp + J*? ese w) . (3.52)

Con el fin de que Q3 sea constante como la teoria lo pide, imponemos

ikJ® = (8y1nd) ' sectp C°, (3.53)
ikJ? = (0, In6) " secy C3, (3.54)
ikJ* = siny C*, (3.55)

con C30 O3 y C3% constantes indeterminadas.

Analisis del Subcaso 2.3 y 2.4 (Caso rt).

El subcaso 2.3 consiste en hacer § = v = 0,2,3 , § # v = 1 y pu arbitrario. Ahora
dividiremos este subcaso en dos subcasos: Subcaso 2.3a que consiste en hacer 5 =~v =0, 2

, B # v =1y p arbitrario, y el Subcaso 2.3b que consiste en hacer f =v=3,8#v=1
y p arbitrario. Desarrollando | se tiene

1 11 da°
: B _ . o
ZQGQ“ 183 = —§ZEZJH a“@a |:;E W:|
1 11 da 11 dd?
= ik JHOqH - Bl - -
2@ (J a@ol 8r]+J aallwﬁ 87“]
11 0d°
J2ak 0y | = — —— 3.56
|G ]) (4
Subcaso 2.3a: § =~v=0,2, f# v =1, p arbitrario.
Para este subcaso tenemos de ([3.56) que
1 11 da 11 9a°
. we = B0, p -7 wl o p -
i2¢Q" 5 = QZE(J aao[ i } + J*ato, [7a5 87‘])' (3.57)
De (3.51) v (3.57)) se puede ver que
i2eQ" ;=0 , conp=0,1,2 (3.58)

Y para p = 3 en (3.57) tenemos
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226Q35 g = - 'Lk (J30551n1p60 [;E W:| +J31581n¢81 |:§a’_/8 o :|>
11 9d°
_ —1 30 . L
— 5 (((‘%lné) sec ) C°V6 sin 10y [ e 87"}
11 0d°
—1 31 .
+ (01 Ind)" "sect) C°sin oy [;E W})
o |10, Ina” 9y 119, In aP
_ 1 SOM 31@
N e N S S v I (3.59)

Donde en esta tltima se hizo uso de (3.53)) y (3.54]). Notemos que en (3.58) estan contenidas

las condiciones (3.29)) y (3.31)) y en (3.59) estan contenidas las condiciones (3.30)) v (3.32);

entonces se debe cumplir

80 181 In (lﬂ 81 181 In CLB
i2eQ |5 = —% (030—[7 ] - 031—[” } §tany) = 0,

9o 1n o O, 1no

03030 [%81 In aﬁ] 0, [%81 In aﬁ}

— s + O3t EAT: =0 , conf=0,2. (3.60)
Ahora analicemos el subcaso 2.3b.
Subcaso 2.3b: f=~v=3, 8 #v =1, u arbitrario.
Para este subcaso tenemos de que
i2eQ" 15 = —%z’k (J“Oa“é [7 58; J aé;ﬂ”ﬂ + Mo, E 551111 J aé;“ﬂ
1 1 )
+ J*a 0y [;(5Sin¢ ’ glrnzq>
=i [ g [12 2] g [1109)
= —%ik (J“O o) [1% ?} + J*ako, E%?D (3.61)
De y se puede ver que
i2€Q" ;=0 , conp=0,1,2. (3.62)

Y para p = 3 en (3.61) tenemos
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vy

1 1106 1100
. 33 1 30 ¢ - - 31 : -
12eQQ™ 15 = 2@1% (J 0 sin Y0y [75 87} + J2 dsin oy {76 87})
e see s (05 st vy | 1L 22
= 5 <(80 Ind)™" sect) C°°6 sinhdy [st e
1109
-1 315 1100
+(011In0) " sect) C* o sin oy [75 87"})
Qo [20,1Ind O |20, 1Ind
f_l 300[’71 } 311[’71 ]
= =3 C ENEY; +C 5106 d tan 1. (3.63)

Donde en esta tltima se hizo uso de (3.53)) y (3.54)). Notemos que en (3.62)) estan contenidas
las condiciones (3.33)) v (3.34); ademas, usando (3.60) con 5 = 2 en (3.63)), tenemos

i2¢Q* 5 = 0. (3.64)

Ahora analicemos el subcaso 2.4. El subcaso 2.4 consiste en hacer § = v = 1,2,3 ,
B # v = 0y p arbitrario. Dividiremos este subcaso en dos subcasos: Subcaso 2.4a que
consiste en hacer f =~ =1,2, f # v =0y u arbitrario, y el Subcaso 2.4b que consiste
en hacer § =~v =3, 8 # v =0y p arbitrario. Desarrollando se tiene

i2eQ" ;= —%ikﬂ“’a“@a Ba_lﬂ aa_cﬂ
— —%z’k (J“Oa“&) Baiﬁ aa_cﬂ + J*ak o, B% @a—ﬂ
+J"2ak 0, Baiﬁ aa_cﬂ) : (3.65)
Subcaso 2.4a: =~v=1,2, f# v =0, pu arbitrario.
Para este subcaso tenemos de ([3.65)) que
i2eQ"” 5 = —%ik‘: (J“Oa"ﬁo Fiﬁ 84“6} + JHtat o, Fi aiﬁD : (3.66)
aal Ot aa® ot
De y (3.66) se puede ver que
i2eQ" ;=0 , conp=0,1,2 (3.67)

Y para p = 3 en (3.66)) tenemos



3.2. CONSTANTES Q*# v,y Y SUS CONSECUENCIAS SOBRE A" Y JH. 51

1 11 dd” 11 da’
. 33 s 30 ¢ . - 315 s - -
i2¢Q7 o5 = 217‘6 (J d sinydy {Ozaﬁ BT } + J? dsinyo, L‘aﬂ 5 })
11 8@5]

_ 1 -1 305 11 da”
= -3 ((80 Ind)™ secty C°70 sindy [oz el
11 dd°
-1 31¢ s - - ve
+ (01 Ind)” secy C* 0 sin oy anﬂ 5 1)

_ 1 300 [éaﬁ In aﬁ} 3101 [éao In aﬁ}

Notemos que en (3.67) estan contenidas las condiciones (3.37) y (3.39), y en (3.68) estan
contenidas las condiciones (3.38) y (3.40); entonces se debe cumplir

1 0 [18 lnaﬁ} 0 [18 lnaﬂ]
. 38 _ L 30 Y0 | 0 3171 [0 -
i2eQ™ o5 = 5 (C EREY; +C ENEY; dtany =0,

80 [éao In aﬁ} 31 81 [éao In G'B]

30
— e ERTY;

=0 , conf=12. (3.69)

Ahora analicemos el subcaso 2.4b

Subcaso 2.4b: f=~v=3, 8 #v =0, u arbitrario.
Para este subcaso tenemos de (3.65)) que

2 = (e L L ] [1 L 0]
1 0
= —%ik (J“Oa“ao E% g} J" a0, E% @} J"2at Oy B% %D
— —%m (J“Oa’@o B% %} + J* a9, B% %D : (3.70)
De y se puede ver que
i2eQ" s =0 , conpu=0,1,2 (3.71)

Y para p = 3 en (3.70)) tenemos
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v

i2eQ% o3 = —%ik <J305 sin 10y B% %} + S0 sin o, B% %D
_ _% ((ao In6)~" sec ¢ C%6 sin 13 B% %
+ (0 1n6) " secy) CHosin oy [é% %} )
= _% ((;30% + 031%> d tan 1. (3.72)

Notemos que en (3.71)) estan contenidas las condiciones (3.41)) y (3.42)); ademéas, usando
(3.69) con 8 =2 en (3.72) tenemos

i2eQ* o3 = 0. (3.73)

En resumen, hemos obtenido que @3, el tinico elemento no nulo dentro del subcaso 2.2b,
esta en términos de las constantes C3°, C3' y C32 | y los elementos J* quedaron como

sec
0 0 0 —Cz(l’ R s
0 0 0 — (P =
1 [l 011nd 74
ikJ 0 0 0 —C®sing (3.74)
Ot OB ORsiny 0

con C%0, O3 v C32 constantes indeterminadas. De los subcasos 2.3 y 2.4 se encontré que
todos los elementos Q*? v~ son nulos con las condiciones

3080 [%81 lnaﬂ] . 03181 [%81 lnaﬂ]

¢ OpInd O1Ind

=0 , conf=0,2,

o [lag In aﬁ} o [l(% In aﬂ}
30 « 31 « — —
—30 s + “oms 0 , conp=1,2.

Es importante notar que ¢ forzosamente debe ser funciéon de r y ¢ simultaneamente para
que J* y J3! no diverjan y asi puedan estar bien definidos. Por esta razén es que esta-
mos considerando diferentes casos (Caso rt, Caso r y Caso t) que tienen que ver con la
dependencia de §.

3.2.3. CASO r: El elemento de la métrica ¢ depende tinicamente
de r.

En lo que sigue nos dedicaremos a analizar dentro del Caso r los subcasos 2.2b, 2.3 y 2.4
para encontrar condiciones sobre los elementos a* y J* asegurando asi que Q"? vy S€a
constante.
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Analisis del Subcaso 2.2b (Caso 7).

Para este caso, de las primeras tres ecuaciones de (3.48)) tenemos

A%+ A% = QY (3.75)
ALE® = Q' (3.76)
—A% P = Q% (3.77)
Usando (3.43) en (3.77)) se tiene
_A21§12 - 07

00, [5_1 cot 1/)} 2 =0,
—86720160 cot &2 = 0,
81010 cot € = 0,

=7 =0,
J? =0. (3.78)

Usando ([3.76)) para determinar J? se obtiene el mismo resultado que en (3.78)). De (3.75)

tenemos

Q° = ad [(5*1 cot 1&} % 1 a0, [5*1 cot w] £02
—ad 20,8 cot €N — ad Tt esc? e,

Usando ([3.26) en esta tltima tenemos

0= —ad 20:0 cot P& — ad ! csc? e,
0= 61010 cot & + csc? e,
0 = sin? 81019 cot e + €92,
0 = sin® ) cot 9y In 6% + £°2
0 = sin cos Y0, In (5501 + 5027

— 92 = —gine cos ¥O; In €. (3.79)
De la cuarta ecuacion de (3.48)) tenemos que
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QP = AP 4 A3,€
0 sin 0, [5‘1 cot 1/)} &3+ §sin 0, [5‘1 cot w] £32
= —dsind20:0 cot Y& — §sind ! esc? e,

Por (3.78)) puedo hacer conmutaciones en esta ultima, entonces tenemos

Q* = 071910 cos e — cse e
= —0;Indcose® — cscpe®.

Como consecuencia de imponer que Q* sea constante tenemos de esta tltima que

€% = sectp (0, In )" BH, (3.80)
€32 = sinyB*, (3.81)

con B3y B3? constantes indeterminadas.

Analisis del Subcaso 2.3 (Caso r).

Al igual que en el Caso rt, en el Caso r analizaremos el subcaso 2.3 dividiendo éste en
2.3a y 2.3b (con las mismas restricciones en  y 7 que se dieron para el Caso rt) pero,
ademas, cada uno de estos subcasos 2.3a y 2.3b los dividiremos en cuatro subcasos que
corresponden a los cuatro valores que puede tomar el indice pu.

Subcaso 2.3a.0: 5 =7=0,2,F#v=1,u=0.
Para este subcaso tenemos de (3.57) que

1 11 dd”
5.0 101 09 |1
i2eQ™ 15 = 227€J a'o {’yaﬁ 81“]
| R 1 5
= ——ikJ a0 |—011na
2 gl
= Mad, Fal In aﬁ} : (3.82)
v

Dandole valores a § en esta ultima se tiene

i2eQ™ |, = "' ady [%31 In oz] : (3.83)

i2¢Q™ |, = "a0, Eal In 5} =0, (3.84)

donde en (3.84) se ha usado (3.31]).
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Subcaso 2.3a.1: f=7=0,2,0#v=1,pu=1
Para este subcaso tenemos de (3.57)) que

1 11 04
2Q" |, = —éz’k(]malc‘?g{ 60‘}

yaP or
1. o 1 3
= 527&] Y0y | =01 Ina
Y
01 1 8
= —6 780 ;allna y (385)

donde esta tdltima no se anula ya que no entra en algtn caso de ([3.28]).

Subcaso 2.3a.2: =7=0,2,8F#v=1, u=2.
Para este subcaso tenemos de (3.57)) que

. 1, 11 0a®
ZQGQQ'BIB = —§ij20a280 |:;a_ﬂﬁj|
Lo [1 0
= —ikJ"00y |—01Ina
2 gl
02 1 3
= —£700y |—01Ina
Y
. 01 1 B
= sin cos oy In 6750, ;811na : (3.86)

Dandole valores a [ en esta tltima se tiene

i2eQ* |, = sin 1) cos 1 In 56°1 60, [%81 In a] =0, (3.87)

i2¢Q** |, = sin cos 1, In 6" 50, {%81 In (5] , (3.88)

donde en (3.87)) se ha usado ({3.29)).

Subcaso 2.3a.3: 5 =7=0,2,#v=1,u=3.
Para este subcaso tenemos de (3.57)) que

1 11 dd? 31 - 11 dd?
96038 . 30,3 31,3 -
i2¢Q7 15 = ——227%<J a”0y ['yaﬁ T}—i—J a’oy {7@5 T])

= —%ik <J305 sin ¥ 0y [%81 In aﬁl + J3 5 sin o, F@l In aﬁ})
7

= (53080 B@l In aB] + &9, [%31 In aﬁ}) dsint = 0, (3.89)

donde en ([3.89) se ha usado (3.30) y (3.32]).
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Subcaso 2.3b.0: 5 =7=3,0#v=1,u=0.

Para este subcaso tenemos de ([3.61f) que

i2eQ% 5 = szOl 00, [1% ?]

= ag, {;81 lné} =0, (3.90)

donde en (3.90) se ha usado (3.33)).

Subcaso 2.3b.1: f=7=3,0#v=1,u=1
Para este subcaso tenemos de (3.61]) que

1 11
i2eQ" 5 = —§ikJ10a180 {55 g]

1 1
= —ikJOly(‘?O |:—81 11’15:|
2 gl
1
= =" [—81 1115] ; (3.91)
g
donde esta ultima no se anula ya que no entra en algin caso de (3.28)).

Subcaso 2.3b.2: f=7y=3 ,8F#v=1,u=2.
Para este subcaso tenemos de (3.61]) que

1 11
ZQEQQ?’ 13 = —§ikj20a260 |:;S %]

1 1
= ZikJ%60, [—al In 5]
2 Y

= —£%650, Eal lné} =0, (3.92)

donde en (3.92) se ha usado (3.34)).

Subcaso 2.3b.3: f=7y=3,Fv=1,pu=3.
Para este subcaso tenemos de (3.61]) que

1 1195 1195
. 33 _ 30 3 313
i2eQ% |, = 2k<J 8{50} +J a{(sar])

— —%ik <J3odsinz/180 [—81 11151 + J3 5 sin o, [181 lné}) . (3.93)
Y Y
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Ahora veamos las implicaciones del subcaso 2.3. De subcaso 2.3a.0 en (3.84]) tenemos

Del subcaso 2.3a.2 en (3.87) tenemos
1
o [—81 lna} =0. (3.95)
g
Del subcaso 2.3b.2 en (3.92)) tenemos
1
80 |:—(91 In (5:| = 0. (396)
Y
De (3.94) v (3.96) tenemos entonces
1
—0; In 0 = constante. (3.97)
~
Del subcaso 2.3a.3 en (3.89) con 5 = 0 tenemos
304 |1 ] 314 |1
f 80 —81 In o +§ 81 ;811HO( = 0.
Y _

Usando ([3.95) en esta tltima se tiene

310, 181 lna] =0,

LY
1
- 81 [—81 In Oé:| =0. (398)
Y
De (B95) v @38) tenemos
1
—0; In o = constante. (3.99)
~

Solo por simplificar la notacion reescribimos (3.99) y (3.97) como
1
—dnd®=R] , conp=0,2, (3.100)
a
3 . . up
con Ry una constante indeterminada. Por (3.100) tenemos que todos los elementos Q" ,
dentro del subcaso 2.3 son nulos.

Analisis del Subcaso 2.4 (Caso r).

Al igual que en el Caso rt, en el Caso r analizaremos el subcaso 2.4 dividiendo este en
2.4a y 2.4b (con las mismas restricciones en S y 7 que se dieron para el Caso rt) pero,
ademas, cada uno de estos subcasos 2.4a y 2.4b los dividiremos en cuatro subcasos que
corresponden a los cuatro valores que puede tomar el indice pu.
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Subcaso 2.4a.0: f=7=1,2,8#v =0, u=0.
Para este subcaso tenemos de (3.66) que

1 11 dd°
. 08 .
Q¥ = —ginsate, | ]

= o, {é@o lnaﬁ} :

Dandole valores a  en esta ultima se tiene
501 01 1
12eQQ” o, = £ ad a(% Invy|,

1
i2eQ" , = o, {aao lnd} =0.

Subcaso 2.4a.1: f=7=1,2,8#v=0,u=1.
Para este subcaso tenemos de ([3.66) que

1 11 9d°
: 18 . ~.a7l0,1 -
i2¢QQ7" g5 = QZEJ a0y Lz_aﬁ a0 }
1. o 1 s
= —tkJ" 0y |—0yIna
2 o

1
= —£%9, {—80 In aﬁ] :
a
Dandole valores a [ en esta tltima se tiene
o 1l 01 1
i2¢Q" o1 = —§ 70 an Invyl,

1
donde en (3.106)) se ha usado (j3.39)).

Subcaso 2.4a.2: f=7=1,2,0#v=0, u=2.
Para este subcaso tenemos de ([3.66) que

(3.101)

(3.102)

(3.103)

(3.104)

(3.105)

(3.106)
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. 1. 11 da°
ZZEQQﬁoﬁ = —§ZEJ20a260 |:a$ ﬁ]

1 1
= §ZE’J02580 [580 lnaﬁ}

1
= —£9%59, [—80 lnaﬁ} .
Q@
Dandole valores a [ en esta tltima se tiene

1 .
i2eQ*! ,, = —£°%60, 580 Iny| =0,

Bl -
i26Q22 02 — —502680 —80 Ind| = 0,

«

donde en (3.108)) se ha usado ([3.37)).

Subcaso 2.4a.3: =7=1,2, 8#v=0, u=3.
Para este subcaso tenemos de (3.66|) que

1 11 9d? 11 9d?
. 38 L 30 3 - 313 -
i2eQ™ o5 = 227% (J a’ 0y l@ i ] + J7a’0; [04 7 })

= 95 siny0, Fao lnaﬂ} + 315 sin1po, {180 lnaﬂ}
a a

= (53060 [lao In aﬁ} + &30, Fao lnaﬁ]) dsiny = 0,
a o

donde en (3.110) se ha usado (3.38)) y (3.40)).

Subcaso 2.4b.0: f=7v=3,8#v =0, u=0.
Para este subcaso tenemos de (3.70]) que

. 1. 110
Z2EQ03 03 — _ézkt][)laroal |:ag §:|

= 5010681 |:é80 lné] =0.

Subcaso 2.4b.1: f=7=3,0#v=0,pu=1.
Para este subcaso tenemos de (3.70]) que
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(3.107)

(3.108)

(3.109)

(3.110)

(3.111)
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1 11096
5.3 L0149 |11
12€Q)” g3 = 227%J a 0y [aé 8t}

1 1
= —ikJOl’yao |:—80 hl (5:|
2 «

= —£"90, Bao lné} =0, (3.112)

donde en (3.112)) se ha usado ([3.41]).

Subcaso 2.4b.2: f=7=3,0Fv=0,u=2.
Para este subcaso tenemos de ([3.70) que

1 1106
0 ()23 _ Loz 249 | 1100
12eQQ™ o3 = QZRJ a0y [aé 8251
1. o0 1
= —ikJ 580 —6’0 Iné
2 o}
1
= —£%50, {aao lné] =0, (3.113)

donde en (3.113)) se ha usado ((3.42)).

Subcaso 2.4b.3: 6 =7=3,0#v=0, u=3.
Para este subcaso tenemos de ([3.70) que

1 1106 1106
o 33 _ L 30 39 | 1100 31, 39 | 21990
i2¢Q™ o3 = 217?: (J a0y {(15 at} + a0 [aé 815})

= 0. (3.114)

Ahora veamos las implicaciones del subcaso 2.4. De subcaso 2.4a.2 en (3.108)) tenemos

Del subcaso 2.4a.3 en (3.110f) con § = 1 tenemos

530(90 {180 h’l’}/:| +£3181 {180 ln’y} = 0.
(67 07

Sustituyendo (3.115]) en esta tltima se tiene
31 1
£70, |[—0yInvy| =0,
o

«
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De (3.115)) y (3.116)) se tiene

1
@aﬂ Iny =R, (3.117)

con R una constante indeterminada. Por ([3.117)) tenemos que todos los elementos Q** -
dentro del subcaso 2.4 son nulos.

En resumen, hemos obtenido que @Q?, el tnico elemento no nulo dentro del subcaso 2.2b,
esta escrito en términos de las constantes B3!' y B3, y los elementos J* quedaron como

0 ik JO —sintcos 0 IndikJr  —ikJ3O
S —ikJo 0 0 2B3! L
! " | sin®cosp 0; Ind ik JO 0 0 2832 sin )
ikJ® 2B 3 —2B%sin¢) 0 |
(3.118)

con B3, B3? constantes indeterminadas y J%, J3° hasta ahora no ha sido necesario espe-
cificarlas. De los subcasos 2.3 y 2.4 se encontré que todos los elementos Q*” v~ Son nulos
con las condiciénes

1 1
—0Iny=~R ; —lﬁllnaﬁ:Rf , con (3 =0,2,
a a

con Ry Rf constantes indeterminadas.

3.2.4. CASO t: El elemento de la métrica 0 depende tinicamente
de t.

En lo que sigue nos dedicaremos a analizar dentro del Caso ¢ los subcasos 2.2b, 2.3 y 2.4
para encontrar condiciones sobre los elementos a* y J* asegurando asi que Q"? Ly S€a
constante.

Analisis del Subcaso 2.2b (Caso t).

Para este caso, de las primeras tres ecuaciones de ([3.48)) tenemos

A0 =, (3.119)
—ALE AL = QY (3.120)
—A% 2 = Q% (3.121)
Usando ({3.43) en (3.121)) se tiene
_A20602 = 07

00y [5’1 cot w] %2 =,

—86720y0 cot hE”? = 0,
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8 10y0 cot €°* = 0,
_— 502 — O,

J” =0. (3.122)

Usando (3.119) para determinar J° se obtiene el mismo resultado que en (3.122). De
(3.120]) tenemos

Q' = —v0, [(5’1 cot zﬂ €% 4+ 40, [5’1 cot w] €12
= 762000 cot € — A5t esc? et

Usando ([3.26)) en esta ultima tenemos

0 = 6 200 cot h€®t — v5 L esc? pet?
6 10p6 cot €T — csc? pet?

= Oylné cotyh €% — csc? het?

sin? 90y Ind cotp €0 — 12

= sin?4 cott) Oylnd €O — €12,

— 2 =sine) costp plnd . (3.123)
De la cuarta ecuacion de (3.48)) tenemos que

Q3 — A30§30 4 A32§32
= JsinYdy [(5’1 cot w] €39 4+ §sin o, [5’1 cot w] £32
= —§sintd20y8 cot &3 — §sinPd ! esc? e,

Usando (3.122) puedo hacer conmutaciones en esta tltima

Q> = —07'0y6 cos &> — csc e (3.124)
= —0ylndcose® — cscp€?, (3.125)

como consecuencia de que Q? es constante tenemos de esta tltima que

€3 = sectp (OyInd) "' D, (3.126)
£% = siny D, (3.127)

con D3 y D3? constantes indeterminadas.
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Analisis del Subcaso 2.3 (Caso t).

Al igual que en el Caso r, en el Caso t analizaremos el subcaso 2.3 dividiendo este en
2.3a y 2.3b (con las mismas restricciones en 8y 7) y cada uno de estos los dividiremos en
cuatro subcasos que corresponden a los cuatro valores que puede tomar el indice u.

Subcaso 2.32.0: f=7=0,2,8#v=1,u=0.
Para este subcaso tenemos de (3.57)) que

1 11 da”
508 _ 2. 701 0
Z2EQ 13 = —§ZRJ a 81 |i;a—5 E]
1
= o, {—81 lnaﬁ} : (3.128)
Y
Dando valores a (3 en esta tltima se tiene
500 01 1
i2eQ)™ 1o =€ a0y [—81 In a} ) (3.129)
Y
1
i2d2m12::€na61{—01huﬂ =0, (3.130)
Y
donde en (3.147)) se ha usado (3.31)).
Subcaso 2.3a.1: =~7=0,2,8#v=1,u=1.
Para este subcaso tenemos de (3.57)) que
i2¢Q"” L1019, [L L 997
€ = —= ~ 2 Ao
15 2 0 ~vaP or

— likJ01780 ll(‘?l lnaﬁ]
2 Y
1
= —501’}/(90 {;31 lnaﬁ} . (3131)

Dando valores a (3 en esta tltima se tiene

1
i2¢Q" ,, = —&"90, [;81 lna} : (3.132)

1
i2eQ"? |, = —9%&{;&hw}=o (3.133)

Subcaso 2.3a.2: f=7=0,2,8#v=1,u=2.
Para este subcaso tenemos de (3.57)) que
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. 1. 11 dd°
26Q% 5 = —gikad; [%Tﬁ W]
1., 1 5
= —ikJ 501 —811na
2 gl
1
= —£1250, {;al In aﬁ} : (3.134)

Dando valores a [ en esta tltima se tiene

1
i2¢Q* |, = —£'260, {;al In a} =0, (3.135)

1
i2eQ* |, = —£1260, {;al In 5] =0, (3.136)

donde en ((3.135)) se ha usado ((3.29)).

Subcaso 2.3a.3: 5 =7=0,2,#v=1,u=3.
Para este subcaso tenemos de (3.57) que

B
i2eQ” |, = —%ik <J30 30y {1 ! %ﬂ + J*a0, [1 L Oa D

= (§3O§sin¢3o [531 lnaﬁ} + 31§ sin o, [ O1lna })

= ({3080 [%81 In aﬁ} + &30, {%81 In aﬁ}) dsiny =0, (3.137)

donde en ((3.137) se ha usado (3.30) y (3.32]).

Subcaso 2.3b.0: 6 =7=3,0Fv=1,u=0.
Para este subcaso tenemos de (3.61)) que

1 11
ZQEQOS 13 = —52'7%J01a001 |:;g %]

= 949, Eal 1n5} =0, (3.138)

donde en (3.138) se ha usado (3.33]).

Subcaso 2.3b.1: f=7=3,0#v=1,u=1
Para este subcaso tenemos de (3.61)) que
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. 1. 1106
i2¢Q" 1, = —§2kJ10a180 [;5 5]
L. o 1
= —tkJ " v0y | =01 Ind
2 gl
1
= —€"0 {;81 lné} = 0. (3.139)

Subcaso 2.3b.2: f=7y=3,8#v=1,u=2.
Para este subcaso tenemos de (3.61]) que

, 1. 1100
22€Q23 13 — —§ZE]J210J281 [;S E]
1 o J1
= —ikJ (581 —81 Iné
2 g
1
= —£%50, {;al 1115} =0, (3.140)

donde en (3.140)) se ha usado ((3.34).

Subcaso 2.3b.3: f=v=3,8#v=1, u=3.
Para este subcaso tenemos de (3.61]) que

1 1106 11096
9 33 s 30 .3 I 31 3 - - -
26Q 13 2ZR(J 0 {vaarlJJ o {7507”})
_ (3.141)

Ahora veamos las implicaciones del subcaso 2.3. De subcaso 2.3a.2 en (3.135)) tenemos
1
o [—al lna} = 0. (3.142)
Y
Del subcaso 2.3a.3 en (3.137)) con 5 = 0 tenemos
30 1 ] 31 1
f 80 —81 In o +£ 81 —81 Ina| = 0.
gl | Y

Sustituyendo (|3.142)) en esta tltima se tiene

1
53080 ;81 In Oz:| = O,

De (3.142)) y (3.143) se tiene
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1
581 Ina=F, (3.144)

con E una constante indeterminada. Por (3.144]) tenemos que todos los elementos Q*” -
dentro del subcaso 2.3 son nulos.

Analisis del Subcaso 2.4 (Caso t).

Al igual que en el Caso 7, en el Caso t analizaremos el subcaso 2.4 dividiendo este en
2.4ay 2.4b (con las mismas restricciones en 8y 7) y cada uno de estos los dividiremos en
cuatro subcasos que corresponden a los cuatro valores que puede tomar el indice u.

Subcaso 2.4a.0: 5 =7=1,2,8#v =0, u=0.
Para este subcaso tenemos de ([3.66) que

1 11 90a?
. 0B _ s 7010 L
i2¢Q7 o5 = 2sz a 0 [a oL 1
1
= ad, {—ao lnaﬁ} : (3.145)
«
Subcaso 2.4a.1: f=7=1,2, 8#v=0, u=1.
Para este subcaso tenemos de ([3.66) que
i2eQ"Y = _Ligoag, |11 da”
06— 2 "laad ot

1 1
= —ikJ"~0, {—80 In aﬁ}
2 «

1
= —£%9, [580 In aﬁ} : (3.146)
Dando valores a 3 en esta ultima se tiene
o )11 01 1
12€Q o1 = =& 70y {580 lnv} , (3.147)
1
i2eQ"? o, = —€"'0, {aao In 5} = 0. (3.148)

donde en (3.148) se ha usado (j3.39)).

Subcaso 2.4a.2: f=7=1,2,0#v=0, u=2.
Para este subcaso tenemos de ([3.66) que
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. 1. 11 da”
Z26Q26 08 = ——ZEJ21a201 |:a$ ﬁ]
= —ZE:J12581 |: 60 Ina :|

= —£%50, {—ao lnaﬁ} : (3.149)
Q@
Dando valores a (3 en esta tltima se tiene

1
i2¢Q*! ,, = —€£1260, {530 In v} =0, (3.150)

1
i2eQ* ,, = —£1260, [—80 In 5} , (3.151)
o
donde en (3.150) se ha usado ([3.37)).

Subcaso 2.4a.3: =v=1,2, 8#v =0, u=3.
Para este subcaso tenemos de (3.66|) que

1 11 9d° 11 0a”
: 38 - 30 3 31,3
i2eQ7 o5 = 221% <J o Ly_aﬁ a0 } + Ja’0; [a 3 })

= (530(581111/)80 [l(% lnaﬂ] + 316§ sin o, [ Ovlna })
a

= (53060 {é@o In aﬁ] + &390, {é@o In aﬂ) dsiny =0, (3.152)

donde en ([3.152)) se ha usado (3.38)) y (3.40)).

Subcaso 2.4b.0: f=7v=3,8#v =0, u=0.
Para este subcaso tenemos de (3.70]) que

. 1. 110
Z2EQ03 03 — _ézkt][)laroal |:ag §:|

= Mo, laolna . 3.153
o

Subcaso 2.4b.1: f=7=3,0#v=0,pu=1.
Para este subcaso tenemos de (3.70]) que
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1 1106
5.3  _ _t.aq019 |L190
12€Q)7” o3 = 227%J a0y [aé 8t}

1 1
= —ikJOI’yao |:—80 In 6:|
2 o)

= —501’)/80 |:éa(] ln5:| = O,

donde en (3.154) se ha usado (3.41)).
Subcaso 2.4b.2: f=7=3,0Fv=0, u=2.

Para este subcaso tenemos de (3.70) que

. I 1109
22€Q23 03 — —EZRJ216L281 |:ag a‘|

= 117%]12581 [lao In (5:|
2 o

= —§12(581 {180 lné] = O,
«

donde en (3.155)) se ha usado ([3.42]).

Subcaso 2.4b.3: f=7=3,0Fv=0, u=3.
Para este subcaso tenemos de (3.70) que

, I 110
226@33 03 — —§Zk (J3OCL380 |:ag §:| + J31a381 |:

= (5305 sin 10y [180 In 5] + &35 sin o, [180 In 5} )
a a

== <€3080 |:éao 1n5:| +€3181 |:éao 1H5:|) 5Sin’(ﬁ.

ad at

(3.154)

(3.155)

(3.156)

Ahora veamos las implicaciones del subcaso 2.4. De subcaso 2.4a.1 en (3.148)) tenemos

1
80 {—80 In 5:| =0.
e
Del subcaso 2.4a.2 en ([3.150|) tenemos
1
(91 |:—80 111"}/:| =0.
Q@
Del subcaso 2.4b.2 en (|3.155]) tenemos

81 |:l80 In (5:| =0.
«Q

(3.157)

(3.158)

(3.159)
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De (3.157) y (3.159) tenemos

1
—0pIn 0 = constante. (3.160)
a

Del subcaso 2.4a.3 en (3.152) con 5 = 1 tenemos
30 1 ] 31 1
f 80 —80 hl’}/ +£ 81 —80 11’1’)/ = 0.
Q@ Q@

Usando (|3.158)) en esta tltima se tiene

1
53030 —0y IHW] =0,
|

1
= Oy {—80 lnfy} =0. (3.161)
a
De (3.158)) v (3.161)) tenemos
1
—0p Iny = constante. (3.162)
a

Solo por simplificar la notacion reescribimos (3.160) y (3.162) como

1
—dyIna” =E] , conp=12, (3.163)
a

con Eg una constante indeterminada. Por (3.163)) tenemos que todos los elementos Q2 -
dentro del subcaso 2.4 son nulos.

En resumen, hemos obtenido que @3, el tinico elemento no nulo dentro del subcaso 2.2b,
estd en términos de las constantes D3 y D32 | y los elementos J* quedaron como

0 ikJ™ 0 2D30 2L

dolné
S 0 sin b cos ) 9y In ik JO  —ikJo!
! N 0 —sin cos ) Oy In § 1kJ 0 2D32 sin 1)
—2D%0 st ik J% —2D%2sin v 0
(3.164)

con D3° D3% constantes indeterminadas y J%, J3! hasta ahora no ha sido necesario espe-
cificarlas. De los subcasos 2.3 y 2.4 se encontré que todos los elementos Q*” v~ Son nulos
con las condiciénes

1 1
—OﬁolnafB:Eg , conf3=12 ; —O0ilna =F,
a a

con EJ y E constantes indeterminadas.






Capitulo 4

Resultados y Conclusiones.

4.1. Resultados.

En el Capitulo 1 se dio una breve resena acerca de la teoria de la Relatividad General, esto
con el fin de introducir el concepto de tetradas. La secciéon dos de este capitulo es mucho
més extensa, primero se presenta la hipotesis que da origen a la teoria y se da inicio a la
presentacion y discusion del marco tedrico mostrando el dlgebra de funciones A con que se
modela el espacio-tiempo no conmutativo y las propiedades de los elementos J#; después,
se continua con una serie de subsecciones donde se tratan distintos aspectos de la teoria.

En la Subseccion 1.2.1 se introduce el espacio de derivaciones Der (A) como un conjunto
de conmutadores dado por . Este hecho quiza podria parecer extrano, sin embargo no
es algo nuevo. En las teorias cuénticas de campo, por ejemplo, tenemos la ecuacion de mo-
vimiento de Heisenberg [23], en la Mecénica Cuéntica no relativista tenemos expresiones

como [ﬁi, f} = —ih aa j; (con p' y f operadores de momento y alguna observable respecti-
vamente) e incluso desde la Mecanica Clésica tenemos expresiones como {p’, f} = —g—,{.

(con f una observable, ¢; una coordenada, p’ el momento canénico conjugado y {, } el
paréntesis de Poisson). En todos estos ejemplos se puede ver una relacion entre derivadas
parciales y algin conmutador.

En la Subsecciéon 1.2.2 se introdujo el espacio de 1-formas Q'(A). En esta parte expu-
simos algunas propiedades de las tetradas y definimos el diferencial de un f € A. Vale
la pena notar que la definiciéon de diferencial dada por en esta subseccion es muy
diferente en comparacion con la definiciéon usual dada en un curso de célculo diferencial,
sin embargo, es gratificante notar que si usamos la aproximacion semiclésica en
la definicion y aplicamos después el limite conmutativo (§ — 0) recuperamos la
derivada total usual como a continuacién se muestra:

df = [/\mﬂeu
= [\, u"]0,f0",

y usando (|1.24]) tenemos

71
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df = Gil"u&,f 0",
con G~ ,, definida en 1} Aplicamos el limite conmutativo y obtenemos entonces

df = 0, f du”. (4.1)

Ademas, si también hicieramos la consideracion del Capitulo 2 (es decir, los elementos
{w}_, = {a"}}_, corresponden a las coordenadas rectangulares y r := x'a’) y f =
f(r,2°%), aplicando regla de la cadena en (4.1)) se tiene

df = Oof dx® + O, f dr.

En la Subseccion 1.2.3 se habld acerca de la deformacion del producto entre tetradas
(deformacion con respecto del producto wedge (A)) y es aqui donde se introducen los
elementos Q" v, que son extensamente tratados en el Capitulo 3 asi como también sus
propiedades.

En la Subseccion 1.2.4 mostramos un conjunto de constantes no triviales dados por K,
y F*,,. A pesar de que el contenido de esta subseccién no se traté en los Capitulos 2 y 3,
es importante ya que, como a continuaciéon lo muestro, algunas propiedades que se piden
en la teoria dependen de estas constantes. Sustituyendo ((1.61]) en (1.59)) tenemos

1
_ddf = |:_§Kaﬁ 9(1967 f:|

1
= -3 [Kop, f1070°.

De esta tultima expresion es facil ver que la propiedad d*> = 0 depende fuertemente de la
naturaleza constante de los elementos K,,. También, de las ecuaciénes desde (|1.66|) hasta

(1.68) se puede mostrar que

d(for —orf) = % [F“ep ,f} 0°0”.

De esta tltima expresion podemos notar que, si ' no es constante, entonces d (for —orf) +
0 y por lo tanto tendriamos problemas con . Ahora, con respecto a la ecuacion ,
dado que esta esta en términos de los elementos F*_, K., y es obtenida mediante el uso
de diversas propiedades del conjunto de tetradas y de derivaciones, tenemos que dicha
ecuacion es una condicion de consistencia en la cual estan expresadas las condiciones nece-
sarias para lograr obtener 0* (e,) = 6% [17,[16] y, ademaés, esta provee la misma informacion
acerca de la geometria del espacio que da el conjunto de derivaciones e, o el conjunto de
tetradas 0# [4]. También, podemos ver que el algebra de los elementos A, es cuadratica.
En esta subseccion es donde radica el posible trabajo a futuro que de continuidad a esta
tesis pues es aqui donde podemos encontrar varios elementos involucrados con el modelo
que no han sido estudiados a detalle en esta tesis.

En el Capitulo 2 comencé por dar una resena acerca de los productos estrella, esto con el
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fin de justificar un conjunto de relaciones que denominamos “aproximacion semiclésica” ya
que estas son altamente usadas en los Capitulos 2 y 3; después, con el fin de familiarizar
y acercar al lector de manera més clara a la teoria, se muestran un par de ejemplos de
espacio-tiempo no conmutativo con simetria esférica tomados del articulo [3]. Esta apro-
ximacion semiclasica se puede encontrar en [3, [4].

En el ejemplo 1, més que en el ejemplo 2, traté de mostrar con gran detalle los calcu-
los para un mejor seguimiento y en el ejemplo 2, aunque hay menos calculos, si escribi
brevemente como obtener las relaciones presentadas. Estos ejemplos consisten, a grandes
rasgos, en dar una ansatz para los elementos J* en términos de funciones indeterminadas
que después se determinan usando la identidad de Jacobi; posteriormente, se dan ansatz
para las tetrddas en términos de funciones también indeterminadas y, apoyandonos de
la derivada exterior, encontramos ecuaciones diferenciales cuya soluciéon determina dichas
funciones. Finalmente, ya teniendo la forma explicita de las tetrddas, nos vamos al limite
conmutativo y encontramos la métrica asociada a la contraparte clasica (conmutativa) del
modelo descrito por los ansatz dados. Cabe mencionar que en el transcurso de los célculos
se hicieron elecciones que no se justificaron del todo bien (por ejemplo en y ),
esto se debid a que los ejemplos, como lo mencioné antes, se presentaron con el objetivo
de familiarizar al lector con la teoria y por tanto, solo buscamos ejemplos con congruencia
matemaética que de manera sencilla nos conlleven a una métrica sin dar argumentos muy
elaborados que desvien la atenciéon de los objetivos del capitulo.

De la métrica obtenida en el ejemplo 1, es decir , podemos ver que ésta se pare-
ce a la métrica de Schwarszchild (haciendo M = py n = 1) pero no lo es ya que el
coeficiente de d€)?, o sea u, es constante. Sin embargo, sabemos que al menos si es una
solucién a las ecuaciones de campo de Einstein . También, hay que notar que la
métrica no entra en algino de los 3 casos mostrados en el Capitulo 3 (Caso rt, 'y
t) ya que el coeficiente de d)? es constante y para cualquiera de los tres casos es necesaria
la dependencia en r y/o t de dicho coeficiente, de lo contrario algunos de los elementos
J* divergen. Si se deseara considerar que ¢ en ({3.6]) es constante no se podria usar alguno
de los casos rt, r o t y seria necesario abrir un nuevo caso y rehacer los calculos a partir
de ([3.48)) usando los resultados del Caso 1, 2 y 3 en que se analiz6 ((3.20)).

Con respecto a la métrica obtenida en el ejemplo 2, es decir (2.86)), es curioso notar
de (2.85) v (2.87) que hemos simplificado esta métrica (con respecto a (2.81])) usando va-
riables relacionadas con los elementos A,. Por otro lado, aplicando ([2.24) a ([1.24)) tenemos
que

—G_l”# = [2", )\
= [2",2% 0a\,
ik J" 0\, (4.2)

Los elementos G~ ,, 10 son proporcionales a k. También, si J** oc k" con n > 0, entonces

(27, %] oc "'y por tanto tendriamos [z¥, 2°] = 0 (pues consideramos, a lo sumo, términos
lineales en k). Si J"* o k™" entonces no podrémos calcular el limite conmutativo (pues
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tendriamos [z”, %] — oo cuando & — 0). Por tanto ni J** ni G~ tienen que ver con
ky, asi, de (4.2) tenemos que

1
T
Entonces, regresando a las relaciones y (2.87), por podemos estar seguros de
que en el limite conmutativo 7"y M convergen. También, la métrica , a diferencia
de , tiene como coeficiente de dQ2? una funcién de r y ¢, y no una constante, lo
cual significa que mediante una adecuada eleccion de M y T' podria ser posible encontrar
una métrica que en el limite r — oo si converja a la métrica de Minkowski. Ahora, sa-
ber si esta contenida en alguno de los casos rt, 7 o t es més complicado, primero,
necesitamos usar la forma (pues esta, a diferencia de ED, si estd expresada en
coordenadas esféricas); ademas, debemos recordar que en @ las funciones D, B, C, H,
~v y T deben satisfacer las ecuaciones desde hasta y, una vez que las satisfa-
gan, también deberédn satisfacer alguno de los tres conjuntos de condiciones mostrados en

la tabla abajo presentada y, segin la dependencia que T tenga con r y t, podremos decir
en cual de los tres casos estéa ([2.81)).

(4.3)

Ay X

En el Capitulo 3, en la primera seccion presenté la metrica (resultante del limite con-
mutativo) que se consideraria, le apliqué un cambio de variable con el fin de diagonalizar
la métrica para asi simplificar los calculos y, finalmente, mostré el conjunto de tetradas
a usar. Vale la pena resaltar que la variable ¢ en la métrica no corresponde a la
coordenada temporal usual 2° y, en realidad, es un ¢ definido por . En la segunda
seccion de este capitulo, con el fin de encontrar la forma explicita de Q*” L~ €1 términos
de los elementos a*, se comenz6 por mostrar una ecuaciéon que relaciona los elementos
QM8 v con los elementos N “Bw (los cuales tienen que ver con la métrica y, gracias a que
usamos la aproximacion semiclasica, también con los elementos J**). Aqui vale la pena
hacer la siguiente observacion: de sabemos que Q*’ L~ €s simétrico en sus indices
superiores pero observando m no es trivial notar que N “5W también es simétrico en
sus indices superiores como lo predice (3.19)). Sin embargo, a pesar de eso podemos estar
seguros de que si son simétricos los indices superiores de N Mﬁvw ya que el conmutador
entre tetradas en el lado izquierdo de (3.15]) si es simétrico. Después, una vez que ya se
cuenta con la forma explicita de Q*? yy €1 13.20 , partimos el anélisis de ésta ecuacion en
3 casos y encontramos que solo en los subcasos 2.2b, 2.3 y 2.4 habian elementos Q*° v IO
necesariamente nulos. Ademés, justo al final del anélisis de (3.20) se mencioné que hay
elementos Q2 v, que estan contenidos simultaneamente en dos casos y /o subcasos distin-
tos. Ahora, sabiendo que el elemento Q33 55 es el tinico no nulo, podemos estar seguros de
que no hay elementos Q"? v, & los cuales se les hayan dado dos valores diferentes ya que
Q% 53 es exclusivo del subcaso 2.2b, es decir, este no estéd dentro de algino de los otros
casos donde todos los elementos se anularon. Finalmente, usando la antisimetria de los
elementos J* encontramos Q% ,; = 0 y se muestra un sistema de ecuaciones para JH.
En las siguientes y tltimas tres secciones se analizaron los subcasos 2.2b, 2.3 y 2.4 dentro
de cada uno de los Casos rt, r y t obteniendo los resultados mostrados en la siguiente
tabla
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Caso | Elementos Q" v, 1o nu- | Consecuencias de QP ,, = cte en susbcasos 2.3 y | Elementos
los 2.4 J* nulos
rt ) . ) .
QS — Q3 (CfSO7 031, 032) 03060[;881 11;0. ] I 031 81[?981 h;a ] —0, con ﬁ _ 07 9 Jo1
0 In 1 In
; Bo[éé)o lnaﬁ] a1 01 [é@o lnuﬁ} J02
CHg iy +C =515~ =0, conf=1,2
J12
r
Q3 = Q3 (B, B%) Loma® =R ., conf=0,2 J12
a%ao 11’1’}/ =R
t
Q? = Q* (D>, D*) Lo lna=FE JO
a%ﬁolnaﬂ:Eg , conf=1,2

Por la definicion del Caso r uno podria pensar que la métrica de Schwarzschild esta dentro
de este, sin embargo, si consideramos dicha métrica, es decir, hacemos

2 oam\ "
—a2:—(1——m), 72:(1——m) , o=,
r r

y usamos estos valores en la condicién %81 Ina = RY se observa que esta condicién no
se satisface, por tanto, al igual que la métrica de Schwarzschild no esta dentro de los
ejemplos del Capitulo 2, tampoco lo esta dentro de alguno de los casos rt, r y t. Incluso,
si consideramos la métrica

ds* = =B (r) (dt)* + B (r) (dr)* + r*dQ?

con B=1- 27’” + %AT2 + fﬂ—; [24], y por tanto: a@ = Bz, v o= Bz, § = r. También
tenemos que la condicién %6’1 Ina = RY no se satisface para algin RY constante. Por lo
tanto, tenemos que dentro de este formalismo, al menos a primer orden en &, no es posible
obtener un modelo de espacio-tiempo no conmutativo que en el limite conmutativo me
devuelva la métrica de Schwarzschild (A = e = 0) o la de Reissner-Nordstrém (A = 0) o
la de de Sitter (m = e =0) o la de Kottler (e = 0).

También, como consecuencia de pedir que Q*? L, Sea constante, se encontro la forma de
los elementos J* para los tres casos como se muestra en (3.74), (3.118)) y (3.164)).
Usando en 1' y las constantes Q*” ,~ encontradas en el Capitulo 3 se puede ver
que el producto entre las tetrddas queda como se muestra a continuaciéon

Q%0%0° ., con (u,B) = (3,3),
010" = (4.4)
=070 con (1, B) # (3,3).

Ahora que ya sabemos que elementos Q*? v son nulos y cuales no, podemos obtener un
poco de informacién acerca de los elementos C* 5. De (1.70)) y (1.42) tenemos
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Fr, = 2\, P(O"Qp +C*,,
i4eQ™ N + C*.,. (4.5)

Haciendo p = 3 en (4.5)) tenemos que

3 s a3 3
F? = i4eQ™ Ao +C?,

sabiendo que Q% ,; es el tinico elemento no nulo tenemos que esta tltima expresion queda
como

F36p = i4eQ* N3t C’?’ep
s, . con (e,p) £ (2,3),(3,2)
= (HeQ 5 g+ %0 con (€,p) =(2,3) (4.6)
4eQ% A3+ %5 con (€p) =(3,2)
Haciendo p # 3 en (4.5) tenemos que
Fr ., =C",,, conpu#3. (4.7)

Ahora, si restringimos (3.6)) quitando la dimension asociada a u® = ¢ tenemos

ds2 = —a? (t,r) (dt)* +~2 (t,7) (dr)” + 6% (t,r) (dy)?,

y usando [ := it en esta ultima llegamos a

dsi = o (I,r) (dD)* + 7% (1,7) (dr)” + 6 (1,7) (dy)’. (4.8)
La métrica (4.8) es un subespacio de la métrica (3.6) en el cual se ha excluido la di-

mension asociada a u® quedando tinicamente con las dimensiones asociadas a 1%, u' y u?.
Ademas, por y podemos ver que todos los elementos C*_; asociados a
son constantes. Considerando el limite conmutativo, sabemos que tiene un espacio
de derivaciones que simbolizaremos como Ders(A) y este estd dado por un conjunto de
derivaciones externas (y no internas como el definido en (1.16))). En el libro [25] se muestra
una lista de nueve algebras de Lie en 3 dimensiones, cada una de estas algebras le llaman
“Bianchi tipo N"(con N = I,I1,...,1X). Comparando Der3(.A) con alguno de los nueve
elementos de la lista mencionada podemos saber si dicho espacio de derivaciones conforma
un Bianchi para algin N. Solo por mostrar un ejemplo, comparemos Ders(.A), el espacio
de derivaciones de (en el limite conmutativo), con un Bianchi tipo I11:

dst = (0’ + (w?)* + (v?)’
= ¢ (dx2)2 + (dx3)2 + (dx1)2. (4.9)

Para saber si Ders(.A) es un Bianchi tipo 111 debemos encontrar un conjunto de ecuaciones
de transformacion que vaya de las coordenadas z', 2%, x* usadas en (4.9)) a las coordena-
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das I,7,1 que usamos en (4.8). Para esto podemos observar que necesitamos resolver el
siguiente conjunto de ecuaciones

e da? = al,r)dl, (4.10)
de® = ~(l,r)dr, (4.11)
det = 6(1,7)dy, (4.12)

vale la pena notar que estas tltimas tres relaciones no son las tinicas que definen ecuaciones
de transformacion entre las coordenadas 2', 22, 2® y las coordenadas [, 7, 1. De esta mane-
ra, segun la forma explicita que o,y y 0 tengan, se puede tratar de resolver las ecuaciones

desde (4.10]) a (4.12)) y ver si es posible que Der;z(.A) sea un Bianchi tipo IT1.

4.2. Conclusiones.

Primero recordemos que el objetivo de este trabajo es el siguiente. Retomando el modelo
de espacio-tiempo no conmutativo propuesto por Madore [17, [3] 4, 2], 16] y, considerando:

e Simetria esférica (sin fijar la métrica),

e Expresiones a orden lineal en % (es decir, despreciar ordenes superiores),
queremos:

e Encontrar una forma explicita (en términos de los generadores de .A) de los elementos
involucrados en el modelo: Q“BW, Cr,, FF o Koy Ay, JH"3 de manera que todos
estos satisfagan sus correspondientes propiedades (las mostradas en el Capitulo 1),

e Encontrar, si es que las hay, constricciones sobre la métrica necesarias para la con-
sistencia del modelo (en principio no sabemos si el modelo admite cualquier métrica
con simetria esférica).

Con estos objetivos en mente, tenemos que la parte del trabajo dedicada a cumplirlos
es el Capitulo 3. Por limitaciones como la falta de tiempo, estos objetivos se han cum-
plido parcialmente y, aunque nos hemos enfocado principalmente en los elementos Q*? Vo
(involucrados en la deformacion del producto wedge), también hemos logrado obtener in-
formacion acerca de los elementos C*,, (involucrados en la derivada exterior de tetradas),
los J* (responsables de la no conmutatividad de los generadores u*) y las constricciones
sobre la métrica para la consistencia del modelo. Un logro importante del Capitulo 3 se
encuentra en la Subseccion 3.2.1 y este es el haber encontrado una expresion explicita
(aproximada) para los elementos Q“ﬁw en términos de los elementos J#? y las entradas de
la métrica. Gracias a que esta expresion para Q“BW tiene un par de deltas de Kronecker
fue facil analizarla y ver que, después de todo, todos los elementos Q“BW, excepto Q33,,,
son nulos (a orden lineal en k). Con este resultado para Q“ﬂw podemos concluir que, al
igual que el espacio de 2-formas Q% (A,;) de un espacio-tiempo clésico (es decir, modelado
por la Relatividad General) tiene dimension 6, el espacio 2 (A) tiene también dimension
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6. Por tanto la tnica diferencia entre Q* (Ay) y Q22 (A) es que el elemento 626% cambia de
valor. Mientras que en 2% (A) el valor de 6203 es nulo en Q2 (A) su valor es 12¢Q%3,,60%0°.
Con esto en mente, podemos darnos cuenta de que los espacios Q" (A) con r = 3,4 quedan,
también, casi inalterados y sus tnicas diferencias, con respecto a Q" (A.), son los valores
de los elementos 3030* y 03030+0” que, dentro de este formalismo, dejan de ser nulos.
Por otro lado, también usando el resultado para Q“BW y la definicion de F*, , logramos
encontrar que todos los elementos C*, , excepto (3,5, son constantes. Con este resul-
tado para C*,  concluimos que el subespacio de la métrica considerada (la mostrada en
la Seccion 3.1), subespacio 3 dimensional resultante de excluir la dimension asociada a
la coordenada u® = ¢, tiene asociados elementos C*,., todos constantes y, por tanto, su
espacio de derivaciones Ders(A) (el cual, en el limite conmutativo, esta compuesto de de-
rivaciones exteriores), podria ser alguna de las nueve algebras Bianchi tipo N mencionadas
al final de la Seccion 4.1, donde el valor de N dependeré de la forma particular que se elija
para las entradas de la métrica («, 7, 6).

También, en el proceso de analizar la expresion para Q“ﬁw y hallar los valores de estos,
nos fue posible encontrar, para tres casos distintos (Caso rt, r y t), los valores de J*? y
un conjunto de constricciones sobre las entradas de la métrica. Estas constricciones son
necesarias para que Q“ﬂw sea constante como lo pide el modelo. Con respecto a los va-
lores encontrados para J*? tenemos que algunos de estos son nulos, lo cual significa que
algunos de los cuatro generadores u* de A si conmutan con algin otro generador. Con
respecto a las constricciones sobre las entradas de la métrica (en particular las del Caso
), podemos concluir que las métricas de Schwarzschild, Reissner-Nordstrom y de Sitter,
no satisfacen dichas constricciones. Dicho de otra manera, no logramos obtener alguna de
las tres métricas mencionadas en el limite conmutativo. También vale la pena mencionar
que, durante los calculos, se traté de anular el menor ntimero posible de elementos J*7.
Sin embargo, si anularamos algunos J*? (a parte de los que ya anulamos), entonces, a
cambio lograriamos alterar las constricciones sobre las entradas de la métrica y, de esta
manera, posiblemente podriamos hacer que las métricas mencionadas (o alguna otra) si
resulten de un limite conmutativo.

Vale la pena notar que todo el calculo que se hizo a lo largo del Capitulo 3 sirvié para
dos cosas: para determinar que valores de Q*? v son nulos y cuales no (donde el no nulo
quedo en términos de constantes no determinadas), y para determinar la forma explicita
de los elementos J" (que en dos casos tenemos dos elementos sin determinar). Por tanto,
atn queda mucho trabajo por hacer en este modelo como determinar la constante Q* y
los elementos J* que quedaron sin especificar en los casos r y t (para esto se podria usar
la identidad de Jacobi) y, méas ain, determinar los elementos \,, C* opr F o v Ky tales
que satisfagan las propiedades mostradas en el Capitulo 1; inclusive queda por analizar el
encontrar una representacion explicita para los generadores del algebra A.
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