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to por este largo transitar que hoy culmina un paso más, muchas gracias. A José
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Introducción

La ramificación es un tema de investigación en la teorı́a de números que ha
llamado la atención de destacados matemáticos durante cientos de años. A manera
de introducción al tema comentaremos un ejemplo conocido. El campo gaussiano
Q(i) tiene como anillo de enteros a los enteros gaussianos Z[i]. Este anillo tiene la
propiedad que sus elementos pueden escribirse en forma única como producto de
primos gaussianos (salvo asociados), tal como sucede en Z. Sin embargo, no todos
los primos en Z siguen siendo primos al ser vistos en Z[i]. Por ejemplo, es fácil
ver que 5 = (2 + i)(2− i) y (2 + i), (2− i) son primos no asociados en Z[i]. De
hecho, en el anillo de los enteros gaussianos ocurre una y solo una de las siguientes
afirmaciones:

1. Un primo p ∈ Z se descompone como producto de dos primos gaussianos
distintos si y solo si p = 4k + 1.

2. Un primo p ∈ Z se mantiene primo en Z[i] si y solo si p = 4k + 3.
3. Si p = 2, entonces 2 = i(1 − i)2 y 1 − i es primo en Z[i] (en este caso

particular, solamente el 2 tiene esta cualidad).

El que únicamente el 2 tenga tal propiedad en Z[i] es porque el discriminante
del campo Q(i) es 4 (véase teorema 1.4.9). Los primos racionales de la forma
p = 4k + 3 siguen siendo primos en Z[i] (primos inertes) y no tienen un análogo
geométrico, seguramente por esto no son considerados en la literatura. De hecho,
en la literatura referente a los fenómenos que se desprenden de la ramificación, la
carga fuerte se halla en los primos ramificados, quizá porque este es un aspecto
de ı́ndole geométrico, ya que como lo señala Lorenzini en el capı́tulo 3, sección 5
de [21], existe una correspondencia directa entre un punto de ramificación de una
curva proyectiva y el ı́ndice de ramificación de un ideal primo en un campo de
números. Esta es una buena razón por lo cual se puede ubicar el origen del estudio
de la ramificación en la geometrı́a.

El interés de desarrollar el presente trabajo es precisamente el estudio de los
primos inertes en el anillo de enteros OK de un campo cuadrático K = Q(

√
d ).

A lo largo del primer capı́tulo se presentan las herramientas teóricas aritméticas
necesarias para determinar la forma que debe poseer un primo racional q, tal que
qOK sea un ideal primo de OK . Ası́ mismo, se presentan todas los fundamentos
algebraicos que sostienen el trabajo desarrollado en el capı́tulo 2 de esta tesis y
es precisamente en este capı́tulo donde se dan de manera explı́cita la forma de
los primos racionales inertes cuando se extienden al anillo OK , en los casos en
que d = p, d = p1p2 y d = p1p2p3. En los dos primeros casos el análisis para
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8 Introducción

determinar cuáles y cómo son los primos inertes es exhaustivo, para el último caso,
se dá solamente un bosquejo, puesto que las ideas vistas en los dos primeros son
las mismas que se utilizan para este último, con la salvedad que las complicaciones
que parecen presentar los primeros se simplifican enormemente y es aquı́ donde
se asoma con claridad la naturaleza combinatoria en la construcción de los primos
inertes.



Capı́tulo 1

Antecedentes

1.1. Resultados sobre teorı́a básica de números
A continuación presentamos algunas definiciones y resultados de la teorı́a de núme-
ros básica de suma importancia en el desarrollo de este trabajo.

Definición 1.1.1. Sean p un primo impar y a ∈ Z tales que mcd(a, p) = 1. Se
define el sı́mbolo de Legendre como(

a

p

)
=

{
1 si x2 ≡ a (mód p) para alguna a ∈ Z
−1 si x2 6≡ a (mód p) para ninguna a ∈ Z

Teorema 1.1.2. Sean a, b ∈ Z, p primo impar con mcd(ab, p) = 1. Entonces:

1.
(
a2

p

)
= 1,

(
1

p

)
= 1.

2. Si a ≡ b (mód p), entonces
(
a

p

)
=

(
b

p

)
.

3.
(
ab

p

)
=

(
a

p

)(
b

p

)
.

4.
(
−1

p

)
= (−1)

p−1
2 .

DEMOSTRACIÓN. Véase teorema 3.1.1 de [25]. �

De singular importancia tenemos el siguiente resultado. el cual es una alterna-
tiva teórica bastante útil:

Teorema 1.1.3 (Teorema de Euler). Sean a, p como en el teorema anterior. Enton-
ces (

a

p

)
≡ a

p−1
2 (mód p).

DEMOSTRACIÓN. Véase teorema 3.1.1 de [25]. �

Teorema 1.1.4. (Teorema Chino del Residuo). Sean m1, . . . ,mr ∈ N, tal que
mcd(mi,mj) = 1 para i 6= j. Si a1, . . . , ar ∈ Z, entonces el sistema de con-
gruencias 

x ≡ a1 (mód m1)
...

x ≡ ar (mód mr)
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tiene solución única, es decir, cualquier par de soluciones son congruentes módulo

mcm(m1, . . . ,mr) y tal solución está dada por x =

r∑
i=1

m

mi
siai, con m =

r∏
i=1

mi

y si tal que
m

mi
si ≡ 1 (mód mi).

DEMOSTRACIÓN. Véanse teorema 2.3.1 y corolario 2.3.2 de [25]. �

Notemos que en el Teorema Chino del Residuo, al cual en adelante denotare-
mos TCR, la condición mcd(mi,mj) = 1 para i 6= j es crucial; existen sistemas
que no cumplen esta condición y son solubles. Para esos casos, requerimos del
siguiente resultado.

Teorema 1.1.5. (Teorema Chino del Residuo Generalizado). Sean m1, . . . ,mr ∈
N y {a1, . . . , ar} ⊂ Z. Entonces el sistema

x ≡ a1 (mód m1)
...

x ≡ ar (mód mr)

es soluble si y solo si mcd(mi,mj)|(ai − aj).

DEMOSTRACIÓN. Véase teorema 2.3.7 de [25]. �

Para fines de este trabajo, es suficiente trabajar con sistemas de dos congruen-
cias y las soluciones están dadas por x12 = a1 − αm1t = a2 + βm2t, para algún
t ∈ Z. Con esto, cualquier otra solución X del sistema de dos congruencias, cum-
ple X ≡ x12 (mód mcm(m1,m2))(véase lema 2.3.4 de [25]). En adelante, deno-
taremos al teorema anterior TCRG.

El estudio de los valores del sı́mbolo de Legendre se divide en tres casos:(
−1

p

)
,

(
2

p

)
,

(
q

p

)

El primero corresponde al inciso 4 del teorema 1.1.2, el segundo viene dado por el
siguiente resultado (véase teorema 3.2.1 de [25]) :

Proposición 1.1.6. Sea p ∈ Z primo. Entonces(
2

p

)
=

{
1 si p ≡ 1 o 7 (mód 8)
−1 si p ≡ 3 o 5 (mód 8)

DEMOSTRACIÓN. Véase corolario 3.2.4 de [25] �

El tercer caso es la célebre Ley de Reciprocidad Cuadrática (LRC)
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Teorema 1.1.7. (Ley de reciprocidad cuadrática). Sean p, q primos impares tales
que p 6= q. Entonces

(
p

q

)
=



(
q

p

)
si p o q ≡ 1 (mód 4)

−
(
q

p

)
si p y q ≡ 3 (mód 4)

DEMOSTRACIÓN. Véanse Teorema 3.2.6 y Corolario 3.2.8 de [25] �

1.2. Resultados sobre campos de números
Sean K | Q un campo de números, con [K : Q] = n. El anillo de enteros de

K es
OK = {α ∈ K : f(α) = 0 para algún f(x) ∈ Z[x] mónico}.

Más adelante veremos algunas de las propiedades sobresalientes del anillo OK .
Recordemos que para cualquier campo de números existe θ ∈ C algebraico tal que
K = Q(θ) es una extensión simple.

Para α ∈ K, se define la función multiplicación por α de la siguiente manera:

mα : K −→ K

x 7→ αx

la cual es fácil ver que es Q−lineal. Por tanto, dada una base {ω1, . . . , ωn} de K
sobre Q es posible representar a mα con una matrı́z A ∈Mn×n(Q) y esto da lugar
a la siguiente definición.

Definición 1.2.1. Se definen la norma y la traza de α respectivamente como el
determinante y la traza de la matrı́z A y se denotan NK|Q(α), TK|Q(α) (si el
contexto es claro, las denotaremos simplemente como N(α), T (α)).

En la literatura es común encontrar la definición de norma y traza en términos
de las inmersiones de K en C.

Definición 1.2.2. Sean α ∈ K y σ1, . . . , σn las inmersiones de K en C. Definimos
la norma y la traza de α como:

N(α) =
n∏
i=1

σi(α) y T (α) =
n∑
i=1

σi(α)

Estas dos definiciones son equivalentes (ver [19] proposición 3.16 página 47)
y cada una de ellas ofrece ventajas. Por ejemplo, a partir de la definición 1.2.2 se
puede verificar fácilmente que si α ∈ OK , entonces N(α) y T (α) son enteros
algebraicos y por la definición 1.2.1 son tambien números racionales, asi que a
final de cuentas son enteros racionales.

Otra ventaja que ofrece la definición 1.2.2 es que las propiedades fundamenta-
les de la norma y la traza son casi inmediatas.
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Proposición 1.2.3. SeaK un campo de números tal que [K : Q] = n. Si α, β ∈ K
y c ∈ Q, entonces:

1. T (α+ β) = T (α) + T (β).
2. N(aβ) = anN(β).
3. T (aα) = a T (α).
4. N(αβ) = N(α)N(β).
5. N(1) = 1.
6. N(α−1) = N(α)−1, si α 6= 0.

DEMOSTRACIÓN. Se siguen directamente de la definición 1.2.2. �

Definición 1.2.4. Dadas n ≥ 2 variables x1, . . . , xn sobre un campo L, definimos
el discriminante de x1, . . . , xn como:

∆L(x1, . . . , xn) :=
∏

1≤i<j≤n
(xi − xj)2 ∈ L[x1, . . . , xn]

Definición 1.2.5. Sea L un campo f(x) = xn + an−1x
n−1 + · · · + a0 ∈ L[x]

mónico. Definimos el discriminante de f(x) como:

∆(f) := ∆(−an−1, . . . , (−1)n−iai, . . . , (−1)na0).

Si grad(f) = 1, entonces definimos ∆(f) = 1.

Proposición 1.2.6. Sea f(x) ∈ L[x] mónico con grad(f) ≥ 2 y α1, . . . , αn las
raices de f(x) en su campo de descomposición F . Entonces

∆(f) =
∏
i<j

(αi − αj)2.

DEMOSTRACIÓN. Véase proposición 2.4.3 de [10] �

Definición 1.2.7. Sea {ω1, . . . , ωn} una base de K = Q(θ). Se define el discrimi-
nante de {ω1, . . . , ωn} como:

∆(ω1, . . . , ωn) := |M |2,

donde M =

σ1(ω1) · · · σ1(ωn)
...

. . .
...

σn(ω1) · · · σn(ωn)

 y σi son las inmersiones de K en C.

Proposición 1.2.8. Sea {ω1, . . . , ωn} una base de K = Q(θ) y
(
Tij
)

la matrı́z
dada por Tij = TK|Q(ωiωj). Entonces ∆(ω1, . . . , ωn) =

∣∣(Tij)∣∣.
DEMOSTRACIÓN. Observemos el siguiente producto de matrices:(

M tM
)
ij

=
n∑
k=1

M t
ikMkj =

(
M tM

)
ij

=
n∑
k=1

MkiMkj =

n∑
k=1

σk(ωi)σk(ωj) =
n∑
k=1

σk(ωiωj) = TK|Q(ωiωj).
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Ası́, por la definición 1.2.7 se tiene que

∆(ω1, . . . , ωn) = |M |2 = |M ||M | = |M t||M | = |M tM | =
∣∣(Tij)∣∣.

�

Notemos que la demostración del resultado anterior permite intercambiar la
definición de discriminante en términos de la traza y caracterizarla en términos de
las inmersiones σi : K → C.

Definición 1.2.9. Sea {ω1, . . . , ωn} una base de K|Q. Se dice que {ω1, . . . , ωn}
es una base entera si las siguientes condiciones se cumplen:

1. {ω1, . . . , ωn} ⊆ OK .
2. OK = Zω1 + · · ·+ Zωn.

OBSERVACIÓN. Las bases enteras se caracterizan por tener discriminante mı́ni-
mo en valor absoluto. Por lo anterior, cualesquiera dos bases enteras de OK tiene
el mismo discriminante el cual denotaremos por ∆K . En adelante, al hablar del
discriminante ∆K , estaremos haciendo referencia a la definición 1.2.7 o a la carac-
terización dada por la proposición anterior.

Proposición 1.2.10. Para cualquier ideal I 6= {0} de OK , OK/I es finito.

DEMOSTRACIÓN. Sea I ideal de OK . Sabemos que existe α ∈ I ∩ Z, tal que
α > 0. Considere el ideal principal 〈α〉 = αOK y φ definida como:

φ : OK/〈α〉 → OK/I
δ + 〈α〉 7→ δ + I.

Afirmamos que φ es un epimorfismo de grupos, pues:
1. φ está bien definida. Si a + 〈α〉 = b + 〈α〉, entonces, a − b ∈ 〈α〉 y ası́
φ(a+ 〈α〉) = a+ I y φ(b+ 〈α〉) = b+ I . Como 〈α〉 ⊆ I , esto implica que
a− b ∈ I , es decir a+ I = b+ I , y por tanto φ(a+ 〈α〉) = φ(b+ 〈α〉).

2. φ es un morfismo de grupos pues

φ((a+ 〈α〉) + (b+ 〈α〉)) = φ((a+ b) + 〈α〉) = (a+ b) + I =

(a+ I) + (b+ I) = φ(a+ 〈α〉) + φ(b+ 〈α〉)
3. φ es suprayectiva por definición.

Ası́, basta demostrar que OK/〈α〉 es finito. Sea δ =
∑

i ziωi, con zi ∈ Z y
{ω1, . . . , ωn} base entera de OK . Como zi = qiα + γi, con 0 ≤ γi < α, se
tiene que δ = α

∑
i qiωi +

∑
i γiωi, esto implica que

∑
i γiωi ∈ OK , entonces

δ −
∑

i γiωi = α
∑

i qiωi ∈ 〈α〉 y por tanto δ ≡
∑

i γiωi (mód 〈α〉) y ası́

φ(δ + 〈α〉) = φ(
∑
i

γiωi + 〈α〉) =
∑
i

γiωi + I.

Por lo anterior
∑

i γiωi ∈ I . Sea S = {
∑

i γiωi : 0 ≤ γi < α}. Como
∑

i γiωi =
γ1ω1 + · · ·+ γnωn con α posibles valores para cada γi, hay por lo menos αn ele-
mentos en S, pero como {ω1, · · · , ωn} es una base, S no tiene elementos repetidos,
por lo tanto |S| = αn y |OK/〈α〉| = αn. �
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Corolario 1.2.11. OK es un anillo Noetheriano.

DEMOSTRACIÓN. Se sigue directamente de la proposición 1.2.10. �

Puesto que OK es integramente cerrado, noetheriano y los ideales primos 6= 0
son máximos, entonces OK es un dominio de Dedekind.

Definición 1.2.12. Se define la norma de un ideal I 6= {0} de OK , denotada
NK|Q(I) como

NK|Q(I) = |OK/I|.

OBSERVACIÓN. Las dos proposiciones siguientes son consecuencia de la finitud
del grupo de clases de ideales. Véase el capı́tulo 12 de [17] páginas 178 - 179.

Proposición 1.2.13. Sean H, I, J 6= {0} ideales de OK tales que HI = HJ .
Entonces I = J .

DEMOSTRACIÓN. Véase proposición 12.2.6 de [17]

Proposición 1.2.14. Sean I, J ideales de OK , tales que I ⊂ J . Entonces, existe
un ideal H de OK , tal que I = JH .

DEMOSTRACIÓN. Existe k ∈ N tal que Jk = 〈j〉. Puesto que I ⊂ J , se tiene que

Jk−1I ⊂ Jk = 〈j〉. Por tanto, tomandoH =
〈1

j

〉
Jk−1I , se tiene el resultado. �

Definición 1.2.15. Sea D un dominio entero. Un ideal P de D se dice primo si:
1. P 6= D.
2. Si xy ∈ P , entonces x ∈ P ó y ∈ P .

OBSERVACIÓN. Si P es un ideal 6= {0}, entoncesOK/P es un campo finito y por
lo tanto, la definición de ideal primo e ideal máximo coinciden.

Lema 1.2.16. Un ideal P deD es primo si y solo si, siempre que: para I, J ideales
de D, tales que IJ ⊆ P , entonces I ⊆ P ó J ⊆ P .

DEMOSTRACIÓN. Sea P un ideal primo de D y supongamos que existen I, J
ideales tales que IJ ⊆ P , pero I, J 6⊆ P . Entonces, existen i ∈ I , j ∈ J tales
que i, j 6∈ P , sin embargo ij ∈ P , que es primo, lo cual implica que i ∈ P ó
j ∈ P , que contradice la hipótesis. Por lo tanto I ⊆ P ó I ⊆ P si IJ ⊆ P .
Ahora, supongamos que para I, J ideales de D, tales que IJ ⊆ P , se cumple que
I ⊆ P ó J ⊆ P . Sean i, j ∈ D no nulos, tales que ij ∈ P . De esta manera 〈i〉
〈j〉 = 〈ij〉 ⊆ P y de esto se sigue que 〈i〉 ⊆ P ó 〈j〉 ⊆ P y por ende i ∈ P ó
j ∈ P , es decir, P es un ideal primo de D. �

Proposición 1.2.17. Para todo ideal I 6= {0} de OK , I = P1 · · ·Pr, con Pi ideal
primo, no todos distintos.

DEMOSTRACIÓN. Se tiene que I está contenido en un ideal máximo P1. Por la
proposición 1.2.14, se tiene que I = P1B1, para algún ideal B1. Si ocurre que
B1 6= OK , de nuevo, B1 está contenido en un ideal máximo P2 y por lo tanto
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I = P1P2B2. Si continuamos con el proceso, se observa que I ⊆ B1 ⊆ B2 ⊆ · · · ,
que es una cadena ascendente y por el corolario 1.2.11, en un número finito de
pasos se obtiene que Bi = OK , es decir, I = P1 · · ·Pr. �

Teorema 1.2.18. Para I como en la proposición anterior, su factorización en idea-
les primos es única.

DEMOSTRACIÓN. Supongamos que

I = P1P2 · · ·Pr = Q1Q2 · · ·Qs
con r < s. Entonces P1P2 · · ·Pr = P1(P2 · · ·Pr) = Q1Q2 · · ·Qs y por 1.2.14
ocurre que Q1Q2 · · ·Qs ⊂ P1. Como P1 es un ideal primo, entonces por 1.2.16
podemos suponer que Q1 = P1 y aplicando 1.2.13 a

P1P2 · · ·Pr = Q1Q2 · · ·Qs
llegamos a que

P2 · · ·Pr = Q2 · · ·Qs.
Repetimos este proceso r-veces para llegar a que Pi = Qi para i = 1, . . . , r y

〈1〉 = Qr+1 · · ·Qs.

lo cual implicarı́a que 1 ∈ Qm, con r + 1 ≤ m ≤ s, lo cual es imposible. Si
suponemos ahora que r > s, procedemos de manera análoga y se obtiene que
〈1〉 = Ps+1 · · ·Pr y de nuevo no es posible, por lo tanto r = s y Pi = Qi, es decir,
la factorización en ideales primos es única. �

Teorema 1.2.19. (Teorema Chino del Residuo para Anillos). Sea A un anillo con-
mutativo con 1, sean I1, . . . , In ideales de A tales que Ij + Ik = A para j 6= k y
sea I = I1 · · · In. Entonces

A/I ∼=
n∏
j=1

A/Ij .

DEMOSTRACIÓN. La función:

ψ : A→ A/I1 ×A/I2

a 7→ (a+ I1, a+ I2)

es un epimorfismo y Ker ψ = I1 ∩ I2 = I1I2. Esto implica que

A/I1I2
∼= A/I1 ×A/I2.

Ahora consideremos los ideales I = I1 y J = I2 × · · · × In y por el primer caso

se sigue el resultado. �

OBSERVACIÓN. Como una aplicación del Teorema Chino del Residuo para Ani-
llos, que en adelante se denotará TCRA y de la factorización única de un ideal
como producto de ideales primos, es posible demostrar que la norma es una fun-
ción multiplicativa, es decir, para cualesquiera ideales I, J 6= 0 de OK , se tiene
que N(IJ) = N(I)N(J), véase la sección 5.3 de [28].
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1.3. El teorema de Dedekind-Kummer
En la sección anterior, vimos que la factorización de un ideal I como producto

de ideales primos es única. Agrupando los ideales que se repiten en la factorización
resulta que I = P e11 P e22 · · ·P err . Con esto, damos paso a las siguientes definicio-
nes.

Definición 1.3.1. Sea p ∈ Z primo y sea 〈p〉 = P e11 · · ·P err . A cada exponente
ei que aparecen en la factorización del ideal 〈p〉 ∈ OK se le llama el ı́ndice de
ramificación de Pi sobre p.

OBSERVACIÓN. Los ideales primos Pi que aparecen en la factorización de 〈p〉 son
los únicos ideales primos de OK que contienen al primo racional p.

Para P ideal primo de OK y p ∈ Z ∩ P primo, se tiene que N(P ) = pf , por
la proposición 1.2.10, para algún f ∈ N.

Definición 1.3.2. Al número f de la discusión anterior se le llama el grado de
inercia del ideal primo P .

Si P es un ideal primo de OK , entonces para σ ∈ Aut(K : Q) claramente se
tiene que σ(P ) es un ideal primo.

Lema 1.3.3. Sea p ∈ Z primo y sean Pi, Pj ideales primos de OK , tales que
p ∈ Pi ∩ Pj . Entonces existe σ ∈ Aut(K : Q) tal que σ(Pi) = Pj .

DEMOSTRACIÓN. Sea PG = {σ(Pi) : σ ∈ Aut(K : Q)} y supongamos que
Pj /∈ PG. Existe α ∈ OK tal que α ≡ 0 (mód Pj), α ≡ 1 (mód σ(Pi)). Como
N(α) =

∏
σ∈Aut(K:Q) σ(α) y α ∈ Pj , se tiene que N(α) ∈ Pj , y para α ∈ OK ,

N(α) ∈ Z y por lo tanto N(α) ∈ Z ∩ Pj = 〈p〉 = Pi ∩ Z , pues p ∈ Pi ∩ Pj y
por tanto N(α) ∈ Pi. Como Pi es primo, para algún σ ∈ Aut(K : Q), σ(α) ∈ Pi,
es decir α ∈ σ−1(Pi), pero esto no es posible, pues si lo fuera, como α ≡ 1
(mód σ−1(Pi)), se tendrı́a que 1 ∈ σ−1(Pi), pero por el comentario previo al
lema, σ−1(Pi) es primo. Por lo tanto Pj ∈ PG, es decir σ(Pi) = Pj para algún
σ ∈ Aut(K : Q). �

Definición 1.3.4. Un campo de números algebráicosK de grado n sobre Q se dice
monogénico si existe θ ∈ OK tal que {1, θ, . . . , θn−1} es base entera de K|Q.

Lema 1.3.5. Supongamos que K = Q(θ) y F = Q(β) donde f(β) = 0, con
f(x) = IrrQ(θ). Si K es monogénico, entonces F es monogénico.

DEMOSTRACIÓN. El isomorfismo:

OK −→ OF
n−1∑
i=0

ziθ
i 7→

n−1∑
i=0

ziβ
i

implica que OF = Z + Zβ + · · ·+ Zβn−1, y por lo tanto F es monogénico. �
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Lema 1.3.6. Sean di > 0 y ai ≥ 0, para i = 1, . . . , r. Si
r∑
i=1

diai = 0, entonces

ai = 0, para i = 1, . . . , r.

DEMOSTRACIÓN. Procedemos por inducción sobre r. Supongamos primero r =
2. Entonces d1a1 + d2a2 = 0, si digamos a1 > 0, esto implica que −d1a1 =
d2a2 < 0 y por ende a2 < 0 lo cual no es posible y por tanto a1, a2 = 0.
Ahora supongamos cierto para r − 1. Entonces

r∑
i=1

diai =
r−1∑
i=1

diai + drar = 0 + drar,

por lo tanto ai = 0. �

Teorema 1.3.7. (Teorema de Dedekind-Kummer).1 Sean K = Q(θ) monogénico
de grado n, f(x) = IrrQ(θ) ∈ Z[x] y p ∈ Z primo. Sea

− : Z −→ Fp

f(x) = g1(x)e1 . . . gr(x)er

con gi(x) ∈ Fp[x] mónicos irreducible distintos, ei ≥ 0 y sean fi(x) ∈ Z[x] móni-
cos tales que f i(x) = gi(x), i = 1, . . . , r. Definimos Pi = 〈p, fi(θ)〉. Entonces
Pi, . . . , Pr son ideales primos distintos de OK tales que 〈p〉 = P e11 · · ·P

er
1 .

DEMOSTRACIÓN. Para i = 1, . . . , r, sea θi raı́z de gi(x) ∈ Fp[θi] con Fp[θi] '
Fp[x]/〈gi(x)〉, el cual es un campo finito. Sea νi : Z −→ Fp[θi] el epimorfismo
dado por νi(h(θ)) = h(θi). Entonces Z[θ]/Ker(νi) ∼= νi(Z[θ]) = Fp[θi] es un
campo y por tanto Ker(νi) es un ideal primo de Z[θ] = OK .

Es claro que νi(p) = 0 y νi(fi(θ)) = 0, por lo tanto p, fi(θ) ∈ Ker(νi) y
con esto 〈p, fi(θ)〉 ⊆ Ker(νi). Ahora, si g(θ) ∈ Ker(νi), se tiene que g(θi) =
νi(g(θ)) = 0 y con ello gi(x)|g(x) en Fp[x]. Ası́, g(x) = gi(x)h(x) = f(x)h(x)

para algún h(x) ∈ Fp[x]. Como grad(gi(x)) = grad(fi(x)h(x)), se tiene que
grad(g(x) − fi(x)h(x)) < grad(gi(x)) y (g − fih)(x) = 0, por tanto, los coefi-
cientes de (g − fih)(x) son divisibles por p. Con lo anterior,

g(θ) = (g(θ)− fi(θ)h(θ)) + fi(θ)h(θ) ∈ 〈p〉+ 〈fi(θ)〉 = 〈p, fi(θ)〉,

y ası́ Ker(νi) ⊆ 〈p, fi(θ)〉, es decir, Ker(νi) = 〈p, fi(θ)〉 = Pi, con Pi ideal
primo de OK , i = 1, . . . , r.

Ahora veamos que Pi 6= Pj si i 6= j. Supongamos que Pi = Pj , para i, j ∈
{1, . . . , r}, es decir, 〈p, fi(θ)〉 = 〈p, fj(θ)〉. Por tanto fj = pg(θ) + fi(θ)h(θ),
para algunos g(x), h(x) ∈ Z[x]. Aplicando νi a esta última ecuación se tiene

gj(θ) = f j(θ) = νi(fj(θ)) = νi(fi(θ)h(θ)) = gi(θi)h(θi) = 0,

1Este resultado es nombrado por algunos autores como teorema de Kummer. De acuerdo a
Alaca-Williams [3], el resultado es atribuido a Dedekind. Nosotros hemos decidido llamarlo teorema
de Dedekind-Kummer.
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lo cual implica que gi(x)|gj(x) en Fp[x], es decir, gj(x) = gi(x)l(x), para algún
l(x) ∈ Fp[x]. Pero gi(x) y gj(x) son mónicos irreducibles en Fp[x], por lo tanto
l(x) = 1 y con ello gi(x) = gj(x) y por ende i = j.

Solo resta ver que 〈p〉 = P e11 · · ·P
er
1 . Primero, es fácil ver que para cuales-

quiera ideales A,B,C se tiene que (A+B)(A+C) ⊆ A+BC, con esto, se tiene
la contención 〈p〉 ⊇ P e11 · · ·P

er
1 , pues

P e11 · · ·P
er
1 = 〈p, f1(θ)〉e1 · · · 〈p, fr(θ)〉er =

(〈p〉+ 〈f1(θ)〉)e1 · · · (〈p〉+ 〈fr(θ)〉)er ⊆
〈p〉+ (〈f1(θ)〉e1 · · · 〈fr(θ)〉er) =

〈p〉+ 〈f1(θ)e1 · · · fr(θ)er〉 = 〈p〉+ 〈f(θ)〉 = 〈p〉.

Para la otra contención, notemos que Pi = 〈p, fi(θ)〉 ⊇ 〈p〉, para i = 1, . . . , r,
es decir Pi|〈p〉. Por tanto 〈p〉 = P k11 · · ·P krr . De hecho, éstos son los únicos idea-
les en tal factorización pues si P es algún ideal primo distinto de Pi tal que P |〈p〉,
entonces por el lema 1.3.3, P = σ(Pi), para algún σ ∈ Aut(K : Q) y en conse-
cuencia

P = σ(〈p, fi(θ)〉) = 〈p, fi(σ(θ))〉 = 〈p, fi(β)〉
y por el lema 1.3.5, se puede elegir desde el principio θ = β y con esto P = Pi,
para algún i ∈ {1, . . . , r}. Ahora, ki ≤ ei, i = 1, . . . , r, pues como P e11 · · ·P err ⊆
P k11 · · ·P krr , por la proposición 1.2.14, existe un ideal C de OK tal que

P e11 · · ·P
er
r = P k11 · · ·P

kr
r C

y por la factorización única de 〈p〉, se tiene que C = P t11 · · ·P trr con ti ≥ 0,
i = 1, . . . , r, ası́ P e11 · · ·P err = P k1+t1

1 · · ·P kr+tr
r . Observemos que

OK/Pi = Z[θ]/Pi = Z[θ]/Ker(νi) ' νi(Z[θ]) = Fp[θi]
Por lo tanto

N(Pi) =
∣∣∣OK/Pi∣∣∣ =

∣∣∣Fp[θi]∣∣∣ = pdi

donde di = grad(f i). Ası́, por el teorema 1.2.10 y como la norma es multiplicativa,
se tiene

pn = N(〈p〉) = N(P k11 · · ·P
kr
r ) =

N(P k11 ) · · ·N(P krr ) = (pd1)k1 · · · (pdr)kr = p
∑r

i=1 diki

y con esto n =
r∑
i=1

diki. Por otro lado n = grad(f(x)) = grad(f(x)) por ser

mónico, con lo cual n =

r∑
i=1

diei ya que f(x) = f1(x)e1 . . . f (x)er . Por lo tanto

r∑
i=1

diei = n =
r∑
i=1

diki,
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lo cual es equivalente a afirmar que
r∑
i=1

d1(ei − k1) = 0. Como di > 0, i =

1, . . . , r y (ei − ki) ≥ 0, resulta ei = ki, i = 1, . . . , r y con esto se tiene que

〈p〉 = P e11 · · ·P
er
1 .

�

Esta última parte de la demostración del teorema de Dedekind-Kummer es de he-
cho la demostración del siguiente resultado general que relaciona el grado de la
extensión n = [K : Q], con el ı́ndice de ramificación e y el grado de inercia f .

Teorema 1.3.8. Sea K un campo de números de grado n sobre Q, p ∈ Z primo y
sean ei, fi como en las definiciones 1.3.1 y 1.3.2 respectivamente. Entonces

n =
r∑
i=1

eifi.

DEMOSTRACIÓN. Sean p ∈ Z y 〈p〉 = P e11 · · ·P err . Por el TCRA (1.2.19) se
tiene que

OK/〈p〉 = OK/P e11 × · · · × OK/P
er
r .

Por la parte final en la demostración de la proposición 1.2.10 tenemos |OK/〈p〉| =

pn. Haciendo uso de la multiplicatividad de la norma

pn = |OK/〈p〉| = |OK/P e11 × · · · × OK/P
er
r | = |OK/P1|e1 · · · |OK/Pr|er =

(pf1)e1 · · · (pfr)er = pe1f1 · · · perfr = pe1f1+···+erfr = p
∑r

i=1 eifi .

�

En el caso que la extensión K|Q es Galois, el resultado anterior se puede rein-
terpretar de la siguiente manera:

Teorema 1.3.9. Sean p ∈ Z primo y 〈p〉 = P e11 · · ·P err su factorización como en
el teorema 1.3.7 y ei, fi como en las definiciones 1.3.1 y 1.3.2 respectivamente.
Entonces f1 = · · · = fr, e1 = · · · = er y n = ref .

DEMOSTRACIÓN. Véase teorema 3’, capı́tulo 12 de [17] �

1.4. Ramificación en un anillo de enteros
El teorema de Dedekind-Kummer nos muestra la forma en que se factoriza

el ideal principal 〈p〉 de OK . Recordando las definiciones de grado de inercia e
ı́ndice de ramificación se puede clasificar el comportamiento de tales ideales en
tres formas: el ideal 〈p〉 se descompone, se ramifica o es inerte, dependiendo de
qué valores tomen tales exponentes.
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Definición 1.4.1. Sea p un primo racional y consideremos la factorización en
OK:〈p〉 = P e11 · · ·P err . Diremos que p se ramifica enOK si algún ei > 1. Diremos
que p se descompone totalmente en OK si ei = 1 para i = 1, . . . , r. Diremos que
p se ramifica totalmente si 〈p〉 = Pn1 , donde n = [K : Q]. Finalmente, diremos
que p es inerte si 〈p〉 = P1.

Con ayuda de las ideas desarrolladas en la prueba del Teorema de Dedekind-
Kummer, se demostrará un resultado que sirve como criterio para saber si un primo
p ∈ Z se ramifica o no. Con este resultado, tendremos también un punto de partida
hacia el estudio de los primos inertes, pues como veremos, el número de primos
ramificados es finito, por tanto, los restantes solo podrán descomponerse o ser iner-
tes.

Proposición 1.4.2. Sea K = Q(θ) un campo de números monogénico y sean
θ1, . . . , θn los conjugados de θ. Entonces ∆(1, . . . , θn−1) = ∆(f), con f(x) =
IrrQ(θ).

DEMOSTRACIÓN. Sea {1, . . . , θn−1} base entera de K|Q. Entonces

∆(1, . . . , θn−1) =

∣∣∣∣∣∣∣
σ1(1) · · · σ1(θ)n−1

...
. . .

...
σn(1) · · · σn(θ)n−1

∣∣∣∣∣∣∣
2

=

∣∣∣∣∣∣∣
1 · · · θn−1

1
...

. . .
...

1 · · · θn−1
n

∣∣∣∣∣∣∣
2

.

Esta última matrı́z es de tipo Van Der Monde, por lo tanto su discriminante está
dado por ∏

i<j

(θi − θj)2.

Por la proposición 1.2.6, se tiene el resultado. �

Lema 1.4.3. Sean K = Q(θ) un campo de números monogénico y p ∈ Z primo.
Entonces p se ramifica en OK si y solo si p|∆(1, . . . , θn−1).

DEMOSTRACIÓN. Sea f(x) = IrrQ(θ). Por definición, un primo p se ramifica si
y solo si ei > 1 para algún i. Tomando la reducción módulo p de f(x), tenemos

f̄(x) = f̄e11 (x) · · · f̄err (x) ∈ Fp[x],

con f̄eii (x) mónico irreducible y por lo tanto separable. Esto implica que ei > 1
si y solo si f̄(x) tiene una raı́z repetida en algún campo de descomposición sobre
Fp[x] si y solo si ∆(f̄) = 0̄ ∈ Fp.
Por la definición 1.2.4, se tiene que ∆(f̄) = ∆(f) (mód p), con lo cual ∆(f̄) = 0̄
si y solo si ∆(f) ≡ 0 (mód p). Ası́, por la proposición anterior, se tiene que p se
ramifica si y solo si p|∆(1, . . . , θn−1). �

El resultado anterior es válido para campos de números que no son monogéni-
cos y es lo que veremos a continuación (aunque para las necesidades del presente
trabajo, basta con el lema 1.4.3). Para ello, primero requerimos algunos hechos y
resultados importantes que ahora se presentan.

Por el TCRA, tenemos



1.4. RAMIFICACIÓN EN UN ANILLO DE ENTEROS 21

OK/〈p〉 ∼= OK/P e11 × · · · × OK/P
er
r .

Además, si ei > 1 para algún i, entonces OK/P eii tiene un elemento nilpotente
α 6= 0, pues P eii ⊂ P ei−1

i ⊂ Pi. Entonces, si 0 6= α ∈ Pi tenemos que αei ∈ P eii ,
ası́

(α+ P eii )ei = αei + P eii = P eii

y α ∈ Pi \ P eii .
Esto implica que la clase de α en OK/〈p〉 es nilpotente. Si ei = 1, para i =

1, . . . , r, entonces OK/〈p〉 es un producto de campos y estos no poseen elementos
nilpotentes distintos de cero. Ası́, p se ramifica en K si y solo si OK/〈p〉 tiene un
elemento nilpotente no trivial.

La definición para campos de números de norma, traza y discriminante de una
base se puede extender a una extensión de dominios enterosA ⊂ B con 1 en donde
B es un A-módulo libre finitamente generado, es decir B = Ae1⊕· · ·⊕Aer, para
ciertos elementos e1, · · · , er ∈ B.

Definición 1.4.4. Sean A un anillo conmutativo y B una extensión de A tal que
B = Ae1 ⊕ · · · ⊕Aer. Entonces se define

∆A(e1, . . . , er) =
∣∣∣(TB|A(eiej)

)∣∣∣ ∈ A.
Proposición 1.4.5. Sean A ⊂ B dominios enteros con 1 tal que B es un A-módu-
lo libre finitamente generado. Si {e1, . . . , er} y {e′1, . . . , e′r} son A-bases de B,
entonces

∆A(e′1, . . . , e
′
r) = |(aij)|2∆A(e1, . . . , er),

con aij ∈ A.

En particular,
∆A(e′1, . . . , e

′
r) = ∆A(e1, . . . , er) = 0

ó
∆A(e′1, . . . , e

′
r) = u∆A(e1, . . . , er).

para algún u unidad de A.

DEMOSTRACIÓN. Dadas dos A-bases distintas {e1, . . . , er}, {e′1, . . . , e′r} de B,
siempre es posible expresar cada elemento de una en términos de la otra, es decir

e′j =
r∑
i=1

aijei,

donde los aij ∈ A. Entonces, la traza de productos de los e′i es

TB|A(e′ie
′
j) = TB|A

[(
r∑

k=1

akiek

)(
r∑
l=1

aliel

)]
=

r∑
k=1

r∑
l=1

akialiT (eiej),

por los incisos 1 y 3 de la proposición 1.2.3.
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Ası́, tomando la matriz de trazas, ocurre que(
TB|A(e′ie

′
j)
)

=
(
aij

)(
TB|A(eiej)

)(
aji

)
,

y por tanto, tomando el determinante a ambos lados de la igualdad anterior, se
obtiene ∣∣∣(TB|A(e′ie

′
j)
)∣∣∣ =

∣∣∣(aij)(TB|A(eiej)
)(
aji

)∣∣∣
= |(aij)||(aji)|∆A(e1, . . . , er) = |(aij)|2∆A(e1, . . . , er).

Para la segunda parte del resultado, notemos que la matriz (aij), es justamente
la matriz cambio de base de {e′1, . . . , e′r} a {e1, . . . , er} y por ende, es invertible.
Ası́, |(aij)| es una unidad en A y de aquı́ se sigue que ambos discriminantes o bien
son cero o bien son asociados en A. �

Por lo tanto, sin ambigüedad, se puede dar la siguente definición.

Definición 1.4.6. Dada una base ((adecuada)) {e1, . . . , er} del A-módulo libre
finitamente generado B, se define el discriminante de la extensión B como

∆A(B) := ∆A(e1, . . . , er).

Regresamos ahora al anillo de enterosOK . Si {ω1, . . . , ωn} es una base entera
de OK y p es un primo racional, se define el homomofismo

OK → OK/〈p〉

y 7→ y + 〈p〉.
Para un y ∈ OK arbitrario, existen z1, . . . zn ∈ Z tales que

y + 〈p〉 = (z1ω1 + · · ·+ znωn) + 〈p〉 =

(z1 + 〈p〉)(ω1 + 〈p〉) + · · ·+ (zn + 〈p〉)(ωn + 〈p〉).

Si escribimos zi = pti + ri, con 0 ≤ ri < p, entonces

zi + 〈p〉 = pti + ri + 〈p〉 = ri + 〈p〉.

Además, es claro que el conjunto {ωi} = {ωi + 〈p〉} forma una base del cociente.

Por lo tanto, la reducción módulo 〈p〉 de OK está dada por

OK/〈p〉 =

n⊕
i=1

Fpωi.

Lema 1.4.7. Para una base entera de OK y p un primo racional se tiene

∆Z(OK) (mód p) = ∆Fp(OK/〈p〉).
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DEMOSTRACIÓN. Sea {ω1, . . . , ωr} una Z-base deOK . Entonces, por el comenta-
rio previo a este lema, {ω1, . . . , ωr} es una Fp-base deOK/〈p〉. Sean ahora x ∈ Z
y (mx) la representación matricial de la transformación lineal mx respecto a la
base {ω1, . . . , ωr}. Entonces, la reducción módulo p de (mx) es (mx) respecto a
la base {ω1, . . . , ωr}, para el elemento x ∈ OK/〈p〉. Por lo tanto tomando la traza
correspondiente se tiene

TOK/〈p〉|Fp
(x) = T ((mx)) = T ((mx)) (mód p) = TOK |Z(x) (mód p)

y tomando los determinantes se obtiene

∆Z(OK) (mód p) = ∆Fp(OK/〈p〉).
�

OBSERVACIÓN. Para dominios enteros unitarios A y B,C extensiones de A, se
tiene que los elementos b ∈ B y c ∈ C se identifican en B × C como (b, 0C) y
(0B, c) respectivamente. Por lo tanto, se tiene

b · c = (b, 0C) · (0B, c) = (0B, 0C) = 0(B×C).

Lema 1.4.8. Para dominios enteros unitarios A y B1,B2 extensiones de A tales
que B1 y B2 son A−módulos libres finitamente generados, entonces, para bases
((apropiadas)) {e1, . . . , em} y {f1, . . . , fn} de B1 y B2 respectivamente, se tiene

∆A(B1 ×B2) = ∆A(B1)∆A(B2).

DEMOSTRACIÓN. Puesto que B1 =

m⊕
i=1

Aei y B2 =

n⊕
i=1

Afj , se observa

que {e1, . . . , em, f1, . . . , fn} es una base de B1 × B2 y además ei · fj = 0 por la
observación previa al enunciado del lema. Esto implica que

TOK/〈p〉|Fp
(ei · fj) = 0 y TOK/〈p〉|Fp

(fj · ei) = 0.

Por lo tanto

∆A(B1 ×B2) =

∣∣∣∣∣∣
TB1×B2|A(ei · ek) 0

0 TB1×B2|A(fj · fl)

∣∣∣∣∣∣ .
Además, para x ∈ Bi

TB1×B2|A(x) = TB1|A(x) y TB1×B2|A(x) = TB2|A(x).

Por lo anterior

∆A(B1 ×B2) = |TB1|A(ei · ek)||TB2|A(fj · fl)| = ∆A(B1)∆A(B2).

�

Notemos ahora que si un elemento x 6= 0 es nilpotente, es decir, xr = 0 para
algún r ∈ N, entonces (xy)r = xryr = 0 y por lo tanto la transformación mxy es
nilpotente y por ende su matriz asociada (mxy) también lo es.
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Del álgebra lineal sabemos que para una matriz cuadrada A, su polinomio ca-
racterı́stico tiene la forma c(λ) = λn − T (A)λn−1 + · · · + (−1)n|A|. Además,
dadas todas las raices λ1, . . . , λn (incluidas sus multiplicidades) de c(λ), se tiene
que

T (A) =

n∑
i=1

λi.

En particular, si A es nilpotente, el polinomio caracterı́stico correspondiente es

c(λ) = (−1)nλn

y esto implica que c(λ) = 0 si y solo si λ = 0 y por lo tanto T (A) = 0.

Procedamos a demostrar el resultado general sobre la ramificación de los pri-
mos en relación al discriminante.

Teorema 1.4.9. (Ramificación). Sea K = Q(θ) un campo de números de grado n
y sea p ∈ Z primo. Entonces p se ramifica en OK si y solo si p|∆Z(OK).

DEMOSTRACIÓN. Sea p ∈ Z y sea {ω1, . . . , ωn} una base de OK . Entonces
p|∆Z(OK) si y solo si ∆Z(OK) ≡ 0 (mód p).

Por el lema 1.4.7 se tiene que

∆Z(OK) (mód p) = ∆Fp(OK/〈p〉),

por lo tanto
p|∆Z(OK) si y solo si ∆Fp(OK/〈p〉) = 0 ∈ Fp.

En la descomposición de OK/〈p〉 mencionada, cada OK/P eii es un Fp-espacio
vectorial, pues p ∈ P eii , para cada i. Ahora, por el lema 1.4.8, se tiene que

∆Fp(OK/〈p〉) =
r∏
i=1

∆Fp(OK/P eii ).

Por tanto, basta probar que para cualquier primo p ∈ Z y un ideal P e tal que
P e|〈p〉,

∆Fp(OK/〈p〉) = 0 ∈ Fp si y solo si e > 1.

Supongamos primero que e > 1 y sea x ∈ P \ P eii , el cual es un elemento
nilpotente no trivial de OK/P eii . Sea {x1, x2, . . . , xn} una base de OK/P eii sobre
Fp, tal que x1 = x es la reducción módulo p de x.

Por los comentarios posteriores al lema 1.4.8,

TOK/〈p〉(x1xj) = 0,

para j = 1, . . . , n y esto implica que el primer renglón de la matriz

(TOK/〈p〉(xixj))

está conformado de ceros, con lo cual

∆Fp(OK/〈p〉) = |(TOK/〈p〉(xixj))| = 0.
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Supongamos ahora que e = 1. Entonces OK/P e = OK/P es un campo finito
de caracterı́stica p donde |OK/P | = ps. Por lo tanto, la traza está dada por el
polinomio

T (t) = t+ tp + tp
2

+ · · ·+ tp
s−1
,

donde grad(T (t)) < |OK/P | y esto obliga a que T 6= 0 en OK/P . Con esto
queda demostrado el resultado. �

Corolario 1.4.10. El número de primos ramificados en el anillo de enteros de un
campo de números es finito.

DEMOSTRACIÓN. Para una base entera de OK , por los comentarios posteriores a
la definición 1.2.2 y el teorema fundamental de la aritmética, ∆K tiene un número
finito de divisores, por ende, únicamente lo divide un número finito de primos
racionales. �

1.5. El teorema de Dirichlet
En ésta última sección se muestra el célebre resultado conocido como Teorema

de Dirichlet para primos en progresión aritmética, mismo que nos asegura que en
cada clase a ∈ F∗p, existe una infinidad de primos q 6= p. Para ello se requieren
herramientas de la teorı́a analı́tica de números y se debe aclarar que el tratamiento
que se dará, está lejos del tratamiento algebraico que se ha usado en las otras partes
de este capı́tulo. Los resultados siguientes esencialmente se encuentran en la parte
cuatro de Ribenboim [26]2.

Definición 1.5.1. Sea (G, ·) un grupo abeliano finito de orden n y C∗ = C \ {0}.
Un homomorfismo de grupos

χ : G −→ C∗

se le llama caracter de G con valores complejos.

Si χ, χ‘ son caracteres de G, entonces la operación (χ · χ′)(a) = χ(a) · χ′(a)

hace que el conjunto de caracteres Ĝ deG sea un grupo multiplicativo. Si o(G) = n

y χ ∈ Ĝ, entonces para a ∈ G se tiene χ(an) = χ(a)n = 1, ası́ que χ(G)
es subgrupo del grupo cı́clico de las raı́ces n-ésimas de 1. Si G es cı́clico finito
de orden n y 〈a〉 = G, entonces χ(a) es un generador del grupo de las raı́ces n-
ésimas de 1. Si 〈µ〉 es el grupo de las raı́ces n-ésimas de 1, entonces χ(a) = µj con
mcd(j, n) = 1. Por lo anterior, χ(ar) = µrj y de esta manera queda caracterizado
el caracter χ. Ası́ que o(Ĝ) = n. La función f : Ĝ→ G definida como f(χ) = aj

es un isomorfismo de grupos. Con ésto, es fácil mostrar que si G es abeliano finito,
entonces Ĝ ∼= G.

Definición 1.5.2. Sea m ∈ Z, con m > 1. Un mapeo χ : Z −→ C se llama
caracter modular (módulo m) si satisface lo siguiente:

1. χ(a) = 0 si y solo si mcd(a,m) > 1.
2. Si a ≡ b (mód m), entonces χ(a) = χ(b).

2Complementos esenciales para leer la parte 4 de Ribenboim son [5] y [18].
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3. χ(ab) = χ(a)χ(b).

En particular, existe un caracter modular denotado χ0 definido como:

χ0(a) =

{
1 si mcd(a,m) = 1
0 si mcd(a,m) > 1

Si χ es un caracter modulo m y P (m) = {a1, . . . , aϕ(m)} son las unidades de
Zm, entonces la función χ̂ : P (m) → C definida como χ̂(a) = χ(a) está bien
definida por la condición anterior 2 y χ̂ es un caracter del grupo abeliano P (m).
El mapeo χ→ χ̂ es inyectivo.

Definición 1.5.3. Para s > 0 y an ∈ C, se define la serie de Dirichlet como
∞∑
n=1

an
ns
,

Se sabe que para cualquier δ > 0, la serie ζ(s) =
∞∑
n=1

1

ns
converge unifor-

memente en el intervalo [1 + δ,∞) y define una función continua en el intervalo
(1,∞). La función ζ(s) se conoce como la función zeta de Riemann (véase [26]
página 489).

Definición 1.5.4. Sea χ un caracter módulo m > 1 y s > 1. Se define una L-serie
de Dirichlet con respecto a χ como

L(s, χ) =
∞∑
n=1

χ(n)

ns
.

Lema 1.5.5. El cociente
ζ(s)− 1

(s− 1)
se mantiene acotado cuando s → 1+ y esto se

denota
ζ(s) ≈ 1

s− 1
, cuando s→ 1+.

En particular ĺım
s→1+

(s− 1)ζ(s) = 1.

DEMOSTRACIÓN. Véase 22.1 D de [26]. �

Proposición 1.5.6. Sea χ un caracter módulo m > 1. Entonces, la L-serie aso-
ciada a χ, converge absolutamente para todo s > 1. Para todo δ > 0, la L-serie
respecto a χ, converge uniformemente en el intervalo [1 + δ,∞). Por lo tanto, se
define una función continua L(s, χ) de s en (1,∞):

L(s, χ) =
∞∑
n=1

χ(n)

ns
, s > 1.

Más aún, L(s, χ) admite la siguiente representación:

L(s, χ) =
∏
p

1

1− χ(p)
ps

, s > 1.
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En particular, para el caracter χ0 módulo m se tiene:

L(s, χ0) =
∏
p|m

(
1− 1

ps

)
ζ(s), s > 1

y por tanto, la serie
∞∑
n=1

χ0(n)

ns
diverge cuando 0 < s ≤ 1.

DEMOSTRACIÓN. Véase 22.2 G de [26]. �

Ası́ mismo, son hechos conocidos que para |x| < 1, entonces

log
1

1− x
=
∞∑
n=1

xn

n

y que si el producto infinito de funciones
∏
fn(s) es absolutamente convergente

para s > 1, se tiene

log
∏
n

fn(s) =
∑
n

log fn(s).

En consecuencia, dado un caracter modular χ, cuando s→ 1+, ocurre que

logL(s, χ) ≈
∑
p

χ(p)

ps
.

Lema 1.5.7. Sea χ un caracter módulo m tal que χ 6= χ0. Entonces, para todo
δ > 0, la serie

∞∑
n=1

χ(n)

ns

converge uniformemente en [δ,∞). Por lo anterior, la serie define una función
continua L(s, χ) en (0,∞).

DEMOSTRACIÓN. Véase 21.1 K de [26]. �

Lema 1.5.8. Sean G = {a0, . . . , an−1} y Ĝ = {χ0, . . . , χn−1}. Entonces, el
sistema de ecuaciones lineales:

n−1∑
j=0

χi(aj)xj = βi,

con βi ∈ C, i = 0, . . . , n− 1, tiene solución única y está dada por

xj =
1

n

n−1∑
i=0

χi(aj)βi,

donde χ es el conjugado complejo de χ.

DEMOSTRACIÓN. Véase 22.2 I de [26]. �
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Lema 1.5.9. Seam ∈ Z. Entonces existe una infinidad de primos p tales que p ≡ 1
(mód m). Además, si s→ 1+, se tiene que

ϕ(m)
∑

p≡1 (mód m)

1

ps
≈ log

1

s− 1
,

DEMOSTRACIÓN. Véase 24.1 A de [26]. �

Con los resultados anteriores, finalmente podemos dar un paseo por la prue-
ba del célebre Teorema de Dirichlet. Antes reflexionemos un poco sobre lo que
establece el enunciado. Consideremos el grupo de unidades del anillo Z/mZ:

Um = {a ∈ Z/mZ : mcd(a,m) = 1},

el cual tiene cardinalidad |Um| = ϕ(m). El teorema de Dirichlet, establece que
siempre que un entero b sea tal que mcd(b,m) = 1, este será congruente con
una infinidad de primos, es decir, que cada clase de Um contiene una infinidad de
primos. En particular, cuando la congruencia es respecto a un primo p, entonces
Z/pZ = Fp es un campo y con ello, cada clase de F∗p = Fp \ {0} es una unidad.

Teorema 1.5.10. (Teorema de Dirichlet para primos en progresión aritmética).
Sean a, m ∈ Z tales que 1 ≤ a ≤ m y mcd(a,m) = 1. Entonces la progre-
sión aritmética

{a, a+m, a+ 2m, . . . , a+ km, . . . }
contiene una infinidad de números primos.

DEMOSTRACIÓN. Primero notemos que el caso a = m implica a = m = 1, esto
es el Teorema Fundamental de la Aritmética.

La idea de la demostración es la siguiente: Dada una clase a ∈ Um, entonces
la serie ∑

p∈a

1

p

es divergente, donde la serie corre sobre todos los primos p que hay en la clase a,
lo cual es equivalente a que la clase a contiene una infinidad de primos.

Observemos que por 1.5.5 y 1.5.6 se tiene lo siguiente:

logL(s, χ0) ≈ log ζ(s) ≈
∑
p

1

ps
≈ log

1

1− s
, s→ 1+.

Ahora, si se hace variar a sobre las clases de Um, resulta que

∑
p

χ(p)

ps
=
∑
a

χ(a)

∑
p∈a

1

ps

,
lo cual podemos interpretar de la siguiente manera:
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Para Um = {a1, . . . , aϕ(m)}, sea {χ0, . . . , χϕ(m)−1} el conjunto de los correspon-
dientes caracteres modulares módulo m. Entonces, para i = 0, . . . , ϕ(m) − 1 se
tiene ∑

p

χi(p)

ps
=

ϕ(m)∑
j=1

χi(aj)

 ∑
p≡aj (mód m)

1

ps


y por 1.5.8, este sistema de ecuaciones tiene por solución

∑
p≡aj (mód m)

1

ps
=

1

ϕ(m)

ϕ(m)−1∑
i=0

χi(aj)

[∑
p

χi(p)

ps

]
,

para j = 1, . . . , ϕ(m), cuando s→ 1+. Basta ahora probar que el lado derecho de
la ecuación anterior no está acotado cuando s→ 1+. Para i = 0 se tiene

logL(s, χ0) ≈ log
1

s− 1

es decir, el término correspondiente al caracter principal χ0 no está acotado cuando
s → 1+, por lo tanto, es suficiente mostrar que si χi 6= χ0, entonces logL(s, χi)
está acotado cuando s→ 1+.

El lema 1.5.7 asegura que si χi 6= χ0, entonces logL(s, χi) es una función conti-
nua en (0,∞), con esto

ĺım
s→1

logL(s, χi) = logL(1, χi).

Afirmamos que si χi es un caracter módular tal que χi 6= χ0, entonces L(1, χ0) 6=
0. Consideremos aj ≡ 1 (mód m) en las soluciones del sistema de ecuaciones
anterior. Entonces se tiene

∑
p≡1 (mód m)

1

ps
≈ 1

ϕ(m)

ϕ(m)−1∑
i=0

logL(s, χi),

y por 1.5.9

log
1

s− 1
≈

ϕ(m)−1∑
i=0

logL(s, χi), s→ 1+.

De la observación al principio de la demostración, se concluye que

log
1

s− 1
≈ log ζ(s) ≈ logL(s, χ0), s→ 1+.

Si escribimos H(s) =
∑
χi 6=χ0

logL(x, χi), observamos que H(s) permanece aco-

tado cuando s→ 1+ y por lo tanto
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∏
χi 6=χ0

L(1, χi) = ĺım
s→1

∏
χi 6=χ0

logL(s, χi) = ĺım
s→1

eH(s) 6= 0,

lo cual obliga que L(1, χi) 6= 0 si χi 6= χ0.

Por lo tanto, como
∑
p∈a

1

ps
diverge, se tiene que

∑
p∈a

1

p
diverge y por ende, hay

una infinidad de primos en cada clase a ∈ Um. �

El teorema anterior es de suma importancia, pues nos asegura que en cual-
quier clase F∗p, siempre podremos encontrar primos, lo cual es indispensable para
el desarrollo del siguiente capı́tulo



Capı́tulo 2

Inercia en extensiones cuadráticas

En el presente captı́tulo se darán condiciones explı́citas para encontrar primos
inertes en el anillo de enteros de un campo cuadrático con base en la teorı́a desarro-
llada en la primera parte de este trabajo. Una extensión cuadrática es una extensión
de grado 2 y es Galois. De acuerdo al teorema 1.3.9, es claro que solo hay tres
posibles arreglos de los valores de r, e, f :

r e f
2 1 1
1 2 1
1 1 2

Nuestro interés está en el último renglón, es decir, cuando r = 1, e = 1 y
f = 2. En adelante se denotará al discriminante de un campo cuadrático por δK ,
por Rp al grupo de residuos cuadráticos de F∗p y por Np a F∗p \Rp.

2.1. Campos cuadráticos
Cualquier campo cuadrático es de la forma Q(

√
d) para algún d ∈ Z libre de

cuadrados. Si d < 0, al campo se le llama imaginario y si d > 0, al campo se le
llama real. Es relativamente fácil mostrar la caracterización del anillo de enteros
en el caso cuadrático:

Proposición 2.1.1. Sea K = Q(
√
d) un campo cuadrático. Entonces:

1. Si d ≡ 2, 3 (mód 4), OK = {a+ b
√
d : a, b ∈ Z}.

2. Si d ≡ 1 (mód 4), OK = {a+ b
(

1+
√
d

2

)
: a, b ∈ Z}.

DEMOSTRACIÓN. Véase el teorema 4.2.2 de [29]. �

Proposición 2.1.2. Sea K = Q(
√
d) un campo cuadrático y sea δK su discrimi-

nante. Entonces:
1. Si d ≡ 2, 3 (mód 4), entonces δK = 4d.
2. Si d ≡ 1 (mód 4), entonces δK = d.

DEMOSTRACIÓN. Se sigue de la proposición 1.2.8, utilizando las bases {1,
√
d}

y {1, 1+
√
d

2 } respectivamente. �

El siguiente cuadro resume información importante sobre el anillo de enteros
OK con K = Q(

√
d):

31
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d (mód 4) OK = Z + Z(ρ) Pol.Irred. δK
2,3 ρ =

√
d x2 − d 4d

1 ρ =
(

1+
√
d

2

)
x2 − x+ 1−d

4 d

CUADRO 1. Parámetros para OK

2.2. Ramificación en una extensión cuadrática
Dado un primo p en Z, por el teorema de Dedekind-Kummer (teorema 1.3.7)

conocemos explı́citamente la forma de un ideal primo P de OK tal que p ∈ P .
El siguente resultado muestra la factorización del ideal 〈p〉 enOK , únicamente

tengamos presentes los polinomios irreducibles que aparecen en el cuadro 1.

Teorema 2.2.1. Sea p ∈ Z un primo impar.
1. Si p | δK , entonces 〈p〉 = P 2.
2. Si p - δK y x2 ≡ d (mód p) no es soluble en Z, entonces 〈p〉 = P .
3. Si p - δK y x2 ≡ d (mód p) es soluble en Z, entonces 〈p〉 = P1P2,
P1 6= P2.

DEMOSTRACIÓN. Supongamos δK = 4d, ası́, la afirmación 1 es inmediata pues
〈p〉 se ramifica totalmente en OK . En este caso, notemos que la reducción módulo
p de f(x) es f(x) = x · x. Del teorema de Dedekind-Kummer se tiene que

〈p〉 = P 2 = 〈p,
√
d〉2.

Supongamos ahora que p - δK y x2 ≡ d (mód p) no es soluble. Entonces la
reducción de f(x) módulo p es f(x) = x2 − d y por Dedekind-Kummer, se tiene
que

〈p〉 = P,

es decir, 〈p〉 es inerte.
Si p - δK y a2 ≡ d (mód p) para alguna a ∈ Z, entonces la reducción de f(x)

módulo p es f(x) = (x−
√
d)(x+

√
d) y evaluando cada factor en x =

√
d = a,

se obtiene
〈p〉 = P1P2 = 〈p, a−

√
d〉〈p, a+

√
d〉,

por lo tanto, 〈p〉 se descompone totalmente.
Ahora supongamos que δK = d. Para la afirmación 1, si p | δK , la reducción

de f(x) módulo p es f(x) = (x − 1
2)(x − 1

2) pues p | d y
√
d ≡ 0 (mód p). En

este caso, evaluando cada factor en 1+
√
d

2 obtenemos

〈p〉 = P 2 =
〈
p,

√
d

2

〉2
.

Ahora, si p - δK y x2 ≡ d (mód p) no es soluble, entonces la reducción
módulo p de f(x) es f(x) = x2 − x+ 1−d

4 , que al evaluarlo en 1+
√
d

2 se anula. Lo
anterior significa que el ideal 〈p〉 solo tiene un generador; él mismo. Ası́ 〈p〉 = P
es principal e inerte.
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Por último, si p - δK y a2 ≡ d (mód p) para alguna a ∈ Z, entonces la
reducción de f(x) módulo p es f(x) = (x− 1+a

2 )(x− 1−a
2 ) y de nuevo, al evaluar

1+
√
d

2 en cada factor de f(x) resulta que

〈p〉 = P1P2 =
〈
p,
a−
√
d

2

〉〈
p,
a+
√
d

2

〉
.

�

El teorema anterior establece que en un campo cuadrático ocurre una y sólo
una de las siguientes tres posibilidades:

1. Si p | δK , entonces 〈p〉 se ramifica totalmente.
2. Si p - δK y d ∈ Np, entonces 〈p〉 es inerte.
3. Si p - δK y d ∈ Rp, entonces 〈p〉 se descompone totalmente.

2.3. Inercia en una extensión cuadrática Q(
√
d)

Ahora estudiaremos los primos racionales inertes en el anillo de enteros OK
de una extensión cuadrática K = Q(

√
d), con d ∈ Z \ {1, 0} libre de cuadrados.

Por el teorema 2.2.1, la condición de solubilidad o insolubilidad de la con-
gruencia x2 ≡ d (mód p) es de vital importancia pues es una de las condiciones
para conocer la factorización de un ideal 〈p〉. Con los resultados siguientes, se
tendrá un criterio para determinar si un primo q 6= p en alguna clase de F∗p (una
vez excluidos los ramificados) es inerte o se descompone totalmente.

2.3.1. Inercia en Q(
√
d) cuando d = p

En esta sección vamos a encontrar los primos inertes en el caso d = p primo.
Tengamos presentes las condiciones sobre la ramificación de un primo q impar.
Si p = 2, entonces K = Q(

√
2) y δK = 8. Por tanto, 2 se ramifica totalmente

en OK y es el único primo ramificado. Si consideramos ahora p = −2, entonces
K = Q(

√
−2) y δK = −8, por tanto 2 es el único primo que se ramifica totalmente

en OK . Del análisis anterior, la multiplicatividad del sı́mbolo de Legendre y la
proposición 1.1.6, es claro que un primo q impar que no divide a δK es inerte en
K = Q(

√
2) si y solo si q ≡ 3, 5 (mód 8) y es inerte en K = Q(

√
−2) si y solo

si q ≡ 5, 7 (mód 8).
En adelante supondremos que d = p primo impar, a menos que se indique lo

contrario.

Teorema 2.3.1. Sea K = Q(
√
p) una extensión cuadrática. Entonces un primo

impar q tal que q - δK es inerte enOK si ocurre una de las siguientes afirmaciones:

1. Si p ≡ 1 (mód 4), entonces
(
p

q

)
= −1 si y solo si q ≡ s (mód p) para

algún s ∈ Np.

2. Si p ≡ 3 (mód 4), entonces:
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a)
(
p

q

)
= −1 si y solo si q ≡ 3 (mód 4) y q ≡ r (mód p), para algún

r ∈ Rp.

b)
(
p

q

)
= −1 si y solo si q ≡ 1 (mód 4) y q ≡ s (mód p), para algún

s ∈ Np.

DEMOSTRACIÓN. La afirmación 1 se sigue directamente del Teorema de Euler
1.1.3 y la Ley de reciprocidad cuadrática 1.1.7. Para la afirmación 2 a), tenemos
que el siguiente sistemas de congruencias

x ≡ 3 (mód 4)
x ≡ r (mód p)

es soluble por el TCR. Podemos dar explı́citamente la forma que debe tener la
solución general:

(1) x1 = 4riy1 + 3py2, ri ∈ Rp.

Por el teorema de Dirichlet, elegimos q cualquier primo en la clase de x1 módulo
4p. Análogamente, para la afirmación 2 b), tenemos el siguiente sistema:

x ≡ 1 (mód 4)
x ≡ s (mód p)

en donde la solución general tiene la forma

(2) x2 = 4siw1 + pw2, si ∈ Np.

Por el teorema de Dirichlet, elegimos q, cualquier primo en la clase de x2 módulo
4p. �

Notemos que en el caso q = 2 se tiene que 2 se descompone totalmente si
p ≡ 1 (mód 4) pues δK = p y la congruencia x2 ≡ p (mód 2) siempre es soluble
y 2 se ramifica totalmente si p ≡ 3 (mód 4), pues δK = 4p.

Las ideas de la prueba del teorema anterior pueden ser usadas si buscamos

primos que se descomponen totalmente: resolvemos
(
p

q

)
= 1 simplemente cam-

biando las congruencias del primo q con los elementos de Rp y Np respectivamen-
te.

Teorema 2.3.2. Sea K = Q(
√
p) una extensión cuadrática. Entonces un primo q

se descompone totalmente en OK si ocurre una de las siguientes afirmaciones:

1. Si p ≡ 1 (mód 4), entonces
(
p

q

)
= 1 si y solo si q ≡ r (mód p) para

algún r ∈ Rp.

2. Si p ≡ 3 (mód 4), entonces:
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a)
(
p

q

)
= 1 si y solo si q ≡ 3 (mód 4) y q ≡ s (mód p), para algún

s ∈ Np.

b)
(
p

q

)
= 1 si y solo si q ≡ 1 (mód 4) y q ≡ r (mód p), para algún

r ∈ Rp.

DEMOSTRACIÓN. La forma general de q en la afirmación 1 es q ≡ r (mód p)
para r ∈ Rp. La solución para la afirmación 2 a) es

(3) x3 = 4riy1 + py2, ri ∈ Rp.
La solución para la afirmación 2 b) es

(4) x4 = 4siw1 + 3pw2, si ∈ Np.

Por lo tanto, tomando a un primo q en la clase de x3 ó x4 módulo 4p, este es
inerte. �

En general, es claro que F∗p = F∗−p, ası́ que es de esperarse que los resultados
conocidos para p > 0 son válidos para −p, pero no es ası́. Por ejemplo, en el
campo F−7, la congruencia x2 ≡ −1 (mód − 7) no es soluble y deberı́a serlo
porque −7 ≡ 1 (mód 4). Tenemos la siguiente versión de un resultado conocido,
pero para primos p < 0:

Teorema 2.3.3. Sea p < 0 un número primo. Entonces −1 ∈ Rp si y solo si
p = −2 ó p ≡ 3 (mód 4).

DEMOSTRACIÓN. Es inmediata. �

Con el teorema anterior, ahora es claro que
(
a

p

)
=

(
a

−p

)
, sin embargo, los

primos ramificados en Q(
√
p) no son los mismos que en Q(

√
−p); la diferencia

está marcada por el primo 2: el comentario posterior a la demostración del teorema
2.3.1 asegura que cuando el primo 2 no se ramifica, se descompone totalmente.

Lema 2.3.4. Sea q ∈ Z un primo impar. Entonces:

1. Si q ≡ 1 (mód 4), entonces
(
p

q

)
=

(
−p
q

)
.

2. Si q ≡ 3 (mód 4), entonces
(
p

q

)
= −

(
−p
q

)
.

DEMOSTRACIÓN. Si q ≡ 1 (mód 4), entonces se tiene(
−p
q

)
=

(
q

−p

)
=

(
q

p

)
=

(
p

q

)
.

Supongamos ahora que q ≡ 3 (mód 4). Si −p ≡ 3 (mód 4), se tiene(
−p
q

)
= −

(
q

−p

)
= −

(
q

p

)
= −

(
p

q

)
,
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y si −p ≡ 1 (mód 4), se tiene(
−p
q

)
=

(
q

−p

)
=

(
q

p

)
= −

(
p

q

)
.

�

Teorema 2.3.5. Sean K = Q(
√
p), F = Q(

√
−p) y sea q ∈ Z primo racional tal

que q - δK y q - δF . Entonces:
1. Si q ≡ 1 (mód 4), entonces q se comporta del mismo modo en OF y en
OK .

2. Si q ≡ 3 (mód 4), entonces:

a) Si q es inerte en OK , q se descompone totalmente en OF .

b) Si q se descompone totalmente en OK , q es inerte en OF .

DEMOSTRACIÓN. Se sigue de los teoremas 2.3.1 al 2.3.3 y el lema anterior. �

Ejemplo 2.3.6. Sean K = Q(
√

5) y F = Q(
√
−5). Entonces 5 ≡ 1 (mód 4)

y por ende −5 ≡ 3 (mód 4). Lo primero que se obtiene es que en OK , 2 se
descompone totalmente mientras que enOF , 2 se ramifica totalmente. Los residuos
y no residuos cuadráticos en F∗5 = F∗−5 son R5 = {1, 4} y N5 = {2, 3}. Por el
teorema 2.3.1, un primo impar q ∈ Z es inerte en OK si q ≡ 2, 3 (mód 5) y se
descompone totalmente si q ≡ 1, 4 (mód 5). Por ejemplo, 17, 47 ≡ 2 (mód 5)
y 13, 23 ≡ 3 (mód 5), por tanto 13, 17, 23, 47 son inertes en OK . Ahora, por el
teorema 2.3.5, vemos que 13, 17 ≡ 1 (mód 4) y por ende, también son inertes
en OF , mientras que 23, 47 ≡ 3 (mód 4) y por tanto, por 2.3.2, se descomponen
totalmente en OF . Si q = 11, se tiene 11 ≡ 1 (mód 5), es decir, se descompone
totalmente en OK y además 11 ≡ 3 (mód 4), por lo tanto, 11 es inerte en OF .

Con lo anterior queda completamente determinado el criterio para que un pri-
mo q 6= p sea inerte (o totalmente descompuesto) en los respectivos anillos de
enteros de K = Q(

√
p) y F = Q(

√
−p).

2.3.2. Inercia en Q(
√
d) cuando d = p1p2

Por los teoremas 2.2.1, 2.3.1 y 2.3.2, podemos conocer detalladamente la facto-
rización del ideal 〈q〉, para un primo racional q 6= p, en el anillo de enterosOK con
K = Q(

√
p). Ahora consideremos el caso d = p1p2 con p1, p2 primos distintos.

Siguiendo las ideas de la sección anterior y observando que(
d

q

)
=

(
p1p2

q

)
=

(
p1

q

)(
p2

q

)
= −1,

determinar la factorización del ideal 〈q〉 en OK , con K = Q(
√
d) = Q(

√
p1p2),

es equivalente a estudiar las condiciones bajo las cuales(
p1

q

)
= 1 y

(
p2

q

)
= −1
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ó (
p1

q

)
= −1 y

(
p2

q

)
= 1

Con este análisis y el TCR (en su versión simple como en la generalizada) es
posible encontrar un criterio para determinar cuándo un primo q 6= p1, p2 es inerte
en OK . Comencemos el estudio de la inercia con el caso más simple; p1, p2 ≡ 1
(mód 4).

Teorema 2.3.7. Sean d = p1p2, con p1, p2 ≡ 1 (mód 4), p1 6= p2 y q un primo
tal que q - δK . Entonces(

d

q

)
= −1 si y solo si q ≡ xj,i (mód p1p2)

donde
x1,i = p1si,2y2 + p2ri,1y1

y
x2,i = p1ri,2y2 + p2si,1y1,

con ri,j ∈ Rpi y si,j ∈ Npi , j = 1, 2.

DEMOSTRACIÓN. El primer caso de estudio es
(
p1

q

)
= 1 y

(
p2

q

)
= −1. Puesto

que p1, p2 ≡ 1 (mód 4), tenemos(
pi
q

)
=

(
q

pi

)
.

Buscamos que el primo q sea descomponga totalmente en Q(
√
p1) e inerte respecto

a Q(
√
p2). Ası́, por los teoremas 2.3.1 y 2.3.2, se obtiene el siguiente sistema de

congruencias: {
x ≡ ri,1 (mód p1) con ri,1 ∈ Rp1
x ≡ si,2 (mód p2) con si,2 ∈ Np2 ,

el cual es soluble por el TCR pues mcd(p1, p2) = 1. Cualquier solución del siste-
ma es de la forma x1,i = p1si,2y2 +p2ri,1y1. Por el Teorema de Dirichlet, elegimos
cualquier primo q en la clase de x1,i módulo p1p2.

Si ahora pedimos que q se descomponga totalmente en Q(
√
p2) y sea inerte en

Q(
√
p1), entonces el sistema de congruencias{

x ≡ si,1 (mód p1) con si,1 ∈ Np1

x ≡ ri,2 (mód p2) con ri,2 ∈ Rp2 ,
tiene como solución general x2,i = p1ri,2y2+p2si,1y1. Nuevamente, por el teorema
de Dirichlet, elegimos cualquier primo q en la clase de x2,i módulo p1p2.

Por lo anterior, si
(
d

q

)
= −1, entonces q ≡ x1,i ó x2,i (mód p1p2).
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Inversamente, queremos asegurar la existencia de un primo q que satisfaga(
d

q

)
=

(
q

p1

)(
q

p2

)
= −1.

Sea x = p1ri,2y2 + p2si,1y1 en donde ri,2 ∈ Rp2 y si,1 ∈ Np1 . Primero veamos el
caso p2 ∈ Rp1 . Aquı́ elegimos y1 = y2 = 1. Se tiene(

p1ri,2 + p2si,1
p1

)
=

(
p2si,1
p1

)
=

(
p2

p1

)(
si,1
p1

)
= −1.

Ahora calculemos el otro sı́mbolo:(
p1ri,2 + p2si,1

p2

)
=

(
p1ri,2
p2

)
=

(
p1

p2

)(
ri,2
p2

)
= 1.

Por lo anterior (
x

p1

)(
x

p2

)
= −1

Aplicando el Teorema de Dirichlet, elegimos cualquier primo q en la clase de x
módulo p1p2.

Ahora veamos el caso p2 ∈ Np1 . En la expresión x = p1ri,2y2 + p2si,1y1

elegimos y1 ∈ Np1 y y2 ∈ Np2 . Ası́(
p1ri,2y2 + p2si,1y1

p1

)
=

(
p2si,1y1

p1

)
=

(
p2

p1

)(
si,1
p1

)(
y1

p1

)
= −1.

Ahora calculemos el otro sı́mbolo:(
p1ri,2y2 + p2si,1y1

p2

)
=

(
p1ri,2y2

p2

)
=

(
p1

p2

)(
ri,2
p2

)(
y2

p2

)
= 1.

Por lo anterior (
x

p1

)(
x

p2

)
= −1.

Aplicando el Teorema de Dirichlet, elegimos cualquier primo q en la clase de x
módulo p1p2.

Finalmente, si consideramos x′ = p1si,2y2 + p2ri,1y1, con un argumento casi
idéntico al anterior y una elección adecuada de y1, y2, aseguramos que existe un
número primo q en la clase de x′ módulo p1p2 que satisface(

q

p1

)(
q

p2

)
= −1.

Por lo tanto, si q ≡ x, x′ (mód p1p2), entonces
(
d

q

)
= −1. �

Ahora, recordemos que por la ley de reciprocidad cuadrática, si alguno de los
elementos involucrados es congruente con 3 módulo 4, es necesario conocer la
forma del otro, pues este caso tiene una sutileza importante la cual hay que tratar
con sumo cuidado y es la siguiente:
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Para un primo q, si p1, p2 y q ≡ 3 (mód 4), entonces se tiene(
d

q

)
=

(
p1p2

q

)
=

(
p1

q

)(
p2

q

)
=

(
−
(
q

p1

))(
−
(
q

p2

))
=

(
q

p1

)(
q

p2

)
,

mientras que si p1, p2 ≡ 3 (mód 4) y q ≡ 1 (mód 4), se tiene(
d

q

)
=

(
p1p2

q

)
=

(
p1

q

)(
p2

q

)
=

(
q

p1

)(
q

p2

)
,

lo cual aparenta que se comportan igual, sin embargo, la forma del primo q es
un factor determinante. Con esta discusión y siguiendo argumentos semejantes al
teorema anterior, se obtiene el siguiente resultado.

Teorema 2.3.8. Sea d = p1p2, con p1, p2 ≡ 3 (mód 4) y p1 6= p2. Entonces:
Si q ≡ 3 (mód 4)(

d

q

)
= −1 si y solo si q ≡ xj,i (mód 4p1p2),

donde
x1,i = 3p1p2y1 + 4p1ri,2y3 + 4p2si,1y2

y
x2,i = 3p1p2w1 + 4p1si,2w3 + 4p2ri,1w2,

con ri,j ∈ Rpi y si,j ∈ Npi .

Si q ≡ 1 (mód 4), entonces(
d

q

)
= −1 si y solo si q ≡ xj,i (mód 4p1p2),

donde
x1,i = p1p2y1 + 4p1ri,2y3 + 4p2si,1y2

y
x2,i = p1p2w1 + 4p1si,2w3 + 4p2ri,1w2,

con ri,j ∈ Rpi y si,j ∈ Npi

DEMOSTRACIÓN. Necesitamos primero que el primo buscado, sea de la forma
4k+3, con k ∈ Z. Con esta restricción y por un argumento análogo al de la demos-
tración del teorema anterior, obtenemos los siguientes sistemas de congruencias: x ≡ 3 (mód 4)

x ≡ si,1 (mód p1) con si,1 ∈ Np1

x ≡ ri,2 (mód p2) con ri,2 ∈ Rp2 x ≡ 3 (mód 4)
x ≡ ri,1 (mód p1) con ri,1 ∈ Rp1
x ≡ si,2 (mód p2) con si,2 ∈ Np2
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Observe que ambos sistemas son solubles por el TCR. Para el primero, se obtiene
la solución x1,i = 3p1p2y1 + 4p1ri,2y3 + 4p2si,1y2, cualquier otra solución, es
congruente con ésta módulo 4p1p2. Por lo tanto, por el Teorema de Dirichlet, un
primo q en la clase de x1,i es inerte.

Procediendo de este mismo modo, con el otro sistema de congruencias, se
obtiene la solución x2,i = 3p1p2w1 + 4p1si,2w3 + 4p2ri,1w2 y por los mismos
argumentos un primo q es inerte si está en la case de x2,i módulo 4p1p2.

Por ello, siempre que
(
d

q

)
= −1, entonces q ≡ x1,i, x2,i (mód 4p1p2).

Ahora, sea x = 3p1p2y1 + 4p1ri,2y3 + 4p2si,1y2, con ri,2 ∈ Rp2 y si,1 ∈ Np1 .

Determinaremos el valor del sı́mbolo de Legendre de
(
x

pj

)
del mismo modo que

se hizo en el teorema anterior. Supongamos primero que p2 ∈ Rp1 . Si elegimos
y2 = 1 y y3 ∈ Np2 , se tiene que(

3p1p2y1 + 4p1ri,2y3 + 4p2si,1y2

p2

)
=

(
4p1ri,2y3

p2

)
= 1,

(
3p1p2y1 + 4p1ri,2y3 + 4p2si,1y2

p1

)
=

(
4p2si,1y2

p1

)
= −1.

De nueva cuenta, por el Teorema de Dirichlet, si q es un primo en la clase de x
módulo 4p1p2, éste es inerte.

Si ahora suponemos que p2 ∈ Np1 , se tiene que para y2 ∈ Np1 y y3 = 1 ocurre(
3p1p2y1 + 4p1ri,2y3 + 4p2si,1y2

p2

)
=

(
4p1ri,2y3

p2

)
= 1,

(
3p1p2y1 + 4p1ri,2y3 + 4p2si,1y2

p1

)
=

(
4p2si,1y2

p1

)
= −1.

y por el mismo argumento, si q es un primo que está en la misma clase de xmódulo
4p1p2, éste es inerte.

Análogamente, si consideramos ahora x′ = 3p1p2w1 +4p1si,2w3 +4p2ri,1w2,
eligiendo w2 y w3 de manera adecuada respecto a p1 y p2, se tiene(

x′

p1

)(
x′

p2

)
= −1.

Por lo tanto, si q es un primo en la clase de x′ módulo 4p1p2, éste es inerte.

Ahora supongamos que el primo q que buscamos sea de la forma 4k + 1. Se
obtienen los siguientes sistemas de congruencias: x ≡ 1 (mód 4)

x ≡ ri,1 (mód p1) con ri,1 ∈ Rp1
x ≡ si,2 (mód p2) con si,2 ∈ Np2
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√
d) 41

 x ≡ 1 (mód 4)
x ≡ ri,1 (mód p1) con ri,1 ∈ Rp1
x ≡ si,2 (mód p2) con si,2 ∈ Np2

La demostración es completamente análoga al primer caso de este teorema,
eligiendo adecuadamente los correspondientes parámetros yi y wi, respecto a p1 y

p2. Por lo tanto,
(
d

q

)
= −1 si y solo si el primo q está en la misma clase de

x1,i = p1p2y1 + 4p1ri,2y3 + 4p2si,1y2

o en la clase de
x2,i = p1p2w1 + 4p1si,2w3 + 4p2ri,1w2

módulo 4p1p2. �

Con los teoremas 2.3.7 y 2.3.8 se obtienen los primos q inertes enK = Q(
√
d)

cuando d = p1p2 y ambos primos p1, p2 son de la misma forma. Estudiemos ahora
que sucede en el caso que p1 ≡ 1 (mód 4) y p2 ≡ 3 (mód 4).

Comencemos observando que por los teoremas 2.3.1 y 2.3.2, conocemos la
inercia cuando d = p. Como veremos, con esto es inmediata la forma de obtener
los primos inertes en K = Q(

√
p1p2), con p1 ≡ 1 (mód 4) y p2 ≡ 3 (mód 4) y

ası́ se obtienen los siguientes resultados.

Teorema 2.3.9. Sea d = p1p2, con p1 ≡ 1 (mód 4) y p2 ≡ 3 (mód 4). Si q ≡ 1

(mód 4), entonces
(
d

q

)
= −1 si y solo si q se encuentra en alguna de las clases

x1,i = p1p2y1 + 4ri,1p2y2 + 4si,2p1y3

ó
x2,i = p1p2w1 + 4si,1p2w2 + 4ri,2p1w3

módulo 4p1p2, para ri,j ∈ Rpj , si,j ∈ Npj .

DEMOSTRACIÓN. Puesto que
(
p1

q

)
=

(
q

p1

)
y
(
p2

q

)
=

(
q

p2

)
, es sufi-

ciente que q ∈ Rp1 ∩Np2 ó q ∈ Np1 ∩Rp2 . En el primer caso debemos resolver el
sistema  x ≡ 1 (mód 4)

x ≡ ri,1 (mód p1) con ri,1 ∈ Rp1
x ≡ si,2 (mód p2) con si,2 ∈ Np2

y en el segundo caso debemos resolver x ≡ 1 (mód 4)
x ≡ si,1 (mód p1) con si,1 ∈ Np1

x ≡ ri,2 (mód p2) con ri,2 ∈ Rp2
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Es claro que ambos sistemas son solubles y las soluciones respectivas son

x1,i = p1p2y1 + 4ri,1p2y2 + 4si,2p1y3

y
x2,i = p1p2w1 + 4si,1p2w2 + 4ri,2p1w3.

Inversamente, como en los teoremas 2.3.7 y 2.3.8 , eligiendo adecuadamente los
yi, wi respecto a los pj correspondientes, cualquier primo q en la clase de xj,i
módulo 4p1p2, es inerte en Q(

√
p1p2). �

Teorema 2.3.10. Sea d = p1p2, con p1 ≡ 1 (mód 4) y p2 ≡ 3 (mód 4). Si q ≡ 3

(mód 4), entonces
(
d

q

)
= −1 si y solo si q se encuentra en alguna de las clases

x1,i = 4p1y3ri,1 + 4p2y2ri,2 + 3p1p2y1

ó
x2,i = 4p1w3si,1 + 4p2w2si,2 + 3p1p2w1,

con ri,j ∈ Rpj , si,j ∈ Npj .

DEMOSTRACIÓN. Puesto que
(
p1

q

)
=

(
q

p1

)
y
(
p2

q

)
= −

(
q

p2

)
, es sufi-

ciente que q ∈ Rp1 ∩Rp2 ó q ∈ Np1 ∩Np2 . En el primer caso debemos resolver el
sistema:  x ≡ 3 (mód 4)

x ≡ ri,1 (mód p1) con ri,1 ∈ Rp1
x ≡ ri,2 (mód p2) con ri,2 ∈ Rp2

y para el segundo caso, el sistema: x ≡ 1 (mód 4)
x ≡ si,1 (mód p1) con si,1 ∈ Np1

x ≡ si,2 (mód p2) con si,2 ∈ Np2

donde la primera y tercera congruencia en cada sistema son las condiciones para

el los valores −1, 1, respectivamente, del sı́mbolo de Legendre de
(
p2

q

)
, cuando

p2 ≡ 3 (mód 4). De nueva cuenta, ambos sistemas son solubles por el TCR. Por
lo tanto, cualquier primo q que esté en la clase de las respectivas soluciones xj,i, es
inerte.

En el otro sentido de las implicaciones simplemente hay que elegir de forma
adecuada los valores de yi y wi respecto a p1 y p2 en las x y x′ propuestas. Con

esto, el sı́mbolo de Legendre
(
d

q

)
= −1, siempre que el primo q esté en la clase

correspondiente módulo 4p1p2. �

Con este último teorema, se tiene explı́citamente la forma de los primos q
inertes en K = Q(

√
p1p2), cuando p1, p2 > 0. Resta ver como deben ser los

primos q inertes en K = Q(
√
−d), con −d < 0, lo cual haremos a continuación.
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Ahora estudiemos el caso d = p1p2 < 0. Notemos primero que −d < 0
implica que −p1 < 0 y p2 > 0, ó p1 > 0 y −p2 < 0. Analizando el sı́mbolo de
Legendre tenemos lo siguiente:(

−d
q

)
=

(
−(p1p2)

q

)
=

(
−1

q

)(
p1

q

)(
p2

q

)
,

y por otro lado se tiene(
−1

q

)(
p1

q

)(
p2

q

)
=

(
−p1

q

)(
p2

q

)
=

(
p1

q

)(
−p2

q

)
.

Este análisis, nos dice que buscar los primos q inertes en K = Q(
√
−d) es

equivalente a encontrar las condiciones bajo las cuales(
−1

q

)(
p1

q

)(
p2

q

)
= −1.

Esta última observación nos permite discriminar los casos que son posibles. Se
necesita o bien que los tres sı́mbolos tomen el valor de −1 o únicamente uno de

ellos. Sin embargo, notemos que cuando
(
−1

q

)
= 1, entonces q ≡ 1 (mód 4),

mientras que si
(
−1

q

)
= −1, se tiene q ≡ 3 (mód 4) y por el teorema 2.3.2

y su observación posterior, se tienen todos los ingredientes para determinar las
condiciones de inercia en OK cuando d < 0.

Proposición 2.3.11. Sean K = Q(
√
−p1p2) y q ∈ Z primo, tal que q ≡ 1

(mód 4) y p1, p2 > 0 primos racionales. Entonces las condiciones de inercia para
q son las mismas que en los teoremas 2.3.7, 2.3.8, 2.3.9 según la forma de pi.

DEMOSTRACIÓN. Puesto que q ≡ 1 (mód 4), entonces el factor(
−1

q

)
= 1,

y por ende (
−1

q

)(
p1

q

)(
p2

q

)
=

(
p1

q

)(
p2

q

)
.

Por tanto, todo se reduce a estudiar
(
p1p2

q

)
= −1, lo cual ya hicimos en los teo-

remas 2.3.7, 2.3.8, 2.3.9. Si p1, p2 ≡ 1 (mód 4), aplicamos el teorema 2.3.7. Si
p1, p2 ≡ 3 (mód 4), aplicamos la segunda parte del teorema 2.3.8. Si p1 ≡ 1
(mód 4), p2 ≡ 3 (mód 4), aplicamos el teoema 2.3.9. Por tanto q es inerte en
Q(
√
−p1p2 ) dependiendo de la forma de p1 y p2.

�
Ahora estudiemos el caso q ≡ 3 (mód 4). Notemos primero que:
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1. Cuando p1, p2 ≡ 1 (mód 4), entonces(
−1

q

)(
p1

q

)(
p2

q

)
= −

((
q

p1

)(
q

p2

))
= −

(
q

p1

)(
q

p2

)
.

2. Cuando p1, p2 ≡ 3 (mód 4), entonces(
−1

q

)(
p1

q

)(
p2

q

)
= −

(
−
(
q

p1

))(
−
(
q

p2

))
= −

(
q

p1

)(
q

p2

)
.

3. Cuando p1 ≡ 1 (mód 4) y p2 ≡ 3 (mód 4), entonces(
−1

q

)(
p1

q

)(
p2

q

)
= −

((
q

p1

)(
−
(
q

p2

)))
=

(
q

p1

)(
q

p2

)
.

Por lo tanto, se necesita que los sı́mbolos tengan el mismo valor en todos los casos
y para ello, recurrimos a los teoremas 2.3.1 y 2.3.2 que establecen los valores ade-
cuados de los respectivos sı́mbolos. Para la afirmación 1 anterior, por un argumento
análogo al del teorema 2.3.7, se tiene que(

d

q

)
= −1 si y solo si q ≡ xj,i (mód 4p1p2)

donde
x1,i = 3p1p2y1 + 4p1ri,2y3 + 4p2ri,1y2

y
x2,i = 3p1p2w1 + 4p1si,2w3 + 4p2si,1w2,

con ri,j ∈ Rpi y si,j ∈ Npi . En la forma de x1,i y x2,i ya está impuesta la condición
q ≡ 3 (mód 4).

Para el caso 2, por un argumento análogo a la primera afirmación del teorema
2.3.8, se tiene que(

d

q

)
= −1 si y solo si q ≡ xj,i (mód 4p1p2),

donde
x1,i = 3p1p2y1 + 4p1si,2y3 + 4p2si,1y2

y
x2,i = 3p1p2w1 + 4p1ri,2w3 + 4p2ri,1w2,

con ri,j ∈ Rpi y si,j ∈ Npi , con las adecuadas elecciones de yi, wi.

Finalmente, para la afirmación 3, primero notemos que(
d

q

)
= −1 si y solo si

(
p1

q

)
=

(
p2

q

)
.
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por un argumento similar al usado en la prueba del teorema 2.3.10, se tiene que(
d

q

)
= −1 si y solo si q ≡ xj,i (mód 4p1p2),

donde
x1,i = 3p1p2y1 + 4p1si,2y3 + 4p2ri,1y2

y
x2,i = 3p1p2w1 + 4p1ri,2w3 + 4p2si,1w2,

con ri,j ∈ Rpi y si,j ∈ Npi , con las adecuadas elecciones de yi, wi.

De esta manera, queda demostrado el siguiente resultado:

Proposición 2.3.12. Sean K = Q(
√
−p1p2) y q ∈ Z primo, tal que q ≡ 3

(mód 4) y p1, p2 > 0 primos racionales.. Entonces, el primo racional q es inerte
si y sólo si q ≡ xj,i (mód 4p1p2) como en el análisis previo.

�

Solo resta estudiar el caso d = 2p y el estudio de la inercia estará completo.
Se aprovechará la proposición 1.1.6 (que nos describe la naturaleza cuadrática del
primo 2), junto con los teoremas 2.3.1 y 2.3.2 , para conocer explı́citamente la
inercia de un primo q, cualquiera que sea su residuo módulo 4. Primero analicemos
el caso p ≡ 1 (mód 4).

Teorema 2.3.13. Sea K = Q(
√
d), con d = 2p y 2 6= p ∈ N primo. Entonces, si

p ≡ 1 (mód 4),
(
d

q

)
= −1 si y solo si q ≡ xj (mód 8p), con

x1 = 8siy1 + py2 y x2 = 8siy1 + 7py2, si ∈ Np

x3 = 8riw1 + 3pw2 y x4 = 8riw1 + 5py2, ri ∈ Rp.
DEMOSTRACIÓN. Simplemente consideremos los siguientes sistemas:{

x ≡ si (mód p) con si ∈ Np

x ≡ 1, 7 (mód 8)

{
x ≡ ri (mód p) con ri ∈ Rp
x ≡ 3, 5 (mód 8)

Por el TCR, se tienen las respectivas soluciones xj descritas en el enunciado
del teorema y con ello se tiene una implicación. En el otro sentido, la demostración
es como en los resultados anteriores, simplemente eligiendo de manera adecuada
los yi, yi, wi, wi en las soluciones propuestas. Por tanto, q es inerte enOK si y solo
si q ≡ xj (mód 8p). �

El caso p ≡ 3 (mód 4), es un poco delicado pues las ecuaciones (1), (2) que
aparecen en la prueba del teorema 2.3.1 y las ecuaciones (3) y (4) en la demos-
tración del teorema 2.3.2, combinadas con las condiciones de la proposición 1.1.6
adecuadas, llevan a establecer los siguientes sistemas de congruencias:
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{
x ≡ 7 (mód 8)
x ≡ x2 (mód 4p)

,
{
x ≡ 1 (mód 8)
x ≡ x1 (mód 4p)

{
x ≡ 5 (mód 8)
x ≡ x3 (mód 4p)

,
{
x ≡ 3 (mód 8)
x ≡ x4 (mód 4p)

{
x ≡ 7 (mód 8)
x ≡ x1 (mód 4p)

,
{
x ≡ 1 (mód 8)
x ≡ x2 (mód 4p)

{
x ≡ 5 (mód 8)
x ≡ x4 (mód 4p)

,
{
x ≡ 3 (mód 8)
x ≡ x3 (mód 4p)

Por el teorema TCRG (1.1.5) los primeros cuatro sistemas no son solubles y por
lo tanto, los únicos sistemas solubles son los siguientes:

{
x ≡ 7 (mód 8)
x ≡ x1 (mód 4p)

,
{
x ≡ 1 (mód 8)
x ≡ x2 (mód 4p)

{
x ≡ 5 (mód 8)
x ≡ x4 (mód 4p)

,
{
x ≡ 3 (mód 8)
x ≡ x3 (mód 4p)

y las soluciones obtenidas por el mismo teorema 1.1.5 son:

x̂1 = x1 + 4pβt y x̂2 = x2 + 4pβ′t′.

x̂3 = x3 + 4pβt y x̂4 = x4 + 4pβ
′
t
′
.

Por argumentos análogos a los resultados previos, estas son las únicas soluciones.

Por tanto, q es un primo inerte en el anillo de enteros correspondiente si y solo
si q ≡ x̂j (mód 32p), con lo cual se demuestra el siguiente resultado:

Teorema 2.3.14. Sea K = Q(
√
d), con d = 2p y 2 < p ≡ 3 (mód 4) primo.

Entonces,
(
d

q

)
= −1 si y solo si q ≡ x̂j (mód 32p), donde

x̂1 = x1 + 4pβt, x̂2 = x2 + 4pβ′t′, x̂3 = x3 + 4pβt, x̂4 = x4 + 4pβ
′
t
′
.

�
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2.3.3. Inercia en Q(
√
d) cuando d = p1p2p3

Para esta última parte del presente trabajo, se dará únicamente un bosquejo de
la forma que deben tener los primos inertes en Q(

√
d) cuando d = p1p2p3 y d > 0.

La razón de esto es que durante el desarrollo de esta parte, se encontró que la forma
de tales soluciones permiten proyectar las soluciones para el caso general:

d =

m∏
i=1

pi, para pi 6= pj y m <∞.

Ası́ mismo, se verá con claridad que para m ≥ 3, este es un problema de
naturaleza puramente combinatoria.

Veamos qué sucede en el caso más simple, cuando pi ≡ 1 (mód 4). Este
análisis es suficiente para vislumbrar la forma de las soluciones para cualquier
caso. Siguiendo las ideas desarrolladas en los casos anteriores, para que un primo
racional q sea inerte en Q(

√
d), se necesita que ocurra lo siguiente:(

d

q

)
=

(
p1

q

)(
p2

q

)(
p3

q

)
= −1.

Claramente, existen solo cuatro posibilidades para que esto ocurra y éstas son:(
p1

q

) (
p2

q

) (
p3

q

)
-1 -1 -1

-1 1 1

1 -1 1

1 1 -1

Es decir, o bien el primo q está en Npi , para todo i o bien es un no residuo
respecto a solamente uno de ellos. Como hemos hecho antes, estas condiciones
están ligadas a sistemas de congruencias, mismos que son siempre solubles y las
soluciones obtenidas tienen la forma

x = p2p3γ1w1 + p1p3γ2w2 + p1p2γ3w3,

donde la variable γj es o bien un elemento rj ∈ Rpj o bien un elemento sj ∈ Npj ,
según sea el caso. Fijémonos en algún renglón de la tabla anterior, digamos, en el
primero, i.e., cuando q está en Npi , para todo i. La solución al sistema correspon-
diente es

x = p2p3s1w1 + p1p3s2w2 + p1p2s3w3.

Por tanto, si q ≡ x (mód p1p2p3), este debe ser inerte y por lo tanto debe satisfacer(
p2p3s1w1 + p1p3s2w2 + p1p2s3w3

pi

)
= −1,
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es decir (
p2p3s1w1

p1

)
= −1,

(
p1p3s2w2

p2

)
= −1,

(
p1p2s3w3

p3

)
= −1.

Consideremos el primer sı́mbolo de los tres anteriores y analicémoslo con cui-
dado (

p2p3s1w1

p1

)
=

(
p2

p1

)(
p3

p1

)(
s1

p1

)(
w1

p1

)
= −1.

Notemos primero que el factor
(
s1

p1

)
es siempre −1. Por lo tanto, determi-

nar el valor del último factor en la descomposición anterior y mantenener el valor

global de −1 es equivalente a conocer el comportamiento de los sı́mbolos
(
p2

p1

)
y
(
p3

p1

)
. Recordando que pi ≡ 1 (mód 4), la LRC nos dice que en automáti-

co conocemos el valor de los siı́mbolos
(
p1

p2

)
y
(
p1

p3

)
. Por lo tanto, la elección

adecuada de w1 depende de lo siguiente:(
p2

p1

) (
p3

p1

) (
w1

p1

)
1 1 w1 ∈ Rp1
-1 -1 w1 ∈ Rp1
1 -1 w1 ∈ Np1

-1 1 w1 ∈ Np1

Si ahora tomamos el siı́mbolo
(
p1p3s2w2

p2

)
, procediendo de forma análoga a

la anterior, encontramos que en su factorización, para determinar dónde tomar w2

basta ver el comportamiento de
(
p3

p2

)
, pues el otro sı́mbolo ya está determinado

como lo mencionamos en el análisis previo y de nuevo, también está determinado

el valor de
(
p2

p3

)
. De esta forma se tiene que

(
p1

p2

) (
p3

p2

) (
w2

p2

)
1 1 w2 ∈ Rp2
-1 -1 w2 ∈ Rp2
1 -1 w2 ∈ Np2

-1 1 w2 ∈ Np2
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Para el sı́mbolo que nos resta procedemos de manera análoga. De esta manera
se obtiene (

p1

p3

) (
p2

p3

) (
w3

p3

)
1 1 w3 ∈ Rp3
-1 -1 w3 ∈ Rp3
1 -1 w3 ∈ Np3

-1 1 w3 ∈ Np3

Si elegimos otra solución, digamos x′ = p2p3s1w1 + p1p3r2w2 + p1p2r3w3,
y tomamos q ≡ x′ (mód p1p2p3), el análisis es idéntico, simplemente recordando

que
(
ri
pi

)
= 1 y eso nos lleva a obtener las tablas adecuadas semejantes a las

previas, con wi en el conjunto adecuado y con ello, la forma del primo racional
inerte q.

Pasemos ahora al caso pi ≡ 3 (mód 4). De forma semejante a como hicimos
en el caso anterior, es posible determinar la forma de las soluciones a los sistemas
correspondientes, que son las mismas que se listaron antes. En consecuencia, las
soluciones obtenidas son de la forma:

x = αp1p2p3w + 4(p2p3γ1w1 + p1p3γ2w2 + p1p2γ3w3),

con γi como en el caso anterior y α = 1 ó 3. Ası́, tomando q ≡ x (mód 4p1p2p3),
éste debe ser inerte.

De nuevo, consideremos el caso en que q ∈ Npi , entonces se debe satisfacer
que (

3p1p2p3w + 4(p2p3r1w1 + p1p3r2w2 + p1p2r3w3)

pi

)
= −1.

Lo primero que debemo notar es que el sumando 3p1p2p3w no tiene injerencia
en el valor global del sı́mbolo, por ello podemos considerar w = 1, entonces, el
sı́mbolo a estudiar es(

4(p2p3r1w1 + p1p3r2w2 + p1p2r3w3)

pi

)
= −1.

Ahora, notemos que si factorizamos el sı́mbolo anterior, resulta(
4

pi

)(
p2p3r1w1 + p1p3r2w2 + p1p2r3w3

pi

)
= −1,

y con ello, éste se reduce a(
p2p3r1w1 + p1p3r2w2 + p1p2r3w3

pi

)
= −1,
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es decir, el análisis correspondiente es idéntico al caso en que los primos en la
descomposición de d dejan residuo 1 módulo 4, solo hay que tener presente la
LRC para determinar en dónde se deben tomar los wi respectivos.

Resta por analizar lo que ocurre cuando exactamente un pi deja un residuo dis-
tinto módulo 4 a los otros dos. Esto significa, combinar los resultados obtenidos en
las dos secciones anteriores, cuando d = p y d = p1p2, únicamente hay que tener
cuidado con cuál primo es el que deja residuo distinto para elegir las condiciones
adecuadas. Notemos primero que los dos únicos casos posibles son p1, p2 ≡ 1
(mód 4), p3 ≡ 3 (mód 4) y p1, p2 ≡ 3 (mód 4), p3 ≡ 1 (mód 4), pues cual-
quier otra combinación es equivalente a estas dos. Si consideramos cualquiera de
los dos casos anteriores, con un análisis similar, también obtenemos soluciones de
la forma

x = αp1p2p3w + 4(p2p3γ1w1 + p1p3γ2w2 + p1p2γ3w3),

con γi como antes y α = 1 ó 3. De este modo, queda completamente descrita la
forma que debe tener un primo inerte cuando d = p1p2p3 > 0.



Conclusiones

Se ha encontrado explı́citamente la forma que debe tener un primo q ∈ Z si
deseamos que el ideal qOK sea un ideal primo en OK , cuando K = Q(

√
d) y

d = p, d = p1p2 ó d = p1p2p3. El caso d = p fue la base de las siguientes
construcciones, considerando que el primo fuera tanto positivo como negativo. Se
encontró que cuando el primo p deja residuo 1 módulo 4, la forma de los primos
inertes es inmediata. Cuando el primo p deja residuo 3 módulo 4, encontrar la for-
ma de los primos inertes es equivalente a estudiar un sistema de dos congruencias
lineales debido a la LRC. En la caracterización de la construcción de q se vislum-
bra la forma en que se comportará el caso siguiente, cuando la factorización de d
está dada como el producto de dos primos p1 y p2.

En el caso d = p1p2p3 se ve claramente en la construcción la naturaleza com-
binatoria de la forma de los primos racionales inertes enOK . La parte que hay que
rescatar de este último análisis es que todo queda bien determinado una vez que se

conocen todas las posibilidades válidas de los sı́mbolos
(
pj
pi

)
, cuando pi 6= pj y

sus respectivos productos. Ésta parece ser la parte medular para cualquier factori-
zación de d. De hecho, los resultados obtenidos permiten conjeturar el caso general

cuando d =

t∏
i=1

pi, con pi 6= pj si i 6= j. Se puede conjeturar además que esta for-

ma general de los primos inertes está determinada por la paridad de los factores en
que se descompone d.
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