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Introduccion

La ramificacién es un tema de investigacion en la teoria de nimeros que ha
llamado la atencién de destacados matemdticos durante cientos de afios. A manera
de introduccion al tema comentaremos un ejemplo conocido. El campo gaussiano
Q(7) tiene como anillo de enteros a los enteros gaussianos Z|i]. Este anillo tiene la
propiedad que sus elementos pueden escribirse en forma tinica como producto de
primos gaussianos (salvo asociados), tal como sucede en Z. Sin embargo, no todos
los primos en Z siguen siendo primos al ser vistos en Z[i]. Por ejemplo, es fécil
verque b = (2+1)(2—1)y (2+414),(2 — ) son primos no asociados en Z[i|. De
hecho, en el anillo de los enteros gaussianos ocurre una y solo una de las siguientes
afirmaciones:

1. Un primo p € Z se descompone como producto de dos primos gaussianos
distintos si y solo si p = 4k + 1.

2. Un primo p € Z se mantiene primo en Z[i] si y solo si p = 4k + 3.

3. Sip = 2, entonces 2 = i(1 — )2 y 1 — i es primo en Z[i] (en este caso
particular, solamente el 2 tiene esta cualidad).

El que dnicamente el 2 tenga tal propiedad en Z[i] es porque el discriminante
del campo Q(i) es 4 (véase teorema 1.4.9). Los primos racionales de la forma
p = 4k + 3 siguen siendo primos en Z[i] (primos inertes) y no tienen un andlogo
geométrico, seguramente por esto no son considerados en la literatura. De hecho,
en la literatura referente a los fenémenos que se desprenden de la ramificacion, la
carga fuerte se halla en los primos ramificados, quizd porque este es un aspecto
de indole geométrico, ya que como lo sefiala Lorenzini en el capitulo 3, seccién 5
de [21], existe una correspondencia directa entre un punto de ramificaciéon de una
curva proyectiva y el indice de ramificacién de un ideal primo en un campo de
nimeros. Esta es una buena razén por lo cual se puede ubicar el origen del estudio
de la ramificacién en la geometria.

El interés de desarrollar el presente trabajo es precisamente el estudio de los
primos inertes en el anillo de enteros O de un campo cuadritico K = Q(+/d ).
A lo largo del primer capitulo se presentan las herramientas teéricas aritméticas
necesarias para determinar la forma que debe poseer un primo racional g, tal que
qOk sea un ideal primo de O . Asi mismo, se presentan todas los fundamentos
algebraicos que sostienen el trabajo desarrollado en el capitulo 2 de esta tesis y
es precisamente en este capitulo donde se dan de manera explicita la forma de
los primos racionales inertes cuando se extienden al anillo O, en los casos en
que d = p,d = pip2 y d = p1p2ps. En los dos primeros casos el andlisis para
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8 Introduccién

determinar cudles y como son los primos inertes es exhaustivo, para el tltimo caso,
se da solamente un bosquejo, puesto que las ideas vistas en los dos primeros son
las mismas que se utilizan para este tltimo, con la salvedad que las complicaciones
que parecen presentar los primeros se simplifican enormemente y es aqui donde
se asoma con claridad la naturaleza combinatoria en la construccién de los primos
nertes.



Capitulo 1

Antecedentes

1.1. Resultados sobre teoria basica de niumeros

A continuacién presentamos algunas definiciones y resultados de la teoria de nime-
ros bésica de suma importancia en el desarrollo de este trabajo.

Definicion 1.1.1. Sean p un primo impar 'y a € Z tales que mcd(a,p) = 1. Se
define el simbolo de Legendre como

ay _ 1 si 22=a (méd p)  paraalgunaa €7
p) | -1 si 2*#a (méd p) para ningunaa € 7

Teorema 1.1.2. Sean a,b € 7Z, p primo impar con mcd(ab, p) = 1. Entonces:

) ()

2. Sia=b (mdd p), entonces )= (2
p

{(2)-)C)
(3)-C

DEMOSTRACION. Véase teorema 3.1.1 de [25]. O

De singular importancia tenemos el siguiente resultado. el cual es una alterna-
tiva tedrica bastante util:

Teorema 1.1.3 (Teorema de Euler). Sean a,p como en el teorema anterior. Enton-

ces

(a) =o' (méd p).

p

DEMOSTRACION. Véase teorema 3.1.1 de [25]. O
Teorema 1.1.4. (Teorema Chino del Residuo). Sean m1,...,m, € N, tal que
med(m;,m;) = 1 parai # j. Si ay,...,a, € Z, entonces el sistema de con-
gruencias

r = (méd my)

r = a (méd m,)
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tiene solucion tinica, es decir, cualquier par de soluciones son congruentes modulo
T T

m
mem(my, ..., my) y tal solucion estd dada por x = Z —s;a;, conm = H m;
i=1 i=1
m .
y s; tal que —s; =1 (méd my).
i
DEMOSTRACION. Véanse teorema 2.3.1 y corolario 2.3.2 de [25]. O

Notemos que en el Teorema Chino del Residuo, al cual en adelante denotare-
mos TCR, la condicién med(m;, m;) = 1 para i # j es crucial; existen sistemas
que no cumplen esta condicién y son solubles. Para esos casos, requerimos del
siguiente resultado.

Teorema 1.1.5. (Teorema Chino del Residuo Generalizado). Sean m1, ..., m, €
Ny{ai,...,a,} CZ. Entonces el sistema

T = a (méd my)

T = a (méd m,)

es soluble si'y solo si med(m;, m;)|(a; — aj).
DEMOSTRACION. Véase teorema 2.3.7 de [25]. O

Para fines de este trabajo, es suficiente trabajar con sistemas de dos congruen-
cias y las soluciones estan dadas por x12 = a1 — amit = as + Smeot, para alglin
t € Z. Con esto, cualquier otra solucién X del sistema de dos congruencias, cum-
ple X = 212 (méd mem(my, me))(véase lema 2.3.4 de [25]). En adelante, deno-
taremos al teorema anterior TCRG.

El estudio de los valores del simbolo de Legendre se divide en tres casos:

) G G)

El primero corresponde al inciso 4 del teorema 1.1.2, el segundo viene dado por el
siguiente resultado (véase teorema 3.2.1 de [25]) :

Proposicion 1.1.6. Sea p € Z primo. Entonces

(2)_{ 1 si p=1o7 (mdd 8)

P -1 si p=3o05 (méd 8)
DEMOSTRACION. Véase corolario 3.2.4 de [25] O

El tercer caso es la célebre Ley de Reciprocidad Cuadrética (LRC)
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Teorema 1.1.7. (Ley de reciprocidad cuadratica). Sean p, q primos impares tales
que p # q. Entonces

<q> si. pog=1 (méd 4)

P\ _ p
<Q> _(;i) si. pyq=3  (méd 4)

DEMOSTRACION. Véanse Teorema 3.2.6 y Corolario 3.2.8 de [25] O

1.2. Resultados sobre campos de nimeros

Sean K | Q un campo de niimeros, con [K : Q] = n. El anillo de enteros de
Kes
Og ={a € K : f(a) = Oparaalgin f(z) € Z][x] ménico}.
Mas adelante veremos algunas de las propiedades sobresalientes del anillo O
Recordemos que para cualquier campo de nimeros existe § € C algebraico tal que
K = Q(0) es una extension simple.

Para a € K, se define la funcién multiplicacién por o de la siguiente manera:

My : K — K
T — azr

la cual es fécil ver que es Q—lineal. Por tanto, dada una base {w1,...,w,} de K
sobre Q es posible representar a m,, con una matriz A € M,,«,(Q) y esto da lugar
a la siguiente definicién.

Definicion 1.2.1. Se definen la norma y la traza de « respectivamente como el
determinante y la traza de la matriz A'y se denotan Nk g(), Tkg(a) (si el
contexto es claro, las denotaremos simplemente como N (), T (v)).

En la literatura es comin encontrar la definicién de norma y traza en términos
de las inmersiones de K en C.

Definicion 1.2.2. Sean o € K y o1, ..., 0, las inmersiones de K en C. Definimos
la norma y la traza de o como:
n n
N@) =[eile) vy T(@) =3 o)
i=1 i=1
Estas dos definiciones son equivalentes (ver [19] proposicion 3.16 pagina 47)
y cada una de ellas ofrece ventajas. Por ejemplo, a partir de la definicién 1.2.2 se
puede verificar facilmente que si &« € O, entonces N(«) y T'(«) son enteros
algebraicos y por la definicion 1.2.1 son tambien niimeros racionales, asi que a
final de cuentas son enteros racionales.
Otra ventaja que ofrece la definicién 1.2.2 es que las propiedades fundamenta-
les de la norma y la traza son casi inmediatas.
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Proposicion 1.2.3. Sea K un campo de niimeros tal que [K : Q] =n. Sia,f € K
y ¢ € Q, entonces:

T(a+B)=T(a)+T(B).

N(aB) = a"N(5).

T(ac) = aT ().

N(af) = N(a)N(B).

N(1) = 1.

6. N(a™!) = N(a)™}, sia #0.

DEMOSTRACION. Se siguen directamente de la definicién 1.2.2. (]

A

Definicion 1.2.4. Dadas n > 2 variables x1, . . . , z, sobre un campo L, definimos
el discriminante de x1, . . . , x, como:

Ap(xy,...,zp) = H (x5 —xj)2 € Llz1,...,xq)
1<i<j<n

Definicién 1.2.5. Sea L un campo f(x) = 2" + ap_12" "' + -+ + ag € L[x]
monico. Definimos el discriminante de f(x) como:

A(f) == A(=an_1,...,(=1)"a;,...,(—=1)"ap).
Si grad(f) = 1, entonces definimos A(f) = 1.

Proposicion 1.2.6. Sea f(z) € L[x] ménico con grad(f) > 2y ai,...,ay, las
raices de f(x) en su campo de descomposicion F. Entonces

A(f) =[] = ap)?

1<j

DEMOSTRACION. Véase proposicién 2.4.3 de [10] O

Definicion 1.2.7. Sea {w1, ... ,wy} una base de K = Q(0). Se define el discrimi-

nante de {wy, . .. ,wy} como:
Awy, ... wy) == |M?,
o1(w1) -+ o1(wp)
donde M = : : y o; son las inmersiones de K en C.
on(w1) -+ on(wn)

Proposicion 1.2.8. Sea {w, ..., w,} una base de K = Q(8) y (T;;) la matriz
dada por Tj; = Tk |g(wiw;). Entonces A(wy, . .. ,wpn) = |(T”) ‘

DEMOSTRACION. Observemos el siguiente producto de matrices:

n n
(MtM)ij = ZMztkMkJ = (MtM)ij = ZMkiMkj =
k=1 k=1

Z o (wi)og(wj) = op(wiwj) = Tk |g(wiwy).
k=1 k=1
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Asti, por la definicion 1.2.7 se tiene que
Alwr,...,wn) = M = [M[|M| = |M'||M| = |M'M| = |(Ty)|-
O

Notemos que la demostracién del resultado anterior permite intercambiar la
definicién de discriminante en términos de la traza y caracterizarla en términos de
las inmersiones o; : K — C.

Definicion 1.2.9. Sea {w1,...,wy} una base de K|Q. Se dice que {w1, ... ,w,}
es una base entera si las siguientes condiciones se cumplen:

1. {wl, e ,wn} C Ok.

2. Og = Zw1 + -+ + Zwy,.
OBSERVACION. Las bases enteras se caracterizan por tener discriminante mini-
mo en valor absoluto. Por lo anterior, cualesquiera dos bases enteras de O tiene
el mismo discriminante el cual denotaremos por Ag. En adelante, al hablar del

discriminante A g, estaremos haciendo referencia a la definicién 1.2.7 o a la carac-
terizacion dada por la proposicion anterior.

Proposicion 1.2.10. Para cualquier ideal I # {0} de Ok, Ok /I es finito.

DEMOSTRACION. Sea [ ideal de Ok. Sabemos que existe a € I N Z, tal que
a > 0. Considere el ideal principal (a) = aOk y ¢ definida como:

gb: OK/<Oz> — OK/I
d+ (o) — 0+ 1.
Afirmamos que ¢ es un epimorfismo de grupos, pues:

1. ¢ estd bien definida. Si a + (o) = b+ («), entonces, a — b € («a) y asi
dla+ () =a+I1yp(b+(a)) =b+1I.Como (o) C I, esto implica que
a—bel, esdecira+ I =0+ I,y portanto ¢(a + (o)) = ¢(b+ (a)).

2. ¢ es un morfismo de grupos pues
¢((a+ () + (b+(a))) = d((a+b) +{a)) = (a+b) + 1 =

(a+ 1)+ (b+1)=d¢(a+ () + b+ ()

3. ¢ es suprayectiva por definicion.

Asi, basta demostrar que Ok /() es finito. Sea § = >, zjw;, con z; € Z 'y
{wi,...,wn} base entera de O. Como z; = g + v, con 0 < v < «, se
tiene que & = a ), qiw; + Y, Viw;, esto implica que ), y;w; € Ok, entonces
d =Y i miwi =), qw; € () yportanto 6 = ), yw; (mod («))y asi

(6 + () = ¢(Z%‘wi + (a)) = Z%-wi + 1.

Por lo anterior ), yw; € I.Sea S = {>, viw; : 0 < y; < a}. Como ), yiw; =
Yiw1 + - -+ + Yuwy con « posibles valores para cada +;, hay por lo menos o™ ele-
mentos en S, pero como {wy, - - - ,wy } es una base, S no tiene elementos repetidos,
por lo tanto |S| = a” y |Ok/(a)| = a™. O
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Corolario 1.2.11. O es un anillo Noetheriano.

DEMOSTRACION. Se sigue directamente de la proposicién 1.2.10. U

Puesto que O es integramente cerrado, noetheriano y los ideales primos # 0
son maximos, entonces O es un dominio de Dedekind.

Definicion 1.2.12. Se define la norma de un ideal I # {0} de Ok, denotada
Ng\o(I) como
Ngjo(d) = Ok /1|.

OBSERVACION. Las dos proposiciones siguientes son consecuencia de la finitud
del grupo de clases de ideales. Véase el capitulo 12 de [17] pédginas 178 - 179.

Proposicion 1.2.13. Sean H,I,J # {0} ideales de Ok tales que HI = H.J.
Entonces I = J.

DEMOSTRACION. Véase proposicion 12.2.6 de [17]

Proposicion 1.2.14. Sean I, J ideales de Ok, tales que I C J. Entonces, existe
un ideal H de Ok, tal que I = JH.

DEMOSTRACION. Existe k € N tal que J¥ = (5). Puesto que I C .J, se tiene que
1

JF=1I ¢ J* = (j). Por tanto, tomando H = <f,>Jk*1[, se tiene el resultado. [
J

Definicion 1.2.15. Sea D un dominio entero. Un ideal P de D se dice primo si:

1. P# D.
2. Sizy € P, entoncesx € Poy € P.

OBSERVACION. Si P es unideal # {0}, entonces Ok /P es un campo finito y por
lo tanto, la definicién de ideal primo e ideal mdximo coinciden.

Lema 1.2.16. Un ideal P de D es primo si y solo si, siempre que: para I, J ideales
de D, tales que I.J C P, entoncesI C PoJ C P.

DEMOSTRACION. Sea P un ideal primo de D y supongamos que existen I,.J
ideales tales que IJ C P, pero I,J ¢ P. Entonces, existen ¢ € I, j € J tales
que i,j ¢ P, sin embargo ij € P, que es primo, lo cual implica que ¢ € P 6
j € P, que contradice la hipétesis. Por lotanto I C P61 C PsilJ C P.
Ahora, supongamos que para I, J ideales de D, tales que IJ C P, se cumple que
I CP6J C P.Seani,j € D no nulos, tales que ij € P. De esta manera (i)
() = (ij) € Py de esto se sigue que (i) C P 6 (j) C Pyporendei € P 6
j € P, esdecir, P es un ideal primo de D. (|

Proposicion 1.2.17. Para todo ideal I # {0} de Og, I = P; - -- P,, con P; ideal
primo, no todos distintos.

DEMOSTRACION. Se tiene que I estd contenido en un ideal maximo Pj. Por la
proposicién 1.2.14, se tiene que I = P Bj, para algin ideal B;. Si ocurre que
By # Ok, de nuevo, Bj estd contenido en un ideal maximo P» y por lo tanto
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I = P, P, B>. Si continuamos con el proceso, se observaque I C By C By C -+ -,
que es una cadena ascendente y por el corolario 1.2.11, en un ndmero finito de
pasos se obtiene que B; = Ok, esdecir, [ = P; -+ - P,. O

Teorema 1.2.18. Para I como en la proposicion anterior, su factorizacion en idea-
les primos es uinica.

DEMOSTRACION. Supongamos que

I'=PP--P=Q1Q2 Qs

con r < s. Entonces Py Py--- P, = P(Py---P.) = Q1Q2--- Qs y por 1.2.14
ocurre que Q1@ - -- Qs C P;. Como P; es un ideal primo, entonces por 1.2.16
podemos suponer que ()1 = P; y aplicando 1.2.13 a

PPy P =@Q1Q2 - Qs
llegamos a que
Py Po=Q2 - Qs.
Repetimos este proceso r-veces para llegaraque P, = Q; parai =1,...,1y
(1) = Qry1--- Qs

lo cual implicaria que 1 € @Q,,, con r + 1 < m < s, lo cual es imposible. Si
suponemos ahora que r > s, procedemos de manera andloga y se obtiene que
(1) = P41 - -+ P, y de nuevo no es posible, por lo tanto r = sy P; = Q;, es decir,
la factorizacién en ideales primos es tnica. ([

Teorema 1.2.19. (Teorema Chino del Residuo para Anillos). Sea A un anillo con-
mutativo con 1, sean I, . .., I, ideales de A tales que I; + I, = Apara j # ky
sea I = I ---I,,. Entonces

j=1

DEMOSTRACION. La funcién:
v A— A/l x A/l
a— (a+Ii,a+ 1)
es un epimorfismo y Ker ¢ = I; N Iy = I1 5. Esto implica que
A/, = A/} x A/Is.
Ahora consideremos los ideales I = I1 y J = I X --- X I, y por el primer caso
se sigue el resultado. (]

OBSERVACION. Como una aplicacién del Teorema Chino del Residuo para Ani-
llos, que en adelante se denotara TCRA y de la factorizacién unica de un ideal
como producto de ideales primos, es posible demostrar que la norma es una fun-
cién multiplicativa, es decir, para cualesquiera ideales I, J # 0 de Ok, se tiene
que N(IJ) = N(I)N(J), véase la seccién 5.3 de [28].
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1.3. El teorema de Dedekind-Kummer

En la seccién anterior, vimos que la factorizacién de un ideal I como producto
de ideales primos es unica. Agrupando los ideales que se repiten en la factorizacién
resulta que I = P;'P5*--- P, Con esto, damos paso a las siguientes definicio-
nes.

Definicién 1.3.1. Sea p € Z primo y sea (p) = P{'---P¢". A cada exponente
e; que aparecen en la factorizacion del ideal (p) € Ok se le llama el indice de
ramificacion de P; sobre p.

OBSERVACION. Los ideales primos P; que aparecen en la factorizacién de (p) son
los dnicos ideales primos de O que contienen al primo racional p.

Para P ideal primo de Ok y p € Z N P primo, se tiene que N (P) = p/, por
la proposicion 1.2.10, para algin f € N.

Definicion 1.3.2. Al miimero f de la discusion anterior se le llama el grado de
inercia del ideal primo P.

Si P es un ideal primo de O, entonces para 0 € Aut(K : Q) claramente se
tiene que o (P) es un ideal primo.

Lema 1.3.3. Sea p € Z primo y sean P;, P; ideales primos de Ok, tales que
p € P; N Pj. Entonces existe 0 € Aut(K : Q) tal que o(P;) = P;j.

DEMOSTRACION. Sea P; = {o(F;) : 0 € Aut(K : Q)} y supongamos que
P; ¢ Pg.Existea € O talque a =0 (méd Pj),a =1 (méd o(F;)). Como
N(a) = [Iyeaut(r:g) (@) y o € Pj, se tiene que N(a) € Pj, y para o € Ok,
N(a) € Zyporlotanto N(o) € ZNPj = (p) = PbLNZ,puesp € P,NP;y
por tanto N (a) € P;. Como P; es primo, para algin o € Aut(K : Q), o(a) € P,
es decir a € o~1(P;), pero esto no es posible, pues si lo fuera, como o = 1
(méd o~1(P;)), se tendria que 1 € o~ 1(P;), pero por el comentario previo al
lema, 0~ !(P;) es primo. Por lo tanto P; € Pg, es decir o(P;) = P; para algin
o€ Aut(K : Q). O

Definicion 1.3.4. Un campo de niimeros algebrdicos K de grado n sobre Q se dice
monogénico si existe 0 € Oy tal que {1,0,...,0" '} es base entera de K|Q.

Lema 1.3.5. Supongamos que K = Q(0) y F = Q(5) donde f(3) = 0, con
f(x) = Irrg(6). Si K es monogénico, entonces F' es monogénico.

DEMOSTRACION. El isomorfismo:
OK — OF

n—1 n—1

Z Ziei — Z Zi,ﬁi

i=0 i=0
implica que Op = Z + ZB + --- + Z" !, y por lo tanto F' es monogénico. [
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.
Lema 1.3.6. Seand; > 0ya; > 0, parai =1,...,r. Si Z d;a; = 0, entonces
i=1
a; =0,parai =1,...,r.
DEMOSTRACION. Procedemos por induccién sobre r. Supongamos primero r =
2. Entonces dja; 4+ dsas = 0, si digamos a; > 0, esto implica que —dja; =
deay < 0y por ende ay < 0 lo cual no es posible y por tanto a;, as = 0.
Ahora supongamos cierto para  — 1. Entonces
r r—1
Z d;a; = Z d;a; + dra, = 0+ dyay,
= i=1

por lo tanto a; = 0. (]

Teorema 1.3.7. (Teorema de Dedekind-Kummer).! Sean K = Q(6) monogénico
de grado n, f(x) = Irrg(0) € Zlx] y p € Z primo. Sea

T Z— T,
flz) = gi(x) ... gr(z)

con gi(x) € F,[x] ménicos irreducible distintos, e; > 0y sean f;(x) € Z[x] moni-
cos tales que f;(x) = g;(x), i = 1,...,r. Definimos P; = (p, f;(0)). Entonces
P;, ..., P, sonideales primos distintos de O tales que (p) = P;" --- P{".

DEMOSTRACION. Parai = 1,...,r, sea §; raiz de g;(x) € Fp[0;] con Fp[0;] ~
Fplx]/{(gi(x)), el cual es un campo finito. Sea v; : Z — F,[6;] el epimorfismo
dado por v;(h(0)) = h(6;). Entonces Z[0]/ Ker(v;) = v;(Z[0]) = Fp[6;i] es un
campo y por tanto Ker(v;) es un ideal primo de Z[f] = Ok.

Es claro que v;(p) = 0y v(fi(0)) = 0, por lo tanto p, f;(0) € Ker(v;)y
con esto (p, fi(0)) C Ker(v;). Ahora, si g(f) € Ker(v;), se tiene que g(6;) =
vi(9(0)) = 0y conello g;(z)[g(z) en Fp[z]. Asi, g(z) = gi(x)h(z) = f(2)h(z)
para algin h(z) € Fp[z]. Como grad(gi(z)) = grad(fi(z)h(zx)), se tiene que
grad(g(z) — fi(x)h(z)) < grad(gi(x))y (g — fih)(x) = 0, por tanto, los coefi-
cientes de (g — f;h)(z) son divisibles por p. Con lo anterior,

9(0) = (9(6) — fi(0)n(0)) + fi(0)h(0) € (p) + (fi(0)) = (p, fi(0)),
{

D, fz( > es decir, Ker(v;) = (p, fi(6)) = P;, con P; ideal

y asi Ker(v;) g
=1,.

primo de Ok, @

Ahora veamos que FP; # P; sii # j. Supongamos que P; = P}, parai,j €
{1,..., 7}, es decir, (p, fi(0)) = (p, f;(0)). Por tanto f; = pg(0) + fi(6)h(0),
para algunos g(z), h(x) € Z[x]. Aplicando v; a esta Gltima ecuacion se tiene

gi(0) = f;(0) = vi(f;(0)) = vi(fi(0)h(0)) = gs(6:)h(6;) = O,

IEste resultado es nombrado por algunos autores como teorema de Kummer. De acuerdo a
Alaca-Williams [3], el resultado es atribuido a Dedekind. Nosotros hemos decidido llamarlo teorema
de Dedekind-Kummer.
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lo cual implica que g;(x)|g;(x) en Fp[z], es decir, g;(z) = g;(x)l(x), para algiin
l(z) € Fpz]. Pero gi(z) y g ( ) son ménicos irreducibles en [F,,[x], por lo tanto
l(z) =1yconello g;(z) = gj(x) y por ende i = j.

Solo resta ver que (p) = P;*--- P{". Primero, es fdcil ver que para cuales-
quiera ideales A, B, C' se tiene que (A+ B)(A+C) C A+ BC, con esto, se tiene
la contencién (p) O Pi*--- P{", pues

Pyt P = (p, f1(0) - (p, £r(0)) =

({p) + (1O --- ({p) + ([ (0)))
(p) + ((f1(0)) - - (£r(0))) =
(p) + (f1(O) - £(0)7) = (p) + (f(0)) = (p)-

Para la otra contencién, notemos que P; = (p, f;(6)) 2 (p),parai =1,...,r,
es decir P;|(p). Por tanto (p) = Plk1 .- P*r_ De hecho, éstos son los tinicos idea-
les en tal factorizacion pues si P es algin ideal primo distinto de P; tal que P|(p),
entonces por el lema 1.3.3, P = o(F;), para algin 0 € Aut(K : Q) y en conse-
cuencia

P =o({p, fi(0))) = (p, fi(c(0))) = (p, fi(B))
y por el lema 1.3.5, se puede elegir desde el principio § = 3y con esto P = P;,
paraalgini € {1,...,r}. Ahora, k; <e;,i=1,...,r, pues como P[* .- P C
Plk1 -+ P¥r_por la proposicién 1.2.14, existe un ideal C de O tal que
PeL... per :p{fl ...pfro

y por la factorizacion dnica de (p), se tiene que C' = Pfl .- Pl cont; > 0,
i=1,...,r,asi P{*-.. Per = Pt phette Observemos que

Ok /P = Z[0]/ P; = Z[0]/ Ker(vi) ~ vi(Z[0]) = Fp[0;]
Por lo tanto

N(P) = =ph

i = ‘Fp[el]

donde d; = grad(f;). Asi, por el teorema 1.2.10 y como la norma es multiplicativa,
se tiene
p"=N({p)) = NP - Plr) =

N(Pt)--- N(Pfr) = (ph)F -« (phr)kr = ploizr diks
y con esto n = Z d;k;. Por otro lado n = grad(f(x)) = grad(f(z)) por ser
i=1
ménico, con lo cual n = Z die; yaque f(x) = fi(x)* ... fx). Por lo tanto
i=1

Zr:diei =n = zr: dlkl,
=1 =1
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-
lo cual es equivalente a afirmar que Zdl(ei —k;)=0.Como d; > 0,7 =
i=1

1,...,ry(e; — ki) > 0,resultae; = k;, i = 1,...,r y con esto se tiene que

([

Esta dltima parte de la demostracion del teorema de Dedekind-Kummer es de he-
cho la demostracién del siguiente resultado general que relaciona el grado de la
extension n = [K : Q], con el indice de ramificacién e y el grado de inercia f.

Teorema 1.3.8. Sea K un campo de niimeros de grado n sobre Q, p € Z primo y
sean e;, f; como en las definiciones 1.3.1 y 1.3.2 respectivamente. Entonces

r

=1

DEMOSTRACION. Seanp € Zy (p) = P{'--- Pt Por el TCRA (1.2.19) se
tiene que

OK/<p> = OK/Plel X -+ X OK/PreT.

Por la parte final en la demostracion de la proposicion 1.2.10 tenemos |Ok /(p)| =

p". Haciendo uso de la multiplicatividad de la norma

p" = |0k /{p)| =[Ok /P[* x -+ x Ok /P77 = |Ok /PA[" -+ |Ok [P =
(pf1)61 (pfr)e'r — pe1f1 '_‘perfr — pelf1+---+erfr _ ngzl eifi‘
O

En el caso que la extension K|Q es Galois, el resultado anterior se puede rein-
terpretar de la siguiente manera:

Teorema 1.3.9. Sean p € Z primo y (p) = P{'--- P su factorizacion como en
el teorema 1.3.7 y e;, f; como en las definiciones 1.3.1 y 1.3.2 respectivamente.
Entonces fi=---= f,e1 =---=e,yn=ref.

DEMOSTRACION. Véase teorema 3°, capitulo 12 de [17] O

1.4. Ramificacion en un anillo de enteros

El teorema de Dedekind-Kummer nos muestra la forma en que se factoriza
el ideal principal (p) de O. Recordando las definiciones de grado de inercia e
indice de ramificacién se puede clasificar el comportamiento de tales ideales en
tres formas: el ideal (p) se descompone, se ramifica o es inerte, dependiendo de
qué valores tomen tales exponentes.
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Definicion 1.4.1. Sea p un primo racional y consideremos la factorizacion en
Ok :(p) = P{' -+ Ptr. Diremos que p se ramifica en O si algiin e; > 1. Diremos
que p se descompone totalmente en O si e; = 1 parai = 1,...,r. Diremos que
p se ramifica totalmente si (p) = P, donde n = [K : Q|. Finalmente, diremos
que p es inerte si (p) = P.

Con ayuda de las ideas desarrolladas en la prueba del Teorema de Dedekind-
Kummer, se demostrard un resultado que sirve como criterio para saber si un primo
p € Z se ramifica o no. Con este resultado, tendremos también un punto de partida
hacia el estudio de los primos inertes, pues como veremos, el nimero de primos
ramificados es finito, por tanto, los restantes solo podrdn descomponerse o ser iner-
tes.

Proposicion 1.4.2. Sea K = Q(0) un campo de niimeros monogénico y sean
01,...,0, los conjugados de 6. Entonces A(1,...,0" 1) = A(f), con f(z) =
Irrg(0).

DEMOSTRACION. Sea {1,...,0" !} base entera de K|Q. Entonces
o) - @ 1 )
A(l,...,0"H = : = . :

Esta tltima matriz es de tipo Van Der Monde, por lo tanto su discriminante esta
dado por

[1®: -0,

1<J
Por la proposicion 1.2.6, se tiene el resultado. ]

Lema 1.4.3. Sean K = Q(6) un campo de niimeros monogénico 'y p € 7 primo.
Entonces p se ramifica en Ok si y solo si p|A(1,...,0" ).

DEMOSTRACION. Sea f(z) = Irrg(#). Por definicién, un primo p se ramifica si
y solo si e; > 1 para algtn i. Tomando la reduccién médulo p de f(x), tenemos

f@) = fi* (@) fir (x) € Fplal,
con ffi (z) ménico irreducible y por lo tanto separable. Esto implica que e; > 1
siy solo si f(z) tiene una raiz repetida en algin campo de descomposicion sobre

Fp[z] siy solosi A(f) =0 € F,,.

Por la definicién 1.2.4, se tiene que A(f) = A(f) (méd p), conlo cual A(f) =0

siysolosi A(f) =0 (méd p). Asi, por la proposicién anterior, se tiene que p se

ramifica si y solo si p|A(1,...,0" 1), O
El resultado anterior es vélido para campos de nimeros que no son monogéni-

cos y es lo que veremos a continuacion (aunque para las necesidades del presente

trabajo, basta con el lema 1.4.3). Para ello, primero requerimos algunos hechos y
resultados importantes que ahora se presentan.

Por el TCRA, tenemos
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Ok /{p) = Ok /P{" x -+ x Og /P".

Ademds, si e; > 1 para algin ¢, entonces Ok /P tiene un elemento nilpotente
a # 0, pues PY C Pf~!' C P;. Entonces, si 0 # o € P, tenemos que a% € P,
asi

(a + Plez)el — aei + .P,L*ei — Piei
yae P\ Pf.

Esto implica que la clase de o en O /(p) es nilpotente. Si e; = 1, para i =
1,...,r, entonces O /(p) es un producto de campos y estos no poseen elementos
nilpotentes distintos de cero. Asi, p se ramifica en K siy solo si Ok /(p) tiene un
elemento nilpotente no trivial.

La definicién para campos de ndmeros de norma, traza y discriminante de una
base se puede extender a una extension de dominios enteros A C B con 1 en donde
B es un A-mddulo libre finitamente generado, es decir B = Ae; @ - - - @ Ae,., para
ciertos elementos eq, - - - , e, € B.

Definicion 1.4.4. Sean A un anillo conmutativo y B una extension de A tal que
B = Ae; @ --- @ Ae,. Entonces se define

Aagler,...,e) = ‘(TBM(eiej))‘ €A

Proposicion 1.4.5. Sean A C B dominios enteros con 1 tal que B es un A-mddu-
lo libre finitamente generado. Si {e1,...,e;} y {€},...,e.} son A-bases de B,
entonces

AA(ellv B 6;) = |(a’ij)‘2AA(el7 R 67‘)7

con a;; € A.

En particular,
Aalel,....el)=Ax(e1,...,e,) =0

[N

A€y, ....el) =ulaler,...,e).
para algiin u unidad de A.

DEMOSTRACION. Dadas dos A-bases distintas {eq,...,e.}, {€],...,e.} de B,
siempre es posible expresar cada elemento de una en términos de la otra, es decir

.
e; = aj;e;,
i=1

donde los a;; € A. Entonces, la traza de productos de los €] es

T T T T
Tpialeie)) = Toa || D arier | | D awer || =D arianT (eiey),
k=1 =1

k=1 1=1
por los incisos 1 y 3 de la proposicién 1.2.3.
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Asi, tomando la matriz de trazas, ocurre que

(TB|A(€§€§)) = (%‘) (TB|A(€i€j)> (aji>a

y por tanto, tomando el determinante a ambos lados de la igualdad anterior, se

obtiene
‘(TB\A(€§€;)>‘ = ‘(aij) (TB|A(€i€j)) (aji)

= |(aij)ll(azi)|Aaler, ... &) = [(ag)*Aaler, ... er).

Para la segunda parte del resultado, notemos que la matriz (a;;), es justamente

la matriz cambio de base de {e’,... . e/ a{eq,..., e or ende, es invertible.
1s s Cp 1 ) Cr

Asf, |(ai;)| es una unidad en A y de aqui se sigue que ambos discriminantes o bien

son cero o bien son asociados en A. |

Por lo tanto, sin ambigiiedad, se puede dar la siguente definicién.

Definicion 1.4.6. Dada una base «adecuada» {ei,...,e.} del A-mddulo libre
finitamente generado B, se define el discriminante de la extension B como

Aa(B):=Axler,. .. er).

Regresamos ahora al anillo de enteros O Si {w1, . ..,wy,} es una base entera
de Ok y p es un primo racional, se define el homomofismo

Ok — Ok/{p)

y = y+(p).

Para un y € Ok arbitrario, existen z1, ... 2, € Z tales que
Y+ (p) = (z1w1 + - + zpwn) + (p) =
(z1+ () (@1 4+ () + -+ + (20 + (P)) (wn + (P))-

Si escribimos z; = pt; + r;, con 0 < r; < p, entonces

zi +(p) = pti +ri + (p) =1 + (p)-
Ademds, es claro que el conjunto {w;} = {w; + (p)} forma una base del cociente.

Por lo tanto, la reduccién médulo (p) de O estd dada por

Ox/(p) = D F, .
=1

Lema 1.4.7. Para una base entera de O y p un primo racional se tiene

Az(Ok) (méd p) = Ap,(Ok/(p))-
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DEMOSTRACION. Sea {w1,...,w,} unaZ-base de O. Entonces, por el comenta-
rio previo a este lema, {w1, ..., w, } es una F)-base de O /(p). Sean ahora x € Z
y (m) la representacion matricial de la transformacion lineal m, respecto a la
base {wi,...,w,}. Entonces, la reduccién médulo p de (m;) es (mz) respecto a
la base {w1, ...,w,}, parael elemento T € O /(p). Por lo tanto tomando la traza
correspondiente se tiene

Tow/wF, (@) = T((mz)) = T((my)) (méd p) =T, |z(r) (mdd p)

y tomando los determinantes se obtiene

Az(Ok) (méd p) = Ar,(Ox/{(p))-
O
OBSERVACION. Para dominios enteros unitarios A y B,C extensiones de A, se

tiene que los elementos b € By ¢ € C se identifican en B x C como (b,0¢) y
(0p, c) respectivamente. Por lo tanto, se tiene

b-c=(b,0c) (0p,c) = (0B,0c) = O(pxc)-

Lema 1.4.8. Para dominios enteros unitarios A 'y B1, By extensiones de A tales
que B1y By son A—mddulos libres finitamente generados, entonces, para bases
«apropiadas» {e1,...,em} y{fi,..., fn} de By y Ba respectivamente, se tiene

AA(Bl X Bg) = AA(Bl)AA<BQ).

m n
DEMOSTRACION. Puesto que B; = @Aei y Bo = @Afj, se observa
i=1 i=1
que {e1,...,€em, f1,..., fn} es una base de By x By y ademiés e; - f; = 0 por la
observacion previa al enunciado del lema. Esto implica que
Tow/wm,(€i- 1)) =0y Toy/mr,(fi - e) = 0.
Por lo tanto

TB1><B2|A(ei : ek) 0
Ay (B1 x By) = .

0 T, x By Afj - f1)
Ademas, para z € B;
T xByA(T) = Tpja(®) Yy T xByja(z) =Tpya(z).
Por lo anterior
A(By x Ba) = [T a(€i - ex)||Tpyalfs - fi)| = Aa(B1)Aa(Ba).
O
Notemos ahora que si un elemento x # 0 es nilpotente, es decir, " = 0 para

algin r € N, entonces (zy)" = 2"y" = 0y por lo tanto la transformacién m.,, es
nilpotente y por ende su matriz asociada (1mg,) también lo es.
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Del algebra lineal sabemos que para una matriz cuadrada A, su polinomio ca-
racteristico tiene la forma c(\) = A" — T(A)A" ! + ... + (=1)"|A|. Ademis,
dadas todas las raices Ay, ..., A, (incluidas sus multiplicidades) de ¢(\), se tiene
que

n
T(A)=> A\
i=1
En particular, si A es nilpotente, el polinomio caracteristico correspondiente es
c(A) = (=1)"\"
y esto implica que ¢(\) = 0 si y solosi A = 0y por lo tanto T'(A) = 0.

Procedamos a demostrar el resultado general sobre la ramificacion de los pri-
mos en relacién al discriminante.

Teorema 1.4.9. (Ramificacion). Sea K = Q(0) un campo de niimeros de grado n
y sea p € Z primo. Entonces p se ramifica en O si'y solo si p|Az(Of).

DEMOSTRACION. Seap € Zy sea {wi,...,wy} una base de O. Entonces
p|Az(Ok) siysolosi Az(Og) =0 (méd p).

Por el lema 1.4.7 se tiene que

Az(Ok) (méd p) = A, (Ok/(p)),
por lo tanto
p|Az(Ok) siysolosi A, (Ok /(p)) =0 € F,,.

En la descomposicion de Ok /(p) mencionada, cada O /P;" es un Fy-espacio
vectorial, pues p € P{’, para cada i. Ahora, por el lema 1.4.8, se tiene que

-
Ar,(Ok/(p) = || Ar, (O /P).
i=1
Por tanto, basta probar que para cualquier primo p € Z y un ideal P° tal que
P*|{p). )
Ar,(Ok/(p)) =0 € F,siysolosie > 1.

Supongamos primero que e > 1y seax € P\ P/, el cual es un elemento
nilpotente no trivial de O /P;*. Sea {1, T2, ..., T, } una base de O /P{* sobre
[Fp, tal que 71 = 7 es la reduccion médulo p de .

Por los comentarios posteriores al lema 1.4.8,
Tor /) (@1%5) = 0,
paraj = 1,...,ny esto implica que el primer renglon de la matriz
Toy /) (TiT;))
esta conformado de ceros, con lo cual

Ar, (Ok /() = [(Toy ) u) (@iT;))| = 0.
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Supongamos ahora que e = 1. Entonces O /P¢ = Ok /P es un campo finito
de caracteristica p donde |Ok /P| = p®. Por lo tanto, la traza estd dada por el
polinomio

TH)=t+t?+ + .
donde grad(T(t)) < |Ok/P|y esto obliga a que T # 0 en Ok /P. Con esto
queda demostrado el resultado. ([

Corolario 1.4.10. El niimero de primos ramificados en el anillo de enteros de un
campo de niimeros es finito.

DEMOSTRACION. Para una base entera de O, por los comentarios posteriores a
la definicion 1.2.2 y el teorema fundamental de la aritmética, Ak tiene un nimero
finito de divisores, por ende, inicamente lo divide un nimero finito de primos
racionales. O

1.5. El teorema de Dirichlet

En ésta tiltima seccién se muestra el célebre resultado conocido como Teorema
de Dirichlet para primos en progresién aritmética, mismo que nos asegura que en
cada clase @ € [}, existe una infinidad de primos g # p. Para ello se requieren
herramientas de la teoria analitica de nimeros y se debe aclarar que el tratamiento
que se dard, estd lejos del tratamiento algebraico que se ha usado en las otras partes
de este capitulo. Los resultados siguientes esencialmente se encuentran en la parte
cuatro de Ribenboim [26]2.

Definicion 1.5.1. Sea (G, -) un grupo abeliano finito de orden n'y C* = C\ {0}.
Un homomorfismo de grupos
x:G— C*

se le llama caracter de G con valores complejos.

Si x, X son caracteres de G, entonces la operacién (x - X')(a) = x(a) - X'(a)
hace que el conjunto de caracteres G de G seaun grupo multiplicativo. Si o(G) = n
y X € G, entonces para a € G se tiene x(a") = x(a)” = 1, asi que x(G)
es subgrupo del grupo ciclico de las raices n-ésimas de 1. Si G es ciclico finito
de orden n y (a) = G, entonces x(a) es un generador del grupo de las raices n-
ésimas de 1. Si {u) es el grupo de las raices n-ésimas de 1, entonces x(a) = p/ con
med(j,n) = 1. Por lo anterior, x(a") = p'7 y de esta manera queda caracterizado
el caracter . Asi que o(G) = n. La funcién f : G — G definida como f(x) = o
es un isomorfismo de grupos. Con ésto, es facil mostrar que si G es abeliano finito,
entonces G = G.

Definicion 1.5.2. Sea m € 7Z, con m > 1. Un mapeo x : Z — C se llama
caracter modular (modulo m) si satisface lo siguiente:

1. x(a) = 0siy solo si med(a, m) > 1.
2. Sia=b (méd m), entonces x(a) = x(b).

2Complementos esenciales para leer la parte 4 de Ribenboim son [5] y [18].
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3. x(ab) = x(a)x(b).

En particular, existe un caracter modular denotado ( definido como:

(a) = 1 si med(a,m)=1
XU =1 0 si med(a,m) > 1
Si x es un caracter modulo m y P(m) = {ai, ..., ay,m)} son las unidades de

Zim, entonces la funcion Y : P(m) — C definida como Y(a) = x(a) estd bien
definida por la condicion anterior 2 y ¥ es un caracter del grupo abeliano P(m).
El mapeo xy — X es inyectivo.

Definicion 1.5.3. Para s > 0y a,, € C, se define la serie de Dirichlet como
o0
Gn
Pt
n=1
o0
. . 1 .
Se sabe que para cualquier § > 0, la serie ((s) = Z — converge unifor-
n
n=1
memente en el intervalo [1 + 0, 00) y define una funcién continua en el intervalo

(1,00). La funcién ((s) se conoce como la funcion zeta de Riemann (véase [26]
pagina 489).

Definicion 1.5.4. Sea x un caracter médulo m > 1y s > 1. Se define una L-serie
de Dirichlet con respecto a x como

L(s,x) = Z X(”)_

((s) =1
(s—1)

1
C(s) ~ PR cuando s — 1%,
S_

n=1

Lema 1.5.5. El cociente se mantiene acotado cuando s — 17 y esto se

denota

En particular lim (s — 1)((s) = 1.

s—1t
DEMOSTRACION. Véase 22.1 D de [26]. O

Proposicion 1.5.6. Sea x un caracter médulo m > 1. Entonces, la L-serie aso-
ciada a x, converge absolutamente para todo s > 1. Para todo § > 0, la L-serie
respecto a x, converge uniformemente en el intervalo [1 + 9, 00). Por lo tanto, se
define una funcion continua L(s, x) de s en (1,00):

L(s,x) = iX(n), s> 1.

nS

n=1

Mds aiin, L(s, x) admite la siguiente representacion.:

1
L(s,x)zni, s> 1.
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En particular, para el caracter xo modulo m se tiene:

L(s,x0) = H(l — ;)C(S)’ s>1

plm
o Xo(n)
y por tanto, la serie Z X0 —— diverge cuando 0 < s < 1.
n
n=1
DEMOSTRACION. Véase 22.2 G de [26]. O

Asi mismo, son hechos conocidos que para |x| < 1, entonces
[e.e]
1 "
log = g —
1—2 n
n=1

y que si el producto infinito de funciones [] f,.(s) es absolutamente convergente
para s > 1, se tiene

log [ £a(s) = _log fu(s).
n n
En consecuencia, dado un caracter modular Y, cuando s — 17, ocurre que

log L(s, x) ~ Z X(]:)

p

Lema 1.5.7. Sea x un caracter médulo m tal que x # xo. Entonces, para todo

6 > 0, la serie
i x(n)
nS

n=1

converge uniformemente en [0,00). Por lo anterior, la serie define una funcion
continua L(s, x) en (0, 00).

DEMOSTRACION. Véase 21.1 K de [26]. O

Lema 1.5.8. Sean G = {ag,...,an-1} y G = {X0,.--,Xn_1}. Entonces, el
sistema de ecuaciones lineales:

n—1
> xilag)z; =B,
§j=0
conB; € C,i1=0,...,n— 1, tiene solucion iinica y estd dada por
1 n—1
Tj= - 2%)@’(%’)5@
1=

donde X es el conjugado complejo de x.

DEMOSTRACION. Véase 22.2 1 de [26]. O
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Lema 1.5.9. Sea m € Z. Entonces existe una infinidad de primos p tales que p = 1
(mé6d m). Ademds, si s — 17, se tiene que

1 1
p(m) Y 5 R log —,
p=1 (mdéd m)

DEMOSTRACION. Véase 24.1 A de [26]. O

Con los resultados anteriores, finalmente podemos dar un paseo por la prue-
ba del célebre Teorema de Dirichlet. Antes reflexionemos un poco sobre lo que
establece el enunciado. Consideremos el grupo de unidades del anillo Z/mZ:

U, ={a € Z/mZ : med(a,m) = 1},

el cual tiene cardinalidad |U,,,| = ¢(m). El teorema de Dirichlet, establece que
siempre que un entero b sea tal que med(b,m) = 1, este serd congruente con
una infinidad de primos, es decir, que cada clase de U4, contiene una infinidad de
primos. En particular, cuando la congruencia es respecto a un primo p, entonces
Z/pZ = Fp es un campo y con ello, cada clase de F, = [}, \ {0} es una unidad.

Teorema 1.5.10. (Teorema de Dirichlet para primos en progresion aritmética).
Sean a, m € Z tales que 1 < a < m 'y med(a,m) = 1. Entonces la progre-
sion aritmética

{a,a+m,a+2m,...,a+km,...}

contiene una infinidad de niimeros primos.

DEMOSTRACION. Primero notemos que el caso a = m implica a = m = 1, esto
es el Teorema Fundamental de la Aritmética.
La idea de la demostracién es la siguiente: Dada una clase a € U,,, entonces

la serie
Z 1
p

pea
es divergente, donde la serie corre sobre todos los primos p que hay en la clase @,
lo cual es equivalente a que la clase @ contiene una infinidad de primos.

Observemos que por 1.5.5 y 1.5.6 se tiene lo siguiente:

1 1
log L(s, x0) ~ log ((s) ~ Zp—s ~ log =5 57 1t.

P
Abhora, si se hace variar a sobre las clases de U,,, resulta que

x(p) _ - 1
Zp: p —Za:x() Iéps 7

lo cual podemos interpretar de la siguiente manera:
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Para Uy, = {@1,...,Ty(m)}»> s€a {X0, - - -, Xp(m)—1} €l conjunto de los correspon-
dientes caracteres modulares médulo m. Entonces parai = 0,...,p(m) — 1 se
tiene

xi(p) o e 1
0w x4
=

p=a; (méd m)

y por 1.5.8, este sistema de ecuaciones tiene por solucioén

p(m)
S Rl e
p=a; (méd m) 1=0 p
paraj =1,...,¢(m), cuando s — 1. Basta ahora probar que el lado derecho de

la ecuacién anterior no esta acotado cuando s — 1. Para ¢ = 0 se tiene

1
log L ~1
0g L(s, xo) = log —

es decir, el término correspondiente al caracter principal X no esta acotado cuando
s — 17, por lo tanto, es suficiente mostrar que si x; # Xo, entonces log L(s, x;)
estd acotado cuando s — 17T,

El lema 1.5.7 asegura que si x; # Xo, entonces log L(s, x;) es una funcién conti-
nua en (0, 00), con esto

lim log L(s, xi) = log L(1, x:)-
s—1
Afirmamos que si y; es un caracter médular tal que x; # xo, entonces L(1, xo) #

0. Consideremos a; = 1 (mé6d m) en las soluciones del sistema de ecuaciones
anterior. Entonces se tiene

>

p=1 (méd m)

m
R Z log L(s, xi),

1
]
p =0

y por 1.5.9

log Z log L(s,x;), s — 1.

De la observacion al principio de la demostracién, se concluye que

1
log ~ log ((s) ~ log L(s,x0), s — 1T.
S J—
Si escribimos H (s Z log L(x, x;), observamos que H (s) permanece aco-
Xi7X0

tado cuando s — 17 y por lo tanto
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A N — lim e ()
H L(17X’L> _‘11_% H lOgL(S7X1)—£1_>H1€ 3 7&07
Xi7X0 Xi#X0

lo cual obliga que L(1, x;) # 0 si x; # Xo-

1 1
Por lo tanto, como Z — diverge, se tiene que Z — diverge y por ende, hay
~ p° ~
pea pEa
una infinidad de primos en cada clase @ € U,,. O

El teorema anterior es de suma importancia, pues nos asegura que en cual-
quier clase I}, siempre podremos encontrar primos, lo cual es indispensable para
el desarrollo del siguiente capitulo



Capitulo 2

Inercia en extensiones cuadraticas

En el presente captitulo se dardn condiciones explicitas para encontrar primos
inertes en el anillo de enteros de un campo cuadratico con base en la teoria desarro-
llada en la primera parte de este trabajo. Una extension cuadratica es una extension
de grado 2 y es Galois. De acuerdo al teorema 1.3.9, es claro que solo hay tres
posibles arreglos de los valores de 7, e, f:

—_ =N 3
— DN =] O
D[ = | =~

Nuestro interés estd en el dltimo renglén, es decir, cuando r = 1, e = 1y
f = 2. En adelante se denotara al discriminante de un campo cuadratico por d g,
por R, al grupo de residuos cuadréticos de F, y por N, a F \ Rp.

2.1. Campos cuadraticos

Cualquier campo cuadrético es de la forma Q(\/&) para algin d € Z libre de
cuadrados. Si d < 0, al campo se le llama imaginario y si d > 0, al campo se le
llama real. Es relativamente facil mostrar la caracterizacion del anillo de enteros
en el caso cuadritico:

Proposicion 2.1.1. Sea K = Q(\/d) un campo cuadrdtico. Entonces:
1. Sid=2,3 (méd 4), Ox = {a+bVd: a,bc Z}.
2. Sid=1 (méd 4), O = {a+b(1HY) :a,b € Z},
DEMOSTRACION. Véase el teorema 4.2.2 de [29]. O

Proposicion 2.1.2. Sea K = Q(v/d) un campo cuadrdtico y sea Sx; su discrimi-
nante. Entonces:

1. Sid=2,3 (mdd 4), entonces i = 4d.

2. Sid=1 (mbd 4), entonces o = d.
DEMOSTRACION. Se sigue de la proposicién 1.2.8, utilizando las bases {1, v/d}
y {1, #} respectivamente. O

El siguiente cuadro resume informacién importante sobre el anillo de enteros
O con K = Q(v/d):

31
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d (méd 4) | Ox =Z+Z(p) | PolIrred. |dx
2,3 p=+4d z? —d 4d
1 p= (Y 22—zt 154 g

CUADRO 1. Pardmetros para O

2.2. Ramificacion en una extension cuadratica

Dado un primo p en Z, por el teorema de Dedekind-Kummer (teorema 1.3.7)
conocemos explicitamente la forma de un ideal primo P de O tal que p € P.

El siguente resultado muestra la factorizacion del ideal (p) en O, inicamente
tengamos presentes los polinomios irreducibles que aparecen en el cuadro 1.

Teorema 2.2.1. Sea p € Z un primo impar.

1. Sip | 6k, entonces (p) = P2

2. Siptdkxyz?=d (méd p) no es soluble en Z, entonces (p) =

3.8ip 1t dxya? = d (méd p) es soluble en Z, entonces (p)
P # P

P1P2,

DEMOSTRACION. Supongamos dx = 4d, asi, la afirmacién 1 es inmediata pues
(p) se ramifica totalmente en O. En este caso, notemos que la reduccion médulo
pde f(z)es f(z) = x - z. Del teorema de Dedekind-Kummer se tiene que

(p) = P? = (p,Vd)>.

Supongamos ahora que p { ik y 22 = d (méd p) no es soluble. Entonces la
reduccién de f(z) médulo p es f(x) = 22 — d y por Dedekind-Kummer, se tiene
que

es decir, (p) es inerte.

Siptdxya®=d (méd p) paraalguna a € Z, entonces la reduccién de f(z)
médulo pes f(z) = (x — v/d)(x + V/d) y evaluando cada factor en z = v/d = a,
se obtiene

(p) = PPy = (p,a — Vd)(p,a + Vd),

por lo tanto, (p) se descompone totalmente.

Ahora supongamos que dx = d. Para la afirmacién 1, si p | dx, la reduccién
de f(z) médulo pes f(z) = (z — 3)(z — 3) puesp | dy Vd = 0 (méd p). En
1+\f

este caso, evaluando cada factor en obtenemos
Vi 2
<p>:P2:<pv7> .
Ahora, sip { 6 y 22 = d (méd p) no es soluble, entonces la reduccién
médulo p de f(z) es f(z) = 22 — x + 122, que al evaluarlo en 1+\f se anula. Lo

anterior significa que el ideal (p) solo tlene un generador; €l mlsmo Asi (p) = P
es principal e inerte.
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Por dltimo, si p 1 dx ¥ ai = d (méd p) para alguna a € Z, entonces la
reduccién de f(z) médulo pes f(z) = (z — 1£%)(z — 15%) y de nuevo, al evaluar

2
HT‘/& en cada factor de ?(az) resulta que

0 =nm = (p ) )

O

El teorema anterior establece que en un campo cuadrdtico ocurre una y sélo
una de las siguientes tres posibilidades:

1. Sip | dk, entonces (p) se ramifica totalmente.
2. Sip{dx yd € Np,entonces (p) es inerte.
3. Sip{dx yd e R, entonces (p) se descompone totalmente.

2.3. Inercia en una extensién cuadratica Q(/d)

Ahora estudiaremos los primos racionales inertes en el anillo de enteros Ok
de una extensioén cuadritica K = Q(v/d), cond € Z \ {1, 0} libre de cuadrados.

Por el teorema 2.2.1, la condiciéon de solubilidad o insolubilidad de la con-
gruencia 22 = d (méd p) es de vital importancia pues es una de las condiciones
para conocer la factorizacion de un ideal (p). Con los resultados siguientes, se
tendrd un criterio para determinar si un primo ¢ 7 p en alguna clase de F}, (una
vez excluidos los ramificados) es inerte o se descompone totalmente.

2.3.1. Inercia en Q(/d) cuando d = p

En esta seccién vamos a encontrar los primos inertes en el caso d = p primo.
Tengamos presentes las condiciones sobre la ramificacién de un primo ¢ impar.
Sip = 2, entonces K = Q(+/2) y 8 = 8. Por tanto, 2 se ramifica totalmente
en Ok y es el tnico primo ramificado. Si consideramos ahora p = —2, entonces
K = Q(v/=2) y dx = —8, por tanto 2 es el Ginico primo que se ramifica totalmente
en Og. Del anilisis anterior, la multiplicatividad del simbolo de Legendre y la
proposicion 1.1.6, es claro que un primo ¢ impar que no divide a §x es inerte en
K =Q(V2)siysolosiqg=3,5 (méd 8) y es inerte en K = Q(1/—2) si y solo
sig=5,7 (mbd 8).

En adelante supondremos que d = p primo impar, a menos que se indique lo
contrario.

Teorema 2.3.1. Sea K = Q(,/p) una extension cuadrdtica. Entonces un primo
impar q tal que q t 0 es inerte en O si ocurre una de las siguientes afirmaciones:

1. Sip=1 (méd 4), entonces (p) = —1siysolosiq=s (méd p) para
q
algiin s € Ny,

2. Sip =3 (mébd 4), entonces:
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a>r(
» (

s € Np.

> = —1siysolosiqg=3 (méd 4) y ¢ = r (méd p), para algiin
R,.

P

R NI

> =—1siysolosig=1 (méd 4)y q=s (méd p), para algiin

DEMOSTRACION. La afirmacién 1 se sigue directamente del Teorema de Euler
1.1.3 y la Ley de reciprocidad cuadratica 1.1.7. Para la afirmacién 2 a), tenemos
que el siguiente sistemas de congruencias

xT
x

3 (méd 4)
r (méd p)

es soluble por el TCR. Podemos dar explicitamente la forma que debe tener la
solucién general:

(D x1 = 4riyr + 3py2, i € Ry.

Por el teorema de Dirichlet, elegimos ¢ cualquier primo en la clase de 1 médulo
4p. Andlogamente, para la afirmacién 2 b), tenemos el siguiente sistema:

1 (méd 4)

s (méd p)

X
X

en donde la solucién general tiene la forma
2) To = 4s;wy + pwa, §; € Np.

Por el teorema de Dirichlet, elegimos g, cualquier primo en la clase de 92 médulo
4p. O

Notemos que en el caso ¢ = 2 se tiene que 2 se descompone totalmente si
p=1 (méd 4) pues 6 = py la congruencia x? = p (mdd 2) siempre es soluble
y 2 se ramifica totalmente si p = 3 (mdd 4), pues dx = 4p.

Las ideas de la prueba del teorema anterior pueden ser usadas si buscamos
primos que se descomponen totalmente: resolvemos L simplemente cam-

q
biando las congruencias del primo g con los elementos de 12, y N, respectivamen-

te.

Teorema 2.3.2. Sea K = Q(,/p) una extensién cuadrdtica. Entonces un primo q
se descompone totalmente en O si ocurre una de las siguientes afirmaciones:

1. Sip =1 (méd 4), entonces <p> = 1siysolo si ¢ = r (mbd p) para
q
algiinr € Ry,

2. Sip =3 (méd 4), entonces:
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a) <p> = 1siysolosiq=3 (méd 4) y q = s (méd p), para algiin
q
s €N,

b) <p> =1siysolosiqg=1 (méd 4)y q = r (mbd p), para algiin

m@\

p

DEMOSTRACION. La forma general de ¢ en la afirmacién 1 es ¢ = r (méd p)
parar € I,. La solucién para la afirmacion 2 a) es

3) x3 = 4rYy + pYs,1i € Rp.
La solucidn para la afirmacién 2 b) es
“) x4 = 4s;w1 + 3pwa, s; € Np.
Por lo tanto, tomando a un primo ¢ en la clase de z3 6 x4 mddulo 4p, este es

inerte. O

En general, es claro que F), = F* , asi que es de esperarse que los resultados
conocidos para p > 0 son vélidos para —p, pero no es asi. Por ejemplo, en el
campo F_7, la congruencia 22 = —1 (méd — 7) no es soluble y deberia serlo
porque —7 = 1 (méd 4). Tenemos la siguiente version de un resultado conocido,
pero para primos p < 0:

Teorema 2.3.3. Sea p < 0 un niimero primo. Entonces —1 € R, si y solo si
p=-26p=3 (mdd 4).

DEMOSTRACION. Es inmediata. O

. a a .
Con el teorema anterior, ahora es claro que <> = (), sin embargo, los
p

primos ramificados en Q(,/p) no son los mismos que en Q(/—p); la diferencia
estd marcada por el primo 2: el comentario posterior a la demostracion del teorema
2.3.1 asegura que cuando el primo 2 no se ramifica, se descompone totalmente.

Lema 2.3.4. Sea q € 7 un primo impar. Entonces:

1. Sig=1 (mdéd 4), entonces <p> = (—p>
q q

2. Sig=3 (mdbd 4), entonces <p) == <p>
q

q
DEMOSTRACION. Sig =1 (mdd 4), entonces se tiene

()= (5)-G)-()

Supongamos ahora que ¢ = 3 (mdéd 4). Si —p = 3 (mdd 4), se tiene

()--5)--0)--6)
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ysi—p =1 (méd 4), se tiene
D-6)-0-0

Teorema 2.3.5. Sean K = Q(,/p), F' = Q(\/—p) y sea q € Z primo racional tal
que q 10K y q 1t dp. Entonces:
1. Si ¢ =1 (méd 4), entonces q se comporta del mismo modo en Op y en
Ok.
2. Sig=3 (méd 4), entonces:

a) Si q es inerte en Ok, q se descompone totalmente en Op.

b) Si q se descompone totalmente en Ok, q es inerte en Op.

DEMOSTRACION. Se sigue de los teoremas 2.3.1 al 2.3.3 y el lema anterior.  [J

Ejemplo 2.3.6. Sean K = Q(v/5) y F = Q(v/—=5). Entonces 5 = 1 (méd 4)
y por ende —5 = 3 (mdd 4). Lo primero que se obtiene es que en Ok, 2 se
descompone totalmente mientras que en O, 2 se ramifica totalmente. Los residuos
y no residuos cuadrdticos en Ff = F* . son Rs = {1,4} y N5 = {2,3}. Por el
teorema 2.3.1, un primo impar q € 7 es inerte en Ok si ¢ = 2,3 (mdd 5) y se
descompone totalmente si ¢ = 1,4 (méd 5). Por ejemplo, 17,47 = 2 (méd 5)
y 13,23 = 3 (méd 5), por tanto 13,17, 23,47 son inertes en O. Ahora, por el
teorema 2.3.5, vemos que 13,17 = 1 (m6d 4) y por ende, también son inertes
en Op, mientras que 23,47 = 3 (mdéd 4) y por tanto, por 2.3.2, se descomponen
totalmente en Op. Si ¢ = 11, se tiene 11 = 1 (mdd 5), es decir, se descompone
totalmente en O y ademds 11 = 3 (méd 4), por lo tanto, 11 es inerte en Op.

Con lo anterior queda completamente determinado el criterio para que un pri-
mo q # p sea inerte (o totalmente descompuesto) en los respectivos anillos de

enteros de K = Q(/p) y F = Q(v/—p).
2.3.2. Inercia en Q(+/d) cuando d = pp>

Por los teoremas 2.2.1, 2.3.1 y 2.3.2, podemos conocer detalladamente la facto-
rizacién del ideal (g), para un primo racional ¢ # p, en el anillo de enteros Ok con
K = Q(,/p). Ahora consideremos el caso d = pips con py, p2 primos distintos.
Siguiendo las ideas de la seccién anterior y observando que

()= ()= (3)(5) -

q q a/)\4q ’

determinar la factorizacién del ideal (¢) en O, con K = Q(vVd) = Q(\/p1p2),
es equivalente a estudiar las condiciones bajo las cuales

()10 ()=
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() (3)-

Con este andlisis y el TCR (en su version simple como en la generalizada) es
posible encontrar un criterio para determinar cudndo un primo ¢ # p1, ps es inerte
en Ok. Comencemos el estudio de la inercia con el caso mas simple; p1,p2 = 1
(méd 4).

o

Teorema 2.3.7. Sean d = p1po, con p1,p2 = 1 (mdd 4), p1 # p2 y q un primo
tal que q t 6. Entonces

d
<q> =—1 siysolosi g=wxj; (méd pips)
donde

T1i = P1Si2Y2 + P2Ti1y1

T4 = P175,2Y2 + P2Si 191,
conr;j € Ry, ysi; € Np,j=12

DEMOSTRACION. El primer caso de estudio es (p1> =1y <292> = —1. Puesto
q q

que p1,p2 =1 (mdd 4), tenemos

()-()

Buscamos que el primo ¢ sea descomponga totalmente en Q(,/p1) € inerte respecto
a Q(y/p2). Asi, por los teoremas 2.3.1 y 2.3.2, se obtiene el siguiente sistema de
congruencias:

x

x

el cual es soluble por el TCR pues med(p1, p2) = 1. Cualquier solucién del siste-
ma es de la forma 1 ; = p15; 2y2 +pari1y1. Por el Teorema de Dirichlet, elegimos
cualquier primo q en la clase de x1 ; médulo p1ps.

Si ahora pedimos que ¢ se descomponga totalmente en Q(/p2) y sea inerte en
Q(,/p1). entonces el sistema de congruencias

{

tiene como solucion general xo ; = p17; 2y2-+p25i 1y1. Nuevamente, por el teorema
de Dirichlet, elegimos cualquier primo ¢ en la clase de x2 ; médulo p1ps.

Ti,1 (m(’)d pl) con 7.1 c Rp1
84,2 (m(’)d pg) con s; o € NP2?

i1 (méd p1) cons;; € Ny,
Ti2 (méd p2) conrio € Ry,

) . (d ,
Por lo anterior, si <> = —1, entonces ¢ = x1; 6 x2; (mbd p1p2).
q
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Inversamente, queremos asegurar la existencia de un primo ¢ que satisfaga

(©)-()()-

Sea x = p171;2y2 + p2si1y1 endonde r; 2 € Ry, y si1 € Np,. Primero veamos el
caso p2 € I, . Aqui elegimos y; = y2 = 1. Se tiene

(pln‘,z +p25z‘,1> _ <p28z‘,1> _ (1?2> <811> _
P p1 P YAl

Ahora calculemos el otro simbolo:

<p17“z‘,2 +p28z‘,1> _ (pﬂ"m) _ (;01) (m) 1
p2 P2 P2 P2
Por lo anterior
T x
() ()=
b1 P2

Aplicando el Teorema de Dirichlet, elegimos cualquier primo ¢ en la clase de x
modulo pipo.

Ahora veamos el caso ps € Np,. En la expresion x = p17;2y2 + p2si 191
elegimos y1 € Ny, y y2 € Ny, Asi

<p17‘z',2?/2 +p281,1y1> _ <p281',1y1> _ <2?2> <511) (241) _ 4
p1 h b1 D1 D1

Ahora calculemos el otro simbolo:

(Pln‘,zyz +P281‘,1y1> _ (Pﬂ“i,zyz> _ (;01> <7“z2) <1/2) 1
p2 b2 b2 b2 b2
Por lo anterior
T T
B~
n p2

Aplicando el Teorema de Dirichlet, elegimos cualquier primo ¢ en la clase de x
modulo pipo.

Finalmente, si consideramos =’ = p; 8;,2Y2 + paT; 1y1, CON uUN argumento casi
idéntico al anterior y una eleccién adecuada de y1, y2, aseguramos que existe un
nimero primo ¢ en la clase de 2 médulo p;ps que satisface

)@

. , d
Por lo tanto, si ¢ = x,2’ (mdéd p1p2), entonces <> =-1. O
q

Ahora, recordemos que por la ley de reciprocidad cuadratica, si alguno de los
elementos involucrados es congruente con 3 mddulo 4, es necesario conocer la
forma del otro, pues este caso tiene una sutileza importante la cual hay que tratar
con sumo cuidado y es la siguiente:
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Para un primo ¢, si p1,p2 y ¢ = 3 (mdd 4), entonces se tiene

()= () =) E)-CENEE) -GG

mientras que si py,p2 =3 (mdd 4) y ¢ =1 (mdd 4), se tiene

()= ()= E) -GG

lo cual aparenta que se comportan igual, sin embargo, la forma del primo ¢ es
un factor determinante. Con esta discusién y siguiendo argumentos semejantes al
teorema anterior, se obtiene el siguiente resultado.

Teorema 2.3.8. Sea d = p1ps, con p1,p2 =3 (mdd 4) y p1 # pa. Entonces:
Siqg=3 (mdd 4)

d
<> =—1 siysolosi ¢ =xj; (méd 4pips),
q

donde
T1,; = 3p1p2y1 + 4p1ri2ys + 4p2s; 1Yo

T2, = 3p1p2w1 + 4p1S;2ws3 + dpar; 1we,
conri; € Ry ysij€ Np,.

Siq=1 (mébd 4), entonces

d
(q) =—1 siysolosi ¢q=7T;; (méd 4p1p2),
donde

T1,; = p1p2Yy + 4p17i2ys + 4p2si1Ys

To; = p1p2W1 + 4p18; 2W3 + 4par; 1Wo,
conri; € Ry ys;j € Np,
DEMOSTRACION. Necesitamos primero que el primo buscado, sea de la forma

4k+3, con k € Z. Con esta restriccién y por un argumento analogo al de la demos-
tracion del teorema anterior, obtenemos los siguientes sistemas de congruencias:

x = 3 (méd 4)
r = s (méd p1) cons;; € Np,
T = Ti2 (méd p2) conr;o € Ry,
x = 3 (méd 4)
r = 7T (méd p1) conri; € Ry,
T = 82 (méd p2) cons;a € Np,
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Observe que ambos sistemas son solubles por el TCR. Para el primero, se obtiene
la solucién z1; = 3p1pay1 + 4p17i2y3 + 4p2si1y2, cualquier otra solucion, es
congruente con ésta modulo 4p;p2. Por lo tanto, por el Teorema de Dirichlet, un
primo g en la clase de 1 ; es inerte.

Procediendo de este mismo modo, con el otro sistema de congruencias, se
obtiene la solucion x9; = 3p1pow1 + 4p1S; 2w3 + 4par; 1wz y por los mismos
argumentos un primo g es inerte si estd en la case de xo ; médulo 4p1po.

d
Por ello, siempre que <> = —1, entonces q = x1,3, x2; (m6d 4pips).
q

Ahora, sea x = 3p1pay1 + 4p17i2y3 + 4p2si1y2, con iz € R, y si1 € Np,.

. , X .
Determinaremos el valor del simbolo de Legendre de < del mismo modo que
Dj
se hizo en el teorema anterior. Supongamos primero que py € I2,,. Si elegimos
y2 = 1y y3 € Np,, se tiene que

<3p1p2y1 +4p17i2y3 + 4p28i,1y2> _ <4P1Ti,2y3> _q
D2 D2 ’

<3p1p2y1 +4p17ioy3 + 4p28i,1y2> _ <4p28¢,1yz> _ 1

b1 p1

De nueva cuenta, por el Teorema de Dirichlet, si ¢ es un primo en la clase de x
modulo 4pqpo, éste es inerte.
Si ahora suponemos que p2 € N, , se tiene que para y2 € N, y y3 = 1 ocurre

<3p1p2y1 +4p17i2y3 + 4p28i,1y2> _ <4p17“z‘,2y3> _q
D2 D2 ’

<3p1p2y1 +4Ap1ri2ys + 4p28i,1y2> - <4p23i,192> _ 1
p1 P '
y por el mismo argumento, si g es un primo que estd en la misma clase de x médulo
4p1po, éste es inerte.
Anélogamente, si consideramos ahora 2’ = 3p;powy +4p1 8;.2w3 +4par; 1wa,
eligiendo wo y w3 de manera adecuada respecto a p; y p2, se tiene

x’ x’
b1 p2
Por lo tanto, si g es un primo en la clase de ' mddulo 4p;po, éste es inerte.

Ahora supongamos que el primo ¢ que buscamos sea de la forma 4k + 1. Se
obtienen los siguientes sistemas de congruencias:

z = 1 (méd 4)
r = 7T (méd p1) conri; € Ry,
T = 82 (moéd p2) cons;a € Np,



2.3. INERCIA EN UNA EXTENSION CUADRATICA Q(V/d) 41

x = 1 (méd 4)
r = 7T (méd p1) conrii € Ry,
T = Sio (méd p2) cons;o € Np,

La demostracién es completamente andloga al primer caso de este teorema,
eligiendo adecuadamente los correspondientes pardmetros y; y w;, respecto a p1 y

d . . . .
p2. Por lo tanto, () = —1siy solo si el primo g estd en la misma clase de
q

T1,i = p1p2yy + 4p17i2Ys + 4p2siays
o en laclase de
To; = p1p2W1 + 4p18; 2W3 + 4par; 1W2
modulo 4p1ps. [l
Con los teoremas 2.3.7 y 2.3.8 se obtienen los primos ¢ inertes en K = Q(v/d)

cuando d = p;p2 y ambos primos p1, p2 son de la misma forma. Estudiemos ahora
que sucede en el caso que p1 =1 (mdd 4) y po =3 (mdéd 4).

Comencemos observando que por los teoremas 2.3.1 y 2.3.2, conocemos la
inercia cuando d = p. Como veremos, con esto es inmediata la forma de obtener

los primos inertes en K = Q(\/pip2),conp; =1 (méd 4) y p2 =3 (méd 4) y
asi se obtienen los siguientes resultados.

Teorema 2.3.9. Sea d = p1ps, conpr =1 (m6d 4) ypa =3 (mdd 4). Sig=1

d
(méd 4), entonces <> = —1 siy solo si q se encuentra en alguna de las clases
q

1, = p1p2y1 + 4r;1paye + 45; 2p1Y3

[N

mddulo 4p1ps, parar;j € Ry, $ij € Np,.

To; = p1paw1 + 485 1p2wa + 41 oprws
DEMOSTRACION. Puesto que (m) = <q> <m> = <q>, es sufi-
q b1 q b2
ciente que ¢ € R, N Ny, 6 g € Ny, N Ry, En el primer caso debemos resolver el
sistema

r = 1 (méd 4)
T = T (méd p1) conry; € Ry,
T = 82 (méd p2) cons;2 € Np,

y en el segundo caso debemos resolver

z = 1 (méd 4)
r = 81 (méd p1) cons;; € Np,
T = T (moéd p2) conrio € Ry,
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Es claro que ambos sistemas son solubles y las soluciones respectivas son
T1i = p1pey1 + 4ri1paye + 4si2p1Yy3

y
To; = p1p2wi + 4s; 1p2wa + 4r; 2p1ws.

Inversamente, como en los teoremas 2.3.7 y 2.3.8 , eligiendo adecuadamente los
Yi, w; respecto a los p; correspondientes, cualquier primo g en la clase de x;;

moédulo 4p1pa, es inerte en Q(/p1p2). O
Teorema 2.3.10. Sea d = p1pa, conp; =1 (m6d 4) ype =3 (mdéd 4). Sig =3

d
(méd 4), entonces ( = —1 siy solo si q se encuentra en alguna de las clases
q

T1,; = 4prysri1 + 4payari2 + 3p1p2ys

(=N

T2, = dprwssiy + 4pawas; 2 + 3p1p2wi,

conrij € Ry, sij € Np,.
DEMOSTRACION. Puesto que <p1> = <q> <p2> = — <q>’ es sufi-
) q b1 ) q D2
ciente que g € i), N Ry, 6 ¢ € Ny, N Np,. En el primer caso debemos resolver el
sistema:

r = 3 (mod 4)
r = 1 (méd p1) conriy € Ry,
T = rip (méd p2) conr;s € Ry,

y para el segundo caso, el sistema:

x = 1 (méd 4)
r = S (méd p1) cons;; € Np,
T = 82 (moéd p2) cons;a € Np,

donde la primera y tercera congruencia en cada sistema son las condiciones para
. P P2
el los valores —1, 1, respectivamente, del simbolo de Legendre de ( , cuando

p2 = 3 (m6d 4). De nueva cuenta, ambos sistemas son solubles por el TCR. Por
lo tanto, cualquier primo g que esté en la clase de las respectivas soluciones z; ;, es
inerte.

En el otro sentido de las implicaciones simplemente hay que elegir de forma
adecuada los valores de y; y w; respecto a p; y po en las x y o’ propuestas. Con

esto, el simbolo de Legendre | — | = —1, siempre que el primo ¢ esté en la clase
q

correspondiente médulo 4p;po. O

Con este ultimo teorema, se tiene explicitamente la forma de los primos ¢
inertes en K = Q(,/p1p2), cuando py1,p2 > 0. Resta ver como deben ser los
primos ¢ inertes en K = Q(+/—d), con —d < 0, lo cual haremos a continuacion.
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Ahora estudiemos el caso d = pi;ps < 0. Notemos primero que —d < 0
implica que —p; < 0y p2 > 0,6 p; > 0y —ps < 0. Analizando el simbolo de
Legendre tenemos lo siguiente:

(@)-C5)- Q)66

y por otro lado se tiene

) -G -0) )
q q q q q q q

Este andlisis, nos dice que buscar los primos ¢ inertes en K = Q(+/—d) es
equivalente a encontrar las condiciones bajo las cuales

-

Esta tltima observacién nos permite discriminar los casos que son posibles. Se
necesita o bien que los tres simbolos tomen el valor de —1 o tinicamente uno de

ellos. Sin embargo, notemos que cuando <> = 1, entonces ¢ = 1 (mdéd 4),

-1
mientras que si () = —1, se tiene ¢ = 3 (mdd 4) y por el teorema 2.3.2
q

y su observacion posterior, se tienen todos los ingredientes para determinar las
condiciones de inercia en Ok cuando d < 0.

Proposicion 2.3.11. Sean K = Q(\/—pip2) y ¢ € 7Z primo, tal que q = 1
(méd 4) y p1, p2 > 0 primos racionales. Entonces las condiciones de inercia para
q son las mismas que en los teoremas 2.3.7, 2.3.8, 2.3.9 segtin la forma de p;.

DEMOSTRACION. Puesto que ¢ =1 (mdéd 4), entonces el factor
(%)
— ) =1,
q
E)E) =)
q q q q q

p1p2

y por ende

Por tanto, todo se reduce a estudiar = —1, lo cual ya hicimos en los teo-

q
remas 2.3.7, 2.3.8, 2.3.9. Si p1,p2 = 1 (mdd 4), aplicamos el teorema 2.3.7. Si
p1,p2 = 3 (mdéd 4), aplicamos la segunda parte del teorema 2.3.8. Si p; = 1
(méd 4), p2 = 3 (mdd 4), aplicamos el teoema 2.3.9. Por tanto ¢ es inerte en
Q(y/—p1p2 ) dependiendo de la forma de p; y po.
O
Ahora estudiemos el caso ¢ = 3 (m6d 4). Notemos primero que:
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1. Cuando p1,p2 =1 (mdéd 4), entonces

COEE) - (GG -GG

2. Cuando p1,p2 = 3 (mdéd 4), entonces

CEE) - CEDEE) -GG

3. Cuandop; =1 (mdéd 4) y p2 = 3 (mdd 4), entonces

GG = (GIEE) -GG,

Por lo tanto, se necesita que los simbolos tengan el mismo valor en todos los casos
y para ello, recurrimos a los teoremas 2.3.1 y 2.3.2 que establecen los valores ade-
cuados de los respectivos simbolos. Para la afirmacién 1 anterior, por un argumento
analogo al del teorema 2.3.7, se tiene que

d

<> =—1 siysolosi g=uwj; (méd 4p1p2)
q

donde
T1,; = 3p1p2y1 + 4p1ri2ys + 4pari 1Yo

T9,; = 3p1powi + 4p18;2w3 + 4pas; 1wa,

conr;j € Ry, ys;;j € Np,.Enlaformadexy;yws; yaestdimpuestala condicion
g =3 (mdbd 4).
Para el caso 2, por un argumento analogo a la primera afirmacién del teorema

2.3.8, se tiene que

d
<> =—1 siysolosi ¢ =x;; (mdd 4pips),
q

donde
T1; = 3p1p2y1 + 4p18i2ys + 4p2Si 12

To; = 3p1paw1 + 4p1Tipws + 4par; 1wa,

conr;; € Ry, ys;; €Ny, con las adecuadas elecciones de y;, w;.

Finalmente, para la afirmacion 3, primero notemos que

dy : . pry\ _ (P2
— ) =—1 siysolosi —|=(—=].
q q q
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por un argumento similar al usado en la prueba del teorema 2.3.10, se tiene que

d
<> =—1 siysolosi ¢ =x;; (mdd 4pips),
q

donde
T1,; = 3p1p2y1 + 4p18i2y3 + 4pari 1Yo

y
T2 = 3p1p2w1 + 4p1rigws + 4p2s; 1wa,
conr;; € Ry, ys;; € Ny, con las adecuadas elecciones de y;, w;.

De esta manera, queda demostrado el siguiente resultado:

Proposicion 2.3.12. Sean K = Q(\/—pip2) y ¢ € Z primo, tal que q = 3
(méd 4) y p1,p2 > 0 primos racionales.. Entonces, el primo racional q es inerte
siy solo si g = xj; (méd 4p1p2) como en el andlisis previo.

]

Solo resta estudiar el caso d = 2p y el estudio de la inercia estard completo.
Se aprovechard la proposicién 1.1.6 (que nos describe la naturaleza cuadrética del
primo 2), junto con los teoremas 2.3.1 y 2.3.2 , para conocer explicitamente la
inercia de un primo ¢, cualquiera que sea su residuo médulo 4. Primero analicemos
elcasop =1 (méd 4).
Teorema 2.3.13. Sea K = Q(\/d), cond = 2py 2 # p € N primo. Entonces, si

d
p=1 (méd 4), | = ) = —1siysolosiqg=x; (mdd 8p), con
q

T1 =88y1 +py2 y T2 =88y + TpYs,s; € Np

x3 = 8rjwy + 3pwe y x4 = 8riw1 + dpYs, ;i € Ry,

DEMOSTRACION. Simplemente consideremos los siguientes sistemas:

r = s (méd p) cons; €N,
x = 1,7 (méd 8)
T = 1 (méd p) conr; € R,
x = 3,5 (méd 8)

Por el TCR, se tienen las respectivas soluciones x; descritas en el enunciado
del teorema y con ello se tiene una implicacion. En el otro sentido, la demostracién
es como en los resultados anteriores, simplemente eligiendo de manera adecuada
los v;, Ui, w;, w; en las soluciones propuestas. Por tanto, ¢ es inerte en O si y solo
sig=x; (mdd 8p). O

El caso p = 3 (mdd 4), es un poco delicado pues las ecuaciones (1), (2) que
aparecen en la prueba del teorema 2.3.1 y las ecuaciones (3) y (4) en la demos-
tracién del teorema 2.3.2, combinadas con las condiciones de la proposicién 1.1.6
adecuadas, llevan a establecer los siguientes sistemas de congruencias:
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1 (méd 8)
x1 (méd 4p)

—N—
8 8
11l

7 (méd 8)
x9 (méd 4p)

8
[l

3 (méd 8)
x4 (méd 4p)

x3 (méd 4p)

—N
8 8
1l

ot

(méd B) { x

x = 7 (méd 8) r = 1 (méd 8)
r = 1 (méd 4p) r = X (méd 4p)
x = 5 (méd 8) r = 3 (mod 8)
T = a4 (méd 4p) ° r = 3 (méd 4p)

Por el teorema TCRG (1.1.5) los primeros cuatro sistemas no son solubles y por
lo tanto, los Unicos sistemas solubles son los siguientes:

x = 7 (méd 8) x = 1 (méd 8)
T = 1 (méd 4p) T = @9 (méd 4p)
x = 5 (méd 8) r = 3 (méd 8)
T = @4 (méd 4p) T = @3 (méd 4p)

y las soluciones obtenidas por el mismo teorema 1.1.5 son:

T1=x1 + 4ppt Y B9 = mg + 4pB't.

. - . i
T3 = x3 + 4pst Y Ty = x4+ 4ps t.
Por argumentos andlogos a los resultados previos, estas son las inicas soluciones.

Por tanto, ¢ es un primo inerte en el anillo de enteros correspondiente si y solo
si¢ = 2; (méd 32p), con lo cual se demuestra el siguiente resultado:

Teorema 2.3.14. Sea K = Q(v/d), cond = 2py 2 < p = 3 (méd 4) primo.
d

Entonces, <> = —1siysolosiq=2; (méd 32p), donde
q

1 =1 +4pBt, To=xo+4pp't, I3 =ax3+4pft, T4= x4+ 4pB/fl.
O
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2.3.3. Inercia en Q(\/d) cuando d = p;pops

Para esta tltima parte del presente trabajo, se dard unicamente un bosquejo de
la forma que deben tener los primos inertes en Q(\/&) cuandod = pypapsy d > 0.
Larazén de esto es que durante el desarrollo de esta parte, se encontré que la forma
de tales soluciones permiten proyectar las soluciones para el caso general:

m
d =[] pi, para p; # pj y m < oc.
i=1

Asi mismo, se verd con claridad que para m > 3, este es un problema de
naturaleza puramente combinatoria.

Veamos qué sucede en el caso mds simple, cuando p; = 1 (mdéd 4). Este
analisis es suficiente para vislumbrar la forma de las soluciones para cualquier
caso. Siguiendo las ideas desarrolladas en los casos anteriores, para que un primo
racional ¢ sea inerte en Q(v/d), se necesita que ocurra lo siguiente:

(9-C)E) ()~

Claramente, existen solo cuatro posibilidades para que esto ocurra y éstas son:

IE)E)

S T
-1 ]
1| -1 ] 1
[ S

Es decir, o bien el primo ¢ estd en N,,, para todo ¢ o bien es un no residuo
respecto a solamente uno de ellos. Como hemos hecho antes, estas condiciones
estan ligadas a sistemas de congruencias, mismos que son siempre solubles y las
soluciones obtenidas tienen la forma

T = p2p3Y1W1 + P1P3Y2w2 + P1p2Y3wWs,

donde la variable ~; es o bien un elemento r; € R); o bien un elemento s; € N,
seglin sea el caso. Fijémonos en algiin renglén de la tabla anterior, digamos, en el
primero, i.e., cuando g estd en N, para todo ¢. La solucién al sistema correspon-
diente es

T = p2p3s1w1 + p1p3saw2 + p1p2S3ws.
Por tanto, si ¢ = x (md6d p1paps), este debe ser inerte y por lo tanto debe satisfacer

(p2p351w1 + p1p3saws + p1p253w3> I
Di 7
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<p2p381w1> -1 <p1p352w2> -1 (p1p283w3) -1
1 o \ops

Consideremos el primer simbolo de los tres anteriores y analicémoslo con cui-

dado
() = () G Gr) () =
D1 p1) \p1) \p1/) \ pm ‘

. S . .

Notemos primero que el factor <1> es siempre —1. Por lo tanto, determi-
p1

nar el valor del dltimo factor en la descomposicion anterior y mantenener el valor

es decir

global de —1 es equivalente a conocer el comportamiento de los simbolos (Z)Q)
p1

y (pg) Recordando que p; = 1 (méd 4), la LRC nos dice que en automati-
p1

co conocemos el valor de los sifmbolos <p1> y <p1> Por lo tanto, la eleccién
b2 p3
adecuada de w; depende de lo siguiente:

GG G
p1 p1 p1
1 1 wy € Rpl
-1 -1 wy € Rpl
1 -1 w1 € Npl
1 1 |w €N,

P1Pp3S2w2

b2
la anterior, encontramos que en su factorizacion, para determinar donde tomar wo

Si ahora tomamos el siimbolo ( ) , procediendo de forma andloga a

b2
como lo mencionamos en el andlisis previo y de nuevo, también estd determinado

p2
p2

basta ver el comportamiento de (pg , pues el otro simbolo ya estd determinado

el valor de <> . De esta forma se tiene que

R

1 1 wy € Rp2
-1 -1 wo € Rp2
1 -1 wy € Np2

-1 1 wo € Np2
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Para el simbolo que nos resta procedemos de manera andloga. De esta manera

1 1 w3 € Rp3
-1 -1 w3 € Rp3
1 -1 w3 € Np3
1 I |wseN,,

Si elegimos otra solucién, digamos =’ = popssiwy + p1p3raws + p1per3ws,
y tomamos ¢ = ' (mdd p1paps), el andlisis es idéntico, simplemente recordando

T )

que { — ) = 1y eso nos lleva a obtener las tablas adecuadas semejantes a las
i

previas, con w; en el conjunto adecuado y con ello, la forma del primo racional

inerte q.

Pasemos ahora al caso p; = 3 (méd 4). De forma semejante a como hicimos
en el caso anterior, es posible determinar la forma de las soluciones a los sistemas
correspondientes, que son las mismas que se listaron antes. En consecuencia, las
soluciones obtenidas son de la forma:

xr = ap1p2psw + 4(papsyiw + p1p3yews + pi1p2ysws),

con 7; como en el caso anterior y & = 1 6 3. Asi, tomando ¢ = = (méd 4p1paps),
éste debe ser inerte.

De nuevo, consideremos el caso en que ¢ € N,,, entonces se debe satisfacer
que

b
Lo primero que debemo notar es que el sumando 3p;p2p3w no tiene injerencia
en el valor global del simbolo, por ello podemos considerar w = 1, entonces, el
simbolo a estudiar es

(3191]02]0310 + 4(p2psriwi + p1psrows + p1p2r3w3)> _

(4(}722937“1101 + p1psrows + p1p27“3w3)> 1
pi
Abhora, notemos que si factorizamos el simbolo anterior, resulta

pi pi
y con ello, éste se reduce a

( 4 > <p2p37"1w1 + p1p3raw2 —|—p1p2r3w3> _ 1

(Pngﬁwl + p1psraw2 + p1p2r3w3> _
Di 7
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es decir, el andlisis correspondiente es idéntico al caso en que los primos en la
descomposicion de d dejan residuo 1 médulo 4, solo hay que tener presente la
LRC para determinar en dénde se deben tomar los w; respectivos.

Resta por analizar lo que ocurre cuando exactamente un p; deja un residuo dis-
tinto médulo 4 a los otros dos. Esto significa, combinar los resultados obtenidos en
las dos secciones anteriores, cuando d = p y d = p;ps, Unicamente hay que tener
cuidado con cudl primo es el que deja residuo distinto para elegir las condiciones
adecuadas. Notemos primero que los dos Unicos casos posibles son p;,p2 = 1
(méd 4),p3 = 3 (méd 4) y p1,p2 = 3 (méd 4),p3 = 1 (méd 4), pues cual-
quier otra combinacidn es equivalente a estas dos. Si consideramos cualquiera de
los dos casos anteriores, con un analisis similar, también obtenemos soluciones de
la forma

T = ap1p2psw + 4(papsyiwi + pi1p3yawa + pip2ysws),

con ; como antes y = 1 6 3. De este modo, queda completamente descrita la
forma que debe tener un primo inerte cuando d = pyp2ps > 0.



Conclusiones

Se ha encontrado explicitamente la forma que debe tener un primo g € 7Z si
deseamos que el ideal O sea un ideal primo en O, cuando K = Q(V/d) y
d = p,d = pip2 6 d = p1paps. El caso d = p fue la base de las siguientes
construcciones, considerando que el primo fuera tanto positivo como negativo. Se
encontré que cuando el primo p deja residuo 1 médulo 4, la forma de los primos
inertes es inmediata. Cuando el primo p deja residuo 3 médulo 4, encontrar la for-
ma de los primos inertes es equivalente a estudiar un sistema de dos congruencias
lineales debido a la LRC. En la caracterizacion de la construccién de ¢ se vislum-
bra la forma en que se comportara el caso siguiente, cuando la factorizacién de d
estd dada como el producto de dos primos p; y po.

En el caso d = p1pops se ve claramente en la construccion la naturaleza com-
binatoria de la forma de los primos racionales inertes en Ok . La parte que hay que
rescatar de este ltimo anélisis es que todo queda bien determinado una vez que se

conocen todas las posibilidades validas de los simbolos (pj>, cuando p; # p; y

(2
sus respectivos productos. Esta parece ser la parte medular para cualquier factori-

zacién de d. De hecho, los resultados obtenidos permiten conjeturar el caso general
t

cuando d = H Di, con p; # p; sit # j. Se puede conjeturar ademds que esta for-
i=1

ma general de los primos inertes estd determinada por la paridad de los factores en

que se descompone d.
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