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Introducci on

Dado un anilloR asociativo cori, se denota com®&-pr a la clase de todos los
prerradicales sobre el anillB. Se conoce qu&-pr es una gran reticula completa
gue no necesariamente es un conjunto, mas ain, es unaegi@rar atbmica y
coatbmica. Con base en las operaciones del producto y eddagio enR-pr, se
conoce la caracterizacion de algunas clases de preneslitales como la clase de
los idempotentes y la clase de los radicales.

Una manera de obtener propiedades de ciertos anillos ylogds a partir
del estudio de los prerradicales y viceversa. Por ejempkabe que sR es un
anillo tal queR-pr es una reticula booleana, entonéegebe ser un anillo semi-
simple. Reciprocamente Bies un anillo semisimple tal qu&-Simp| = n, donde
R-Simp es un conjunto completo e irredundante de repredestde las clases de
isomorfismos dék-modulos simples, entoncéspr es una reticula booleana finita
de cardinalida®™.

En este trabajo se aborda de otra manera esta relacionaaiitos, modulos
y prerradicales, que consiste a grandes rasgos en: dadasitlos R y S relacio-
nados o conectados de alguna manera, ¢cual es la relatiénsas reticulas de
prerradicales?

En la Proposicion 5.2 d&]y la Proposicion 1.9.2 de], Bican, Kepka, Némec
y Jambor demuestran que cuando los aniltby S son Morita-equivalentes las
reticulasR-pr y S-pr son isomorfas. En el presente trabajo extendemos desho r
sultado para un caso mas general en el que se sustituyed&iéonde que exista
una equivalencia entre las categorfasviod y S-Mod, por la condicion de que
exista una situacion de adjuncion entre ambas categygsfabando en este caso
gue hay una conexion de Galois entre las reticulas camelgntes de prerradi-
cales. Mas aln definimos morfismos entre reticulas degglieales sin tener una
situacion de adjuncion entre las categorias de modakysectivas.

Un ejemplo de lo que mencionamos en el parrafo anterior yaoedamos en
este texto es la conexion de Galois entre las reticBkas y R/I-pr inducida por
la situacion de adjuncion entre las categoftaMod y R/I-Mod, donde!/ es un
ideal deR. Gran parte de este trabajo esta centrado en esta cordxiGlois y
de la cual también obtenemas otros ejemplos.

Organizamos este trabajo en cinco capitulos y un Gltinastagdo que contiene
algunas posibles lineas de investigacion. A contimragifesentamos una breve
descripcion del contenido de cada uno de los cinco cagitlg los que consta esta
tesis.



8 Introduccion

En el primer capitulo se incluyen algunos conceptos dedéidele Reticulas y
Modulos que usamos a lo largo de este trabajo, asi comeda$tados principales
de la Teoria de Prerradicales y las conexiones de Galoisegesitamos para este
escrito.

Tomando como base la demostracion que se da&8Jen [4], en el segundo
capitulo detallamos la prueba del isomorfismo que exisie das reticulask-pr
y S-pr cuando hay una equivalencia entre las categorias dielogrespectivas.
No esta de mas decir, que la prueba que se presenta aguitasto diferente a
la que dan Bican, Kepka, Némec y Jambor y con una notacgimidi. Partiendo
de este resultado, probamos el teorema principal de esteloagl cual establece
la conexion de GaloisR-pr, ¢, 1, S-pr) inducida por la adjunciofF, G), donde
F : R-Mod — S-Mody G : S-Mod — R-Mod. También se muestran propiedades
generales de tal conexion de Galois. Para finalizar el skgoapitulo estudiamos
la conexion de Galois entre las reticulagr y S-pr inducida por la adjuncion entre
los funtoresF = U @ _ Yy G = Homg (U, _), dondeU = sUr es un bimodulo.
Este caso resulta ser muy general puesto que el Teorema teBNahberg, ver
[5] y [20], caracteriza a los funtores adjuntos cuya forma es pmeeste la que
usamos en este capitulo y por tanto la definicion de los smoEy y 1 que
describen a la conexion de Galois entre dichas reticidaspse tienen una forma
especifica, a saber, a cada R-pr se le asigna la-traza y a cada € S-pr se
le asigna eb-anulador respecto al bimoduld respectivamente. Ademas, vemos
que existen otras formas de establecer estas asignacigngs

En el capitulo siguiente definimos morfismos entre lasukts de prerradi-
calesR-pr y S-pr alin no teniendo una situacion de adjuncién entredsegorias
de modulos respectivas y que extienden bien los resuliaatesidos en el segun-
do capitulo. En la primera parte del tercer capitulo defos morfismos entre las
reticulas de prerradicales asociados a una transfoomawifural para luego dar
algunos ejemplos de estos morfismos para transformaci@iesales especificas
gue involucran a los prerradicales, para algunos resdtddales damos la defini-
cion de coprerradical sobre la categafldviod asociado a un prerradical. Al final
de este capitulo trabajamos con los morfismos entre lesilet” de prerradicales
asociados a la transformacion natural identidad sobrentof 7'y aln mas parti-
cular cuando el funtor es un prerradical o un coprerradigalestos Ultimos casos
obtenemos otras formas de como describir a los operadoespprecen en la
Definicion 3.1 de 9], como imagenes de ciertos prerradicales bajo los morfismo
asociados a prerradicales o coprerradicales.

En el cuarto capitulo como ejemplo de los resultados otibsnén el capitulo
2, se estudia la conexion de Gal@js , ¢r) entre las reticulag-pry R/I-pr donde
I es un ideal deR?. En este caso el morfisme es suprayectivo y; es inyectivo.
En esta conexion de Galois obtenemos la descripcion datlmyalos inducidos
por la imagen inversa de un€ R/I-prerradical bajo el morfismg; y veremos
varias descripciones de éstos. Ademas el extremo infégi@stos intervalos es el
resultado de evaluar un morfismo que es parte de otra coné&iGalois, de la cual
hablaremos al final de este capitulo. Con tales interval@b8enen particiones de
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la reticulaR-pr que dependen del ide&ly que estudiaremos para otros ejemplos
especificos en el siguiente capitulo.

En el Gltimo capitulo presentamos varios ejemplos de texién de Galois
entre las reticula®-pr y R/I-pr dondel es un ideal de&k. El primer ejemplo es
cuandoR = Z y considerando el idedl = p"Z, dondep es un primo yn > 1.

Para la conexion de Galois entfepr y Z,~-pr, los intervalos que inducen la ima-
gen inversa de uff,.-prerradical bajo el morfisme; : Z-pr — Z,»-pry que
dependen del idedl se pueden encontrar faciimente, puesto que la estructura d
la reticulaZ,~-pr se describe erv]. Con este adecuado manejo en tales intervalos
obtenemos varios resultados destacados en este capitatoes la descripcion de

la particion deZ-pr inducida por losZ,~-prerradicales idempotentes y |@s:.-
radicales, ya que las clases de estos tipoZ,gdeprerradicales se caracterizan en
[7]. Los intervalos erZ-pr donde se encuentran los radicales idempotentes se des-
criben en una manera muy sencilla y por tanto se caractegifaoos los radicales
exactos izquierdos sobig, aunque la clase de los radicales idempotentes no se
sabe si es un conjunto o no. Por Gltimo mostramos los ejenguialonde? = Z,»

y consideramos el idedl = p'Z,» coni = 1,...,n — 1y p primo y el ejemplo

en donde el anillaR es la localizacion del anill@ en el primop. En todos los
ejemplos de esta seccion es importante la estructura dédalaZ,,»-pr.






Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo se presenta un pequefio resumen delladqeerusaremos en
este trabajo, asi como la notacion y terminologia de & lcaremos uso.

1.1. Copos Yy retculas

Primero recordemos los siguientes conceptos y resultiogjales se pueden
extender a clases que no necesariamente son conjuntodetante a esta seccion
se puede consultar ebd], [17] y [19].

Definicion 1.1. Un orden parcial sobre un conjunto no vacP es una reladn
binaria “ <” enP, la cual para todar,y, z € P es:

1. Reflexivaz < z.
2. Antisingtrica: Siz <y y y < x, entonces = y.
3. Transitiva: Siz <y y y < z, entonces < z.

Definicion 1.2. Un conjunto parcialmente ordenado (copo) es una paféja<),
dondeP es un conjunto no véay “ <” es un orden parcial err.

Observacbn 1.3. La expresbny > z significaz < y.Siz < y(y > x)yz # vy,
usaremos la expre@n z < y (y > x).

En algunas ocasiones cuando el orden parcial sea claro esaremos para
referirnos al copdP, <).

Definicion 1.4. Sea( P, <) un conjunto parcialmente ordenada@)yC P. Decimos
quep € ) es:

1. un elemento menor dg, sip < x para todoz € Q.

2. un elemento mimo deQ, si no exister € Q) tal quex < p.

3. un elemento mayor d@, siz < p para todox € Q.

4. un elemento BXimo deQ), si no exister € () tal quep < .

Observacbn 1.5. Si un copaP tiene elemento menor o elemento magetps son
Unicos y se denotan respectivamente cOmg 1p.

Definicion 1.6. Sea(P, <) un copo yi) C P. Decimos que € P es:

1. una cota inferior de), sip < ¢ para todoq € Q. Si existe el elemento
mayor del conjunto de todas la cotas inferiores @elo llamaremos el
infimo de@ y lo denotaremos comf Q.

11



12 1. PRELIMINARES

2. una cota superior dé), siq < p para todoq € (. Si existe el elemento
menor del conjunto de todas la cotas superioregdjdo llamaremos el
supremo de&) y lo denotaremos comy Q.

Definicion 1.7. Sean(P, <) y (P’, <) copos. Una fund@n f : P — P/,

1. es un morfismo de copos si preserva el orden. Es degirsp’, entonces
f(p) < f(p') paratodop,p’ € P.

2. es un isomorfismo de copos si es una fondiiyectiva tal que para todo
p,p’ € P,p <p'siysolosif(p) < f(p').

En este trabajo estaremos trabajando con estructuras eodela siguiente
definicion.
Definicion 1.8. Una refcula (completa) es un copB en el cual cada par de ele-

mentos (subconjunto) tiene supremmfimo. Una reicula se denota usualmente
como(P, <,V,A).

Definicion 1.9. Sean(P, <,V,A) y (P’, X, V, A) reficulas. Una fundn f : P —
P,
1. es un morfismo de feulas sif(a VvV b) = f(a)V f(b)y fla ANb) =
f(a) A f(b) paratodoa,b € P.

2. es un isomorfismo de fetilas si es un morfismo de t&tlas biyectivo.

En el siguiente capitulo detallaremos un resultado el cudivo este trabajo.
La siguiente proposicion la usaremos en la prueba de tzltaes.

Proposicion 1.10. ( [19], Proposicion 1.1 Bi P y P’ son retculas completas y
f : P — P’ esunisomorfismo de copos, entoné&s un isomorfismo de fetilas
completas.

La siguiente seccion la dedicaremos a las conexiones desGpbr o que los
siguientes resultados estan relacionados con dicho tema.

Definicion 1.11. ([6], Definicion 2)Una funcbn f : P — P, donde(P, <) es un
copo se llama operador cerradura (interior) si cumple lowsente:

1. f es un morfismo de copos,
2. f esidempotente, es deciit f(p)) = f(p) paratodap € Py
3. fesinflatoria (deflatoria), es deciy, < f(p) (f(p) < p) paratodap € P.

Definicion 1.12. ( [6], Definicion 2 ) Un subconjunto@ de un copo(P, <) es
un sistema de cerrados (abiertos) (B <) si para cadap € P existe el menor

(mayor) elementg € @ tal quep < ¢ (p > q). Llamaremos & la cerradura (el
interior) dep.
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Obsérvese que dado un sistema de cerrados (abiertas)inéace natural-
mente un operador cerradura (interior) e inversamente dadperador cerradura
(interior) su imagen es un sistema de cerrados (abiertos).

Definicion 1.13. Seaf : P — P un operador cerradura (interior). Llamaremos
elementos cerrados (abiertos) #ea los elementos de Ifn

Notemos que dadg : P — P un operador cerradura (interior), los elementos
cerrados (abiertos) dB son los puntos fijos del operador cerradura, es decir, los
elementog € P tal quef(p) = p.

El siguiente resultado es una caracterizacion de logsistele cerrados cuan-
do se tiene una reticula completa.

Proposicion 1.14. ( [6], Proposicion 1 Sean(P, <,V, A) una refcula completa
y Q C P. Entonces son equivalentes:

a) (Q es un sistema de cerrados (abiertos)ide

b) @ es cerrado bajdnfimos (supremos) arbitrarios.

1.2. Conexiones de Galois

En esta seccion presentamos la teoria necesaria parsadst® en cuanto a
las conexiones de Galois entre conjuntos parcialmentenadids (copos). A gran-
des rasgos una conexion de Galois conecta dos copos de umegianmaas débil
gque un isomorfismo. Para tener una idea de este conceptojesums el Teorema
fundamental de la Teoria de Galois, el cual establece unmespmndencia biunivo-
ca entre las extensiones intermedias y los subgrupos deb gie: Galois de una
extension de campos que es Galois, dicho Teorema es unlejerap especial de
las conexiones de Galois. Lo referente a esta seccion se poasultar erng].

Es importante sefalar que los siguientes resultados slepuwxtender a pre-
ordenes y clases que no necesariamente son conjuntos.

Definicion 1.15. ([6], Definicion 1 )Sean(P, <) y (Q, <) copos. Una conefn de
Galois entre los copo® y () consiste de dos funciongs: P —- Qyg: Q — P
tales que paratoda € Py q € Q se cumple que:

p<g(qg) = flp) 2q
Se denota com{P, f, g, Q) ala conexdn de Galois' entre los copo® y Q.
A las funcionesf y g se les llama la parte coadjunta y adjunta(é&ef, g, Q)
respectivamente.

En adelante cuando hablemos de conexiones de Galois noenessarefirien-
do a una como la de la Definicion 1.15.

La siguiente proposicion contiene algunas propiedadesndeconexion de
Galois:

Is /'y g son funciones tales que paratagd& Py q € Q se cumple que < g(q) & ¢ =<
f(p), entonces diremos qué, f, g, Q) es una conexion de Galois antitoda][
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Proposicion 1.16. ([6], Proposicion 2 Sean(P, <) y (Q, <) copos Y(P, f, g, Q)
una conexdn de Galois. Entonces
a) Las funciones y g preservan el orden.
b) Las funcioneg y g son casi-inversas, es decitpgof = f y gofog = g.
¢) Lafuncbn f preserva supremos y la fuidei g preservainfimos.
d) Seap € P. Entonceggo f)(p) =psiy Dlosip € g(Q).
e) Seag € Q. Entonceg f o g)(q) = g siy Dlosiq € f(P).

En el siguiente capitulo probamos uno de los resultadoxipdles de este
trabajo usando una definicion equivalente de conexionaleientre dos copos.

Proposicion 1.17. ([6], Proposicion 4Sean(P, <) y (Q, <) copos yf : P — @,

g : @ — P funciones. Entonces las siguientes condiciones son dquotes:

a) (P, f,g,Q) es una conekin de Galois.
b) Las funcionesf y g preservan el ordeng o f es inflatoria yf o g es
deflatoria.

Como consecuencia de la la Proposicion 1.16 b), d), e) ydpd3icion 1.17,
se tiene el siguiente resultado.

Corolario 1.18. Sean(P, <) y (@, <) copos (P, f, g, @) una conexdn de Galois.

Entoncegy o f es un operador cerradura eR y f o g es un operador interior en

Q. Adends(g o f)(P) = g(Q) Y (f 0 9)(Q) = f(P).

El Corolario 1.18 nos dice que los elementos cerradaB den los elementos
p € g(Q). Dualmente los elementos abiertos@eon los elementog € f(P).

Una consecuencia inmediata de las conexiones de Galoisespacto a los
elementos menor y mayor de las reticulas en cuestion,ggelaigue.

Lema 1.19. Sean(P, <) y (@, <) reticulas completas yP, f, g, Q) una conexdn
de Galois. Entonces

a) f(0p) = 0q, es decir0g es un abierto de).

b) g(1g) = 1p, es decirl p es un cerrado dé’.

DEMOSTRACION. Por ser(P, f, g,Q) una conexion de Galois, se tiene gtie g
es deflatoria, por lo quef o g)(0g) =< 0g y entonces f o g)(0g) = 0¢g. También
g(0g) > 0p, por lo que

0 = (f°29)(0q) = f(0p) = 0q.
Por lo tantof (0p) = 0g. Dualmente se prueba qyélg) = 1p 2 0
Proposicion 1.20. ( [6], Proposicion 3 Sea(P, f, g, Q) una conexdn de Galois.

Entonces hay un isomorfismo de copos ept®@) y f(P). Es decir, hay un iso-
morfismo de copos entre los cerradosidg los abiertos de&).

2L a demostracion también se sigue de las siguientes igdesf (0p) = f(V0) = VO =0g y
9(1g) = g(AND) = AD=1p
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DEMOSTRACION. Seanf : ¢(Q) — f(P)y g : f(P) — ¢(Q) las funcio-
nes restriccion-correstriccion dey g respectivamente. Entoncgsy g preservan
orden, puesto que las funciongsy g preservan orden. Asi las funciongsy g

son morfismos de copos. Ahora bien ge& ¢(@), entonces por el Corolario

1.18,(g o f)(p) = p. Luego,(g o f)(p) = g(f(p)) = 9(f(p)) = p, de donde
go f = 1y¢)- Analogamentef o g = 14(py. Por lo tanto concluimos qugQ) y

f(P) son copos isomorfos. O
En lo que sigue, usaremos la siguiente notacion.

Observacibn 1.21. Cuando la conexin de Galois entre los copd3y @ sea clara,
usaremos f, g) en lugar de(P, f, g, Q).

1.3. Funtores y transformaciones naturales

A continuacibn presentamos algunos conceptos y resslta@gicos sobre fun-
tores y transformaciones naturales, sobre los cualegpxtartrabajando a lo largo
de este trabajo.

Damos por conocida la definiciobn de categoria, funtor yetari basica de
modulos.

La siguiente definicion es motivada por el hecho de quemeatar dos funto-
res.

Definicion 1.22. ( [1], Definicibn 6.1 )Sean F,G : A — B funtores. Una
transformacbn natural7 : FF — G es una fundin que asigna a cada objeto
A € Aun morfismors : F(A) — G(A) en B, de tal manera que se satisface
la siguiente condidn de naturalidad: para cada morfismp: A — A’ en A el
siguiente diagrama conmuta:

En este trabajo usaremos los siguientes funtores.

Ejemplo 1.23. Sea.4 una categdia. Entonces para cada objetd € A,
Homy(A,_ ) : A — Set es un funtor definido como:
1. Para cada objetaB € A, Homu(A,_ )(B) := Homu(A4, B).
2. Para un morfismof : B — C en A, Homy(A,_ )(f) := Homyu(A, f),
donde Hom (A, f) : Homy(A4, B) — Homy(A,C), tal que parag :
A — BenA,Homy(A, f)(g) = fog.
A dicho funtor se le llama funtor Hom covariante.

Ejemplo 1.24. Sea A una categdia. Entonces para cada objetd € A,
Homy(—, A) : A — Set es un funtor definido como:
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1. Para cada objetaB € A, Homy(_, A)(B) := Homu(B, A).

2. Para un morfismof : B — C en A, Homy(_, A)(f) := Homyu(f, A),
donde Hom(f, A) : Homy(C,A) — Homy(B, A), tal que parag :
C — AenA, Homy(f, A)(g) =go f.

A dicho funtor se le llama funtor Hom contravariante.

Un ejemplo de transformacion natural es el que sigue.

Ejemplo 1.25. SeanA4, A’ € Ay~ : A — A’ un morfismo emd. Entoncesr, :
Homy(A’,— ) — Homy(A4,_ ) es una transformaodin natural, definida para cada
B € Acomo(ry)p : Homy(A’, B) — Homyu (A, B), donde(r,)g(h) = ho~,
para cadah € Homy(A', B).

Dualmenter., : Homy(_, A) — Homyu(_, A’) es una transformadn natural,
definida para cadaB € A como(o,)p : Homy(B, A) — Homy(B, A’), donde
(04)B(h) =7 o h, para cadah € Homu (B, A).

Notacion.

1. Dado un funtor¥', denotaremos pdrr a la transformacion natural identi-
dad deF en si mismo.
2. Denotaremos pdr4 al funtor identidad sobre la categoria

Definicion 1.26. ([1], Definicion 6.5)Sean F', G : A — B funtores. Una transfor-
macbn naturalr : F' — G se llama isomorfismo natural siy es un isomorfismo
para cada objetad € A. En este caso se dice ey G son isomorfos natural-
mente y se denota confo= G.

Ejemplo 1.27. La transformaddn naturald : 1z-moq — Hom(R,_ ) definida para
cadaM € R-Mod comody, : M — Hom(R, M), donde(dps)(x) := 6, : R —
M tal queé,(r) = rz paracadar € M yr € R, es un isomorfismo natural.

Las siguientes definiciones muestran dos maneras de conaooer dos trans-
formaciones naturales. Una de ellas es usar la compogisigal entre funtores y
la otra es un poco mas elaborada como veremos enseguida.

Definicion 1.28. ([14], Definicion 13.3)SeanF,G,H : A — B funtores y
T: F — G,o : G — H transformaciones naturales. Se define la composi-
cibno o7 : F — H para cada objetad € Acomo(ocoT)s : F(A) — H(A),
donde(o o T)4 := 04 0 TA.

Definicion 1.29. ([14], Definicion 13.10)SeanF,G : A — B, H, K : B —
C funtoresyr : F — G, o : H — K transformaciones naturales. Se define
el producto estrellas x 7 : H o FF — K o (G para cada objetoA € A como
(ox7)a: HF(A) — KG(A), donde(o*7) 4 := K(Ta)o0p(a) = 0g(a)oH (Ta).
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Observacbn 1.30. En algunas ocasiones a la transform@einatural identidad
1 sobre el funtorF, la denotaremos combB. En ese caso, para cada € A:

(0 * F)a = opa)

y para cadaB € B:
(F*O’)B = F(O’B).

1.3.1. Equivalencias y adjunciones

En este trabajo estudiaremos cierto tipo de reticulascUates se sabe que
son isomorfas cuando tenemos una situacion de equivalentie las categorias
involucradas en esas reticulas. Generalizaremos dishittado a una situacion de
adjuncion.

A continuacibn presentamos los resultados que necesibgreon respecto a
la situacion de equivalencia y adjuncion entre cat@gorPrimero recordemos la
siguiente definicion.

Definicion 1.31. ([14], Definicion 12.5 )SeaF : A — BB un funtor.
1. F es pleno, si la funéin inducida:

Fa 4 : Homg(A, A") — Homg(F A, F A"

es suprayectica para cada, A’ ¢ A.
2. F esfiel, sila fundn F4 4 es inyectiva para cada, A’ € A.
3. F es denso, si para cadg < B existeA € Atal queF(A) = B.

Para la demostracion del siguiente teorema se requiera drioma de elec-
cion fuerte (para clases).

Teorema 1.32.( [14], Teorema 14.11 Bi F' : A — B es un funtor, entonces las
siguientes condiciones son equivalentes:

a) F' es un funtor pleno, fiel y denso.

b) Existe un funtoiG : B — A, tal queGF Z 14y FG = 1.

c) Existe un funtoiG : B — A e isomorfismos naturales: FG — 1zy
n:ly — GFtalesqueF xn = (ex F)"'yGxe = (nxG)~L.

Definicion 1.33. Un funtor F' : A — B es una equivalencia si satisface alguno
de los incisos del Teorema 1.32. En este caso se dice quet&gpdas Ay 5 son
equivalentes.

El Teorema 1.32, nos permite tener varios puntos de viseap@ equivalen-
cia.

Definicion 1.34. SeanR y S dos anillos. Se dice quR y S son anillos Morita-
equivalentes si las catedas R-Mod y .S-Mod son equivalentes.

La situacion de adjuncion entre dos categorias se das@stide funtores que
cumplen cierta condicion que generaliza la situacionglévalencia.
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Teorema 1.35.( [14], Teorema 27.9 peanF’ : A — By G : B — A funtores.
Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

a) Existen transformaciones naturales: FG — 1gyn: 14 — GF (no
necesariamente isomorfismos naturales) tales(queF’) o (F'xn) = 1p
y(Gxe)o(n*xG) =1g.

b) Para cada par de objetosA € Ay B € B existe una biyecon
vap : Homp(FA,B) — Homu(A,GB) la cual es natural end y
B.

Definicion 1.36. Una adjuncon es una parejdF, G) de funtoresF’ : A — By
G : B — A que satisfacen alguno de los incisos del Teorema 1.35. Ercasb se
dice queF : A — B es un funtor adjunto izquierdo d& : 5 — A y que hay una
situacbn de adjundn entre la categda A y la categora B.

Obsérvese como la definicion de funtor adjunto es un paz®ganeral que la
condicion c) del Teorema 1.32.

En [2] la definicion de funtor adjunto para categorias de méslek presentada
como en el inciso b) del Teorema 1.35.

En lo que sigue presentaremos algunas propiedades de tossfaiadjuntos.
Recordemos las siguientes definiciones.

Definicion 1.37.([14], Definicion 6.2 )Un morfismof : A — B en una categda
A, es un monomorfismo e# si para cada par de morfismds: C — Ay k :
C — AenAque cumplen qug o h = f o k, se tiene qué = k. Es decir, sif es
cancelable por la izquierda con respecto a la comp@sian.A.

Definicion 1.38. ([14], Definicion 6.9 )Un morfismof : A — B en una categda
A, es un epimorfismo e# si para cada par de morfismaés: B —+ Cyk: B — C
en.A que cumplen quio f = ko f, se tiene qué = k. Es decir, sif es cancelable
por la derecha con respecto a la compoéitien.A.

Proposicion 1.39. Seaf : A — B un morfismo en una categar.A. Entonces las
siguientes condiciones son equivalentes:

a) f es un epimorfismo (monomorfismo).
b) Para todoC € A el funtor contravariante (covariante)

Homyu(f,C) : Homu(B,C) — Homy (A, C)

(Homy(C, f) : Homu4(C, A) — Homu(C, B))
es una fundn inyectiva.

Proposicion 1.40. SeaF : A — B un funtor adjunto izquierdo d& : B — A.
EntoncesF preserva epimorfismos@ preserva monomorfismos.
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DEMOSTRACION. Seaf : A — A’ un epimorfismo end. Por la Proposicion
1.39, para probar qué'f : FA — FA’ es un epimorfismo basta probar que
Homg(F f, B) : Homg(FA', B) — Homg(F A, B) es inyectiva para tod® <

B. Puesto qué es adjunto izquierdo dé€, por la Proposicion 1.35 existen los
isomorfismospa g Y ¢4/, Y Se tiene el siguiente diagrama conmutativo:

Homs(F A, B) 2% Hom(A', GB)
Hom(Ff,B)l O lHom(f,GB)
Homg(F A, B) NS Hom, (A4, GB)

Por la Proposicion 1.39, Hafyi, GB) es inyectiva y del diagrama anterior se con-
cluye que HoniF f, B) es inyectiva.
Analogamente se prueba ggepreserva monomorfismos. O

Proposicion 1.41. ( [14], Teorema 27.7 SeaF : A — B un funtor adjunto
izquierdo de& : B — A. EntoncedF preserva cdmites yG preserva imites.

Obseérvese que la Proposicion 1.40 es un caso particulaRteposicion 1.41,
ya que todo monomorfismo se puede ver como parte de un prdiluetdo y todo
epimorfismo como parte de un coproducto fibrado. Ver la $ac2l’ del Capitulo
VI de [14]

Presentamos la demostracion de las siguientes prop&daédienen los fun-
toresF'y G cuando son adjuntos, que son mas especificas que las dptsRion
1.41, porque es la situacibn que nos interesa en estedrabaj

Proposicion 1.42. SeaF : A — B un funtor adjunto izquierdo d& : B — A.
EntoncesF preserva coproductos & preserva productos.

DEMOSTRACION.  Sea {A;}ic; una familia arbitraria de objetos edl y
{tj + Aj = @, Ai}jer un coproducto para dicha familia.

Veamos que{F'(v;) : F(Aj) — F(@,c; Ai)}jer €s un coproducto efi para
la familia { F(A;)}icr. SeaB € B, basta probar que la funcion canbnica indu-
cida por dicha familia Hom(F (D, A:), B) — [[;,e; Homs(F(A4;), B) es una
biyeccion. Puesto quE es un adjunto izquierdo d&, por el Teorema 1.35 existe
la biyeccionegy, , 4,5 : HOM(F(B;c; Ai), B) — Homa(B,c; Ai, G(B)).

En virtud de que,.;A; es un coproducto tenemos la biyeccion
¢ Homy (P, Ai, G(B)) — [1;c; Homy(A;, G(B)). Existe la biyeccion :
[[;cr Hom(A;, G(B)) — [[;c; Hom(F'(A;), B) como consecuencia del Teorema
1.35. Por lo tanto de la composici@no ¢’ o OP, ., Ai,B S€ concluye el resultado.
Analogamente se prueba gGepreserva productos. O
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1.4. Prerradicales

En esta seccion presentamos un breve resumen referentdasddR-pr de
todos los prerradicales sobre el anifibo Veremos queR-pr es una gran reticula
completa, asi como otras propiedades que necesitaremesteitrabajo, donde
nuestro principal objetivo es estudiar si hay alguna réla@ntre estas reticulas
cuando consideramos dos anillos diferentes. Lo refereptaaseccion se puede
consultar eng].

En adelante, cuando hablemos de anillos nos estaremosnédfira anillos aso-
ciativos con 1y consideraremos modulos izquierdos, pesadsultados también
son validos para modulos derechos.

Definicion 1.43. ( [8], Definicion 1 )Un prerradical o sobre el anilloR es una
asignacbn o : R-Mod — R-Mod que cumple las siguientes condiciones:

1. ParatodoM € R-Mod,o (M) < M.

2. Para todo homomorfismg : M — N enR-Mod, f(o(M)) < o(N).

Notemos que un prerradical induce un funtor en la categorid-Mod, de
hecho, es un subfuntor del funtor identidad.

Ejemplo 1.44. SearC C R-ModyM € R-Mod. La Trazay el Rechazo, denotados
respectivamente comior¢(_) y Reje(_) son prerradicales. La Traza y el Rechazo
respecto & se definen para cad®/ € R-Mod de la manera siguiente:

Tre(M) = > {f(C) | f € Hom(C, M),C € C}

Reje(M) :=({kerg | g € Hom(M,C),C € C}
El siguiente ejemplo es un caso particular del anterior.

Ejemplo 1.45. SearS la clase de logz-mbdulos simples W/ € R-Mod. El Zoclo
y el Radical de Jacobson, denotados respectivamente coafo )SpRad_ ) son
prerradicales. El Zoclo y el Radical de Jacobson se definea pada)M € R-Mod
de la manera siguiente:

SoqM) =Trs(M) =Y {N <M | N essimpl¢

Rad M) = Rejs(M) = {K < M | K es un subibdulo maximc}

Observacibn 1.46. SeaR-simp un conjunto completo e irredundande de represen-
tantes de clases de isomorfismosRienddulos simples. Notemos que para todo

Se denota com®-pr a la clase de todos los prerradicales sobre el aRillo

Las siguientes propiedades de los prerradicales con tespkcsuma directa y
el producto directo se pueden ver éd][y las usaremos en los siguientes capitulos.
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Proposicion 1.47. ([11], Proposicion 2.2 earns € R-pry {M,}acr € R-Mod.
Entonces

1.0 (@Ma> =P o)

acl ael
2.0 <H Ma> < [[ (M)
acl ael

O
Enlo que sigue veremos que la cldggr tiene estructura de reticula completa.

Definicion 1.48. Seano, 7 € R-pr. Se dice que < 7 Sio(M) < 7(M) para
todoM € R-Mod.

Es claro que< es un orden parcial sobre la claBepr. Por lo tanto{ R-pr, <)
es una clase parcialmente ordenada.

Proposicion 1.49. Seano, 7 € R-pr. Entonces existen @ifimo y el supremo de
y T en R-pr, denotados respectivamente comor y oV 7. Los cuales se describen
para cadaM € R-Mod como:
1. (o AT)(M) :=0c(M)NT(M).
2. (oVT)(M) :=0(M)+7(M).
O
Como consecuencia de la Definicion 1.48 y de la Propositida, tenemos
que(R-pr,=<,V,A) es una gran reticula.
Se pueden describir el infimo y supremo arbitrariosRepr para cualquier
subclase dé?-pr como veremos en seguida.

Proposicion 1.50. Sea{o;};cc € R-pr, dondeC es una clase. Entonces existen

el infimo y el supremo arbitarios, denotados respectivamamﬂaoq\ oy \/ Oi-
. i€C ieC
Los cuales se describen para catlh € R-Mod como:

L N\ oi(M) :=()oi(M).

ieC 1eC
2. \/ oi(M) = oi(M).
ieC ieC

La clase de submodulos de un modulh digamos{c;(M) | i € C}, es un
conjunto. Por lo que podemos considerar un conjunto deésdlital que{c; (M) |
ieCt={o;(M)|iel}. Asique

()oi(M) = () ou(M)

ieC el

y
D oi(M)=> " oy(M).
ieC el

3El termino gran es porquB-pr es una clase que no necesariamente es un conjunto.



22 1. PRELIMINARES

Concluimos entonces quek-pr, <,V,A) es una gran reticula completa. El
elemento menor y mayor eR-pr son respectivamente el funtor cero y el funtor
identidad enk-Mod, los cuales denotaremos respectivamente dogn1 .

Seaf : A — B un homomorfismo y sean los submoduls< Ay B’ < B.
Entonces usaremos la siguientes notacion:

<f(B/) denotara la imagen inversa 8ébajo f
?(A’) denotara la imagen directa dé bajo f

(1)

La siguiente definicion muestra dos tipos de prerradicesdgeciales.

Definicion 1.51. SeanM, N € R-Mod, tal queN < M. Definimos los siguientes
prerradicales para todd< € R-Mod:

1 ol (K) = Y {f(N) | f: M — K}
2. Wi (K) == {T(N) | g: K — M}.
A estos prerradicales se les llama prerradicales alfa y camegpectivamente.
La definicion anterior también la podemos encontrardépé¢ro con una nota-
cion distinta.
Observacbn 1.52. Notemos que §iM } = C C R-Mod, entonces
anr (L) =Tre(L) = Tru (L)

wil (L) = Reje(_) = Rejnr(_)

SiC C R-Mod, entoncedre(_) = \/ aify Reje(L) = N wp”.
Mec Mec

Definicion 1.53. ([12] ) SeanM € R-Mod y N < M. Se dice queV es un
subnddulo totalmente invariante d&/ si para cadaf € Homg(M, M) se tiene
quef(N) < N.

Observacibn 1.54. Notemos que sV es un subrmdulo totalmente invariante de
M, entoncesyd (M) = Nyw¥ (M) =N

La siguiente proposicion da una caracterizacion de lbsnédulo totalmente
invariantes en términos de prerradicales.

Proposicion 1.55. SeanM € R-Mod y N < M. EntoncesN es un subiddulo
totalmente invariante dé/ siy 9lo si existes € R-prtal quec(M) = N.

Proposicion 1.56. ( [8], Proposicion 5 )Seanoc € R-pr, M € R-Mod y N un

subnbdulo totalmente invariante d&/. Entoncesr (M) = N siy lo sia <

ajw%.
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Observacibn 1.57. De la proposicbn 1.56, notamos que & es un subrddulo
totalmente invariante dé/, entoncesvy y wl! son respectivamente el menor y
mayor prerradical que asignan &/ el subnddulo V.

Notemos ques(M) es un submodulo totalmente invariante depara todo
o € R-pry M € R-Mod. El siguiente resultado muestra la importancia de los
prerradicales alfa y omega pues dice que cada prerradidglm@rse puede escribir
en terminos de dichos prerradicales.

Teorema 1.58.([10], Seccion 1.1 Beas € R-pr. Entonces
o =\/{edis | M € R-Mod} = A\{w}}, | M € R-Mod}

La siguiente proposicion no es dificil de verificar usama® definiciones de
los prerradicales alfa y omega.

Proposicion 1.59. ( [10], Proposicion 1.2 Sean{M;};cr, {N;}icr € R-Mod.
Entonces:
1. SiM = @Mi, N = @Ni y N es un subtbdulo totalmente invariante

iel iel
de M, se tiene qué\/ a]]\\/,[: = ol
iel
2.SiM = HMZ-, N = HNi y N es un subtbdulo totalmente invariante
icl icl
de M, se tiene qug/\ w% =wh.
icl

Los prerradicales alfa y omega también aparecen en latedracion de los
atomos y coatomos de la reticukapr.

Teorema 1.60.( [8], Teorema 7 )Seac € R-pr. EntoncesR-pr es una (gran)
reticula abmica y coabmica. Donde el conjunto dgomos es

{oET | T € R-Simp (ET es la@psula inyectiva de T)
y el conjunto de catomos es

{wP | I ideal maximo deR}.

1.4.1. Prerradicales idempotentes y radicales

En este trabajo daremos algunos resultados que involudcenpaerradicales
idempotentes y a los radicales. Esta clase de prerradisaldsfinen con base en
las siguientes operaciones binariasfepr.

Definicion 1.61. ([8], Definicion 2 )Searo, 7 € R-pr. Se define el producio- ,
como
(c-1)(M)=(o7)(M)=0(r(M)), para cadalM € R-Mod.

Es decir, el producto de prerradicales es la composicidorteres.
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Definicion 1.62. ( [8], Definicion 2 )Seano, 7 € R-pr. Se define el coproducto
(o : 7) para cadaM € R-mod, como el subaaulo (¢ : 7)(M) de M < tal que
(0 :7)(M)/o(M) = 7(M/o(M)).

Para tener mas clara la definicién del coproducto, coresides la siguiente
sucecion exacta corta, donde: o(M) — Myp : M — M/o(M) son la
inclusion y la proyeccibn canbénica respectivamente:

0—=o(M)—s M —L~ M/o(M) —=0

Entonceso : 7)(M) = *p (1(M/a(M)))
El producto y el coproducto de prerradicales preservamoy@d®n asociativos.
Ademas para, T € R-pr tenemos las siguientes desigualdades

(2) oT RoANTRo,T30VT=3(0:7)
Se tienen ciertas propiedades para estas operaciones.

Teorema 1.63.( [8], Teorema 8 Seano, 7,1 € R-pr, {o;}icr € R-pry M € R-
Mod. Se tienen las siguientes propiedades

1. (Ley Modular ) S < 7, entonces V (T An) =7 A (o Vn)

2 (/\ ai> 7= N\(ow)

i€l el

o IS w
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Definicion 1.64.([19], Pagina 136 Beas € R-pr. Se dice que es un prerradical
idempotente si es idempotente con respecto al product®aessico = o.

Definicion 1.65. ([19], Pagina 136 Beac € R-pr. Se dice que es radical si es
idempotente con respecto al coproducto, es decig Sio) = o.

Observacbn 1.66. Notemos que € R-pr es radical siy élo si para todoM €
R-Mod se tiene que (M /o(M)) = 0. Puesto que si es radical, entonces
o(M/o(M)) = (o :0)(M)/o(M) = o(M)/o(M) = 0.

En el Teorema 1.63, cuandaes radical se da la igualdad de la parte 6 y cuando
o es idempotente se da la igualdad de 7.
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Ejemplo 1.67. SeaM € R-Mod. Entoncesy 1 €s un prerradical idempotente y
M es un radical.

En adelante, denotaremos a la clase de los prerradicalepdadentes como
R-idemy a la clase de los radicales coeaad.
Por los incisos 3y 5 de la Proposicion 1.63 se tiene el sijg@igesultado:

Proposicion 1.68. Sea{o; }ic; C R-pr. Entonces
1. Si{o;}ier C R-idem entonces\/ o; € R-idem
iel
2. Si{o;}ic; C R-rad entonceg/\ o; € R-rad
iel
De la Observacion 1.52, Ejemplo 1.67 y la Proposicionrémtse tiene que si
C C R-Mod, entonces\/ oy = Tre(_) € R-idemy /\ wy’ = Reje(_) € R-

MecC Mec
rad. Mas alin, el siguiente resultado muestra como son érsagicales idempo-

tentes y radicales.

Proposicion 1.69. Seas € R-pr. Entonces
1. 0 € R-idemsiy 6losioc = \/{a} | (M) = M, M € R-Mod}.
2.0 € R-radsiy 9losioc = /\{wof | o(M)=0,M € R-Mod}

De lo anterior tenemos el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.70. Notemos que del Ejemplo 1.45 y de la Obseradi.52 el Zoclo
es un prerradical idempotente y el Radical de Jacobson egamgglical radical,

puestoque S¢c) = \/ oZyRad )= A\ of.

SeR-simp SeR-simp
Adends paraS C R-simp, se puede definir el zoclo relativo y el radical de
Jacobson relativo respectivamente comoggog = \/ agyRads(_) = A of.
Ses Ses

El zoclo relativo es un prerradical idempotente y el radidal Jacobson relativo
es radical.

Dadoo € R-pr, se definen las siguientes claseddmodulos.
T, ={M € R-Mod | o(M)= M}

F, ={M € R-Mod | o(M) =0}

La claseT, es una clase de pretorsion, es decir, es una clage-médulos
gue es cerrada bajo epimorfismos y sumas directas. DualtaeritseF, es una
clase pre-libre de torsion, es decir, es una clasB-teddulos que es cerrada bajo
monomorfsmos y productos directos.

Dadoso, T € R-pr. Sic < 7, entoncesl, C T,y F, D F,. Puesto que si
M € T,, setiene qué// = o(M) < 7(M). Dualmente siV/ € F,, se tiene que
0=7(M)>o(M), dedonder (M) = 0.
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Los siguientes conceptos se pueden encontrat@ngaginas 137 y 157. En
adelante, denotaremos a la clase de todos los ordinales @&®n®&ara un prerra-
dical, se puede definir sus potencias.

Definicion 1.71. Seanc € R-pry A € OR. El prerradical * se define recursi-
vamente come® = 1g,0! = 0,02 = 00, -- , 0™ = oo?. Siv es un ordinal
limite,0” := A{o? | A € OR, )\ < 7}

Notemos que parg, A € OR tales que\ < v, se tiene que” < o*. Por lo
que se puede considerar el prerradiga= A{c* | A\ € OR}, el cual resulta el
mayor prerradical idempotente menor o igual gue

Proposicion 1.72. Seans € R-prys = A{oc* | A € OR} € R-pr. Entonces se
cumple:

1.0 <o.
2. 0 € R-idem.
3. SiT € R-idem,r < o, entonces < o.

Dualmente, se pueden definir las copotencias de un preastadic

Definicion 1.73. Seano € R-pry A € OR. El prerradical o, se define recursi-
vamente comoy = Or,01 = 0,09 = (0 : 0),--+ ,00+1 = (o) : 0). Siyesun
ordinal limite,o, := \/{on | A € OR, XA < ~v}.

Observemos que para A € OR tal quex < +, en este caso se tiene que
o, = 0. Asi que podemos considerar el prerradigal= \/{o) | A € OR}, el
cual resulta el menor radical mayor o igual gue

Proposicion 1.74. Seano € R-prya := \/{o) | A € OR} € R-pr. Entonces se
cumple:

1.70*>o0.

2.7 € R-rad.

3. SiT € R-rad, T = o, entonces = G.

Observacbn 1.75. Sio € R-idem, entonces) € R-idem, para toda\ € OR.
Por lo que sic € R-idem, entonces € R-idem, es decirg es un prerradical
radical idempotente.

Dualmente, s € R-rad, entonces* € R-rad, para toda\ € OR. Por lo
que sioc € R-rad, entonces € R-rad, es decirg es un radical idempotente

Proposicion 1.76. Seac € R-pr. EntoncesT, = T; yF, = F5.

En lo que sigue presentaremos algunas clases de preresd@atérminos de
los prerradicales alfa y omega que estaremos usarandorgdode este trabajo.

Notemos que para € R-pr, o(R) es un ideal (bilateral) d&. Por la Pro-
posicion 1.55, si es unR-submoédulo, entonces es un submodulo totalmente
invariante deR, siy solo si,/ es un ideal (bilateral).

Proposicion 1.77. Seas € R-pr. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
1. o preserva epimorfismos.
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2. ParatodoM € R-Mod,o (M) = o(R)M.
3. 0 = aff conI unideal deR.

Podemos observar que los prerradicates a? de la Proposicion 1.77 son
Radicales, puesto quepreserva epimorfismos.

Definicion 1.78. Un ¢-radical es un prerradical que cumple alguna de las afirma-
ciones de la Proposibn 1.77.

Definicion 1.79. Un prerradical es exacto izquierdo si como funtor es exazio i
quierdo.

Proposicion 1.80. Seas € R-pr. Entonces las siguientes afirmaciones son equi-
valentes:

1. o es exacto izquierdo.

2. ParatodoM € R-ModyN < M,o(N)=NnNo(M).

3. o es idempotente ¥, es cerrada bajo monomorfismos.

Definicion 1.81. ( [9], Definicion 3.1 )Seac € R-pr. Se definen los siguientes
prerradicales:

1. e(o) = N{n € R-pr|noc =0}
a(o) = \/{n € R-pr | no = 0}
(o) =\{n € R-pr|(o:n) =0}
t(o) = N{n € R-pr|(o:n) =1}

A tales prerradicales se les llama el igualador, el anuladsrcoigualador y

totalizador deos respectivamente.

2.
3.
4.

Es facil ver quez(o)o = o,a(0)o = 0,(0 : ¢(0)) = oy (o : t(o)) = 1. Se
tiene también que(c) es un prerradical idempotentg,c) y c(o) son radicales y
t(o) es un prerradical exacto izquierdo.

El siguiente resultado muestra algunas propiedades pagdoradicales an-
teriores.

Teorema 1.82.([9], Teorema 3.1 peas € R-pr. Entonces se tienen las siguientes
propiedades:

a) o =e(o)

b) e(0) = o siy Dlo sio es prerradical idempotente.

c) e(o) = V{aZ3 | M € R-Mod}

d) a(o) = AN{wM | M € R-Mod}

e) o = c(o)

f) c(o) = o siy Dlo sio es un radical.

9) e(0) = Awy'/™™" | M € R-Mod)

h) t(o) = \V/{a | M € R-Mod,o(R)M = 0}

Lema 1.83. Seal un ideal deR. Entonces
1. t(al)(M)={xeM | Ixz=0}, paracadaM € R-Mod.
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2. off = a(t(f))

Lema 1.84. Seal un ideal deR. Entoncesg(af) = agﬁ.

1.4.2. Particiones dez-pr inducida por una clase de nodu-
los

Mas adelante ( Capitulo 4 ) estudiaremos ciertas pangsiale la reticul&-pr
inducidas por un ideal del anill®. Por lo que en esta seccion recordaremos una
particion deR-pr la cual usaremos en su momento. Los siguientes resslelo
pueden consultar ed()].

Definicion 1.85. SeaC una clase dekR-Mod yo, 7 € R-pr. Diremos quer ~¢ 7
sicM = 1M, para cadaM € C.

ParaC C R-Mod, ~¢ es una relacion de equivalencia Brpr. Denotaremos a
la clase de equivalencia dec R-pr respecto a-c como|7]c.

Definicion 1.86. Dadoso, 7 € R-pr, se puede definir el intervalo:

lo,7] :={y € R-prljo = v = 7}.

Proposicion 1.87. SeaC C R-Mod y7 € R-pr. Entonces

e = [\/ oy A\

MeC MeC




Capitulo 2

Conexiones entre reiiculas de prerradi-
cales

Como hemos mencionado antes, en este trabajo estudiaramaladion que
puede haber entre las reticulas de prerradicBlgs y S-pr cuando los anillof
y S estan conectados de alguna manera. Una motivacion asktdPeoposicion
1.9.2 de B] que también es la Proposicin2 que aparece er8], en donde se
demuestra que dichas reticulas son isomorfas cuandoilmsaRy S son Morita-
equivalentes, es decir, cuando las categoladod y S-Mod son equivalentes.
Con base en lo anterior abarcaremos el caso mas generalgee élay una si-
tuacion de adjuncion entre las categorfadlod y S-Mod y probaremos que en
este caso hay una conexibn de Galois entre las reticulpsed@dicales respec-
tivas. De hecho, este caso resulta ser aln mas generab puesel Teorema de
Watts-Eilenberg, verd] y [20], caracteriza a los pares adjuntos y en este trabajo
daremos varias maneras de como describir a la conexiorattesGnducida por
dicha adjuncion.

2.1. Las refculas R-pry S-pr cuando Ry S son Morita-
equivalentes

En esta seccibn detallaremos la prueba de la Proposiéiéh(b.2 de 3]) que
enuncian Bican, Jambor, Kepka y Némec4n[Dicha Proposicion, en este trabajo
la presentaremos como el Teorema 2.22, cuya demostrazidntandra de varios
resultados previos definiendo ciertas asignaciones entetitula de prerradicales
y una clase cuyos miembros son endofuntores y transformexinaturales. Por
lo que este camino para probar la Proposicion 1.9.2, es nio @istinto al que
aparece en las referencias mencionadas. Es importardataisgiie en4] se usa
una notacion muy distinta a la nuestra y solo aparece wredte la demostracion.

Primero definiremos la siguiente clase.

Definicion 2.1. SeaA una categoia. Consideremos las siguientes parejas 1),
donde:

a) H: A— Aesunfuntory
b) u: H— 14 esun monomorfismo natural.

Se define la clase PA) que consta de los miembro#, ).

Ahora veamos algunas caracteristicas de la clasé)Pr

29
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Lema 2.2. Sea(H, 1) € Pr(.A). EntoncesH preserva monomorfismos.

DEMOSTRACION. Seaf : A — A’ un morfismo en la categorid. Suponga-
mos quef es un monomorfismo y veamos qié&f) : H(A) — H(A’) es un
monomorfismo en la categori& Se tiene el siguiente diagrama conmutativo:

3) HA) 24

H(f)l ‘(f

HA)——= A

1t

De dondeyu g o H(f) = fouay pa o H(f) es un monomorfismo puesto que
f o pa es un monomorfismo. Por lo tanid( f) es un monomorfismo. g

En lo que sigue veremos que la claséPrtiene estructura de pre-orden.
Definicion 2.3. Sean(H, i), (K,v) € Pr(A). Diremos que H, 1) < (K,v) siy
sblo si para cadaA € A existe un trangulo conmutativo:

1 K(A)

Nt

A

(4) H(A)

En efecto,< es un pre-orden sobre la clas€.R).

Lema 2.4. Sean(H, ), (K,v) € Pr(A), tales que(H, ) < (K,v). Entonces
p: H — K tal que para cadad € A, py : H(A) — K(A) es como el del
Diagrama (4), es un monomorfismo natural.

DEMOSTRACION. Seaf : A — A’ un morfismo en la categorid. Entonces
veamos que el siguiente diagrama es conmutativo:

pa

(5) H(A) 4 K(A)
HU% lKU)
H(A) —= K(A')

pa’

Puesto quéH, 1) < (K, v) Yy v es una transformacion natural, tenemos el siguien-
te diagrama conmutativo:

K(f)

H(A) K(A) K(A)
\;:\\\\ lUA lvA,
A Al

de donde,
(6) varo K(f)opa= fopa.
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Comoy es una transformacion naturaly: o H(f) = f o ua. Parad’ € A, por el
preorden<, se tiene que. 4 = v 4 o p4s. Asi, la igualdad (6) queda como sigue:

varo K(f) o pa = par o H(f) = varo par o H(f),

de ahi, obtenemos qué(f)opa = par o H(f), ya quevs €s un monomorfismo.
Por lo tanto,p es una transformacion natural. Por Gltimo, cofigh 1) < (K, v),
para cadal € A, es claro que 4 es un monomorfismo. O

De aqui en adelante consideraremos una categbéiguivalente a la categoria
A. Por lo que existen los funtords: A - Xy G : X — Ay los isomorfismos
naturales; : 14 — GF y ¢ : FG — 1y, con los que estaremos trabajando en
esta seccion. Obsérvese que para cada A, podemos considerar el morfismo
ngl puesto quey es un isomorfismo natural.

Proposicion 2.5. Seant’ y A categofas equivalentes. Las siguientes asignaciones
eshn bien definidas y preservan orden:

a) ® : Pr(A) — Pr(X) tal que para cada(H, ) € Pr(A), ®(H,p) =
(FHG,e o FuQG).

b) U : Pr(X) — Pr(A) tal que para cada K,v) € Pr(X), V(K,v) =
(GKF,n~ ! o GuF).

DEMOSTRACION. a) Para ver que la asignaci@nesta bien definida, basta ver
que para cadX € X, (e o FuG)x : FHG(X) — X es un monomorfismo.
Lo cual es cierto, pues comoes un isomorfismo natural, se tiene gug es un
monomorfismo para cade € X'. TambiénF' (1 x)) €s un monomorfismo ya que
Ka(x) €S un monomorfismo y el funtdr preserva monomorfismos. Por lo tanto,
ex o F(pug(x)) €s un monomorfismo.

Ahora veamos que la asignaci@npreserva orden. Sedid, i), (H', i) €
Pr(A) tales qug H, 1) < (H', 1'). Entonces veamos qué H, ) < ¢(H',u'), es
decir, mostremos qUE'HG,co FuG) < (FH'G,e0 Fi/G). SeaX € X. Como
(H,p) < (H', '), paraG(X) € A existe el siguiente diagrama conmutativo:

PG(X)

H(G(X)) H'(G(X))
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Aplicando el funtorF' al diagrama anterior, obtenemos el siguiente diagrama con-
mutativo:

F(pa(x))

FH(G(X)) —— FH'(G(X))
lF “G(X)
F(uax)) F(G(X))

3

Del tltimo diagrama y de la Definicion 2.3, concluimos que?, 1) < ®(H', 1/).
Para el inciso b), la prueba es dual a la del inciso a). O

Definicion 2.6. Sean(H, p1), (H', i) € Pr(A). Diremos qu€ H, ) = (H', 1) si
y lo si para cadad € A existe un isomorfismey : H(A) — H'(A) tal que el
siguiente diagrama:

H(A) —2~ H'(A)

N lu%

A
es conmutativo.

Lema 2.7. Sean(H,p), (H',u') € Pr(A). Entonces,(H,u) < (H',u')y
(H', 1) < (H,p) siy Dlosi(H,pu) = (H', 1)

DEMOSTRACION. Si (H,u) = (H', '), entonces por la Definicion 2.6, es claro
que(H,p) < (H', i)y (H', i) < (H, ).

Ahora supongamos qued, ) < (H',p')y (H', 1) < (H,p) y probemos
que(H,p) = (H',u'). Sead € A. Ya que(H w) < (H', '), por la Definicion
2.3, existe el siguiente diagrama conmutativo:

PA

H(A) = H(4)
N lu%
A

de dondey/yopa = pa. Por el hecho queH’, i) < (H, i), del mismo modo que
lo anterior, también existe un morfismQ : H'(A) — H(A) tal quepy o p/y =
Wy Asi:
() f1A © Ply © pA = s © pa

= A = paolya
dondely ) : H(A) — H(A) es el morfismo identidad. Por seu un mono-
morfismo, de la ecuacion (7), tenemos gieo p4 = 15(4). Analogamente a lo
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anterior, obtenemos qug, o pa = 14, dondel g4y : H'(A) — H'(A) es el
morfismo identidad. Por lo tantoH, u) = (H', 1'). O

Lema 2.8. Sean(H, p), (H', ') € Pr(A), tales que(H, u) = (H', /). Entonces
O(H,pn) = ®(H', 1), es decir, la asignadin @ preserva isomorfismos. Dualmente
la asignacdn ¥ preserva isomorfismos.

DEMOSTRACION. Sean(H, u), (H', /) € Pr(A), tales que(H, u) = (H', i),
Entonces, por el Lema 2.7, tenemos qé& ) < (H',p')y (H', 1) < (H, ).
Por la Proposicion 2.5, la asignaci@npreserva orden, adi(H, ) < ®(H', i)
y®(H' 1) < ®(H, ) en PriY). El resultado se concluye del Lema 2.7, es decir,
O(H,p) = O(H', ).

La prueba de qu& preserva isomorfismos es dual a ladede O

Proposicion 2.9. SeanA y X categofas equivalentes . Entonces

1. Vod= 1pr(_A).

2.0V = 1pr(X).
Donde la partel, significa que para H,u) € Pr(A), V(®(H,n)) = (H,p).
Analogamente para la part2.

DEMOSTRACION. 1. Sea(H,u) € Pr(A). Veamos quel (®(H, 1)) = (H, p).
Por la Proposicion 2.5:

(8) VU (®(H,pn)) =V (FHG,e0FuG)=(GoFHGoF,n'oGuF),
dondev = ¢ o FuG. Entonces probaremos qU€ o FHG o F,n~! o GuF) =

(H,pn). SeaA € A, por la Definicion 2.6 veremos que existe un isomorfismo
¢a:H(A) = (Go FHG o F)(A) tal que el siguiente diagrama:

(9) H(A) =2+ (Go FHG o F)(A)
fin J{(nlonF)A
A

es conmutativo.
Tenemos el siguiente diagrama:

G(e -1
(10) GPGF(A) Y Gpay 4o 4
GF(NGF(A))T BGF(A) T THA
GF(HGF(A)) — H(GF(A)) — H(A)
MH(GF(A)) H(ny ™)

El cual es conmutativo por la naturalidad glepuesto qué&(ep(4)) = 77511%4), y
por seru una transformacion natural.

Puesto que 4 es un isomorfismo para todac Ay H preserva isomorfismos,
concluimos el resultado, es decir, en este 6gs0= 1 p(ay © H(13")-
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2. Laprueba de qué o ¥ = 1p,y es analoga a la anterior. O

Como ya mencionamas al principio, nos interesa ver la i@eentre las reticu-
las R-pr y S-pr cuando las categorias de moduid$/od y S-Mod son equivalen-
tes. Asi, en lo que sigue, trabajaremos con la categbeaR-Mod.

Definicion 2.10.Sea(H, 1) € Pr(R-Mod). Se define el prerradicat : R-Mod —
R-Mod tal que para cadd/ € R-Mod, o (M) :=Im (par)

Observacbn 2.11. Dado (H, i) € Pr(R-Mod), para cadalM < R-Mod, se tiene
el siguiente diagrama conmutativo:

(11) H(M) M M
Puesto que:y, es un monomorfisma{ (M) = o (M).

Por la Definicién 2.10, la siguiente asignacion esta bieimida.

Proposicion 2.12. Sea(H, 1) € Pr(R-Mod). La asignacdn 7 : Pr(R-Mod) —
R-pr definida comorg(H, 1) = op, preserva orden.

DEMOSTRACION. Sean(H, p), (H', ') € Pr(R-Mod), tales qué H, 1) < (H', i/')

y veamos query = oyr. SeaM € R-Mod, entonces se tiene un diagrama como
en (4), dondepys : H(M) — H'(M)y asi Imup = Im (1), 0 par) < 1M (pfy),
esdecirog(M) < og/(M). Porlo tantogy < op, de donde concluimos que la
asignacionri preserva orden. O

Lema 2.13. Sean(H, i), (H', ') € Pr(R-Mod). Entonces(H, u) = (H', i') si
y solo sicy = og.

DEMOSTRACION.  Sean (H, p),(H',i') € Pr(R-Mod). Supongamos que
(H,u) = (H', i) y veamos query = opr. SeaM € R-Mod, por la Definicion
2.6, existe un isomorfismg, : H(M) — H'(M) tal que el siguiente diagrama:

(12) H(M) =2 H'(M)

(
m lu?u

M

es conmutativo. De donde, Ipw, = Im (i, o sar) = Im 1y, puesto quex, es
isomorfismo. Por lo tante g (M) = og/(M), de donde concluimos quey =
O

Por otro lado, supongamos quag = og/. SeaM € R-Mod, por la Observa-
cion 2.11, tenemos qul (M) = oy (M) = oy/(M) = H'(M). De ahi, se tiene
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un isomorfismasy, : H(M) — H'(M) y por lo tanto un diagrama conmutativo
como (12). Por lo queH, 1) = (H', i'). O

El siguiente corolario, es inmediato de los Lemas 2.7 y 2.13.

Corolario 2.14. Sean((H, ), (H', /') € Pr(R-Mod)). Las siguientes afirmacio-
nes son equivalentes:

a) (H,p) < (H', /)y (H', 1) < (H, ).
b) (H,p) = (H', 1)
C) OHg = 0g/

Ahora bien, dad@ € R-pr, se tiene una inclusion naturgl : ¢ — 1r-mod
definida para cadd/ € R-Mod comoi,ps : o(M) — M (inclusion des (M)
como submadulo dé/ ) y que en particular es un monomorfismo natural.

Por lo tanto se tiene la siguiente asignacion que estadgifinida:

Lema 2.15. Seas € R-pr. La asignaobn . : R-pr — Pr(R-Mod) definida como
tr(o) = (o,1i,), preserva orden.

DEMOSTRACION. El resultado es inmediato del orden Brpr. 0.

Lema 2.16. 7 o tg = 1g.pr. Ad, Lr €S iNyectiva yr es suprayectiva.

DEMOSTRACION. Seas € R-pr. Entoncesrg(tr(0)) = mgr(0,i,) = 7., tal que
paratodal/ € R-Mod, 7,(M) = Im i,y = (M), ver la Definicibn 2.10. Por lo
tanto,7r(tr(0)) = o. O

Lema2.17..gomr = 1p,(r-Mod)- LO cual significa que dad@f, ;1) € Pr(R-Mod),
LR(WR(H7 :U‘)) = (Hv //J)

DEMOSTRACION. Sea H, i) € Pr(R-Mod). Entonces g (mr(H, it)) = tr(oy) =
(0H,i0,). Porloqueoy,is,) = (H, 1), se sigue del Corolario 2.14. O

Notemos que de los Lemas 2.16 y 2.17 se sigue que las estsicitenadas
Pr(R-Mod) y R-pr consideradas como categorias son equivalentes paliguizr
anillo R.

Recordamos de nuevo que queremos probar que hay un isonuedigne las
reticulas de prerradicales-pr y S-pr cuando las categorias de modul@sviod
y S-Mod son equivalentes, por lo que en la siguiente definipi@sentamos las
asignaciones gque nos serviran para dicho proposito.

Definicion 2.18. SeanR y S anillos Morita-equivalentes. Definimos las siguientes
asignaciones:

l.o:=mgoPorg: R-pr— S-pr.

2. :=mpoWorg:S-pr— R-pr.
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La siguiente observacion, muestra de manera explicitaocse definen las
asignacione® y 1.

Observacbn 2.19. Sear € R-pr. Entonces la asignaén ¢ : R-pr — S-pr,
esh definida como:

R-pr —Z~ Pr(R-Mod) —2—= Pr(S-Mod) — =~ S-pr

T+—— (1,i;) ——— (F7G,c 0 Fi;G) —— 0

Ad, p(T) = oFra-

Note que la descripbn de la asignadin ¢, se puede ver como sigue:
Seanr € R-pry N € S-Mod. Consideremos el siguiente diagrama:

(13) N+——=G(N) FG(N) —~ N
i ? TF(i) J
T(G(N)) F(r(G(N))) Im(en o F(i))

Entoncesp(7)(N) := Im(en o F(i)).

Por otro lado, sear € S-pr. Entonces la asignatin ) : S-pr — R-pr, esé de-
finida como:

S-pr —== Pr(S-Mod) Pr(R-Mod) — =~ S-pr

o———(0,i,) ——> (G(;’F,n_1 0 GigF) —— TGoF

donde, para cadd/ € R-Mod, 7,7 (M) = Im ((n~! o Gi, F)r), ver la Defini-
cion 2.10. Ag 1/)(0) = TGoF-

La descripobn de la asignadin ¢, se puede ver como sigue:
Seans € S-pry M € R-Mod. Consideremos el siguiente diagrama:

14) Mr——— F(M) GF(M) —2 M
j o TGU) J
o(F(M)) G(o(F(M))) Im(iy; 0 G(4))

Entonces)(o)(M) = Im(n;;' o G(j)). Ob£rvese que para cadd/ € R-
Mod, podemos considera;r];[l, puesto quey es un isomorfismo natural.

Proposicion 2.20. SeanR y S anillos Morita-equivalentes. Las asignaciones
1) preservan orden.
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DEMOSTRACION. Se sigue del Lema 2.15y de las Proposiciones 2.5y 2.12.

Proposicion 2.21.SeanR y S anillos Morita-equivalentes. Entonces ¢ = 1p.pr
Yoo =Tlgpr
DEMOSTRACION. Probemos primero qu¢ o ¢ = 1. Sear € R-pr. Entonces
Y(p(r)) = ¥((ms 0 @ 0 1g)(7)) = P((ms 0 ®)(1,ir)) = Y(ns(FTG, e 0 Fi-G))

= (rro¥ous)(ng(FrG,e0 Fi.Q))
Porel Lema 2.17(ts o 7s)(F7G, e o Fi,G) = (F1G, ¢ o Fi.G). Luego, por el
Lema 2.8 y 1 de la Proposicion 2.9:

U((tgomg)(FTG,e 0 Fi;G)) 2 V(FrG,e0 Fi,G) = V(P(71,i,))
> (1,ir)

De ahi, por el Corolario 2.14:

Tr(U((ts o ms)(FTG, € 0 Fi;G))) = wr(7,ir) = mr(Lr(T))

=T

Por lo tantoy(p(7)) = 7.
La prueba de que o ¢ = 15.pr, €S dual a la anterior. O

Ahora como consecuencia de la Proposicion 1.10 (exterailases que no
necesariamente son conjuntos) y de las Proposiciones 2281y concluiremos
que hay un isomorfismo entre las (grandes) reticulas caasgkepr y S-pr.

Teorema 2.22.( [3], [4] ) SeanR y S anillos Morita-equivalentes. Entonces las
reticulas R-pr y S-pr son isomorfas.

Ahora veamos que las asighacioneg i) preservan los productos y coproduc-
tos de prerradicales. Primero trabajaremos en el caso geddactos de prerradi-
cales, por lo que a continuacion definimos el producto derdembros de la clase
Pr(A), usando el producto estrella de transformaciones nasurale

Definicion 2.23. Sean(H, p1), (K,v) € Pr(A). Se define el Producto en @4),
como(K,v)(H,u) := (KH,vo Ku) = (KH,v * )

Para ver que la asignacigrpreserva el producto de prerradicales mostraremos
gue cada una de las tres asignaciones que compopgireservan los productos
correspondientes.

Lema 2.24. La asignacbn .z preserva productos.
DEMOSTRACION. Es clara. O
Proposicion 2.25. La asignacbn ¢ : Pr(A) — Pr(X’) preserva productos salvo

isomorfismos. Esto es, daddd?,p), (K,v) € Pr(A) se satisface que
O((K,v)(H, 1)) = O(K,v)(H, ).
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DEMOSTRACION.  Sean (H, 1), (K,v) € PrA). Entonces, probemos que

O(K,v)(H,p)) = O(K,v)®(H, 1). Por las Definiciones 2.5y 2.23:
B((K,v)(H,p) = ®(KH, v+ p) = (FKHG, < 0 F(v % j1)G)

O(K,v)P(H,u) = (FKG,e 0 FvG)(FHG, e o FuG)
= (FKGFHG, (¢ o FVG) * (e o Fu@))
= (FKGFHG, (e x¢) o (FVG * Fu@))
Por lo tanto, veamos que
(FKGFHG,(ex¢e)o (FvG * FuQ)) =2 (FKHG,c o F(v x u1)G).
ParaA € A tenemos el siguiente diagrama conmutativo:

GFH(A) (na)

KGFPH(A)Y Y arm ) Y ara)
K”?{}A) J/ Taa) l l”Al

En donde, el diagrama de la izquierda conmuta por la natachliler y el de la
derecha conmuta por la naturalidad:ge . Por lo tanto, el siguiente diagrama es
conmutativo para todd € A:

(VG*Fpu)a

(15) KGFH(A) GF(A)
KnHtA)\L l’ml
KH(A) A
(v*p) a

SeaX € X. Por la naturalidad de, tenemos el siguiente diagrama conmutativo:

EFG(X)

(16) FGFG(X) —= FG(X)
FG(ax)l lax
FG(X) X

De los diagramas (15) y (16), obtenemos el siguiente diag@nmutativo:

(FvG*FuG)x (ex

(17) FKGFHG(X) FGFG(X) X

—1
FKnHG(X)l lF”G(X) H

FEHG(X) — o FG(X) ——
vepG) x

donde Fn(‘;(1 ¥) = EFax) Y FKm}lg(X) son isomorfismos. Asi por la Definicion
2.6, se concluye qué((K,v)(H, un)) = ®(K,v)P(H, u). O
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Lema 2.26. La asignacbn wr preserva productos.
DEMOSTRACION. Sean(K,v), (H, ;1) € Pr(R-Mod). Probemos que

71-R(([(v V)(H> :u)) = 71-R(I(? V)WR(H> :u)'

Setiene querr((K,v)(H, p)) = nr(KH,v*p) = oxp Y r(K,v)mr(H, 1) =
oxog. ParaM € R-Mod, se tiene el siguiente diagrama conmutativo:

VH (M)

K(H(M)) — H(M)

%l l%

K(on(M)) j—= on (M)

Vo g (M)
K(J’)l [J

K (M) M

vMm

dondej : o (M) — M eslainclusion natural y de ahi, l@xp)ar = 1M v, (ar)-
Por lo tantoo i (M) = ox(og(M)) y concluimos querr((K,v)(H,u)) =
7"'R(‘lrfa V)T‘—R(Ha M) u

El siguiente corolario muestra que la asignacipmpreserva el producto de
prerradicales.

Corolario 2.27. La asignacbn ¢ preserva productos de prerradicales.

DEMOSTRACION. Seanr, 7 € R-pr. Veamos quex(77') = o(7)e(7'). Por el
Lema 2.24:

o(17") = 1@ (Lr(T7)) = s ®(tr(T)ir(T)) = Ts®((7,ir) (7', ir))
Ahora por la Proposicion 2.2%((7, i, )(7',i,)) = ®(7,i,)®(7’,i,/). Por el Co-
rolario 2.14 y el Lema 2.26:

7s®((7,i:) (7, ip)) = w5 (®(7,i,)®(7', i)
= 15(®(7,i:))ms((7',ir)) = TP (er(7))TsP(Lr(T))
= @(T)p(r')

Por lo tantop preserva el producto de prerradicales. O

De la Proposicion 2.21 y del Corolario 2.27, obtenemos quasignacion)
preserva el producto de prerradicales, como veremos ddsegu

Corolario 2.28. La asignacbn ¢ preserva productos de prerradicales.

DEMOSTRACION. Seans, o’ € S-pr. Entonces probemos qu€oc’) = 1(o)(a’).
Seanr := (o) y 7’ := 1(¢’). Entonces ya que preserva productos y por la Pro-
posicion 2.21p y 1) son inversas entre si, se tiene que:

o(r7") = o(T)p(1") = 0¥ (0))p((a")) = o0’
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De ahi:
Y(oo') = Y(p(r7") = 77" = p(a)ib(d’).

Por lo tantoy preserva productos. O

Para ver que las asignacioney  preservan el coproducto de prerradicales
se puede definir una clase*RPA) dual a la clase R¥) cuyos miembros seran
endofuntores y epimorfismos naturales. También sucedermlseclase P(.A) el
producto de dos de sus miembros se definira usando de nupkadelcto estrella
de transformaciones naturales, que en este caso son epimusfhaturales.

En lo que resta de esta seccion presentamos un desartallmeate dual y
analogo al que seguimos para ver que las asignacioges preservan el producto
de prerradicales, para mostrar que dichas asignacionsesrpae el coproducto de
prerradicales.

Empecemos con las caracteristicas de la clasedPr que de nuevo vuelvo a
recalcar, son duales a los de la clase®Br Debido a esto, solamente escribiremos
los resultados necesarios para obtener la preservadi@opl®ducto de prerradi-
cales bajo dichas asignaciones.

Definicion 2.29. SeaA una categoia. Consideremos las siguientes pargjash),
donde:

a)L: A— Aesunfuntory
b) A: 14 — L es un epimorfismo natural.

Se define la clase Pf.A) que consta de los miembr@is, \).

Lema 2.30. Sea(L, \) € Pr*(A). Entonced. preserva epimorfismos.

El pre-orden< en la clase P(.A) es como sigue.

Definicion 2.31. Sean(L, \), (J,~) € Pr*(A). Diremos quellL,\) < (3,v) siy
sblo si para cadaA € A existe un trangulo conmutativo:

L(A) -2~ J(A)

N

A

Proposicion 2.32. SeanX y A categofas equivalentes. Las siguientes asignacio-
nes esin bien definidas y preservan orden:
a) ¥ : Pri(A) — Pr*(X) tal que para cadgL,\) € Pr*(A), ®'(L,pn) =
(FLG,FAG oe™1).
b) ¥ : Pr*(X) — Pr*(A) tal que para cadgJ,v) € Pr<(X), ¥'(J,v) =
(GIF,G~F on).
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Para la siguiente proposicion, necesitamos una defmitifal a la Definicion
2.6.

Proposicion 2.33. SeanA y X categofas equivalentes . Entonces

1. \If, o <I>/ = 1Pr*(A)-

2. O o W' = 1pp ().
Donde la partel, significa que pardlL,\) € Pr¢(A), U'(®'(L,\)) = (L,\).
Analogamente para la parte 2.

En lo que sigue definimos el producto de dos de los miembros dtate
Pre(A).

Definicion 2.34. Sean(L, \), (J,~v) € Pr*(A). Se define el Producto en Ri4),
como(J,y)(L, A) := (IL,y * A).

El siguiente resultado es dual a la Proposicion 2.25.

Proposicion 2.35. Las asignacione®’ y ¥’ preservan productos salvo isomorfis-
mos.

Definicion 2.36.Sea(L, A) € Pr*(R-Mod). Se define el prerradicat" : R-Mod —
R-Mod tal que para cadd/ € R-Mod, o' (M) := ker(Ay)

Observacbn 2.37. Sea(L,\) € Pr*(R-Mod). Para cadaM < R-Mod, se tie-
ne que,, es un epimorfismo. Por lo que(M) = M/c-(M), dualmente a la
Observadn 2.11.

Proposicion 2.38.Sea(L, \) € Pr*(R-Mod). La asignaddn 7}, : Pr*(R-Mod) —
R-pr definida comary, (L, \) = ol, preserva orden y manda productos en copro-
ductos de prerradicales.

Ahora bien, para tener los resultados duales a los Lemasy221%4, traba-
jaremos con el funtos™, el cual presentaremos en la siguiente definicion, donde
necesitaremos lo siguiente:

Seaf : M — N un morfismo enR-Mod y o € R-pr. Entonces se tienen las
siguientes sucesiones exactas cortas y el diagrama cdivouta

(18) 0—= (M)~ M —"> M/o(M) —=0
I
l o f O | g
A
0 a(N)C ; N —= N/o(N) —0

dondes, j son las inclusiones canonicasrtyn’ son las proyecciones canonicas.
La existencia delR-homomorfismog : M/o(M) — N/o(N) se sigue por el
Teorema del Factor, puesto qgueo f o i = 0 ya quef(o(M)) < o(N) por sero

un prerradical.
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Definicion 2.39. Seas € R-pr. Definimos el funtos™ : R-Mod — R-Mod como:
1. o*(M)= M/o(M) para cadaM € R-Mod.
2. Sif: M — N es un homomorfismo éi-Mod, entonces con base en el
parrafo anterior se define™(f) = g.

Llamaremos al funtoe™ el coprerradical sobrek?-Mod asociado ar.
En lo que sigue, consideremos la transformacion napyral 1g-mod — .

Lema 2.40. Seac € R-pr. La asignaddn ., : R-pr — Pr*(R-Mod) definida
comocy (o) = (0*,ps+), preserva orden y manda coproductos de prerradicales
en productos.

Definicion 2.41. SeanR y S anillos Morita-equivalentes. Definimos las siguientes
asignaciones:

1. " =750 P o1}y : R-pr — S-pr.
2. p* i=mj oW oy S-pr— R-pr.
Notemos que se tiene un resultado dual al que se tiene enah@orR2.14. De

ahi y siguiendo las Definiciones 2.18 y 2.41, el lema a caatiion no es dificil de
verificar.

Lema 2.42. Las asignhacioneg* y¢* coinciden conp y i respectivamente, donde
estadlltimas asignaciones son las de la Defibiti2.18.

De manera similar al Corolario 2.27, se prueba el siguienitelario.

Corolario 2.43. La asignacbn v* preserva coproductos de prerradicales.

Corolario 2.44. La asignacdn ¢* preserva coproductos de prerradicales.

DEMOSTRACION. Seanr, 7’ € R-pr. Entonces probemos que (7 : 7/) =
(p*(7) : ¢*(7)). Seanc = ¢*(7)y o’ := ¢*(7'). Luego de la Proposicion
2.21y del Lema 2.42 y puesto qué preserva coproductos, se tiene que:
(o 0’) =@ (o) 19" (0) = (W7 (¢"(7)) ¥ (" () = (7 : 7).
De ahi
e (r:7) =" (@ (01 0")) = (0:0") = (¢"(7) : (7).
Por lo tantop* preserva coproductos. O

Ya habiamos visto que las asignaciopegy preservan el producto de prerra-
dicales, asi que por el Lema 2.42 resumimos lo anterior sigelente corolario.

Corolario 2.45. Si R y S son anillos Morita-equivalentes, entonces existen iso-
morfismos de rétulas completas que preservan productos y coproductosede p
rradicales.
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Finalizamos esta seccion mencionando que la prueba depos$tcion 1.9.2
(5.2 de B]) que enuncian Bican, Jambor, Kepka y Néemec&i fue en este traba-
jo dividimos en el Teorema 2.22 y el Corolario 2.45, se puedgiis directamente
de los diagramas (13) y (14) que aparecen en la Observad®nsin definir las
clases RtA) y Pre(.A). Esta técnica de demostracion se desarrollara en leesigu
seccion.

2.2. Las refculas R-pr y S-pr cuando hay una situacbn
de adjuncién entre R-Mod y S-Mod

En esta seccion generalizaremos el Teorema 2.22 al casweesediene una
situacion de adjuncion entre las categofablod y S-Mod, es decir, sustituiremos
la condicion de quek y S son anillos Morita-equivalentes por dicha situacion de
adjuncion, obteniendo una conexion de Galois entre tasutas R-pry S-pr. Por
lo que también daremos algunas propiedades de dicha éonggiGalois.

Teorema 2.46.Si I’ : R-Mod — S-Mod es un funtor adjunto izquierdo de :
S-Mod — R-Mod. Entonces existe una con@xide Galois(R-pr, ¢, 1, S-pr)
inducida por la adjundn (F, G).

DEMOSTRACION. Puesto que hay una situacion de adjuncion entre lasaradsg
R-Mod y S-Mod, existen funtore$’ : R-Mod — S-Mod, G : S-Mod — R-Mod

y las transformaciones naturales 1z.mog — GF Y ¢ : FG — 15.Mm0d, tales que
(exF)o(Fon)=1py(Gx*e)o(n*xG) = 1¢. La prueba consta de varias partes
y primero definiremos las asignaciones R-pr — S-pry : S-pr — R-pr

Descripcbn de las asignaciones y .
SeanN € S-Mod y 7 € R-pr. Consideremos el siguiente diagrama para des-
cribir ¢ : R-pr — S-pr:

N+——=G(N) FG(N) —=% N
i - F(i) J
T(G(N)) F(r(G(N))) Im(en o F(i))

Entoncesp(7)(N) := Im(ey o F(i)) = ex(ImF(3)), donde la Gltima notacion es
la que aparece en (1) de la Seccion 1.4 del Capitulo 1. Nmteme tal descripcion
es la misma que aparece en la Observacion 2.19, usand@eimia (13).

Por otro lado seait/ € R-Mod y o € S-pr. Consideremos el siguiente dia-
grama para describip : S-pr — R-pr:

(19) M+——~ F(M) G(F(M)) <2 M
i Icm |
G \J .
o(F(M)) G(o(F(M))) i1 (IMG(j))
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Entonces)(o)(M) := #;(Im(G(5))). Notemos que esta descripcion es diferente
ala que se tiene usando el diagrama (14) que aparece en lv&@tige 2.19, pues-

to que en este caso la transformacion natyral g.meg — GF N0 necesariamente
es un isomorfismo natural.

Y1 estn bien definidas

Seanc € S-pry M, M’ € R-Mod. Probemos que esta bien definida, es
decir, quey (o) € R-pr. Por la definicion de), es claro que)(o)(M) < M. Sea
f+ M — M’ un R-homomorfismo, probaremos quéy(c)(M)) < ¢ (o)(M’).
Consideremos el siguiente diagrama:

G(im) GF(M) M

Glo(F(M)))
G(U(Ff))l o G(Ff)l o f

G(o(F(M"))) —= GF(M') <2 M

G(mr)

dondejys : o(F(M)) — F(M)y jyr : o(F(M')) — F(M’) son las inclusiones
canonicas. El diagrama de la izquierda conmuta pueste gué-pr y puesto que
el funtor G preserva composiciones. El diagrama de la derecha conmutia p
naturalidad de). De ahi obtenemos lo siguiente

G(Ff)ony =numro f.
De donde:
(200 F (ur (IM(GGar))) = i (GEEF(IM(G(Gar ),

Del diagrama anterior, vemos qU& F' f) o G(jrr) = G(jur) o G(o(F'f)).
Entonces

G(F)(IM(G(jm))) = IM(G(jar) o G(o(Ff))) < IM(G(jar))-
Por lo tanto IMiG (jiar)) < G(F f)(Im(G(jav))). Y de ahi

mr(IM(G(jar))) < i (GEF)(IM(G(Garr)))-

Por (20) y de las desigualdades anteriores:

Fna(IM(G(jan)))) < S (i (GEHIM(G(Gar)))) < Tae (IM(G (Garn)),

es decir,f(¢¥(0)(M)) < ¢(o)(M'). Por lo tantoy (o) € R-pr.
La prueba de que esta bien definida es analoga a la prueba anterior. Es decir
o(T) € S-pr, parar € R-pr.

@ Yy preservan el orden

Veamos que) preserva orden. Entonces, seaw’ < S-pr, tal quesc < o’
y sealM € R-Mod. Consideremos las inclusiones canonigas o(F(M)) —
F(M),jor : 0/ (F(M)) — F(M) €y : 0(F(M)) — o' (F(M))y el siguiente
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diagrama:

(21) Glo(F(M)) —— =) o (F(0)))
GF(M)
77MT
M

El diagrama (21) conmuta, puesto que’ € S-pr,o < ¢’ y el funtor G preserva
composiciones. De ahi
Im(G(]a)) (G(]cr’))

<Im
Aplicandofy,; obtenemos)(o) (M) < y(c”)(M). Por lo tantoy (o) < ('), es
decir,v preserva orden.
La prueba de que preserva el orden es analoga a la prueba de/queserva
orden.

1 o p es inflatoria.

Sear € R-pry demostremos que) o ¢)(7) = 7. SeanM € R-Mod y
Jj o e(m)(F(M)) — F(M) la inclusibn canonica. Entonces(o(7))(M) =
mr(m(G(5))) = Mr(GG)(G(e(r)(FM)))). Tenemos el siguiente diagrama
conmutativo:

G
M — " GROM) — GRGRO) S aR()
iMJ O i O GF(i)
H(M) ——= r(GF (M), = GF(r(GE (M)

Puesto qQu& (cp(ar)) © Nar(ay) = Lar(ar), Obtenemos
(22) Im(nar o ing) < IM(G(eparn) o GF (7).
Ahora consideremos el siguiente diagrama:

G(e oF' (7
GF(+(GF(M))) (er(aryoF(3))

G(aF(M)OF(i))/l O
G(o(1)(F(M)))

donde(ep(ar) © F(i))" es la correstriccion del homomorfismag ) o F(i) a su
imagen. De tal diagrama obtenemos

(23) IM(G(epar) © F(i)) <IM(G(5)).
De (22) y (23) se deduce

It (IM(G (7)) = fr(Im(nar 0 ing)) = i (r(M)) = 7(M).
Es deciry(¢(1))(M) > 7(M). Por lo tantoy o ¢ es inflatoria.

GF(M)

G@)
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@ o1 es deflatoria.
Seaoc € S-pry probemos quép o ¥)(o) X 0. SeanN € S-Mod e :
P(0)(G(N)) — G(N) laiinclusion canoénica. Entonces

p((0))(N) =Im(en o F(i)) = (en o F(i))(F (¢ (0)(G(N)))).
Setiene que(o)(G(N)) = W(ImG(j)), dondeng(ny : G(N) — GF(G(N))
yj: o(FG(N)) — FG(N) es la inclusibn canobnica. Sda := ImG(j) <
GF(G(N)) y denotemos poh : W(B) — B al homomorfismo inducido por
na(n)- Consideremos el siguiente diagrama conmutativo, degdes (N) — N

ei : B — GFG(N) son las inclusiones naturalesG(;j)" es el homomorfismo
G(j) correstringido a su imagen:

(24) G(N) 2 papa(vy <Y pGNy — e N
y O TFG(] o jT o iNT
F(fiaov(B F(B) <=0 N))) = o(FG(N)) —=o(N)

€o(FG(N)) o(en)

Puesto qué" preserva epimorfismos se tiene qié=(j)’) es un epimorfismo y
O

por tanto In{F(h)) C Im(F(G(5)")) y ya quecpgn) © F(naw)) = lraw)
obtenemos

Im(ey o F'(i)) < Im(en o epgny © FG())).

De la desigualdad anterior y de los dos rectangulos de écHardel diagrama (24)
se concluye

p(¥(0))(N) =Im(en o F(i)) < o(N).
Por lo tantop o v es deflatoria.
De todo lo anterior y por la Proposicion 1.17 (extendidasse$ que no nece-

sariamente son conjuntos), se concluye gRepr, ¢, v, S-pr) es una conexion de
Galois entre las (grandes) reticulas complétgs y S-pr. g

La siguiente observacion muestra otra manera de comadrdefasignacion)
gue aparece en la demostracion del Teorema 2.46.

Observacbn 2.47. En la demostragin del Teorema 2.46, la asignaci
1 : S-pr — R-pr se define parar € S-pry M € R-Mod, comoy(c)(M) =
far(IM(G(5))), ver el Diagrama (19).

Observemos que se puede definir siguiendo un argument@lago al que se
hizo en la Definidin 2.18 de la Secoh 2.1, es decir, definiendo una asigréaci
intermedia¥ : Pr(S-Mod) — Pr(R-Mod), la cual veremos a continuam cdomo
se define.

Supongamos que hay una situatide adjundn entre las categdas Ay X.
Por lo tanto existen los funtores : A — X'y G : X — Ay las transformaciones
naturales naturaleg : 14 — GF' y ¢ : FG — 1y, talesqugle x F') o (F xn) =
1p, (Gxe)o (n*G) = lg.
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Supongamos que la cated@rX tiene productos fibrados, ver la Segi21 del
Cagpitulo VI de[14]. Entonces, la asignagh ¥ : Pr(X) — Pr(A) aplicada a un
objeto(H, u) € Pr(X'), se describe comd (H, p), el siguiente producto fibrado:

\P(Hv //J) - 1A

Lk

GHF ——— GF
GuF

2.3. Propiedades generales de la conéxi de Galois
(R-pr, p, 1, S-pr) inducida por la adjuncion (F, G)

En esta seccion estudiaremos algunas propiedades gendedb conexion de
Galois (R-pr, ¢, 1, S-pr) inducida por la adjuncioiF, G), dondeF' : R-Mod —
S-Mody G : S-Mod — R-Mod.

Un problema interesante es describir a los prerradicales’ ) y ¢(w ). Da-
do que los funtoreg’ y G no necesariamente preservan inclusiones, es necesario
generalizar la Definicibn 1.51 de los prerradicales alfamega de la siguiente
manera:

Definicion 2.48. SeanN, M € R-Mod,h: N - M yk : M — N homomorfis-
mos enk-Mod. Se definen los siguientes prerradicales para thde R-Mod:

Loan(K) =S {F(mh) | f: M — K},
2. wi(K) = N{'g (kerk) | g : K — M}.
Observacbn 2.49. Notemos que se dan las siguientes igualdades= ai’ﬁh y
_ M
Wk = Yken:
Observacbn 2.50. Notese que sN < M ei: N — M es la inclusbn natural y
p: M — M/N es la proyecd@n, entonces,; = ol yw, = wi.
El siguiente lema sera importante para probar ciertoslteeias acerca de
cbmo se comportap y ¢ en los prerradicales y w.

Lema 2.51. SeanM, N, K, K’ € R-Mod. Supongamos qu&’ < K y que
h : N — M es unR-homomorfismo. SH C Homg(M, K), entoncesK’ =

> " Im fh, siy Slo si, existe un epimorfismp: N — K tal que para cada
feH

f € H el siguiente diagrama es conmutativo:

(25) NE) I g K e
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donde para cadg € H, ¢; es la inclusbn natural en el coproduct’ (), f es la
correstriccbn del morfismgfh a su imagen éx- es la inclusbn natural.

DEMOSTRACION. Seak’ = ) Imfh. Entonces para cadae H, considere-

feH
mos el morfismof h, por la propiedad universal de la suma directa ( Propasicid

6.7, [2] ) existe un GnicaR-homomorfismag : N) — K tal que el siguiente
diagrama conmuta:

N L K
Lf;]\ %
N

De ahi Imfh = Im(go¢f) < Img. Pero se tiene que ( Proposicion 63) [

Img = g(NH) = > " Imfh = K.
feH

Por lo que Injfh) < K'. Seaf la correstriccion del morfismg@h a su imagen.
Entoncesf : N — K’ para cadgf € H. Luego, por la propiedad universal de la
suma directa existe un Gnidd-homomorfisma; : N(!) — K tal que el siguiente
diagrama conmuta:

NWH) 2 g

g
Lfc“»/
%

N

Img = > " F(N) =Y fh(N) =K
feHd feHd
se obtiene qug es un epimorfismo. Es claro qué)f = fh para cadg € H.
Por lo tanto el diagrama (25) es conmutativo.
Por otro lado supongamos que el diagrama (25) conmuta pdagfca H tal
quef es la correstriccion del morfismfth a su imagen. Entonces por la propiedad
universal de la suma directa tenemos que

K'=Img= > f(N)=>_Imfh.
feH feH
Por lo tanto concluimos el resultado O

Puesto que

Las siguientes proposiciones describen a los prerragigéte, ) y 1 (wp,).

Proposicion 2.52. Sea(R-pr, ¢, 1, S-pr) la conexbn de Galois inducida por la
adjuncbn (F, G), dondeF' : R-Mod — S-Mod yG : S-Mod — R-Mod. Sean
N,M € R-Modyh : N — M un homomorfismo eR-Mod. Entoncesy(ay) =
ozp(h).
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DEMOSTRACION. SealL € S-Mod y consideremos el siguiente diagrama:

L——>G(L) FG(L) —* L
i = TF(:’) d|
an(G(L)) F(an(G(L))) Im(eL o F(i))

Entonces por definiciomg(ay, ) (L) := Im(eoF (i) = (epoF(i))(F(an(G(L)))),
donde

=Y {f(h(N)) | f € Homg(M,G(L))}.

SeaH := Homg (M, G( ). Por el Lema 2.51, existe un epimorfismo N /1) —
ap(G(L)) tal que el siguiente diagrama conmuta para chdaH:

(26) N o 0 (G(L) = G(L)

17
|

donde: es la inclusion natural en el coprodudd®) y ¥ es la correstriccion del
morfismofh a suimagen. En virtud de las Proposiciones 1.40y 1.42, &ifun
preserva epimorfismos y coproductos, por lo que aplicanflmtr F al diagrama
(26) obtenemos el siguiente diagrama conmutativo para tadal :

>

@ FV®) 2L paycr) 2 For) -1
F(Lf)T o
F(N)
F(h)l
F(M)

dondeF () es un epimorfismo ¥ (N(#)) es un coproducto. Por lo que del dia-
grama (27) y por la propiedad de la suma directa obtenemos:

(28)  F(an(G(L) =ImF(g) = Y {F(HFW)) | f: M~ G(L)},
Por (27),F (i) o F(f) = F(f) o (h) y por (28) tenemos
F(i)(F(an(G(L)))) = > _{(F( (F(N) | f: M — G(L)}

=S {(F(f)oF ((N))If:M—>G(L)}

Ya queF’ es un funtor adjunto izquierdo d&, se tiene una biyeccion entre los
conjuntos Horg(F' (M), L) y Homg(M,G(L)). Asi que
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(29)

(2.0 FA)(F(an(GL)) = 3 {(en o F(£) o FUNFW)) | £: M > G(L)}
= Y Aa(F(W)(F(N)) | g+ F(M) = L}
= apg (L)

Por lo tanto de (29), concluimos queg-(ay) = ap(p)- O

Proposicion 2.53. Sea(R-pr, ¢, 1, S-pr) la conexbn de Galois inducida por la
adjuncbn (F, G), dondeF : R-Mod — S-Mod yG : S-Mod — R-Mod. Sean
N,M € S-Mod yh : M — N homomorfismos ef-Mod. Entonces)(wy) =

wG(h).

DEMOSTRACION. SeaK < R-Mod y consideremos el siguiente diagrama

K+— > F(K) GF(K) X K
jj o 1G(J) !
J

(wn) (F(K)) G(wn(F(K))) ik (IMG(j))

Entonces,por definicion (wy, ) (K) := fix (ImG(5)), donde
IMG(j) = G(j)(G(wn(F(K))))

wn(F(K)) = ({7 (keth) | g : F(K) — M}.

SeaH = Homg(F(K),M)y p, : M — M/kerh la proyeccion natural. Por la
propiedad universal del producto directo existe un homéisoo! : F(K) —
(M /kerh)H, tal que para cad@ c H el siguiente diagrama es conmutativo:

(30) (M/kerh) <L F(K) < 2uwy(F(K))
Tg O
M/kerth  /,
DPh

M
h
N
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donder, es la proyeccion natural del productd//kerh)? y puesto que por la
propiedad del producto directo se tiene:

(31) kel = (ker(py o g) = ()7 (kempn) =[] 7 (kerh)
H H H

= wn(F(K))

Por las Proposiciones 1.40 y 1.42 el fun€@preserva monomorfismos y produc-
tos, asi qu&s también preserva nlcleos. Luego, aplicando el fufitat diagrama
(30) obtenemos el siguiente diagrama conmutativo paragadd

K

B
o kemyty L0 G (i) <G (F(K))

dondeG((M /kerh)) es un producto, ké¥(p, ) = kerG(h) y G (kerl) = kerG(1).
Asi que

ImG(j) = G(kerl) = kerG(l)
= [{ker(G(pn) 0 Glg)) | g : F(K) — M}

Por serF' un funtor adjunto izquierdo d&, usamos la biyeccion entre los conjun-

tos Homy (F'(K'), M) y Homg(K,G(M)) y la igualdad anterior para obtener lo
siguiente:

W (wn) (K) = ik (IMG(j) ﬂ{ﬁ ker(G G(9) | g: F(K) — M}
ﬂ{ﬁ )(ker(G(pr))) | g : F(K) — M}
ﬂ{G ) onk (kertG(pp)) | g : FI(K) — M}
ﬂ{G onk (ketG(h)) | g : F(K) — M}

ﬂ{f kerG(h)) | f : K — G(M)}
= wan) (K)

Por lo tanto se concluye qu(wy,) = wg(n)- O
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En virtud del Teorema 1.58 todo prerradical se puede es@ibtérminos de
los prerradicales alfa y omega. El siguiente resultado asemencia de las Pro-
posiciones 2.52 y 2.53 y da una descripcion alternativasl@signacioneg y .
Esta descripcion es importante porque ya no hace referanicis diagramas que
se usaron en la demostracion del Teorema 2.46.

Teorema 2.54.Seanr € R-pry o € S-pr. Entonces

1L o(r)= \/ ap@,.,) dondeiry : (M) — M es lainclusbn natu-

M e R-Mod
ral.

2.9(0) = /\  wc(p,n)» dOndep,y : N — N/o(N) es la proyecdn
NeS-Mod
natural.

DEMOSTRACION. Porel Teorema 158, = \/ o= \/ i,y

MeR-Mod MeR-Mod
puesto quep preserva supremos por la Proposicion 1.16, tenemos

p(r) =¢ < \/ aiﬂu) = \/ ICT)

MeR-Mod MeR-Mod
= \/ QAF(irp1)
Meé R-Mod
Analogamente por el Teorema 1.58=  /\  wlyy = A wpn Y
NeS-Mod NeS-Mod

puesto que) preserva infimos por la Proposicién 1.16, tenemos

w<o>=¢< A\ wpaN>= N Ywp,n)

NeS-Mod NeS-Mod

= /\ WG(pon)

NeS-Mod
O

Observacbn 2.55. Notemos que la descrifoi alternativa dep y ) que aparece
en el Teorema 2.54, se puede usar en el caso cuando los aRilfd$ son Morita-
equivalentes, puesto que toda equivalencia de caiagala lugar a una adjunéi.

Los morfismosp y ¥ preservan prerradicales idempotentes y radicales respec-
tivamente como veremos en la siguiente proposicion.

Proposicion 2.56. Sear € R-pry o € S-pr. Entonces
1. Para cadaM € R-Mod, p(a}l) = a?%%
2. SiT es un prerradical idempotente, entonggs ) es un prerradical idem-
potente erf-pr.
G(N)

3. Para cadaN € S-Mod, ¢ (w))) = wy
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4. Sio esradical, entonceg (o) es radical enRk-pr.

DEMOSTRACION. 1. Notemos qua% = a1,, y aplicandoyp, por la Proposicion
2.52 se tiene el resultado.

2. SiT € R-presun prerradical idempotente, entonces por la Prapasic69,
= \/ a. Porlotanto,

MET,

o(r) = ( \/ a%> =V e =V axip
MET- MET- MET-
Es decirp(7) es un prerradical idempotente 8rpr..
3. Notemos ques)’ = w1, y aplicandoy, por la Proposicion 2.53 se tiene el
resultado.
4. Sic € S-pr es radical, entonces por la Proposicion 169, /\ wév. Por
NeF,

w<a>=w< A wéV> = A vwd)= N\ wi™

N€F, N€F, N€F,
Es decir,y)(o) es radical. O

lo tanto

Corolario 2.57. El prerradical ¢(1z) es un prerradical idempotente y el prerra-
dical )(0g) es radical.

Como consecuencia inmediata del hecho de(dter, ¢, 1, S-pr) es una co-
nexion de Galois cuandb : R-Mod — S-Mod es un funtor adjunto izquierdo de
G : S-Mod — R-Mod, por el Corolario 1.18 se tiene queo ¢ es un operador
cerradura erR-pr y ¢ o 1) es un operador interior efi-pr. También por el Lema
1.19,p(0r) = 0s y ¥(1g) = 1g , es decir0g es un abierto d&-pry 1z es un
cerrado deR-pr.

En el siguiente corolario, veremos ciertas propiedadesoslepterradicales
©(1r) y ¥(0g) e introduciremos una notacion para ellos. Como en lo amteri
€: FG — 1gmod Y 7 : 1r-Mod — GF son transformaciones naturales inducidas
por la adjuncion F', G).

Corolario 2.58. Searv. = ¢(1g) y 7, = 1(0s). Entonces
1. Para cadaN € S-Mod,o.(N) = Im(ey)

_ F(M)
2. 0. = \/ Xp (i)
MeR-Mod
3. 0. = p(1r) es el mayor abierto ey-pr respecto al operador interior
@ o

4. Para cadaM € R-Mod, 7, (M) = Ker(nr)
S. Ty = /\ wg(N)

NeS-Mod
6. 7, = ¥(0s) es el menor cerrado eR-pr respecto al operador cerradura

o
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DEMOSTRACION. 1. SeaV € S-Mod. Entonces por la demostracion del Teorema
2.46 y dado que en este caB(i) : FG(N) — FG(N), setiene que(lg)(N) =
Im(ey o F(i)) =en(FG(N)) = Im(en).

2. Se sigue del Teorema 2.54.

3. Por el Corolario 1.18;7. es un elemento abierto ehipr. Seas € S-pr un
elemento abierto y puesto quéo) < 1r, obtenemos

o= ¢(¥(0)) 2 ¢(lr) = oe.

4. SeaM € R-Mod. Entonces por la demostracion del Teorema 2.46 y da-
do que en este cago: 0 — FM, se tiene ques(0s)(M) = T (IMG(j5)) =
1 (G()G(0)) = ipr(0) = Ker .

5. Se sigue del Teorema 2.54.

6. Por el Corolario 1.18r, es un elemento cerrado étipr. Sear € R-pr un
elemento cerrado y ya qugr) = 0g, obtenemos

T = b(p(r) = ¥(0s) =,
Il

Observemos que cuando las categoriadod y S-Mod son equivalentes,
o0:(N) = Im(ey) = N, puesto que en ese casg es un isomorfismo. Es de-
cir, en este casp(1r) = 15 y dualmente)(0s) = Og.

2.4. Conexon de Galois inducida por el funtor tensor y el
funtor Hom

Para terminar este capitulo mostraremos una aplica@biedbrema 2.46, es
decir, daremos algunos resultados de la conexion de Gathisida por los funto-
resFF =UQp _yG =Hom(sU,_),dondeRYy S son anillos asociativos cdry
sUgr un bimoédulo. A partir de los Teoremas 2.46 y 2.54 veremosldgsripciones
para los morfismog y v de la conexion de Galois inducida por los funtoreg G
y puesto que erb] y [20] se caracaterizan a los pares adjuntos, dicha conexion de
Galois mas que una aplicacion del Teorema 2.46 resultanseaso muy general.

Los siguientes funtores son con los que trabajaremos esest#n y se pue-
den encontrar er?]. El funtor que veremos en la primera definicion ya lo heisa
mencionado en el Ejemplo 1.23 para una categdrue en este caso sera la ca-
tegoria deS-modulos izquierdos, el codominio sera la categoriakemobdulos
izquierdos y consideraremos un bimodulo= sUg. Se puede ver en la Seccibn
16 del Capitulo 5 deZ] como para cad&-modulo M, el conjunto Horg(U, M)
es dotado de una estructura Bemodulo y también como para cada morfisgho
enS-Mod, Homg (U, f) es unR-homomorfismo.

Definicion 2.59. SeanR y S anillos y U = gUg un binmbdulo. Entonces
Homg (U, _) : S-Mod — R-Mod es un funtor definido como:

1. Para cadaM € S-Mod, Homy (U, _)(M) := Homg(U, M).
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2. Para cada homomorfismé : M — N enS-Mod, Homy (U, _)(f) :=
Homg (U, f), donde Horg(U, f) : Homs(U, M) — Homg (U, N) tal que
para unS-homomorfismg : U — M, Homg(U, f)(g9) = f o g.

Definicion 2.60. SeanR y S anillos yU = gsUg un binmbdulo. Entonced” =
UQp _ : R-Mod — S-Mod es un funtor definido como:

1. ParacadaM € R-Mod, F(M) =U @y M.
2.Si f : M — N es un homomorfismo eR-Mod , se defineg'(f) :=

UQRrf:UQpM —UQpN,talque(U Qp f)(u®@m) = u® f(m),
dondeu e Uym € M.

El siguiente resultado es bien conocido, ver por ejempldtGiaplVV de [19],
y de acuerdo al Teorema 2.46 es el que nos llevara en esiarsecestudiar la
conexion de Galois entre las reticul@spr y S-pr.

Proposicion 2.61. El funtor ' = U @, _ es un funtor adjunto izquierdo de
G = Homg(U,_)

Por el Teorema 2.46 se tiene una conexion de Galeipr, ¢, v, S-pr) indu-
cida por la adjuncion F, G), dondey : R-pr — S-pry ¢ : S-pr — R-pr. En
seguida veremos para este caso las descripciongy de por lo que usaremos la
notacion(y, v) para referirnos a esta conexion de Galois. Ver Obsemdcil .

Las siguientes proposiciones muestran dos prerradicagesuales veremos
gue seran el resultado de evaluar los morfismgs).

Proposicion 2.62. SeanU = sUg un binmbdulo yr € R-pr. LaT-traza respecto a
U se denota comel'ry;(_) y se define pardv € S-Mod, como:

ATry(N) =Y {Imh|h e r(Homg(U,N))}.
Entonces- T'ry(_) es un prerradical sobré'.

DEMOSTRACION. SeaN € S-Mod. Para cada € 7(Hom(U, N)), se tiene que
h(U) < N. Porlo tanto, Try(N) < N.
Ahora seaf : N — N’ un S-homomorfismo y veamos que:

f(TTTU(N)) < TTTU(N/).

Seaz € f(-Try(N)). Entoncesz = f(y), dondey = > hi(y),
i=1

h; € T(Homg(U,N))y y; € U parai = 1,...,n. Puesto que- € R-pr, se
cumple que Hom(U, f)(7(Homg (U, N))) < 7(Homgs (U, N")). Por lo que para
cada = 1,...,n, tenemos qug o h; = Homg (U, f)(h;) € T(Homs(U, N")) .
ASi, f(y) € - Tru(N') puesto quéfoh;) € 7(Homs(U, N))y (fohs) (i) €
(foh;)(U). Porlotanto,Try € S-pr. O
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Ejemplo 2.63. Consideremos el prerradical = 1. En este caso la-traza res-
pecto al es;Try(_) = Try(_), tal que para cadaV € S-Mod:

Try(N) = _{Imh|h € Homg(U,N)}.

Es decir, lar-traza respecto d&/ es la trazaag respecto a/, ver Observa@n
1.52.

Proposicion 2.64. SeanU = gUg un bimbdulo yo € S-pr. El o-anulador res-
pecto all se denota comgAnny (_) y se define pard/ € R-Mod, como:

ANy (M) :={zeM|u®z e oU ®r M) paracadau € U},

dondeu ® x es un generador d& ) , M. Entonces,Anry;(_) es un prerradical
sobreR.

DEMOSTRACION. SeaM € R-Mod. Es claro que,Anny(M) < M.
Seaf : M — M’ un morfismo enR-Mod y veamos quef(,Anny (M)) <
~Anny(M"). Sear € f(,Anny(M)). Entonces: = f(y), dondey € ,Anny (M).
Se tiene qug (y) € M'. Seau € U, probemos que® f(y) € o(U Q@ M'). Asi

(32) u® f(y) = (URrf)(uey),

dondeU @ f : UQRQr M — U QM es un morfismo es-Mod. Puesto que
o € S-pr, tenemos quel @ f)(c(UQRQrM)) < o(U M)y comouy €
o(UQp M) paratodau € U, de (32) obtenemos que® f(y) € o(U Qp M’).
Por lo tanto,Anng (_) € R-pr. O

Ejemplo 2.65. Consideremos el prerradicat = 0g. En este caso et-anulador
respecto &J es,Anny(_) = o,Anny(_), tal que para cadal/ € R-Mod:

oAy (M) ={x e M |[u®x=0¢€ U ®r M paracadau € U}

Es decir, elbr-anulador respecto & es el anulador respectofd, tal como aperece
en el Ejercicio 18 de la Sedm 19 del Cajftulo 5 de[2].

Observacbn 2.66. Puesto que el funtor HogtU, _) es exacto izquierdo entonces
consideraremos a HogiU, (NV)) un subnddulo de Hom (U, N) para todoo €
S-pry N € S-Mod.

Proposicion 2.67. Sea(y, 1) la conexbn de Galois inducida por la adjunn
(F,G). Entonces

1. Para cadar € R-pr, o(1) = ,Try(_).
2. Para cadas € S-pr, ¢(0) = ;AN (L)
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DEMOSTRACION. 1. Seanr € R-pry N € S-Mod. Por la demostracion del
Teorema 2.46, el diagrama para describir R-pr — S-pr es el siguiente:

N —— Homg (U, N) U ® Homg(U, N) —= N
i = TF(Z‘) Jl
7(Homg (U, N)) U@y m(Homs(U, N)) Im(ey o F(i))

dondecy es tal quesy(u ® h) = h(u) parau € Uy h € 7(Homg(U, N)).
Entonces, por definicion dg, ¢(7)(N) := Im(en o F(i)), de donde obtenemos
queyp(r) = Try.

2. Sear € S-pry M € R-Mod. De nuevo por el Teorema 2.46, el diagrama
para describir) : S-pr — R-pr es el que sigue:

Mr—— (U®z M) Homs (U, U ® , M) <= M
A
|

§ — TG(j)
J ¢ J

o(UQrM) Homg (U, o(U Q@ M)) inr(IM(G(5)))

donden), es tal que para cada € M, ny(m) = by Y hyn : U — U Qp M se
define para cada € U comoh,,(u) = u ® m. Por definicion dep, (o) (M) :=
fnr(Im (G(4))), de donde obtenemos qugo) = ,Anng (). O

Las descripciones de y ¢ de la conexion de Galois inducida por la adjun-
cion (F, G) las obtuvimos usando los diagramas del Teorema 2.46. Eesigu
resultado es corolario del Teorema 2.54 y muestra la siguggscripcion para

y .

Corolario 2.68. Sea(p,) la conexbn de Galois inducida por la adjuntn
(UQp _,Homg(U,_)). Entonces

1. Para cadar € R-pr, (1) = \/ ag(%ﬁj\(@m (M)’ dondei, ;s :
MeR-Mod

7(M) < M es la inclusbn natural.

2. Paracadas € S-pr, (o) =\
NeS-Mod

Homg (U,N)
“Homg (U,o(N))*

DEMOSTRACION. 1. Sear € R-pr. Entonces por el Teorema 2.54:

90(7') = \/ QF (i pr)s

MeR-Mod
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dondei,y : 7(M) — M es lainclusion natural ¥'(i-n) : UQp 7(M) —
Uy M.Porloque

_ UQ®rM
QO(T) - \/ a|mF(i—A1)
M eR-Mod

. UQRQrM
= \/ QP (irar)(USR T(M))
M e R-Mod

2. Sear € S-pr. Entonces por el Teorema 2.54:

Y(o) = /\ WG (pyn)»
NeS-Mod
dondep,, : N — N/o(N) esla proyeccion canonica¥(p,n) : Homs(U, N) —
Homg (U, N/o(N)). Por lo que
G(N)

P(o) = /\ “kerc(p, x)

NeS-Mod

. /\ Homg (U,N)

= “Homs (U,(N))
NeS-Mod

d

Corolario 2.69. Sean(p,) la conexbn de Galois inducida por la adjuntn
(UQp _,Homg(U, )), U = sUg un binmbdulo, M € R-Mod, N € S-Mod,
T € R-pryo € S-pr. Entonces

L o(r)(U Qg M) > Flirm)(U Qg T(M)).
2. ¢(o)(Homs(U, N)) < Homg(U, o(IV)).

DEMOSTRACION. 1. Sear € R-pr. Entonces

. U M
Flina)(U®r 7(M)) < ap@ii oy (U2RM).
Asi del Corolario 2.68 concluimos qu&r)(U @ M) > F(irm)(U Qp 7(M)).
2. Seasr € S-pr. Entonces:
Homs(U, 0(N)) > wiems(t o, (Homs (U, ).
Por lo tanto del Corolario 2.68, obtenemos ague)(Homgs (U, N))
< Homg (U, o(N)). O

Cuando las categoria®@-Mod y S-Mod son equivalentes, hemos visto en es-
ta seccion que las reticuld-pr y S-pr son isomorfas via los morfismagsy v
los cuales preservan productos y coproductos de prertaslicduando hay una
situacion de adjuncion entre las categorias de modsdasene una desigualdad
con respecto a los productos de prerradicales, como veradabante, asi que el
siguiente corolario nos acerca a dicho resultado.

Corolario 2.70. Sean({p, ) la conexbn de Galois inducida por la adjunmn
(UQp _,Homg(U,_)), U = sUg un binmbdulo, M € R-Mod, N € S-Mod,
T € R-pryo € S-pr. Entonces
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1. 7(Homg(U, N)) < Homg (U, ¢(7)(INV)).

2. Fliyoym)(UQpg ¥(0)(M)) < o(U Qg M), donde el morfismay, s
¢(o—)(M) — M es la inclusbn caronica.

DEMOSTRACION. 1. Seaf € 7(Homg(U, N)). Entonces Inf < ,Try(N), asila
correstriccionf del morfismof a su imagen es tal qué € Homg(U, ¢(7)(N)).
Por lo tantor (Homg (U, N)) < Homg (U, ¢(7)(N)).

2. Setiene quE(iw(U)M) = U®Rii/)(0)]V[ : U®R w(U)(M) — U®RM
dondelU Qg iyym(u®y) = u®@y, parau € Uy y € (o)(M). Enton-
ces ImF (i, ) ) €sta generado por los elementoso v dondeu € U, v €
P(o)(M) = ;Anny (M) y u ® v es un generaddl/ ), M. Ahora comov €
P(o)(M) = -Anny (M), entoncesu @ v € (U QM) para todau € U, de

donde obtenemos que(i )1 ) (U Qg ¥(0)(M)) < o(U Qg M). O

Note que los dos corolarios anteriores se pueden escribargiguiente mane-
ra:

Corolario 2.71. Sean(p,) la conexbn de Galois inducida por la adjunin
(UQp _,Homg(U, )), U = sUg un bimbdulo, ™ € R-pr, o € S-pr, M € R-
Mod y N € S-Mod. Entonces

1. Para cadar € R-pr, o(7)(F(M)) > F(ir(u)(U @p 7(M))
2. Para cadaN € S-Mod,7(G(N))) < G(e(T)(N)).
3. Para cadas € S-pr, ¢(0)(G(N)) < G(a(N)).

4. Para cadaM € R-Mod, F' (i) (U @ ¥(0)(M)) < o(F(M)).
Los siguientes resultados muestran la desigualdad quersedbn respecto al
producto de prerradicales bajo los morfismog 1.

Proposicion 2.72. Sean(p, v)) la conexdn de Galois inducida por la adjunn
(UQp _,Homg(U,_)) yU = sUg un binrbdulo. Entonces(to) = ¢(7)p(0)
para cadar,c € R-pr.

DEMOSTRACION. Seanr,o € R-pry N € S-Mod y veamos quex(7o)(N) <
o(T)(p(c)(N)). Por 1 de la Proposicion 2.67 :

o(10)(N) =76Try(N)
=> {Imh|h e ro(Homg(U,N))}
=> {Imh|h e r(c(Homs(U, N)))}

Por 1 del Corolario 2.70, tenemos g (Homs (U, N))) < 7(Homg (U, ¢(o)(N))).
Por lo tanto concluimos qug(7o)(N) < ¢(7)(¢(0)(N)), puesto que

P(T)(@(a)(N)) = > _{Im f | f € r(Homs(U, (o) (V)))}-
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Proposicion 2.73. Sean(p, ¢) la conexdn de Galois inducida por la adjunn
(UQpr _,Homg(U, _)) yU = sUg un bimbdulo. Entonces) (7o) = 1(7)¢(0)
para cadar, o € S-pr.

DEMOSTRACION. Searv, T € S-pry M € R-Mod. Entonces, por 2 de la Propo-
sicibn 2.67:

V(1) (W (0)(M)) = -Anny ((0)(M))
={zey(o)(M)|uxzxeT(U®g(c)(M)) paracadas € U},
dondeu ® « es un generador dé Q) v(c)(M). También
U(ro)(M) = ;oAnny (M)
={reM|u®zecTo(U®rM)paracada € U},

dondeu ® x es un generador dé ) , M.

Seazr € ¢(7)(¢(o)(M)) y probemos que: € (7o)(M)). Seau € Uy
veamos que: ® = € 7o(U @ M), dondeu ® = un generador d&/ & , M. En
efecto,u ® x es un generador dé ) , M, puesto que: € ¥ (o)(M) < M.

Ahora, consideremos un generadorlé) , ¢ (o) (M), digamosz = u ® x,
tal que F(iyo)m)(2) = u ® z, dondeiy,)as = ¥(0)(M) — M es la inclu-
sion canonica Y (iy o)) : U Q@p¥(0)(M) — U Qg M. De ahi, notemos que
u®z € Fliyo) (U ®pv(o)(M)). Luego, puesto que € (1) (w(o)(M)),
tenemos que = u ® z € T(U @z ¥(0)(M)). Por lo tanto, ya que € R-pr,
obtenemos:

0® 1= Fligy)(2) € 7(M Fligia)) = 7(Fliuan (U ©r 6(0)(M)))
<7(c(U®r M)),

donde la Gltima desigualdad, se sigue de la parte 2 del &aya.70. Asi que
u@z e To(UQ@r M) paratodaw € U, dondeu ® x € U@y M.
El siguiente diagrama resume los argumentos de esta deiostr

U Q@p t(0) (M) — = F (o) (U @ () (M) — o(U @ M)

J

T(U Qg ¥(0)(M)) 7(Im F(iy o)) UQrM
donde el morfismd{ es la correstriccion del morfismb(i,,)a,) @ Su imagen.
Concluimos entonces qugT)y (o) < ¢ (70). O

Observacbn 2.74. Cabe mencionar que la demostragide la Proposidn 2.73,
se puede obtener siguiendo la descripcde la asignadin ¥ que aparece en la
Observaddn 2.47. Para estaécnica de demostraom, se requiere la propiedad
universal del producto fibrado, las caractsticas de la clase R#’), donde la
categofa X tiene productos fibrados y por supuesto la DefimicR.23, en donde
vemos 6mo es el producto de dos de los miembros de la clagd Pr
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Los resultados que se obtienen en esta secciobn son muytan{es puesto
que cada vez que se tiene una situacion de adjuncion estoategoria®-Mod y
S-Mod los funtores que relacionan a dichas categoriasrtiana forma especifica
como afirma el Teorema de Watts-Eilenberg, que fue probadasaho tiempo,
ver [5] y [20]. Dicho resultado puede enunciarse de la siguiente manera:

Teorema 2.75.SeaF : R-Mod — S-Mod un funtor adjunto izquierdo d€' :
S-Mod — R-Mod. Entonces existe UpLs-bimodulo tal queF’ = LQy,_ Y
G = Homg(L,_)

Con base en el Teorema anterior, los resultados que obtevémesta seccion
son validos para cualquier conexion de Galois eftfer y S-pr inducida por un
par adjunto(F, G), es decir, los morfismag y ¢ que relacionan a dichas reticulas
y evaluados en los prerradicales respectivos siempreéet@forma der-traza y
dec-anulador respectivamente, con respecto al bimoétujpie corresponde al par
adjunto(F, G). Observemos también que en el Teorema 2.46 podemos ietluir
comportamiento de los morfismgsy ¢ con respecto al producto de prerradicales,
en el sentido de las Proposiciones 2.72y 2.73.






Capitulo 3

Morfismos entre reticulas de prerradica-
les asociados a transformaciones natura-
les

3.1. ¢, Y1, cony una transformacion natural general

En la seccion anterior dada una adjuncion entre los fastbr: R-Mod —
S-Mody G : S-Mod — R-Mod definimos morfismos entre las reticulas de prerra-
dicalesR-pr y S-pr que son parte de la conexion de Galois entre dichazutasi.
En esta seccion atn no teniendo una adjuncion entrearzsgle modulos defini-
remos morfismos entre reticulas de prerradicales queneetiebien los morfismos
asociados a una adjuncion, asi como algunos resultadogamqeralizan a los de la
seccibn anterior.

Una manera de conectar dos funtores es a través de unatraasfon natu-
ral, por lo que daremos morfismos entre las reticillgs y S-pr asociadas a una
transformacion natural.

En el Teorema 2.54 para evalyaen unR-prerradicat- usamos al prerradical
alfa generalizado en el funtor que va Hepr a S-pr aplicado a la inclusion, ; :
T(M) — M, conM € R-Mod. Para evaluap en unS-prerradicalo usamos el
prerradical generalizado omega en el funtor de regresoaajdia la proyeccion
pon : N — N/o(N) conN € S-Mod.

Con base en lo anterior y usando los siguientes diagramasutativos defi-
niremos morfismos entre reticulas de prerradicales afaxiauna transformacion
natural. Seay : ' — G una transformacion natural entre los funtoféss
R-Mod — S-Mod. Para la inclusion.y; : 7(M) — M dondeM € R-Mod, se
tiene el siguiente diagrama conmutativo:
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Para la proyecciom,,; : M — M/7(M) con M € R-Mod, tenemos el
siguiente diagrama conmutativo:

(33) F(M) —M G(M)
F(%M)l O J{G(PTM)
F(M/7(M)), 7= G(M/7(M))

La siguiente definicion es una generalizacion de la définique se muestra
en el Teorema 2.54.

Definicion 3.1. SeanF, G : R-Mod — S-Mod funtores yy : F — G una trans-
formacibn natural. Se definen las siguientes asignaciones, parak-pr como:

1. ¢ @ R-pr — S-pr comogp, (1) = \/ Oy oF(inny) dONdET s
MeR-Mod
T7(M) — M es lainclusbn natural.
2.1y : R-pr — S-prcomoi,(r) = A Wrat)ranyoF (prar) dONCE

MeéR-Mod
pra s M — M/7(M) es la proyecdn natural.
Teorema 3.2. Las asignacioneg,, y 1, son morfismos de clapos.

DEMOSTRACION. Es claro que las asignaciongs y v, estan bien definidas.

Veamos que,, preserva el orden. Seanr’ € R-prtal quer < 7'y probemos
quey, (1) < ¢, (7'). Basta demostrar que para talac R-Mod, o, or(i.,,) =
QypjoF(is,,)» dONd€i o 7/(M) — M es la inclusion canonica. Seaif € R-
Mody K € S-Mod. Entonces, por la Definicion 2.48:

Wypror(in) (K) = D {f(Im(yar o Flirar)) | f: G(M) — K}

(i) (K) =Y _{g(Im(ya o F(irm))) | g : G(M) — K}
Se tiene el siguiente diagrama conmutativo:

(34) <—>’TM M

dondej es la inclusion natural. Sq”a: G(M) — K. Entonces aplicando el funtor
F al diagrama (34), obtenemos el siguiente diagrama cotinata

F(irn) Y™ f
[ — >

F(r(M)) G(M) =K
le o

F(7 (M)

F(M)

F(iT’]M)
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De donde obtenemos:

Im(f oyar o Firnr)) = IM(f o var 0 Firar) © F(5))
< Im(f oyar o F(irnr))-

Porlo quea,, o r (i, ) (K) <y 0r,,,) () Y por tantop(r) < (7). Asi que
¢~ preserva el orden y por lo tanto es un morfismo de clapos.

Ahora veamos que., preserva el orden. Seanr’ € R-pr tal quer < 7'.
Probemos que), (1) =< v.(7'). Basta demostrar que para todid € R-Mod,
Wy s/ 200 F (prar) < Wy a1 /220y F (P 2p) dondep,p; : M — M/7'(M) es la pro-
yeccion natural. Seaf/ € R-Mod y K € S-Mod. Entonces, por la Definicion
2.48:

Wy /e aryoF (pr ) () = ﬂ{?(ker(W(M/rM) oF(prm))) | f: K — F(M)}
y
Oy oan oo oran (K) = (G (ker(yarjrary © F(proaa))) | 9+ K = F(M)}.
Se tiene que,/ s o iy = 0, dondei,/y; : /(M) < M es la inclusion natural.

Entonces por el Teorema del Factor existe M/7M — M /7'M de manera
Unica tal que el siguiente diagrama es conmutativo:

PrM

(35) PMCTM

M/TtM ——0
p‘r’]VIl O
M/ M

l

0

3h

Seag : K — F(M). Consideremos el siguiente diagrama:

g

K F(M) —2222 p(vr (M) 220G (07 (M)
F(pT/M)l/ O F(h)
F(M/T(M)) o

G(h)
Y(M /! M) l

G(M/7'(M))
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donde el triangulo es conmutativo puesto que es aplicambf F' al diagrama
(35) y el rectangulo conmuta por la naturalidachd®e ahi
T (Ker(yar/rary © F(prar))) = Ker(ya/rary © F(priar) © 9)
= ker(G(h) o y/rmy © F(prar) © 9)
> ker(yar/rary © Fprar) © g)
=g (ker(Yar/rary © F(prar)))

> Wrynryran)oF (prar) (K)

Es decirw, \, or(an(K) < G (ker(yag/man © Fpru))) para todag
K — F(M). Por lo tantow, , . or(p, ) (K) < w,Y<M/T,M)oF(pT,M)(K)_ En-
toncesy, (1) =< ¥, (7). Concluimos que), preserva el orden y por tanto es un
morfismo de clapos. O

En adelante en algunas ocasiones denotaremos a la corbpaséctransfor-
maciones naturaleg: ' - Gy é : G — HconF,G,H : R-Mod — S-Mod
funtores, com@ o v = §~.

Proposicion 3.3. SeanF,G,H : R-Mod — S-Mod funtores,y : FF — Gy
0 : G — H transformaciones naturales. Entonces para R-pr:

Loy (1) 2 05(7), 95y (T) 2 05(7)-

2. ¢6'y(7_) = T;Z)(S(T)’wé’y(T) = %(7')-

DEMOSTRACION. 1. Sear € R-pr. Probemos ques, (1) = ¢s(7). Por lo
que veremos que para cadd € R-Mod, a(50y),,0F (i, 0) = Q620G(isar)» AON-
dei;p : 7(M) — M es lainclusion natural. Seal € R-Mod, K € S-Mod,
f: H(M) — Ky consideremos el siguiente diagrama conmutativo:

F(irnr)
_—

(36) F(r(M)) F(M)

“/r(M)l @) YM

Del Diagrama (36) :
(M oy)ar o Flirar)) = IM(f 0 dar © Glirar) © vr(ar))
< Im(f odpr o Girnr))
= f(IM érr 0 Glirnm)) < @sy06(i,00) ()

Por lo tanto para cad® € R-Mod, se tiene que(soy),,oF(
de dondeps, (1) < s(7).

irnr) = 630G (irar)
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Ahora mostraremos ques., (1) = ¢ (7). Por lo que veremos que para cada
M € R-Mod, Q(§0) aroF (irar) = Oy oF (irpr)* SeanM € R-Mod, K € S-Mod,
f:H(M) — K.Entonces:

fUM(d oy)ar o Flirar)) = IM((f 0 0ar) 0 yar © Flirnr))
= g(Im yar o F(irnr)),

dondeg = f o oy : G(M) — K. Por lo tantops, (1) =< ¢ (7).

2. Ahora veamos qués., (1) > ;(7). Entonces probaremos que para ca-
daM e R-Mod, Wo(nr/7ar)oF (prar) = W80V nr/7a0F (prar) dondepry : M —
M/7(M) es la proyeccion natural. Sed € R-Mod, K € S-Mody f : K —
F(M). Consideremos el siguiente diagrama conmutativo:

37) K —* P

M l ¢ l’YIVI/TAf
G

G(M) Z G (M (M)

oM l O lélw/‘r]\/[
H

H(M) 222 b (M (0))

HOnp (a7 (M)

De donde:

%
f(ker(6 o ) nrjrar © F(prar)) = ker((6 0 ¥)arjras © F(prar) © f)
= ker(0(ar/rary © G(prar) © Y © f)

%
= Yy O f(keréM/TM o G(p'rM))
) (K.

= W (a1 /7 a1)0G (pras

De ahi se concluye qugs., (1) = ¥5(7).
Del mismo modo veamos qugs., (1) = (7). Sear € R-Mod. Entonces
probaremos que para cada < R-Mod, Wyt /7a0y0F (prar) = W(60y) a7 a0 F (prar)

dondep, s : M — M/7(M) es la proyeccion natural. Seah € R-Mod, K € S-
Mody f : K — F(M). Entonces
T (er(3 o) a1/rar © F(prar)) = Ker(8 0 1) agjrar © F(prr) © f)
> ker(y/rary © F(prar) o f)
= F (Kery(as/ran) © F(prar))
2 Wiy oF (prar) (K)
Por lo tantogs, (1) = ¥ (7). O

El siguiente corolario es inmediato de la Proposicion 3.3.

Corolario 3.4. SeanF, G, H : R-Mod — S-Mod funtores;y : F - Gyd: G —
H transformaciones naturales. Entonces para R-pr:
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1 @5y (1) 2 s(T) N\ oy (7).

2. sy (1) = s (1) V s (7).

Corolario 3.5. SeanF, G, H : R-Mod — S-Mod funtores;y : F - Gyé§: G —
H transformaciones naturales. Entonces

1. Sié es un isomorfismo natural, entonces, = ¢,.

2. Sivy es un isomorfismo natural, entonces, = ¢s.

DEMOSTRACION. 1. Sear € R-pr. Para cadd/ € R-Mod, tenemos qué,; :
G(M) — H(M) es unisomorfismo. Asi que en el Diagrama (36), se puede agre-
gar el morfismay;,' : H(M) — G(M). Seag : G(M) — K y viendo el diagrama
(36), obtenemos:
Im(g v © F(irar)) = IM(g 0 8/ 0 H(irar) © 6rar © Yrar)
= Im(g 0 83 0 8ar 0 ar © Flirar)
= go 8y (Im (5 07) © Firnr))
De ahi,p, (1) = ¢s(7). Asi que por 1 de la Proposicion 3.3, concluimos que
Psy = Pry-
2. Del mismo modo, sea € R-pr. Se tiene que para cadd € R-Mod,
vy F(M) — G(M) es un ismorfismo. Asi que en el Diagrama (36), se puede
agregar eh_, : G(r(M)) — F(r(M)). Seaf : H(M) — K y del diagrama
(36), se tiene:
Im(f odpr0G(irps)) =IM(f 0dps0ynr o Flizpg) o 'y;]\14)
<Im(fodpr oy o Flirnr))
De dondeps(7) = @s(7). Asi que por 1 de la Proposicion 3.3 obtenemos que
Poy = Ps-

Corolario 3.6. SeanF, G, H : R-Mod — S-Mod funtores;y : F - Gyd: G —
H transformaciones naturales. Entonces

1. Sié es un isomorfismo natural, entoncgs, = 1.,.

2. Sivy es un isomorfismo natural, entonags, = vs.

DEMOSTRACION. 1. Sear € R-pr. Para cadd/ € R-Mod, §,; €s un isomor-
fismo. Entonces, seA: K — F (M), conK € S-Mod. En el Diagrama (37), se
puede agregar el morfismﬁ%l/TM :H(MTM) — G(M/TM) Yy asi se tiene:
ker(yar/rar © F(prar) o f) = ker@;f/TM 0 Opr/rm © Yaafem © F(prar) o f)
> Ker(Ons/rar © Yarjem © F(prar) o f)

— F(ker (5 0 V) mjrar © F(prar))
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De donde obtenemos qug (1) > v, (7) y por 2 de la Proposicion 3.3, conclui-
mOos queps, = 5.

2. Sear € R-pr. Para cadd/ € R-Mod, v;; es un isomorfismo. Sea: K —
G(M), conK € S-Mod. En el Diagrama (37), se puede agregar el morfigngo

el morfismov];[l, de donde tenemos lo siguiente:
Ker(dar/-ar © G(prar) © g) = Ker(Gaz/rar © Yarjras © F(prar) © 3f © 9)

N
= Yar © g(Ker(§ oy)nr/rar © F(prar))
Puesto que@1 og: K — F(M), obtenemos que;(7) = vs,(7). Luego, de la
Proposicion 3.3 parte 2, concluimos qug, = 1s. O

En el siguiente corolario analizaremos a los prerradicates-pr: ¢ (0r),
(P'y(lR)- w'y(OR) y ¢7(1R)-

Corolario 3.7. SeanF,G : R-Mod — S-Mod funtores yy : F' — G una trans-
formacbn natural. Entonces

1. p,(1g) = \/ aﬁ%{{). Si v es un epimorfismo natural, entonces
M€ R-Mod
©~(1gr) es un prerradical idempotente &hpr.
_ G(M)
2. 90’7(03) - \/ Ym YaoF (iopa)’
MeR-Mod
F(M
3. 0y(1R) = N\ W ooy donde0 € R-Mod ypas : M — 0.
MeéR-Mod
4. 1, (0r) = /\ wii%{) Si~ es un monomorfismo natural, entonces
M€ R-Mod

1 (0r) es un radical er5-pr.

DEMOSTRACION.
1. Seali : R-Mod — R-Mod el prerradical identidad. Entonces por 1, de la
Definicion 3.1:
_ _ _ G(M)
oy(1r) = \/ QyproF (i ary) = \/ Qypp = \/ Xm s
M e R-Mod M€ R-Mod M€ R-Mod
Si~ es un epimorfismo natural, entonces
G(M
oy(1r) = \/ O‘GEM%
M€ R-Mod

es un prerradical idempotente.
2. Sed)y : R-Mod — R-Mod el prerradical cero. Entonces

_ _ G(M)
©+(0R) = \/ QyproF (io () = \/ Ym Y0 (G0 ar)
M e R-Mod MeR-Mod
3. Por la Definicion 3.1:
_ B F(M)
Vy(1g) = /\ Wynij1 g moF (01 () = /\ “ker 00 F (par)”

M e R-Mod M e R-Mod
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4. Por la Definicion 3.1:
F(M
¥y (0r) = /\ Yyar/0pmoF (Pog (a) = /\ Wyn = /\ wke(rfyM)v
MéeR-Mod MeéR-Mod MeéR-Mod
dondepg,(ary : M — M. Sivy : F' — G es un monomorfismo natural, entonces
F(M
o) = A e
M€ R-Mod

es un radical.
Observacibn 3.8. En el Corolario 3.7 parte 2, si' es un un funtor que preserva
morfismos cero, entonces (0r) = 0g. En particular, cuandd es un prerradical

6 cuandoF’ es un funtor aditivo, tambi se tiene que.,(0r) = Os.
En 3 del Corolario 3.7, sfx es un funtor que preserva morfismos cero, entonces

F(M
1/17(11%) = /\ wFEM; =1g.
MeR-Mod

A los prerradicales, (1) y ¥ (0r), los denotaremos de la siguiente manera.

Notacion. SeanF, G : R-Mod — S-Mod funtores yy : F' — G una transfor-
macion natural. Denotaremos a los prerradicaled r) y ¥~ (0r) como:

(38) So'y(lR) = g’y y %(OR) = ﬁ*y-

3.2. ¢,y paratransformaciones naturalesy espedficas

En esta seccion veremos algunos ejemplos de morfismos retitcalas de
prerradicales asociados a ciertas transformacionesatedguque en particular invo-
lucren prerradicales.

Proposicion 3.9. Seac € R-pry consideremos la transformaci natural i, :
o — 1. Entoncesp; (1) = o7, parat € R-pr.

DEMOSTRACION. El resultado se sigue del Teorema 1.58 y de las Definiciones
2.48y 3.1, puesto que parac R-pr:

M

vi,M =\ Aiyootin= V  Yean= V  aran=om
MeR-Mod MeR-Mod MeR-Mod

dondei,(ap) : oT(M) < M. O

El siguiente resultado es el dual de la Proposicion 3.9,aelel trabajamos
con el coprerradical*, el cual presentamos en la Definicion 2.39.

Proposicion 3.10. Seas € R-pry consideremos la transforma&ci naturalp,« :
1gr — o*. Entonces), . (1) = (7 : o), parat € R-pr.
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DEMOSTRACION. Seat € R-pr. Entonces, por la Definicion 3.1,

Up (1) =\ o1(par)» dONdep,ar : M — M/7(M). Luego, para
M€R-Mod
cadaM € R-MOd,pJZ

w,
p"?MﬁM)

|+ M/T(M) = (M/7(M))/o(M7(M)). Por la De-

M/TM

finicion 1.62,0(M /7(M)) = (7 : o)(M)/7(M), por lo tantopoy, ol(prar) :
M — M/(t:0)(M). Asi,
_ M _ M — (.
¢pa* (7—) — /\ CUker(pg* Ol(p-rM)) = /\ w(T:O’)(M) = (7_ : U)
MeER-Mod (M/7M) MeR-Mod
Donde la Gltima igualdad se tiene del Teorema 1.58. Pomiteoncluimos que
Yy, (T) = (T2 0). O

Observacbn 3.11. Seasc € R-pr. Notemos que de las Proposiciones 3.9 y 3.10,
se tienen respectivamente los operadores siguientes:

1. @i, (_) : R-pr — R-pr,tal quey; () =o-_.
2. ¢pa* (—) : R-pr — R-pl’, tal que’lppo* (_) = (_; 0')

Proposicion 3.12. Seanp, o € R-pr tal quep < o y consideremos la transforma-
cion naturali,, : p — o. Entoncepr =< ¢;, (1), parat € R-pr.

DEMOSTRACION. Sear € R-pr. Entonces el resultado se obtiene de las Proposi-
ciones 3.3y 3.9, puesto que:

pT = (pip (T) = SoiooipA,U (T) j (pip,o (T)
O

Para el dual de la Proposicion 3.12, usaremos la siguieamisformacion na-
tural:

Seanp,o € R-pr, tal quep = o. Entonces definimos la transformacion na-
tural p,, : p* — o* tal que para cada/ € R-Mod consideramos el morfismo
Ppoany  M/p(M) — M/a(M), el cual existe por el Teorema del Factor usando
un diagrama similar a (18) de la Seccion 2.1. Tales morfistnosplen la condi-
cion de naturalidad para cada morfimoRsMod.

Proposicion 3.13. Seanp, o € R-pr tal quep < o y consideremos la transforma-
cion naturalp, , : p* < o*. Entonceqr : o) = v, (7), parat € R-pr.

DEMOSTRACION. Sear € R-pr. Por las Proposiciones 3.3y 3.10 se tiene que

(T : U) = wpcr* (T) = wpp.,aopp* (T) i wpp,a (T)
O

Proposicion 3.14. Seano, p € R-pr tal quep < ¢ y consideremos la transforma-
cion naturali, , : p — o. Entonces para € R-pr

¢i,. (1) = /\{n € R-pr| pr < no}
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DEMOSTRACION. Sear € R-pr. Por la Definicion 3.1, se tiene que, , (1) =

\/ o) Primero probemos quer = ¢;,,(7)o. SeaK € R-Mod.

p(7(M))
M€ER-Mod
Entonces por 3 del Teorema 1.63:

(i, M) =\ (203, 0) (K)

M e R-Mod
> (a9 ey ) EK) = a0 (0(K)) > 1ok (p(7(K)))
p(7(K))

dondel,x : o(K) — o(K) es el morfismo identidad. De donge < ¢;, , (7)o

Por lo tanto/\ {n € R-pr | pr < no} < @i, (7).
Para la otra desigualdad, probemos que para #ada R-Mod se cumple que

(39) a7ty = /\n € Rpr| pr < no},
SeanM, K € R-Modyn € R—pr tal quepr < no. Se tiene que
o(M)
a7 () = > {f (ol fro(M)— K},

perof(p(t(M))) < f(n ( (M))) < n(M ) puesto que) es unR-prerradical. Por
lo tanthZ((i\(%)) = n para today € R-pr tal quepr < no, de donde se concluye
(39). Entonces

e (M) =\ a%hn = N\n€ Rpr|pr < no}.
M e R-Mod

Concluimos quep;, , (1) = \{n € R-pr| pr < no}, parar € R-pr. O

Observacbn 3.15.
©i, (1) = /\{UGR-pr|p-<770-<0}

Proposicion 3.16. Seano, p € R-pr tal quep < o y consideremos la transforma-
cion naturalp, , : p* — o*. Entonces para € R-pr

Uppo (1) = \[{n € R-pr| (p:n) 2 (r:0)}

DEMOSTRACION. Sear € R-pr. Por la Definicion 3.1, tenemos qug, , (1) =

M/p(M) -
N\ worhiat)par)- Primero probaremos que
MéR-Mod

M/p(M
VineRprl(p:mz(r:a)y = A w800
MeR-Mod
Para esto, mostraremos que
M/p(M
(40) \ineRpr|(p:n) < (r:0)} w00 .
para toda\/ € R-Mod.
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SeanM, K € R-Modyn € R-pr, tal que(p : n) < (7 : o). Se tiene que

Wplo) () = (T (7 o) (M) /p(MD)) | g2 K — M/p(M)}.

Paratodgy : K — M/p(M), tenemos que(n(K)) < n(M/p(M)), asi que

n
n(K) <G (n(M/p(M))) =G ((p: n)/p(M)) <G ((r: 0)(M)/p(M)).
De lo anterior obtenemos qug(K) < wM/P) (K). Por lo tanto

(7:0)(M)/p(M)

n =< wévf:/g”)((%))/p(M), para today € R-pr, tal que(p : ) < (7 : o). De donde, se

obtiene (40) y por tanto se conIuW{n cERpr|(p:n) 2 (1:0)} 2Py, (7).
Para la otra contencion, seac R-pry veamos quép : ¢, (7)) = (7 : o).
SeaK € R-Mod. Por 5 del Teorema 1.63:

. _ M/p(M) K/p(K)
(P : /l/}pp,U(T))(K) = /\ (P Wi Up)(M)/p(M))(K) (p: Wir: 5)( )/p(K))(K)~
M e R-Mod

Se tiene queu{i{;’)({{) (K/p( ) C G ((r : 0)(K)/p(K)), para todag :
p(K)

K)/p
K/p(K) — K/p(K). De donde(p W80 e ) < (7 2 0)(K). Por lo
tanto, iy, , (1) = \/{n € R-pr| (p: n) = (v : &)}. Concluimos entonces:

Upo (1) = \/{n € Bpr| (p:m) = (7:0)},

parar € R-pr. O

Concluiremos esta seccién con los morfismpog) para un producto estrella
de transformaciones naturales. Para lo cual primero vebnsiguiente:

SeanF,G : R-Mod — S-Mod y H, K : S-Mod — T-Mod funtores. Con-
sideremos : FF — Gy~ : H — K transformaciones naturales. Entonces, de
acuerdo a la Definicion 1.29,x 6 : H o F — K o G tal que para cadd/ € R-
Mod, (v * 8)y : (H o F)(M) — (K o G)(M) se define comdy * §)y =
K(6m) o vr(ary = Yauy © H(dar). Por la Definicion 3.1 tenemos que,.s :
R-pr — T-prtal que parar € R-pr o,us(t) = \/  0(us)yso(HoR)(irnr):

M€ R-Mod
dondei.y; : 7(M) — M y se tiene el siguiente diagrama conmutativo:

(41) (H o F)(r(M)) 222 (K 0 G)(r(M))
(HOF)(iT]\/I)l @) l(KOG)(iTJW)
(Ho F)(M) (K o G)(M)

(v%6) s
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Analogamente, para € R-pr, por la Definicion 3.1 se sigue que,.;(7) =

/\ W(y%8) ar/raro(HOF ) (prar) dondep,p; : M — M/T(M) y se tiene el si-
MER-Mod )
guiente diagrana conmutativo:

(42) (H o F)(M) —ZM (K o G)(M)
(HOF)(pTM)l/ O l(KOG)(pT]\/[)
(H o F)YM /M) 25— (K 0 G)(M/7(M))

Teorema 3.17.SeanF' : R-Mod — S-Mod y H, K : S-Mod — T-Mod funtores
tales queH preserva coproductos y epimorfismos. SeaH — K una transfor-
macbn natural. Entonceg..i,. = ¢~ o0 ¢1,.

DEMOSTRACION. Sear € R-pr. Por la Definicion 3.1:

SD'Y*IF (7_) = \/ Oé(’\/*lp)]\{O(HOF)(iT]u)y
MeR-Mod

donde(y * 1r)m = Yp(ar) POr la Observacion 1.30 y se tiene un diagrama como
en (41) cony = 1p, dondei,ys : 7(M) — M. También de la Definicion 3.1:

(eyo 1)) =0,( \/ 1 gy 0F (i ar))

M e R-Mod
- QO’Y( \/ aF(i-,—]\/[)) = \/ a'yNOH(igN)
MeR-Mod NeS-Mod

dondei, : o(N) — Ny el S-prerradicabr = o1, (1) = \/  apg,,,)-
MeR-Mod
Probaremos primero que- o ¢1,.)(7) =< ¢, (7). Por lo que basta ver que

paratodaV € S-Mod, .y yorr(ion) XV Qysip)ro(HoR)(irar)- S€AN € S-

_ Mé€R-Mod
Mod, L. € T-Mod y consideremos lo siguiente:

yort(ion) (L) = Y _{k(IM(yw 0 H(ign))) | k: K(N) = L}
y

Qi1 ) aro(HoF) (irar) (L) = Z{k/UmWF(M) o(HoF)(irm)) | K+ K(F(M)) — L}.
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SeaH = Hom(F(M),N). Por el Lema 2.51, existe un epimorfismo
g: (F(r(M)™ — ap;_,,)(N) tal que el siguiente diagrama es conmutati-

vo para cadd € H.:
(]\{)))
( 1 )
(M)

00 Lo aF(iTM)(N)CJ—> N
O

o5

T(M)) ©

F(r
F f
(

(
f
F(irnr)

F

dondei; es la inclusion natural en el coprodudtd(7(M)))™), f es la corres-
triccion del morfismof o F'(i;3;) a su imagen yj es la inclusion natural. Por la
propiedad universal del coproducto:

IMG = apg, ) (N) = f(Im F(ira)).
H

SeaX un conjunto deR-Mod tal que
Z aF(iTM)(N) = Z aF(iTM)(N)'

MéR-Mod MeXy

SeaB = (F(7(M)))). Por la propiedad universal del coproducto existe un (nico

homomorfismah : BX¥) — ¥~ ap ) (N), tal que para cadal € Xy el
MeXn

siguiente diagrama es conmutativo:
(43) BOW) L ST g (N N

(irnr)
MeXn /
[

QOF (i) (N

dondei, es la inclusion natural en el coproduddéX ™), i es la inclusién natural en

Z aF(irM)(N)’elmhz Z aF(i-rM)(N): Z Zf(ImF(ZTM))

MeXn MeXn MeXny H
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Seak : K(N) — L. Puesto que el funtal preserva coproductos y epimor-
fismos, al aplicar el funtof! al diagrama (43) obtenemos el siguiente diagrama
conmutativo:

H(BO) = (Y ap() (V) =2 HN) 2 K(N) 21
MeXn
H (3)

H(iz)

H(B)
H(if)
H(F((M)))
HF (irpr)
YF(M)
De ahi:
k(Im (v 0 H(igy))) = (koyn o Hign)H( D apin,y(N))]
MeXn
= (koyno H(i,n)) Z Im ( H(9))]
MeXn
- Z (koyn o H(ign) o H(3))[Im H(g)]
MeXN
= Z (koyn o H(ign) o H(i ZH
MeXN
- Z Z|m(kO’VNOH(ioN)OH(i)OH(?))
MeXny H
Z Zlm(koK(f)O’YF(M)OHF(iTM))
MeXny H
= > ) (ko K(£))(Im (vru) o HF (irar)))
MeXn H
< Z a(’y*lF)MO(HOF)(iTM)(L)
MeXN
< \/ a(“{*lF)MO(HOF)(iTMf)(L)

MeR-Mod
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Por lo tanto(yy © ©1,)(7) = @ys1p (7).
Ahora sear € R-pry veamos qu&-.i,(7) = (¢4 o ¢1,)(7). Por lo que

probaremos qU&(.1.),,0(HoF)(irar) = \/ QyyoH(i, ) PAra cadaVl € R-

NeS-Mod
Mod.

SeaM;, € R-Mod y consideremosVy, = F(M;) € S-Mod. SeaH =
Hom(F(My), No) y L € T-Mod. SeaX un conjunto en?-Mod tal quelM, € X

y
> apan™o) = Y apg, ) (No).
M e R-Mod MeX

Procediendo de la misma manera que en la prueba de la otgudesid, para

k' : K(F(My)) — L se tiene un diagrama similar al anterior que es conmutativo
para cadgf € H y en particular para el homomorfismo identidad F'(My) —
F(M,). Dicho diagrama es similar al anterior sustituyerddgoor My, N por Ny,

k pork’y X por X. Entonces:

(K" o K(f))(IM (Yr(ary) © HF (ira1,))) = IM (K" 0y, 0 H(ign,) 0 H(i) o H(f))
= k'(Im (yn, 0 H(ign,) © H(h) o H(ix) o H(if)))
< K(Im (7N, © H(ioN,))) < Qg oH(ing) (L)

< \/ aWNOH(inN)(L)'
NeS-Mod

Puesto quek preserva identidades, se tiene qi€f) = 1xp) Y asi(k’ o
K(f)) =K. Porlo tanto
k/(lm (’VF(MO) © HF(iTMo))) < \/ a'yNOH(igN)(L)'
NeS-Mod
De ahi concluimos que para cafla € R-Mod:
Qyslp)aro(HoF)(irar) = \/ QynoH (ipn)-

NeS-Mod
ENONCeS1u1,(7) = (1940 91,)(7). POT 10 taNtOp,.1, = 9y 0 o1, O
Teorema 3.18.SeanF : R-Mod — S-Mod y H, K : S-Mod — T-Mod fun-

tores tales queK preserva productos y monomorfismos. Sea H — K una
transformacdn natural. Entonces..;,, = ¢y o ¥1,..

DEMOSTRACION. Sear € R-pr. Primero probaremos,
Pye1p(T) 2 (Py 0 1 )(7) = Py (1 (7))-

Por la Definicion 3.1;

(44) Vi (T) = /\ Wyslr) am/raro(HoF) (prar)
M e R-Mod
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y se tiene un diagrama como en (42) ¢os 1, dondep,y; : M — M/7(M).
Notemos gue (44) usando el diagrama (42) es equivalente a:

Vos1p (T) = /\ W(KoF)(pra)o(v+lr)m
M e R-Mod

= /\ W(KoF)(prm)o(V) r(ar)?
M e R-Mod

donde por la Observacion 1.30;  1r) v = (V) r(ur)-
Seao = 91, (1) € S-pr. Entonces de la Definicion 3.1y del diagrama 33:
¢7(¢1F(7—)) = Tzz)“/(a) = /\ Yyn/on)oH (PoN)

NeS-Mod

= /\ WK (pon)ovn
NeS-Mod

dondep,n : N — N/o(N)y

a(N) =N W(1 ) ag)rar0F (prar) (V) = N wrrraner ) (V)
M e R-Mod M e R-Mod

= /\ WE(prar) (N).
M e R-Mod

Entonces para probar que

/\ W(KoF)(pra)o(V) rar) = /\ WK (pon)ovn s
M e R-Mod NeS-Mod

basta ver que para cada < S-Mod, se tiene que

/\ W(KoF)(pram)o(¥) p(m) = WK (pon)orn
M e R-Mod

SeaN € S-Mod y L € T-Mod. Entonces:

(_
W(KoF)prane)ran (D) = [ K (Ker(K o F)(prar) 0 yran)) | K+ L — H(F(M))},
ity (1) = (& (Ker(K (pon) 0 v)) | b+ L — H(N)}

Wroan (V) = (1 (KerF(prar) | h: N — F(M)}.

SeaH = Hom(N, F'(M)). Por la propiedad universal del producto existe un
nico homomorfismgf : N — (F(M/7M))* tal que el siguiente diagrama es
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conmutativo para cadac H:
(F(M/TM))* <—— N

Sy

F(M/TM)

F(pT]\/I)T
F(M)

dondepy, es la proyeccion natural del produdtB(M /7 M)y 1 = F(p-ar) o h.
También por la propiedad universal del producto:

kerf = kel = (ker(F(prar) o h) =) % (kerF (pyar)
H H H
= wF(PrM)(N)'
SeaX y un conjunto deR-Mod tal que

ﬂ wF(pTM)(N) = ﬂ wF(PTM)(N)'
MeR-Mod MeXn

SeaB = (F(M/TM))™. Por la propiedad universal del producto existe un (nico
homomorfismof’ : N — B*~, tal que para cad&/ € X el siguiente diagrama
es conmutativo:

(45) (B~ L

yoz
/

B l

N

Ph h
F(M/T
F(PTM)

F(M)

dondep, es la proyeccion natural del produci®*~. También de la propiedad
universal del producto:

kerf' = (1) kerf = [ wr(p,,)(V) =o(N).

MeXn MeXy
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Seak : L — H(N). Puesto queV/o(N) = N/kerf’ = Im f' < BX~Ny

ya que el funtorK preserva productos y monomorfismos, al aplicar el fuhfaal
diagrama (45) obtenemos el siguiente diagrama conmutativo

K(N/oN)

YF(M)
H(F(M))
dondei : N/o(N) « BX~,
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De ahi:

% (Ker(K (pon) © 1)) = Pon) 0 o k)

I
D
=
— B\ ~—~
~.
S~—
o
2
s
q
2
o
2
4
o
RA
S~—

MeXny H

= () (ke K (1) oynok)

MeXny H

- ﬂ ﬂker(KF(pTM)oK(h)OWNOk‘)
MeXy H

= ﬂ m ker(K F(pra) o vrry © H(h) o k)
MeXy H

- N ﬂW(ker(KF(pTM)O’YF(M)))

MeXny H

ﬂ W(KoF)(pram)ovr(an) (L)
MeXn

2 /\ W(KoF)(pra)ovr(an (L)
M e R-Mod

De ahi concluimos que para caffac S-Mod,

I
2
=
o
J
/-~
-
D
=
@
=
~

v

/\ W(KoF)(prar)o(V) rar) (L) < WK (pon)on (L).
M e R-Mod

Por lo tantoy..1,. (1) < (1y 0 91, )(7).
Sear € R-pr. Entonces veamos q(i¢, o1, )(7) =< ¥.1, (7). Basta ver que
para cada/ € R-Mod:

/\ WK (pon)oyy = W(KoF)(pra)o(y) p(ar)*
NeS-Mod

Seal € R-Mody consideremod/y = F(M;) € S-Mod. SeaH = Hom(Ny, F'(My))
y L € T-Mod. SeaX un conjunto erR-Mod tal queM, € X'y

m wF(pT]W)(NO) = ﬂ wF(pT]W)(NO)'
M e R-Mod MeX

Analogamente a la prueba de la otra desigualdad, paral — H(F(My))
se tiene un diagrama similar al anterior que es conmutativa padah € H
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y en particular para el homomorfismo identidad F(My) — F(My). Dicho
diagrama es similar al anterior sustituyendib por My, N por Ny, k por k' y
X por X. Puesto qued preserva identidades tenemos dii€h) = 1gp ) Y
asi(H(h) o k') = k. Luego:

— —
K (ke K F(prasy) © (V) Faso))) = (H(R) o k') (ker(K F(pray) © (V) p(ao)))
(

(Pra,) © YF(Mo) © H(h)o k/)
)0 g 0 k)

= k' (ker(K (poy, ) © N,))
WK (poNg )TN, (L)
2 /\ WK (pon)oyn (L)
NeS-Mod
De donde concluimos que para cadac R-Mod:

A @K anon (L) < @xor)poanomran (L)
NeS-Mod
Entoncegt), o ¥, )(7) = ¥y41,(7) y de las dos desigualdades llegamos al resul-
tado. O

3.3. Morfismos asociados a funtores

En la seccion 3.1, definimos los morfismos de clapoy ), cony : ' — G
una transformacion natural. En esta seccion trabajeseron el caso particular
en el que la transforacion natural es la identidad sobreuntof en la categoria
R-Mod.

SeaF' : R-Mod — S-Mod un funtor yy = 1p : F — F la transformacion
natural identidad sobrg'. Entonces, para € R-pr por la Definicion 3.1:

1.
o (7) = \/ QypoF (irn) = \/ QL p(aryoF (irnr)
M e R-Mod MeR-Mod
= \/ XF(irp) = ¢r(T)
M e R-Mod

dondei s : 7(M) — M es lainclusion natural.

2.
Uy (1) = /\ WyntsranyoF (prar) = /\ Wig o ranyoF (prar)
M e R-Mod MeR-Mod
= N wrpa =vr0)
M e R-Mod

dondep.ys : M — M /7(M) es la proyeccion natural.
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Observacbn 3.19. SeaF' : R-Mod — S-Mod un funtoryy = 1p : F — F
la transformacdn natural identidad sobré’. Entonces denotaremosa,. y ¢1,.
respectivamente como:

or Y YF.

Observacbn 3.20. Del Teorema 2.46 se tiene que una adjdnc{F, G), donde
F : R-Mod — S-Mod yG : S-Mod — R-Mod, induce una conedin de Galois
(R-pr, p, 1, S-pr). Por el Teorema 2.54, se tiene que para R-pryo € S-pr:

80(7—) = \/ OZF(Z'TA{) y ¢(J) = /\ wG(paN)'
MeR-Mod NeS-Mod

Por otro lado, por la Observabn 3.19 para los funtoreg’ y G se tienen los
morfismospr Y 1. A4 que notemos lo siguiente parac R-pry o € S-pr:

1. (pF(T) = \/ aF(iTM) = (p(T)
M € R-Mod

2.9g(0) = N\ wap,n) = (o).
NeS-Mod
Es decir, la definidin de los morfismagr y ¢ coincide con la definiéin que
teriamos dep y ¢ cuandoF' es un funtor adjunto izquierdo d&, o bien, por la
Observaddn 2.55 cuandd' y G son funtores equivalentes.

Corolario 3.21. SeanF,G : R-Mod — S-Mod funtores yy : FF — G una
transformaocdn natural. Entonces para € R-pr:

1. oy (7) 2 or(7), 04(7) 2 9c(T)

2.y (1) = r(7),44(7) = Pa (7).

DEMOSTRACION. 1. Sead = 1¢ : G — G la transformacion natural identidad
sobreG y 7 € R-pr. Por la Proposicion 3.3 y la Observacion 3.19,0btesgem

©,(7) < (1), puesto que:
0~ (T) = s (1) = @5(T) = pa(T).

Ahora, sea = 1 : F — F la transformacion natural identidad solfe Analo-
gamente a lo anterior tenemos:

‘P'y(T) = @75(7—) = ps(T) = ¢F.

2. La prueba de la parte 2 es dual ala de 1. a

Corolario 3.22. SeanF’, G : R-Mod — S-Mod funtores yy : F' — G un isomor-
fismo natural. Entonces

1 oy =9pr =g

2. Yy =YF = 7Yg.
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DEMOSTRACION. 1. Sead = 1¢ : G — @ la transformacion natural identidad
sobreG. Por el Corolario 3.5, tenemg@s, = ¢, puesto que:

Py = Psy = P5 = PG-
También, si ahora = 1r : F — F es la transformacion natural identidad sobre
F', obtenemos:

Py = Pys = P5 = PF-
Dualmente a lo anterior y usando el Corolario 3.6, se tiempalte 2. O

Del Corolario 3.22 es inmediato que los morfismgsy ¥ son los mismos
para todos los funtores isomorfos naturalmenté a

Corolario 3.23. SeanF, F’ : R-Mod — S-Mod funtores tales qué’ = F’.
Entonces

1. oF = ppr.
2. YF = Ypr.

Corolario 3.24. Sealgr.pmog : R-Mod — R-Mod el funtor identidad0 z-mod :
R-Mod — S-Mod el funtor cero 1 .o : R-pr — R-pr el morfismo identidad en
R-pr. Entonces:

1. @1pm0a = LRopr-

2. wlR-Mod = 1R-pr
3. ©0rmed = Or-pr,» dondeOg.pr : R-pr — R-pr es el morfismo constante

cero.
4. Yopsod = Lrpr, dondelpgyr @ R-pr — R-pr es el morfismo constante
uno.
DEMOSTRACION. Sear € R-pr. Entonces:
_ _ _ M _
1 O1pmea(T) = \/ Q1 pmod (irar) = \/ Qiryy = \/ QM =
M eR-Mod M e R-Mod M eR-Mod
T.
_ _ _ M _
2. wlR»Mod(T) - /\ Wi gmod(Praa) = /\ Wp,pr = /\ Wrpm =
M e R-Mod MeR-Mod M e R-Mod
T.
0
3. P0pmoa(T) = \/ Q0p mod(irar) — \/ oy = Og, dondeOg repre-
M eR-Mod M e R-Mod
senta al elemento menor &apr.
0
4. Y0100 (T) = /\ WO pmod (P at) = /\ wy = 1g, dondely repre-
M e R-Mod M eR-Mod
senta al elemento mayor étpr. O

Corolario 3.25. SeaF : R-Mod — S-Mod una equivalencia. Entonces:

1. vogr = Ygr = 1Rpr-
2. orGg = Yrg = lspr.
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Donde el funtoiG : S-Mod — R-Mod cumple el Teorema 1.32zpr, 15.pr SON €l
morfismo identidad e®-pr y S-pr respectivamente.

DEMOSTRACION. Puesto qué : R-Mod — S-Mod es una equivalencia, existe
un funtorG : S-Mod — R-Mod, tal queF'G = 1s.mod Y GF = 1r-Mmod- ENntonces
por la Proposicion 3.23 y el Corolario 3.24:

1. PCGF = Plpmod = 1R-pr- Tamblénz/zGF = 1/11R_M0d = 1R-pr-
2. PFG = Plsmod — 1S-pr- Tamblem/}FG = 1/115,M0d = 1S-pr-

Il
El siguiente resultado es consecuencia inmediata del &a@.7.
Corolario 3.26. SeaF' : R-Mod — S-Mod un funtor. Entonces:
1. or(1g) = \/ a?%% es decirpr(1r) es un prerradical idempo-
M e R-Mod
tente. P
2. or(0Rr) = \/ almF(ioRM)'
MeR-Mod
3. TZJF(lR) = /\ wié]r\]/‘[?)(pM)' dondepM : M — 0.
M e R-Mod
4. Yp(ORr) = /\ w§<M>, es deciryr(0r) es un radical.
M e R-Mod

DEMOSTRACION. Se sigue del Corolario 3.7 con= 1 la transformacion natu-

ral identidad sobrd.
O

Observacibn 3.27.Notese que se tiene un comentario similar al de la Obseovaci
3.8 al considerary; . en el Corolario 3.26.

Considerandoy = 1 la transformacién natural identidad sobre el funkor

en (38), tenemos a los prerradicalés = pr(1g) = \/ a?%% ynp =
MeR-Mod
vr(0r) = N wg ™.
MeR-Mod

Corolario 3.28. SeanF, F’ : R-Mod — S-Mod funtores tales qué’ = F".
Entoncesy = e Y r = Npr.

DEMOSTRACION. El resultado es inmediato del Corolario 3.23. O
Los siguientes resultados son consecuencia de los TeoB&hvag 3.18.

Teorema 3.29.SeanfF" : R-Mod — S-Mod, G : S-Mod — T-Mod funtores tales
qued preserva coproductos y epimorfismos. Entoneggs = pg o pr.
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DEMOSTRACION. Seay = 1 la transformacion natural identidad sobre el funtor
G. Notemos que para cadd € R-Mod por la Observacion 1.30:

(v*1p)m = (1 * 1r)m = (1c)rvn) = Loy = (1gor) M-
Entonces por el Teorema 3.17 obtenemos el resultado:

PCF = Plgor = Pyxlp = Py O Plp = PG © PF-
O

Teorema 3.30.Seanf’ : R-Mod — S-Mod, G : S-Mod — T-Mod funtores tales
queG preserva productos y monomorfismos. Entonges = g o Y.

DEMOSTRACION. Elresultado es inmediato del Teorema 3.18, considerando
1c. O

Observacbn 3.31.Notemos que ¢i" : R-Mod — S-Mod yG : S-Mod — R-Mod
son funtores equivalentes, entong¢gs = ¢ Y ¢r = . Lo cual se tiene del
Corolario 3.25 y los Teoremas 3.29 y 3.30, ya que

©a o pr = ¢ar = lrpr = Yar = Yg o YF.

Cabe mencionar que del Teorema 2.22 y la Obsebra8i20 tamtén se deduce el
resultado ya que en ese case; o or = lrpr.

Los siguientes teoremas son una generalizacion de la Soapmes 2.52 y
2.53.

Teorema 3.32.SeanF,G : R-Mod — S-Mod funtores tales qué’ preserva
coproductos y epimorfismos. Sea F' — G una transformadn natural yh :
N — M un morfismo erR-Mod. Entoncesp, (an) = a.y, 07 (h)-

DEMOSTRACION. Primero probaremos que, (ay) < Q.,,0F (h)- ENtONces por la
Definicion 3.1:

oy (an) = \/ QyproF (iag, )
M eR-Mod
dondeiq, ar : o (M) — My paraM € R-Mod

an(M) = {f(mn)| f: M — M}

Entonces para probar que \/ Cyp0F (i 1) = OoypgoF (), VETEMOS quUe para

M eR-Mod
cadaM € R-Mod
OyproF (iay, mr) = QqypoF(h)-

SeanM € R-Mody K € S-Mod. Se tiene que
ypror(n)(K) =D _{g(Im (var o F(h)) | g : G(M) — K}
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UyproF iy 1) (K) = D _{g'(IM (qar © Flia,ar)) | ¢ - G(M) — K}

SeaH = Hom(M, M). Por el Lema 2.51, existe un epimorfisma N1 —
ap (M) tal que el siguiente diagrama es conmutativo para ¢gadad :

dondei; es la inclusion natural en el coprodudd®), f es la correstriccion del
morfismof o h a su imagen. Por la propiedad universal del coproducto:

Img =ax(N) =) f(Imh).
H

Seag’ : G(M) — K. Puesto que el funtaF’ preserva coproductos y epimorfis-
mos, al aplicar el funtof#' al diagrama anterior obtenemos el siguiente diagrama
conmutativo:

F(g) (i, ) YM g’

F
(46) F(NH)) =5 F(opM) 5 F(M) "> G(M) — K
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De ahi:
g'(IM (yar © F(iapm))) = (9" 0 vax © F iy, 01)[F(cn M)

) | Im (F(f))

H
:ZIm (¢’ o yar © Flia,n) o F(f))

(g O’YMOF(ZQ;M

—Zlm g o G(f) oy o F(h))

:ZgoG ))(Im (yar o F'(h)))
H

< Oé’YMOF(h)(‘N)
Porlo que para cad®l € R-Mod, av,,, 0 (i, v) = Q0F(n)- ENtONCESD, () =

QyproF (h)-

Por otro lado, pard/ € R-Mod, N € S-Mody g : G(M) — K, tenemos
un Diagrama similar a (46) comen lugar dej/, el cual es conmutativo para cada
f € H y en particular para el morfismo identidgd M — M. Entonces

g(Im (yar o F'(R))) = 1m (g o Lgar) © v © F'(h))
=1Im (g 0 yar © F (i, 1) 0 F())
<Im (g ovyar o F(ia,nm))
< %MoF(i%M)(N)

De donde,
QypoF(h) = QyproF (i, mr) = \/ QyproF (iay m)-
MeR-Mod
Por lo tantoa,, o r(n) = ¢~ (ar) Y concluimos la igualdad. O

Teorema 3.33.SeanF,G : R-Mod — S-Mod funtores tales qué; preserva
productos y monomorfismos. Sga F' — G una transformadn natural yh :
M — N un morfismo erkR-Mod. Entonces). (w,) = Wa(h)ovy,, -

DEMOSTRACION. Probaremos primero que, (wy,) = WG (h)oyy - PO €l diagrama

(33) y la Definicion 3.1¢y(wn) = /\  @a(p,ar)oma dONdeT = wp y 7ar
MeR-Mod
M — M/T(M).
SealM € R-Mody veamos qQU&G n)oyy, = Wa(p, ar)oy - O€AK € S-Mod.
Entonces:

WG(prar)ovm (K) = ﬂ{?(ker(G(prM) ovm)) |lg: K — F(M)},

Wa (hyoy ( ﬂ{g (ker(G(h)ova)) | g: K — F(M)}
:m{g(ker( NOF(h))) lg: K — F(M)}
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donde la Gltima igualdad es por la naturalidadcyden el morfisma: y
%
T(M) = (" f (keth) | f: M — M}.

SeaH = Hom(M, M). Por la propiedad universal del producto existe un Gnico

l: M — (M/kerh)" tal que el siguiente diagrama es conmutativo para cada
feH:

(47) (M /kerh)H < M

by f’

M/kerh /.,

Ph
M

h
N

dondep; es la proyeccion natural del productel /kerh)? y f/ = pj, o f. También
por la propiedad universal del producto:
kerl = (kerf' = ("\ker(pn o f) =) F (kerh)
H H H
= 7(M)
Seag : K — F(M). Puesto qué//T(M) = M/kerl = Im 1 — (M/kerth)? y

ya que el funtoiG preserva productos y monomorfismos, al aplicar dicho fuaitor
diagrama (47) obtenemos el siguiente diagrama conmutativo

G(M/TM)
G(pT]W)

G((M /kerhyH ) £U_

G(3)

G(py)
G(M /kerh) foh)
G(pn)
G(M) ~——— F(M)
G(h) lF(h)
G(N) F(N)

TN
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dondei : M/7(M) — (M/kerh)!. Se tiene que ké¥(p;,) = kerG(h), asi que:
G (ker(G(prar) 0 ar)) = ker(G(i) o G(prar) © s © 9)

= E’VM o g)(kerG(1))
— (1 o9) (ﬂker (pn) o G( f)))

= (G(F) o oyg) (ﬂ kerG(m))
H
G(F)

= oY 0 g) (ﬂkera )
F(

f)og)

(yn o F(h)o

T )xm_ )

F(f) o g)(ker(yn o F'(h))

U
€

G(h)oym (K)
Porlo tantowe . 4, )ova (K) = Wenyorys, (), de donde se concluye que (wy,) =

WG(hovu - : -
La prueba de la otra desigualdad es similar y dual a la prueba segunda
parte del Teorema 3.32. Entonees(wy,) = wa(h)ovyy, -

Los siguientes corolarios son inmediatos de los Teoren®2sy33.33 respec-
tivamente, considerandp= 1p.

Corolario 3.34. Seah : N — M un morfismo em?-Mod, ' : R-Mod — S-Mod
un funtor que preserva coproductos y epimorfismos. Entopgés;,) = ap)-

Corolario 3.35. Seah : M — N un morfismo em?-Mod, F' : R-Mod — S-Mod
un funtor que preserva productos y monomorfismos. Entangés;,) = w F(h)-

3.4. Morfismos asociados a prerradicales y coprerradica-

les
En esta seccion estudiaremos los morfismpsy ¢ vistos en la seccion an-
terior para el caso en el quées un prerradical o un coprerradical. Algunos resul-
tados que presentamos al final de esta seccion son la dirietheilos operadores

de la Definicion 1.81, ver9], como imagenes de ciertos prerradicales bajo los
morfismosyr 0 Y.

3.4.1. Obtencon del Igualador

Proposicidn 3.36. Seans, 7 € R-pr. Entoncesr™ < ¢, (7).
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DEMOSTRACION. Seans,7 € R-pr. Por la Proposicion 3.12;, (1) = oT.
Entonces

()OU(T) = ()010 (T) = (pia,a (T) i oT.
g
Observacbn 3.37. Notese que sbT = 7o, entoncesp, (1) < 7. Puesto que

0o(r)= \/ Qo YParak € R-Mod, tenemos
MeR-Mod

Uoipa)(K) = D {f(IMalirar) | f: o(M) = K}
=Y {flo(r(M))) = f(r(o(M))) | f: o(M) — K}
dondef(7(c(M))) < 7(K), por serr un R-prerradical.

Lema 3.38. Seac € R-pr. Entonces:(c) = ¢, (1R).

DEMOSTRACION. Esinmediato de la parte 1 del Corolario 3.26 y del inciscet) d
Teorema 1.82. (|

Lema 3.39. Seas € R-pr. Entoncesr es un prerradical idempotente si §le si
¢ (T) < o paratodar € R-pr.

DEMOSTRACION. Sear € R-pr. Entoncesp, (1) = \/ «@

o MeR-Mod
mos quer es un prerradical idempotente. S€a< R-Mod, asi

(i) (K) = D _{f(o(r(M)))|f : 0(M) = K}.
Para cadaf : o(M) — K por sero un prerradical idempotente tenemos que
flo(M)) = f(o(a(M))) < o(K). Puesto que (7(M)) < o(M)y de lo anterior
obtenemos qué(o(7(M))) < o(K). De dondeyp, (1) = o.
Por otro lado, supongamos qug(7) < o para todar € R-pr. Por lo que
consideranda = 1g, por el inciso a) del Teorema 1.82 y el Lema 3.38 tenemos:

e(o) = ps(1g) X0 2 e(0),
de donder = e(o). Asi que por el inciso b) del Teorema 1.82 concluimos gue
es idempotente. O

. Suponga-

o(irnr)

Observacbn 3.40. Si o es un prerradical idempotente, entonces por la Proposi-

cion 3.36 y el Lema 3.39:
o=02<y,(0) <0

De dondep, (o) = 0 = e(0).
El siguiente resultado es directo de la Proposicion 3.14.

Proposicion 3.41. Seano, T € R-pr. Entoncesp, (1) = /\{n € R-pr|or =<
no}.
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DEMOSTRACION. El resultado se tiene de la Proposicion 3.14, considerdamd
transforamcion natural, . O

La siguiente observacion muestra que la descripciorriante ¢, (7) es una
buena descripcion, pues evaluada en el prerradigabtenemos precisamente al
igualador des. Ver parte 1 de la Definicion 1.81.

Observacibn 3.42.
vo(1r) = \{n € B-pr|o xno <0} = \{n € Rpr|no=o}=e(0).

La siguiente observacion es un resultado un tanto masajemee el de la
Proposicion 3.36.

Observacbn 3.43. Parao, T € R-pr, por la primera parte de la demostragi de
la Proposicbn 3.14, se tiene quer < ¢, (7)o. De ali y de las propiedades del
producto de prerradicales se tiene que:

oT X SOJ(T)U = SOJ(T)'

3.4.2. Obtencon del Coigualador

Proposicion 3.44. Searw, T € R-pr. Entonces)y« (1) = (7 : 0).

DEMOSTRACION. Searv, T € R-pr. Por la Proposicion 3.13y,, (1) < (1 : 0).
Entonces

Vo (1) = 91, (T) = ¢p, . (T) 2 (7 : 0).

U
Observacbn 3.45. Notese que sir : o) = (o : 7), entonces),« (1) = . Puesto
quetsos(r) =\ Wor(p,,) ¥ PArAaK € R-Mod, tenemos
MeR-Mod

Woe (o) () = ﬂ{?(kera*(pTM)) | f: K — M/o(M))
:ﬂ{7 (r:0)(M)/o(M)) = f((o:7)(M)/o(M)) | f: K — M/o(M)}
= ﬂ{ f(r M/a M) | f: K — M/o(M)}

dondef(7(K)) < 7(M/o(M)), por serr un R-prerradical. De ah, para toda
f: K — M/o(M) setiene quef (1(M/ao(M))) > 7(K).

Lema 3.46. Seac € R-pr. Entonces:(o) = 1o+ (0r).

DEMOSTRACION. Esinmediato de la parte 4 del Corolario 3.26 y del incisoed) d
Teorema 1.82. O

Lema 3.47. Seao € R-pr. Entoncess es radical siy 6lo siy,«(7) = o para
todar € R-pr.
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DEMOSTRACION. Sear € R-pr. Entonces),«(1) = /\ Wo* (pyar)- SUPON-

_ ] MeR-Mod
gamos que es radical. Se& € R-Mod, asi

o)) = (T (Ker(o™ (pra0)) | £+ K = M/o(M)}
=T (7 : )M r(M)) | £+ K = M/o(M).
Para cadaf : K — M/o(M) por sero un radical tenemos qué(c(K)) <
o(M/o(M)) =0, asi que
F((r o) M) /(M) = F (0) = o(K).

De dondeg),- (1) = o.
Por otro lado, supongamos queg-(7) = o para todar € R-pr. Asi que
consideranda = Og, por el inciso e) del Teorema 1.82 y el Lema 3.46 tenemos:

o(0) = o+ (05) = o = ¢(0),

de donder = ¢(o). Luego por el inciso f) del Teorema 1.82 concluimos eues
radical. O

Observacibn 3.48. Si ¢ es radical, entonces por la Proposici 3.44 y el Lema
3.47

o= (0:0) = Y(0) = 0.
De dondey,«(c) = 0 = ¢(0).

El siguiente resultado es consecuencia de la Proposicidn 3

Proposicion 3.49. Sear € R-pr. Entonces),« (1) = \/{n € R-pr| (o : n) <
(r:0)}.

DEMOSTRACION. El resultado se tiene de la Proposicion 3.16, considerdad
transforamcion naturai, . O

La siguiente observacion muestra que la descripciorriantie ¢, (7) es una
buena descripcion, pues evaluada en el prerrafigalbtenemos precisamente el
coigualador der. Ver parte 3 de la Definicion 1.81.

Observacibn 3.50.
Yo (0r) = \/{n € R-pr| (o : 1) = (Or : )}
=\/{neRprioc=(s:n) = (0r:0) =0}
=\{neRrpr|(oc:n)=0}=clo).

La siguiente observacion es un resultado un poco masajenes la Proposi-
cibn 3.44.
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Observacbn 3.51. Parao, 7 € R-pr, por la segunda parte de la demostraci
de la Proposiddbn 3.16 tenemos qu@ : ¥,+(7)) < (7 : o). De ali y de las
propiedades del coproducto de prerradicales se tiene que:

Yo+ (T) = (U : Yo (T)) = (T : U)'

3.4.3. Obtencon del Anulador

Lema 3.52. Seas € R-pr. Entoncesi(c) = ¢, (0r).

DEMOSTRACION. Esinmediato de la parte 4 del Corolario 3.26 y del incisoed) d
Teorema 1.82. O

Proposicion 3.53. Seano, T € R-pr. Entoncesy), (1) = \/{n € R-pr | no =<
oAT}.

DEMOSTRACION. Veamos primero qué, (1) es tal quey,(t)o < o A 7. Sea
K € R-Mod, usando 2 del Teorema 1.63 se sigue:

(1/;0(7)0)(1():( A wo(pTA4)0> (K)

M eR-Mod
= N @orn?)(E) < Wo(p, ) (0(K)).
M eR-Mod

Pero

Wo(pie) (0 (K)) = ﬂ{T(ker(o(pTK))) | fio(K) = o(K)}
< 'f (ker(o(p-))) paratoday : o(K) — o(K).
De lo anterior se sigue en particular que

(0 (K)) < Ty (ker(o (prx))
= ker(o(prx)) = o(K) N 7(K)

donde 1,xy : o(K) — o(K) es el morfismo identidad. De lo anterior
(Yo (T)o)(K) < o(K)N7(K). Porlo tantoy, (1) < \/{n € R-pr|nc <o A7}.
Por otro lado veamos que < /\ We( para today € R-pr tal que

MeR-Mod . )
no =< o A 7. Sean € R-pr con la propiedad anterior 4/, K € R-Mod. Se tiene

que paratodg : K — o(M), f((K)) < n(o(M)) y:

— —
f(ker(o(prar))) = f(o(M) N7 (M))
<_
= f(n(a(M))) = n(K)
De lo anteriom = w,(,,,,) paratodall € R-Mod, asi que; =< v,(7) para today
tal quenoc < o A7. De donde concluimos qug{n € R-pr|no < o AT} < 15 (T).
Por lo tanto se sigue la igualdad. O

wg(pTK

pT]W)
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Observacbn 3.54.
Yo (0r) = \/{n € R-pr|no <o AOg} = \/{n € R-pr | no < 0g}
= \/{n € R-pr | no = 0g} = a(0).

3.4.4. Obtencdn del Totalizador

Para finalizar este capitulo, mostramos una manera aliernamo obtener el
totalizador como imagen del prerradical identidad bajo wnfismoy asociado a
un funtor, que en este caso, es un funtor inclusibn coman@sen seguida.

Seaoc € R-pr. Se tiene quer(R) es un ideal bilateral d&, ver parte final
de la Subseccion 1.4.1. Consideremos el funtor inclufidntor que olvida) de
la categoriaR/o(R)-Mod a la categorid-Mod, u, : R/o(R)-Mod — R-Mod,
asociado & .

Proposicion 3.55. Seas € R-pr. Entonces (o) = vy, (1r/0(R))-

DEMOSTRACION. Se sigue del inciso h) del Teorema 1.82 y de 1 del Corolario
3.26. O

Notemos que en el caso de los operadores, igualador, cadpral anulador,
los morfismos entre reticulas de prerradicales que evaisi@m ciertos prerradica-
les para obtenerlos, estan asociados a funtores que esufarion un prerradical
o un coprerradical. En el caso del totalizador el morfismesta asociado a un
funtor diferente a los que se usa en los otros tres casos) pamtb no se obtienen
resultados similares a ellos, por ejemplo, en el sentido a&nar otra descripcion
general del morfisme,,_ .






Capitulo 4
Morfismos entre R-pry R/I-pr

En este capitulo dado un anill®asociativo € un ideal deR, estudiaremos la
relacion que puede haber entre las reticitasr y R/I-pr. Para esto aplicaremos
la teoria que hemos desarrollado en los capitulos argerciertos funtores que
involucren a las categoria3-Mod y R/I-Mod, puesto que si tenemos una situa-
cion de adjuncion entre dichas categorias tenemos urexiém de Galois entre las
reticulasRk-pr y R/I-pry con base en esto podemos estudiar algunas caracterist
cas particulares de dichas reticulas. Como casos espsc@onsideraremos las
reticulasZ,~-pr conp primo,n > 1y aprovechando algunas de sus caracteristicas
estudiaremos a la reticulapr.

4.1. Conexdn de Galois entre las retculas R-pry R/I-pr

Como ya hemos mencionado, trabajaremos con funtores qoleignen a las
categoriask-Mod y R/I-Mod. Lo siguiente, nos servira para definir los funtores
en los cuales nos enfocaremos.

SeaM € R-Mod. Entonces\//IM € R/I-Mod, ya quel < anng(M/IM),
donde anp(M/IM) = {r € R|paratodat € M/IM,rz € IM} es el anulador
deM/IM enR ([2], pagina 35).

Ahora bien, sif : M — N es un homomorfismo eR-Mod, se tienen las
siguientes sucesiones exactas cortas y el diagrama cdivouta

(48) 0 IMC™ o M T MJIM —— 0
|
f’l O lf O =N
\
0 INC— N — N/IN ——=0
1IN ™

dondei;yy, 77 Son las inclusiones canodnicasryr’ son las proyecciones canoni-
cas. La existencia ddt/I-homomorfismof : M/IM — N/IN se sigue por el
Teorema del Factor puesto quieo f o iypr = 0.

La siguiente definicion introduce los funtores con lo qubajeremos a lo
largo de este capitulo.

Definicion 4.1. Seal un ideal deR. Definimos los siguientes funtores:
1. Fy : R-Mod — R/I-Mod, tal que
i) Fr(M)= M/IM para cadaM € R-Mod.
i) Sif:M — N esunhomomorfismo éi+Mod , se defind’;(f) = f :
M/IM — N/IN, dondef se obtiene como en ehpafo anterior.

97
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2. G7 : R/I-Mod — R-Mod, dondé&>; es el funtor inclugin de la categda
R/I-Mod en la categda R-Mod.

Nos interesa conocer caracteristicas de las retidédpsy R/I-pr, para ello
veremos qué’; es un funtor adjunto izquierdo d¢ y asi poder usar los resultados
del Capitulo 2.2.

Proposicion 4.2. SeanFr, Gy, los funtores de la Definion 4.1. Entonced 7 :
R-Mod — R/I-Mod es un funtor adjunto izquierdo d& : R/I-Mod — R-Mod.

DEMOSTRACION. SeanM € R-Mody N € R/I-Mod. Entonces por el Teorema
1.35 del Capitulo 1, vamos a probar que hay una biyeccion

om,N : Homg(F1 (M), N) — Homg(M, G1(N)),

la cual es natural edd y N.
Para cadg € Homg;(M/IM, N), definimos la funcion:

PM,N - HomR/I(M/IM, N) — Homg (M, N)

comoyy n(f) = fom donder : M — M/IM es la proyeccion canonica.
Por otro lado, seg : M — N un homomorfismo emR-Mod y consideremos el
siguiente diagrama conmutativo:

0 IMCRL N T MM
gl O ///
R
N

dondei;ys es la inclusion canonica y la existencia del7-homomorfismog’ :
M/IM — N se sigue por el Teorema del Factor, puesto que, completdndo e
diagrama anterior como el diagrama (48) se tiene gfué/) € IN = 0, es
decir, g o i;pr = 0. Entonces para cadac Homg(M, N), definimos la funcion
Yun : Homg(M, N) — Homg, (M/IM,N) comoy,n(g9) = ¢', dondeg’

es el tnico homomorfismo tal quéo m = ¢. No es dificil ver que las funciones
©m,N Y Y, N SON inversas entre siy son naturales\éry N. O

De ahora en adelante siempre consideramemos un anillcaigodk e 7 un
ideal deR y siempre usaremos los funtoresy G de la Definicion 4.1.

Por el Teorema 2.46 de la Seccion 2.2 se tiene que la adjut€}’, G), indu-
ce una conexion de Galo{R-pr, @1, ¢, R/I-pr), dondep; : R-pr — R/I-pry
Y1 : R/I-pr — R-pr. Asi que para mencionar caracteristicas especifieaticha
conexion de Galois, primero veremos las descripciones;dey; en este caso. En
adelante, para referirnos a tal conexion de Galois, usesdéasiguiente notacion
(¢r1,%r1), ver la Observacion 1.21.

Proposicion 4.3. Seal un ideal deR y sea(yr, 1;) la conexbn de Galois indu-
cida por la adjunodn (Fy, Gr). Entonces

1. Paracadar € R-pr, pr(7) = T es larestricodn der en losR/I-mbdulos.
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2. Para cadac € R/I-pr, v;(c) = 7 es la mayor exten8h deo en los
R-mbdulos. Mas din, siT es una exten8n deos en R-Mod, entonces

Yr(o) = (ozfz D T).

DEMOSTRACION. Sear € R-pry N € R/I-Mod. Por la demostracion del Teo-
rema 2.46 de la Seccion 2.2, el diagrama para desgribirR-pr — R/I-pr es el
siguiente:

N+——= G(N) F;Gy(N) —=~ N
i 'ﬁ TFI(i) J
7(Gr(N)) Fr(r(Gr(N))) Im(en o Fi(i))

donde en este caso, TN — N es la inclusion canonicd (i) : 7(N)/IT(N) —
N/IN es la misma inclusion, es decir;(i) : TN — N, puesto qudr(N) =

IN =0yey = N — N es el homomorfismo identidad. Entonces, por definicion
deyr, o1(7)(N) := Im(en o Fr(i)) = Im(F;(i)) = 7(N). Concluimos entonces
queyp; : R-pr — R/I-pr se define para cadac R-pr como:

p(T) =T,

dondeT € R/I-pr tal que7(N) = 7(N) paraN € R/I-Mod. Es decir7T es la
restriccion der en losR/I-modulos.

Dualmente, sea € R/I-pry M € R-Mod. De nuevo por el Teorema 2.46, el
diagrama para describif; : R/I-pr — R-pr es el que sigue:

s

M}—>F](M) G[F[(M) M
A
I

jj G’—> TGI(J')
1 J
o(Fr(M)) Gr(o(Fr(M))) a2 (Im(Gr1(4)))

donde en este cago: o(M/IM) — M/IM 'y G(j) : o(M/IM) — M/IM
es la misma inclusion yj»s : M — M/IM. Entonces, por definicion de;,
V1(0)(M) = i (IM(G1(5))) = faz(o(M/IM)). TambienIM = kerpy <
(o) (M) y Yr(e)(M)/IM = o(M/IM). Notemos que s/ € R/I-Mod,
entonces);(o)(M) = o(M), es deciryr : R/I-pr — R-pr se define para cada
o € R/I-pr como:

V(o) =T,

donder € R-pr es una extension deen R-Mod. Ahora por la Proposicion 1.77,
olt es unt-radical tal quen®(M) = IM para cada// € R-Mod. SiT € R-pr es
una extension de en losR-modulos, entonces

Yr(o)(M)/af (M) = ¢r(0)(M)/IM = o(M/IM) = 7(M/IM).

De ahi y por la Definicion 1.62 del coproducto de prerrddi&ase concluye que
Yr(o) = (ozfz ST) =T 0
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Como ya hemos visto, las descripcionesgdey ; de la conexion de Galois
inducida por la adjuncioF;, Gr) las obtuvimos usando los diagramas del Teore-
ma 2.46. Por otro lado, del Teorema 2.54, se tiene la siguagcripcion para;

y 1.

Corolario 4.4. Seal un ideal deR y sea(yr, 1) la conexbn de Galois inducida
por la adjuncbn (Fr, Gr). Entonces

1. Paracadar € R-pr, os(7) = \/ aéf(/]%ﬂrlM)/IM
MeR-Mod
2. Paracadas € R/I-pr,yr(0) = [\  wiy
NeS-Mod

DEMOSTRACION. 1. Sear € R-pr. Entonces por el Teorema 2.54:
SDI(T) = \/ aF](L,—]y[)?
MeR-Mod

dondei,ys : 7(M) — M es la inclusion canonica ¥ (i ar) : 7(M)/IT(M) —
M/IM. Por lo que

_ Fr (M)

pi(T) = \/ OélfT{FI(iﬂw)
M€ER-Mod
M/IM

= \/ (e M4+IM)/TM
MeR-Mod

2. Sear € R/I-pr. Entonces por el Teorema 2.54:
o) = N\ @i
N€eR/I-Mod

dondep,ny : N — N/o(N) es la proyeccion canonica &;(p,n) : N —
N/o(N) es la misma proyeccion. Entonces

_ G1(N)
vi(o) = /\ wkerGI(paN)
NeR/I-Mod

_ N
= N @
NeR/I-Mod
O
Recordemos las siguientes propiedades que son consexiumeidiata de la
conexion de Galoigpr, vr), inducida por la adjuncionfr, Gr).

Setiene que; o es un operador cerradura BApry ¢y ot es un operador
interior enR/I-pr. También por el Lema 1.19

(49) Yr(lg/r) = 1g
y
(50) ©1(0r) = Opy1-
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Es decir,1z es un elemento cerrado de-pry Og,; €s un elemento abierto de
R/I-pr, respectivamente.

En este caso, por 1 de la Proposicion 4.3, el prerradicalpdéenter. definido
en el Corolario 2.58 es:

(51) oc =r(1r) = 1g/r.

y por 3 del Corolario 2.58}z/; = ¢(1r) €s el mayor abierto eR/I-pr.

De manera similar, por 2 de la Proposicion 4.3, el radigal= ;(0g/)
definido en el Corolario 2.58 es la mayor extension del poical Og/; en los
R-modulos. Asi que para cadd € R-Mod por la prueba de la Proposicion 4.3
tenemos:

Yr(0g/r)(M)/IM = Og/1(M/IM) = Og/1-Mod>

de donde);(0g/;)(M) = IM = ol (M), es decir, en ese casp= af". De ahiy
del Corolario 4.4, observamos lo siguiente:

52) ol =vi0pg)= A o™= A W

NeR/I-Mod NeR/I-Mod

Obteniendo de esta manera una descripcion pareaelicala? y de 6 del Corola-
rio 2.58, sabemos quel = ¥1(0gr/r) es el menor cerrado eR-pr.

Las siguientes proposiciones describen a los operadaneslue e interior de
la conexion de Galoigpr, 1r).

Proposicion 4.5. ¢y o ¢ = Idg /1. Por lo tantos); es inyectiva yp; es sobre.

DEMOSTRACION. Seas € R/I-pry probemos quép; o ¢r)(c) = o. Entonces,

para cadaV € R/I-Mod por la Proposicion 4.3, se tiene que(yr(o))(N) =
Yr(o)(N). Peroyr(o) € R-pr, por la prueba de la Proposicion 4.3, es tal que
Yr(o)(N)/IN = o(N/IN) y puesto queN € R/I-Mod obtenemos que
Yr(0)(N) = o(N). Porlo tantop; o 97 = Idg, 1., de donde se concluye qug

es inyectiva yp; es sobre. O

Ya quey; es inyectiva, notemos que cadas R/I-pr es un elemento abierto
respecto al operador interigr; o 1. También se sigue que la imagen g es
isomorfa como clase ordenada&d-pr = Imep;.

Proposicion 4.6. Sear € R-pr. Entoncesv o ¢r)(1) = (aft : 7).
DEMOSTRACION. Sear € R-pr. Entonces; o ¢;)(7) = ¥1(0r(7)) = ¥1(0),
dondeyp;(7) = oy por la Proposicion 4.3 es la restriccion de alosR/I-modu-

los. Es deciry es una extension de De nuevo por la Proposicién 4.3, concluimos
que

br(p1()) = vr(o) = (af : 7)
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De la Proposicién 4.6 y puesto qug o ¢; es un operador cerradura &apr,
se deduce qu(aa}% : _) : R-pr — R-pr es un operador cerradura. El siguiente
resultado es una generalizacion de lo dicho anteriormente

Proposicibn 4.7. Sear € R-rad. Entoncegr : _) : R-pr — R-pr es un operador
cerradura. Tami@n(_: 7) : R-pr — R-pr es un operador cerradura.

DEMOSTRACION. Sear € R-rad. Entonces por la Definicion 1.11 del Capitulo 1,
probaremos quér : _) es un morfismo de clapos inflatoria y un operador idempo-
tente. Por las propiedades del coproducto de prerradiealetaro quér : _) es

un morfismo de clapos inflatoria. Veamos ahora que es un apeidempotente.
Seas € R-pr, puesto que € R-rad y el coproducto es asociativo se tiene que

(t:(r:0)=(1:7):0)=(7:0).
Por lo tanto concluimos que : _) es un operador cerradura. Analogamente se
prueba qué_ : 7) es un operador cerradura. g

Dualmente tenemos la siguiente propaosicion.

Proposicion 4.8. Sear € R-idem. Entonceér - _ ) : R-pr — R-pr €s un opera-
dor interior. Tambén(__ - 7) : R-pr — R-pr es un operador interior.

DEMOSTRACION. La prueba es totalmente dual a la demostracion de la Aropos
cion 4.7. O

El morfismoy; preserva el producto y el coproducto de prerradicales como
veremos enseguida.

Proposicion 4.9. Sea(pr, 1), la conexdn de Galois inducida por la adjunin
(Fr,Gr). Entoncesy; preserva productos y coproductos. Es decir, para cada
T1,Ty € R—pr

1. pr(mi72) = p1(11)p1(T2).
2. pr(m1:72) = (p1(11)  p1(72))

DEMOSTRACION. Seanr;,» € R-pry N € R/I-Mod. Entonces por la Proposi-
cion 4.3 y puesto que;(72)(NN) € R/I-Mod, se tiene lo siguiente:

pr(nim2)(N) = (n72)(N) = 11(72(N)) = 71(er(72) (V) = ¢1(m1)(1(12)(N))
= (p1(m)e1(m2))(N).

Por lo tantOij(Tng) = (,0[(7'1)@](7’2).
Probemos ahora quey (71 : 2) = (¢1(11) : wr(12)). Por la Proposicion 4.3
y la Definicién 1.62 del coproducto de prerradicales, seesigue:

er(m1: 12)(N)/r(11)(N) = (11 : 72)(N)/71(N) = 72(N/71(N))
= 1(12)(N/T1(N)) = 1(72) [N/ @1 (11)(N)].

Por lo tantop; (11 : 72) = (pr(m1) : @r(72)). Concluimos entonces qug preser-
va productos y coproductos. a
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Observacibn 4.10. Recordemos que de la Proposiai2.56 parte 2, para la cone-
xion de Galois entré?-pr y S-pr inducida por una situaén de adjundn entre las
categofas de nddulos respectivas, la asignéci ¢ : R-pr — S-pr preserva pre-
rradicales idempotentes. Como consecuencia de dichaaeylla asignadn ¢
de la conexdn de Galois(¢y, 1), preserva prerradicales idempotentes, es decir,
siT € R-idem, entonceg;(r) € R/I-idem.

Notemos que tal resultado, tandbi se puede obtener de la Propositi4.9,
parte 1.

Corolario 4.11. Sea(yr,r), la conexdbn de Galois inducida por la adjunmn
(F7,Gr). Entoncesp; preserva radicales. Es decir, sies un radical, entonces
vr(7) es un radical.

DEMOSTRACION. La prueba es inmediata de la Proposicion 4.9, parte 2. [

Los siguientes corolarios son consecuencia de la Proposic®.

Corolario 4.12. Si enfp_[(a) hay prerradicales idempotentes cone R/I-pr,
entonces es un prerradical idempotente.

DEMOSTRACION. Sear € g<0_1(0) un prerradical idempotente. Entonces

o =¢1(1) = p1(7?).
Asi que de la igualdad anterior y por la Proposicion 4.9y se tiene que

oc=vi(T)er(T)=00= a2,

Por lo tantoo es idempotente. a

Corolario 4.13. Seas € R/I-pr. Entoncesy es radical si y 6lo si en{; (o) hay
radicales.

DEMOSTRACION. Seac € R/I-pr radical. Por la Proposicion 4.5, tenemos
©1(1h1(0)) = 0. Es decirg; (o) € &7(o) y por 4 de laProposicion 2.56; (o) es
radical.

Por otro lado si eép_l(o—) hay radicales, analogamente a la prueba del Corolario
4.12, se concluye quees radical. O

4.2. Particiones deR-pr inducidas por un ideal I de R

En esta seccion describiremos las imagenes inversasatésmo ¢; como
intervalos deR-pr, las cuales inducen particiones de la retiddpr que dependen
del ideall al considerar el anilld?/I. Introduciremos otra conexion de Galois y
veremos que los extremos de los intervalos inducidosipor) cono € R/I-pr,
son el resultado de aplicar ciertos morfismos que son parasdmnexiones de
Galois que veremos en este trabajo.

La siguiente proposicion describe a las imagenes insefsbmorfismay; co-
mo intervalos dek-pr. En esta descripcion aparece el prerradicaf’), ver Lema
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1.83 parte 1. Antes de enunciar dicha proposicion, veamsggliente observa-
cion.
Observacbn 4.14.

1. Notemos que sV € R/I-Mod, entonces; (t(af))(N) = t(af)(N) =
N, es decirg;(t(af))) = 1g/;.

2. Tambgn por el Lema 1.83 parte 2% = a(t(alt)), de ali y de la Defini-
cion 1.81 del anulador de un prerradicalft(af) = a(t(a))t(af) = 0.

Proposicion 4.15. Sea(yr, 1), la conexon de Galois inducida por la adjunn
(Fr,Gr). Seas € R/I-pr. Entoncesy; (o) = [Wr(o)t(alt), i (o).

DEMOSTRACION. Sear € R-pr tal quer € [r(o)t(alt),(0)]. Entonces
Yr(o)t(alt) = 7 < +;(o). Por la demostracion del Teorema 2.46,preserva or-
den, asi ques; (17 (o)t(al)) < ¢r(1) < pr(11(0)), de ahiy de las Proposiciones
4.5y 4.9 obtenemos que

(53) opr(t(ar)) < or(r) 2 0.

Por la Observacion 4.14 parte @¢; (t(alt)) = 1g/r, por lo tanto la desigualdad
(53) se reduce a < (1) < oy entoncesp;(7) = o.

Por otro lado sea € R-pr, tal quey;(7) = o. Por la Proposicion 4.6, el
Teorema 1.63 parte 6 que dice que el coproducto es distbpdr la derecha y la
Observacion 4.14 parte 2, se tiene:

(54) Yr(o)t(af’) = br(er(M))t(af) = (af : T)t(af) = (aft(af) : TH(af))
=(0: Tt(a?)) = Tt(a?).
De donde
br(o)t(af’) 2 rt(af’) X7 =2 (af : 7) = ti(0)
Por lo tantof; (o) = [¢r(o)t(af’), vr(o)]. O
Los intervalos que aparecen en la Proposicion 4.15, seepuggbcribir de otra
manera, a saber, en términos de un elemento de dicho iltgnen donde los

extremos son el producto y el coproducto de ciertos prerasei como veremos
en la siguiente proposicion.

Proposicion 4.16. Sea(yr, ¢1), la conexon de Galois inducida por la adjunin
(Fr,Gp). Sit € $1(0), cono € R/I-pr, entonceso; (o) = [rt(ad), (ol : 7)]

DEMOSTRACION. Sear € ép_j(o—). Entonces por (54) de la demostracion de la
Proposicion 4.15¢;(o)t(alt) < rt(alt). Puesto quer < (af : 1)y por la
Proposicion 4.6, obtenemas(af) < (aff : 7)t(alt) = ¢ (0)t(alt). De donde,
Yr(o)t(alt) = raft. Luego, por la Proposiciones 4.6 y 4.15

P1(0) = Wr(o)t(al), vi(o)] = [rt(af), ¥i(pr(r))]

= [rt(a]), (af" : 7).
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Los siguientes resultados son consecuencia de la Projpodid5.
Corolario 4.17. $7(0g/r) = [0r, af].
DEMOSTRACION. De la ecuacion (52) y la Proposicion 4.15 tenemos que
81(0g/r) = Wr(0g/)t(ef), ¥1(0r/ )] = [aft(af), of].
Luego, por la Observacion 4.14 parte 2, se concluyeﬁt@@Rﬂ) = [Og, a?]. O

Del Corolario 4.17, notemos qug (a¥) = Ory/1-

Corolario 4.18. {7 (1g/r) = [t(al), 1g].
DEMOSTRACION. Por la Proposicion 4.15 se tiene que

B1(1gsr) = Wr(Lr/n)t(ed)), vi(1r ).
De la ecuacion (49));(1z/;) = 1g, por lo tanto concluimos qu&(lR/I) =
[t(af), 1r]. O
Del corolario 4.18, observamos que(t(a %)) = 1g/r-

La siguiente proposicion coincide con la descripcion al®toposicion 4.16.
Es decir, los extremos superiores de los intervalos qudtaesde las imagenes
inversas baja;, son elementos cerrados.

Proposicion 4.19. Sea(yr, 1), la conexon de Galois inducida por la adjunin
(F;,Gp). Seay € &1(0) = [1(o)t(al),r(0)] cone € R/I-pr. Entonces
(o) es la cerradura dey, respecto al operador cerradurd; o ;.

DEMOSTRACION. Seay € [i;(o)t(ak),vr(o)]. Entoncespr(y) = o. Puesto
quer oy es un operador cerradura obtenemos lo siguiente

v < (Y1 oen)(v) = vi(er(v)) = i(o).

Por la Definicion 1.12, concluimos que (o) es la cerradura de. O

También, puesto quéa’?) es un prerradical idempotente, por la Proposicion
4.8 observamos que los extremos inferiores de los intes'&ap elementos abiertos
respecto al operador interior_- t(a%)).

Notemos que por la Observacion 1.52 y el Lema 1.84, la traparespecto

al R-modulo R/I es agﬁ = t(af). Por lo que, por la Proposicion 4.15 para

o € R/I-pr, G1(0) = [br(o)ag)y, (o).

Observacbn 4.20. Por la Proposicon 4.3, sit € R-pr, entoncesp;(7) = o es
la restriccion der a los R/I-mbdulos, o bieny es una extenén deo a los R-
mbdulos, as quefp_[(a) es la clase de todos los prerradicales que son extensi
de o a los R-mbdulos. Por la Proposiéin 4.16,7042% y (a® : 7) son la menor
y mayor extenéin respectivamente dea los R-mbdulos, lo cél coincide con la

Proposicbn 4.3, parte 2.
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Los intervalos$; (o), cono € R/I-pr forman una particion dék-pr. Esta
particion coincide con la particion de-pr dada por una clase de modulos, como
veremos en lo que sigue. Recordemos de la Seccion 1.4.2agel® 1, quér]c,
denota la clase de equivalenciarde R-pr respecto a una claseC R-Mod.

Seal un ideal deR y consideremos la clasg de todos losk-mbédulos que
son anulados paf, es decir,

(55) Cr = {M € R-Mod | IM = 0}.

Notemos que la clas€; es la de losR/I-modulos, vista como subcategoria de
R-Mod. La clase de equivalencia ¢gc, conT € R-pr, es la clase de todos los
prerradicales cuya restriccion a I3 7-modulos es igual a la de

Proposicion 4.21. Seac € R/I-pr tal que (1) = o, para ciertar € R-pr.
Entoncegr]c, = $1(0).

DEMOSTRACION. Seasr € R/I-pr. Entonces por la Proposicion 4.5, existe R-
prtal quep;(T) = 0. Sear; € R-prtal quer; € [7]¢,. Entonces por la Definicion
1.85, para todd/ € Cr, 7 (M) = 7(M) y por la definicion dep;:

er(m)(M) =7m(M) =7(M) = p1(1)(M).

De donde,p;(m1)(M) = o(M). Es decir,r; € &;(o). Por otro lado, sir; €
$1(0), entoncesp; (1) = o = ¢;(7). Asi que para toddV € R/I-Mod:

T(N) = @r(m)(N) = ¢1(r)(N) = 7(N),
de donde concluimos que € [7]c,. Por lo tantdr]c, = $7(0). O

De aqui en adelante, denotaremos a la clase de equivaténcia R-pr con
respecto a la clagg& C R-Mod, vista en (55), dondées un ideal fijo de&?, como:

(711 = [le;-
Por la Proposicion 1.87 del Capitulo 1y las Proposicigh&$, 4.21, tenemos
varias maneras para describir a los intervalos que indasamiagenes inversas de

@1 0 bien las clases de equivalencia®gr, respecto a la clagg como vemos a
continuacion.

Sear € $;(0), cono € R/I-pr. Entonces

(56)  [rt(a]),(of D =Filo)=[rlr=| \/ atir, N\ il

MeC; MeCy
_ M M
= \/ QoM s /\ Wo M

MeR/I-Mod M€ER/I-Mod

En la Gltima igualdad= € R/I-pr, por lo que consideramos™ un R/I-
modulo, puesto qué/ € C;.



4.2. PARTICIONES DER-PR INDUCIDAS POR UN IDEALI DE R 107

Observando la Proposicion 4.15 vy lo anterior notamos que

¢r(c) = /\  whi locual coincide con la definicion de tal morfismo. Del
MeR/I-Mod
mismo modo
R/I
(57) vr(oyt(of) = vr(@)ogr =\ oy,
MeR/I-Mod

lo cual nos induce a pensar que el extremo inferior del iatergs el resultado de
aplicar un morfismo inducido por un funtor. De hecho, comoaligimos notado

. s R/[ . .
antes por la Proposicion 4.8, - O‘R/I) es un operador interior que corresponde a

cierta conexion de Galois.
SeaH; : R-Mod — R/I-Mod el funtor definido para cadd € R-Mod como

Hi(M) = agﬁ(M) =ann(M)y Gy : R/I-Mod — R-Mod, el funtor inclusion

de la categoria&®/I-Mod en la categori&-Mod, visto en la Definicion 4.1.

Proposicion 4.22. El funtor G es un funtor adjunto izquierdo d€; : R-Mod —
R/I-Mod.

DEMOSTRACION. SeanM € R-Mody N € R/I-Mod. Entonces por el Teorema
1.35 del Capitulo 1, vamos a probar que hay una biyeccion

on,m : HOmg(G(N), M) — Homg, (N, H;(M)),

la cual es natural eivV y M.

Para cadg € Homg(N, M), definimos la funciénpy r : Homg(N, M) —
Homg,; (N, agﬁ(M)) comopn v (f) = g, dondeg : N — agﬁ(M) se define
para cada € N comog(n) = f(n), la cual esta bien definida puesto gt(e) €

oy = taf) (M),
Ahora para cadg € Homg, (N, t(af')(M)), definimos la funcion)y i :
Homg, (N, t(aft)(M)) — Homg(N, M) comoyn,a(g) = i o g, dondei; :
t(afﬁ)(M) — M. No es dificil ver que las funcionesy, s Y ¢, a SON inversas
entre siy son naturales éd y N. O

Por el el Teorema 2.46 de la Seccibn 2.2, se tiene que la@diu(z;, Hy)
induce una conexion de Galdig/I-pr,(, &, R-pr). Para tal conexion de Galois,
usaremos la notaciof(;, &r). Veamos las descripciones de los morfisnjps:
R/I-pr— R-pry&;: R-pr— R/I-pr

Proposicion 4.23. Seal un ideal deR y sea((;, ;) la conexbn de Galois indu-
cida por la adjuncdn (Gr, Hr). Entonces

1. Para cadas € R/I-pr, (;(o) es la menor extensin dec en los R-modu-
los. Mas din, siT es una extenén dec en R-Mod, entonces (o) =
R/I
TR
2. Para cadar € R-pr, ;(7) es la restricodbn der en los R-modulos, es

decir, &7(7) = pr(7).
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DEMOSTRACION. SeaM € R-Mod y o € R/I-pr, por la demostracion del
Teorema 2.46, el diagrama para describies el siguiente:

M t{af) (1) Haf) (D 1

i — G(i) |
J
o(t(a)(M)) o(t(af)(M)) Im(ens o G(7))
(M

dondei : o(t(aft)(M)) — t(aF) eslainclusion candnicd; (i) es la misma inclu-

sibnyey : t(af') — M eslainclusion canbnica. Entoneg$o) (M) := Im(eps0
G(i)) = o(t(al)(M)). Notemos que sN € R/I-mod, entonceg;(c)(N) =
o(t(af)(N)) = o(N). Por lo tanto

(58) Clo) =7
donder € R-pr, tal quer(N) = o(N) paratodaN € R/I-Mod. Es decir,r es

una extension de en los R-modulos. Sir € R-pr es una extension deen los
R-mbdulos, entonces para catltac R-Mod,

CH(o) (M) = o(t(af) (M) = 7(t(af)(M)) = (raj) 1) (M) < 7(M),

por lo tanto¢; (o) = Tagﬁ <.

Por otro lado sedv € R/I-Mod y 7 € R-pr. Usando el Teorema 2.46, el
diagrama para describf; es el siguiente:

N——>N t(aB)(N) —= N

A
J o TH(J') !
R T
T(N) t(ag)(T(N)) v (Im(H (5)))
dondej : 7(N) — N es la inclusion canobnica y puesto gldec R/I-Mod, se

tiene quet(al?)(N) = Ny t(af)(rN) = 7(N). Por lo tanto,H (j) es la misma
inclusionj y ny : N — N es el homomorfismo identidad. Entonegs ) (V) :=

iIN(Im(H (7)) = fiv(rN) = 7(N). Es decir,

(59) 5[(7—) =0,

dondes € R/I-pr, tal ques(N) = 7(NV) para todaV € R/I-Mod. Es decirg es
una restriccion de en losR/I-mo6dulos. Notemos que por la Proposicion 4.3, se
tiene que

(60) () = or(7),

para todar € R-pr. g

Usando el Teorema 2.54 se tiene otra manera de describinzoldsmos; y
&1 que son parte de la conexion de Galois inducida por la afjori&'r, Hr).

Corolario 4.24. Seal un ideal deR y sea((;, ;) la conexbn de Galois inducida
por la adjuncbn (G, H;). Entonces:
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1. Paracadas € R/I-pr, ¢s(0) = \/ oly
NeR/I-Mod
. anny (M)
2. Paracadar € Rpr.é(r) = [\ w0
MeR-Mod
DEMOSTRACION.
Sear € R/I-pr. Entonces por el Teorema 2.54(c) = \/  agq, ),
NeR/I-Mod
dondei,n : o(IN) — N es la inclusion natural ¥=(i,n) : o(N) < N es la
misma inclusibn, asi que

_ G(N)
(o) = \/ NG isn)
NER/I-Mod
_ N
= \/ Yo(N)
NeR/I-Mod
Por lo tanto
(61) CI(J) =T,

donder € R-prtal quer(N) = o(NV), para todoN € R/I-Mod. Es decir;r es
una extension de en losR-modulos, lo cual coincide con lo visto en (58).
Por otro lado sear <€ R-pr. Entonces por el Teorema 2.54,

&r(r) = /\ WH(p, ) dOndepra = M — M/7(M) es la proyeccion na-
MéeR-Mod
tural y H (prar) : agﬁ(M) — agﬁ(M/r(M)), de ahi:
R/I
_ HM) apyr(M)
(62) &r(r) = /\ “kerH (prar) — /\ wag/ﬁ(M)ﬂr(M)
MéeR-Mod MeR-Mod ¥/
. anny (M)
= /\ Wann, (M)nr(M)
MéeR-Mod
g

Por selR/I-pr, (s, &1, R-pr) una conexion de Galois, recordemos gue (;
es un operador cerradur& yo &7 es un operador interior. Los siguientes corolarios
son los duales a las proposiciones 4.5y 4.6.

Corolario 4.25. Seal un ideal deRy ((;,&;) la conexdn de Galois inducida por
la adjuncin (G, Hy). Entonces; o (; = ldg, .- POr lo tanto(; es inyectiva y
&7 es sobre.

DEMOSTRACION. Sear € R/I-pry N € R/I-Mod, probemos qué;o(;) (o) =
o. Entonces, por la Proposicion 4.23 parté€2(;(c))(N) = (;(o)(N). De nue-
vo, usando la Proposicion 4.23 partei,c)(/N) = o(N), de donde se concluye
el resultado. O

Notemos que todos los elementosRI&l-pr son cerrados respecto al operador
cerradure; o (7, puesto qué; es inyectiva.
Ahora veamos otra descripcion para el operador int@gior;.
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Corolario 4.26. Seal un ideal deRy ((;,&;) la conexon de Galois inducida por
la adjuncn (G, H;). Entonces, para cada € R-pr, ((; o &7)(7) = 7t(af).

DEMOSTRACION. Sear € R-pr. Por la Proposicion 4.23 parte 2,

(63) (Cro&n)(r) = (&r(7)) = Cler(r)) = Ci(o),

dondeoc € R/I-pr, tal quep;(7) = o. Es decir,7 es una extension de en
los R-modulos y por la Proposicion 4.23 parte 1, la igualdac@ot se reduce a
(Cro&r)(r) =(i(o) = Tagﬁ, de donde se obtiene el resultado. O

Observacbn 4.27. Sear € &;(0), cono € R/I-pr. Como ya hatamos men-
cionado en la Igualdad (57), en efecto los extremos infesiouiecﬁ(a), son el
resultado de aplicar un morfismo inducido por un funtor, aesaly:

dre)tef) =\ aghy = (lo).

MeR/I-Mod
Tambén

$1(0) = [(Cr o &0)(1), (W1 0 01)(7)]
= [(Cr o r)(7), (Y1 o r)(7)]-

Finalizaremos este capitulo con un resultado que comagrarticion deR-pr
inducida por las imagenes inversas bajo el morfigmque depende del idealde
R con otra particion dé?-pr que es inducida por un idedl C I de R. Para esto,
presentamos la siguiente notacion.

Notacion. Seal un ideal deR. Denotamos a la particio®; = {[7]|; |7 €
R-pr}.

Proposicion 4.28. Seanl!, J ideales deR. SiJ C I, entoncegr]; C [r]|; para
todaT € R-pr. Es decir, la particbn P es nas fina que la partidin P;.

DEMOSTRACION. Sear € &;(o), cono € R/I-pr. Por (56), se tiene que]; =
Or(o) = [rt(ad), (@ : 7). Puesto que/ C I, tenemos quef < ol y por
tanto(aff : 7) < (aff : 7). Para cadad/ € R-Mod, por el Lema 1.83 y puesto que
J C I, obtenemos qugalt) < t(af). Por tantort(aft) < rt(aff). Concluimos
entonces que
[rt(ad), (off : 7)) C [rt(af), (aft : 7)].

Es decir, la particion d&k-pr que se obtiene con el idedl es mas fina que la
particion gue se obtiene con el iddal O



Capitulo 5

Aplicaciones a grupos abelianos

Como una aplicacién a la teoria desarrollada en el dapdnterior, en la pri-
mera parte de esta seccion estudiaremos la conexion dés@altre las reticulas
R-pry R/I-pr, considerando el idedl = p"Z del anilloZ conp primoyn > 1.

En este caso particular interpretaremos algunos resslg&lterales a la conexion
de Galois{(yy, ), dondey; : Z-pr — Zpn-pry oy : Zpyn-pr — Z-pr. En es-
pecial, describiremos la particion depr inducida por el ideal de Z, asi como
los intervalos er¥-pr inducidos por las imagenes inversas hajode prerradica-
les idempotentes y radicales &p--pr. Este estudio en cierta forma queda con-
veniente, puesto que eid][se caracteriza la reticuld,.-pr y aprovechamos que
el comportamiento de l03,~.-prerradicales dependen del comportamiento en los
ideales del anill&,~. Aprovechando un poco mas tal reticula, también verdmos
conexion de Galoigy;, ¢;), para el caso en el que = Z,» e [ = p'Z,» conp
primo,n > 2ei = 1,...,n — 1. Por Ultimo, consideraremos el aniliy,,) que es

la localizacion del anill& en el primop.

5.1. Particiones deZ-pr inducidas por el ideal p"Z

Como ya hemos mencionado, primero trabajaremos espeoiita con la co-
nexion de Galois entre las reticulas de prerradicékgs y Z,--pr. Para esto, pre-
sentamos a continuacion, un pequefio resumen de la daéorighe las reticulas
Zyn-pr. Para mas detalles vef]|

Recordemos que la reticula de ideales del afi)jo es la cadena finita:

0:[0<Il<<_[n:an’

dondel; = p""Zyn, parai = 1,...,n. Tales ideales son Id&,-submodulos
totalmente invariantes dé,.. Puesto queZ,~ es un anillo local uniserial, por el
Corolario 3.2 deT] se tiene que cadé,~-modulo es isomorfo a una suma directa
de ideales d&,~ y por el comportamiento de los prerradicales con respecto a |
suma directa, vista en la Proposicion 1.47, cada preahdabreZ,. esta deter-
minado por su valor en los idealég deZ,~. En la proposicion 3.1 de7], la cual
enunciaremos enseguida se puede ver la descripcion desloagicales sobrg,»

en los idealeq..

Proposicion 5.1. Sea R un anillo local uniserial y seas € R-pr. Sea
ke€{0,...,n—1}.Sio(I;) = I, paraalgunar € {0,...,k}, entonces (I;41) =
I 00(Ipy1) = Iry1.

111
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Por el Teorema 1.58 y la Proposicion 1.59 cada prerradatades,~» es un
supremo finito dézpn-prerradicalesyﬁ y un infimo finito deZ,~-prerradicales

w}] En lo sucesivo para simplificar la notacién usarep&;; en lugar deyﬁ, y

w}] para0 < j < i < n, respectivamente.

También, como una consecuencia de la Proposicion 5steaxn isomorfismo
entre la reticul&,~-pr y la reticula de sucesiones binarias de longitudenotada
por B,,, como lo indica la Proposicion 4.1 d&][ Por lo que podemos identifi-
car a los prerradicales solg. comon-adas de ceros y unos por medio de este
isomorfismo. De hecho, si € Z,»-pr, entonces = (ay,--- ,a,), donde

w0 T o(ly) = o(l-1),
P i o(0y) # o(Tes).

Notacion.

1. En adelante, para referirnos a [bs.-prerradicales usaremos su corres-
pondiente sucesién binaria.

2. Denotaremos al elemento mayor y menoZgn-pr respectivamente como
1, Y 0p.
En virtud de la Observacion 1.57, con respecto a los prieats alfay omega,

la siguiente figura tiene sentido y muestra la correspotelgincesion binaria para
los prerradicales alfa y omega &p--pr.

FIGURA 1. Prerradicales alfa y omega solfg.-pr

Los siguientes casos particulares se pueden ver en lasdrriopes 6.2 y 6.3
de [7]. Los prerradicales idempotentes &p--pr, son de la forma! y su co-
rrespondiente sucesion binaria consta de un segmental idil’s, quiza vacio,
seguido de un segmento @, que podria ser vacio. Dualmente los radicales so-
breZ,-pr, son de la formay; y su correspondiente sucesion binaria consta de un
segmento inicial dé’s, quiza vacio, seguido de un segmentd geque podria ser
vacio. Por lo tanto los Unicos prerradicales radicalesjobtentes sobr&,., son

1, y0,.

Ejemplo 5.2. Por [7], la reticula Z,s-pr es como en la Figura 2. Los prerradicales
idempotentes sof0, 0,0), (1,0,0),(1,1,0) y (1,1,1). Dualmente los radicales
son(1,1,1),(0,1,1),(0,0,1) y (0,0,0).
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(1,1,1) = o3

(1,1,0) = a3

(1,0,1) = w?
0,1,1) = w}

FIGURA 2. LareticulaZ,s-pr

Ya teniendo un panorama general de la reti@japr, continuaremos con la
descripcion de los intervalos éipr inducidos por las imagenes inversas bajo el
morfismoy; de la conexion de Galois entre las reticulapr y Z,--pr.

Proposicion 5.3. SeaC) = {Z,: |i=1,--- ,n} C Z-Mod yT € Z-pr. Entonces
[7]r = [r]prz = [rlep.
Observe qué€,, es un conjunto de gruposaticos finitos.

DEMOSTRACION. Sear € Z-pr. Por la Proposicion 1.87, se tiene dugnz, =

\/ ol )\ wiiy|- Seac € [r]pnz. Entoncess(Z,:) = 7(Z,:) parai =
Mec; MeC;
1,---,n, puesto que un ideal d&,» es isomorfo com@-modulo a un elemento
C,. De ahi quer € [r]cn.
Por otro lado sea ¢ [T]C;L y M € Cy. Por [7], sabemos qué,~ es un anillo
m
local uniserial y por Corolarig.2 en [7], se tiene qué/l = @ N, dondem < n

k=1
y Ny, = I, para algun/, ideal deZ,,». Puesto que los ideales @g- son isomorfos

comoZ-modulos a los grupos ciclicos finitos, se sigue quec C;. Entonces,
por la Proposicién 1.47, parte 1:

m m

o(M) =P a(Ny) = P (Nk) = 7(ED Ni) = M,
k=1

k=1 k=1
es decirg € []ynz. Porlo tantq7],nz = [T]cn. O

P
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Por cuestion de notacion, de ahora en adelante cuandenmadlde la clase de
equivalencia de € Z-pr con respecto a la clasg, usaremos la siguiente notacion

Por lo tanto en este caso, podemos describir los interval@p inducidos
por las imagenes inversas bajo el morfismoque depende del ideal= p™Z, de
la forma siguiente.

Seao € Zyn-pry t € Z-prtal quep;(7) = o. Entonces por las Proposiciones
4.21y 5.3 tenemos

Zi Zi
(64) Pilo)y=li=ly =1 \V o, N\ wi,
ziecy | zgecp

n n
— sz‘ sz‘
- \/aTZ i’/\wTZz‘
pt ! 1 P

1=

i=1
"z I/
_ pt pt
= Vet \Nwok |-
=1 =1

Ya quep;(7) = o, por definicion del morfismgy, el prerradicab es la restriccion
dert alosZ,»-modulos. Por lo que la Gltima igualdad de (64) tiene sengiuesto
que el valor der en losZ-modulosZ,- es el mismo que el de en los ideales

. . Z; Z,;
I, deZy,». En particular, losZ-prerradicalesy,” y w,” se pueden evaluar en los
P pJ

modulosZ,-, a partir, de la correspondiente sucesion binaria vista Eigura 1.

Asi, esta descripcion de los intervalosZpr, facilita el calculo para hallarlos,
puesto que basta evaluar Bg.-prerradicales en los grupos ciclicos finitos, lo cual
podemos consultar ef]|

5.1.1. Intervalos enZ-prinducidos por prerradicales idem-
potentes y radicales er¥,.-pr
Usando la informacion de las Proposiciones 6.2 y 6.pg €l Gltimo parrafo
previo a esta seccion, ahora analizaremos las imagenesas bajap; de los
prerradicales idempotentes y los radicales s@hre
El siguiente lema muestra como son rerradicales alfa y omega evalua-

dos en ciertos grupos ciclicos finitos, esto nos servira patudiar las imagenes
inversas baja; de los prerradicales que nos interesa en esta seccion.

Lema 5.4. Seap un nimero primo y sea j,r > 1 tal quei > j. Entonces
z Osil<r<i-—j
1. aZ:; (ZPT) = Zprf(i—j) Sis —j <r<jg
ij Sir>1
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- Zysil<r<j
2. wz:j (Zpr) = ZyjSij <r<i
Zprf(z;j) ifr >
, . . 7, ; .
Al evaluar losZ,--modulos en losZ-prerradicales idempotentes,” y radi-
pZ

Z,; . L.
calesw,” , se obtiene el siguiente lema.

Lema 5.5. Seap un nimero primo y seain r > 1. Entonces

Zi Zrlf1< <'
1oy (Zy) =47 ~="="
pZ

Zpiif’l">i
Z ; 0sit<r<i
2. wy (Zy) = -
me-5|r>z

Los submodulos de lag-modulos ciclicos son totalmente invariantes, por lo
gue de la Observacion 1.57 y los Lemas 5.4 y 5.5, se tiengaksite resultado
gue describe ciertas cadenasZdprerradicales.

Corolario 5.6. Seap un numero primo. Entonces se tiene las siguientes cadenas
deZ-prerradicales:

7 Z 2 Z i
1o <a,” < <a,” <---
Zp Z,2 Z,;

Z,i Z it2 Z i+j .
2.0, <" << < parai > 1
P P
i i Zivj .
3. a,” = o == - - parai > 1.
T p’L pl
7, ZQ ZZ
4. wy® = wy” = w” -
Zit1 Zyit2 Zyi+j .
S. wy” gL = wyt T = - parai > 1.
p* p* p*
Z,; Z ;11 L i+2 L i+j .
P P p p
6. w, Swy <y *"'*“"ij < - parai > 1.

p2

. , Z,i
DEMOSTRACION. 1. Por el Lema 5.5, para> 1, a,” ' (Z,i) = Z,:. Por lo que
pz+1
Z,; Z ;11
P
asz‘ = Ziv1 . .
o ptitl N . piti
2. PorelLema 5.4, paraj > 1, a7 5 (Zyivi) = Zps. ASI queaij <
Zpi+j+1
2,541

. . Zyitj
3. PorelLemab5.4,para> 1y j > 0, aZ:i (Zyi+i+r) = Zy:. Por lo tanto
Zjitj+1 Zi+j
a.,’ <a,” .
Z,; Z,;

, Zit1 Z

4. PorelLemab.5, para> 1, w,”  (Z,:) = 0. Por lo quew,
L, i+; p

5. Por el Lema 5.4, para > 1y j > 0, w,” " (Zyir;) = Zy. Asi,

pt

%

pitl P
—< wo .

Zitj+1 Zi+j
W, < w,’ .

7 ; 7 ;

p p
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. Z ; L, Zjit1
6. PorelLema 5.5, para> 1, wy" (Zyi+1) = Zp. Entoncesv,” < w,” .

. L ji+j
Por otro lado, por el Lema 5.4, parg > 1, wz:j (Zyi+j+1) = Zypi+1. PoOr lo que
Zjitj Zpitj+1
P p
YL, Yz,

Veamos la siguiente figura que muestra las cadenas del @orblé.

O

Z i Z_; 7z, ;
FIGURA 3. Losco os{a ”,} {w p,} U {w P }
P Zyi 1§j§iy Zpi S1<i<i 0 Ji<i

Ahora si, describiremos los intervalpg(o) inducidos por un prerradical idem-
potentes SObreZ,..

Proposicion 5.7. Seac € Z,~-pr un prerradical idempotente, tal que # 0.

Entoncesp; (o) = [a%p:,wé”ﬂ, dondel < m < nym es la longitud del
e D

segmento inicial con entradas elimerol de la sucesién binaria que representa a
g.

DEMOSTRACION. Por (64), tenemos:

A "oz, W oz Yz
< _ pt pt pt pt
()0[(0) - \/ aZpi v \/ aZPM’ /\ wzpi A /\ prm

Le=1 i=m-+1 i=1 i=m-+1

[ m n n

_ Lyi ZLyi Zyi
=1V ag; Vv \V O A Wz,m

Li=1 i=m+1 i=m+1

[ Z,m Zipn,

_ p p
- Oéme ? prm] ?

puesto que por el Corolario 5.6, se tiene lo siguiente:
m n
Zi Z,m Zi Zm+1 Z,m Z'm+1 Z.,m
pr __ P p J— P P P — P
\/ aZpi - ame' \/ Oéme - ame ! ame N Oéme - Oéme y
i=1 i=m+1
pz‘ pn
w = . O
/\ Zpm = YZym
i=m+1



5.1. PARTICIONES DEZ-PR INDUCIDAS POR EL IDEALp"Z 117

Corolario 5.8. &7(1,,) = [oé " 12}
DEMOSTRACION. Elresultado se sigue de la Proposicion 5.7 para n, puesto
que
Liyn Lpyn ZLipn
P1(1n) = |:aZZn7wzzn] = {az n’lZ:|

Observemos que de los Corolarios 4.18 y 5.8, tenemos

[t(a2),12) = $1(10) = [0z, 12]
por lo que,

ZLipn
(65) t(apnz) = ag”

gue confirma lo que ya habiamos comentado.

Dualmente, el siguiente resultado describe los intervﬁ[eés) inducidos por
unZ,»- radicalo.

Proposicibn 5.9. Seas € Z,~-pr un radical, tal ques # 1. Entoncesﬁ(a) =
n 7k . L

[oép k,wo”k], dondel < k£ < n Yy k es la longitud del segmento inicial con
p’!L*

entradas el aimero0 de la sucegin binaria que representa @

DEMOSTRACION. Por (64), tenemos:

bi(0) = \/O‘op v \/ O‘Z /\Wop N /\ wz "
i=k+1 i=k+1
= \/ z K’ /\wop /\ /\ wZ L k
Li=k+1 1=k+1
[ an Zpk
= 1% . .%o },
L P
ya que por el Corolario 5.6, obtenemo\§/ a” ="
szfk Z n—k
i=k+1
k
Zi Ty A 7z T T Zpwr L -
/\Wo =wy /\ pri—k =wgz, Y wy /\pr =wy -
i=1 i=k+1

La siguiente proposicion, es pata= n.
Proposicion 5.10. $7(0,,) = [Oz,w?’”}.

DEMOSTRACION. Por laigualdad (64) y el Lema 5.4, tenemos:

"oz, N oz Yoz zZ

pi pi _ ) o n
\/ozo ,/\wo = |0z, /\wop = [OZ,WOP } .
=1 i=1 i=1



118 5. APLICACIONES A GRUPOS ABELIANOS
Notemos que por el Corolario 4.17 y la Proposicion 5.10iesetque
Z <— Lpn
|:027 ap"Z] = (,0](0”) = |:027w0 ] )
es decir,
Ly

(66) QZZ)nZ = O.)Op .

Recuerde de (52), qug = 17(0,,) = o%nZ es el menor cerrado éfpr.

Los siguientes resultados son consecuencia de las Priogpmesd.7 y 5.9.
i <_ P —_— Zp an
Corolario 5.11. ¢;(1,0,0,--- ,0) = [azp,wzp ]

DEMOSTRACION.
El resultado se sigue de la Proposicion 5.7 para 1. O

. <_ Z 1 Z
Corolario 5.12. ¢;(0,1,1,--- ,1) = [O‘Zinﬂ’wop]'

DEMOSTRACION. El resultado se tiene de la Proposicion 5.9 gara 1.

O
Del Corolario 4.13 se concluye que %(1, 0,0,---,0) no hayZ-radicales,
del mismo modo por el Corolario 4.12 notamos quép_@ﬁ), 1,1,---,1) no hay

Z-prerradicales idempotentes.

Ejemplo 5.13. Seal = p?Z unideal deZ y R/I = Z/p*Z = Z,». En este caso
la adjuncidn (F7, G) induce la conexin de Galois(Z-pr, ¢;, 11, Z,2-pr), donde
o1+ L-pr — L2-pr Y by = Zy2-pr — Z-pr.

Se tiene qué..-pr tiene 4 elementos, con representacien sucesiones bina-
rias, (0,0), (0,1),(1,0) y (1,1). Para describir la particbn P2, de Z-pr inducida
por el idealp?Z, veamos lo siguiente:

1. Por (49) y (50), tenemos que (1z ,) = 1z Y ¢1(0z) = Oz ,.
2. Por (51) y (52), respectivamente tenemos que el mayor abégrZ,,.-pr,
elep2 = ¢1(1z) y el menor cerrado ef-pr es%%2Z = z/zI(OZPQ).

Por el Corolario 5.10, se tiene quﬁEI(O,O) = [Oz,wozﬂ = [Oz,anZ}.

Zp

3.
. L2
4. Por el Corolario 5.8, obtenemos qig(1,1) = {az;,lz} = [t(afm),lz}.
. z,

5. Por el Corolario 5.11%;(1,0) = [azpvwzﬁz]-

6.

Por el Corolario 5.12%7(0,1) = [aéf,wozp].

7. 2 7. 2 7 7 Z 2 7,2
Por lo tantoP,25, = {[OZ,wO” } , [azi ,wop} , [azi,wZ;’ } , [az;, 12] }

Con base en lo anterior y al idedl= p°Z, la particion deZ-pr es como sigue:
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Z-pr — Tz 2-pr

FIGURA 4. La conexion de Galoi&o;, ;) paral = p3Z

En vista de los Corolarios 4.12 y 4.13, a continuacion napsimos los inter-
valos enZ-pr en donde se encuentran alguifperradicales especiales. Dichos
intervalos dependen de la particidn inducida por las enag inversas bajo;,
dondel = p"Z conp primoyn > 1.

Recordemos del Ejemplo 1.70 que el prerradical(Sbaes idempotente para

cualquier anilloR. EnZ-pr se tiene que S¢c) = \/ an Entonces por (64)

q primo
tenemos que:

no .
(67) [Sod_) \/ aSoc(Z N\ Wsodz, ;)
i=1

Donde So¢Z,) = \/ a%i (Z,:) parai = 1,--- ,n. Por 1 del Lema 5.5y puesto
g primo

que Hom{Z,, Z,,:) = 0 parag # p obtenemos:

Z Z
\/ azZ(Z i) —azz(Z i) = Ly,

g primo
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paratoda > 1. Por 3y 5 del Corolario 5.6 y de (67):

Zpn
s = [V ] izt
Asi que de la igualdad anterior y deI Corolario 5.11 comohs que:

n ZLyn
(68) [SOC(_)]p = |:Q§Z>WZ§ :| = (1<D_I(170707 e 70)7

para unp primoyn > 1.

Dualmente, del Ejemplo 1.70, el prerradical Rages radical para todo anillo
R.EnZ-pr,Rad_)= A wp”.

q primo
Entonces por (64):
n Z,
(69) [Rad_) [\/ aRa(xZ /_\1 ngd(Zpi)]

Donde RadZ,,:) = /\ w?q (Z,:) parai = 1,--- ,n. Por2del Lema5.5y puesto
q primo

que HomZ,,;, Z,) = 0 parag # p obtenemos:

Zq Zyp Osii=1
/\ Wo (Zpi) = Wy (Zpi) = { .
4 primo Lpi-1 St > 1

Asi que por 2y 6 del Corolario 5.6 y de (69):

n—1

LZyiv1 7 Z, i+1

[Rad_)J; = [ao Vv \/ az ;W' A /\ WZ:Z- ]
i=1 i=1

= |:a§pn . CUOZP:|
p’l’L
Por lo anterior y el Corolario 5.12, se concluye que:
n Loy Z
(70) [Rad_)]p - |: an 17w0p:| - ()<D_I(0717 17”' 71)7

para unp primoyn > 1.

También podemos hallar éfipr el intervalo en donde se encuentra la torsion
usal T_) : Z-Mod — Z-Mod, donde TG) = {z € G | o(x) < co}. Se sabe que
T(_) es un radical idempotente.

Se tiene quex% < T(_), puesto que [Z,~) = Z,~. De ahiy del Corolario
5.8:

(71) TO) € [ah1a] = $1(10).

Notese que (71) también se puede concluir siguiendo (64nismo modo
que para los prerradicales $0¢ y Rad_ ) sobreZ.
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De la misma manera, hallaremos los intervalosZepr donde se encuentran
los atomos y coatomos sobze
Por el Teorema 1.60, los atomosAer son:

Zgoo :
{az!" |qes primg.

El siguiente lema es importante para hallar el interval@.ga que contiene a
los atomos.

Lema 5.14. Seanyg, p primos. Entonces Ho(f ;o , Z,n) = 0.

DEMOSTRACION. Sig # p, entonces HolfZ e, Z,») = 0, puesto que todos los
elementos d&.,~ tienen orden una potencia dey los elementos d&,,- tienen
orden una potencia de Por otro lado, sea = p y supongamos que existe un
morfismof : Z,-~ — Z,~ tal que f no es el morfismo cero. Entonces Kkess un
subgrupo propio d&,~, por lo que existé > 0 tal que kef = H,,;, dondeH,; =
<I% + Z). Es conocido qué, /H,» = Zy~ paratodak > 0. Asi, por el primer
teorema del isomorfismo para grupfs~ = Z,~ /kerf = Z,; para alginj =
1,...,n,locual no puede suceder. Por lo tanto, en ambos caso$&entZ, ) =

0. O

Del Lema 5.14 y puesto que;”™ (Zyr) = Y {f(Zy) | f : Zore — Zyn }:

Zgso
az, (Zyn) =0.

z Zpn .
De dondeozzzw < w,"”" . Porel Corolario 5.10, se concluye que:

Zqoo : Zyn
(72) {az"" [ges primg C [Oz,wop ] = 51(0,).

Por otro lado, del Teorema 1.60, los coatomoZ.gor son:
{wZ; | ges primg.

Setiene quevZ,(Z,n) = N{'g (¢Z) | g : Zp» — Z}. Es claro que HotZ,n, Z) =
0. Asi que'y (¢Z) = {x € Zyn |0 = g(x) € qZ} = Z,» y por tanto

W?Z(an) = an.

, Lyn 7 . . .
De ahi quemzzn < wygy Y por el Corolario 5.8, concluimos que:

. Ly

Observamos quér2) y (73) se pueden obtener usanad).

Para finalizar esta seccion, en seguida mostraremos deangaxticular los
intervalos erZ-pr en donde se encuentran lbgprerradicales de los que hablamos
en los parrafos anteriores.
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Ejemplo 5.15. Retomemos el Ejemplo 5.13, donHe= p?Z es un ideal deZ,
R/I = 7/p*7 = Ly Y {Z-pr,@1,%1, Z,y2-pr) es la conexin de Galois que co-
rresponde en este caso. Entonces

Z
1.Sod ) e [aﬁz,wzﬂ = $7(1,0).
Z
2. Rad_) € ;" wig”] = $1(0,1).
. . Z
3. El radical idempotente [T ) € {azzj,lz} = $r(1,1).
4

. Losatomos deZ-pr, {oézw | ¢ es primd, se encuentran e{OZ,wZ]ﬁ} =
$1(0,0).
. 7 . ZP2
5. Los cdatomos deZ-pr, {w,7 | ¢ es primg, se encuentran e{nz . 12} =
P
1(1,1).

5.1.2. Prerradicales idempotentes y radicales ena-pr

En la seccion anterior, de acuerdo a la particiorZeer inducida por el ideal
I = p"Z, se hallaron los intervalos en donde se encuentran ciertogagicales
idempotentes y radicales. Lo anterior fué con base en afliestle las clases de
equivalencia de prerradicales Brpr con respecto a la clagg, es decir, la de los
Z/p™Z-mobdulos, o bien, al estudiar las imagenes inversas ggjae los prerra-
dicales idempotentes y radicales, de la conexion de G@algig);), inducida por
el ideall = p"Z, donde el primg y n estan fijos. En esta seccion localizaremos
a los prerradicales idempotentes y radicales.asr, variando los primop y las
potencias.

De la Proposicion 4.28 se tiene que la particnde Z-pr es mas fina que la
particionP; para los idealeg = p"Zy J = p"t'Z deZ conp primoyn > 1,
puesto que/ C I. Este hecho lo usaremos mas adelante.

Primero daremos el siguiente lema que se usara en muchos deslltados
siguientes.

Lema 5.16. Seanr;, o; € R-pr. Entoncesﬂ [13,04] = [\/ o /\ ai] .

i€X i€X ieX
DEMOSTRACION. El resultado se tiene de la definicion E{;é Y /\ ;. O
i€X i€EX

Como ya mencionamos en esta seccion estamos interesaldaiaeme cierta
forma zonas en la reticuld-pr en donde estan los prerradicales idempotentes y
radicales.

Primero notemos que al considerar al idéak p"Z de Z, por el Teorema
4.12 y de acuerdo a la particiobn @epr inducida por el ideal, los prerradicales
idempotentes en la reticutapr para cada primp y cadan > 1 se encuentran en:

74 7 =51(0,) UPr(1,0,--+,0) Upr(1,1,0,++ ,0) U+ UHr(Ly).
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Asi que por el Teorema 5.7 y la Proposicion 5.10, se tiere qu

n
n _ Zp’fl} [ Zp’!n Zp’fl ]
(75) Zr = |0z, 0 | U U [ozwzn ]

Es importante recalcar que en lo anterior el primg n estan fijos. Si ahora
vamos variando los ideales, es decir, consideramos loegiéa= p"t'Z de Z,
donde el primgp esta fijo y vamos aumentando las potenciag,dentonces por
la Proposicion 4.28, la particioR; de Z-pr es mas fina que la particin;. De
este modo, los funtores que inducen la conexion de Galadig ERpr y Z,-pr
van cambiando dependiendo del ideal que estemos consildeyapor tantop;
también varia. Usemos la siguiente notacion, para el itle= p"Zy o € Zy»-pr

P1(0) = Pulo).

SeaP = {p | pprimo}. Para cada € Py al variarn, por (74) el siguiente
diagrama ilustra a 108

L =50) U&EQ)
2 =3(0,00  UP(1,0)  UPa(L,1)
76
78) 13 _ 50,000 U&1,0,0) U&L1,0) UG

Del diagrama anterior, podemor decir que al varidosZ;’ forman una matriz
triangular superior infinita.

Lema 5.17. Seanp un nimero primo yn > 1. EntonceSZ[,”rl cIy.

DEMOSTRACION. Por (75), tenemos lo siguiente:

n __ an Zp an Z 2 an an an
I, = [Oz,wo Ulag,wy" | U O‘Zywz , YU g Wz
y
z z z z
n+1 o pn+1 Zp pn+1 2 pn+1
7, —[Oz,wo ]U[az,wzp }U[ ZQ,pr2 }U
Zpn  Lyntr Znt1  Lpnga ]
U |:aZp7L ? prn ] U |:aan+1 ? pr7L+1 :
. . Z Z n
Por 4 del Corolario 5.6, se tiene QLﬁ@Z,woan C [Oz,wop } Por el Coro-
ol Z Z prt1 Z Z
lario 5.6, parte 5WZ < WZ "y asi aZ wZ C aZ WZ . Se tie-
z Z
ne quewZ = 1z = w,”" "y por 1 del Corolario 5. 6aZ < ag, de

pT Z n+1 Z an Z n+1 Z n+1 Zp
ahl |:aZ n’ Z n ] - |:aZp7L ? prn i| y |:aan+1 ? prn+1 ] - |:aan ? Z 7L:| De

n+1 n
dondeIpJr czp. O
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Proposicion 5.18. Seap un nimero primo. Entonces

o0 o0 o0
Az = o Aw ] U[ A M 1]
n=1 n=1 n=1

n=m+1

o
DEMOSTRACION. Sear € ﬂ 7,. Entoncesr € 77, para todan > 1. Es decir,

n=1
T esta en todos los renglones de la matriz infinita (76) y setles siguientes

casos: Caso 1. Si € &,(0,) = [Oz,wf””] para todan > 1, es decir;r esta en
la primera columna de la matriz (76), entonces por el Lem@ &eltiene que €

(e e]
[Oz, /\ w?p7L] :
n=1
Caso 2. S € &, (1,) = [oéz: , 17| para todan > 1, es decir;y esta en la dia-

gonal de la matriz (76), entonces por el Lema5.16 tenemos qu% a% ., 1] .

n=1
Caso 3. O bieny ¢ &,,(0,,) para algim, tal quel < ! Y7 & &ny(ln,)
para algum2 tal quel < no. Entonces por el Lema 5.17 ¢ cp]( ) para todg >
n1y 7 ¢ &r(1;) para todak > ny. También, para toda > n, 7 gé %r(0), donde
o es unZ,x-prerradical idempotente con la longitud del segmento inicial de en-
tradas el nUmero 1 de la sucesion binaria que represent8eal = max{n,na}.

-1 z
Entonces por el Lema5.16 y el Lema 5.1% | | [a%m, A wZZm] :
m=1 i=m+1

De los tres casos anteriores se concluye que

n pT™ p™ p™ p™
ﬂIp C 10, /\ Wy ] U U [azpm, /\ szm] U [\/ aan,ll .
n=1 n=1 m=1 n=m++1 n=1
La otra contencion es facil de verificar. O

Las particiones de la reticula-pr que hemos estudiado en este trabajo depen-
den de los ideales = p"Z y por lo anterior ya sabemos cuales son las zonas de
prerradicales idempotentes Zror cuando consideramos un ideal gofijo y va-
riamosn. Por lo que podemos concluir que los prerradicales idempedesriZ-pr
variando ahora los primos se encuentran en:

(77)

Zridemc () ﬁ s

peEPn=1

lbA ] g 7]
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Usando (77) podemos hallar en la reticzitar al perradical idempotente Sog.
En la seccion precedente ya habiamos visto este ejempsidesando un primp
y n > 1 fijos.
Ejemplo 5.19. En Z-pr se tiene que S¢c) = \/ aég y del Ejemplo 1.70 sa-
q primo
bemos que S¢c) es un prerradical idempotente. Considerando el ideal p"Z
deZ, por (68), tenemos que para tal prinpoy n > 1 fijos:

Lpyn
So¢_) € [a77,wy”" | = (10,0, ,0).

Es decir, para un primo fijp y variandon, el prerradical So¢ ) siempre esten la
segunda columna (de izquierda a derecha) de la matriz tiéargsuperior infinita
(76). A por el Lema 5.16:

o o0
Z ZLiyn Z yms
Soq_) € ﬂ [az”,wzi ] = [az”, /\ wy! ] .

n=2 n=2

Lo anterior dice en la Proposio 5.18 que Sdc ) € | J [az” A\ Wzﬁm]
m=1 n=m+1
considerando solamente = 1, pues recuerde que es la longitud del segmento
inicial con entradas el amero1 de la sucedin binaria que representa a |85, -
prerradicales idempotentes. %or (77) y de nuevo el Lema 5.16 obtenemos:

00

pT 7 Z.on

so )€ () |o A r | = |Vl A A
peP peP pEP n=2

Los atomos aungue no son prerradicales idempontentesdiesos localizar
en la reticuld-pr usando (76).

Ejemplo 5.20. Considerando el ideal = p"Z de Z, por (72) tenemos que los
atomos deZ-pr se encuentran en:

Zgo , Zpn
{az)" [qesprimg C {Oz,wop } = 51(0,),

para cadap primo y cadan > 1. Entonces para cada € Py variandon, los
atomos egtn en la primera columna (de izquierda a derecha) de (76) yedor

Lema5.16:
o o
oégm € ﬂ [OZ,w?’n] = [OZ, /\ w?”n] ,
n=1 n=1
cong € P.
Por lo tanto variando los primos obtenemos quedt@mmos deZ-pr se encuen-

tran en:
0o
Oé%q S ﬂ [02, /\ UJO ] = 027 /\ /\ wOan )

peP pePn=1
cong € P.
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Analogamente al procedimiento anterior encontramo<lgisnes en la reticu-
la Z-pr en donde se encuentran los radicales de acuerdo a le@artiducida por
el ideall = p"Z. Asi por el Teorema 4.13 Ida-radicales para cadac Py cada
n > 1, se encuentran en:

y por el Teorema 5.9, la Proposicién 5.10 y el Corolario 5e8tiene que
n—1
n n Z n
(79) RZ = [O,wOZp ] U U [aéznik,wopk} U [a%n,l} .

Para cada € Py al variarn, por (78), el siguiente diagrama ilustra a 8§.

R = $1(0) Udi(1)

R2 = $2(0,0)  UH(0,1)  UPa(L,1)
(80)

RS = $3(0,0,0) UP3(0,0,1) UPs(0,1,1) UPs(1,1,1)

Al variar n podemos pensar que |85 forman una matriz triangular superior
infinita.
Lema 5.21. Seanp un nimero primo yn > 1. EntoncengJrl - Rg.
DEMOSTRACION. La prueba es dual a la del Lema 5.17. O
Proposicion 5.22. Seap un nimero primo. Entonces

n n ok T

ﬂRZ:[O,/\wop]UU [ \/ ozZ:nk,wo"]U[ aZZn,ll.

n=1 n=1 k=1 Ln=k+1 n=1
DEMOSTRACION. La prueba es similar a la de la Proposicion 5.18. O

Concluimos entonces que los radicaleepr variando los primos se encuen-
tran en:

(81)
Z-radc () (| Ry
peEPn=1
peP n=1 et Lnks1 7 net

El siguiente ejemplo muestra el intervalo Zrpr en donde se encuentra el
radical Rad ), el cual ya habiamos visto en la seccion anterior coraidir un
primopyn > 1 fijos.
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Ejemplo 5.23. En Z-pr se tiene que Rdd) /\ w 7y del Ejemplo 1.70
g primo

sabemos que R&d) es un radical. Considerando el ideAl= p"Z deZ, por (70),
tenemos que para tal primoy n > 1 fijos:

Rac(—) € |:a§::717wozp:| = 60—.[(07 17 17 Ty 1)

Es decir, para un primo fij@ y variandon, el prerradical Rad_ ) siempre est en
la segunda columna (de derecha a izquierda) de la matringyidar superior infi-
nita (80). A$ por el Lema 5.16:

Rad_)eﬁ[oé" }—[\/ o w ]

n=2

[e.e] [e.e]
. . e Z,n Z k
Lo anterior dice en la Proposion 5.22 que Rad ) < U [ \/ O‘Zinfkvwop ]
k=1 Ln=k+1
considerando solamente = 1, pues recuerde quk es la longitud del segmento

inicial con entradas el amero0 de la sucegin binaria que representa a |65, -
radicales. Agpor (81) y de nuevo el Lema 5.16 obtenemos:

o)< (1| Vool | = |V Vo A

eP [n=2 pEP n=2 peP

Los coatomos aunque no son radicales los podemos localizéa reticula
Z-pr usando (80).

Ejemplo 5.24. Considerando el ideal = p"Z de Z, por (73) tenemos que los
coatomos deZ-pr se encuentran en:

. Zon
{w?z |ges primg C [%va 12} = &(M),

para cadap primo y cadan > 1. Entonces para cada € Py variandon, los
coatomos es€in en la primera columna (de derecha a izquierda) de (80) ygbor

Lema 5.16:
> Zon
qZG ﬂ [ Zn>1Z] = [\/O‘Zznalz] )
n=1

cong € P.
Por lo tanto variando los primos obtenemos que lo&tomos deZ-pr se en-
cuentran en:

> Z > Z

Z n n

wi € (V| V ogiotz| = |V V azl 1z
peP Ln=1 pePn=1

cong € P.
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Observacibn 5.25. Notemos que para realizar el Ejemplo 5.20 se puede usar (80)
en lugar de (76). Pero es mejor usar (76), puesto guesataprecian las columnas
de&(on) para cadan > 1. Dualmente, en el Ejemplo 5.24 tarabise puede usar
(76) en lugar de (80).

5.1.3. Radicales idempotentes en-pr

En esta seccion siguiendo procedimientos analogos al@ssgccion anterior
encontraremos las regiones en la reticitar en donde se encuentran los radi-
cales idempotentes, a diferencia de los prerradicalespdemtes y radicales, la
descripcion de los intervalos @apr para dichos prerradicales quedan descritos de
una manera mas sencilla como veremos en lo que sigue.

Empezamos esta seccion con el siguiente lema.

Lema 5.26. Seanp, ¢ nUmeros primos y seai, m > 1. Entonces:
1. Sip # ¢, entonces,” < wy ™.
Y
2. Sip = ¢, entoncesi,”" A wy ™.
ya

. . Ly Lyn Lgm
DEMOSTRACION. Sip # ¢, entoncesazin (Zgm) = 0, por lo queazzn 2wy,

puesto que por la Observacion 1.5%,‘” es el mayor prerradical que mandga.
a0. Por otro lado, para, m > 1, por el Lema 5.5, se tiene qué”: (Zpm) # 0,
P

Zpm

e Z n
asi quer,” A wy” . 0
P

Para el ideal = p"Z, por las Proposiciones 4.12 y 4.13 paracpda Py
cadan > 1, se tiene que los radicales idempotente&.er se encuentran en:
(82) Dy = 51(0n) U P1(10),

puesto que los Unicos radicales idempotente&,grpr son0,, y 1,,. Asi que por

la Proposicion 5.10 y el Corolario 5.8:
n an] [ Zpn ]
(83) DI = [Oz,wo U ag™ 1z

Por el Lema 5.26, para cagae Py cadan > 1, la union de los intervalos que
aparece en (83) es disjunta.

Lema 5.27. Seanp un nimero primo yn > 1. EntoncesD;“rl - Dg.

DEMOSTRACION. El resultado se tiene de 1y 4 del Corolario 5.6. O

Proposicion 5.28. Seap un nimero primo. Entonces

[e'¢) o0 o0
ﬂ 'Dg = [02, /\ wOan] U [\/ a%p:,lz] .
n=1 n=1 n=1 !
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DEMOSTRACION. Porel Lema5.16y el Lema5.27:
A= (A si]) o (A o02])
n=1 n=1 n=1
Xz >z
— p™ p™
o R o[z
O

Denotaremos a la clase de los radicales idempotentes solamr@llo R como
R-radidem. Concluimos entonces que al variar las potemcyess primosp en los
idealesI = p"Z, los prerradicales radicales idempotentesZepr se encuentran
en

(84) Z-radidemc () ﬁ Dy
peEPn=1
= ﬂ ([OZ, /\ wg;p"] U [ aéiz,lzi> .
peP n=1 n=1

Notamos que la descripcion de los intervalos en donde éssdfrradicales
idempotentes, son en cierta forma accesibles para obteagrinformacion de
ellos. Por simplicidad, para cagae P, usaremos la siguiente notacion:

>z Yz
n n
o — 4 — P
P \/ Az.m Y Wp /\ Wo
n=1 n=1
Entonces reescribimos (84) como:

(85) Z-radidemc () ([0z, wp] U [ay, 12])
p€EP

El siguiente ejemplo muestra el intervalo Erpr en donde se encuentra el
radical idempotente (T ), el cual ya habiamos visto en (71) considerando un primo
pyn > 1fijos.

Ejemplo 5.29. Considerando el ideal = p"Z de Z, en (71) obtuvimos que el
radical idempotentente(T ) sobreZ se encuentra en:

Lipn
T() € a7, 1z] = B1(1a),

para cadap € Py cadan > 1. Por la proposicbn 5.28 para cada € P:

> Zon
T(_) S [\/ aZZn’ 121 .
n=1
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Ad por (85) y de nuevo el Lema 5.16 obtenemos que eridaleeZ-pr:

o0

TO) € Nlapzl = |\ V azi1z

peP peEPn=1

Ahora mostraremos una descripcion mas sencilla de (85).

Diremos que(A, B) es una biparticion d®, siAUB = Py AN B =
(). Observe qued o B pueden ser el conjunto vacio. Denotaremos @) al
conjunto de todas las biparticionesBle

Proposicion 5.30. () ([0z,w,] U[ep, 12) = V ap A\ wgl-

pEP (A,B)eB(P) | peA qeB

DEMOSTRACION. Seac € ﬂ ([0z, wp] U [y, 17]). Definimos los siguientes

) peP
conjuntos:

As ={peP| o€ oy, 1]},

B, ={qeP| oec[0z,wy}
Primero probemos qued,, B, ) es una biparticiobn dB. Sip € P, entoncesr €
[0z,wp] 00 € [ap,17], es decirp € B, 0p € A,. Porlo qued, U B, = P.
Por otro lado, sp € A,y p € B,, entoncesr € [0z,w,] N [ay, 17], por lo que
a, < 0 < w,. De ahiy por la definicion dey, y w,, a”" < wi?", lo cual
P
contradice el Lema 5.26 y entoncds N B, = (. Por lo tanto concluimos que
(A,, B,) es una biparticion dB.
Por definicion ded,, y B,, tenemos

ge | () 0zwg | 0| () leps1z]

quo' per'
= |0z, /\ wg| N \/ oy, 1z
quo' per'

= Vo A w

_peAU qE€Bs

Donde la Gltima igualdad se da por el Lema 5.26, pues paeycad4, y g € B,,
ZP’IL Zq’!L
teneosw;” < w,"", por lo que \/ ap = /\ Wy
PEA, q€Bs
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Para la otra contencibn, seac \/ ap, /\ wq | para alguna biparticion

peEA qeB
(A,B) dePyseap; € P = AUB. Sip; € 4, entoncesy,, = \/ a) < 0. Si
peEA
p1 € B, entoncew < /\ w, < wp,. Entoncess € [0z,wy, | U oy, 1z). O

qeB

El siguiente corolario es consecuencia inmediata de lad8rcipn 5.30.

Corolario 5.31. Z-radidem ¢ | J V ap A\ wg
(A,B)eB(P) [pcA qeB

Observacibn 5.32. Notemos que en la Proposici 5.30, podemos considerar el
caso en el que solamente hay una bipadticdelP y en donded o B son el va.

Es decir, siA = (), entoncesB = Py en este cas@-radidemC |0z, /\ Wy |
qeEB
es decir, los prerradicales radicales idempotentes este@l etervalo que corres-

ponde a(") &, (0,). Ardlogamente sB = §.

n=1

Corolario 5.33. Seap € Py o € Z-radidem. Entonces, una y solo una, de las
siguientes afirmaciones se cumple:

1. Zy» € T,, paratodan > 1.
2. Zyn € F,, parta todan > 1.

DEMOSTRACION. Por (85), sic € Z-radidem, entonces para cagac P, o €
[07,wp] 00 € [ay,17], pero no en ambos, ya que tales intervalos son ajenos. Si

o € [0z,w,], entoncesr =< wgp" para todan > 1y por la Observacion 1.57,

0(Zyn) = 0 para todan > 1, es decirZ,» € F, para toda: > 1. Por otro lado,

Sio € [ap,17], entonces;épz =< o para todan > 1y por la Observacion 1.57,
p

0(Zyn) = Zyn paratodan > 1, de dondeZ,» € T, para todan > 1. O

Observacibn 5.34. Notemos de la demostraci del Corolario anterior que para
o € Z-radidem, los conjuntos!, y B, que se definieron en la Propogic 5.30
consisten de los primos que satisfacen 1y 2 respectivardehtorolario 5.33.

Si consideramos dos biparticiones distinta®des intervalos que aparecen en
el Corolario 5.31 son ajenos dos a dos, como veremos en ligisiguroposicion.
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Proposicion 5.35. Sean(A, B) # (A, B’), dos biparticiones déP. Entonces

\/ap,/\wq N \/ap,/\wq =0

peEA qeB peA’ qeB’

DEMOSTRACION. Supongamos que \/ a,, A\ we| N |\ o A we| #
peEA qeB peA’ qeB’
0. Entonces\/ ap = /\ wq. Es decir, para cadac A’y ¢ € B tenemos que
peA’ qeB
ap = wy, €S decir,aézz < wf‘l” y por el Lema 5.26 obtenemos gue# q. De
dondeA’ N B = () y por tantoA’ C A. Puesto que tambié?\/ o, = /\ Wys
peEA qeB’
analogamente a lo anterior se prueba due B’ = ) y asiA C A’. Por lo tanto
A = A’y de ahi queB = B’. Entonceg A, B) = (4', B'). O

Como consecuencia de la Proposicion 5.35, para eadaZ-radidem existe
una Unica biparticior{A,, B, ) asociada a él, la cual se define en la prueba de la

Proposicion 5.30, tal que € | \/ a,, A w,|.
PEAS q€EBs

En seguida, mostraremaos que cada uno de los intervalos nigrmaparece en
el Corolario 5.31, tiene al menos un elementdedidem.

Proposicion 5.36. Sea( A, B) € B(PP). Entonces

\/ ap, /\ wq | N Z-radid # 0

peEA qeB

DEMOSTRACION. Puesto que/\ w, es un radical, tal qué,/ a, < /\ w,, en-
qeB . pEA qeB
tonces por la Proposicion 1.74/ a;, < \/ a;, < /\ w,. Ahora, ya que\/ o,
pEA peA qeB peEA
es un prerradical idempotente, por la Observacion 1\7'5ap es un radical idem-
peEA

potente. Luego, por la Proposicion 1.79/ o;, < A w, < /\ w, y por la Ob-

pEA qEB qEB
—_—
servacion 1.75/\ w, también es un radical idempotente. Por lo tanto, conclsimo
q€B — .
gque al menos existe un radical idempotente en tal intervalo. O

De [7], se puede conluir que la clase de todos los radicales-pnno es un
conjunto. También se sabe que la clase de todos los raslieasetos izquierdos
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sobre cualquier anillo es un conjunto. Pero aln no se sabeaslidem es un con-
junto o no. Considerando que el nimero de biparticione eg2™°, la union de
los intervalos que aparecen en el Corolario 5.31 es disyp@r la Proposicion
anterior cada uno de tales intervalos tiene al menos unalddiempotente, pode-

mos decir que st-radid fuera un conjunto, entonces su cardinalidad sérienaos
2%o,

Por otro lado, ahora mostraremos que el extremo inferioalds intervalos
es un radical. Mas aln, es un radical exacto izquierdo ystedos elementos son
precisamente el conjunto de todos los radicales exactogeizips enZ-pr. Para
esto, primero probaremos el siguiente lema. Para eadaZ, denotaremos por
pdiv(n) al conjunto de todos los divisores primos dePara un elemento de
orden finito en urZ-modulo, denotaremos su orden conie).

Lema 5.37.Sead C Py seaM < Z-Mod. Entonces

\/ ap | (M) ={ze€ M |o(x) < oo, pdivio(z)) C A}
peEA

DEMOSTRACON. Seaz € [ \/ a, | (M). Por definicion,z = xy + -+ +
peA

Tm, dondez; € Im(f;), conf; : Zn — My p; € A parai = 1,...,m.

Luego,p;“z; = O parai = 1,...,m, pbr lo que(py*ps? - - - ppm )z = 0. Entonces

pdiv(o(z)) € A. Por otro lado, sic € M tal queo(xz) = pi'psy*---ppm con

pi € Aparai = 1,---,m, entonces existen, ...,z,, € M cono(z;) = p;"

parai = 1,...,m tales que(z) = (z1) + --- + (z,). De donde concluimos,

x € \/ap (M). O
peEA

Proposicion 5.38. Para cadaA C P, \/ o, es un radical.
peEA

DEMOSTRACION. SeanM € Z-Modyz € | \/ oy, | | M/ | \/ oy | (M)
pEA peEA

Entoncest = x + \/ a, | (M), dondez € M. Existenpy,...,p, € Ay
peEA

r1,...,rm > 1, tales que por el Lema 5.3%p}" -+ ply)z € | \/ oy | (M).
peEA
De nuevo por el Lema 5.37, existen,...,q, € Ay s1,...,s, > 1, tales que
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(g7 gy) (o -+ piy)a = 0. Porlotantar € | \/ oy, | (M), es decirz = 0.
peEA
Asi de la Observacion 1.66, se concluye dv(aap es un radical. O
peEA

Observe que en particulay/ o, es la torsion usual, la cual es un radical idem-

peP
potente, que asigna a cada grupo abeliano su subgrupo mt@e sabe que hay

una correspondencia biyectiva entre las topologias dei€abbre un anilloR y
los radicales exactos izquierdos soliteDe hecho, en]9], Stenstrom describe
todas las topologias de Gabriel de un anillo noetheriammmcativo, que es el
caso del anilldZ. Por la Proposicion 5.38, dichas topologias de Gabrianesn
correspondencia biyectiva con los radicales exactos exdos \/ ap, definidos
peEA
para cadad C Py por tanto son todos los radicales exactos izquierdds-ge
Para finalizar esta seccion, mostraremos los intervaldé-pndonde se en-
cuentran ciertos radicales idempotentes y las biparési@sociadas a ellos.

Ejemplo 5.39. Para el anillo Z, el conjuntoZ-simp = {Z, | p € P}. Como en
el Ejemplo 1.70, para cada C P, el Zoclo relativo se define como Sdc) =

\/ a%ﬁ. Por definicbn, Soq (Z,) = Z, para todop € Ay Soc¢|(Zs) = 0 para
peEA

todan > 1yq € P\ A. EntoncesZ,, € Tgoe,( ) € Tﬁ(_) para todop € A,

Tambén, paratodog € P\ Ayn > 1, se tieneZ,;» € Fsoc,( ) = Fﬁ( )
donde ladltima igualdad es por la Proposion 1.76. Luego, por la Observari
5.34,Zyn € T§CAL) para todop € Ay todan > 1y por la misma Observagn
Socy(_) € [ayp,1z], para todap € A. SimilarmenteSocs(_) € [0,w,] para
todag € P\ A. Por lo tanto la biparticon correspondiente al radical idempotente

Soci(_)es(A,P\A)yadSoci(_) e | \/ o [\ wql-
peA geP\A
Por otro lado, para cada € A, oéz < a, por lo que Sog(_) = \/ .
peEA
Por la Proposicbn 5.38, \/ o, €s un radical, entonces por la Propogini 1.74,
pEA
Soci(_) = \/ a,. De lo anterior,Socy(_) = \/ a. En particular,Soq_) =
peEA peA

\/ a,, Y su correspondiente bipartion es(PP, ().
p€eP

Ejemplo 5.40. Dualmente, del Ejemplo 1.70, para cadaC P, el radical de Ja-
cobson relativo se define como Rdd ) = /\ w?q. Por definicon, Rag;(Z,) =
qeB
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0 para todog € By Radz(Z,») = Z,» paratodan > 1yp € P\ B. Enton-
ces, paratodp € P\ Byn > 1 se tiene qué,» € Trag,( ) = T@( VY
la Gltima igualdad es por la Proposign 1.76. Tamlin, para todog € B, Z, €

Frady( ) C F@(J. Analogamente al ejemplo 5.39, por la Obsenéti5.34,

la biparticibn correspondiente al radical idempotenﬁd\B(_) es(P\ B,B)y

Rads(_) € | \/ ap /\ wq|.DeloanteriorRads(_) < /\ w,.
peP\B qeB q€B
Por otro lado, para caday € B, w, < w?q, por lo que/\ w, < Rads() y
qeB

as /\ w, < Rads(_). PorlotantoRads(_) = /\ w,. En particular,Rad_) =
qeB qeB

/\ w, Y su correspondiente bipartimn es(), P). Es decir,R/z?c(_) € |0z, /\ wp | -

q€P peP

Notece que para cadd/ € Z-Mod, /\ wp | (M) es el primer subgrupo de Ulm
peP

deMy R/EC(M) es el mayor subfulo divisible delf (Para mayor informadin

ver[12]).

5.2. Particiones deZ,.-pr inducidas por ideales

Como mencionamos al inicio de este capitulo aprovechaeque la reticu-
la Z,»-pr esta descrita erv] para interpretar en este caso la conexion de Galois
{(¢r1,vr), dondel = p'Z,» es un ideal d&,n.

Consideremos un idedl = p'Z,» de Z,., dondep primo,n > 2 ei =
1,...,n—1.PorlaProposicion 4.3, la conexion de Gal@isg, ¢'r), queda descrita
como:

1. Para cada € Zy~-pr, el morfismop; : Z,n — Z,: se define como
(86) p1(1) = 0,

dondeo es la restriccion de a los sz-—m()dulos. Asi, sir tiene la si-
guiente representacion binaria= (ay,...,a;,...,a,), entoncess =
(al, e ,CLZ‘).

2. Para cada € Zyn-pr, el morfismoy; : Z,, — Z,» se define como

(87) T;Z)I(O-) =T,
donder es la mayor extension de en los R-modulos. Asi, sic tie-
ne la siguiente representacion binasia= (as,...,a;), entoncesr =

(al,...,ai,l,l,...,ln).
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En esta conexion de Galois la descripcion de los intesvaihZ,,»-pr inducidos
por la imagen inversa de elementos Zg-pr bajo »; quedan descritos de una
manera muy sencilla, como veremos enseguida.

Seanr € Zyn-pr, o € Zyi-pr tal quep;(7) = oy o = (a, ..., a;). Entonces
por la Observacion 4.20:
(88) o1(0) =[(a1,...,ai,0...,00), (a1,...,a5,1...,1,)]

Puesto que los intervalos en (88) inducen una particith,depr se tiene que
la cardinalidad de cada intervalo 8.

Para fijar estas ideas veamos el siguiente ejemplo.

Ejemplo 5.41. Consideremos el anill&? = Z,s y el ideal I = p2Zp3. Entonces
la conexon de Galois inducida por el idedl es(p;, ), dondep; : Z,s-pr —
Li2=Pr Y by : Zp2-Pr — Zps-pr.

Por (86) se tiene que; evaluado en urZ,s-prerradical 7, resulta la restric-
cion det en IosZpg-mbdqus. A§ el morfismap; en todos Ioézps-prerradicales
es:

L4 ‘PF(Oa 070) = SDF(0707 1) = (070)
L4 ‘PF(Oa 1, O) = SDF(07 L, 1) = (07 1)
L4 ‘PF(1707O) = SDF(LOa 1) = (170)
g ‘pF(leO) = QDF(LLl) (171)
De alhi es claro lo siguiente:
e $1(0,0) =[(0,0,0),(0,0,1)] = [(0,0,0), af]
e 57(0,1) =[(0,1,0),(0,1,1)]
e 1(1,0) = [(1,0,0),(1,0,1)]
o 57(1,1) =[(1,1,0),(1,1,1)] = [t(ef), (1,1, 1)]

donde lalltima igualdad de los renglones 1y 4 se siguen de los Cdasdat.17 y
4.18. Notemos que lo anterior tangi se puede concluir de (88).

Luego por (87) las iragenes baja); de todos logZ,.-prerradicales son:

* ¢7(0,0) = (0,0,1)

° 1/11(07 1) (07 ) )

e ¢r(1,0) = (1,0,1)

e Yr(1,1) = (1,1, 1).
Lo anterior tambén se puede concluir de la descripgide los intervalos indu-
cidos por la imagen inversa bajp; que aparece en la Proposai 4.15. Note
que en efecto, la descrif@m dey; corresponde a la mayor exteosi de 10SZ,,2-
prerradicales a loZ,,s-modulos.

Tambén, por la Proposidn 4.19, sabemos que laaicos elementos cerrados

enZ,s-pr son:

(0,0,1),(0,1,1),(1,0,1),(1,1,1).

Por Gltimo, puesto que; es inyectiva todos los elementosZg-pr son abiertos.
Recordemos de la Proposiei 1.20 del Cajtulo 1, que hay un isomorfismo entre
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los elementos abiertos dg,s-pr y los deZ,.-pr, como tamken se puede observar
en este ejemplo.

5.3. Particiones deZ,-pr inducidas por ideales

En esta seccion estudiaremos otro ejemplo particular dexaan de Galois
entre las reticulagi-pr y R/I-pr, considerando el anillo locdl, el cual es la
localizacion del anilldZ en el primop. Tal anillo tiene como Unico ideal maximo
apZ, Yy su reticula de ideales es una cadena infinita como sigue:

‘<Ii<"'<[2<[1<Z(p),

dondel; = p'Z,) parai > 1. Ya queZ,)/p'Z, = Z/p'Z parai > 1, de nuevo
aprovechamos las caracteristicas de las reticlijaspr para interpretar algunos
resultados de las secciones anteriores a la conexion desGal, ;) inducida
por un ideall = p'Z, deZy,), dondeg; : Z,)-pr — Zyn-pry ¢y : Lyn-pr —
Z(p)-pr.

Por ser un caso particular de conexion de Galois entreutaR-pry R/I-
pr, los morfismosy; y ¢; quedan definidos como en la Proposicion 4.3 y por
la estructura del anill@,,, los resultados mas interesantes para esta conexion de
Galois son con respecto a los intervalosZgp)-pr en donde se encuentran los
Zy)-prerradicales idempotentes, radicales y radicales ideenfes. Para esto, ob-
servamos que la igualdad (64) sigue teniendo validez emaste puesto que dicha
igualdad se sigue de la Proposicion 5.3 en donde se usa quélelZ,~ es local
uniserial. Asi en este caso, los prerradicales idempegesitZ ,,y-pr de acuerdo a
la expresion (77) se encuentran en:

[o.¢]
77L Zn/ Z7L
(-ldemcl A ] U[ZW me]u[ aZ;n,ll.
n=m+1 n=1

De acuerdo a la expresion (81), los radicaleggjy-pr se encuentran en:

o0 oo
Z k Zipn
Zy)-rad C [0,/\w0 ]UU [ \ « - Op]U[\/aZZn,li.
n=1 k=1 Ln=k+1 n=1
Y por @ltimo la expresion (85) muestra en este caso quentesialos ery -
pr en donde podemos encontrar a g, radicales idempotentes solamente son
dos:

Z,)-radidemc ([O,wp] U e, 1]) .






Conclusiones y Perspectivas

Dedicamos este Ultimo espacio para formular algunos enad siguiendo
en la linea de este trabajo. El objetivo principal de estastigacion fué estu-
diar la relacion entre dos reticulas de prerradic@lgs y S-pr a partir de alguna
relacion entre los anillo® y S. El Teorema 2.46, el mas importante de este tra-
bajo, da lugar al estudio de las reticulas de prerradicade®spondientes a las
categorias de modulos cuando hay una situacion de adjuantre ellas. En este
caso hemos mostrado que hay una conexion de Galois enirtiladas relacio-
nadas. Una aplicacion de dicho resultado fue el estudia @denexion de Galois
(R-pr, 1,1, R/I-pr), que resultd muy fructifera puesto que el morfismeeva-
luado enr € R-pr es la restriccion de a los R/I-mbdulos y en el caso de¢;
evaluado en ua € R/I-pr es la mayor extension dea los R-modulos, de donde
obtenemos varios resultados, que después se aplicansacotmaxiones de Ga-
lois mas especificas dentro de este caso. Aprovechanderngi¢ se caracteriza
a la reticulaZ,~-pr, estudiamos la conexion de Galois entre las retictilas y
Zyn-pr y los resultados mas relevantes en ese desarrollorfiggrdorno a la des-
cripcion de las particiones éirpr inducidas por la imagen inversa baje de un
Zyn-prerradical, que dependen del idéal= p"Z y de la clase de los prerradica-
les idempotentes y radicales solffg.. Determinamos también las particiones de
otras reticulas de prerradicales asociadas a gruposiabele idealeg™Z, tenien-
do como referencia el caso depr.

Como podemos observar tenemos varios caminos en los cualesps di-
rigirnos siguiendo este tipo de estudio. A continuaci@talinos algunas posibles
lineas de investigacion.

1. De acuerdo al Teorema 2.46, podemos explorar otros pdjast@s y la
conexion de Galois inducida por ellos. Por ejemplo losdteg de Coxeter o de
reflexion entre las categorias de modulos de algebraam@os que se definen a
partir del cambio en la orientacion de la flechas corresigmitels a una fuente o a
un sumidero. Por ejemplo ver el Capitulo VII.5 d&]

2. El Teorema de Watts-Eilenberg caracteriza a los funtad@amtos entre ca-
tegorias de modulos y en el segundo capitulo estudiaenosriexion de Galois
inducida por los funtore$’ = U Q _y G = Homg(U, _), dondeU = sUg es
un bimodulo, que caracterizan a los pares adjuntos et@tagorias de modulos.
La Proposicion 2.67 muestra como son las evaluacionessdmobrfismosy y
que forman parte de la conexion de Galois inducida por falgeres, en los pre-
rradicales correspondientes. Esta descripcion ceftraza yo-anulador es muy
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interesante porque debido al Teorema de Watts-Eilenbe@stesos morfismos
evaluados tienen esa forma y podemos continuar su estudablkena referen-
cia en esta direccion son los ejercicios de la Seccion 1R)leon respecto al
co-anulador donde € S-pr.

3. Ademas de estudiar conexiones de Galois entre redicldeprerradicales
inducidas por una situacion de adjuncion entre las cdi@gale modulos, en el
tercer capitulo abordamos una situacibn mas generabr yapto mas usual, en-
tre reticulas de prerradicales. Esto es, definiendo marfisentre las reticulas de
prerradicales a partir de transformaciones naturalegjdbda lugar para analizar
diversas situaciones. Por ejemplo, estudiamos el casorefeda transformacion
natural es la identidad sobre un funtor asociando de estaraman morfismo en-
tre reticulas de prerradicales a cualquier funtor enttegegias de modulos. En
particular cuando el funtor es un prerradical, obtuvimosiitee manera alternativa
los prerradicales igualador, coigualador y anulador qaeemen end]. Se destaca
el totalizador como imagen del prerradical identidad bajo@&fismop asociado
al funtor inclusion (o funtor que olvida), cono € R-pr, que es de naturaleza
distinta a los otros tres casos, por lo cual no se obtuvier®mismos resultados.

Aln podemos plantearnos varias preguntas con respecsamnzoidismos entre
reticulas de prerradicales asociados a funtores. Unampi@gelevante es si se vale
el reciproco del Corolario 3.23. Es decirSiF” : R-Mod — S-Mod son funtores
tales quepr = @ Y Yrp = Y, ¢Sera quéd’ = F’'?. En otras palabras, si
podemos caracterizar salvo isomorfismo funtores entrgg@dss de modulos a
partir de los dos tipos de morfismos entre reticulas deguiales asociados.

4. El caso de la conexion de Galois entre las reticélay y R/I-pr donde
I es un ideal de&? que se aborda en el Capitulo cuatro, nos sugiere que podemos
investigar otras conexiones de Galois de esa forma, es gedriamos trabajar
con anillos de tal forma que la reticula de prerradicalesiada al anillo cociente
sea relativamente facil de trabajar y a partir de las pdaales en el cociente obte-
ner informacion acerca de una reticula de prerradicakes complicada, tomando
como referencia lo que se desarrollo en el Capiiulen el caso d&-pr.

5. Ademas de estudiar situaciones en donde tengamos umfanfiemo su-
prayectivof : R — S de anillos, se puede considerar una situacion mas general
considerando un epimorfismo de anillos en el sentido cetegdComo es sabi-
do hay epimorfismos de anillos que no son suprayectivos, gi@men este caso
también se tiene un funtar : S-Mod — R-Mod que induce un morfismo entre
las reticulas de prerradicales respectivas. En partjopdaiemos estudiar un epi-
morfismo plano entre anillos, es decir, cuarties unR-modulo plano, situacion
donde al anilloS se le llama la localizacion perfecta del anifio Ver el Capitulo
Xl de [19].
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