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Introducci ón

Dado un anilloR asociativo con1, se denota comoR-pr a la clase de todos los
prerradicales sobre el anilloR. Se conoce queR-pr es una gran retı́cula completa
que no necesariamente es un conjunto, más aún, es una gran retı́cula atómica y
coatómica. Con base en las operaciones del producto y el coproducto enR-pr, se
conoce la caracterización de algunas clases de prerradicales, tales como la clase de
los idempotentes y la clase de los radicales.

Una manera de obtener propiedades de ciertos anillos y módulos es a partir
del estudio de los prerradicales y viceversa. Por ejemplo sesabe que siR es un
anillo tal queR-pr es una retı́cula booleana, entoncesR debe ser un anillo semi-
simple. Recı́procamente siR es un anillo semisimple tal que|R-Simp| = n, donde
R-Simp es un conjunto completo e irredundante de representantes de las clases de
isomorfismos deR-módulos simples, entoncesR-pr es una retı́cula booleana finita
de cardinalidad2n.

En este trabajo se aborda de otra manera esta relación entreanillos, módulos
y prerradicales, que consiste a grandes rasgos en: dados dosanillosR y S relacio-
nados o conectados de alguna manera, ¿cuál es la relación entre sus retı́culas de
prerradicales?

En la Proposición 5.2 de [3] y la Proposición I.9.2 de [4], Bican, Kepka, Nẽmec
y Jambor demuestran que cuando los anillosR y S son Morita-equivalentes las
retı́culasR-pr y S-pr son isomorfas. En el presente trabajo extendemos dicho re-
sultado para un caso más general en el que se sustituye la condición de que exista
una equivalencia entre las categorı́asR-Mod y S-Mod, por la condición de que
exista una situación de adjunción entre ambas categorı́as, probando en este caso
que hay una conexión de Galois entre las retı́culas correspondientes de prerradi-
cales. Más aún definimos morfismos entre retı́culas de prerradicales sin tener una
situación de adjunción entre las categorı́as de módulosrespectivas.

Un ejemplo de lo que mencionamos en el párrafo anterior y queabordamos en
este texto es la conexión de Galois entre las retı́culasR-pr yR/I-pr inducida por
la situación de adjunción entre las categorı́asR-Mod y R/I-Mod, dondeI es un
ideal deR. Gran parte de este trabajo está centrado en esta conexiónde Galois y
de la cual también obtenemos otros ejemplos.

Organizamos este trabajo en cinco capı́tulos y un último apartado que contiene
algunas posibles ĺıneas de investigación. A continuaci´on presentamos una breve
descripción del contenido de cada uno de los cinco capı́tulos de los que consta esta
tesis.
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8 Introducción

En el primer capı́tulo se incluyen algunos conceptos de la Teorı́a de Retı́culas y
Módulos que usamos a lo largo de este trabajo, ası́ como los resultados principales
de la Teorı́a de Prerradicales y las conexiones de Galois quenecesitamos para este
escrito.

Tomando como base la demostración que se da en [3] y [4], en el segundo
capı́tulo detallamos la prueba del isomorfismo que existe entre las retı́culasR-pr
y S-pr cuando hay una equivalencia entre las categorı́as de módulos respectivas.
No está de más decir, que la prueba que se presenta aquı́ es un tanto diferente a
la que dan Bican, Kepka, Nẽmec y Jambor y con una notación distinta. Partiendo
de este resultado, probamos el teorema principal de este capı́tulo, el cual establece
la conexión de Galois〈R-pr, ϕ, ψ, S-pr〉 inducida por la adjunción〈F,G〉, donde
F : R-Mod→ S-Mod yG : S-Mod→ R-Mod. También se muestran propiedades
generales de tal conexión de Galois. Para finalizar el segundo capı́tulo estudiamos
la conexión de Galois entre las retı́culasR-pr yS-pr inducida por la adjunción entre
los funtoresF = U

⊗
R y G = HomS(U, ), dondeU = SUR es un bimódulo.

Este caso resulta ser muy general puesto que el Teorema de Watts-Eilenberg, ver
[5] y [20], caracteriza a los funtores adjuntos cuya forma es precisamente la que
usamos en este capı́tulo y por tanto la definición de los morfismosϕ y ψ que
describen a la conexión de Galois entre dichas retı́culas siempre tienen una forma
especı́fica, a saber, a cadaτ ∈ R-pr se le asigna laτ -traza y a cadaσ ∈ S-pr se
le asigna elσ-anulador respecto al bimóduloU respectivamente. Además, vemos
que existen otras formas de establecer estas asignacionesϕ y ψ.

En el capı́tulo siguiente definimos morfismos entre las retı́culas de prerradi-
calesR-pr y S-pr aún no teniendo una situación de adjunción entre las categorı́as
de módulos respectivas y que extienden bien los resultadosobtenidos en el segun-
do capı́tulo. En la primera parte del tercer capı́tulo definimos morfismos entre las
retı́culas de prerradicales asociados a una transformaci´on natural para luego dar
algunos ejemplos de estos morfismos para transformaciones naturales especı́ficas
que involucran a los prerradicales, para algunos resultados duales damos la defini-
ción de coprerradical sobre la categorı́aR-Mod asociado a un prerradical. Al final
de este capı́tulo trabajamos con los morfismos entre las ret´ıculas de prerradicales
asociados a la transformación natural identidad sobre un funtorF y aún más parti-
cular cuando el funtor es un prerradical o un coprerradical.En estos últimos casos
obtenemos otras formas de cómo describir a los operadores que aparecen en la
Definición 3.1 de [9], como imágenes de ciertos prerradicales bajo los morfismos
asociados a prerradicales o coprerradicales.

En el cuarto capı́tulo como ejemplo de los resultados obtenidos en el capı́tulo
2, se estudia la conexión de Galois〈ϕI , ψI〉 entre las retı́culasR-pr yR/I-pr donde
I es un ideal deR. En este caso el morfismoϕI es suprayectivo yψI es inyectivo.
En esta conexión de Galois obtenemos la descripción de losintervalos inducidos
por la imagen inversa de unσ ∈ R/I-prerradical bajo el morfismoϕI y veremos
varias descripciones de éstos. Además el extremo inferior de estos intervalos es el
resultado de evaluar un morfismo que es parte de otra conexión de Galois, de la cual
hablaremos al final de este capı́tulo. Con tales intervalos se obtienen particiones de
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la retı́culaR-pr que dependen del idealI y que estudiaremos para otros ejemplos
especı́ficos en el siguiente capı́tulo.

En el último capı́tulo presentamos varios ejemplos de la conexión de Galois
entre las retı́culasR-pr y R/I-pr dondeI es un ideal deR. El primer ejemplo es
cuandoR = Z y considerando el idealI = pnZ, dondep es un primo yn ≥ 1.
Para la conexión de Galois entreZ-pr y Zpn-pr, los intervalos que inducen la ima-
gen inversa de unZpn-prerradical bajo el morfismoϕI : Z-pr → Zpn-pr y que
dependen del idealI se pueden encontrar fácilmente, puesto que la estructura de
la retı́culaZpn-pr se describe en [7]. Con este adecuado manejo en tales intervalos
obtenemos varios resultados destacados en este capı́tulo como es la descripción de
la partición deZ-pr inducida por losZpn-prerradicales idempotentes y losZpn-
radicales, ya que las clases de estos tipos deZpn-prerradicales se caracterizan en
[7]. Los intervalos enZ-pr donde se encuentran los radicales idempotentes se des-
criben en una manera muy sencilla y por tanto se caracterizana todos los radicales
exactos izquierdos sobreZ, aunque la clase de los radicales idempotentes no se
sabe si es un conjunto o no. Por último mostramos los ejemplos en dondeR = Zpn

y consideramos el idealI = piZpn con i = 1, . . . , n − 1 y p primo y el ejemplo
en donde el anilloR es la localización del anilloZ en el primop. En todos los
ejemplos de esta sección es importante la estructura de la retı́culaZpn-pr.





Caṕıtulo 1

Preliminares

En este capı́tulo se presenta un pequeño resumen de la teor´ıa que usaremos en
este trabajo, ası́ como la notación y terminologı́a de la cuál haremos uso.

1.1. Copos y ret́ıculas
Primero recordemos los siguientes conceptos y resultados,los cuales se pueden

extender a clases que no necesariamente son conjuntos. Lo referente a esta sección
se puede consultar en [13], [17] y [19].

Definición 1.1. Un orden parcial sobre un conjunto no vacı́o P es una relacíon
binaria “ ≤ ” enP , la cual para todox, y, z ∈ P es:

1. Reflexiva:x ≤ x.
2. Antisiḿetrica: Six ≤ y y y ≤ x, entoncesx = y.
3. Transitiva: Six ≤ y y y ≤ z, entoncesx ≤ z.

Definición 1.2. Un conjunto parcialmente ordenado (copo) es una pareja〈P,≤〉,
dondeP es un conjunto no vacı́o y “ ≤ ” es un orden parcial enP .

Observacíon 1.3. La expresíon y ≥ x significax ≤ y. Six ≤ y (y ≥ x) y x 6= y,
usaremos la expresiónx < y (y > x).

En algunas ocasiones cuando el orden parcial sea claro enP , usaremosP para
referirnos al copo〈P,≤〉.

Definición 1.4. Sea〈P,≤〉 un conjunto parcialmente ordenado yQ ⊆ P . Decimos
quep ∈ Q es:

1. un elemento menor deQ, si p ≤ x para todox ∈ Q.
2. un elemento ḿınimo deQ, si no existex ∈ Q tal quex < p.
3. un elemento mayor deQ, six ≤ p para todox ∈ Q.
4. un elemento ḿaximo deQ, si no existex ∈ Q tal quep < x.

Observacíon 1.5. Si un copoP tiene elemento menor o elemento mayor,éstos son
únicos y se denotan respectivamente como0P y 1P .

Definición 1.6. Sea〈P,≤〉 un copo yQ ⊆ P . Decimos quep ∈ P es:

1. una cota inferior deQ, si p ≤ q para todoq ∈ Q. Si existe el elemento
mayor del conjunto de todas la cotas inferiores deQ, lo llamaremos el
ı́nfimo deQ y lo denotaremos como

∧
Q.

11



12 1. PRELIMINARES

2. una cota superior deQ, si q ≤ p para todoq ∈ Q. Si existe el elemento
menor del conjunto de todas la cotas superiores deQ, lo llamaremos el
supremo deQ y lo denotaremos como

∨
Q.

Definición 1.7. Sean〈P,≤〉 y 〈P ′,�〉 copos. Una funcíon f : P → P ′,

1. es un morfismo de copos si preserva el orden. Es decir, sip ≤ p′, entonces
f(p) � f(p′) para todop, p′ ∈ P .

2. es un isomorfismo de copos si es una función biyectiva tal que para todo
p, p′ ∈ P , p ≤ p′ si y solo sif(p) � f(p′).

En este trabajo estaremos trabajando con estructuras como la de la siguiente
definición.

Definición 1.8. Una ret́ıcula (completa) es un copoP en el cual cada par de ele-
mentos (subconjunto) tiene supremo eı́nfimo. Una ret́ıcula se denota usualmente
como〈P,≤,∨,∧〉.

Definición 1.9. Sean〈P,≤,∨,∧〉 y 〈P ′,�,∨,∧〉 ret́ıculas. Una funcíon f : P →
P ′,

1. es un morfismo de retı́culas sif(a ∨ b) = f(a) ∨ f(b) y f(a ∧ b) =
f(a) ∧ f(b) para todoa, b ∈ P .

2. es un isomorfismo de retı́culas si es un morfismo de retı́culas biyectivo.

En el siguiente capı́tulo detallaremos un resultado el cualmotivó este trabajo.
La siguiente proposición la usaremos en la prueba de tal resultado.

Proposición 1.10. ( [19], Proposición 1.1 )Si P y P ′ son ret́ıculas completas y
f : P → P ′ es un isomorfismo de copos, entoncesf es un isomorfismo de retı́culas
completas.

La siguiente sección la dedicaremos a las conexiones de Galois, por lo que los
siguientes resultados están relacionados con dicho tema.

Definición 1.11. ( [6], Definición 2)Una funcíon f : P → P , donde〈P,≤〉 es un
copo se llama operador cerradura (interior) si cumple lo siguiente:

1. f es un morfismo de copos,
2. f es idempotente, es decir,f(f(p)) = f(p) para todap ∈ P y
3. f es inflatoria (deflatoria), es decir,p ≤ f(p) (f(p) ≤ p) para todap ∈ P .

Definición 1.12. ( [6], Definición 2 ) Un subconjuntoQ de un copo〈P,≤〉 es
un sistema de cerrados (abiertos) de〈P,≤〉 si para cadap ∈ P existe el menor
(mayor) elementoq ∈ Q tal quep ≤ q (p ≥ q). Llamaremos aq la cerradura (el
interior) dep.
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Obsérvese que dado un sistema de cerrados (abiertos), éste induce natural-
mente un operador cerradura (interior) e inversamente dadoun operador cerradura
(interior) su imagen es un sistema de cerrados (abiertos).

Definición 1.13. Seaf : P → P un operador cerradura (interior). Llamaremos
elementos cerrados (abiertos) deP a los elementos de Imf .

Notemos que dadof : P → P un operador cerradura (interior), los elementos
cerrados (abiertos) deP son los puntos fijos del operador cerradura, es decir, los
elementosp ∈ P tal quef(p) = p.

El siguiente resultado es una caracterización de los sistemas de cerrados cuan-
do se tiene una retı́cula completa.

Proposición 1.14. ( [6], Proposición 1 )Sean〈P,≤,∨,∧〉 una ret́ıcula completa
yQ ⊆ P . Entonces son equivalentes:

a) Q es un sistema de cerrados (abiertos) deP .
b) Q es cerrado bajóınfimos (supremos) arbitrarios.

1.2. Conexiones de Galois
En esta sección presentamos la teorı́a necesaria para estetrabajo en cuanto a

las conexiones de Galois entre conjuntos parcialmente ordenados (copos). A gran-
des rasgos una conexión de Galois conecta dos copos de una manera más débil
que un isomorfismo. Para tener una idea de este concepto, recordemos el Teorema
fundamental de la Teorı́a de Galois, el cual establece una correspondencia biunı́vo-
ca entre las extensiones intermedias y los subgrupos del grupo de Galois de una
extensión de campos que es Galois, dicho Teorema es un ejemplo muy especial de
las conexiones de Galois. Lo referente a esta sección se puede consultar en [6].

Es importante señalar que los siguientes resultados se pueden extender a pre-
órdenes y clases que no necesariamente son conjuntos.

Definición 1.15. ( [6], Definición 1 )Sean〈P,≤〉 y 〈Q,�〉 copos. Una conexión de
Galois entre los coposP yQ consiste de dos funcionesf : P → Q y g : Q → P
tales que para todap ∈ P y q ∈ Q se cumple que:

p ≤ g(q)⇔ f(p) � q.

Se denota como〈P, f, g,Q〉 a la conexíon de Galois1 entre los coposP yQ.

A las funcionesf y g se les llama la parte coadjunta y adjunta de〈P, f, g,Q〉
respectivamente.

En adelante cuando hablemos de conexiones de Galois nos estaremos refirien-
do a una como la de la Definición 1.15.

La siguiente proposición contiene algunas propiedades deuna conexión de
Galois:

1Si f y g son funciones tales que para todap ∈ P y q ∈ Q se cumple quep ≤ g(q) ⇔ q �
f(p), entonces diremos que〈P, f, g,Q〉 es una conexión de Galois antı́tona [18].
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Proposición 1.16. ( [6], Proposición 2 )Sean〈P,≤〉 y 〈Q,�〉 copos y〈P, f, g,Q〉
una conexíon de Galois. Entonces

a) Las funcionesf y g preservan el orden.
b) Las funcionesf yg son casi-inversas, es decir,f ◦g◦f = f y g◦f ◦g = g.
c) La funcíon f preserva supremos y la función g preserváınfimos.
d) Seap ∈ P . Entonces(g ◦ f)(p) = p si y śolo sip ∈ g(Q).
e) Seaq ∈ Q. Entonces(f ◦ g)(q) = q si y śolo si q ∈ f(P ).

En el siguiente capı́tulo probamos uno de los resultados principales de este
trabajo usando una definición equivalente de conexión de Galois entre dos copos.

Proposición 1.17. ([6], Proposición 4)Sean〈P,≤〉 y 〈Q,�〉 copos yf : P → Q,
g : Q→ P funciones. Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

a) 〈P, f, g,Q〉 es una conexión de Galois.
b) Las funcionesf y g preservan el orden,g ◦ f es inflatoria yf ◦ g es

deflatoria.

Como consecuencia de la la Proposición 1.16 b), d), e) y la Proposición 1.17,
se tiene el siguiente resultado.

Corolario 1.18. Sean〈P,≤〉 y 〈Q,�〉 copos y〈P, f, g,Q〉 una conexíon de Galois.
Entoncesg ◦ f es un operador cerradura enP y f ◦ g es un operador interior en
Q. Adeḿas(g ◦ f)(P ) = g(Q) y (f ◦ g)(Q) = f(P ).

El Corolario 1.18 nos dice que los elementos cerrados deP son los elementos
p ∈ g(Q). Dualmente los elementos abiertos deQ son los elementosq ∈ f(P ).

Una consecuencia inmediata de las conexiones de Galois, conrespecto a los
elementos menor y mayor de las retı́culas en cuestión, es laque sigue.

Lema 1.19. Sean〈P,≤〉 y 〈Q,�〉 ret́ıculas completas y〈P, f, g,Q〉 una conexíon
de Galois. Entonces

a) f(0P ) = 0Q, es decir,0Q es un abierto deQ.
b) g(1Q) = 1P , es decir,1P es un cerrado deP .

DEMOSTRACIÓN. Por ser〈P, f, g,Q〉 una conexión de Galois, se tiene quef ◦ g
es deflatoria, por lo que(f ◦ g)(0Q) � 0Q y entonces(f ◦ g)(0Q) = 0Q. También
g(0Q) ≥ 0P , por lo que

0Q = (f ◦ g)(0Q) � f(0P ) � 0Q.

Por lo tantof(0P ) = 0Q. Dualmente se prueba queg(1Q) = 1P
2. �

Proposición 1.20. ( [6], Proposición 3 )Sea〈P, f, g,Q〉 una conexíon de Galois.
Entonces hay un isomorfismo de copos entreg(Q) y f(P ). Es decir, hay un iso-
morfismo de copos entre los cerrados deP y los abiertos deQ.

2La demostración también se sigue de las siguientes igualdadesf(0P ) = f(∨∅) = ∨∅ = 0Q y
g(1Q) = g(∧∅) = ∧∅ = 1P
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DEMOSTRACIÓN. Seanf : g(Q) → f(P ) y g : f(P ) → g(Q) las funcio-
nes restricción-correstricción def y g respectivamente. Entoncesf y g preservan
orden, puesto que las funcionesf y g preservan orden. Ası́ las funcionesf y g
son morfismos de copos. Ahora bien seap ∈ g(Q), entonces por el Corolario
1.18, (g ◦ f)(p) = p. Luego,(g ◦ f)(p) = g(f(p)) = g(f(p)) = p, de donde
g ◦ f = 1g(Q). Análogamentef ◦ g = 1f(P ). Por lo tanto concluimos queg(Q) y
f(P ) son copos isomorfos. �

En lo que sigue, usaremos la siguiente notación.

Observacíon 1.21.Cuando la conexión de Galois entre los coposP yQ sea clara,
usaremos〈f, g〉 en lugar de〈P, f, g,Q〉.

1.3. Funtores y transformaciones naturales
A continuación presentamos algunos conceptos y resultados básicos sobre fun-

tores y transformaciones naturales, sobre los cuales estaremos trabajando a lo largo
de este trabajo.

Damos por conocida la definición de categorı́a, funtor y la teorı́a básica de
módulos.

La siguiente definición es motivada por el hecho de querer conectar dos funto-
res.

Definición 1.22. ( [1], Definición 6.1 )Sean F,G : A → B funtores. Una
transformacíon natural τ : F → G es una funcíon que asigna a cada objeto
A ∈ A un morfismoτA : F (A) → G(A) enB, de tal manera que se satisface
la siguiente condicíon de naturalidad: para cada morfismof : A → A′ enA el
siguiente diagrama conmuta:

F (A)

	

τA //

Ff
��

G(A)

Gf
��

F (A′) τA′

// G(A′)

En este trabajo usaremos los siguientes funtores.

Ejemplo 1.23. SeaA una categoŕıa. Entonces para cada objetoA ∈ A,
HomA(A,− ) : A → Set es un funtor definido como:

1. Para cada objetoB ∈ A, HomA(A,− )(B) := HomA(A,B).
2. Para un morfismof : B → C enA, HomA(A,− )(f) := HomA(A, f),

donde HomA(A, f) : HomA(A,B) → HomA(A,C), tal que parag :
A→ B enA, HomA(A, f)(g) = f ◦ g.

A dicho funtor se le llama funtor Hom covariante.

Ejemplo 1.24. SeaA una categoŕıa. Entonces para cada objetoA ∈ A,
HomA(−, A) : A → Set es un funtor definido como:
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1. Para cada objetoB ∈ A, HomA(−, A)(B) := HomA(B,A).
2. Para un morfismof : B → C enA, HomA(−, A)(f) := HomA(f,A),

donde HomA(f,A) : HomA(C,A) → HomA(B,A), tal que parag :
C → A enA, HomA(f,A)(g) = g ◦ f .

A dicho funtor se le llama funtor Hom contravariante.

Un ejemplo de transformación natural es el que sigue.

Ejemplo 1.25. SeanA,A′ ∈ A y γ : A → A′ un morfismo enA. Entoncesτγ :
HomA(A

′,− ) → HomA(A,− ) es una transformación natural, definida para cada
B ∈ A como(τγ)B : HomA(A

′, B) → HomA(A,B), donde(τγ)B(h) = h ◦ γ,
para cadah ∈ HomA(A

′, B).
Dualmenteσγ : HomA(−, A)→ HomA(−, A

′) es una transformación natural,
definida para cadaB ∈ A como(σγ)B : HomA(B,A) → HomA(B,A

′), donde
(σγ)B(h) = γ ◦ h, para cadah ∈ HomA(B,A).

Notación.

1. Dado un funtorF , denotaremos por1F a la transformación natural identi-
dad deF en sı́ mismo.

2. Denotaremos por1A al funtor identidad sobre la categorı́aA.

Definición 1.26. ([1], Definición 6.5)SeanF,G : A → B funtores. Una transfor-
macíon naturalτ : F → G se llama isomorfismo natural siτA es un isomorfismo
para cada objetoA ∈ A. En este caso se dice queF yG son isomorfos natural-
mente y se denota comoF ∼= G.

Ejemplo 1.27. La transformacíon naturalδ : 1R-Mod→ Hom(R,− ) definida para
cadaM ∈ R-Mod comoδM : M → Hom(R,M), donde(δM )(x) := δx : R →
M tal queδx(r) = rx para cadax ∈M y r ∈ R, es un isomorfismo natural.

Las siguientes definiciones muestran dos maneras de cómo componer dos trans-
formaciones naturales. Una de ellas es usar la composiciónusual entre funtores y
la otra es un poco más elaborada como veremos enseguida.

Definición 1.28. ([14], Definición 13.3)SeanF,G,H : A → B funtores y
τ : F → G, σ : G → H transformaciones naturales. Se define la composi-
ción σ ◦ τ : F → H para cada objetoA ∈ A como(σ ◦ τ)A : F (A) → H(A),
donde(σ ◦ τ)A := σA ◦ τA.

Definición 1.29. ([14], Definición 13.10)SeanF,G : A → B, H,K : B →
C funtores yτ : F → G, σ : H → K transformaciones naturales. Se define
el producto estrellaσ ∗ τ : H ◦ F → K ◦ G para cada objetoA ∈ A como
(σ∗τ)A : HF (A)→ KG(A), donde(σ∗τ)A := K(τA)◦σF (A) = σG(A)◦H(τA).
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Observacíon 1.30. En algunas ocasiones a la transformación natural identidad
1F sobre el funtorF , la denotaremos comoF . En ese caso, para cadaA ∈ A:

(σ ∗ F )A = σF (A)

y para cadaB ∈ B:
(F ∗ σ)B = F (σB).

1.3.1. Equivalencias y adjunciones
En este trabajo estudiaremos cierto tipo de retı́culas, lascuales se sabe que

son isomorfas cuando tenemos una situación de equivalencia entre las categorı́as
involucradas en esas retı́culas. Generalizaremos dicho resultado a una situación de
adjunción.

A continuación presentamos los resultados que necesitaremos con respecto a
la situación de equivalencia y adjunción entre categorı́as. Primero recordemos la
siguiente definición.

Definición 1.31. ( [14], Definición 12.5 )SeaF : A → B un funtor.

1. F es pleno, si la función inducida:

FA,A′ : HomA(A,A
′)→ HomB(FA,FA

′)

es suprayectica para cadaA,A′ ∈ A.
2. F es fiel, si la funcíonFA,A′ es inyectiva para cadaA,A′ ∈ A.
3. F es denso, si para cadaB ∈ B existeA ∈ A tal queF (A) ∼= B.

Para la demostración del siguiente teorema se requiere de un axioma de elec-
ción fuerte (para clases).

Teorema 1.32.( [14], Teorema 14.11 )SiF : A → B es un funtor, entonces las
siguientes condiciones son equivalentes:

a) F es un funtor pleno, fiel y denso.
b) Existe un funtorG : B → A, tal queGF ∼= 1A y FG ∼= 1B.
c) Existe un funtorG : B → A e isomorfismos naturalesε : FG → 1B y
η : 1A → GF tales queF ∗ η = (ε ∗ F )−1 yG ∗ ε = (η ∗G)−1.

Definición 1.33. Un funtorF : A → B es una equivalencia si satisface alguno
de los incisos del Teorema 1.32. En este caso se dice que las categoŕıasA yB son
equivalentes.

El Teorema 1.32, nos permite tener varios puntos de vista para una equivalen-
cia.

Definición 1.34. SeanR y S dos anillos. Se dice queR y S son anillos Morita-
equivalentes si las categorı́asR-Mod yS-Mod son equivalentes.

La situación de adjunción entre dos categorı́as se da a través de funtores que
cumplen cierta condición que generaliza la situación de equivalencia.
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Teorema 1.35. ( [14], Teorema 27.9 )SeanF : A → B y G : B → A funtores.
Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

a) Existen transformaciones naturalesε : FG → 1B y η : 1A → GF (no
necesariamente isomorfismos naturales) tales que(ε ∗ F ) ◦ (F ∗ η) = 1F
y (G ∗ ε) ◦ (η ∗G) = 1G.

b) Para cada par de objetosA ∈ A y B ∈ B existe una biyección
ϕA,B : HomB(FA,B) → HomA(A,GB) la cual es natural enA y
B.

Definición 1.36. Una adjuncíon es una pareja〈F,G〉 de funtoresF : A → B y
G : B → A que satisfacen alguno de los incisos del Teorema 1.35. En este caso se
dice queF : A → B es un funtor adjunto izquierdo deG : B → A y que hay una
situacíon de adjuncíon entre la categorı́aA y la categoŕıa B.

Obsérvese cómo la definición de funtor adjunto es un poco más general que la
condición c) del Teorema 1.32.

En [2] la definición de funtor adjunto para categorı́as de módulos es presentada
como en el inciso b) del Teorema 1.35.

En lo que sigue presentaremos algunas propiedades de los funtores adjuntos.
Recordemos las siguientes definiciones.

Definición 1.37. ( [14], Definición 6.2 )Un morfismof : A→ B en una categorı́a
A, es un monomorfismo enA si para cada par de morfismosh : C → A y k :
C → A enA que cumplen quef ◦ h = f ◦ k, se tiene queh = k. Es decir, sif es
cancelable por la izquierda con respecto a la composición enA.

Definición 1.38. ( [14], Definición 6.9 )Un morfismof : A→ B en una categorı́a
A, es un epimorfismo enA si para cada par de morfismosh : B → C yk : B → C
enA que cumplen queh◦f = k◦f , se tiene queh = k. Es decir, sif es cancelable
por la derecha con respecto a la composición enA.

Proposición 1.39. Seaf : A→ B un morfismo en una categorı́aA. Entonces las
siguientes condiciones son equivalentes:

a) f es un epimorfismo (monomorfismo).
b) Para todoC ∈ A el funtor contravariante (covariante)

HomA(f,C) : HomA(B,C)→ HomA(A,C)

(HomA(C, f) : HomA(C,A)→ HomA(C,B))

es una funcíon inyectiva.

Proposición 1.40. SeaF : A → B un funtor adjunto izquierdo deG : B → A.
EntoncesF preserva epimorfismos yG preserva monomorfismos.
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DEMOSTRACIÓN. Seaf : A → A′ un epimorfismo enA. Por la Proposición
1.39, para probar queFf : FA → FA′ es un epimorfismo basta probar que
HomB(Ff,B) : HomB(FA

′, B) → HomB(FA,B) es inyectiva para todoB ∈
B. Puesto queF es adjunto izquierdo deG, por la Proposición 1.35 existen los
isomorfismosϕA,B y ϕA′,B y se tiene el siguiente diagrama conmutativo:

HomB(FA
′, B)

ϕA′,B //

Hom(Ff,B)

��
	

HomA(A
′, GB)

Hom(f,GB)

��
HomB(FA,B) ϕA,B

// Hom
A
(A,GB)

Por la Proposición 1.39, Hom(f,GB) es inyectiva y del diagrama anterior se con-
cluye que Hom(Ff,B) es inyectiva.

Análogamente se prueba queG preserva monomorfismos. �

Proposición 1.41. ( [14], Teorema 27.7 )SeaF : A → B un funtor adjunto
izquierdo deG : B → A. EntoncesF preserva coĺımites yG preserva ĺımites.

Obsérvese que la Proposición 1.40 es un caso particular dela Proposición 1.41,
ya que todo monomorfismo se puede ver como parte de un productofibrado y todo
epimorfismo como parte de un coproducto fibrado. Ver la Secci´on 21 del Capı́tulo
VI de [14]

Presentamos la demostración de las siguientes propiedades que tienen los fun-
toresF yG cuando son adjuntos, que son más especı́ficas que las de la Proposición
1.41, porque es la situación que nos interesa en este trabajo.

Proposición 1.42. SeaF : A → B un funtor adjunto izquierdo deG : B → A.
EntoncesF preserva coproductos yG preserva productos.

DEMOSTRACIÓN. Sea {Ai}i∈I una familia arbitraria de objetos enA y
{ιj : Aj →

⊕
i∈I Ai}j∈I un coproducto para dicha familia.

Veamos que{F (ιj) : F (Aj)→ F (
⊕

i∈I Ai)}j∈I es un coproducto enB para
la familia {F (Ai)}i∈I . SeaB ∈ B, basta probar que la función canónica indu-
cida por dicha familia HomB(F (

⊕
i∈IAi), B) →

∏
i∈I HomB(F (Ai), B) es una

biyección. Puesto queF es un adjunto izquierdo deG, por el Teorema 1.35 existe
la biyecciónϕ⊕

i∈I Ai,B : HomB(F (
⊕

i∈I Ai), B)→ HomA(
⊕

i∈I Ai, G(B)).
En virtud de que

⊕
i∈I Ai es un coproducto tenemos la biyección

ϕ′ : HomA(
⊕

i∈I Ai, G(B)) →
∏
i∈I HomA(Ai, G(B)). Existe la biyecciónψ :∏

i∈I Hom(Ai, G(B)) →
∏
i∈I Hom(F (Ai), B) como consecuencia del Teorema

1.35. Por lo tanto de la composiciónψ ◦ ϕ′ ◦ ϕ⊕
i∈I Ai,B se concluye el resultado.

Análogamente se prueba queG preserva productos. �
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1.4. Prerradicales
En esta sección presentamos un breve resumen referente a laclaseR-pr de

todos los prerradicales sobre el anilloR. Veremos queR-pr es una gran retı́cula
completa, ası́ como otras propiedades que necesitaremos eneste trabajo, donde
nuestro principal objetivo es estudiar si hay alguna relación entre estas retı́culas
cuando consideramos dos anillos diferentes. Lo referente aesta sección se puede
consultar en [8].

En adelante, cuando hablemos de anillos nos estaremos refiriendo a anillos aso-
ciativos con 1 y consideraremos módulos izquierdos, pero los resultados también
son válidos para módulos derechos.

Definición 1.43. ( [8], Definición 1 )Un prerradical σ sobre el anilloR es una
asignacíonσ : R-Mod→ R-Mod que cumple las siguientes condiciones:

1. Para todoM ∈ R-Mod,σ(M) ≤M .
2. Para todo homomorfismof :M → N enR-Mod,f(σ(M)) ≤ σ(N).

Notemos que un prerradicalσ induce un funtor en la categorı́aR-Mod, de
hecho, es un subfuntor del funtor identidad.

Ejemplo 1.44. SeanC ⊆ R-Mod yM ∈ R-Mod. La Traza y el Rechazo, denotados
respectivamente comoTrC( ) yRejC( ) son prerradicales. La Traza y el Rechazo
respecto aC se definen para cadaM ∈ R-Mod de la manera siguiente:

TrC(M) :=
∑
{f(C) | f ∈ Hom(C,M), C ∈ C}

y

RejC(M) :=
⋂
{kerg | g ∈ Hom(M,C), C ∈ C}

El siguiente ejemplo es un caso particular del anterior.

Ejemplo 1.45. SeanS la clase de losR-módulos simples yM ∈ R-Mod. El Zoclo
y el Radical de Jacobson, denotados respectivamente como Soc( ) y Rad( ) son
prerradicales. El Zoclo y el Radical de Jacobson se definen para cadaM ∈ R-Mod
de la manera siguiente:

Soc(M) = TrS(M) =
∑
{N ≤M | N es simple}

y

Rad(M) = RejS(M) =
⋂
{K < M | K es un subḿodulo ḿaximo}

Observacíon 1.46. SeaR-simp un conjunto completo e irredundande de represen-
tantes de clases de isomorfismos deR-módulos simples. Notemos que para todo
M ∈ R-Mod,TrS(M) = TrR-simp(M) yRejS(M) = RejR-simp(M).

Se denota comoR-pr a la clase de todos los prerradicales sobre el anilloR.

Las siguientes propiedades de los prerradicales con respecto a la suma directa y
el producto directo se pueden ver en [11] y las usaremos en los siguientes capı́tulos.
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Proposición 1.47. ( [11], Proposición 2.2 )Seanσ ∈ R-pr y {Mα}α∈I ⊆ R-Mod.
Entonces

1. σ

(⊕

α∈I

Mα

)
=
⊕

α∈I

σ(Mα)

2. σ

(∏

α∈I

Mα

)
≤
∏

α∈I

σ(Mα)

�

En lo que sigue veremos que la claseR-pr tiene estructura de retı́cula completa.

Definición 1.48. Seanσ, τ ∈ R-pr. Se dice queσ � τ si σ(M) ≤ τ(M) para
todoM ∈ R-Mod.

Es claro que� es un orden parcial sobre la claseR-pr. Por lo tanto〈R-pr,�〉
es una clase parcialmente ordenada.

Proposición 1.49. Seanσ, τ ∈ R-pr. Entonces existen elı́nfimo y el supremo deσ
y τ enR-pr, denotados respectivamente comoσ∧τ yσ∨τ . Los cuales se describen
para cadaM ∈ R-Mod como:

1. (σ ∧ τ)(M) := σ(M) ∩ τ(M).
2. (σ ∨ τ)(M) := σ(M) + τ(M).

�

Como consecuencia de la Definición 1.48 y de la Proposición1.49, tenemos
que〈R-pr,�,∨,∧〉 es una gran3 retı́cula.

Se pueden describir el ı́nfimo y supremo arbitrarios enR-pr para cualquier
subclase deR-pr como veremos en seguida.

Proposición 1.50. Sea{σi}i∈C ⊆ R-pr, dondeC es una clase. Entonces existen

el ı́nfimo y el supremo arbitarios, denotados respectivamente como
∧

i∈C

σi y
∨

i∈C

σi.

Los cuales se describen para cadaM ∈ R-Mod como:

1.
∧

i∈C

σi(M) :=
⋂

i∈C

σi(M).

2.
∨

i∈C

σi(M) :=
∑

i∈C

σi(M).

La clase de submódulos de un móduloM , digamos{σi(M) | i ∈ C}, es un
conjunto. Por lo que podemos considerar un conjunto de ı́ndicesI tal que{σi(M) |
i ∈ C} = {σi(M) | i ∈ I}. Ası́ que

⋂

i∈C

σi(M) =
⋂

i∈I

σi(M)

y ∑

i∈C

σi(M) =
∑

i∈I

σi(M).

3El término gran es porqueR-pr es una clase que no necesariamente es un conjunto.
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Concluimos entonces que〈R-pr,�,∨,∧〉 es una gran retı́cula completa. El
elemento menor y mayor enR-pr son respectivamente el funtor cero y el funtor
identidad enR-Mod, los cuales denotaremos respectivamente como0R y 1R.

Seaf : A → B un homomorfismo y sean los submódulosA′ ≤ A y B′ ≤ B.
Entonces usaremos la siguientes notación:

(1)
←−
f (B′) denotará la imagen inversa deB′ bajof
−→
f (A′) denotará la imagen directa deA′ bajof

La siguiente definición muestra dos tipos de prerradicalesespeciales.

Definición 1.51. SeanM,N ∈ R-Mod, tal queN ≤M . Definimos los siguientes
prerradicales para todaK ∈ R-Mod:

1. αMN (K) :=
∑
{f(N) | f :M → K}.

2. ωMN (K) :=
⋂
{←−g (N) | g : K →M}.

A estos prerradicales se les llama prerradicales alfa y omega respectivamente.

La definición anterior también la podemos encontrar en [4] pero con una nota-
ción distinta.

Observacíon 1.52. Notemos que si{M} = C ⊆ R-Mod, entonces

αMM ( ) = TrC( ) = TrM ( )

y

ωM0 ( ) = RejC( ) = RejM ( )

SiC ⊆ R-Mod, entoncesTrC( ) =
∨

M∈C

αMM yRejC( ) =
∧

M∈C

ωM0 .

Definición 1.53. ( [12] ) SeanM ∈ R-Mod yN ≤ M . Se dice queN es un
subḿodulo totalmente invariante deM si para cadaf ∈ HomR(M,M) se tiene
quef(N) ≤ N .

Observacíon 1.54. Notemos que siN es un subḿodulo totalmente invariante de
M , entoncesαMN (M) = N y ωMN (M) = N

La siguiente proposición da una caracterización de los submódulo totalmente
invariantes en términos de prerradicales.

Proposición 1.55. SeanM ∈ R-Mod yN ≤ M . EntoncesN es un subḿodulo
totalmente invariante deM si y śolo si existeσ ∈ R-pr tal queσ(M) = N .

Proposición 1.56. ( [8], Proposición 5 )Seanσ ∈ R-pr, M ∈ R-Mod yN un
subḿodulo totalmente invariante deM . Entoncesσ(M) = N si y śolo si αMN �
σ � ωMN .
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Observacíon 1.57. De la proposicíon 1.56, notamos que siN es un subḿodulo
totalmente invariante deM , entoncesαMN y ωMN son respectivamente el menor y
mayor prerradical que asignan aM el subḿoduloN .

Notemos queσ(M) es un submódulo totalmente invariante deM para todo
σ ∈ R-pr y M ∈ R-Mod. El siguiente resultado muestra la importancia de los
prerradicales alfa y omega pues dice que cada prerradical enR-pr se puede escribir
en términos de dichos prerradicales.

Teorema 1.58.( [10], Sección 1.1 )Seaσ ∈ R-pr. Entonces

σ =
∨
{αMσM |M ∈ R-Mod} =

∧
{ωMσM |M ∈ R-Mod}

La siguiente proposición no es difı́cil de verificar usandolas definiciones de
los prerradicales alfa y omega.

Proposición 1.59. ( [10], Proposición 1.2 )Sean{Mi}i∈I , {Ni}i∈I ⊆ R-Mod.
Entonces:

1. SiM =
⊕

i∈I

Mi,N =
⊕

i∈I

Ni yN es un subḿodulo totalmente invariante

deM , se tiene que
∨

i∈I

αMi
Ni

= αMN .

2. SiM =
∏

i∈I

Mi, N =
∏

i∈I

Ni yN es un subḿodulo totalmente invariante

deM , se tiene que
∧

i∈I

ωMi
Ni

= ωMN .

Los prerradicales alfa y omega también aparecen en la caracterización de los
átomos y coátomos de la retı́culaR-pr.

Teorema 1.60. ( [8], Teorema 7 )Seaσ ∈ R-pr. EntoncesR-pr es una (gran)
ret́ıcula at́omica y coat́omica. Donde el conjunto déatomos es

{αETT | T ∈ R-Simp (ET es la ćapsula inyectiva de T)}

y el conjunto de cóatomos es

{ωRI | I ideal ḿaximo deR}.

1.4.1. Prerradicales idempotentes y radicales
En este trabajo daremos algunos resultados que involucran alos prerradicales

idempotentes y a los radicales. Esta clase de prerradicalesse definen con base en
las siguientes operaciones binarias enR-pr.

Definición 1.61. ( [8], Definición 2 )Seanσ, τ ∈ R-pr. Se define el productoσ · τ ,
como
(σ · τ)(M) = (στ)(M) = σ(τ(M)), para cadaM ∈ R-Mod.

Es decir, el producto de prerradicales es la composición defuntores.
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Definición 1.62. ( [8], Definición 2 )Seanσ, τ ∈ R-pr. Se define el coproducto
(σ : τ) para cadaM ∈ R-mod, como el subḿodulo (σ : τ)(M) deM ∈ tal que
(σ : τ)(M)/σ(M) = τ(M/σ(M)).

Para tener más clara la definición del coproducto, consideremos la siguiente
suceción exacta corta, dondei : σ(M) →֒ M y p : M → M/σ(M) son la
inclusión y la proyección canónica respectivamente:

0 // σ(M) �
� i // M

p // M/σ(M) // 0

Entonces(σ : τ)(M) =←−p (τ(M/σ(M)))

El producto y el coproducto de prerradicales preservan orden y son asociativos.
Además paraσ, τ ∈ R-pr tenemos las siguientes desigualdades

στ � σ ∧ τ � σ, τ � σ ∨ τ � (σ : τ)(2)

Se tienen ciertas propiedades para estas operaciones.

Teorema 1.63.( [8], Teorema 8 )Seanσ, τ, η ∈ R-pr, {σi}i∈I ⊆ R-pr yM ∈ R-
Mod. Se tienen las siguientes propiedades

1. ( Ley Modular ) Siσ � τ , entoncesσ ∨ (τ ∧ η) = τ ∧ (σ ∨ η)

2.

(∧

i∈I

σi

)
τ =

∧

i∈I

(σiτ)

3.

(∨

i∈I

σi

)
τ =

∨

i∈I

(σiτ)

4.

(
τ :
∨

i∈I

σi

)
=
∨

i∈I

(τ : σi)

5.

(
τ :
∧

i∈I

σi

)
=
∧

i∈I

(τ : σi)

6. (τ : η)σ � (τσ : ησ)
7. (σ : τ)(σ : η) � (σ : τη)

Definición 1.64. ( [19], Página 136 )Seaσ ∈ R-pr. Se dice queσ es un prerradical
idempotente si es idempotente con respecto al producto, es decir, siσσ = σ.

Definición 1.65. ( [19], Página 136 )Seaσ ∈ R-pr. Se dice queσ es radical si es
idempotente con respecto al coproducto, es decir, si(σ : σ) = σ.

Observacíon 1.66. Notemos queσ ∈ R-pr es radical si y śolo si para todoM ∈
R-Mod se tiene queσ(M/σ(M)) = 0. Puesto que siσ es radical, entonces

σ(M/σ(M)) = (σ : σ)(M)/σ(M) = σ(M)/σ(M) = 0.

En el Teorema 1.63, cuandoσ es radical se da la igualdad de la parte 6 y cuando
σ es idempotente se da la igualdad de 7.
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Ejemplo 1.67. SeaM ∈ R-Mod. EntoncesαMM es un prerradical idempotente y
ωM0 es un radical.

En adelante, denotaremos a la clase de los prerradicales idempotentes como
R-idem y a la clase de los radicales comoR-rad.

Por los incisos 3 y 5 de la Proposición 1.63 se tiene el siguiente resultado:

Proposición 1.68. Sea{σi}i∈I ⊆ R-pr. Entonces

1. Si{σi}i∈I ⊆ R-idem, entonces
∨

i∈I

σi ∈ R-idem.

2. Si{σi}i∈I ⊆ R-rad, entonces
∧

i∈I

σi ∈ R-rad.

De la Observación 1.52, Ejemplo 1.67 y la Proposición anterior se tiene que si
C ⊆ R-Mod, entonces

∨

M∈C

αMM = TrC( ) ∈ R-idem y
∧

M∈C

ωM0 = RejC( ) ∈ R-

rad. Mas aún, el siguiente resultado muestra como son los prerradicales idempo-
tentes y radicales.

Proposición 1.69. Seaσ ∈ R-pr. Entonces

1. σ ∈ R-idem si y śolo siσ =
∨
{αMM | σ(M) =M,M ∈ R-Mod}.

2. σ ∈ R-rad si y śolo siσ =
∧
{ωM0 | σ(M) = 0,M ∈ R-Mod}

De lo anterior tenemos el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.70. Notemos que del Ejemplo 1.45 y de la Observación 1.52 el Zoclo
es un prerradical idempotente y el Radical de Jacobson es un prerradical radical,
puesto que Soc( ) =

∨

S∈R-simp

αSS y Rad( ) =
∧

S∈R-simp

ωS0 .

Adeḿas paraS ⊆ R-simp, se puede definir el zoclo relativo y el radical de
Jacobson relativo respectivamente como SocS( ) =

∨

S∈S

αSS y RadS( ) =
∧

S∈S

ωS0 .

El zoclo relativo es un prerradical idempotente y el radicalde Jacobson relativo
es radical.

Dadoσ ∈ R-pr, se definen las siguientes clases deR-módulos.

Tσ = {M ∈ R-Mod | σ(M) =M}

y

Fσ = {M ∈ R-Mod | σ(M) = 0}

La claseTσ es una clase de pretorsión, es decir, es una clase deR-módulos
que es cerrada bajo epimorfismos y sumas directas. Dualmentela claseFσ es una
clase pre-libre de torsión, es decir, es una clase deR-módulos que es cerrada bajo
monomorfsmos y productos directos.

Dadosσ, τ ∈ R-pr. Siσ � τ , entoncesTσ ⊆ Tτ y Fσ ⊇ Fτ . Puesto que si
M ∈ Tσ, se tiene queM = σ(M) ≤ τ(M). Dualmente siM ∈ Fτ , se tiene que
0 = τ(M) ≥ σ(M), de dondeσ(M) = 0.
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Los siguientes conceptos se pueden encontrar en [19], páginas 137 y 157. En
adelante, denotaremos a la clase de todos los ordinales comoOR. Para un prerra-
dical, se puede definir sus potencias.

Definición 1.71. Seanσ ∈ R-pr y λ ∈ OR. El prerradical σλ se define recursi-
vamente comoσ0 = 1R, σ

1 = σ, σ2 = σσ, · · · , σλ+1 = σσλ. Siγ es un ordinal
lı́mite,σγ :=

∧
{σλ | λ ∈ OR, λ < γ}

Notemos que paraγ, λ ∈ OR tales queλ ≤ γ, se tiene queσγ � σλ. Por lo
que se puede considerar el prerradicalσ̂ :=

∧
{σλ | λ ∈ OR}, el cual resulta el

mayor prerradical idempotente menor o igual queσ.

Proposición 1.72. Seanσ ∈ R-pr y σ̂ =
∧
{σλ | λ ∈ OR} ∈ R-pr. Entonces se

cumple:

1. σ̂ � σ.
2. σ̂ ∈ R-idem.
3. Si τ ∈ R-idem,τ � σ, entoncesτ � σ̂.

Dualmente, se pueden definir las copotencias de un prerradical.

Definición 1.73. Seanσ ∈ R-pr y λ ∈ OR. El prerradical σλ se define recursi-
vamente comoσ0 = 0R, σ1 = σ, σ2 = (σ : σ), · · · , σλ+1 = (σλ : σ). Siγ es un
ordinal ĺımite,σγ :=

∨
{σλ | λ ∈ OR, λ < γ}.

Observemos que paraγ, λ ∈ OR tal queλ ≤ γ, en este caso se tiene que
σγ � σλ. Ası́ que podemos considerar el prerradicalσ :=

∨
{σλ | λ ∈ OR}, el

cual resulta el menor radical mayor o igual queσ.

Proposición 1.74. Seanσ ∈ R-pr y σ :=
∨
{σλ | λ ∈ OR} ∈ R-pr. Entonces se

cumple:

1. σ � σ.
2. σ ∈ R-rad.
3. Si τ ∈ R-rad, τ � σ, entoncesτ � σ.

Observacíon 1.75. Si σ ∈ R-idem, entoncesσλ ∈ R-idem, para todaλ ∈ OR.
Por lo que siσ ∈ R-idem, entoncesσ ∈ R-idem, es decir,σ es un prerradical
radical idempotente.

Dualmente, siσ ∈ R-rad, entoncesσλ ∈ R-rad, para todaλ ∈ OR. Por lo
que siσ ∈ R-rad, entonceŝσ ∈ R-rad, es decir,̂σ es un radical idempotente

Proposición 1.76. Seaσ ∈ R-pr. EntoncesTσ = Tσ̂ y Fσ = Fσ .

En lo que sigue presentaremos algunas clases de prerradicales en términos de
los prerradicales alfa y omega que estaremos usarando a lo largo de este trabajo.

Notemos que paraσ ∈ R-pr, σ(R) es un ideal (bilateral) deR. Por la Pro-
posición 1.55, siI es unR-submódulo, entoncesI es un submódulo totalmente
invariante deR, si y sólo si,I es un ideal (bilateral).

Proposición 1.77. Seaσ ∈ R-pr. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. σ preserva epimorfismos.
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2. Para todoM ∈ R-Mod,σ(M) = σ(R)M .
3. σ = αRI conI un ideal deR.

Podemos observar que los prerradicalesσ = αRI de la Proposición 1.77 son
Radicales, puesto queσ preserva epimorfismos.

Definición 1.78. Un t-radical es un prerradical que cumple alguna de las afirma-
ciones de la Proposición 1.77.

Definición 1.79. Un prerradical es exacto izquierdo si como funtor es exacto iz-
quierdo.

Proposición 1.80. Seaσ ∈ R-pr. Entonces las siguientes afirmaciones son equi-
valentes:

1. σ es exacto izquierdo.
2. Para todoM ∈ R-Mod yN ≤M , σ(N) = N ∩ σ(M).
3. σ es idempotente yTσ es cerrada bajo monomorfismos.

Definición 1.81. ( [9], Definición 3.1 )Seaσ ∈ R-pr. Se definen los siguientes
prerradicales:

1. e(σ) =
∧
{η ∈ R-pr | ησ = σ}.

2. a(σ) =
∨
{η ∈ R-pr | ησ = 0}

3. c(σ) =
∨
{η ∈ R-pr | (σ : η) = σ}

4. t(σ) =
∧
{η ∈ R-pr | (σ : η) = 1}

A tales prerradicales se les llama el igualador, el anulador, el coigualador y
totalizador deσ respectivamente.

Es fácil ver quee(σ)σ = σ, a(σ)σ = 0, (σ : c(σ)) = σ y (σ : t(σ)) = 1. Se
tiene también quee(σ) es un prerradical idempotente,a(σ) y c(σ) son radicales y
t(σ) es un prerradical exacto izquierdo.

El siguiente resultado muestra algunas propiedades para los prerradicales an-
teriores.

Teorema 1.82.( [9], Teorema 3.1 )Seaσ ∈ R-pr. Entonces se tienen las siguientes
propiedades:

a) σ � e(σ)
b) e(σ) = σ si y śolo siσ es prerradical idempotente.
c) e(σ) =

∨
{ασMσM |M ∈ R-Mod}

d) a(σ) =
∧
{ωσM0 |M ∈ R-Mod}

e) σ � c(σ)
f) c(σ) = σ si y śolo siσ es un radical.

g) c(σ) =
∧
{ω

M/σM
0 |M ∈ R-Mod}

h) t(σ) =
∨
{αMM |M ∈ R-Mod, σ(R)M = 0}

Lema 1.83. SeaI un ideal deR. Entonces

1. t(αRI )(M) = {x ∈M | Ix = 0}, para cadaM ∈ R-Mod.
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2. αRI = a(t(αRI ))

Lema 1.84. SeaI un ideal deR. Entoncest(αRI ) = α
R/I
R/I .

1.4.2. Particiones deR-pr inducida por una clase de ḿodu-
los

Más adelante ( Capı́tulo 4 ) estudiaremos ciertas particiones de la retı́culaR-pr
inducidas por un ideal del anilloR. Por lo que en esta sección recordaremos una
partición deR-pr la cual usaremos en su momento. Los siguientes resultados se
pueden consultar en [10].

Definición 1.85. SeaC una clase deR-Mod yσ, τ ∈ R-pr. Diremos queσ ∼C τ
si σM = τM , para cadaM ∈ C.

ParaC ⊆ R-Mod,∼C es una relación de equivalencia enR-pr. Denotaremos a
la clase de equivalencia deτ ∈ R-pr respecto a∼C como[τ ]C .

Definición 1.86. Dadosσ, τ ∈ R-pr, se puede definir el intervalo:

[σ, τ ] := {γ ∈ R-pr|σ � γ � τ}.

Proposición 1.87. SeaC ⊆ R-Mod yτ ∈ R-pr. Entonces

[τ ]C =

[ ∨

M∈C

αMτM ,
∧

M∈C

ωMτM

]
.



Caṕıtulo 2

Conexiones entre ret́ıculas de prerradi-
cales

Como hemos mencionado antes, en este trabajo estudiaremos la relación que
puede haber entre las retı́culas de prerradicalesR-pr y S-pr cuando los anillosR
y S están conectados de alguna manera. Una motivación a esto es la Proposición
I.9.2 de [4] que también es la Proposición5.2 que aparece en [3], en donde se
demuestra que dichas retı́culas son isomorfas cuando los anillos R y S son Morita-
equivalentes, es decir, cuando las categorı́asR-Mod y S-Mod son equivalentes.
Con base en lo anterior abarcaremos el caso más general en elque hay una si-
tuación de adjunción entre las categorı́asR-Mod y S-Mod y probaremos que en
este caso hay una conexión de Galois entre las retı́culas deprerradicales respec-
tivas. De hecho, este caso resulta ser aún más general puesto que el Teorema de
Watts-Eilenberg, ver [5] y [20], caracteriza a los pares adjuntos y en este trabajo
daremos varias maneras de cómo describir a la conexión de Galois inducida por
dicha adjunción.

2.1. Las ret́ıculasR-pr y S-pr cuando R y S son Morita-
equivalentes

En esta sección detallaremos la prueba de la Proposición I.9.2 (5.2 de [3]) que
enuncian Bican, Jambor, Kepka y Nẽmec en [4]. Dicha Proposición, en este trabajo
la presentaremos como el Teorema 2.22, cuya demostración se obtendrá de varios
resultados previos definiendo ciertas asignaciones entre la retı́cula de prerradicales
y una clase cuyos miembros son endofuntores y transformaciones naturales. Por
lo que este camino para probar la Proposición I.9.2, es un tanto distinto al que
aparece en las referencias mencionadas. Es importante señalar que en [4] se usa
una notación muy distinta a la nuestra y sólo aparece un esbozo de la demostración.

Primero definiremos la siguiente clase.

Definición 2.1. SeaA una categoŕıa. Consideremos las siguientes parejas(H,µ),
donde:

a) H : A → A es un funtor y
b) µ : H → 1A es un monomorfismo natural.

Se define la clase Pr(A) que consta de los miembros(H,µ).

Ahora veamos algunas caracterı́sticas de la clase Pr(A).

29
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Lema 2.2. Sea(H,µ) ∈ Pr(A). EntoncesH preserva monomorfismos.

DEMOSTRACIÓN. Seaf : A → A′ un morfismo en la categorı́aA. Suponga-
mos quef es un monomorfismo y veamos queH(f) : H(A) → H(A′) es un
monomorfismo en la categorı́aA. Se tiene el siguiente diagrama conmutativo:

H(A)
µA //

H(f)
��

A

f
��

H(A′) µA′

// A′

(3)

De donde,µA′ ◦ H(f) = f ◦ µA y µA′ ◦H(f) es un monomorfismo puesto que
f ◦ µA es un monomorfismo. Por lo tantoH(f) es un monomorfismo. �

En lo que sigue veremos que la clase Pr(A) tiene estructura de pre-orden.

Definición 2.3. Sean(H,µ), (K,υ) ∈ Pr(A). Diremos que(H,µ) ≤ (K,υ) si y
sólo si para cadaA ∈ A existe un tríangulo conmutativo:

H(A)
ρA //

µA
$$■

■■
■■

■■
■■

■
K(A)

υA
��
A

(4)

En efecto,≤ es un pre-orden sobre la clase Pr(A).

Lema 2.4. Sean(H,µ), (K,υ) ∈ Pr(A), tales que(H,µ) ≤ (K,υ). Entonces
ρ : H → K tal que para cadaA ∈ A, ρA : H(A) → K(A) es como el del
Diagrama (4), es un monomorfismo natural.

DEMOSTRACIÓN. Seaf : A → A′ un morfismo en la categorı́aA. Entonces
veamos que el siguiente diagrama es conmutativo:

H(A)
ρA //

H(f)
��

K(A)

K(f)
��

H(A′) ρA′

// K(A′)

(5)

Puesto que(H,µ) ≤ (K,υ) y υ es una transformación natural, tenemos el siguien-
te diagrama conmutativo:

H(A)
ρA //

µA
$$■

■■
■■

■■
■■

■
K(A)

υA
��

K(f) // K(A′)

υA′

��
A

f
// A′

de donde,

υA′ ◦K(f) ◦ ρA = f ◦ µA.(6)
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Comoµ es una transformación natural,µA′ ◦H(f) = f ◦ µA. ParaA′ ∈ A, por el
preorden≤, se tiene queµA′ = υA′ ◦ ρA′ . Ası́, la igualdad (6) queda como sigue:

υA′ ◦K(f) ◦ ρA = µA′ ◦H(f) = υA′ ◦ ρA′ ◦H(f),

de ahı́, obtenemos queK(f) ◦ ρA = ρA′ ◦H(f), ya queυA′ es un monomorfismo.
Por lo tanto,ρ es una transformación natural. Por último, como(H,µ) ≤ (K,υ),
para cadaA ∈ A, es claro queρA es un monomorfismo. �

De aquı́ en adelante consideraremos una categorı́aX equivalente a la categorı́a
A. Por lo que existen los funtoresF : A → X y G : X → A y los isomorfismos
naturalesη : 1A → GF y ε : FG → 1X , con los que estaremos trabajando en
esta sección. Obsérvese que para cadaA ∈ A, podemos considerar el morfismo
η−1
A puesto queη es un isomorfismo natural.

Proposición 2.5. SeanX yA categoŕıas equivalentes. Las siguientes asignaciones
est́an bien definidas y preservan orden:

a) Φ : Pr(A) → Pr(X ) tal que para cada(H,µ) ∈ Pr(A), Φ(H,µ) =
(FHG, ε ◦ FµG).

b) Ψ : Pr(X ) → Pr(A) tal que para cada(K,υ) ∈ Pr(X ), Ψ(K,υ) =
(GKF, η−1 ◦GυF ).

DEMOSTRACIÓN. a) Para ver que la asignaciónΦ está bien definida, basta ver
que para cadaX ∈ X , (ε ◦ FµG)X : FHG(X) → X es un monomorfismo.
Lo cual es cierto, pues comoε es un isomorfismo natural, se tiene queεX es un
monomorfismo para cadaX ∈ X . TambiénF (µG(X)) es un monomorfismo ya que
µG(X) es un monomorfismo y el funtorF preserva monomorfismos. Por lo tanto,
εX ◦ F (µG(X)) es un monomorfismo.

Ahora veamos que la asignaciónΦ preserva orden. Sean(H,µ), (H ′, µ′) ∈
Pr(A) tales que(H,µ) ≤ (H ′, µ′). Entonces veamos queφ(H,µ) ≤ φ(H ′, µ′), es
decir, mostremos que(FHG, ε◦FµG) ≤ (FH ′G, ε◦Fµ′G). SeaX ∈ X . Como
(H,µ) ≤ (H ′, µ′), paraG(X) ∈ A existe el siguiente diagrama conmutativo:

H(G(X))
ρG(X) //

µG(X) &&◆◆
◆◆◆

◆◆◆
◆◆◆

H ′(G(X))

µ′
G(X)

��
G(X)
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Aplicando el funtorF al diagrama anterior, obtenemos el siguiente diagrama con-
mutativo:

FH(G(X))
F (ρG(X)) //

F (µG(X))

$$■
■■

■■
■■

■■
■■

■■
■■

■■
■■

■■
■■

■
FH ′(G(X))

F (µ′
G(X)

)

��
F (G(X))

εX
��
X

Del último diagrama y de la Definición 2.3, concluimos queΦ(H,µ) ≤ Φ(H ′, µ′).
Para el inciso b), la prueba es dual a la del inciso a). �

Definición 2.6. Sean(H,µ), (H ′, µ′) ∈ Pr(A). Diremos que(H,µ) ∼= (H ′, µ′) si
y śolo si para cadaA ∈ A existe un isomorfismoςA : H(A) → H ′(A) tal que el
siguiente diagrama:

H(A)
ςA //

µA
$$■

■■
■■

■■
■■

■
H ′(A)

µ′A
��
A

es conmutativo.

Lema 2.7. Sean (H,µ), (H ′, µ′) ∈ Pr(A). Entonces,(H,µ) ≤ (H ′, µ′) y
(H ′, µ′) ≤ (H,µ) si y śolo si (H,µ) ∼= (H ′, µ′).

DEMOSTRACIÓN. Si (H,µ) ∼= (H ′, µ′), entonces por la Definición 2.6, es claro
que(H,µ) ≤ (H ′, µ′) y (H ′, µ′) ≤ (H,µ).

Ahora supongamos que(H,µ) ≤ (H ′, µ′) y (H ′, µ′) ≤ (H,µ) y probemos
que(H,µ) ∼= (H ′, µ′). SeaA ∈ A. Ya que(H,µ) ≤ (H ′, µ′), por la Definición
2.3, existe el siguiente diagrama conmutativo:

H(A)
ρA //

µA
$$■

■■
■■

■■
■■

■
H ′(A)

µ′A
��
A

de donde,µ′A◦ρA = µA. Por el hecho que(H ′, µ′) ≤ (H,µ), del mismo modo que
lo anterior, también existe un morfismoρ′A : H ′(A) → H(A) tal queµA ◦ ρ′A =
µ′A. Ası́:

µA ◦ ρ
′
A ◦ ρA = µ′A ◦ ρA(7)

= µA = µA ◦ 1H(A)

donde1H(A) : H(A) → H(A) es el morfismo identidad. Por serµA un mono-
morfismo, de la ecuación (7), tenemos queρ′A ◦ ρA = 1H(A). Análogamente a lo
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anterior, obtenemos queρ′A ◦ ρA = 1H′(A), donde1H′(A) : H
′(A)→ H ′(A) es el

morfismo identidad. Por lo tanto,(H,µ) ∼= (H ′, µ′). �

Lema 2.8. Sean(H,µ), (H ′, µ′) ∈ Pr(A), tales que(H,µ) ∼= (H ′, µ′). Entonces
Φ(H,µ) ∼= Φ(H ′, µ′), es decir, la asignaciónΦ preserva isomorfismos. Dualmente
la asignacíonΨ preserva isomorfismos.

DEMOSTRACIÓN. Sean(H,µ), (H ′, µ′) ∈ Pr(A), tales que(H,µ) ∼= (H ′, µ′).
Entonces, por el Lema 2.7, tenemos que(H,µ) ≤ (H ′, µ′) y (H ′, µ′) ≤ (H,µ).
Por la Proposición 2.5, la asignaciónΦ preserva orden, ası́Φ(H,µ) ≤ Φ(H ′, µ′)
y Φ(H ′, µ′) ≤ Φ(H,µ) en Pr(X ). El resultado se concluye del Lema 2.7, es decir,
Φ(H,µ) ∼= Φ(H ′, µ′).

La prueba de queΨ preserva isomorfismos es dual a la deΦ. �

Proposición 2.9. SeanA yX categoŕıas equivalentes . Entonces

1. Ψ ◦ Φ ∼= 1Pr(A).
2. Φ ◦Ψ ∼= 1Pr(X ).

Donde la parte1, significa que para(H,µ) ∈ Pr(A), Ψ(Φ(H,µ)) ∼= (H,µ).
Análogamente para la parte2.

DEMOSTRACIÓN. 1. Sea(H,µ) ∈ Pr(A). Veamos queΨ(Φ(H,µ)) ∼= (H,µ).
Por la Proposición 2.5:

Ψ(Φ(H,µ)) = Ψ(FHG, ε ◦ FµG) = (G ◦ FHG ◦ F, η−1 ◦GυF ),(8)

dondeυ = ε ◦ FµG. Entonces probaremos que(G ◦ FHG ◦ F, η−1 ◦ GυF ) ∼=
(H,µ). SeaA ∈ A, por la Definición 2.6 veremos que existe un isomorfismo
ςA : H(A)→ (G ◦ FHG ◦ F )(A) tal que el siguiente diagrama:

H(A)
ςA //

µA
((◗◗

◗◗◗
◗◗◗

◗◗◗
◗◗◗

◗
(G ◦ FHG ◦ F )(A)

(η−1◦GυF )A
��
A

(9)

es conmutativo.
Tenemos el siguiente diagrama:

GF (GF (A))
G(εF (A)) // GF (A)

η−1
A // A

GF (HGF (A))

GF (µGF (A))

OO

η−1
H(GF (A))

// H(GF (A))
H(η−1

A )

//

µGF (A)

OO

H(A)

µA

OO(10)

El cual es conmutativo por la naturalidad deη, puesto queG(εF (A)) = η−1
GF (A), y

por serµ una transformación natural.
Puesto queηA es un isomorfismo para todaA ∈ A yH preserva isomorfismos,

concluimos el resultado, es decir, en este casoς−1
A := η−1

H(GF (A)) ◦H(η−1
A ).
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2. La prueba de queΦ ◦Ψ ∼= 1Pr(X ) es análoga a la anterior. �

Como ya mencionamos al principio, nos interesa ver la relación entre las retı́cu-
lasR-pr yS-pr cuando las categorı́as de módulosR-Mod yS-Mod son equivalen-
tes. Ası́, en lo que sigue, trabajaremos con la categorı́aA = R-Mod.

Definición 2.10.Sea(H,µ) ∈ Pr(R-Mod). Se define el prerradicalσH : R-Mod→
R-Mod tal que para cadaM ∈ R-Mod,σH(M) := Im (µM )

Observacíon 2.11. Dado(H,µ) ∈ Pr(R-Mod), para cadaM ∈ R-Mod, se tiene
el siguiente diagrama conmutativo:

H(M)
µM //

∼= $$❏
❏❏

❏❏
❏❏

❏❏
M

σH(M)
?�

OO(11)

Puesto queµM es un monomorfismo,H(M) ∼= σH(M).

Por la Definición 2.10, la siguiente asignación está biendefinida.

Proposición 2.12. Sea(H,µ) ∈ Pr(R-Mod). La asignacíon πR : Pr(R-Mod) →
R-pr definida comoπR(H,µ) = σH , preserva orden.

DEMOSTRACIÓN. Sean(H,µ), (H ′, µ′) ∈ Pr(R-Mod), tales que(H,µ) ≤ (H ′, µ′)
y veamos queσH � σH′ . SeaM ∈ R-Mod, entonces se tiene un diagrama como
en (4), dondeρM : H(M)→ H ′(M) y ası́ ImµM = Im (µ′M ◦ ρM ) ≤ Im (µ′M ),
es decir,σH(M) ≤ σH′(M). Por lo tanto,σH � σH′ , de donde concluimos que la
asignaciónπR preserva orden. �

Lema 2.13. Sean(H,µ), (H ′, µ′) ∈ Pr(R-Mod). Entonces,(H,µ) ∼= (H ′, µ′) si
y solo siσH = σH′ .

DEMOSTRACIÓN. Sean (H,µ), (H ′, µ′) ∈ Pr(R-Mod). Supongamos que
(H,µ) ∼= (H ′, µ′) y veamos queσH = σH′ . SeaM ∈ R-Mod, por la Definición
2.6, existe un isomorfismoςM : H(M)→ H ′(M) tal que el siguiente diagrama:

H(M)
ςM //

µM
%%❑❑

❑❑
❑❑

❑❑
❑❑

H ′(M)

µ′M
��
M

(12)

es conmutativo. De donde, ImµM = Im (µ′M ◦ ςM ) = Im µ′M , puesto queςM es
isomorfismo. Por lo tantoσH(M) = σH′(M), de donde concluimos queσH =
σH′ .

Por otro lado, supongamos queσH = σH′ . SeaM ∈ R-Mod, por la Observa-
ción 2.11, tenemos queH(M) ∼= σH(M) = σH′(M) ∼= H ′(M). De ahı́, se tiene
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un isomorfismoςM : H(M) → H ′(M) y por lo tanto un diagrama conmutativo
como (12). Por lo que,(H,µ) ∼= (H ′, µ′). �

El siguiente corolario, es inmediato de los Lemas 2.7 y 2.13.

Corolario 2.14. Sean((H,µ), (H ′, µ′) ∈ Pr(R-Mod)). Las siguientes afirmacio-
nes son equivalentes:

a) (H,µ) ≤ (H ′, µ′) y (H ′, µ′) ≤ (H,µ).
b) (H,µ) ∼= (H ′, µ′).
c) σH = σH′

Ahora bien, dadoσ ∈ R-pr, se tiene una inclusión naturaliσ : σ → 1R-Mod

definida para cadaM ∈ R-Mod comoiσM : σ(M) →֒ M ( inclusión deσ(M)
como submódulo deM ) y que en particular es un monomorfismo natural.

Por lo tanto se tiene la siguiente asignación que está biendefinida:

Lema 2.15. Seaσ ∈ R-pr. La asignacíon ιR : R-pr→ Pr(R-Mod) definida como
ιR(σ) = (σ, iσ), preserva orden.

DEMOSTRACIÓN. El resultado es inmediato del orden enR-pr. �.

Lema 2.16. πR ◦ ιR = 1R-pr. Aśı, ιR es inyectiva yπR es suprayectiva.

DEMOSTRACIÓN. Seaσ ∈ R-pr. EntoncesπR(ιR(σ)) = πR(σ, iσ) = τσ, tal que
para todaM ∈ R-Mod, τσ(M) = Im iσM = σ(M), ver la Definición 2.10. Por lo
tanto,πR(ιR(σ)) = σ. �

Lema 2.17.ιR◦πR ∼= 1Pr(R-Mod). Lo cual significa que dado(H,µ) ∈ Pr(R-Mod),
ιR(πR(H,µ)) ∼= (H,µ).

DEMOSTRACIÓN. Sea(H,µ) ∈ Pr(R-Mod). EntoncesιR(πR(H,µ)) = ιR(σH) =
(σH , iσH ). Por lo que(σH , iσH ) ∼= (H,µ), se sigue del Corolario 2.14. �

Notemos que de los Lemas 2.16 y 2.17 se sigue que las estructuras ordenadas
Pr(R-Mod) y R-pr consideradas como categorı́as son equivalentes para cualquier
anilloR.

Recordamos de nuevo que queremos probar que hay un isomorfismo entre las
retı́culas de prerradicalesR-pr y S-pr cuando las categorı́as de módulosR-Mod
y S-Mod son equivalentes, por lo que en la siguiente definiciónpresentamos las
asignaciones que nos servirán para dicho propósito.

Definición 2.18. SeanR yS anillos Morita-equivalentes. Definimos las siguientes
asignaciones:

1. ϕ := πS ◦ Φ ◦ ιR : R-pr→ S-pr.
2. ψ := πR ◦Ψ ◦ ιS : S-pr→ R-pr.
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La siguiente observación, muestra de manera expĺıcita c´omo se definen las
asignacionesϕ y ψ.

Observacíon 2.19. Seaτ ∈ R-pr. Entonces la asignación ϕ : R-pr → S-pr,
est́a definida como:

R-pr
ιR // Pr(R-Mod) Φ // Pr(S-Mod)

πS // S-pr

τ ✤ // (τ, iτ )
✤ // (FτG, ε ◦ FiτG)

✤ // σFτG

Aśı, ϕ(τ) = σFτG.

Note que la descripción de la asignacíonϕ, se puede ver como sigue:
Seanτ ∈ R-pr yN ∈ S-Mod. Consideremos el siguiente diagrama:

N ✤ // G(N)

F
7−→

FG(N)
εN // N

τ(G(N))
?�

i

OO

F (τ(G(N)))

F (i)

OO

Im(εN ◦ F (i))
?�

OO✤
✤
✤

(13)

Entonces,ϕ(τ)(N) := Im(εN ◦ F (i)).

Por otro lado, seaσ ∈ S-pr. Entonces la asignaciónψ : S-pr→ R-pr, est́a de-
finida como:

S-pr
ιS // Pr(S-Mod) Ψ // Pr(R-Mod)

πR // S-pr

σ ✤ // (σ, iσ)
✤ // (GσF, η−1 ◦GiσF )

✤ // τGσF

donde, para cadaM ∈ R-Mod,τGσF (M) = Im ((η−1 ◦GiσF )M ), ver la Defini-
ción 2.10. Aśı, ψ(σ) = τGσF .

La descripcíon de la asignacíonψ, se puede ver como sigue:
Seanσ ∈ S-pr yM ∈ R-Mod. Consideremos el siguiente diagrama:

M ✤ // F (M)

G
7−→

GF (M)
η−1
M // M

σ(F (M))
?�

j

OO

G(σ(F (M)))

G(j)

OO

Im(η−1
M ◦G(j))

?�

OO✤
✤
✤

(14)

Entoncesψ(σ)(M) := Im(η−1
M ◦ G(j)). Obśervese que para cadaM ∈ R-

Mod, podemos considerarη−1
M , puesto queη es un isomorfismo natural.

Proposición 2.20. SeanR y S anillos Morita-equivalentes. Las asignacionesϕ y
ψ preservan orden.
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DEMOSTRACIÓN. Se sigue del Lema 2.15 y de las Proposiciones 2.5 y 2.12.�.

Proposición 2.21.SeanR yS anillos Morita-equivalentes. Entoncesψ◦ϕ = 1R-pr

yϕ ◦ ψ = 1S-pr.

DEMOSTRACIÓN. Probemos primero queψ ◦ ϕ = 1R-pr. Seaτ ∈ R-pr. Entonces

ψ(ϕ(τ)) = ψ((πS ◦ Φ ◦ ιR)(τ)) = ψ((πS ◦ Φ)(τ, iτ )) = ψ(πS(FτG, ε ◦ FiτG))

= (πR ◦Ψ ◦ ιS)(πS(FτG, ε ◦ FiτG))

Por el Lema 2.17,(ιS ◦ πS)(FτG, ε ◦ FiτG) ∼= (FτG, ε ◦ FiτG). Luego, por el
Lema 2.8 y 1 de la Proposición 2.9:

Ψ((ιS ◦ πS)(FτG, ε ◦ FiτG)) ∼= Ψ(FτG, ε ◦ FiτG) = Ψ(Φ(τ, iτ ))

∼= (τ, iτ )

De ahı́, por el Corolario 2.14:

πR(Ψ((ιS ◦ πS)(FτG, ε ◦ FiτG))) = πR(τ, iτ ) = πR(ιR(τ))

= τ

Por lo tantoψ(ϕ(τ)) = τ .
La prueba de queϕ ◦ ψ = 1S-pr, es dual a la anterior. �

Ahora como consecuencia de la Proposición 1.10 (extendidaa clases que no
necesariamente son conjuntos) y de las Proposiciones 2.20 y2.21, concluiremos
que hay un isomorfismo entre las (grandes) retı́culas completasR-pr y S-pr.

Teorema 2.22. ( [3], [4] ) SeanR y S anillos Morita-equivalentes. Entonces las
ret́ıculasR-pr y S-pr son isomorfas.

Ahora veamos que las asignacionesϕ y ψ preservan los productos y coproduc-
tos de prerradicales. Primero trabajaremos en el caso de losproductos de prerradi-
cales, por lo que a continuación definimos el producto de dosmiembros de la clase
Pr(A), usando el producto estrella de transformaciones naturales.

Definición 2.23. Sean(H,µ), (K, ν) ∈ Pr(A). Se define el Producto en Pr(A),
como(K, ν)(H,µ) := (KH, ν ◦Kµ) = (KH, ν ∗ µ)

Para ver que la asignaciónϕ preserva el producto de prerradicales mostraremos
que cada una de las tres asignaciones que componen aϕ preservan los productos
correspondientes.

Lema 2.24. La asignacíon ιR preserva productos.

DEMOSTRACIÓN. Es clara. �

Proposición 2.25. La asignacíon Φ : Pr(A) → Pr(X ) preserva productos salvo
isomorfismos. Esto es, dados(H,µ), (K, ν) ∈ Pr(A) se satisface que
Φ((K, ν)(H,µ)) ∼= Φ(K, ν)Φ(H,µ).
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DEMOSTRACIÓN. Sean (H,µ), (K, ν) ∈ Pr(A). Entonces, probemos que
Φ((K, ν)(H,µ)) ∼= Φ(K, ν)Φ(H,µ). Por las Definiciones 2.5 y 2.23:

Φ((K, ν)(H,µ)) = Φ(KH, ν ∗ µ) = (FKHG, ε ◦ F (ν ∗ µ)G)

y

Φ(K, ν)Φ(H,µ) = (FKG, ε ◦ FνG)(FHG, ε ◦ FµG)

= (FKGFHG, (ε ◦ FνG) ∗ (ε ◦ FµG))

= (FKGFHG, (ε ∗ ε) ◦ (FνG ∗ FµG))

Por lo tanto, veamos que

(FKGFHG, (ε ∗ ε) ◦ (FνG ∗ FµG)) ∼= (FKHG, ε ◦ F (ν ∗ µ)G).

ParaA ∈ A tenemos el siguiente diagrama conmutativo:

KGFH(A)
νGFH(A)//

Kη−1
H(A)

��

GFH(A)
GF (µA)

//

η−1
H(A)

��

GF (A)

η−1
A

��
KH(A) νH(A)

// H(A) µA
// A

En donde, el diagrama de la izquierda conmuta por la naturalidad deν y el de la
derecha conmuta por la naturalidad deη−1. Por lo tanto, el siguiente diagrama es
conmutativo para todaA ∈ A:

KGFH(A)
(νG∗Fµ)A //

Kη−1
H(A)

��

GF (A)

η−1
A

��
KH(A)

(ν∗µ)A

// A

(15)

SeaX ∈ X . Por la naturalidad deε, tenemos el siguiente diagrama conmutativo:

FGFG(X)
εFG(X)//

FG(εX)
��

FG(X)

εX

��
FG(X) εX

// X

(16)

De los diagramas (15) y (16), obtenemos el siguiente diagrama conmutativo:

FKGFHG(X)
(FνG∗FµG)X //

FKη−1
HG(X)

��

FGFG(X)

Fη−1
G(X)

��

(ε∗ε)X // X

FKHG(X)
(Fν∗µG)X

// FG(X) εX
// X

(17)

donde,Fη−1
G(X) = εFG(X) y FKη−1

HG(X) son isomorfismos. Ası́ por la Definición
2.6, se concluye queΦ((K, ν)(H,µ)) ∼= Φ(K, ν)Φ(H,µ). �
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Lema 2.26. La asignacíonπR preserva productos.

DEMOSTRACIÓN. Sean(K, ν), (H,µ) ∈ Pr(R-Mod). Probemos que

πR((K, ν)(H,µ)) = πR(K, ν)πR(H,µ).

Se tiene queπR((K, ν)(H,µ)) = πR(KH, ν ∗µ) = σKH y πR(K, ν)πR(H,µ) =
σKσH . ParaM ∈ R-Mod, se tiene el siguiente diagrama conmutativo:

K(H(M))
νH(M) //

∼=
��

H(M)

∼=
��

K(σH(M))

K(j)
��

νσH (M)

// σH(M)
� _

j

��
K(M) νM

// M

dondej : σH(M) →֒M es la inclusión natural y de ahı́, Im(ν∗µ)M = Im νσH (M).
Por lo tantoσKH(M) = σK(σH(M)) y concluimos queπR((K, ν)(H,µ)) =
πR(K, ν)πR(H,µ). �

El siguiente corolario muestra que la asignaciónϕ preserva el producto de
prerradicales.

Corolario 2.27. La asignacíonϕ preserva productos de prerradicales.

DEMOSTRACIÓN. Seanτ, τ ′ ∈ R-pr. Veamos queϕ(ττ ′) = ϕ(τ)ϕ(τ ′). Por el
Lema 2.24:

ϕ(ττ ′) = πSΦ(ιR(ττ
′)) = πSΦ(ιR(τ)ιR(τ

′)) = πSΦ((τ, iτ )(τ
′, iτ ′))

Ahora por la Proposición 2.25,Φ((τ, iτ )(τ ′, iτ ′)) ∼= Φ(τ, iτ )Φ(τ
′, iτ ′). Por el Co-

rolario 2.14 y el Lema 2.26:

πSΦ((τ, iτ )(τ
′, iτ ′)) = πS(Φ(τ, iτ )Φ(τ

′, iτ ′))

= πS(Φ(τ, iτ ))πS(Φ(τ
′, iτ ′)) = πSΦ(ιR(τ))πSΦ(ιR(τ

′))

= ϕ(τ)ϕ(τ ′)

Por lo tantoϕ preserva el producto de prerradicales. �

De la Proposición 2.21 y del Corolario 2.27, obtenemos que la asignaciónψ
preserva el producto de prerradicales, como veremos enseguida.

Corolario 2.28. La asignacíonψ preserva productos de prerradicales.

DEMOSTRACIÓN. Seanσ, σ′ ∈ S-pr. Entonces probemos queψ(σσ′) = ψ(σ)ψ(σ′).
Seanτ := ψ(σ) y τ ′ := ψ(σ′). Entonces ya queϕ preserva productos y por la Pro-
posición 2.21ϕ y ψ son inversas entre sı́, se tiene que:

ϕ(ττ ′) = ϕ(τ)ϕ(τ ′) = ϕ(ψ(σ))ϕ(ψ(σ′)) = σσ′.
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De ahı́:

ψ(σσ′) = ψ(ϕ(ττ ′)) = ττ ′ = ψ(σ)ψ(σ′).

Por lo tantoψ preserva productos. �

Para ver que las asignacionesϕ y ψ preservan el coproducto de prerradicales
se puede definir una clase Pr∗(A) dual a la clase Pr(A) cuyos miembros serán
endofuntores y epimorfismos naturales. También sucede queen la clase Pr∗(A) el
producto de dos de sus miembros se definirá usando de nuevo elproducto estrella
de transformaciones naturales, que en este caso son epimorfismos naturales.

En lo que resta de esta sección presentamos un desarrollo totalmente dual y
análogo al que seguimos para ver que las asignacionesϕ y ψ preservan el producto
de prerradicales, para mostrar que dichas asignaciones preservan el coproducto de
prerradicales.

Empecemos con las caracterı́sticas de la clase Pr∗(A), que de nuevo vuelvo a
recalcar, son duales a los de la clase Pr(A). Debido a esto, solamente escribiremos
los resultados necesarios para obtener la preservación del coproducto de prerradi-
cales bajo dichas asignaciones.

Definición 2.29.SeaA una categoŕıa. Consideremos las siguientes parejas(L, λ),
donde:

a) L : A → A es un funtor y
b) λ : 1A → L es un epimorfismo natural.

Se define la clase Pr∗(A) que consta de los miembros(L, λ).

Lema 2.30. Sea(L, λ) ∈ Pr∗(A). EntoncesL preserva epimorfismos.

El pre-orden≤ en la clase Pr∗(A) es como sigue.

Definición 2.31. Sean(L, λ), (J, γ) ∈ Pr∗(A). Diremos que(L, λ) ≤ (J, γ) si y
sólo si para cadaA ∈ A existe un tríangulo conmutativo:

L(A)
̺A // J(A)

A

γA

OO

λA

cc●●●●●●●●●

Proposición 2.32. SeanX yA categoŕıas equivalentes. Las siguientes asignacio-
nes est́an bien definidas y preservan orden:

a) Φ′ : Pr∗(A) → Pr∗(X ) tal que para cada(L, λ) ∈ Pr∗(A), Φ′(L, µ) =
(FLG,FλG ◦ ε−1).

b) Ψ′ : Pr∗(X ) → Pr∗(A) tal que para cada(J, γ) ∈ Pr∗(X ), ψ′(J, γ) =
(GJF,GγF ◦ η).
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Para la siguiente proposición, necesitamos una definición dual a la Definición
2.6.

Proposición 2.33. SeanA yX categoŕıas equivalentes . Entonces

1. Ψ′ ◦ Φ′ ∼= 1Pr∗(A).
2. Φ′ ◦Ψ′ ∼= 1Pr∗(X ).

Donde la parte1, significa que para(L , λ) ∈ Pr∗(A), Ψ′(Φ′(L , λ)) ∼= (L , λ).
Análogamente para la parte 2.

En lo que sigue definimos el producto de dos de los miembros de la clase
Pr∗(A).

Definición 2.34. Sean(L, λ), (J, γ) ∈ Pr∗(A). Se define el Producto en Pr∗(A),
como(J, γ)(L, λ) := (JL, γ ∗ λ).

El siguiente resultado es dual a la Proposición 2.25.

Proposición 2.35. Las asignacionesΦ′ yΨ′ preservan productos salvo isomorfis-
mos.

Definición 2.36.Sea(L, λ) ∈ Pr∗(R-Mod). Se define el prerradicalσL : R-Mod→
R-Mod tal que para cadaM ∈ R-Mod,σL(M) := ker(λM )

Observacíon 2.37. Sea(L, λ) ∈ Pr∗(R-Mod). Para cadaM ∈ R-Mod, se tie-
ne queλM es un epimorfismo. Por lo que,L(M) ∼= M/σL(M), dualmente a la
Observacíon 2.11.

Proposición 2.38.Sea(L, λ) ∈ Pr∗(R-Mod). La asignacíonπ∗R : Pr∗(R-Mod)→
R-pr definida comoπ∗R(L, λ) = σL , preserva orden y manda productos en copro-
ductos de prerradicales.

Ahora bien, para tener los resultados duales a los Lemas 2.15y 2.24, traba-
jaremos con el funtorσ∗, el cual presentaremos en la siguiente definición, donde
necesitaremos lo siguiente:

Seaf : M → N un morfismo enR-Mod y σ ∈ R-pr. Entonces se tienen las
siguientes sucesiones exactas cortas y el diagrama conmutativo:

0 // σ(M)

��

� � i //

	

M
π //

f

��
	

M/σ(M)

∃!g
��✤
✤
✤

// 0

0 // σ(N) �
�

j
// N

π′

// N/σ(N) // 0

(18)

dondei, j son las inclusiones canónicas yπ, π′ son las proyecciones canónicas.
La existencia delR-homomorfismog : M/σ(M) → N/σ(N) se sigue por el
Teorema del Factor, puesto queπ′ ◦ f ◦ i = 0 ya quef(σ(M)) ≤ σ(N) por serσ
un prerradical.
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Definición 2.39. Seaσ ∈ R-pr. Definimos el funtorσ∗ : R-Mod→ R-Mod como:

1. σ∗(M) =M/σ(M) para cadaM ∈ R-Mod.
2. Si f : M → N es un homomorfismo enR-Mod, entonces con base en el

párrafo anterior se defineσ∗(f) = g.

Llamaremos al funtorσ∗ el coprerradical sobreR-Mod asociado aσ.

En lo que sigue, consideremos la transformación naturalpσ∗ : 1R-Mod→ σ∗.

Lema 2.40. Seaσ ∈ R-pr. La asignacíon ι∗R : R-pr → Pr∗(R-Mod) definida
comoι∗R(σ) = (σ∗, pσ∗), preserva orden y manda coproductos de prerradicales
en productos.

Definición 2.41. SeanR yS anillos Morita-equivalentes. Definimos las siguientes
asignaciones:

1. ϕ∗ := π∗S ◦ Φ
′ ◦ ι∗R : R-pr→ S-pr.

2. ψ∗ := π∗R ◦Ψ
′ ◦ ι∗S : S-pr→ R-pr.

Notemos que se tiene un resultado dual al que se tiene en el Corolario 2.14. De
ahı́ y siguiendo las Definiciones 2.18 y 2.41, el lema a continuación no es difı́cil de
verificar.

Lema 2.42.Las asignacionesϕ∗ yψ∗ coinciden conϕ yψ respectivamente, donde
estasúltimas asignaciones son las de la Definición 2.18.

De manera similar al Corolario 2.27, se prueba el siguiente corolario.

Corolario 2.43. La asignacíonψ∗ preserva coproductos de prerradicales.

Corolario 2.44. La asignacíonϕ∗ preserva coproductos de prerradicales.

DEMOSTRACIÓN. Seanτ, τ ′ ∈ R-pr. Entonces probemos queϕ∗(τ : τ ′) =
(ϕ∗(τ) : ϕ∗(τ ′)). Seanσ := ϕ∗(τ) y σ′ := ϕ∗(τ ′). Luego de la Proposición
2.21 y del Lema 2.42 y puesto queψ∗ preserva coproductos, se tiene que:

ψ∗(σ : σ′) = (ψ∗(σ) : ψ∗(σ′)) = (ψ∗(ϕ∗(τ)) : ψ∗(ϕ∗(τ ′))) = (τ : τ ′).

De ahı́

ϕ∗(τ : τ ′) = ϕ∗(ψ∗(σ : σ′)) = (σ : σ′) = (ϕ∗(τ) : ϕ∗(τ ′)).

Por lo tantoϕ∗ preserva coproductos. �

Ya habı́amos visto que las asignacionesϕ y ψ preservan el producto de prerra-
dicales, ası́ que por el Lema 2.42 resumimos lo anterior en elsiguiente corolario.

Corolario 2.45. SiR y S son anillos Morita-equivalentes, entonces existen iso-
morfismos de retı́culas completas que preservan productos y coproductos de pre-
rradicales.
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Finalizamos esta sección mencionando que la prueba de la Proposición I.9.2
(5.2 de [3]) que enuncian Bican, Jambor, Kepka y Nẽmec en [4] y que en este traba-
jo dividimos en el Teorema 2.22 y el Corolario 2.45, se puede seguir directamente
de los diagramas (13) y (14) que aparecen en la Observación 2.19, sin definir las
clases Pr(A) y Pr∗(A). Esta técnica de demostración se desarrollará en la siguiente
sección.

2.2. Las ret́ıculasR-pr y S-pr cuando hay una situacíon
de adjunción entreR-Mod y S-Mod

En esta sección generalizaremos el Teorema 2.22 al caso en que se tiene una
situación de adjunción entre las categorı́asR-Mod yS-Mod, es decir, sustituiremos
la condición de queR y S son anillos Morita-equivalentes por dicha situación de
adjunción, obteniendo una conexión de Galois entre las retı́culasR-pr y S-pr. Por
lo que también daremos algunas propiedades de dicha conexión de Galois.

Teorema 2.46.Si F : R-Mod → S-Mod es un funtor adjunto izquierdo deG :
S-Mod → R-Mod. Entonces existe una conexión de Galois〈R-pr, ϕ, ψ, S-pr〉
inducida por la adjuncíon 〈F,G〉.

DEMOSTRACIÓN. Puesto que hay una situación de adjunción entre las categorı́as
R-Mod y S-Mod, existen funtoresF : R-Mod→ S-Mod,G : S-Mod→ R-Mod
y las transformaciones naturalesη : 1R-Mod → GF y ε : FG → 1S-Mod, tales que
(ε ∗F ) ◦ (F ◦ η) = 1F y (G ∗ ε) ◦ (η ∗G) = 1G. La prueba consta de varias partes
y primero definiremos las asignacionesϕ : R-pr→ S-pr y ψ : S-pr→ R-pr

Descripcíon de las asignacionesϕ yψ.
SeanN ∈ S-Mod y τ ∈ R-pr. Consideremos el siguiente diagrama para des-

cribir ϕ : R-pr→ S-pr:

N ✤ // G(N)

F
7−→

FG(N)
εN // N

τ(G(N))
?�

i

OO

F (τ(G(N)))

F (i)

OO

Im(εN ◦ F (i))
?�

OO✤
✤
✤

Entoncesϕ(τ)(N) := Im(εN ◦ F (i)) =
−→εN (ImF (i)), donde la última notación es

la que aparece en (1) de la Sección 1.4 del Capı́tulo 1. Notemos que tal descripción
es la misma que aparece en la Observación 2.19, usando el diagrama (13).

Por otro lado seanM ∈ R-Mod y σ ∈ S-pr. Consideremos el siguiente dia-
grama para describirψ : S-pr→ R-pr:

M ✤ // F (M)

G
7−→

G(F (M)) M
ηMoo

σ(F (M))
?�

j

OO

G(σ(F (M)))

OO
G(j)

OO

←−ηM (ImG(j))
?�

OO✤
✤
✤

(19)
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Entoncesψ(σ)(M) :=←−ηM (Im(G(j))). Notemos que esta descripción es diferente
a la que se tiene usando el diagrama (14) que aparece en la Observación 2.19, pues-
to que en este caso la transformación naturalη : 1R-Mod→ GF no necesariamente
es un isomorfismo natural.

ϕ yψ est́an bien definidas.
Seanσ ∈ S-pr y M,M ′ ∈ R-Mod. Probemos queψ está bien definida, es

decir, queψ(σ) ∈ R-pr. Por la definición deψ, es claro queψ(σ)(M) ≤ M . Sea
f : M → M ′ unR-homomorfismo, probaremos quef(ψ(σ)(M)) ≤ ψ(σ)(M ′).
Consideremos el siguiente diagrama:

G(σ(F (M)))
G(jM ) //

G(σ(Ff))
��

	

GF (M)

G(Ff)
��

	

M

f
��

ηMoo

G(σ(F (M ′)))
G(jM′ )

// GF (M ′) M ′
ηM′oo

dondejM : σ(F (M)) →֒ F (M) y jM ′ : σ(F (M ′)) →֒ F (M ′) son las inclusiones
canónicas. El diagrama de la izquierda conmuta puesto queσ ∈ S-pr y puesto que
el funtorG preserva composiciones. El diagrama de la derecha conmuta por la
naturalidad deη. De ahı́ obtenemos lo siguiente

G(Ff) ◦ ηM = ηM ′ ◦ f.

De donde:
←−
f (←−−ηM ′(Im(G(jM ′)))) =←−ηM (

←−−−−
G(Ff)(Im(G(jM ′)))).(20)

Del diagrama anterior, vemos queG(Ff) ◦ G(jM ) = G(jM ′) ◦ G(σ(Ff)).
Entonces

G(Ff)(Im(G(jM ))) = Im(G(jM ′) ◦G(σ(Ff))) ≤ Im(G(jM ′)).

Por lo tanto Im(G(jM )) ≤
←−−−−
G(Ff)(Im(G(jM ′))). Y de ahı́

←−ηM (Im(G(jM ))) ≤ ←−ηM (
←−−−−
G(Ff)(Im(G(jM ′)))).

Por (20) y de las desigualdades anteriores:

f(←−ηM (Im(G(jM )))) ≤ f((←−ηM (
←−−−−
G(Ff)(Im(G(jM ′))))) ≤ ←−−ηM ′(Im(G(jM ′))),

es decir,f(ψ(σ)(M)) ≤ ψ(σ)(M ′). Por lo tantoψ(σ) ∈ R-pr.
La prueba de queϕ está bien definida es análoga a la prueba anterior. Es decir,

ϕ(τ) ∈ S-pr, paraτ ∈ R-pr.

ϕ yψ preservan el orden.
Veamos queψ preserva orden. Entonces, seanσ, σ′ ∈ S-pr, tal queσ � σ′

y seaM ∈ R-Mod. Consideremos las inclusiones canónicasjσ : σ(F (M)) →֒
F (M), jσ′ : σ

′(F (M)) →֒ F (M) e iσ,σ′ : σ(F (M)) →֒ σ′(F (M)) y el siguiente
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diagrama:

G(σ(F (M)))
G(iσ,σ′)

//

G(jσ) ''◆◆
◆◆◆

◆◆◆
◆◆◆

	

G(σ′(F (M)))

G(jσ′)ww♦♦♦
♦♦♦

♦♦♦
♦♦

GF (M)

M

ηM

OO

(21)

El diagrama (21) conmuta, puesto queσ, σ′ ∈ S-pr, σ � σ′ y el funtorG preserva
composiciones. De ahı́

Im(G(jσ)) ≤ Im(G(jσ′ )).

Aplicando←−ηM obtenemosψ(σ)(M) ≤ ψ(σ′)(M). Por lo tantoψ(σ) � ψ(σ′), es
decir,ψ preserva orden.

La prueba de queϕ preserva el orden es análoga a la prueba de queψ preserva
orden.

ψ ◦ ϕ es inflatoria.
Seaτ ∈ R-pr y demostremos que(ψ ◦ ϕ)(τ) � τ . SeanM ∈ R-Mod y

j : ϕ(τ)(F (M)) →֒ F (M) la inclusión canónica. Entoncesψ(ϕ(τ))(M) =
←−ηM (Im(G(j))) = ←−ηM (G(j)(G(ϕ(τ)(FM)))). Tenemos el siguiente diagrama
conmutativo:

M
ηM //

	

GF (M)
ηGF (M) //

	

GF (GF (M))
G(εF (M)) // GF (M)

τ(M)
?�

iM

OO

τ(ηM )
// τ(GF (M))

?�

i

OO

ητ(G(F (M)))

// GF (τ(GF (M)))
?�

GF (i)

OO

Puesto queG(εF (M)) ◦ ηGF (M)) = 1GF (M), obtenemos

Im(ηM ◦ iM ) ≤ Im(G(εF (M)) ◦GF (i)).(22)

Ahora consideremos el siguiente diagrama:

GF (τ(GF (M)))
G(εF (M)◦F (i))

//

G(εF (M)◦F (i))′

��
	

GF (M)

G(ϕ(τ)(F (M)))

G(j)

55❥❥❥❥❥❥❥❥❥❥❥❥❥❥❥❥

donde(εF (M) ◦ F (i))
′ es la correstricción del homomorfismoεF (M) ◦ F (i) a su

imagen. De tal diagrama obtenemos

Im(G(εF (M) ◦ F (i))) ≤ Im(G(j)).(23)

De (22) y (23) se deduce
←−ηM (Im(G(j))) ≥ ←−ηM (Im(ηM ◦ iM )) ≥ iM (τ(M)) = τ(M).

Es decir,ψ(ϕ(τ))(M) ≥ τ(M). Por lo tantoψ ◦ ϕ es inflatoria.
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ϕ ◦ ψ es deflatoria.
Seaσ ∈ S-pr y probemos que(ϕ ◦ ψ)(σ) � σ. SeanN ∈ S-Mod e i :

ψ(σ)(G(N)) →֒ G(N) la inclusión canónica. Entonces

ϕ(ψ(σ))(N) = Im(εN ◦ F (i)) = (εN ◦ F (i))(F (ψ(σ)(G(N)))).

Se tiene queψ(σ)(G(N)) =←−−−ηG(N)(ImG(j)), dondeηG(N) : G(N)→ GF (G(N))
y j : σ(FG(N)) →֒ FG(N) es la inclusión canónica. SeaB := ImG(j) ≤
GF (G(N)) y denotemos porh : ←−−−ηG(N)(B) → B al homomorfismo inducido por
ηG(N). Consideremos el siguiente diagrama conmutativo, dondeiN : σ(N) →֒ N
e i′ : B →֒ GFG(N) son las inclusiones naturales yG(j)′ es el homomorfismo
G(j) correstringido a su imagen:

FG(N)
F (ηG(N))//

	

FGFG(N)
εFG(N) //

	

FG(N)
εN //

	

N

F (←−−−ηG(N)(B))

F (i)
88♣♣♣♣♣♣♣♣♣♣♣

F (h)
// F (B)

F (i′)
77♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦

FG(σ(FG(N)))

FG(j)

OO

εσ(FG(N))

//
F (G(j)′)

oo

�

σ(FG(N))

j

OO

σ(εN )
// σ(N)

iN

OO(24)

Puesto queF preserva epimorfismos se tiene queF (G(j)′) es un epimorfismo y
por tanto Im(F (h)) ⊆ Im(F (G(j)′)) y ya queεFG(N) ◦ F (ηG(N)) = 1FG(N),
obtenemos

Im(εN ◦ F (i)) ≤ Im(εN ◦ εFG(N) ◦ FG(j)).

De la desigualdad anterior y de los dos rectángulos de la derecha del diagrama (24)
se concluye

ϕ(ψ(σ))(N) = Im(εN ◦ F (i)) ≤ σ(N).

Por lo tantoϕ ◦ ψ es deflatoria.
De todo lo anterior y por la Proposición 1.17 (extendida a clases que no nece-

sariamente son conjuntos), se concluye que〈R-pr, ϕ, ψ, S-pr〉 es una conexión de
Galois entre las (grandes) retı́culas completasR-pr y S-pr. �

La siguiente observación muestra otra manera de cómo definir la asignaciónψ
que aparece en la demostración del Teorema 2.46.

Observacíon 2.47. En la demostracíon del Teorema 2.46, la asignación
ψ : S-pr → R-pr se define paraσ ∈ S-pr y M ∈ R-Mod, comoψ(σ)(M) :=
←−ηM (Im(G(j))), ver el Diagrama (19).

Observemos queψ se puede definir siguiendo un argumento análogo al que se
hizo en la Definicíon 2.18 de la Sección 2.1, es decir, definiendo una asignación
intermediaΨ : Pr(S-Mod) → Pr(R-Mod), la cual veremos a continuación ćomo
se define.

Supongamos que hay una situación de adjuncíon entre las categorı́asA y X .
Por lo tanto existen los funtoresF : A → X yG : X → A y las transformaciones
naturales naturalesη : 1A → GF y ε : FG→ 1X , tales que(ε ∗ F ) ◦ (F ∗ η) =
1F , (G ∗ ε) ◦ (η ∗G) = 1G.
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Supongamos que la categorı́aX tiene productos fibrados, ver la Sección 21 del
Caṕıtulo VI de[14]. Entonces, la asignación Ψ : Pr(X ) → Pr(A) aplicada a un
objeto(H,µ) ∈ Pr(X ), se describe comoΨ(H,µ), el siguiente producto fibrado:

Ψ(H,µ) //

��

1A

η

��
GHF

GµF
// GF

2.3. Propiedades generales de la conexión de Galois
〈R-pr , ϕ, ψ, S-pr〉 inducida por la adjunci ón 〈F,G〉

En esta sección estudiaremos algunas propiedades generales de la conexión de
Galois〈R-pr, ϕ, ψ, S-pr〉 inducida por la adjunción〈F,G〉, dondeF : R-Mod→
S-Mod yG : S-Mod→ R-Mod.

Un problema interesante es describir a los prerradicalesϕ(αMN ) y ψ(ωMN ). Da-
do que los funtoresF y G no necesariamente preservan inclusiones, es necesario
generalizar la Definición 1.51 de los prerradicales alfa y omega de la siguiente
manera:

Definición 2.48. SeanN,M ∈ R-Mod,h : N → M y k : M → N homomorfis-
mos enR-Mod. Se definen los siguientes prerradicales para todoK ∈ R-Mod:

1. αh(K) :=
∑
{
−→
f (Im h) | f :M → K}.

2. ωk(K) :=
⋂
{←−g (kerk) | g : K →M}.

Observacíon 2.49. Notemos que se dan las siguientes igualdades:αh = αMImh y
ωk = ωMkerk.

Observacíon 2.50. Nótese que siN ≤M e i : N →֒ M es la inclusíon natural y
p :M →M/N es la proyeccíon, entoncesαi = αMN y ωp = ωMN .

El siguiente lema será importante para probar ciertos resultados acerca de
cómo se comportanϕ y ψ en los prerradicalesα y ω.

Lema 2.51. SeanM,N,K,K ′ ∈ R-Mod. Supongamos queK ′ ≤ K y que
h : N → M es unR-homomorfismo. SiH ⊆ HomR(M,K), entoncesK ′ =∑

f∈H

Im fh, si y śolo si, existe un epimorfismog : N (H) → K ′ tal que para cada

f ∈ H el siguiente diagrama es conmutativo:

N (H) g // //

	

K ′ � �
iK′ // K

	N
f

<<②②②②②②②②②?�

ιf

OO

h
��
M

f

==③③③③③③③③③③③③③③③③③③③③

(25)



48 2. CONEXIONES ENTRE RET́ICULAS DE PRERRADICALES

donde para cadaf ∈ H, ιf es la inclusíon natural en el coproductoN (H), f es la
correstriccíon del morfismofh a su imagen eiK ′ es la inclusíon natural.

DEMOSTRACIÓN. SeaK ′ =
∑

f∈H

Imfh. Entonces para cadaf ∈ H, considere-

mos el morfismofh, por la propiedad universal de la suma directa ( Proposición
6.7, [2] ) existe un únicoR-homomorfismog : N (H) → K tal que el siguiente
diagrama conmuta:

N (H) g //❴❴❴

	

K

N
?�

ιf

OO

fh

<<②②②②②②②②②

De ahı́ Imfh = Im(g ◦ ιf ) ≤ Img. Pero se tiene que ( Proposición 6.8, [2])

Img = g(N (H)) =
∑

f∈H

Imfh = K ′.

Por lo que Im(fh) ≤ K ′. Seaf la correstricción del morfismofh a su imagen.
Entoncesf : N → K ′ para cadaf ∈ H. Luego, por la propiedad universal de la
suma directa existe un únicoR-homomorfismog : N (H) → K ′ tal que el siguiente
diagrama conmuta:

N (H) g //

	

K ′

N
?�

ιf

OO

f

<<①①①①①①①①①

Puesto que

Img =
∑

f∈H

f(N) =
∑

f∈H

fh(N) = K ′,

se obtiene queg es un epimorfismo. Es claro que(iK ′)f = fh para cadaf ∈ H.
Por lo tanto el diagrama (25) es conmutativo.

Por otro lado supongamos que el diagrama (25) conmuta para cadaf ∈ H tal
quef es la correstricción del morfismofh a su imagen. Entonces por la propiedad
universal de la suma directa tenemos que

K ′ = Img =
∑

f∈H

f(N) =
∑

f∈H

Imfh.

Por lo tanto concluimos el resultado �

Las siguientes proposiciones describen a los prerradicalesϕ(αh) y ψ(ωh).

Proposición 2.52. Sea〈R-pr, ϕ, ψ, S-pr〉 la conexíon de Galois inducida por la
adjuncíon 〈F,G〉, dondeF : R-Mod → S-Mod yG : S-Mod → R-Mod. Sean
N,M ∈ R-Mod yh : N → M un homomorfismo enR-Mod. Entoncesϕ(αh) =
αF (h).
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DEMOSTRACIÓN. SeaL ∈ S-Mod y consideremos el siguiente diagrama:

L ✤ // G(L)

F
7−→

FG(L)
εL // L

αh(G(L))
?�

i

OO

F (αh(G(L)))

F (i)

OO

Im(εL ◦ F (i))
?�

OO✤
✤
✤

Entonces por definición,ϕ(αh)(L) := Im(εL◦F (i)) = (εL◦F (i))(F (αh(G(L)))),
donde

αh(G(L)) =
∑
{f(h(N)) | f ∈ HomR(M,G(L))}.

SeaH := HomR(M,G(L)). Por el Lema 2.51, existe un epimorfismog : N (H) →
αh(G(L)) tal que el siguiente diagrama conmuta para cadaf ∈ H:

N (H) g // //

	

αh(G(L))
� � i // G(L)

	N
f

99sssssssssss?�

ιf

OO

h
��
M

f

99rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

(26)

dondeιf es la inclusión natural en el coproductoN (H) y f es la correstricción del
morfismofh a su imagen. En virtud de las Proposiciones 1.40 y 1.42, el funtor F
preserva epimorfismos y coproductos, por lo que aplicando elfuntorF al diagrama
(26) obtenemos el siguiente diagrama conmutativo para cadaf ∈ H:

F (N (H))

	

F (g)
// // F (αh(G(L)))

F (i)
// FG(L)

	

εL // L

F (N)
F (f)

77♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦
F (ιf )

OO

F (h)
��

F (M)

F (f)

77♣♣♣♣♣♣♣♣♣♣♣♣♣♣♣♣♣♣♣♣♣♣♣♣♣♣♣♣♣

(27)

dondeF (g) es un epimorfismo yF (N (H)) es un coproducto. Por lo que del dia-
grama (27) y por la propiedad de la suma directa obtenemos:

F (αh(G(L))) = ImF (g) =
∑
{F (f)(F (N)) | f :M → G(L)},(28)

Por (27),F (i) ◦ F (f) = F (f) ◦ F (h) y por (28) tenemos

F (i)(F (αh(G(L)))) =
∑
{(F (i) ◦ F (f))(F (N)) | f :M → G(L)}

=
∑
{(F (f) ◦ F (h))(F (N)) | f :M → G(L)}

Ya queF es un funtor adjunto izquierdo deG, se tiene una biyección entre los
conjuntos HomS(F (M), L) y HomR(M,G(L)). Ası́ que
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(εL ◦ F (i))(F (αh(G(L)))) =
∑
{(εL ◦ F (f) ◦ F (h))(F (N)) | f :M → G(L)}

(29)

=
∑
{g(F (h)(F (N))) | g : F (M)→ L}

= αF (h)(L)

Por lo tanto de (29), concluimos queϕF (αh) = αF (h). �

Proposición 2.53. Sea〈R-pr, ϕ, ψ, S-pr〉 la conexíon de Galois inducida por la
adjuncíon 〈F,G〉, dondeF : R-Mod → S-Mod yG : S-Mod → R-Mod. Sean
N,M ∈ S-Mod yh : M → N homomorfismos enS-Mod. Entoncesψ(ωh) =
ωG(h).

DEMOSTRACIÓN. SeaK ∈ R-Mod y consideremos el siguiente diagrama

K ✤ // F (K)

G
7−→

GF (K) K
ηKoo

(ωh)(F (K))
?�

j

OO

G(ωh(F (K)))

OO
G(j)

OO

←−ηK(ImG(j))
?�

OO✤
✤
✤

Entonces,por definiciónψ(ωh)(K) :=←−ηK(ImG(j)), donde

ImG(j) = G(j)(G(ωh(F (K))))

y

ωh(F (K)) =
⋂
{←−g (kerh) | g : F (K)→M}.

SeaH = HomS(F (K),M) y ph : M → M/kerh la proyección natural. Por la
propiedad universal del producto directo existe un homomorfismo l : F (K) →
(M/kerh)H , tal que para cadag ∈ H el siguiente diagrama es conmutativo:

(M/kerh)H

	πg

��

F (K)
loo❴ ❴ ❴

g

��✄✄
✄✄
✄✄
✄✄
✄✄
✄✄
✄✄
✄✄
✄✄

ωh(F (K))? _
joo

M/kerh

M

ph

OO

h
��
N

(30)
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dondeπg es la proyección natural del producto(M/kerh)H y puesto que por la
propiedad del producto directo se tiene:

kerl =
⋂

H

ker(ph ◦ g) =
⋂

H

←−g (kerph) =
⋂

H

←−g (kerh)(31)

= ωh(F (K))

Por las Proposiciones 1.40 y 1.42 el funtorG preserva monomorfismos y produc-
tos, ası́ queG también preserva núcleos. Luego, aplicando el funtorG al diagrama
(30) obtenemos el siguiente diagrama conmutativo para cadag ∈ H

K

ηK
��

G((M/kerh)H)

	G(πg)

��

G(F (K))
G(l)
oo

G(g)

~~⑥⑥
⑥⑥
⑥⑥
⑥⑥
⑥⑥
⑥⑥
⑥⑥
⑥⑥
⑥⑥
⑥⑥

G(ωh(F (K)))ooG(j)oo

G(M/kerh)

G(M)

G(ph)

OO

G(h)
��

G(N)

dondeG((M/kerh)H) es un producto, kerG(ph) = kerG(h) yG(kerl) = kerG(l).
Ası́ que

ImG(j) = G(kerl) = kerG(l)

=
⋂
{ker(G(ph) ◦G(g)) | g : F (K)→M}

Por serF un funtor adjunto izquierdo deG, usamos la biyección entre los conjun-
tos HomS(F (K),M) y HomR(K,G(M)) y la igualdad anterior para obtener lo
siguiente:

ψ(ωh)(K) =←−ηK(ImG(j)) =
⋂
{←−ηK(ker(G(ph) ◦G(g)) | g : F (K)→M}

⋂
{←−ηK(

←−−
G(g)(ker(G(ph))) | g : F (K)→M}

⋂
{
←−−−−−−
G(g) ◦ ηK(kerG(ph)) | g : F (K)→M}

⋂
{
←−−−−−−
G(g) ◦ ηK(kerG(h)) | g : F (K)→M}

⋂
{
←−
f (kerG(h)) | f : K → G(M)}

= ωG(h)(K)

Por lo tanto se concluye queψ(ωh) = ωG(h). �
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En virtud del Teorema 1.58 todo prerradical se puede escribir en términos de
los prerradicales alfa y omega. El siguiente resultado es consecuencia de las Pro-
posiciones 2.52 y 2.53 y da una descripción alternativa de las asignacionesϕ y ψ.
Esta descripción es importante porque ya no hace referencia a los diagramas que
se usaron en la demostración del Teorema 2.46.

Teorema 2.54.Seanτ ∈ R-pr y σ ∈ S-pr. Entonces

1. ϕ(τ) =
∨

M∈R-Mod

αF (iτM ), dondeiτM : τ(M) →M es la inclusíon natu-

ral.

2. ψ(σ) =
∧

N∈S-Mod

ωG(pσN ), dondepσN : N → N/σ(N) es la proyeccíon

natural.

DEMOSTRACIÓN. Por el Teorema 1.58,τ =
∨

M∈R-Mod

αMτ(M) =
∨

M∈R-Mod

αiτM y

puesto queϕ preserva supremos por la Proposición 1.16, tenemos

ϕ(τ) = ϕ

( ∨

M∈R-Mod

αiτM

)
=

∨

M∈R-Mod

ϕ(αiτM )

=
∨

M∈R-Mod

αF (iτM )

Análogamente por el Teorema 1.58,σ =
∧

N∈S-Mod

ωNσ(N) =
∧

N∈S-Mod

ωpσN
y

puesto queψ preserva ı́nfimos por la Proposición 1.16, tenemos

ψ(σ) = ψ

( ∧

N∈S-Mod

ωpσN

)
=

∧

N∈S-Mod

ψ(ωpσN
)

=
∧

N∈S-Mod

ωG(pσN )

�

Observacíon 2.55. Notemos que la descripción alternativa deϕ y ψ que aparece
en el Teorema 2.54, se puede usar en el caso cuando los anillosR yS son Morita-
equivalentes, puesto que toda equivalencia de categorı́as da lugar a una adjunción.

Los morfismosϕ y ψ preservan prerradicales idempotentes y radicales respec-
tivamente como veremos en la siguiente proposición.

Proposición 2.56. Seaτ ∈ R-pr y σ ∈ S-pr. Entonces

1. Para cadaM ∈ R-Mod,ϕ(αMM ) = α
F (M)
F (M)

2. Siτ es un prerradical idempotente, entoncesϕ(τ) es un prerradical idem-
potente enS-pr.

3. Para cadaN ∈ S-Mod,ψ(ωN0 ) = ω
G(N)
0
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4. Siσ es radical, entoncesψ(σ) es radical enR-pr.

DEMOSTRACIÓN. 1. Notemos queαMM = α1M y aplicandoϕ, por la Proposición
2.52 se tiene el resultado.

2. Siτ ∈ R-pr es un prerradical idempotente, entonces por la Proposición 1.69,
τ =

∨

M∈Tτ

αMM . Por lo tanto,

ϕ(τ) = ϕ

( ∨

M∈Tτ

αMM

)
=

∨

M∈Tτ

ϕ(αMM ) =
∨

M∈Tτ

α
F (M)
F (M)

Es decir,ϕ(τ) es un prerradical idempotente enS-pr..
3. Notemos queωN0 = ω1N y aplicandoψ, por la Proposición 2.53 se tiene el

resultado.
4. Siσ ∈ S-pr es radical, entonces por la Proposición 1.69,σ =

∧

N∈Fσ

ωN0 . Por

lo tanto

ψ(σ) = ψ

( ∧

N∈Fσ

ωN0

)
=
∧

N∈Fσ

ψ(ωN0 ) =
∧

N∈Fσ

ω
G(N)
0

Es decir,ψ(σ) es radical. �

Corolario 2.57. El prerradical ϕ(1R) es un prerradical idempotente y el prerra-
dical ψ(0S) es radical.

Como consecuencia inmediata del hecho de que〈R-pr, ϕ, ψ, S-pr〉 es una co-
nexión de Galois cuandoF : R-Mod→ S-Mod es un funtor adjunto izquierdo de
G : S-Mod → R-Mod, por el Corolario 1.18 se tiene queψ ◦ ϕ es un operador
cerradura enR-pr y ϕ ◦ ψ es un operador interior enS-pr. También por el Lema
1.19,ϕ(0R) = 0S y ψ(1S) = 1R , es decir,0S es un abierto deS-pr y 1R es un
cerrado deR-pr.

En el siguiente corolario, veremos ciertas propiedades de los prerradicales
ϕ(1R) y ψ(0S) e introduciremos una notación para ellos. Como en lo anterior,
ε : FG → 1S-Mod y η : 1R-Mod → GF son transformaciones naturales inducidas
por la adjunción〈F,G〉.

Corolario 2.58. Seanσε = ϕ(1R) y τη = ψ(0S). Entonces

1. Para cadaN ∈ S-Mod,σε(N) = Im(εN )

2. σε =
∨

M∈R-Mod

α
F (M)
F (M)

3. σε = ϕ(1R) es el mayor abierto enS-pr respecto al operador interior
ϕ ◦ ψ.

4. Para cadaM ∈ R-Mod,τη(M) = Ker(ηM )

5. τη =
∧

N∈S-Mod

ω
G(N)
0

6. τη = ψ(0S) es el menor cerrado enR-pr respecto al operador cerradura
ψ ◦ ϕ.
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DEMOSTRACIÓN. 1. SeaN ∈ S-Mod. Entonces por la demostración del Teorema
2.46 y dado que en este casoF (i) : FG(N)→ FG(N), se tiene queϕ(1R)(N) =
Im(εN ◦ F (i)) = εN (FG(N)) = Im(εN ).

2. Se sigue del Teorema 2.54.
3. Por el Corolario 1.18,σε es un elemento abierto enS-pr. Seaσ ∈ S-pr un

elemento abierto y puesto queψ(σ) � 1R, obtenemos

σ = ϕ(ψ(σ)) � ϕ(1R) = σε.

4. SeaM ∈ R-Mod. Entonces por la demostración del Teorema 2.46 y da-
do que en este casoj : 0 → FM , se tiene queψ(0S)(M) = ←−ηM (ImG(j)) =
←−ηM (G(j)G(0)) =←−ηM (0) = Ker ηM .

5. Se sigue del Teorema 2.54.
6. Por el Corolario 1.18,τη es un elemento cerrado enR-pr. Seaτ ∈ R-pr un

elemento cerrado y ya queϕ(τ) � 0S , obtenemos

τ = ψ(ϕ(τ)) � ψ(0S) = τη.

�

Observemos que cuando las categorı́asR-Mod y S-Mod son equivalentes,
σε(N) = Im(εN ) = N , puesto que en ese casoεN es un isomorfismo. Es de-
cir, en este casoϕ(1R) = 1S y dualmenteψ(0S) = 0R.

2.4. Conexíon de Galois inducida por el funtor tensor y el
funtor Hom

Para terminar este capı́tulo mostraremos una aplicación del Teorema 2.46, es
decir, daremos algunos resultados de la conexión de Galoisinducida por los funto-
resF = U

⊗
R yG = Hom(SU, ), dondeR y S son anillos asociativos con1 y

SUR un bimódulo. A partir de los Teoremas 2.46 y 2.54 veremos dosdescripciones
para los morfismosϕ y ψ de la conexión de Galois inducida por los funtoresF yG
y puesto que en [5] y [20] se caracaterizan a los pares adjuntos, dicha conexión de
Galois más que una aplicación del Teorema 2.46 resulta serun caso muy general.

Los siguientes funtores son con los que trabajaremos en estasección y se pue-
den encontrar en [2]. El funtor que veremos en la primera definición ya lo habı́amos
mencionado en el Ejemplo 1.23 para una categorı́aA que en este caso será la ca-
tegorı́a deS-módulos izquierdos, el codominio será la categorı́a deR-módulos
izquierdos y consideraremos un bimóduloU = SUR. Se puede ver en la Sección
16 del Capı́tulo 5 de [2] cómo para cadaS-móduloM , el conjunto HomS(U,M)
es dotado de una estructura deR-módulo y también cómo para cada morfismof
enS-Mod, HomS(U, f) es unR-homomorfismo.

Definición 2.59. SeanR y S anillos y U = SUR un biḿodulo. Entonces
HomS(U, ) : S-Mod→ R-Mod es un funtor definido como:

1. Para cadaM ∈ S-Mod, HomS(U, )(M) := HomS(U,M).
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2. Para cada homomorfismof : M → N en S-Mod, HomS(U, )(f) :=
HomS(U, f), donde HomS(U, f) : HomS(U,M) → HomS(U,N) tal que
para unS-homomorfismog : U →M , HomS(U, f)(g) = f ◦ g.

Definición 2.60. SeanR y S anillos yU = SUR un biḿodulo. EntoncesF =
U
⊗

R : R-Mod→ S-Mod es un funtor definido como:

1. Para cadaM ∈ R-Mod,F (M) = U
⊗

RM .
2. Si f : M → N es un homomorfismo enR-Mod , se defineF (f) :=
U
⊗

R f : U
⊗

RM → U
⊗

RN , tal que(U
⊗

R f)(u⊗m) = u⊗f(m),
dondeu ∈ U ym ∈M .

El siguiente resultado es bien conocido, ver por ejemplo Capı́tulo IV de [19],
y de acuerdo al Teorema 2.46 es el que nos llevará en esta sección a estudiar la
conexión de Galois entre las retı́culasR-pr y S-pr.

Proposición 2.61. El funtor F = U
⊗

R es un funtor adjunto izquierdo de
G = HomS(U, )

Por el Teorema 2.46 se tiene una conexión de Galois〈R-pr, ϕ, ψ, S-pr〉 indu-
cida por la adjunción〈F,G〉, dondeϕ : R-pr → S-pr y ψ : S-pr → R-pr. En
seguida veremos para este caso las descripciones deϕ y ψ, por lo que usaremos la
notación〈ϕ,ψ〉 para referirnos a esta conexión de Galois. Ver Observación 1.21.

Las siguientes proposiciones muestran dos prerradicales los cuales veremos
que serán el resultado de evaluar los morfismosϕ y ψ.

Proposición 2.62. SeanU = SUR un biḿodulo yτ ∈ R-pr. La τ -traza respecto a
U se denota comoτTrU( ) y se define paraN ∈ S-Mod, como:

τTrU(N) :=
∑
{Im h | h ∈ τ(HomS(U,N))}.

EntoncesτTrU( ) es un prerradical sobreS.

DEMOSTRACIÓN. SeaN ∈ S-Mod. Para cadah ∈ τ(Hom(U,N)), se tiene que
h(U) ≤ N . Por lo tantoτTrU (N) ≤ N .

Ahora seaf : N → N ′ unS-homomorfismo y veamos que:

f(τTrU(N)) ≤ τTrU (N
′).

Sea x ∈ f(τTrU (N)). Entoncesx = f(y), donde y =

n∑

i=1

hi(yi),

hi ∈ τ(HomS(U,N)) y yi ∈ U para i = 1, . . . , n. Puesto queτ ∈ R-pr, se
cumple que HomS(U, f)(τ(HomS(U,N))) ≤ τ(HomS(U,N

′)). Por lo que para
cadai = 1, . . . , n, tenemos quef ◦ hi = HomS(U, f)(hi) ∈ τ(HomS(U,N

′)) .
Ası́,f(y) ∈ τTrU(N

′) puesto que(f ◦hi) ∈ τ(HomS(U,N
′)) y (f ◦hi)(yi) ∈

(f ◦ hi)(U). Por lo tanto,τTrU ∈ S-pr. �
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Ejemplo 2.63. Consideremos el prerradicalτ = 1R. En este caso laτ -traza res-
pecto aU esτTrU( ) = TrU ( ), tal que para cadaN ∈ S-Mod:

TrU (N) =
∑
{Im h | h ∈ HomS(U,N)}.

Es decir, laτ -traza respecto aU es la trazaαUU respecto aU , ver Observacíon
1.52.

Proposición 2.64. SeanU = SUR un biḿodulo yσ ∈ S-pr. El σ-anulador res-
pecto aU se denota comoσAnnU ( ) y se define paraM ∈ R-Mod, como:

σAnnU (M) := {x ∈M | u⊗ x ∈ σ(U ⊗RM) para cadau ∈ U},

dondeu⊗ x es un generador deU
⊗

RM . EntoncesσAnnU( ) es un prerradical
sobreR.

DEMOSTRACIÓN. SeaM ∈ R-Mod. Es claro queσAnnU (M) ≤ M .
Seaf : M → M ′ un morfismo enR-Mod y veamos quef(σAnnU (M)) ≤

σAnnU (M ′). Seax ∈ f(σAnnU (M)). Entoncesx = f(y), dondey ∈ σAnnU (M).
Se tiene quef(y) ∈M ′. Seau ∈ U , probemos queu⊗ f(y) ∈ σ(U

⊗
RM

′). Ası́

u⊗ f(y) = (U⊗Rf)(u⊗ y),(32)

dondeU
⊗

R f : U
⊗

RM → U
⊗

RM
′ es un morfismo enS-Mod. Puesto que

σ ∈ S-pr, tenemos que(U
⊗

R f)(σ(U
⊗

RM)) ≤ σ(U
⊗

RM
′) y comou⊗y ∈

σ(U
⊗

RM) para todau ∈ U , de (32) obtenemos queu⊗ f(y) ∈ σ(U
⊗

RM
′).

Por lo tantoσAnnU ( ) ∈ R-pr. �

Ejemplo 2.65. Consideremos el prerradicalσ = 0S . En este caso elσ-anulador
respecto aU esσAnnU ( ) = 0SAnnU ( ), tal que para cadaM ∈ R-Mod:

0SAnnU (M) = {x ∈M | u⊗ x = 0 ∈ U ⊗RM para cadau ∈ U}

Es decir, elσ-anulador respecto aU es el anulador respecto aU , tal como aperece
en el Ejercicio 18 de la Sección 19 del Caṕıtulo 5 de[2].

Observacíon 2.66. Puesto que el funtor HomS(U, ) es exacto izquierdo entonces
consideraremos a HomS(U, σ(N)) un subḿodulo de HomS(U,N) para todoσ ∈
S-pr yN ∈ S-Mod.

Proposición 2.67. Sea〈ϕ,ψ〉 la conexíon de Galois inducida por la adjunción
〈F,G〉. Entonces

1. Para cadaτ ∈ R-pr, ϕ(τ) = τTrU ( ).
2. Para cadaσ ∈ S-pr, ψ(σ) = σAnnU ( )
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DEMOSTRACIÓN. 1. Seanτ ∈ R-pr y N ∈ S-Mod. Por la demostración del
Teorema 2.46, el diagrama para describirϕ : R-pr→ S-pr es el siguiente:

N ✤ // HomS(U,N)

F
7−→

U
⊗

R HomS(U,N)
εN // N

τ(HomS(U,N))
?�

i

OO

U
⊗

R τ(HomS(U,N))

F (i)

OO

Im(εN ◦ F (i))
?�

OO✤
✤
✤

dondeεN es tal queεN (u ⊗ h) = h(u) parau ∈ U y h ∈ τ(HomS(U,N)).
Entonces, por definición deϕ, ϕ(τ)(N) := Im(εN ◦ F (i)), de donde obtenemos
queϕ(τ) = τTrU .

2. Seaσ ∈ S-pr y M ∈ R-Mod. De nuevo por el Teorema 2.46, el diagrama
para describirψ : S-pr→ R-pr es el que sigue:

M ✤ // (U
⊗

RM)

G
7−→

HomS(U,U
⊗

RM) M
ηMoo

σ(U
⊗

RM)
?�

j

OO

HomS(U, σ(U
⊗

RM))

G(j)

OO

←−ηM (Im(G(j)))
?�

OO✤
✤
✤

dondeηM es tal que para cadam ∈ M , ηM (m) = hm y hm : U → U
⊗

RM se
define para cadau ∈ U comohm(u) = u⊗m. Por definición deψ, ψ(σ)(M) :=
←−ηM (Im (G(j))), de donde obtenemos queψ(σ) = σAnnU ( ). �

Las descripciones deϕ y ψ de la conexión de Galois inducida por la adjun-
ción 〈F,G〉 las obtuvimos usando los diagramas del Teorema 2.46. El siguiente
resultado es corolario del Teorema 2.54 y muestra la siguiente descripción paraϕ
y ψ.

Corolario 2.68. Sea 〈ϕ,ψ〉 la conexíon de Galois inducida por la adjunción
〈U
⊗

R ,HomS(U, )〉. Entonces

1. Para cadaτ ∈ R-pr, ϕ(τ) =
∨

M∈R-Mod

α
U

⊗
RM

F (iτM )(U⊗R τ(M))
, dondeiτM :

τ(M) →֒M es la inclusíon natural.

2. Para cadaσ ∈ S-pr, ψ(σ) =
∧

N∈S-Mod

ω
HomS(U,N)
HomS(U,σ(N)).

DEMOSTRACIÓN. 1. Seaτ ∈ R-pr. Entonces por el Teorema 2.54:

ϕ(τ) =
∨

M∈R-Mod

αF (iτM ),
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dondeiτM : τ(M) →֒ M es la inclusión natural yF (iτM ) : U
⊗

R τ(M) →
U
⊗

RM . Por lo que

ϕ(τ) =
∨

M∈R-Mod

α
U

⊗
RM

ImF (iτM )

=
∨

M∈R-Mod

α
U

⊗
RM

F (iτM )(U⊗R τ(M))

2. Seaσ ∈ S-pr. Entonces por el Teorema 2.54:

ψ(σ) =
∧

N∈S-Mod

ωG(pσN ),

dondepσN : N → N/σ(N) es la proyección canónica yG(pσN ) : HomS(U,N)→
HomS(U,N/σ(N)). Por lo que

ψ(σ) =
∧

N∈S-Mod

ω
G(N)

kerG(pσN )

=
∧

N∈S-Mod

ω
HomS(U,N)
HomS(U,σ(N))

�

Corolario 2.69. Sean〈ϕ,ψ〉 la conexíon de Galois inducida por la adjunción
〈U
⊗

R ,HomS(U, )〉, U = SUR un biḿodulo,M ∈ R-Mod,N ∈ S-Mod,
τ ∈ R-pr y σ ∈ S-pr. Entonces

1. ϕ(τ)(U
⊗

RM) ≥ F (iτM )(U
⊗

R τ(M)).
2. ψ(σ)(HomS(U,N)) ≤ HomS(U, σ(N)).

DEMOSTRACIÓN. 1. Seaτ ∈ R-pr. Entonces

F (iτM )(U⊗R τ(M)) ≤ α
U

⊗
RM

F (iτM )(U⊗R τ(M))(U⊗RM).

Ası́ del Corolario 2.68 concluimos queϕ(τ)(U
⊗

RM) ≥ F (iτM )(U
⊗

R τ(M)).
2. Seaσ ∈ S-pr. Entonces:

HomS(U, σ(N)) ≥ ω
HomS(U,N)
HomS(U,σ(N))

(HomS(U,N)).

Por lo tanto del Corolario 2.68, obtenemos queψ(σ)(HomS(U,N))
≤ HomS(U, σ(N)). �

Cuando las categorı́asR-Mod y S-Mod son equivalentes, hemos visto en es-
ta sección que las retı́culasR-pr y S-pr son isomorfas vı́a los morfismosϕ y ψ
los cuales preservan productos y coproductos de prerradicales. Cuando hay una
situación de adjunción entre las categorı́as de módulosse tiene una desigualdad
con respecto a los productos de prerradicales, como veremosadelante, ası́ que el
siguiente corolario nos acerca a dicho resultado.

Corolario 2.70. Sean〈ϕ,ψ〉 la conexíon de Galois inducida por la adjunción
〈U
⊗

R ,HomS(U, )〉, U = SUR un biḿodulo,M ∈ R-Mod,N ∈ S-Mod,
τ ∈ R-pr y σ ∈ S-pr. Entonces
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1. τ(HomS(U,N)) ≤ HomS(U,ϕ(τ)(N)).
2. F (iψ(σ)M )(U

⊗
R ψ(σ)(M)) ≤ σ(U

⊗
RM), donde el morfismoiψ(σ)M :

ψ(σ)(M) →֒M es la inclusíon cańonica.

DEMOSTRACIÓN. 1. Seaf ∈ τ(HomS(U,N)). Entonces Imf ≤ τTrU (N), ası́ la
correstricciónf del morfismof a su imagen es tal quef ∈ HomS(U,ϕ(τ)(N)).
Por lo tantoτ(HomS(U,N)) ≤ HomS(U,ϕ(τ)(N)).

2. Se tiene queF (iψ(σ)M ) := U
⊗

R iψ(σ)M : U
⊗

R ψ(σ)(M)→ U
⊗

RM ,
dondeU

⊗
R iψ(σ)M (u ⊗ y) = u ⊗ y, parau ∈ U y y ∈ ψ(σ)(M). Enton-

ces ImF (iψ(σ)M ) está generado por los elementosu ⊗ v dondeu ∈ U , v ∈
ψ(σ)(M) = σAnnU (M) y u ⊗ v es un generadorU

⊗
RM . Ahora comov ∈

ψ(σ)(M) = σAnnU (M), entoncesu ⊗ v ∈ σ(U
⊗

RM) para todau ∈ U , de
donde obtenemos queF (iψ(σ)M )(U

⊗
R ψ(σ)(M)) ≤ σ(U

⊗
RM). �

Note que los dos corolarios anteriores se pueden escribir dela siguiente mane-
ra:

Corolario 2.71. Sean〈ϕ,ψ〉 la conexíon de Galois inducida por la adjunción
〈U
⊗

R ,HomS(U, )〉, U = SUR un biḿodulo,τ ∈ R-pr, σ ∈ S-pr, M ∈ R-
Mod yN ∈ S-Mod. Entonces

1. Para cadaτ ∈ R-pr, ϕ(τ)(F (M)) ≥ F (iτ(M))(U
⊗

R τ(M)).
2. Para cadaN ∈ S-Mod,τ(G(N))) ≤ G(ϕ(τ)(N)).
3. Para cadaσ ∈ S-pr, ψ(σ)(G(N)) ≤ G(σ(N)).
4. Para cadaM ∈ R-Mod,F (iψ(σ)M )(U

⊗
R ψ(σ)(M)) ≤ σ(F (M)).

Los siguientes resultados muestran la desigualdad que se tiene con respecto al
producto de prerradicales bajo los morfismosϕ y ψ.

Proposición 2.72. Sean〈ϕ,ψ〉 la conexíon de Galois inducida por la adjunción
〈U
⊗

R ,HomS(U, )〉 y U = SUR un biḿodulo. Entoncesϕ(τσ) � ϕ(τ)ϕ(σ)
para cadaτ, σ ∈ R-pr.

DEMOSTRACIÓN. Seanτ, σ ∈ R-pr y N ∈ S-Mod y veamos queϕ(τσ)(N) ≤
ϕ(τ)(ϕ(σ)(N)). Por 1 de la Proposición 2.67 :

ϕ(τσ)(N) =τσTrU (N)

=
∑
{Im h | h ∈ τσ(HomS(U,N))}

=
∑
{Im h | h ∈ τ(σ(HomS(U,N)))}

Por 1 del Corolario 2.70, tenemos queτ(σ(HomS(U,N))) ≤ τ(HomS(U,ϕ(σ)(N))).
Por lo tanto concluimos queϕ(τσ)(N) ≤ ϕ(τ)(ϕ(σ)(N)), puesto que

ϕ(τ)(ϕ(σ)(N)) =
∑
{Im f | f ∈ τ(HomS(U,ϕ(σ)(N)))}.

�
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Proposición 2.73. Sean〈ϕ,ψ〉 la conexíon de Galois inducida por la adjunción
〈U
⊗

R ,HomS(U, )〉 yU = SUR un biḿodulo. Entoncesψ(τσ) � ψ(τ)ψ(σ)
para cadaτ, σ ∈ S-pr.

DEMOSTRACIÓN. Seanσ, τ ∈ S-pr yM ∈ R-Mod. Entonces, por 2 de la Propo-
sición 2.67:

ψ(τ)(ψ(σ)(M)) = τAnnU (ψ(σ)(M))

= {x ∈ ψ(σ)(M) | u⊗ x ∈ τ(U ⊗R ψ(σ)(M)) para cadau ∈ U},

dondeu⊗ x es un generador deU
⊗

R ψ(σ)(M). También

ψ(τσ)(M) = τσAnnU (M)

= {x ∈M | u⊗ x ∈ τσ(U ⊗RM) para cadau ∈ U},

dondeu⊗ x es un generador deU
⊗

RM .
Seax ∈ ψ(τ)(ψ(σ)(M)) y probemos quex ∈ ψ(τσ)(M)). Seau ∈ U y

veamos queu ⊗ x ∈ τσ(U
⊗

RM), dondeu ⊗ x un generador deU
⊗

RM . En
efecto,u⊗ x es un generador deU

⊗
RM , puesto quex ∈ ψ(σ)(M) ≤M .

Ahora, consideremos un generador enU
⊗

R ψ(σ)(M), digamosz = u ⊗ x,
tal queF (iψ(σ)M )(z) = u ⊗ x, dondeiψ(σ)M : ψ(σ)(M) →֒ M es la inclu-
sión canónica yF (iψ(σ)M ) : U

⊗
R ψ(σ)(M) → U

⊗
RM . De ahı́, notemos que

u ⊗ x ∈ F (iψ(σ)M )(U
⊗

R ψ(σ)(M)). Luego, puesto quex ∈ ψ(τ)(ψ(σ)(M)),
tenemos quez = u ⊗ x ∈ τ(U

⊗
R ψ(σ)(M)). Por lo tanto, ya queτ ∈ R-pr,

obtenemos:

u⊗ x = F (iψ(σ)M )(z) ∈ τ(Im F (iψ(σ)M )) = τ(F (iψ(σ)M )(U ⊗R ψ(σ)(M)))

≤ τ(σ(U ⊗RM)),

donde la última desigualdad, se sigue de la parte 2 del Corolario 2.70. Ası́ que
u⊗ x ∈ τσ(U

⊗
RM) para todau ∈ U , dondeu⊗ x ∈ U

⊗
RM .

El siguiente diagrama resume los argumentos de esta demostración:

U
⊗

R ψ(σ)(M)
H // // F (iψ(σ)M )(U

⊗
R ψ(σ)(M)) �

� // σ(U
⊗

RM)
� _

��
τ(U

⊗
R ψ(σ)(M))
?�

OO

τ(H)
// τ(Im F (iψ(σ)M ))

?�

OO

U
⊗

RM

donde el morfismoH es la correstricción del morfismoF (iψ(σ)M ) a su imagen.
Concluimos entonces queψ(τ)ψ(σ) � ψ(τσ). �

Observacíon 2.74. Cabe mencionar que la demostración de la Proposicíon 2.73,
se puede obtener siguiendo la descripción de la asignacíon Ψ que aparece en la
Observacíon 2.47. Para esta técnica de demostración, se requiere la propiedad
universal del producto fibrado, las caracterı́sticas de la clase Pr(X ), donde la
categoŕıa X tiene productos fibrados y por supuesto la Definición 2.23, en donde
vemos ćomo es el producto de dos de los miembros de la clase Pr(A).
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Los resultados que se obtienen en esta sección son muy importantes puesto
que cada vez que se tiene una situación de adjunción entre las categorı́asR-Mod y
S-Mod los funtores que relacionan a dichas categorı́as tienen una forma especı́fica
como afirma el Teorema de Watts-Eilenberg, que fue probado almismo tiempo,
ver [5] y [20]. Dicho resultado puede enunciarse de la siguiente manera:

Teorema 2.75.SeaF : R-Mod → S-Mod un funtor adjunto izquierdo deG :
S-Mod → R-Mod. Entonces existe unRLS-bimódulo tal queF ∼= L

⊗
R y

G ∼= HomS(L, )

Con base en el Teorema anterior, los resultados que obtuvimos en esta sección
son válidos para cualquier conexión de Galois entreR-pr y S-pr inducida por un
par adjunto〈F,G〉, es decir, los morfismosϕ y ψ que relacionan a dichas retı́culas
y evaluados en los prerradicales respectivos siempre tendrán la forma deτ -traza y
deσ-anulador respectivamente, con respecto al bimóduloU que corresponde al par
adjunto〈F,G〉. Observemos también que en el Teorema 2.46 podemos incluirel
comportamiento de los morfismosϕ y ψ con respecto al producto de prerradicales,
en el sentido de las Proposiciones 2.72 y 2.73.





Caṕıtulo 3

Morfismos entre ret́ıculas de prerradica-
les asociados a transformaciones natura-
les

3.1. ϕγ y ψγ, conγ una transformación natural general
En la sección anterior dada una adjunción entre los funtoresF : R-Mod →

S-Mod yG : S-Mod→ R-Mod definimos morfismos entre las retı́culas de prerra-
dicalesR-pr y S-pr que son parte de la conexión de Galois entre dichas retı́culas.
En esta sección aún no teniendo una adjunción entre categorı́as de módulos defini-
remos morfismos entre retı́culas de prerradicales que extienden bien los morfismos
asociados a una adjunción, ası́ como algunos resultados que generalizan a los de la
sección anterior.

Una manera de conectar dos funtores es a través de una transformación natu-
ral, por lo que daremos morfismos entre las retı́culasR-pr y S-pr asociadas a una
transformación natural.

En el Teorema 2.54 para evaluarϕ en unR-prerradicalτ usamos al prerradical
alfa generalizado en el funtor que va deR-pr aS-pr aplicado a la inclusióniτM :
τ(M) →֒ M , conM ∈ R-Mod. Para evaluarψ en unS-prerradicalσ usamos el
prerradical generalizado omega en el funtor de regreso aplicado a la proyección
pσN : N → N/σ(N) conN ∈ S-Mod.

Con base en lo anterior y usando los siguientes diagramas conmutativos defi-
niremos morfismos entre retı́culas de prerradicales asociadas a una transformación
natural. Seaγ : F → G una transformación natural entre los funtoresF,G :
R-Mod→ S-Mod. Para la inclusióniτM : τ(M) →֒ M dondeM ∈ R-Mod, se
tiene el siguiente diagrama conmutativo:

F (τ(M))
γτM //

F (iτM )
��

	

G(τ(M))

G(iτM )
��

F (M) γM
// G(M)

63
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Para la proyecciónpτM : M → M/τ(M) conM ∈ R-Mod, tenemos el
siguiente diagrama conmutativo:

F (M)
γM //

F (pτM )
��

	

G(M)

G(pτM )
��

F (M/τ(M))γ(M/τM)

// G(M/τ(M))

(33)

La siguiente definición es una generalización de la definición que se muestra
en el Teorema 2.54.

Definición 3.1. SeanF,G : R-Mod→ S-Mod funtores yγ : F → G una trans-
formacíon natural. Se definen las siguientes asignaciones, paraτ ∈ R-pr como:

1. ϕγ : R-pr → S-pr comoϕγ(τ) =
∨

M∈R-Mod

αγM◦F (iτM ), dondeiτM :

τ(M) →֒M es la inclusíon natural.

2. ψγ : R-pr → S-pr comoψγ(τ) =
∧

M∈R-Mod

ωγ(M/τM)◦F (pτM ), donde

pτM :M →M/τ(M) es la proyeccíon natural.

Teorema 3.2.Las asignacionesϕγ yψγ son morfismos de clapos.

DEMOSTRACIÓN. Es claro que las asignacionesϕγ y ψγ están bien definidas.
Veamos queϕγ preserva el orden. Seanτ, τ ′ ∈ R-pr tal queτ � τ ′ y probemos

queϕγ(τ) � ϕγ(τ
′). Basta demostrar que para todaM ∈ R-Mod,αγM◦F (iτM ) �

αγM◦F (iτ ′M ), dondeiτ ′M : τ ′(M) →֒ M es la inclusión canónica. SeanM ∈ R-
Mod yK ∈ S-Mod. Entonces, por la Definición 2.48:

αγM◦F (iτM )(K) =
∑
{f(Im(γM ◦ F (iτM ))) | f : G(M)→ K}

y
αγM◦F (iτ ′M )(K) =

∑
{g(Im(γM ◦ F (iτ ′M ))) | g : G(M)→ K}.

Se tiene el siguiente diagrama conmutativo:

τ(M) �
� iτM //

� _

j
��

	

M

τ ′(M)
-
 iτ ′M

<<②②②②②②②②②

(34)

dondej es la inclusión natural. Seaf : G(M)→ K. Entonces aplicando el funtor
F al diagrama (34), obtenemos el siguiente diagrama conmutativo:

F (τ(M))
F (iτM )//

F (j)
��

	

F (M)
γM // G(M)

f // K

F (τ ′(M))

F (iτ ′M )

99ssssssssss
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De donde obtenemos:

Im(f ◦ γM ◦ F (iτM )) = Im(f ◦ γM ◦ F (iτ ′M ) ◦ F (j))

≤ Im(f ◦ γM ◦ F (iτ ′M )).

Por lo queαγM◦F (iτM )(K) ≤ αγM◦F (iτ ′M )(K) y por tantoϕ(τ) � ϕ(τ ′). Ası́ que
ϕγ preserva el orden y por lo tanto es un morfismo de clapos.

Ahora veamos queψγ preserva el orden. Seanτ, τ ′ ∈ R-pr tal queτ � τ ′.
Probemos queψγ(τ) � ψγ(τ

′). Basta demostrar que para todaM ∈ R-Mod,
ωγ(M/τM)◦F (pτM ) � ωγ(M/τ ′M)◦F (pτ ′M ), dondepτ ′M : M → M/τ ′(M) es la pro-
yección natural. SeanM ∈ R-Mod y K ∈ S-Mod. Entonces, por la Definición
2.48:

ωγ(M/τM)◦F (pτM)(K) =
⋂
{
←−
f (ker(γ(M/τM) ◦ F (pτM ))) | f : K → F (M)}

y

ωγ(M/τ ′M)◦F (pτ ′M)(K) =
⋂
{←−g (ker(γ(M/τ ′M) ◦ F (pτ ′M ))) | g : K → F (M)}.

Se tiene quepτ ′M ◦ iτ ′M = 0, dondeiτ ′M : τ ′(M) →֒ M es la inclusión natural.
Entonces por el Teorema del Factor existeh : M/τM → M/τ ′M de manera
única tal que el siguiente diagrama es conmutativo:

τ ′M � �
iτ ′M // M

pτM //

pτ ′M
��

	

M/τM //

∃!hyysss
ss
ss
ss
s

0

M/τ ′M

��
0

(35)

Seag : K → F (M). Consideremos el siguiente diagrama:

K
g // F (M)

F (pτM )
//

F (pτ ′M )
��

	

F (M/τ(M))

F (h)vv♠♠♠
♠♠♠

♠♠♠
♠♠♠

γ(M/τM)// G(M/τ(M))

G(h)

vv♥♥♥
♥♥♥

♥♥♥
♥♥♥

♥♥♥
♥♥♥

♥♥♥
♥♥♥

♥♥♥
♥♥♥

♥♥

	F (M/τ ′(M))

γ(M/τ ′M)

��
G(M/τ ′(M))
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donde el triángulo es conmutativo puesto que es aplicar el funtorF al diagrama
(35) y el rectángulo conmuta por la naturalidad deγ. De ahı́

←−g (ker(γ(M/τ ′M) ◦ F (pτ ′M ))) = ker(γ(M/τ ′M) ◦ F (pτ ′M ) ◦ g)

= ker(G(h) ◦ γ(M/τM) ◦ F (pτM ) ◦ g)

≥ ker(γ(M/τM) ◦ F (pτM ) ◦ g)

=←−g (ker(γ(M/τM) ◦ F (pτM )))

≥ ωγ(M/τM)◦F (pτM )(K)

Es decir,ωγ(M/τM)◦F (pτM )(K) ≤ ←−g (ker(γ(M/τ ′M) ◦ F (pτ ′M ))) para todag :

K → F (M). Por lo tantoωγ(M/τM)◦F (pτM )(K) ≤ ωγ(M/τ ′M)◦F (pτ ′M )(K). En-

toncesψγ(τ) � ψγ(τ
′). Concluimos queψγ preserva el orden y por tanto es un

morfismo de clapos. �

En adelante en algunas ocasiones denotaremos a la composición de transfor-
maciones naturalesγ : F → G y δ : G → H conF,G,H : R-Mod → S-Mod
funtores, comoδ ◦ γ = δγ.

Proposición 3.3. SeanF,G,H : R-Mod → S-Mod funtores,γ : F → G y
δ : G→ H transformaciones naturales. Entonces paraτ ∈ R-pr:

1. ϕδγ(τ) � ϕδ(τ), ϕδγ(τ) � ϕγ(τ).

2. ψδγ(τ) � ψδ(τ), ψδγ(τ) � ψγ(τ).

DEMOSTRACIÓN. 1. Seaτ ∈ R-pr. Probemos queϕδγ(τ) � ϕδ(τ). Por lo
que veremos que para cadaM ∈ R-Mod, α(δ◦γ)M ◦F (iτM ) � αδM◦G(iτM ), don-
de iτM : τ(M) →֒ M es la inclusión natural. SeanM ∈ R-Mod,K ∈ S-Mod,
f : H(M)→ K y consideremos el siguiente diagrama conmutativo:

F (τ(M))
F (iτM )

//

γτ(M)

��
	

F (M)

γM
��

G(τ(M))
G(iτM )

//

δτ(M)

��
	

G(M)

δM
��

H(τ(M))
H(iτM )

// H(M)
f // K

(36)

Del Diagrama (36) :

f(Im(δ ◦ γ)M ◦ F (iτM )) = Im(f ◦ δM ◦G(iτM ) ◦ γτ(M))

≤ Im(f ◦ δM ◦G(iτM ))

= f(Im δM ◦G(iτM )) ≤ αδM◦G(iτM )(K)

Por lo tanto para cadaM ∈ R-Mod, se tiene queα(δ◦γ)M ◦F (iτM ) � αδM◦G(iτM ),
de donde,ϕδγ(τ) � ϕδ(τ).
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Ahora mostraremos queϕδγ(τ) � ϕγ(τ). Por lo que veremos que para cada
M ∈ R-Mod, α(δ◦γ)M ◦F (iτM ) � αγM◦F (iτM ). SeanM ∈ R-Mod,K ∈ S-Mod,
f : H(M)→ K. Entonces:

f(Im(δ ◦ γ)M ◦ F (iτM )) = Im((f ◦ δM ) ◦ γM ◦ F (iτM ))

= g(Im γM ◦ F (iτM )),

dondeg = f ◦ δM : G(M)→ K. Por lo tantoϕδγ(τ) � ϕγ(τ).
2. Ahora veamos queψδγ(τ) � ψδ(τ). Entonces probaremos que para ca-

daM ∈ R-Mod, ωδ(M/τM)◦F (pτM ) � ω(δ◦γ)M/τM ◦F (pτM), dondepτM : M →

M/τ(M) es la proyección natural. SeanM ∈ R-Mod,K ∈ S-Mod y f : K →
F (M). Consideremos el siguiente diagrama conmutativo:

K
f // F (M)

F (pτM)
//

γM
��

	

F (M/τ(M))

γM/τM

��
G(M)

G(pτM )//

δM
��

	

G(M/τ(M))

δM/τM

��
H(M)

H(pτM )// H(M/τ(M))

(37)

De donde:
←−
f (ker(δ ◦ γ)M/τM ◦ F (pτM )) = ker((δ ◦ γ)M/τM ◦ F (pτM ) ◦ f)

= ker(δ(M/τM) ◦G(pτM ) ◦ γM ◦ f)

=
←−−−−
γM ◦ f(ker δM/τM ◦G(pτM ))

≥ ωδ(M/τM)◦G(pτM )(K).

De ahı́ se concluye queψδγ(τ) � ψδ(τ).
Del mismo modo veamos queψδγ(τ) � ψγ(τ). Seaτ ∈ R-Mod. Entonces

probaremos que para cadaM ∈ R-Mod, ωγ(M/τM)◦F (pτM ) � ω(δ◦γ)M/τM ◦F (pτM ),
dondepτM :M →M/τ(M) es la proyección natural. SeanM ∈ R-Mod,K ∈ S-
Mod y f : K → F (M). Entonces

←−
f (ker(δ ◦ γ)M/τM ◦ F (pτM )) = ker((δ ◦ γ)M/τM ◦ F (pτM ) ◦ f)

≥ ker(γ(M/τM) ◦ F (pτM ) ◦ f)

=
←−
f (kerγ(M/τM) ◦ F (pτM ))

≥ ωγ(M/τM)◦F (pτM )(K)

Por lo tanto,ψδγ(τ) � ψγ(τ). �

El siguiente corolario es inmediato de la Proposición 3.3.

Corolario 3.4. SeanF,G,H : R-Mod→ S-Mod funtores,γ : F → G y δ : G→
H transformaciones naturales. Entonces paraτ ∈ R-pr:
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1. ϕδγ(τ) � ϕδ(τ)
∧
ϕγ(τ).

2. ψδγ(τ) � ψδ(τ)
∨
ψγ(τ).

Corolario 3.5. SeanF,G,H : R-Mod→ S-Mod funtores,γ : F → G y δ : G→
H transformaciones naturales. Entonces

1. Si δ es un isomorfismo natural, entoncesϕδγ = ϕγ .

2. Siγ es un isomorfismo natural, entoncesϕδγ = ϕδ .

DEMOSTRACIÓN. 1. Seaτ ∈ R-pr. Para cadaM ∈ R-Mod, tenemos queδM :
G(M) → H(M) es un isomorfismo. Ası́ que en el Diagrama (36), se puede agre-
gar el morfismoδ−1

M : H(M)→ G(M). Seag : G(M)→ K y viendo el diagrama
(36), obtenemos:

Im(g ◦ γM ◦ F (iτM )) = Im(g ◦ δ−1
M ◦H(iτM ) ◦ δτM ◦ γτM )

= Im(g ◦ δ−1
M ◦ δM ◦ γM ◦ F (iτM ))

= g ◦ δ−1
M (Im (δ ◦ γ)M ◦ F (iτM ))

De ahı́,ϕγ(τ) � ϕδγ(τ). Ası́ que por 1 de la Proposición 3.3, concluimos que
ϕδγ = ϕγ .

2. Del mismo modo, seaτ ∈ R-pr. Se tiene que para cadaM ∈ R-Mod,
γM : F (M) → G(M) es un ismorfismo. Ası́ que en el Diagrama (36), se puede
agregar elγ−1

τM : G(τ(M)) → F (τ(M)). Seaf : H(M) → K y del diagrama
(36), se tiene:

Im(f ◦ δM ◦G(iτM )) = Im(f ◦ δM ◦ γM ◦ F (iτM ) ◦ γ−1
τM )

≤ Im(f ◦ δM ◦ γM ◦ F (iτM ))

De donde,ϕδ(τ) � ϕδγ(τ). Ası́ que por 1 de la Proposición 3.3 obtenemos que
ϕδγ = ϕδ .

Corolario 3.6. SeanF,G,H : R-Mod→ S-Mod funtores,γ : F → G y δ : G→
H transformaciones naturales. Entonces

1. Si δ es un isomorfismo natural, entoncesψδγ = ψγ .

2. Siγ es un isomorfismo natural, entoncesψδγ = ψδ.

DEMOSTRACIÓN. 1. Seaτ ∈ R-pr. Para cadaM ∈ R-Mod, δM es un isomor-
fismo. Entonces, seaf : K → F (M), conK ∈ S-Mod. En el Diagrama (37), se
puede agregar el morfismoδ−1

M/τM : H(MτM)→ G(M/τM) y ası́ se tiene:

ker(γM/τM ◦ F (pτM ) ◦ f) = ker(δ−1
M/τM ◦ δM/τM ◦ γM/τM ◦ F (pτM ) ◦ f)

≥ ker(δM/τM ◦ γM/τM ◦ F (pτM ) ◦ f)

=
←−
f (ker (δ ◦ γ)M/τM ◦ F (pτM ))
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De donde obtenemos queψγ(τ) � ψδγ(τ) y por 2 de la Proposición 3.3, conclui-
mos queψδγ = ψγ .

2. Seaτ ∈ R-pr. Para cadaM ∈ R-Mod, γM es un isomorfismo. Seag : K →
G(M), conK ∈ S-Mod. En el Diagrama (37), se puede agregar el morfismog y
el morfismoγ−1

M , de donde tenemos lo siguiente:

ker(δM/τM ◦G(pτM ) ◦ g) = ker(δM/τM ◦ γM/τM ◦ F (pτM ) ◦ γ−1
M ◦ g)

=
←−−−−
γ−1
M ◦ g(ker (δ ◦ γ)M/τM ◦ F (pτM ))

Puesto queγ−1
M ◦ g : K → F (M), obtenemos queψδ(τ) � ψδγ(τ). Luego, de la

Proposición 3.3 parte 2, concluimos queψδγ = ψδ. �

En el siguiente corolario analizaremos a los prerradicalesen S-pr: ϕγ(0R),
ϕγ(1R), ψγ(0R) y ψγ(1R).

Corolario 3.7. SeanF,G : R-Mod→ S-Mod funtores yγ : F → G una trans-
formacíon natural. Entonces

1. ϕγ(1R) =
∨

M∈R-Mod

α
G(M)
ImγM

. Si γ es un epimorfismo natural, entonces

ϕγ(1R) es un prerradical idempotente enS-pr.

2. ϕγ(0R) =
∨

M∈R-Mod

α
G(M)
Im γM◦F (i0RM ).

3. ψγ(1R) =
∧

M∈R-Mod

ω
F (M)
ker γ0◦F (pM ), donde0 ∈ R-Mod ypM :M → 0.

4. ψγ(0R) =
∧

M∈R-Mod

ω
F (M)
kerγM

. Si γ es un monomorfismo natural, entonces

ψγ(0R) es un radical enS-pr.

DEMOSTRACIÓN.
1. Sea1R : R-Mod→ R-Mod el prerradical identidad. Entonces por 1, de la

Definición 3.1:

ϕγ(1R) =
∨

M∈R-Mod

αγM◦F (i1R(M)) =
∨

M∈R-Mod

αγM =
∨

M∈R-Mod

α
G(M)
Im γM

.

Si γ es un epimorfismo natural, entonces

ϕγ(1R) =
∨

M∈R-Mod

α
G(M)
G(M)

es un prerradical idempotente.
2. Sea0R : R-Mod→ R-Mod el prerradical cero. Entonces

ϕγ(0R) =
∨

M∈R-Mod

αγM◦F (i0R(M)) =
∨

M∈R-Mod

α
G(M)
Im γM◦F (i0RM )

3. Por la Definición 3.1:

ψγ(1R) =
∧

M∈R-Mod

ωγM/1RM◦F (p1R(M)) =
∧

M∈R-Mod

ω
F (M)
ker γ0◦F (pM ).
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4. Por la Definición 3.1:

ψγ(0R) =
∧

M∈R-Mod

ωγM/0RM◦F (p0R(M)) =
∧

M∈R-Mod

ωγM =
∧

M∈R-Mod

ω
F (M)
kerγM

,

dondep0R(M) :M →M . Si γ : F → G es un monomorfismo natural, entonces

ψγ(0R) =
∧

M∈R-Mod

ω
F (M)
0

es un radical.

Observacíon 3.8. En el Corolario 3.7 parte 2, siF es un un funtor que preserva
morfismos cero, entoncesϕγ(0R) = 0S . En particular, cuandoF es un prerradical
ó cuandoF es un funtor aditivo, también se tiene queϕγ(0R) = 0S .

En 3 del Corolario 3.7, siG es un funtor que preserva morfismos cero, entonces

ψγ(1R) =
∧

M∈R-Mod

ω
F (M)
F (M) = 1S .

A los prerradicalesϕγ(1R) y ψγ(0R), los denotaremos de la siguiente manera.

Notación. SeanF,G : R-Mod→ S-Mod funtores yγ : F → G una transfor-
mación natural. Denotaremos a los prerradicalesϕγ(1R) y ψγ(0R) como:

ϕγ(1R) = ε̂γ y ψγ(0R) = η̂γ .(38)

3.2. ϕγ y ψγ para transformaciones naturalesγ espećıficas
En esta sección veremos algunos ejemplos de morfismos entreretı́culas de

prerradicales asociados a ciertas transformaciones naturales que en particular invo-
lucren prerradicales.

Proposición 3.9. Seaσ ∈ R-pr y consideremos la transformación natural iσ :
σ →֒ 1R. Entoncesϕiσ(τ) = στ , paraτ ∈ R-pr.

DEMOSTRACIÓN. El resultado se sigue del Teorema 1.58 y de las Definiciones
2.48 y 3.1, puesto que paraτ ∈ R-pr:

ϕiσ(τ) =
∨

M∈R-Mod

α(iσ)M◦σ(iτM ) =
∨

M∈R-Mod

αiστ(M)
=

∨

M∈R-Mod

αMστ(M) = στ,

dondeiστ(M) : στ(M) →֒M . �

El siguiente resultado es el dual de la Proposición 3.9, en donde trabajamos
con el coprerradicalσ∗, el cual presentamos en la Definición 2.39.

Proposición 3.10. Seaσ ∈ R-pr y consideremos la transformación naturalpσ∗ :
1R → σ∗. Entoncesψpσ∗ (τ) = (τ : σ), paraτ ∈ R-pr.
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DEMOSTRACIÓN. Sea τ ∈ R-pr. Entonces, por la Definición 3.1,
ψpσ∗ (τ) =

∧

M∈R-Mod

ωpσ∗
(M/τM)

◦1(pτM ), dondepτM :M →M/τ(M). Luego, para

cadaM ∈ R-Mod, pσ∗
(M/τM)

: M/τ(M) → (M/τ(M))/σ(Mτ(M)). Por la De-

finición 1.62,σ(M/τ(M)) = (τ : σ)(M)/τ(M), por lo tantopσ∗
(M/τM)

◦1(pτM ) :

M →M/(τ : σ)(M). Ası́,

ψpσ∗ (τ) =
∧

M∈R-Mod

ωMker(pσ∗
(M/τM)

◦1(pτM ))
=

∧

M∈R-Mod

ωM(τ :σ)(M) = (τ : σ).

Donde la última igualdad se tiene del Teorema 1.58. Por lo tanto concluimos que
ψpσ∗ (τ) = (τ : σ). �

Observacíon 3.11. Seaσ ∈ R-pr. Notemos que de las Proposiciones 3.9 y 3.10,
se tienen respectivamente los operadores siguientes:

1. ϕiσ(−) : R-pr→ R-pr, tal queϕiσ(−) = σ·−.
2. ψpσ∗ (−) : R-pr→ R-pr, tal queψpσ∗ (−) = (−: σ).

Proposición 3.12. Seanρ, σ ∈ R-pr tal queρ � σ y consideremos la transforma-
ción naturaliρ,σ : ρ →֒ σ. Entoncesρτ � ϕiρ,σ(τ), paraτ ∈ R-pr.

DEMOSTRACIÓN. Seaτ ∈ R-pr. Entonces el resultado se obtiene de las Proposi-
ciones 3.3 y 3.9, puesto que:

ρτ = ϕiρ(τ) = ϕiσ◦iρ,σ(τ) � ϕiρ,σ(τ).

�

Para el dual de la Proposición 3.12, usaremos la siguiente transformación na-
tural:

Seanρ, σ ∈ R-pr, tal queρ � σ. Entonces definimos la transformación na-
tural pρ,σ : ρ∗ → σ∗ tal que para cadaM ∈ R-Mod consideramos el morfismo
pρ,σ(M)

: M/ρ(M) → M/σ(M), el cual existe por el Teorema del Factor usando
un diagrama similar a (18) de la Sección 2.1. Tales morfismoscumplen la condi-
ción de naturalidad para cada morfimo enR-Mod.

Proposición 3.13. Seanρ, σ ∈ R-pr tal queρ � σ y consideremos la transforma-
ción naturalpρ,σ : ρ∗ →֒ σ∗. Entonces(τ : σ) � ψpρ,σ(τ), paraτ ∈ R-pr.

DEMOSTRACIÓN. Seaτ ∈ R-pr. Por las Proposiciones 3.3 y 3.10 se tiene que

(τ : σ) = ψpσ∗ (τ) = ψpρ,σ◦pρ∗ (τ) � ψpρ,σ(τ).

�

Proposición 3.14. Seanσ, ρ ∈ R-pr tal queρ � σ y consideremos la transforma-
ción naturaliρ,σ : ρ →֒ σ. Entonces paraτ ∈ R-pr

ϕiρ,σ(τ) =
∧
{η ∈ R-pr | ρτ � ησ}
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DEMOSTRACIÓN. Seaτ ∈ R-pr. Por la Definición 3.1, se tiene queϕiρ,σ (τ) =∨

M∈R-Mod

α
σ(M)
ρ(τ(M)). Primero probemos queρτ � ϕiρ,σ(τ)σ. SeaK ∈ R-Mod.

Entonces por 3 del Teorema 1.63:

(ϕiρ,σ (τ)σ)(K) =
∨

M∈R-Mod

(α
σ(M)
ρ(τ(M))σ)(K)

≥ (α
σ(K)
ρ(τ(K))σ)(K) = α

σ(K)
ρ(τ(K))(σ(K)) ≥ 1σK(ρ(τ(K)))

ρ(τ(K))

donde1σK : σ(K)→ σ(K) es el morfismo identidad. De dondeρτ � ϕiρ,σ(τ)σ.

Por lo tanto
∧
{η ∈ R-pr | ρτ � ησ} � ϕiρ,σ(τ).

Para la otra desigualdad, probemos que para cadaM ∈ R-Mod se cumple que

α
σ(M)
ρ(τ(M))

�
∧
{η ∈ R-pr | ρτ � ησ}.(39)

SeanM,K ∈ R-Mod y η ∈ R-pr, tal queρτ � ησ. Se tiene que

α
σ(M)
ρ(τ(M))(K) =

∑
{f(ρ(τ(M))) | f : σ(M)→ K},

perof(ρ(τ(M))) ≤ f(η(σ(M))) ≤ η(M) puesto queη es unR-prerradical. Por

lo tantoασ(M)
ρ(τ(M)) � η para todaη ∈ R-pr tal queρτ � ησ, de donde se concluye

(39). Entonces

ϕiρ,σ(τ) =
∨

M∈R-Mod

α
σ(M)
ρ(τ(M)) �

∧
{η ∈ R-pr | ρτ � ησ}.

Concluimos queϕiρ,σ(τ) =
∧
{η ∈ R-pr | ρτ � ησ}, paraτ ∈ R-pr. �

Observacíon 3.15.

ϕiρ,σ(1R) =
∧
{η ∈ R-pr | ρ � ησ � σ}.

Proposición 3.16. Seanσ, ρ ∈ R-pr tal queρ � σ y consideremos la transforma-
ción naturalpρ,σ : ρ∗ → σ∗. Entonces paraτ ∈ R-pr

ψpρ,σ(τ) =
∨
{η ∈ R-pr | (ρ : η) � (τ : σ)}

DEMOSTRACIÓN. Seaτ ∈ R-pr. Por la Definición 3.1, tenemos queψpρ,σ(τ) =∧

M∈R-Mod

ω
M/ρ(M)
(τ :σ)(M)/ρ(M). Primero probaremos que

∨
{η ∈ R-pr | (ρ : η) � (τ : σ)} �

∧

M∈R-Mod

ω
M/ρ(M)
(τ :σ)(M)/ρ(M).

Para esto, mostraremos que
∨
{η ∈ R-pr | (ρ : η) � (τ : σ)} � ω

M/ρ(M)
(τ :σ)(M)/ρ(M),(40)

para todaM ∈ R-Mod.
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SeanM,K ∈ R-Mod y η ∈ R-pr, tal que(ρ : η) � (τ : σ). Se tiene que

ω
M/ρ(M)
(τ :σ)(M)/ρ(M)(K) =

⋂
{←−g ((τ : σ)(M)/ρ(M)) | g : K →M/ρ(M)}.

Para todag : K →M/ρ(M), tenemos queg(η(K)) ≤ η(M/ρ(M)), ası́ que

η(K) ≤ ←−g (η(M/ρ(M))) =←−g ((ρ : η)/ρ(M)) ≤ ←−g ((τ : σ)(M)/ρ(M)).

De lo anterior obtenemos queη(K) ≤ ω
M/ρ(M)
(τ :σ)(M)/ρ(M)(K). Por lo tanto

η � ω
M/ρ(M)
(τ :σ)(M)/ρ(M), para todaη ∈ R-pr, tal que(ρ : η) � (τ : σ). De donde, se

obtiene (40) y por tanto se conluye
∨
{η ∈ R-pr | (ρ : η) � (τ : σ)} � ψpρ,σ(τ).

Para la otra contención, seaτ ∈ R-pr y veamos que(ρ : ψpρ,σ(τ)) � (τ : σ).
SeaK ∈ R-Mod. Por 5 del Teorema 1.63:

(ρ : ψpρ,σ(τ))(K) =
∧

M∈R-Mod

(ρ : ω
M/ρ(M)
(τ :σ)(M)/ρ(M))(K) ≤ (ρ : ω

K/ρ(K)
(τ :σ)(K)/ρ(K))(K).

Se tiene queωK/ρ(K)
(τ :σ)(K)/ρ(K)(K/ρ(K)) ⊆ ←−g ((τ : σ)(K)/ρ(K)), para todag :

K/ρ(K) → K/ρ(K). De donde(ρ : ω
K/ρ(K)
(τ :σ)(K)/ρ(K))(K) ≤ (τ : σ)(K). Por lo

tanto,ψpρ,σ(τ) �
∨
{η ∈ R-pr | (ρ : η) � (τ : σ)}. Concluimos entonces:

ψpρ,σ(τ) =
∨
{η ∈ R-pr | (ρ : η) � (τ : σ)},

paraτ ∈ R-pr. �

Concluiremos esta sección con los morfismosϕ y ψ para un producto estrella
de transformaciones naturales. Para lo cual primero veamoslo siguiente:

SeanF,G : R-Mod → S-Mod y H,K : S-Mod → T -Mod funtores. Con-
sideremosδ : F → G y γ : H → K transformaciones naturales. Entonces, de
acuerdo a la Definición 1.29,γ ∗ δ : H ◦ F → K ◦ G tal que para cadaM ∈ R-
Mod, (γ ∗ δ)M : (H ◦ F )(M) → (K ◦ G)(M) se define como(γ ∗ δ)M :=
K(δM ) ◦ γF (M) = γG(M) ◦ H(δM ). Por la Definición 3.1 tenemos queϕγ∗δ :

R-pr → T -pr tal que paraτ ∈ R-pr ϕγ∗δ(τ) =
∨

M∈R-Mod

α(γ∗δ)M ◦(H◦F )(iτM ),

dondeiτM : τ(M) →֒M y se tiene el siguiente diagrama conmutativo:

(H ◦ F )(τ(M))
(γ∗δ)τM//

(H◦F )(iτM )
��

	

(K ◦G)(τ(M))

(K◦G)(iτM )
��

(H ◦ F )(M)
(γ∗δ)M

// (K ◦G)(M)

(41)
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Análogamente, paraτ ∈ R-pr, por la Definición 3.1 se sigue queψγ∗δ(τ) =∧

M∈R-Mod

ω(γ∗δ)M/τM ◦(H◦F )(pτM ), dondepτM : M → M/τ(M) y se tiene el si-

guiente diagrana conmutativo:

(H ◦ F )(M)
(γ∗δ)M //

(H◦F )(pτM )
��

	

(K ◦G)(M)

(K◦G)(pτM )
��

(H ◦ F )(M/τM)
(γ∗δ)M/τM

// (K ◦G)(M/τ(M))

.(42)

Teorema 3.17.SeanF : R-Mod→ S-Mod yH,K : S-Mod→ T -Mod funtores
tales queH preserva coproductos y epimorfismos. Seaγ : H → K una transfor-
macíon natural. Entoncesϕγ∗1F = ϕγ ◦ ϕ1F .

DEMOSTRACIÓN. Seaτ ∈ R-pr. Por la Definición 3.1:

ϕγ∗1F (τ) =
∨

M∈R-Mod

α(γ∗1F )M◦(H◦F )(iτM ),

donde(γ ∗ 1F )M = γF (M) por la Observación 1.30 y se tiene un diagrama como
en (41) conδ = 1F , dondeiτM : τ(M) →֒M . También de la Definición 3.1:

(ϕγ ◦ ϕ1F )(τ) = ϕγ(
∨

M∈R-Mod

α1F (M)◦F (iτM ))

= ϕγ(
∨

M∈R-Mod

αF (iτM )) =
∨

N∈S-Mod

αγN ◦H(iσN )

dondeiσN : σ(N) →֒ N y el S-prerradicalσ = ϕ1F (τ) =
∨

M∈R-Mod

αF (iτM ).

Probaremos primero que(ϕγ ◦ ϕ1F )(τ) � ϕγ∗1F (τ). Por lo que basta ver que

para todaN ∈ S-Mod,αγN◦H(iσN ) �
∨

M∈R-Mod

α(γ∗1F )M◦(H◦F )(iτM ). SeaN ∈ S-

Mod,L ∈ T -Mod y consideremos lo siguiente:

αγN◦H(iσN )(L) =
∑
{k(Im(γN ◦H(iσN ))) | k : K(N)→ L}

y

α(γ∗1F )M◦(H◦F )(iτM )(L) =
∑
{k′(Im(γF (M) ◦ (H ◦ F )(iτM )) | k′ : K(F (M))→ L}.
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Sea H = Hom(F (M), N). Por el Lema 2.51, existe un epimorfismo
g : (F (τ(M)))(H) → αF (iτM )(N) tal que el siguiente diagrama es conmutati-
vo para cadaf ∈ H:

(F (τ(M)))(H) g // //

	

αF (iτM )(N) �
� j // N

F (τ(M))
?�

if

OO

f

77♥♥♥♥♥♥♥♥♥♥♥♥

F (iτM )
��

F (M)

f

88qqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqq

	

dondeif es la inclusión natural en el coproducto(F (τ(M)))(H), f es la corres-
tricción del morfismof ◦ F (iτM ) a su imagen yj es la inclusión natural. Por la
propiedad universal del coproducto:

Im g = αF (iτM )(N) =
∑

H

f(Im F (iτM )).

SeaXN un conjunto deR-Mod tal que
∑

M∈R-Mod

αF (iτM )(N) =
∑

M∈XN

αF (iτM )(N).

SeaB = (F (τ(M)))(H). Por la propiedad universal del coproducto existe un único
homomorfismoh : B(XN ) →

∑

M∈XN

αF (iτM )(N), tal que para cadaM ∈ XN el

siguiente diagrama es conmutativo:

B(XN ) h // //
∑

M∈XN

αF (iτM )(N) �
� iσN // N

αF (iτM )(N)
1
�

i

BB✆✆✆✆✆✆✆✆✆✆

B
?�

ix

OO

g

66 66♠♠♠♠♠♠♠♠♠♠♠♠♠♠

F (τ(M))
?�

if

OO

F (iτM )
��

f

==③③③③③③③③③③③③③③③③③③③

F (M)

f

??⑧⑧⑧⑧⑧⑧⑧⑧⑧⑧⑧⑧⑧⑧⑧⑧⑧⑧⑧⑧⑧⑧⑧⑧⑧⑧⑧⑧⑧⑧⑧⑧⑧⑧⑧⑧⑧⑧⑧⑧⑧⑧⑧⑧⑧

(43)

dondeix es la inclusión natural en el coproductoB(XN ), i es la inclusión natural en∑

M∈XN

αF (iτM )(N), e Imh =
∑

M∈XN

αF (iτM )(N) =
∑

M∈XN

∑

H

f(Im F (iτM )).
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Seak : K(N) → L. Puesto que el funtorH preserva coproductos y epimor-
fismos, al aplicar el funtorH al diagrama (43) obtenemos el siguiente diagrama
conmutativo:

H(B(XN ))
H(h)

// // H(
∑

M∈XN

αF (iτM )(N))
H(iσN )

// H(N)
γN // K(N)

k // L

H(αF (iτM )(N))

H(i)

BB✆✆✆✆✆✆✆✆✆✆

H(B)

H(ix)

OO

H(g)

55 55❦❦❦❦❦❦❦❦❦❦❦❦❦❦❦

H(F (τ(M)))

H(if )

OO

HF (iτM )
��

H(f)

;;✇✇✇✇✇✇✇✇✇✇✇✇✇✇✇✇✇✇✇✇✇✇

HF (M)

H(f)

<<③③③③③③③③③③③③③③③③③③③③③③③③③③③③③③③③③③③③③③③③③③③③③③③③③③

γF (M)

��
KF (M)

K(f)

<<②②②②②②②②②②②②②②②②②②②②②②②②②②②②②②②②②②②②②②②②②②②②②②②②②②②②②②②②②②②②②②②②

De ahı́:

k(Im (γN ◦H(iσN ))) = (k ◦ γN ◦H(iσN ))[H(
∑

M∈XN

αF (iτM )(N))]

= (k ◦ γN ◦H(iσN ))[
∑

M∈XN

Im (H(i) ◦H(g))]

=
∑

M∈XN

(k ◦ γN ◦H(iσN ) ◦H(i))[Im H(g)]

=
∑

M∈XN

(k ◦ γN ◦H(iσN ) ◦H(i))[
∑

H

H(f)]

=
∑

M∈XN

∑

H

Im (k ◦ γN ◦H(iσN ) ◦H(i) ◦H(f))

=
∑

M∈XN

∑

H

Im (k ◦K(f) ◦ γF (M) ◦HF (iτM ))

=
∑

M∈XN

∑

H

(k ◦K(f))(Im (γF (M) ◦HF (iτM )))

≤
∑

M∈XN

α(γ∗1F )M◦(H◦F )(iτM )(L)

≤
∨

M∈R-Mod

α(γ∗1F )M◦(H◦F )(iτM )(L)
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Por lo tanto(ϕγ ◦ ϕ1F )(τ) � ϕγ∗1F (τ).
Ahora seaτ ∈ R-pr y veamos queϕγ∗1F (τ) � (ϕγ ◦ ϕ1F )(τ). Por lo que

probaremos queα(γ∗1F )M◦(H◦F )(iτM ) �
∨

N∈S-Mod

αγN◦H(iσN ) para cadaM ∈ R-

Mod.
SeaM0 ∈ R-Mod y consideremosN0 = F (M0) ∈ S-Mod. SeaH =

Hom(F (M0), N0) y L ∈ T -Mod. SeaX un conjunto enR-Mod tal queM0 ∈ X
y

∑

M∈R-Mod

αF (iτM )(N0) =
∑

M∈X

αF (iτM )(N0).

Procediendo de la misma manera que en la prueba de la otra desigualdad, para
k′ : K(F (M0)) → L se tiene un diagrama similar al anterior que es conmutativo
para cadaf ∈ H y en particular para el homomorfismo identidadf : F (M0) →
F (M0). Dicho diagrama es similar al anterior sustituyendoM porM0,N porN0,
k pork′ y XN porX. Entonces:

(k′ ◦K(f))(Im (γF (M0) ◦HF (iτM0))) = Im (k′ ◦ γN0 ◦H(iσN0) ◦H(i) ◦H(f))

= k′(Im (γN0 ◦H(iσN0) ◦H(h) ◦H(ix) ◦H(if )))

≤ k′(Im (γN0 ◦H(iσN0))) ≤ αγN0◦H(iσN0 )
(L)

≤
∨

N∈S-Mod

αγN◦H(iσN )(L).

Puesto queK preserva identidades, se tiene queK(f) = 1KF (M0) y ası́(k′ ◦
K(f)) = k′. Por lo tanto

k′(Im (γF (M0) ◦HF (iτM0))) ≤
∨

N∈S-Mod

αγN◦H(iσN )(L).

De ahı́ concluimos que para cadaM ∈ R-Mod:

α(γ∗1F )M◦(H◦F )(iτM ) �
∨

N∈S-Mod

αγN ◦H(iσN ).

Entoncesϕγ∗1F (τ) � (ϕγ ◦ ϕ1F )(τ). Por lo tantoϕγ∗1F = ϕγ ◦ ϕ1F . �

Teorema 3.18. SeanF : R-Mod → S-Mod yH,K : S-Mod → T -Mod fun-
tores tales queK preserva productos y monomorfismos. Seaγ : H → K una
transformacíon natural. Entoncesψγ∗1F = ψγ ◦ ψ1F .

DEMOSTRACIÓN. Seaτ ∈ R-pr. Primero probaremos,

ψγ∗1F (τ) � (ψγ ◦ ψ1F )(τ) = ψγ(ψ1F (τ)).

Por la Definición 3.1:

ψγ∗1F (τ) =
∧

M∈R-Mod

ω(γ∗1F )M/τM◦(H◦F )(pτM )(44)
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y se tiene un diagrama como en (42) conδ = 1F , dondepτM : M → M/τ(M).
Notemos que (44) usando el diagrama (42) es equivalente a:

ψγ∗1F (τ) =
∧

M∈R-Mod

ω(K◦F )(pτM)◦(γ∗1F )M

=
∧

M∈R-Mod

ω(K◦F )(pτM)◦(γ)F (M)
,

donde por la Observación 1.30,(γ ∗ 1F )M = (γ)F (M).
Seaσ = ψ1F (τ) ∈ S-pr. Entonces de la Definición 3.1 y del diagrama 33:

ψγ(ψ1F (τ)) = ψγ(σ) =
∧

N∈S-Mod

ωγ(N/σN)◦H(pσN )

=
∧

N∈S-Mod

ωK(pσN)◦γN

dondepσN : N → N/σ(N) y

σ(N) =
∧

M∈R-Mod

ω(1F )M/τM◦F (pτM )(N) =
∧

M∈R-Mod

ωF (M/τM)◦F (pτM)(N)

=
∧

M∈R-Mod

ωF (pτM)(N).

Entonces para probar que

∧

M∈R-Mod

ω(K◦F )(pτM)◦(γ)F (M)
�

∧

N∈S-Mod

ωK(pσN)◦γN ,

basta ver que para cadaN ∈ S-Mod, se tiene que

∧

M∈R-Mod

ω(K◦F )(pτM)◦(γ)F (M)
� ωK(pσN)◦γN .

SeaN ∈ S-Mod yL ∈ T -Mod. Entonces:

ω(K◦F )(pτM)◦(γ)F (M)
(L) =

⋂
{
←−
k′ (ker((K ◦F )(pτM ) ◦ γF (M))) | k

′ : L→ H(F (M))},

ωK(pσN)◦γN (L) =
⋂
{
←−
k (ker(K(pσN ) ◦ γN )) | k : L→ H(N)}

y

ωF (pτM)(N) =
⋂
{
←−
h (kerF (pτM ) | h : N → F (M)}.

SeaH = Hom(N,F (M)). Por la propiedad universal del producto existe un
único homomorfismof : N → (F (M/τM))H tal que el siguiente diagrama es
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conmutativo para cadah ∈ H:

(F (M/τM))H

ph
��

	

N
foo

lyyrr
rr
rr
rr
rr
r

h

��☎☎
☎☎
☎☎
☎☎
☎☎
☎☎
☎☎
☎☎
☎☎
☎

	

F (M/τM)

F (M)

F (pτM)

OO

dondeph es la proyección natural del producto(F (M/τM))H y l = F (pτM ) ◦ h.
También por la propiedad universal del producto:

kerf =
⋂

H

kerl =
⋂

H

ker(F (pτM ) ◦ h) =
⋂

H

←−
h (kerF (pτM ))

= ωF (pτM)(N).

SeaXN un conjunto deR-Mod tal que
⋂

M∈R-Mod

ωF (pτM)(N) =
⋂

M∈XN

ωF (pτM )(N).

SeaB = (F (M/τM))H. Por la propiedad universal del producto existe un único
homomorfismof ′ : N → BXN , tal que para cadaM ∈ XN el siguiente diagrama
es conmutativo:

(B)XN

pπ

��

N
f ′oo

f
zztt
tt
tt
tt
tt
t

l

��✞✞
✞✞
✞✞
✞✞
✞✞
✞✞
✞✞
✞✞
✞

h

��✎✎
✎✎
✎✎
✎✎
✎✎
✎✎
✎✎
✎✎
✎✎
✎✎
✎✎
✎✎

B

ph
��

F (M/τM)

F (M)

F (pτM)

OO

(45)

dondepπ es la proyección natural del productoBXN . También de la propiedad
universal del producto:

kerf ′ =
⋂

M∈XN

kerf =
⋂

M∈XN

ωF (pτM)(N) = σ(N).
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Seak : L → H(N). Puesto queN/σ(N) = N/kerf ′ ∼= Im f ′ →֒ BXN y
ya que el funtorK preserva productos y monomorfismos, al aplicar el funtorK al
diagrama (45) obtenemos el siguiente diagrama conmutativo:

K(N/σN)
� _

K(i)
��

K(BXN )

K(pπ)

��

K(N)
K(f ′)
oo

K(f)

ww♣♣♣
♣♣♣

♣♣♣
♣♣

K(l)

����
��
��
��
��
��
��
��
��
�

K(h)

��☛☛
☛☛
☛☛
☛☛
☛☛
☛☛
☛☛
☛☛
☛☛
☛☛
☛☛
☛☛
☛☛

K(PσN )
gg◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆

H(N)
γNoo

H(h)

��☎☎
☎☎
☎☎
☎☎
☎☎
☎☎
☎☎
☎☎
☎☎
☎☎
☎☎
☎☎
☎☎
☎☎
☎☎
☎☎
☎☎
☎☎
☎☎
☎

L
koo

K(B)

K(ph)
��

K(F (M/τM))

K(F (M))

K(F (pτM))

OO

H(F (M))

γF (M)

OO

dondei : N/σ(N) →֒ BXN .
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De ahı́:
←−
k (ker(K(pσN ) ◦ γN )) = ker(K(pσN ) ◦ γN ◦ k)

= ker(K(i) ◦K(pσN ) ◦ γN ◦ k)

= ker(K(f ′) ◦ γN ◦ k)

=
←−−−−−
(γN ◦ k)(kerK(f ′))

=
←−−−−−
(γN ◦ k)


 ⋂

M∈XN

kerK(f)




=
←−−−−−
(γN ◦ k)


 ⋂

M∈XN

⋂

H

kerK(l)




=
⋂

M∈XN

⋂

H

ker(K(l) ◦ γN ◦ k)

=
⋂

M∈XN

⋂

H

ker(KF (pτM ) ◦K(h) ◦ γN ◦ k)

=
⋂

M∈XN

⋂

H

ker(KF (pτM ) ◦ γF (M) ◦H(h) ◦ k)

=
⋂

M∈XN

⋂

H

←−−−−−−−
(H(h) ◦ k)(ker(KF (pτM ) ◦ γF (M)))

≥
⋂

M∈XN

ω(K◦F )(pτM)◦γF (M)
(L)

≥
∧

M∈R-Mod

ω(K◦F )(pτM )◦γF (M)
(L)

De ahı́ concluimos que para cadaN ∈ S-Mod,
∧

M∈R-Mod

ω(K◦F )(pτM )◦(γ)F (M)
(L) ≤ ωK(pσN)◦γN (L).

Por lo tantoψγ∗1F (τ) � (ψγ ◦ ψ1F )(τ).
Seaτ ∈ R-pr. Entonces veamos que(ψγ ◦ψ1F )(τ) � ψγ∗1F (τ). Basta ver que

para cadaM ∈ R-Mod:
∧

N∈S-Mod

ωK(pσN)◦γN � ω(K◦F )(pτM )◦(γ)F (M)
.

SeaM0 ∈ R-Mod y consideremosN0 = F (M0) ∈ S-Mod. SeaH = Hom(N0, F (M0))
y L ∈ T -Mod. SeaX un conjunto enR-Mod tal queM0 ∈ X y

⋂

M∈R-Mod

ωF (pτM)(N0) =
⋂

M∈X

ωF (pτM)(N0).

Análogamente a la prueba de la otra desigualdad, parak′ : L → H(F (M0))
se tiene un diagrama similar al anterior que es conmutativo para cadah ∈ H
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y en particular para el homomorfismo identidadh : F (M0) → F (M0). Dicho
diagrama es similar al anterior sustituyendoM por M0, N por N0, k por k′ y
XN porX. Puesto queH preserva identidades tenemos queH(h) = 1HF (M0) y
ası́(H(h) ◦ k′) = k′. Luego:
←−
k′ (ker(KF (pτM0) ◦ (γ)F (M0))) =

←−−−−−−−
(H(h) ◦ k′)(ker(KF (pτM0) ◦ (γ)F (M0)))

= ker(KF (pτM0) ◦ γF (M0) ◦H(h) ◦ k′)

= ker(K(l) ◦ γN0 ◦ k
′)

= ker(K(ph) ◦K(pπ) ◦K(i) ◦K(pσN0) ◦ γN0 ◦ k
′)

≥ ker(K(pσN0) ◦ γN0 ◦ k
′)

=
←−
k′ (ker(K(pσN0

) ◦ γN0))

≥ ωK(pσN0)◦γN0
(L)

≥
∧

N∈S-Mod

ωK(pσN )◦γN
(L)

De donde concluimos que para cadaM ∈ R-Mod:
∧

N∈S-Mod

ωK(pσN)◦γN (L) ≤ ω(K◦F )(pτM )◦(γ)F (M)
(L).

Entonces(ψγ ◦ψ1F )(τ) � ψγ∗1F (τ) y de las dos desigualdades llegamos al resul-
tado. �

3.3. Morfismos asociados a funtores
En la sección 3.1, definimos los morfismos de claposϕγ y ψγ conγ : F → G

una transformación natural. En esta sección trabajaremos con el caso particular
en el que la transforación natural es la identidad sobre un funtor en la categorı́a
R-Mod.

SeaF : R-Mod → S-Mod un funtor yγ = 1F : F → F la transformación
natural identidad sobreF . Entonces, paraτ ∈ R-pr por la Definición 3.1:

1.

ϕγ(τ) =
∨

M∈R-Mod

αγM◦F (iτM ) =
∨

M∈R-Mod

α1F (M)◦F (iτM )

=
∨

M∈R-Mod

αF (iτM ) = ϕF (τ)

dondeiτM : τ(M) →֒M es la inclusión natural.

2.

ψγ(τ) =
∧

M∈R-Mod

ωγ(M/τM)◦F (pτM ) =
∧

M∈R-Mod

ω1F (M/τM)◦F (pτM )

=
∧

M∈R-Mod

ωF (pτM) = ψF (τ)

dondepτM :M →M/τ(M) es la proyección natural.
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Observacíon 3.19. SeaF : R-Mod → S-Mod un funtor yγ = 1F : F → F
la transformacíon natural identidad sobreF . Entonces denotaremos aϕ1F y ψ1F
respectivamente como:

ϕF y ψF .

Observacíon 3.20. Del Teorema 2.46 se tiene que una adjunción 〈F,G〉, donde
F : R-Mod→ S-Mod yG : S-Mod→ R-Mod, induce una conexión de Galois
〈R-pr, ϕ, ψ, S-pr〉. Por el Teorema 2.54, se tiene que paraτ ∈ R-pr y σ ∈ S-pr:

ϕ(τ) =
∨

M∈R-Mod

αF (iτM ) y ψ(σ) =
∧

N∈S-Mod

ωG(pσN ).

Por otro lado, por la Observación 3.19 para los funtoresF y G se tienen los
morfismosϕF yψG. Aśı que notemos lo siguiente paraτ ∈ R-pr y σ ∈ S-pr:

1. ϕF (τ) =
∨

M∈R-Mod

αF (iτM ) = ϕ(τ)

2. ψG(σ) =
∧

N∈S-Mod

ωG(pσN ) = ψ(σ).

Es decir, la definicíon de los morfismosϕF yψG coincide con la definición que
teńıamos deϕ y ψ cuandoF es un funtor adjunto izquierdo deG, o bien, por la
Observacíon 2.55 cuandoF yG son funtores equivalentes.

Corolario 3.21. SeanF,G : R-Mod → S-Mod funtores yγ : F → G una
transformacíon natural. Entonces paraτ ∈ R-pr:

1. ϕγ(τ) � ϕF (τ), ϕγ(τ) � ϕG(τ)

2. ψγ(τ) � ψF (τ), ψγ(τ) � ψG(τ).

DEMOSTRACIÓN. 1. Seaδ = 1G : G → G la transformación natural identidad
sobreG y τ ∈ R-pr. Por la Proposición 3.3 y la Observación 3.19,obtenemos
ϕγ(τ) � ϕG(τ), puesto que:

ϕγ(τ) = ϕδγ(τ) � ϕδ(τ) = ϕG(τ).

Ahora, seaδ = 1F : F → F la transformación natural identidad sobreF . Análo-
gamente a lo anterior tenemos:

ϕγ(τ) = ϕγδ(τ) � ϕδ(τ) = ϕF .

2. La prueba de la parte 2 es dual a la de 1. �

Corolario 3.22. SeanF,G : R-Mod→ S-Mod funtores yγ : F → G un isomor-
fismo natural. Entonces

1. ϕγ = ϕF = ϕG

2. ψγ = ψF = ψG.
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DEMOSTRACIÓN. 1. Seaδ = 1G : G → G la transformación natural identidad
sobreG. Por el Corolario 3.5, tenemosϕγ = ϕG, puesto que:

ϕγ = ϕδγ = ϕδ = ϕG.

También, si ahoraδ = 1F : F → F es la transformación natural identidad sobre
F , obtenemos:

ϕγ = ϕγδ = ϕδ = ϕF .

Dualmente a lo anterior y usando el Corolario 3.6, se tiene laparte 2. �

Del Corolario 3.22 es inmediato que los morfismosϕF y ψF son los mismos
para todos los funtores isomorfos naturalmente aF .

Corolario 3.23. SeanF,F ′ : R-Mod → S-Mod funtores tales queF ∼= F ′.
Entonces

1. ϕF = ϕF ′ .
2. ψF = ψF ′ .

Corolario 3.24. Sea1R-Mod : R-Mod → R-Mod el funtor identidad,0R-Mod :
R-Mod→ S-Mod el funtor cero y1R-pr : R-pr → R-pr el morfismo identidad en
R-pr. Entonces:

1. ϕ1R-Mod = 1R-pr.
2. ψ1R-Mod = 1R-pr

3. ϕ0R-Mod = 0R-pr, donde0R-pr : R-pr → R-pr es el morfismo constante
cero.

4. ψ0R-Mod = 1R-pr, donde1R-pr : R-pr → R-pr es el morfismo constante
uno.

DEMOSTRACIÓN. Seaτ ∈ R-pr. Entonces:
1. ϕ1R-Mod(τ) =

∨

M∈R-Mod

α1R-Mod(iτM ) =
∨

M∈R-Mod

αiτM =
∨

M∈R-Mod

αMτM =

τ .
2. ψ1R-Mod(τ) =

∧

M∈R-Mod

ω1R-Mod(pτM ) =
∧

M∈R-Mod

ωpτM =
∧

M∈R-Mod

ωMτM =

τ .
3. ϕ0R-Mod(τ) =

∨

M∈R-Mod

α0R-Mod(iτM ) =
∨

M∈R-Mod

α0
0 = 0R, donde0R repre-

senta al elemento menor enR-pr.
4. ψ0R-Mod(τ) =

∧

M∈R-Mod

ω0R-Mod(pτM ) =
∧

M∈R-Mod

ω0
0 = 1R, donde1R repre-

senta al elemento mayor enR-pr. �

Corolario 3.25. SeaF : R-Mod→ S-Mod una equivalencia. Entonces:

1. ϕGF = ψGF = 1R-pr.
2. ϕFG = ψFG = 1S-pr.
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Donde el funtorG : S-Mod→ R-Mod cumple el Teorema 1.32,1R-pr, 1S-pr son el
morfismo identidad enR-pr y S-pr respectivamente.

DEMOSTRACIÓN. Puesto queF : R-Mod→ S-Mod es una equivalencia, existe
un funtorG : S-Mod→ R-Mod, tal queFG ∼= 1S-Mod y GF ∼= 1R-Mod. Entonces
por la Proposición 3.23 y el Corolario 3.24:

1. ϕGF = ϕ1R-Mod = 1R-pr. TambiénψGF = ψ1R-Mod = 1R-pr.
2. ϕFG = ϕ1S-Mod = 1S-pr. TambiénψFG = ψ1S-Mod = 1S-pr.

�

El siguiente resultado es consecuencia inmediata del Corolario 3.7.

Corolario 3.26. SeaF : R-Mod→ S-Mod un funtor. Entonces:

1. ϕF (1R) =
∨

M∈R-Mod

α
F (M)
F (M), es decir,ϕF (1R) es un prerradical idempo-

tente.
2. ϕF (0R) =

∨

M∈R-Mod

α
F (M)
ImF (i0RM ).

3. ψF (1R) =
∧

M∈R-Mod

ω
F (M)

kerF (pM )
, dondepM :M → 0.

4. ψF (0R) =
∧

M∈R-Mod

ω
F (M)
0 , es decir,ψF (0R) es un radical.

DEMOSTRACIÓN. Se sigue del Corolario 3.7 conγ = 1F la transformación natu-
ral identidad sobreF .

�

Observacíon 3.27.Nótese que se tiene un comentario similar al de la Observación
3.8 al considerarγ1F en el Corolario 3.26.

Considerandoγ = 1F la transformación natural identidad sobre el funtorF

en (38), tenemos a los prerradicalesε̂F = ϕF (1R) =
∨

M∈R-Mod

α
F (M)
F (M) y η̂F =

ψF (0R) =
∧

M∈R-Mod

ω
F (M)
0 .

Corolario 3.28. SeanF,F ′ : R-Mod → S-Mod funtores tales queF ∼= F ′.
EntonceŝεF = ε̂F ′ y η̂F = η̂F ′ .

DEMOSTRACIÓN. El resultado es inmediato del Corolario 3.23. �

Los siguientes resultados son consecuencia de los Teoremas3.17 y 3.18.

Teorema 3.29.SeanF : R-Mod→ S-Mod, G : S-Mod→ T -Mod funtores tales
queG preserva coproductos y epimorfismos. EntoncesϕGF = ϕG ◦ ϕF .
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DEMOSTRACIÓN. Seaγ = 1G la transformación natural identidad sobre el funtor
G. Notemos que para cadaM ∈ R-Mod por la Observación 1.30:

(γ ∗ 1F )M = (1G ∗ 1F )M = (1G)F (M) = 1G(F (M)) = (1G◦F )M .

Entonces por el Teorema 3.17 obtenemos el resultado:

ϕGF = ϕ1G◦F
= ϕγ∗1F = ϕγ ◦ ϕ1F = ϕG ◦ ϕF .

�

Teorema 3.30.SeanF : R-Mod→ S-Mod, G : S-Mod→ T -Mod funtores tales
queG preserva productos y monomorfismos. EntoncesψGF = ψG ◦ ψF .

DEMOSTRACIÓN. El resultado es inmediato del Teorema 3.18, considerandoγ =
1G. �

Observacíon 3.31.Notemos que siF : R-Mod→ S-Mod yG : S-Mod→ R-Mod
son funtores equivalentes, entoncesϕG = ψG y ϕF = ψF . Lo cual se tiene del
Corolario 3.25 y los Teoremas 3.29 y 3.30, ya que

ϕG ◦ ϕF = ϕGF = 1R-pr = ψGF = ψG ◦ ψF .

Cabe mencionar que del Teorema 2.22 y la Observación 3.20 tambíen se deduce el
resultado ya que en ese caso,ψG ◦ ϕF = 1R-pr.

Los siguientes teoremas son una generalización de la Proposiciones 2.52 y
2.53.

Teorema 3.32. SeanF,G : R-Mod → S-Mod funtores tales queF preserva
coproductos y epimorfismos. Seaγ : F → G una transformacíon natural yh :
N →M un morfismo enR-Mod. Entoncesϕγ(αh) = αγM◦F (h).

DEMOSTRACIÓN. Primero probaremos queϕγ(αh) � αγM◦F (h). Entonces por la
Definición 3.1:

ϕγ(αh) =
∨

M∈R-Mod

αγM◦F (iαhM ),

dondeiαhM : αh(M) →֒M y paraM ∈ R-Mod

αh(M) =
∑
{f(Im h) | f :M →M}

Entonces para probar que
∨

M∈R-Mod

αγM◦F (iαhM ) � αγM◦F (h), veremos que para

cadaM ∈ R-Mod
αγM◦F (iαhM ) � αγM◦F (h).

SeanM ∈ R-Mod yK ∈ S-Mod. Se tiene que

αγM◦F (h)(K) =
∑
{g(Im (γM ◦ F (h))) | g : G(M)→ K}
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y

αγM◦F (iαhM )(K) =
∑
{g′(Im (γM ◦ F (iαhM ))) | g′ : G(M)→ K}

SeaH = Hom(M,M). Por el Lema 2.51, existe un epimorfismog : N (H) →
αh(M) tal que el siguiente diagrama es conmutativo para cadaf ∈ H:

N (H) g // //

	

αh(M) �
� iαhM

// M

N
?�

if

OO

f

::✉✉✉✉✉✉✉✉✉✉

h
��
M

f

::✉✉✉✉✉✉✉✉✉✉✉✉✉✉✉✉✉✉✉✉✉✉✉

	

dondeif es la inclusión natural en el coproductoN (H), f es la correstricción del
morfismof ◦ h a su imagen. Por la propiedad universal del coproducto:

Im g = αh(N) =
∑

H

f(Im h).

Seag′ : G(M) → K. Puesto que el funtorF preserva coproductos y epimorfis-
mos, al aplicar el funtorF al diagrama anterior obtenemos el siguiente diagrama
conmutativo:

F (N (H))
F (g)

// // F (αhM)
F (iαhM )

// F (M)
γM // G(M)

g′ // K

F (N)
?�

F (if )

OO

F (f)

88rrrrrrrrrr

F (h)
��

F (M)

γM
��

F (f)

99rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

G(M)

G(f)

99sssssssssssssssssssssssssssssssssssssssss

(46)
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De ahı́:

g′(Im (γM ◦ F (iαhM ))) = (g′ ◦ γM ◦ F (iαhM )[F (αhM)]

= (g′ ◦ γM ◦ F (iαhM )

[∑

H

Im (F (f))

]

=
∑

H

Im (g′ ◦ γM ◦ F (iαhM ) ◦ F (f))

=
∑

H

Im (g′ ◦G(f) ◦ γM ◦ F (h))

=
∑

H

(g′ ◦G(f))(Im (γM ◦ F (h)))

≤ αγM◦F (h)(N)

Por lo que para cadaM ∈ R-Mod,αγM◦F (iαhM ) � αγM◦F (h).Entoncesϕγ(αh) �
αγM◦F (h).

Por otro lado, paraM ∈ R-Mod, N ∈ S-Mod y g : G(M) → K, tenemos
un Diagrama similar a (46) cong en lugar deg′, el cual es conmutativo para cada
f ∈ H y en particular para el morfismo identidadf :M →M . Entonces

g(Im (γM ◦ F (h))) = Im (g ◦ 1G(M) ◦ γM ◦ F (h))

= Im (g ◦ γM ◦ F (iαhM ) ◦ F (f))

≤ Im (g ◦ γM ◦ F (iαhM ))

≤ αγM◦F (iαhM )(N)

De donde,

αγM◦F (h) � αγM◦F (iαhM ) �
∨

M∈R-Mod

αγM◦F (iαhM ).

Por lo tanto,αγM◦F (h) � ϕγ(αh) y concluimos la igualdad. �

Teorema 3.33. SeanF,G : R-Mod → S-Mod funtores tales queG preserva
productos y monomorfismos. Seaγ : F → G una transformacíon natural yh :
M → N un morfismo enR-Mod. Entoncesψγ(ωh) = ωG(h)◦γM .

DEMOSTRACIÓN. Probaremos primero queψγ(ωh) � ωG(h)◦γM . Por el diagrama

(33) y la Definición 3.1,ψγ(ωh) =
∧

M∈R-Mod

ωG(pτM )◦γM , dondeτ = ωh y τM :

M →M/τ(M).
SeaM ∈ R-Mod y veamos queωG(h)◦γM � ωG(pτM )◦γM . SeaK ∈ S-Mod.

Entonces:

ωG(pτM )◦γM (K) =
⋂
{←−g (ker(G(pτM ) ◦ γM )) | g : K → F (M)},

ωG(h)◦γM (K) =
⋂
{←−g (ker(G(h) ◦ γM )) | g : K → F (M)}

= ∩{←−g (ker(γN ◦ F (h))) | g : K → F (M)}
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donde la última igualdad es por la naturalidad deγ en el morfismoh y

τ(M) =
⋂
{
←−
f (kerh) | f :M →M}.

SeaH = Hom(M,M). Por la propiedad universal del producto existe un único
l : M → (M/kerh)H tal que el siguiente diagrama es conmutativo para cada
f ∈ H:

(M/kerh)H

pf

��

M
loo

f ′zztt
tt
tt
tt
tt

f

��✝✝
✝✝
✝✝
✝✝
✝✝
✝✝
✝✝
✝✝
✝✝

M/kerh

M

ph

OO

h
��
N

(47)

dondepf es la proyección natural del producto(M/kerh)H y f ′ = ph◦f . También
por la propiedad universal del producto:

kerl =
⋂

H

kerf ′ =
⋂

H

ker(ph ◦ f) =
⋂

H

←−
f (kerh)

= τ(M)

Seag : K → F (M). Puesto queM/τ(M) = M/kerl ∼= Im l →֒ (M/kerh)H y
ya que el funtorG preserva productos y monomorfismos, al aplicar dicho funtoral
diagrama (47) obtenemos el siguiente diagrama conmutativo:

G(M/τM)
� _

G(i)
��

G((M/kerh)H)

G(pf )

��

G(M)
G(l)
oo

G(f ′)

ww♣♣♣
♣♣♣

♣♣♣
♣♣

G(f)

����
��
��
��
��
��
��
��
��
�

G(pτM )
gg◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆

F (M)
γMoo

F (f)

��✟✟
✟✟
✟✟
✟✟
✟✟
✟✟
✟✟
✟✟
✟

K
goo

G(M/kerh)

G(M)

G(ph)

OO

G(h)
��

F (M)γM
oo

F (h)
��

G(N) F (N)γN
oo
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dondei :M/τ(M) →֒ (M/kerh)H . Se tiene que kerG(ph) = kerG(h), ası́ que:
←−g (ker(G(pτM ) ◦ γM )) = ker(G(i) ◦G(pτM ) ◦ γM ◦ g)

=
←−−−−−
(γM ◦ g)(kerG(l))

=
←−−−−−
(γM ◦ g)

(⋂

H

ker(G(ph) ◦G(f))

)

=
←−−−−−−−−−−−
(G(F ) ◦ γM ◦ g)

(⋂

H

kerG(ph)

)

=
←−−−−−−−−−−−
(G(F ) ◦ γM ◦ g)

(⋂

H

kerG(h)

)

=
⋂

H

(γN ◦ F (h) ◦ F (f) ◦ g)

=
⋂

H

←−−−−−−−
(F (f) ◦ g)(ker(γN ◦ F (h))

⊇ ωG(h)◦γM (K)

Por lo tanto,ωG(pτM )◦γM (K) ≥ ωG(h)◦γM (K), de donde se concluye queψγ(ωh) �
ωG(h)◦γM .

La prueba de la otra desigualdad es similar y dual a la prueba de la segunda
parte del Teorema 3.32. Entoncesψγ(ωh) = ωG(h)◦γM .

Los siguientes corolarios son inmediatos de los Teoremas 3.32 y 3.33 respec-
tivamente, considerandoγ = 1F .

Corolario 3.34. Seah : N → M un morfismo enR-Mod,F : R-Mod→ S-Mod
un funtor que preserva coproductos y epimorfismos. EntoncesϕF (αh) = αF (h).

Corolario 3.35. Seah : M → N un morfismo enR-Mod,F : R-Mod→ S-Mod
un funtor que preserva productos y monomorfismos. EntoncesψF (ωh) = ωF (h).

3.4. Morfismos asociados a prerradicales y coprerradica-
les

En esta sección estudiaremos los morfismosϕF y ψF vistos en la sección an-
terior para el caso en el queF es un prerradical o un coprerradical. Algunos resul-
tados que presentamos al final de esta sección son la obtención de los operadores
de la Definición 1.81, ver [9], como imágenes de ciertos prerradicales bajo los
morfismosϕF oψF .

3.4.1. Obtencíon del Igualador
Proposición 3.36. Seanσ, τ ∈ R-pr. Entoncesστ � ϕσ(τ).
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DEMOSTRACIÓN. Seanσ, τ ∈ R-pr. Por la Proposición 3.12,ϕiσ,σ(τ) � στ .
Entonces

ϕσ(τ) = ϕ1σ (τ) = ϕiσ,σ(τ) � στ.

�

Observacíon 3.37. Nótese que siστ = τσ, entoncesϕσ(τ) � τ . Puesto que

ϕσ(τ) =
∨

M∈R-Mod

ασ(iτM ) y paraK ∈ R-Mod, tenemos

ασ(iτM )(K) =
∑
{f(Im σ(iτM )) | f : σ(M)→ K}

=
∑
{f(σ(τ(M))) = f(τ(σ(M))) | f : σ(M)→ K}

dondef(τ(σ(M))) ≤ τ(K), por serτ unR-prerradical.

Lema 3.38. Seaσ ∈ R-pr. Entoncese(σ) = ϕσ(1R).

DEMOSTRACIÓN. Es inmediato de la parte 1 del Corolario 3.26 y del inciso c) del
Teorema 1.82. �

Lema 3.39. Seaσ ∈ R-pr. Entoncesσ es un prerradical idempotente si y sólo si
ϕσ(τ) � σ para todaτ ∈ R-pr.

DEMOSTRACIÓN. Seaτ ∈ R-pr. Entoncesϕσ(τ) =
∨

M∈R-Mod

ασ(iτM ). Suponga-

mos queσ es un prerradical idempotente. SeaK ∈ R-Mod, ası́

ασ(iτM )(K) =
∑
{f(σ(τ(M)))|f : σ(M)→ K}.

Para cadaf : σ(M) → K por serσ un prerradical idempotente tenemos que
f(σ(M)) = f(σ(σ(M))) ≤ σ(K). Puesto queσ(τ(M)) ≤ σ(M) y de lo anterior
obtenemos quef(σ(τ(M))) ≤ σ(K). De donde,ϕσ(τ) � σ.

Por otro lado, supongamos queϕσ(τ) � σ para todaτ ∈ R-pr. Por lo que
considerandoτ = 1R, por el inciso a) del Teorema 1.82 y el Lema 3.38 tenemos:

e(σ) = ϕσ(1R) � σ � e(σ),

de dondeσ = e(σ). Ası́ que por el inciso b) del Teorema 1.82 concluimos queσ
es idempotente. �

Observacíon 3.40. Si σ es un prerradical idempotente, entonces por la Proposi-
ción 3.36 y el Lema 3.39:

σ = σ2 � ϕσ(σ) � σ.

De dondeϕσ(σ) = σ = e(σ).

El siguiente resultado es directo de la Proposición 3.14.

Proposición 3.41. Seanσ, τ ∈ R-pr. Entoncesϕσ(τ) =
∧
{η ∈ R-pr | στ �

ησ}.
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DEMOSTRACIÓN. El resultado se tiene de la Proposición 3.14, considerando la
transforamción naturaliσ,σ. �

La siguiente observación muestra que la descripción anterior deϕσ(τ) es una
buena descripción, pues evaluada en el prerradical1R obtenemos precisamente al
igualador deσ. Ver parte 1 de la Definición 1.81.

Observacíon 3.42.

ϕσ(1R) =
∧
{η ∈ R-pr | σ � ησ � σ} =

∧
{η ∈ R-pr | ησ = σ} = e(σ).

La siguiente observación es un resultado un tanto más general que el de la
Proposición 3.36.

Observacíon 3.43. Paraσ, τ ∈ R-pr, por la primera parte de la demostración de
la Proposicíon 3.14, se tiene queστ � ϕσ(τ)σ. De ah́ı y de las propiedades del
producto de prerradicales se tiene que:

στ � ϕσ(τ)σ � ϕσ(τ).

3.4.2. Obtencíon del Coigualador

Proposición 3.44. Seanσ, τ ∈ R-pr. Entoncesψσ∗(τ) � (τ : σ).

DEMOSTRACIÓN. Seanσ, τ ∈ R-pr. Por la Proposición 3.13,ψpσ,σ(τ) � (τ : σ).
Entonces

ψσ∗(τ) = ψ1σ∗ (τ) = ϕpσ,σ(τ) � (τ : σ).

�

Observacíon 3.45. Nótese que si(τ : σ) = (σ : τ), entoncesψσ∗(τ) � τ . Puesto

queψσ∗(τ) =
∧

M∈R-Mod

ωσ∗(pτM ) y paraK ∈ R-Mod, tenemos

ωσ∗(pτM )(K) =
⋂
{
←−
f (kerσ∗(pτM )) | f : K →M/σ(M)}

=
⋂
{
←−
f ((τ : σ)(M)/σ(M)) = f((σ : τ)(M)/σ(M)) | f : K →M/σ(M)}

=
⋂
{
←−
f (τ(M/σ(M))) | f : K →M/σ(M)}

dondef(τ(K)) ≤ τ(M/σ(M)), por serτ unR-prerradical. De ah́ı, para toda

f : K →M/σ(M) se tiene que
←−
f (τ(M/σ(M))) ≥ τ(K).

Lema 3.46. Seaσ ∈ R-pr. Entoncesc(σ) = ψσ∗(0R).

DEMOSTRACIÓN. Es inmediato de la parte 4 del Corolario 3.26 y del inciso g) del
Teorema 1.82. �

Lema 3.47. Seaσ ∈ R-pr. Entoncesσ es radical si y śolo si ψσ∗(τ) � σ para
todaτ ∈ R-pr.
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DEMOSTRACIÓN. Seaτ ∈ R-pr. Entoncesψσ∗(τ) =
∧

M∈R-Mod

ωσ∗(pτM ). Supon-

gamos queσ es radical. SeaK ∈ R-Mod, ası́

ωσ∗(pτM )(K) =
⋂
{
←−
f (ker(σ∗(pτM )) | f : K →M/σ(M)}

=
⋂
{
←−
f ((τ : σ)(M)/σ(M)) | f : K →M/σ(M).

Para cadaf : K → M/σ(M) por serσ un radical tenemos quef(σ(K)) ≤
σ(M/σ(M)) = 0, ası́ que

←−
f ((τ : σ)(M)/σ(M)) ≥

←−
f (0) ≥ σ(K).

De donde,ψσ∗(τ) � σ.
Por otro lado, supongamos queψσ∗(τ) � σ para todaτ ∈ R-pr. Ası́ que

considerandoτ = 0R, por el inciso e) del Teorema 1.82 y el Lema 3.46 tenemos:

c(σ) = ψσ∗(0R) � σ � c(σ),

de dondeσ = c(σ). Luego por el inciso f) del Teorema 1.82 concluimos queσ es
radical. �

Observacíon 3.48. Si σ es radical, entonces por la Proposición 3.44 y el Lema
3.47

σ = (σ : σ) � ψσ∗(σ) � σ.

De dondeψσ∗(σ) = σ = c(σ).

El siguiente resultado es consecuencia de la Proposición 3.16.

Proposición 3.49. Seaτ ∈ R-pr. Entoncesψσ∗(τ) =
∨
{η ∈ R-pr | (σ : η) �

(τ : σ)}.

DEMOSTRACIÓN. El resultado se tiene de la Proposición 3.16, considerando la
transforamción naturalpσ,σ. �

La siguiente observación muestra que la descripción anterior deψσ∗(τ) es una
buena descripción, pues evaluada en el prerradical0R obtenemos precisamente el
coigualador deσ. Ver parte 3 de la Definición 1.81.

Observacíon 3.50.

ψσ∗(0R) =
∨
{η ∈ R-pr | (σ : η) � (0R : σ)}

=
∨
{η ∈ R-pr | σ � (σ : η) � (0R : σ) = σ}

=
∨
{η ∈ R-pr | (σ : η) = σ} = c(σ).

La siguiente observación es un resultado un poco más general que la Proposi-
ción 3.44.
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Observacíon 3.51. Para σ, τ ∈ R-pr, por la segunda parte de la demostración
de la Proposicíon 3.16 tenemos que(σ : ψσ∗(τ)) � (τ : σ). De ah́ı y de las
propiedades del coproducto de prerradicales se tiene que:

ψσ∗(τ) � (σ : ψσ∗(τ)) � (τ : σ).

3.4.3. Obtencíon del Anulador

Lema 3.52. Seaσ ∈ R-pr. Entoncesa(σ) = ψσ(0R).

DEMOSTRACIÓN. Es inmediato de la parte 4 del Corolario 3.26 y del inciso d) del
Teorema 1.82. �

Proposición 3.53. Seanσ, τ ∈ R-pr. Entoncesψσ(τ) =
∨
{η ∈ R-pr | ησ �

σ ∧ τ}.

DEMOSTRACIÓN. Veamos primero queψσ(τ) es tal queψσ(τ)σ � σ ∧ τ . Sea
K ∈ R-Mod, usando 2 del Teorema 1.63 se sigue:

(ψσ(τ)σ)(K) =

( ∧

M∈R-Mod

ωσ(pτM )σ

)
(K)

=
∧

M∈R-Mod

(ωσ(pτM )σ)(K) ≤ ωσ(pτK)(σ(K)).

Pero

ωσ(pτK)(σ(K)) =
⋂
{
←−
f (ker(σ(pτK))) | f : σ(K)→ σ(K)}

≤
←−
f (ker(σ(pτK))) para todag : σ(K)→ σ(K).

De lo anterior se sigue en particular que

ωσ(pτK)(σ(K)) ≤
←−−−
1σ(K)(ker(σ(pτK)))

= ker(σ(pτK)) = σ(K) ∩ τ(K)

donde 1σ(K) : σ(K) → σ(K) es el morfismo identidad. De lo anterior
(ψσ(τ)σ)(K) ≤ σ(K)∩ τ(K). Por lo tantoψσ(τ) �

∨
{η ∈ R-pr | ησ � σ ∧ τ}.

Por otro lado veamos queη �
∧

M∈R-Mod

ωσ(pτM ) para todaη ∈ R-pr tal que

ησ � σ ∧ τ . Seaη ∈ R-pr con la propiedad anterior yM,K ∈ R-Mod. Se tiene
que para todaf : K → σ(M), f(η(K)) ≤ η(σ(M)) y:

←−
f (ker(σ(pτM ))) =

←−
f (σ(M) ∩ τ(M))

≥
←−
f (η(σ(M))) ≥ η(K)

De lo anteriorη � ωσ(pτM ) para todaM ∈ R-Mod, ası́ queη � ψσ(τ) para todaη
tal queησ � σ∧τ . De donde concluimos que

∨
{η ∈ R-pr | ησ � σ∧τ} � ψσ(τ).

Por lo tanto se sigue la igualdad. �
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Observacíon 3.54.

ψσ(0R) =
∨
{η ∈ R-pr | ησ � σ ∧ 0R} =

∨
{η ∈ R-pr | ησ � 0R}

=
∨
{η ∈ R-pr | ησ = 0R} = a(σ).

3.4.4. Obtencíon del Totalizador
Para finalizar este capı́tulo, mostramos una manera alternade cómo obtener el

totalizador como imagen del prerradical identidad bajo un morfismoϕ asociado a
un funtor, que en este caso, es un funtor inclusión como veremos en seguida.

Seaσ ∈ R-pr. Se tiene queσ(R) es un ideal bilateral deR, ver parte final
de la Subsección 1.4.1. Consideremos el funtor inclusión(funtor que olvida) de
la categorı́aR/σ(R)-Mod a la categorı́aR-Mod, uσ : R/σ(R)-Mod → R-Mod,
asociado aσ.

Proposición 3.55. Seaσ ∈ R-pr. Entoncest(σ) = ϕuσ(1R/σ(R)).

DEMOSTRACIÓN. Se sigue del inciso h) del Teorema 1.82 y de 1 del Corolario
3.26. �

Notemos que en el caso de los operadores, igualador, coigualador y anulador,
los morfismos entre retı́culas de prerradicales que evaluamos en ciertos prerradica-
les para obtenerlos, estan asociados a funtores que en particular son un prerradical
o un coprerradical. En el caso del totalizador el morfismoϕ esta asociado a un
funtor diferente a los que se usa en los otros tres casos, por lo tanto no se obtienen
resultados similares a ellos, por ejemplo, en el sentido de mostrar otra descripción
general del morfismoϕuσ .





Caṕıtulo 4

Morfismos entreR-pr y R/I-pr

En este capı́tulo dado un anilloR asociativo eI un ideal deR, estudiaremos la
relación que puede haber entre las retı́culasR-pr yR/I-pr. Para esto aplicaremos
la teorı́a que hemos desarrollado en los capı́tulos anteriores a ciertos funtores que
involucren a las categorı́asR-Mod y R/I-Mod, puesto que si tenemos una situa-
ción de adjunción entre dichas categorı́as tenemos una conexión de Galois entre las
retı́culasR-pr yR/I-pr y con base en esto podemos estudiar algunas caracterı́sti-
cas particulares de dichas retı́culas. Como casos especı́ficos consideraremos las
retı́culasZpn-pr conp primo,n > 1 y aprovechando algunas de sus caracterı́sticas
estudiaremos a la retı́culaZ-pr.

4.1. Conexíon de Galois entre las ret́ıculasR-pr y R/I-pr
Como ya hemos mencionado, trabajaremos con funtores que involucren a las

categorı́asR-Mod y R/I-Mod. Lo siguiente, nos servirá para definir los funtores
en los cuales nos enfocaremos.

SeaM ∈ R-Mod. EntoncesM/IM ∈ R/I-Mod, ya queI ≤ annR(M/IM),
donde annR(M/IM) = {r ∈ R | para todōx ∈M/IM, rx̄ ∈ IM} es el anulador
deM/IM enR ( [2], página 35 ).

Ahora bien, sif : M → N es un homomorfismo enR-Mod, se tienen las
siguientes sucesiones exactas cortas y el diagrama conmutativo:

0 // IM � � iIM //

f ′

��
	

M
π //

f

��
	

M/IM //

∃!f
��✤
✤
✤

0

0 // IN � �

iIN
// N

π′

// N/IN // 0

(48)

dondeiIM , iIN son las inclusiones canónicas yπ, π′ son las proyecciones canóni-
cas. La existencia delR/I-homomorfismof : M/IM → N/IN se sigue por el
Teorema del Factor puesto queπ′ ◦ f ◦ iIM = 0.

La siguiente definición introduce los funtores con lo que trabajeremos a lo
largo de este capı́tulo.

Definición 4.1. SeaI un ideal deR. Definimos los siguientes funtores:

1. FI : R-Mod→ R/I-Mod, tal que
i) FI(M) =M/IM para cadaM ∈ R-Mod.

ii) Sif :M → N es un homomorfismo enR-Mod , se defineFI(f) = f :
M/IM → N/IN , dondef se obtiene como en el párrafo anterior.
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2. GI : R/I-Mod→ R-Mod, dondeGI es el funtor inclusíon de la categoŕıa
R/I-Mod en la categoŕıa R-Mod.

Nos interesa conocer caracterı́sticas de las retı́culasR-pr y R/I-pr, para ello
veremos queFI es un funtor adjunto izquierdo deGI y ası́ poder usar los resultados
del Capı́tulo 2.2.

Proposición 4.2. SeanFI , GI , los funtores de la Definición 4.1. EntoncesFI :
R-Mod→ R/I-Mod es un funtor adjunto izquierdo deGI : R/I-Mod→ R-Mod.

DEMOSTRACIÓN. SeanM ∈ R-Mod yN ∈ R/I-Mod. Entonces por el Teorema
1.35 del Capı́tulo 1, vamos a probar que hay una biyección

ϕM,N : HomR/I(FI(M), N)→ HomR(M,GI(N)),

la cual es natural enM y N .
Para cadaf ∈ HomR/I(M/IM,N), definimos la función:

ϕM,N : HomR/I(M/IM,N)→ HomR(M,N)

comoϕM,N (f) = f ◦ π, dondeπ : M → M/IM es la proyección canónica.
Por otro lado, seag : M → N un homomorfismo enR-Mod y consideremos el
siguiente diagrama conmutativo:

0 // IM � � iIM // M
π //

g

��

M/IM

g′{{✇
✇
✇
✇
✇

�

N

dondeiIM es la inclusión canónica y la existencia delR/I-homomorfismog′ :
M/IM → N se sigue por el Teorema del Factor, puesto que, completando el
diagrama anterior como el diagrama (48) se tiene queg(IM ) ∈ IN = 0, es
decir,g ◦ iIM = 0. Entonces para cadag ∈ HomR(M,N), definimos la función
ψM,N : HomR(M,N) → HomR/I(M/IM,N) comoψM,N (g) = g′, dondeg′

es el único homomorfismo tal queg′ ◦ π = g. No es difı́cil ver que las funciones
ϕM,N y ψM,N son inversas entre sı́ y son naturales enM y N . �

De ahora en adelante siempre consideramemos un anillo asociativoR e I un
ideal deR y siempre usaremos los funtoresFI y GI de la Definición 4.1.

Por el Teorema 2.46 de la Sección 2.2 se tiene que la adjunci´on 〈FI , GI〉, indu-
ce una conexión de Galois〈R-pr, ϕI , ψI , R/I-pr〉, dondeϕI : R-pr → R/I-pr y
ψI : R/I-pr→ R-pr. Ası́ que para mencionar caracterı́sticas especı́ficasde dicha
conexión de Galois, primero veremos las descripciones deϕI y ψI en este caso. En
adelante, para referirnos a tal conexión de Galois, usaremos la siguiente notación
〈ϕI , ψI〉, ver la Observación 1.21.

Proposición 4.3. SeaI un ideal deR y sea〈ϕI , ψI〉 la conexíon de Galois indu-
cida por la adjuncíon 〈FI , GI〉. Entonces

1. Para cadaτ ∈ R-pr,ϕI(τ) = τ es la restriccíon deτ en losR/I-módulos.
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2. Para cadaσ ∈ R/I-pr, ψI(σ) = τ es la mayor extensión deσ en los
R-módulos. Ḿas áun, si τ es una extensión deσ en R-Mod, entonces
ψI(σ) = (αRI : τ).

DEMOSTRACIÓN. Seaτ ∈ R-pr yN ∈ R/I-Mod. Por la demostración del Teo-
rema 2.46 de la Sección 2.2, el diagrama para describirϕI : R-pr→ R/I-pr es el
siguiente:

N ✤ // GI(N)

FI

7−→

FIGI(N)
εN // N

τ(GI(N))
?�

i

OO

FI(τ(GI(N)))

FI(i)

OO

Im(εN ◦ FI(i))
?�

OO✤
✤
✤

donde en este caso,i : τN →֒ N es la inclusión canónica,FI(i) : τ(N)/Iτ(N)→
N/IN es la misma inclusión, es decir,FI(i) : τN →֒ N , puesto queIτ(N) =
IN = 0 y εN = N → N es el homomorfismo identidad. Entonces, por definición
deϕI , ϕI(τ)(N) := Im(εN ◦ FI(i)) = Im(FI(i)) = τ(N). Concluimos entonces
queϕI : R-pr→ R/I-pr se define para cadaτ ∈ R-pr como:

ϕ(τ) = τ ,

dondeτ ∈ R/I-pr tal queτ(N) = τ(N) paraN ∈ R/I-Mod. Es decir,τ es la
restricción deτ en losR/I-módulos.

Dualmente, seaσ ∈ R/I-pr yM ∈ R-Mod. De nuevo por el Teorema 2.46, el
diagrama para describirψI : R/I-pr→ R-pr es el que sigue:

M ✤ // FI(M)

GI

7−→

GIFI(M) M
ηMoo

σ(FI(M))
?�

j

OO

GI(σ(FI (M)))

GI(j)

OO

←−ηM (Im(GI(j)))
?�

OO✤
✤
✤

donde en este casoj : σ(M/IM) →֒ M/IM y GI(j) : σ(M/IM) →֒ M/IM
es la misma inclusión yηM : M 7→ M/IM . Entonces, por definición deψI ,
ψI(σ)(M) := ←−ηM (Im(GI(j))) = ←−ηM (σ(M/IM)). TambiénIM = kerηM ≤
ψI(σ)(M) y ψI(σ)(M)/IM = σ(M/IM). Notemos que siM ∈ R/I-Mod,
entoncesψI(σ)(M) = σ(M), es decir,ψI : R/I-pr → R-pr se define para cada
σ ∈ R/I-pr como:

ψI(σ) = τ,

dondeτ ∈ R-pr es una extensión deσ enR-Mod. Ahora por la Proposición 1.77,
αRI es unt-radical tal queαRI (M) = IM para cadaM ∈ R-Mod. Siτ ∈ R-pr es
una extensión deσ en losR-módulos, entonces

ψI(σ)(M)/αRI (M) = ψI(σ)(M)/IM = σ(M/IM) = τ(M/IM).

De ahı́ y por la Definición 1.62 del coproducto de prerradicales, se concluye que
ψI(σ) = (αRI : τ) � τ . �
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Como ya hemos visto, las descripciones deϕI y ψI de la conexión de Galois
inducida por la adjunción〈FI , GI〉 las obtuvimos usando los diagramas del Teore-
ma 2.46. Por otro lado, del Teorema 2.54, se tiene la siguiente descripción paraϕI
y ψI .

Corolario 4.4. SeaI un ideal deR y sea〈ϕI , ψI〉 la conexíon de Galois inducida
por la adjuncíon 〈FI , GI〉. Entonces

1. Para cadaτ ∈ R-pr, ϕI(τ) =
∨

M∈R-Mod

α
M/IM
(τ(M)+IM)/IM

2. Para cadaσ ∈ R/I-pr, ψI(σ) =
∧

N∈S-Mod

ωNσN

DEMOSTRACIÓN. 1. Seaτ ∈ R-pr. Entonces por el Teorema 2.54:

ϕI(τ) =
∨

M∈R-Mod

αFI (iτM ),

dondeiτM : τ(M) →֒ M es la inclusión canónica yFI(iτM ) : τ(M)/Iτ(M) →
M/IM . Por lo que

ϕI(τ) =
∨

M∈R-Mod

α
FI(M)
ImFI(iτM )

=
∨

M∈R-Mod

α
M/IM
(τM+IM)/IM

2. Seaσ ∈ R/I-pr. Entonces por el Teorema 2.54:

ψI(σ) =
∧

N∈R/I-Mod

ωGI(pσN ),

dondepσN : N → N/σ(N) es la proyección canónica yGI(pσN ) : N →
N/σ(N) es la misma proyección. Entonces

ψI(σ) =
∧

N∈R/I-Mod

ω
GI(N)

kerGI(pσN )

=
∧

N∈R/I-Mod

ωNσ(N)

�

Recordemos las siguientes propiedades que son consecuencia inmediata de la
conexión de Galois〈ϕI , ψI〉, inducida por la adjunción〈FI , GI〉.

Se tiene queψI ◦ϕI es un operador cerradura enR-pr yϕI ◦ψI es un operador
interior enR/I-pr. También por el Lema 1.19

ψI(1R/I) = 1R(49)

y

ϕI(0R) = 0R/I .(50)
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Es decir,1R es un elemento cerrado deR-pr y 0R/I es un elemento abierto de
R/I-pr, respectivamente.

En este caso, por 1 de la Proposición 4.3, el prerradical idempotenteσε definido
en el Corolario 2.58 es:

σε = ϕI(1R) = 1R/I .(51)

y por 3 del Corolario 2.58,1R/I = ϕI(1R) es el mayor abierto enR/I-pr.
De manera similar, por 2 de la Proposición 4.3, el radicalτη = ψI(0R/I )

definido en el Corolario 2.58 es la mayor extensión del prerradical 0R/I en los
R-módulos. Ası́ que para cadaM ∈ R-Mod por la prueba de la Proposición 4.3
tenemos:

ψI(0R/I )(M)/IM = 0R/I(M/IM) = 0R/I-Mod,

de dondeψI(0R/I )(M) = IM = αRI (M), es decir, en ese casoτη = αRI . De ahı́ y
del Corolario 4.4, observamos lo siguiente:

αRI = ψI(0R/I ) =
∧

N∈R/I-Mod

ω
G(N)
0 =

∧

N∈R/I-Mod

ωN0 .(52)

Obteniendo de esta manera una descripción para elt-radicalαRI y de 6 del Corola-
rio 2.58, sabemos queαRI = ψI(0R/I ) es el menor cerrado enR-pr.

Las siguientes proposiciones describen a los operadores cerradura e interior de
la conexión de Galois〈ϕI , ψI〉.

Proposición 4.5. ϕI ◦ ψI = IdR/I-pr. Por lo tantoψI es inyectiva yϕI es sobre.

DEMOSTRACIÓN. Seaσ ∈ R/I-pr y probemos que(ϕI ◦ ψI)(σ) = σ. Entonces,
para cadaN ∈ R/I-Mod por la Proposición 4.3, se tiene queϕI(ψI(σ))(N) =
ψI(σ)(N). PeroψI(σ) ∈ R-pr, por la prueba de la Proposición 4.3, es tal que
ψI(σ)(N)/IN = σ(N/IN) y puesto queN ∈ R/I-Mod obtenemos que
ψI(σ)(N) = σ(N). Por lo tantoϕI ◦ ψI = IdR/I-pr, de donde se concluye queψI
es inyectiva yϕI es sobre. �

Ya queψI es inyectiva, notemos que cadaσ ∈ R/I-pr es un elemento abierto
respecto al operador interiorϕI ◦ ψI . También se sigue que la imagen deψI es
isomorfa como clase ordenada aR/I-pr = ImϕI .

Proposición 4.6. Seaτ ∈ R-pr. Entonces(ψI ◦ ϕI)(τ) = (αRI : τ).

DEMOSTRACIÓN. Seaτ ∈ R-pr. Entonces(ψI ◦ ϕI)(τ) = ψI(ϕI(τ)) = ψI(σ),
dondeϕI(τ) = σ y por la Proposición 4.3,σ es la restricción deτ a losR/I-módu-
los. Es decir,τ es una extensión deσ. De nuevo por la Proposición 4.3, concluimos
que

ψI(ϕI(τ)) = ψI(σ) = (αRI : τ)

�
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De la Proposición 4.6 y puesto queψI ◦ ϕI es un operador cerradura enR-pr,
se deduce que(αRI : −) : R-pr → R-pr es un operador cerradura. El siguiente
resultado es una generalización de lo dicho anteriormente.

Proposición 4.7. Seaτ ∈ R-rad. Entonces(τ : −) : R-pr→ R-pr es un operador
cerradura. Tambíen(− : τ) : R-pr→ R-pr es un operador cerradura.

DEMOSTRACIÓN. Seaτ ∈ R-rad. Entonces por la Definición 1.11 del Capı́tulo 1,
probaremos que(τ : −) es un morfismo de clapos inflatoria y un operador idempo-
tente. Por las propiedades del coproducto de prerradicaleses claro que(τ : −) es
un morfismo de clapos inflatoria. Veamos ahora que es un operador idempotente.
Seaσ ∈ R-pr, puesto queτ ∈ R-rad y el coproducto es asociativo se tiene que

(τ : (τ : σ)) = ((τ : τ) : σ) = (τ : σ).

Por lo tanto concluimos que(τ : −) es un operador cerradura. Análogamente se
prueba que(− : τ) es un operador cerradura. �

Dualmente tenemos la siguiente proposición.

Proposición 4.8. Seaτ ∈ R-idem. Entonces(τ · ) : R-pr→ R-pr es un opera-
dor interior. Tambíen( · τ) : R-pr→ R-pr es un operador interior.

DEMOSTRACIÓN. La prueba es totalmente dual a la demostración de la Proposi-
ción 4.7. �

El morfismoϕI preserva el producto y el coproducto de prerradicales como
veremos enseguida.

Proposición 4.9. Sea〈ϕI , ψI〉, la conexíon de Galois inducida por la adjunción
〈FI , GI〉. EntoncesϕI preserva productos y coproductos. Es decir, para cada
τ1, τ2 ∈ R-pr

1. ϕI(τ1τ2) = ϕI(τ1)ϕI(τ2).
2. ϕI(τ1 : τ2) = (ϕI(τ1) : ϕI(τ2))

DEMOSTRACIÓN. Seanτ1, τ2 ∈ R-pr yN ∈ R/I-Mod. Entonces por la Proposi-
ción 4.3 y puesto queϕI(τ2)(N) ∈ R/I-Mod, se tiene lo siguiente:

ϕI(τ1τ2)(N) = (τ1τ2)(N) = τ1(τ2(N)) = τ1(ϕI(τ2)(N)) = ϕI(τ1)(ϕI(τ2)(N))

= (ϕI(τ1)ϕI(τ2))(N).

Por lo tantoϕI(τ1τ2) = ϕI(τ1)ϕI(τ2).
Probemos ahora queϕI(τ1 : τ2) = (ϕI(τ1) : ϕI(τ2)). Por la Proposición 4.3

y la Definición 1.62 del coproducto de prerradicales, se sigue que:

ϕI(τ1 : τ2)(N)/ϕI (τ1)(N) = (τ1 : τ2)(N)/τ1(N) = τ2(N/τ1(N))

= ϕI(τ2)(N/τ1(N)) = ϕI(τ2)[N/ϕI (τ1)(N)].

Por lo tantoϕI(τ1 : τ2) = (ϕI(τ1) : ϕI(τ2)). Concluimos entonces queϕI preser-
va productos y coproductos. �
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Observacíon 4.10. Recordemos que de la Proposición 2.56 parte 2, para la cone-
xión de Galois entreR-pr yS-pr inducida por una situación de adjuncíon entre las
categoŕıas de ḿodulos respectivas, la asignación ϕ : R-pr → S-pr preserva pre-
rradicales idempotentes. Como consecuencia de dicho resultado, la asignacíonϕI
de la conexíon de Galois〈ϕI , ψI〉, preserva prerradicales idempotentes, es decir,
si τ ∈ R-idem, entoncesϕI(τ) ∈ R/I-idem.

Notemos que tal resultado, también se puede obtener de la Proposición 4.9,
parte 1.

Corolario 4.11. Sea〈ϕI , ψI〉, la conexíon de Galois inducida por la adjunción
〈FI , GI〉. EntoncesϕI preserva radicales. Es decir, siτ es un radical, entonces
ϕI(τ) es un radical.

DEMOSTRACIÓN. La prueba es inmediata de la Proposición 4.9, parte 2. �

Los siguientes corolarios son consecuencia de la Proposición 4.9.

Corolario 4.12. Si en←−ϕI(σ) hay prerradicales idempotentes conσ ∈ R/I-pr,
entoncesσ es un prerradical idempotente.

DEMOSTRACIÓN. Seaτ ∈ ←−ϕI(σ) un prerradical idempotente. Entonces

σ = ϕI(τ) = ϕI(τ
2).

Ası́ que de la igualdad anterior y por la Proposición 4.9 parte 1, se tiene que

σ = ϕI(τ)ϕI(τ) = σ σ = σ2.

Por lo tantoσ es idempotente. �

Corolario 4.13. Seaσ ∈ R/I-pr. Entonces,σ es radical si y śolo si en←−ϕI(σ) hay
radicales.

DEMOSTRACIÓN. Seaσ ∈ R/I-pr radical. Por la Proposición 4.5, tenemos
ϕI(ψI(σ)) = σ. Es decir,ψI(σ) ∈

←−ϕI(σ) y por 4 de laProposición 2.56,ψI(σ) es
radical.

Por otro lado si en←−ϕI(σ) hay radicales, análogamente a la prueba del Corolario
4.12, se concluye queσ es radical. �

4.2. Particiones deR-pr inducidas por un ideal I deR
En esta sección describiremos las imágenes inversas del morfismoϕI como

intervalos deR-pr, las cuales inducen particiones de la retı́culaR-pr que dependen
del idealI al considerar el anilloR/I. Introduciremos otra conexión de Galois y
veremos que los extremos de los intervalos inducidos por←−ϕI(σ) conσ ∈ R/I-pr,
son el resultado de aplicar ciertos morfismos que son parte delas conexiones de
Galois que veremos en este trabajo.

La siguiente proposición describe a las imágenes inversas del morfismoϕI co-
mo intervalos deR-pr. En esta descripción aparece el prerradicalt(αRI ), ver Lema
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1.83 parte 1. Antes de enunciar dicha proposición, veamos la siguiente observa-
ción.

Observacíon 4.14.

1. Notemos que siN ∈ R/I-Mod, entoncesϕI(t(αRI ))(N) = t(αRI )(N) =

N , es decir,ϕI(t(αRI )) = 1R/I .
2. Tambíen por el Lema 1.83 parte 2,αRI = a(t(αRI )), de ah́ı y de la Defini-

ción 1.81 del anulador de un prerradicalαRI t(α
R
I ) = a(t(αRI ))t(α

R
I ) = 0.

Proposición 4.15. Sea〈ϕI , ψI〉, la conexíon de Galois inducida por la adjunción
〈FI , GI〉. Seaσ ∈ R/I-pr. Entonces←−ϕI(σ) = [ψI(σ)t(α

R
I ), ψI(σ)].

DEMOSTRACIÓN. Seaτ ∈ R-pr tal queτ ∈ [ψI(σ)t(α
R
I ), ψI(σ)]. Entonces

ψI(σ)t(α
R
I ) � τ � ψI(σ). Por la demostración del Teorema 2.46,ϕI preserva or-

den, ası́ queϕI(ψI(σ)t(αRI )) � ϕI(τ) � ϕI(ψI(σ)), de ahı́ y de las Proposiciones
4.5 y 4.9 obtenemos que

(53) σϕI(t(α
R
I )) � ϕI(τ) � σ.

Por la Observación 4.14 parte 1,ϕI(t(αRI )) = 1R/I , por lo tanto la desigualdad
(53) se reduce aσ � ϕI(τ) � σ y entoncesϕI(τ) = σ.

Por otro lado seaτ ∈ R-pr, tal queϕI(τ) = σ. Por la Proposición 4.6, el
Teorema 1.63 parte 6 que dice que el coproducto es distributivo por la derecha y la
Observación 4.14 parte 2, se tiene:

ψI(σ)t(α
R
I ) = ψI(ϕI(τ))t(α

R
I ) = (αRI : τ)t(αRI ) � (αRI t(α

R
I ) : τt(α

R
I ))(54)

=(0 : τt(αRI )) = τt(αRI ).

De donde
ψI(σ)t(α

R
I ) � τt(α

R
I ) � τ � (αRI : τ) = ψI(σ)

Por lo tanto←−ϕI(σ) = [ψI(σ)t(α
R
I ), ψI(σ)]. �

Los intervalos que aparecen en la Proposición 4.15, se pueden describir de otra
manera, a saber, en términos de un elemento de dicho intervalo y en donde los
extremos son el producto y el coproducto de ciertos prerradicales como veremos
en la siguiente proposición.

Proposición 4.16. Sea〈ϕI , ψI〉, la conexíon de Galois inducida por la adjunción
〈FI , GI〉. Siτ ∈ ←−ϕI(σ), conσ ∈ R/I-pr, entonces←−ϕI(σ) = [τt(αRI ), (α

R
I : τ)]

DEMOSTRACIÓN. Seaτ ∈ ←−ϕI(σ). Entonces por (54) de la demostración de la
Proposición 4.15,ψI(σ)t(αRI ) � τt(αRI ). Puesto queτ � (αRI : τ) y por la
Proposición 4.6, obtenemosτt(αRI ) � (αRI : τ)t(αRI ) = ψI(σ)t(α

R
I ). De donde,

ψI(σ)t(α
R
I ) = ταRI . Luego, por la Proposiciones 4.6 y 4.15
←−ϕI(σ) = [ψI(σ)t(α

R
I ), ψI(σ)] = [τt(αRI ), ψI(ϕI(τ))]

= [τt(αRI ), (α
R
I : τ)].
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�

Los siguientes resultados son consecuencia de la Proposición 4.15.

Corolario 4.17. ←−ϕI(0R/I ) = [0R, α
R
I ].

DEMOSTRACIÓN. De la ecuación (52) y la Proposición 4.15 tenemos que
←−ϕI(0R/I ) = [ψI(0R/I )t(α

R
I ), ψI(0R/I )] = [αRI t(α

R
I ), α

R
I ].

Luego, por la Observación 4.14 parte 2, se concluye que←−ϕI(0R/I) = [0R, α
R
I ]. �

Del Corolario 4.17, notemos queϕI(αRI ) = 0R/I .

Corolario 4.18. ←−ϕI(1R/I ) = [t(αRI ), 1R].

DEMOSTRACIÓN. Por la Proposición 4.15 se tiene que
←−ϕI(1R/I) = [ψI(1R/I )t(α

R
I ), ψI(1R/I )].

De la ecuación (49),ψI(1R/I) = 1R, por lo tanto concluimos que←−ϕI(1R/I ) =

[t(αRI ), 1R]. �

Del corolario 4.18, observamos queϕI(t(αRI )) = 1R/I .

La siguiente proposición coincide con la descripción de la Proposición 4.16.
Es decir, los extremos superiores de los intervalos que resultan de las imágenes
inversas bajoϕI , son elementos cerrados.

Proposición 4.19. Sea〈ϕI , ψI〉, la conexíon de Galois inducida por la adjunción
〈FI , GI〉. Seaγ ∈ ←−ϕI(σ) = [ψI(σ)t(α

R
I ), ψI(σ)] con σ ∈ R/I-pr. Entonces

ψI(σ) es la cerradura deγ, respecto al operador cerraduraψI ◦ ϕI .

DEMOSTRACIÓN. Seaγ ∈ [ψI(σ)t(α
R
I ), ψI(σ)]. EntoncesϕI(γ) = σ. Puesto

queψI ◦ ϕI es un operador cerradura obtenemos lo siguiente

γ ≤ (ψI ◦ ϕI)(γ) = ψI(ϕI(γ)) = ψI(σ).

Por la Definición 1.12, concluimos queψI(σ) es la cerradura deγ. �

También, puesto quet(αRI ) es un prerradical idempotente, por la Proposición
4.8 observamos que los extremos inferiores de los intervalos son elementos abiertos
respecto al operador interior( · t(αRI )).

Notemos que por la Observación 1.52 y el Lema 1.84, la traza con respecto
al R-móduloR/I esαR/IR/I = t(αRI ). Por lo que, por la Proposición 4.15 para

σ ∈ R/I-pr,←−ϕI(σ) = [ψI(σ)α
R/I
R/I , ψI(σ)].

Observacíon 4.20. Por la Proposicíon 4.3, siτ ∈ R-pr, entoncesϕI(τ) = σ es
la restriccíon deτ a losR/I-módulos, o bien,τ es una extensión deσ a losR-
módulos, aśı que←−ϕI(σ) es la clase de todos los prerradicales que son extensión

deσ a losR-módulos. Por la Proposicíon 4.16,ταR/I
R/I

y (αRI : τ) son la menor
y mayor extensión respectivamente deσ a losR-módulos, lo cúal coincide con la
Proposicíon 4.3, parte 2.



106 4. MORFISMOS ENTRER-PR YR/I-PR

Los intervalos←−ϕI(σ), con σ ∈ R/I-pr forman una partición deR-pr. Esta
partición coincide con la partición deR-pr dada por una clase de módulos, como
veremos en lo que sigue. Recordemos de la Sección 1.4.2 del Capı́tulo 1, que[τ ]C ,
denota la clase de equivalencia deτ ∈ R-pr respecto a una claseC ⊆ R-Mod.

SeaI un ideal deR y consideremos la claseCI de todos losR-módulos que
son anulados porI, es decir,

CI = {M ∈ R-Mod | IM = 0}.(55)

Notemos que la claseCI es la de losR/I-módulos, vista como subcategorı́a de
R-Mod. La clase de equivalencia de[τ ]CI con τ ∈ R-pr, es la clase de todos los
prerradicales cuya restricción a losR/I-módulos es igual a la deτ .

Proposición 4.21. Seaσ ∈ R/I-pr tal queϕI(τ) = σ, para ciertaτ ∈ R-pr.
Entonces[τ ]CI =←−ϕI(σ).

DEMOSTRACIÓN. Seaσ ∈ R/I-pr. Entonces por la Proposición 4.5, existeτ ∈ R-
pr tal queϕI(τ) = σ. Seaτ1 ∈ R-pr tal queτ1 ∈ [τ ]CI . Entonces por la Definición
1.85, para todoM ∈ CI , τ1(M) = τ(M) y por la definición deϕI :

ϕI(τ1)(M) = τ1(M) = τ(M) = ϕI(τ)(M).

De donde,ϕI(τ1)(M) = σ(M). Es decir,τ1 ∈
←−ϕI(σ). Por otro lado, siτ1 ∈

←−ϕI(σ), entoncesϕI(τ1) = σ = ϕI(τ). Ası́ que para todoN ∈ R/I-Mod:

τ1(N) = ϕI(τ1)(N) = ϕI(τ)(N) = τ(N),

de donde concluimos queτ1 ∈ [τ ]CI . Por lo tanto[τ ]CI =←−ϕI(σ). �

De aquı́ en adelante, denotaremos a la clase de equivalenciadeτ ∈ R-pr con
respecto a la claseCI ⊆ R-Mod, vista en (55), dondeI es un ideal fijo deR, como:

[τ ]I = [τ ]CI .

Por la Proposición 1.87 del Capı́tulo 1 y las Proposiciones4.16, 4.21, tenemos
varias maneras para describir a los intervalos que inducen las imágenes inversas de
ϕI o bien las clases de equivalencia deR-pr, respecto a la claseCI como vemos a
continuación.

Seaτ ∈ ←−ϕI(σ), conσ ∈ R/I-pr. Entonces

[τt(αRI ), (α
R
I : τ)] =←−ϕI(σ) = [τ ]I =


 ∨

M∈CI

αMτM ,
∧

M∈CI

ωMτM


(56)

=


 ∨

M∈R/I-Mod

αMσM ,
∧

M∈R/I-Mod

ωMσM


 .

En la última igualdadσ ∈ R/I-pr, por lo que consideramos aM un R/I-
módulo, puesto queM ∈ CI .
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Observando la Proposición 4.15 y lo anterior notamos que
ψI(σ) =

∧

M∈R/I-Mod

ωMσM , lo cual coincide con la definición de tal morfismo. Del

mismo modo

ψI(σ)t(α
R
I ) = ψI(σ)α

R/I
R/I =

∨

M∈R/I-Mod

αMσM ,(57)

lo cual nos induce a pensar que el extremo inferior del intervalo es el resultado de
aplicar un morfismo inducido por un funtor. De hecho, como ya habı́amos notado
antes por la Proposición 4.8,( · α

R/I
R/I) es un operador interior que corresponde a

cierta conexión de Galois.
SeaHI : R-Mod→ R/I-Mod el funtor definido para cadaM ∈ R-Mod como

HI(M) = α
R/I
R/I(M) = annI(M) y GI : R/I-Mod→ R-Mod, el funtor inclusión

de la categorı́aR/I-Mod en la categorı́aR-Mod, visto en la Definición 4.1.

Proposición 4.22. El funtorGI es un funtor adjunto izquierdo deHI : R-Mod→
R/I-Mod.

DEMOSTRACIÓN. SeanM ∈ R-Mod yN ∈ R/I-Mod. Entonces por el Teorema
1.35 del Capı́tulo 1, vamos a probar que hay una biyección

ϕN,M : HomR(GI(N),M)→ HomR/I(N,HI(M)),

la cual es natural enN y M .
Para cadaf ∈ HomR(N,M), definimos la funciónϕN,M : HomR(N,M) →

HomR/I(N,α
R/I
R/I (M)) comoϕN,M (f) = g, dondeg : N → α

R/I
R/I (M) se define

para cadan ∈ N comog(n) = f(n), la cual esta bien definida puesto quef(n) ∈

α
R/I
R/I = t(αRI )(M).

Ahora para cadag ∈ HomR/I(N, t(α
R
I )(M)), definimos la funciónψN,M :

HomR/I(N, t(α
R
I )(M)) → HomR(N,M) comoψN,M (g) = it ◦ g, dondeit :

t(αRI )(M) →֒ M . No es difı́cil ver que las funcionesϕN,M y ψN,M son inversas
entre sı́ y son naturales enM y N . �

Por el el Teorema 2.46 de la Sección 2.2, se tiene que la adjunción 〈GI ,HI〉
induce una conexión de Galois〈R/I-pr, ζI , ξI , R-pr〉. Para tal conexión de Galois,
usaremos la notación〈ζI , ξI〉. Veamos las descripciones de los morfismosζI :
R/I-pr→ R-pr y ξI : R-pr→ R/I-pr

Proposición 4.23. SeaI un ideal deR y sea〈ζI , ξI〉 la conexíon de Galois indu-
cida por la adjuncíon 〈GI ,HI〉. Entonces

1. Para cadaσ ∈ R/I-pr, ζI(σ) es la menor extensión deσ en losR-módu-
los. Más áun, si τ es una extensión deσ enR-Mod, entoncesζI(σ) =

τα
R/I
R/I .

2. Para cadaτ ∈ R-pr, ξI(τ) es la restriccíon deτ en losR-módulos, es
decir,ξI(τ) = ϕI(τ).
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DEMOSTRACIÓN. SeaM ∈ R-Mod y σ ∈ R/I-pr, por la demostración del
Teorema 2.46, el diagrama para describirζI es el siguiente:

M ✤ // t(αRI )(M)

G
7−→

t(αRI )(M) �
� εM // M

σ(t(αRI )(M))
?�

i

OO

σ(t(αRI )(M))
?�

G(i)

OO

Im(εM ◦G(i))
?�

OO✤
✤

✤

dondei : σ(t(αRI )(M)) →֒ t(αRI ) es la inclusión canónica,G(i) es la misma inclu-
sión yεM : t(αRI ) →֒M es la inclusión canónica. EntoncesζI(σ)(M) := Im(εM ◦
G(i)) = σ(t(αRI )(M)). Notemos que siN ∈ R/I-mod, entoncesζI(σ)(N) =
σ(t(αRI )(N)) = σ(N). Por lo tanto

ζI(σ) = τ,(58)

dondeτ ∈ R-pr, tal queτ(N) = σ(N) para todaN ∈ R/I-Mod. Es decir,τ es
una extensión deσ en losR-módulos. Siτ ∈ R-pr es una extensión deσ en los
R-módulos, entonces para cadaM ∈ R-Mod,

ζI(σ)(M) = σ(t(αRI )(M)) = τ(t(αRI )(M)) = (τα
R/I
R/I )(M) � τ(M),

por lo tantoζI(σ) = τα
R/I
R/I � τ .

Por otro lado seaN ∈ R/I-Mod y τ ∈ R-pr. Usando el Teorema 2.46, el
diagrama para describirξI es el siguiente:

N ✤ // N

H
7−→

t(αRI )(N) N
ηNoo

τ(N)
?�

j

OO

t(αRI )(τ(N))

H(j)

OO

←−ηN (Im(H(j)))
?�

OO✤
✤
✤

dondej : τ(N) →֒ N es la inclusión canónica y puesto queN ∈ R/I-Mod, se
tiene quet(αRI )(N) = N y t(αRI )(τN) = τ(N). Por lo tanto,H(j) es la misma
inclusiónj y ηN : N → N es el homomorfismo identidad. Entoncesψ(τ)(N) :=
←−ηN (Im(H(j))) =←−ηN (τN) = τ(N). Es decir,

ξI(τ) = σ,(59)

dondeσ ∈ R/I-pr, tal queσ(N) = τ(N) para todaN ∈ R/I-Mod. Es decir,σ es
una restricción deτ en losR/I-módulos. Notemos que por la Proposición 4.3, se
tiene que

ξI(τ) = ϕI(τ),(60)

para todaτ ∈ R-pr. �

Usando el Teorema 2.54 se tiene otra manera de describir a losmorfismosζI y
ξI que son parte de la conexión de Galois inducida por la adjunción 〈GI ,HI〉.

Corolario 4.24. SeaI un ideal deR y sea〈ζI , ξI〉 la conexíon de Galois inducida
por la adjuncíon 〈GI ,HI〉. Entonces:
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1. Para cadaσ ∈ R/I-pr, ζI(σ) =
∨

N∈R/I-Mod

αNσN

2. Para cadaτ ∈ R-pr, ξI(τ) =
∧

M∈R-Mod

ω
annI(M)
annI(M)∩τ(M)

DEMOSTRACIÓN.
Seaσ ∈ R/I-pr. Entonces por el Teorema 2.54,ζI(σ) =

∨

N∈R/I-Mod

αG(iσN ),

dondeiσN : σ(N) →֒ N es la inclusión natural yG(iσN ) : σ(N) →֒ N es la
misma inclusión, ası́ que

ζI(σ) =
∨

N∈R/I-Mod

α
G(N)
ImG(iσN )

=
∨

N∈R/I-Mod

αNσ(N),

Por lo tanto

ζI(σ) = τ,(61)

dondeτ ∈ R-pr tal queτ(N) = σ(N), para todoN ∈ R/I-Mod. Es decir,τ es
una extensión deσ en losR-módulos, lo cual coincide con lo visto en (58).

Por otro lado seaτ ∈ R-pr. Entonces por el Teorema 2.54,
ξI(τ) =

∧

M∈R-Mod

ωH(pτM), dondepτM : M → M/τ(M) es la proyección na-

tural yH(pτM ) : α
R/I
R/I (M)→ α

R/I
R/I(M/τ(M)), de ahı́:

ξI(τ) =
∧

M∈R-Mod

ω
H(M)
kerH(pτM ) =

∧

M∈R-Mod

ω
α
R/I
R/I

(M)

α
R/I
R/I

(M)∩τ(M)
(62)

=
∧

M∈R-Mod

ω
annI (M)
annI(M)∩τ(M)

�

Por ser〈R/I-pr, ζI , ξI , R-pr〉 una conexión de Galois, recordemos queξI ◦ ζI
es un operador cerradura yζI ◦ξI es un operador interior. Los siguientes corolarios
son los duales a las proposiciones 4.5 y 4.6.

Corolario 4.25. SeaI un ideal deR y 〈ζI , ξI〉 la conexíon de Galois inducida por
la adjuncíon 〈GI ,HI〉. EntoncesξI ◦ ζI = IdR/I-pr. Por lo tantoζI es inyectiva y
ξI es sobre.

DEMOSTRACIÓN. Seaσ ∈ R/I-pr yN ∈ R/I-Mod, probemos que(ξI◦ζI)(σ) =
σ. Entonces, por la Proposición 4.23 parte 2,ξI(ζI(σ))(N) = ζI(σ)(N). De nue-
vo, usando la Proposición 4.23 parte 1,ζI(σ)(N) = σ(N), de donde se concluye
el resultado. �

Notemos que todos los elementos deR/I-pr son cerrados respecto al operador
cerraduraξI ◦ ζI , puesto queζI es inyectiva.

Ahora veamos otra descripción para el operador interiorζI ◦ ξI .
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Corolario 4.26. SeaI un ideal deR y 〈ζI , ξI〉 la conexíon de Galois inducida por
la adjuncíon 〈GI ,HI〉. Entonces, para cadaτ ∈ R-pr, (ζI ◦ ξI)(τ) = τt(αRI ).

DEMOSTRACIÓN. Seaτ ∈ R-pr. Por la Proposición 4.23 parte 2,

(ζI ◦ ξI)(τ) = ζI(ξI(τ)) = ζI(ϕI(τ)) = ζI(σ),(63)

dondeσ ∈ R/I-pr, tal queϕI(τ) = σ. Es decir,τ es una extensión deσ en
losR-módulos y por la Proposición 4.23 parte 1, la igualdad anterior se reduce a
(ζI ◦ ξI)(τ) = ζI(σ) = τα

R/I
R/I , de donde se obtiene el resultado. �

Observacíon 4.27. Seaτ ∈ ←−ϕI(σ), conσ ∈ R/I-pr. Como ya hab́ıamos men-
cionado en la Igualdad (57), en efecto los extremos inferiores de←−ϕI(σ), son el
resultado de aplicar un morfismo inducido por un funtor, a saber, ζI :

ψI(σ)t(α
R
I ) =

∨

M∈R/I-Mod

αMσM = ζI(σ).

Tambíen
←−ϕI(σ) = [(ζI ◦ ξI)(τ), (ψI ◦ ϕI)(τ)]

= [(ζI ◦ ϕI)(τ), (ψI ◦ ϕI)(τ)].

Finalizaremos este capı́tulo con un resultado que compara la partición deR-pr
inducida por las imágenes inversas bajo el morfismoϕI que depende del idealI de
R con otra partición deR-pr que es inducida por un idealJ ⊆ I deR. Para esto,
presentamos la siguiente notación.

Notación. SeaI un ideal deR. Denotamos a la particiónPI = {[τ ]I | τ ∈
R-pr}.

Proposición 4.28. SeanI, J ideales deR. Si J ⊆ I, entonces[τ ]J ⊆ [τ ]I para
todaτ ∈ R-pr. Es decir, la particíonPJ es ḿas fina que la particíonPI .

DEMOSTRACIÓN. Seaτ ∈ ←−ϕI(σ), conσ ∈ R/I-pr. Por (56), se tiene que[τ ]I =
←−ϕF (σ) = [τt(αRI ), (α

R
I : τ)]. Puesto queJ ⊆ I, tenemos queαRJ � αRI y por

tanto(αRJ : τ) � (αRI : τ). Para cadaM ∈ R-Mod, por el Lema 1.83 y puesto que
J ⊆ I, obtenemos quet(αRI ) � t(αRJ ). Por tantoτt(αRI ) � τt(αRJ ). Concluimos
entonces que

[τt(αRJ ), (α
R
J : τ)] ⊆ [τt(αRI ), (α

R
I : τ)].

Es decir, la partición deR-pr que se obtiene con el idealJ es más fina que la
partición que se obtiene con el idealI. �



Caṕıtulo 5

Aplicaciones a grupos abelianos

Como una aplicación a la teorı́a desarrollada en el capı́tulo anterior, en la pri-
mera parte de esta sección estudiaremos la conexión de Galois entre las retı́culas
R-pr yR/I-pr, considerando el idealI = pnZ del anilloZ conp primo yn ≥ 1.
En este caso particular interpretaremos algunos resultados generales a la conexión
de Galois〈ϕI , ψI〉, dondeϕI : Z-pr → Zpn-pr y ψI : Zpn-pr → Z-pr. En es-
pecial, describiremos la partición deZ-pr inducida por el idealI deZ, ası́ como
los intervalos enZ-pr inducidos por las imágenes inversas bajoϕI de prerradica-
les idempotentes y radicales enZpn-pr. Este estudio en cierta forma queda con-
veniente, puesto que en [7] se caracteriza la retı́culaZpn-pr y aprovechamos que
el comportamiento de losZpn-prerradicales dependen del comportamiento en los
ideales del anilloZpn . Aprovechando un poco más tal retı́cula, también veremosla
conexión de Galois〈ϕI , ψI〉, para el caso en el queR = Zpn e I = piZpn conp
primo,n ≥ 2 e i = 1, . . . , n − 1. Por último, consideraremos el anilloZ(p) que es
la localización del anilloZ en el primop.

5.1. Particiones deZ-pr inducidas por el ideal pnZ
Como ya hemos mencionado, primero trabajaremos especı́ficamente con la co-

nexión de Galois entre las retı́culas de prerradicalesZ-pr y Zpn-pr. Para esto, pre-
sentamos a continuación, un pequeño resumen de la descripción de las retı́culas
Zpn-pr. Para más detalles ver [7].

Recordemos que la retı́cula de ideales del anilloZpn es la cadena finita:

0 = I0 < I1 < . . . < In = Zpn,

dondeIi = pn−iZpn , parai = 1, . . . , n. Tales ideales son losZpn-submódulos
totalmente invariantes deZpn . Puesto queZpn es un anillo local uniserial, por el
Corolario 3.2 de [7] se tiene que cadaZpn-módulo es isomorfo a una suma directa
de ideales deZpn y por el comportamiento de los prerradicales con respecto a la
suma directa, vista en la Proposición 1.47, cada prerradical sobreZpn está deter-
minado por su valor en los idealesIk deZpn . En la proposición 3.1 de [7], la cual
enunciaremos enseguida se puede ver la descripción de los prerradicales sobreZpn
en los idealesIk.

Proposición 5.1. Sea R un anillo local uniserial y seaσ ∈ R-pr. Sea
k ∈ {0, . . . , n−1}. Siσ(Ik) = Ir para algunar ∈ {0, . . . , k}, entoncesσ(Ik+1) =
Ir o σ(Ik+1) = Ir+1.
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Por el Teorema 1.58 y la Proposición 1.59 cada prerradical sobreZpn es un
supremo finito deZpn-prerradicalesαIiIj y un ı́nfimo finito deZpn-prerradicales

ωIiIj . En lo sucesivo para simplificar la notación usaremosαij , ω
i
j en lugar deαIiIj y

ωIiIj , para0 ≤ j ≤ i ≤ n, respectivamente.
También, como una consecuencia de la Proposición 5.1, existe un isomorfismo

entre la retı́culaZpn-pr y la retı́cula de sucesiones binarias de longitudn, denotada
por Bn, como lo indica la Proposición 4.1 de [7]. Por lo que podemos identifi-
car a los prerradicales sobreZpn comon-adas de ceros y unos por medio de este
isomorfismo. De hecho, siσ ∈ Zpn-pr, entoncesσ = (a1, · · · , an), donde

ak =

{
0, if σ(Ik) = σ(Ik−1),

1, if σ(Ik) 6= σ(Ik−1).

Notación.

1. En adelante, para referirnos a losZpn-prerradicales usaremos su corres-
pondiente sucesión binaria.

2. Denotaremos al elemento mayor y menor enZpn-pr respectivamente como
1n y 0n.

En virtud de la Observación 1.57, con respecto a los prerradicales alfa y omega,
la siguiente figura tiene sentido y muestra la correspondiente sucesión binaria para
los prerradicales alfa y omega enZpn-pr.

αij ωij
(0, . . . 0︸ ︷︷ ︸

i−j

, 1, . . . 1︸ ︷︷ ︸
j

, 0, . . . 0︸ ︷︷ ︸
n−i

) (1, . . . 1︸ ︷︷ ︸
j

, 0, . . . 0︸ ︷︷ ︸
i−j

, 1, . . . 1︸ ︷︷ ︸
n−i

)

FIGURA 1. Prerradicales alfa y omega sobreZpn-pr

Los siguientes casos particulares se pueden ver en las Proposiciones 6.2 y 6.3
de [7]. Los prerradicales idempotentes enZpn-pr, son de la formaαii y su co-
rrespondiente sucesión binaria consta de un segmento inicial de 1’s, quizá vacı́o,
seguido de un segmento de0’s, que podrı́a ser vacı́o. Dualmente los radicales so-
breZpn-pr, son de la formaωi0 y su correspondiente sucesión binaria consta de un
segmento inicial de0’s, quizá vacı́o, seguido de un segmento de1’s, que podrı́a ser
vacı́o. Por lo tanto los únicos prerradicales radicales idempotentes sobreZpn , son
1n y 0n.

Ejemplo 5.2. Por [7], la ret́ıculaZp3-pr es como en la Figura 2. Los prerradicales
idempotentes son(0, 0, 0), (1, 0, 0), (1, 1, 0) y (1, 1, 1). Dualmente los radicales
son(1, 1, 1), (0, 1, 1), (0, 0, 1) y (0, 0, 0).
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ω3
0 = (0, 0, 0)

ω2
0 = (0, 0, 1)

α2
1 = (0, 1, 0)

α1
1 = (1, 0, 0)

(1, 0, 1) = ω2
1

(1, 1, 0) = α2
2

(1, 1, 1) = α3
3

(0, 1, 1) = ω1
0

FIGURA 2. La retı́culaZp3-pr

Ya teniendo un panorama general de la retı́culaZpn-pr, continuaremos con la
descripción de los intervalos enZ-pr inducidos por las imágenes inversas bajo el
morfismoϕI de la conexión de Galois entre las retı́culasZ-pr y Zpn-pr.

Proposición 5.3. SeaCnp = {Zpi | i = 1, · · · , n} ⊆ Z-Mod yτ ∈ Z-pr. Entonces

[τ ]I = [τ ]pnZ = [τ ]Cn
p
.

Observe queCnp es un conjunto de grupos cı́clicos finitos.

DEMOSTRACIÓN. Seaτ ∈ Z-pr. Por la Proposición 1.87, se tiene que[τ ]pnZ =
 ∨

M∈CI

αMτM ,
∧

M∈CI

ωMτM


. Seaσ ∈ [τ ]pnZ. Entoncesσ(Zpi) = τ(Zpi) parai =

1, · · · , n, puesto que un ideal deZpn es isomorfo comoZ-módulo a un elemento
Cnp . De ahı́ queσ ∈ [τ ]Cn

p
.

Por otro lado seaσ ∈ [τ ]Cn
p

y M ∈ CI . Por [7], sabemos queZpn es un anillo

local uniserial y por Corolario3.2 en [7], se tiene queM =

m⊕

k=1

Nk, dondem ≤ n

yNk
∼= Ik para algúnIk ideal deZpn . Puesto que los ideales deZpn son isomorfos

comoZ-módulos a los grupos cı́clicos finitos, se sigue queNk ∈ C
n
p . Entonces,

por la Proposición 1.47, parte 1:

σ(M) =

m⊕

k=1

σ(Nk) =

m⊕

k=1

τ(Nk) = τ(

m⊕

k=1

Nk) = τM,

es decir,σ ∈ [τ ]pnZ. Por lo tanto[τ ]pnZ = [τ ]Cn
p

. �
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Por cuestión de notación, de ahora en adelante cuando hablemos de la clase de
equivalencia deτ ∈ Z-pr con respecto a la claseCnp , usaremos la siguiente notación

[τ ]Cn
p
= [τ ]np

Por lo tanto en este caso, podemos describir los intervalos en Z-pr inducidos
por las imágenes inversas bajo el morfismoϕI , que depende del idealI = pnZ, de
la forma siguiente.

Seaσ ∈ Zpn-pr y τ ∈ Z-pr tal queϕI(τ) = σ. Entonces por las Proposiciones
4.21 y 5.3 tenemos

←−ϕI(σ) = [τ ]I = [τ ]np =


 ∨

Z
pi
∈Cn

p

α
Zpi

τZ
pi
,
∧

Z
pi
∈Cn

p

ω
Zpi

τZ
pi


(64)

=

[
n∨

i=1

α
Z
pi

τZpi
,

n∧

i=1

ω
Z
pi

τZpi

]

=

[
n∨

i=1

α
Zpi

σZ
pi
,
n∧

i=1

ω
Zpi

σZ
pi

]
.

Ya queϕI(τ) = σ, por definición del morfismoϕI , el prerradicalσ es la restricción
deτ a losZpn-módulos. Por lo que la última igualdad de (64) tiene sentido puesto
que el valor deτ en losZ-módulosZpr es el mismo que el deσ en los ideales

Ir deZpn . En particular, losZ-prerradicalesα
Z
pi

Z
pj

y ω
Z
pi

Z
pj

se pueden evaluar en los

módulosZpr , a partir, de la correspondiente sucesión binaria vista enla Figura 1.
Ası́, esta descripción de los intervalos enZ-pr, facilita el cálculo para hallarlos,

puesto que basta evaluar losZpn-prerradicales en los grupos cı́clicos finitos, lo cual
podemos consultar en [7].

5.1.1. Intervalos enZ-pr inducidos por prerradicales idem-
potentes y radicales enZpn-pr

Usando la información de las Proposiciones 6.2 y 6.3 de [7] y el último párrafo
previo a esta sección, ahora analizaremos las imágenes inversas bajoϕI de los
prerradicales idempotentes y los radicales sobreZpn .

El siguiente lema muestra cómo son losZ-prerradicales alfa y omega evalua-
dos en ciertos grupos cı́clicos finitos, esto nos servirá para estudiar las imágenes
inversas bajoϕI de los prerradicales que nos interesa en esta sección.

Lema 5.4. Seap un ńumero primo y seani, j, r ≥ 1 tal quei > j. Entonces

1. α
Zpi

Z
pj
(Zpr) =





0 si 1 ≤ r ≤ i− j

Zpr−(i−j) si i− j < r ≤ i

Zpj si r > i
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2. ω
Zpi

Z
pj
(Zpr) =





Zpr si 1 ≤ r ≤ j

Zpj si j < r ≤ i

Zpr−(i−j) if r > i

Al evaluar losZpr -módulos en losZ-prerradicales idempotentesα
Z
pi

Zpi
y radi-

calesω
Zpi

0 , se obtiene el siguiente lema.

Lema 5.5. Seap un ńumero primo y seani, r ≥ 1. Entonces

1. α
Z
pi

Zpi
(Zpr) =

{
Zpr if 1 ≤ r ≤ i

Zpi if r > i

2. ω
Z
pi

0 (Zpr) =

{
0 si 1 ≤ r ≤ i

Zpr−i si r > i

Los submódulos de losZ-módulos cı́clicos son totalmente invariantes, por lo
que de la Observación 1.57 y los Lemas 5.4 y 5.5, se tiene el siguiente resultado
que describe ciertas cadenas deZ-prerradicales.

Corolario 5.6. Seap un ńumero primo. Entonces se tiene las siguientes cadenas
deZ-prerradicales:

1. αZp

Zp
≺ α

Zp2

Zp2
≺ · · · ≺ α

Zpi

Z
pi
≺ · · ·

2. α
Z
pi+1

Zp
≺ α

Z
pi+2

Zp2
≺ · · · ≺ α

Z
pi+j

Z
pj
≺ · · · para i ≥ 1.

3. α
Z
pi

Zpi
≻ α

Z
pi+1

Zpi
≻ · · · ≻ α

Z
pi+j

Zpi
≻ · · · para i ≥ 1.

4. ωZp

0 ≻ ω
Zp2

0 ≻ · · · ≻ ω
Zpi

0 ≻ · · ·

5. ω
Zpi+1

Z
pi
≻ ω

Zpi+2

Z
pi
≻ · · · ≻ ω

Z
pi+j

Z
pi
≻ · · · para i ≥ 1.

6. ω
Z
pi

0 ≺ ω
Z
pi+1

Zp
≺ ω

Z
pi+2

Zp2
≺ · · · ≺ ω

Z
pi+j

Z
pj
≺ · · · para i ≥ 1.

DEMOSTRACIÓN. 1. Por el Lema 5.5, parai ≥ 1, α
Z
pi+1

Zpi+1
(Zpi) = Zpi . Por lo que

α
Zpi

Z
pi
≺ α

Zpi+1

Z
pi+1

.

2. Por el Lema 5.4, parai, j ≥ 1, α
Z
pi+j+1

Z
pj+1

(Zpi+j) = Zpj . Ası́ queα
Z
pi+j

Z
pj
≺

α
Z
pi+j+1

Z
pj+1

.

3. Por el Lema 5.4, parai ≥ 1 y j ≥ 0, α
Z
pi+j

Zpi
(Zpi+j+1) = Zpi . Por lo tanto

α
Z
pi+j+1

Zpi
≺ α

Z
pi+j

Zpi
.

4. Por el Lema 5.5, parai ≥ 1, ω
Z
pi+1

0 (Zpi) = 0. Por lo queω
Z
pi+1

0 ≺ ω
Z
pi

0 .

5. Por el Lema 5.4, parai ≥ 1 y j ≥ 0, ω
Z
pi+j+1

Z
pi

(Zpi+j) = Zpi . Ası́,

ω
Z
pi+j+1

Zpi
≺ ω

Z
pi+j

Zpi
.
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6. Por el Lema 5.5, parai ≥ 1, ω
Zpi

0 (Zpi+1) = Zp. Entoncesω
Zpi

0 ≺ ω
Zpi+1

Zp
.

Por otro lado, por el Lema 5.4, parai, j ≥ 1, ω
Z
pi+j

Z
pj

(Zpi+j+1) = Zpj+1. Por lo que

ω
Z
pi+j

Z
pj
≺ ω

Z
pi+j+1

Z
pj+1

. �

Veamos la siguiente figura que muestra las cadenas del Corolario 5.6.

α
Z
p3

Zp

α
Z
p4

Z
p2

α
Z
p5

Z
p3

α
Z
p2

Zp

α
Z
p3

Z
p2

α
Zp4

Z
p3

α
Zp

Zp

α
Z
p2

Z
p2

α
Z
p3

Z
p3

ω
Zp

0

ω
Z
p2

0

ω
Z
p3

0

ω
Z
p4

Zp

ω
Z
p3

Zp

ω
Z
p2

Zp

ω
Z
p5

Z
p2

ω
Z
p4

Z
p2

ω
Z
p3

Z
p2

FIGURA 3. Los copos
{
α
Z
pi

Z
pj

}
1≤j≤i

y
{
ω
Z
pi

Z
pj

}
1≤j≤i

∪
{
ω
Z
pi

0

}
1≤i

Ahora sı́, describiremos los intervalos←−ϕI(σ) inducidos por un prerradical idem-
potenteσ sobreZpn.

Proposición 5.7. Seaσ ∈ Zpn-pr un prerradical idempotente, tal queσ 6= 0.

Entonces←−ϕI(σ) =
[
α
Zpm

Zpm
, ω

Zpn

Zpm

]
, donde1 ≤ m ≤ n y m es la longitud del

segmento inicial con entradas el número1 de la sucesión binaria que representa a
σ.

DEMOSTRACIÓN. Por (64), tenemos:

←−ϕI(σ) =

[
m∨

i=1

α
Z
pi

Zpi
∨

n∨

i=m+1

α
Z
pi

Zpm
,

m∧

i=1

ω
Z
pi

Zpi
∧

n∧

i=m+1

ω
Z
pi

Zpm

]

=

[
m∨

i=1

α
Zpi

Z
pi
∨

n∨

i=m+1

α
Zpi

Zpm
,

n∧

i=m+1

ω
Zpi

Zpm

]

=
[
α
Zpm

Zpm
, ω

Zpn

Zpm

]
,

puesto que por el Corolario 5.6, se tiene lo siguiente:
m∨

i=1

α
Zpi

Zpi
= α

Zpm

Zpm
,

n∨

i=m+1

α
Zpi

Zpm
= α

Zpm+1

Zpm
, α

Zpm

Zpm
∨ α

Zpm+1

Zpm
= α

Zpm

Zpm
y

n∧

i=m+1

ω
Z
pi

Zpm
= ω

Zpn

Zpm
. �
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Corolario 5.8. ←−ϕI(1n) =
[
α
Zpn

Zpn
, 1Z

]
.

DEMOSTRACIÓN. El resultado se sigue de la Proposición 5.7 param = n, puesto
que

←−ϕI(1n) =
[
α
Zpn

Zpn
, ω

Zpn

Zpn

]
=
[
α
Zpn

Zpn
, 1Z

]
.

�

Observemos que de los Corolarios 4.18 y 5.8, tenemos[
t(αZ

pnZ), 1Z

]
=←−ϕI(1n) =

[
α
Zpn

Zpn
, 1Z

]
,

por lo que,

t(αZ
pnZ) = α

Zpn

Zpn
,(65)

que confirma lo que ya habı́amos comentado.

Dualmente, el siguiente resultado describe los intervalos←−ϕI(σ) inducidos por
unZpn- radicalσ.

Proposición 5.9. Seaσ ∈ Zpn-pr un radical, tal queσ 6= 1. Entonces←−ϕI(σ) =[
α
Zpn

Z
pn−k

, ω
Z
pk

0

]
, donde1 ≤ k < n y k es la longitud del segmento inicial con

entradas el ńumero0 de la sucesíon binaria que representa aσ.

DEMOSTRACIÓN. Por (64), tenemos:

←−ϕI(σ) =

[
k∨

i=1

α
Zpi

0 ∨
n∨

i=k+1

α
Zpi

Z
pi−k

,
k∧

i=1

ω
Zpi

0 ∧
n∧

i=k+1

ω
Zpi

Z
pi−k

]

=

[
n∨

i=k+1

α
Z
pi

Z
pi−k

,

k∧

i=1

ω
Z
pi

0 ∧
n∧

i=k+1

ω
Z
pi

Z
pi−k

]

=
[
α
Zpn

Z
pn−k

, ω
Z
pk

0

]
,

ya que por el Corolario 5.6, obtenemos
n∨

i=k+1

α
Zpi

Z
pi−k

= α
Zpn

Z
pn−k

,

k∧

i=1

ω
Z
pi

0 = ω
Z
pk

0 ,
n∧

i=k+1

ωZi
Z
pi−k

= ω
Z
pk+1

Zp
y ω

Z
pk

0 ∧ ω
Z
pk+1

Zp
= ω

Z
pk

0 . �

La siguiente proposición, es parak = n.

Proposición 5.10.←−ϕI(0n) =
[
0Z, ω

Zpn

0

]
.

DEMOSTRACIÓN. Por la igualdad (64) y el Lema 5.4, tenemos:

←−ϕI(0n) =

[
n∨

i=1

α
Zpi

0 ,

n∧

i=1

ω
Zpi

0

]
=

[
0Z,

n∧

i=1

ω
Zpi

0

]
=
[
0Z, ω

Zpn

0

]
.

�
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Notemos que por el Corolario 4.17 y la Proposición 5.10, se tiene que
[
0Z, α

Z
pnZ

]
=←−ϕI(0n) =

[
0Z, ω

Zpn

0

]
,

es decir,

αZ
pnZ = ω

Zpn

0 .(66)

Recuerde de (52), queτη = ψI(0n) = αZ
pnZ es el menor cerrado enZ-pr.

Los siguientes resultados son consecuencia de las Proposiciones 5.7 y 5.9.

Corolario 5.11. ←−ϕI(1, 0, 0, · · · , 0) =
[
α
Zp

Zp
, ω

Zpn

Zp

]
.

DEMOSTRACIÓN.
El resultado se sigue de la Proposición 5.7 param = 1. �

Corolario 5.12. ←−ϕI(0, 1, 1, · · · , 1) =
[
α
Zpn

Zpn−1
, ω

Zp

0

]
.

DEMOSTRACIÓN. El resultado se tiene de la Proposición 5.9 parak = 1.
�

Del Corolario 4.13 se concluye que en←−ϕI(1, 0, 0, · · · , 0) no hayZ-radicales,
del mismo modo por el Corolario 4.12 notamos que en←−ϕI(0, 1, 1, · · · , 1) no hay
Z-prerradicales idempotentes.

Ejemplo 5.13. SeaI = p2Z un ideal deZ yR/I = Z/p2Z ∼= Zp2. En este caso
la adjuncíon 〈FI , GI〉 induce la conexíon de Galois〈Z-pr, ϕI , ψI ,Zp2-pr〉, donde
ϕI : Z-pr→ Zp2-pr yψI : Zp2-pr→ Z-pr.

Se tiene queZp2-pr tiene 4 elementos, con representación en sucesiones bina-
rias, (0, 0), (0, 1), (1, 0) y (1, 1). Para describir la particíonPp2Z deZ-pr inducida
por el idealp2Z, veamos lo siguiente:

1. Por (49) y (50), tenemos queψI(1Zp2
) = 1Z yϕI(0Z) = 0Zp2

.
2. Por (51) y (52), respectivamente tenemos que el mayor abierto enZp2-pr,

es1Zp2
= ϕI(1Z) y el menor cerrado enZ-pr esαZ

p2Z = ψI(0Zp2
).

3. Por el Corolario 5.10, se tiene que←−ϕI(0, 0) =
[
0Z, ω

Zp2

0

]
=
[
0Z, α

Z
p2Z

]
.

4. Por el Corolario 5.8, obtenemos que←−ϕI(1, 1) =
[
α
Zp2

Zp2
, 1Z

]
=
[
t(αZ

p2Z), 1Z

]
.

5. Por el Corolario 5.11,←−ϕI(1, 0) =
[
α
Zp

Zp
, ω

Zp2

Zp

]
.

6. Por el Corolario 5.12,←−ϕI(0, 1) =
[
α
Zp2

Zp
, ω

Zp

0

]
.

Por lo tantoPp2Z =
{[

0Z, ω
Zp2

0

]
,
[
α
Zp2

Zp
, ω

Zp

0

]
,
[
α
Zp

Zp
, ω

Zp2

Zp

]
,
[
α
Zp2

Zp2
, 1Z

]}
.

Con base en lo anterior y al idealI = p2Z, la partición deZ-pr es como sigue:



5.1. PARTICIONES DEZ-PR INDUCIDAS POR EL IDEALpnZ 119

ψI

ϕI

(0, 0)

(0, 1)

(1, 0)

(1, 1)

0Z

ω
Z
p2

0

α
Z
p2

Zp

ω
Zp

0
α
Zp

Zp

ω
Z
p2

Zp

α
Z
p2

Z
p2

1Z

Z-pr Zp2-pr

←−ϕI(0, 0)

←−ϕI(0, 1)

←−ϕI(1, 0)

←−ϕI(1, 1)

FIGURA 4. La conexión de Galois〈ϕI , ψI〉 paraI = p2Z

En vista de los Corolarios 4.12 y 4.13, a continuación mostraremos los inter-
valos enZ-pr en donde se encuentran algunosZ-perradicales especiales. Dichos
intervalos dependen de la partición inducida por las imágenes inversas bajoϕI ,
dondeI = pnZ conp primo yn ≥ 1.

Recordemos del Ejemplo 1.70 que el prerradical Soc( ) es idempotente para

cualquier anilloR. EnZ-pr se tiene que Soc( ) =
∨

q primo

α
Zq

Zq
. Entonces por (64)

tenemos que:

[Soc( )]np =

[
n∨

i=1

α
Z
pi

Soc(Zpi )
,

n∧

i=1

ω
Z
pi

Soc(Zpi )

]
(67)

Donde Soc(Zpi) =
∨

q primo

α
Zq

Zq
(Zpi) parai = 1, · · · , n. Por 1 del Lema 5.5 y puesto

que Hom(Zq,Zpi) = 0 paraq 6= p obtenemos:

∨

q primo

α
Zq

Zq
(Zpi) = α

Zp

Zp
(Zpi) = Zp,
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para todai ≥ 1. Por 3 y 5 del Corolario 5.6 y de (67):

[Soc( )]np =

[
n∨

i=1

αZpi

Zp
,
n∧

i=1

ω
Zpi

Zp

]
=
[
α
Zp

Zp
, ω

Zpn

Zp

]

Ası́ que de la igualdad anterior y del Corolario 5.11 concluimos que:

[Soc(−)]
n
p =

[
α
Zp

Zp
, ω

Zpn

Zp

]
=←−ϕI(1, 0, 0, · · · , 0),(68)

para unp primo yn ≥ 1.

Dualmente, del Ejemplo 1.70, el prerradical Rad( ) es radical para todo anillo
R. EnZ-pr, Rad( ) =

∧

q primo

ω
Zq

0 .

Entonces por (64):

[Rad( )]np =

[
n∨

i=1

α
Z
pi

Rad(Zpi )
,

n∧

i=1

ω
Z
pi

Rad(Zpi )

]
(69)

Donde Rad(Zpi) =
∧

q primo

ω
Zq

0 (Zpi) parai = 1, · · · , n. Por 2 del Lema 5.5 y puesto

que Hom(Zpi,Zq) = 0 paraq 6= p obtenemos:

∧

q primo

ω
Zq

0 (Zpi) = ω
Zp

0 (Zpi) =

{
0 si i = 1

Zpi−1 si i > 1

Ası́ que por 2 y 6 del Corolario 5.6 y de (69):

[Rad( )]np =

[
α
Zp

0 ∨
n−1∨

i=1

α
Zpi+1

Zpi
, ω

Zp

0 ∧
n−1∧

i=1

ω
Zpi+1

Zpi

]

=
[
α
Zpn

Zpn−1
, ω

Zp

0

]

Por lo anterior y el Corolario 5.12, se concluye que:

[Rad( )]np =
[
α
Zpn

Zpn−1
, ω

Zp

0

]
=←−ϕI(0, 1, 1, · · · , 1),(70)

para unp primo yn ≥ 1.

También podemos hallar enZ-pr el intervalo en donde se encuentra la torsión
usal T( ) : Z-Mod→ Z-Mod, donde T(G) = {x ∈ G | o(x) <∞}. Se sabe que
T( ) es un radical idempotente.

Se tiene queα
Zpn

Zpn
< T( ), puesto que T(Zpn) = Zpn. De ahı́ y del Corolario

5.8:

T( ) ∈
[
α
Zpn

Zpn
, 1Z

]
=←−ϕI(1n).(71)

Nótese que (71) también se puede concluir siguiendo (64) del mismo modo
que para los prerradicales Soc( ) y Rad( ) sobreZ.
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De la misma manera, hallaremos los intervalos enZ-pr donde se encuentran
los átomos y coátomos sobreZ.

Por el Teorema 1.60, los átomos deZ-pr son:

{α
Zq∞

Zq
| q es primo}.

El siguiente lema es importante para hallar el intervalo enZ-pr que contiene a
los átomos.

Lema 5.14. Seanq, p primos. Entonces Hom(Zq∞ ,Zpn) = 0.

DEMOSTRACIÓN. Si q 6= p, entonces Hom(Zq∞ ,Zpn) = 0, puesto que todos los
elementos deZq∞ tienen orden una potencia deq y los elementos deZpn tienen
orden una potencia dep. Por otro lado, seaq = p y supongamos que existe un
morfismof : Zp∞ → Zpn tal quef no es el morfismo cero. Entonces kerf es un
subgrupo propio deZp∞, por lo que existei ≥ 0 tal que kerf = Hpi, dondeHpi =

〈 1
pi

+ Z〉. Es conocido queZp∞/Hpk
∼= Zp∞ para todak ≥ 0. Ası́, por el primer

teorema del isomorfismo para gruposZp∞ ∼= Zp∞/kerf ∼= Zpj para algúnj =
1, . . . , n, lo cual no puede suceder. Por lo tanto, en ambos casos Hom(Zq∞ ,Zpn) =
0. �

Del Lema 5.14 y puesto queα
Zq∞

Zq
(Zpn) =

∑
{f(Zq) | f : Zq∞ → Zpn}:

α
Zq∞

Zq
(Zpn) = 0.

De dondeα
Zq∞

Zq
< ω

Zpn

0 . Por el Corolario 5.10, se concluye que:

{α
Zq∞

Zq
| q es primo} ⊂

[
0Z, ω

Zpn

0

]
=←−ϕI(0n).(72)

Por otro lado, del Teorema 1.60, los coátomos enZ-pr son:

{ωZ
qZ | q es primo}.

Se tiene queωZ
qZ(Zpn) =

⋂
{←−g (qZ) | g : Zpn → Z}. Es claro que Hom(Zpn ,Z) =

0. Ası́ que←−g (qZ) = {x ∈ Zpn | 0 = g(x) ∈ qZ} = Zpn y por tanto

ωZ
qZ(Zpn) = Zpn .

De ahı́ queα
Zpn

Zpn
< ωZ

qZ y por el Corolario 5.8, concluimos que:

{ωZ
qZ | q es primo} ⊂

[
α
Zpn

Zpn
, 1Z

]
=←−ϕI(1n).(73)

Observamos que(72) y (73) se pueden obtener usando(64).

Para finalizar esta sección, en seguida mostraremos de manera particular los
intervalos enZ-pr en donde se encuentran losZ-prerradicales de los que hablamos
en los párrafos anteriores.
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Ejemplo 5.15. Retomemos el Ejemplo 5.13, dondeI = p2Z es un ideal deZ,
R/I = Z/p2Z ∼= Zp2 y 〈Z-pr, ϕI , ψI ,Zp2-pr〉 es la conexíon de Galois que co-
rresponde en este caso. Entonces

1. Soc( ) ∈
[
α
Zp

Zp
, ω

Zp2

Zp

]
=←−ϕI(1, 0).

2. Rad( ) ∈
[
α
Zp2

Zp
, ω

Zp

0

]
=←−ϕI(0, 1).

3. El radical idempotente T( ) ∈
[
α
Zp2

Zp2
, 1Z

]
=←−ϕI(1, 1).

4. Losátomos deZ-pr, {α
Zq∞

Zq
| q es primo}, se encuentran en

[
0Z, ωZp2

]
=

←−ϕI(0, 0).

5. Los cóatomos deZ-pr, {ωZ
qZ | q es primo}, se encuentran en

[
α
Zp2

Zp2
, 1Z

]
=

←−ϕI(1, 1).

5.1.2. Prerradicales idempotentes y radicales enZ-pr
En la sección anterior, de acuerdo a la partición deZ-pr inducida por el ideal

I = pnZ, se hallaron los intervalos en donde se encuentran ciertos prerradicales
idempotentes y radicales. Lo anterior fué con base en el estudio de las clases de
equivalencia de prerradicales enZ-pr con respecto a la claseCI , es decir, la de los
Z/pnZ-módulos, o bien, al estudiar las imágenes inversas bajoϕI , de los prerra-
dicales idempotentes y radicales, de la conexión de Galois〈ϕI , ψI〉, inducida por
el idealI = pnZ, donde el primop y n estan fijos. En esta sección localizaremos
a los prerradicales idempotentes y radicales enZ-pr, variando los primosp y las
potenciasn.

De la Proposición 4.28 se tiene que la particiónPJ deZ-pr es más fina que la
particiónPI para los idealesI = pnZ y J = pn+1Z deZ conp primo y n ≥ 1,
puesto queJ ⊂ I. Este hecho lo usaremos más adelante.

Primero daremos el siguiente lema que se usará en muchos de los resultados
siguientes.

Lema 5.16. Seanτi, σi ∈ R-pr. Entonces
⋂

i∈X

[τi, σi] =

[∨

i∈X

τi,
∧

i∈X

σi

]
.

DEMOSTRACIÓN. El resultado se tiene de la definición de
∨

i∈X

τi y
∧

i∈X

σi. �

Como ya mencionamos en esta sección estamos interesados enhallar de cierta
forma zonas en la retı́culaZ-pr en donde están los prerradicales idempotentes y
radicales.

Primero notemos que al considerar al idealI = pnZ deZ, por el Teorema
4.12 y de acuerdo a la partición deZ-pr inducida por el idealI, los prerradicales
idempotentes en la retı́culaZ-pr para cada primop y cadan ≥ 1 se encuentran en:

Inp =←−ϕI(0n) ∪
←−ϕI(1, 0, · · · , 0) ∪

←−ϕI(1, 1, 0, · · · , 0) ∪ · · · ∪
←−ϕI(1n).(74)
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Ası́ que por el Teorema 5.7 y la Proposición 5.10, se tiene que

Inp =
[
0Z, ω

Zpn

0

]
∪

n⋃

m=1

[
α
Zpm

Zpm
, ω

Zpn

Zpm

]
.(75)

Es importante recalcar que en lo anterior el primop y n están fijos. Si ahora
vamos variando los ideales, es decir, consideramos los idealesJ = pn+1Z deZ,
donde el primop está fijo y vamos aumentando las potencias dep, entonces por
la Proposición 4.28, la particiónPJ deZ-pr es más fina que la particiónPI . De
este modo, los funtores que inducen la conexión de Galois entre Z-pr y Zpn-pr
van cambiando dependiendo del ideal que estemos considerando y por tantoϕI
también varı́a. Usemos la siguiente notación, para el ideal I = pnZ y σ ∈ Zpn-pr

←−ϕI(σ) =
←−ϕn(σ).

SeaP = {p | p primo}. Para cadap ∈ P y al variarn, por (74) el siguiente
diagrama ilustra a losInp .

I1p =←−ϕ1(0) ∪ ←−ϕ1(1)

I2p =←−ϕ2(0, 0) ∪ ←−ϕ2(1, 0) ∪←−ϕ2(1, 1)

I3p =←−ϕ3(0, 0, 0) ∪
←−ϕ3(1, 0, 0) ∪

←−ϕ3(1, 1, 0) ∪
←−ϕ3(1, 1, 1)

...
...

(76)

Del diagrama anterior, podemor decir que al variarn, losInp forman una matriz
triangular superior infinita.

Lema 5.17. Seanp un ńumero primo yn ≥ 1. EntoncesIn+1
p ⊆ Inp .

DEMOSTRACIÓN. Por (75), tenemos lo siguiente:

Inp =
[
0Z, ω

Zpn

0

]
∪
[
α
Zp

Zp
, ω

Zpn

Zp

]
∪
[
α
Zp2

Zp2
, ω

Zpn

Zp2

]
∪ · · · ∪

[
α
Zpn

Zpn
, ω

Zpn

Zpn

]

y

In+1
p =

[
0Z, ω

Zpn+1

0

]
∪
[
α
Zp

Zp
, ω

Zpn+1

Zp

]
∪
[
α
Zp2

Zp2
, ω

Zpn+1

Zp2

]
∪ · · ·

∪
[
α
Zpn

Zpn
, ω

Zpn+1

Zpn

]
∪
[
α
Zpn+1

Zpn+1
, ω

Zpn+1

Zpn+1

]
.

Por 4 del Corolario 5.6, se tiene que
[
0Z, ω

Zpn+1

0

]
⊂
[
0Z, ω

Zpn

0

]
. Por el Coro-

lario 5.6, parte 5,ω
Zpn+1

Zpi
≺ ω

Zpn

Zpi
y ası́

[
α
Z
pi

Zpi
, ω

Zpn+1

Zpi

]
⊂
[
α
Z
pi

Zpi
, ω

Zpn

Zpi

]
. Se tie-

ne queω
Zpn

Zpn
= 1Z = ω

Zpn+1

Zpn+1
y por 1 del Corolario 5.6,α

Zpn

Zpn
≺ α

Zpn+1

Zpn+1
, de

ahı́
[
α
Zpn

Zpn
, ω

Zpn+1

Zpn

]
⊂
[
α
Zpn

Zpn
, ω

Zpn

Zpn

]
y
[
α
Zpn+1

Zpn+1
, ω

Zpn+1

Zpn+1

]
⊂
[
α
Zpn

Zpn
, ω

Zpn

Zpn

]
. De

dondeIn+1
p ⊆ Inp . �
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Proposición 5.18. Seap un ńumero primo. Entonces

∞⋂

n=1

Inp =

[
0,

∞∧

n=1

ω
Zpn

0

]
∪

∞⋃

m=1

[
α
Zpm

Zpm
,

∞∧

n=m+1

ω
Zpn

Zpm

]
∪

[
∞∨

n=1

α
Zpn

Zpn
, 1

]
.

DEMOSTRACIÓN. Seaτ ∈
∞⋂

n=1

Inp . Entoncesτ ∈ Inp , para todan ≥ 1. Es decir,

τ está en todos los renglones de la matriz infinita (76) y se tiene los siguientes

casos: Caso 1. Siτ ∈ ←−ϕn(0n) = [0Z, ω
Zpn

0 ] para todan ≥ 1, es decir,τ está en
la primera columna de la matriz (76), entonces por el Lema 5.16 se tiene queτ ∈[
0Z,

∞∧

n=1

ω
Zpn

0

]
.

Caso 2. Siτ ∈ ←−ϕn(1n) = [α
Zpn

Zpn
, 1Z] para todan ≥ 1, es decir,τ está en la dia-

gonal de la matriz (76), entonces por el Lema 5.16 tenemos queτ ∈

[
∞∨

n=1

α
Zpn

Zpn
, 1

]
.

Caso 3. O bien,τ /∈ ←−ϕn1(0n1) para algúnn1 tal que1 ≤ n1 y τ /∈ ←−ϕn2(1n2)
para algúnn2 tal que1 ≤ n2. Entonces por el Lema 5.17,τ /∈ ←−ϕj(0j) para todaj >
n1 y τ /∈ ←−ϕk(1k) para todak > n2. También, para todak > n2, τ /∈

←−ϕk(σ), donde
σ es unZpk-prerradical idempotente conn2 la longitud del segmento inicial de en-
tradas el número 1 de la sucesión binaria que representa aσ. Seal = max{n1, n2}.

Entonces por el Lema 5.16 y el Lema 5.17,τ ∈
l−1⋃

m=1

[
α
Zpm

Zpm
,

l∧

i=m+1

ω
Z
pi

Zpm

]
.

De los tres casos anteriores se concluye que

∞⋂

n=1

Inp ⊆

[
0,

∞∧

n=1

ω
Zpn

0

]
∪

∞⋃

m=1

[
α
Zpm

Zpm
,

∞∧

n=m+1

ω
Zpn

Zpm

]
∪

[
∞∨

n=1

α
Zpn

Zpn
, 1

]
.

La otra contención es fácil de verificar. �

Las particiones de la retı́culaZ-pr que hemos estudiado en este trabajo depen-
den de los idealesI = pnZ y por lo anterior ya sabemos cuales son las zonas de
prerradicales idempotentes enZ-pr cuando consideramos un ideal conp fijo y va-
riamosn. Por lo que podemos concluir que los prerradicales idempotentes enZ-pr
variando ahora los primos se encuentran en:

Z-idem⊂
⋂

p∈P

∞⋂

n=1

Inp

(77)

=
⋂

p∈P

([
0,

∞∧

n=1

ω
Zpn

0

]
∪

∞⋃

m=1

[
α
Zpm

Zpm
,

∞∧

n=m+1

ω
Zpn

Zpm

]
∪

[
∞∨

n=1

α
Zpn

Zpn
, 1

])
.
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Usando (77) podemos hallar en la retı́culaZ-pr al perradical idempotente Soc( ).
En la sección precedente ya habı́amos visto este ejemplo considerando un primop
y n ≥ 1 fijos.

Ejemplo 5.19. EnZ-pr se tiene que Soc( ) =
∨

q primo

α
Zq

Zq
y del Ejemplo 1.70 sa-

bemos que Soc( ) es un prerradical idempotente. Considerando el idealI = pnZ
deZ, por (68), tenemos que para tal primop y n ≥ 1 fijos:

Soc( ) ∈
[
α
Zp

Zp
, ω

Zpn

Zp

]
=←−ϕI(1, 0, 0, · · · , 0).

Es decir, para un primo fijop y variandon, el prerradical Soc( ) siempre est́a en la
segunda columna (de izquierda a derecha) de la matriz triangular superior infinita
(76). Aśı por el Lema 5.16:

Soc( ) ∈
∞⋂

n=2

[
α
Zp

Zp
, ω

Zpn

Zp

]
=

[
α
Zp

Zp
,

∞∧

n=2

ω
Zpn

Zp

]
.

Lo anterior dice en la Proposición 5.18 que Soc( ) ∈
∞⋃

m=1

[
α
Zpm

Zpm
,

∞∧

n=m+1

ω
Zpn

Zpm

]

considerando solamentem = 1, pues recuerde quem es la longitud del segmento
inicial con entradas el ńumero1 de la sucesíon binaria que representa a losZpn-
prerradicales idempotentes. Ası́ por (77) y de nuevo el Lema 5.16 obtenemos:

Soc( ) ∈
⋂

p∈P

[
α
Zp

Zp
,

∞∧

n=2

ω
Zpn

Zp

]
=


∨

p∈P

α
Zp

Zp
,
∧

p∈P

∞∧

n=2

ω
Zpn

Zp


 .

Los átomos aunque no son prerradicales idempontentes los podemos localizar
en la retı́culaZ-pr usando (76).

Ejemplo 5.20. Considerando el idealI = pnZ deZ, por (72) tenemos que los
átomos deZ-pr se encuentran en:

{α
Zq∞

Zq
| q es primo} ⊂

[
0Z, ω

Zpn

0

]
=←−ϕI(0n),

para cadap primo y cadan ≥ 1. Entonces para cadap ∈ P y variandon, los
átomos est́an en la primera columna (de izquierda a derecha) de (76) y porel
Lema 5.16:

α
Zq∞

Zq
∈

∞⋂

n=1

[
0Z, ω

Zpn

0

]
=

[
0Z,

∞∧

n=1

ω
Zpn

0

]
,

conq ∈ P.
Por lo tanto variando los primos obtenemos que losátomos deZ-pr se encuen-

tran en:

α
Zq∞

Zq
∈
⋂

p∈P

[
0Z,

∞∧

n=1

ω
Zpn

0

]
=


0Z,

∧

p∈P

∞∧

n=1

ω
Zpn

0


 ,

conq ∈ P.
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Análogamente al procedimiento anterior encontramos las regiones en la retı́cu-
laZ-pr en donde se encuentran los radicales de acuerdo a la partición inducida por
el idealI = pnZ. Ası́ por el Teorema 4.13 losZ-radicales para cadap ∈ P y cada
n ≥ 1, se encuentran en:

Rnp =←−ϕI(0n) ∪
←−ϕI(0, 1, · · · , 1) ∪

←−ϕI(0, 0, 1, · · · , 1) ∪ · · · ∪
←−ϕI(1n),(78)

y por el Teorema 5.9, la Proposición 5.10 y el Corolario 5.8,se tiene que

Rnp =
[
0, ω

Zpn

0

]
∪
n−1⋃

k=1

[
α
Zpn

Z
pn−k

, ω
Z
pk

0

]
∪
[
α
Zpn

Zpn
, 1
]
.(79)

Para cadap ∈ P y al variarn, por (78), el siguiente diagrama ilustra a losRnp .

R1
p = ←−ϕ1(0) ∪←−ϕ1(1)

R2
p = ←−ϕ2(0, 0) ∪←−ϕ2(0, 1) ∪←−ϕ2(1, 1)

R3
p = ←−ϕ3(0, 0, 0) ∪

←−ϕ3(0, 0, 1) ∪
←−ϕ3(0, 1, 1) ∪

←−ϕ3(1, 1, 1)

...
...

(80)

Al variar n podemos pensar que losRnp forman una matriz triangular superior
infinita.

Lema 5.21. Seanp un ńumero primo yn ≥ 1. EntoncesRn+1
p ⊆ Rnp .

DEMOSTRACIÓN. La prueba es dual a la del Lema 5.17. �

Proposición 5.22. Seap un ńumero primo. Entonces
∞⋂

n=1

Rnp =

[
0,

∞∧

n=1

ω
Zpn

0

]
∪

∞⋃

k=1

[
∞∨

n=k+1

α
Zpn

Z
pn−k

, ω
Z
pk

0

]
∪

[
∞∨

n=1

α
Zpn

Zpn
, 1

]
.

DEMOSTRACIÓN. La prueba es similar a la de la Proposición 5.18. �

Concluimos entonces que los radicales enZ-pr variando los primos se encuen-
tran en:

Z-rad⊂
⋂

p∈P

∞⋂

n=1

Rnp

(81)

=
⋂

p∈P

([
0,

∞∧

n=1

ω
Zpn

0

]
∪

∞⋃

k=1

[
∞∨

n=k+1

α
Zpn

Z
pn−k

, ω
Z
pk

0

]
∪

[
∞∨

n=1

α
Zpn

Zpn
, 1

])
.

El siguiente ejemplo muestra el intervalo enZ-pr en donde se encuentra el
radical Rad( ), el cual ya habı́amos visto en la sección anterior considerando un
primop y n ≥ 1 fijos.
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Ejemplo 5.23. En Z-pr se tiene que Rad( ) =
∧

q primo

ω
Zq

0 y del Ejemplo 1.70

sabemos que Rad( ) es un radical. Considerando el idealI = pnZ deZ, por (70),
tenemos que para tal primop y n ≥ 1 fijos:

Rad( ) ∈
[
α
Zpn

Zpn−1
, ω

Zp

0

]
=←−ϕI(0, 1, 1, · · · , 1).

Es decir, para un primo fijop y variandon, el prerradical Rad( ) siempre est́a en
la segunda columna (de derecha a izquierda) de la matriz triangular superior infi-
nita (80). Aśı por el Lema 5.16:

Rad( ) ∈
∞⋂

n=2

[
α
Zpn

Zpn−1
, ω

Zp

0

]
=

[
∞∨

n=2

α
Zpn

Zpn−1
, ω

Zp

0

]
.

Lo anterior dice en la Proposición 5.22 que Rad( ) ∈
∞⋃

k=1

[
∞∨

n=k+1

α
Zpn

Z
pn−k

, ω
Z
pk

0

]

considerando solamentek = 1, pues recuerde quek es la longitud del segmento
inicial con entradas el ńumero0 de la sucesíon binaria que representa a losZpn-
radicales. Aśı por (81) y de nuevo el Lema 5.16 obtenemos:

Rad( ) ∈
⋂

p∈P

[
∞∨

n=2

α
Zpn

Zpn−1
, ω

Zp

0

]
=


∨

p∈P

∞∨

n=2

α
Zpn

Zpn−1
,
∧

p∈P

ω
Zp

0


 .

Los coátomos aunque no son radicales los podemos localizaren la retı́cula
Z-pr usando (80).

Ejemplo 5.24. Considerando el idealI = pnZ deZ, por (73) tenemos que los
coátomos deZ-pr se encuentran en:

{ωZ
qZ | q es primo} ⊂

[
α
Zpn

Zpn
, 1Z

]
=←−ϕI(1n),

para cadap primo y cadan ≥ 1. Entonces para cadap ∈ P y variandon, los
coátomos est́an en la primera columna (de derecha a izquierda) de (80) y porel
Lema 5.16:

ωZ
qZ ∈

∞⋂

n=1

[
α
Zpn

Zpn
, 1Z

]
=

[
∞∨

n=1

α
Zpn

Zpn
, 1Z

]
,

conq ∈ P.
Por lo tanto variando los primos obtenemos que los coátomos deZ-pr se en-

cuentran en:

ωZ
qZ ∈

⋂

p∈P

[
∞∨

n=1

α
Zpn

Zpn
, 1Z

]
=


∨

p∈P

∞∨

n=1

α
Zpn

Zpn
, 1Z


 ,

conq ∈ P.
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Observacíon 5.25. Notemos que para realizar el Ejemplo 5.20 se puede usar (80)
en lugar de (76). Pero es mejor usar (76), puesto que ahı́ se aprecian las columnas
de←−ϕI(0n) para cadan ≥ 1. Dualmente, en el Ejemplo 5.24 también se puede usar
(76) en lugar de (80).

5.1.3. Radicales idempotentes enZ-pr
En esta sección siguiendo procedimientos análogos a los de la sección anterior

encontraremos las regiones en la retı́culaZ-pr en donde se encuentran los radi-
cales idempotentes, a diferencia de los prerradicales idempotentes y radicales, la
descripción de los intervalos enZ-pr para dichos prerradicales quedan descritos de
una manera más sencilla como veremos en lo que sigue.

Empezamos esta sección con el siguiente lema.

Lema 5.26. Seanp, q números primos y seann,m ≥ 1. Entonces:

1. Sip 6= q, entoncesα
Zpn

Zpn
� ω

Zqm

0 .

2. Sip = q, entoncesα
Zpn

Zpn
6� ω

Zqm

0 .

DEMOSTRACIÓN. Si p 6= q, entoncesα
Zpn

Zpn
(Zqm) = 0, por lo queα

Zpn

Zpn
� ω

Zqm

0 ,

puesto que por la Observación 1.57,ω
Zqm

0 es el mayor prerradical que mandaZqm

a 0. Por otro lado, paran,m ≥ 1, por el Lema 5.5, se tiene queα
Zpn

Zpn
(Zpm) 6= 0,

ası́ queα
Zpn

Zpn
6� ω

Zpm

0 . �

Para el idealI = pnZ, por las Proposiciones 4.12 y 4.13 para cadap ∈ P y
cadan ≥ 1, se tiene que los radicales idempotentes enZ-pr se encuentran en:

Dnp =←−ϕI(0n) ∪
←−ϕI(1n),(82)

puesto que los únicos radicales idempotentes enZpn-pr son0n y 1n. Ası́ que por
la Proposición 5.10 y el Corolario 5.8:

Dnp =
[
0Z, ω

Zpn

0

]
∪
[
α
Zpn

Zpn
, 1Z

]
(83)

Por el Lema 5.26, para cadap ∈ P y cadan ≥ 1, la unión de los intervalos que
aparece en (83) es disjunta.

Lema 5.27. Seanp un ńumero primo yn ≥ 1. EntoncesDn+1
p ⊆ Dnp .

DEMOSTRACIÓN. El resultado se tiene de 1 y 4 del Corolario 5.6. �

Proposición 5.28. Seap un ńumero primo. Entonces
∞⋂

n=1

Dnp =

[
0Z,

∞∧

n=1

ω
Zpn

0

]
∪

[
∞∨

n=1

α
Zpn

Zpn
, 1Z

]
.
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DEMOSTRACIÓN. Por el Lema 5.16 y el Lema 5.27:
∞⋂

n=1

Dnp =

(
∞⋂

n=1

[
0Z, ω

Zpn

0

])
∪

(
∞⋂

n=1

[
α
Zpn

Zpn
, 1Z

])

=

[
0Z,

∞∧

n=1

ω
Zpn

0

]
∪

[
∞∨

n=1

α
Zpn

Zpn
, 1Z

]

�

Denotaremos a la clase de los radicales idempotentes sobre un anilloR como
R-radidem. Concluimos entonces que al variar las potenciasn y los primosp en los
idealesI = pnZ, los prerradicales radicales idempotentes enZ-pr se encuentran
en

Z-radidem⊂
⋂

p∈P

∞⋂

n=1

Dnp(84)

=
⋂

p∈P

([
0Z,

∞∧

n=1

ω
Zpn

0

]⋃[
∞∨

n=1

α
Zpn

Zpn
, 1Z

])
.

Notamos que la descripción de los intervalos en donde estanlos Z-radicales
idempotentes, son en cierta forma accesibles para obtener más información de
ellos. Por simplicidad, para cadap ∈ P, usaremos la siguiente notación:

αp =

∞∨

n=1

α
Zpn

Zpn
y ωp =

∞∧

n=1

ω
Zpn

0

Entonces reescribimos (84) como:

Z-radidem⊂
⋂

p∈P

([0Z, ωp] ∪ [αp, 1Z])(85)

El siguiente ejemplo muestra el intervalo enZ-pr en donde se encuentra el
radical idempotente T( ), el cual ya habı́amos visto en (71) considerando un primo
p y n ≥ 1 fijos.

Ejemplo 5.29. Considerando el idealI = pnZ deZ, en (71) obtuvimos que el
radical idempotentente T( ) sobreZ se encuentra en:

T ( ) ∈
[
α
Zpn

Zpn
, 1Z

]
=←−ϕI(1n),

para cadap ∈ P y cadan ≥ 1. Por la proposicíon 5.28 para cadap ∈ P:

T( ) ∈

[
∞∨

n=1

α
Zpn

Zpn
, 1Z

]
.
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Aśı por (85) y de nuevo el Lema 5.16 obtenemos que en la reı́culaZ-pr:

T( ) ∈
⋂

p∈P

[αp, 1Z] =


∨

p∈P

∞∨

n=1

α
Zpn

Zpn
, 1Z


 .

Ahora mostraremos una descripción más sencilla de (85).

Diremos que(A,B) es una bipartición deP, si A ∪ B = P y A ∩ B =
∅. Observe queA o B pueden ser el conjunto vacı́o. Denotaremos porB(P) al
conjunto de todas las biparticiones deP.

Proposición 5.30.
⋂

p∈P

([0Z, ωp] ∪ [αp, 1Z]) =
⋃

(A,B)∈B(P)


∨

p∈A

αp,
∧

q∈B

ωq


.

DEMOSTRACIÓN. Seaσ ∈
⋂

p∈P

([0Z, ωp] ∪ [αp, 1Z]). Definimos los siguientes

conjuntos:

Aσ = {p ∈ P | σ ∈ [αp, 1Z]},

Bσ = {q ∈ P | σ ∈ [0Z, ωq]}.

Primero probemos que(Aσ , Bσ) es una bipartición deP. Si p ∈ P, entoncesσ ∈
[0Z, ωp] o σ ∈ [αp, 1Z], es decir,p ∈ Bσ o p ∈ Aσ. Por lo queAσ ∪ Bσ = P.
Por otro lado, sip ∈ Aσ y p ∈ Bσ, entoncesσ ∈ [0Z, ωp] ∩ [αp, 1Z], por lo que

αp � σ � ωp. De ahı́ y por la definición deαp y ωp, α
Zpn

Zpn
� ω

Zpn

0 , lo cual

contradice el Lema 5.26 y entoncesAσ ∩ Bσ = ∅. Por lo tanto concluimos que
(Aσ, Bσ) es una bipartición deP.

Por definición deAσ y Bσ, tenemos

σ ∈


 ⋂

q∈Bσ

[0Z, ωq]


 ∩


 ⋂

p∈Aσ

[αp, 1Z]




=


0Z,

∧

q∈Bσ

ωq


 ∩


 ∨

p∈Aσ

αp, 1Z




=


 ∨

p∈Aσ

αp,
∧

q∈Bσ

ωq


 .

Donde la última igualdad se da por el Lema 5.26, pues para cadap ∈ Aσ y q ∈ Bσ,

teneosα
Zpn

Zpn
� ω

Zqn

0 , por lo que
∨

p∈Aσ

αp �
∧

q∈Bσ

ωq.
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Para la otra contención, seaσ ∈


∨

p∈A

αp,
∧

q∈B

ωq


 para alguna bipartición

(A,B) deP y seap1 ∈ P = A ∪ B. Si p1 ∈ A, entoncesαp1 �
∨

p∈A

αp � σ. Si

p1 ∈ B, entoncesσ �
∧

q∈B

ωq � ωp1. Entoncesσ ∈ [0Z, ωp1 ] ∪ [αp1 , 1Z]. �

El siguiente corolario es consecuencia inmediata de la Proposición 5.30.

Corolario 5.31. Z-radidem ⊂
⋃

(A,B)∈B(P)


∨

p∈A

αp,
∧

q∈B

ωq


 .

Observacíon 5.32. Notemos que en la Proposición 5.30, podemos considerar el
caso en el que solamente hay una bipartición deP y en dondeA oB son el vaćıo.

Es decir, siA = ∅, entoncesB = P y en este casoZ-radidem⊂


0Z,

∧

q∈B

ωq


,

es decir, los prerradicales radicales idempotentes estan en el intervalo que corres-

ponde a
∞⋂

n=1

←−ϕn(0n). Análogamente siB = ∅.

Corolario 5.33. Seap ∈ P y σ ∈ Z-radidem. Entonces, una y solo una, de las
siguientes afirmaciones se cumple:

1. Zpn ∈ Tσ, para todan ≥ 1.
2. Zpn ∈ Fσ, parta todan ≥ 1.

DEMOSTRACIÓN. Por (85), siσ ∈ Z-radidem, entonces para cadap ∈ P, σ ∈
[0Z, ωp] o σ ∈ [αp, 1Z], pero no en ambos, ya que tales intervalos son ajenos. Si

σ ∈ [0Z, ωp], entoncesσ � ω
Zpn

0 para todan ≥ 1 y por la Observación 1.57,
σ(Zpn) = 0 para todan ≥ 1, es decir,Zpn ∈ Fσ para todan ≥ 1. Por otro lado,

si σ ∈ [αp, 1Z], entoncesα
Zpn

Zpn
� σ para todan ≥ 1 y por la Observación 1.57,

σ(Zpn) = Zpn para todan ≥ 1, de dondeZpn ∈ Tσ para todan ≥ 1. �

Observacíon 5.34. Notemos de la demostración del Corolario anterior que para
σ ∈ Z-radidem, los conjuntosAσ y Bσ que se definieron en la Proposición 5.30
consisten de los primos que satisfacen 1 y 2 respectivamentedel Corolario 5.33.

Si consideramos dos biparticiones distintas deP, los intervalos que aparecen en
el Corolario 5.31 son ajenos dos a dos, como veremos en la siguiente proposición.
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Proposición 5.35. Sean(A,B) 6= (A′, B′), dos biparticiones deP. Entonces
∨

p∈A

αp,
∧

q∈B

ωq


⋂


 ∨

p∈A′

αp,
∧

q∈B′

ωq


 = ∅

DEMOSTRACIÓN. Supongamos que


∨

p∈A

αp,
∧

q∈B

ωq


⋂


 ∨

p∈A′

αp,
∧

q∈B′

ωq


 6=

∅. Entonces
∨

p∈A′

αp �
∧

q∈B

ωq. Es decir, para cadap ∈ A′ y q ∈ B tenemos que

αp � ωq, es decir,α
Zpn

Zpn
� ω

Zqn

0 y por el Lema 5.26 obtenemos quep 6= q. De

dondeA′ ∩ B = ∅ y por tantoA′ ⊆ A. Puesto que también
∨

p∈A

αp �
∧

q∈B′

ωq,

análogamente a lo anterior se prueba queA ∩ B′ = ∅ y ası́A ⊆ A′. Por lo tanto
A = A′ y de ahı́ queB = B′. Entonces(A,B) = (A′, B′). �

Como consecuencia de la Proposición 5.35, para cadaσ ∈ Z-radidem existe
una única bipartición(Aσ , Bσ) asociada a él, la cual se define en la prueba de la

Proposición 5.30, tal queσ ∈


 ∨

p∈Aσ

αp,
∧

q∈Bσ

ωq


.

En seguida, mostraremos que cada uno de los intervalos cuya unión aparece en
el Corolario 5.31, tiene al menos un elemento deZ-radidem.

Proposición 5.36. Sea(A,B) ∈ B(P). Entonces

∨

p∈A

αp,
∧

q∈B

ωq


 ∩ Z-radid 6= ∅

DEMOSTRACIÓN. Puesto que
∧

q∈B

ωq es un radical, tal que
∨

p∈A

αp �
∧

q∈B

ωq, en-

tonces por la Proposición 1.74,
∨

p∈A

αp �
∨

p∈A

αp �
∧

q∈B

ωq. Ahora, ya que
∨

p∈A

αp

es un prerradical idempotente, por la Observación 1.75,
∨

p∈A

αp es un radical idem-

potente. Luego, por la Proposición 1.72,
∨

p∈A

αp �
∧̂

q∈B

ωq �
∧

q∈B

ωq y por la Ob-

servación 1.75,
∧̂

q∈B

ωq también es un radical idempotente. Por lo tanto, concluimos

que al menos existe un radical idempotente en tal intervalo. �

De [7], se puede conluir que la clase de todos los radicales enZ-pr no es un
conjunto. También se sabe que la clase de todos los radicales exactos izquierdos
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sobre cualquier anillo es un conjunto. Pero aún no se sabe siZ-radidem es un con-
junto o no. Considerando que el número de biparticiones deP es2ℵ0 , la unión de
los intervalos que aparecen en el Corolario 5.31 es disjuntay por la Proposición
anterior cada uno de tales intervalos tiene al menos un radical idempotente, pode-
mos decir que siZ-radid fuera un conjunto, entonces su cardinalidad serı́a al menos
2ℵ0 .

Por otro lado, ahora mostraremos que el extremo inferior de tales intervalos
es un radical. Mas aún, es un radical exacto izquierdo y todos esos elementos son
precisamente el conjunto de todos los radicales exactos izquierdos enZ-pr. Para
esto, primero probaremos el siguiente lema. Para cadan ∈ Z, denotaremos por
pdiv(n) al conjunto de todos los divisores primos den. Para un elementox de
orden finito en unZ-módulo, denotaremos su orden comoo(x).

Lema 5.37. SeaA ⊆ P y seaM ∈ Z-Mod. Entonces


∨

p∈A

αp


 (M) = {x ∈M | o(x) <∞, pdiv(o(x)) ⊆ A}

DEMOSTRACIÓN. Seax ∈


∨

p∈A

αp


 (M). Por definición,x = x1 + · · · +

xm, dondexi ∈ Im(fi), con fi : Zpni
i
→ M y pi ∈ A, parai = 1, . . . ,m.

Luego,pni
i xi = 0 parai = 1, . . . ,m, por lo que(pn1

1 p
n2
2 · · · p

nm
m )x = 0. Entonces

pdiv(o(x)) ⊆ A. Por otro lado, six ∈ M tal queo(x) = pn1
1 p

n2
2 · · · p

nm
m con

pi ∈ A parai = 1, · · · ,m, entonces existenx1, . . . , xm ∈ M con o(xi) = pni
i

parai = 1, . . . ,m tales que〈x〉 = 〈x1〉 + · · · + 〈xm〉. De donde concluimos,

x ∈


∨

p∈A

αp


 (M). �

Proposición 5.38. Para cadaA ⊆ P,
∨

p∈A

αp es un radical.

DEMOSTRACIÓN. SeanM ∈ Z-Mod y x ∈


∨

p∈A

αp




M/


∨

p∈A

αp


 (M)


.

Entoncesx = x +


∨

p∈A

αp


 (M), dondex ∈ M . Existenp1, . . . , pm ∈ A y

r1, . . . , rm ≥ 1, tales que por el Lema 5.37,(pr11 · · · p
rm
m )x ∈


∨

p∈A

αp


 (M).

De nuevo por el Lema 5.37, existenq1, . . . , qn ∈ A y s1, . . . , sn ≥ 1, tales que
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(qs11 · · · q
sn
n )(pr11 · · · p

rm
m )x = 0. Por lo tantox ∈


∨

p∈A

αp


 (M), es decir,x = 0.

Ası́ de la Observación 1.66, se concluye que
∨

p∈A

αp es un radical. �

Observe que en particular
∨

p∈P

αp es la torsión usual, la cual es un radical idem-

potente, que asigna a cada grupo abeliano su subgrupo de torsión. Se sabe que hay
una correspondencia biyectiva entre las topologı́as de Gabriel sobre un anilloR y
los radicales exactos izquierdos sobreR. De hecho, en [19], Stenström describe
todas las topologı́as de Gabriel de un anillo noetheriano conmutativo, que es el
caso del anilloZ. Por la Proposición 5.38, dichas topologı́as de Gabriel estan en
correspondencia biyectiva con los radicales exactos izquierdos

∨

p∈A

αp, definidos

para cadaA ⊆ P y por tanto son todos los radicales exactos izquierdos deZ-pr.

Para finalizar esta sección, mostraremos los intervalos enZ-pr donde se en-
cuentran ciertos radicales idempotentes y las biparticiones asociadas a ellos.

Ejemplo 5.39. Para el anilloZ, el conjuntoZ-simp= {Zp | p ∈ P}. Como en
el Ejemplo 1.70, para cadaA ⊆ P, el Zoclo relativo se define como SocA( ) =∨

p∈A

α
Zp

Zp
. Por definicíon, SocA(Zp) = Zp para todop ∈ A y SocA(Zqn) = 0 para

todan ≥ 1 y q ∈ P \ A. EntoncesZp ∈ TSocA( ) ⊆ TSocA( ) para todop ∈ A,
Tambíen, para todoq ∈ P \ A y n ≥ 1, se tieneZqn ∈ FSocA( ) = FSocA( ),
donde laúltima igualdad es por la Proposición 1.76. Luego, por la Observación
5.34,Zpn ∈ TSocA( ) para todop ∈ A y todan ≥ 1 y por la misma Observación

SocA( ) ∈ [αp, 1Z], para todap ∈ A. Similarmente,SocA( ) ∈ [0, ωq] para
todaq ∈ P \A. Por lo tanto la biparticíon correspondiente al radical idempotente

SocA( ) es(A,P \ A) y aśı SocA( ) ∈


∨

p∈A

αp,
∧

q∈P\A

ωq


.

Por otro lado, para cadap ∈ A, αZp

Zp
� αp, por lo que SocA( ) �

∨

p∈A

αp.

Por la Proposicíon 5.38,
∨

p∈A

αp es un radical, entonces por la Proposición 1.74,

SocA( ) �
∨

p∈A

αp. De lo anterior,SocA( ) =
∨

p∈A

αp. En particular,Soc( ) =

∨

p∈P

αp y su correspondiente bipartición es(P, ∅).

Ejemplo 5.40. Dualmente, del Ejemplo 1.70, para cadaB ⊆ P, el radical de Ja-
cobson relativo se define como RadB( ) =

∧

q∈B

ω
Zq

0 . Por definicíon, RadB(Zq) =
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0 para todoq ∈ B y RadB(Zpn) = Zpn para todan ≥ 1 y p ∈ P \ B. Enton-
ces, para todop ∈ P \ B y n ≥ 1 se tiene queZpn ∈ TRadB( ) = T

R̂adB( )
y

la última igualdad es por la Proposición 1.76. Tambíen, para todoq ∈ B, Zq ∈
FRadB( ) ⊆ F

R̂adB( )
. Análogamente al ejemplo 5.39, por la Observación 5.34,

la bipartición correspondiente al radical idempotentêRadB( ) es (P \ B,B) y

R̂adB( ) ∈


 ∨

p∈P\B

αp,
∧

q∈B

ωq


. De lo anterior,R̂adB( ) �

∧̂

q∈B

ωq.

Por otro lado, para cadaq ∈ B, ωq � ω
Zq

0 , por lo que
∧

q∈B

ωq � RadB( ) y

aśı
∧̂

q∈B

ωq � R̂adB( ). Por lo tantoR̂adB( ) =
∧̂

q∈B

ωq. En particular,R̂ad( ) =

∧̂

q∈P

ωq y su correspondiente bipartición es(∅,P). Es decir,R̂ad( ) ∈


0Z,

∧

p∈P

ωp


.

Nótece que para cadaM ∈ Z-Mod,


∧

p∈P

ωp


 (M) es el primer subgrupo de Ulm

deM y R̂ad(M) es el mayor subḿodulo divisible deM (Para mayor informacíon
ver [12]).

5.2. Particiones deZpn-pr inducidas por ideales
Como mencionamos al inicio de este capı́tulo aprovecharemos que la retı́cu-

la Zpn-pr está descrita en [7] para interpretar en este caso la conexión de Galois
〈ϕI , ψI〉, dondeI = piZpn es un ideal deZpn .

Consideremos un idealI = piZpn de Zpn, dondep primo, n ≥ 2 e i =
1, . . . , n−1. Por la Proposición 4.3, la conexión de Galois〈ϕI , ψI〉, queda descrita
como:

1. Para cadaτ ∈ Zpn-pr, el morfismoϕI : Zpn → Zpi se define como

ϕI(τ) = σ,(86)

dondeσ es la restricción deτ a losZpi-módulos. Ası́, siτ tiene la si-
guiente representación binariaτ = (a1, . . . , ai, . . . , an), entoncesσ =
(a1, . . . , ai).

2. Para cadaσ ∈ Zpn-pr, el morfismoψI : Zpi → Zpn se define como

ψI(σ) = τ,(87)

dondeτ es la mayor extensión deσ en losR-módulos. Ası́, siσ tie-
ne la siguiente representación binariaσ = (a1, . . . , ai), entoncesτ =
(a1, . . . , ai, 1, 1, . . . , 1n).
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En esta conexión de Galois la descripción de los intervalos enZpn-pr inducidos
por la imagen inversa de elementos deZpi-pr bajoϕI quedan descritos de una
manera muy sencilla, como veremos enseguida.

Seanτ ∈ Zpn-pr, σ ∈ Zpi-pr tal queϕI(τ) = σ y σ = (a1, . . . , ai). Entonces
por la Observación 4.20:

←−ϕI(σ) = [(a1, . . . , ai, 0 . . . , 0n), (a1, . . . , ai, 1 . . . , 1n)](88)

Puesto que los intervalos en (88) inducen una partición deZpn-pr se tiene que
la cardinalidad de cada intervalo es2m−i.

Para fijar estas ideas veamos el siguiente ejemplo.

Ejemplo 5.41. Consideremos el anilloR = Zp3 y el idealI = p2Zp3. Entonces
la conexíon de Galois inducida por el idealI es〈ϕI , ψI〉, dondeϕI : Zp3-pr →
Zp2-pr yψI : Zp2-pr→ Zp3-pr.

Por (86) se tiene queϕI evaluado en unZp3-prerradical τ , resulta la restric-
ción deτ en losZp2-módulos. Aśı, el morfismoϕI en todos losZp3-prerradicales
es:

• ϕF (0, 0, 0) = ϕF (0, 0, 1) = (0, 0)
• ϕF (0, 1, 0) = ϕF (0, 1, 1) = (0, 1)
• ϕF (1, 0, 0) = ϕF (1, 0, 1) = (1, 0)
• ϕF (1, 1, 0) = ϕF (1, 1, 1) = (1, 1)

De ah́ı es claro lo siguiente:

• ←−ϕI(0, 0) = [(0, 0, 0), (0, 0, 1)] = [(0, 0, 0), αRI ]
• ←−ϕI(0, 1) = [(0, 1, 0), (0, 1, 1)]
• ←−ϕI(1, 0) = [(1, 0, 0), (1, 0, 1)]
• ←−ϕI(1, 1) = [(1, 1, 0), (1, 1, 1)] = [t(αRI ), (1, 1, 1)]

donde laúltima igualdad de los renglones 1 y 4 se siguen de los Corolarios 4.17 y
4.18. Notemos que lo anterior también se puede concluir de (88).

Luego por (87) las iḿagenes bajoψI de todos losZp2-prerradicales son:

• ψI(0, 0) = (0, 0, 1)
• ψI(0, 1) = (0, 1, 1)
• ψI(1, 0) = (1, 0, 1)
• ψI(1, 1) = (1, 1, 1).

Lo anterior tambíen se puede concluir de la descripción de los intervalos indu-
cidos por la imagen inversa bajoϕI que aparece en la Proposición 4.15. Note
que en efecto, la descripción deψI corresponde a la mayor extensión de losZp2-
prerradicales a losZp3-módulos.

Tambíen, por la Proposicíon 4.19, sabemos que losúnicos elementos cerrados
enZp3-pr son:

(0, 0, 1), (0, 1, 1), (1, 0, 1), (1, 1, 1).

Por último, puesto queψI es inyectiva todos los elementos deZp2-pr son abiertos.
Recordemos de la Proposición 1.20 del Caṕıtulo 1, que hay un isomorfismo entre
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los elementos abiertos deZp3-pr y los deZp2-pr, como tambíen se puede observar
en este ejemplo.

5.3. Particiones deZ(p)-pr inducidas por ideales

En esta sección estudiaremos otro ejemplo particular de conexion de Galois
entre las retı́culasR-pr y R/I-pr, considerando el anillo localZ(p) el cual es la
localización del anilloZ en el primop. Tal anillo tiene como único ideal máximo
apZ(p) y su retı́cula de ideales es una cadena infinita como sigue:

· · · < Ii < · · · < I2 < I1 < Z(p),

dondeIi = piZ(p) parai ≥ 1. Ya queZ(p)/p
iZ(p)

∼= Z/piZ parai ≥ 1, de nuevo
aprovechamos las caracterı́sticas de las retı́culasZpn-pr para interpretar algunos
resultados de las secciones anteriores a la conexión de Galois 〈ϕI , ψI〉 inducida
por un idealI = piZ(p) deZ(p), dondeϕI : Z(p)-pr → Zpn-pr y ψI : Zpn-pr →
Z(p)-pr.

Por ser un caso particular de conexión de Galois entre retı́culasR-pr y R/I-
pr, los morfismosϕI y ψI quedan definidos como en la Proposición 4.3 y por
la estructura del anilloZ(p) los resultados más interesantes para esta conexión de
Galois son con respecto a los intervalos enZ(p)-pr en donde se encuentran los
Z(p)-prerradicales idempotentes, radicales y radicales idempotentes. Para esto, ob-
servamos que la igualdad (64) sigue teniendo validez en estecaso, puesto que dicha
igualdad se sigue de la Proposición 5.3 en donde se usa que elanillo Zpn es local
uniserial. Ası́ en este caso, los prerradicales idempotentes enZ(p)-pr de acuerdo a
la expresión (77) se encuentran en:

Z(p)-idem⊂

[
0,

∞∧

n=1

ω
Zpn

0

]
∪

∞⋃

m=1

[
α
Zpm

Zpm
,

∞∧

n=m+1

ω
Zpn

Zpm

]
∪

[
∞∨

n=1

α
Zpn

Zpn
, 1

]
.

De acuerdo a la expresión (81), los radicales enZ(p)-pr se encuentran en:

Z(p)-rad⊂

[
0,

∞∧

n=1

ω
Zpn

0

]
∪

∞⋃

k=1

[
∞∨

n=k+1

α
Zpn

Z
pn−k

, ω
Z
pk

0

]
∪

[
∞∨

n=1

α
Zpn

Zpn
, 1

]
.

Y por último la expresión (85) muestra en este caso que los intervalos enZ(p)-
pr en donde podemos encontrar a losZ(p) radicales idempotentes solamente son
dos:

Z(p)-radidem⊂
(
[0, ωp]

⋃
[αp, 1]

)
.





Conclusiones y Perspectivas

Dedicamos este último espacio para formular algunos problemas siguiendo
en la ĺınea de este trabajo. El objetivo principal de esta investigación fué estu-
diar la relación entre dos retı́culas de prerradicalesR-pr y S-pr a partir de alguna
relación entre los anillosR y S. El Teorema 2.46, el más importante de este tra-
bajo, da lugar al estudio de las retı́culas de prerradicalescorrespondientes a las
categorı́as de módulos cuando hay una situación de adjunción entre ellas. En este
caso hemos mostrado que hay una conexión de Galois entre lasretı́culas relacio-
nadas. Una aplicación de dicho resultado fue el estudio de la conexión de Galois
〈R-pr, ϕI , ψI , R/I-pr〉, que resultó muy fructı́fera puesto que el morfismoϕI eva-
luado enτ ∈ R-pr es la restricción deτ a losR/I-módulos y en el caso deψI
evaluado en unσ ∈ R/I-pr es la mayor extensión deσ a losR-módulos, de donde
obtenemos varios resultados, que después se aplican a otras conexiones de Ga-
lois más especı́ficas dentro de este caso. Aprovechando queen [7] se caracteriza
a la retı́culaZpn-pr, estudiamos la conexión de Galois entre las retı́culasZ-pr y
Zpn-pr y los resultados más relevantes en ese desarrollo fueron en torno a la des-
cripción de las particiones enZ-pr inducidas por la imagen inversa bajoϕI de un
Zpn-prerradical, que dependen del idealI = pnZ y de la clase de los prerradica-
les idempotentes y radicales sobreZpn . Determinamos también las particiones de
otras retı́culas de prerradicales asociadas a grupos abelianos e idealespnZ, tenien-
do como referencia el caso deZ-pr.

Como podemos observar tenemos varios caminos en los cuales podemos di-
rigirnos siguiendo este tipo de estudio. A continuación listamos algunas posibles
ĺıneas de investigación.

1. De acuerdo al Teorema 2.46, podemos explorar otros pares adjuntos y la
conexión de Galois inducida por ellos. Por ejemplo los funtores de Coxeter o de
reflexión entre las categorı́as de módulos de álgebras decaminos que se definen a
partir del cambio en la orientación de la flechas correspondientes a una fuente o a
un sumidero. Por ejemplo ver el Capı́tulo VII.5 de [15].

2. El Teorema de Watts-Eilenberg caracteriza a los funtoresadjuntos entre ca-
tegorı́as de módulos y en el segundo capı́tulo estudiamos la conexión de Galois
inducida por los funtoresF = U

⊗
R y G = HomS(U, ), dondeU = SUR es

un bimódulo, que caracterizan a los pares adjuntos entre las categorı́as de módulos.
La Proposición 2.67 muestra cómo son las evaluaciones de los morfismosϕ y ψ
que forman parte de la conexión de Galois inducida por talesfuntores, en los pre-
rradicales correspondientes. Esta descripción comoτ -traza yσ-anulador es muy
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interesante porque debido al Teorema de Watts-Eilenberg todos esos morfismos
evaluados tienen esa forma y podemos continuar su estudio. Una buena referen-
cia en esta dirección son los ejercicios de la Sección 19 de[2], con respecto al
σ-anulador dondeσ ∈ S-pr.

3. Además de estudiar conexiones de Galois entre retı́culas de prerradicales
inducidas por una situación de adjunción entre las categorı́as de módulos, en el
tercer capı́tulo abordamos una situación más general , y por tanto más usual, en-
tre retı́culas de prerradicales. Esto es, definiendo morfismos entre las retı́culas de
prerradicales a partir de transformaciones naturales, lo cual da lugar para analizar
diversas situaciones. Por ejemplo, estudiamos el caso en donde la transformación
natural es la identidad sobre un funtor asociando de esta manera un morfismo en-
tre retı́culas de prerradicales a cualquier funtor entre categorı́as de módulos. En
particular cuando el funtor es un prerradical, obtuvimos deuna manera alternativa
los prerradicales igualador, coigualador y anulador que aparecen en [9]. Se destaca
el totalizador como imagen del prerradical identidad bajo el morfismoϕ asociado
al funtor inclusión (o funtor que olvida)uσ con σ ∈ R-pr, que es de naturaleza
distinta a los otros tres casos, por lo cual no se obtuvieron los mismos resultados.

Aún podemos plantearnos varias preguntas con respecto a los morfismos entre
retı́culas de prerradicales asociados a funtores. Una pregunta relevante es si se vale
el recı́proco del Corolario 3.23. Es decir, siF,F ′ : R-Mod→ S-Mod son funtores
tales queϕF = ϕF ′ y ψF = ψF ′ , ¿será queF ∼= F ′?. En otras palabras, si
podemos caracterizar salvo isomorfismo funtores entre categorı́as de módulos a
partir de los dos tipos de morfismos entre retı́culas de prerradicales asociados.

4. El caso de la conexión de Galois entre las retı́culasR-pr y R/I-pr donde
I es un ideal deR que se aborda en el Capı́tulo cuatro, nos sugiere que podemos
investigar otras conexiones de Galois de esa forma, es decir, podrı́amos trabajar
con anillos de tal forma que la retı́cula de prerradicales asociada al anillo cociente
sea relativamente fácil de trabajar y a partir de las propiedades en el cociente obte-
ner información acerca de una retı́cula de prerradicales más complicada, tomando
como referencia lo que se desarrolló en el Capı́tulo5, en el caso deZ-pr.

5. Además de estudiar situaciones en donde tengamos un homomorfismo su-
prayectivof : R → S de anillos, se puede considerar una situación más general,
considerando un epimorfismo de anillos en el sentido categórico. Como es sabi-
do hay epimorfismos de anillos que no son suprayectivos, peroaún en este caso
también se tiene un funtorG : S-Mod → R-Mod que induce un morfismo entre
las retı́culas de prerradicales respectivas. En particular, podemos estudiar un epi-
morfismo plano entre anillos, es decir, cuandoS es unR-módulo plano, situación
donde al anilloS se le llama la localización perfecta del anilloR. Ver el Capı́tulo
XI de [19].
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