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Buir&  este  trabajo  Fequiera de una  justificacibn,  pues  como 
biblogo  invado un area propia  de firicos y ratem6ticos. 
Afortunadamente no cuento con una justi+icacibn  sino con  dos. 
La  primera  es  que  estoy  convencido  de  que e1 entrenamiento 
matemdtico  que  requiere un biblogo  puede  adquirirso  do  forma 
mas adecuada  en  los campos en  donde  la matemitica QP ya  una 
tradicit5n y por lo tanto  esta m&s firmemente  establecida,  que 
en  las ireas de mas reciente  acce60 como 86 el caso de  la 
biologia.  La segunda  es quo el 6rea  ffsica  que  invado no esta 
en absoluto  desligada  de la  biologia.'  La  tarmodinarnica  ha 
sido y sera una  herramienta  indispensable para la conprensibn 
de  los fen6menos  biolbgicos;  aunque la biología  tome  de  ella 
su  parte menos  trivial, es necesaria  en pr inc ip io  la 
comprensibn  de su forma  mas elemental. A ella  me  avoco. 

Por otra  parte, el hecho  de  que  la  geometría  diferencial  no 
haya  sido  hasta el momento  usada por  la biologla,  no  implica 
que  resulte  ajena a ella. En terminor  reales, la biologia no 
ha obtenido  qrandes  resultados de la  matem(0tíca  que 
generalmente  usa;  motiva  esto la bdsqueda de nuevasi  opciones. 
La  qcometria  diferencial  e5  una de estas y a ella me inclino. 
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1. INTRODUCCION 

La termodin0lmica  debe SUS inicios a los  estudios  sobre 
calorimetria  realizados  en el siglo  pasado.  Una  vez 
emtablecido al principio  de  conservacibn  de  la  energla  pudo 
postularse la  existencia  de  la  energía  interna de un rirtama. 
La irrevcrsibilidad  de  ciertos  procesos,  como  la  igualacibn 
de  temperatura  de  dos  recipientes con diferente  temperatura 
a1 ponerse  en contacto,  llevb  a  la  formulacibn  del conc@pto 
de  entropla. Sin embargo,  puede  decirse  qua  la  termodinamica 
recibid su forma mas completa  con  los  trabajos  de  Oibbr. El 
tratamiento  gibbsiano, o mas  propiamente  oneo-gibbsiano',  que 
centra su atencibn  a  los  estados  termodinamicos  mas  que  a  los 
procesos,  sugirib la poribilidad  de  aplicar  matodos 
gaomM.ricos  a  la  terrodinamica. Esto  recibid  un  considerable 
impulso  a  partir  de  los  trabajos  de  Wainhold t261, si bien 
existen  algunos  antecedentes  aislados  (como t141 ) .  Aun  cuando 
existen  otras  formulacionas  do la termodinamica  que  permiten 
tambiCn un enfoque  geometrico,  predomina el ya mencionado y a 
al centramos  nuestra  atencibn. 

El primer  supuesto  qua  explícita o implicitamento  aparece  an 
los  artlculos  que  estudian  la  geometrja de  una  descripcibn 
matematica  de  loa  sistemas termodin~nicoe es: 'Los estados  de 
equilibrio  de un sistema  termodinamico  constituyen  una 
variedad Cm de  dimensidn  finita..(ver  por  ejemplo t7,10,11,20 
y 261)Esto quiera  decir  qua  e1  estado  de un sistema  -una  vez 
que  ha  alcanzado el equilibrio  macroscbpico, i.e., no 
presenta  cambios  observables-  queda  determinado  por el valor 
que  adopta  una  cantidad  finita  de  variables. Lat~ variables 
son el volumen,  las  cantidades molar@s  de  los  compuestos 
quimicos  que  componen el sistema y otra  variable, mas  bien 
misteriosa,  que es la  entropfa. Estos valores  determinan el 
estado  da un sistema  excepto  por un factor  de  escala! QC 
decir,  puede  existir  otro  eistema  que  sea  equivalente al 
primero  desda el punta  de  vista  de  la  termodin6mica,  siempre 
que  los  valores de las  variables  que  lo  describan  sean,  cada 
una, un mbltiplo  de  aquellos  que  caracterizan  al  primero. La 
equivalencia  terrodin&mica  existe si el factor es el mismo 
para  cada  variable.  De  este  modo  las  variables  mencionadas 
mon  llamadas  pxtensivrs,  en  la  medida en que ellas  dependen 
de la magnitud  del siatema. 

Supongamos  que  existen  n  variables  extensivas x&, y 
consideremos la  n-ada (xs,...,x~) = (SrVWN~,...,Nn-~), donde 
S representa  a la  entropla, V al volumen y las N, a  las 
cantidades  molares. La entropla  puede ser considerada  en 
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toda  la  recta real 6 en e1 intervalo So < S <a tlS1. Para 
8implificar  la  expomici6n  supondremos  esto dltirno con S e o .  
Como no podemos  imaginar  que  eximten  voldmenes  negativos, 
ni tampoco  ca'ntidadem  molares  negativas,  restringiremos 
nuestra  atencibn al  conjunto M" C (R+)n. Esto  es lo que se 
8upone en todas  las  referencias  aquí  citadac.  Sobre  este 
conjunto  supondremos que eximte una funcidn U, llamada 
energía  interna, y le  pediremos  que sea  de  clase C-, 

u:Mn+ R 

Existe  una  deccripcibn  equivalente  de la  termodinrlrmica basada 
en la  entropia. La energia  interna  juega en  este  caso  el 
papel  de  variable  independiente y tambih resulta  un  tanto 
.misteriosa., en al sentido  de  que no em directamente 
med i b 1 e. Ambas  formulaciones son equivalentes t43. 
Adoptaremos la representacidn  de la  energia  porque  resulta 
mas  natural en el momento  de  estudiar  las  transformadas  de 
Legendre,  tan  btiles en termodin&mica. 

Dada la  propiedad  que  mencionamos  respecto  de  las  variable% 
extensivas, e6 deseable  extenderla a la  funcibn U definida en 
ellas,  lo  que  hacemos  definibndola  como  homogdnea  de  grado 
uno 

U(o<xr, ,  . . ,O(X") = o< U(Xr,. , . ,X"), 000. 

La8 primeras  derivadas  parciales  de  la  funcibn U, 

y1- a U& x1 

tienen un nombre  especial  en termodinlunica, 

T es la  temperatura,  p es la prasibn (el signo es puramente 
convencional1,y ' p a  es el potencial  quimico del i-4sino 
compuesto.  Dado  que U e8 hornoghea  de  grado 1, sus derivadas 
parciales son homog(lneaf5 de  grado O; esto es, no dependen  de 
la  magnitud del cisterna en  cuestibn.  Por  esta  razdn,  a  omtas 
nuevas  variables se les denomina  intensivas. 

Aclaramos  antes  de  iniciar  nuestro  estudio  de  la  geometría 
asociada  a la  tarmodinarnica,  que  tal  estudio  sdlo se 
realizara  para  sistemas  termodinamicos S-. Con  ello 
querernos  indicar  que no existen  transiciones  de  fame,  que  los 
afectos  de  frontera son despreciables, no existan  efectos 
magnbticos o gravitatorios, y todo  lo  que  simplifica  la 
exposicidn. 

Hemos  mencionado  que la  irrevert~ibilidad de ciertos  procesos 
condujo  a la formulacibn  del  concepto  de entropia.  Veamos 
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cdmo se pomtula  la  cegunda ley de  la  termodinrlmica  en 
t6rninos  de  ella 1151. Como homos visto,  la entropfa e8 una 
funcibn  que  depende de U, V y N&. Supongamos que tenernos un 
sistema E constituido por un solo  corpuesto  ai8lado  do CUI 
alrededores por una pared  impermeable a cualquier  forma  de 
energfa.  Dividimos al  cisterna  en dos sub~istemar E., El 
caracter i rados por  los  valores all., aV., aNi y (l-a)Us, 
(l-a)V=, (l-a)Nr respectivamente (O < a < 1 ) .  

El F 

Los susbsistemas  estln  aislados  uno  de otro por  una  pared  que 
impide la transferencia da  energía.  Dado  que  la5  variables 
extensivas  son  aditivas y que el sistema  esta  aislado 

lJi2 = aUi + (l-a)U= 

Ni= = aNi + (l-a)N= 
I 

Removemos la  pared permitiendo la transferencia  de  masa y da 
energfa  entre los subsistemas. La 6sgunda ley se expresa por 
la relacibn 

Sa= sup [Sa(U',V',N*) +St(U8,V8,N8,1J 
U',U",V',V8,N',N8 

U' +u.=ui, 
V*+V.=V.* 
N'+N8=Ni1 

/ 

Claramente 

2 aSi(U~,V.,N~) +(l-a)S-(Ut,Vt,N=) 

Dado  que  los  funcione% Sir, SA y Sr son  la  misma, QSta  altima 
expresih refleja la concavidad  de S. 

Como aS/a  U = 1/T es siempre  positiva,  podemos  invertir 
localmente a la funcibn S en t6rminor de U. Un razonamiento 
rnllogo al anterior  conduce a 
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por  lo  qua U es convexa. Es un hecho  bien  conocido f91 que Si 
f as  una  funcibn  convexa y de  clase C= entoncas su he%%iano 
es semidefinido  positivo  en  cada  punto  de @U dominio. 
Resumimos la  anterior  en el siguiente  postulado: La QnePgfa 
interna e5 una  funcidn  convexa y por  lo  tanto, una vez 
eliminada la homogeneidad  de U, su hesriano -es definido 
positivo. 

Todos 106 estudio6  geometricos  que  conocemos  eliminan la 
homogeneidad  de U manteniendo  constante  una  de  las  variables, 
sea el volumen o una  de las  cantidades  molares.  Dada  la 
positividad  del  hessiano hesss(U1 de U, y la homogeneidad  de 
U, la grdfica  de U 6in  eliminar  la  homogeneidad, es un cono 
convexo. 

Podemos  estudiar la geometria  de la variedad  de  estados  de 
equilibrio  de  un  sistema  termodinarnico  rimple M", an 
principio,  dotandola  de  una  metrica  riemanniana, o bien 
estudiar su inmersibn  en Rn+* a travCs  de la carta  de  Monge 

y analizar  la  grafica  de U. Es m&% natural  adoptar  este 
segundo  enfoque,  ya  que  la  ecuacidn  fundamental,  esto es, la 
expresi6n  de U en  tarminos  de  la5  variables  extensivas, es 
distinta  para  cada  sistema  termodinarnico.  Caracterizarlo 
geomCtricamente  obliga  a  considerar  esta  expresibn  de U. 

Para estudiar la curvatura  de  esta  grlfica es claro  que 
debemos  desprendernos  de la homogeneidad  de U, pues un  cono 
tiene  informaci6n  espdrea,  dado  que una de  las  direcciones 
principales  es la asociada a la curvatura  cero. 

En la seccibn 2 analizamos  las  consecuencias  que se derivan 
de  ambos enfoques,  intentando  aclarar  las  confusiones a que 
ha conducido su distincibn.  Encontramos  ademas  una  forma 
'naturalm  de  normalizar  a una  funcibn f: R= + R homogbnea  do 
grado 1 y justificamos  porque  resulta mar apropiada!  esto 
sale  como  resultado  de  estudiar su grPfica. 

Uno  de los  aciertos mas importantes en termodinamica  ha  sido 
el de  reformular sus principios,  a  traves  de la transformada 
de  Legendre  de C -la  funcibn U normalizada y dependiendo  por 
lo  tanto de n-1  variables-, en terminos  de  nuevos  potenciales 
termodinamicos. Por ejemplo, en el caso  de un gas 
monoatbmico,  partsendo da la representacibn de la energfa 
interna C=C(S,V), se pasa al  potencial  de  Helmholtz F=CI;TI, 
dado  por 

I 
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a la entalpia  H=&tpl, 

. .  

H = 4 + p V  

y a la funcibn  de  Oibbs, o energfa  libre  de  Oibbs O=MT,pI 

O = & - T S + p V  

La notacidn  que se sigue para  los  potenciales  termodin4micos 
es la de  Callen  141,  al  parecer  aceptada  internacionalmente. 
La6  transformadas  de  Legendre  de la representacidn  de la 
entropía  son  llamada6  funcione6  de  Hassieu,  pero no e6 muy 
comdn  encontrarlas  en los textos  de  termodinimica; las  que se 
realizan a partir  de  la representacidn  de la energfa  interna 
son  las  dnicas  que  tienen  nombres  especiales. Se acostumbra 
escribir ftxl para la transformada  de  Legendre  que se aplica 
rdlo para  la variable X. La idea  de  que  la  transformada  do 
Legendre  sdlo es una  refornulacibn  de la termodinimica se 
debe  tambiin  a  Callen t41. 

No nos  detendremos  por el momento  a  analizar  estos  cambios  de 
potencial  termodinimico, 10 que  haremos  posteriormente.  Baste 
hacer  notar  que s i  pretendemos  estudiar la geometría  asociada 
a  estos  cambios de potencial, e6 necesario  ampliar el espacio 
de n-1 dimensiones  considerrdo  inicialmente, por  lo menos a 
2n-1 dimensiones.  Esto es necesario  porque  las  variables 
intensivas  pueden  ser  tambiCn  variables  independientes, 
indispensables  para la determinacibn  de  estados del sistema 
considerado;  con  esto re duplica e1 ndmero  de  variables. La 
otra  variable  es la energia  interna  que  aparece  como 
variable.  Es  intuitivamente  necesario e1 considerar  a U 
dentro  de la descripcidn geomMrica, pues es la que  da la 
particularidad y especificidad  a  los  diferentes  sistemas. 

Varios autores han seguido  este  camino t7,10,141. Sin 
embargo,  no conocemos  hasta e1 momento ningdn estudio  acerca 
de  los cambios en curvatura  de la  variedad  de estados de 
equilibrio  producidos por  los cambios  de  potencial 
termodin4nico. Mas abn,  no se ha estudiado la geometrfa  de la 
variedad  de estados  de  equilibrio (de n-1 dimensiones) en  el 
espacio  de  todas la6 variables  extensivas,  intensivas y la 
funcibn de  energfa. 

En  la seecibn 3 consideramos e1 espacio  de  todas las 
variables  extensivas,  intensivas y la funcidn  de  energia 
interna, el espacio natural  para  estudiar  la  geometría 
asocirda  a las transformadas  de  Legendre  de U1 nos  avocamos  a 
encontrar  una  manera  sencilla de normalizar a U en  este 

1 
I 
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espacio  usando lar ertructurac  a4tricas  de  contacto  de  BlairI21. 

Fin8lmente en  la 8eCCibn 4 ertudiamor la  9eornetria  de  los 
ertadom  de  equilibrio  de  las  tranmformada  de  Legendre  de U, 
urando la%  emtructuram  presentadas  en la 8eccibn 3. El 
remultado ma5 importante  aqui es que  las ~curvaturar y 
cualquier  propiedad  geonbtrica  que es invariantre  bajo 
imometrfas r e  premerva,  puer  la transformada  de  Legendre 
remulta mer una  isomatria  en  los  espacios  convenientemente 
definidos. 

. .  



Supongamos  que  normalizamos U rantQniend0 una  de  las 
variable. constante, por ejemplo X-. Denotemos por 4 a la 
funcibn  normal  izada, 

J:MnoL + Rn 
dada por 

Supongamos  que  dotamos  a Rn de  la m4trica  euclidiana 

entonces la a6tricn que  hereda  la subvariedad  dada por  +@te 
encaj e ( 1 1 amada pr imera f arma  fundamentaL1  es,  en su 
representacibn  matricial, 

a*=J%==(6rJ+&,&r 1 (2.2) 

donde J%I es la  imagen  reciproca  de m por J. En  todo  al 
trabajo  no  distinguiremos a una  aplieacibn  lineal o bilincral 
de 'su matrix  asociada. 

Sea v:TRn x>((R*)-) TRn la conexibn  riemanniana  asociada  a la 
mbtrica m, donde TRn es e1 e6pacio  tangente 81 empacio Rn y 

H(R")es e1 espacio de campos  vectorialas  definidos en Rn. 
Entonces la acci6n de 6L puede dascomponer~e como 161 

GxY = OXY + h(X,Y) 

si X t TMn-a, Y tdCM""), donde tt as la conexibn  rrociada a 
la primera forma fundamental m*,W:TMn'a x XCM*")j TMn-* y h 
es la segunda  forma+fundaraentrl  que es bilineal y sira&trica 
h:TrMn-a X T,IW-~ +T,. ~n-*, con T-* M--' espacio normal a 
T,M"-' en TLRn. Esto es TcRn = Titln-. @ Te M " - * .  A 



12 

donde N en un vector  norma1 a PIn-' en Rn y quo en esto coso 
es 

Ahora la curvatura  gaussiana an un punto p de M n D 1  se calcula 
como el determinante  de la matriz  asociada al  llamado 
poerador  de forma AN:TMn-'+ TMn-', dado  por  la WlaCibn 161 

y su matriz  viene  determinada por 

donde la matriz H est4 dada '-.c.r 

t2 3) 

:;. trn*)-a es la matriz  inversa  de m*- Aclaremos un poco  la 
terminologia. En los  libros  de  geornetria  diferencial 
elemental %e denomina  segunda  forma  fundamental al Oper8dOr 
HI hemos  preferido  seguir la terminologia  de  Chen 161. En 
cuanto al operador AN, Crte  aparece sin nombre en la mayor 
parte  de  los  textos  de  geornetria  diferencial;  Chen t61 lo 
denomina  .tensor de la segunda  forma  fundamental  asociado a 
el vector  normal ND pero  consideramos  mas  conveniente el 
nombre  dado  por  O'Neill 1193 como apunta tambih Boothby 133. 
Resulta  sorprendente  que la ecuacidn (2.31, a pesar de mu 
simplicidad, no aparezca en ninguna  de  las  referencias  aqui 
mencionadas8 el dnico  c&lcuIo  explfcito  que  conocemos est4 en 
111, pero es mucho mas complicado. Existe una  alusidn al 
cllculo  de  ella en ti61 pero exige  que los vectmes a que se 
aplica sean unitarios. 

Dado que l a  Furvatura  qausriana K(p) en  el  punto p de Mn", 
esta  definida por  el determinante  de AN, se  tiene 

K(p)=det(Hess(&))/( d l+X&*)"+* . 
Por rupuemto es siempre positiva, 10 que refleja la 
convexidad  de O. Dado  que h es bilineal y simdtrica, e1 
operador  do forma es autoadjunto  respecto a la mbtrica m*, 
por 10 qua SUS valore%  propio6  son  reales. El hecho  de  que 
sea autoadjunto no implica qua BU matriz pea simatriea,  pues 
lo seria  respecto a una base ortogonal en la mdtrica 

....- """". ..- 



13 
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inducida. Por ejemplo,  para el caso de  una  superficie  en Rm, 
con coeficientes E,F y O de  la mCtrica  inducida, y 
coeficiente% 1, m y n de la “segunda forma  fundamental”  (para 
nosotros la matriz HI,  la matriz  del  operador  de forma Q% 

Lor valores  propios  de AN 6on . 1 lamados  curvatura6 
principales, y lor  vectores  propios  correrpondiente%,  que 
resultan  ser  ortogonales  entre s t ,  direccionep  principales. 

Sin embargo, la positividad  de  la matriz  hessiana  de (r y su 
sinetrfa  hace  posible el considerarlo  tambidn como una 
m6trica  riemanniana  para la variedad  Esto  fue 
precisamente 10 que h i z o  Weinhold en una  larga  serie  de 
artfculos 126 - 313. La principal  aplicacien  de este enfoque 
fue la  de  elaborar un algoritmo  para  calcular  derivadas 
parciales  termodinamicar  mixtas y encontrar  relaciones  entre 
ellas C5,12,291. 

E l  problema,  como l o  hizo  Observar  Gilmore 1111, @s que al 
calcular el tensor  de  curvatura  Riemenniano R a J , l t r m  y sus 
auxiliare.,  los simbolos de  Chiatoffel T a l k ,  r e  obtiene una 
descripci6n  de  los sfmbolos de  Christoffel y de  la curvatura 
seccional en terminos  de  terceras  derivadas  de 6. Recordemos 
que  loa simbolos de  Christoffel  astan  definidos  como 

y el tensor de  curvatura  Riemannian0 

i,j,k,l = l,...,n,donde glJ son los coeficientes de  una 
matrica  rismanniana  dada  como 

y gar los componentes de  la matriz inversa de g dada  por 
Clgrrga~ 6 1 s -  

Asi, para  la mdtrica  propuesta pbr Weinhold, 
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se obt iene 

por  lo que la curvatura  seccional  sería,  para  esta  metrica  de 
Weinhold 

Tomemos  una  variedad  de  dimensidn 2 inmersa on Rm. Por 
ejemplo,  en el caso del gas ideal  una  vez  que se ha 
normalizado  manteniendo la masa  constante, b=B(S,V) .  Entonces 
la curvatura  gausriana  es 

y de ( 2 .4 )  la curvatura  seccional  es k(1,2)=35(36 p 
donde Car=T/C,,, &as=-T/rw, O===l/VB=, con  las  relaciones  pV=RT, 
Cu=(3/2)R, ru=(3/2)V y Bm=(3/5)p-a. El denominador  que 
aparece en esta  ecuacidn  no es considerado por  Oilmore, y no 
S# porqu6. En este  caso no hay problema  con law terceras 
derivadas, pero en general, la objecidn  de Gilrnore procede 
como sigue. El afirma quo como en este  caso la curvatura 
seccional es igual a la curvatura  gaussiana,  exige  que la 
expresibn (2.5) pea positiva. Como el denominador  siempre lo 
es, entonces  parecen  existir  *restricciones en  el Pigno  de  las 
terceras  derivadas. De aquí  que sea inaceptable la mbtrica  do 
Weinhold,  pues no existen en  la teoría  terrodindpica  tales 
restricciones. 

Por supuesto  que la objecibn de  Gilmore  no es  valida= No 
tiene  porqua  pedir  que  la  curvatura sea positiva m rem- @@-. La  curvatura  gaursiana es igual a 
la curvatura  seccional  siempre  que el tensor  de  curvatura 
riemanniano se calcule a partir  de  la  primera forma 
fundasantal)  esto es, de  la nbtrica  inducida por  la 
inmersidn,  por  lo  que depende  de la forma en  que se  sumerja a 
la  variedad  en  la  variedad "ambientem. Aunque  este es un 
resultado  estandar, me parece  particularmente  claro on f3, 
p. 3891. 

De hecho,  Oilmore no es el dnico confundido con estas 
entidades  geometricas. Por ejemplo,  Salamon y colaboradores, 
quo  aplican  extensamente la mCtrica de Weinhold,  manifiestan 
en un artículo t241 posterior al  de  Oilmore,  que aparece  una 
m#trica afundamentalmentem dietinta si se encaja la  variedad 
en otra  de  dimensidn mayor. Poro no tienen  empacho en  usar a 
la netrica  de  Weinhold, como primera y como 6egunda  forma 

I 
1 
I 
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fundamental [21,24,23,253. Esto e6 terriblemente  confuso, 
pues estos tCrninos rdlo tienen  sentido en el contexto  de Ir 
geometrfa  de  subvariedades.  Deberfanos  aclarar  que si bien 
toda  primera  forma  fundamental es una  mbtrica  rienanniana 
para la subvariedad  en  euestibn,  no  tiene  sentido la 
afirnacibn  contraria. AdemcLs, ne  usa  frecuentemente,  en un 
mismo  trabajo, a la matriz  hessiana  de & como  primera y como 
segunda  forma  fundamental,  por  definicibn C21,24,2511 pero 
emto  implica  que  la  variedad  de  estados  de  equilibrio es un 
subconjunto  abierto  de  una  esfera,  para  cualquier  sistema 
tcrmodin&rnico. A pesar de  toda  esta  eonfusibn,  aceptamos  la 
objecicln  de  Oilmore a considerar a  hers(&) como  una  mhtrica 
aceptable,  en la medida  an  que  los  clllculos  de  curvatura 
implicarfan  la  aparicibn  de  terceras  derivadas  de & que  no 
poseen un significado  termodinamico  claro. 

Antes  de  iniciar este  e8tudio  buscaremos  una  forma  m&S 
.natural*  de  normalizar a la funcibn U a fin  do perder-la 
menor  minformacibnD  posible. 

Para  hacer  visible  esta  perdida  de  informacibn  veamos un 
ejemplo  sencillo.  Supongamos f homogbnea da grado 1 en las 
variables x e y. Entonces, si consideramos la carta  de  Monge 

sabemos,  por  los  calculo% ya efectuados,  que el operador  de 
forma es 

paro por la homogeneidad  de f, 

f = xf., + yfy 

y puede  calcularse as1 

donde  las  derivadas se evaluan  en el punto (xo,yo) y py./x., 
siempre  que x e y Bean distintos  de  cero,  por  lo  que 

, . . .. ". "" """"_y" 
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r - ( l + f r - + f v g ) D  Asf AN me anula  en la direccibn J~(l,p),donde 
JI, em la aplicacibn  derivada! OE decir  en  los  rayom  del  plano 
(x,y) que  pasan por (xosyo)D Emto e5 natural  puem comesponde 
a la qeneratriz del cono que  representa a Ir grlfica  de f D  

Emta  direccibn  principal  corresponde,  por  mupuemto, a la 
curvatura principal  cero. La otra  direeci4n  principal,  que  es 
la  que nos interesa, es ortogonal a la primera y da  lugar a 
la  linea  de curvatura  (esto ep, la  lfnea cuya  tangente es 
direcci4n  principal)  que es perpendicular  en  todo  punto a la 
generatríz del  cono. 

Una  curva  en el plano (x,y) Q% linea  de  curvatura si 
sat is+ ace t 171 : 

(Em - lF)dxg + (En -1G)dxdy t (Fn - m01 dy- = O 

donde E, F y 0 son los coeficientes de  la  primera forma 
fundamental y 1, m y n son  los de la matriz H. Esto me 
traduce en 

b 

ya  qua y = ax es linea  de  curvatura, la ecuacibn  puede 
factorizarse  como 

de donde se obtiene 

B = (yfr' + y t xfnf,)/x- 

4 bien la expresibn m l s  simple 

A = (x' + f= - yffy)/x- 
B = (ffy + y)/xQ 

Lo  anterior  implica 

(Y + ff,)dy + (x + ffn)dx = O 

Esta  acuacibn es exacta y su aolucidn es 

L(x,y) = x- + y" + f'(x,y) = c 

12.6) 
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con e constante. Así l a  curva es l a  interseccibn  del cono 
t - f tx , y l  imagen da f con l a   e r f o r a  x= + y= + tg - C .  

encontramos que 

de l o  que resulta 

con A y B dadas en (2 .6 )  

La  curva  intereeccibn de la   es fera   un i tar ia  con la   gr i i f ica  
de f puede expresarse como 

Tommnos la   longi tud de arco como parlrnetro de  manera qua dada 

Q t S )  = ( x ( s ) , y ( s ) , z ( s ) =  J l -xtc) ' -y (s ) '  1 

68 obtenga l e '  (s)II = l. La griif  ica pueda reprePentarce . 
entonces a travbs de la   car ta  

As1 e1 operador de forma es 

O 

O kcos6Ir 

donde N es al vector un i ta r io  normal de l a  forma 

N = ( Y Z '  - Y ' Z ,  X ' Z -   Z ' X ,  Y ' X  - x'y )  

k = u ~ " l l  eo la  curvatura de l a  curva, y 8 es e1 iingulo que 
forman e1 vector cs. y N. La  curvatura  principal  distinta de 
cero as k r  = kcos6/r. S1 r = 1 esto se traduce mn una 
aplicaci6n de una proporicibn  bien  conocida: Si km es l a  
curvatura dQ una l i nea  de curvatura y 6 es e1 Plngulo  que 

I 
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forma con e1  plano  normal entonces kp = kmcose.  Esta  formula 
nos permite  calcular  facilmente la curvatura  principal 
di6tinta de cero  para  cualquier  punto  del  cono. La 
nornalizacion de f con x o y constante6 no  da  la misma 
i nf ormac i 6n. 
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3. OEOMETRIA DE LA n-UARIEDAD  DE ESTADOS 
DE EWLIBRIO EN R=n+a 

Nue8tro  primer paso ser& el buscar  una  normalitacidn mas 
natural  para  nuestra  funcibn U, en, el espacio  de 2n+l 
variables. Un punto en este  espacio se escribir& corno 
(xr,...,x,;yr,...,yn;U). Como hem06 establecido  que x a > O  para 
i= l , . . . n ,  el espacio a considerar  es M = ” + ’ C ( R + ) ”  x Rn x R. 
Dotemos a este  espacio  de  una  estructura do contacto con la 
forma de  contacto. 

(M=n*a, O0 es una  variedad  de contacto pues  se  satisface la 
condicidn de  contacto 

con  lo  que r e  define  una  forma  de  volumen.  Consideremos e l  
siguiente  teorema 1131. 

TEOREMA. Sea cx una forma de contacto  sobre una  variedad M, de 
dimensidn 2n+l. Existe un dnico  campo vectorial Z tal  que 

Y 

donde Iz(doc) es el producto interior  del  campo Z con la 
2-forma doc. Su accidn es como sigue.  Dada  una  n-forma w y un 
campo  vectorial X ,  f x ( w )  es la (n-l)-+orma tal  que 

I x ( w )  ( X i , .  . , X ” & )  = W ( X , X r ,  0 , X ” - & )  

A esta  campo 2 se l e  denomina  campo de Reeb. Para  nuestro 
cam0 e6ta  dado por 

El ndcleo  de o< on cada  punto as do  dimensibn 2n y escogemos 
una  base  para  &=te  dada por los vectores 

a/ay ,  , d/axa+yaa/aU, i = 1 , 0 0 o m n m  C3.2) 

Llamaremos D P la Pirtribucihn de  subespacios  tangentes 
definida por  e1  ndcleo de a. Aunque em conocida la abundancia 
de  subvariedades  integrales  de la distribucidn D asociada a 
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la forma de  contacto o<, barto  considerar 01 hecho  que no 

Art  la subvariedad  dada  por el encaje 

donde U = Utxr,...,x,) y y ,  = aU/ax,, es una  subvariedad 
integral  de D dada o( como en 4 3 . 1 ) .  De hecho,  para X an TM", 

X=C, a,a/ax,. 

por 10 que 

con b, = IC, ala=U/ax,axj.  De+  inimos  entonces a la subvariedad 
J(M") de ( 3 . 3 )  como 

Sabemos  que  para  estudiar la curvatura  de  esta  subvariedad es 
nqcrreario inducir una  m6trica a ella a partir  de  una rndtrica 
dada an M="+;. Como en M="*; las coordenadas son  tanto 
variables  extensivas como intensivas, es necesario  escoger 
una  mdtrica  que se defina a partir  de la estructura  do 
contacto,  que  describe  una cierta asimetrfa  entre ellas. La 
siguenta  proposici6n  permito la conetrucci6n  do  una  metrica 
adecuada t21. 

PROPOSICION. Sea (M*n+;,oc) una  variedad  de  contacto,  entonces 
exirten un campa  vectorial Z y un campo de endomorfirmor I en 
sus espacios  tangentes  que  satisfacen, 

I 
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donde I em la tranmformacidn  identidad, oca2 se aplico a un 
campo  vectorial  arbitrario X como 

Adem4s  existe  una  m6trica g 4 llamada  mdtrica  cempatible  con 
la estructura  de  contacto) tal  que,  para  todo  par  de  vectores 
tangentes X ,  Y 

g(sX,sY) = g(X,Y) - o<(X)oc(Y) (3.4) 

La demostracidn  aparece  en la roferencia  citada.  Aquf  veremos 
que es posible  deducir, a partir de (3.51, que 

rrz - o 

o c 0 S  = o 

(3- 3'1 

13. ?"I 

pues  de 1 as  ecuaciones (3 .5)  rr-2 = O por  lo  quo SZ = O d a2 
es un vector  propio  no  trivial  de  ET asociado al valor  propio 
cero. A h o r a  evaluamos 

#-a2 = -rZ + oc(rrZ1Z = o 

de  donde r ( Z )  = o<(sZ)Z. Si suponemos B ( Z )  distinto de cero 
entoncem oc(rZ)=O y as un  valor  propio  de I con 2 como vector 
propio. Pero 

una  contradiccidn.  Conclufmor rrZ = O. 

Para ver que ocfrrX)=O para todo  campo  vectorial X ,  barta 
calcular 

La  importancia  de  la  demostracidn  de  la sxirtencia  de  una 
ncltrica g como en  la  proporicidn  radica  en  que muestra la 
8bUnd8nCi8 de  ml.tricaf6 compatibles.  Sea h. cualquier  metrica 
riemanniana  cobre y definimos h por 

A h o r a  sea q definida  como 

! 

Esta g satisface la condicidn (3.61, pero  er  evidente la 
falta de  unicidad. Es importante  notor que para  todo  campo 
vectorial X 
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A fin de  aclarar  nuestras  ideas  respecto a esta  estructura 
mbtriea,  analicemos la exprasidn  matricjal  del  campo  de 
endomorfismos B y de la mOtrica 9. Como rZ = O y OCW=O, 
entonces 

Donde m a  pon matrices  de  orden nxn, mientras  que y es un 
vector  columna  de  componentes y a m  De la condicidn (3s) vernos 
que 

91 n es iwmar, ma + O d aro f O. Supongamos que es 
invertible,  entonces 

Por lo que 

. 

i 

I 

y rimOtricamente  para @m invertible.  El dnico caso en  que  no 
QS Claro que oCurr@ es cuando  ninguna  de las matrices es 
invertible. 

Si n es Dar, entonces  puede  suceder  que ma 6 sean cero. si 
#a = o 
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Por otra  parte, como g(Z,X) = oc(X) 

9 r  91 -y 

= ( gi J 
donde gr son  matrices  de  orden n.xn y el vector y es  como 
antes. La condici6n (3.6) muestra la dependencia de g 
respecto  de I (de hecho la construccidn  de g en  la  prueba os 
un indicador mas claro de esta  dependencia), por  quo  la 
rimplificacibn da # es  una  paso  inicial  en  el  anAlisis  de  las 
estructuras  metricas  de  contacto. 

Analicemos el caso del gas ideal. Aqui U=U(S,V,N). Como n=3, 
0 debe ser de la forma ( 3 . 9 ) .  Recordemos  que 01 encaje  esta 
dado por 

de  manera  que el vector y es el transpuesto de (yr,yI,yo) 
=(T,-p,p) m Simplifiquemos o tomando sr = O y = f .  En este 
caso  se t iene 

i 

por  lo que# dada la condicibn (3.61, g est&  dado  por 

9- + Y Y C  9P -Y 

4: 9 m  
O 

(3. 

con 91 = -g=*. Simplificamos esta matriz sin violar  la 
positividad requerida  estogiendo g= = I y g1 = O. Asi, 

. . . "" - 
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Obr4rvare  que la primera  rubmatrir  reproduce la forma. de  la 
primera forma fundament81 en la inmwsidn de  una  variedad  de 
dirmsidn n en otra  de  dimensibn n+l (2.2) bajo la carta  de 
Monge(2.1).  Con  esta  eloccidn, dettg) = 1, y su matriz 
inversa es extremadamente  simple 

I O Y 

7"= 0 I 

Y *  o l+yLy O )  

Erto  facilita los cilculos  de  los, ~imbolos de  Christoffel. 
Antes  de  continuar  veremos  que  esta  metric* (3.12) resulta 
natural dada la bame (3.2) da D.  En  general mi X,Y C D,  la 
ecuacidn (3.6) implica 

De manera  que s err una  isomstria  de D en D (pues rXeD para 
todo campo vector181 (3.7')). Ademas 

t 

lo que  implica  que 

As1 X y r X  en D ron ortogonales con respecto a 9. Finalmente 
mi X est). en D 

Y 

De esta forma podemos  construir  una  base  (llamada  una  r-base 
E 2 3 1  para WPn+' como sigue. Dados X. en D y 2, CZ,Xa,rXa> 
mon ortogonales  entre m í .  Escogemos Xr en D ortogonrl a este 
conjunto y conmtruimos e l  conjunto CZ,XI,PX~,XP,IX=>, 
continurmor  harta  completar la base <Z,XI,...,X~,~XI,...~X~>. 
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Puede  verificarse sin problema  que la base (3.2) es una 
m-bare  para la m6trica (3 .12) .  

Ahora  bien,  para el estudio  de la curvatura  de  una 
subvariedad M-, deben calcularse los operadores  de  forma que 
detemninan a las direcciones  principales.  Cada  uno  de  los 
operadores est6 asociado a un vector  unitario  normal a la 
subvariedad. En  el caso  de  codimenridn 1 esto no resulta 
problenatico  pues  sabemos que el vector  unitario  queda 
determinado  de  manera  dnica (salvo .a1 signo).  Como  aquf 
tenemos  codinensibn igual a 4, la eleccibn es mas bien 
arbitraria.  Podemos, sin embargo,  eliminar  cierto  grado  de 
arbitrariedad  ya  que  tenemos  un  campo  vectorial  bien  definido 
y en cierto  nodo privilegiado: E1 campo  de Reeb 2. ObsWvere 
qua  dada  cualquier  matrica  compatible  con la estructura  de 
contacto ea tiene g(Z,Z) = a ( Z )  = 1, por lo  que 2 es 
unitario. De hecho,  ri quiere  calcularse por  ejemplo  el 
tensor  de  curvatura  media,  daban  calcularse los operadores  do 
forma para  una  base  del espacio normal. No es nuestro 
propbrito.  Con la mCtrica  elegida y una  vez  determinada la 
conexidn  ricmanniana, r e  obtiene la accibn  de la segunda 
forma  fundamental como 

(recu4rde.e que (xA,xt,xo)=(S,V,N) 1.  Basta  calcular  esta 
8CCi6n sobre la  base  de TMn pues h es bilineal. Hemos omitido 
la especificacibn y de  hecho el tilculo de  las  coordenadas 
cuarta,  quinta y sexta por  la siguiente razbn. Como el 
operador  de forma sa calcula a partir  de  la  ecuaci6n 

donde Al es el operador  de forma asociado al vector  normal 
unitario 2, y 

G =i*g (213) 

Sabemos  que 

y dado  que  para  cualquier  vector 

se tiene  que 

Puede  observarse que  los coeficientes br no  aparecen  en  el 
c4lculo. Por otra  parte 
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por  lo  que 

Considerando la homogeneidad  de U, puede  usarse la expresidn 

De  aquí se deduce  que Ax me anula en la direccibn ( l , ~ , p ~ ,  
que se asocia a la direccidn  de  curvatura  cero, y que 
representa a los  rayos (en Rb) que  pasan  por  el  punto 
fSm,Vm,Nm). Debido a que  todos  los  vectorer  propios 4111 
operador  de forma son ortogonalec  entre sí, los  vectores 
asociados a curvaturas  distintas  de  cero  generan al plano  que 
es tangente a la  esfera.  Esto  indicarfa  que la forma natural 
de  normalizar a U ea evaluarla en la esfera  unitaria. 

Debemos  enfatizar,  sin  embargo,  que  siempre es posible 
encontrar  una  mdtrica  compatible  con la estructura  de 
contacto  de  forma  que el operador  de  forma  asociado 
(dependiente  tambiCn del campo  de  Reeb)  tenga  como 
direcciones  principales  aquellas  que  deseemos, por lo que la 
condicidn  de  compatibilidad con la estructura de contacto no 
es demasiado  restrictiva.  Por  otra  parte,  exfate mas de  una 
mCtrica  qua d e  lugar a un  mismo  operador  de  forma,  por  lo  que 
no hay correspondencia 1-1 entre  estos  operadores (la mera 
consideracibn  dimensional  podria  bastar  para  hacer ver esto).  
Para  encontrar la mCtrica  deseada,  que  produzca un cierto 
operador  da forma dado,  pedimos ciertas condiciones sobre 
la matrica G. La G a su vet  esta determinada por g a-travds 
de la ecuacidn (3.13). Con este  procedimiento podmos 
determinar  las  restricciones mobre los  elemento8  de 91 
sumadas la condicibn  de  contacto y la  positividad  tenemos 
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determinada 9. Como  puede  observarse  tenemos n= variables 
(ya que 91 tiene n(n-l)/2 entradas, 90 tiQnQ n(n+1)/2 y su 
suma  es n*) que  deben  satisfacer a lo mas n(n+1)/2 
ecuaciones,  que  ron el ndmero  de elementos  de O, y de  aquf  la 
1 íbcrtad  de  elaccíbn. 

Nue8tra  mhtrica sin embargo,  es  preferible  porque al ser 
evaluad8 U sdlo en  la  esfera unitaria y extendida por 
homogeneidad,  permite al c6lculo  simple  de las curvaturas 
principales;  siempre  que se reparametriza a la esfera como 
se h izo  en  el ejemplo  de  dimensibn 2. Las curvaturas  entonces 
scrlan  aquellas  de la mfcra pero  multiplicadas  por  e1 
reclproco  de la  longitud  radial. Por otra  parte,  puede 
obmervarsa  que se reconstruye la formulacibn  obtenida al 
encajar a la  variedad  en otra  de  una  dimensibn  mayor a trav4s 
de  la carta  de  Mongc.  Usaremos  entonces la misma dercripcibn 
del encaje  dada en 43.31, pero  cin  considerar la  homogeneidad 
da U puas S@ supondra que ectl  evaluada en  la esfera 
S=+V=+N==l. 
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4. OEOHETRIA AOOCIADA A LA TRANSFORMADA 
DE LEOENDRE. 

Sea f:Rn + R una  funcibn  de  clase C.. La  transformada  de 
Legendre  usualmente se interpreta  en  ternodinlmica (f es en 
este  caso  la  funcibn  de energla)  como e1 resultado  de 
reemplazar a f por  la  ecuacibn  da los hiperplan08  tan9enter a 
la  grifica  de  esta  funcibn.  Consideraremos  aquf un concepto 
mis formal  de la transformada  de  Legendre a fin  de  estudiar 
la  geonetrfa  asociada a ella.  Seguiremos  fundamentalmente a 
t71 y tornaremos  de  allí los siguientes  conceptos. 

DEFINICION. La transformada  de  Lagendrc  de la funcibn f:R" +R 
es el  subconjunto L+ C RnxR de  pares  (y,r),  para  lo8  que 
existe un x que  satisface 

Oeon4tricamante  esto se interpreta  como  sigue. I es la 
' ordenada a1 origen  correspondiente a %=O del  hiperplano 
tangente a la grifica  de la  funcibn  en el punto (x,f(x)), 
mientras que ya con los  .coeficientes  directores. de ese 
plano. 

Nos interesa  inicialmente  determinar  las  condiciones  bajo  las 
que L+es la  grifica de  una funcibn. Para  ello  consideremos el 
conjunto VCRnxR"xR con.  elementos (y,-x,z) que  verifican 
( 4 . 1 ) .  Por  supuesto es una  variedad  parametrizada  por x, y e% 
claro  que L+-= TltV) donde Tl es la proyeccibn (y,-x,z)+(y,z~. 
E1 siguiente  lema  apopta  las  condiciones  que  nec~siturost71. 

. -. . .. ^_ll" 
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Dado  que la dltima componente es una  combinacidn lineal  de 
las anterioresB TltV) es de rango n s i  y 8610 s i  la matriz 
hessiana  de f e6 no  degenerada.  Ademar  la  proyeccion  de V 
sobre Rn es de rango mlxirno y de  aqul que L+ puede ser 
parametrizada  localmente por y. 

El hersiano  de  la transformada de Legendre  de f tiene  una 
expresidn  sencilla,  segdn lo expresa e1 siguiente  rewultado 
171: 

LEMA. Supongamos quo  la  matriz  hessiana  de f en  el  punto x 
sea no  degenerada.  Entoncem  L+ es localmente la gr4fica  de 
una  funcibn z=g(y): Rn =+ R tal  que 

Peao8tracibq.  Con la hipbtemie del  lema,  la ecuacibn 

es localmente  inverrible y por lo tanto 

x = q(y) 

Por lo que 

Podemos  escribir la ecuaci6n ( 4 . 1 )  como 

de donde 

Y 

Obsdrvese  que la nueva funcibn definida gs depende  r6lo de y, 
y no  de una  mezcla  de de valores  de x& y de ya, por  lo  quo 
puede  considerarse cono la tranrformada  total de Legendre. 
podemos tambih considerar  transformadas parciales.S~a I 
C C l , . . . r t >  y J BU complemento.  Entonces  para x e Rn x x  
denotara e1 conjunto  de  componentes xi de x taler que idf l  de 
Ia misma  forma  para XJ. De  esta  modo x=(x~,xa). Por supuesto 
Y X X X  =Zxrya y af/;,xx ( x )  es la !I1 -ado  de af/axa (x), 161. 

. """." 
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( { I /  cardinalidad  del  conjunto I ) .  Definimos  ahora l a  
transformada  parcial de Legendre t 7 3 :  

DEF1NICION.Sa llama  transformada de Legendre 1-parcial de f 
al  conjunto L+ de parejar   (y ,z )  RnxR ta le r  que ex i r te  xxCRBI 
con 

Para I=Cl,P,...,n) %e t iene  la   def inicibn  ya dada de l a  
transformada  total de Legendre, y para I = me t i ene   l a  
q r l f i c a  de f .  

De aquí se define  la  variedad  1-parcial V. de.Legendre 
asociada a f ,  como e l  conjunto de puntos  (y,t,z)eRnxRnxR 
tales que 

t r  = - X .  

l o  que p o s i b i l i t a   d e f i n i r  a l a  tran8formada de Legendre de 
una funcibn f como riguet73. 

DEFINICZON. La I-transformaci6n de Legendre e= la   ap l icacidn 
C I :  R=n+' + P n + '  que asocia  a  (x,y,t)   el   valor (%,5,,f) t a l  
que 

I* 

xa = xa 
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por  lo  que CI es una  transformrcion  de  contrcto. Art pues 
mrper  subvaríedades  integrrlms  de 18 distribiucíbn D definida 
por  e1 ndcleo  de o< en subvrriedrdes  integrrles de D. Nuemtro 
siguiente paso es entonces  estudirr  los cambíos de nc)trlca y 
curvatura  producidos por 18s trrnsforrnadar prrciales CI de Ir 
subvrriedad M" def inida en (3.41, esto es, de CI4M"). 

SirbQmOs que dados ( ~ , ~ , % I € R * ~ * ~  como enAI (4.21, un8 mdtrica 
comprtible  con la estructura  de  contrcto a =ds-F.dg es 

I + .j+ o 'Y * 

+ ( O  -p o I O )  1 ( 4.3) 

con 9 = (~~,...,ym). Nos interesa  esta  mdtricr  porque 
conocemos y 8  . la matrica que hereda a la subvrriedad 
5¿+tS,g(%),%(%)) integral  de S ,  su conexibn  rienannirnr y por 
lo tanto la expresidn del  operrdor de forma.  Basta  entonces 
estudiar CI*(G) parr  determinar  los C8mbi08 de  curvrturr  que 
sufre PIn bajo la transformacibn CI.  El siguiente  resultado, 
nos  garrntirr, sin embargo,  que  no  existen  tales  cambios. 

* 

TEOREMA. Sean P,P'( Rfn*. y C1:P-p' la I-transfornacibn  de 
Legendre  (x,y,z) . S ( j ¿ , F , j r ) .  Sean wdr-y.dx y Óhdg-y.dz formas 
de  contrcto  dsfinidrc  en P y P' respectivamente. S i  5 em la 
m4trica (4.3) comprtible  con la estructura  de  contrcto tP',%) 
y g Ir ndtrica (3.12) compatible  con la ertructura ( P , a ) ,  
entonces CI es una  isornetria, g = CI*~. 

o-. Por comodidad  expresaremos a g y < como 

Dado  que CI  es transformacibn  de  contacto y a = CI* me 
tiene 

E l  ten6or  de curvatura  riemannirno so preservr  por 
tsoaetrias,  puesto que 1610 depende de la ndtricr.  Esto  dr 
lugrr al Siguiente resultado. 

I 
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COROLARIO. Sea tln la rubvariedad  de (RPn+l,@c) dada  por (3 .4)  
con  hess(U)  no  degenerado, entonces la curvatura  moccional  de 
un  punto p M" es igual a la curvatura  seccional  do CIt?ln)=VI 
en  el  punto  CI(p1. 

En  e1 caso da1 gas ideal,  tan socorrido ejmplo, v~lmos  que e8 
neeerario el normalizar  a U(SmVmN). UsualmenteL  esto se hace 
tomando N constante. Asi pues, se tiene la aplicacidn 

(8,V) + (SmV,T(SmV) .-p(SvV) , 4 (SSV)  1 

Con  la forms de contacto usualm podemos  moloccionar  a  la 
mCtrica g prrticndo  del  endonorficrno m, ahora  de la forma 
(3.10), pues n es par. Tomem08 entonces  a I .  como 

y a my - O. Con  lo  que g QS 

! 

I 9r+YYt 9= -y \ 
.. 

Obrarvese  que gr y gr son  independientes,  mientras  que  en 
(3.11) son iguales. Tomamos 9 s  = 9s = I y 9s = O y obtenemos 
la forma  ya  conocida  de 9. En eoto  caro la funci6n de Oibbs 

os la transformada  total  de  Legendre  de 4 

La  curvatura  $ausriana (que coincide  con la curvatura 
rocclonal  tomando la m6trica  heredada  de la  variedad (R. 
con  g  m+trica  compatible)  en  cualquier  punto x de M= = 
C ( S m V , T m - p m & ) : 4 ~ & ( S m V ) m T ~ ~ ~ / ~  8,-p=;H/3 V I  subvariedad  de R*, 
coincide  con  aquella  evaluada en el  punto C(x) de la 
subvariedad V ~ < ( T , - p ~ - S m - V m G ~ : G ~ G ~ T , - p ~ , S ~ ~ G O / ~  TmV=3&/apIi 
Wro SUS curvaturas  principales (que no  ron  invariante.  bajo 
ismetrias)son distinta6  debido al  lema  de  la  plrgina 28 y a 
la expresibn (3.14) del operador  de  forma. 

Hemoo visto  que  la forma r n l m  natural  de  estudiar  la  geometrfa 
de un sistema termodinlrnico es la de usar  la m4trica  inducida 
por la innerribn  da Ir  variedad  en otra de dirnensibn  mayor 
y no  la ndtrica  de  Weinhold. El encajar a la  variedad 
n-dimensional  de  estados  de  equilibrio  en R=n+* permite 

." .. . - " 



normalizar a U de manera naturrl; QdmOlSS l a  trrnrformrdr de 
Legendre  definida en  este  espacio  de  variables intmsivas, 
extansivas y (r (una vez normalizada U ) ,  preserva  las 
propiedades  que  son  invariantem  bajo  irometríam,  en 
particular, a la curvatura. 

,. I . - . 
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