11;;;RICA Y CURVATURA DE SISTEMAS
TERMODINAMICOS SIMPLES

TES1IS QUE PRESENTA EL

BIOLOGO JOSE GERARDO HERNANDEZ ARCIA

PARA LA OBTENCION DEL GRADO DE
MAESTRO EN MATEMATICAS

Enero de 1987

074956

DIRECTOR DE TESIS:
DR. ERNESTO A. |.ACOMBA ZAMORA

UNIVERSIDAD AUTONOMA METROPOLITANA-IZTAPALAPA

DIVISION DE CIENCIAS BASICAS E INGENIERIA



.

R P A p

Quizs este trabajo requiera de una justificacion, pues como
bidlogo invado un &area propia de fisicos Yy matematicos.
Afortunadamente no cuento con una justificacion sino con dos.
La primera es que estoy convencido de que el entrenamiento
matemdtico que requiere un bidlogo puede adquirirse de forma
mas adecuada en loe campos en donde la matemaAtica es Yya una
tradicién y por lo tanto esta mas firmemente establecida, gue
en las éreas de mas reciente acceso comb e85 el caso de la
biologfa. La segunda es que el &4rea fisica que invado no esta
en absoluto desligada de 1la biologia. La termodinamica ha
sido y serd una herramienta indispensable para la comprension
de los fentmenos bioldgicos) aunque la biologfia tome de ella
su parte menos trivial, es necesaria en principio la
comprension de su forma mas elemental. A ella me avoco.

Por otra parte, el hecho de que la geometria diferencial no
haya sido hasta el momento usada por la biologfa, no implica
que resulte ajena a ella. En términos reales, 1la biologia no
ha obtenido grandes resultados de la matemética que
generalmente usa; motiva esto la bdsgqueda de nuevas opciones.
La geometria diferencial es una de estas v a ella me inclino.
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1. INTRODUCCION

La termodinamica debe sus inicios a Jlos estudios sobre
calorimetria realizados en el siglo pasado. Una vez
establecido el principio de conservacion de la energfa pudo
postularse la existencia de la energia interna de un sistema.
La irreversibilidad de ciertos procesos, como la igualacioén
de temperatura de dos recipientes con diferente temperatura
al ponerse en contacto, llevd a la formulacidn del concepto
de entropfa. Sin embargo, puede decirse que la termodinamica
recibio su forma mas completa con los trabajos de Gibbs. El
tratamiento gibbsiano, o mas propiamente "nepo-g9ibbsiano®, que
centra su atencion a los estados termodinamicos mds que a los
procesos, sugirid l1a posibilidad de aplicar métodos
geométricos a 1a termodinamica. Esto recibid un considerable
impulso a partir de los trabajos de Weinhold (261, si bien
existen algunos antecedentes aislados (como [14]). Aun cuando
existen otras formulaciones de la termodinamica que permiten
también un enfoque geométrico, predomina el ya mencionado y a
¢l centramos nuestra atencion.

El primer supuesto que explicita o implicitamente aparece en
los articulos que estudian la geometria de una descripcion
matemidtica de los sistemas termodinamicos es: "Los estados de
equilibrio de un sistema termodinamico constituyen una
variedad C~ de dimension finita." (ver por ejemplo [7,10,11,20
y 261)Esto gquiere decir que el estado de un sistema -una vez
que ha alcanzado el equilibrio macroscdpico, i.e.; no
presenta cambios aobservables- queda determinado por el valor
que adopta una cantidad finita de variables. Las variables
son el volumen, las cantidades molares de los campuestos
quimicos que componen el sistema y otra variable, ma&s bien
misteriosa, que es la entropia. Estos valores determinan el
estado de un sistema excepto por un factor de escalaj es
decir, puede existir otro sistema que sea equivalente al
primero desde el punto de vista de la termodinémica, siempre
que los valores de las variables que lo describen sean, cada
una, un mdltiplo de aquellps que caracterizan al primero. La
equivalencia termodindmica existe si el factor es el mismo
para cada variable. De este modo 1las variables mencionadas

son ]llamadas extensivas, en la medida en que ellas dependen
de la magnitud del sistema.

Supongamps que existen n variables extensivas Xeg VY
consideremos la n-ada (Xass..:.3%Xn) = (5,V,Nygs::;Nn-2), donde
S representa a la entropfa, V al volumen vy las N, a las
cantidades molares. La entropia puede ser considerada en




toda la recta real o en el intervalo So ( & o [15). Para
simplificar la exposicion supondremos esto dltimo con So=0.
Como no podemos imaginar que existen volumenes negativos,
ni tampoco cantidades molares negativas, restringiremos
nuestra atencion al] conjunto M~ C (R*)". Esto es lo que se
supone en todas las referencias aqui citadas. Sobre este
conjunto supondremos que existe una funcion U, 1lamada
energia interna, y le pediremos que sea de clase C*=,

UiM~> R

Existe una descripcién equivalente de la termodinamica basada
en la entropia. La energia interna juega en este caso el
papel de variable independiente y también resulta un tanto
*misteriosa®, en el sentido de que no es directamente
medible. Ambas formulaciones s0On equivalentes f41l.
Adoptaremos la representacion de la energia porque resulta
mé&s natural en &1 momento de estudiar las transformadas de
Legendre, tan dtiles en termodinamica.

Dada la propiedad que mencionamos respecto de las variables
extensivas, es deseable extenderla a la funcion U definida en
ellas, lo que hacemos definiéndola como homogénea de grado
uno,.

UlXa3:0030%n) = & UlXgyeragXn), o0,
Las primeras derivadas parciales de la funcien U,
Y= UM x4
tienen un nombre especiai en termodinamica,
T=2U/0S, -p=2U/HBV, pi= IU/2N.t i=1,2,...,n-2.

Tes la temperatura, p es la presion (el signo es puramente
convencional),y p: es el potencial quimico del i-ésimo
compuesto. Dado que U es homogénea de grado 1, sus derivadas
parciales son homogéneas de grado 0; esto es, no dependen de
la magnitud del sistema en cuestion. Por esta razon, a estas
nuevas variables se les denomina intensivas.

Aclaremos antes de iniciar nuestro estudio de la geometria
asociada a la termodinamica, que tal estudio s0lo se
realizard para sistemas termodinamicos sjimples. Con ello
queremos indicar que no existen transiciones de fase, gue los
efectos de frontera son despreciables, no existen efectos
magnéticos o o9ravitatorios, y todo 10 que simplifica 1la
exposicién,

Hemos mencionado que la irreversibilidad de ciertos procesos
condujo a la formulacion del concepto de entropfia. Veamos




cémo se postula la segunda ley de la termodinamica en
téerminos de ella [15). Como hemos visto, la entropia es una
funcion que depende de U, V y N,. Supongamos que tenemos un
sistema E constituido por un solo compuesto aislado de sus
alrededores por una pared impermeable a cualquier forma de
energia. Dividimos al sistema en dos subsistemas E,, Ea
caracterizados por 1los valores aU,, aV., aN; y (i-a)Ua,
(1-a)Va, (1-a)Nz respectivamente (0 < a < 1). .

E E E
(r-ayu,
ay, Y1 Gi-a)V,
av, (l‘“,AA
aN,
as,

l

Los susbsistemas estén aislados uno de otro por una pared que
impide la transferencia de energia. Dado que las variables
extensivas son aditivas ¥y que el sistema esta aislado

Usa = al, ¢+ (1-a)Ua
Viz = 8V, ¢ (1-a)Va
Ny = aNg + (1-8)Na

Removemos la pared permitiendo la transferencia de masa y de
energfia entre Jlos subsistemas. La segunda ley se expresa por
la relacian
Si2 = sup [5,(U’,V’,N*) +S.(U',V',N',U
u’ ,U',V' .V..N' .Nl

U’ +U"=U,,
V'Y =y, 5
N’+N*"=N,2

Claramente
S;a [aU; +(1-a)Ux,aV; +(1-a)Va,aN; + (1-a)Nal

Z .S;(U;,V;.N;) +(1‘3)S.(U3,V.’N.)
Dado que las funciones S;», S; y Sa2 s0On la misma, esta dltima
expresion refleja la concavidad de S.

Como S/ U = 1/T e85 siempre positiva, podemos invertir
localmente a la funcidn S en términos de U. Un razonamiento
analogo al anterior conduce a

Us2 [aSi+(1-a)Sa,aV, +(1-a)Va,aN; +(1-a)Nal
< -aly (81,V3,Ns) + (1-2a)Uz(S2,Va,Na) '




por 1o que U es convexa. Es un hecho bien conocido [9] que si
¢ es una funcion convexa y de clase C® entonces su hessiano
es semidefinido positivo en cada punto de su dominio.
Resumimos la anterior en el siguiente postulado! La energia
interna es una funciotn convexa Yy por 10 tanto, una vez
eliminada la homogeneidad de U, su hessiano - es definido
positivo.

Todos 1o estudios ogeométricos que conocemos e€liminan la
homogeneidad de U manteniendo constante una de las variables,
sea el volumen o0 una de las cantidades molares. Dada la
positividad del hessiano hess(U) de U, Yy la homogeneidad de
U, la grafica de U sin eliminar la homogeneidad, es un cono
convexo.

Podemos estudiar la geometria de la variedad de estados de
equilibrio de un sistema termodinémico simple M", en
principio, dotéandola de una métrica riemanniana, o0 bien
estudiar su inmersién en R™"*? a través de la carta de Monge

(x‘.---,x,.)” (Xg,....Xn,xno;--U(X;,..-.xn))»

y analizar 1la gratica de U. Es ma&s natural adoptar este
segundo enfogque, ya que la ecuacion fundamental, esto es, la
expreeion de U en términos de 1las variables extensivas, es
distinta para cada sistema termodinamico. Caracterizarlo
geométricamente obliga a considerar esta expresion de U,

Para estudiar la curvatura de esta grafica es claro gue
debemos desprendernos de la homogeneidad de U, pues un cono
tiene informacion espdrea, dado que una de las direcciones
principales es la asotiada a2 la curvatura cero.

En la seccidn 2 analizamos las consecuencias que se derivan
de ambos enfoques, intentando aclarar las confusiones a que
ha conducido su distincidn. Encontramos adem&s una forma
*natural® de normalizar a una funcién f:! R® 5 R homogénea de
grado | y justificamos porqué resulta mé&s apropiadaj; esto
sale como resultado de estudiar su grafica.

Uno de los aciertos mas importantes en termodinamica ha sido
e¢] de reformular sus principios, a través de la transformada
de Legendre de & -la funcidn U normalizada y dependiendo por
lo tanto de n-1 variables-, en términos de nuevos potenciales
termodinamicos. Por ejemplo, en el casop de un gas
monoatomico, partiendo de 1la representacién de Ja energfa

interna &=¢(S,V), se pasa al potencial de Helmholtz F=e[T],
dado por

F=eé&-TS




a la entalpia H=elpl,
H= & + pV
y @ la funcion de Gibbi. o0 energia libre de Gibﬁs G=eI(T,p]
G=¢&- TS ¢+ pV

La notaciéon que se sigue para los potenciales termodinamicos
es la de Callen (4], al parecer aceptada internacionalmente.
Las transformadas de Legendre de la representacion de la
entropia son llamadas funciones de Massisu, pero no es muy
comdn encontrarlas en los textos de termodinamicai las gue se
realizan a partir de la representacion de la energia interna
son las dnicas que tienen nombres especiales. Se acostumbra
escribir +Ix) para la transformada de Legendre que se aplica
s0lo para la variable x. La idea de que la transformada de
Legendre s6lo0 es una reformulacion de la termodinamica se
debe también a Callen (41,

No nos detendremos por el momento a analizar estos cambios de
potencial termodinémico, lo que haremos posteriormente. Baste
hacer notar que si pretendemos estudiar la geometria asociada
a estos cambios de potencial, es necesario ampliar el espacio
de n-1 dimensiones considerado inicialmente, por 10 menos a
2n-1 dimensiones. Esto es necesario porque las variables
intensivas pueden ser también variables independientes,
indispensables para la determinacion de estados del sistema
considerado con esto se duplica e]l] ndmero de variables. La
otra variable es la energia interna que aparece comd
variable. Es intuitivamente necesario el considerar a U

dentro de la descripcion geométrica, pues es la que da la

particularidad y especificidad a los diferentes sistemas.

Varios autores han seguido este camino [7,10,14]1. Sin
embargo, no conocemos hasta el momento ningdn estudio acerca
de Jlos cawmbios en curvatura de la variedad de estados de
equilibrio producidos por los cambios de potencial
termodinémico. Mds adn; no se ha estudiado la geometria de la
variedad de estados de equilibrio (de n-1 dimensiones) en el
espacio de todas las variables extensivas, intensivas y la
funcién de energia.

En la seccidn 3 consideramos e] espacio de todas las
variables extensivas, intensivas Yy 1la funciton de energia
interna, el espacic natural para estudiar la geometria
asociada a las transformadas de Legendre de Uj nos avocamos a
encontrar una manera sencilla de normalizar a U en este
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espacio usando las estructuras métricas de contacto de Blairi2)].

Finalmente en 1a seccitn 4 estudiamos la geometria de los
estados de equilibrio de las transformada de Legendre de U,
usando las estructuras presentadas en la seccion 3. EI
resultado wmés importante aqui es que las ‘curvaturas Yy
cualquier propiedad geométrica que es invariantre bajo
isometrias se¢ preserva, pues la transformada de Legendre
resulta ser una isometria en los espacios convenientemente
definidos. )




2. GEOMETRIA DE LA n-VARIEDAD DE ESTADOE
DE EQUILIBRIO EN R~*?

Supongamos que normalizamos U manteniendo una de las
variables constante, por ejemplo x.. Denotemos por & a la
funcion normalizada, .
.(E"c-n,En—])‘U(X‘/Xng--l’Xn—g,x.\.l)

donde E;= x;/x..Las primeras derivadas parciales ‘de ¢ son
representadas ahora por &, = QD&/2 E;. Sea ahora Mn~-t* =
{(E;,-...En-a)l(x;,..-,Xn) ‘M”} y ..a

J;"n-—a > Rn
dada por

(E‘|-.-'En—g’ "’ (Eg,---gEn—‘.Eng.(E‘gcclEn-l)) (2,,)

Supongamos que dotamos a R” de la métrica euclidiana

m=X dx, ® dx,
entonces la métrica que hereda la subvariedad dada por este

encaje (llamada primera forma fundamental) es, en su

representacion matricial,

metnJep= (5, , +0, &, ) (2.9

donde J*m es la imagen reciproca de m por J. En todo el
trabajo no distinguiremos a una aplicacion lineal o bilineal
de su matriz asociada.

Sea V:TR™ x)(K")9 TR™ la conexidn riemanniana asociada a la
métrica m, donde TR es ¢] espacio tangente a) espacio R ¥y
X(R)es el espacio de campos vectoriales definidos en R".
Entonces la accién de & puede descomponerse como (6]

TuY = VY + h(X,Y)
si X € TMn=2, Y & X(M"™'), donde ¢ es la conexidn asociada a
la primera forma fundamental m®* ,V:TM -2t x X(M""')y TMn-2 y h
es la segunda formn.‘_ fundamental que es bilineal y simétrica
N:TM"—2 ¢ ToM"—2 T, Mr-2, coOn T.."' Mr—-2 espacio normal a
T-"h-" an T.Rnl EStD es T.Rﬂ = T-.Mﬂ"‘i @ T. "“-‘-

Como en este caso, para los vectores tangentes 2/9E.,9/3E,

R S ST
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v?la-?,as,’ = (0,.-n|°..“)
la segunda forma fundamental es
ht 2ME,, 2/3E,) = (&,,//T+X8,®)N

donde N en un vector normal a M~-%* en R™ y que en este caso
es

N = (“;,.-n.“n—g’l)’ \II"x.I.
Ahora la curvatura gaussiana en un punto p de M~~%: ge calcula
como el determinante de 1la matriz asociada al 1lamado
gperador de forma An:TM"=3y TMr-1, dado por la relacion [6]
m* (An( 9/72E4), ?/9E,) = m(h( 2/9E,, 2/3E,;)N)

y su matriz viene determinada por

At = H(m®) -2 (2-3)

donde la matriz H esta dada  -r
Hey = m(h( 2 98,4, 3/9E4),N) (=(&y4/ J1+E8,2))

v (m*)=* es la matriz inversa de m™, Aclaremos un poco la
terminologia. En los libros de geometria diferencial
elemental se& denomina segunda forma fundamental al aperador
Hi hemos preferido seguir la terminologia de Chen [6]. En
cuanto al operador An, éste aparece sin nombre en la mayor
parte de los textos de geometria diferencialy Chen {6] lo
denomina "tensor de la segunda forma fundamental asociado a
el vector normal N" pero consideramos mas conveniente el
nombre dado por O’Neill (191 como apunta también Boothby [3].
Resulta sorprendente que la ecuacidn (2.3), & pesar de su
simplicidad, no aparezca en ninguna de las referencias aquli
mencionadas; el dnico célculo explicito que conocemos estd en
{11, pero es mucho mds complicado. Existe wuna alusion al
cdlculo de ella en [1é) pero exige que los vectores a que se
aplica sean unitarios.

Dado que 1a gurvaturg gqaussians K(p) en el punto p de Mn-3,
estad definida por el determinante de An, s tiene

Ki{p)=det (Hess(&))/{ / 1+Z&,%)ne=

Por supuesto es sSiempre positiva, lo que refleja la
convexidad de &. Dado que h es bilineal y simétrica, el
operador de forma es autoadjunto respecto a la métrica m*,
por 1o que sus valores propios son reales. El1 hecho de gue
sea auvtoadjunto no implica que su matriz sea simétrica, pues
lo seria respecto a una base ortogonal en la métrica
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inducida. Por ejemplo, para el caso de una superficie en R®,
con coeficientes E,F y G de la métrica inducida, Yy
coeficientes 1, m y n de la “segunda forma fundawmental” (para
nosotros la matriz H), la matriz del] operador de forma es

G1-nF mG-nF)
nE-1F En-mF

Los valores propios de An son . llamados curvaturas
principales, Yy los vectores propios correspondientes, que
resultan ser ortogonales entre sf, direcciones principales.

8in embargo, la positividad de la matriz hessiana de & Yy su
simetria hace posible el considerarlo también como una
métrica riemanniana para la variedad Mr-2, Esto +fue
precisamente 1o que hizo Weinhold en una larga serie de
articulos [26 - 311, La principal aplicacion de este enfoque
fue la de elaborar un algoritmo para calcular derivadas
parciales termodinamicas mixtas y encontrar relaciones entre
ellas (5,12,29].

El problema, como lo hizo observar Gilmore [11];, es qQque al
calcular el tensor de curvatura Riemanniano Raig3i1; Yy SUS
auxiliares, los simbolos de Chistoffel M¥,,., se obtiene una
descripcion de los simbolos de Christoffel y de la curvatura

seccional en términos de terceras derivadas de &. Recordemos
que los simbolos de Christoffel estan definidos como

Fise = 1/2 9 35910t 9 k951~ 21954l
y el tensor de curvatura Riemanniano

Reg,x1= 1/2 [ 2 3195~ 21195~ 259212+ 2 19351
+9,a (M aul®y Tl ®,)

134kl = 1,...,n,donde 9:y, sONn 1los coeficientes de una
métrica riemanniana dada como

9=X4,s 91,4E.@dE,.

Yy 9** 1los componentes de la matriz inversa de g9 dada por
E,9%%'9,y = 64y.

l.a curvatura seccional de un plano generado por 1los vectores
9/35». glaE. es

k(r-,s)= “Rra,ra’/( Grr9ae~Ira™) (2 4’

Asi, para 1a métrica propuesta por Weinhold,

9 = xl.‘ Qt;dE(@dE,

13

A A s & 4 a -



se obtiene
r.'g_. = 1/2 Q“'.llg
Res, 2= (1/2)207%[ 0,0 r 5100510l 1l

por lo que la curvatura seccional serfa, para esta métrica de
Weinhold .

Kir,8) = - (1/2)202%[ s Cunn-Crai1raul/ (8 taa-tra®) (2.5)

Tomemos una variedad de dimensitn 2 inmersa en R®. Por
ejemplo, en el caso del gas ideal una vez que se ha
normalizado manteniendo la masa constante, &=¢(5,V). Entonces
l1a curvatura gaussiana es

K(p)=det (&,,)/(14+Z&,=)®=(2/3) (p/R)=/(1+TR+p=) =

y de (2.4) 1la curvatura seccional es k(1,2)=3%5(36 p V)~*,
donde &,,=T/C.;0,2=-T/71,,822*1/VB8-, con las relaciones pV=RT,
Cu=(3/2)R, T, ={(3/2)V y Be=(3/5)p-2. El1 denominador que
aparece en esta ecuacion no es considerado por Gilmore, y no
sé porqué. En este caso no hay problema con las terceras
derivadas, pero en general, la objecién de Gilmore procede
como sigue. E1 afirma que como en este caso la curvatura
seccional es igqual a la curvatura 9aussiana, exige que la
expresion (2.5) sea positiva. Como el denominador siempre lo
es, entonces parecen existir restricciones en el signo de las
terceras derivadas. De aquif que sea inaceptable la métrica de
Weinhold, pues no existen en la teoria termodinamica tales
restricciones.

Por supuesto que la objeciton de Gilmore no es vadlida. No
tiene porqué pedir que la curvatura sea positiva con regpecto
2 lp métricep de Weinhold. La curvatura gaussiana es igual a
la curvatura seccional siempre que e1 tensor de curvatura
riemanniano se calcule a partir de 1a primera forma
fundamental; esto es, de la métrica inducida por la
inmersiéon, por lo que depende de la forma en que s€ sumerja a
l1a variedad en 1a variedad “ambiente". Aunque este es un
resultado esté&ndar, me parece particularmente claro en (3,
p.3891.

De hecho, Gilmore no es el dnico confundido con estas
entidades geomwmétricas. Por ejemplo, Salamon y colaboradores,
que aplican extensamente la métrica de Weinhold, manifiestan
en un articulo (24) posterior al de Gilmore; que aparece una
métrica "fundamentalmente® distinta si se encaja la variedad
en otra de dimension mayor. Perdo no tienen empacho en usar a
la métrica de Weinhold, como primera y como segunda forma

USSR R
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fundamental [21,24,23,25). Esto es terriblemente confuso,
pues estos términos sdlo tienen sentido en el contexto de la
geometria de subvariedades. Deberfamos aclarar que si bien
toda primera forma fundamental es una métrica riemanniana
para la subvariedad en cuestion, no tiene sentido 1la
afirmacion contraria. Ademas, se usa frecuentemente, en un
mismo trabajo, a la matriz hessiana de & como primera y como
segunda forma fundamental, por definicion ([21,24,25])§ pero
esto implica que la variedad de estados de equilibrio es un
subconjunto abierto de una esfera, para cualquier sistema
termodinamico. A pesar de toda esta confusion, aceptamos la
objecitn de Gilmore a considerar a2 hess(®) como una métrica
aceptable, en la medida en qgue los cédlculos de curvatura
implicarian la aparicidn de terceras derivadas de & que no
poseen un significado termndinamico claro.

Antes de iniciar este estudio buscaremos una forma mas

*natural® de normalizar a la funcién U a +fin de perder-la

menor "informaciaon® posible.

Para hacer visible esta pérdida de intormacion veamos un

ejemplo sencillo. Supongamos ¥ homogénea de grado 1 en las

variables x e y. Entonces, si consideramos la carta de Monge
Je(x,y) @ (x,y,fi{x,¥))

sabemos, por los calculos ya efectuados, que el operador de
forma es

AN‘=(1/(l+f.,.4f,.)>.’-) )
-fn‘y 1"‘“:

oy ) F
pero por la homogeneidad de ¥,

¥ = xf,. ¢ yt,
y puede calcularse asi

Fon = U= £,

fuy = -R $5,

donde las derivadas se evaluan en el punto (xo,Yo) Y P=Yae/Xae)
siempre que x e y sean distintos de cero, por lo que

p= “p 1+, = ~fuf,
Ant= §,, /ro/m (
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r=(l+f . =¢+$_®), Asi An s& anula en la direccion Ju.(i,pn),donde
Je 8 la aplicacion derivadaj es decir en los rayos del plano
(x,Y) que pasan por (Xe,Ye). Esto s natural pues corresponde
a la generatriz del cono que representa a la gréfica de .
Esta direcciéon principal corresponde, por supuesto, a la
curvatura principal cero. La otra direccion principal, que es
1a que nos interesa, es ortogonal a la primera y da lugar a
l1a linea de curvatura (esto es, 12 linea cuya tangente es
direccion principal) que es perpendicular en todo punto a la
generatriz del cono. )

Una curva en el plano (x,y) es linea de curvatura si
satisface (171!

(Em - 1F)dx® + (En -1G)dxdy + (Fn - mG) dy® = 0
donde E, F y G son los coeficientes de la primera forma
fundamental ¥ 1, m ¥y n son los de la matriz H. Esto se

traduce en

Fos /Pl (-pPRf Fo ~HfB-p)dx® + (£ .B4+1-p2-u=f W)gxdy
+ (F . f tptpf,=)] = O,

o

Foo /PLL{-yRE  Fo-XYFfuZ-XY) /XRIAX® +[ (XRf R XB-yBR-yR{ ) /x=]dxdy
+l(xXffy + ¥y ¢+ y$,2)/%x)dy® } = 0

ya que y = ax €5 linea de curvatura, la ecuacidn puede
factorizarse como

(Adx + Bdy) (ydx -xdy) = 0
de donde se obtiene

A= (yf,F, + X, B ¢ XxX)/x®

B = (yf,® ¢+ vy + xf.f,)/x®
0 bien la expresion mas simple

A= (X® + 2 - yif ) /x®

(2.6)

B = (ff, ¢+ y)/x=
Lo anterior implica
(y + f§,0dy + (x + $$f,)dx = O
Esta ecuaciodn es exacta y su solucion es

Lix,y) = x® 4+ y® 4 §®R(x,y) = ¢
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1?7

can ¢ constante. Asi la curva es la interseccion del cono
z=f(x,y) imagen de ¥ con la esfera x® + y=® + 2% = C,

Puede buscarse también el vector ortogonal a Je(i,p) vy
tangente a la superficie. §Si suponemos que es de la forma
Jull,B),
{ Jull1,8),Jull,u) > =0
encontramos que
¢ Juli1,B8),Juti,p) > =1 + pB +(£f,.)/x + B(Ff,)/x
=(x+yB+ff,.+ Bff,)/x =0

de 1o que resulta

B = —(x+ff, )/ (y+$$,) = -A/B
con A ¥y B dadas en (2.6)

La curva interseccion de la esfera unitaria con la grafica
de ¥ puede expresarse como

t 9 (x(t),y(t) ,JI-x (1 2-y (1% )

Tomemos la longitud de arco como parametro de manera que dada

c(s) = (x(s),y(8),2(8)= y 1-x(g)B-y(s)= )

se obtenga lo’(s)ll = 1. La grafica puede representarse
entonces a través de la carta

(ry,8) 9 rols)

As{ e] operador de forma es

o] 0] N
ANg .
0 kcosé/r

donde N s el vector unitario normal de la forma
N = (yz®' - y*’z, x°2- 2'’%, yY’%x - x'y)

k =l o°*l es la curvatura de 1a curva, v 8 es el angulo que
forman el vector o" y N. La curvatura principal distinta de
cero es ka = kcos8/r. Si * = | esto se traduce en una
aplicacién de una proposicidn bien conocida: Si ke e85 la
curvatura de una linea de curvatura y 86 es el éngulo gque



forma con el planc normal entonces ka = ketos6. Esta formula
nos permite calcular facilmente 1la curvatura principal
distinta de cera para cualquier punto del cono. La
normalizacion de ¥ con x © Yy constantes no da la misma
informacian,

el A A b
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3. GEOMETRIA DE LA n-VARIEDAD DE ESTADOS
DE EQULIBRIO EN R=n*3*

Nuestro primer paso serda el buscar una normalizacion mas
natural para nuestra funcion U, en el espacio de 2n+l}
variables. Un punto en este espacio se escribira como
(Xggeee3XnfYss:ce3YniU). Como hemos establecido que x.>0 para
i= 1,...n, el espacio a considerar es M2"*2* C(R*)" x R™ x R.
Dotemos a este espacio de una estructura de contacto con la
forma de contacto.

x =dU - X,.ysdx, (3.1)

(MBn+s &) es una variedad de contacto pues se satisface la
condicion de contacto

x*(dx)n # O

con 1o que sé define una forma de volumen. Consideremos el
siguiente teorema [13).

TEOREMA. Sea &« una forma de contacto sobre una variedad M, de
dimension 2n+1. Existe un dnico campo vectorial Z tal que

®(Z) = 1
lz(dx) = O
donde [z(dx) es el producto interior del campo Z con la
2-forma dx. Su accion es como sigue. Dada una n-forma w y un
campo vectorial X, l.(w) es la (n-1)-forma tal que

tx(ﬂ)(X;,.-.,xn_g) = N(X,X"-u.’xn—‘)

A este campo Z se le denomina campo de Reeb. Para nuestro
caso esta dado por

Z = 2/3U

El ndcleo de x en cada punto es de dimensidn 2n y escogemos
una base para éste dada por los vectores

a,ay‘ [ alax.,"")"a/?U. i =1..--,n- ‘3.2)
Llamaremaos D a la djistribucidon de subespacios tangentes

definida por el ndcleo de «. Aunque es conocida la abundancia
de subvariedades integrales de la distribucion D asociada a
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1a forma de contacto o, baste considerar e) hecho que no

pueden tener dimension mayor que n y la siguiente proposicion
[21.

PROPOSICION. Sea J:N» 9 N=n+: yuna subvariedad de 1a variedad
de contacto con forma de contacto «. Entonces N es una
subvariedad integral de D si y s6lo 8i x y dx restringidas a
N» son cero.

Asi{ la subvariedad dada por el encaje
JiM® MBnea
(3.3)

(x;’-n-,Xn) ') (X;,---,X.J)’;,...,)’.JU)

donde U = UlXgs.ce5Xn) Y Y1 = 2U/9xs, €% una subvariedad
integral de D dada « como en (3.1). De hecho, para X en TM~",

Xex, 8,9/3%X4s.
por lo gue
JuX = B, 84 [0/ X1 + E,92U/0x,9%, 3y, + y43/7U)
= X, 8.0 3/3%0 + Y4P/3U) + E (. asd®U/0x:2%,) %2y,
=E.8.( 9/3%, + Y49/2U) +E, by3/9py; € D

con b, = X, 8:9®U/9%:19%x,. Detinimos entonces a la subvariedad
J(M~) de (3.3) como

"ﬂ = {(Xg,--.,xn'y;,...,ynlU)' USU(X;,-.-XD),}'133U/3XQ} tzﬁ')

Sabemos gue para estudiar la curvatura de esta subvariedad es
necesario inducir una métrica a ella a partir de una métrica
dada en M®n*:, Como en MEr+2 |13 coordenadas son tanto
variables extensivas como intensivas, es necesaripo escoger
una métrica que se defina a partir de 1la estructura de
contacto, que describe una cierta asimetr{a entre ellas. La
siguente proposicion permite la construccion de una meétrica
adecuada [2].

PROPOSICION. Sea (M2n+*: &) una variedad de contacto, entonces
existen un campo vectorial Z y un campo de endomorfismos & en
sus espacios tangentes que satisfacen,

x{(Z) = 1 (3.5)

% = -] +tXx® 2
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donde 1 es la transformacion identidad, «x ® Z se aplica & un
campo vectorial arbitrario X como

@ Z (X) = x(X)2Z

Ademas existe una meétrica g ( llamada métrica compatible con
1a estructura de contacto) tal que, para todo par de vectores
tangentes X, Y

gleX,8Y) = g9(X,¥) - x(X)x(Y) (3.4)

La demostracion aparece en la referencia citada. Aquf veremos
que es posible deducir, a partir de (3.3), que

.7
82 = 0 (3.7)

e = 0O (3~?")

pues de las ecuaciones (3.3) &=Z = 0 por 1o que 8Z = 0 6 »2
es un vector propio no trivial de & asociado al valor propio
cero. Ahora evaluamos ‘

o2g7 = -gZ + x(®Z2)Z = O
de donde #8(2) = x(eZ)Z. Si suponemos 8(Z) distinto de cero
entonces x(sZ)=0 y 8 un valor propio de # con 2Z como vector
prapio. Pero

0 = p%2 = (x(sZ))2Z

una contradiccidn. Concluimos 82 = 0.

Para ver que «(eX)=0 para todo campo vectorial X, basta
calcular

x{oaX)Z = ~a3X + gX = -8gX + glx(X)Z) + oX = O
La importancia de la demostracion de la existencia de una
métrica 9 comb en la proposicion radica en que muestra la
abundancia de métricas compatibles. Sea h’ cualquier métrica
riemanniana sobre M®n+2 y definimos h por

hiX,Y) = h’ (as®X,82Y) + x({X)xiY)

Ahora sea g definida como

giX,¥Y) = 1/2( h(X,Y) +hisX,sY) + x(X)x(Y))
Esta 9 satisface la condicion (3.6), pero es evidente 1a

falta de unicidad. Es importante notar que para todo campo
vectorial X
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g(Z,X) = «x(X) (&X);
A fin de aclarar nuestras ideas respecto a esta estructura

métrica, analicemos 1la expresion matricial del campo de
endomorfismos & Y de la métrica g. Como #Z = O y otes=0,

entonces
5y J: 1)
g = o Ba o) e
yt8s ytsa O.
Donde &, son matrices de orden nxn, mientras que Yy es un
vector columna de componentes y;. De la condicidn (3§ vemos
que :
B2 4 gabg = -1
B0z + Febe = 0O
By + Dafa = 0

Baba + F4%2 = -1

Si nes impar, @2 ¥ O © ss ¥ O. Supongamos gque w2 €S

invertible, entaonces
e = ~83~2*({1 ¢+ g,.®)
e = -PaP1802

Por 1o que

[ 'Y S 0

3.9

B ~#a~d (]l + §,®) -ga~iy,8a2 0 (9)
y‘.; )’tlz 0

Yy simétricamente para s« invertible. El dnico caso en que no
e8 claro qué ocurre es cuando ninguna de las matrices es
invertible.

Si n es par, entonces puede suceder que o2 O 95 Sean cero. si
a2 = 0

& 0 o]
£z #s &3 O (3.10)

yeo, 0 (4]
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COh 8a = £182%,; Y2 Que %, = -1 tenemos det(ws,)=1 y
§,"2 = gt = -9,
Ademas
Ba™ = (~l)m™~tg, . ga9,
Por otra parte, como g{Z,X) = x(X)
9 -1 4
9 = 93‘ 9a 0
-yﬁ 0O 1
donde g9, sOn matrices de orden nxn y el vector Yy es comp
antes. La condicién (3.6) muestra la dependencia de g
respecta de & (de hecho la construccidn de g en la prueba es
un {indicador wmas claro de esta dependencia), por que la
simplificacioén de # es una paso inicial en el anadlisis de las
estructuras métricas de contacto.
Analicemos el caso del gas ideal. Aqui U=U(S,V,N). Como n=3,
£ debe ser de 1a forma (3.9). Recordemos que @] encaje esta
dado por
(S,V,N) '; (S,V,N,T,'D,“,U)
de manera que el vector y es el transpuesto de (y,,ya,Ys)
=(T,-p,n) . Simplifiquemos & tomando &, = O y 82 = I. En este
caso se tiene
0 I o)
#= -1 O o]
0O vyt 0
por lo que, dada la condicién (3.6), 9 esta dado por

9a + Yy* g2 -y

(3.1
g: 9a*t 9a o
—yﬁ (o] 1

COn 9a = -g9a*. Simplificamos esta wmatriz sin violar la
positividad requerida escogiendo ga = 1 y ga = 0. Asi,




I + yy* o -y

. (3.12)
9= | © 1 0
-yt o 1

Obsérvese que la primera submatriz reproduce la forma de la
primera forma fundamental en la inmersion de una variedad de
dimension n en otra de dimensiodn n+!l (2.2) bajo la carta de
Monge(2.1). Con esta eleccién, det(g) = 1, vy su matriz
inversa es extremadamente simple

1 0 Y
3= 0 1 0
y* o 1+yty

Esto facilita 1los calculos de los simbolos de Christoffel.
Antes de continuar veremos que esta métrica (3.12) resulta
natural dada la base (3.2) de D. En general i X,Y € D, la
ecuaciaon (3.6) implica

gleX,esY) = g(X,Y)

De manera que & e una isometria de D en D (pues #X €D para
todo campo vectorial (3.7")). Ademas

giesX,X) = g(a®X,s8X) = g{-X + x{(X)Z,8X) = -g(X,eX)
1o que implica que
gi{X,eX) = 0

Asf X y X en D son ortogonales con respecto a 9. Finalmente
si X esta en D

giX,Z2) = 0

gi{sX,Z) = 0O

De esta forma podemos construir una base (llamada una s-base
[2]) para TM®~*: como sigue. Dados X; en Dy 2, (Z,Xs,8%X3)
son ortogonales entre si. Escogemos Xa en D ortogonal a este
conjunto vy construimos el conjunto (2Z,X;,8X:,Xa,sXal,
continuamos hasta completar la base (Z,Xs;.cc5Xns®Xagec.8Xn}.
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Puede verificarse sin problema que 1a base (3.2) es una
s~-base para la métrica (3.12),

Ahora bien, para el estudio de 1la curvatura de una
subvariedad M", deben calcularse l1os operadores de forma qQue
determinan a las direcciones principales. Cada uno de los
operadores est4 asociado a un vector unitario normal a la
subvariedad. En el caso de codimension 1 esto no resulta
problemético pues sabemos que el vector unitario queda
determinado de manera dnica (salvo el signo). Como aqui
tenemos codimension idgual a 4, la elecciédn es més bien
arbitraria. Podemos, sin embargo, eliminar cierto grado de
arbitrariedad ya que tenemos un campo vectorial bien definido
y en cierto wmodo privilegiado: El campo de Reeb Z. Obsérvese
que dada cualquier métrica compatible con la estructura de

contacto se tiene g(Z,Z) = &x(Z) = 1, por 1o que Z es

unitario. De hecho, si quiere calcularse por ejemplo el
tensor de curvatura media, deben calcularse los operadores de
forma para una base del espacio normal. No es nuestro
proposito. Con 1la métrica elegida y una vez determinada la
conexidn riemanniana, se obtiene 1a accién de la segunda
forma fundamental como

h‘DI'JX‘, 3/3)(,) = (0.0,0,*,*,*.-9'U/3X;?X_,)
(recuérdese que (x,,xs,xa)=(S,V,N)). Basta calcular esta
accion sobre la base de TM” pues h es bilineal. Hemos omitido
l1a especificaciéon y de hecho el célculo de las coordenadas
cuarta, quinta y sexta por la siguiente razon. Como el
operador de forma se calcula a partir de la ecuacion
G(AzX,Y) = g(h(X,Y),2) X,Ye T™

donde A, e5 el operador de forma asociado al vector normal
unitario Z, y

G =i"g (21
Sabemos que
gth(X,Y),2) = x(h(X,Y))
y dado que para cualquier vector
X=X a,9xq ¢+ be?/2y, ¢+ €U
se tiene que
x(X) = c- Xy Ysd,

Puede observarse que los coeficientes b, no aparecen en el
cédlculo. Por otra parte

T ———————————
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G =1 ¢+ Chess (U))=

por lo gue

Azt = - [hess(U) 16-* ¢3.14)

Considerando la homogeneidad de U, puede usarse la expresion
Uus=x, XaYys

y se obtiene la siguiente expresidn del hessiano de U

Xl ¥4 Uvw &4 Upw = Mlloyptlvw = pUy il

hcss (W = — Aldwy ./“uv” Uuv Uvw

-2 Uvw — s Upw Uvw | Uuw

con A =Vg/Se Y B = No/So. Esto siempre que S,V y N sean
distintos de cero. De esta {orma, usando nuevamente la
homogeneidad de U se obtiene la expresidn

Azt =[hess(U)1/det (G)

De aqui se deduce que Az se anula en la direccion (1,),p),
que se asocia a la direccitn de curvatura cero, Yy Qque
representa a los rayos (en R®) que pasan por el punto
(SasVas;Na). Debido a que todos 1os vectores propios del
operador de forma son ortogonales entre si, los vectores
asociados a curvaturas distintas de cero generan al plano que
s tangente a la esfera. Esto indicaria que la forma natural
de normalizar a U es evaluarla en la esfera unitaria.

Debemos enfatizar, sin embargo, que siempre es posible
encontrar una métrica compatible con 1a estructura de
contacto de forma que el operador de +forma asociado
(dependiente tambieén del campo de Reeb) tenga como
direcciones principales aquellas que deseemos, par lo que la
condicion de compatibilidad con la estructura de contacto no
es demasiado restrictiva. Por otra parte, existe mias de una
métrica que dé lugar a un wmismo operador de forma, por 1o qQue
no hay correspondencia 1-1 entre estos operadores (la mera
consideracion dimensional podria bastar para hacer ver esto).
Para encontrar la métrica deseada, que produzca un cierto
pperador de forma dado, pedimos ciertas condiciones sobre
la métrica G. La G a2 su vez esta determinada por g a traveés
de 1la ecuacion (3.13). Con este procedimiento podemos
determinar las restricciones sobre los elementos de gj
sumadas Jla condicion de contacto y la positividad tenemos




determinada 9. Como puede observarse tenemos n®™ variables
(ya que 92 tiene n(n-1)/2 entradas, gs tiene nin+1)/2 y su
suma es n®) que deben satisfacer a 10 més ni(n+1)/2
ecuaciones, que son el nimero de elementos de G, y de aquf la
libertad de eleccion.

Nuestra métrica sin embargo, es preferible porque al ser
evaluada U s6lo en la esfera unitaria y extendida por
homogeneidad, permite el célculo simple de las curvaturas
principales; siempre que se reparametriza a la esfera como
ge hizo en e] ejemplo de dimension 2. Las curvaturas entonces
serjan aquellas de 1la esfera pero mwmultiplicadas por el
reciproco de 1la longitud radial. Por otra parte, puede
observarse que se reconstruye la <formulacion obtenida al
encajar a la variedad en otra de una dimension mayor a través
de la carta de Monge. Usaremos entonces la misma descripcion
del encaje dada en (3.3), pero sin considerar la homogeneidad
de U pues se supondrd que estd evaluada en la esfera
SRLURIN=Z=] ,
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4. GEOMETRIA ASOCIADA A LA TRANSFORMADA
DE LEGENDRE.

sea f:R” 9 R una funcion de clase C=. La transformada de
Legendre usualmente se interpreta en termodinamica (f es en
este caso la funcion de energia) como e] resultado de
reemplazar a f por la ecuacion de los hiperplanos tangentes a
la grafica de esta funcion. Consideraremos agquf{ un concepto
mas formal de la transformada de Legendre a +in de estudiar
la geometria asociada a ella. Seguiremos fundamentalmente a
{71 y tomaremos de allf los siguientes conceptos.

DEFINICION. La transformada de lLegendre de la funcion f:R” IR
es el subconjunto Le € R”xR de pares (y,z), para los que
existe un x que satisface

z = £(x) ~ X xX¢y

(4.1
Y = 94/9%x,4 (%)

Geométricamente esto Ee interpreta como sigue. z es la
" ordenada al origen correspondiente a x=0 del hiperplano
tangente a la grafica de la funcidn en e} punto (x,f{x)),
mientras fgue vy, son 1los “coeficientes directores" de ese
plano.

Nos interesa inicialmente determinar las condiciones bajo las
que L; es la grafica de una funcion. Para ello consideremos el
conjunto VCR"XR"R con elementos (y,-x,2) que verifican
(4.1). Por supuesto es una variedad parametrizada por x, y es
claro que L, = TI{V) donde TT e la proyeccion (y,-x,z)a(y,z).
El siguiente lema aporta las condiciones gque necesitamosi?].

LEMA. Existe una vecindad Bg(x) tal que Lol Bg (x) es una
subvariedad de dimensién n de R°"xR si y =ndlo si la matriz
hessiana de f en el punto x es no degenerada. Ademas en este
caso L,\Betx) es la grafica de una funcion g de R™ en R.

Demostracion. Para cada punto (y,-x,2z) de V que satisface el
sistema de ecuaciones (4.1), el espacio tangente en ese punto
esta generado por los vectores
(3'flox,3xu(x)....,aﬂflaxnaxk(x).—Sﬁ...,-S:.-Xx.a‘féuau,(x))

para k=1,2,...,n, donde §. es la delta de Kronecker. Bajo N,
_ostus vectores proyectan en

(35 /0% ad%ee (X)) 0os ) dBE/Xn2Xpe(X)y ~E X@ BE/DIX2DXpe (X))

28



Dado que la dltima componente es una combinacion lineal de
las anteriores, TI(V) es de rango n si y solo si la matriz
hessiana de ¢ es no degenerada. Ademads la proyeccion de V
sobre R™ es de rango méximo y de aqui que L. puede ser
parametrizada localmente por Y.

El hessiano de la transformada de Legendre d; ¥ tiene una
:;g:osldn sencilla, segun lo expresa el siguiente resultado
LEMA. Supongamos que la matriz hessiana de f en el punto x
sea no degenerada. Entonces L. s localmente la gréfica de
una funcion z=g9{y): R™ <9 R tal que
hess(g(oFf/aXa(X),.:.49¢/3x%Xn (x}) = [hess (f){x)]-2

Demostracion. Con la hipotesie del lema, la ecuacion

Yy = (9F/9Xs (%) 300y D XniX))
es localmente inversible y por lo tanto

x = qly)
Por lo que
Dgfy) = [hess(f)(x)]—2*

Podemos escribir la ecuacion (4.1) como

z = f{qly)) -Zyc«qQily) = gly)

de donde

2973 ys (y) = -q,(y)

3®g/aY.dys (y) = -3q,/3y. (y)

lo que da «l resultado.

Obsérvese que 1a nueva funcion definida 9, depende sdlo de ¥y,
Yy no de una mezcla de de valares de x, y de Yy, por 1o que
puede considerarse como la transformada iota]l de Legendre.
podemos también considerar transformadas parciales.Sea I
C{l,...nh) ¥y J su complemento. Entonces para x € R , xgz
denotara el conjunto de componentes x, de x tales que icl} de
l1a misma forma para xs;. De este modo x=(xz,xs). Por supuesto
yzXz ®EX.y, ¥y 9f/oxz (x) es la {Il-ada de 9¢/ax. (x), iel.
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( {1l cardinalidad del conjunto 1). Definimos ahora la
transformada parcial de Legendre [7]:

DEFINICION.Se llama transformada de Legendre I-parcial de f
al conjunto L, de parejas (y,z) R"xR tales que existe xzE¢RW
con .
zZ = f£(x) -~ Rnzd$/3 Xx(x)
y’ = 34/3)(: (X’
Ya ® X3
Para I=(1,2,...,n) se tiene la definicion ya dada de la
transformada total de Legendre, vy para I = ¢ Ge tiene 1a
gréfica de ¢.
De aqui{ se define la variedad I-parcial V; de Legendre
asociada a f, como el conjunto de puntos (y,t,z)eR"xR"xR
tales que
zZ = $#{x) - xx /9 xx (x)
Yz = 9$/3xx (Xx)
Y3 ® X3
tz = -Xz

ty = 3¢/7 x5 (x)

lo que posibilita definir a la transformada de Legendre de
una funcidn ¥ como siguel?],

DEFINICION. La I-transformacidn de Legendre es la aplicacion
CI: REn*t 5 R®n+: que asocia a (x,y,z) el valor (X,¥,2) tal
que
; = I - yXsz
§: E ¥z

X3 = X3 (a.2)

;: = -Xz
~

Ya B Ys

Dada la forma de contacto & =dZ -y.dX se tiene

CI* & = dz - yzduz- Ysdxs =dz - ydx =
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por lo que CI es una transformacion de contacto. Asi pues
mapea subvariedades integrales de la distribiucién D definida
por @1 ndcleo de « en subvariedades integrales de D. Nuestro
siguiente paso es entonces estudiar los cambios de wétrica y
curvatura producidos por las transformadas parciales Cl de la
subvariedad M~ definida en (3.4), esto es, de CI(M"). ‘

Sabemos que dados (X,¥,2) € RRn+2  como en (4;2). una meétrica
compatible con la estructura de contacto & =dZ-y.dX es

I +5y 0O -y
~ | o I 0 (43)
9 >

e o '

con Yy = (Yi;...39n). Nos interesa esta métrica porque
conocemos Ya - la métrica que hereda a la subvariedad
%R, F(X),F(X)) integral de %, su conexitn riemanniana y por
lo tanto la expresion del operador de forma. Basta entonces
estudiar CI*(3) para determinar los cambios de curvatura Que
sufre M™ bajo la transformacicon CI. E] siguiente resultado,
nos garantiza, sin embargo, que no existen tales cambios.

TEOREMA. Sean P,P’¢C REn+2 y CI:Po9P'" la I-transformacion de
Legendre (x,y,2z) $(%,9,%Z). Sean x=dz-y.dx y x=dZ-¥.dx formas
de contacto definidas en P y P’ respectivamente. Si § es la
métrica (4.3) compatible con la estructura de contacto (P’',x)
Yy 9 la métrica (3.12) compatible con la estructura (P,x),
entonces CI es una isometria, g = CI*g,

Demagtracién. Por comodidad expresaremos a g ¥y g como

g = xXx @ + X ((dxe)® + (dy,)=)

e ~ ar

G =X @ + X ((dX,, )2 ¢+ (dF)®)

Dado que CI es transformacion de contacto y x = CI* & se
tiene

CI'9g = x ® o + £ ((dxs)® + (dy )=®) + E((dx,)= + (dy,)®),

ieT 3ty
W\
= x @ X + X ((dxy)=® ¢+ (dy,)®) = g

[t

1o que concluye la prueba.

El tensor de curvatura riemanniano Sse preserva por
isometr{as, puesto que E6]lo depende de la métrica. Esto da
lugar al siguiente resultado.
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COROLARIO. Sea N~ la subvariedad de (R®2"+2,x) dada por (3.4)
con hess(U) no degenerado, entonces la curvatura seccional de
un punto p M~" es igual a la curvatura seccional de CI(M")=V]
en el punto CI(p).

En el caso del gas jdeal, tan socorrido ejemplo, vemps Que es
necesario el normalizar a U(S,V,N). Usualmente esto se hace
tomando N constante. As{ pues, se tiene la aplicacion

(8,V) 5 (§,V,T(S,V).-p(S,V),e(5,V))

Con la forwma de contacto usual, podemos seleccionar a la
métrica g9 partiendp del endomorfismo &, ahora de la forma
(3.10), pues n es par. Tamemos entonces a &, COmMO

o 1)
.

y & a2 =0, Canlo que g es
9s +yy* 9= -y
9=* 9s 0
-yt 0 1

Obsérvese que g, ¥y 9 8oOn independientes, mnientras que en
(3.11) son iguales. Tomamos g; = ga =1 ¥y ga = 0 y obtenemos
la forma ya conocida de 9. En este casoc la funcion de Gibbs

G =& - TS ¢+ pVv
es la transformada total de Legendre de &
c: (S'V'T’-p..) - ‘T' ’F."S,"V,G)

La curvatura gaussiana (que coincide con la curvatura
seccional tomando la wmétrica heredada de la variedad (R® ,x)
con g métrica compatible) en cualquier punto x de ME® =
(S, V, T,=-p,; 8):0=0(S,V), T=)@/2 §,-p=2&/3 V) subvariedad de R®,
coincide con aquella evaluada en €1 punto C(x) de la
subvariedad V={(T,-p,-5,-V,G6):6=6(T;-p),6=36G/73 T,V=23 &/2p)}
pero sus curvaturas principales (que no son invariantes bajo
isometrias)son distintas debido al lema de la pégina 28 y a
la expresion (3.14) del operador de forwa.

Hemos visto que 1a forma més natural de estudiar la geometria
de un sistema termodinamico es la de usar la métrica inducida
por la inwersion de la variedad en otra de dimension mayor
Yy no la métrica de Weinhold. El1 encajar a la variedad
n-dimensional de estados de equilibrio en REn"*: permite
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normalizar a U de manera naturalj ademaés, la transformada de
Legendre definida en este espacio de variables intensivas,
extensivas ¥y ¢ (una vez normalizada U), preserva las
propiedades que son invariantes bajo isometrias, en
particular, a la curvatura.
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