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NTRODUCCION

A

En esta tesis presentamos e) primer estudio extenso dé 1a doble
capa cilindrica (DCC) mediante la teoria de funciones de distribucion
para el Modeld Simple (Modelo Primitivo'Restringido + cilindro rigido
infinito). Se obtienen diversas propiedades termodinamicas e
hidrodinamicas para dos tipos de aproximaciones: HNC/MSA ¥
Poisson-Boltzmann (PB). Los resultados se comparan con datos
experimentales,

El tema de la DCC y de las soluciones polielectroliticas ec un
topico de gran interés en la actualidad, en el cual, hasta muy
recientemente, se sequian manejando teorias con serias limitaciones,
Nuestro trabajo incorpora a este problema teorias de liquidos
ampliamente estudiadas en sistemas de electrolitos simples.

La tesis se divide en cuatro capitulos que constan de lo siguiente:

CAPITULO 1.- En el se hace una descripcion de lo que es la doble
capa eléctrica, un concepto fundamental en este trabajo. Se revisa la
teoria de funciones de distribucidon y se introducen la ecuacidn de
Orstein-Zernike y la aproximacidn HNC. Presentamos la teoria de
Poisson-Bol tzmann para la doble capa cilindrica y discutimos sus
limitaciones y aciertos, yva que sera punto de comparacidn para la teoria
de HNC/MSA, resuelta por primera vez en esta tesis.

Ademis, se establecen los resultados fundamentales de la teoria de
Condensacion de Contraiones de Manning, teoria que ha sido utilizada
ampliamente en el pasado. En la seccion final de este capitulo,

presentamos 1a teoria de la electroforesis que relaciona 1a estructura




de la doble capa (funciones de distribucion) con la cantidad
hidrqdinémica 11amada movilidad electroforetica. Esta relacidn permitira

comparar nuestros resultados numeéricos con datos experimentales.

CAPITULD 2.- En este capitulo describimos las caracteristicas del
modelo que usaremos para representar una solucicdn polielectrolitica
(Modelo Simple). Presentamos el Metodo Directo (MD) que es un formalismo
para incorporar el efecto de un campo eléctrico en un fluido hcmogéneo.
Se aplica el MD al problema de un electrolito en presencia de un campo
ext;rno de gecmetria cilindrica (DCC) y, usando las aproximaciones
HIC/MEA ¥y PB, se establecen lag ecvaciones integrales correspondientes
para las funciones de distribucién. Incluimos ademas el método de

solucion numérica de las ecvaciones integrales para la DCC.

CAPITULO 3.- Presentamos los resultados de la solucion de las
ecuaciones integrales de PB y HNC/MSA, y discutimos la dependencia de
las funciones de distribucion, el potencial zeta, las isotermas de
adsorcion y el potencial electrostitico promedio, en funcion del radio
del cilindro, de su densidad de carga y de la distancia entre los iones
y lta superficie cargada. Las movilidades electroforéeticas calculadas a
partir de los resultados para las funciones de distribucidn se comparan
con datos experiment#les para el ADN a diferentes concentraciones
electroliticas y examinamos la concordancia de nuestros datos con

recientes simulaciones de Montecarlo para la DCC.




CAPITULO 4.- En el capitulo final presentamos las conclusiones de
este trabajo y las consecuencias de los resultados del capitulo 3.

Asimismo, hacemos algunas sugerencias para trabajo futuro.
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TJEOR RA cC JEORIA DE LA ELECTROFORES

1.1 LA DOBLE CAPA CILINDRICA Y ALGUNAS PROPIEDADES DE LAS

SOLUCIONES POLIELECTROLITICAS

Un gran nimero de mac;omoliculas existe en soluciones acuosas, 0 en
otras soluciones polares, en la forma de macroiones (moléculas de gran
tamafio con carga electrica). Incluidos en este grupo estdn, p.ej, los
polielectrolitos sintéticos ¥y diversas proteinas como los acidos
nucleicos (ADN y ARN). En estos sistemas las fuerzas electrostaticas
juegan un papel.detekminante en la configuracicon del sistema, asi como
en sus propiedgdes termodindmicas e hidrodinamicas.!

.En la interfase entre dos estados de agregacidn (p.ej. una
particula coloidal y el electrolito en que se halla inmersa) se forma lo
que se deﬁomina como la Doble Capa Eléctrica (DCE 6 DC). El origen de la
DCE puede explicarse en la forma siguiente:2'3l4 Las macromol€culas
(neutras fuera de la solucidn electrolitica) adquieren carga
superficial, ya sea por fa ionizacion de grupos superficiales de carga
(p.ej. el ADN) o por la absorcidn de ‘iones (p.ej. carbén coloidal o
burbujas de aire), cuando estin en contacto con el medio acuoso. De
hecho, Reuss? (1809) d?mostrd experimentalmente que tan solo por el
contacto entre un liquido y un sdlido es bosible electrificar las dos
fases,

Entonces, un cistema de DC que contiene macroparticulas en
suspensicon es similar a una solucién electrolitica simple, la cual en

cenjunte es eléctricamente neutra. Sin embargo, en el sistema de DC una




de las especies tiene dimensiones mucho mayores que los iones simples en
el liquido y una carga neta (densidaq superficial O ) muchas veces mas
grande que la de un ion univalente. Los iones de carga opuesta a la de
la particulas grandes, y que deben estar presentes para mantener la
neutralidad eléctrica, son dencninados "contraiones® o *gegeniones"., Los
iones de signo similar al de la carga de la macroparticula, siempre
presentes en cualquier solucion real, se 1laman "coiones". Debe haber un
exceso de contraiones en relacidn a los coiones, en la vecindad del
cilindro, que garantice la electroneutralidad, Esta disposicion de la
carga eléctrica es 1o que se conoce, cominmente, como doble capa
electrica, aunque en ocasiones, y esto ocurrird en este trabajo, se dara
el nombre de DC a la distribucidn de los iones en todo el fluido Y no
so6lo en las proximidades de la superficie cilindrica.

La estructura general de la DC, aceptada en la actuaiidaﬁ, es la
desarrollada por Stern, quien incorpord los principios establecidos por
Helmholtz, Perrin, Gouy y Chapman.Z yeimholtz predijo que 1a DC formaba
un condensador de placas paralelas, donde una de las placas estaba
constituida por las cargas en el cilindro, y 1a otra concistia de las
cargas en el fluido. Esta hipotesis fue criticada por Gouy y Chapman,
quienes propusieron que la energia térmica debe}ia prevenir la formacion
de tal estructura y tenderia a distribuir los iones en todo el espacio
adyacente a 1a interfase. En su lugar, ellos postulaban una atmosfera
ionica difusa en la cual el potencial electrostitico ¢(funciones de
distribucidn) tenderfa a cero (uno) sobre la distancia 1/,

Los contraiones en exceso cercanos a l? superficie cargada

“apantallan® la fuerza de atraccion electrostitica sobre los iones que




se encuentran mas lejanos. Esto resulta en un decrecimiento rapido del

potencial electrostitico promedio® para distancias pequefias a la

macroparticula ¥ mis lento para distancias mayores. Pero, no obstante
que este modelo es mas adecuado que el de Helmholtz,!prédice una
capacitancia de la DC que es mucho mayor que la reportada en
e;perimentos, 1o que lleva a un valor absurdo de la concentracion idnica
cerca de la interfase.

Stern atribuyo esta discrepancia al tratamiento de los iones como
cargas puntuales. Ademds, mostrd que ni la descripcidn de Helmholtz niv
1a de Gouy y Chapman eran correctas, des;rrollando una tebrfa que
incorpora las caracteristicas principales de.ambas. Stern considero la
posibilidad de adsorcion especifica de iones, la cual produce una capa
de contraiones unidos a 1a superficie, en parte por fuerzas
electrocstaticas y en parte por fuerzas de Van der Waals, de m;nera tan
firme que no es disgregada por la agitacidn térmica. En este modelo, la
DC esta dividida en dos partes (véanse las figuras 1-3). La primera
capa, conocida como la capa de Stern, de aproximadamente un ion de
grueso, es aquella que permanece en contacto con la macrppartfcula; en

esta regidn hay un rapido decrecimiento del potencial electrostatico

promedio de 4”0 a kfa « Otra manera de ver la capa de Stern es
considerarla como la representacidn de la interaccioh entre 1a
macroparticula y los iones a través de un potencial de esfera dura.

La segunda parte, que se extiende en la fase liquida, es una capa
difusa en la cual el potencial cae de %%\a O, En esta atmdsfera difusa
la agitacion térmica permite el movimiento libre de los iones. Sin

embargo, la distribucion de los iones positivos y negativos no es




uniforme. El cambio en el potencial en la caﬁa de Stern aumenta con la
concentracion y la valencia del electrolito. Con iones polivalentes es
posible invertir el signo del potencial (1’0 \rJ < 0). La figura 3
resume el comportamiento del potencial,
La carga en la superficie es igual en magnitud peéo de sfgno
opuesto a 1a suma de las cargas en las regiones fija y difusa de la DC.
Una vez que se tiene una imagen general de Yo que es la DC, es
necesaria la descripcidn detallada de la distribucidén idnica. Desde
principios de siglo, Hardy (189%9) establecio la estrecha relacion que
guardan los fendmenos electrocinéticos {ver seccion 1.5) y la
estabilidad de los coloides, con la existencia de la DC.2 Ademds, los
avances en la teoria de las funciones de distribucion han permi tido
establecer la dependencia fundamental de las pfopiedades termodindmicas
en fuﬁcidn de la estructura de 1la DCE.

Podemos concluir entonces que, el avance en la descripcion de lo
que llamamos sistemas con carga eléctricad depende del correcto

entendimiento de la DCE.

Como parte final de esta seccién deseamos .establecer algunas
definiciones relacionadas con las soluciones de macromoléculas
cilindricas que queremos modelar, asi como algunos valores de los

parametros de los sistemas: radios moleculares, concentraciones ionicas,

etc.

E) objetivo final de un estudio de la DCC es aplicario ala

descripcion de soluciones electroliticas de macroparticulas cil{ndricas.

el Tt Bvin ¢ e s



-Existen diversos sistemas que pueden modelarse, por ejemplo, soluciones
de particulas coloidales, proteinas fibrosas, microelectrodos

cilindricos y moleculas polielectrolfticas. »

Los polielectrolitos! son polimeros lineales con mondmeros que
contienen grupos idnicos (cargados). Otro tipo de moléculas con simetria
cilindrica son los polinucledtidos que incluyen el ADN y el’icido
ribonucléico (ARN). Sin embargo, se utiliza coménmente? el término de
solucion poiielectrolitica para referirse tanto a los polimeros como a
los polinu;leétidos._

De entre las proteinas que se encuentran en la naturaleza, las
proteinas fibrosas tienen una estructura que se asemeja a la forma
helicoidal del ADN (véa;e 1a figura 4), y pueden representarse, en
primeré aproximacion, como cilindros cargados. Ejemplos de ellas son: el
colégenb, la fibrina y la miosina.

Otras moleculas cilindricas son el virus del fabaco y los ya
mencionados acidos nucléicos. Estos ultimos han sido estudiados
. ampliamente por su importancia en los sisfemas biologicos. En
particular, ei ADN serd objeto de especial atencion en este estudio
(véase la seccion 3.2).

Los radios de algunas de las moleculas cilindricas referidas son

T e T T

R (A)
MIOSINA 80
VIRUS DEL TABACO 80-90
ADN 9.8-10
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Las caracterfsticas del electrolito en el cual se hallan inmersas
las particulas cilindricas son otro aspecto importante. Una soluciénvque
contenga macroiones, necesariamgnte, contiene contraiones para conservar
el conjunto eléctricamenﬁe neutro. Mas aun, en cualqufer solucion
existen, inevitablemente, tanto iones positivos como negativos ademas de
las macroparticualas, a pesar de que en principio solo es necesaria la
presencia de contraiones por la electroneutralidad.l g obstante,'en la
teoria de soluciones ionicas se distingue entre dos tipos de ellas. Las
soluciones con sal afiadida que contienen macroiones, contraiones y
coiones (macroiones + electrolito). Y Ias‘SOIUCiones sin sal affadida que
estan constituidas tan solo por macroiones y contraiones. Estas Ultimas
son una idealizacidn, aunque se han realizado tanto estudios tedricos,8
como de simulaciones en computadora9 para tales sistemas, En eéta tesis
consideramos soluciones polielectroliticas con sal aftadida.

Por G1timo, las concentraciones usualmente estudiadas en las
soluciones polielectroliticas estin en el intervalo [0.001 M, 1 M).Para
los diametros de 1os iones del electrolito, podemos tener una estimacion
a partir de los diametros hidratados de K* y Lit, que serdn empleados en

esta tesis (ver seccion 3.2)

- o ——— o ———— - —— - —— o =

R (A
Kt 4.25
Li* 7.4
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1.2 TEORIAS DE FUNCIONES DE DISTRIBUCION

Para la descripcidn de un'sistema a través de la mecanica
estadistica es suficiente conoéer la funcidn de particidn
correspondiente. Las condiciones fisicas que prevalecen en el sistema
(p.ej. temperatura, presidn o energia constante) determinan 1a manera de
calcular la funcidn de particion (ensamble candnico, isobéri&o o
microcandnico).

En sistemas con interacci6n compuestos de muchas particulas

(p. ej. un liquido) es virtualmente imposible obtener la funcidn de

particién asociada. Una manera alternativa para enfrentar el probleha de
1a descripcidén termodindmica de tales sistemas es utilizar la teoria de
funciones de distribucidn que ha sido vtilizada ampliamente, desde hace
muchos alos, en el estudio de sdlidos ¥y liquidos y, mas recientemente,
para sistemas con carga eléctrica.

Ya que en este trabajo se emplea, de manera fundamental,.el
formalismo de las funciones de distribucidn para sistemas cldsicos en
equilibrio, presentaremos en esta seccidn una somer; introduccidn al
tema, incluyendo la ecuacién integ;al de Ornstein-Zernike y la

aproximacidn de cadena hipertejida (HNC), que serd utilizada en nuestro

estudio.

10



En e] ensamble canonico la funcion de particidn para un sistema en

équilibrio de N particulas estd dada por la siguiente expresion
-pH . N
Qy = € df..dr, dp,...dB, (1.2.1)

En el caso en que el potencial entre particulas Uy no depende de los
impetus, las propiedades del sistema pueden expresarse en términos de la
integral configuracional 2y

R _.F’UN - - .
Z.= | € dr...dr, (1.2.2)

Esta integral es, en general, imposible de reélizar directamente para
potenciales que modelen sistemas reales (p.ej. sisfemas con carga
eléctrica 6 1iquidos), por lo que debe usarse algun camino alterno y
equivalente para obtener la informacién contenida en 2. Este camino es
el de las funciones de distribucion.”

En un sistema como el que nos ocupa, la probabilidad de encpntrar a
‘la particula 1 en el elemento de volumen dFl alrededof de la.
posicidn ¥¢, a la particula 2 en df, alrededor de Toy veey a la
particula n en dFﬁ alrededor de-Fn,'sin importar la posicion de las
restantes (N-n) particulas, estd dada por la siquiente expresidn que

involucra 1a integral cbn{iguracional N

-pH
- [ o e nt ] - -
P (ﬁp..g)dz."da:: i«g I o dq...drn <1.2.3)
Zy

11
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Relacionada con Ya anterior, 1a probabilidad de encontrar cualquier
particula en el elemento de volumen dfy alrededor de 1a posicién ¥y,
cualquier particula en dF, alrededor de T3, ..., cualquier particula en

an alrededor de'Fn, sin importar la posicion de las restantes (N-n)

particulas es

%‘ - - - - €
N1 - - - >
A L % (N D ST A

La densidad de probabilidad (o funcion de distribucidén) mas simple
que podemos considérar es SP(ﬁ)(?‘), por medio de la cual podemos
calcular la probabilidad de hallar a 1a particula 1 en df; alrededor de
?1. En un solido ordenado como seria un cristal esta densidad es
periddica y con méximos pronunciados en ciertos sitios, pero en un

fluido isotrépico y homogéneo (despreciando los efectos de las paredes)

serd una constante

- -
P(th = ¢
¢n- 1.2.5)

la condicidon de normalizacidn de la funcidn de particidn nos dice que

. .
j F,, (7 dr, = 1 1.2.6)

12




por 1o que

S Cdr, =1 (1.2.7)
CV =1 (1.2.8
|
-1
C=V
(1.2.9)
= - -
.[>(I)(r') = v
| (1.2.10)

Definimos, ahora, la funcién de correlacidn de n particulas

gn(Fl.lnu, T‘n) como

- S - -»
GnCFi) = _ PP Vd (1.2.112)
ARG Y AT

: (F ‘—r. _ . L 1T
Fnlrad = ftzel = (1.2.11b)
-3AH o
Il J”J €' (Tdr)
L= ot E;i

Para una particula se tiene

1l
a—

q.¢rd (1.2.12)

13




Y para n particulas en un Yfquido, por (1.2.10)

- n 3 - -
3n<rlt :rn) = v f:n)(f“. ,f’\\ (1021‘3)
en términos de aP(n>(Fl,..., Fp)
?D - - - e d
"")‘r“'"’rﬂ) = N] n(r'J"'lr"‘) (]'2-!4)

Vn(N-n)!
n S .
= P PnlFietad TT G- =) .2.1%

SindN (N-Yw)

¢ann)(? 701)

n

n - -
fu GuCrin i) (1.2.16)

En particular, si tenemos un sistema de particulas independientes,

tal que: Uy = ¢

S -
chr.,...,r») =V (1.2.17)
por lo tanto de la ec. (1.2.11.b) obtenemos que
4nCrira) =1 (1.2.18)

14
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para cualquier n, Ademds, si n <{ Ny N =)

n

! %th(?'""l?“) = Pn

(1.2.19)

De 1o anterior se puede ver que el origen del nombre funcidn de

correlacion que se da a IMCFyy.ruy Ty) estd en el hecho de que es "una
medida® de 1a correlacidn que guardan las particulas en el sistema.

La probabilidad de encontrar una particula en dFy a]rededor‘de'Fz
‘dado que existe otra partfcuia en dy alrededor de T4 estd dada por la
p;obabi!idad condicional F(?l, T2), que involucra la funcién.de

distribucidn para dos particulas gz(Fl, ?2)

P - - QP - = - —_y
P70 - alrad dedy, (1.2.20)
- -
”’“)( rYadr,
- > ' -2
= ?N(‘—LN) RGN dc, (1.2.21)

Si tenemos un sistema con interacciones que dependen dnicamente de

la distancia relativa entre las particulas, tal que

- -ty —t —
P2y = POi-fu (1.2.22)

la ecuacion (1.2.21) puede reescribirse como

p“.z) = PuCi=8) 9,¢n, dr, <1.2.23)

con la definicion ry, = er -’?ll.

15
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Por O1timo, poniendo a la particula | en el origen de coordebadas,

Ta expresidn

Pery 2 fugatr? av €1.2.24)

nos da la probabilidad condicional de tener una particula en dr
alrededor de T dado que hay otra en el origen de coordenadas.

La funcion g(r) recibe también el nombre de funcidn radial de
distribucidn.

La funcidn de distribucidn ga(r,, ry) (o bien, g(r)) tiene un papel
primordfal puesto que es posible escffbjr las propiedades termodindmicas
del sistema en férminos de esta funcidn de correlacién. Por otra parte
esta importancia se acentGa debido a que esta funcidn puede determinarse
experimentalméﬁte.lo

Introducimos ahora la funcidn de correlacidn total
hirgyo) = g{ry2) - 1. Ornstein y Zernike (1904) propusieron que h¢rqp)
podia dividirse en dos contribuciones, una parte debida a la interaccién
directa entre las dos particulas, dada por c(rlz) 11amada 1a funcidn de
correlacidn directa. Y otra parte indirecta que representa la

interaccidn entre 1 ¥y 2 ejercida a través de una tercera particula.

16
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Este efecto indirecto esta pesado por la densidad numerica y es
promediado sobre todas las posibles posiciones de 1a particula 3. Con

esta descomposicion de h(rys) podemos escribir

herpy = }C(r‘l) + ‘f..jc“.,’h”u’ d¥, (1.2.25)
Esta ecuacibén es 1lamada la ecuacion de Ornstein-Zernike ¢02) qde puede
ser considerada como unha definicidﬁ de ciryz).
Si pudiésemos establecer alguna relacidn entre clryz) ¥ hiryp)
(o g{ry2)), al sustituirla en ia'ecuacign 0Z obtendriamos una ecvacion !
integral cerrada para h(ry5) y al resolver 02 para la funcioh de
correlacich total lograriamos la descripcion del sistema.
La cerradura para 02 puede hacerse de manera aproxiﬁada:fn varias
formas. Las maneras de relacionar c(ry5) y h{ry5) dan lugar a diversas
ecuaciones integrales para obtener g(ry,). Por un andlisis detallado del
desarrollo diagramatico de 9(’12) Y_h(rlz), se han establecido
diferentes aproxiﬁaciones para la cerradura,5 p.ej la aproximacion
Percus-Yevick (PY), esférica promedio (MSA) o de cadena hipertejida
(HNC). La idéa detrds de las aproximaciones es despreciar o retener
ciertos tipos de grdficas en los desarrollos mencionados, dependiendo de
distintos criterios. En algunos casos el nombre de la aproximacion
refleja el tipo de gréficas retenidas o despreciadas (v.gr. HNC).

La aproximacion HNC, que Seri empleada en este trabajo, es el
resul tado de numerosos autores, aunque el impulso inicial puede

atribuirse a Rushbrooke y Scoins.liviz
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Incluimos enseguida una derivacion no rigurosa de !a ecvacidn de
HNC (que es la ecuacidn de 0Z bajo la aproximacion de HNC) para 9(?12)

(o hiryp)).

Primeramente, consideremos la definicidn de w (®y,..., ¥

WalT,.. 6 = - 'B don (g, Fusrad) (1.2.26)

Sustituyendo 1a anterior ecuacidn en ¢1.2.11b), tomando el logaritmo de

ambos lados y después el gradiente con respecto a la posicidén de una de

las n moleculas

J-~-fér°" (—zu.,)df:u‘."da
Jofet gz, . o,

-V.w

(1.2.27)

Ya que el lado derecho de la expresion anterior es la fuerza
promedio f (31,..., ?n) ejercida sobre la particula j, promediada sobre

todas las posibles configuraciones de las (n + 1) partfculas que no

estdn en el conjunto fijo (1, 2,..., n), se obtiene

-

h(r.,...,r‘,.) == Vyw, (1.2.28)

Por 1o anterior, wn(Fl,..., ?n) se denomina potencial de la fuerza
promedio. En particular, wylryy) es 1a interaccion entre dos particulas
a la distancia ryp cuando las N-2 restantes del fluido son promediadas

candnicamente sobre todas las configuraciones.
Con la definicion anterior, podemos obtener de manera no rigurosa

1a relaciébn de cerradura entre c(r) ¥y g(r) en la aproximacion de HNC.
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La funcién c(r) representa la correlacidn directa entre dos particulas,

por 1o que podemos escribir

cly) = %‘h:(tav;) - |fldrl'3¢c+o (1.2.29)

donde g%4l(r) es precisamente la funcidn de distribucich radial g(r), es
decir, g(r) = exp (~pwa(py), y g, L) seria el término con la integral

en 02. Si aproximamos este término como

e = EXpLpewen-u o] S (1.2.30)

tal que u(r) es el potencial de interaccidn entre las dos particulas,

podemos escribir la siguiente expresion para c(r)

= pw,er) _ftw,'u-)—u(r)]
cey = € — e , (1.2.31)
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Definimos en este punto 1a funcidn y(r)

gnur)

yiry= € g9y (1.2.32)

i

La ecuacidn para g(r) en la aproximacion HNC se obtiene

desarrollando la gA”mir) en (1.2.30) y escribiendo

. —(5'.4‘“')
CCry= € - | 4+ plwWan-ucm) (1.2.33)
N et
- e —
= = ln yem (1.2.34)
pucry

1

hery = i (4¢n € ) (1.2.35)

Finalmente, sustituyendo esta dltima expresion en la ecuacidn de 02

se obtiene 1a ecuacidn de HNC para g(r)

405y = exp {-pucmy, + PJC“& N ddvs Y ¢4.2.36

Cabe mencionar que se ha obtenido la ecuacién para el caso de un sistema
con particulas de un solo tipo, pero si existen varias especies en el
sistema la generalizacion de la ecuacion HNC (que usaremos en este

estudio) es directa.
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1.3 LA TEORIA DE POISSON-BOLTZMANN

Hasta hace reiativamente poco tiempo se habian empleado dos caminos
alternativos para atacar el prob!?ma de la doble capa cilfndfica (DCC) :

| ia teoria de Poisson-Boltzmann (PB)13-1% y 1a de Condensacidn de

Contraibnes o debida a Manning.2°'24 El propdsito de esta seccidn es

presentar una pequefia reuisién de los principales resultados y

caracteristicas de la teoria de PB, que serd punto de comparacion

durante este trabajo. La teoria de CC se discute en la seccidn

siguiente,

e LT P

El procedimiento usual para el estudio de 1a DCC ha sido utilizar
la ecuacidn de PB. Esta teoria tiene sus inicios en los trabajos de Gouy
Y Cﬁapman (GCH) quienes la utilizaron para la descripcidn de 1a doble
capa plana (DCP) y de Debye y Hickel para soluciones idnicas.5

. A pesar de que Kirkwood23 demostré, para el caso de soluciones
idnicas, que la ecuacidn de PB es inconsistente con su base
mecanico-estadistica, los estudios de doble capa (DC) y para soluciones
idnicas2é que se han realizado muestran que para concentraciones del
orden de 0.1 M 6 menores24127 15 teoria de PB representa una buena
aproximacidn, a pesar de su "inconsistencia®.

En el formalismo de PB para la DCC se empiea el Modelo Primitivo
Restringido (MPR) para representar el electrolito y un cilindro rigido

infinito, uniformemente cargado, para simular la macroparticula (este

modelo, que denominamos como Modelo Simple, se discutird ampliamente en

la seccidn 2,.1).
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Para el Modelo Simple es rigurosamente vdlida Ya ecuacidén de

Poisson para el“potencia|‘electrostitico promedio ﬂ’mep(f)is
v‘l’mfp" = - — f.z(” (1.3.1)
en donde
. .
£y Z P.2Z:9.(F) (1.3.2)
Sustituyendo la ecuacion anterior en-la (1.3.1) se tiene
2 - -
v ¥y = - i‘l? Z, ﬂiﬂ(cr) (1.3.3)

Si suponemos que la distribucion de los iones alrededor Hel

cilindro cargado esta dada por la relacién de Boltzmann, esto es que

—Feiky <)
ﬁ ) = {1.3.4)
1a ecuacion (1.3.3) se convierte en
2 - —pety
Vi = - 228 Zfz e (1.3.5)
(=1

que es la ecuacidn de Poisson-Boltzmann. La sustitucidn del potencial de

1a fuerza promedio (véase la seccion 1.2) por el potencial
electrostdtico promedio representa la aproximacidn fundamental en la

teoria PB. Esta aproximacidn se debe a que el potencial electrostdtico

22

P N



promedio'nos da 1a interaccion de un ion central con una carga de prueba
que, por lo tanto, no es considerada en el calculo de este potencial.
Desde luego, ya»qde-en PB se consideran a los ipnes como puntuales, se
tiene una limitacidn adicional en la teoria.

Con e) propdsito de incluir efectos de tamafio se han desarrollado,
posteriormente, ecuaciones denominadas de PB modificadas.28 gp el caso
de l1a DCC ha;ta muy recientemente se ha propuesto la correséondiente
ecuacion de PBM.27

La ecuacidn PB ¢1.3:5) para la DCC puede reescribirse como

d n : -967.4;4:0
a (*ﬂ¢)=_ﬂ92iﬁe (1.3.6)
€ v

donde x es la distancia perpendicular al eje del cilindro cargado
infinito.

La solucion analitica de esta ecuacibén es conocida para el caso de
una solucidn libre de sal afiadida, en la que existe s6lo una especie
idnica en el electrolito (contraiones). También existe solucicn
analitica para un sistema con contraiones univalentes de diferente
tamafio. En cualquier otro caso (sal aWadida), la solucion de (1.3.4) se
ha realizado en forma numérica30-32 y las propiedades termodinamicas e
hidrodindmicas del sistema se han derivado a partir de dichos cdlculos.

La {6rma conocida como Debye-Hiickel de 1a ecuacion PB corresponde a

1a condicidn

o
| ez, (x| << 1 (1.3.7)
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En este caso, podemos desarrollar la‘exponencia\ en la sumatoria de 1a

ecuacidn ¢(1.3.4)

_Pe!.‘f W) L
e timep - H

mef

Despreciando términos de orden O(We%ﬁé;”z ), o mayores

14 (x i‘l’w) :ﬂfﬁl(Zfo;)tcx) €1.3.9)
X dx dx |, € . “f

Para escribir 1a igualdad anterior se ha usado la condicion de

‘electroneutralidad en el bulto del electrolito. A saber

jéi: r11zi =0

(1.3.10)

Definimos la cantidad

- n
2 2
%z: ‘_?ﬂefi 7 Z. f; (1.3.11)
= =1

que tiene un significado muy especial en la teorfa de soluciones
ionicas, pues el uaior (1/% ), que recibe el nombre de “"distancia de
Debye", proporéiona una estimacion del ®grosor® de la DC. Esto es, que

la distribucién de iones para x ¢ 1/5? determina principalmente las
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La relacion aﬁterior es la epresidh de 1o que denominaremos de ahora en
adelante la teoria de PB linealizadg (PBL), ¥ que tiene como limitacidn
para su validez la condicién €(1.3.7).

La relacidn (1.3.12) ha sido resuelta analiticamente y se ha

aplicado al estudio de ciertos sistemas bioldbic0533. No obstante, sus

resul tados son altamente inexactos a menos que la densidad de carga
sobre el cilindro (o el potencial) sea muy baja (o), o bien que la
concentracion sea muy baja.

Regresando a la ecuacion PB, es necesario recalcar que se
ionsideran los iones como puntuales (sin correlaciones interidnicas).
Esta simplificacidon del modelo lleva a resultados inconsistentes para

algunas propiedades termodindmicas, por ejemplo: para el grado de

disociacion.13 |3 ¢gla inclusidn en el modelo de una distancia de miximo
acercamiento de los iones a la pared del cilindro (capa de Siern)r
aunque no significa tomar en cuenta todos los efectos debidos al tamato
de los iones, corrige las fallas en cierta medida. Lo anterior indica
que la sobresimplificacion que representa considerar a los iones como
puntuales establece una de las principales limitaciones y/o fuentes de

error de la teoria PB.

A pesar del amplio uso que se ha dado a la ecuacion PB (al igual
que la teoria CC), hasta antes de‘l9?9 no se habia realizado ningun
estudio riguroso sobre la validez de la teoria PB. Fixman27 ha estudiado
la validez de las soluciones numéricas de la ecuacidn PB comparandolas

con experimentos en ADN y concluye que, para iones univalentes, si la

concentracion de sal anadida es menor o igual a 0.1 M y si la densidad
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de carga sobre el cilindro es alta, la teoria PB conserva su
aplicabilidad.

Por otro tado, el mismo trabajo establece que, para concentraciones
idnicas bajas, las interacciqnes entre el cilindro y los iones son mas

‘importantes que las correlaciones interionicas, s

Ramanathan34, mas recientemente, analizd la ecuacion PB y encontrd
varios aspectos similares entre el comportamiento de las soluciones de
PB y 1a teoria de CC de Manning.

Para establecer limites precisos para la aplicacich de la teoria PB
es necesario realizar pruebas mas rigufosas de la aproximacidn. Como se
hard notar extensamente (seccidn 2.1), el modelo usado en PB (y en
muchas otras teorias de DC incluyendo nuestro trabajo) es poco realista
y cualquier intento de comparacidn cuaﬁtitativa con experimentos reales

de polielectrolitos parece poco signiificativa.35

Una alternativa mas acertada seria comparar los resultados tedricos
con simulaciones en computadora del tipo Montecarlo (MC), puesto que
tales "experimentos® numéricos tienen la ventaja de probar la exactitud
de las aproximaciones en las teorfas, separadamente de cuestiones
referentes a la validez del modelo.

En el momento en que esta tesis estaba terminada se publicaron
algunos cdlculos de ﬁontecarlo36’37 para la DCC, usando el modelo mis
cominmente empleado en los tratamientos tedricos (PB, HNC/MSA), asi como
1a comparacidn con tales teorias. Las conclusiones generales derivadas
ahi pueden resumirse de la siguiente manera: La ecuacidn PB retiene su

utilidad semicuantitativa, o cualitativa, para el modelo si
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esti presente un electrolito simétrico univalente en concentraciones

moderadamente altas (siempre menores que 0.5 M) y para densidades de

carga no mayores a 0.2 coulomb/m2, Esto Gltimo contradice evidentemente
el planteamiento de Fixman mencionado arriba. Ademis; para el caso de un
electrolito simétrico'divalente Ya solucion a PB difiere
considerablemente de MC.

En resumen, de los resultados de MC para el sistema: Modelo
Primitivo Restringido + cilindro duro, puede afirmarse que la
consideracion de la correlacion entre iones, despreciada por PB, lleva
siempre a una mayor concordancia cuantitativa con las. simulaciones.

No obstante sus deficiencias, 1a descripcidn de PB del sistema
(MPR + cilindro) puede considerarse aceptable bajo ciertas condiciones.
Uno de los propdsitos de esta tesis es establecer limitaciones mas
claras para la aplicacidn de la teoria PB por lo que incluimés la
solucion numérica de la ecuacidn 1.3.4 en su forma integral (véanse las
secciones 2.3 y 2.4), con la adicidn de la capa de Stern al modelo, y su

comparacidn contra los resultados de la teoria HNC/MSA.
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1.4 LA TEORIA DE CONDENSACION DE CONTRAIONES DE MANNING

En 1969, Gerald S. Manning desarrollo la teoria de condensacidn de

contraiones (CCY20-24 o, o propdsito de establecer un formalismo
basado en un modelo minimo, es decir con el menor nimero de parémetrbs
en el sistema, a partir del cual todas las desviaciones de resultados
con respecto a la ley limite pudieran atribuirse a modificaﬁiones,
extensiones o mejoras al modelo.

Basado en una serie de suposiciones, Manning publico varias
expresiones limite, en el sentido de que se propusieron validas para
soluciones a concentraciones infinitaﬁente bajas de sal y
polielectrolito, que deberian servir para distingdir claramente entre

‘aquellos efectos que dependiesen del valor de la concentracién.

En el modelo minimo que usa la teoria CC el polielectrolito es
representado por una linea infinita con densidad lineal de carga A dada
por

A= zre/b

(1.4.1)

b=L/7 (1.4.2)

en donde P es el nimero de grupos cargados de valencia Zp en un segmento

de longitud L de la 1{nea de carga. Ademd%, se desprecian las

interacciones entre polielectrolitos.
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Relacionada con la densidad de carga A definimos la cantidad

*adimensional" .

'%: Zf,e/b

(1.4.3)

que es muy importante en la teoria CC.

La teorfa de Manning consiste basicamente en tratar la distribucidn
de los iones alrededor de la )inea cargada mediante la teoria de PBL
(véase la seccion 1.3), con la restriccion de qué ?5 no exceda el valor

crltico dado por (ver Apéndice IA) -
_ -1
5.~ [ZPZ-L_] (1.4.4)

donde i representa la especie de los contraiones.

Sin embargo, si % lzpziri, Manning propone que los contraiones se
*condensan® sobre la linea de carga, en cantidad suficiente para que la
densidad superficial de carga resultante sea justamente menor a }zpzﬂ°l.
Los contraiones no condensados se tratan mediante 1a teoria PBL,
independientemente del valor de § . Esta hipdtesis implica despreciar

tanto los efectos de tamafio entre iones como suponér que se cumple la

condicidn

ey (x) <1
IP ‘*’"” | < (1.4.5)

. . 14 - . .
y que la concentracion ionica es suficientemente baja.
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Es claro que, la teoria CC tiene varios aspectos discutibles. E}
primer de ellos es si las propiedad;é de una linea de carga son el
1imite para particulas cilindricas.

Con respecto a lo anterior, Manning mostré20 padgiante 1a teoria de
Mayer que, para un modelo cilindrico, las expresioﬁes limite de CC y el
fendmeno de condensacion de contraiones son vidlidos estrictamente en el
1{mite Cionica -> 0. Por otra parte, se encuentra que las expresiones
ti{mite para ciertas propiedades termodindmicas (p. ej. el factor de
exélusién de sal de Donnan); basadas en la la teoria PBL son las miémas
que las obtenidas de la solucidn nimérica de la ecvacidn PB. Esto es, se
propone que la teor{a PBL puede extender su validez a sistemas con
concentraciones ionicas finitas.

A pesar de sus limitéciones, la teoria CC ha mostrado su utilidad
bajo ciertas condiciones y para ciertas propiedades termodinamicas y de
transporte, para las cuales ha sido comparada con datos teéricbs,7v20
pero siempre su validez se ha restringido a sistemas tales que
Cionica ¢ 0.01 M. Aun asf,‘desde su aparicioﬁ el concepto de
*condensacidn de contraiones" ha sido aplicado al estudio de muy
diversos aspectos de las soluciones polielectrolfticas,7!24 pP. J:
propiedades de transporte, curvas de titulacidn, transiciones y otros.
Muy posiblemente, el hecho de que 1a teoria CC provee expresiones
analiticas cerradas para diversas propiedades, asi como su parcial exito
en comparaciones con experimentos, ha influido en su amplia aceptacion.

En ?l estado actual de conocimientos, se saberque 1a teoria de
M#nning tiene fuertes y diversas 1imitantes, 14122 yy ejemplo de ello es

que la teoria de PBL, que subyace en la CC, lleva a errores sustanciales
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para condiciones practicas de O ¥ € g ica ¥, mds aun, se cree gque puede
ser incorrecfa para valores de la concentracidn cercanos a cero.16

Pero las principales objeciones a esta teorfa son:

A) ng aunque si bien es cierto que debido al campo electrico
A prdducido por la linea de carga los contr#iones tratardn de anular este
campo, esto no es de ninguna manera una "condensacion®, ya que los
contraiones cercanos a la Vinea de carga tienen unarestructura que
determina, en forma muy importante, las propiedades del sistema. Por lo
tanto, no es deseable representar los iones unicamente a través de una

{
carga efectiva. Ademas, el mismo Manning20 adyirtic que su teoria es

simplemente una extensidn, para geometria cilindrica, de la teorf{a de
Bjerrum38 de electrolitos. La teorfa de Bjerrum (y por lo tanto la de
Manning) es un desarrollo en climulos de la funcion de particion
configuracional. En este tipo de teorias eiiste una fuerte deﬁendencia
del parametro que determina el tamafio del cimula (en el caso de CC, el
parimetro E) cuando él desarrollo se hace en forma aproximada. Sin
embargo, esta dependencia no tiene ningun significade fisico
fundamental. Por lo que, la importancia que Manning atribuye al valor
C’ft'COIZDZJ‘l es, probablemente, equivocada.

B) Relacionado con lo anterior, se ha encontrado que la densidad de
carga electroforética (véase la seccidn 1.5) sobre la superficie de la
macroparticula (p.ej. ADN) puede ser mucho mayor que el valor critico
propuesto por Manning.16

Adicionalmente, se ha demostrado que para cantidades como los
coeficientes de actividad tanto la teoria PB como CC muestran un claro

desacuerdo con los experimentos.22 Esto sugiere que en ambos

s #3035,
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tratamiehtos existen deficiencias fundameniales que pudieraﬁ ser
allanadas con el empleo de alguna teor{a mas completa.

Por las razones expuestas, en este trabajo no haremos una
comparacion extensa con los resultados de 1a teorfa CC, sino que nos
Vlimitaremos a confirmar los puntos A) y B) mencionados en ellpérrafo

precedente. Esto es, que no existe significado especial para ningin

valor del parametro ¥.
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1.5 LA ELECTROFORESIS Y LA DOBLE CAPA CILINDRICA

Para probar las teorfas que describen la doble capa plana (DCP) s;
ha utilizado, con mucha frecbenfia, la comparacion con resultados de
simulaciones en computadora. De esta manera es posible probaf las
teorias de la DC sin complicacfones debidas a diferencias en el modelo.
En el caso de la doble capa cilindrica (DCC) hasta muy recientemente se

han publicado simulaciones de Montecar10.368,37 p.. o110 en este estudio

realizaremos, principalmente, comparaciones con experimentos reales, a
pesar de que, en este caso, a 1o mas que podemos aspirar es a una

comparacion cualitativa debido a que el modelo no es suficientemente

realista,39

En esta seccion nos ocuparemos de la teoria de la electroforesis,
que relaciona cantidades medibles directamente en el laboratorio con
ciertas propiedades de la DC, como son el potencial electrostatico
promedio y/o0 las funciones de distribucion idnica.

Los fenomenos electrocinét§cos fueron descubiertos a principios del

siglo diecinueve por Reuss. Desde entonces el desarrollo de

investigaciones sobre esa 17nea ha contribuido sustancialmente a la
formacion de una nocion mas rigurosa y completa de la naturaleza de la
DC.2

Estos fenomenos estin relacionados con el movimiento rel;tivo entre
una particula cargada y un fluido en el cual se halla inmersa; debido a
la presencia de un campo eléctrico externo. E propésito usual de los
experimentos en electrocinetica es obtener informacion sobre la DC, a

partir de mediciones que, usualmente, involucran la movilidad
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Y

electroforéticaYi, definida como 1a velocidad electroforetica U por

unidad de campo electrico aplicadolEl

1

W =U/E €1.5.1)

Entre los fenomenos electrocineticos estin la electroosmosis y la
electroforesis, que pueden considerarse de alguna manera como efectos
complementarios. Mientras que la electroosmosis es ©f movimiento de
Yiquido a través de un medio poroso bajo la accion de un campo electrico

externo, la electroforesis es el movimiento de bartfculas cargadas

S b g

suspendidas en un Viquido con velocidad U, bajo Ya influencia de dicho

campo. ‘
La ecuacion mas importante en la teoria de la electrofotesis (EF)

es aquella que relaciona la movilidad electroforética y el

potencial zeta 'S y 1 cual es el‘potencial en el plano de resbalamiento

© deslizamiento entre 1a particula y el 1iquido.2,60 ggta jgualdad es,

fundamentalmente, una relacion entre cantidades experimentales y datos

que caracterizan 1a DC.
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Para entender el probiema de la electroforesis, consideremos las
fuerzas que actuan sobre una particula coloidal en movimiento

electroforético uniforme (ver figura 5). La fuerza'ii ejercida por el

campo externo E, sobre la carga 0, en la macroparticula es

1.5.2)

>
1

O

M

-*

La segunda fuerza K, es la friccion de Stokes,

KL:"B"]U (1.5.3)
donde M es el coeficiente de viscosidad del liquido que rodea la
particula coloidal ¥y ® es una constante que depende de la geometria de
1a macroparticula.

Las dos fuerzas restanfes se deben a 1a DC. EL campo E ejerce sobre
los contranones en exceso una fuerza que es transferida a las moléculas
del solvente. E1 flujo resultante provoca una fuerza de retardacion k3,
sobre la particula coloidal (retardacion electroforética). Ademas, en el
estado estacionario, la atmosfera idnica es deformada por ei campo'E.
Esto causa una fuerza e1éctrica-i4 y sobre la macroparticula, que es,
generalmente, una fuerza retardadora (efecto de relajacion).

Los dos efectos simbolizados por'ia y E4 son los mismos que los
definidos en la teoria de Debye-Hiickel para la conductividad de
electrolitos. En esta Gltima teoria no se tienen errores importantes
cuando los dos efectos se suporpanen linealmente; para particulas

coloidales 1a relacién entro'ia'y'iq debe tomarse en cuenta. En este
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¢‘9°i.i3 debe ser calculada para una atmdsfera asimetrica (relajacién) ¥
en la evaluacion de §4 debe tomarse en cuenta la distribucion de
velocidades en el liquido, que tiene que ver directamente con la

retardacion.

Eﬁ estado estacionario la suma de todas las fuerzaé actuando sobre

1a macroparticula debe ser cero
K+ K+ K+ k=0 (1.5.4)

Las ecuaciones (1.5.2) a (1.5.4) pueden combinarse para dar
U= 21-(QE+k+k) (1.5.5)
071 s 4

Las fUEPZBS'is y‘E4 son funciones del potencial zeta y'de otros
parametros, como son el radio de curvatura de la macroparticula y su
carga, ademas de la concentracion de iones en el electrolito; pero, de
manera general, podemos decir que dependen fundamentalmente de ta
estructura de Ya DC. Por todo 1o anterior, para establecer ta.relacién
entre § y la movilidad electroforetica es necesario desarrollar una

teoria que permita calcular‘ia ymi4.
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En

1903, Smoluchowsky dedujo la expresioné!

€
U= amm N | €1.5.6)

!

para la movilidad electroforetica, en donde € es la constante

dielectrica, 7{ es la viscosidad del medio, ambas en el bulto del

liquido, ¥y S> es el potencial zeta. Esta ecuacidn es idéntica a la

desarrollada previamente por Helmholtz excepto por la inclusion de 1a

constante dieléctrica. La identidad (1.5.6) fue propuesta valida para

particulas rigidas y aislantes, de cualquier forma geométrica, svjeta a

las siguientes cuatro restricciones:

1

2)

D

9)

Que las ecuaciones usuales de la hidrodinamica para el
mqvimiento de un fluido viscoso son validas taﬁto en el bulto
del liquido como dentro de 1a DC;

Que no hay turbulencia y que el movimiento es 1o suficientemente
lento para despreciar los términos de inercia ( X U2) ¢n 1as
ecuaciones hidrodinamicas;

Que el campo eléctrico aplicado puede superponerse simplemente

al campo debido a 1a DC; y
Que el "grosor" de la DC (ecto es, la distancia normal de la

interfase al punto en que las propiedades fisicas son iguales a

las del bulto ~ 1/k ) es pequefio comparado con el radio de

curvatura de la particula.
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El hecho de que la particula se considere aislante en la teorfa de
smoluchowsky Implica que el campo externo se deforma en las

inmediaciones de la partfcula coloidal.

Posteriormente, Debye y Hiickel discutieron la validez del resultado

de SmoluchowsKy y propusieron la relacion

= €
U A.ﬁS

(1.5.7)
tal que
V¢ csfera
A = ' (1.5.8)
'/‘”T S Cl"l\d_l;o Poralelo
a E

La contradiccion aparente entre las ecuaciones (1.5.4) y (1.5.7)

fue resuelta por Henry,62 gyjen ante 1a concordancia de los resul tados
experimentales con el analisis de Smoluchowsky analizo las suposiciones
bajo las cuales fueron derivadas ambas relacfones, y concluyo que Debye
y Hickel suponen que el campo eléctrico en el sistema permanece
_inalterado por la presencia de la pafticu!a. Esto puede ocurrir por dos
razones:

A) Porque 1a conductividad eléctrica de la particula y el fluido

sean igu;‘es;'o bien
B) Porque.el radio de curvatura de la particula sea muy pequefia con

respecto a la extension de 1a DC (1/Kx),

La segunda razon es factible para soluciones ionicas pero no lo es,

en general, para particulas coloidales.
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y
Henry extendio el analisis del problema tomando en cueata el efecto
de conductividades arbitrariamente diferentes y las tres primeras
suposiciones de Smoluchowsky, y obtuvo la siguiente expresion para la

) . y

movilidad electroforetica de una particula esférica

¥ \3
U. £ {5<;+5>+;38R’<5R’§_~tdr_z ¥ dr)] (1.5.9
enn re ?
© 3

donde R es el radio de 1a esfera,yi’ es el potencial electrostatico

promedio ¥y & es una funcidn de las conductividades esﬁecificas XL 4 rL

de 1a esfera y el liquido, respectivamente, dada por
S=-r)/ 2+ ) (1.5.10)

La evaluacion de las integrales incluidas en ¢1.5.9) requiere el
conocimiento del potencial electrostitico promedio en el fluido, y es
aqul donde la electroforesis se relaciona con las teorf{as

mecanico-estadisticas para la DC.

39




A

En la oxpresiéﬁ anterior se usd la identidad

. S= W) €1.5.11)

es decir se ha considerado que el potencial ¥ es el mismo que e)

potencial electrostdtico promedio sobre la superficie de 1a particula.

Este punto sera motivo de amplia discusidn al final de esta seccion
Hay dosbcasos en los cuales no es necesario conocer Y (r). E

primero es cuando las conductividades son iguales para a1 liquido y la

particula; tenemos entonces que (g = 0, por 1o que podemos reducir la

ecuacion ¢1.5.9) a

’LLzb-%l S (1.5.12)
Esta igualdad, que es el resultado de Debye y Hickel, es valida
independientemente del grosor de 1a DC.

Eliotro caso es cuando suponemos valida la dltima condicion de
Smolbchowsky, esto es, que existe una distanéia~d, pequelia comparada
con R, para la cual el.valor de ¥ (r) es despreciable para distancias
que cumplen r > R + d. Lo anterior es equivalente a K, R >> 1.

Dado 1o anterior se obtiene que

e
U= i ACRIN (1.5.1)
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Ademas, para una esfera aislante 5‘= 172, y

U= S

.5.14)
4nn (.5

en concordancia con SmoluchowsKy.
Por otra parte, Henry realizo las integrales en ¢(1.5.9) utilizando

el potencial electrostatico promedio proveniente de la teoria de PBL,

para obtener

U=£ 3w

(1.5.15)
61'\'71

El producto adimensional (KR) es un criterio para comparar el radio de
curvatura de 1a particula y el grosor de la DC.

La relacion (1.5.15) es una forma general para partfculas de .

diferente geometria y el factor f(i,R) es una funcidn del tamako, forma
Ay orientacion de la partfcula. Para una esfera en el limite kR -> oo,
f,C¥R) = 3/2 y el resultado general de Henry se reduce al J?
SmoluchowsKky. Cuando KR -> 0, f,(tyR) = | obteniéndose la ecuacion de
Debye-Hiickel (véase la figura 4).

En todos los trabajos que se‘han menc ionado hasta el momento
(Smoluchowsky, Debye-Hickel y Henry) se ha despreciado el efecto de
relajacion.3? Esto se debe a que, no obstante su importancia, la
inclusion en la teoria de este efecto implica cierta complicacidn
matematica de los cdlculos, |

Henry estudid tambien 1a electroforesis de particulas cilindricas,

considerando el efecto de 1a orientacién del cilindro con respecto al

a1 090367




campo eléctrico externo £. Como en el mooilento de una esfera, tomo
vilidas las tres primeras suposiciones de Smoluchowsky, desprecic 1a

relajacion y considero la cantidad é como arbitraria, en donde
§=C¥,- %)/ ( ¥+ %) (1.5.16)
Para el caso de un cilindro infinito colocado transversalmente

Henry obtiene

r
- S. . 2 2 Rz ;
% -eml{ S 4 %1_5 g dr V*m[;&—?]} (1.5.17)

@

Nuevamente, si las conductividades k; y\t son iguales se obtiene

(1.5.18)

que es el resultado de Debye-Hickel (vease la ecuacidn 1.5.7), sin

importar el valor de 1/ Kk .

Usando la cuarta suposicion de Smoluchowsky (KR 3> 1)

U, = gﬁl C1+3) (1.5.19)

Y para un cilindro aislante ¢ S = 1)

= €73
u 4';71 (1.5.20)
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Para 'a movilidad de un cilindro en posicion paralela al campo

externo se encuentra que
Uz =3 (1.5.21)

Ha sido demostrado que, bajo las cuatro suposiciones dichas, la
ecuacién de SmoluchowsKy es valida para superficies no conductoras y
rigidas, sin importar su forma. Esto se comprueba en el caso de
particulas cilindricas y esféricas (ecuaciones 1.5.14, 1.5.20 y 1.5.21),

Por otra parte, la evidencia experimental a favor de esta tebria es

grande,62 o relacion a la de Debye;Hﬁckel.

’ Como se menciono, la orientacibn de la particula en movimiento con
respecto a E modifica 1a relacién 5 vs. U . Entonces, la aplicacion de
los resultados para 1117 1%'al caso de ﬁn cilindro orientado al azar no
puede ser directa. Keizer et a1.93 establecieron la siguiente relacion
para 1a movilidad electroforetica promedio de un cilindro orientado al

azar, despreciando el efecto de relajacion

nu , €1.5.22)

H

(S

Exlsten fuertes argumentos tedricos,14 apoyados por evidencia
experimental, en el sentido de que en la electroforesis de particulas
metalicas estas pueden tratarse como aislantes sin ningin problema.35'62
Por ello, en este estudio el cilindro cargado sera considerado aislante.

Diversos autores han estudiado el efecto de relajacion en

electroforesis, y en el caso de la esfera y el cilindro se han obtenido
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expresiones que corrigen las ecuaciones de Henry. No obstante su

importancia, Ya relajacion puede despreciarse en los siguientes casos:3S

(a) para valores bajos de § Cindependientemente del valor de KR, (b)
para l;R K 1 (para valor-es arbitrarios de S ), ¥ (c) para KR ) 1 '
( 5 arbitrario). Si se cumple alguna de las condiciones anteriores
recobramos las ecuaciones dadas por Henry. Para valores intermedios de
kR (~ 5) el efecto de relajacidn puede ser importante, incrementindose
con el valor de 'y, pero hasta el momento la magnitud del efecto
permanece incierta. Realizar un estudio relacionado pudiera ser una
extension de esta tesis. \

Recordemos ahora que para calcular la movilidad electroforetica se
necesita una descripciadn dé 1a DC. En los trabajos que se han referido

se han empleado las teorias de PB3 g PBL®2 para obtener la

relacion ¥ vs. U . Nosotros partiremos de las ecuaciones (1;5.17) y
€1.5.21), y conjuntamente con e} potencial electrostatico promedio de
HNC/MSA y PB, obtendremos u.

El estudio de 1a electroforesis no estid completo con la
consideracion de la Eelajaci&h, existen otros detalles en el modelo
empleado_qqe pueden modificarse para intentar una descripciGﬁ mas
realista del.fenbmeno. Entre estos estdn:4135 ¢} efecto
\vi':»coele'ctrit:o,“"5 la variacion de la constante dielettrica tanto de
la partfcula como en el fluido,‘9 el movimiento browniano de la
particula, 1a conductividad superficial, 1a no rigidez del cilindro y la
dependencia de 1L en E.

Hasta el momento existe evidencia tanto tedrica como experimental

que indica que todos los efectos mencionados son poco importantes y, en
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todo caso, por 1la naturaleza aproximadi del modelo y el estado de las

teorfas de electroforesis debe consérvarse en mente que )os resul tados
de estas son solamentegiualitativos. |

Como parte final ‘de esta seccidn queremos menﬁionar un prbblema
fundamental en la electroforesis: el problema de la’diferencia entre el
potencial § y el potencial Y, ,60 que es el potencial electrostatico
promedio en la distancia de maximo acercamiento de los iones a la
superficie de la macroparticula cargada. Esta diétancia determina lo que
se conoce como plano externo de Helmhéltz para la capa de Stern (el
subindice & en Yy no esti relacionado con las constantes & vy S’
empleadas en esta seccidn. VUéase la seccion 1.1).

Ya se menciono que 5 es el valor del.potencial electrostitico
sobre el plano de deslizamiento; ¥y tys es el potential electrostatico
promedio en el plano que limita a las moléculés de fluido abso;bidas y
firmemente unidas a la particula en movimiento. Es decir, S es
interﬁretado como el potencial en 1a superficie lﬁnite entre la capa de
fluido que "moja" a la fase sblida, y que se mueve tangencialmente a
ella, y el bulto del fluido. Y Vs esta asignado a la frontera que divide
la capa de Stern de la DC difusé. |

Podemos enunciar el problema de 1a diferencia entre :5 y ¥ de la
manera siguiente: La reiacién entre S ¥ “ﬂ.depende del grosor de la
capa de fluido que moja a la superficie cargada (incluida 1a capa de
Stern).

Durante mucho tiempo el problema ha sido motivo de amplia
discusién; siendo que la mayoria de investigadores han considerado que

estos potenciales son iguales. Diversos estudios, realizados por
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LyKlema, Van de Hul y otros,éD,86 sugieren que, dentro del error

‘experimental, que estos potenciales coinciden aproximadamente.

Podemos resumif esta seccion estableciendo que, para realizar un
estudio semicuantitativo de los valores de la movilidad electroforetica
usando_ias teorfas de HNC/MSA y PB para )aAdescripcién de Ya DCC,
emplearemos las ecs. ¢1.5.17) y (1,5.21) debidas a Henry. Tomaremos en
_cuenta el promedio para las orientaciones (ecuacidn 1.5.22) y se hara la
identificacion § =Y (r =R + a/2). Notese que esto significa
sustituir la equivalencia S = ﬂJ(R) por I= 4’(R + a/2) en todas las
ecuaciones de esta setcién, es decir, se considera que el plano de

deslizamiento coincide con el plano de Helmholtz y no con 1a superficie

del cilindro.
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2 ECUACIONES HNC/MSA PARA LA DOBLE CAPA CILINDRICA (DCC)

Y _SU SOLUCICN NUMERICA

2.1 EL MODELO FISICO

El desarrollo de una teoria para la DC tiene dos aspectos
fundamentales. Uno es el del modelo fisico (cominmente representado por
el Hamiltoniano) utilizado para representar el sistema, v el otro es la
aproximacion mecdnico-estadistica usada para calcular las propiedades
del modelo. En esta seccidn nos ocuparemos de la descripcidn del modelo
empleado en este estudio y dejaremos la cuestién de 1a aproximacién pa;a
las secciones siguientes,

Existen diferencias impoétantes entre moleculas polielectroliticas
y electrodos metdlicos. Aln entre proteinas cilindricas, p..ej. ADN y
coldgeno, existen diferencias significativas (véase la seccién 1.1).
Como resultado de lo anterior, es dificil establecer para tales sistemas
un modelo a la vez simple y realista. Consecuentemente, debemos
conformarnos con una representacidn poco detallada de la realidad.

El modelo mis sencillo que podria proponerse para la DCC seria
. considerar, por una parte, el solvente del electrolito como un medio
infinito y uniforme, de constante dieléctrica €, en donde se encuentran
las especies idnicas del electrolito, representadas por esferas duras,
con carga puntual localizada en sus centros y constante dieléctrica
idéntica al solvente. El modelo anterior recibe el nombre de Modelo

Primitivo para soluciones electroliticas (MP)5,39,40 g o1 didmetro

ionico es igual para todas las especies idnicas se 1lama Modelo
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Primitivo ﬁestringido (MPR); El caso especial del MPR en que el didmetro
ionico es igual a cero fue estudiado, primeramente, por Debye ¥ Hiickel .2
En cuanto a las macroparticulas en solucidn (polielectrolitos,
electrodos o proteinas cilfndricas), podemos suponerlos como cilindros

duros e infinitos con carga superficial uniforme C y de constante
dieléctrica igual a la del solvente.

Finalmente, asumimos que la concentracidn de macroparticulas es
suficientemente baja para desprecizr las interacciones zatre 21las (de
hecho se considera un solo cilindro infinito en contacto con el
electrolito).

Hemos establecido el modelo que emplearemos en este estudio para
representar la DCC (cilindro duro ¢ MPR). El caso paﬁticular en que los
iones alrededor dgl cilindro son considerados como puntuales ha sido
estudiado ampliamente mediante las teorias de PB, PBL y sus extensiones
(véase la seccion 1.3).

Es claro que exfsten diversas formas de mejofar el modelo que hemos
escogido, y que de ahora en adelante sera denominado como Modelo Simple
(MS). Entre las posibles mejoras estdn: longitud finita del cilindro,
carga superf%cial o discreta, constantes dieléctricas diferentes para el
cilindro, iones y solvente, tamafio diferente de los iones, estructura en
el solvente, etc.

No obstante, existen razones que fundamentan la eleccidn del MS
para nuestro trabajo. Primeramente, permite la solucjon de las
ecuaciones HNC/HSA para el sistema en forma relativamente directa. 06n
‘respecto al modelo, parece ser que para particulas muy prolatas y

fuertemente cargadas los efectos de tamafio del cilindro y o discreta son

48



1

s

poco importantes, 15,41 o pecialmente pafa el célculo de movilidades
electroforéticas.!d Aunque una constante dieléctrica diferente entre el
cilindro, iones ¥y solvente permite considerar fuerzas imagen en el
sistema, los estudios realizados para 1a DCP indican que los efectos son
poco significativos.92-94 pdicionalmente, las movilidades
electroforeticas parecen ser independientes dé 1a constante dieléctrica
de la macromolécula,14435,43

Por las razones anteriores no se consideran las correcciones
debidas a carga discreta, longitud finita del cilindro y cargas imagenes
en el cilindro.

Por otra parte, el efecto de tamafio diferente en Jos iones ha sido
estudiado en sistemas similares encontrandose que esta correccidn es
importante,9'27'4°’45'49 aunque no serd considerado en este estudio.

La consideracion de una representacion mas realista del‘solvente ha
demostrado ser extremadamene (til en estudios de DCP.9%39! E} modelo de
fluido dipolar de esferas duras para el solvente ha permitidb reproducir
con éxito datos experimentales pafa la interfase
electrodo-electrolita.92:93 por 1o anterior, esta correccion al modelo
del solvente, conjuntamente a la de diferente tamafio de los iones, son
tas que deberian tomarse en cuenta, en pfimer lugar, para una extencicn
del! presente trabajo.

En resumen, usaremos el MS por su accesibilidad y porque, no

obstante su simplicidad, conserva muchas caracteristicas fundamentales

del sistema a representar.
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2.2 EL METODO DIRECTO

Una vez que se ha especificado e) modelo para la Dccglel paso
siguiente es establecer una teoria mecdnico-estadistica para las
propiedades del sistema. Mas especificamente, 1o anterior significa
obtener las funciones de distribucidn de las especies idnicas alrededor
del cilindro cargado.

No obstante el éxito inicial de teorias tipo PB y demis extensiones
en el estudio de la doble capa, en afios recientes el formalismo de
ecuaciones integrales para las funciones de distribucidn ha representado
un ;nfoque alterno, moderno y muy promisorio por sus resultados, tanto

para electrolitos puros39,26 cono para la doble capa.40:46,55-59

La aplicacion del formalismo de ecuaciones integrales a ta DC se ha
basado esencialmente en la generalizacion de teorias ya existentes para
electrolitos puros. Diversos caminos se han utilizado para construir
ecuaciones de DC a partir de dichas teorfas, entre ellos estan el Método
de Primeros Principios (MPP) y el Metodo Asintdtico MA) .58 Eq 1982,

M. Lozada desarrolld un formalismo simple y §enera|, denominado Métado

Directo (MD),56-58 ¢on o1 cual obtuvo ecuaciones integrales para la DCP.
El MD es equivalente a los otros métodéside derivacion (MPP y MA)
para geometria plana, pero, a diferencia de estos, su generalidad y
sencillez permite aplicarlo directamente péra derivar teorias de doble
capa con geometria diversa.
E! MD se basa en el hecho de que en las teorias de electrolitos no
existen restricciones en la forma de las particulas presentes en e

sistema o en el tipo de interaccidn entre ellas,
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En este metodo, el sistema en estudio se define como un fluido
formado por}%'partfculas cargadas de n especies. El potencial de

interaccion del sistema esta dado, entoﬁces, por

i

. ' }I )
Ux: 2. Ui

< (2.2.1)
donde U;; es e) potencial de interaccion entre las particulas i v j.
Formalmente, con el potencial anterior, cualquier teoria de efectrolitos
puede ser utilizada para derivar las ecuaciones dé DC (p. ej. HND).
Entonces, tomamos las ecuaciones finales de cualquiér teoria de
electrolitos y asumimos que una de las especies de nuestro sistema
(digamos la especie m) consiste en particulas cargadas con determinada
geometria, a las cuales asociaremos la doble capa eléctrica. A
continuacidn, obtenemos las ecuaciones de doble capa para la éeometria
considerada tomando el limite de concentracién cero para la espeﬁie m,

Utilizando el MD, Lozada obtuvo, recientemente,57 1as ecuaciones de
HNC para la DCC, que son la base sobre la que descansa este trabajo. En
Ja seccion siguiente se presenta la derivacidn de las ecuaciones de .

HNC/MSA para la DCC usando el MD, en la forma adecuada para su solucion

numérica.
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.
2,3 DERIVACION DE LAS ECUACIONES HNC/MSA PARA LA pcc

En esta seccidn se derivan las ecuaciones HNC/MSA para las
funciones de distribucidn de un electrolito con n especies ionicas en
.contacto con un cilindro cargado utilizando el Metodo Directo (MD).57

Para un sistema multicomponente de n+l especies 1as ecuaciones HNC

son®

—

9,40 = exp {”P U_(FG','Q

m=)

o dl - —
4+ 22 g’m S h, (1) C (M) dvs} €2.3.1)

donde ?ij representa la distancia entre Jas particulas i ¥ j,
g‘r(?l2) = h.v(;lZ) + 1 es la funcion de distribucién radial de'lis
particulas 1 y 2 de las especies < y ¥' (respectivamente), c, (Fp3) es la
funcidn de correlacién directa de las particulas 2 y 3 de las especies m
y?d ,fn|es la densidad numerica (nimero de particulas por unidad de
volumen) de la especie m, U«r(Flz) es el potencial de interaccion
directa y P = 1/KT, donde K _es la constante de Boltzmann y T.es ia
temperatura absoluta.

Haciendo uso del MD, suponemos que la especie « corresponde a UN
cilindro cargado'(f: = 0), impenetrable e infinitamente largo, de radio

R y todas las demas n especies corresponden a 10s iones del electrolito.

La ecuacion (2.3.1) se convierte en

(X) = exp{-ﬁ ey €0

“y

+ 25 fm j hcat)cmgs) dvd C(2,3.2)

M=y
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donde s es la magnitud de la distancia radial entre Yos iones 2 y 3, xYy
t soﬁ las magnjtudes de las distancias perpendiculares de los centros de

las iones 2 y 3 (respectivamente) al eje de simetria del cilindro

(particula 1), dv3 esta dado en coordenadas cilindricas ¥ se ha
sustituido 1a letra c (cilindro) en el subindice de la ecuacion
€2.3.1). La geometria del sistema se muestra en la figura 7,

Las especies ionicas son modeladas como esferas impenetrables con
‘carga eléctrica localizada en su centro, todas con el mismo didmetro a.
.Suponemos que las funciones de correlacion directa entre iones cmx(g)

estin dadas por la teoria MSAS7:68

-1 s
Cg($) = C,08) + 2, 2,C,05) = PEREr 570 (53,3

(En general, z; es la valencia de la especie i)

con

2 4
$Cy(S) = ~C;5~-6MC, S ~ £ MNC,S (2.3.42)
2 2V7s Tzsz
sy = €611~ + —1
SCas) = L1 - s + T (2.3.4b)

s
para s { ay cs(s) = c;.(s) =0 para s ) a,




donde

n .
3 .
m = T8 72, C o  €2.3.5)
e ™ ! |
- T
¢, = (i+2m) ¢2.3.5b)
(i -7 )4
2
c, =-— (i+n/2) (2.3.50)
af -7 )4
c, = L Cc €2.3.5d)
a> -1
Vo= L (-1 4 Vis2i0a ) (2.3.5¢)
2
b 4
. - n1 ) » ' .
Ko ATeS 2. P o (2.3.56)
€ - ms=|

Las ecuaciones de HNC/MSA pueden escribirse entonces de la

siguiente manera

_ 4nepzZ, 0 R N
%qfx), exp{ jer Ln¢x) pesz

4

sy _ 2 HYdv
+\s(‘,sc$)Pcsc{)dva-f’z',g(‘_d(s)fdud\g vafjﬁ‘-s— \3} (2.3.6)

en las cuales se han usado las siguientes definiciones

L) = 2 f) h, (£) . €2.3.73)

Put) = 22 F, P b 8) | (2.3.7b)




o e e s

Las funciones f“(t) b4 fcd (t) cumplen las siguientes propiedades

para t ¢ (R ¢+ a /2)

o () = - 2 Pu (2.3.8a)
Fos ,f
p )= o0 3 ©€2.3.8b)

Ademds, se ha sustituido el potencial electrostatico de interaccion
directa Uce€x) entre el ion ¥ el cilindro Cver Apéndice 11A).

Para la solucion numerica de las ecuaciones ¢2.3.4) se utilizo una i
expresidén alterna de gcv(x) en térm{nos de +0' que e¢s el potencial

electrostatico promedio sobre 1a superficie del cilindro ‘Po = W(R) .

En coordenadas cilindricas se tiene que
sz: zz_',.. XI.'_ {1— 2 Xt co0sS ¢ (2.3.9)

Substituyendo en las ecuaciones €(2.3.6) las dos expresiones

siguientes (ver Apendice 1IB)

oo

¥, - e JR'JM(%)?M({)fd{ 3.3.10)
(2]
OR=-e L Peate) tdt (2.3.11)
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y realizando las integraies en 2 y ¢ del termino que contiene el factor

~ ¢1/s), obtenemos (ver Apéndice -1I1C)

%uex) = ex'p{~ezm’~‘»\}/’ +‘S\C5(5)ch({5 d\é

+ zb_j\csrcs) iy dV3 +Z, J Fex, b fcét) d‘{g } <2.3.12a)

con

(2.3.12b)

fexpy = 222 £ o [ R £ 11 1) ]
‘ e 2x*¢2
Para escribir la expresion (2.3.12a) se ha considerado que las
constantes provenientes del potencial electrostdtico U”.(x) y de la
integral cuyo argumento es fcd(t)/s sean tales que gca\(") =) 1 cvando
x =) ® {ver Apendice 1ID).
Después de realizar las integrales en las variables 2 y ¢ de los

términos restantes que contienen las funciones fcs(t) b4 f’cd(f) en

(2.3.12a) queda finalmente (ver Apendice I1IC)
&
a (k) = exP{-ezb,@‘};-!- j Ky (x,t) fes ¢ 1) dt

ey R4%/,
+z-rj‘ Lxy perdt 4 pAca ] S (2,343

R4,

-]
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en donde
&

Koexay = -4t J.[c,J. + mch, +‘11:2€.a~T51d¢ (2.3.14)

para |[x-t! & a ¥ K. (x,t) = 0 para [x-t| > a, ¥

Lix,t) = f(x,t) ¢ Kd(x,t), con

2,
2 2
Kaexty = etV 19,-27% | T°3. 3dd  ¢2.3.15
e J. CitTa) GV
para Ix-tl & a ¥y K, (x,8) = U para ix-t! > a, ¥y
R49/,
Acxy = - J Ke(xt) dt C (2.3.18)

°
para (R+a/ 2) { x { (R+ 3a/ 2). En las ecuaciones anteriores se han

tomado en cuenta las siquientes definiciones

f bt P"‘ (2.3.17a)
m=9
2 z
¢, = arces [ﬁi_-_q___] (2.3.17b)
2 xt
2 2 2
S, = x+1 - 2xtcosd (2.3.17¢)
2 2 2
Z, = a'-s, (2.3.17d)
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J. = 2, (2.3.18a)
2

J=laz, +1 7T (2.3.18b)
2z 2 2

L= In <q+zo) ‘ (2.3.18¢)

S,

Jy= ta(a*+3s2)Z+ 3 s 7. (2.3.18d)

4 2 g ° 2

LAS ECUACIONES (2.3.13), JUNTO CON TODAS LAS DEFINICIONES
NECESARIAS (2.3.14 - 2,3.18d), ESTABLECEN LAS ECUACIONES HNC/MSA PARA LA
DCC QUE FUERON RESUELTAS NUMERICAMENTE PARA UN ELECTROLITO SIMETRICO (EN
LOS CASOS 1:1 Y 2:2).

En el caso eanue los iones del electrolito se consideren como
puntuales (a = 0), se tiene que K (x,t) = Kd(x,t) = 0 para toda x y t

(véanse las condiciones para x y t en las ecuaciones 2.3.14 y 2.3.15).

Entonces (2.3.13) se convierte en

@S
acy(x) = exp {— eZ;F‘h +2v,jgf"’t)ﬁ§“dt} (2.3.19)
%

Puede demostrarse gue la expresifn anterior es la forma integral de
1a ecuacién PB no linealizada para el caso cilindrico, descrita en la
secci6n 1.4. Es importante mencionar que, por primera vez en la

literatura sobre el tema, se presenta la ecuacién PB para la DCC en la

forma de una ecuacion integral.
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De igual manera a Vo anterior, las ecua;iones (2.3.13) se reducen,
en el Vimite R -> ™ , a las ecuaciones HNC/MSA para 1a DCP (ver el
Apéndice 11D). Estos dos 1imites demuestran la consistencia de las
ecuaciones HNC/MSA para 1a DCC. :

Como parte de este trabajo también se resolvieron numericamente las
ecuaciones integrales de PB y se obtuvieron las soluciones a las
ecvaciones PBL y HNC/MSA para la DCP, en el caso de un electrolito

simétrico (1:1 y 2:2), con el proposito de comparar sus predicciones ¢on

las de (2.3.13).
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2.4 SOLUCION NUMERICA DE LAS ECUACIONES

La solucion de las ecuaciones HNC/MSA (ecuacion 2.3.13) y
Poisson-Boltzmann no lineal para la DCC (2.3.19) se realizd en forma
numérica mediante calculos de computadora. Se re§o]vieron las ecuaciones
para el caso de un cilindro, generalmente a potencial constante, inmerso
en un electrolito-con dos componentes ionicos de cargas contrarias e
igual valencia (electrolito simétrico). Para este sistema se tienen dos
ecuaciones integrales, una para cada una de las funciones g ,(x) y
9c-<x).

Al resolver PB y HNC/MSA se utilizaron programas de computadora
diferentes, porque en este Ultimo caso las ecuaciones intégrales estan

acopladas, a diferencia de 1a teoria de PB para la cual se cumple la

siguiente relacidn

Ges) Gex> = 1 (2.4.1)

Por lo anterior, 1a solucidn de PB es mas rapida pues se reduce al
problema de una sola ecuacidn integral.

Los dos programas emplean un método iterativo de solucidn numérica,
bien conocido y utilizado, ampliamente, en estudios de la'DCP40,69. El
método es el siguiente:

Se escogen funciones de prueba o adivinanzas: d:: (x) ¥y J:?(x), que
se espera esten "cerca” de la solucion de acuérdo a criterios fisicos.
En nuestro estudio, se utilizaron diversas fuentes para 9cx(X)- Tanto
para PB como para HNC/MSA, se obtuvieron adivinanzas a partir de la

solucidén analftica a 1a ecuacidn PB lineal (seccion 1.3), ¥ en o1 caso
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de R grande, se embled la teoria de Gouy-Chapman para la DCP. Las

funciones de prueba asi generadas resultaron buenas para valores bajos

de ‘}’o rf,_ (‘f;sSOMVyftso.:H). Para valores mayores de *}»’o, el.
procedimiento fue correr los programas para un potencial superficial
bajo durante 100-300 iteraciones usando las funciones de prueba |
descritas, incrementar este valor por 10-40 mV, y empezar una'nueva
corrida con el resultado del potencial anterior. El'procedimignto
anterior se repite hasta obtener la solucidn para el ﬁ’o que se degea.

En algunos casos, fue Gtil resolver primero PB, para cierto 4’0, y
utilizar la solucidn como adivinanza inicial para HNC/MSA.

El método iterativo principia introduciendo las funciones Oc4$x) ¥
Q--(x) en el lado derecho de las ecuaciones integrales, se realizan
numéricamente todas las operaciones (integraciones) y se obtignen las
nuevas funciones 6::(X) y ézl(x) como resultado. A partir de J?:(x) y

e
g.-(x) definimos una nueva adivinanza de la siguiente manera

e’ t1)
ﬁ“""’ = A (x)gcw + [1-A m}cJ Cx (2.4.2)
ey

tn '
donde 7\éx) es una funcion de peso que toma valores entre 0 y §.
. teL)
El proceso se repite sustituyendo las nuevas funciones ﬁc;(x) en
£y

las ecuaciones integrales para generar 9c¢( x). E! método continla y

después de la n-esima iteracidn se tiene

.k(m-) ‘") +"“ N
% (X) = (x)% (xy + [1—?\0()]% (2,4.3)
37
La proceso iterativo converge cuando
wny {(M( N
q = x
1S = Bes (2.4.4)
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En nuestro caso, el criterio de convergencia usado fue

Cmax

$emy i) L
(e = G V) du < Ax (2.4.5)

en donde, la variable u = (2 (x - R) / a) es una distancia reducida con
el radio de los iones.
El valor de A, utilizado en los calculos fue de 10-'0, lo que
asegur6 que, en todos los resultados, la concordancia entre ééﬁ(x) y Q:;}x)
al finalizar la iteracion fuera de 99.9 % 6 mas, en todo el
intervalo de integracion.
En cuanto a 7\0:(x), se observa que la técnica iterativa,

frecuentemente, se vuelve inestable a menos que se usen valores

suficientemente pequelos para la funcion de peso. En gran parte de

(33

nuestro trabajo fue suficiente considerar las funciones f:}xj y A_(x)

como constanfes para asegurar la convergencia de la tecnica. Con el
propésito de reducir el tiempo de cémputo, en algunos casos, se utilizad
una método combinado para evaluar 7\‘“;()(). E! metodo consistio en usar
una tecnica de optimizacion local para las funciones de peso durante
cierto nimero de iteraciones para acelerar la convergencia y
posteriormente,; cuando el pfoceso ha.avanzado, reconsiderar las
funciones 2:Rx) como constantes. En casi cuafquier caso, la solucion
numérica nunca requiri6 mas de 3000 iteraciones,

Desde el punto de vista operacional, y dado que Pedlx), Pcs(x) y

9c¢(x) son cero cuando x -)© , al realizar cualquier integral numérica
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1

se tomo como 1fmite superior de integracion el punto x = r .. (véase la
ecbacién 2.4.5), a partir del cual se considerod que g u(x) era igual a 1
¥ que, por lo tanto, no hay contribucidn al integrar mas alld de este
1{mite. E1 valor vtilizado para rj,, debe ser determinado por la
experiencia en la evaluacidn de las integrales y depende de que tan
rapido las funciones de distribucion tienden a 1. En general, a mayor
densidad, valencia y potencial superficial, el valor de rﬁgx €S menor.

Las integiriies de Tos Kernels Ky(x,t) y K (x,t) en la variable ¢
se evaluaron usando un método gaussiano de integracion. Para el
kernel K (x,t) existe cierta divergencia para ¢ = O,Ique puede evitarse
mediante una integracién por partes (Apéndice 11E).

En cuanto a las integrales en la variable t de las ecuaciones
(2.3.13) y (2.3.19), estas se realizaron mediante la regla de Simpson.
Pfra ahorrar tiempo y memoria de cémputo con este metodo numefico, se
partic el intervalo de integracidﬁ en varias regiones. Para distancias
cercanas a la superficie del cilindro se tomo un mayor numero de puntos
para evaluar g ..(x), ya que las funciones de distribucidn tienen mas
estructura en esta regidn. La subdivisidn de las regiones restantes fue
decréciendo en el nimero de puntos tomados conforme la distribucidn de
los iones tiende a ser uniforme pero, én todas las corridas, el némero
total de puntos empleados fue constante (131 puntos).

Por ﬂltimo, para obtener resultados a densidad de carga O fija, el
procedimiento empleado se baso en el hecho de que la densidad @ no es
muy s;nsible al parimetro de convergencia, es decir, que el valor de ¢

-t
no cambia mucho para .A‘( 10 . Asi, se corrieron los programas
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-0 -
con A¥= 10 , para varios potenciales que tuvieran C cercanas a la
deseada y, despue’s de una interpolaciéﬁ sencilla, se obten{a la densidad

-} O

de carga G deseada con gran precision (a,=10 ).
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3 _RESULTADOS

3.1 RESULTADOS GENERALES

Se realizaron calculos para soluciones de electrolitos 1:1 y 2:2
con diversos valores del radio idnico, la concentracidn del electrolito,
radio del cilindro y potencial en la super{icie del cilindro (o densidad
de carga). En todos los resultados € = 78,5 y T = 298°K.

Como se menciono en 1a seccidn 1.5, es comin asociar el valor del
potencial electrostatico promedio en 1a distancia de mdximo acercamiento
(r = (R ¢+ 3/2)) con.el potencial zeta S de experimentos
electroforéticos.35160+64 Eptonces, a partir de aqui T es definido
como ﬁJ(R + a/2). Usando las relaciones que se incluyen en el
capituio 2 o en el Apendice 11B, es facil obtener la siguiente relacion

entre ( , el potencial superficial Yo = J(R) y 1a densidad de

carga O

Yo = T+ ﬂé@ b (%) (3.1.1)
Entonces, dado el valor de #’o (0 Va densidad de carga O ) como
condicidn inicial, y una vez que se ha obtenido O a través de la
solucidn numérica de las ecuaciones integrales, se conocera O (o el
potencial) mediante 1a ecuacidn (3.1.1). En la mayor parte de los
cilculos reportados en este trabajo se did Y ¢ como condicion inicial,

aunque en algunos casos, por conveniencia, se proporciond O,
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En la teoria de polielectrolitos es frecuentemente usado ei
pardmetro de carga lineal ¥ (véase 1a seccidn 1.4) en lugar de la

densidad de carga 0" . Esas dos cantidades estan relacionadas por

t

o - _€8§&

(3.1.2)
2teXb

tal que

2
£-.CF (3.1.3)

€b

donde b es la distancia promedio entre cargas contiguas en la particula
cilindrica en su configuracion de maximo estiramiento. Sin embargo, para
realizar el estudio de nuestros resultados, es preferible expresarlos en
terminos de O, debido a que las soluciones tanto de las ecuaciones PB
como de aquellas de HNC/MSA dependen de 0y de R, ¥ no simplemente de su
productoc (O R). En todo caso, el valor € puede obtenerse facilmente a
partir la ecuacion ¢3.1.2)

En las figuras 8 y'9 se'grafica T como funcion de O para dos
concentraciones (0.01 M y 1 M para sal 1:1 y 0.005 y 0.05 para sal 2:2)
y diferentes radios para las teorias PB y HNC/MSA. Las curvas marcadas
con el simbolo co fueron obtenidas de estudios previos para una pared
cargada,40 gonde 1a ecuacion HNC/MSA muestra amplia concordancia con
datos de Montecarlo (MC).

Hay por 1o menos dos caracteristicas importantes en las
curvas 8 y 9 que son comunes a las dos aproximaciones (PB y HNC/MSA).

Primero, se ve QUe para R > 80 &, 1a diferencia entre un cilindro y un
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plano es tan pequefia que, por claridad, no se muestran los resultados

para 80 A ( R ( @ ., Se encontr6 que para el intervalo de

concentraciones ionicas considerado, y especialmente para los resultados

de HNC)MSA, el cilindro puede ser aproximado por un plano con suficiente
exactitudg para R ) 200 & (y en algunos casos adn para R ) 80 A). E)
criterio propuesto en el pasado35 segun el cual puede reemplazarse un
cilindro por un plano siempre que K R > 20 parece entonces
excesivamente conservador para bajas concentraciones. Por otro lado, a
concentraciones altas, un valor mayor para R que el estimado por este
criterio es necesario.

En sequndo lugar, se infiere de los resultados que las
aproximaciones PBL y HNC/MSA son mas Gtiles a concentraciones altas
Y R pequefias. Ahnque por claridad 1los resultados lineales no fueron
graficados, ellos pueden visualizarse en las figs. 8 y ¢ con;inuando 1a
pendiente inicial de la curva PB como una linea recta.

Las diferencias mas importantes entre los resultados HNC/MSA y PB,
como se ve en las figuras referidas, son la existencia de un maximo y el
cruzamiento de Yas curvas para diferentes radios R en los resul tados
HNC/MSA. Este midximo en el potencial'} como funcion de la densfdad de
carga ha sido obseruado en el pasado en experimentos electrocinéticos
para particulas aproximadamente esféricas (véanse las figuras 10a-c).92

En la figura 11 se muestra S5 como funcion de o para R=5Ay
a=1y 4.25 A para una solucidn 2:2 de concentraciones 0.005 y 0.05 M.
Es evidente 1a dependencia de S en . y es claro; también, coﬁo los
resul tados HNC/MSA tienden a PB cuando el diametro ionico o tiende a

cero, como se mostrd analiticamente en la referencia 42.

Y4
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La'dependencia S vs. O. es mas pronunciada en HNC/MSA que en PB como
era de esperarse ¥ya que la primera toma en cuenta la correlacion
jon-ion, aparte de la correlacion cilindro-ion que es la dnica tomada en
cuenta por PB (recuerdese que para PB la distancia a/2 representa el
grosor de la capa de Stern pero no significa que se este considerando la
.correlacion interidnica). Es tambien Otil notar que la

dependencia § vs. o. es menos significativa para el electrofito 1:1
que* prara 2:2., Por ejemplo, los resultados HNC/MSA para 1:1 y a = 1" 8 Tho
se incluye gréfica) son esencialmente los mismos que aquellos de‘PB,
mientras que pafa 2:2 existe una diferencia apreciable (figura 11).

En las figuras 12 y 13 se grafica § como funcion de ﬁq ‘a densidad
de carga constante y para dos diferentes concentraciones, en los casos:
1:1 (O =0.146 C/m2 3 0,01 My O = 0.220 C/n2 a 1.0 M) ‘

y 2:2 (o = 0.3114 C/n? 2 0.005M y ¢ = 0.3031 C/mZ a 0.5 M),
respectivamente, con a = 4.25 A. Para electrolito 131, 1a diferencia
entre los resultados HNC/MSA y PB es significativa cuando R es grande o
cuando la concentracion es altaj mientras qu; para 2:2 éxiste clara
diferencia entre las teorias para un amplio intervalo de R y de

. concentraciones. Ademés, para 2:2, la variacion de S (ﬁd ) a R grande es
muy diferente para laﬁ dos aproximaciones. En amﬁas teorias,

para O fija, | tiende a cero cuando R -)> 0 debido a que el area
superficial del ci!indro va a cero y, vya que O es finita, entonces la
carga total por unidad de longitud tiende a cero en un cilindro de radio

cero. Es notable que la teoria HNC/MSA predice un maximo en S(R.' ) para

el caso 2:2.
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En experimentos de dispersibn coloidal, tas particulas liofobicas
son caracterizadas mas adecuadamente por el potencial superficial que

por su carga. Por ello, en las figuraé 14 y 15 se muestra 3 como

funcion de R-1 pan, Yo fijo, a dos diferentes concentraciones, en los
casos 1:1 y 2:2. Nuevamente a = 4.25 A. Los resultados son similares a
los ae las figuras pre;edentes, excepto por el hecho de que,
cuando R -> 0, la tendencia de los resultados a cero, para potencial
superficial constante, es mas lenta que 'en los resultados a densidad de
carga constante. Aunque la cantidad ¢, a qfo fijo, diverge
cu;ndo R -)> 0, puede mostrarse numéricamente que R y el producto OR
tienden a cero en ese limite, |

Hasta el momento en que esta tesis fue escrifa, no tenemos
conoccimiento de trabajo éxperimental que reporte la dependencia del
potencial zeta en teérminos de R. Sin embargo, experimentos en esa
direccidn han sido realizados para particulas esfericas por Kemp.84 En
ese articulo, Kemp reporté'movilidades electroforeticas en lugar de
potenciales zeta. No obstante, esto no es problema porque, en la ;egién
en que esos experimentos fueron llevados a cabo, se espera una
dependencia iineal entre S y W .72 g interesante notar que las
principales conclusiones de Kemp, a saber, que la movilidad de
particulas coloidales‘suspendidas en un electrolito 1:1 decrece cuando
disminuye el tamafio de la particula y que la pendiente de la
curva :S(R-') aumenta.cuando 1a concentracion disminuye, pueden ser
inferidas de las figuras 12 y 14 para partfculas cilindricas. Este
comportamiento general‘fui tambi€n reportado por Mooney83 para gotas de

]

aceite suspendidas en una solucion electrolftica.
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La cargi de exceso por unidad de area adsorbida por una particula
cilindrica puede ser definida como

o

Qa = ——R—L K [q.00-1]t (3.1.4)
R+°/z

En las figuras 16 y 17, se presentan los resultados de PB y HNC/MSA para

%% en funcion de R'l, para dos concentraciones diferentes y a densidad
de” carga constante para sistemas 1:1 ( 0 = 0.146 C/m2 a 0.0t M =7
"y 5 =0.220C/m%aiM y2:2(G =0.3114 C/nZ a 0.005 M
‘ y O = 0.3031 t/m2 a 6.5 M). Todos los célculos fueron realizados
con a = 4.25 A. De las figuras 8, 9, 16 ¥y 17, concluimos que la
concordancia entre PB y HNC/MSA es mejor para ﬁenor valencia en los
iones y/o menor concentracidén y/o menor carga'superficial. Para el caso
1:1, se observa mayor diferencia entre las teorias para menor radio.
Esto parece contradecir los resultados de las figuras 12 a 15. Sin
embargo, esto es una consecuencia de la definicidn de Q en 1a ecuacion
(3.1.4).bLa"cantidad AR, que probablemente tiene mas significado que
Qns tiende adeguadamente a cero cuando R -> 0. |

En las figuras 18 y 19, se presentan los resul tados paraAqm en
funcion de R'lia Yo constante. La concordancia entre PB y HNC/MSA es
menor que en las figuras 16 y 17. En parte, esto se debe al hecho de'que
ambas teorfis predicen diferente valor de © para potencial constante en
la superficie del cilindro, como es claro de las figuras 8 y 9.

Puede observarse en 18 y 19 que q, aumenta cuando R decrece.
Tambie'n, que los calculos de PB y HNC/MSA son mas parecidos cuando R

decrece. Esto era de esperarse ya que O debe incrementarse cuando R
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disminuye, si el potencial Y g es constante‘. Sin embargo, OR ¥y ¥
decrecen cuando R decrece. » |

Aunque e limite R -) 0 puede ser de poco interés, tiene cierta
importancia desde el punto de uista'teéricd, ya que ha sido objeto de
cierto estudio en el pasado;20 Es por ello que consideraremos este

1imite con detalle.

Las funciones g.(x) (= 9cy(x)) y‘f(x) de las tebrfas PB y'
HNC/MSA, para el caso i1:1, se muestran en las figuras 20 y 21,
respectivamente, para diferentes valores de R. Las curvas fueron
‘calculadas para concentracién i M, 0= 0.220 C/m2 y a= 4,25 A, Debev
notarse que las funciones en las abcisas estdn en una escala de senh~1,
La diferencia entre las teorias es evidente. La curvatura de los
perfiles para la funcioén g,(x), en ambas aproximacidnes, Y log valores
negativos de \} (x) en HNC/MSA son interesantes pues exhiben
caracteristicas que parecen ser corroboradas en los estudios de MC para
1a DCC.34 Es evidente de dichas figuras que el efecto del tamafio ionico
es mayor cuando R es mayor. De aqui que la diferencia entre PB y HNC/MSA
se hace mis evidente para R grandes.

En las-figuras 22 y 23 se grafican las funciones gt(£) y Y(x) para
un electrolito 2:2. Todas las curvas son calculadas para a = 4.25 A,
concentracion 0.5M y O = 0.303 C/m2. Las diferencias entre PB b4
HNC/MSA son aun mayores para esta valencia de los iones. La oscilacidn
de las funciones de HNC/MSA en las dos figuras es importante pues, como
se ha mencionado en el parrafo precedente, muestra una caracteristica
del sistema que ha sido observada en las recientes simulaciones de MC .36

Esta propiedad no es predicha por la teoria PB. El efecto mencionado
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pudiera ser conectado con el cruzamiento de las curvas HNC/MSA

observable en la figura 9.
El efecto debido al tamalo de los .iones sobre 1a funcidn g,(x)

puede verse en la figura 24. Los resultados se calcularon para R =54

y O =0.220 C/m2, Como era de esperarse la semejanza entre la teoria PB
y HNC/MSA es mejor cuando a -> 0. Es dtil hacer notar que adn en la
teoria PB existe una variacidn notable en funcicon de a. Esto significa
que la consideracion de una distancia de maximo acercamiento (capéhaé'“,
Stern) puede ser importante para mejorar la aproximacion PB.13

A partir de las figur;s 20 a 24 se infiere que 1a DCC tiene una
menor extension para la aproximacion HNC/MSA que en la PB. La
disminucidn en el grosor de la DC provoca que los potenciales en la
primera teoria sean siempre menores que aquellos de PB. Esta
caracteristica ha sido observada en las investigaciones para

1a Dcpd0,48 y en los experimentos de MC para la DCC.36

72




3.2 RESULTADOS PARA ADN

Para probar rigurosamente las teorias HNC/MSA 6 PB es necesario
comparar sus resultadoé con datos de Montecarlo (MC) para el Modela
Simple (Modelo Primitivo Restringido + cilindro rigido infinito)
descrito en la seccién 2.1. Esta comparacion serd realizada en la

seccion 3.3. Por otro lado, una prueba adicional de las aproximaciones

puedé realizarse por medio de la solucion de las ecuaciones de HNCZMSA..

(o PB) para valores de los parametros del modelo acordes con datos

experimentales de una solucidn de moléculas de ADN, obtenidos por Ross ¥

Scruggs.86

Eh su trabajo, Ross y Scruggs midieron 1a movilidad electroforetica
de moléculas de ADN en soluciones acuosas de cloruro de: Li*, Na*, k*
b4 TMA*, a diferentes concentraciones de sal. Para nuestros calculos se
tomaron los siguientes valores de los pardmetros: T = 274.46°K,
R=9.8Ayb=1(3.37 /7 2) A, como sugieren Ross y Scruggs.B88 Con esos
valores de los parametros, g’-}.‘ 4.6 y O = 0.1544 C/m2, Se realizaron
corridas para dos valores del diametro idnico a = 4.25 y 7.4 A. El valor
de a = 4,25 & es cercano al valor de) didmetro de un ion hidratado de |
K*,87 ademfs de que este valor permite una comparacidn mas facil con los
resul tados de la seccidén 3.1. El nﬁmero a=7.44es el valor
reportad087 para el didmetro de un ion hidratado de Li*.

El potencial zeta puede ser calculado de nuestros resultados para
la 4un£ion g9:(x) en forma consistente. En la seccién 1.5 se obtuvieron

las ecuaciones (1.5.13) y (1.5.17) que relacionan el potencial

electrostatico promedio con las movilidades electroforéticas para un
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cilindro coloc&do en -forma perpendicular y paralela, respectivamente,
con respecto a un campo eléctrico externo E. Utitizando 1a ecuacidn de
Poisson (1.3.3) obtenemos, a partir de la ecuacion (1.5.13), 1a

siguiente relacion entre la movilidad ?lly las funciones gt(x)

)

S
U, - €3 o _E_(?:+a)§ @t 1299 mdx (3.2.1)
ZEETENLE VS
2

En la seccion 1.5 se establecio que la movilidad de un cilindro

orientado al azar con respecto a E esta dada por la igualdad63

- 1 5 2
<‘u>—STUL,,.F-;;;'LLl

donde 111_7'11” estin dadas por las ecuaciones (3.2.1) y ¢(1.5.17), Al
utitizar las relaciones pfecedentes estamos considerando el efecto de
retardacidn ¢(3.2.1 ¥ 1.5.17) y de orientacion sobre la movilidad

(1.5.18), pero despreciamos el efecto de relajacion ya que requeriria

calculos tediosos!4 (yease 1a seccidn 1.5).

L ‘
La movilidad electroforética reducida U esta definida por

& . (3-2-2)
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* . .
En terminos de 1l las ecuaciones (3.2.1), ¢(1,5.17) y €1.5.18) pueden

escribirse de la siguiente forma

* _ 3, IMECRI%) [(m‘a)‘_ 1 _
UL = = S+ e X5 ;] Zizaf;‘j;mdx (3.2.3.a)
R‘fnfz_ .
¥ _ 3 e .
U, = 3 g3 (3.2.3.b)
1 * > *©
<u> = < U, + 3 U, (3.2.3.¢)

En nuestros resultados de HNC/MSA, para los cuales 0.3 (kKR ( 3.4,
encontramos que los términos de retardacién varian
entre 0.7 % (KR=0.3) y 20 % (¢ R=3.4) del primer término (roepy ) en
las igualdades ¢(3.2.3), para a = 7.4 A. EI primer termino en las ecs.

3.2.3 es el resultado de aplicar la teoria PBL al cilindro.é2 Para la

aproximacion PB, la retardacidn fue mas pequela, generalmente menos de
3.5 Z y en muchos casos fue despreciable. Por otro lado, el efecto del
promedio scbre las orientaciones representa una correccidn de ~25 % y
fué, en general, mas importante que el efecto de retardacion.

En la'figuralzs, presentaﬁos algunos calculos teaoricos para las
movilidades electroforeticas promedio, obtenidas de las
ecuaciones 3.2.?. Hemos grafiéado tambien los resultados de Ross y
9CP9995-86 Para obten;r estos ultimos datos hemos utilizado los nimeros

de Schellmann y Stigter,‘3 ya que ellos usaron valores mas razonables

para la viscosidad de la solucidn que los empleados por Ross y Scruggs.

Stigterao compard los potenciales zeta obtenidos de 1a teor{a de PB .

con los resultados de Ross y Scruggs. Aunque ellos utilizaron una
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definicidn diferente del potenéial’s Cusaron § = Yo o5 decir, no

congideraron 1a capa de Stern) y otro valor de R (12.5 R), sus
resultados son cualitativamente comparables a los resultados de PB de la
figura 25. |

En 1a misma figura, las curvas tedricas para a = 4,25 & deben ser
comparadas con la curva de K*, ya que el K* tiene un didmetro ionico
hidratado de 3.5 A ¥y 1a curva para a = 7.4 A debe compararse con la
curva Li*, debido a que el Li* tiene un didmetro hidratado de 7.4 &. Las
diferenci;s‘entre los resultados de PB y HNC/MSA deben ser mayores para
valores mayores de a y mayores concentraciones. La concordancia de los
calculos de HNC/MSA con respecto a los datos experimentales es mejor que
para PB. |

Debe notarse que las curvas de HNC/MSA tienen la misma curvatura
que la de los resultados experimentales. El efecto de relajacion es una
fuerza retardadora y es mas importante a movilidades mayores,35,19
Entonces, es posible que si se considera el efecto de relajacion en los
ciléulos de 1a movilidad a partir de los resultados de HNC/MSA, la
semejanza con los datos expérimentales podria mejorar,

Sin embargo, séria un error dar mucha importancia a los aspectos
ﬁuantitativos de la figura 25, ya que los parametros usados para el ADN
no estan perfectamente establecidos. De aqui que, los aspectos
cualitativos de las curvas en esa figura, tal como el signo de la
curvatura, tienen mayor significado que la concordancia cuvantitativa.

Es interesante examinar los perfiles de g:(x) y las isotermas de
adsorcion producidds por.los resultados de la figura 235. Esos resultados

se muestran en las figuras 26 a 28. Nuevamente, se observa que la doble
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capa es'apreciablgmente mas delgada en la teorfa HNC/MSA que en la PB.
Esto produce isotermas de adsorcion cualitativamente diferentes,
potenciales mas bajos y movilidades menores en la apqoximaci&n HNC/MSA.
Como se observa en las figuras 26 a 28, las curvas de HNC/MSA
para a = 7.4 A tienen un maximo, y se advierte la inversidn de la carga,
los cual no se ve para los calculos a partir de PB.

Seria interesante verificar si las caracteristicas sugeridas por
_los resultados de la solucion numirica -~ on reales. 5i 2sia scurri asi,
entonces bajo ciertas circunstancias (p.ej. concentraciéh, valencia o
cargas altos) Y (R) vy 1’(R + a/2) pueden 4&ener signoé diferentes

y si se tiene que § =Y (R + a/2) habra un cambio en 1a direccidn de la

movilidad electroforética comparéda con las predicciones de la teoria
PB. Sin embargo, debemos ser cautelosos al establecer &ierfas‘
especulaciones ya que la identificacion de S con ‘P (R + a/2$ es una
aproximacion. Ademds, en este modelo la contribucion del solvente es
incluida a través del valor de la constante dieléctrica, siendo que, la

naturaleza molecular del solvente pudiera tener efectos importantes no

considerados aqui.
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3.3 COMPARACION CON DATOS DE MONTECARLO

Después de QUe esta tesis habia sido terminada, se publicaron dos
estudios de 1a DCC a trav€s de simulaciones de Montecar103¢é137
utilizando el modelo bautizado aqui como Modelo Simple (MPR ¢ cilindro
duro infinito). Desafortunadamente, ninguno de los dos trabajos analizd
intervalos amplios de densidad de carga, radio del cilindro y diametro
iénico. En esta seccion incluimos una breve dis;usiGn de los rezultados
de esos estudios con relacion a las teorfas PB y HNC/MSA, que fueron
resueltas en esta tesis.

El articulo de Mills et. al.37 incluye comparaciones con las
teorias de PB y CC (ver secciones 1.3 y 1.4) y concluye que, la
concordancié entre los resultados de MC y PB puede mejorarse modelando
los iones como esferas duras de radio finito. Se encuentra mayor
discrepancia eﬁtre la teoria de PB y los datos de MC que entre la teor{a
CC y MC para el nimero de iones cercanos al cilindro, pero no se
establece en forma consistente ninglin criterio para determinar la .
validez o aplicabilidad de dichas teorias.

Por otra parte, Viachy y Haymet36 realizaron comparaciones directas
con las resultados de las aproximaciones PB y HNC/MSA,88'89 usando el
Modelo Simple. Al confrontar con nuestros resultados, Vlachy et. al.
obtienen conclusiones acordes con las de nuestro trabajo, pero,
desafor tunadamente, sus calculos no son extenso por lo que no
- presentamos comparaciones con dicho estudio. No obstante que la ecuacién

de PB ajusta bien con algunos de sus resultados de MC para un modelo
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de ADN, los autores afirman que esto es debido a una cancelacidn
fortuita de errores.

Las conclusiones mas importantes de la simulacion de MC, despues de

sus comparaciones con PB y HNC/MSA, son:

A) Una mejor descripcion de la DCC puede obtenerse si se considera
la interaccion entre cilindros.

B) Si se consideran las interacciones entre cilindros entoncéq las
correlaciones interidnicas (ignoradas por PB) son mas

- pronunciadas.

C) La teoria HNC/MSA describe mejor la DCC que }a aproximacion PB
en todos los casos estudiados mediante la simulacidn de MC.

D) Los resultados de MC por Vlachy et. al. corroboran

especificaﬁente nuestros resultados.
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4 CONCLUSIONES

4.1 CONCLUSIONES FINALES

Utilizando las_ieorfas HNC/MSA y PB, calculamos las propiedades de
la doble capa alrededor de un cilindro cargado (DCC). Encontramos que a
menos que el radio R del cilindro sea pequefio (< 80 A) el cilindro puede
aproximarselcon gran precision por una pared cargada. Esta dependencia
en el radio es mas fuerte a concentraciones bajas.

S; palld que la DCC es mas delgada en 1a teoria HNC/MSA que en
la PB vy, com; una consecuencia de esto, el potencial es siempre menof al
predicho por PB. Ademas, para un electrolito 2:2, el potencial zeta
tiene un maximo como una funcidn de la densidad de carga superficial
sobre'el cilindro (teorfa HNC/MSA). Estas caracteristicas habian sido ya
observadas en los estudios para 1a doble capa piana mediante la
aproxim;cién HNC/MSA y fueron confirmados por simulaciones en
computadora en ese sistem§.43 Los datos recientes de Montecarlo para la
DCC permiten afirmar que las‘propiedades establecidas son
caracteristicas reales del modelo y que la teoria HNC/MSA es una mejor
descripcidn para la DCC que la aproximacidn PB.

Hanning,2°'21 basado en una teoria de cimulos, sugirio que la
condensacidn de contraiones (véase la seccion 1.4) ocurre cuando el
parametro § , que representa la densidad de carga lineal del cilindro,
tiene un valor mayor que ‘zpzi"l. Nuestros calculos no apoyan la
condensacion de contraiones pues no encontramos ningﬁn comportamiento

particular cerca de 'gc-ﬂzpzil'l. Ya habia sido propuesto con




anterioridad que la CC es un fendmeno tedrico.16:22 g, ecte estudio no
esperabamos encontrar niﬁgﬁn sigﬁificado especi;! para el valor gc, ya
que las propiedades de una teoria de cUmu1 0538470 dgben ser insensitivas
a los pi?ametros usados para definir un cumulo.

En vista dé que las diferencias entre las teorias HNC/MSA y PB son
cualitativa y cuantitativamente significativas, debe ser interesante ver
si esas diferencias tienen consecuencias en las propiedades coligativas
de una solucidn golielecirolitica y en la teoria de la electroforesis
para las cuales la teoria PB ha sido usada tradicionalmente.13,14,20,71
Hemos realizado un examen parcial calculandb la movilidad
electroforética de una molécula de ADN y hemos encontrado que los
resul tados de HNC/MSA estdn en mejor acuerdo con los datos
experimentales de Ross ¥y Scruggs, que los resultados de PB o PBL.

Al calcular 1a movilidad etectroforética consideramos séloilas
correccioqes debidas a 1a retardacion y a la orientacidn. Otros efectos
pueden ser importantes. Debe notarse que estas correcciones adicional;s
implican el conocimiento de las funciones de distribucién‘iénica, asi
que son dependientes de la teoria usada para calcular la DCC. Un estudio
completo de la electroforesis seria muy largo, y esperamos realizarlo,
en un futuro cercano, cbmo una extensidn de esta tesis. Se encontrd que
existe un maximo en la funcion ﬂl(S) como ya ha sido predicho para
particulas coloidales esféricas.19472-75 gy 1, aproximacion PB ese
maximo proviene de la correccion por relajacion. Experimentalmente, se
ha observado un maximo en 1a movilidad como funcion de la concentracion
electrol{tica para esferas coloidales.80,76-81 o posible que, bajo

circunstancias parecidas, un comportamiento similar pueda advertirse en
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p;rticulas cilfndricas.’4.Puede ser iguaimente interesante estudiar el
efecto que tiene el miximo en § (figuras 8 7‘9) sobre el miximo en la
movilidad predicho bor.las teorfas electroforéticas.

| Para particulas esféricas, la ecuacion PB ha sido usada para

calcular tamatios de particulas,B2 jrea syperficial .spec{{icg533 y

potenciales zeta®é a partir de la adsorcidn de coiones. Aparentemente,
esos metodos no han sido aplicados a particulas cilindricas. Sin
embargo, ya qué hemos encontrado diferencias cuantitativas y
cualitativas impprtantes entre las isotermas de adsorcidn para las
teorias PB y HNC/MSA, debe ser interesante incorporar los efectos de
tamafio ionico en ese tipo de calculos para particulas esféricas y
cilindricas.

Finalmente, creemos que puede ser muy importante estudiar la doble
capa asociada a particulas esféricas mediante teorias del tipé HNC/MSA,

una vez que la mayor parte de los estudios experimentales existentes

corresponden a esta geometria.
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APENDICE 1A
EL VALOR CRITICO DE ¥ EN LA TEORIA DE CONDENSACION

DE CONTRAIONES DE MANNING

Gerald S. Manning propuso el fendmeno de condensaciocn de
contraiones (CC) al observar la divergencia en la integral de fase de
una linea de carga infinita, inmersa en un bafio electrol{tico.20
La integral; aue involucra la energia e\ecfrostética de un ion mdvil
uip(x), es la siguiente

.
-— u; (€'}

Ai<x°3=1tcx,)je 2Txdx (1.A.1)

en donde A;(xq) es la contribucidn a la integral de fase en la region
para la cual el ion i estd a una distancia menor 6 igual a xg de la
l1inea de carga, mientras que los demas iones estan a una distancia mayor

que xp contribuyendo con un factor f(xg).

La energia uip(x) esta dada por

- (1.A.2)
U x> = Z € Lpou |
tal que ? (x) es el potencial electrostatico a la distancia x de la

linea de carga (el subindice p significa polielectrolito).

Es decir, ~$ (x) cumple

1 d (Xd‘_P_cy) = 0 (1.A.3)

. T N ST T Y T T il

e ST A e



Entonces
P = c,nx +¢, : (1.4.4)

La constante cy puede determinarse mediante la Ley de Gauss, que en

sistema CGS es

mi
Q.
wl

5 -ds = AnAal (1.A.5)
E.

con Az dinz:dad linea! de care)t\

€ = cle.dieldctirica del solvenie

El resultado es

c.=_ 22 p» (1.4.6)
1 c’

tal que ¥= 1. La constante ¥ se define con el propésito de

establecer, posteriormente, expresiones validas tanto en el sistema CGS

como en el MKS. Asi

Uoo: - 2ZEX B duxasc, (LA
T

Utilizando 1a relacion (ver ecuaciones 1.4.1 y 1.4,2)

A= ze b’ (1.A.8)




se tiene

2
- Z,€
P = _3,6_,2_%:,_ Plux + eC (I.A.?)

Usamos ahora la definicion de ?; (ecuacién 1.4.3)

] T = £e | (1.A.10)
b '
para obtener
pUd = — 22,2, 5 1 Jn X + <, (1.A.11)

Sustituyendo en A;(xg) la expresion de uip(x) queda
%o | '

£% j X(H 23,25 B)

A'.‘KA:TH'F(X,)C dx - (1.A4.12)

La integral anterior diverge en el limite inferior para el caso en

que z; sea la valencia de los contraiones, es decir zjzy {0, si se

cumple 1a condicion

< -
1+ 22’.2,36 £-1 (1.A.13)

O sea

12,2, 1502 (1.A.14)




Obtenemos, entonces, que la integral Ai(xo) diverge cuando

. ¥ > A (1.A.15)

Es fdcil demostrar que la anterior ecuacion es valida en el sistema
MKS para B = 1/(47¢€_ ), donde €, es la permitividad del vacio.
En el caso de iones univalentes (lz;1 = 1), estudiado

frecuentemente en la literatura, la condicion es
¥E2 06 (Z,=1) (1.A.16)

donde

-1 T ... C6S
B = (1.A.17)
41€, - - - - . - . MKS




APENDICE 11A
OBTENCION DEL POTENCIAL ELECTROSTATICO DE INTERACCION DIRECTA U (y)

E) potencial de interaccién directa Uc,(?) para 13 DCC corresponde
al potencial que da la fuerza que sentirfa un ion en un punto debido al
campo eléctrico de un cilindro de radio R, cargado uniformemente e
infinitamente largo.

Por lo anterior, la funcion Uc{(F) esta relacionada con e)
potencial electrostatico P (*) del campo electrico de un cilindro

cargado en 1a siguiente forma

cht?uz ezxL,P(?') | (11A.1)

La simetr{a del problema determina la dependencia de las funciones

Ugytrd ¥ Lf (r) exclusivamente en la coordenada x, que es la distancia
perpendicular del punto'? al eje de simetria del cilindro. Recuerdese

que en coordenadas cilindricas T = (x, ¢, 2).
El problema se reduce entonces a obtener el potencial

electrostatico W (x). De la ecuaciéh de Poisson
2
Vycxd=o (X3 R) (114.2) .

que en coordenadas cilindricas puede expresarse como

1d dyexy - (114.3)
'iax(x a: )‘ 0




-

obtenemos la so\ucién para (f ix), que en este caso es
Yoy = - 40OR by 4 B | (11A.4)
€

en donde se ha tomado como condicion a la frontera que la carga
superficial en el cilindro esta dada por C.
La constante B esta determinada por el valor del potencial

electrostatico en algun punto xp

Bz fox) 4 “”gﬁ daox (11A.5)

Por ‘1a ecuacion (I11A.1) podemos escribir: finalmente la expresicn de

Uy )

U oo = _AneFIaR 4oy Bez, (11A.6)
(<3
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APENDICE 118 !

RELACION ENTRE ALGUNAS PROPIEDADES ELECTRICAS Y LA FUNCION DE

DISTRIBUCION g p(x)

Obtendremos, primeramente, la relacion entre el potencial
electrostatico promedio ¥ (x) ¥ la funcion de distribucién gcx(x).

Partimos de la ecuacion de Poisson para ﬁ’(r):s '

z R
Vg =—‘_‘_€l’ fe)gc?) (118.1)

que en terminos de 9cx(r) y fcd(r) puede escribirse tomo

k3 - = -
Viyhs - WPz (11B.2)
g -y
V¢or_, _4ne ]ccm (11B.3)
€ cd

La ecuacién ¢11B.2) es una expresidn exacta para Y (r) y 9cx(r),
bajo las suposiciones del Modelo Primitivo (véase la seccion 2.1), que
puede resolverse dependiendo de 1a aproximacion que se emplee para el

potencial de la fuerza promedio (véase la seccion 1.3).

En el caso de la DCC la simetria del problema nos permite escribir

L/ . .
la ecuacion de Poisson de la siguiente manera

_<_i___-(x d\»cx))'._. S ALY JPRN (118.4)

x =




Como puede probarse por sustitucion directa, esta ecuacion
‘diferencial tiene como solucion

oo

pxy = N8| L (%) fo tdt (11B.5)
€ ‘L ed
x
dadas las condiciones a la frontera ’
Y (X3 = 0 (11B.éa)
d¥ (xaey = © : (11B.éb)

dx

que representan la situacion f{sica que debe prevalecer en el "bulto®
del electrolito, es decir, a gran distancia del cilindro cargado.

La ecuacion C(IIB.5) establece la relacion entre V(x> y 9cy(x) para

la DCC.

En cuanto a la relacion entre la densidad superficial de carga en
el cilindro y 1a funcion 9cy (x) para la DCC, esta se phede derivar a
partir de la condicion de electroneutralidad del sistema

e|ectrolito-cilindfo-cargcdo

{edal '
(1- + q - O (11B.7)




la anterior ecuacidn, en términos de la densidad superficial de carga

del cilindro & v la densidad volumétrica de carga en el electrolito

fel(x), es

adA + Pa(xrdv =0 (11B.8) -

Sop.del
crlindrc

Si la densidad G es uniforme sobre la superficie del cilindro la

ecuacion (11B.8) se convierte en

o0
= - { j £ x> x dx (11B.9)
oy e
R
R

notese que el 1{mite inferior de 1a integral esta-en la superficie del

ct-lS[Zﬁz;ea 0] x dx ¢118.10)
R (3

Por Gltimo, haciendo uso de las ecuaciones (2.3.7b) y ¢(2.3.8b)

oo

.6:_§_S€cx)xdx (11B.11)
R eca .

Ry "4‘
que es la relacion entre la densidad de carga o sobre el ci[indrd Yy las

funciones de distribucidn Oy (X).




APENDICE 11C |
INTEGRALES DE LOS TERMINDS QUE CONTIENEN A LAS FUNCIONES Pco(t) Y

Peatt> EN Las ECUACIONES HNC/MSA PARA LA DCC

En este apéndice se realizan las integrales de los terminos que
contienen a las funciones ch(t) Y fcd(t) en las ecuaciones HNC/MSA para
la DCC establecidas en la seccion 2.3.

Definimos a continuacion las siguientes funciones

[, ‘
“Texy = J Texd) fca‘*) tdt (11C.1)
Dwo = S ;o) ety dVy (11C.2)
Sy = j C.C f“H) d Vv, (11C.3)
en donde '
2N co ’
’ -1
Tex,4y = E s dzddg (11C.4)




INTEGRAL I(x).-

La funcidn 1¢(x), como se advierte en la ecuacion (11C.1), esta
expresada en terminos de la integral en t de! Kernel I/(x,t). Este
kernel puede derivarse analiticamente a partir de lé ecuacion (1IC.4).
Integrando primeramente en z dicha expresion, se obtiene

an ‘
Texay = 4mc - szvx(fn‘-zx%cos:ﬁ) dg (11C.5)
0 -
donde C es una constante en la integraciéﬁ.
E1 término que contiene al logaritmo puede integrarse por partes

quedando la siguiente expresion para 1/(x,t)
Texty = 41C = 31 de Lo 3100Y/ 2 ) (11C.6)

Sustituyendo el kernel en 1a ecuacion <IIC.1) se tiene

(-3

rw(.;)tdt -2 B,Qn [u‘oﬂri-{‘;/z])ﬁdce)tdt (11C.7)

(-]

Texy = 3sncC

° Cnm =y 8

Finalmente, usando la relacidn (I1B.11) del Apendice 11B, podemos

escribir I1(x) como

24

Texy: - AMIRC_ o J,ém [_&M__f-_ﬂ] )Owﬂ)ic‘f (11C.8)
e 2

(-4




INTEGRALES D(x) Y §(x).~

Las funciones D(x) y S(x) tienen en su integrando & las }uhciones
de correlacidn é;(s) Y ¢g (s), que se anulan para s ) a, de manera que
existe una restriccion para los valores posibles de t, z ¥ ¢ en las
ecuaciohes (11C.2) y (11C.3), lo que se reflejard en Ios’lfmites de
integracic;n. Es Ifa'cil demostrar que para Ix - t ] > a se tiene s > a, y

para |x - t| £ a se cumple que s { a, por tanto

C:r(s) = C.(s) T O DS Ix-tl> oo (11C.9a)

, 2 2 '
C;rcs) = ?_ﬁ [ - 2V + Vs -siIx-ti1g o (1IC.9D)

1
€ Ls C1+%0) CeSad 1’

3 .
Cls) = €, eMeS - "i MBS s Ix-tl €@ (11C.90)

las definiciones de las constantes que aparecen en (IIC.9b) y (1IC.9c)

pueden verse en la seccion 2.3.

Ahora bjen, dados x y t tales que Ix - t 1< a, Yos valores de z y ¢

tienen los siguientes limites

o< < P (11C.10)

0<£z<s 2, (11C.11)




donde

by .
?S. = arcos x*+ 1 - a® ] . (11C.122)
' z2xt .
1 .2, | Y2
Z, = (a'-X-t + 2xt cotp ) (11C.12b)

en (1IC.12b) la variable ¢ esta dentro del intervalo dado por (11C.10).

-Consideradas las restricciones anteriores podemos ya obtener D(x) y

S(x). En el caso de D(x) podemos reescribir

o0
Dex)y :SP(“ Kapydt (11C.13)
cd d .
' R4y, :
con
(
P 0 .... ... ... Ix-t1>o-
Katxit) = <11C.14)
¢, Zo
ﬂxdcb&cftndz ..... x5 a

°

la expresion de €3(s) para Ix - t| < a estd dada por (IIC.9b). Notese
que el 1fmite inferior en (11C.13) es (R + a/2) en virtud de la
propiedad (2.3.8b).

De igual manera para S¢(x) escribimos

Sexys S > (t) Ko(xpa) dt (11C.15)

o
R 4




Por la propiedad (2.3.8a) y la definicion (2.3.17a) se tiene que

i g#"/’_ o
Sy ‘-"fg Ks(x,t) dt + Ks“#\ fcg"‘-) dt . (11C.16)
-] lk*a/z
con
r 1
o N Ix-tly
K (x4) = '
© < o (11C.17)
A
“"Ljd¢ }d? CS(;';}..‘_ . bw—t)<a
L .° °

para x -t « a,‘la funcion ¢ (s) proviene de (l1C.%9c).

Falta, ahora, obtener las integrales

Zc
LA

[
S cesd de ;| € es dz
° Yo

que involucran las siguientes integrales sencillas

'.
J = S dz (11C.18a)
2. ’
J, = SSdz - (11C.18b)
7.
Ll |
], = X S dz | (11C.18c)

J, - ﬂ s* dyz (11C.18d)




BN e S

estas pueden realizarse directamente dando%0

en donde

Asi

Kaxt)z

-1':5,‘( X,‘L) =

l.=2z. ~daic.19a)
2
J,= az. | 5.3 . (11C.19b)
Z 2 i
I:L\[at:] (11C.19¢)
2 —-——_S—.,
4 .
J, =2far 23512428 7 (11C.19d)
3 3 [ + 2 ° ] + s e M2, |
v
s, = (R4t- axleosdpd* (11C.20)
1 . $. 2
tept ’CX[J 2% 3 4 V90 Jdgoix-tigae
- ‘(H“o) (H'Ya)" . '
| (11€.21)
L X O - e S oot - lX-{l? oL

) 4. ! . :
_4t§ [c‘ Jo + l,Y(ch, + Ji1lcsjs-jd¢ i x-1l S
° (11C.22)

L s] Ce e e e ix=-tl> e

Por todo 1o anterior, D(x) y.S(x) estaran dadas por las ecuaciones

(11C.13), (11C.18), (11C.21) y (11C.22).

e



PENDICE 11D
LIMITES DE LAS ECUACIONES HNC/MSA PARA LA DCC

En este apéndice se demuestra la consistencia de las ecuaciones :
HNC/MSA para 1a DCC, establecidas en la seccion 2.3 de este trabaao,
analizando algunos casos limites. Se estudian los limites: x - ,

a->)O0yR->w,

LIMITE X > & .-

Cuando x 4) ® las funciones de distribucidn gcx(x) deben tender
a 1 reflejando el hecho de que lejos del-cilindro cargado, esto es, en
el *bulto” del electrolito, debe existir la misma probabilidad de
encontrar un ion negativo o uno positivo. Para demostfar que las
ecuaciones HNC)HSA para ta DCC cumplen con dicho limite partimos de la

siguiente ecuacion

_ anapz GP r - ~
3(&%) = exp { E Lo € %) + st( ) {‘c:‘({) A /g
st ' 'm*;fé'w Pt vt di
~ 4 . i . p X 4 - ¥ ’
+ 7, j cdcsaﬁé‘ﬁw\g-y _f_e..n..K i-x,L—-z—--]fca‘ t ¢I11D.1)
-]
que es una expresion equivalente a (2.3.6), en la que dnicamente se ha
sustituido 1a integral I(x) (v€ase el apéndice 11C) y se ha exigido que
Ucx(X) se anule en infinito.
Si x =)o , se tiene que s > a, por lo cual czr(s) =cg(s) =0
(ver las ecs. 2.3.4). Ademds, el logaritmo en el integrando del ultimo

término en (11D.1) puede sustituirse por

2 T 2? 3
L\[xnux—t”: 2 b % © ¢1ID.2)
2




La ecuacion ¢(IID.1) se convierte, entonces, en
2 . A
q. 8% =ex;={:‘_”_:£_zxnx (c&+ejfc§£)tdt); (110.3)

Utilizahdo la condicién de electroneutralidad (11B.11) los términos

en la exponencial se cancelan quedando

() = 1 (X=+xm) (11D.4)
cY .

LIMITE a -> 0.-

En el limite en que el didmetro de los iones del electrolito sea

cero puede demostrarse facilmente que Kd(x,t) = Kg(x,t) = 0 para

cualquier valor de x y t, esto es, al considerar a los iones como
puntuales, la correlacidn entre ellos estara dada uUnicamente por el
potencial coulombiano Cintegral de f(x,t)). Por 1o anterior, para el .

caso de iones puntuales, la expresion ¢(2.3.13) es

. -3
gc(rx) = exp{—echtpa + Za,g-f?(x,'l:) Pcd({) dt } : (110.9)
. R+'>'_

Sustituyendo la expresion del potencial sobre la superficie del

cilindro g, en términos de 1a integral de fcd(t), resulta

2 3
o = exp {2 €zy ( dn [x%rt t ] x'—t_‘_lj F_Jt)’tdt (11D.6)
) € J 2 x?*

K9, |




Dividimos, ahora, la integral en dos regiones de integracion: x > t

yx {t, En elqprimer caso el integrando es cero, de manera que g u(x)

puede escribirse como

-

kA

x> = € - 4ﬂ€é?rr In (XN p eyt dt ¢11D0.7)

c» XP{ € {) fed }
A

pero, precisamente, la integral de la ecuacidn anterior es la relacion
(11B.5) entre el potencial electrostatico promedio Yix) ¥ fcd(t)~-
Tenemos, entonces, la siguiente relacion en el limite a -> 0

134

x> = exp {_pezkwm} (110.8)

La ecuacion anterior es la relacion entre 9cy$x) ¥ ﬁz(x) en la

teoria de Poisson-Boltzmann no lineal para la DCC (vease la seccion

1.3). Esto es, en el limite a =) 0 las ecuaciones HNC/MSA para la DCC se

convierten en 1a forma integral de la ecuacidn de Poisson-Boltzmann no
linealizada, que se obtiene de la ecuacion de Poisson (I11B.1) al

sustituir en ella la expresidon (11D.8).




LIMITER =) 00 .-

Partimos de la siqguiente ecuacion

3(5\0 - exp{M Inx o+ 5C5(5) ?célz.) d\’s _

€
@

<0 ' 2;- N '
+ zxjcdcw )r'céﬂ vy + 2n ; ~rSmx,t)ragh td“} (110.9)
o .
donde

wexty o da X U (11D.10)
. ,

8i definimos las variables x = x - R, tQ =t-R y 1= t;ﬁ y 1a

ecuacion (11D.9) puede rescribirse como
. @ TRt o

r "
QY = exp {__4__"57‘322!_5_1" A1 OX,+ R) + Sd{. 3 41 ') dz C e 'f'cgl-..S

ey &=

_ TROYoTIRAE) L
53 rmu,s © s . :
or
_ I ’ > 3 zngez, . .
4 z‘fdgcxj AL \dig,cs %4.__)., — _Xu(x“{,) fcgi_)({,m)d{, C(IID.11)
-R —TK!-":O\ - -R
con
§%_ 2 plx rRYZpC 4 Ry 2(x°+m<{;»k><°5( 2 ) (110,12
R+t
y

UK, ALY = AM{ %((x,m)‘ﬂg:zh lexarRY = G+ RY' 1) } (11D.13)

El primer término de Ya exponencial en ¢(1ID.11) puede ponerse como

€

M[MRJr JM(|+5:)} (11D0.14)
=




El Ultimo término de la exponencial en (11D.11) puede escribirse de la

siguiente manera

a0 [
_EEE_EL Jn (R Xump(md{,.r 2né€ir S(i‘rk)f(t) X
J~R
. N
xe o, 1yx b e by i._ia_ ];;}% ¢11D.15)
L\L{1+R+R*‘Z('€ ) Y R Z( R'p_) ',f N

Utilizando la relacion (11B.11) se tiene

(x) = exp { AN2CLOR | b, 1 [dzccsx (1.)
o= e[ BE L) ) i “
o a2 - PiRit,

+z¥jdi= di dch >f({>¢°“”¢ § cuqnz)ch,} ¢11D.16)

"R =N(R4E) —eo

Desarrollando los logaritmos dentro de la exponencial para
argumentos pequeffos y tomando el limite R -)> © , la ecvacion ¢(11D.164)

puede reescribirse como -
X o hal

, r [ |
- exp {AMEZORX {Sdi 47 c.t '
0 ip{_;_é________ + 1 J 47 corsy g )

-l ’CQ
ZT\VC?& ( { k) ¢ dt
+ Sd{ dij ki c (s) W) 4 ___L_.___.J X+t 4 (x-t1 13) (11D.17)
7 |dt)et] P =) fgrdty

“en donde se han eliminado los subindices cero de las varijables x_ ¥y ¢t,.
Desarrollando el termino CoS(£/(R+t.)) de (I1ID.12), la distancia
interionica esta dada por

et

T .
Stz 2%+ (x-t¥Y + L -¢11D.18)




La expresion anterior da la distancia s en coordenadas cartesianas.

Finalmente, en coordenadas bipolares, la ecuacién (11D,17) es

~© «©
x> = exp {Aﬂﬁeez.cRx + ™ Iﬁéh dt yscscs) ds
> v - Ix-11
2 » .
+7ijc§{)dt sc:'cs>ds + Z_Tir’ge_ﬁ r Cxrb+ix-t) ﬁjt)d‘:}ﬂlD.l?)
e Ix-4! -co

N . . ! .
La ecuacion anterior es la expresion de las ecuaciones HNC para la

nce. 21




APENDICE 11E
INTEGRAL DE LN (Sp)

Al evaluar numériéamente elvkernel Kgix,t), para el caso x = t, la
integral de In Sj (véase la ec. 2.3.17d), proveniente de -Jp, diverge en
¢ = 0. Sin embargo, puede demostrarse que el integrando tiende a un
Yimite y que, por lo tanto, la integral numérica puede realizarse. Para
x =t se tfene que |
6 » 4

dg Op ¢ = e )P %‘;l,mu—cosr;) d¢  (IIE.1)
/

Yo

ey

Realizando una integracidn por partes podemos reescribir la

integral anterior de la siguiente manera

¢n {'d.
; 2 " $ sen s
S, d¢ = @~ Lo 2220 dg (11E.2)
El integrando del lado derecho es igual a 2 cuando ¢ -> 0, de manera
que, redefiniendo el integrando de la integral impropia en (11E.2) de la

siguiente manera

{. _2--...-—--¢:0

! |
{ (11E.3)
| $ ceng .. PO

l 1 - cosg

se obtiene una integral propia que puede llevarse a cabo en forma

numerica.
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FIBURA 1.- Representacion esquemitica de 'a Doble Capa
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Eléctrica (DCE).,

Distribucion de carga alrededor de una particula

coloidal con carga negativa.

Curvas del potencial electrostatico promedio para una

DCE asociada a una particula con potencial

superficial Y p. La curva inferior muestra el caso en

el que Yo'Ys <O.
La estructura del ADN propuesta por Watson y Crick.

Fuerzas presen}es en la electroforesis. La linea

interrumpida representa l1a DCE.

é.- Variacidn de 1a movilidad en funcion de K.a

.

(referencia 62).

Geometria del Modelo Simple.
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FIGURA 8.- Potencial zeta para u; electrolito simétrico
monovalente (a = 4,25 A, T = 298°K, € = 78.5) como una
funcion de Va densidad de carga superficial O para
diversds valores del radio del cilindro. Las curvas en
1a parte superior de la grafica son para uﬁa

v

concentracion de 0.0§ M y el conjunto de curvas en la
parte inferior son para 1 M. Las 1fneas solida e
interrumpida muestran los resultados do !NC/MSA y PB,

respectivamente. -

FIGURA 9.- Potencial zeta para un electrolito simétrico divalente
(a=4,25A, T=29"K, € = 78.5) como una funcidn de
1a densidad de carga sup‘ebficial O para diversos
Qalores dell radio del cilindrd. La's» curvas en la parte

~ superior de -h gréfica son para una concentracién de
0.005 M y el conjunto de curvas en la partebinferi-or
son para 0.5 H..Las lfru(eas solida e ir;terrumpida
mqeétnn l§s_resultados de HNC/MSA ¥y PB,

respectivamente.

FIGURA 10.- a), b) y €): Variacion de) potencial zeta como funcion
de la densidad de carga. superficial O, sobre una
particula coloidal aproximadamente esferica. El
significado de los simbolos se incluye en la misma

figura (tomadas de la referencia 92). ["U{ym exf’C'/M}‘f"f.




FIGURA 1].~

FIGURA 12.-

FIGURA 13.-

FIGURA 14.-

Potencial zeta par;'un elettrollto.iluitrico divalente
(T= 29B'K, € = 78.5) como una funcion de 1a a.ns;;:;“7
de carga superficial para dos diferentes valores de!l
didmetro idnico a= 1y 4.25 A, y para dos
concentraciones molares del electrolito

( f; = r; = 0,005M y 0.5 M). EI radio del ;ilindro es
de 5 A para.todas las curvas. Las lineas solida e
interrumpida muestran los resultados de HNC/MSA y PB,

respectivamente.

Pbtencia! zeta para un electrolitoe simétrico
monovalente (a = 4.25 &, T = 298°K, € = 78.5) como una
funcidn del inverso del radio del cilindro para
densidad de carga constante. Las lineas solida e

interrumpida muestran los resultados de HNC/MSA y PB,

respectivamente.

Potencial zeta para un electrolito simétrico divalente
(a=4.25A, T = 298K, € = 78,5) como una funcidn del
inverso del radio dei cilindro para densidad de carga
constante. Las lineas sdlida e interrumpida muestran

los resultados de HNC/MSA y PB, respectivamente.

Potencial zeta para un electrolito simetrico
monovalente (a = 4.25 &, T = 298°K, € = 78.5) como una
funcion del “inverso del radio del cilindro para
potencial superficial constante. Las 1ineas solida e

inferrumpidl muestran los resul tados de HNC/NSA,?»PB;

respectivamente.




FIGURA 13,.- Potencial zeta para u; electrolito sln(trlco divalente \\\
(a=4.254, T= 298K, € = 78.3) como una funcidn del
inverso del radio del cilindro para potencial
superficial constanté. Las 1{neas solida ¢ interrumpida
muestran los resul tados de HNC/MSA y PB,

respectivamente.

FIGURA 14.- Carga de exceso adsorbida por la particula cilfndrica
para Qp electrolito 1:1 (a = 4.25 &, T = 298°K,
‘ € = 78.5) como una funcf&h del inverso del radio del
cilindro para densidad de cargaAconstante. Las lfngas
solida e interrumpida muestran los résultados de

HNC/MSA y PB, respectivamente.

FIGURA 17.- Carga de excesc adsorbida por la particula cilindrica
para un electrolito 2:2 ¢a = 4.25 A, T = 298°K,
€ = 78.5) como una funcidn del inverso del radio del
cilindro para densidad d; carga constante. Las 17neas
solida e interrunpidé muestran los resultados de

HNC/MSA y PB, respectivamente.

FIGURA 18.- Carga de exceso adsorbida por la particula cilindrica
para un electrolito 1:1 (a = 4.25 &, T = 298°K,
€ = 78.5) como una funcibn del inverso del radio del
cilindro para_potencial super{icigl constante. Las

1{neas s0lida e interrumpida muestran los resul tados de

HNC/MSA y PB, respectiuaménte.

b A A MR i+




FIGURA 19.-

FIGURA 20.-

FIGURA 21.,.-

Carga de exceso adsorbida por la partfcula cilfndrica
para un electrolito 212 (a = 4,25 A, T = 298°K,

€ = 78.5) como una funcidn del lnvirso del radio del

_cilihdro para potencial superficial constante. Las

1{neas solida ¢ interrumpida muestran los resultados de

HNC/MSA ¥ PB, respectivamente.

Perfiles de las funciones de distribucion de un
electrolito 1:1 con densidad electrolf{tica 1 M
(a=4.25A, T = 298"K, € = 78.5) para diversos radios

del cilindro. En todas las curvas el valor de la

densidad de carga superficial es O = 0.220 C/m2, {,¢

1ineas sdlida e interrumpida muestran los resultados de
HNC/MSA ¥ PB, respectivamente. Al graficar los valores
de las abcisas se utilizd una escala proporcional a
senh~1, '

. ‘
Curva del potencial electrostatico promedio de un
electro)ito 111 con densidad electrolftica M
(a=4.25 A&, T = 298°K, € = 78.5) para diversos radios
del cilindro. En todas las curvas el valor de la
densidad de carga superficial es O = 0.220 C/n2. Las
lfﬁeas solida e interrumpida muestran los resultados de
HNC/MSA y PB, respectivamente. Al graficar Yos valores
de las abcisas se utilizo una escala proporcional §

senh™ !,




FIGURA 22.-

FIGURA 23.-

P‘er(nu de 1as funciones de distribucidn de un
electrolito 212 con densidad electrolftica 0.5 M

(a = 4,25 A, T = 298°K, € = 78.5) para diversos radios
del cilindro. En todas las curvas el valor de la
densidad de carga superficial es O = 0.3031 C/m2. Las-
Jineas sdlida e interrumpida muestran los resul tados de
HNC/MSA y PB, respectivamente. Al graficar los valores
de las abcisas se utilizd una escala proporcional a

senh!,

Curva del potencial electrosf‘tico promedio de uh
electrolito 2:2 con densidad electrolftica 0.5 M

(a=4.25A, T= 298°K, € = 78.5) para diversos radios

_ del cilindro.-En todas las curvas el valor de la

densidad de carga superficial es O = 0.3031 C/m2. Las
1{neas sdlida e interrumpida muestran los resultados de
HNC/MSA y PB, respectivamente. Al graficar los valores

de las abcisas se utilizo una escala proporcional a

senh~1,




i

FIGURA 24.- Perfiles de las funciones de distribucién de un

FIGURA 25.-

electrolito 111 con densidad electrolitica 1 M

(T = 298°K, € = 78.5) para dos diferentes dianetros
fonicos (a =1 y 4.25 A). En tadas las curvas la
densidad de carga superficial es U = 0..220 C/nm2 y o)
radio del cilindro tiene como valor 5 A. Las 1{neas
solida e interrumpida muestran los resultados de
HNC/i43a y PB, s*;a'specti‘vlamehte. Al graficar los valores
de las abcisas se utilizo una escala proporcional a

senh‘l,

Movilidad electroforética reducida para un
electrolito 1:1 (T = 274.46°K, € = 78.5) como una
funcion de l1a concentracicn electrol itica para dos
valores del diametro idnico (a = 4.25 y 7.4 A). En
todas l‘as curvas la densidad de carga superficiai es
C = 0.1544 C/m? (3 = 4.6) y el radio del cilindro
tiene como valor 9.8 A. Las 1ineas sdlida e
interrumpida muestran los resu!tad{:s de HNC/MSA y PB,
respectivamente. Los puntos son datos experimentales
tomados de 1a referencia B6 ¢ @ = Li*, B = Na*,

O=K'y 4=TMa%.




FIGURA 26.- Carga de exceso adsorbida por 1a partfcula cillindrica

FIGURA 27.-

para un electrolito 111 (T = 274.646°K, & = 78.5) como
una funcion de la dinsidad electrolftica para dos
valores del didmetro idnico ¢a = 4.25 y 7.4 A). En
todas las curvas la densidad de carga superficial es
O =0.1544 C/m2 (¥ = 4.6) y el radio del cilindro
tiene como valor 9.8 A. Las 1{neas sdlida e
interrumpida muestran los resyltados v INCAIRS » PB,

respectivamente,

Perfiles de las #unciones de distribucion de un
electrolito 111 (a = 4.25 A, T = 274.46°K, € = 78.5)
para varias concentraciones electroliticas (0.1, 0.2 y
1 M). En toda; las curvas la densidad de carga
superficial es O = 0,1544 C/m2 (E = 4.6) y e} radio
del cilindro tiene como valor 9.8 A. Las 1ineas solida
e interrhmpida muestran los resul tados de HNC/MSA y PB,
respectivamente; Al graficar los valores de las abciéas

se utilizo una escala proporcional a senh~!,




FIGURA 28.- Perfiles de las funciones de distribucién de un
electrolito 111 (a = 7.4.6. T = 274.66°K, € = 78.5)
para varlas concentraciones electrolfticas <0.05, 0.2 y
1 M). En todas las curvas la densidad de carga
superficial es O = 0.1544 C/m2 ( € = 4.6) y ¢) radio
del cilindro tiene como valor 9.8 &. Las 1fneas solida
e interrumpida muestran los resul tados de HNC/MSA y PB,
r2spactivamente. Al graficar los valores de las abcisas

se utilizo una escala proporcional a senh'l;‘
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