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JNTRODUCCI ON 

En esta tesis presentamos e1 primer estudio extenso de l a  dob 

capa cilindrica (DCC) mediante la teoría de funciones de distribuc 

L e 

on 

para el Modelo Simple (Modelo Primitiuo'Restringido + cilindro rígido 

infinito). Se obtienen diversas propiedades termodinámicas e 

hidrodinámicas para dos tipos de aproximaciones: WCAICA y 

Poisson-Boltzmann ( PB ) .  Los resultados se comparan con datos 

experimentales. 

El tema de la DCC y de las soluciones polielectrolíticas es un 

tópico de gran interés en la actualidad, en el cual, hasta muy 

recientemente, se seguian manejando teorías con serias limitaciones. 

Nuestro trabajo incorpora a este problema teorías de liquidos 

ampliamente estudiadas en sistemas de electrolitos simples. 

La tesis se divide en cuatro capítulos que constan de lo siguiente: 

CAPITULO 1 .- En el se hace una descr ipc iÓn de lo que es la doble 
capa eléctrica, un concepto fundamental en este trabajo. Se revisa la 

teoría de funciones de distribucich Y se introducen la ecuación de 

Orstein-Zernike y l a  aproximación W C .  Presentamos la teoría de 

Poisson-Boltz'mann para la doble capa cil indrica y discutimos sus 

limitaciones Y aciertos, ya que será punto de comparación para l a  teoria 

de WCAICA, resuelta por primera vez en esta tesis. 

Además, se establecen los resultados fundamentales de l a  teorÍa de 

Condensación de Contraiones de Manning, teoria que ha sido utilizada 

ampliamente en el pasado. En la seccidn final-We este capítulo, 

presentamos la teoría de lo electroforesis que relaciona la estructura 



de l a  doble capa (funciones de distribución) con l a  cantidad 

hidrodinámica llamada novil idad electroforética. Esta relación permitirí 

comparar nuestros resultados numéricos con datos experimentales. 

CAPITULO 2.- En este capítulo descr.ibimos las caracteristicas del 

modelo que usaremos para representar una solución polielectrolitica 

(Modelo Simple). Presentamos el Metodo Directo (MD) que es un formaliemo 

para incorporar el efecto de un campo eléctrico en un fluido hmogéneo. 

Se apl ica el MD al problema de un electro1 i to en presencia de un campo 

externo de gecmetría cilíndrica ( D E )  y, usando las aproximaciones 

MiC/tIEA y PB, se establecen las ecuaciones integrales correspondientes 

para las funciones de distribuc Ón. Incluimos adernas el método de 

solución numérica de las ecuaciones integrales para la DCC. 

CAPITULO 3.- Presentarnos los resultados de l a  solución de las 

ecuaciones integrales de PB y i-üJC/MCA, y discutimos la dependencia de 

las funciones de distribución, el potencial zeta, las isotermas de 

rdsorción y el potencial electrostático prmedio, en funcion del radio 

del cilindro, de su densidad de carga y de l a  distancia entre los iones 

Y la superficie cargada. Las movilidades electroforéticas calculadas a 

partir de los resultados para las funciones de distribución se comparan 

con datos experimentales para e1 AB4 a diferentes concentraciones 

electroliticas Y examinamos la concordancia de nuestros datos con 

recientes simulaciones de Montecarlo para la DCC. 
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CAPITULO 4.- En el capítulo final presentamos las conclusiones de 

e s t e  trabajo y las consecuencias de los resultados del capítulo 3. 

Asimismo, hacemos algunas sugerencias para trabajo futuro. 

, 
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J 7EORIAS P A M  LA 0 cc Y LA TEORIA DE LA ELECTROFORESIE 

1.1  lA DOBLE CAPA CILINDRlC(I Y A L G M S  PROPIEDADES DE LCIS 

SOLUCIONES POLIELECTROLITICAS 
! 

Un gran número de macromoléculas ex i s te  en soluciones acuosas, o en 

o t r a s  so luc iones polares,  en l a  forma de macroiones (moléculas de gran 

tamaño con carga e l é c t r i c a ) .  I n c l u i d o s  en e s t e  grupo están, P.e.¡, l o s  

p o l  ¡e lec t ro1  i t o s  s i n t é t i c o s  y d iversas  pro te inas  CMIO los  ácidos 

nuc lé icos  (ADN y h k ) .  En estos sistemas l a s  fuerzas e l e c t r o s t á t i c a s  

juegan un papel determinante en l a  conf igurac ión  del sistema, as¡ como 

en sus propiedades termodinámicas e h idrodin&icas. l  

En l a  i n t e r f a s e  e n t r e  dos estados de agregación (p.ej .  una 

p a r t i c u l a  c o l o i d a l  y e l  e l e c t r o l i t o  en que se h a l l a  inniersa) se forma lo 

que se  denomina como l a  Doble Capa E l é c t r i c a  (DCE Ó DC). E l  o r i gen  de l a  

DCE puede expl  i ca rse  en l a  forma ~ i g u i e n t e : ~ ~ ~ , ~  Las macronioléculas 

(neut ras  fuera de l a  so luc ión  e l e c t r o l í t i c a )  adquieren carga 

s u p e r f i c i a l ,  ya sea  por l a  i.onizaciÓn de grupos s u p e r f i c i a l e s  de carga 

(p.e j .  e l  ADN) o por  l a  absorción de iones (p.ej.  carbón c o l o i d a l  o ' 

burbujas de a i r e ) ,  cuando están en contac to  con e l  medio acuoso. De 

hecho, Reuss' (1809) demostro' experimentalnlente que tan  s ó l o  por e l  

con tac to  en t re  un l i q u i d o  y un s ó l i d o  e s  pos ib le  e l e c t r i f i c a r  l a s  dos 

f a r e s .  

Entonces, un sistema de DC que cont iene macropar t ícu las en 

suspensión e 5  s i m i l a r  a una so luc ión  e i e c t r o l i t i c a  simple, l a  cual  en 

con jun to  e s  e l¿c t r i camente  neutra.  S i n  embargo, en e l  sistema de DC una 

1 
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de las especies t i ene  dimensiones mucho mayores que los iones s imples en 

e l  l i q u i d o  y una carga ne ta  (densidad s u p e r f i c i a l  cr ) muchas veces más 

grande que l a  de un ion un iva len te .  LOS iones de carga opuesta a l a  de 

\ a  p a r t í c u l a s  grandes, Y que deben es ta r  presentes para mantener l a  

n e u t r a l i d a d  e l é c t r i c a ,  son denominados "contraiones. o 'gegeniones". LOS 

iones d e  s igno s i m i l a r  a l  de l a  carga de l a  macropar t ícu la ,  siempre 

presentes en cualqu ier  so luc ión  r e a l ,  se l laman "coiones". Debe haber un 

exceso de contraiones en r e l a c i ó n  a l o s  coiones, en l a  vecindad d e l  

c i l i n d r o ,  que garant ice l a  e lec t roneu t ra l i dad .  E s t a  d i spos i c ión  de la 

carga e l é c t r i c a  es l o  que se conoce, comúnmente, como doble capa 

e l é c t r i c a ,  aunque en ocasiones, Y e s t 0  o c u r r i r á  en es te  t raba jo ,  se d a r a  

e l  nombre de DC a l a  d i s t r i b u c i d n  de l o s  iones en todo e l  f l u i d o  y no 

s ó l o  en l a s  proximidades de l a  s u p e r f i c i e  c i l í n d r i c a .  

La es t ruc tura  general de l a  DC, aceptada en l a  actual idad,  e s  l a  

desar ro l lada  por Stern, quien incorporó l o s  p r i n c i p i o s  es tab lec idos  par 

Helmholtz, Per r in ,  GoUY Y Helmholtz p r e d i j o  que l a  DC formaba 

un condensador de placas para le las ,  donde una de l a s  p lacas  estaba 

c o n s t i t u i d a  por l a 5  cargas en e l - c i l i n d r o ,  Y la  o t r a  c o n s i s t i a  de l a s  

cargas en e l  f l u i d o .  Esta h ipó tes i s  fue c r i t i c a d a  por Gouy y Chapman, 

quienes propusieron que l a  energía térmica d e b e r í a  p reven i r  l a  formación 

de t a l  es t ruc tu ra  y tender ía a d i s t r i b u i r  l o s  iones en todo e l  espacio 

adyacente a l a  in te r fase .  En su lugar ,  e l l o s  postulaban una atmosfera 

i ó n i c a  d i f u s a  en l a  cual  e l  po tenc ia l  e i e c t r o s t á t i c o  ( func iones de 

d i s t r i b u c i ó n )  tendería a cero  (uno) sobre l a  d i s t a n c i a  l/%, 

Los contraiones en exceso Cercanos a l a  s u p e r f i c i e  cargada 

'apantal lan' l a  fuerza de a t racc ión  e l e c t r o s t á t  Jca sobre 105 iones que 
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se encuentran mas lejanos. Esto resulta en un decrecimiento rápido del 

potenc i al el ectrostát i co promedi os para di stanc ias pequefias a 1 a 

macropartícula 

que este modelo es mas adecuado que el de Helmholtz, predice una 

capacitancia de la DC que es mucho mayor que l a  reportada en 

experimentos, lo que lleva a un valor absurdo de la concentración iÓnica 

cerca de la interfase. 

más lento para distancias mayores. Pero, no obstante 

t 

Stern atribuyó esta discrepancia al tratamiento de los  iones c m o  

cargas puntuales. Además, mostró que n-i la descripcidn de Helmholtz ni 

la de Gouy y Chapman eran correctas, desarrollando una teoría que 

incorpora las características principales de ambas. Stern consideró l a  

posibilidad de adsorción especifica de iones, la cual produce una capa 

de contraiones unidos a la superficie, en parte por fuerzas 

electrostáticas y en parte por fuerzas de Van der Waals, de manera tan 

firme que no es disgregada por la agitación térmica. En este modelo, la 

DC esta dividida en dos partes (vdanse las figuras 1-31. La primera 

capa, conocida como l a  capa de Stern, de aproximadamente un ion de 

grueso, es aquella que permanece en contacto con la macropartícuia; en 

esta región hay un rapido decrecimiento del potencial electrostático 

Promedio de 3.'0 a 
considerarla como l a  representación de l a  interaccio'n entre l a  

macropartlcula Y los iones a través de un potencial de esfera dura, 

Otra manera de ver la capa de Stern es 

La segunda parte , que se extiende en la fase 1 íquida, es una capa 
difusa en la cual el potencial cae de a O , En esta atmósfera difusa 

l a  agitación térmica permite el movimiento libre de los iones. Sin 

embargo, la distribución de los ones positiuos y negativos no es 
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uniforme. El cambio tn el potencial en la capa de Stern aumenta con la 

concentración Y l a  Valencia del electrol i to. Con iones pol ivalentes es 

posible invertir el signo del potencial ( T o  9, 
resume el comportamiento del potencial. 

0 ) .  L~ figura 3 

La carga en la superficie es igual en magnitud pero de signo 

opuesto a l a  suma de las cargas en las regiones fija y difusa de la DC. 

Una vez que se tiene una imagen general de lo que es l a  DC, es 

necesaria la descripción detallada de la distribución iónica. Desde 

principios de'siglo, Hardy (1899) estableció la estrecha relación que 

guardan los fenómenos eiectrocinéticos (ver seccion 1.5) y l a  

estabilidad de los coloides, con la existencia de la DC.2 Ademis, los 

avances en l a  teorÍa de las funciones de distribución han permitido 

establecer la dependencia fundamental de las propiedades termodinámicas 

en función de la estructura de la DCE. 

Podemos concluir entonces que, el avance en la descripción de lo 

que llamamos sistemas con carga eléctrica' depende del correcto 

entendimiento de la DCE. 

Como parte final de esta secc iÓn deseamos .establecer algunas 

definiciones relacionadas con las soluciones de macromolQculas 

ci 1 Índricas qua queremos modelar, as¡ como algunos valores de los 

parhetros de los sistemas: radios moleculares, concentraciones iónicas, 

ctc. 

El objetivo final de un estudio de l a  DCC es aplicarlo a la 

descripción de soluciones electrol (ticas de nacroparticulas c i l  Índricas. 

7 



Existen diversos sistemas que pueden modelrrse, por ejemplo, soluciones 

de partículas coloidales, proteinas fibrosas, microelectrodos 

cil Índricos y moleculas pol ielectrol fticas. . 
LOS POI ielectrol it051 son poi imeros 1 ineales con monáneros que 

contienen grupos iónicos (cargados). Otro tipo de moléculas con simetría 

cilíndrica son los polinucleótidos que incluyen el ADN y el &cid0 

ribonucléico (ARN). Sin embargo, se utiliza cmÚnmente7 el tdrmino de 

solución poi ieiertrul ítica para referirse tanto a los poi ímeros como a 

los pol inucleót idos. 

De entre las proteinas que se encuentran en la naturaleza, las 

proteinas fibrosas tienen una estructura que se asemeja a l a  forma 

helicoidal del ADN (uéase la figura 41, y pueden representarse, en 

primera aproximación, como cilindros cargados. Ejemplos de ellas son: el 

colágeno, la fibrina y la miosina. 

Otras moleculas cilíndricas son el virus del tabaco y los ya 

mencionados ácidos nucliicos. Estos Últimos han sido estudiados 

. ampliamente por su importancia en los sistemas biológicos. En 

particular, el ADN será objeto de especial atención en este estudio 

(uéase la sección 3.2). 

Los radios de algunas de las moléculas ci'l(ndricas referidas son 

MI OSIW 80 

VIRUS DEL TAMCO 80-90 

8 



Las caracterfsticas del electrolito en el cual se hallan inmersas 

las partículas cilíndricas son otro aspecto importante. Una solución que 

contenga macroiones, necesariamente, contiene contraiones para conservar 

el conjunto eléctricamente neutro. Mas 'aún, en cualquier solución 

existen, inevitablemente, tanto iones positivos como negativos ademas de 

las macropartícualas, a pesar de que en principio sólo es necesaria la 

presencia de contraiones por la electroneutral idad.1 N~ obstante, en l a  

teoría de soluciones iÓnicas se distingue entre dos tipos de ellas. Las 

soluciones con sal añadida que contienen macroiones, contraiones y 

coíones (macroiones + electrolito). Y las soluciones sin sal añadida que 

están constituidas tan sólo por macroiones y contraiones. Estas Úl t inas 

son una ideal izacibn, aunque se han real izado tanto estudios teÓricos,8 

como de simulaciones en computadora9 para tales sistemas. En esta tesis 

consideramos soluciones pol  ielectrol Íticas con sal añadida. 

Por Último, las concentraciones usualmente estudiadas en las 

soluciones poi ieiectroi íticas están en el intervalo í 0 . 0 0 í  M, I ~1.para 

l o s  diámetros de los iones del electrolito, podemos tener una estimación 

a partir de l o s  diámetros hidratados de K' y Li', que serán empleados en 

esta tesis (ver se'ccion 3.2) 

K+ 4.25 

L i+ 7.4 



1.2 TEORIAS DE FLEICIONES DE DISTRIBUCIW 

Para l a  descripción de un sistema a través de l a  mecánica 

&stadistica es suficiente conocer la función de partición 

correspondiente. Las condiciones f Ísicas que prevalecen en el sistema 

(p.ej. temperatura, presión o energía constante) determinan l a  manera de 

calcular la func 

microcanónico). 

En sistemas 

Ón de partición (ensamble canónico, isobárico o 

con interacción compuestos de muchas particulas 

(p. ej. un liquido) es virtualmente imposible obtener la función de 

partición asociada. Una manera alternativa para enfrentar el problema de 

l a  descripción termodinámica de tales sistemas es utilizar la teorÍa de 

funciones de distribucidn que ha sido utilizada ampliamente, desde hace 

muchos años, en el estudio de sólidos Y liquidos Y ,  mas recientemente, 

para sistemas con carga eiictrica. 

Ya que en este trabajo se emplea, de manera fundamental, el 

formalismo de las funciones de distribucidn para, sistemas cldsicos en 

equilibrio, presentaremos en esta sección una somera introducción al 

tema, incluyendo la ecuación integral de Ornstein-Zernike y la 

aproximación de cadena hipertejida (HNC), que será utilizada en nuestro 

estudi o. 



En e l  ensamble canonico l a  func ión  de p a r t i c i ó n  p a r a  un sistema en 

e q u i l i b r i o  de N p a r t í c u l a s  e s t á  dada por  l a  s i g u i e n t e  expresión 

En e l  caso en que e l  p o t e n c i a l  e n t r e  p a r t í c u l a s  UN no depende de l o s  

impetus, l a s  propiedades del sistema pueden expresarse en términos de l a  

i n t e g r a l  conf igurac iona l  t~ 

, 

(1.2.2) 

E s t a  i n t e g r a l  es, en general,  imposib le  de r e a l i z a r  d i rectamente para  

po tenc ia les  que modelen sistemas r e a l e s  (p.e j .  sistemas con carga 

e l é c t r i c a  6 l f qu idos ) ,  por  lo que debe usarse algun camino a l t e r n o  y 

equ iva len te  para obtener l a  información contenida en ZN. Este camino e s  

e l  de l a s  funciones de d i s t r i b ~ c i ó n . ~  

En un sistema como e l  que nos ocupa, l a  p r o b a b i l i d a d  de encontrar a 

l a  p a r t i c u l a  1 t n  e1 elemento de volumen dr'l alrededor de l a  

p o s i c i d n  T 1 ,  a l a  p a r t i c u l a  2 en dF2 al rededor  de F2, ..., a l a  

p a r t í c u l a  n en dCn alrededor de?,,, 5 in impor tar  l a  p o s i c i ó n  de l a s  

r e s t a n t e s  (N-n) p a r t í c u l a s ,  e s t á  dada por  l a  s igu ien te  expres ión que 

invo luc ra  l a  i n t e g r a l  con f igurac iana l  ZN 



\ 

Relacionada con l a  anterior, la probabilidad de encontrar cualquier 

partícula en el elemento de uolumen dr'l alrededor de l a  posición Fl, 
cualquier partícula en dr'p alrededor de 32,  ...) cualquier partícula en 
d:,, alrededor de?,, sin importar l a  posicibn de las restantes (N-n) 

part ícul as es 

La densidad de probabilidad (o  función de distribución) mas simple 

que podemos considerar es SPt,)(F1)i por medio de la cual podemos 

calcular la probabilidad de hallar a la partícula 1 en drl alrededor de 

rl . En un sol ido ordenado como ser ia un cristal esta densidad es 
periddica y con máximos pronunciados en ciertos sitios, pero en un 

fluido isotr6pico y homogdneo (despreciando los efectos de las paredes) 

serd una constante 

4 

I 

(1.2.5) 

la condición de normalizacidn de la función de partición nos dice que 

(1.2.6) 
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por lo que 

AS i 

(1.2.9) 

(1.2.10) 

Definimos, ahora, la función de correlacidn de n partículas 

grdr,,  ..., Fn) cm0 

o 

Para una particuia se tiene 

(1.2.12) 
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Y p a r r  n partículas en un llquido, por (1.2.10) 

(1.2.13) 

-D 

en términos de aP(n)(61,..., r,,) 

Si n << N (N - > c o l  

(1.2.14) 

(1.2.16) 

En particular, si tenemos un sistema de partículas independientes, 

tal que> l& I O  

por lo tanto de la ec. (1.2.11.b) obtenemos que 

* 4 

j n ( r , ,  . . . , I -  ,,) = 1 

(1.2.17) 

(1.2.18) 
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para cualquier n. Además, si n << N y N -> 

(1.2.19) 

De lo anterior se puede uer que el origen del nombre funcidn de 

l,..l, rn> esta en el hecho de que es 'una correlación que se da a gnfi 

medida' de la correlacidn que guardan las particulas en el sistema. 

La probabil idad de encontrar una partícula en d?z alrededor de 3, 

'dado que existe otra partícula en dr'l alrededor de $1 está dada por la 

probabilidad condicional v ( P1 ,  4 r21, que involucra la función de 

distribución para dos partfculas g2<Plr  72) 

(1.2.20) 

Si tenemos un sistema con interacciones que dependen Únicamente de 

1. distancia relativa entre las partículas, tal que 

l a  ecuación (1.2.21) puede reescribirse como 

(1.2.22) 

(1.2.23) 



Por bltimo, poniendo a la partícula 1 en el origen de coordenadas, 

l a  expresión 

(1.2.24) 

nos da la probabi 1 idad condicional de tener una part Ícula en d; 

alrededor de F dado que hay otra en el origen de coordenadas. 

La funcion g(r) recibe también el nombre de función radial de 

di str i buc i dn . 
La función de distribucidn Q2(rl, r2) (o  bien, g(r)) tiene un papel 

primordial puesto que es posible escribir las propiedades termodinámicas 

del sistema en términos de esta funcidn de correlacibn. Por otra parte 

esta importancia se acent6a debido a que esta función puede determinarse 

exper imen t aimen t e. 10 

lntroducimos ahora la función de correlación total. 

h(r12) = ~ ( ~ 1 2 )  - 1 .  Ornstein y Zernike 41904) propusieron que h(r12) 

podía dividirse en dos contribuciones, una parte debida a la interaccidn 

d.irecta entre los dos partículas, dada por c(r12) llamada la función de 

correlacidn directa. Y otra parte indirecta que representa la 

I 

r 

interaccidn entre 1 y 2 ejercida a través de una tercera partícula. 
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Este efecto indirecto esta pesado por la densidad numérica y es 

promediado sobre todas las posibles posiciones de la  partícula 3. Con 

esta descomposición de h(r12), podemos escribir 

Est a ecuac i Ón es 1 1 amada 1 a ecuac ion de Ornste i n-Zern i ke 

(1.2.25) 

(02) que puede 

ser considerada cano una definicidn de c(r12). 

Si pudiésemos establecer alguna relacidn entre c(r12) y h(r12) 

(o g(r12)) l  al sustituirla en la ecuación O2 obtendriamos una ecuación 

integral cerrada para h(1-12) Y al resolver O2 para l a  funcio’n de 

correlacioh total lograríamos la descripción del sistema. 

La cerradura para O2 puede hacerse de manera aproximada en varias 

formas. Las maneras de relacionar c(r12) y h(r12) dan luqar a diversas 

ecuaciones integrales para obtener Q(r12). Por un análisis detallado del 

desarrollo diagramático de g(r l2)  Y .h(r12), se han establecido 

diferentes aproximacíones para la c e r r a d ~ r a , ~  p.ej l a  aproximacion 

Percus-Yeuick (PYIl esférica promedio (MSN o de cadena,’hipertejida 

(WC). La idea detrás de las aproximaciones es despreciar o retener 

ciertos tipos de gráficas en los desarrollos mencionados, dependiendo de 

distintos criterios. En algunos casos e1 nombre de l a  aproximación 

refleja el tipo de gráficas retenidas o despreciadas (v.gr. WC). 

La aproximación WC, que 5 e r i  empleada en este trabajo, e5 e1 

resultado de numerosos autores, aunque e1 impulso inicial puede 

atribuirse a Rushbrooke Y Scoins.11,12 



Incluimos enseguida una derluaclon no rigurosa de la ecuación de 

HNC (que e s  la ecuación de O2 bajo l a  aproximacion de HNC) para g(r12) 

(o h(r12)). - Primeramente, consideremos l a  definición de w,,(?~, ..., rn) 

(1.2.26) 

Sustituyendo la anterior ecuación en (1.2.11b), tomando el logaritmo de 

ambos lados y después el gradiente con respecto a la posicidn de una de 

las n mciécuias 

(1.2.27) 

Ya que el lado derecho de la expresión anterior es la fuerza 

Prmedio f, (;I, ..., rn) ejercida sobre la partícula j, promediada sobre 
todas las  posibles configuraciones de las  (n + 1) partículas que no 

están en el conjunto fijo ( 1 ,  2 , . . . #  n), se obtiene 

* 

+ f,cr,,...i;n) = - vj d, (1.2.28) 

Por l o  anterior, w~(;~,..., rn) se denmina potencial de la fuerza 

promedio. En particular, wZ(r12) es l a  interacción entre dos partículas 

a Ir distancia r12 cuando las N-2 restantes del fluido son prmediadas 

canónicamente sobre todas las configuraciones. 

Con la definición anterior, podemos obtener de manera no rigurosa 

la relación de cerradura entre c(r> Y g(r) en la aproximación de HJC.  
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La función C(P) representa la correlacidn directa entre dos partfculas, 

por l o  que podemos escribir 

donde g , ,  (r) es precisamente la función de distribución radial g(r), es 
0 .I 

decir, g(r) = ~ X P  ( -  ~2(r)), y gidin- (r) seria el término con la integral 

en 02. S i  aproximamos este término como 

(1.2.30) 

tal que u(ri es el potencial de interaccidn entre las dos partículas, 

podemos escribir la siguiente expresión para c ( r )  

8 
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De+ inimos en este punto la función y(r> 

y( r ,  = t e’ 

La ecuación para g(r) en la aprox 

desarrollando l a  g,,&;(oPr) en (1.2.30) y 

mación tiNC se obt 

escribiendo 

ene 

(1.2.33) 

í 1.2.34) 

(1.2.35) 

Finalmente, sustituyendo esta Última expresión en l a  ecuación de O2 

se obtiene l a  ecuación de HNC para g(r) 

Cabe mencionar que se ha obtenido la ecuación para el caso de un sistema 

con partículas de un solo tipo, pero si existen varias especies en el 

sistema l a  generalización de la ecuación tNC (que usaremos en este 

estudio) es directa. 

, 



Hasta hace relativamente poco tiempo se habian emplcrdo dos caminos 

alternativos.para atacar el problema de la doble capa cilfndrica (DCCIr 

la teoria de Poisson-Bol tzmann (PB) I3-l9 Y l a  de Condensacidn de 

Contraiones (CC) debida a flanning~.~~-~~ El propdsito de esta sección es 

presentar una pequeña revisión de los principales rerul tados Y 

caracteristicas de la teoría de PB, que serd punto de comparación 

durante este trabajo. La teoría de CC se discute en l a  sección 

siguiente. 

El procedimiento usual para el estudio de la DCC ha sido utilizar 

la ecuación de PB. Esta teoría tiene sus inicios en los trabajos de Gouy 

y Chapman (GCH) quienes la utilizaron para l a  descripción de l a  doble 

capa plana (DCP) y de Debye Y Hückel para soluciones io'ni~as.~ . 
CS pesar de que KirkwoodZ5 demostró, para el caso de soluciones 

ibnicas, que l a  ecuación de PB es inconsistente con su base 

mecánico-estadística, los estudios de doble capa <DC> y para soluciones 

que se han real izado muestran que para concentraciones del 

orden de 0.1 M ó menores 26v27  l a  teoría de PB representa una buena 

aproximacidn, a pesar de su 'inconsistencia'. 

En e1 formalismo de PB para l a  DCC se emplea el Modelo Primitivo 

Restringido (MPR) para representar el electro1 ¡to y un cilindro rigid0 

inf in¡ to, uniformemente cargado, para simular l a  macropart Ícula <este 

modelo, que denominamos cano Modelo Simple, se discutirá ampliamente en 

l a  sección 2.1). 



A 

Para e1 Modelo Simple es rigurosamente vilida Ir ecuación de 

Poisson para el potenc i al elec trost4t ico promedio yrncp(r): 5 

en donde 

Sustituyendo l a  ecuación anterior en-la (1.3.1) se tiene 

(1.3.1) 

(1.3.2) 

Si suponemos que l a  distribución de los iones alrededor del 

cilindro cargado esta dada por l a  relación de Boitzmann, esto es que 

la ecuacion (1.3.3) se convierte en 

que es la ecuación de Poisson-Boltzmann. La sustitución del potencial de 

la fuerza promedio (véase la seccion 1.2) por e1 potencial 

electrostdtico promedio representa la aproximacidn fundamental en l a  

t e o r f a  PB. Esta aproximacidn se  debe a que el potencial electrostdtico 
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3 
promedio nos da la interacción de un ion central. con una carga de prueba 

que, por lo tanto, no es considerada en el cálculo de este potencial. 

Desde luego, ya que en PB se consideran a los ioncs como puntuales, se 

tiene una limitación adicional en la teoría. 

Con el propósito de incluir efectos de tamaño se han desarrollado, 

posteriormente, ecuaciones denominadas de PB modif icadas.2* En el caso 

de l a  DCC hasta muy recientemente se ha propuesto la correspondiente 

ecuación de PBM.29 

La ecuación PB (1.3:5) para l a  DCC puede reescribirse como 

donde x es l a  distancia perpendicular a.1 eje del cilindro cargado 

inf ¡ni to. 

La solución analítica de esta ecuación es conocida para el caso de 

una solución libre de sal añadida, en la que existe se10 una especie 

ión ca en el electrolito (contraiones). También existe solución' 

ana Ítica para un sistema con contraiones uniualentes de diferente 

tamaño. En cualquier otro caso (sal añadida), la solución de (1.3.6) 5e 

ha real izado en forma nUmériCii30-32 y las propiedades termodinámicas e 

hidrodinámicas del sistema se han derivado a partir de dichos cálculos. 

La forma conocida cano Debye-Hückel de la ecuación PB corresponde a 

la condición 

23 



En e s t e  caso, podernos desarrollar 1; exponencial en Ir sunatorir de la  

ecuación t i  . 3 A  

2 
Despreciando términos de. orden 0(!pe$ym:,"\ 1 ,  o mayores 

I 

? 

Para escribir i a  igualdad anterior se ha usado la condición de 

electroneutral idad en el bu1 to del electro1 i to. A saber 

Definimos la cantidad 

(1.3.10) 

que tiene un significado muy especial en l a  teoría de soluciones 

iónicas, pues el valor (l/b+), que recibe el nombre de 'distancia de 

Debre'# proporciona una estimación del 'grosor' de la DC. Esto es, que 

l a  distribución de iones para x < l/ky determina principalmente las 



La relación anterior es la axpresidn de lo que denominaremos de ahora en 

adelante la teorfa de PB linealizada (PBL),  Y que tiene como limitación 

para 5u validez la condición ( í * 3 * 7 ) .  

La relación (1-3.12) ha sido resuelta analiticamente y se ha 

apl icado al estudio de ciertos sistemas biolÓgicos33, N~ &stante, sus 

resultados son altamente inexactos a menos que l a  densidad de carga 

sobre el cilindro ( o  el potencial) sea muy baja ( o ) ,  o bien que la 

cui,cen2raciÓn sea muy baja. 

Regresando a l a  ecuacion PB, es necesario recalcar que se 

consideran los iones como puntuales (sin correlaciones interiónicas). 

Esta simplificación del modelo lleva a resultados inconsistentes para 

algunas propiedades termodinámicas, por ejemplo: para el grado de 

disociación*13 La sola inclusión en el modelo de una distancia de máximo 

acercamiento de los iones a la pared del cilindro (capa de Stern),. 

aunque no significa t m a r  en cuenta todos los efectos debidos al tamalto 

de los  iones, corrige las fallas en cierta medida. Lo anterior indica 

que la sobresimp'l if 4caciÓn que representa considerar a los iones como 

puntuales establece una de las principales limitaciones y/o fuentes de 

error de la teorÍa PB. 

A pesar del amplio uso que se ha dado a l a  ecuación PB (al igual . 
que la teoría CC) ,  hasta antes de 1979 no se habla realizado ningun 

estudio riguroso sobre la validez de la teoría PB. FixmanP7 ha estudiado 

la val idet de las soluciones numér ¡cas de la ecuac Ón PB comparándolas 

con experimentos en ADN Y concluye que, para iones uniualentes, si la 

concentración de sal anadida es menor o igual a O. M Y si la densidad 



de carga sobre el cilindro es alta, la teoría PB conserva su 

aplicabilidad. 

Por otro lado, el mismo trabajo establece que, para concentraciones 

iónicas bajas, las interacciones entre el cilindro y los iones son mas 

importantes que las correlaciones interiónicas. t 

Ra~nanathan~~, mas recientemente, anal izó l a  ecuacion PB y encontró 

varios aspectos similares entre el comportamiento 

~3 y la teoría &? cc de Ya i , i ing .  

Para establecer 1 Ími tes precisos para la apl 

es necesario realizar pruebas mas rigurosas de l a  

de las so 

caciÓn de 

aprox imac 

uciones de 

la teoría PB 

ón. Como se 

, 

hará notar extensamente (sección 2.11, el modelo usado en PB (y en 

muchas otras teorfas de DC incluyendo nuestro trabajo) es poco realista 

Y cualquier intento de comparación cuant i tatiua con experimentos reales 

de polielectrolitos parece poco signiificativa.35 

Una al ternat iua mas acertada ser fa comparar los resultados te& icos 

con simulaciones en computadora del tipo Montecarlo (MC), puesto que 

tales .experimentos’ numéricos tienen la ventaja de probar la exactitud 

de las aproximaciones en las teorfas, separadamente de cuestiones 

referentes a l a  validez del modelo. 

En el momento en que esta tesis estaba terminada se publicaron 

algunos cálculos de M o n t e c a r l 0 3 ~ ~ ~ 7  para la DCC, usando e1 modelo mds 

comúnmente empleado en los tratamientos teóricos (PB, )EIC/MccS), asi como 

l a  canparacidn con tales teorías. Las conclusiones generales derivadas 

ahí pueden resumirse de l a  siguiente manera: La ecuación PB retiene su 

utilidad semicuantitatiua, o cualitativa, para e1 modelo si 



tstá presente un electro1 i to simétrico uniuaiente en concentraciones 

moderadamente altas (siempre menores que 0.5 M) y para densidades de 

carga no mayores a 0 - 2  coulomb/m2. Esto Último contradice evidentemente 

el planteamiento de Fixman mencionado arriba. Además, para el caso de un 

electrolito simétrico divalente l a  solucion a PB difiere 

considerablemente de MC. 

En resumen, de los resultados de MC para el sistema: Modelo 

Primitivo Restringido + cilindro duro, puede afirmarse que la 

consideraciÓn de la cocrelacion entre iones, despreciada por PB, lleva 

siempre a una mayor concordancia cuantitativa con 1as.simulaciones. 

No obstante sus deficiencias, l a  descripcidn de PB del sistema 

(MPR + cilindro) puede considerarse aceptable bajo ciertas condiciones. 

Uno de los propósitos de esta tesis es establecer limitaciones mas 

claras para l a  aplicación de la teoría PB por lo que incluimos l a  

solucion numérica de l a  ecuación 1.3.6 en su forma integral (uéanse las 

secciones 2.3 y 2.41, con la adición de la capa de Stern al modelo, y su 

comparacidn contra los resultados de l a  teoría MWlSA. 



1.4 LA TEORIA DE CaJDENSAClaJ DE CMIWICNES DE M I N O  

En 1969, Gerald S.  Manning desarrolló la teoria de condensación de 

contraiones (cc)20-24 con el prop&¡ to de establecer un formal ism0 

basado en un modelo mínimo, es decir con el menor número de parbetros 

en el sistema, a partir del cual todas las desviaciones de resultados 

con respecto a l a  ley límite pudieran atribuirse a modificaciones, 

extensiones o mejoras al modelo. 

Basado en una serie de suposiciones, Manning publicó varias 

expresiones 1 [mite, en el sentido de que se propusieron vil idas para 

soluciones a concentraciones infinitamente bajas de sal y 

polielectrolito, que deberían servir para distinguir claramente entre 

aquellos efectos que dependiesen del valor de la concentración. 

En el modelo mínimo que usa la teoría CC el pol ielectrol ¡to es 

representado por una línea infinita con densidad lineal de carga A dada 

b = L/'P 

(1 .4.1)  

(1.4.2) 

en donde P es e1 número de grupos cargados de Valencia zp en un 

de longitud L de l a  llnea de carga. Ademis, se desprecian las 

interacciones entre polielectrolitos. 



Relacionada con l a  densidad de carga A def in imos l a  cant idad 

'adimensional' , 

(1 .4.3)  

que es muy importante en l a  t e o r i a  CC. 

La t e o r í a  de Manning cons is te  basicamente en t r a t a r  l a  d i s t r i b u c i ó n  

de l o s  iones alrededor de l a  I;nea cargada mediante l a  t e o r í a  de PBL 

(véase l a  sección 1 . 3 ) ,  con l a  r e s t r i c c i ó n  de que 5 no exceda e l  v a l o r  

c r f t i c o  dado por ( v e r  Apéndice 119) 

donde i representa l a  especie de l o s  contra iones.  

S in  embargo, si 5 )  / zP2 i r1 ,  Manning propone que l o s  cont ra iones  se 

'condensan' sobre l a  l í n e a  de carga, en can t idad  s u f i c i e n t e  para que l a  

densidai l  s u p e r f i c i a l  de carga r e s u l t a n t e  sea justamente menor a ) z  z.\-I. 

Los contra iones no condensados se t r a t a n  mediante l a  t e o r í a  PBL, 

independientemente del v a l o r  de 5 . Esta h i p ó t e s i s  imp1 i c a  desprec iar  

P '  

~' 

t a n t o  l o s  e fec tos  de tamaño ent re  iones como suponer que s e  cumple l a  

condic idn 

y que l a  concentración ¡chica es suf ic ientemente baja.  

i 

I' 

(1 .4.5)  

b 



Es claro que, la teorla CC tiene varios aspectos discutibles. Et 

primer de el los es si las propiedades de una 1 Ínea de carga son el 

limite para partículas cil indricao. 
Con respectó a 10 anterior, Manning mOStr620 mediante la teoría de 

Mayer que, para un modelo cilíndrico, las expresiones límite de CC Y el 

f e n b e n o  de condensac iÓn de contra iones son vil idos estrictamente en el 
t limite cionica -> O. Por otra parte, se encuentra que las expresiones 

lfmite para ciertas propiedades termodinámicas (p. ej. el factor de 

exclusión de sal de Donnan), basadas en la la teoría PBL son las mismas 

que las obtenidas de la solución numérica de la ecuación PB. Esto es, se 

propone que la teoría PBL puede extender su ualíder a sistemas con 

concentraciones iónicas fini tas. 

A pesar de sus limitaciones, la teoria CC ha mostrado su utilidad 

bajo ciertas condiciones y para ciertas propiedades termodinámicas y de 

transporte, para las cuales ha sido comparada con datos te&icos,7,20 

pero siempre su validez se ha restringido a sistemas tales que 

Cionica 0.01 M. Aun así, desde su aparicion el‘ concepto de ( 

‘condensación de con,baiones’ ha sido aplicado al estudio de muy 

diversos aspectos de las soluciones pol ielectrol í t i c a ~ , ~ i ~ ~  p. e]: 

propiedades de transporte, curvas de titulación, transiciones y otros. 

Muy posiblemente, el hecho de que la teoria CC provee expresiones 

anal Íticas cerradas para diversas propiedades, as¡ como su parcial exito 

en comparaciones con experimentos, ha influido en su unpiia aceptación. 

f 

En el estado actual de conocimientos, se sabe que la teoría de 

Manning tiene fuertes y diversas limitantes. 16,22 Un ejemplo de ello es 

que la teoría de PBL, que subyace en la CC, lleva a errores sustanciales 

, 

I 

1 
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ser incorrecta para valores de la concentración cercanos a cero.14 

Pero las principales objeciones o esta teorfa son: 

A) Que aunque si bien es cierto que debido al campo ele2trico 

producido por l a  línea de carga los contraiones tratarán de anular este 

campo, esto no es de ninguna manera una ‘condensac iÓn’ , ya que los 
contraiones cercanos a la línea de carga tienen una estructura que 

&termina, en forma muy importante, las propiedades del sistema. Por l o  
i 

tanto, no es deseable representar los ¡ones unicamente a través de una 

simplemente una extensión, para geometría cilíndrica, de la teoría de 

Bjerrum3* de electrolitos. La teoría de Bjerrum (y por lo tanto la de 

Manning) es un desarrollo en cúmulos de l a  función de partición 

conf iguracional. En este tipo de teorías existe una fuerte dependencia 

del parámetro que determina el tamaño del cúmulo (en el caso de CC, el 

parámetro 5) cuando el desarrollo se hace en forma aproximada. Sin 

embargo, esta dependencia no tiene ningun significada físico 

fundamental. Por l o  que, l a  importancia qu,e Manning atribuye al valor 

crlticolzpz es, probablemente, equivocada. 

8) Relacionado con l o  anterior, se ha encontrado que la densidad.de 

crr9a electroforética (vdase la sección 1.5) sobre la superficie de la 

macropartícula (p.ej. ADN) puede ser mucho mayor que el valor crítico 

propuesto por Hann i ng . l b  

Cldicionalmente, se ha demostrado que paro cantidades como los 

coeficientes de actividad tanto la teoria PB como CC muestran un claro 

desacuerdo con los experimentos.** Esto sugiere que en ambos 
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tratamientos existen deficiencias fundamentales que pudieran ser 

allanadas con el empleo de alguna teorla mas completa. 

Por las ratones expuestas, en este trpbajo no haremos una 

comparación extensa con los resultados de 9a teorfa CC, sino que nos 

limitaremos a confirmar los puntos A) y B) mencionados en el párrafo 

precedente. Esto es, que no existe significado especial para ningún 

valor del parbetro 5 ,  
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1 .S LA ELECTROFORESIS Y íA DOBLE CAPA CILINDRICA 

Para probar las teorías que describen l a  doble capa plana (DCP) se 

ha utilizado, con mucha frecuencia, l a  comparación con resultados de 

simulaciones en computadora. D e  esta manera es posible probar las 

teorías de l a  DC sin complicaciones debidas a diferencias en el modelo. 

En el caso de la doble capa cilíndrica (DCC) hasta muy recientemente se 

han publicado simulaciones de Montecarln,36,37 pGr 2 1 1 0  en este estudio 

realizaremos, principalmente, comparaciones con experimentos reales, a 

pesar de que, en este caso, a lo mas que podemos aspirar es a una 

comparación cualitativa debido a que el modelo no es suficientemente 

real ista.35 

En esta sección nos ocuparemos de la teorÍa de la electroforesis, 

que relaciona cantidades medibles directamente en el laboratorio con 

ciertas propiedades de la DC, coma son el potencial rlectrostático 

promedio y/o las funciones de distribución iÓnica. 

Los fenbenos electrocinéticos fueron descubiertos a principios del 

siglo diecinueve por Reuss. Desde entonces el desarrollo de 

investigaciones sobre esa línea ha contribuido sustancialmente a la 

formación de una noción mas rigurosa y completa de l a  naturaleza de l a  

DC.2 

Estos fenómenos están relacionados con e1 movimiento relat iuo entre 

una particula cargada Y un fluido en el cual se halla inmersa, debido a 

l a  presencia de un campo elktrico externo. El propósito usual de 10% 

experimentos en electrocinét ica es  obtener información sobre la DC, a 

partir de mediciones que, usualmente, inuolucran la movilidad 



I 

electroforitica u ,  definida cano l a  velocidad electroforitica U por 

unidad de campo eléctrico apl icadolEl 
+ 

u = U / €  

Entre los fenhenos electrocinéticos están la electroosmosis y l a  

electroforesis, que pueden considerarse de alguna manera c m o  efectos 

coroplementarios. Mientras que la electroosinosis es ~f movimiento de 

liquido a través de un medio poroso bajo  l a  acción de un campo ele'ctrico 

externo, l a  electroforesis es el movimiento de part Ículas cargadas 

suspendidas en un lfquido con velocidad U, bajo l a  influencia de dicho 

campo. 

La ecuación mas importante en la teoría de io eiectroforesis (EF> 

e s  aquella que relaciona la movilidad electrbforética y el 

potencial zeta 3 , el cual es el potencial en el plano de resbalamiento 
o deslizamiento entre la partícula Y el liquido.2,60 Esta igualdad e s ,  

fundamentalmente, una relación entre cantidades experimentales y datos 

que caracterizan l a  DC. 

" .. . . ._.- ,+. .... _.. 1 2 
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Para entender e l  problema de l a  e l e c t r o f o r e r i s ,  consideremos l a s  

fue rzas  que r c t u a n  sobre una p a r t i c u l a  c o l o i d a l  en movimiento 

e i e c t r o f o r é t i c o  uni forme (ver  f i g u r a  5). La fue rza  

campo externo E, sobre l a  carga Q, en l a  macropar t ícu la  e s  

.+ 

e j e r c i d a  por 

4 4 

k,= Q E 

-9 

La segunda fuerza k 2  e s  l a  f r i c c i ó n  de Stokes, 

(1.5.2) 

(1.5.3) 

donde 7\ es e l  c o e f i c i e n t e  de v i scos idad  d e l  l í q u i d o  que rodea l a  

p a r t í c u l a  c o l o i d a l  Y 8 es una constante que depende de l r ' g e o m e t r í a  de 

l a  macropart ícula.  
+ 

Las dos fuerzas  r e s t a n t e s  se deben a l a  DC. EL campo E e j e r c e  sobre 

l o s  cont ra iones  en exceso una fue rza  que e s  t r a n s f e r i d a  a l a s  moléculas 

d e l  solvente. E l  f l u j o  r e s u l t a n t e  provoca una fuerza de r e t a r d a c i ó n  kg, 

sobre l a  p a r t í c u l a  c o l o i d a l  ( re ta rdac ión  e l e c t r o f o r é t i c a )  Además, en e l  

estado es tac iona r io ,  l a  atmósfera i ó n i c r  es deformada po r  e l  campo E. 

Es to  causa una fue rza  e l é c t r i c a  IC4 I sobre l a  macropar t i cu la ,  que es, 

generalmente, una f u e r z a  re ta rdadora  ( e f e c t o  de r e l a j a c i ó n ) .  

a 

a 

4 

4 

Los dos e f e c t o s  s imbol izados por %J y IC4 r o n  los mismos que los 

d e f i n i d o s  en l a  t e o r í a  de Debye-Hückel para  l a  conduc t i v idad  de 

e l e c t r o l i t o s .  En e5 ta  Ú l t i m a  t e o r í a  no se  t ienen errores  importantes 

cuando l o s  dos e f e c t o s  se suporponen l inealmente;  para  p a r t í c u l a s  

c o l o i d a l e s  Ir  r e l a c i ó n  e n t r e K 3  y 3 4  debe tomarse en cuenta. En este 
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C.SO, k 3  debe ser  ca l cu lada  p a r r  una r tm¿sfera rsim;tr¡cr < r e l r J r c i b n >  y 

en l a  evotuación de k4 debe tomarse en cuenta Ir d i r t r i b u c i t h  de 

velocidades en e l  l í q u i d o ,  que t i e n e  que ver directamente con l a  

r e  tardac i6n  

4 

En estado e s t a c i o n a r i o  l a  ruma de todas l a s  fue rzas  actuando sobre 

l a  macropart í c u l a  debe ser ce ro  

í1.5.4) 

Las ecuaciones (1.5.2) a (1.5.4) pueden combinarse pa ra  dar 

(1.5.5) 

e 

Las fuerzas k3 y k4  son funciones d e l  po tenc ia l  ze ta  y de o t r o s  

p a r h e t r o s ,  como son e l  r a d i o  de curva tura  de l a  macropar t í cu la  y su 

carga, ademas de l a  concentración de ¡ones en e l  e l e c t r h l  ¡ to;  pero, de 

manera general,  podemos d e c i r  que dependen fundamentalmente de l a  

e s t r u c t u r a  de l a  DC. Por todo 1 0  a n t e r i o r ,  para es tab lece r  l a  r e l a c i ó n  

e n t r e  5 y l a  m o v i l i d a d  e l e c t r o f o r e t i c a  es  necesar io  d e s a r r o l l a r  una 

t e o r í a  que permi ta  c a l c u l a r  k 3  Y kq.  
- 4 



En 1903, Smoluchourky dedujo la expresiónU1 

para la movilidad electroforetica, en donde E es la constante 

dieléctrica, es l a  viscosidad del medio, ambas en el bulto del 

líquido, y 5 es el potencial zeta. Esta ecuación es idéntica a la 

desarrollada previamente por Helmholtz excepto por la inclrrzión de !R 

constante díeléctr ica. La identidad (1.5.6) fue propuesta uál ida para 

partículas rígidas y aistantes, de cualquier forma geométrica, sujeta a 

7 

las siguientes cuatro restricciones: 

1 )  Que las ecuaciones usuales de la hidrodinhica para el 

movimiento de un fluido viscoso son validas tanto en el bulto 

del líquido como dentro de la DC; 

2) Que no hay turbulencia y que el movimiento es l o  suficientemente 

lento para despreciar l o s  términos de inercia ( o( U2) 

ecuaciones hidrodin&fcas; 

las  

3) Que el campo elictrico aplicado puede sup'erponerse simplemente 

al campo debido a la DC; y 

4 )  Que el 'grosor' de la DC (esto es, la distancia normal de la 

interfase al punto en que las propiedades f fsicas son iguales a 

las del bulto - 1/53 es pequetío comparado con el radio de 

curvatura de la partícula. 
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El hecho de que la partícula se considere aislante en la  teorir de 

Smoluchcwsky implica que e l  campo externo se deforma en las 

inmediaciones de la partícula coloidal 

Posteriormente, Debye y Hücltel discutieron la validez del resultado 

de Cmoluchowsky y propusieron la relación 

(1.5.7) 

tal q u e  

A =  íí .5.8) 

La contradicción aparente entre las ecuaciones (1.5.6) y (1.5.7) 

fue por quien ante la concordancia de los resultados 

experimentales con el anal isis de Cmoluchowsky anal izó las suposiciones 

bajo las cuales fueron derivadas ambas relaciones, Y concluyó que Debre 

y tfuckel suponen que el campo eléctrico en el sistema permanece 

.'inalterado por la presencia de l a  partícula. Esto puede acurrir por dos 

r aíones : 

A) Porque la conductiuidad'eléctrica de la partícula y el fluido 

sean iguales;. o bien 

B) Porque e1 radio de curvatura de la partÍcula sea muy pequefia con 

respecto a la extensión de la DC (l/%)* 

La segunda rrzon es factible para soluciones iónlcrr p r o  n o  lo es, 

en general, para partículas coloidales. 
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Henry extendió e1 anal is is  del problema tomando en cuenta e1 efecto 

de conductividades arbitrariamente diferentes y las tres primeras 

suposiciones de Smoluchowsky, y obtuvo la siguiente expresión parr l a  

movilidad electroforética de una partícula esférica 
1 

J 

P P 

donde R es el radio de l a  esfera,y\,j eb el potencial electrostático 

promedio y es una. función de las conductividades específ icas f e  y fL 

de la esfera y el líquido, respectivamente, dada por 

(1.5.10) 

La evaluación de las integrales incluidas en (1.5.9) requiere el 

conocimiento del potencial electrostático promedio en el fluido, y es 

aquí donde la electroforesis se relaciona con l a s  teorías 

mecánico-estadíst ¡cas para la DC. 
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En la expresión anterior se usó l a  identidad 

I 5 5  V/(R) <1.5.11) 

es decir se ha considerado que el potencial 5 es el mismo que el 
potencial electrostático promedio sobre l a  superficie de l a  partícula. 

Este punto sera motivo de amplia discusión al final de esta sección 

Hay dos casos en los cuales no es necesario conocer ytr ) .  El 

primero es cuando las conductividades 5011 iguales para el liquido Y l a  

partfcula; tenemos entonces que 8 = O, por lo que podemos reducir la 

ecuación (1.5.9) a 

í t  S.12) 

Esta igualdad, que e s  el resultado de Debre y HÜckel, es vil ida 

independientemente del grosor de l a  DC. 

El otro caso es cuando suponemos uil ida la u'l tima condición de 

SmolÜchcwsky, esto es, que existe una distancia d, pequeña comparada 

con R, para la cual el -valor de It) (r) es despreciable para distancias 

que cumplen r > R t d. Lo anterior es equivalente a k!,R > >  1 .  

Dado lo anterior se obtiene que 
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Ademas, para  una es fe ra  a i s l a n t e  8 =  1/2, y 

en concordanc i a con Smol UchWSkym 

Por o t r a  pa r te ,  Henry r e a l i t 6  l a s  i n t e g r a l e s  en (1.5.9) u t i l i z a n d o  

e l  po tenc ia l  e l e c t r o s t á t i c o  promedio proveniente de l a  t e o r i a  de PBL, 

para obtener 

(1.5.15) 

E l  producto adimensional ( $ R )  es un c r i t e r i o  para comparar e l  r a d i o  de 

curva tura  de l a  p a r t i c u l a  y e1 grosor de l a  DC. 

La r e l a c i ó n  (1.5.15) es una forma general  para p a r t Í c u l a s  de 

diferente geometría 7 

y o r i e n t a c i ó n  de l a  p a r t f c u l a .  Para una es fera  en e l  l í m i t e  +R -> 00, 

f, ( FR) = 3/2 y e l  r e s u l  tad0 general de Henry se reduce a l  de 

Smoluchowsky. Cuando FR -> O ,  f , < Y R )  = 1 obteniéndose l a  ecuación de 

Debye-Hückel (véase l a  f i g u r a  6) .  . 

factor f l ( w / R )  e s  una func ión  d e l  tamaño, forma 

En todos los t r aba jos  que se han mencionado hasta e l  momento 

(Smoluchowsky, Debye-HÜckel y Henry) se ha despreciado e l  e f e c t o  de 

r e l a j a ~ i d n . ~ ~  Es to  se debe a que, no obstante su importancia,  l a  

i n c l u s i ó n  en l a  t e o r í a  de e s t e  e f e c t o  i m p l i c a  c i e r t a  compl icac ión 

matemit i c a  de l o s  c í l c u l o s .  

Henry es tud ió  tambien l a  e l e c t r o f o r e s i r  de par t ¡cu la r  c i l  Fndricas, 

considerando el e f e c t o  de l a  o r i en tac i¿n  de l  c i l i n d r o  con respec to  a1 
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campo elictrico externo 2. Como en el movimiento de una esfera, t a d  

vil idas lar tres primeras suposiciones de Qnoluchourky, despreció 18 

rela3aciÓn y consideró la cantidad 8' como arbitraria, en donde 

Para el caso de un cilindro infinito colocado transversalmente 

Henry obtiene 

Nueuamente, si las conduct iu idades 5 y ve son iguales se obtiene 

s'= o y 

que es e l  resultado de Debye-Hückel ( d a s e  la ecuación 1.5.7), sin 

importar el valor de l/l$ . 
Usando la cuarta suposición de Srnoluchowskr (i$R >>  1 )  

Y para un cilindro aislante ( d = 1 )  

u,= 4 € 5  
4 9  

(1.5.20) 
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Para l a  movilidad de un cilindro en posición paralela al campo 

externo se encuentra que 

í1.5.21) 

Ha sido demostrado que, bajo las cuatro suposiciones dichas, l a  

ecuación de Smoluchcwsky es válida para superficies no conductoras Y 

rigidas, sin importar su forma. Esto se comprueba en el caso de 

partículas cilíndricas y esféricas (ecuaciones 1.5.14, 1.5.20 y 1.5.21). 

Por otra parte, la evidencia experimental a favor de esta tebría es 

grande,62 en relación a la de Debye-Hückel. 

i 

Como se mencionó, la orientación de la particula en movimiento con 

respecto a 7 modifica l a  relación 3 us. u . Entonces, la aplicación de 
los resultados para U,y qii al caso de un cilindro orientado al azar no 

puede ser directa. Keizer et al -63 establecieron la siguiente relación 

para la movilidad electroforetica promedio de un cilindro orientado al 

azar, despreciando el efecto de relajación 

(1.5.22) 

Existen fuertes argumentos teÓricos,14 apoyados por euidencia 

experimental, en el sentido de que en la electroforesis de partfculas 

metí1 ¡car estas pueden tratarse como aislantes sin ningún p r ~ b l t m a . ~ ~ @ ~ ~  

Por ello, en este estudio el cilindro cargado sera considerado aislante. 

Diversos autores han estudiado el efecto de relaJaciÓn en 

electrotores 

- I . 

s ,  Y en el caso de la esfera y e1 cilindro se han obtenido 
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expresiones que corriOen las rcuaciones de Henry, No obstante su 

importancia, la relajación puede despreciarse en los siguientes casos:35 

(a> para ualores bajos de 5 (independientemente del ualor de PR), (4) 1 

I 

para I$R <<  1 <para valores arbitrarios de 5 >, y 
( 5  arbitrario). S i  se cumple alguna de las condiciones anteriores 

(c)  para $ R  >> 1 

recobramos las ecuaciones dadas por Henry. Para ualores intermedios de 

PR ( N 5) el efecto de relajación puede ser importante, incrementándose 

con el valor de 3 , pero hasta el m m e n t o  la magnitud del efecto 
permanece incierta. Realizar un estudio relacionado pudiera ser una 

extensión de esta tesis. 

Recorderno? ahora que para calcular la movil idad e1ectrofor;tlca se 

necesita una descripción de la DC. En los trabajos que se han referido 

se han empleado las teorias de PB35 6 p ~ ~ 6 2  para obtener la 

relación 5 us. u . Nosotros partiremos de las ecuaciones (1.5.17) Y 

(1.5.2í) ,  y conjuntamente con el potencial eiectrostático promedio de 

WC/MsCS y PB, obtendremos u .  
El estudio de la electroforesis no está completo con lo 

consideracio'h de la relajación, existen otros detalles en el modelo 

empleado que pueden modificarse para intentar una descripcibn mas 

realista del fenómeno. Entre estos están:413~ el efecto 

uiscoel~ctrico,64~63 la variación de la constante dieléctrica tanto de 

la partfcula como en el fluidoIi9 e1 movimiento browniano de la 

partícula, la conductivldad superficial, la no rigidez del cilindro Y la 

dependencia de U en E.  

Hasta e1 momento existe evidencia tanto teórica como experimental 

que indica que todos los efectos mencionados son poco importantes y r  en 
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todo caso, por la naturaleza aproximada del modelo Y e1 estado de las  

teorías de electroforesis debe conservarse en mente que los resultados 

de estas son solamente, cual i tat ivos. 

Como parte final 'de esta sección queremos mencionar un problema 

fundamental en la electroforesis: el problema de la diferencia entre el 

potencial 3 Y el potencial 

promedio en la distancia de máximo acercamiento de los iones a la 

superficie de l a  macropartÍcula carqsda ,  ",ta distancia determina lo que 

se conoce como piano externo de Helmholtz para l a  capa de Stern (el 

subíndice d en va no está relacionado con las constantes 6 y 6' 

empleadas en esta sección. Véase la sección 1 . 1 ) .  

960 que es el potencial electrostático 

Ya se mencionó que y es el valor del potencial electrostático 

sobre el plano de deslizamiento; y yg es el potencial electrostático 
prmedio en el plano que limita a las moléculas de fluido absorbidas y 

firmemente unidas a la particula en movimiento. Es decir, 3 es 
interpretado cano el potencial en la superficie límite entre la capa de 

fluido que 'moja' a la fase sólida, y que se mueve tangencialmente a 

el.la, Y el bulto del flui,do. Y está asignado a la frontera que divide 

la capa de Stern de la DC difusa. 

Podemos enunciar el problema de la diferencia entre 3 y yb de la 

manera siguiente: La relación entre 3 y yddepende del grosor de l a  

capa de fluido que moja a la superficie cargada (incluida l a  capa de 

Stern) . 
Durante mucho tiempo el problema ha sido motivo de amplia 

discusión, riendo que la mayoria de inuestigadores han considerado que 

estos potenciales son iauales. Diuersos estudios, realizados por 
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experimental, que estos potenciales coinciden aproximadamente. 

Podemos resumir asta sección estableciendo que, parr real izar un 

estudio semicuanti tativo de los valores de la movilidad electroforética 

usando las teorfas de MC/MCCI y PB para la descripción de la DCC, 

emplearemos las ecs. (1.5.17) y (1.5.211 debidas a Henry. Tomaremos en 

, cuenta el promedio para las orientaciones (ecuación 1.5.22) y se hará la 

! 
I 
I 
I 

identificación 

sustituir la equivalencia 3 = Y(R) por 
ecuaciones de esta sección, es decir, se considera que el plano de 

deslizamiento coincide con el plano de Helmholtz y no con i o  superficie 

del ci 1 tndro. 

5 = y (r = R + d 2 ) .  Nótese que esto significa 

5 = *  (R + a/2) on todas las 
, 
Í 



2 ECWClWES )E(C/MSA PARA Us DOBLE CAPA CILINDRICCS (DCC) 

Y SU SOLUCICN NUMERICA 

2.1 EL MODELO FlS lCO 

El desarrollo de una teoria para la DC tiene dos aspectos 

fundamentales. Uno es el del modelo fÍsico (comúnmente representado por 

el Hamiltoniano) utilizado para representar el sistema, y el otro es l a  

aproximación mecánico-estadíst ica usada para calcular las propiedades 

del modelo. En esta sección nos ocuparemos de la descripcidn del modelo 

empleado en este estudio y dejaremos la cuestión de l a  aproximación para 

las secciones siguientes. 

Existen diferencias importantes entre moleculas pol ielectrol Íticas 

Y electrodos metdlicos. Aún entre proteinas cilindricas, p..ej. ADN y 

colágeno, existen diferencias significativas (véase la seccih 1 . 1 ) .  

Como resultado de lo anterior, es dificil establecer para tales sistemas 

un modelo a l a  vez simple y realista. Consecuentemente, debemos 

conformarnos con una representación poco detallada de la realidad. 

El modelo mis sencillo que podria proponerse para la DCC ser ia  

. considerar, por una parte, el solvente del electrolito como un medio 

inf ¡ni to y uniforme, de constante dieléctrica E ,  en donde se encuentran 

las especies iónicas del electrolito, representadas por esferas duras, 

con carga puntual localizada en sus centros y constante diel/ctrica 

idéntica al solvente. El modelo anterior recibe el nombre de Modelo 

Primitivo para soluciones electro1 iticas <MP)J,39,40, si 

iónico es igual para todas las especies idnicao se llama Modelo 

diketro 
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Primitivo Restringido (MPR). El caso especial del MPR en que el diámetro 

iÓnico es igual a cero fue estudiado, primeramente, por Debye y HÜcltel? 

En cupnto a las macroparticulas en solución (pol ielectroi i tos, 

electrodos o proteinas cil fndricas), podemos suponerlos cano cilindros 

duros e infinitos con carga superficial uniforme 0 Y de constante 

dieléctrica igual a la del solvente. 

Finalmente, asumimos que la cancentracidn de macropartículas es 

suficientemente baja para desprecirr las  Ic:eraccio.es E G ? ~ ’ , ?  21las (de 

hecho se considera un solo cilindro infinito en contacto con el 

electro1 i to). 

Hemos establecido el modelo que emplearemos en este estudio para 

representar la DCC (cilindro duro + MPR). El caso particular en que l o s  

iones alrededor del cilindro son considerados como puntuales ha sido 

estudiado ampliamente mediante la5 teorías de PB, PBL Y sus extensiones 

tuéase la sección í .a). 

Es claro que existen diversas formas de mejorar el modelo que hemos 

escogido, Y que de ahora en adelante sera denominado como Modelo Simple 

<MS). Entre las posibles mejoras están8 longitud f ini ta del cilindro, 

carga superficial (3 discreta, constantes dieléctricas diferentes para el 

cilindro, iones y soluente, tamaño diferente de l o s  iones,  estructura en 

el solvente, etc. 

No obstante, existen razones que fundamentan l a  elección del MS 

para nuestro trabajo. Primeramente, permite la solucion de las 

ecuacioncs WC/McA para el ristcma en forma relatiuamente directa. Con 

respecto a1 modelo, parece ser que para particules muy prolotas Y 

4uertemente cargadas los efectos de tamaño del cilindro y 6 discreta son 
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POCO imPortante5,'5,41 especialmente para el cilculo de movil idades 

e l e c t r o f ~ r é t i c a s . ~ ~  Aunque una constante dieléctrica diferente entre e1 

cilindro, iones y solvente permite considerar fuerzas imagen en el 

sistema, los estudios realizados para lá DCP indican que los efectos son 

POCO siQnificatiVos*42-44 Adicionalmente, las movilidades 

electroforéticas parecen ser independientes de la constante dieléctrica 
de la macrmolkula. 14,35,43 

Por las razones anteriores no se consideran las correcciones 

debidas a carga discreta; longitud finita del cilindro y cargas imagenes 

en el silindro. s 
Por otra parte, el efecto de tamaño diferente en los iones ha sido 

estudiado en 

impor tante ,9  

La cons 

demostrado s 

sistemas similares encontrandose que esta corrección es 

27,40,45-49 aunque no será considerado en este estudio. 

deración de una representación mas realista del solvente ha 

r extremadarnene Ú t i l  en estudios de DCP. El modelo de 

fluido dipolar de esferas duras- para el solvente ha permitido reproducir 

con exit0 datos experimentales para la interfase 

electrodo-electroi i to.S2t53 Por l o  anterior, esta corrección al modelo 

del solvente, conjuntamente a la de diferente tamaño de los iones, son 

l a s  que deberían tornarse en cuenta, en primer lugar, para una txtensión 

del presente trabajo. 

En resumen, usaremos el MS por su accesibilidad y porque, no 

obstante su simp1 icidad, conserva muchas caracterist ¡cas fundamentales 

del sistema a representar. 
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2.2 EL METO00 DIRECTO 

Una uez que se ha especificado e1 modelo para l a  DCC, el paso 

siguiente es establecer una teorla mecánico-estadística para los 

propiedades del sistema. Has específicamente, lo anterior significa 

obtener las funciones de distribución de las 'especies iónicas alrededor 

del cilindro cargado. 

No obstante el e'xito inicial de teorías tipo P8 y demás extensiones 

en el estudio de l a  doble capa, en años recientes el formalismo de 

ecuaciones integrales para las funciones de distribución ha representado 

un enfoque alterno, moderno y muy promisorio por sus resultados, tanto 

para eleCtrOlitOS pUrOs54,26 c m 0  para la doble capa. 40,46,55-59 

La aplicación del formalismo de ecuaciones integrales a l a  DC se ha 

basada esencialmente en la general izacion de teorías ya existentes para 

electrolitos puros. D i v e r s o s  caminos se han utilizado para construir 

ecuaciones de DC a partir de dichas teorías, entre ellos estan el Método 

de Primeros Principios (MPP) Y el Método esintótico (MA).56 En 1982, 

M. Lozada desarrolló un formal ism0 simple y general, denominado Método 

Directo (MD),56-58 con e1 cual obtuvo ecuaciones integrales para l a  DCP. 

El MD es equivalente a los otros métodos de derivacion (MPP y MA) 

para geometría plana, paro, a diferencia de estos, su generalidad y 

sencillez permite aplicarlo directamente para derivar teorfas de doble 

capa con geometría diuersa. 

El MD se basa en el hecho de que en las teorías de electrolltor no 

existen restricciones en la forma de las partículas presentes en el 

sistema o en e1 tipo de interrccidn entre ellas. 

so 



En este método, el sistema en estudio se define como un fluido 

formado por )<partículos cargadas de n especies. El potencial de 

interaccion del sistema esta dado, entonces, por I 

(2.2.1) 

donde U i j  es el potencial de interacción entre las particulas i Y j .  

Formalmente, con el potencial anterior, cualquier teoria de electro1 ¡tos 

puede ser utilizada para derivar las ecuaciones de DC (p. e j ,  WC). 

Entonces, tomamos las ecuaciones finales de cualquier teorÍa de 

electrolitos y asumimos que una de las especies de nuestro sistema 

I 

(digamos la especie m) consiste en particulas cargadas con determinada 

geometría, a l a s  cuaies asociaremos la doble capa eléctrica. A 

continuacidn, obtenemos las ecuaciones de doble capa paca la geometría 

considerada tomando el limite de concentración cero para la especie m. 

Utilizando el MD, Lozada obtuvo, r e ~ i e n t e m e n t e , ~ ~  las ccuaciones de 

WC para la DCC, que son la base sabre la que descansa este trabajo. En 

la sección siguiente se presenta la derivación de las ecuaciones de. 

HJC/MscS para l a  DCC usando el MD, en la forma adecuada para su solución 

numér i c i .  

0 9 0 3 6 7  
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2.3 OERIWCIW DE LAS ECUACIWES MUNS PAW LA DCC 

En esta sección se derivan las ecuaciones )EIC/MSA para las 

funciones de distribución de un electrolito con n especies iónicas en 

.contacto con un cilindro cargado utilizando el Método Directo (MD1.57 

Para un sistema multicomponente de n+l especies las ecuaciones WC 

sons 

(2.3.1) 

-L 

donde Pij representa la distancia entre las particulas i Y j ,  

g4v($,z> = hsy(P)12) t 1 es la función de distribución radial de las 

partfculas 1 y 2 de las especies CX y k" (respectiuamente), cnil(r2$ e s  la 

función de correlación directa de las partículas 2 y 3 de las especies rn 

y t  , prn es la densidad numérica (número de partículas por unidad de 

oolumen) de la especie m ,  lJqV(Fl2) es el potencial de interrccib 

directa y B = l/k;, donde Kbes la constante de Boltmann y T. es l a  

temperatura absoluta. 

Haciendo uso del MD, suponemos que la especie o( corresponde M 

nitamente largo, de radio 

los iones del electrollto. 

cilindro cargado (r6 = O), impenetrable e inf 

R y todas las demás n especies corresponden a 

La ecuación (2.3.1) se convierte en 

52 

(2.3.2) 



donde s es la magnitud de la distancia radial entre los iones 2 y 3, x y 

t son las magnitudes de las distancias perpendiculares de los centros de 

las iones 2 y 3 (respectiuamente) al eje de simetría del cilindro 

(Particula du3 esta dado en coordenadas cilíndricas y se ha 

sustituido la letra c (cilindro) en el subindice de la ecuación 

(2.3.1). La geocacrtrfa del sistema se muestra en la f i g u r a  7. 

Las especies iÓnicas son modeladas como esferas impenetrables con 

carga eléctrica localizada en su centro, todas con el mismo diámetro a. 

,Suponemos que las funciones de correlación directa entre iones cmr(s) 

están dadas por la teoría MSA67968 

(En general, z i  es la ualencia de l a  especie i)  

con 

S 
para o .$ a y cí<s) = c d  (o) = O para s > a, 

I 



donde 

Y 

(2.3 .Se) 

Las ecuaciones de tNC/McA pueden e s c r i b i r s e  entonces de l a  

s i g u i e n t e  manera 

c 

en l a s  cuales se han usado l a s  siguientes d e f i n i c i o n e s  

(2.3.7a) 

í 2.3.7b) 
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Las +unciones 9.5 <t) y @ < t )  cumplen las siguientes propiedades 

parr  t < (R t a /2) 

n 

Además, se ha susti tuido el potencial electrostático de interacción 

directa Ucr(x) entre el ion y el cilindro (uer Apéndice 11A). 

Para la solución numérica de las ecuaciones (2.3.61 se utilizó una 

expresidn alterna de gcr<x) en términos de *o, que es el potencial 

electrostatico promedio sobre la superficie del cilindro = qtR)  . 
En coordenadas cilíndricas se tiene que 

Substituyendo en l a s  ecuaciones (2.3.6) las dos expresiones 

si gu i entes (uer Apéndice I IS) 

Q, * .  n 

(2.3.10) 



y realizando las integrales en t y 9 del término que contiene el factor 
(l/o>, obtenemos (ver Apéndice I IC) 

con 

Para escribir la expresión (2.3.12a) se ha considerado que las 

constantes provenientes del potencial electrostát ico UCt(x) y de la 

integral CUYO argumento es fcd(t)/s sean tales que gcb,(x) -> 1.cuando 

x -> cb 

' 

(uer Apéndice 110). 

Después de realizar las integrales en las variables z y 9 de los 
I 

terminos restantes que contienen las funciones PCs(t) y fcd(t) en 

(2.3.12a) queda finalmente (ver Apéndice IIC)  
LD 

(2.3.13) 



en donde 

para I x - t  I 4 a Y K S ( x , t >  = O para 1 x-t I > a, y 

L(x,t> = f(x,t) t K ( x , t ) ,  con d 4. 

(2.3.16) 

para (R + a / 2) x \< (R + 3a / 2). En las ecuaciones anteriores se han 

tomado en cuenta las siguientes definiciones 

n 

p -  5P-l 

2 
.se 3 x=+t=- 2 x t  cos+ 

2 2 
za = a'- S,  

97 

(2.3.17a) 

(2.3.17b) 

(2.3.17~) 

( 2.3.17d) 



.... 

Y 

J.= 2, 

2 J, = -uZ, I t 1 5 ,  Jz 
2 2 

4 2 . 3.18a) 

(2.3.18b) 

(2.3.18~) ' 

z 4 J, = ' d a  i 3  soMd+ 3 5, J, 
4 2 8 

(2.3.18d) 

LAS ECUFICIONES (2.3.13), JUNTO CON TOMS LAS DEFINICIONES 

NECESARIAS (2.3.14 - 2.3.18d), ESTABLECEN LAS ECUACIONES iWC/McA PARA LA 

DCC QUE FUERON RESUELTAS NLWIERICAMENTE PARA UN ELECTROLITO SIMETRICO (EN 

LOS CACOS I r 1  Y 2:2). 

En el caso en que los iones del electrolito se consideren como 

puntuales ( a =  O), se tiene que KS(x,t) = K,(x,t) = O para toda x y t 

(danse las condic iones  para  x y t en las ecuaciories 2.3.14 y 2.3.15). 

Entonces (2.3.13) se convierte en . 

A 

Puede demostrarse que la expresi6n anterior es l a  forma integral de 

la ecuación PB no linealizada para el caso cillndrico, descrita en la 

sección 1.4. Es importante mencionar que, por primera vez en la 

literatura sobre el tema, se presenta la ecuacibn PB para la DCC en la 

forma de una ecuación integral. 
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De igual manera a lo anter ior ,  l a s  ecuaciones (2.3.13) se reducen, 

en e1 1 fmi te R -> , a l a s  ecuaciones )EIcMsA para l a  DCP (ver el 

Apéndice 110). Estos dos limites demuestran la consistencia de l a s  

ecuaciones MCRICA para l a  DCC. 

C m o  parte de este trabajo también se resolvieron numéricamente las 

ecuacíoneo integrales de PB y se obtuvieron las soluciones a l a s  

ecuaciones PBL y tNC/McA para l a  DCP, en el caso de un electrolito 

simétrico ( % : I  y 2:2), con el propósito de comparar sus predicciones C Q ~  

las de (2.3.13).  



I 

2.4 SOLUCIocI( NWERICA DE I A S  ECUACIONES 

La solución de las ecuaciones cNC/McA (ecuación 2.3.13) y 

Poisson-Bol trmann no 1 ineal para la DCC (2.3.19) se real izó en forma 

numérica mediante cálculos de computadora. Se resolvieron las ecuaciones 

para el caso de un cilindro, generalmente a potencial constante, inmerso 

en un electro1 ¡to con dos componentes iónicos de cargas contrarias e 

igual Valencia (electro1 ito simétrico). Para este sistema se tienen dos 

ecuaciones integrales, una para cada una de las funciones gC+tx) y 

' 

9&x) I 

Al resolver PB y tNC/McE4 se utilizaron programas de computadora 

diferentes, porque en este Último caso las ecuaciones integrales estan 

acopladas, a diferencia de la teoría de PB para la cual se cumple la 

si gu i en te rei ac i ón 

Por lo anterior, la solución de PB es  más rápida pues se reduce al 

problema de una sola ecuación integral. 

Los dos programas emplean un método iterativo de solución numérica, 

bien conocido y utilizado, ampliamente, en estudios de la DCP40,69. ~1 

método es el siguiente: 
io, i t i )  Se escogen funciones de prueba o adivinanzas: gc+ ( X I  y gc-(x), que 

se espera estén 'cerca' de l a  solución de acuerdo a criterios flsicos. 

En nuestro estudio, se utilizaron diuersas fuentes para gcv(x) ,  Tanto 

para PB como para HNCMCCI, se obtuvieron adioinanzas a partir de la 

solución analítica a la ecuación PB lineal (sección 1.3),  y en e1 caso 



de R grande, se empleó la teoría de Gouy-Chapman para 1. DCP. Las 

funciones de prueba así generadas resultaron buenas para ualores bajos 

de yo yfz ( % \ < ~ o ~ V ~ ~ + S D . I M ) .  - Para valores mayores de y o ,  el 
procedimiento fue correr los programas para un potencial superficial ' 

bajo durante 100-300 iteraciones usando las funciones de prueba 

descritas, incrementar este valor por 10-60 mV, y empezar una nueva 

corrida con el resultado del potencial anterior. El procedimiento 

anterior se repite hasta obtener l a  solución para el 'fiu que se desea. 

En algunos casos, fue Útil resolver primero PB, para cierto 9 0 ,  y 

utilizar la Solución como adivinanza inicial para WC/MSA. 

El método iterativo principia introduciendo las funciones g,+<x) y 

9 ~ - ( x )  en el lado derecho de las ecuaciones integrales, se realizan 

numéricamente todas las operaciones <integraciones) y. se obtienen las 

nuevas furiciones gc,<x) y gc,<x) como resultado. A partir de gc+<x) y 
F f  I )  ((1) Ct n  

C<i> 
gc-(x> definimos una nueva adivinanza de la siguiente manera 

(2.4.2) 

II) 
donde 'h,<x> es una función de peso que toma valores entre O y 1 .  

i t t i  El proceso se repite sustituyendo las nuevas funciones gcy(x) en 
$:21 

las ecuacion-es integrales para generar g,?<x). ~i método continúa y 

después de l a  n-;sima iteración se tiene 

La proceso iterativo converge cuando 

rm) (<nr 

IC*< ' c < x > E  
¡IC F 

(2.4.3) 

(2.4.4) 

, 



En nuestro caso, e1 criterio de convergencia usado fue 

(2.4.5) 
3, 

en donde, l a  variable u = ( 2  (x - R) / a) es una distancia reducida con 
el radio de los iones. 

-10 

El valor de bc uti1 izado en los cálculos fue de 10 , lo que 
i (n\ +<n1 

aseguró que, en todos los resultados, la concordancia entre gcr(x) y gcrtx) 

al finalizar la iteración fuera de 99.9 X Ó más, en todo el 

intervalo de integración. 
(6) 

En cuanto a 1 ( X I ,  se observa que la técnica iteratiua, 
1 

frecuentemente, se vuelve inestable a menos que se usen valores 

suficientemente pequenos para la funcion de peso. En gran parte de 

nuestro trabajo fue suficiente considerar las funciones A+(X) y A,(X) (n b in\ 

como constantes para asegurar l a  convergencia de la técnica. Con el 

propósito de reducir el tiempo de ckputo, en algunos casos, se utilizó 

una método combinado para evaluar 

una técnica de optimitación local para las funciones de peso durante 

fn > 
lr(x). El método consistio en usar 

cierto número de iteraciones para acelerar l a  convergencia y 

posteriormente, cuando el proceso ha avanzado, reconsiderar las 
rn 

1 
funciones X (XI como constantes. En casi cualquier caso, i a  solucion 

numérica nunca requirió mas de 3000 iteraciones. 

Desde ai punto de vista operacional, Y dado que Pcd(x), P,,(~) y 

gca(x) son cero cuando x - > a  , al realizar cualquier integral numérica 
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1 

se tomó como lfmite superior de integración e1 punto x = rmaX (véase 

rLuaciÓn 2.4.51, a partir del cual se consideró que gcr(x) era igual a 1 

y que, por lo tanto, no hay contribución al integrar mas allá de este 

ltmite. El valor utilizado para PmaX debe ser determinado por la 

experiencia en la evaluación de las integrales Y depende de que tan 

rápido las funciones de distribución tienden a 1. En general, a mayor 

densidad, ualencia Y potencial superf ¡cia1 , el valor de rmax es menor, 
La5 integci'reei J e  145 kernels Kd(x,t) y K,(x,t) en la variable $ 

se evaluaron usando un método gaussiano de integracio'h. Para el 

k-erne1 Kd<x,t) existe cierta divergencia para 9 = O, que puede evitarse 

mediante una integracián por partes (Apéndice IIE). 

En cuanto a las integrales en la variable t de las ecuaciones 

(2.3.13) y (2.3.191, estas se realizaron mediante la regla de Simpson. 

Para ahorrar tiempo y memoria de cÚnputo con este método numerico, se 

partió el intervalo de integración en varias regiones. Para distancias 
1 

cercanas a la superficie del cilindro se tomo un mayor número de puntos 

para evaluar 'pcr<x), ya que las funciones de distribución tienen mas 

estructura en esta región. La subdivisión de las regiones restantes fue 

decreciendo en el número de puntos tomados conforme la distribución de 

los iones tiende a ser uniforme pero, en todas las corridas, el número 

total de puntos empleados fue constante (131 puntos). 

Por G i t imo,  para obtener resultados a densidad de carga U fija, el 

procedimiento empleado se basó en el hecho de que la densidad d no es 

muy sensible al parámetro de convergencia, es decir, que el valor de d 

no cambia mucho para A,< 10 
- b  

Así ,  se corrieron los programas 



- I 4  

con At= 10 para varios potenciales que tuvieran q cercanas r ir 

deseada y, después de una interpoloción sencilla, se obtenfa la densidad 

de carga Q deseada con gran precisión ( A t =  10 - -  1 .  

, 
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3 RESULTADOS 

3.1 RESULTADOS GENERALES, 

Se realizaron cálculos para soluciones de electrolitos 1 1 1  y 2:2 

con diversos valores del radio iónico, la concentración del electro1 ¡to, 

radio del cilindro y potencial en la superficie del cilindro (o.densidad 

de carga). En todos los resultados E =  78.5 y T = 298°K. 

Como se mencionó en la sección 1.5, es común asociar el valor del 

potencial electrostático promedio en la distancia de máximo acercamiento 

(r = (R + a / 2 ) )  con el potencial zeta 5 de experimentos 

e l e c t r o f ~ r é t i c o s - ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~  Entonces, a partir de aquí 3 es definido 
como y(R + a l p ) .  Usando las relaciones que se incluyen en el 

capitulo 2 o en el Apéndice J I B ,  es fácil obtener la siguiente relación 

entre , el potencial superficial yo = S(R) y la densidad de 
carga Q 

(3.1 .l) 

Entonces, dado el valor de '-/'o (o  la densidad de carga O 1 como 

condición inicial, y una uez que se ha obtenido 6 a través de la 

solución numérica de las ecuaciones integrales, se conoceri 0 (o el 

potencial) mediante la ecuación (3.1.1). En la mayor parte de los 

cálculos reportados en este trabajo se diÓ 

aunque en algunos casos, por conveniencia, se proporcionó 6, 

90 c m 0  condicion inicial, 



€n la teoria de pol(electro1itos es frecuentemente usado e1 

parúnetro de carga lineal 5 (d a s e  la sección 1.4) en lugar de la 

densidad de carga C m  Esas dos cantidades están relacionadas por 

tal que 

donde b es la distancia promedio entre cargas contiguas en la particula 

c i l  lndrica en su configuracion de máximo estiramiento. Sin embargo, para 

realizar el estudio de nuestros resultados, es preferible expresarlos en 

términos de Cr , debido a que l a s  soluciones tanto de las ecua'ciones PB 

como de aquellas de H J C M C A  dependen de O y  de R, y no simplemente de su 

producto (a#) .  En todo caso, el valor 5 puede obtenerse ficilmente a 
partir la ecuación (3.1 -2) 

En las figuras 8 Y 9 se grafica 5 como función de Q para dos 

concentraciones (0.01 M y 1 M para sal 1:l y 0.005 y 0.05 para sal 2:2) 

y diferentes radios para las teorías PB y Hí4CMcA. Las curvas marcadas 

con el sÍmbolo 00 fueron obtenidas de estudios previos para una pared 

donde la ecuación iNC/MSA muestra amp1 ia concordancia con 

datos de Montecarlo (MC). 

Hay por lo menos dos caracteristicas importantes en l i s  

curvas 8 y 9 que son comunes a las dos aproximaciones (P8 y MC/MSCS). 

Primero, se ue que para R > 80 A, la diferencia entre un cilindro y un 
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plano e s  tan pequeña que, por claridad, no se muestran los resultados 

para 80 A < R < Q) . S e  encontró que para e1 intervalo de 

concentraciones iónicas considerado, Y especialmente para los resul tados 

de tWCMSA,  el cilindro puede ser aproximado por un plano con suficiente 

exactitud para R >r 200 A ( y  en algunos casos aún para R >, 80 81). El 

criterio propuesto en el pasado35 según el cual puede reemplazarse un 

cilindro por un plano siempre que 

excesivamente conservador para bajas concentraciones. Por otro lado, a 

concentraciones altas, un valor mayor para R que el estimado por este 

criterio es necesario. 

i$ R > 20 parece entonces 

En segundo lugar, se infiere de 16s resultados que lar 

aproximaciones PBL y WCAISA son mas útiles a concentraciones altas 

y R pequeflas. CIunque por claridad 

graficados, ellos pueden visualizarse en las figs. 8 y 9 continuando la 

pendiente inicial de la curva PB como una linea recta, 

los resultados lineales no fueron 

Las diferencias mas importantes entre los resultados HNC/MSA y PB, 

como se ve en las figuras referidas, son la existencia de un máximo y el 

cruzamiento de las curvas para diferentes radios R en lo; resultados 

HNC/MSA. Este máximo en el potencial 3 como función de la densidad de 

carga ha sido observado en el pasado en experimentos electrocinéticos 

para particular aproximadamente esféricas ( d a n s e  lar figuras loa-c) .92 

En la figura 1 1  se muestra 5 como funcion de u para R = 5 A y 

a = 1 y 4.25 & para una solución 2r2 de concentraciones 0.005 y 0.05 M. 

Es evidente la dependencia de 5 en 0. Y es claro, 

resultados íNC/McA tienden a PB cuando e1 d i k e t r o  

cero,  c m o  se mostró anal íticamente en la referenc 
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I 

La dependencia 3 us. A es m a s  pronunciado en )iNC/MW que en PB como 

era de esperarse ya que la primera toma en cuenta la correlación 

ion-ion, aparte de la correlación cilindro-ion que es la Única tomada en 

cuenta por PB (recuérdese que para PB la distancia a/2 representa el 

grosor de la capa de Stern pero n o  significa que se este considerando la 

correlacion interiónica). Es tambien Útil notar que la 

dependencia 3 us. A. 

qvé’“mra 2:2. Por ejemplo, los resultados HNC/MSA para 1:1 y a = i”A”c;so 

se incluye gráfica) son esencialmente los mismos que aquellos de PB,  

es menos significativa para el electrolito 1:1 

. 

mientras que para 2r2 existe una‘ diferencia apreciable (figura 111, 
- I  

En las figuras 12 y 13 se grafica 5 como función de R ’a densidad 

de carga constante y para dos diferentes concentraciones, en los casos: 

1:1 

Y 2:2 ( c r  = 0.3114 c/m2 a 0.005 M y d = 

Q = 0.146 C/m2 a 0.01 M Y G = 0.220 c/m2 a 1.0 MI 

0.3031 C/m2 a 0.5 M I ,  

respectivamente, con a = 4.25 F(. Para electrolito l r l ,  la diferencia 

entre los resultados tNC/McA y PB es significatiua cuando R es grande Ó 

cuando la concentración es alta; mientras que para 2:2 existe clara 

diferencia entre las teorias para un amplio intervalo de R y de 

concentraciones. Además, para 2:2, la uariacion de 3 <f’ 1 a R grande es 

muy diferente para las dos aproximaciones. En ambas teorías, 

para Q fija, 3 tiende a cero cuando 
superficial del cilindro va a cero Y, ya que e es finita, entonces la 
carga total por unidad de longitud tiende a cero en un cilindro de radio 

cero. Es notable que la teoría cNC/MSA predice un máximo en s<R’ 1 para 

e1 caso 2:2. 

R -> O debido a que el irea 

- 
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En experimentos de dispersion coloidal l as  particulas 1 iofóbicas 

son caracterizadas m a k  adecuadamente por el potencial ruperf icirl que 

por su carga. Por ello, en las figuras 14 y 15 se muestra 3 como 
funcion de R-l para T O  fijo, a dos diferentes concentraciones, en los 

casos 1:l y 2:2. Nuevamente a = 4.25 A. Los resultados son similares a 

los de las figuras precedentes, excepto por el hecho de que, 

cuando R -> O, la tendencia de los resultados a cero, para potencial 

superficial constante, e s  mas lenta que en l o s  resultados a densidad de 

carga constante. Aunque la cantidad 6 ,  a y,, fijo, diverge 
cuando R -> O, puede mostrarse numéricamente que 3 Y el producto d R  

tienden a cero en ese límite. 

Hasta el momento en que esta tesis fue escrita, no tenemos 

conocimiento de trabajo experimental que reporte la dependencia del 

potencial zeta en términos de R. Sin embargo, experimentos en esa 

dirección han sido real izados para particulas esféricas por  kern^.^^ En 
ese artfculo, Kemp reporto'movil idades electroforafticas en lugar de 

potenciales zeta. No obstante, esto no es problema porque, en la región 

en que esos experimentos fueron llevados a cabo, se espera una 

dependencia lineal entre 5 Y u =lt2 Es interesante notar que las 

principales conclusiones de Kemp, a saber, que la movilidad de 

particulas coloidales suspendidas en un electrolito it1 decrece cuando 

disminuye el tamaiío de la partícula Y que la pendiente de la 

curva J<R 

inferidas de las figuras 12 y 14 para particulas cilindrícas. Este 

comportamiento general fu6 también reportado por t l o o n e ~ ~ ~  para gotas de 

aceite suspendidas en una solución electrolftica. 

- I  
) aumenta cuando la concentración disminuye, pueden ser 
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La carga de 

cilíndrica puede 

exceso por unidad de area adsorbida por una partícula 

ser def inidr como 

(3.1.4) 

En las figuras 16 y 17, se presentan los resultados de PB y HNC/MccS para 

qm en funcion de R-l, para dos concentraciones diferentes y a densidad 

de"carga constante paca sistemas 1:l < 6 =  0.i46 C/m2 a 0.01 M 

y o = 0.220 C/m2 a 1 MI y 2:2 (0 = 0.3114 C/m2 a 0.005 M 

y CJ = 0.3031 C/m2 a 0.5 MI.  Todos los cálculos fueron realizados 

con a = 4.25 A. De las figuras 8, 9, 16 Y 17, concluimos que l a  

concordancia entre PB y H;JC/MW es mejor para menor valencia en los 

iones y/o menor concentración Y/O menor carga superficial. Para ei caso 

m-- - *- 

. 

1:1, se observa mayor diferencia entre las teorias para menor radio. 

Esto parece contradecir los resultados de las figuras 12 a 15. Sin 

embargo, esto es una consecuencia de l a  definición de 

(3-1*4)* La cantidad q,R, que probablemente tiene más sipnificado que 

en la ecuación 

qm, tiende adecuadamente a cero cuando R -> O. 

En las figuras 18 Y 19, se presentan los resultados para qm en 

función de R'l a yo constante. La concordancia entre PB y t N C M W  es 

menor que en las figuras 16 Y 17. En parte, esto se debe al hecho de que 

ambas teorías predicen diferente valor de cs para potencial constante en 

la superficie del cilindro, como es claro de las figuras 8 y 9. 

Puede observarse en 18 Y 19 V e  qrn aumenta cuando R decrece. 

También, que los cólculos de PB y Wc/MSA son mas parecidos cuando R 

decrece. Esto era de esperarse ya que C debe incrernentrrre cuando R 
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disminuye, si el potencial 9 0 e s  constante. Sin embargo, O R  y 3 
decrecen cuando R decrece. 

Aunque el límite R -> O puede ser de poco inter6s, tiene cierta 

importancia desde el punto de vista te&lcÓ, ya que ha sido objeto de 

cierto estudio en el pasado.20 Es por ello que consideraremos este 

límite con detalle. 

iiNC/MSA, para el caso l:l, se muestran en las figuras 20 y 21, 

respectivamente, para diferentes valores de R. Las curvas fueron 

‘calculadas para concentración 1 M, O =  0.220 C/m2 y a = 4.25 h. Debe 
notarse que las funciones en las abcisas están en una escala de senh’l. 

La diferencia entre las teorías es evidente. La curvatura de los 

perfiles para la función g+(x), en ambas aproximaciones, y los valores 

negativos de 

características que parecen ser corroboradas en los estudios de MC para 

la DCC.36 Es evidente de dichas figuras que el efecto del tanratio iónlco 

es mayor cuando R es mayor. De aqui que l a  diferencia entre PB y HNC/MSA 

se hace más euidente para R grandes. 

9 (XI en HNC/McA son interesantes pues exhiben 

En las figuras 22 Y 23 se grafican las funciones g+(x) y +(XI para - 
un electrolito 2:2. Todas las curvas son calculadas para a = 4.25 A ,  

concentración 0.5 M Y Q = 0.303 Wm2. Lao diferencias entre PB y 

HNC/MSA son aun mayores para esta Valencia de los iones. La oscilación 

de las funciones de If.(C/MSA en las dos figuras es importante pues, como 

se ha mencionado en el párrafo precedente, muestra una caracter Ística 

del sistema que ha sido observada en las recientes rimulacloner de 

Esta propiedad no es predicha por l a  teoría PB. El efecto mencionado 
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pudiera ser conectado con el cruzamiento de las curuas tNC/McA 

observable en la figura 9. 

El  efecto debido al tamafio de los,iones sobre la función g+(x) - 
puede verse en la figura 24. Los resultados se calcularon para R = 5 A 

Y 

y HNC/MSA e s  mejor cuando a -> O. Es Útil hacer notar que aún en la 

= o*220 c/m2. Como era de esperarse la semejanza entre la teoría PB 

teorÍa PB existe una variación notable en funcign de a. Esto significa 

que la consideraciÓn de una distancia de máximo acercamiento (capa*-de 

Stern) puede ser importante para mejorar la aproximación PB.13 

A partir de las figuras 20 a 24 se infiere que la DCC tiene una 

menor extensión para l a  aproximación )QJC/McA que en la PB. La 

disminución en el grosor de la DC provoca que los potenciales en la 

primera teorÍa sean siempre menores que aquellos de PB. Esta 

característica ha sido observada en las investigaciones para 

la DCP40i48 y en los experimentos de MC para la DCC.36 



t 

3.2 RESULTEIDOS PARA A M  

Para probar riQurosamente las teorias iNCMs19 Ó PB es necesario 
I 

comparar sus resultados con datos de Montecarlo (MC) para el Modelo 

Simple (Modelo Primitivo Restringido + cilindro rígido infinito) 

descrito en la sección 2.1. Esta comparación será realizada en la 

seccidn 3.3. Por otro lado, una prueba adicional de las aproximaciones 

puede realizarse por medio de la solución de las ecuaciones de HNC&%,- 

( Ó  PB) para valores de los parámetros del modelo acordes con datos 

experimentales de una solución de moléculas de A M ,  obtenidos por Ross y 

Scruggs.86 

En su trabajo, Ross y Scruggs midieron la movilidad electroforética 

de moléculas de CIDN en soluciones acuosas de cloruro de: Li', Na', K' 

Y M i ,  I diferentes concentraciones de sal. Para nuestros cilculos se 

tomaron los siguientes valores de 105 parhetros: T = 274.66"1(, 

R = 9.8 A y b = (3.37 / 2) &, como sugieren Ross y Scruggs.86 Con esos 

valores de los parametros, 3'4.6 Y 0 = 0.1544 C/m2, Se real izapon 

corridas para dos valores del diámetro iónico a = 4.25 y 7.4 A. El valor 

de a = 4.25 6 es cercano al valor del diámetro de un ion hidratado de 

K',87 además de que este valor permite una comparación mas fácil con los 

resultados de la sección 3.1. El número a = 7.4 A es el valor 

reportado87 para el d i h e t r o  de un ion hidratado de Li'. 

El potencial zeta puede ser calculado de nuestros resultados para 

la funcion gt(x) en forma consistente. En la sección 1.5 s e  obtuvieron 

las ecuaciones (1.5.13) Y (1.5.17) que relacionan el potencial 

electrostitico promedio con las movil idades clectrofor/ticas para un 
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cilindro colocado en forma perpendicular Y paralela, respectivamente, 

con respecto a un campo eléctrico externo e .  Utilizando l a  ecuación de 
Poisson (1.3.3) obtenemos, P partir de l a  ecuación (1.5.131, l a  

siguiente relación entre l a  movil idad uLy l a s  funciones g+(x> - 

En la seccJÓn 1.5 se estableció que la Fssouilidad de un cilindro 

orientado al azar con respecto a r e s t a  dada por la igualdad63 

donde ~,y u,, están dadas por las ecuaciones (3.2.1) y (1.5.17)a Al 

utilizar las relaciones precedentes estamos considerando al efecto de 

retardación (3.2.1 y 1.5.17) Y de orientación sobre la movilidad 

(1.5,18),  pero despreciamos el efecto de relajación ya que requeriria 

calculos tediosos14 (véase l a  secc iÓn 1.5). 
qk.~ . 

La movilidad electroforética reducida u esta definida por  

€ u" - 
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Y 
En términos de 11 las ecuacjones (3.2*1), (1.5.17) y (lmS018) pueden 

escribirse de la siQuiente forma 

(3.2.3.b) 

(3.2.3.61 

En nuestros resultados de WCMCA, para los cuales 0.3 < )GR < 3.4, 
encontramos que los términos de retardación uar Ían 

entre 0.7 X ( l$Re0.3) y 20 X (5RZ3.4) del primer término ( ~ d  e p l  1 en 

las igualdades (3.2.31, para a = 7.4 A. El primer término en las ecs. 

3.2.3 es el resultado de aplicar la teoría PBL al cilindro.62 para l a  

aproximación PB, la retardación fue mas pequeña, generalmente menos de 

3.5 X y en muchos casos fue despreciable. Por otro lado, el efecto del 

promedio sobre las orientaciones representa una corrección de -25 X y 

fui, en general, más importante que el efecto de retardación. 

En la figura 25, presentamos algunos cálculos teóricos para las 

movilidades electroforéticas promedio, obtenidas de las 

ccuaciones 3.2.3. Hemos graficado también los resultados de Ross y 

scru995-86 Para obtener estos Últimos datos hemos uti1 izado los números 

de Schellmann Y Stigter,13 ya que ellos usaron valores mas razonables 

para la viscosidad de la solución que los empleados por Ross Y Scruggs. 

Stigter30 comparó los potenciales zeta obtenidos de la teorfa de PB 

con los resultados de Ross y Scruggs. Aunque ellos utilizaron una 
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definición diferente del potencial 3 (usaron 3 - y o ,  
consideraron la capa de Stern) y otro valor de R (12.5 A), sus 

decir, no 

reuultados son cualitativamente comparables a l o s  resultados de P8 de la 

figura 25. 

En la misma figura, las curvas teóricas para a = 4.25 & deben ser 

comparadas con la curva de K', ya que el K+ tiene un diámetro ionico 

hidratado de 3.5 8( y la curva para a = 7.4 & debe compararse con la 

curva Lit, debido a que el Li' tiene un diámetro hidratado de 7.4 8. Las 
diferencias entre los resultados de PB y HNC/MSA deben ser mayores para 

valores mayores de a y mayores concentraciones. La concordancia de los 

cálculos de )QI(C/MSA con respecto a los datos experimentales es mejor que 

para PB. 

üebe notarse que las curvas de tNC/McA tienen la m i m a  curvatura 

que la de los resultados experimentales. El efecto de relajación es una 

fuerza retardadora y es más importante a movil idades mayores.35~19 

Entonces, es posible que si se considera el efecto de relajación en los 

cálculos de la movilidad a partir de los resultados de CNCMSA, la 

semejanza con los datos experimentales podría mejorar. 

Sin embargo, seria un error dar mucha importancia a los aspectos 

cuantitativos de la figura 25, ya que los parametros usados para el ADN 

no están perfectamente establecidos. De aqui Q U C ,  los rspectos 

cualitativos de las curvas en esa figura, tal como el signo de la 

curvatura, tienen mayor rignificado que la concordancia cuantitativa. 

Es interesante examinar los perfiles de g+_(x) y las isotermas de 

rdsorción producidos por los rerul tados de Ir f igurr 25. Esos resultados 

re muestran en loo figuras 26 a 28. Nuevamente, se observa que la doble 
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capa es apreciablemente más delgada en la teorfa HNIWMM que en l a  PB. 

Esto produce iroterrnas de adsorción cual i tatiuamente diferentes, 

potenciales mas bajos y movilidades menores en la apr,oximaciÓn HNC/MccI. 

Como se observa en las figuras 26 a 28, las curvas de WCMCA 

para a = 7.4 A tienen un máximo, y se advierte l a  inversión de la carga, 

los cual no se ue para los cálculos a partir de PB. 

Seria interesante verif ¡car si las características sugeridas por 

los resultados de la solución nirm;rica 

entonces bajo ciertas circunstancias <p.ej. concentración, ualencia o 

cargas altos) 

sn real,.;, SI z ' í i , ~  dcurrg a s í ,  

(R) Y y (R + ay21 pueden 4ener signos diferentes 

y si se tiene que 5 = y  (R + al21 habrá un cambio en la dirección de l a  

movilidad electroforética cunparada con las predicciones de la teoría 

PB. Sin embargo, debemos ser cautelosos al establecer ciertas 

especulaciones ya que la identificación de 5 con y<R + a / 2 )  es una 

aproximación. Además, en este modelo la contribución del solvente es 

incluida a través del valor de la constante diele'ctrica, siendo que, la 

naturaleza molecular del solvente pudiera tener efectos importantes no 

considerados aquÍ. 
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3.3 CWIPAWCION CON OATOS DE HONTECARLO 

Despuis de que esta tesis había sido terminada, secpublicaron dos 

estudios de la DCC a través de simulaciones de M ~ n t e c a r l o ~ * s ~ ~  

utilizando el modelo bautizado aqui como Modelo Simple (MPR + cilindro 

duro inf in¡ to). Desafortunadamente, ninguno de los dos trabajos anal izó 

interualos amplios de densidad de carga, radio del cilindro y diámetro 

iónico. En esta sección incluimos una breve discusión de los ~e~.iiltad~s 

de esos estudios con relación a las teorfas PB Y HNC/MCA, que fueron 

resueltas en esta tesis. 

El artículo de Mills et. incluye comparaciones con las 

teorías de PB Y CC (uer secciones 1.3 Y 1.4) Y concluye que, la 

concordancia entre los resultados de MC Y PB puede mejorarse modelando 

los iones como esferas duras de radio finito. Se encuentra ma>;or 

discrepancia entre la teoría de PB Y los datos de M C  que entre la teoría 

CC y M C  para el número de iones cercanos al cilindro, pero no se 

establece en forma consistente ningún criterio para determinar la ,, 

val idez o apl icabi 1 idad de dichas teorías. 

Por otra parte, Vlachy Y Hamet3* real izaron canparaciones directas 

con las resultados de las aproximaciones PB y tNCMSA,88,89 usando el 

Modelo Simple. Al confrontar con nuestros resultados, Vlachy et. al. 

obtienen conclusiones acordes con las de nuestr 

desafortunadamente, sus cálculos no son extenso 

trabajo, pero, 

por lo que no 

presentamos comparaciones con dicho estudio. No i obstante que la ecuación 

de PB ajusta bien con algunos de sus resultados de M C  para un modelo 
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de (SON, los autores afirman que esto es debido a una cancelación 

fortuita de errores. 

Las conclusiones mas importantes de l a  simulación de MC, despuo de 

sus comparaciones con PB y "c/MsAg son: 

A) Una mejor descripción de la DCC puede obtenerse si se considera 

la interacción entre cilindros. 

B) S i  se consideran las interacciones entre cilindros entonces las 

correlaciones interiónicas (ignoradas por PB) son mas 

pronunciadas. 

C) La teor ia  fflcMscI describe mejor l a  DCC que la aproximacich PB 

en todos los casos estudiados mediante la simulación de MC. 

DI Los rcsul tados de MC por Ulachy e t .  al. corroboran 

específicamente nuestros resultados. 
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4 CONCLUSIONES 

4.1 CaJCLUSIoNES FIWLES 

Utilizando las teorías NNC/MSA Y PB, calculamos las propiedades de 

l a  doble capa alrededor de un cilindro cargado (DCC). Encontramos que a 

menos que el radio R del cil indro sea pequeño ( <  80 A> el cil indro puede 

aproximarse con gran precisión por una pared cargada. Esta dependencia 

en el radio es más fuerte a concentraciones bajas. 

Se halló que l a  DCC es mas delgada en la teoria HNCRICA que en 

l a  PB y, como una consecuencia de esto, el potencial es siempre menor al 

predicho. por PB. Además, para un electrolito 2:2, el potencial zeta 

tiene un máximo cano una función de l a  densidad de carga superficial 

sobre el cilindro (teoría HNCMCEi). Estas caracteristicas hab.ian sido ya 

observadas en los estudios para la doble capa plana mediante la 

aproximación HNCMSA y fueron confirmados por simulaciones en 

canputadora en ese sistema.48 Los datos recientes de Montecarlo para l a  

DCC permiten afirmar que las propiedades establecidas son 

características reales de'l modelo Y que l a  teor 

descripción para la DCC que l a  aproximación PB. 

Hanning,20,21 basado en una teorÍa de cÚmu 

condensación de contraioncs (véase la  sección 1 

a fflC/MSA es una 

os, sugirió que 

4) ocurre cuando 

mejor 

a 

el 

parhetro J , que representa l a  densidad de carga 1 ineal del cil indro, 
tiene un ualormayor V e  12 P I  Z.I'~. Nuestros cálculos no apoyan la 

condensación de contraiones pues no encontramos ningún comportamiento 

particular cerca de 5.=Izpzil-'. Ya habla sido propuesto con 



anterioridad que l a  cc e s  un fenómeno teórico.16,22 En este estudio no 

esperabamos encontrar nin’gún significado especia1 para el valor 

que las propiedades de una teor fa de cÚmulos38~70 deben ser insensi tivas 

a los pirametros usados para definir un cúmulo. 

, ya 

En vista de que las diferencias entre las teorías tNC/MSA Y PB son 

cualitativa y cuantitativamente significativas, debe ser interesante ver 

si esas diferencias tienen consecuencias en las propiedades coligativas 

de una alucidii Yúiíelec$rolítica y en la teoría de la electroforesis 

para las cuales la teoría PB ha sido usada t r a d i c i ~ n a l r n e n t e . ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~  

Hemos real izado un examen parc i al calculando 1-a mov i 1 i dad 

electroforética de una molécula de ADN Y hemos encontrado que los 

resultados de H N C A S A  están en mejor acuerdo con los datos 

experimentales de Ross Y Scruggs, que los resultados de PB Ó PBL. 

A l  calcular la movil idad electroforética consideramos sólo las 

correcciones debidas a la retardación y a la orientación. Otros efectos 

pueden ser importantes. Debe notarse que estas correcciones adicionales 

imp1 ¡can e1 conocimiento de las funciones de distribución ‘iónica, así 

que son dependientes de l a  teorÍa usada para calcular la DCC. Un estudio 

completo de la electroforesis seria muy largo, y esperamos realizarlo, 

en un futuro cercano, como una extensión de esta tesis. Se encontró que 

existe un máximo en la funcion “u(3) como ya ha sido predicho para 

PartÍCUlaS coloidales eSfdr¡CaS.19,72-75 En la rproximaci& pB ese 

niximo proviene de la corrección por relajaciÓn. Experimentalmente, se 

ha observado un máximo en la movilidad como función de l a  concentración 

electro1 fticr para esferas c o l o i d a l c ~ . ~ ~ ~ ~ ~ - ~ ~  Es posible que, bajo 

circunstancias parecidas, un comportamiento similar pueda advertirse en 
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partículas cil Í n d r i ~ a s . ~ ~  Puede ser igualmente interesante estudiar e1 

efecto que tiene el máximo en 3 (figuras 8 Y 9 )  sobre e1 máximo en la 

rnovil idad predicho por las teorfas olectrofor6ticas. 

Para particulas esféricas, la wuaciÓn PB ha sido usada para 

calcular tamaños de particulrs,82 irea superficial espec(fica,83 y 

potenciales reta66 a partir de la adsorcidn de coiones. Aparentemente, 

esos métodos no han sido aplicados a particulas cil {ndricas. Sin 

embargo, ya qué”hemos encontrado diferencias cuant i tat iuas y 

cual itatiuas importantes entre las isotermas de adsorción para las 

teorías PB y fflC/MSA, debe ser interesante incorporar los efectos de 

tamaño iónico en ese tipo de cálculos para partículas esféricas y 

cil Índricas. 

Finalmente, creemos que puede ser muy importante estudiar la doble 

capa asociada a partículas esféricas mediante teorías del tipo MJCRISA, 

una vez que la mayor parte de io5 estudios experimentales existentes 

corresponden a esta geometría. 

8 
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PPENDICE ICs 

EL VALOR CRITICO DE 5 EN LA TEORIA DE CWDENCACIW 

DE CMRAIONES DE MMdING 

Gerald S.  Manning propuso el f e n h e n o  de condensación de 

contraiones (CC) al observar la divergencia en la integral de fase de 

una línea de carga infinita, inmersa en un bailo electrolftico.20 

La integral, que involucra le energía electrostática de un ion mdvil 

uip(x), es la siguiente 

x. 

E 

( I  .A . i )  

en donde Ai(x0) es la contribución a la integral de fase en la región 

para la cual el ion i está a una distancia menor Ó igual a xo de l a  

línea de carga, mientras que los demas iones estan a una distancia mayor 

que xo contribuyendo con un factor f(x0). 

La energia uip(x> esta .dada por 

tal que iQ<x) es el potencial electrostático a la distancia x de la 

1 Ínea de carga (el subindice p significa pol ielectrol i to) .  

Es decir, ‘p (XI cumple 



Entonces 

La constante c1 puede determinarse mediante la Ley de Gauss, que en 

sistema CGS es 

con 

El resultado es 

c p -  L_ 2 x  B 
E' 

< I  .A.6) 

tal que 'o= 1 .  La constante io se define con el propósito de 

establecer, posteriormente, expresiones vil idas tanto en el sistema CGS 

como en el MKS. As; 

63 A L ,  x + CZ 

Utilizando la relación (ver ecuaciones 1.4.1 y 1.4.2) 



se tiene 

Usamos ahora la definicion de 5 (ecuación 1.4.3) 

\ 

T='b Fd ( I  .A. lO)  

para obtener 

Sustiturendo.en Ai ( x0 )  la expresión de u i p ( x )  queda 

J 
O 

La integral anterior diverge en el 1 Ími te inferior para el caso en 

que zi sea l a  Valencia de los contraiones, es decir r i z C  < O, si se 

cumple la condición 

o sea 



Es fácil demostrar que la anterior ecuación es uálida en el sistema 

MKS para b =  1/ (4T iEo> ,  donde e o  es l a  permitívidad del vacío. 

En el caso de iones univalentes ( l z i l  = I ) ,  estudiado 

frecuentemente en la 1 iteratura, la condición es 

donde 



PPENDICE IIA 

OBTMCION DEL POTENCIAL ELECTROSTATIC0 bE INTERACCION DIRECTA U a  ( x )  

El potencial de fnteracción directa para l a  DCC corresponde 

al potencial que da l a  fuerza que sentiría un ion en un punto debido al 

campo eléctrico de un cilindro de radio R, cargado uniformemente e 

infinitamente largo. 

Por lo anterior, la funcion Ucfc'r) está relacionada con el 

potencial electrostático 

cargado en la siguiente forma 

y ($1 del campo eléctrico de un cilindro 

La simetria del problema determina la dependencia de las funciones 

Ucy(r) y 

perpendicular del punto? al eje de simetrÍa del cilindro. Recuérdese 

que en coordenadas cil Índricas 

(r) exclusivamente en la coordenada x, que es la distancia 

=' ( x ,  $ , 2 ) .  

El problema se reduce entonces a obtener el potencial 
0 

electrostático y ( X I .  De la ecuacion de Poisson 

que en coordenadas c i 1 Índr i cas puede expresarse como 



obtenemos l a  solución para Lp ' < X I ,  que en este caso es * 

en donde se ha tomado como condición a l a  frontera que la carga 

superficial en el cilindro esta dada por Q .  

La constante B esta determinada por el valor del potencial 

eiectrostático en aigun punto xo 

Por -la ecuación ( I I A . 1 )  podemos escribir- finalmente l a  expresión de 

UC,<X) 



CSPENDICE IIB I 

RELCSCJCN ENTRE ALGtElAS PROPIEDADES ELECTRICAS Y LA FUJCION DE 

- .- - 

Obtendremos, primeramente, la relación entre el potencial 

electrostático promedio y ( x )  y la funcich de distribución gCy(x), 

Partimos de la ecuación de Poisson para y(r )r5 ' 

que en términos de gCg(r) y (r) puede escribirse cano 
PCd 

( i IB.2) 

La ecuaciiin (118.2) es una expresión exacta para y<r) y gcg(r), 
I bajo las suposiciones del Modelo Primitivo ( d a s e  la sección 2.1) ,  que 

puede resolverse dependiendo de la aproximación que se emplee para el 

potencial de i a  fuerza promedio (véase la sección 1.3). 

En el caso de la DCC la simetrÍa del problema nos permite escribir 

l a  acuacio'n de Poisson de l a  siguiente manera 



I- - 

Como puede probarse por sustitución directa, esta ecuación 

. diferencial tiene como solución 

m 

dadas las condiciones a l a  frontera 

(IIB.5) 

(11B.bb) 

que representan la situacion ffsica que debe prevalecer en el “bulto‘ 

del electrolito, es decir, a gran distancia del cilindro cargado. 

La ecuacion (118.5) establece la relación entre y ( x )  y gca(x) para 

la DCC. 

En cuanto a l a  reiación entre l a  densidad superficial de carga en 

el cilindro Y la función gc,(x) para la DCC, esta se puede derivar a 

partir de la c’ondición de electroneutral idad del sistema 

eloc trol i to-ci 1 indro. cargado 

1.461 4.4- I 

i o  9-  + 9, í 118.7) 



la anterior ecuación, en 

. del cilindro 6 y l a  ‘dens 

P 

t4rminor de l a  densidad superficial de 

dad uolumétricr de carga en el electro 

carga 

i to 

Si la densidad 6 es uniforme sobre la superficie del cilindro l a  

ecuación (IIB.8) se convierte en 

(lIB.9) 

nótese que el lfmite inferior de la integral está-en la superficie del 

cilindro ( X  sz Su5tituYendo fel(X) en función de gCy(x) obtenemos 

o 
r n  

(IIB.10) 

Por Último, haciendo uso de las ecuaciones (2.3.7b) y (2.3.8b) 

Rr “6 
que es la relación entre la densidad de carga u sobre el cilindro Y las 

funciones de distrihcion gCg(x). / 



fiPENDICE IIC 

INTEGRALES DE LOS TERMINOS QUE CMJTIENEN A LAS FUJCIONES pcr(t) Y 

(t)  EN LAS ECUACIONES Wc/McA PARA LA DCC Pd 
En este apéndice se realizan las integrales de los tirrninos que 

contienen a las funciones Pcs(t> y 

la DCC establecidas en la sección 2.3. 

(t) en las ecuaciones WC/McA para Pcd 

Definimos a continuación las siguientes funciones 

r 

I 

en donde 

í JIC .1)  



INTEGRAL I ( x )  .- 
La función S(x>, cano se advierte en la ecuación (iIC*l), rrtr' 

expresada en t&minos de la integral en t del kernel i * ( x , t ) .  Este 

kernel puede derivarse analíticamente a partir de la ecuación ( 1 1 C , 4 ) m  

integrando primeramente en z dicha expresión, se obtiene 

donde C es una constante en la integracich. 

El término que contiene al logaritmo puede integrarse por partes 

quedando la siguiente expresión para I ' ( x , t )  

Sustituyendo el kernel en la ecuación ( I I C . 1 )  se tiene 

a p3 

Finalmente, usando la relación (118.11) del Apéndice I l B ,  podemos 

escribir l ( x )  cano 



Lar funciones D(x) y S(x) tienen en su inteQrando a l a r  funciones 

de correlación cj<s) y cs ( s ) ~  que se anulan para s ) a, de manera que 
GI 

existe una restricción parr los valores posibles de t, t y 9 en los 
ecuaciones (IIC.2)  y (IIC,3), l o  que se reflejará en los límites de 

integración. Es fácil demostrar que para I x  - t 1 > a se tiene s > a, y 

para ( x  - t I ,< a se cumple que s 4 a, por tanto 

las definiciones de las constantes que aparecen en 

pueden verse en la sección 2.3. 

(IIC.9b) y (11C.9~) 

hhora bien, dados x y t tales que I x  - t 1 ( a s  los valores de z y $ 
tienen los siguientes i ímí tes 

( I I C . 1 0 )  

(IIC.11) 

. 

c 



donde ' 

'I [ , 2 % t  

$e = arcos x2+tL- Q ( I  IC . 12a) 

(1 IC. 12b) 

en (IIC.12b) l a  variable 9 esta dentro del intervalo dado por (1IC.10). 

Consideradas las restricciones anteriores podernos ya obtener D(x) Y 

S ( x ) .  En el caso de D(x)  podemos reescribir 

con 

ro 
r 

(1 IC. 13) 

(1  IC. 14) 

la expresión de csr.(s) d para I x  - t 

que el llmite inferior en (IIC.13) es (R t ad21 en virtud de la 

< I esti dada por (IIC.9b). Nótese 

propiedad (2.3.8b). 

De i'gual manera para W x )  escribimos 

( I  IC.  15) 



. Por la propiedad (2.3.81) y la def’inición (2.3.17a) se tiene que 

con 
c) . . . . . . .  . . . . .  * IX-t .I ,c\ .  

para x - t < a, la funcion c (5) proviene de ( 1 1 C . 9 ~ ) .  

Falta, ahora, obtener las integrales 

que involucran las siguientes integrales sencillas 

t 

( I  IC.  18a) 

( I IC.  18b) 

( I I C .  18d) 

, 



I_ - a -- -- - '  

i 

estas pueden r e a l  izarse directamente dando90 

J, = z. 

en donde 

(1  1 c e 19a) 

( I  IC .  19d) 

(IIC.20) 

As Í 

o . . . . . .  . .  . " . .  . , I . .  ! x - t l > a  

Por todo l o  a n t e r i o r ,  D(x) y S(x)  estarán dadas por l a s  ecuaciones 

(IICel3)B <IICmib)~ (IIC.21) y (IICe22). 

I 

i 



@PENDICE 110 

LIMITES DE LAS ECUACIONES cNC/McEI PARA LCI DCC 

En este apéndice se demuestra la consistencia de las ecuaciones 

)(NC/McA para la DCC, establecidas en la sección 2.3 de este trabajo, 

analizando algunos casos limites. Se estudian los limites: x ->a s 

a -> O y R  ->m . 
LIMITE X -3 ( ~ i  . -  

Cuando x -> 03 las funciones de distr bución gCa(x) deben tender 

a 1 reflejando el hecho de que lejos del-c lindro'cargado, esto es, en . 

el 'bulto' del electrolito, debe existir la misma probabilidad de 

encontrar un ion negativo o uno positivo. Para demostrar que las 

ecuaciones WC/McA para la DCC cumplen con dicho limite partimos de la 

s i gu i en te ecuac i ón 

que es una expresión equivalente a (2.3.0, en la que Únicamente  se ha 
sustituido la integral I(x) (véase el aphdice 1IC) y se ha exigido que 

U,~(X) se anule en infinito. 

Si  x ->a  , se tiene que s > a, por io cual cd(s) = c,(s) = O 

( v e r  las ecs. 2.3.4). Además, el logaritmo en el integrando del Último 

término en (IlD.1) puede sustituirsc por 



La ecuación ( I i D . 1 )  se convierte, entonces, en 

Uti1 izando l a  condición de electroneutral idad (IIB.11) los términos 

en la exponencial se cancelan quedando 

= 1 
.~ 

(110.4)  

LIMITE a -> 0.- 

En el limite en que el diámetro de los iones del electrolito sea 

cero puede demostrarse ficiimente que Kd(x,t) = K,tx,t) e: 0 para 

cualquier valor de x y t, esto es, al considerar a los iones como 

puntuales, la correlación entre ellos estará dada Únicamente por el 

potencial coulombiano (integral de f(x,t)). Por lo anterior, para el 

caso de iones puntuales, l a  expresión (2.3.13) es 

Sustituyendo la expresión del potencial sobre l a  superficie del 

cilindro‘?,-,, en tirminos de la integral de fcd(t), resulta 



Oiuidimos, ahora, la integral en dos regiones de integración: x > t 

y x < t. En e1 primer caso t1 integrando es cero, de manera que gc3(x) 

puede escribirse como 

pero, precisamente, la integral de la ecuacidn anterior e5 la relación 

<155.5) entre el potencial electrostático promedio ?(x) y P r d ( t )  1 -  ~ 

Tenemos, entonces, la siguiente relacion en el límite a -> O 

La ecuación anterior es la relación entre gcy(x) y +<XI en l a  

teoría de Poisson-Bolttmann no lineal para l a  DCC (véase l a  sección 

f *3)* Esto es, en el 1 hi te a -> O las ecuaciones ccJC/McA para l a  DCC se 

convierten en la forma integral de la ecuación de Poisson-Boltzmann no 

linealizada, que se obtiene de l a  ecuación de Poisson ( I I B . 1 )  al 

sustituir en ella l a  expresión (110.8). , 



LIMITE R -> .- 
Partimos de la siguiente ecuacion 

donde 

Si definimos las variables x = x - R, to = t - R y 1 = t $ ,  la 

con 

Y 

El primer término de la exponencial en (IID.11) puede ponerse como 

(1  I D .  14) 



El hltimo término de l a  exponencial en (IID.11) puede escribirse de l a  

Q) 
siguiente manera 

Utilizando la relación (118.11) se tiene 
. ,'¿ n(s*+.?> jt 

Desarrollando los logaritmos dentro de la exponencial para 

argumentos pequeños y tomando el límite R -) 00 , la ecuación (IID.16) 

en donde se han eliminado los subíndices cero de las variables x, y te. 

Desarrollando el término CoS (R/ (Rtt , ) )  de (IID.121,. la distancia 

interionica esta dada por 

o 
s = =  z2+ C X - t P +  L í 1 I D .  18) 



La expresión anterior da l a  distancia s en coordenadas cartesianas. 

Finalmente, en Coordenadas bipolares, l a  ecuación ~110.17) es 
o Q 

La ecuación anterior es la expresión de las ecuaciones HNC para la 

DCP.  91 



fiPENDICE I IF 
INTEGRAL DE LN <So) 

A1 evaluar numéricamente e1 kernel Kd(x,t), para el caso x = t ,  la 

integral de In So (véase l a  ec. 2.3.17d1, proveniente de Jp, diverge en 

= O. Sin embargo, puede demostrarse que el integrando tiende a un 

limite y que, por lo tanto, l a  integral numérica puede realizarse. Para 

x = t se tiene que 

Realizando una integracidn por partes podemos reescribir l a  

integral anterior de la siguiente manera 

El integrando del lado derecho es igual a 2 cuando í)-> O, de manera 

que, redefiniendo e1 integrando de la integral impropia en (IIE.2) de la 

siguiente manera 

2 . . . . . . . . .  +-a 

9 $ 0  

i- 
i 

1 

I 

. . . . . . . .  1 9 S e n $  I 
I - c o s 4  

se  obtiene una integral propia que puede llevarse a cabo en forma 

(11E.3) 

numQr i c a .  
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Fl6UIw 1.0  RepraranticlÓn asquam~tIcr de la Doble C i p i  

Eldctr ica <DE) 

FlGURCI 2.- Distribución de carga a1 adedor de una partfculr 

coloidal con carga negat ua. 

FIGURA 3.- Curuas del potencial electrostítico prmedio para una 

DCE asociada a una partícula con potencial 

superficial To. La curua inferior muestra el caso en . 
et que voyd < O .  

FIGURCI 4.- La estructura del ADN propuesta por Watson y Crick. 

FIGURA 5.- Fuerzas presentes en la electroforesis. La iínea 

interrumpida representa la DCE. 

FIGURA 6.- Variación de l a  movilidad en función de )Sra 
1 

(referencia 62). 

FIGURA 7.- Oeunetría del Modelo Simple. 



FlGUFM 8.- Potencial reta parr un electrollto simétrico 

ronouaiente <a = 4.25 A, T - 2?8'Kg G - ?8.5) C ~ D  una 

función de la  densidad de carga superf Icial C7 parr 

diversos valores del radio del cilindro. Las curuas en 

la parte superior de la grífica con para una , 

concentración de 0.01 H y el conjunto de curuas en l o  

parte inferior son para 1 M. Las lfneas sólida e 
_- 

interrumpida mururcstrn~ los rrrs::?twhC= Zo? !MCMFfi y PB, 

respectiumente. 

FIGURA 9.- Potencial ztta paro un electro1 ¡to rim;trico dioalente 

<a = 4.25 4, T 

la densidad de carga superficial 6 para diversos 

298OK, € - 78.J) como una función de 

valores del radio del cilindro. Las curuas en la parte 

superior de la grífica son para una concentración de 

0.005 tí y el conjunto de curuas en la parte inferior 

son para 0.5 tí. Las lfneas sólida e interrumpida 

muestran los resultados de HNC/McA Y PB, 

re spe c t i u amen t e. 

< 

FIGURA 10.- a), b> y c>t Variación del potencial reta romo función 

de la densidad de carga superficial be sobre una 

partícula coloidal aproximadamente esférica. El 

significado de los sfmbolos se incluye en l a  misma 



FlQURCI 11 .- Potencial teta par8 un electro1 ¡to sidtrico divalente 
7 

(1 - 298’K, E - 78.5) CURO una función de la  densidad 

de carpa superficial para dos diferentes valores del 

concentraciones molares del electro1 ¡to 

< f+ = p- = 0.005 M y 0.5 MI. El radio del cilindro err 

de 5 8( para todas los curwas. Las 1 Ínrrr sÓ1 ida e 

interrumpida muestran los resultados de i iWMcA Y-PB, 

respect iuamen te. 

FIGURA 12.- Potencial zeta parr un electrolito simétrico 

nonoualente <a - 4.25 a, T * 298’K, 

función del inuerso del radio del cil indro p a r r  

densidad de carga constante. Los lineas sólido e 

interrumpida muestran los resultados de WCASCI y PB, 

respec t i uamen te. 

= 78.5) como una 

- 

FIGURA 13.- Potencial teta para un electro1 ito rimdtrico divalente 

<a = 4.25 A, T = 298’K, E. = 78.5) como una función del . 

inverso del radio del cilindro para densidad de carga 

constante. Las 1 íneas sÓ1 ida e interrumpida muestran 

los resultados de )1Nc/MS4 y PB, respectiuamente. 

FIGURA 14.- Potencial zeta para un electro1 i to simétrico 

monoualente <a = 4.25 &, T = 298OK, € = 78.5) como una 

función del’inverso del radio del cilindro para 

potencial superficial constante. Las 1 fnear sÓi ida e 

interrumpida muestran l os  resultados de MC/MSA y PB, 

respectivamente. 



\. 

FIBURCI 15.- Potencial reta pari un electro1 i t o  rin~trlco divalente - 78.5) cano una función del <a = 4.25 &, T - 298'K, 

inuerso del radio del cilindro para potencial 

cuperf icial constante. Las 1fnerr 6 1  ida e interrumpida 

muestran los resultados de WC/McA y PB, 

respectiuunente. 

F16UfM 16.- Carga de exceso adsorbida por la partfcula cilfndrica 

para un clectrol i to 1:1 (a  = 4.25 a, T = 298OK, 

= 78.5) cano una función del inverso del radio del 

c i 1 indro para densidad de carga constante. Las 1 [near 

sólida e interrumpida muestran los resultados de 

WCMM y PB, respectivamente. 

FIGURA 17.- Carga de exceso adsorbida por la partícula cilindrica 

para un clectrol i to 2:2 (a - 4.25 A, T = 298'K, 

E = 78.5) cano una función del inuerso del radio del 

cilindro para densidad de carga constante. Las lfneas 

sÓ1 ida e interrumpida muestran los resui tados de 

HNCAISA y PB, respectivamente. 
.~ 

FIGURA 18.- Carga de exceso adsorbida por la partícula cil Índrica 

para un electrol i to I t 1  (a = 4.25 4, T = 2980K, 

E = 78.5) cano una función del inuerso del radio del 

cilindro para potencial superficial constante. Las 

1 íneas oÓ1 ida e interrumpida muestran los resultados de 

HNCAISA y PB, respectivamente. 



parr un electrolito 212 ír - 1.25 A, T = 29B9K, 

E =,78.5) cano una función del inuerro del rrdio del 

cil ihdro para potencial superf icirl constante. Las 

1 fneas sÓ1 ida e interrumpida muestran los resultados de 

WCMM y PB, respectivamente. 

FIGURA 20.- Perfiles de las funciones de distribución de un 

electrolito I r 1  con denqidad electrolftica 1 M 

(a = 4.25 A, 7 = 298.K, € = 78.5) para diversos radios 

del cilindro. En todas las curvas el valor de la 

densidad de carga superficial e s  6 = 0.220 Wm2. Las 

1 fneas s61 ida e interrumpida muestran los resultados de 

tNC/MSfl Y PB, respectivamente. Et1 graficar los ualorer 

de las abcisas se uti 1 izó una escala proporcional a 

f 

FIGURA 21.- Curva del potencial electrostático promedio de un 

electrolito i : i  con densidad clectrolfticr f hi 

(a - 4.25 A, T = 298"K, f = 78.5) para diversos radios 

del cilindro. En todas las curvas el valor de lo 

densidad de carga superficial e s  0 = 0.220 Wm2. Lar 

1 [near sol ida e interrumpida muestran los resultados de 

HJC/McA y PB, respectivamente. A1 graf icar los valores 

de las abcisas se- utilizó una escala proporcional a 

senh-l . 



I 

FIGURA 22.- Perfiles de Ir8 funciones de distr¡buclÓn de un 

electro1 i to 282 con densidad electro1 ltlca 0.3 N 

t,r - 4.25 &, T - 298*K, € - 78.5) parr diversos radios 

del cilindro. En todas las curvas el ualor de Ir 

densidad de carga superficial es  6 - 0.3031 Vm2. Las-- 

1 Íneas oÓ1 ida e interrumpida muestran los resul tados de 

WKYilSA Y PB, respectivamente. Al graficar los ualores 

de las abcisas se uti 1 izó una escala proporcional a 

senh'l . 
- 

?. . 

FIGURA 23.- Curva del potencial electrostdtico prunedio de un 

electro1 ¡to 2r2 con densidad electro1 {tira 0.5 ?I 

<a = 4.25 A,  7 = 298'" t = 78.5) para diversos radios 

del cilindro. En todas las curvas el valor de la 

densidad de carga superficial es 6 = 0.3031 Wm2. Las 

1 fneas sÓ1 ida e interrumpida muestran los resul tados de 

tN[wMSA Y PB, respectiuupente. 61 graficar los valores 

de las abcisas se uti 1 izó una escala proporcional 8 

senh'l . 



1 

F16URA 24,- Perfiles de Ir8 funciones de distribucidn de un 

electro1 it0 1 1 1  con densidad electro1 ftica 1 N 

<T = 298-K, 

iÓn¡cos (a = 1 y 4.23 h. En tddar las curvas la 

- 78.5) parr do8 diferentes di&tror 

densidad de carga ruperficial es U = 0.220 W d  y e1 

radio del cilindro tiene como valor 5 A. Lar líneas 

sÓ1 ida e interrumpida muestran los resul tador de 

JIJC/rl%?sA y PB, i-kqmti'uamente. Al graf ¡car los valores 

de las abcisas se utilizó una escala proporcional a 

senh'l . 
FIGURA 25.- Movii idad rlectrofor6tica reducida para un 

electroiito I r 1  <T = 274.66'K, E = 78.5) como una 

funcio% de la concentración electro1 Ítica para dos 

valores del d i h e t r o  iónico (a = 4.25 y 7.4 A). En 

todas las curvas la densidad de carga superficial es 

a = 0.1544 C/m2 ( 5 = ,4.6) y e1 radio del cilindro 

tiene como valor 9.8 A. Las líneas sólida e 

interrumpida muestran los resultados de WWiIcA y PB, 

respectivamente. Los puntos son datos experimentales 

tomados de la referencia 86 < 0 = Li', = NI+, 

O = K+ y A - TM+>.  

, 

i 



. .  

' 
FIGUW 26.- Carga dr exceso Cdsorbida por la partfculr cilfndrica 

parr un electroilto lil 4 T  = 274;66*K, c - 78.3) como 

una función de la densidad electrolltica para dos 

valorrs del d i h e t r o  iónico <a - 4.25 y 7.4 h. En 

todas las curvas l a  densidad de carga superficial es 

= 4.6) y el radio del cilindro .i 0.1544 
( 3 

tiene como valor 9.8 A. Las líneas sólida e 

interrumpida muestran l o s  re.:ul tados !,. loPlrlkY%? a' TB, 

respectivamente. 

FIGURA 27.- Perfiles de las funciones de distribución de un 

electrolito 1 1 1  ( 8  = 4.25 A, T = 274.66*K, € - 78.5) 

parr varias concentraciones electroiiticar ( 0 . 1 ,  0.2 y 

1 MI.  En todas las curvas la densidad de carga 

superficial es Q =  0.1544 C h 2  ( 5 = 4.6) y el radio 

del cilindro tiene catno valor 9.8 A. Las líneas sólida 

e interrumpida muestran Jos resultados de CNCMSA Y PB, 

respectivamente. Al graficar los valores de las abcisrs 

se uti1 izó una escala proporcional a senh-1. 

. 



FIOUM 28.- P w f i l e s  de las +unciones de distribución de un 
81ectrülitü 1 8 1  <a 7.4 A, f 274.6ó01(:, = 78.5) 

para variar concentraciones electro1 íticas (0.05, 0.2 y 

1 NI. En todas las curuas la densidad de car91 

SuperfiCi81 e8 0.1544 c/inz ( $ = 4.6) y e1 radio 

del cilindro tiene cano ualor 9.8 h. Lar lfnear sólida 

e interrumpida muestran los resultados de MC/MSA y PB, 

s-spncfiumwnte. A l  graf icar  los valores de l a s  abcisas 

se  uti 1 izó una escala proporcional a senh-l. . 

. .  
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