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RESUMEN

La dindmica atmosférica es un sistema complejo ya que estd compuesto por una gran diversidad de
factores y variables que interactian entre si exhibiendo no linealidad en sus relaciones. La sensibilidad
en sus condiciones iniciales hacen de este, ademds, un sistema cadtico que resulta imprevisible a largo
plazo. Es esta la razén de la importancia que tiene el contar con métodos que determinen de manera
precisa las variables en juego de un modelo que pretenda simular el comportamiento atmosférico y/o de

los fenémenos que ahi tienen lugar.

En este trabajo comenzamos por una revision general del rol que tiene la fisica matemadtica en el estudio
de la atmoésfera; como se ha clasificado de acuerdo a escalas espaciales y temporales de manera que
sea posible localizar su andlisis; el problema con la obtencién e integracién de datos atmosféricos y la

asimilacion de estos datos a manera de introduccion.

La primera parte del trabajo se centra en establecer algunos de los principios fisicos y matemaéticos
fundamentales y necesarios para elaborar modelos primitivos de la dindmica atmosférica. En el segundo
capitulo estudiamos los sistemas de referencia y las transformaciones entre sistemas de coordenadas.
Hacemos una revision de las coordenadas eulerianas y lagrangianas; se introduce la esencia del teorema
de transporte de Reynolds y formulacién covariante-contravariante de los mapeos entre estos sistemas de

coordenadas lo cual da lugar a una aplicacién para el célculo de los simbolos de Cristoffel.

El capitulo 3 se centra en la derivacion a partir de primeros principios de las ecuaciones hidrodindmicas
en un sistema de referencia inercial. Establecemos un par de hip6tesis necesarias para estudiar los medios
continuos que nos son de utilidad para deducir la ecuacién de transporte o balance de materia desde
la perspectiva lagrangiana y euleriana. Encontramos también la ecuacion de movimiento y de energia
mecdnica a partir de la segunda ley de Newton. La ecuacidn de energia se estudia para una particula,
para un sistema de particulas y finalmente para un medio continuo. En este Gltimo encontramos que parte
del trabajo hecho por las fuerzas superficiales resulta en un trabajo interno que genera deformaciones en
el interior del volumen lo cual sugiere una relacién con el trabajo termodindmico de la primera ley de
la termodindmica. Pasamos entonces a estudiar la termodindmica de medios continuos para fluidos en
movimiento con ayuda de la hipétesis de equilibrio local. Encontramos que la ecuacion de energia es en
realidad la sintesis de dos principios fisicos independientes; la segunda ley de Newton y la primera ley

de la termodindmica.

En el capitulo 4 estudiamos las ecuaciones hidrodindmicas en un sistema de referencia fijo a la Tierra en
donde introducimos una matriz de rotacién que relaciona las bases del sistema de referencia inercial con

el sistema no inercial que rota junto con la Tierra.

En la literatura de meso-escala, el término gravitacional de la ecuacion de movimiento se aproxima por



g = gk. Hacemos una revisién de (Nufiez, 2003) en donde se determina cual es la regién de validez
con esta aproximacion en contraste con un modelo de Tierra esférica. Encontramos que para longitudes
superiores a los 100km existe un error porcentual, entre las isolineas de presién de ambos casos, mayor al
10 % que aumenta de manera que con longitudes mayores a los 350km el error es superior al 200 %. Esto
es relevante debido a que en estudios de meso-escala suelen considerarse longitudes de 800km ademads
de que el término gravitacional de la ecuacién de movimiento es el término dominante para diferentes

escalas espaciales.

En la segunda parte del trabajo nos enfocamos en como generar campos de velocidad fisicamente
consistentes a partir de datos operacionales. En el capitulo 5 hacemos una breve revision de métodos

que suelen ser usados en la literatura para la interpolacion y extrapolacion de datos de viento.

El capitulo 6 trata con la importancia del balance de masa y la ecuacion de continuidad destacando la
condicién de conservacion usada en meteorologia. A partir importancia del balance de masa en modelos
de transporte atmosférico surgen planteamientos como el de (Kitada, 1987) que propone ignorar el término
divergente de la ecuacidn de transporte. En esta seccién hacemos una revision de (Rocio Mendoza, 2015;
MA Nuiiez y Mendoza, 2015) en donde se estudia esta propuesta analizando la estructura del campo
localmente y se concluye que ignorar este término provoca una estructura del campo sustancialmente
distinta. La solucién, de acuerdo con (MA Nuifiez y Mendoza, 2017) estd en trabajar con campos de
velocidad que sean per se no divergentes de manera que se anule naturalmente el término divergente de

la ecuacidn de transporte sin necesidad de ignorar ningin término.

El capitulo 7 estd dedicada entonces al problema de generar campos de velocidad conservativos comen-
zando con el caso més simple en donde U° es el campo que resulta de la suma de el campo inicial
interpolado v® medido sobre un plano horizontal y la imposicién de la conservacién de masa para obtener
la componente vertical que es exactamente la integral sobre el eje vertical de la divergencia de del campo
inicial. Este campo es evitado en la literatura debido a que se piensa que es mds sensible a errores en
los datos, sin embargo, mostramos con un ejemplo analitico la verdadera razén de porqué no es un buen

candidato para campo de velocidad, i.e., reproduce las variaciones del terreno en vertical.

En el capitulo 8 nos centramos en el concepto de campo de velocidad ajustado y los problemas de frontera.
Contamos con dos formas posibles y equivalentes para resolver este problema; la despcomposicion de
Helmholtz y la formulacién variacional. Ambas aproximaciones resultan en una ecuacién eliptica. La
descompocioén de Helmholtz tiene la desventaja de que no cuenta con una solucién dnica en general,
ademds de que no se ha llegado a un acuerdo de cuales son las mejores condiciones de frontera para este
problema. Por su lado, la formulacion variacional resulta en un problema bien definido con soluciones
Unicas, sin embargo, diferenciamos entre la formulacién estdndar y una propuesta hecha por (MA Nuifiez,
2012) cuya diferencia radica principalmente en las condiciones de frontera usadas para resolver la ecuacion

eliptica que determina el campo de velocidad ajustado. La formulacion estdndar de este problema consiste
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oA
on
y condiciones Dirichlet A\ = 0 sobre el resto de la frontera o las fronteras abiertas. El problema con

en imponer condiciones tipo Neumann %~ = 0 sobre el terreno que se entiende como una frontera cerrada
esta formulacién, como es demostrado numéricamente en este trabajo, es que imponer condiciones tipo
Dirichlet sobre alguna parte de la frontera genera una discontinuidad que altera el balance de masa mismo.
Analizamos entonces la propuesta que impone condiciones Neumann sobre toda la frontera y verificamos
como mejora por mucho el balance de masa del campo ajustado generado. Para esto calculamos el
flujo y el porcentaje de masa que fluye en distintas regiones para un intervalo de tiempo de 3 horas y
comparamos los resultados de los problemas de frontera estudiados para tres distintos campos iniciales
y un caso equivalente al reportado por (Sanin y Gustavo Montero, 2007) para estudiar la dispersion de

contaminantes atmosféricos.

Finalmente, hacemos una revision del problema de transporte y el cédlculo de trayectorias para un campo
ajustado en terreno complejo. Con valores pequeiios de la componente S5 de la matriz S recuperamos el
caso del campo U" en donde las trayectorias del campo reproducen las variaciones del terreno en vertical

pero con una matriz S adecuada es posible generar campos de velocidad realistas.

En los apéndices se integra gran parte de la herramienta matemadtica usada para desarrollar este trabajo

con ejemplos ilustrativos en cada seccion.
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Capitulo 1
INTRODUCCION

El siglo veinte se ha destacado por haber tenido una actividad importante con grandes avances en
muchas dreas del conocimiento cientifico-tecnolégico (Nebeker, 1995). Los desarrollos en la tecnologia
han hecho posible nuevas formas de realizar observaciones y mediciones del planeta que nos brinda
una perspectiva a diferentes escalas espaciales y temporales que nos permite apreciar mejor los patrones
naturales. Un entendimiento profundo de las leyes naturales es necesario para interpretar correctamente las
observaciones y poder visualizar los patrones e interrelaciones de los fendmenos complejos involucrados
en el estudio de los aspectos fisicos de la tierra (Bates, 1961). El sistema climético terrestre, por ejemplo,
estd determinado por las relaciones intrinsecas entre la atmdsfera?, la hidrosfera 2, la litosfera?, la biosfera*

[ver Figural.l] y los factores externos como el Sol (Trenberth, 1992).
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Figura 1.1: El medio ambiente de la Tierra asi como su sistema climdtico incluyen la atmésfera, la
hidrosfera, la litosfera y la biosfera.

La atmésfera terrestre es la capa mds externa y menos densa del planeta. Se constituye por varios gases que varfan en
cantidad segtin la presion a diversas alturas. Los principales gases que la componen son: oxigeno (21 %) y el nitrégeno (78 %
), seguidos del argén, el diéxido de carbono y el vapor de agua.

2Se compone de todas las aguas superficiales liquidas y congeladas, las aguas subterrdneas contenidas en suelos y rocas,
y el vapor de agua en la atmésfera. Los componentes de la hidrosfera estdn en circulacién constante sujetos a cambios de lugar
y fase, de esta forma la cantidad total de agua permanece en equilibrio.

3Capa exterior de la Tierra, rigida y rocosa, constituida por la corteza y la parte superficial del manto. Se extiende hasta
una profundidad de aproximada de 100 km y se divide en una docena de bloques rigidos separados llamados placas tectonicas.

“La biosfera se compone del conjunto de ecosistemas de la Tierra, formado por los seres vivos y el medio en el que viven.



La atmdsfera sirve como una interfaz entre el espacio exterior y la superficie terrestre es la regiéon en
donde se presentan los cambios climéticos que afectan intimamente nuestra vida diaria y el abastecimiento
de nuestros alimentos> (Stone y Meinke, 2006; White, Brooke y Pfister, 2018). Esta interfaz recibe una
gran cantidad de radiacion solar lo que provoca cambios importantes de temperatura; una de las variables
fundamentales dentro del sistema climdtico que experimenta los cambios mas radicales y perceptibles.
Estos cambios de temperatura provoca corrientes de viento; otra variable determinante que lleva consigo
calor y humedad a través de la atmésfera asi como el transporte de la gran variedad de los elementos que

componen el aire.

A pesar del gran esfuerzo y los grandes avances realizados a través de varios afios de estudio y anélisis
del sistema climdtico terrestre y sus mecanismos, aun existen muchas preguntas abiertas. El lenguaje
matematico ha resultado ser muy util para interpretar los patrones y ciclos en la naturaleza a través de una
estructura logica que nos permite entender causas y consecuencias desde una perspectiva reduccionista,
que involucre sélo algunas variables relevantes, hasta una perspectiva tan sofisticada como sea posible.
A partir de primeros principios fisicos, como lo son la conservacién de masa, momento y energia; o las
leyes termodindmicas, es posible esquematizar un fenémeno a través de una diversidad de métodos y
plantear un modelo matematico, que caracteriza las causas o factores que determinan una dindmica, con
el objetivo de encontrar una solucién que nos permita entender los mecanismos intrinsecos del fenémeno

para hacer predicciones de su dindmica y sus consecuencias.

1.1. Modelos matematicos

Un modelo fisico-matemdtico es una idealizacién o representacion abstracta de fendmenos, sistemas o
procesos que tienen como fin analizarlos, describirlos, explicarlos, simularlos y predecir su comporta-
miento a diferentes escalas. No representan la realidad en toda su complejidad; 1a mera percepcién humana
es un modelo creado por el cerebro a través de los datos recibidos de los sentidos. Se procesan y filtran
estos datos y sélo cierta informacion que nos es relevante del entorno es considerada para formar nuestro

modelo de la realidad.

De la misma manera, un modelo fisico-matematico considera las variables mas influyentes que caracteri-
zan un fenémeno observado y estudia las relaciones existentes entre estas variables y los cambios respecto

a sus parametros.

La comparacién del modelo con la realidad determina que tan buena aproximacién es nuestro modelo;
que tan buena descripcion es del fendmeno observado de acuerdo con las variables y relaciones de

correspondencia establecidas.

SEn particular, es en la troposfera(0-10km) y la estratosfera baja donde se manifiestan la mayor cantidad de fenémenos.



1.2. El problema inverso

Un problema inverso, en contraposicion del problema directo, se define como la clase de problema donde
se infiere informacion a partir de observaciones. Los problemas directos también se plantean a través de la
observacién de un fendmeno pero no se infiere informacién. Con los datos disponibles se crea un modelo
que permite hacer predicciones de algunas mediciones dada la descripcion de un sistema generando la

informacion a partir del modelo.

De acuerdo con J.S. Hadamard (Hadamard, 1902), un problema bien planteado debe satisfacer tres
criterios:

(1) Existencia; existe la solucion al problema.

(1r) Unicidad; si existe, la solucién sera Unica.

(1) Estabilidad; la solucion es estable. E1 comportamiento de la solucién cambia de forma continua res-
pecto el cambio en las condiciones iniciales. En los problemas inversos, la condicién de estabilidad

suele ser quebrantada.

La formulacién matemadtica de un problema directo se sigue como: Pardmetros (o variables) del modelo

— Datos. Un problema inverso, en cambio va de: Datos — Pardmetros del modelo®.

®El descubrimiento de Neptuno, en 1846, se logré al analizar una perturbacién en la trayectoria de Urano, el matemético
francés Urbain Le Verrier predijo la posicion del planeta atin no visto a partir de estos datos. Un ejemplo de problema inverso.



1.3. La fisica de la atmésfera y los sistemas dinamicos
¢ Puede el aleteo de una mariposa

en Brasil desencadenar un

tornado en Texas ?

E. Lorenz (1972)

Las variables que integran un modelo meteorolégico son en realidad propiedades fisicas que estdn
definidas en cada punto del espacio llamados campos meteorolégicos, i.e., temperatura, presion gravedad,
viento, etc. La atmdsfera es un sistema dindmico cuyas variables se relacionan de manera no-lineal. Los
cambios de temperatura y el movimiento terrestre provocan el desplazamiento vertical y horizontal del
aire que circula entre los polos y el ecuador en bandas horizontales a través de las diferentes latitudes

[Figura 1.2, 1.3 y 1.4]. Ademads, las caracteristicas de las superficie terrestre perturban el paso del aire en

movimiento causando zonas con distintas densidades de aire.
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Figura 1.2: Patrones generales de circulacion atmosférica sobre una Tierra idealizada con una superficie
uniforme (izquierda) y la Tierra real (derecha) donde se representan los patrones horizontales y verticales

de la circulacion atmosférica.

Una propuesta para estimar campos de viento es encontrar soluciones numéricas de las llamadas ecua-
ciones primitivas. Las ecuaciones primitivas determinan la dindmica atmosférica; fisicamente equivalen
a las ecuaciones hidrodindmicas de un fluido en un sistema de referencia en rotacién y plantean los
principios de conservacién (masa, momento, energia, etc...) que permiten darle un sentido inequivoco a
un fendmeno que se desee estudiar en cualquier escala espacial o temporal. Sin embargo, en la prictica, el

estudio numérico de las soluciones de estas ecuaciones puede resultar muy costoso a nivel computacional.
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Figura 1.3: Esquema en un plano meridional de las direcciones de los movimientos promedios de los
llamados jet streams en la atmdsfera.
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Figura 1.4: Cuando la atmésfera se vuelve lo suficientemente inestable como para formar grandes y
potentes corrientes ascendentes y descendentes (como lo indican las flechas rojas y azules), se forma
una enorme nube tormentosa. A veces, las corrientes ascendentes son lo suficientemente fuertes como
para extender la parte superior de la nube hacia la tropopausa, el limite entre la troposfera (o la capa mas
baja de la atmésfera) y la estratosfera.



A principios del siglo XX, se plante6 que las leyes de la fisica podrian usarse para pronosticar el tiempo;
predecir el estado de la atmdsfera podria tratarse como un problema matematico de valores iniciales en
el que el clima futuro se determina integrando las ecuaciones en derivadas parciales partiendo de una
observacion inicial del estado del tiempo. Actualmente sabemos que este problema se traduce en resolver
diariamente un sistema de ecuaciones diferenciales en aproximadamente medio billén de puntos por paso
de tiempo entre el tiempo inicial y semanas o meses por delante teniendo en cuenta la dindmica, los
procesos termodindmicos, radiativos y quimicos (Fig. 1.5) trabajando en escalas de cientos de metros a
miles de kilémetros y de segundos a semanas por lo que resulta un problema computacional pfacticamente
imposible para la tecnologia actual. «Como problema computacional, la prediccion del clima global es
comparable a la simulacion del cerebro humano y de la evolucion del Universo primitivo» (Bauer, Thorpe
y Brunet, 2015).

Concept diagram of climate modeling
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Figura 1.5: Para comprender y explicar el comportamiento complejo del clima de la Tierra, los modelos
climaticos modernos incorporan varias variables que representan los materiales que pasan a través de la
atmosfera y los océanos de la Tierra y las fuerzas que los afectan.

Una via alternativa considerada ampliamente para reducir en gran medida el coste computacional son
los métodos de interpolacion para generar campos de viento a partir de datos operacionales obtenidos
de diferentes sensores y radares. El problema es que estos métodos nos proporcionan campos de viento
que no satisfacen el balance de masa ni la tangencialidad al terreno por lo que no son fisicamente
consistentes. No obstante, como veremos mds adelante, es posible construir un campo de viento a partir
del campo interpolado que si cumpla las restricciones fisicas de conservacion y tangencialidad a través

de los métodos de asimilacion de datos, como el método variacional estudiado en este trabajo. Si bien



un campo viento ajustado por asimilacién de datos no deja de ser una aproximacién del campo de viento
real, si nos garantiza que es el campo de viento fisicamente consistente mejor aproximado al viento real a
partir de los datos operacionales. A pesar de esto, hay autores que consideran innecesaria la asimilacién
de datos y piensan en la sola interpolacién como suficiente (Stohl, 1998). En su libro, ciencia y método
(Poincare, 1908), Poincaré reflexiona sobre aquello que guia la seleccion de los hechos en la ciencia; a lo
que precisamente él llama método, y en consecuencia, sugiere que nuestro primer cuidado debe ser idear
un método. Un método bien establecido a partir de la observacién de hechos regulares que determinen

una regla. Para representar esta seleccion de hechos, él da el siguiente ejemplo:

Supongamos que estamos tratando de determinar una curva observando algunos de los puntos
en ella. El hombre practico que busca solo la utilidad inmediata simplemente observara
los puntos que requiera para algin objeto especial; estos puntos estarian mal repartidos
en la curva, estarian acumulados en ciertas partes y escasos en otras, de modo que
seria imposible unirlos por una linea continua, y serian inutiles para cualquier otra
aplicacion. El cientifico procederia de una manera diferente. Ya que desea estudiar la
curva por si misma, distribuird los puntos a ser observados regularmente, y tan pronto
como €l conozca algunos de ellos, los unird mediante un linea y tendrd entonces la

curva completa.

En este caso podriamos entender como analogia de un hecho regular convertido en regla la conservaciéon
de la masa o cualquier restriccion fisica. En este sentido el mejor método para calcular un campo de
velocidad de viento es por tanto aquel que estd determinado por dicha regla, es decir, los campos de
velocidad que sean fisicamente consistentes con el balance de masa. La mera interpolacion de los datos
es por tanto insuficiente dado que no satisface esta regla simple y cualquier seleccion de datos restringida

a la sola interpolacion careceria de lo que por definicion establece un método.

1.4. Los sistemas complejos y la teoria del caos

¢, Qué tan bien podemos predecir el futuro ? Al remontarnos a finales del siglo 17, las leyes de movimiento
y gravitacion universal de Isaac Newton parecian ser la clave para predecir cualquier dindmica. Con estas
leyes es posible explicar los movimientos de los planetas en el sistema solar, predecir los eclipses y hasta el
paso de cometas con alta precision y siglos de antelacion. Newton sent6 las bases del determinismo y las
posibilidades de la predictibilidad con el desarrollo del cédlculo infinitesimal y la teoria de las ecuaciones
diferenciales. Dado un sistema mecanico, como el sistema solar o una coleccidén de moléculas en el aire,
uno puede escribir las ecuaciones diferenciales que gobiernan su movimiento. Si conocemos la posicion y
velocidad inicial del sistema, deberia ser posible, en teoria , resolver la ecuacion diferencial y determinar
el futuro. Laplace (1814) resumi6 este hecho en su Ensayo Filosdfico de la Probabilidad (De Laplace,
1995):



Deberiamos entonces considerar el estado presente del universo como el efecto del estado
previo y como una causa del estado venidero. Una inteligencia que en algun instante
pudiera comprender todas las fuerzas que animan a la naturaleza y la situacién de los
seres que la componen; si ademds fuera lo suficientemente vasta como para someter
estos datos a andlisis, englobaria en la misma férmula los movimientos de los cuerpos
mads grandes del universo y los de los &tomos mas ligeros. Para tal inteligencia nada

seria incierto, y el futuro, como el pasado, estaria abierto a sus 0jos.

Laplace sabia bien que carecemos de una inteligencia asi de vasta por lo que debemos recurrir a la pro-
babilidad para poder entender los sistemas dindmicos. Maxwell (1876) en su libro Materia y Movimiento

(Maxwell, 1991) ya reconocia la sensibilidad a las condiciones iniciales:

Hay una médxima comunmente citada: Las mismas causas producirdn siempre los mismos
efectos. Para entender esto debemos definir a que nos referimos con las mismas causas
y con los mismos efectos dado que estd de manifiesto que ningin evento sucede mas
de una vez jamds por lo que los efectos y las causas nunca son iguales en todos sus
aspectos. Otra maxima que suele acompafar a la primera establece: Causas similares
producen efectos similares lo cual sélo es verdad cuando pequefias variaciones en el
estado inicial de un sistema producen pequefias variaciones en el estado final de este.
Este comportamiento lo satisfacen varios fendmenos fisicos, sin embargo existen los
casos donde las pequeiias diferencias en el estado inicial del sistema produce grandes

cambios en su estado final.

Se ha afirmado que el descubridor de los sistemas caéticos fue Poincaré (1890) en su famoso tratado
del problema de los tres cuerpos. Diez afios antes, Poincaré fundé las bases de la teoria cualitativa de
lo que ahora conocemos como sistemas dindmicos en su tratado de 1881 Sur les courbes définies par
des équations différentielles (Sobre las curvas definidas por ecuaciones diferenciales) en donde analiza
el comportamiento de trayectorias sobre campos vectoriales en un plano , i.e., soluciones de ecuaciones
diferenciales ordinarias en dos dimensiones. Uno de sus resultados mds importantes, el teorema de
Poincaré-Bendixon, implica que estas trayectorias se comportan muy bien y convergen a un punto de
equilibrio o a una una trayectoria periddica. Sin comportamiento cadtico en dimensién 2. En su trabajo
de 1890 trat6 de extender el andlisis con ecuaciones diferenciales en 3 dimensiones y debi6 sorprenderse
al notar la intrincada complejidad del problema. En 1908, en su libro ciencia y método (Poincare, 1908)

Poincaré advierte también sobre la sensibilidad de las condiciones iniciales:

¢, Por qué es que los meteordlogos tienen tantas dificultades para predecir el tiempo con

alguna certidumbre?; Por qué es que las lluvias o incluso las tormentas parecen



generarse por casualidad al grado que las personas consideren natural rezar por la
lluvia o por un buen clima aunque les parezca ridiculo rezar por la aparicion de
un eclipse? Podemos notar que los cambios mds radicales se observan en regiones
en donde la atmoésfera se encuentra en un equilibrio inestable. Un meteorélogo es
capaz de darse cuenta en donde existe este equilibrio inestable en la atmdsfera y la
inevitable formacién de un ciclén en algin lugar, pero exactamente en donde, seria
practicamente imposible para €l afirmarlo. Una décima de grado de variaciéon de un
punto dado y el cicldn se formard aqui y no alla. Sin embargo las observaciones no son
lo suficiente compresibles o precisas, lo cual es la razon para que parezca un evento

de la casualidad.

El profesor Lorenz (Meteorélogo en MIT) inicid su carrera como matematico al graduarse de la unversidad
Dartmouth College en Nuevo Hampshire. Posteriormente, con la llegada de la segunda guerra mundial,
fue asignado al equipo de prondstico climatico en el ejercito estadounidense (Martin, 1963). El estudio del
clima lo llev6 eventualemte a ser el primero en reconocer oficialmente lo que se denomina comportamiento
caotico en el modelado matemético de los sistemas meteoroldgicos. A principios de la década de 1960
(Lorenz, 1960; Lorenz, 1962; Lorenz, 1963), Lorenz buscaba una simplificacion de las ecuaciones de
la atmésfera que permitiera un andlisis computacional. Se dio cuenta de que pequefias variaciones de
las condiciones iniciales en ciertos sistemas dindmicos, como la atmdsfera, podria resultar en enormes
diferencias conforme estos sistemas evolucionan. Estas observaciones lo llevaron a formular lo que
ahora se conoce como el efecto mariposa, nombre que se volvié popular a partir de una presentacion
para la American Association for the Advancement of Science el 29 de diciembre de 1972, titulada:
“Previsibilidad: Puede el aleteo de una mariposa en Brasil originar un tornado en Texas?”’; publicada
posteriormente en el apéndice de su libro The Essence of Chaos (Lorenz, 1993). En esta charla, Lorenz
hace notar que tanto un aleteo de mariposa puede ocasionar un tornado como el aleteo de millones de
ellas sin mencionar la actividad de todas las demds especies incluyendo la nuestra. Ademads este aleteo
puede ser tanto instrumento de generar tornados como de prevenirlos. Por otro lado de forma mas general
establece que no es posible contestar esta pregunta de manera afirmativa ni negativa. El hacerlo seria
suponer que podemos replicar ciertas condiciones atmosféricas de manera que podamos perturbar un
cierto estado y después mirar, bajo las mismas condiciones, la evolucion de dicho estado sin perturbarlo.
O que es posible comprender, las circunstancias iniciales de cada posible perturbacion en la atmésfera que
pudiera desencadenar tal efecto. Sin embargo podemos imaginar dos situaciones similares, dos mundos,
con la unica diferencia de que en uno hay una mariposa aleteando y en el otro no. Es posible que con el
tiempo, la evoluciéon de ambos sistemas sean tan distintos que en uno haya un tornado mientras que en el
otro no. Como vemos la presencia de la mariposa no alteraria la frecuencia que dichos fenémenos, mas

bien alteraria su orden de sucesos.
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Con los afios la conferencia de Lorenz, y en especial su titulo, tuvo mucha repercusién. De hecho, es
a partir de ese evento que comienza a llamarse efecto mariposa a lo que él denominaba dependencia
sensible a las condiciones iniciales, que tienen la mayoria de los sistemas dindmicos no lineales 6
sistemas complejos. Las ideas de Lorenz dieron lugar al comienzo de un nuevo campo de estudio que
afecté no solo a las matematicas, sino practicamente a cada rama de la ciencias - bioldgicas, fisicas y
sociales. En meteorologia, Lorenz llegd a la conclusién de que puede ser fundamentalmente imposible

hacer predicciones mds alld de dos semanas con un grado razonable de exactitud.

Figura 1.6: El atractor extrafio de Lorenz parece las alas de una mariposa. Corresponde a la solucién
de un modelo simple de conveccién de viento cuyas ecuaciones estdn dadas por: & = —ox + oy,
y = —xz+rx—y, Z = xy— bz. Las tres constantes b, o y r determinan el comportamiento del sistema.
Para obtener la forma de mariposa escojemos b =% /3, 0 = 10y r = 28 (Lorenz, 1963).

1.5. La capa de frontera y las escalas atmosféricas

La capa de frontera planetaria (PBL - Planetary boundary layer) es la porcién de la atmdsfera en la que
el campo de velocidad estd directamente influenciado por la interaccién con la superficie del tierra. Es
la capa inferior de la troposfera, es decir, la parte en contacto con la superficie terrestre u ocednica que
rige el intercambio de energia, momento y humedad entre la tierra sélida y la atmdsfera libre; la parte
de la troposfera situada inmediatamente por encima de la PBL. En el extremo superior, la velocidad la
fijan el viento y la temperatura en la atmdsfera libre, lo que induce gradientes tanto de velocidad como
de temperatura a lo largo de la PBL. Debido a la enorme extension vertical de la capa limite y a la baja
viscosidad del aire, incluso pequefas variaciones verticales de la velocidad hacen que el flujo de aire en
la PBL sea turbulento, lo que intensifica el intercambio vertical de momento, masa y energia en érdenes
de magnitud (Ansorge, 2016). Sin embargo, es a sélo unos pocos milimetros de la superficie en donde

es mds intenso este efecto y la difusion molecular es comparable a los otros términos de la ecuacion del
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Figura 1.7: El extremo superior de la PBL puede definirse de numerosas maneras (en la Tierra, entre
algunas decenas de metros hasta algunos kilémetros), su limite inferior es la propia superficie. Alli, la
velocidad y la temperatura del aire deben coincidir con las del medio subyacente, ya sea un muro, agua
o hielo flotante. (Imagen por (Woolsey, Hagerman y Morrow, 2005)).

momento(Holton, 2004). Esta es la razén por la que el término viscoso se omite de las ecuaciones de
movimiento atmosférico; el hecho de que los términos en la ecuacién de momento son varios 6rdenes

mayores a el término viscoso en general.

El deterioro medioambiental, la necesidad de generaracién de energia y el desarrollo sostenible sitdan a la
meteorologia de capa de frontera (BLM - Boundary Layer Meteorology) como un tema de vanguardia de
los desarrollos modernos en el campo de las ciencias atmosféricas. Los avances tedricos, las herramientas
de modelacién computacional y los datos experimentales relacionados con la capa limite atmosférica son
necesarios en una amplia gama de modelos ambientales incluidos los de clima, prediccién meteoroldgica,
contaminacion atmosférica o evaluacion de impacto ambiental. Los modelos de los complejos sistemas
atmosfera-hidrosfera-biosfera deben proporcionar una descripcion precisa, de alta resolucién, de los

procesos fisicos en la PBL turbulenta (Djolov, 2007).
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Figura 1.8: Tres escalas utilizadas para distinguir los procesos atmosféricos en el drea urbana y las
capas atmosféricas que son tipicamente identificadas en cada escala. PBL: capa limite planetaria. UBL:
Capa de limite urbano. UCL: Capa de dosel urbano. Fuente (Grimmond, 2006).

Clasificar adecuadamente las escalas atmosféricas puede ser muy util para estudiar y entender ciertos
fendmenos de forma relativamente aislada ya que estos acontecen en la atmdsfera con dimensiones espa-
ciales y temporales muy dispares ademds de que suelen superponerse unos con otros. Existen diferentes
esquemas para esta clasificacion de escalas, sin embargo de forma general es posible identificar a la micro-
meso- y macro-escala de acuerdo con sus limites espacio-temporales y las fuerzas efectivas en cada caso.

Charney (1948) propone la siguiente clasificacion:

= Macro-escala a la de aquellos fendmenos en los que las aceleraciones propias del sistema son de

una magnitud despreciable frente a la aceleracion de Coriolis.

= Micro-escala es aquella donde las aceleraciones del sistema son tan grandes que su magnitud es
comparable a la de la aceleracion de la gravedad y por tanto responderan a leyes no-hidrostéticas,

lejos del quasi-equilibrio de la macro-escala.

= Meso-escala es aquella en donde las leyes de la hidrostatica todavia son vdlidas y a la vez ha dejado

de ser valido el quasi-geostrofismo’. Las aceleraciones propias del sistema no son despreciables

"El viento geostréfico es no-divergente en un plano por lo que s6lo las desviaciones con respecto al geostrofismo contribuyen
a la divergencia horizontal y, por conservacién de masa, a movimientos verticales.
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frente a la de Coriolis e incluso pueden tener un orden de magnitud semejante, pero son muy

inferiores a la aceleracion de la gravedad.

Estas definiciones siguen siendo validas en la actualidad, sin embargo, los detalles y subdivisiones en
cada una es un tema adn controversial entre algunos autores. En (Thunis y Bornstein, 1996) se presenta
una propuesta de estandarizacion (ver figura 1.9) que integra los conceptos de escalas espacio-temporales
y las ecuaciones que gobiernan asi como la dindmica resultante en cada escala considerada como una

Jerarquia util para la clasificacion de modelos meso-escaleres.

Notemos que la estandarizacioén de escalas de Orlansky (Orlanski, 1975) contiene subdivisiones por la
amplia gama de fendmenos que abarcan las categorias basicas, micro-, meso- y macro-escala, sin embargo,
las escalas horizontales parecen estar establecidas de alguna forma arbitraria; desde los 2km hasta los
2000km. Menciona que en general no es posible identificar una relacién entre los pardmetros geofisicos

y las escalas espaciales.

Otra propuesta como la de Pielke (Pielke, 1984) define los fendmenos de meso-escala con una longitud
horizontal lo suficientemente larga para que estos fendmenos se puedan considerar hidrostaticos pero a
su vez lo suficiente pequena para que la fuerza de Coriolis sea relativamente pequefia comparada con las
fuerzas de los gradientes de presién y adveccion. Para Pielke, las fronteras verticales de la meso-escala
dependen de la estabilidad de la PBL en su borde inferior que puede ir desde unas decenas de metros
hasta un limite superior que depende de la latitud que puede extenderse hasta las profundidades de la

troposfera.

En el libro de Stull (Stull, 1988), el limite horizontal inferior de la meso-escala es situado en 3 km.
Reproduce en parte las subdivisiones de Orlansky agregando la capa micro-y que va de los 2 milimetros
hasta los 2 metros. Ademds, hay un traslape de la meso-escala con la micro-escala que se extiende hacia

abajo desde la mitad de la meso-+ hasta el limite inferior de la micro-a.

Por su parte, la propuesta Thunis y Bornstein (Thunis y Bornstein, 1996) actualiza las subdivisiones de
Orlansky y establece la frontera superior igual que Pielke en las cuales la dindmica atmosférica tienen
una extension horizontal lo suficientemente pequeia para que la fuerza de Coriolis no sea dependiente
de la latitud y la parte inferior de la frontera incluye todos los fenémenos en los cuales los efectos de la
fuerza de Coriolis es lo suficientemente fuerte como para determinar una direccién rotacional. Notemos
que estos limites de frontera son dependientes de la estabilidad. Si la estabilidad aumenta, el movimiento

se vuelve mas horizontal y por tanto con mayor influencia de la fuerza de Coriolis.
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Figura 1.9: Propuestas para la estandarizacién de las escalas atmosféricas, espaciales y temporales, por Or-
lansky(1975), Pielke(1984), Stull(1988) y Bornstein&Thunis(1995) donde L es la escala de longitud horizontal.
Notamos 7 escalas temporales, 8 escalas espaciales de longitud horizontal y los distintos fendmenos atmosféricos
segtn la escala correspondiente y su clasificacion. Fuente (Thunis y Bornstein, 1996).
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1.6. La interpolacion y asimilacion de datos atmosféricos

El problema de generar campos continuos a partir de un conjunto de datos discretos es un problema
comun para muchas disciplinas. En meteorologia, por ejemplo, los campos de viento se generan por lo
regular usando un procedimiento de dos pasos. El primer paso nos da la primera aproximacién del campo
de viento en donde datos discretos obtenidos a partir de estaciones de medicion se convierten en una

malla fina usando distintas técnicas de interpolacion de datos (Goodin, McRa y Seinfeld, 1979).

Un campo de viento interpolado se construye en una regién acotada del espacio €2 donde asumimos que
conocemos el vector de viento (intensidad y direccién) en N puntos del dominio 2 : V.V, ..., V. El
objetivo es generar un campo de velocidad de viento en el dominio entero respecto los valores conocidos
en los NV puntos considerados. Por tanto podemos decir que en este paso de inicializacién transformamos,
a través de la interpolacién/extrapolacion, los N vectores de viento en un campo de viento en todo el

dominio €2 de acuerdo con el siguiente esquema
0
(V, Ve, ., V) = V' (2,9, 2) .

El campo v se llama campo inicial o primera aproximacién del campo de viento y por lo regular no

satisface la conservacion de masa.

Posteriormente se emplea un andlisis objetivo o asimilacién de estos datos, como el método variacional
propuesto por (Sasaki, 1958) y estudiado en este trabajo, para ajustar los vectores de viento en cada
punto de la malla de manera que satisfagan las constricciones fisicas como la conservacion de masa y la

tangencialidad al terreno de acuerdo con el siguiente esquema
0
vo(z,y,2) 2 v(z,y,2).

Es importante sefialar que el producto final de campo de velocidad depende de las trasformaciones de
ambos pasos considerados (Ratto y col., 1994). El andlisis objetivo es similar en casi todos los modelos
aunque pueden diferir en sus soluciones numéricas. Por su lado, el proceso de interpolacién puede ser
muy diferente entre un modelo y otro. En general no existe solucion uUnica para para el problema de
interpolacién de datos. Depende de la técnica utilizada se generard un campo de viento distinto por lo que
es importante identificar y probar métodos computacionalmente eficientes para interpolar las mediciones

de datos dispersos en un malla regular.



16

, r >
L LE+42
LTe—1  Tht+1

I
Lp—2
Figura 1.10: Ejemplo de interpolacién de datos con la generacién de una curva f ().

1.7. Estimacion de velocidad: formulacién variacional e importancia de condiciones a la frontera
Como se ha mencionado, los campos de velocidad de viento obtenidos por interpolacién de datos no
satisfacen en general la condicién de conservacion de masa ni la restriccion de tangencialidad al terreno
por lo que no son campos de velocidad fisicamente consistentes. Por esta razén es necesario aplicar algin
método de asimilacién de datos, o andlisis objetivo, que nos permita obtener campos consistentes con las
restricciones fisicas. En este trabajo se desarrolla un esquema variacional que nos permite encontrar los
campos de velocidad mds cercanos a los interpolados que si satisfacen las condiciones fisicas impuestas.
Se estudian diferentes condiciones de frontera y se comprueban algunos de los resultados obtenidos en
(MA Nuiiez y Sanchez, 2012; MA Nuiiez, 2012).

Los modelos variacionales consistentes con el balance de masa (VMCM) pueden considerarse intermedios
entre los modelos elaborados a partir de las ecuaciones primitivas y los modelos con datos interpolados.
La simplicidad de estos modelos ha motivado su uso en distintas aplicaciones (Ratto y col., 1994). Son
relevantes en pricticamente cualquier modelo en donde se consideren campos de velocidad de algin
fluido como el andlisis climdtico (Eichelberger y col., 2008), la dispersion de contaminantes (Sanin
y Gustavo Montero, 2007), modelos de calidad del aire (Monks y col., 2009), estudios de potencial
edlico (Chi y col., 2020), la prediccién del clima (Bauer, Thorpe y Brunet, 2015) o incluso en la ciencias
biomédicas (Falahatpisheh, Pedrizzetti y Kheradvar, 2014), entre otras. Por tanto, tener un campo de
viento fisicamente consistente es clave para llevar a cabo cualquier tipo de andlisis atmosférico por lo que
es indispensable que satisfaga el principio de conservacién de masa (Trenberth, 1991; Trenberth, Hurrell
y Solomon, 1995; Trenberth y Smith, 2005).

El problema variacional consiste en encontrar el campo de velocidad mds cercano al campo interpolado
que satisfaga las restricciones fisicas fundamentales. Dicho de otra manera, el campo de velocidad v

es aquel que minimiza la norma entre el campo vectorial interpolado v y el conjunto de campos que
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satisfacen las restricciones fisicas w, lo cual determina un funcional definido como
T
J(v) = HV—VOH§Q:/ (V—VO> S(V—VO> dQ, (1.7.1)
Q
La minimizacién del funcional sujeto a las restricciones fisicas nos conduce a un campo de la forma
v=v'+S7'V), (1.7.2)
donde A es la solucién del problema eliptico
~V-ST'VA=V -V (1.7.3)

Para encontrar una solucion tnica a este problema se usan por lo general dos tipos de condiciones en la
frontera; las condiciones de frontera Dirichlet®, A\ = 0 para las fronteras abiertas (en donde no se impone
alguna restriccion) y las condiciones de frontera tipo Neumann®, 0\ /0n = 0 para las fronteras en donde

se usa la restriccion de tangencialidad al terreno (Ratto y col., 1994; Sanin y Gustavo Montero, 2007).

La mejor condicion de frontera (BC) para calcular el campo de velocidad v de acuerdo con la formulacién
variacional en modelos consistentes con el balance de masa (VMCM) estd dado por el campo verdadero
vr,

vV-n=vyp-n, (1.7.4)

lo que significa que el campo ajustado tiene que ser tangente al campo de viento real o verdadero. El
problema radica en que v - n es desconocido sobre las fronteras abiertas. S6lo es posible asegurar que
la condicién de frontera (1.7.4) es conocida para la superficie terrestre en donde vy - n = 0, por lo que

debemos reemplazar la parte conocida de la frontera de I" por Iy,
v-.n=vy-n en ['y. (1.7.5)

De esta forma A y v en la ecuacion (1.7.2) deberdn satisfacer DBC en la frontera complementaria
I'p = I'/T'y. Sin embargo, el uso de DBC genera discontinuidades en el célculo de A y, por tanto, de v
cuando algin elemento de la matriz constante y diagonal S toma valores grandes o pequefios (MA Niifiez
y Séanchez, 2012).

Se estudia entonces, en la sub-seccidn 8.6, la propuesta de aproximacién del campo de velocidad ajustado
v dada en (MA Nufez, 2012) que minimiza el funcional definido por la ecuacién (1.7.1) sujeto a la

restriccion de continuidad V - v = 0 y la condicién de frontera

v-n="U" n, (1.7.6)

8Dirichlet Boundary Conditions (DBC)
9 Neumann Boundary Conditions(NBC)
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sobre toda la frontera I' y donde U° es el modelo m4s simple de un campo de velocidad que conserva
masa obtenido al considerar la conservacién de masa e integrar la divergencia del campo interpolado v*.
En la seccién 7.1 se estudia porque este campo no es valido como campo principal en toda la region (2,
sin embargo resulta ser buen candidato para aproximar el campo verdadero v en las fronteras abiertas.

Al igual que en el caso anterior, el campo estd dado por
v=v'+S7'V), (1.7.7)
donde )\ es la solucién de la ecuacion eliptica que en su forma matricial estd dada por
VIV = — (VIS7'V) ), (1.7.8)
sujeta a condiciones puramente Neumann de la forma
n-S7'VA=n- (U ). (1.7.9)

sobre toda la frontera I'. La estimacién de U° es simple, sin embargo, en la literatura se suele evitar el uso
del campo U® como campo principal porque se considera que tiene mayor susceptibilidad a errores que
el campo v (1.7.7); ademads de que con una matriz S adecuada, el campo v puede representar propiedades
fisicas reales. En la seccion 7.1.2 se analizan las verdaderas razones de por qué no debe usarse el campo
U". Por otro lado, si v" es el campo horizontal verdadero, entonces U° podria ser el campo total verdadero.
De esta forma un campo v (8.2.23) consistente con el balance de masa es fisicamente consistente cuando
UY se puede obtener a partir de v. En las sub-secciones 8.3, 8.4, 8.5 y 8.6 analizamos lo resultados de
(MA Nufiez, 2012) donde se muestra para varias condiciones en la frontera como el campo ajustado v
(8.2.23) satisface la relacion

lim v ="1"° (1.7.10)

534)0

incluso con una matriz S = {.S;;} mds general que la considerada para usos meteorolégicos, de la forma

Si(z,y) Sw(z,y) 0
S=|Sw(z,y) Sy(z,y) 0|, Ss=constante (1.7.11)
0 0 Ss

En la seccién 8.8 comprobamos como el uso de condiciones de frontera Dirichlet en el problema (1.7.3)
en cualquiera de las fronteras abiertas provoca que la ecuacidn (1.7.2) satisfaga pobremente la restriccion
de conservacion de masa en la region cerrada €2 estimando los flujos y porcentajes de masa que fluyen
en distintas sub-regiones de {2 con un ejemplo en tres dimensiones usando una fuente de datos sintéticos.
Realizamos una comparacion con distintas condiciones de frontera y comparamos que tan bien satisfacen la
conservacion de masa los diferentes flujos. En general encontramos que las condiciones (1.7.9) propuestas
en (MA Nufiez, 2012) son muy superiores en cuanto a la conservacion de masa que es el objetivo principal

en esta clase de modelos.
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Los modelos dindmicos que simulan los flujos de viento!© se basan en la solucién de ecuaciones hidrodi-
namicas y termodindmicas dependientes del tiempo (llamadas ecuaciones primitivas, ya que se derivan
directamente de los principios de conservacion originales), modificados apropiadamente para aplicarlos
en la atmoésfera. Estos modelos también se denominan dindmicos para indicar la inclusién explicita de la
evolucion temporal de los fendmenos modelados. Los modelos de esta naturaleza generalmente incluyen
el efectos de adveccidn, estratificacion, fuerza de Coriolis, radiacién y flujos turbulentos de cantidad
de movimiento, calor y humedad. Sin embargo, la solucién del conjunto completo de ecuaciones sigue
siendo una tarea laboriosa y costosa. Ademds, debido a su complejidad y costo, estos modelos general-
mente se ejecutan durante unos pocos casos Unicamente, normalmente correspondientes a los eventos

meteoroldgicos mds significativos que afectan el drea (Ratto y col., 1994).

En esta parte de trabajo se empieza por introducir algunos de los conceptos fundamentales necesarios
para modelar matemédticamente la dindmica atmosférica. Posteriormente se introducen los principios
mecdanicos de los fluidos en un sistema de referencia inercial. Deducimos a partir de primeros principios,
las ecuaciones de conservacion, movimiento y energia. Adicionalmente se establece una relacion entre dos
principios independientes de la ecuacién de energia; el principio mecanico y el termodindmico. Una vez
planteados estos principios, se generalizan las nociones de sistema de referencia inercial a un sistema de
referencia fijo a la tierra en donde se replantean las ecuaciones de conservacién y movimiento. Finalmente
realizamos una revision de la regién de validez de la ecuacién de movimiento para un modelo de tierra

esférico.

10También llamados de prondstico, predictivos o de ecuaciones primitivas
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Capitulo 2

SISTEMAS DE REFERENCIA Y TRANSFORMACION DE COORDENADAS

Como ya se ha mencionado los modelos describen las relaciones entre sus variables y los cambios de éstas
de acuerdo a ciertos pardmetros. Los cambios representan la variabilidad de un sistema y una diferencia
entre un estado y otro. Esta diferencia debida a un cambio sélo tiene sentido cuando existe una referencia

(Respecto a qué se produce el cambio?

Por tanto, para poder describir el movimiento de cualquier objeto en el espacio es necesario tener un
sistema de referencia respecto al cual dicho objeto se mueve. Esto permite describir la trayectoria del
objeto a través de ciertas expresiones matematicas. Sin embargo, esta descripcion no es tnica. Es posible

describirlo usando diferentes sistemas de coordenadas.

2.1. Sistemas de coordenadas y bases vectoriales

Al tener un sistema de referencia con un sistema de coordenadas, se define una base vectorial especifica.
Una base vectorial se puede considerar como un conjunto de vectores linealmente independientes a partir
de los cuales podemos definir otro vector con propiedades de magnitud, direccién y sentido. A esta
base vectorial se le conoce comunmente como vectores unitarios. Dicho de otra forma, son los vectores
que definen la unidad en ese sistema de referencia. Por tanto, un cambio en la escala u orientacién de
los vectores unitarios implica un cambio en las unidades del problema y las componentes de un vector

respecto su base vectorial.

Para distinguir la posicién de cada punto en el espacio de manera tUnica, los etiquetamos con una
coordenada especifica y lo sefialamos con un vector, r, que va del origen del sistema de referencia hasta
el punto en cuestion. Es particularmente ttil el sistema de coordenadas cartesiano X' X2X3 como un
sistema de partida que establece de manera directa la nocion tridimensional del espacio; arriba-abajo,

izquierda-derecha, adelante-atr4s.

Sea {X;} labase de un sistema de coordenadas cartesiano. Dado que esta base es linealmente independiente,
de acuerdo a las reglas del dlgebra lineal y el andlisis vectorial, se dice que es una base ortogonal. Es decir,
cada componente de la base genera, per se, una dimension espacial o grado de libertad de movimiento!. Si

ademds agregamos que es un sistema de coordenadas ortogonal derecho, satisface las siguiente relaciones

'Una componente de la base linealmente dependiente implica que puede representarse como combinacién lineal de las
demds componentes o que es proporcional a ellas.
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en sus productos vectorial y escalar respectivamente

Xi XXj =Xy Xj XX =X, Xp XX; =X

Si tomamos a;%; x b;X; = c¢;X;, y multiplicamos por X;,, obtenemos

CLZ'bj (5&2 X )A(j) . }zk = Cg (211)

A

y aparece (X; X X;) - X; = €;;%. De esta forma, es también posible escribir,
3
Xi = Z CijkXj Xk = €ijpX Xk,
ij=1
donde se usard a partir de aqui y el resto del trabajo la convencién de suma para indices repetidos. El

simbolo de Levi Civita, €;j;,, se define como

1si (i,7,k) es permutacion par de (1,2,3),
€k = —1si (i,7,k) es permutacién impar de (1,2,3), (2.1.2)

Ootrocaso.v1=73; j=k; k=1.

En general, la base vectorial no tiene que ser ortogonal. Para poder realizar transformaciones entre bases
y saber como transforman los componentes vectoriales respecto estos cambios serd necesario definir una
regla de transformacién que dependa de como esté definida la base. Este concepto es innecesario para
transformaciones ortogonales debido a que las bases vectoriales ortogonales s6lo pueden definirse de una

sola manera.

2.2. Coordenadas eulerianas y lagrangianas

Es posible describir un fluido mateméticamente como un conjunto de puntos con ciertas propiedades?
que se mueven en el espacio. Para poder distinguir los puntos matematicos del espacio (coordenadas) de
los puntos matemadticos asociados a objetos en el espacio llamaremos a estos tltimos particulas y los

demds haran referencia a posiciones.

Consideremos una descripcion relativa a un sistema de referencia inercial cartesiano x'z2x? con vectores
unitarios %;. Si ° son las coordenadas de una particula de fluido en un instante ¢, su vector de posicién
estd dado por

R (1) = 2'%;. (2.2.1)

donde X; es la base candnica del sistema cartesiano X' X2X?3. Las coordenadas instantdneas z* reciben

el nombre de coordenadas eulerianas. Se usara de ahora en adelante la notacién x = (z!, 2%, 23) para

2Propiedades fisicas como presion, velocidad, aceleracién, densidad o temperatura.
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referirse a este tipo de coordenadas. Por el contrario, las coordenadas que caracterizan una particula
en un instante inicial ty, se conocen como coordenadas lagrangianas y nos referiremos a ellas como

To = (I‘é, xgu .133>.

\j

XZ

X‘I

Figura 2.1: Sistema de referencia inercial con vector de posicion en coordenadas lagrangianas y eule-
rinas. Fuente (Nuiiez, 2008).

Es posible establecer una relacion entre estos sistemas de coordenadas si consideremos que en un tiempo

determinado la posicién de una particula, visto desde ambos sistemas coincide, de manera que:
x=x(t, o) = T|xo), (2.2.2)

Es claro que particulas diferentes ocupan lugares diferentes en cualquier instante ¢ por lo que la ecuacién
(2.2.2) forma una relacién biyectiva, i.e., define una relacién uno a uno entra las coordenadas eulerinas x
y las coordenadas lagrangianas x, de una misma particula. Esto implica que la relacién inversa existe, es
decir,

xo = 70 (t,2) = T '[7] (2.2.3)

donde T denota la transformacion inversa de 7T'. Estas relaciones no son lineales en general por lo cual
T no debe ser considerado como matriz. Veamos como formalizar matemdticamente la transformacion

entre ambos sistemas de coordenadas.

Considerando que los vectores base de un sistema de referencia inercial X; no rotan ni cambian su magnitud

con el tiempo, el vector velocidad de una particula de fluido se puede escribir como

dR(t) da' .
= g = VIR, 224
dt g % = Vi 224

donde I (1
Vi=Vi(ty, Xy) = ——220/ X (to, Xo) (2.2.5)
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Dado que las componentes de velocidad V7 sélo dependen de las coordenadas lagrangianas, nos referimos
a la ecuacion (2.2.4) como la forma lagrangiana de V. Si usamos la ecuacion (2.2.3) y sustituimos las

coordenadas eulerianas obtenemos las componentes de V en términos de éstas
Vi (t,x) = V] (t, 20 (L, 7)) . (2.2.6)
con lo cual obtenemos la forma euleriana de la velocidad,

V = Vi, (2.2.7)

Al derivar la velocidad en su forma lagrangiana (2.2.4) obtenemos la aceleracion en su forma lagrangiana,

dv — dV} ‘
At X)=—=—L%=Al% 2.2.8
donde sus componentes estdn dadas por
; - A%
Ap = A () = —=. (2.2.9)

Para calcular la forma euleriana de la aceleracion podemos sustituir las coordenadas lagrangianas por las

eulerianas de acuerdo con (2.2.3),
A (t,x) = AL (t, 20 (t,7)). (2.2.10)

Otra forma de obtener la aceleracion euleriana es derivando respecto del tiempo la velocidad euleriana

(2.2.7), .
AV

A=—%,. 22.11

TR ( )

Sin embargo, notemos que las coordenadas eulerianas dependen explicitamente e implicitamente de ¢
a través de las coordenadas eulerinas z' (¢, o) por lo que es necesario usar la regla de la cadena para

calcular la derivada total,

A=A (t,x) =

avi <av> dzi OV 2.2.12)

dt — \ dt t€+ dt Oz

la forma euleriana de A estd dada por las componentes eulerianas de la velocidad V*. De esta forma

llegamos a
: oV? OV
A= Vi— 2.2.13
< dt )xcte + ox’ ( )
que puede simplificarse si introducimos el operador gradiente
0
V= Aii.
i D

y asi las componentes eulerianas de la aceleracion quedan en la forma siguiente

Al = (ig) +(V-V) V. (2.2.14)
x=cte
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2.3. Transformacion entre sistemas de coordenadas
De acuerdo con las relaciones (2.2.2) y (2.2.3), existe una relaciéon uno a uno entre las coordenadas

eulerianas y lagrangianas, i.e., para cada coordenada z* existe una coordenada z, de manera que
m __ ,..m 1 2 3\ _ ..m n
™ =a™ (t,xy, x5, 1) = 2™ (t xg) . (2.3.1)

La relacion entre diferenciales es

ox™
dx™ = dxg 232
! (axs ) A 5
en donde aparece la matriz Jacobiana, J,
J= {Jmn - 833}. (23.3)
oxy

El determinante de la matriz (2.3.3), se conoce como el jacobiano J que se define como

ox™ Ozt 0x? 03
J=det|J]| =det | =—| =€ijk | =—=—==| - 234
et|J] = de [31’8] ik [8% o, axfg] 234)
Podemos calcular la derivada total en el tiempo del determinante Jacobiano de la siguiente forma
dJ d [0x! 0x? 023
T TGk | o Ak
0i' 0x* 0z Ox' 0i? Ox®  Ox' Ox? 03
1 Ol Ox) Oz Oxh ozl O Ol Ox)) Oxf
Dado que 4! = @ (2!, 2%, 23) = 4! (z™), usando la regla de la cadena obtenemos
it il dam
oxp  Oxm Oz’
lo que nos conduce a
dJ ozt 0x™ 0x? 0z® Oz 0% Ox™ Ox®  Ox' Ox* 013 Jx™ (235)
dt W+ dzm 9 Ox) Oz~ Oxh dx™ ) Oxf O dxl) O™ Oxfy
it 0 913 o'
= 0md —— + o — + I3 — = J— = it 2.3.6
lmjaxm + 2mJ8Im + 3m<]axm J@xl Jall' ( 3 )

Los cambios respecto el tiempo de las coordenadas z* son la velocidad {i'} = v y aparece el operador

de divergencia dado por 9;¢' = V - v. De esta manera, podemos escribir lo anterior de la siguiente forma

dJ
— = - V. 2.3.
yr JV - v (2.3.7)

Esta demostracion es en esencia el teorema de transporte Reynolds que suele representarse como

d do
cﬁ/‘/¢(t’r) dV — /V (dt +¢v-v> dv. (2.3.8)
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2.4. Bases covariante y contravariante asociadas a los mapeos lagrangiano y euleriano

Consideremos el problema de valores iniciales
t=wv(x,t) con r=u1x9 en t=0. (2.4.1)
Una solucidn tnica para cada z, garantiza que el mapeo Lagrangiano - Euleriano (L-E),
rt = a' (t, .TB) 6 x=ux(t,xg) (2.4.2)

es una relacion uno a uno del tipo (2.2.2). La condicién matemdtica que garantiza una relacion uno a
uno, en la posicion inicial xy de una particula y su posicion instantdnea x (¢), es que el Jacobiano (2.3.4)
de la transformacién sea diferente de cero en cada punto de la regién fisica de interés. En lo que sigue

consideraremos que tal condicién se satisface 3,
J = det (J) # 0. (2.4.3)
Como ya vimos, la relacién entre diferenciales (2.3.2) estd dada por la matriz jacobiana (2.3.3) del mapeo

L-E, A
oz’
o}

La base covariante asociada al mapeo L-E se define entonces como

or(t,rg) 0O : Ox'
Usando vectores columna,
=[] =1"%] 6 7=I"% (2.4.5)
La base covariante 7; satisface la relacion
7o (15 X ) = Jij€iji (2.4.6)

De acuerdo con la relacion (2.2.2) en t = 0 tenemos dx = dx, y por tanto, J = I = {0,;}.

Con J # 0 podemos definir también la relacion inversa entre diferenciales como la inversa de la matriz

Jacobiana 4
O]
-1 _ _ 0Ty
J {Jj-axi}. 2.4.7)
Consideremos que tenemos ahora las ecuaciones de transformacién siguientes,
z) = ) (t, ZL‘Z) 6 x9=x0(t,x), (2.4.8)

3El Jacobiano representa el cambio de un tipo de coordenadas A respecto de otras B, si es distinto de cero entonces existe
su inverso. El jacobiano inverso es el cambio de coordenadas contrario de tipo B hacia A. Por lo tanto, si tenemos una relacién
inyectiva (uno a uno) entre ambos sistemas de coordenadas se garantiza la existencia de un jacobiano inverso; i.e. si A = JB
entonces B = J 1 Asiy sélosiJ # 0.
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o mapeo Euleriano - Lagrangiano (E-L). La relacion entre diferenciales a un tiempo fijo estd dada por

dz) = g%dxl 6 dro = Jdo
IZ

y notamos que la matriz asociada a esta transformacion es la matriz inversa, (2.4.7), por tanto,

IJ=J' 6 JJ'=1L

Consideremos entonces una propiedad fisica en sus formas Euleriana y Lagrangiana

Qr (t,20) = Qp (t, 7).
En la posicién z, la derivada direccional a un tiempo fijo es

dQr _ . 0Qg
7. =S VQL—SJ&%.

Con lo cual queda definido el gradiente lagrangiano, cémo

-0
Vi, =x—.
L= o}

Por otro lado en el espacio de z (¢) la derivada direccional en un instante, ¢,

d@ E N A aQE
—— =8-VQg=8——.
ds 5:VQp =5 Ox’
De esta forma queda definido el gradiente euleriano como
o,
Vg=%x'"—.
B= X o
Usando la regla de la cadena determinamos la relacién entre ambos gradientes
0Qr ., 0 07 0Qg
\Y% =x—=%x7— =x/— —,
Ler o) o} s oz}, Ox'

donde identificamos a la matriz Jacobiana (2.3.3). Por lo tanto,

L= 6 V,=]Vg.
oz Ox} Or' ooV o
Andlogamente, la transformacion inversa
0Qr  01},0Qr -l
ox? or’ 81‘6 E (J ) L

(2.4.9)

(2.4.10)

(2.4.11)

(2.4.12)

(2.4.13)

(2.4.14)

(2.4.15)

(2.4.16)

(2.4.17)

(2.4.18)

El gradiente euleriano (2.4.15) del mapeo E-L (2.4.8), da lugar a lo que llamaremos la base contravariante

‘ Y
_ 04

77j = VE.CE{) = — XZ.

oxt

(2.4.19)
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En términos de vectores columna tenemos,
n=mw=Jl"% ¢ x=1In (2.4.20)
La base contravariante, de manera andloga con (2.4.6), satisface,
' (1 x ) = T e (2.4.21)
Las bases 7; y 1’ de (2.4.5) y (2.4.20), satisfacen la relacién de reciprocidad
T =07, (2.4.22)

la cual se demuestra usando directamente la regla de la cadena. Es posible obtener una relacién entre las

bases covariante contravariante si consideramos (2.4.5) y luego sustituimos (2.4.20),
=% . r=J"In, (2.4.23)

donde aparece el llamado fensor métrico asociado al mapeo L-E

G=J"J (2.4.24)
: oz* Ox*
x® Ox
0 0
El tensor métrico inverso es la matriz inversa,
o Oxk ok o
G = {g“ = i =1 773} . (24.26)

En términos de vectores columna e indices tenemos,
T=Gn 6 7= gz‘ﬂ?j
n=G't 6 =g (2.4.27)
Una relacidn util entre las bases covariante-contravariante es la siguiente
Ty X Tj = Jeijlnl (2.4.28)

Andlogamente,

7

77' xn = J el (2.4.29)

donde
€ = €', (2.4.30)
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Derivada temporalde J, Gy J!

Consideremos la definicion de la matriz Jacobiana (2.3.3) del mapeo Lagrangiano Euleriano

ox’
-2
o}

dJ”_d{axi}_{aff’}
dt”?  dt\ozl) oz

d ou’y
= , 2.4.31
dt™" o} (2:4.31)

al derivar respecto el tiempo

por lo tanto

donde usamos que #° = wu’. La ecuacién anterior es una expresién lagrangiana, podemos obtener la
L

expresion euleriana derivando la identidad
uZL (ta IO) = uZE (tv CI))

y usando la regla de la cadena

oup,  oxFoul, . oul
ol Oxl Oxk M ok
Resumiendo .
jt(]ij = g::kaj (2.4.32)
aparece los que podemos llamar el gradiente Euleriano de la velocidad
{gzj} — Vu (2.4.33)

donde por simplicidad se omiti6 el subindice, Vu = V gpug. De esta forma es posible escribir la relacion

(2.4.32) en su forma matricial
d
—J=Vu- 2.4.34
7 tJ u-J ( )

Una aplicacién directa de esta relacion es el cdlculo de la derivada temporal del tensor métrico G (2.4.24),

d_, (dI\" = .dJ
dtG_<dt> I+17—

= (Vu-D)'I+1"Vu-J
=J7 [VuT —I—Vu} J

y aparece lo que se llama matriz o tensor de velocidad de deformacion,

S = [VuT + Vu} (2.4.35)

DO | —
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con lo cual llegamos a

d
—G =2J"S]. (2.4.36)
dt
En efecto, derivando la relacion (2.4.10) podemos llegar a la derivada temporal de la Jacobiana inversa,
d - dl- dJ
= (W) =2I+1—- =0
Despejando
dy_dpa_ _pag (2.4.37)
= — = — u. A
dt dt

En términos de componentes ' .
d dxfy  OxlyouF
dt 0xi — Oxzk Ozd’

(2.4.38)

Derivada temporal y espacial de la base covariante 7; y la aplicacion al calculo de los simbolos de
Christoffel I}
Dado que 7; es una base, sus derivadas eulerianas son combinaciones de la misma base. De acuerdo con
(2.4.4) tenemos la definicion .
_or
o)
Derivando respecto del tiempo y recordando el resultado (2.4.32) nos queda
. dr j dJU N 8UZ
dt dt ox

Tj X; = JinZ'.

JiiXi (2.4.39)

. d
donde estamos considerando un sistema inercial de manera que —X; = 0. Es conveniente calcular 7; en

dt
términos de la misma base usando
N Oxgm
X; = —Tm-
oxt
Por tanto, }
. 8’&1 3x0m
T = S T Toms (2.4.40)
o bien i Ot B
wor dtom (2.4.41)

T, = ——
J Oxk ag;% ox?

Por otro lado, los llamados simbolos de Christoffel son los coeficientes que nos dan la derivada espacial

de la base covariante 7; como combinacion lineal de la misma base,

Por lo tanto, si derivamos la relacion entre el jacobiano y el triple producto escalar de la base covariante

(2.4.6) y recordando la ciclicidad del triple producto escalar

T1 To XT3 =To T3 XT1L =T3-T1 X To
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de la relacién (2.4.28) obtenemos

8J (97'1 87'2 (‘973
sz'TQXTg—FTl'@'XTg—f—Tl'TQXW
(97'1 87’2 87'3
= gt 2 g2 =2 g3
oxk 77+8:c’f n+8x’f g
0T

e introduciendo (2.4.42) tenemos por tanto

Sim
aJ l : m m m
agk = Lm0 = Il = g, (2.4.43)
lo cual nos da la relacion deseada L 87
ry, =—-—— 2.4.44
Una expresion mas conocida se obtiene si usamos
g =det (G) = det (JTJ) = J?
J =%
Por lo tanto
mo_ 1 OVg
fm Vg 0x™
0
=—0L
oo Ln(9)
1 0
1
%9 (2.4.45)
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2.5. Sistemas de referencia inercial y no inercial

Antes de establecer cuales son las ecuaciones que determinan el transporte de propiedades fisicas en el
espacio comencemos por definir el marco de referencia a partir del cual sea posible establecer la validez
de dichas ecuaciones. Los sistemas de referencia en general pueden estar sujetos a cualquier clase de
movimiento o dindmica. Un sistema de referencia inercial estd sujeto a las leyes de la dindmica inercial
o Leyes de Newton. Por tanto, la variacion de la cantidad de movimiento del sistema es igual a todas las
fuerzas reales sobre el sistema. Asi, de acuerdo a la segunda ley de Newton,

dp

= Fcates 2.5.1
7 ! (2.5.1)

Esto nos conduce a las siguientes propiedades que satisfacen los sistemas inerciales:

(1) Dado un sistema de referencia inercial, cualquier otro sistema desplazado respecto al primero a una

distancia fija también es inercial.

(1) La orientacion de los ejes del sistema es arbitraria, de esta manera, un sistema de referencia inercial
respecto a cualquier otro sistema de referencia con una orientacién distinta del primero, sigue siendo

inercial.

(1) Cualquier objeto que se desplace con velocidad lineal y constante respecto a un sistema inercial,

también serd inercial.

(1v) De acuerdo con lo anterior si el sistema es inercial, cualquier otro sistema que tenga las caracteristicas
mencionadas tendrd una base invariante ante cambios en el tiempo
d .
—Xx'=0.
dt
Los sistemas de referencia no inerciales son una generalizacion de los anteriores en donde ya se
consideran las llamadas fuerzas ficticias o inerciales. Las fuerzas ficticias* no son ejercidas por ningtn

cuerpo y en consecuencia la tercera ley de Newton no aplica en las fuerzas ficticias introducidas por un

observador no inercial.
dp
dt
Esta generalizacion se puede sintetizar de la siguiente manera:

= Freales + Fficticias.- (2.5.2)

(1) Dado un sistema de referencia inercial, cualquier otro que se mueva con aceleracion lineal respecto

al primero es no inercial.

4 Algunas fuerzas ficticias, o de inercia, son la fuerza de Coriolis y la fuerza centrifuga.
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(1) Dado un sistema de referencia inercial, cualquier otro cuyos ejes roten, con velocidad de rotacién

constante o variable, respecto a los del primero, es no inercial.

(m) De acuerdo con el punto anterior, al considerar un sistema fijo a la tierra; teniendo esta velocidad

de rotacidn constante, veremos que en este caso la base vectorial de este sistema satisface
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Capitulo 3

ECUACIONES HIDRODINAMICAS EN UN SISTEMA DE REFERENCIA
INERCIAL

En esta seccién damos una revision breve de las ecuaciones hidrodindmicas también conocidas como las
ecuaciones de Euler que establecen las condiciones fisicas y matemdticas suficientes y necesarias para
poder plantear de manera completa el problema del transporte de propiedades fisicas en un fluido no

viscoso, en particular, la atmésferal.

La ecuacién de conservacidon de materia puede analizarse desde dos perspectivas distintas. Por un lado
consideramos el transporte lagrangiano como el transporte un volumen material a partir de un instante
inicial que contiene siempre las mismas particulas. Por el otro lado suponemos un volumen fijo en donde
el cambio de una cantidad en el tiempo dentro del volumen determinado es igual al flujo que atraviesa
la superficie que confina dicho volumen. Veremos como estas dos perspectivas resultan en la misma

ecuacion de continuidad.

Para obtener la ecuacion de movimiento de un fluido a partir de la segunda ley de Newton, establecemos
las fuerzas externas actuando sobre el sistema que conducen su movimiento en el espacio. Por un lado
estdn las fuerzas que actdan sobre la superficie del volumen material y por otro lado, aquellas que se
ejercen en todo el volumen. Estas fuerzas son iguales al cambio en el tiempo del momento lineal del

mismo.

La ecuacién de energia mecdnica se obtiene a partir del producto escalar entre la segunda ley de Newton
y el vector velocidad del fluido, i.e., la potencia, que se divide de igual forma en potencia volumétrica
y superficial. Primero para una particula libre, luego para un sistema de particulas y generalizamos para
un medio continuo que se mueve como un volumen material. En este ultimo caso, como parte de la
potencia superficial, aparece el fensor de esfuerzos; resultado de considerar la tensidon que existe normal a
la superficie del volumen material al interactuar con el medio. Veremos como una parte del trabajo hecho
por las fuerzas superficiales se va en trabajo que modifica la energia cinética mientras que la otra parte
genera modificaciones en la estructura interna del medio material a través de sus propias deformaciones

superficiales.

Por su parte, la energia termodindmica se obtiene a partir de principios heuristicos que se fundamentan
en la experiencia. Se hace una revision breve de los sistemas termodindmicos y sus caracteristicas para

introducir la ley cero de la termodindmica y la conocida ecuacion de estado para un gas ideal en un

La viscosidad en flujos de viento suele considerarse en problemas de micro-escala y a distancias muy pequefas del
terreno. En general, los flujos de viento pueden considerarse como no viscosos.
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recipiente finito a partir de la cual se obtiene la ecuacion de estado usada cominmente en meteorologia.
Con la primera ley de la termodindmica se introduce la existencia de la funcién de energia interna que

depende del calor intercambiado y del trabajo que la modifica.

De esta manera serd posible apreciar la relacidn que existe entre el trabajo mecdnico y el trabajo termodi-
ndmico y encontrar que la ecuacion de energia es en realidad una sintesis de dos principios independientes;

la primera ley de la termodindmica y la segunda ley de Newton.

3.1. Los medios continuos como una teoria de campos

Se puede entender un medio continuo como aquella abstraccién de los objetos fisicos cuyos elementos
que lo componen son indistinguibles entre si y pueden modelarse a través de funciones continuas?. Es
necesario establecer una serie de suposiciones o hipdtesis del continuo para tener un modelo matematico

consistente con las leyes fisicas.

Primera hipoétesis - RELACION UNO A UNO; NO SE ENTRECRUZAN TRAYECTORIAS (MAPEO EULERIANO
LAGRANGIANO). Como se muestra en la Fig. 3.1 en un medio continuo, cada punto o particula que lo
conforma, al sufrir alguna deformacion o traslacion como cuerpo rigido, tiene trayectorias tnicas cuyos
caminos no pueden entrecruzarse en ningin momento. De ser asi, existiria la posibilidad en el modelo de
que existieran, en el momento en que se diera una interseccion de trayectorias, dos particulas distintas en
una misma posicion de manera simultanea. L.os mapeos L-E y E-L dependen de esta hipdtesis como se
mostré en la relacidn establecida por la relacion, (2.2.2). Esta relacién uno a uno también garantiza que
la matriz jacobiana sea invertible por lo que el determinante jacobiano de cualquier transformacién del

medio continuo en el espacio siempre es distinto de cero.

Segunda hipétesis - EXISTE EL LIMITE PARA REDUCIR CADA PROPIEDAD EXTENSIVA A UN PUNTO. Es posible
asignar una propiedad extensiva3, C' (¢, r), a cada particula del volumen material como la masa, la fuerza,
el volumen, energia potencial, energia cinética, etc. Definamos ademads la concentracion promedio, ¢ (¢, r),

de una propiedad C' de dicho volumen en un punto r como

AC

c(t,r) = Al‘l/IEOA—V, (3.1.1)

donde el volumen AV (t) se va reduciendo hasta llegar al punto material o particula con posicién r. Con

este limite podemos establecer la relacion integral,

Cltr) = /V ey (3.1.2)

2matemadticamente descritas como funciones continuamente diferenciables o de clase C'!
3Cuyo valor es proporcional al tamafio del sistema.
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Ecuacion de transporte; la conservacion o balance de materia

Consideremos un flujo continuo de particulas moviéndose en la atmoésfera terrestre y supongamos que
es una region cerrada. Esto implica que el nimero total de particulas en la atmdsfera no cambia al no
tener flujos de entrada 6 salida. Para estudiar un medio continuo se considera un elemento de volumen
dV que se puede identificar alrededor de un punto r. De esta forma es posible medir un conjunto de
variables que lo caractericen a un tiempo ¢. Sea la masa M una propiedad fisica extensiva, o campo
escalar, que asignamos a las particulas en cada punto del volumen material. Por lo tanto, de acuerdo con
la segunda hipétesis del continuo (3.1.1), la concentracion volumétrica de particulas con dicha propiedad
en el volumen material la definimos como la densidad p = p (¢,r). En ausencia de fuentes o sumideros

esta propiedad debe conservarse, por lo tanto
M= /p(r,t) dV = cte. (3.1.3)

Con el fin de obtener una ecuacion de evolucién para la densidad se pueden considerar dos caminos
equivalentes, por lo que ambos caminos convergen en el mismo resultado. Desde un punto de vista
obtenemos la conservacion de la masa y bajo el otro esquema serd el balance de materia. Veamos como

sucede.

3.2. Transporte lagrangiano de una propiedad fisica o de un volumen material
Al considerar la descripcion del transporte tipo lagrangiano establecemos un volumen denominado

volumen material que contiene siempre las mismas particulas para cualquier intervalo de tiempo. A

Figura 3.1: Transporte de tipo lagrangiano, en un sistema de coordenadas cartesiano, en donde un
volumen material, siempre constituido por las mismas particulas, se mueve de un punto Ry a otro punto
R;.

partir de esta nocién debe ser posible llegar a una ecuacién que nos permita determinar una relacién de

continuidad de las variables; que pueden ser propiedades fisicas matemdticamente denominadas como
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campos. Precisemos los conceptos matemadticos para llegar a ésta. Consideremos un volumen en un cierto

instante de tiempo, V' (¢), como la suma (o integral) de todas sus partes diferenciales

V(t) = / dv. (3.2.1)
V(t)

Notemos que el limite de integracion depende del tiempo, ¢, dado que para cada ¢ distinto puede, o no,

tener el mismo valor, este volumen es de tipo euleriano debido a su cualidad instantinea.

Ahora considerar un volumen fijo, digamos en ¢ = 0, tenemos entonces un volumen de la forma
V(t=0) =/ dVy, (3.2.2)
Vo

Por lo tanto el volumen ya no depende del parametro temporal por lo que es el mismo volumen de ¢ = 0
para cualquier tiempo. De acuerdo con el teorema de cambio de variables es posible relacionar ambas

integrales a través del determinante Jacobiano,

V(t) = / AV = / Jdv;. (3.2.3)
V(t) Vo

El cambio total del volumen V' (t) respecto del tiempo se puede obtener al considerar la relacién euleriana-

lagrangiana de las integrales volumétricas junto con la relacion (2.3.7) de la siguiente forma

L
dt - dt Jyy dt |y, v di

:/ JV - vdV :/ V- vdV. (3.2.4)
Vo Vi

Consideremos ahora el cambio de la masa M respecto del tiempo en términos de su densidad asociada;
p = p(t,r(t)) en su forma euleriana 'y p;, = p (t,ry) para referirnos a su forma lagrangiana. Para saber

como cambia en el tiempo esta propiedad, consideremos la derivada total de la ecuacién (3.1.3),

dM  d
—_— = / pdV =0 (3.2.5)
Para calcular el cambio total en el tiempo transformamos la integral a su forma lagrangiana como se hizo

enlaec. (3.2.3)

d d
— pdV = —
dt Jy dt Jy,

Esto hace posible permutar la derivada temporal con la integral de volumen material y de acuerdo con la

prJdVp.

relacion (2.3.7), se obtiene

d dpy, dJ
Lo Ty dVy = WLy 2 av
/V(t)dt<'0L ) dVo /Vo<dt +pLdt> 0

:/ (dpL +pLV-v> JdVy, (3.2.6)
v \dt
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Ahora podemos regresar a la descripcion euleriana de la integral,

d d
Vo dt V(t) dt

De acuerdo con la ecuacién (3.1.3) la masa, M, permanece constante al moverse el volumen material que

contiene siempre las mismas particulas. Por tanto, su cambio en el tiempo es nulo

dM (t)
dt

= 0. (3.2.8)

Usamos el teorema del valor medio* para integrar este resultado,

/V'VdV:V(t)<V'V>U,

y si hacemos que V' () colapse en un punto material arbitrario, r, obtenemos,

1AV

vioso Ve Y

es decir, V - v mide el cambio relativo del volumen V (¢) en cada punto del espacio. Por tanto, la

descripcion lagrangiana de la conservacion de la masa queda de la forma

d
% LV v =0, (3.2.9)

Al considerar la densidad lagrangiana en su forma euleriana tenemos

p(t,ro) =p(t,r(t)) 6 pL=p,

es posible desarrollar ahora la derivada temporal de la ec. (3.2.9) como

dp  Op

Por lo tanto, se puede reescribir la ecuacién (3.2.9) como

0
87§+V'Vp+pV'V:O,
que es equivalente a escribir
0
a—f LV (pv) = 0. (3.2.10)

Es decir, la ecuacion de conservacion lagrangiana en su forma euleriana nos da la ecuacién de balance.

Veamos como obtenerla directamente a través del camino euleriano considerando un volumen de control.

“El teorema del valor medio establece que si una funcién es continua en el intervalo cerrado [a,b] y diferenciable en el
intervalo abierto (a,b), entonces existe un punto ¢ contenido en el intervalo (a,b) tal que f’(c) es igual a la razén de cambio
promedio de la funcién en [a,b].
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3.3. Transporte de una propiedad fisica a través de un volumen de control
Si tomamos el camino euleriano consideramos un volumen de control arbitrario donde se observa un flujo

que entra y sale por las superficies S; y S, respectivamente.

7

D%

Figura 3.2: De lado izquierdo tenemos un esquema del transporte de tipo euleriano en donde se mantiene
fijo un volumen de control arbitrario y calculamos el flujo que lo atraviesa. L.a masa entra por la superficie
Sy y sale por la superficie S3. De lado derecho tenemos una porcién de este volumen arbitrario AV

Una forma para obtener una expresién de la porcién de volumen fijo AV} es calculando el drea del

paralelogramo lateral y multiplicando por su anchura.

AN NSy |Aa

- - :
Ad=vAt Ab

Figura 3.3: De lado izquierdo tenemos el paralelogramo lateral de la porcién volumétrica considera en
la Fig. 3.2. De lado derecho tenemos la cara frontal de dicha porcién volumétrica que corresponde a la
superficie por la cual atraviesa una linea de corriente de flujo.

El drea de la superficie frontal estd dada por
AS; = AaAb,

mientras que el drea del paralelogramo lateral, segin la Fig. 3.3, se puede calcular con la norma del
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producto vectorial

IIAd x Aa|l = ||Ad]| - ||Aal|sen®
= vAt - Aa cos
= (v cost) At - Aa,

dado vector normal a la superficie es ortogonal a ésta por lo cual sabemos que la relacién entre los dngulos

es © — 0 = 90°. Ademds v cosfl = v - n, por lo tanto, nos queda
|Ad x Aa| = v - 1At - Aa
Finalmente, el volumen AV toma la forma,

AV} =v - AAt - AaAb
= v DALAS;.

De esta forma, es posible calcular el cambio de cierta porcion de materia AM a través de una porcion de

volumen arbitrario fijo V; de la siguiente manera,
AM = p AVy = pv-n At ASy.

Asi, el cambio de la masa por unidad de tiempo es el flujo o transporte de masa del fluido que atraviesa

la superficie Sy que delimita el volumen de control,

AM
dM
o pv -ndSy. (3.3.1)
Sy

Podemos referirnos al vector pv como el vector de densidad superficial de flujo en un punto ry. Este
vector da una medida del transporte de la cantidad p. Otra forma de calcular el cambio de la masa a
través de un volumen de control lo determinan el flujo de entrada QY y de salida () que atraviesan las

superficies S7 y Sa,

dM

(dt) = Qg (S1,t) + Qs (52,1). (3.3.2)
Vi

Como hemos visto, el flujo estd determinado por el vector de densidad superficial; integrando sobre la

superficie tenemos la cantidad del fluido que atraviesa la superficie con velocidad v
Qe (S1.6) =~ [ pveidsi <0
S1

Qs(Sz,t)Z—/pv~ﬁng >0

Sa
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Entonces el flujo sobre toda la superficie del volumen de control arbitrario es

Q(S),1) = 55 v - S, (33.3)

Sy

Por otro lado, en ausencia de fuentes o sumideros de masa en el volumen de control, el cambio en el
tiempo de la masa del fluido de acuerdo con la ecuacién (3.1.3) a través del volumen de control delimitado

por las superficies [Si, Ss fijas, se representa como

dM d dp (r.t
— =— [ p(r1) dV:/ plr >dV (3.3.4)
t )., dt

coniro. V V

es decir, el cambio de la masa M respecto del cambio de tiempo es el flujo de la masa que atraviesa la
superficie Sy a través del volumen de control. Entonces podemos usar el teorema de la divergencia para

reescribir todo en términos del volumen de control,

/apg;’t)dvz —/V-(pv) dv, (3.3.5)
|4 1%

para cualquier ¢ > 0. De esta manera es posible escribir,

dp B
5 TV (v) =0 (3.3.6)

Que es idéntica a la ec. (3.2.10) y representa el balance de materia o conservacién de la masa al no
existir fuentes o sumideros en el volumen de control establecido. Mas adelante se discute la versién de
la ecuacién de continuidad que conviene usar en meteorologia para imponer la restriccion de balance de

masa sobre los campos de viento.
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3.4. Ecuacion de movimiento
La ecuacién de movimiento (o ecuacion de Euler para flujos ideales) en fluidos de la mecdnica clésica, se
determina al aplicar la segunda ley de Newton a un volumen material. Supongamos un volumen material

como en la figura (3.1). El momento lineal total queda definido por
p(t) = / pvdV. (3.4.1)
V(t)

Las fuerzas externas actuando sobre el volumen se pueden distinguir entre las fuerzas volumétricas,
como la gravedad, y las fuerzas superficiales, de las cuales consideremos a la presion, p, como la tnica
de esta categoria actuando sobre la superficie, S (t), que delimita el volumen material V' (¢). La fuerza

gravitacional actuando sobre un elemento Am , puede escribirse como
AF, = gAm = pgAV (3.4.2)

dF
donde, d—vjq = pg, es el peso por unidad de volumen. De esta manera,

F, = / pgdV. (3.4.3)
V(t)
La presién como una fuerza ejercida por unidad de superficie puede escribirse como

F,(t) =— 312 , phdsS, (3.4.4)

con 7 el vector normal unitario exterior a la superficie S (¢). La presion ejercida superficialmente es un

gradiente de presion sobre el volumen de esa superficie,
Fp@>:-/“ Vpdv. (3.4.5)
V(t)

De acuerdo a la 2da ley de Newton (2.5.1), el cambio en el tiempo del momento total es la fuerza total,

dp

ﬁ:n+n:/ (~Vp+ pg) dV. (3.4.6)
V()

Para calcular la derivada temporal de la ecuacién (3.4.1) podemos considerar la integral en su forma lagran-
giana a un volumen fijo introduciendo la funcién jacobiana de la transformacién euleriano-lagrangiano

para poder permutar la derivada temporal con la integral de la siguiente manera
dp d , d .
— = — ') xdVy = — (pu'J) x;dV;
dt — dt V0<pu ) sy /Vodt(pu ) Ry

du’ dp o’
— [ % (% i g i 2 ) Java,
/VOX (pdt +udt+pu8x’>J%
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de acuerdo con (2.3.7) y usando la notacién: v = u'X;. Ahora podemos regresar la integral de volumen
a su forma euleriana y quitar asi el jocabiano al mismo tiempo que introducimos el vector unitario de

manera que
dp dv dp
— = — — v | dV
7 /V<pdt+vdt+pvv v)

dv dp
—/V[pdt—l-v<dt+pv-v>] av,

donde se ha considerado: %’ 0, u? = V-v.Reconocemos la ecuacién de continuidad (3.2.9) entre paréntesis
que tienen que satisfacer las variables p y v. De esta manera, al igualar con la ecuacién que corresponde

a las fuerzas superficiales y volumétricas (3.4.6) y dividir sobre la densidad, nos queda que

d 1
N _lvpte (3.4.7)
dt p

Esta es la ecuaciéon de momento en su forma lagrangiana. Con las variables en su forma euleriana
ut = u' (t,x" (t)) y p = p(t,z*(t)); es posible usar la regla de la cadena y la forma escalar de las
variables tal que la derivada total en el tiempo resulta
dv  0Ov N oz’ ou
dt ot Ot Ox'’

(3.4.8)

De esta manera podemos reescribir la ecuacién de momento (3.4.7) en su forma euleriana como sigue

ov 1
s +(v-V)v= —;Vp +g. (3.4.9)

Las ecuaciones (3.4.7) y (3.4.9) son también conocidas como ecuaciones de Euler para el momento lineal

de un fluido.

3.5. Ecuacién de energia mecanica
Comencemos con la ecuacion de la energia mecdnica para una particula. A partir de la 2da ley de Newton
(2.5.1),

ma =F (3.5.1)

La nocién fisica de energia o trabajo mecédnico viene de conocer la fuerza necesaria para mover un objeto
cierta distancia; si ademds medimos el intervalo tiempo en el que se aplicé dicha energia o se realiz6
dicho trabajo conoceremos la potencia. Por tanto, calcular el producto interior vectorial de la velocidad
con la fuerza resultard en las expresiones de trabajo y energia buscadas. De esta forma, multiplicando por
-v ambos lados de la 2da ley de Newton

ma-v=F- v. (3.5.2)
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Usando la regla de la cadena

dv d /1 d /1 9
v — =2 (IZmvev) = — (= 353
ma-v=mv- o <2mv V) o (2m|v| ) ( )
aparece la energia cinética,
1
K = 5mv? (3.5.4)
La potencia de la fuerza,
P=F-v. (3.5.5)
Se define el trabajo W por unidad de tiempo que hace la fuerza F' como
aw
. _P=-F. 3.5.6
7 v, (3.5.6)
al integrar obtenemos la definicién més comun del trabajo
t r(t)
W (to, t) = / F.vdt = / F . dr. (3.5.7)
to r(to)

3.6. Ecuacion de energia mecanica para un sistema de particulas
Para un sistema de particulas con masa m; y aceleracioén a; podemos escribir la segunda ley de Newton

como
mia; = F + > Fi, (3.6.1)

J

donde tenemos las fuerzas externas F actuando sobre la i-ésima particula del sistema de particulas y las
fuerzas internas F;_,; debidas a la interaccion de la j-ésima particula con la i-ésima dentro del sistema
de particulas. De la misma manera que en el caso de una particula, multiplicamos por la velocidad de la

i-ésima particula v;- y se obtiene

d (1 ~
s (va . V) —v F Yy, F (3.6.2)
J

en donde identificamos la energia cinética para cada particula,

1
K; = 5miﬁ; (3.6.3)
asi como la potencia y el trabajo de las fuerzas externas e internas,
dWe ) dWmt )
Pe = = it Fe & Plnt = - 7" Fl~nt e 3.6.4
(3 dt v K3 () dt zj: v J—1 ( )

Sumando miembro a miembro

d |
2 K= P P, (3.6.5)
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aparece la energia cinética total del sistema

K = ZKi, (3.6.6)
las potencias totales, asi como el trabajo total de las fuerzas externas e internas
pe_Zpe_iZWe_iwe (3.6.7)
e dte T dt -
— ' dte5 ! dt ' o
Por tanto, para un sistema de particulas, la ecuacién de energia mecdnica es
dK ,
—— =P° 4 P, 3.69
7 + (3.6.9)

3.7. Ecuacion de energia mecanica para un volumen material

Para un volumen material, como el de la figura 3.1, la energia cinética se calcula considerando ahora
elementos de volumen AV; y con masa Am,; de manera que sea congruente con lo que se establecié como
la segunda hipétesis del continuo, (3.1.1); de esta forma, la densidad esta definida por

Ami

= A\I/IEO AV, 3.7.1)

p(t,r)

Considerando este limite, es posible escribir esta expresion en su forma integral y la masa del continuo

toma la forma conocida

M (t,r) = / p(t,r)dV. (3.7.2)
V(t)
Asi, la energia cinética total para un sistema de particulas (3.6.3) se puede reescribir como
1 1
K=Y K= 3 > Ampv} = 3 > pAViv?, (3.7.3)
que puede formularse como la energia cinética para un medio continuo
1 2
K= - pv=dV. (3.7.4)
2 Juw

Como se menciona en la seccién 3.4 (ecuaciéon de movimiento) las fuerzas que actian sobre el vo-
lumen material se pueden dividir en fuerzas superficiales y volumétricas. En tanto a las superficiales

consideremos una fuerza superficial externa F g que actiia sobre la superficie material S (¢),
AFg = T"AS, (3.7.5)

donde T™ = T}X; representa la presion ejercida sobre la superficie AS 6 tension superficial, que debe
satisfacer también la segunda hipétesis del continuo, (3.1.1),

AFg

T = A850 AS '’

(3.7.6)
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Esta tension superficial es en realidad la proyeccion, 6 contraccion, del tensor de esfuerzos o;; con el

vector normal 1; a la superficie AS?>
Ty =0u0; 6 T'=o'n. (3.7.7)
Por lo tanto, la potencia queda definida en este caso como
APg =v-T"AS, (3.7.8)

con v la velocidad media del elemento AS. En el limite del continuo obtenemos la fuerza y potencia

superficial total

F, :55 T"dS y Pg :yg v - T"dS. (3.7.9)
S(t) S()

Es conveniente en este caso considerar la notacion de indices para convertir nuestra integral de superficie
en una integral de volumen usando el teorema de la divergencia (F). Por tanto, si v - T" = T, = viaﬂnj,
es posible reescribir la integral como

% ~ % (9 A
Fs = yg(t) (vioyi) Ayds = /v(w Vi (Vo) av = /v(t) o (v'os) dv. G710

La ultima parte se desarrolla como sigue de acuerdo a la regla de la cadena,

o o 0
/v(t) 0z’ (U % ) v /V(t) (8x9 . 97 % > Y
:/ Vvio4v(V-0)dV 37.11)
V()

donde se us6 la notacién de la doble contraccidn que es también la traza del producto matricial entre el
tensor de esfuerzos y el gradiente de la velocidad. Para fines practicos, podemos descomponer el gradiente
de la velocidad Vv en su parte simétrica y antisimétrica. Por lo que la doble contraccién se distribuye de
la siguiente forma

Vv:ico=D:o+A:0o (3.7.12)

donde DD representa la parte simétrica del gradiente de la velocidad y A la antisimétrica. Sin embargo, el
producto interno entre una matriz simétrica y una antisimétrica es cero. Dado que el tensor de esfuerzos
es simétrico, tenemos que

Vv:c=D:o, (3.7.13)

y por lo tanto, la potencia superficial adquiere finalmente la forma

Pg = / D:o+v-(V-0)dV, (3.7.14)
Vi(t)

SEs interesante notar de, T;%;, que por la Ira hipétesis del continuo, forma una base linealmente independiente, por lo
que el tensor de esfuerzos o; funciona en este caso como la matriz de transformacién entre la base de la tensién superficial
X; y la base can6nica normal a la superficie f;.
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donde, una notacion equivalente es, D : 0 = tr (Do) = [D;;0x]k=i = D;;oj. De ahora en adelante
usaremos la notacién de la traza del producto matricial ¢r (Do) para referirnos a la doble contraccién

entre la parte simétrica del gradiente del vector velocidad y el tensor de esfuerzos.

Por otro lado, consideramos una fuerza y una potencia volumétrica actuando sobre el elemento de volumen

material de la forma
Fb:/pde Y Pb:/v~pde (3.7.15)
174 v

donde b representa una fuerza cualquiera por unidad de volumen; de acuerdo con (3.1.1), debe satisfacer
de igual forma la hipdtesis del continuo

ARy
= AV AV

pb (3.7.16)

En este caso la fuerza volumétrica a consideracion, actuando sobre el volumen material, es la gravedad,

por lo que, b = g (r). De esta manera la potencia volumétrica es

Pb:/v-png. (3.7.17)
14

Sumando las potencias volumétrica y superficial, (3.7.14) y (3.7.17), obtenemos

—,dv
=Pt

——N—
PS—{—Pb:/tr(Do)dV+/v~[V-o+Pg]dV
v v

d
:/tr(Da)dV+/v-deV

2
:/tr (Do) dV—i—/pdvdV, (3.7.18)

donde usamos la ecuacion de movimiento (3.4.7) para identificar la energia cinética (3.7.4) y asi obtener

la forma integral de la ecuacién de la energia mecanica para un volumen material

dK
—+ [ tr(Do)dV =P+ P, (3.7.19)
1%

Interpretacion de la ecuacion de energia mecanica para un volumen material

Hemos visto como una parte del trabajo hecho por las fuerzas superficiales, ecuacion (3.7.14), se va en el

trabajo que modifica la energia cinética
/ v (V-o)dV. (3.7.20)
V(t)

La otra parte se va en un trabajo interno que genera deformaciones en el interior del volumen material

que identificamos como
dWr

dt

- / tr (Do) dV (3.7.21)
V(t)
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Esto nos muestra que ¢r (Do) es el trabajo por unidad de tiempo y volumen que modifica el estado interno
de un volumen material a través de su propia deformacién. Podemos concluir entonces que tr (Do) Es LA

GENERALIZACIéN DEL TRABAJO TERMODINAMICO QUE APARECE EN LA PRIMERA LEY DE LA TERMODINAMICA
AW = —pdV. (3.7.22)

Veamos de que manera se relacionan exactamente.

3.8. Termodinidmica de fluidos en movimiento e hipétesis de equilibrio local

Un sistema termodindamico, tal como es introducido en la literatura clésica, es un sistema constituido por las
mismas moléculas (6 4&tomos). Un medio continuo, por su lado, generaliza la nocién de los mismos dtomos,
o moléculas, al considerar un fluido con las mismas particulas puntuales. Este fluido que tiene siempre
las mismas particulas puede ser una curva, una superficie o un volumen material como el de la figura
(3.1). Toda variable que cuantifique el estado termodindmico del sistema, medio continuo o volumen
material se llama variable de estado. Si &,&,...€, son variables de estado independientes, entonces
definen un espacio termodindmico, donde cada punto (&1, &, ..., §,,) en este espacio representa un estado
termodindamico. Una sucesion de estados termodindmicos que evolucionan de manera continua da lugar a
un proceso termodindmico siendo este a su vez una curva en el espacio de estados termodindmicos en un
intervalo de tiempo ¢, a t5. De esta forma, los procesos ciclicos o curvas cerradas son aquellos procesos

termodinamicos donde,
e (1) = & (t2) -

Toda funcién (escalar, vectorial o tensorial) que se pueda escribir de forma univoca como funcién de
la relacién de estas variables termodindmicas que determinan el estado termodindmico de un sistema

termodindmico es una funcion de estado,

¢ =0 (&, & &),

¢ puede depender de un proceso (6 curva) termodindmico,

§£Cd¢7é0.
7§Cd¢:o.

En este dltimo caso la funcién de estado ¢ es también un potencial termodinamico y es por tanto una

O puede ser independiente

funcion diferenciable clase C? por lo que da lugar a una diferencial exacta,

0% B 0%
0608, 008
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Un proceso termodindmico que parte de un estado ¢4 (&1, ...,&,) a otro estado ¢ (&1, ...,&,) y puede
regresar por el mismo camino (o curva del proceso termodindmico) se conoce como un proceso reversible
mientras que para un proceso irreversible no es posible regresar por el mismo camino tomado de A hacia
B.

Ley Cero Parte de la nocién del equilibrio térmico para establecer que existe una funcién que es igual
numéricamente para dos sistemas termodindmicos en contacto y en equilibrio. Esta funcién determina

una relacion entre las variables macroscépicas que definen el estado de equlibrio,

0 (&) = O (6160, (3.8.1)

relacion que recibe el nombre de ecuacion de estado. La ecuacién de estado de un gas ideal en un
recipiente finito se representa como
pV = NET, (3.8.2)

donde £ es la constante de Boltzmann, N el nimero de particulas en un volumen V' con temperatura

T'. Por otro lado, la presién ejercida como consecuencia de la energia cinética del gas promedio tiene la

pQN@W> (3.8.3)

siguiente relacion

EEVAN
Igualando con la ecuacién de estado del gas ideal (3.8.2), tenemos ahora la siguiente relacion,

kr::§<nuﬂ>, (3.8.4)

lo cual puede considerarse como la escala absoluta de la temperatura. Si multiplicamos y dividimos

entre la masa m de cada particula en el gas, tenemos
p=——T=——T (3.8.5)

donde aparece la masa promedio de todas las particulas que contiene el gas Nm = M, la densidad % =p
y la constante R = % que depende claramente de la masa de las particulas del gas. Asi obtenemos la

ecuacion de estado usada en meteorologia,
p=pRT. (3.8.6)

Si multiplicamos y dividimos la constante R entre el nimero de Avogadro N, obtenemos

_ Nok  Rg
R_%m_M

(3.8.7)

con Ry = Nok = 8,314 J/mol ° K conocida como la constante universal de los gases. La atmésfera es una
mezcla de gases por lo que el valor de M es un promedio de las masas de tales gases y, aproximadamente,
tenemos

R =287 J/kg°K.
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La PriMErRA LEY DE LA TERMODINAMICA establece, por su lado, la existencia de una funcién de estado
U (&, ...,&,) llamada energia interna, la cual es independiente de cualquier proceso termodindmico y
que satisface

dU =d@Q +-aw. (3.8.8)

Donde d()¢ es el calor intercambiado entre el sistema y su entorno y dW es justo la parte del trabajo

mecdanico? (3.7.21) que modifica la energia interna U'.

Primera ley para un gas ideal en un recipiente con un émbolo que se mueve cuasistaticamente
El trabajo para este caso se representa como la presion ejercida en el interior del volumen que contiene al

gas. De acuerdo a la (3.8.8) tenemos,
dU =d@) — pdV, (3.8.9)

que al dividir entre la masa del gas y usando la definicién de densidad, de acuerdo con la hipétesis del

continuo (3.1.1), la ec. anterior toma la forma

d
dity, =dQ, + p2, (3.8.10)
p
donde, u,, = % es la energia interna por unidad de masay @), = % es el calor intercambiado por unidad
de masa.

HirOTESIS DEL EQUILIBRIO LOCAL. La termodindmica de equilibrio es valida para los medios continuos
localmente, es decir, en la vecindad de cada punto r del espacio. De esta manera las variables y funciones
de estado asi como las primera y segunda leyes de la termodindmica son validas para cada particula (o

punto matemdtico) del fluido y son funciones de la posicion r y del tiempo

§=§(P,t)—>d§:g§dt+vr§-dr
¢=¢(r,t)%d§=gfdt+vr¢-dr

Si consideramos al gas como un medio continuo podemos representar las funciones termodindmicas que

lo describen en sus formas euleriana y lagrangiana, respectivamente,

dg (r,t) = ¢r, (ro, 1)

Considerando las funciones u,,, (),, y p en su forma lagrangiana pasamos de la primera ley (3.8.8) a

Atm _ AQm  p Ap
At At p2 At
®La barra en la diferencial representa que esta funcién no es independiente del proceso o curva termodindmica y por lo

tanto no es un funcién diferenciable o diferencial exacta.
"Puede ser del entorno al sistema o del sistema al entorno.

(3.8.11)
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lo cual, considerando la hipétesis del equilibrio local tenemos

Ay,  dQy — p dp

el ?a (3.8.12)
Para un gas ideal (6 fluido ideal), el tensor de esfuerzos es exactamente la presion, lo cual es claro si se
contrasta con la potencia superficial Ps en (3.7.8), de la ecuacién de energia mecdnica para un medio
continuo o volumen material, en donde aparece el producto escalar entre la velocidad y la tensién 6
presioén superficial (3.7.7) v - T = v'o;;11;. De esta forma se puede ver que el escalar resultante puede
expresarse como

Por lo tanto, tenemos también al resultado siguiente
tr (Do) = —pV - v (3.8.14)

Combinando este resultado con la ecuacion de continuidad (3.2.9) obtenemos la siguiente identidad

d tr (D
»dp _ tr (Do) (3.8.15)
p? dt p
con lo cual podemos escribir la primera ley en la forma lagrangiana como
dty, — dQmy,
— =p—— +tr(Do). 3.8.16
p—g =P titr(Do) (3.8.16)

Esta es la ecuacion de energia termodindmica para una particula de fluido. Por lo tanto, para un gas

ideal tenemos que

dW,,  tr(Do)
= ) 3.8.17
i p ( )

Esto permite proponer que para un medio continuo, el trabajo mecénico por unidad de masa que puede

modificar la energia interna U = U (¢, r) de dicho medio estd dado por la relacion anterior.

Sintesis de las ecuaciones de energia mecanica y energia termodiniamica
Tenemos por tanto dos principios independientes que establecen la ecuacion de energia para un medio
material, por un lado tenemos la ecuacion de la energia mecdnica para un volumen material proveniente

de la segunda Ley de Newton, ecuacion (3.7.19)

dK
— 4+ | tr(Do)dV = P, + P,. (3.8.18)
at Jy

Por otro lado tenemos la ecuacién (3.8.16) proveniente de la primera ley de la termodindmica y la
hipétesis del equilibrio local para una particula de fluido; al integrar, obtenemos la ecuacién de energia

termodindmica para un volumen material

d d
/pude:/medV—i—/tr (Do) dV, (3.8.19)
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y usando la identidad £ [ pydV = [, p%dV’, obtenemos

d d
— [ pu,p,dV = / PQmdV +/ tr (Do) dV-. (3.8.20)
Notamos que aparece la densidad volumétrica de energia interna, % = pUpy,, por lo que
U= / PU AV, (3.8.21)
1%
y la densidad volumétrica de calor que fluye a un volumen material, % = pQm
Q= / pPQmdV (3.8.22)
v
Asi, la primera ley de la termodindmica toma la forma siguiente
aUu  dQ
— = — tr (Do) dV 3.8.23
i~ a ) r (Do) ( )
Encontramos que
d*W
=tr (D 3.8.24
atav ~ " (Do) (3.8.24)

es el trabajo (mecénico) por unidad de tiempo y de volumen. Sumando las ecs. (3.8.18) y (3.8.23), vdlidas

para un volumen material V' encontramos la sintesis de la llamada Ecuacion de Energia,

d d dQ
—E=—(K =4+ P+ D, 8.2
o dt( +U) dt+ s + Py (3.8.25)

Esta ecuacion es en realidad la sintesis de dos principios independientes; la 2da Ley de Newton y
la primera ley de la termodinamica. La energia I/ es una funcién de estado desde el punto de vista

termodindmico si consideramos la hipétesis del equilibrio local.

2 2
E=K+U= / pav +/ P dV = / P (” n um> % (3.8.26)
v 2 v v 2
Asi, aparece la energia por unidad de volumen,
LA (3.8.27)
P\o 7)) = av a
y la funcién de estado,
2
en = 5+t (3.8.28)

que bien puede llamarse la energia por unidad de masa de una particula de fluido.
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Capitulo 4

ECUACIONES HIDRODINAMICAS EN UN SISTEMA CARTESIANO FIJO A LA
TIERRA

Consideremos el sistema cartesiano derecho X' X2X?3 y un sistema cartesiano 3'y%y> fijo a la tierra con

orientacion arbitraria como se ilustra en la figura (4.1). Suponer que el sistema ortogonal 7 es un sistema

Figura 4.1: Sistema 3/ fijo a la tierra

derecho que se obtiene por medio de rotaciones del sistema inercial X”7. Esto significa que los vectores

base y'9%93 asociados obedecen la regla de la mano derecha, es decir satisfacen
¥ xy = eijkyk (4.0.1)
Lo cual implica que existe una relacion entre las bases Xt y 4/, de la forma
3 =Ry X' (4.0.2)

donde R;; es una matriz de rotacién por lo que: det (R) = 1y RT = R™!, con R” la matriz transpuesta.

Gracias a esta propiedad es posible escribir que
RRT =1,
siendo I la matriz identidad. De esta manera la relacion inversa de (4.0.2) estd dada por

X! =Ry (4.0.3)
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Considerar el cambio en el tiempo de la matriz de rotacion. Para esto, calculemos la derivada temporal
de la relacion (4.0.2), ¥ = 3

< A

3/ = RX? (4.0.4)

y usando (4.0.3),
y =RR”Y G6bien §° = RijR;§’ (4.0.5)

RR7 es una matriz antisimétrica que tiene la forma

0o 0 -2
RRT=[-Q3 0o Q! (4.0.6)
0 -0 0

de esta manera la ecuacidén (4.0.5) se puede escribir como

] Sfl 91 stz _ Q2y3
y y2| =RRT = [§2 | = | -Q3y' + Q'y? (4.0.7)
5,3 yS Qle _ QlyQ

usando (4.0.1) se puede ver que es posible reescribir esta relacion en términos del vector de velocidad

angular
Q= Q'y' + Q%92 + Q393 (4.0.8)
donde 5o 5o
CZ =Qxy v d% = ey, (4.0.9)

Notamos entonces que tenemos la identidad 2x = RR” que es la representacién matricial de 2 en la
base y°. El operador de velocidad angular, £2x, define un operador lineal ya que satisface las reglas de

transformacion lineal. La representacion matricial se puede construir al identificar
(Qx)kj = €1i; Q2 (4.0.10)
Veamos ahora cémo transforma un vector de posiciéon R, velocidad V y aceleracion A en un sistema

de referencia inercial cartesiano X' X2X? a un sistema cartesiano fijo a la tierra y'y?y> con orientacién

arbitraria. Consideremos la ilustracion (4.2).
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Figura 4.2: Particula con posicién R del sistema inercial X° y el sistema 4/ fijo a la tierra

La relacién entre los vectores de posicién de una particula entre el sistema inercial X' X2X3 y el sistema

fijo a la tierra y'y?y3, es

R=R,+r. (4.0.11)
donde, R = XX, R, = y'y; yr =y’y;. Entonces,

R=(y+u)¥: (4.0.12)
Notemos que los componentes %" son constantes dado que R, rota junto con el sistema y'y*y?. Derivando

la posicién obtenemos la velocidad

d in i i\ &
V= R=§i+ (v +u) v (4.0.13)

Recordando la relacién obtenida para la derivada temporal de la base 3, ec (4.0.9); lo anterior puede

escribirse como
V=v+(y+y)Qxy
=v+Qx (y +4l) ¥ (4.0.14)

Por lo tanto
V=v+QO xR (4.0.15)

donde v = v'y" con v’ = ' es la velocidad relativa a la tierra.
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Para obtener la aceleracion, A, derivamos la ecuacion (4.0.15). Mediante un procedimiento andlogo al

usado para obtener la velocidad V' y usando el hecho de que €2 = 0, obtenemos
A=a+20xv+QOx (2xR), (4.0.16)

donde a = a'y; es la aceleracion relativa a la tierra y aparecen los términos siguientes

(1) 29 x v: Aceleracién de Coriolis.

() Q2 x (2 x R): Aceleracion centripeta.

Transformacién de los operadores V, V-, V x de un sistema inercial a uno fijo a la tierra
Para saber como se transforman los operadores V, V-, Vx analicemos un mismo punto en el espacio
representado por un vector en cada una de las bases, ¥¢ y X*; consideremos el vector siguiente escrito en

diferentes bases
B=D05(X)X"=B; )y (4.0.17)

que al igual que la relacién entre bases, (4.0.2), las componentes también se relacionan con la matriz de
rotacion

En particular para el vector posicidén tenemos que
R=XX;=(y+y])y (4.0.19)
por lo tanto las componentes satisfacen las ecuaciones de transformacién siguientes

X' =Ry (v +vl). (4.0.20)

La matriz jacobiana de la transformacion es la matriz R

oy’
o2 =R (4.0.21)

Si consideramos la composicién de f (X*) como f (X' = Ry; (v’ + 32)), de manera que

F(X)=7(v). (4.0.22)
al derivar y usar la regla de la cadena obtenemos
o , ol 0 L,
(X)) = -——f (v’ 4.0.23
aXzf ( ) 00X Oyl (y ) ( )
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y encontramos que aparece la matriz de transformacion jacobiana (4.0.21) que en este caso es la matriz

de rotacion. Por lo tanto

) B
= Rij@, (4.0.24)

De esta manera, al considerar el operador gradiente definido como

0

=X
v ox’

de la relacién anterior y de la relacion entre bases (4.0.2), es claro que

ISP 0

X =XRyj =97 4.0.25
OX' Ty Y oy (025
por lo tanto
.o,
V=3 —. 4.0.26
Y oy ( )
El célculo de la divergencia
0
V-B= B' (X
0X' (X)),
en la base 37, se puede obtener usando las relaciones (4.0.18) y (4.0.24), como sigue
0 0 OB’ (y)
B'(X)=R;j—B’ R Ry ————, 4.0.27
3XZ ( ) J OXi ( ) J Nk (9yk ( )
donde R;;Ry; = 4,1, por lo que
g .
V-B=_— . 4.0.28
oy (y) ( )
Para saber como transforma el operador rotacional
VxB=X 0 By (X)
€
iJk v 4 0XJ )
usamos las relaciones (4.0.2), (4.0.18), (4.0.24) y encontramos que
Rieyr 0By (X) = i3 RuRymRind' B 4.0.29
GZ]kaX] ( )—Gz’jk 1l jm, knyayim n(y) (4.0.29)

usamos la identidad €., = €;;xR;; R, Ry, para simplificar la expresion anterior y llegar finalmente a

que el rotacional queda definido bajo la transformacién al sistema y°, como

V xB= ylelmnaZan (v) (4.0.30)
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4.1. Ecuacion de continuidad
Consideremos la ecuacién (3.2.9). Para obtener su transformacion al sistema de coordenadas fijo a la
tierra usamos regla de la cadena para analizar cada término en su transformacion correspondiente, por un

lado se tiene

d d 0 o,
—p (X, 1) = — t)y=|=+79=— t 4.1.1
obtenemos para el operador de derivada total en el tiempo
d 0
7 V. 4.1.2
i, VY (4.1.2)

Por otro lado, para el término de la divergencia del campo de velocidad tenemos que
V-V= aayl[vz + €SV (yk + yf)] =V v+ el oF (4.1.3)
pero ;65 = ¢€,;,Q = 0, por lo tanto,
V-V=V.v. (4.1.4)
De esta forma la ecuacién de continuidad toma la forma siguiente

d
%perpyV-v:O (4.1.5)

4.2. Ecuacion de movimiento
De acuerdo con la relacién encontrada para la aceleracion en un sistema fijo a la tierra, la ecuacién de

movimiento en su forma lagrangiana (3.4.7) toma la forma siguiente
1
at+20xv+Qx (QxR)=—-—-Vp+g+f. 4.2.1)
p

Si la funcién @, (y) = @, (X7 =R;; (y" + y’)) representa el potencial gravitacional en el sistema ¥,
entonces
g= -V, (y). 4.2.2)

El término correspondiente a la aceleracion centripreta también puede escribirse como el gradiente de
una funcién potencial. Al considerar este término en el sistema de referencia inercial y tomando en cuenta

que el vector de velocidad angular apunta siempre sobre el eje de rotacién, {2 = OX3, tenemos que
Qx (2 xR) = 0X* x (2X* x R)
= -0 (X'X' + X?X?)

—v (—;HQ x RH?) — V.. (4.2.3)
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La ecuacién de movimiento se puede escribir entonces como
1
a+20xv=—-Vp—-Vo+f 4.2.4)
p

donde
O=>0.+ P,

es el llamado geopotencial.
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4.3. Region de validez de la ecuacién de movimiento con g=gk

En esta seccion se hace una revision de la jerarquia dominante de los términos en la ecuacién de
movimiento de los cuales, se encuentra que el término gravitacional es el mds dominante para regiones
horizontales . > 100 km. En la literatura (Pielke, 1984; Yamada, Kao y Bunker, 1989; Walko, Tremback
y Hertenstein, 2006) suele aproximarse dicho término gravitacional por g = gk. Como veremos, esta
aproximacion limita drasticamente la region de validez de la ecuaciéon de momento. Analizamos una
propuesta para la correccion del término gravitacional (Nuiiez, 2003; M.A. Nuiiez, 2005) en la ecuacién
de movimiento estdndar usada en la literatura y se muestra como el error porcentual entre el modelo con
el término gravitacional correcto vs. el aproximado aumenta drdsticamente con una distancia horizontal
de L > 100 km.

Por lo general, en la literatura de modelos de mesoescala, el sistema de coordenadas predeterminado es un
sistema cartesiano xyz con origen en algin punto fijo de la superficie terrestre considerando un modelo
esférico terrestre donde el eje z es normal y exterior a la tierra. La forma mas comin de la ecuacién de

momento para andlisis tedricos y andlisis computacionales es

1
dv = ——Vp+g—2Qx v+, (4.3.1)
dt p

donde g es aproximada por —gz con g ~ 9,8m/s?. Por lo general, el valor de z se reemplaza por
coordenadas de tipo o que siguen al terreno y se usan dominios horizontales {2 = 2L x2L con L > 650km.
Se ha mostrado que la ecuacion en esta forma es vélida inicamente para valores de L < 100km (Nuiiez,
2003) considerando un méaximo error porcentual del 10 % de la gravedad esférica respecto la gravedad
de tierra plana. Sin embargo, el no considerar un regién o dominio 2 (L) lo suficientemente grande trae
consigo consecuencias determinantes en tanto a la validez de un modelo que describa la realidad fisica

de la forma mds aproximada posible. Dos problemas motivan el uso de dominios €2 (L) grandes:

(1) La necesidad de incluir los efectos de la propagacién de perturbaciones sindpticas! en zonas

regionales.

(1) Reducir la contaminacién de errores que surgen al establecer fronteras laterales artificiales las cuales

son inevitables para modelos numéricos de dreas limitadas.

Es posible considerar dominios o regiones 2 (L) grandes (L > 100 km) si usamos la aceleracion
gravitacional para una tierra esférica con masa uniformemente distribuida, g = X'g* , donde
. a2 .
=93 (2" + bi3a) , (4.3.2)

ILos datos relativos a temperaturas, precipitacion, presién, viento y cualquiera otros elementos de la atmésfera se agrupan
sin tener en cuenta su causa ni relacionarlos unos con otros. La climatologia sindptica estudia la correlacion entre los diferentes
elementos climdticos a gran escala y las condiciones meteorolégicas que los produjeron.
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o bien,

a?

g = —gT—SR, (4.3.3)
donde g = GMa=2%; M y a son la masa y el radio de la tierra respectivamente, R es el vector que va
desde el centro de la tierra hasta una particula de aire y » = ||R||. Con esta aceleracién gravitacional la
ecuacién de momento es vélida para cualquier dominio €2 (L) de una esfera con distribucién uniforme de
masa. La tabla (4.1), nos muestra que las componentes horizontales de g son dominantes para L > 100km
y no despreciables. Esto nos muestra que no considerar la forma correcta de la fuerza gravitacional para
los modelos atmosféricos de meso-escala es un grave error debido a que, como hemos visto, las regiones

de la meso-escala son regularmente de L > 100.

W= %t ofw  AEKG AgKel %
L U?/L  AP/pL fU  fHU/L  KU/H? KU/L*
10  107* 103 103 1075 107 10710 10°
10°  107° 102 103 104 1076 1078 101
10t 1072 1071 103 10-3 1076 1076 102

Tabla 4.1: Tabla de magnitudes en ™/s2 en términos de la ecuacion (4.3.1) para flujo con escala horizontal L
m, U =10n/s, H = 10* m, f = 2Qsin (¢), ¢ = 45%, g = 10m/s®, 2 = L/2,y = 2z = 0, r = /22 + a?
y a = 6378km donde podemos ver que el término gravitacional es el término dominante en la ecuacién por
ordenes de magnitud. Fuente: (Nufiez, 2003).

Es posible mostrar que la ecuacion con la forma correcta de g nos lleva a la forma correcta del campo de

presion sobre una superficie terrestre esférica (Nuifiez, 2003). Veamos como sucede.
Si la zona de estudio se encuentra en el punto (x, y, z) en el tiempo ¢, de acuerdo con la figura 4.2 tenemos
que R = 22X + yy + (2 + a) 2, por lo que, la ecuacién de momento toma la forma siguiente

2

1
a:—pr+gf3[>%+y§f+(z+a)2]—2Q><V—l—f,.. (4.3.4)

La forma escalar de la ecuacion (4.3.4) es

du’ 1 0p a’

dt ~  poxt 98

(2" + 6is) — 2eiuQub + F. (4.3.5)

Estas ecuaciones junto con las ecuaciones de conservacion de masa, energia, humedad, y la ecuacién
de estado proveen los campos meteoroldgicos correctos cuando se usan las condiciones iniciales y de
frontera adecuados. Nos referiremos a las ecuaciones (4.3.4) y (4.3.5) como las ecuaciones de movimiento

exactas dado que tienen las componentes correctas (4.3.2) de g, para un modelo de tierra esférica con
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masa distribuida uniformemente, mientras que la literatura estdndar de modelos de meso-escala usan la

aproximacion g ~ —gX?> y las ecuaciones de movimiento

du’ 10 A
= _paﬁi — g0y — 266Uk + F. (4.3.6)

Una forma de conocer la region de validez de la ecuacién de movimiento (4.3.6) que usa la aproximacion
para la gravedad, g ~ ¢gX>, es compararla con la ecuacién (4.3.5) que usa la gravedad correcta para una

tierra esférica con distribucion uniforme de masa.

Recordando al potencial gravitacional (4.2.2) y la expresion de la gravedad para una tierra esférica (4.3.3)
tenemos que,

a? ga?

A

2
: __ga
g:—gpr: . . (I)g———

r

Consideremos el caso hidrostatico; la ecuacion (4.3.5) se reduce entonces a,

1
;Vp = -V, 4.3.7)

Si aplicamos el rotacional de ambos lados de la ecuacidn anterior sabiendo que el rotacional del gradiente

siempre es cero y considerando la identidad V X (au) = a (V X u) — u x Va, obtenemos
Vp x Vp ' =0,

lo cual significa que vectores normales a las superficies isocdricas e isobdricas en un punto son paralelas
por lo que dichas superficies coinciden, de esta forma, p = p(p) o p = p(p). La ecuacién (4.3.7) en
coordenadas esféricas se reduce a su componente radial,

op a®

— = —pg—. 4.3.8

oy = P93 (4.3.8)

Para dar una solucidn de esta ecuacion con dos incdgnitas (p y p) usamos la ecuacion de estado (3.8.2)
p=RTp,

donde 7" es la temperatura, R es la constante de los gases y consideramos una atmdsfera isotérmica con
la presion de referencia en la superficie terrestre dada por p (z° = 0) = p,. Con esto, la solucién de la
ecuacion (4.3.8) es

p(r) = poe 70, (4.3.9)

donde b = g/RT y r = [¥2_, (2% 4 6:3a)°]/2. Este es el campo de presion esperado con superficies
esféricas isobdricas. Si consideramos el caso hidrostético de las ecuaciones aproximadas (4.3.6); resultan
en un campo de presion de la forma

p(2) = poe™ . (4.3.10)
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De acuerdo con esta ecuacion, el plano tangente zy es una superficie con presidn constante o isobdrica
p = po. Una forma simple de estimar la region de validez de (4.3.6) consiste en encontrar el error relativo

de p (z) con respecto a la presion correcta p () de un modelo esférico terrestre.

(z
(r

Con T = 300K, g = 9,8 ms~2, a = 6378000 m, r = 1/(y2) + (a + 2)%, R = 287 J/kgK, py = 1013

mb, b = g/ (R *T) m~' a una altura sobre la superficie terrestre de z, = 100 m, obtenemos el siguiente

~—

S

%Ap (=) :‘ — 1| x 100, @3.11)

~—

S

resultado:

mE"‘Dr porcentual entre isolineas de presion

175 1

150

125 A

100 +

YoP

75 1

g0

25 1

0 T T T T T T T
0 50 100 150 200 250 300 350 400

y [km]

Figura 4.3: Crecimiento del error porcentual entre isolineas de presién conforme avanzamos sobre una
iso-linea en el eje y a partir de un punto de referencia comin considerando una altura de 100 metros
sobre la superficie terrestre.

Notemos que alejarnos 350 km equivale aproximadamente a tener un error del 200 % en nuestro modelo
aproximado. Si consideramos como méxima tolerancia un error del 10 % para una presién con un modelo
aproximado de la gravedad encontramos efectivamente que la regién de validez para la ecuacién de
momento seria para valores de L < 100 km. Sin embargo, al usar una versiéon de la gravedad que
considera un modelo esférico terrestre el dominio o validez de la ecuacion de movimiento (4.3.1) es toda

la esfera
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Figura 4.4: Representacion de las iso-superficies de presion a escala.
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Parte 11

Estimacion del campo de velocidad a partir de
datos operacionales: El campo de velocidad

ajustado

65



66

El cédlculo de campos de velocidad de viento atmosférico estimados a partir de datos operacionales son
una componente fundamental en diversas aplicaciones de la meteorologia. Como hemos mencionado, la
sola interpolacién para calcular campos de velocidad de viento sin una asimilacién de datos adecuada no
es suficiente para tener un modelo fisicamente consistente dado que no satisfacen en general la ecuacién
de continuidad. En cdlculos de transporte y difusion es posible usar los campos de velocidad estimados
a partir de datos operacionales de viento como una variable de entrada. Una propuesta para evitar los
errores inducidos al usar campos de viento inconsistentes fisicamente es ignorar el término divergente de
la ecuacion de transporte (Kitada, 1987). Sin embargo, esto puede alterar sustancialmente la estructura
del flujo (Rocio Mendoza, 2015; MA Nunez y Mendoza, 2015; MA Nufez y Mendoza, 2017). En esta
seccidon hacemos un andlisis local lineal del campo de viento usado para mostrar analiticamente que la
perturbacion de un flujo no divergente a gran escala puede producir un flujo divergente con una estructura

radicalmente diferente a la estructura de un campo que conserva la masa.

Por otro lado, se analiza y revisa un método variacional para generar campos de velocidad ajustados
que sean fisicamente consistentes. Esto se logra minimizando la distancia entre los campos vectoriales
consistentes con el balance de masa y el campo interpolado de velocidad de viento, lo cual, es posible
al encontrar la solucién de la ecuacidn eliptica, sujeta a condiciones sobre la frontera, que determina el
multiplicador de Lagrange. Veremos como las condiciones de frontera que suelen usarse en la literatura
(Sanin y Gustavo Montero, 2007) inducen errores significativos en el balance de masa. Se revisa entonces
una propuesta (MA Nufiez, 2012) que elimina, practicamente, estos errores escogiendo de forma adecuada
las condiciones en la frontera. Se muestra como mejora ampliamente el balance de masa para flujos de
viento a través de regiones y subregiones de interés para modelos de meso-escala para distintos campos
iniciales y distintas condiciones de frontera. Por tltimo calculamos el porcentaje de masa que fluye sobre
la frontera de la regién considerada comparando los campos obtenidos a partir de diferentes condiciones

de frontera.
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Capitulo 5

INTERPOLACION Y EXTRAPOLACION DE DATOS PARA GENERAR UN
CAMPO INICIAL

Una técnica comun de interpolacién en algtin punto dado situado a una altura z,, sobre el terreno, esta
dado como una funcién del inverso del cuadrado de la distancia entre el punto y la estacion de medicién

y la inversa de la diferencia entre sus alturas (Montero, Montenegro y Escobar, 1998)

N Vn N Vn
n=1 T% n=1 |Ah,]|

Vi) =éoy—1 +1-8 v 1° (5.0.)
n=1 42 n=1 |Ah,|

donde el valor de v,, es la velocidad medida en la estaciéon n y IV es el nimero de estaciones consideradas

en la interpolacion; d,, es la distancia horizontal desde la estacion n hasta el punto de observacién donde

se desea calcular la velocidad del viento; |Ah,,| es la diferencia de altura entre la estacién n y el punto de
estudio y & es un pardmetro de peso (0 < ¢ < 1) que nos permite establecer la importancia que le damos

a estos criterios de interpolacion.

Una técnica de interpolacién mds simple estd dada por promedios ponderados,

ey W,
v = M (5.0.2)
Zkzl Wy
con Wi, = W (|r — rg|), donde |r — r| es la distancia entre el punto de observacién r y la k-ésima

estacion ry,.

Extrapolacion vertical

Un modelo simple y comin para obtener un perfil de velocidad vertical es el perfil logaritmico sobre la
capa superficial que considera la interpolacion horizontal y el efecto de la rugosidad en la intensidad y
direccién del viento. Estos valores también dependen de la estabilidad del aire de acuerdo a las clases de
estabilidad de Pasquill. Por encima de la capa superficial, se realiza interpolacién lineal usando viento

geostrofico. El perfil logaritmico estd dado por,

Vo (2e) = % (logz - d,, (z)) para zp < z < zg (5.0.3)
<0

donde v* es la velocidad de friccién, k es la constante de Von Karman, 2, es la longitud de rugosidad, y
z €s la altura de la capa superficial. Los valores de ®,,, dependen de la clase de estabilidad de Pasquill
(Zannetti, 1990). La velocidad de friccién se obtiene a partir de la ecuacién (5.0.3) en cualquier punto

(7, y) usando la velocidad horizontal interpolada v° (2,,)

1
v =k Vo (Zm) - (5.0.4)
(logz—*g -, (zm))
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La interpolacién lineal estd dada entonces por
VP(2)=p(2) V0 (za) + [L — p(2)]v, para zgq <z < 2y (5.0.5)

donde v, es el viento geostrofico, z, es la altura de la capa planetaria de frontera y p (z) se define como

2
p(2)=1- (Z_ZSZ> (3 _ Q’Z_Z‘S’l> (5.0.6)
Zpbl — Zsl Zpbl — Zsl

donde se asume que v¥ (2) = v, siz > 2, y V0 = 0si 2 < z.

En este trabajo, sin embargo, se utiliza una fuente de datos sintéticos, por simplicidad, que son suficientes

para mostrar los resultados.
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Capitulo 6

ECUACION DE CONTINUIDAD PROFUNDA E IMPORTANCIA DEL BALANCE
DE MASA EN MODELOS DE TRANSPORTE ATMOSFERICO

En este capitulo analizamos la ecuacién de continuidad y las formas que puede tomar de acuerdo con
las propiedades del fluido y la escala que se estudie. También hacemos una revisién del la inestabilidad
estructural de un flujo lineal bajo perturbaciones del balance de masa y observamos su efecto en los
célculos de transporte hidrodindmico para mostrar la importancia de generar campos que satisfagan la

conservacion la masa de acuerdo con (Rocio Mendoza, 2015; MA Nuifez y Mendoza, 2015).

Los modelos para estimar trayectorias de particulas de fluido atmosférico son usados para estudiar su
transporte y difusion. A través de la interpolacion e integracion de datos discretos de velocidad de viento
es posible estimar estos modelos. Desafortunadamente, la mera interpolacién no garantiza el balance de
masa por lo que es necesaria una aproximacion del viento real que sea adecuada, de acuerdo a la region y
escala de estudio, para que satisfaga la ecuacién de continuidad que en ausencia de fuentes o sumideros,
estd dada por (3.3.6)

9p

— -pv = 0. 0.1
8t+VpV 0 (6.0.1)

Esta ecuacién en su forma completa se conoce como la version compresible de la ecuacién de continuidad.
Otras formas que adopta van de acuerdo con las escalas y propiedades del fluido cuyo comportamiento
quiera modelarse. De acuerdo con Thunis y Bornstein (Thunis y Bornstein, 1996) tenemos la siguiente

clasificacion:

» Completamente aneldstica; variaciones temporales de la densidad se omiten.

» Aneldstica de Bousinessq; variaciones temporales y espaciales de la densidad se omiten con excep-

cion de los variaciones verticales en la densidad en el caso hidrostatico.

= [ncompresible; variaciones espaciales y temporales de la densidad se omiten por completo; el flujo

es no-divergente.

Las dos formas aneldsticas también se conocen por ecuacion continuidad profunda. El considerar a
la densidad como una constante puede simplificar la ecuacién de continuidad asi como la ecuacién de
movimiento. Sin embargo, es necesario saber bajo que circunstancias esto es una buena aproximacion.

Cuando la densidad constante no sea buena aproximacion, necesitamos a la ecuacién de estado (3.8.6)

p=pRT



70

que representa a la densidad como funcién de la temperatura y la presion. Por lo tanto, el considerar a
la densidad constante implica que las variaciones producidas por los cambios de presion y temperaturas
son lo suficientemente pequeias para ser despreciables. Se sabe que para los liquidos las variaciones
de densidad suelen ser pequefias incluso con cambios grandes en la presion por lo que uno esperaria
poder tratarlos como incompresibles. Para el caso de los gases es menos evidente bajo que circunstancias
se pueden tratar de esta forma. Sin embargo, basta recordar que el cambio fraccionario en la presién
atmosférica (y por lo tanto el cambio fraccional en la densidad del aire) es pequefio incluso cuando soplan

fuertes vientos en la atmosfera (Tritton, 2012).

El andlisis de escalas es una técnica conveniente para estimar las magnitudes de los términos en las
ecuaciones que gobiernan diferentes tipos de movimientos. Esta técnica provee la informacién de canti-
dades como la magnitud de las variables, su amplitud y fluctuaciones, asi como las escalas de longitud
caracteristica, profundidad y duracién en las que estds fluctuaciones ocurren. Consideremos el ejemplo
propuesto por Holton (Holton, 2004) de un ciclén sindptico en una latitud media tipica en donde la presion
superficial puede fluctuar en 10 hPa sobre una superficie horizontal de 1000 km. Si llamamos dp a la
amplitud de las fluctuaciones de presion, x,y las coordenadas horizontales y L la escala horizontal; la
magnitud del gradiente de presion se puede estimar dividiendo dp por la longitud horizontal considerada

L 4]

W _y
L
Notamos que la variacion de presién por metro no es tan significativa, por lo tanto, tampoco lo es la

I Vayp|| 0hPa/10* km (107 Pam™").

variacion de densidad.

Es posible descomponer la densidad p de la siguiente forma

p=p(z)+p(rt)
donde py es una densidad de referencia, por ejemplo, la densidad en algin punto elegido arbitrariamente,

y p1 es la desviacion local de esta referencia con una proporcionalidad de

Ip1] S 107°pg

En términos generales, podemos considerar que la atmésfera mantiene una densidad constante en el
tiempo por lo que el primer término de la ecuacién anterior es cero: 9p/0t = 0. Ademés al considerar
escalas grandes la variacion espacial de la densidad sobre plano horizontal es practicamente nula por lo
que la ecuacidn de continuidad se reduce a la llamada ecuacion de continuidad profunda, o anelastica de
Boussinesq, dada por

V-p(z)v=0. (6.0.2)
Como hemos mencionado, el movimiento de los campos de viento en grandes escalas es mayormente

horizontal por lo que p (z) es constante en el plano (z, y), entonces

Veop(z)v=p()V-v+Vp(2) - v=p(2)V-v=0, (6.0.3)
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y asi, la ecuacion de continuidad profunda se aproxima a la forma incrompresible

V. -v=0. (6.0.4)

La estimacion de campos de velocidad para cdlculos de trayectorias en estudios de transporte atmosférico

a partir de un campo interpolado tienen tres fuentes de error

(1) El error en los datos (medidos o de modelos globales).
() El error debido a la resolucién espacial y temporal de datos.

() El error de truncamiento al integrar numéricamente el campo de velocidad.

Desafortunadamente, en muchos trabajos no se considera que el balance de masa sea relevante para
estimar trayectorias de viento (Stohl, 1998)(Bowman y Carrie, 2002)(Hoffmann y col., 2022), lo cual
es otra posible fuente de error. Sin embargo, hay trabajos que si consideran fundamental el balance de
masa en cdlculos de transporte atmosférico (Ratto y col., 1994; Trenberth, Hurrell y Solomon, 1995;
Trenberth y Smith, 2005; Flores y col., 2010). En el trabajo de Kitada (Kitada, 1987), se sefiala que el
uso de un campo de viento que no satisface el balance de masa puede introducir errores significativos en
los calculos de transporte y propone ignorar el término divergente del campo de velocidad, e.i. V - v. El
problema es que considerar un campo no divergente pueden tener una estructura sustancialmente distinta

a uno divergente (Rocio Mendoza, 2015). Veamos el planteamiento a grandes rasgos.

6.1. Inestabilidad estructural de un campo de velocidad lineal bajo perturbaciones del balance de
masa y su efecto en los calculos de transporte
La ecuacion que determina el modelo para estudiar el transporte, difusién y transformacion atmosférico

estd dada por
8@

ot

Operacionalmente en un instante ¢ se dispone de un nimero finito de datos del viento

+V'<CiV) ZV(KZVC)—FRZ (t,Cl,...,Cn). (611)

v(ry),v(ra),v(rs),..,v(r,)

donde cada punto ry, r5, ..., r,, yace sobre un malla irregular. Al estimar el campo de velocidad a partir de
estos datos se genera un campo inicial v° con divergencia V - v° del orden de +10~°s~! de acuerdo con

Kitada! (Kitada, 1987); ¢ establece la divergencia como sigue

1
5= 5v-vé (6.1.2)

IEste término es tan s6lo un orden de magnitud mayor que el del decaimiento natural de sustancias radiactivas (de
10~6s71).
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Sin embargo, usando métodos variacionales para estimar campos no divergentes, los campos v’ pueden
tener divergencias del orden de 107351 0 mayores. Esto hace que las diferencias estructurales entre los
campos divergentes y no divergentes sean ain mayores lo cual puede explicar en parte el por qué de las

diferencias en los modelos de trayectorias reportados en la literatura.

Consideremos la ecuacidn (6.1.1) con el campo de velocidad vO

861‘

TR (ev") = V- (K;- Vo) + R; (6.1.3)

Podemos reescribir desarrollando el término de la divergencia de un escalar por un vector de manera que
nos queda

%Cti + Ve v =—(V-v") e+ V- (K- Vo) + Ri. (6.1.4)

Notemos que el término — (V . v5> ¢; genera una reaccion ficticia. La solucién propuesta por Kitada
(Kitada, 1987) y otros autores es ignorar este término, con lo cual, la ecuacién anterior se reduce a

861‘
ot

+ Ve v =V - (K;-Ve)+ R (6.1.5)

Sin embargo, es aqui donde la estructura de v° puede diferir sustancialmente de la de un campo no

5

divergente v°=C. La solucién estd en trabajar con un campo v° cuya divergencia sea tan pequefia que la

estructura de este sea lo mds parecido a la de uno no divergente.

Dado que a gran escala el movimiento vertical es despreciable respecto el movimiento horizontal consi-
deremos el campo de velocidad
vO =’ (r) i+ (r)j. (6.1.6)

Para analizar como es la estructura de v° en la vecindad de un punto ry, (que por simplicidad consideramos
argy = 0), realizamos un desarrollo en series de Taylor alrededor de ry, considerando sélo los términos

lineales. En términos de los componentes tenemos

0 : Ou (o,
W (,9) = o) + 2 4y 4 DI
v (9, Yo) v (9, Yo)

v (z,y) = v (w0, 50) + ($—$0)+T(y—yo)'

Ox

De esta forma, la descomposicion local de vo es
v (r) = v (rg) + Vv (1) - (r — 19), (6.1.7)

donde Vv es la matriz del gradiente del campo de velocidad en r,. Es posible descomponer cualquier

matriz cuadrada como la suma de una matriz simétrica con una anti-simétrica

M:;(M—MT)—F;(M—FMT) 6.1.8)
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donde la parte anti-simétrica estd dada por

1
Azi(M—MT)

y la parte simétrica se puede descomponer a su vez como
1 T
S:§(M+M ) =So+0l

donde Sy es una matriz simétrica con traza cero e I es la matriz identidad. Considerando esta descompo-

sicidn, es posible escribir el gradiente de la velocidad de la siguiente forma

VVzl 0 Uy — Vg +1 Uy — Vy Uy + Uy +V-v 10 6.1.9)
2 \v, —u, 0 2 \uy +v, vy —uy 2 0 1

Si introducimos los siguientes pardmetros hidrodindmicos

4
_k VXV Uemty Uyt
2 ’ 2 2

0 — b 10 5 b—
Vv — “1+ (¢ 45 _ (e w (6.1.10)
w 0 b —a 0 1 b+w —a—+90

donde a y b dan la deformacién del flujo, 6 mide la divergencia y w es la vorticidad. De esta forma, el

w

nos queda

campo lineal v (6.1.7) se puede representar como
19 bh—
V=" = @ I e VI e VY 6.1.11)
V0 b+w —a Y Y Voo

v = v 1wl + vy (6.1.12)

o bien,

donde v°=" es la parte no divergente y u’ = Jr es una perturbacién divergente de v°=C,

Para determinar la estructura local del campo v calculamos la lineas de corriente de las particulas de

fluido2. El sistema de ecuaciones del campo v° est4 dado por

s dr? a+d b—w oo
VvV = — = +
dt b+w —a-+9 Voo

con ugy = Vgp = cte y la condicion inicial

o)) = om0

2Como se consideran flujos estacionarios, las lineas de corriente coinciden con las trayectorias.
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tiene una solucién de la forma .
= rgeM + / M voodT (6.1.13)
0

M

Una forma general de obtener ¢ es calculando los eigen-valores de la matriz M resolviendo la ecuacién

IM — AI| = 0. (6.1.14)

Dado que M es una matriz cuadrada 2 x 2 se obtiene dos raices; \; y \o. La estructura del campo v° estd

determinada por el discriminante D = a? + b*> — w? de la ecuacién de eigen-valores de M.

6.2. Tipos de estructuras en campos de velocidad divergentes y no divergentes

De la ecuacioén (6.1.14) obtenemos los eigen-valores siguientes,
N=6+VD y MN=6-VD, (6.2.1)

lo cual implica que un campo NO divergente v°=C s6lo puede tener una de dos estructuras posibles:

(1) Paraun discriminante D > 0 los eigen-valores son reales y tienen signos diferentes. El campo v?="
tiene estructura hiperbdlica cuyas direcciones principales son determinadas por los eigen-vectores
de M (Fig. 6.1 a).

(1) Cuando D < 0 los eigen-vectores son imaginarios y v°=0 tiene una estructura eliptica (Fig. 6.2
1zq.).

0 con u’ # 0 implica que el campo v° tendrd otro tipo

Sin embargo, considerar la perturbacién de v°=
de estructuras de acuerdo con los eigen-valores (6.2.1). En el casode 6 # 0y D > 0 hay tres tipos de

estructura de campo.

(1) Para |§| < v/D el campo mantiene su estructura hiperbdlica, sin embargo cambia la direccién del
flujo y las lineas de corriente (Fig. 6.1 b).

(1) Con § = /D un eigen-valor se anula y el otro tiene el signo de §. Uno de los ejes principales

asociados a A = 0 consiste de puntos de equilibrio. (Fig. 6.1 c)

() Para |0] > VD los eigenvalores tienen el signo de ¢ las trayectorias se comportan como pardbolas
que convergen hacia el origen para 6 > 0y divergen para ¢ > 0 (Fig. 6.1 d)

Para el caso § # 0y D < 0 el campo divergente v° es similar al campo no divergente con estructura
eliptica. Con 6 > 0 las trayectorias son espirales que convergen en el origen y con § < 0 divergen (Fig.
6.2).
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1 caso con discriminante

0 ¢

2

Con los mismos valores w = 4, a = —2 y b = 2 se consider

eliptica. De lado derecho tenemos el caso perturbado § # 0 en donde la estructura se transforma en

D < 0 para un campo NO divergente de lado izquierdo en donde se puede observar una estrcutura
espirales que convergen al origen. Fuente (Rocio Mendoza, 2015).

Figura 6.2
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Capitulo 7

ESTIMACION DE CAMPOS DE VELOCIDAD QUE CONSERVAN MASA

Consideremos un sistema cartesiano xyz con su origen en un punto con coordenadas geograficas (A, ¢.)

sobre un modelo esférico terrestre. En este sistema definimos una regién acotada 2.

Q - {xmm S X S Tmazy  Ymin S ) S Ymazxs h (%y) S z S Zmax}v

donde & (x,y) es la elevacion del terreno sobre el punto (x,y) en el plano tangente xy:

X""

Figura 7.1: El plano zy es tangente a la esfera y el eje z es exterior. De lado derecho tenemos la regién
acotada € con frontera I'.

La velocidad del viento real v relativa al sistema xyz es
Vr = Z U%«i’z
i

El objetivo es encontrar la mejor estimacion del campo de velocidad real v a partir de un campo inicial

de la forma

i
generado por interpolacion de datos obtenidos a través de una red de monitoreo meteoroldgica. Debido
a que en general el campo v® no satisface la ecuacién de continuidad (6.0.4), es necesario estimar un

campo de velocidad que si lo haga. Ademads, sabemos que el viento real no atraviesa el terreno por lo que

el campo ajustado de viento debe estar sujeto también a esta condicién

vr-n=0 para z=h(z,y) (7.0.1)
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donde n es un vector normal a la superficie terrestre. Una expresion para n a partir de la ecuacion de la

superficie terrestre z = h (x,y), es
n=V(h-z) =x0h+y0,h—127.

7.1. Resultado: U° reproduce la variacion del terreno en vertical

El campo inicial v¥ suele ser medido por redes meteoroldgicas s6lo en el plano horizontal por lo que
V0 = (2, )i + (2, )], (7.1.1)

y la componente vertical tiene que ser inferida. El modelo mds simple para un campo de velocidad de

viento consistente con el balance de masa estd dado por
UY = v + w'k, (7.1.2)
donde w" se obtiene a partir de la conservacién de masa y la tangencialidad del campo U con el terreno,
V-U'=0 y U% . n=0 sobre z=h(z,y). (7.1.3)

La estimacién de U° es simple, sin embargo, algunos autores evitan el uso de este campo de velocidad
debido a que se considera sensible a los errores de datos. En esta seccién demostramos que U reproduce la
variacién del terreno indefinidamente hacia arriba para valores constantes de la divergencia (V- v? = § =

cte) la cual es la verdadera razén por la que UY no debe de usarse en cdlculos de transporte atmosférico.
Para calcular U° consideremos las coordenadas siguientes

ocl=y'=x ol=y*=y, o=0=2z-h(x,y). (7.1.4)
Supongamos que Z(, o, yo) y §(t, To, yo) son soluciones del problema con condiciones iniciales siguiente

i =u(z,y), y=1"(z,y) con z=mx, y=1vyo en t=0. (7.1.5)

Usando las soluciones 7 y § obtenemos para z que (ver apéndice D)

dh 7 dh
i =w'[z,y,0(z,y,2)] :(x,y)_/ V-vods:ﬂ—éa (7.1.6)
dt 0 dt
donde se us6 que V - v? = § = cte. Al pasar la derivada de h(z,y) respecto el tiempo de lado izquierdo
nos queda
d

lo cual nos sugiere buscar una solucién en términos de o de la forma

o= 0'06_&.
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Tenemos entonces una expresion explicita para z dada por
z=h(2,y) + [20 — hole” ™ (7.1.8)
De esta forma las lineas de corriente de UY tienen la forma vectorial
r (t, 2o, Yo, 20) = Tuy (t, Zo, Yo) + 2 (t, 0, Yo, 20) k, con ryy, = i+ yj (7.1.9)

que es un caso particular de
R (t, 2,20, Y0) = Tuy (t, T0,y0) + 2k. (7.1.10)

Esta es la ecuacion vectorial de una superficie que se define a través del desplazamiento vertical de la
curva horizontal r,, definida por la interseccién del plano R con la topografia, es decir, la lineas de

corriente de U° reproduce los efectos del terreno sobre la vertical indefinidamente.

Ejemplo 1. Caso 6 = 0.
Suponer que tenemos un campo de velocidad constante

v? = u’i + 0%,

la ecuacioén (7.1.5) resulta ser la ecuacion del plano
R = tv’ + zk + 1y,

que contiene las lineas de corriente de U, con la misma condicion inicial (xg, y) y donde ro = xoi+ yoj-
Dado que en este caso la divergencia es cero, 6 = 0, la solucién de la ecuacién (7.1.6) de acuerdo con
(7.1.8) es

z="h(x,y)+ 20 — h(z0,y0) - (7.1.11)

Por lo tanto, las lineas de UY se obtienen moviendo verticalmente la curva definida por la interseccién del
plano R con la topografia. En (MA Nufiez y Sénchez, 2012) se calcula el campo U° en un dominio €2,

con xp; = Yy = 15km, oy = 4km, u® = v° = 0,5ms~! y una superficie topografica de la forma
h = [1 + cos (wpx) cos (wpy)]/2 con wy, = 107 /x ;. (7.1.12)

Podemos graficar las trayectorias del campo U usando estos pardmetros y la misma topografia para

visualizar estos resultados en la figura 7.2.
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Figura 7.2: Lineas de corriente del ejemplo 1 para un campo inicial v0 = 1% 4 1°j cuya divergencia es
nula & = 0. Vemos como para este caso las trayectorias de U? reproducen las variaciones de la superficie
topografica en vertical de acuerdo con (7.1.11).

Ejemplo 2. Caso § > 0.

Suponer que tenemos ahora un campo de velocidad de la forma
vl =aBi+yBj con B >0,

Considerando el problema con condiciones iniciales (7.1.5), la soluciones de las coordenadas horizontales

en este caso son

Bt

T = Tp€ y y =y’

Mientras que la componente vertical estd dada por la ecuacioén (7.1.8) con divergencia § = V - v0 = 23,
por lo tanto queda como
z=h(x,y) + [z — hole 2.

Con este resultado para cualquier 5 > 0 encontramos que las lineas de corriente convergen al terreno de

forma exponencial como lo muestra la figura 7.3 a continuacién.
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Figura 7.3: Lineas de corriente del ejemplo 2. Notamos como las lineas de corriente convergen al
terreno con una divergencia positiva del campo inicial v¥ con 5 = 0,2 m/s%.

Ejemplo 3. Caso § < 0.

Por tltimo consideremos un campo de velocidad inicial con divergencia negativa,
0 __ . .
v’ = —xfi— yfj.

Al resolver el problema de condiciones iniciales (7.1.5), las componentes horizontales de las trayectorias

resultan ser

t

Py y=yee

T = xp€
La componente vertical estd dada por la ecuacién (7.1.8) con divergencia § = V - v? = 243, por tanto,
2= h(w,y) + [20 — hole*™.

Para cualquier 3 > 0, observamos que las lineas de corriente divergen exponencialmente del terreno

como lo muestra la figura 7.3 a continuacion.



Figura 7.4: Lineas de corriente del ejemplo 3. Como era de esperarse, las lineas de corriente divergen
del terreno para el caso con § < 0y 3 > 0 constante.

81
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Capitulo 8

EL CALCULO DE UN CAMPO DE VELOCIDAD AJUSTADO Y LOS
PROBLEMAS DE FRONTERA

Existen dos formas equivalentes para calcular un campo de velocidad ajustado v que satisfaga el balance

de masa:

1. Descomposicién de Helmholtz.

2. Formulacion variacional.

Estos dos métodos nos llevan a un campo ajustado que se obtiene resolviendo un problema eliptico. Una
forma eficiente de resolverlo es aproximar su solucién por series de Fourier. La solucion del problema

eliptico nos permite calcular el campo de velocidad.

El método variacional consiste basicamente en encotnrar un campo de velocidad v lo mds cercano a
vV que satisfaga la ecuacién de conservacién de masa (6.0.4) y la condicién que nos genera un campo
vectorial tangente al terreno (7.0.1). Considerando el apéndice (E), tenemos que d (u, v) representa una

medida, o métrica

1d (u,v)]2 = ||, v]2, —/Q(u—V)TS(u—V) a0, (8.0.1)

que proporciona la distancia entre dos campos vectoriales, v y u. De esta forma, el problema de aproximar

un campo vy por medio de un campo v se puede plantear como sigue

0

Hallar el campo v mds cercano a v" con respecto a la métrica d (v, v°) que satisfaga (6.0.4)

y (7.0.1).

En general, el campo estimado v no coincidird exactamente con el campo verdadero v, debido a que
el campo v se obtiene ajustando el campo inicial v°. Por tal razén nos referiremos a v como el campo
ajustado (M.A. Nufez, Ramirez y Hernandez, 2004).

8.1. Descomposicion de Helmholtz
Consideremos una regién 2 C R3; es posible descomponer un campo vectorial A en dos campos V¢ y
B de manera que

A=V¢op+B en Q (8.1.1)
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donde B debe satisfacer la condicion siguiente
V-B=0. (8.1.2)
Para hallar una solucién aplicamos el operador divergencia V-, a la relacién (8.1.1)
V-A=V’$+V-B

imponiendo la condicién (8.1.2), concluimos que ¢ debe satisfacer la ecuacién de Poisson (ver apéndice
(B.2))
Vip=F (8.1.3)

donde F' = V - A. Debemos considerar ciertas restricciones sobre la solucion de la ecuacion (8.1.3):

(1) Para una regién acotada o semi acotada ) C R? la solucién de esta dltima ecuacién NO ES UNICA
ya que depende de las condiciones a la frontera que se impongan a ¢ (t,r) y a la fecha no hay

concenso de cudles son las condiciones de frontera 6ptimas que deben imponerse a ¢.

(i) El dnico caso en el cual la ecuacién (8.1.3) tiene solucién tnica es cuando 2 = R3, ya que en este

caso la unica condicién de frontera con sentido fisico

m ¢ (t,r) =0,

l[ef|—o0

es suficiente para garantizar la unicidad de ¢.

Habiendo calculado una solucién ¢ de (8.1.3) el clculo de B es inmediato
B=A-Vo¢. (8.1.4)

Supongamos que A es el campo de velocidad obtenido por interpolacién v° que tiene la siguiente
descomposicién
v) = v+ Ve, (8.1.5)

donde v es el campo ajustado que satisface la condicién de balance de masa, V - v = 0y ¢ es la solucién
del problema eliptico,
— V%=V -V° (8.1.6)

Al calcular la funcién ¢, el campo v estd dado por

v=v"—-Vo. (8.1.7)
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8.2. La formulacion variacional estindar
La formulacién variacional para encontrar un campo de velocidad, propuesta por (Sasaki, 1958), consiste

en encontrar el campo v que minimiza al funcional definido por la norma vectorial (ver apéndice E),

J(v) = ||v— v :/ (V—V0>TS(V—VO) s, (8.2.1)
Q

que satisfaga las restricciones de conservacion de masa y la condicién de que el campo de velocidad sea
tangente al terreno, e.i. (6.0.4) y (7.0.1) respectivamente. Estas condiciones sugieren buscar al campo v
en el conjunto

Vi={w(x)eL*(Q):V-w=0enQyw-n=vy-nenl}, (8.2.2)

constituido por los campos vectoriales en w con divergencia nula' en la region €2 y tangente al viento real
sobre la frontera I' de la region. L? (Q) es el espacio de funciones cuadrado integrables en €2; definimos

también el espacio de funciones cuadrado integrables y diferenciales como
H'Y(Q) = {f € L*(): 0, € L* ().
En el desarrollo de 1a formulacion variacional estandar se usa la siguiente descomposicion de la frontera
'=I'pUly

donde I'y representa la parte de la frontera en donde la ecuacion (1.7.3) estd sujeta a condiciones de
frontera Neumann, o de no-flujo de la forma

on

ans 0. (8.2.3)

Esta condicion es falsa en general pero se usa para la frontera cerrada como lo es el terreno de la regiéon
considerada. Como veremos, esta condicion sobre el terreno obliga a que la frontera complementaria
quede sujeta a condiciones tipo Dirichlet

A=0 (8.2.4)

también llamadas condiciones de frontera naturales o frontera de flujo abierto. Esta condicion implica
que la derivada normal de A\ es en general distinta de cero por lo que puede haber cambios en la cantidad

de masa de la regién (2 al haber flujos entrando o saliendo (Ratto y col., 1994).

La ecuacion eliptica

La distancia entre los campos vectoriales w y v? en V* definen el funcional

J(w) = ||lw — vY||%q :/ (W—V0>TS(W—VO) Q. (8.2.5)
Q

'Un campo vectorial w () con divergencia igual a cero en una regién € recibe el nombre de campo solenoidal
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De esta manera, encontrar el campo v en V* supone que
J(v) = minJ (w) donde w € V. (8.2.6)

Por tanto, asumamos que existe tal campo v en V que minimiza el funcional J (w) = ||w — v°||3, por
lo que
J(v) < J(w) paratodow € V

De existir v, debe satisfacerse para cada nimero real € que

d
2 (vt ew) ., =Oparatodow € V. (8.2.7)
€ €=

El funcional puede escribirse como
J(vtew) = [[v+ew —v5g = [Av + ewllg,

donde v — v = Av. Las propiedades del producto interior (-|-)s nos permiten escribir la norma anterior

como

AV + ew||3s = (AV + ew|AV + ew)qs
= (AV|AV)Eg + 2¢(AVIW)as + (ew|ew) g

= [Avias + 2e(Aviw)as + €[ wlgs.

Esta ultima expresion representa la ecuacion de una pardbola para cualquier w y nimero real € en el plano
€ vs J. Por tanto, tiene un minimo y gracias a esto es posible asegurar que si el campo ajustado v existe,

minimiza a J (v 4+ ew). Al derivar
dJ

de

obtenemos la condicién que tiene que cumplir el campo v para que minimice a J (w). Reescribiendo en

70 = 2<AV|W>95,

términos de la integral definida por el producto interior nos queda
/ AvI'SwdQ =0V we V. (8.2.8)
Q

Las componentes w* de w no son independientes ya que deben satisfacer las restricciones fisicas, i.e., la

conservacién de masa (6.0.4),
k

ow
V-w= — =0 Q, 8.2.9
w Zk: Dk en ( )
asi como la condicién de frontera (7.0.1),

W n= Zwknk =vr-n enl. (8.2.10)
e
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k

A partir de la condicién (8.2.9) es posible despejar una componente w* en términos de las otras w* para

calcular el campo v que satisface la ecuacion (8.2.8).

Otra opcidn es usar la funcién A (x) conocida como multiplicador de Lagrange sobre las restricciones
para eliminar la variable dependiente " . Por tanto, al integrar la condicién de continuidad sobre todo el
dominio {2 tenemos
/ AV - wd) =0 (8.2.11)
Q

Integrando por partes podemos descomponer la expresion anterior de la manera siguiente

/)\V-wdQ:/V-()\w)dQ—/VA-wdQ.
Q Q Q

El teorema de la divergencia hace posible reescribir la integral de volumen como integral de superficie,

/V-(Aw)dQ:;ﬁAw-ﬁdP.
Q Q

De esta forma, la ecuacion (8.2.11) queda de la siguiente forma
515 Aw - ndl™ — / VA-wd2=0 (8.2.12)
Q Q

donde 1 es el vector unitario normal y exterior a la superficie I'. Sumando miembro a miembro la ecuacién

anterior con la condicién obtenida para que v minimice a J (w) (8.2.8), obtenemos la ecuacion siguiente

oA .
> [Z Av' Sy — = whdQ + §l§ Aw - ndl’ = 0, (8.2.13)
Qr=123L1 Oz r
que tiene que satisfacer el campo ajustado v para cada w que satisface las restricciones fisicas en V*.
Supongamos por ahora que w pertenece a un subconjunto de campos vectoriales en V* que se anulan en

I'; la ecuacidn anterior se reduce a

> lz Av' Sy — 5;] whdQ) =0, (8.2.14)

QE=1,231L 1

para todo w = 0 sobre I'. Imponemos entonces a A la condicién para que se anule el coeficiente de la

. k/
componente dependiente w" ,

o\
Y AVSy — == =0 parak =k (8.2.15)
; ox
De esta forma la ecuacion (8.2.14) queda como
O\
> [Z Av' Sy — k] whdQ = 0. (8.2.16)
Q Ak L1 O
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Ahora las componentes restantes w* (k # k') son independientes y no nulas por lo que concluimos que
la ecuacion anterior s6lo se cumple si los coeficientes de dichas componentes también se anulan, es decir

cuando Av' y X satisfacen

> AV — g; =0conk # k. (8.2.17)
l

De esta forma, al considerar la ecuacion (8.2.17) y (8.2.15), concluimos que la condicion necesaria para

que el campo ajustado v minimice el funcional J (w) es que satisfaga el conjunto de ecuaciones

A
> AV, — ik =0 parak=1,2,3 (8.2.18)
; Ox

Como estas ecuaciones no dependen de un campo w, deben ser vélidas para cada w en todo el espacio

V*. Por tanto, de la ecuacion (8.2.13) nos queda
;lg)\w -ndl’ =0 paracadawenV. (8.2.19)
r

Ademads sabemos que cada w en V* satisface w - 1 = vy - n donde vy - n = 0 sobre 'y con lo cudl la

ecuacion anterior queda como

§£ Aw - ndl'p = 0. (8.2.20)
T'p

Esta ecuacion debe cumplirse para cada w en V*, lo cual sélo es posible si A (x) satisface la condicion
de frontera Dirichlet
A(z) =0 sobre I'p (8.2.21)

Notemos que esta condicion de frontera se vuelve necesaria al imponer la condicién Neumann sobre la
frontera I'y. En este caso se uso estd condicion sobre la superficie terrestre como restriccion para que el
campo de velocidad sea tangencial al terreno. Sin embargo, en general, al aplicar esta condicidén sobre
una parte de frontera, el resto de la frontera tendrd que satisfacer necesariamente la condicién Dirichlet
(8.2.21) 2.

Por tanto, para que v minimice el funcional J (w) en el conjunto V, )\ y v tienen que satisfacer las
condiciones (8.2.18) y (8.2.21). Estas condiciones junto con las que tiene que cumplir el campo v
adicionalmente (V - v = 0y v-n = 0 sobre I'y) determinan de forma tinica a A y v; veamos como
sucede. La simetria de S nos permite escribir la ecuacién (8.2.18) en su forma matricial de la manera
siguiente

SAv = VA (8.2.22)

%Esta es la razén del por qué de los subindices en las dos partes de la frontera I'y y I' p. En la propuesta hecha por Sanin
y Montero (Sanin y Gustavo Montero, 2007) la condicién Neumann, impuesta sobre I' iy, se considera en la parte inferior y
superior de la frontera donde consideran que no habra flujo libre de viento. El no imponer una condicién sobre las fronteras
laterales, el planteamiento del problema obliga a usar condiciones Dirichlet sobre estas.
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despejando el campo de velocidad se obtiene
v=v'+SVA (8.2.23)

Aplicamos el operador de divergencia a la ecuacién anterior para introducir la condicién de continuidad

sobre v; en términos de los componentes tenemos

9 Ok _1 OA
o en su forma matricial
V.v=0=V-v'+ V- -S'V) (8.2.25)
Obtenemos entonces la siguiente ecuacion eliptica para \
—(V-s'V) A=V (8.2.26)
Por el otro lado, al reemplazar la condicién de campo tangente a la superficie terrestre tenemos
oA
via=veon=v"n+ > mSylss (8.2.27)
o ox
Esto define la condicion de frontera tipo Neumann no homogénea sobre A,
1 OA
%: xSy 57 sobre Ty = (vr=v)n (8.2.28)
o bien, 5
A
e = (ve=v")n (8.2.29)

en contraste con la condicidn (8.2.3) usada comunmente en la literatura. Es posible probar que la ecuacién
(8.2.26), sujeta a las condiciones de frontera Dirichlet (8.2.21) y Neumann (8.2.29), tiene solucion tnica

para \.

ResumieNDO: Para que el campo ajustado v minimice al funcional J (w) en el conjunto V, es necesario
que sus componentes estén relacionadas por medio de A a través de la ecuaciones (8.2.18) y que A satisfaga
las condiciones de frontera Dirichlet (8.2.21). El multiplicador de Lagrange queda determinado de forma

univoca como solucion de la ecuacion eliptica,

LA=F con F=V-v’ (8.2.30)
sujeta a las condiciones de frontera mixtas

A=0 paraz € ['p

L\ = (VT — v0> ‘n paraz € ['y.
donde,
L=-V'S'V y L=n-S'V

Estudiemos ahora este problema con diferentes tipos de condiciones de frontera y veamos los efectos que

provoca el uso de concidiones de frontera Dirichlet en el balance de masa.
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8.3. Problema de Frontera 1 (BYP1)
Al resolver el problema eliptico (8.2.30) obtenemos el campo ajustado v por medio de (8.2.23). El dominio

usual para este problema esta dado por €2 donde el plano z, y suele representarse como
Qa:y = (OaxM) X (OvyM) :
Las fronteras abiertas> son los planos
I'y={z=0,2m} ; Ty={y=0,ynm} ; I, ={2=2u},

y la frontera que caracteriza al terreno I',—;, = {z = h (x, y)} de acuerdo con la figura 8.3. Para simplificar
el andlisis de los efectos de las condiciones de frontera Dirichlet A = 0 consideramos una topografia
plana h (z,y) = 0. Esto nos lleva al problema de frontera 1 (BVP1), en donde tenemos

INY =F en Q
9,1 =0 sobre T',_,
A =0 sobre I, UT, UT

M

Considerando la matriz general (1.7.11), podemos descomponer el operador por separacion de variables

en su parte horizontal y vertical de la siguiente forma

L= L, +S;'(-0%) (8.3.1)
donde,
ny — _vxy . S;lvmy7 Sr _ Sl Sl2 : vxy _ a'r
Sia Sy 0,

Comenzamos con el célculo de las eigenfunciones de L. Para ello se resuelve el problema de eigenvalores

sujetos a las condiciones de frontera de BVP1,
Lpiji = Ey;(jllz@ijk con @jklr, =0, 0.9ijk|:=0 =0
La solucién puede dividirse en la parte vertical y el plano horizontal como
Pijk = Pij Pk Ei(jllz = Ez'(jl) + S5 ' Ey,
donde Ei(jl) y i; estan determinados por el problema con condiciones de frontera Dirichlet.

Lay@oy = B @y en Q. con @i =0 sobre 08, (8.3.2)

)

3Al no saber el comportamiento del campo de velocidad sobre las fronteras que no son sélidas, en el desarrollo del
problema para ajustar el campo v, sélo se puede asegurar que sobre las fronteras sélidas(e.g. el terreno) el campo real, y por
lo tanto el campo ajustado, satisfacen: (v — v) - n = 0. El dejar las demds fronteras abiertas determina que éstas tendrdn
que satisfacer condiciones Dirichlet como se muestra la ecuacién (8.2.21).
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y 0%, es la frontera de la region €2,,. Por su lado, la componente vertical estd sujeta al problema con

condiciones de frontera mixtas siguiente

2or = Epdr,

0,01 (0) = @r (2ar) = 0, (8.3.3)

que tiene los valores propios y las funciones propias siguientes

By = 02, = (2k — 1) 7/2z2,

@ =/2/zpcos (Wgz), para k=1,23..

Con los eigen-valores y eigen-funciones de L es posible sustituir el problema BVP1 por el problema

aproximado
Lo = Fh, (8.3.4)
donde,
mnl - Z )\wk(plj(plﬁ mnl - Z ]k @z](pk, Fz(]k - <F‘90w§0k>zyz
ijk ijk

Para calcular el coeficiente \;;, usamos la descomposicion (8.3.1) y escribimos la ecuacion (8.3.4) como

(S5Lay = 02) Mahs = SsFoy
mnl mnl
(S3L;ry - 83) > Nijkpii Gk = > SaFiikpiifr
ijk ijk
mnl 5 mnl
> Nkl SsPrEijpis + i Enr] = D SaFijnpij P
ijk ijk
Niji|SsEij + Ek] = SsFj.
Despejando, obtenemos
SsF};
Nijre = —— Wk (8.3.5)
SgEZ'j + Ek
Asi, el campo (8.2.23) se puede escribir como
. 4 0 0z
- r SS ijk
V71’rml =v'+ Z 0 Oy m%]@k
ij _ i k
*\o o s;t)\a ) Y
Notemos que las componentes horizontales
(1) 0 mnl
umnl U l]k? ~ aZSO’L]
= + Sg ( ) Pk ) (8.3.6)
() = () e S (im0
satisfacen
Sllm |umnl u’| = hm |vmnl v|=0 en Q=QUT, (8.3.7)

Sin embargo, la componente vertical no muestra de forma clara cual es el limite (1.7.10) cuando S5 — 0.

1 _ .0
Wy = W +

(52

53 z]

Fz‘jk

> Soz]azgok
k
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Limite cuando S; — 0 en el BVP1

Para verificar el limite (1.7.10) con la componente vertical sustituimos el problema BVP1 por

LA, = Fi, (8.3.8)
donde,
=000y FR=S Feu Y = (Flpu)e,
ij (]
De esta forma obtenemos
2N, — S3EDNG = —S3Ff con O.A5(0) = Af(2a) = 0, (8.3.9)
cuya solucion estd dada por
ZM z
/\ff; =Wl lpo/ Fi‘;’(s)pl(s)ds +p1/ Fi‘?(s)pg(s)ds] , (8.3.10)
z 0
donde py = cosh(rz), p1 = sinh(rz —rzy), r = \/SsE;;, W = rcosh(rzy) (ver apéndice B). De esta

forma el campo de velocidad tiene la forma siguiente

vl o=v0 4 stval). (8.3.11)
Para valores pequeios de S5 la solucion de (8.3.9) tiene la forma

A = S3hij(2) + O(Ss),

lo cual implica que las componentes horizontales de v!  satisfacen una relacion tipo (8.3.7). La compo-

nente vertical es

wl) = 519, A1) ZS LN 04, (8.3.12)
donde . .
S;10.08 =~ [azpo / " FE(s)pa(s)ds + 0.y / Ef-(s)po(s)ds] . (8.3.13)
En términos de w!) y las series w%? = =" w) 7¥¢;; de w’, obtenemos la relacion siguiente
Sl;glo’w( ) = e (8.3.14)

Esto nos conduce al Resultado 1:

Para una matriz S (1.7.11), el campo v, es igual que el campo U% en Q) en el limite cuando

Ss — 0 donde UY% se representa con la serie:

mn

U?fn = Z<UO"Pij>xy<P:ry-

ij
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Ejemplo
Para verificar el limite (8.3.14) consideremos la version en el plano zz del BVP1. Supongamos un campo
interpolado v = zi en la regién 2 = (0, x,,) x (0, 2p/) por lo que F' = 1y en consecuencia w’ = —z.
Considerar entonces la version,
LA = F, (8.3.15)
del problema (8.3.8) donde \,, y F}, son las series con la base ;. La ecuacién (8.3.13) resulta en
S0 = —F, zsinh(rz)\ |1 — cosh(rz —rzy)  cosh(rz —rzy)
rz cosh(rzy) cosh(rzy)

Recordando r» = /53 F; notamos que en el limite cuando S3 — 0 entonces r — 0, por lo tanto,

lim S;'0.\ = —zF, . limw() =—2zF,

S3—0 S3—0
donde —zF),, = w? eslaserie de w® = —2z con la base (;; esta es justamente la relacion (8.3.14). De esta

manera verificamos que en el limite cuando S3 — 0, la componente vertical del campo ajustado tiende a

la componente vertical w?,.

Alzy)=0

> V=0

Figura 8.1: Esquema de condiciones de frontera para el BVP1 en una regién considerada.
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8.4. Problema de Frontera 1 considerando una matriz diagonal

Consideremos ahora una matriz S = {5, } diagonal y constante como es usada comtinmente en meteoro-

logia
S; 0 0
S=10 Sy 0|, S;=constante; j=1,2,3. (8.4.1)
0 0 S3

Procedemos de manera similar al caso con la matriz general S = {.S;;}. En este caso, los eigenvalores y
eigenfunciones de la parte horizontal del problema correspondiente al operador L, sujeto a las condiciones

de frontera Dirichlet (8.3.2), estdn dados por
Ei(jl) = S + Sy 1E(1)> Pij = SOi(l’)QDj(y), (8.4.2)

donde Ei(l) =wly E](-l) = w]? con w = im/x ) y las eigen-funciones normalizadas

wi(r) = \/Q/TMsin(wix) co0i(y) =2 /ymsin(wiy) 5 0,5 =1,2,3... (8.4.3)

La funcién F' se aproxima por la serie

mnz—z Seioitr,  Fl = (FlowiPr)ey: (8.4.4)
ijk

Por otro lado, es importante notar que la divergencia de la ecuacion del campo ajustado aproximado v,

de acuerdo con las ecuaciones (8.2.30) y (8.3.4), estd dada en realidad por

Vvl —v.vyv.sival) —p_ pl)

mnl*

(8.4.5)

mnl —

(1)

Este es un resultado destacable; nos muestra que la exactitud con la que v,,,, satisface el limite (1.7.10)

es independiente de la matriz S y depende tinicamente de la convergencia punto por punto de anzl con

F.

Limite cuando S3 — 0 en el BVP1 con una matriz S diagonal

Para analizar el comportamiento limite S5 — 0 reemplazamos ahora el BVP1 por el problema

nl
L)\nl = (1)7 )‘Sl) :ZAE}Q%‘S@’ nl —Z k: %S%
ik
FYY = (Floir)ys- (8.4.6)

La componente horizontal del campo v,,; = v¥ + S‘1V>\Sl) satisface una relacion del tipo (8.3.7). La

componente vertical se puede analizar al resolver

—Sl_lai)\jk + Sg_lEjk/\jk = ij, con >\jk =0en z = 0, M
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donde Ej, = Ek + S:;S{lEj(»l). La solucion estd dada por

)\jk = —W_lsl |}30/ ij(S)ﬁl(S)dS +}51/ ij(S)ﬁg(S)dS] . (847)
x 0

donde fy = sinh(rz), p1 = sinh(rz —rxy) conr? = S1E; /Sy y W = rsinh(ray,). El teorema del

valor medio ponderado para integrales afirma que existe s; € [x, ]y so € [0, z] tal que,
TM . TN
[ s = £ [ ms)as
| Eatsimtsas = 15 [ ats)as
0 0
donde usamos Fjlk = Fji(s1)y Fjok = Fj;(s0). Esto nos conduce a lo siguiente
Sy k(@) = —Ej [SoFjy + & F, (8.4.8)

donde,
&0 = W lhrpo(z)[1 — cosh(rx — rxy)], & = Wty (x)[cosh(rx) — 1],

por lo que Sgl)\jk =0 parax = 0,2y con S3 > 0. Para 0 < x < x,; con S5 — 0, obtenemos r — oo,
& =& ~ —1/2 por lo que,

dim S5 N = Bl [Fy + Fjil/2.
Lo cual nos lleva al Resultado 2:

El campo v}, dado por el problema (8.4.6) tiene una velocidad vertical limitada por limsgﬁow(l)

nl
. . . 0 1
que es discontinua en I, siempre que I}, + Fj; # 0.
. . 1 ~
De la misma forma, la serie /\fng = ;Zl \ikpiPr. nos conduce a un campo v., = vq +
_ 1 . . .
S 1V)\£n? cuya componente vertical se vuelve discontinua en I'y cuando S; — 0. Estos

resultados son independientes de S; y S5.

Ejemplo

La serie F}, del problema (8.3.15) no converge punto por punto a /' = 1 dado que, de acuerdo con las
condiciones de frontera Dirichlet en I',, tenemos F;,, = 0 en x = 0, z,,; para toda m. Lo mismo ocurre
con la convergencia de w?, = limg, .o w,, con w’. Las series F,, y w?®, tienen fenémenos de Gibbs
como se muestran graficamente en el apéndice B cuando existen discontinuidades en la frontera como es
el caso con las condiciones tipo Dirichlet. Para verificar estas discontinuidades consideremos la version

simplificada en una dimensién del problema (8.4.6)

L)\ = F, (8.4.9)
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donde F; y ); son las series con base ;. De acuerdo con (8.4.7) el coeficiente de \; se puede escribir

como,
A = —Ss By 'y,

donde

1 — cosh(rz — ra,,) cosh(rxz) — 1

sinh(re,,)

Yy = sinh(rx) + sinh(rz — rx,,)

sinh(r,,)
donde r = /.51 £}/ Ss. Notamos que en la frontera

Y]pm02, =0 V S5>0,

ademds de que

limg, 5o, = —1 con x € (0,7y).

De esta forma la velocidad vertical, z
w =Y S5 N0.¢r,
k=1
se vuelve discontinua en I', cuando S3 — 0. De acuerdo con la ecuacién (8.4.5), hemos visto que la
exactitud con la es aproximado el campo v depende de como converge la funcién aproximada F;,,,,; hacia
F'. En la tabla 8.1 podemos apreciar lo lento que es esta convergencia considerando las condiciones de
frontera del BVP1.

ot ok
/ax_ﬂ_ ’
*»v,-n=0

Figura 8.2: Esquema de condiciones de frontera para el BVP2 en una regién considerada.
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8.5. Problema de frontera 2 (BVP2) y su solucion espectral.

Consideremos ahora la condicion de frontera v - n = v - n en el terreno I',_ y las fronteras laterales
I';, I'y de acuerdo con la figura 8.5.1. Esto implica el reemplazo en BVP1 de la condicion Dirichlet sobre
las fronteras laterales, A = 0, por las condiciones tipo Neumann de la forma £\ = (v — VO) -n. En una

topografia plana, el problema se puede plantear de la siguiente forma

LAX=0 en Q,
L\ = (v —v") - n sobre T, U ryul'..p, A=0 sobre I',,

Sabemos que la condicion de frontera vy - n es desconocida sobre las fronteras laterales, I';, I',. Sin

embargo v" - n puede ser una aproximacion razonable. Esto nos conduce al problema de frontera 2.

LX® =0 en Q,
LA =0 sobre T, UT,UT.—y, A? =0 sobre T, (8.5.1)

Por lo tanto, para el campo (8.2.23) con una matriz (1.7.11), los eigenvalores y eigenfunciones de

L = Ly, + S;'(—0?) sujeto a las condiciones de frontera (8.5.1), son de la forma

Ez(]lz - EZ] + S 1Ek
¢1jk Qﬁljgplw
donde £;; y ¢;; estdn determinados por
Layytij = Eij¢i; con n-S;'V,y¢y =0 sobre I, UT, (8.5.2)

El valor propio mds bajo es E;;—y = 0 cuya funcién propia es la funcién constante ¢;; = 1/,/Zayns. Para

saber si satisface la relacion (1.7.10) en el limite cuando S35 — 0 consideremos el problema aproximado
ny/\ - mn7
Now = DN b Fif = Z D Fij = (Floi)ay, (8.5.3)
LY

Limite cuando S; — 0 en el BVP2

Siguiendo el razonamiento del Resultado 1 podemos deducir el Resultado 3:

El campo v(2) = v0 + S~IV AR satisface el limite limg, ,ov( = U en () donde:

Uy =D (U%0ij)aydis

ij



97

8.6. El problema de frontera 3 (BVP3): Condiciones de frontera puramente Neumann

La mejor condicién de frontera posible para un campo consistente con el balance de masa v (8.2.23) es
v-n = vy -n en la frontera completa I' (8.6.1)
El uso de esta condicién requiere buscar un campo v dnico en el espacio
Vi ={w(@) e L*(Q):V-w=0enQyw-n=vy-nVI}, (8.6.2)
que minimice el funcional (8.2.5). Este campo también estd dado por la ecuacion (8.2.23) con Nen H! (Q);
v=v0+SV), (8.6.3)
y que satisfaga la condicién de continuidad, V - v = 0. De acuerdo con esto, )\ estd dada por el problema

LA=F en (8.6.4)
LA\=f VT, (8.6.5)

donde F =V -vy f = (vy —Vv°) - n.
Condicion de compatibilidad y estimacién de una condicion sobre las fronteras abiertas.
Como se muestra en el apéndice (B.1), imponer condiciones unicamente Neumann sobre toda la frontera

I' a la ecuacion eliptica (8.6.4), nos obliga a considerar una condicion de compatibilidad que tienen que

satisfacer las funciones fy F.

Consideremos una funcién arbitraria ¢ € L*(£2) que multiplica a la ecuacion (8.6.4) e integramos sobre

todo el dominio 2. Podemos escribirlo como el producto interior siguiente
(Bl LA)a = (9| F)q.
Integrar por partes el lado izquierdo de la ecuacién anterior nos conduce al forma débil del problema,
- / PVENQ = / VoV sAdQ — / V- (¢Vs)dS
Q Q Q
= / VoV gAdQ) — 515 Vg -ndl,
Q r

donde se us6 Vg = S71Vy V4 = V - Vg por lo que L = —V?%. Regresando a notacién de bras y kets,
nos queda
(@lLA)a = (VEIS™'VA)a — (¢[n - STV A)r (8.6.6)

En el caso particular donde la funcién ¢ = 1 se obtiene la llamada condicién de compatibilidad

(1|LNq = —(1|L\)r (8.6.7)
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o bien, escrito en forma integral tenemos

/ FdQ + 515 FdT = 0. (8.6.8)
Q Iy

Recordando que F = V-vy f = (v} — v%) - n, podemos usar el teorema de la divergencia de lado

izquierdo de manera que
§I§V0 -ndl + %(V% —v’) - ndl' =0, (8.6.9)
r r

lo cual nos lleva a
§£VT -ndl’ = 0. (8.6.10)
r

Esta es la condicion suficiente y necesaria que nos garantiza que la solucién A\ € H'(f2) exista y sea
Unica (mds una constante aditiva). Dado que en general el campo de viento real v se desconoce sobre las

fronteras abiertas I', UT', UT', ,, la condicion de frontera (8.6.5) necesita un campo v* para aproximar

ZM

vy -nenl’, que satisfaga la relacion (8.6.10)
§I§v* -ndl" = 0. (8.6.11)
r

Una opcion sencilla para reemplazar la condicion Dirichlet del BVP2 en I
0

es 0.\ = 0. Esta opcién

ZM

equivale a estimar v - n con v¥ - n pero en general v° no satisface la condicién (8.6.10). Otra opcién estd

dada por UY (7.1.2) ya que este si satisface V - U = 0 en  y por lo tanto la condicién (8.6.10). De esta
forma, recordando la condicién (8.6.1), tenemos,

v-n=U"n sobre I'. (8.6.12)
Lo cual nos lleva al problema de frontera 3
L)X =F enQ con lacondicién £\ = w’k - n sobre I. (8.6.13)

La condicién de frontera (8.6.12) no significa que el campo v (8.2.23) sea equivalente a U° en la regién

(2, pero nos garantiza que U sea el caso limite de v.

Limite cuando S; — 0 para BVP3.
Consideremos el campo inicial vy (7.1.1) en una regién €2 con topografia plana; las condiciones de

frontera del problema (8.6.13), de acuerdo con la figura 8.6.13, se puede escribir como
ax)\|rz = ay)\|ry = az)\h‘zzo = O; 82)\|ZM = Sgw%(x, y)

donde w9, (x,y) = w’(x,y, 25r). Para corroborar que realmente el campo v es U en el limite cuando

Ss — 0, consideramos el problema siguiente

Lmn = Fon, O:Anlom0 = 0, 9.M|.,, = Sswi(z,9), (8.6.14)
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donde,
)\mn - Z )\ijqbijﬁ an = ZFijgbij? Ej = <F|¢z’j>xy7
iJ v

y ¢;; son las eigenfunciones del problema de frontera 2 (8.5.1). Ademds tenemos

w?%mn = Z w[])Wijgbija w(])vuj = <w?\/1|¢ij>a:y- (8.6.15)
ij=0

En términos de los coeficientes, la ecuacion (8.6.14) se puede reescribir como
Aijdij = —S3F;; con 9.0;(0) =0, 8.\;(2m) = Sswyyj, (8.6.16)
donde A;; = af — S3 ;. Para valores pequefios de S3 tenemos,
Aij = Ay + S + O(53). (8.6.17)
Al reemplazar esto en (8.6.16) tenemos que )\?j = 0 y nos queda
DNy = —Fy; con 9.M0) =0, 8.\ zn) = Sswyy,;.

La solucién se puede integrar de manera que,

N, = / Fyds = — / (Fléi)ey = (0)is)ay = wli(2),
Aij = /0 wy;(s)ds + X, (8.6.18)

donde \{; es una constante arbitraria de integracion. Reemplazando esto en el desarrollo de Taylor (8.6.17)

obtenemos el Resultado 4:

Con U?,. el campo del resultado 3 y una matriz general S = {S;;}; el campo v, =

mn

v? + STV, satisface

. 0 ~
limg,—0Vin = U,,,, en €L

Solucion espectral de BVP3 con series triples de Fourier y las condiciones de frontera homogéneas

Para tener condiciones de frontera homogéneas en z = z),, reemplazamos \;; por
>\ij = Sg(?/)ij + qU) con qij = 622/2, C = U)?V[”/ZM (8619)
Reescribimos por tanto el problema (8.6.14) como:

Aijwij = _Ej — AijQij con 8277&0] =0en z= 0, ZM (8620)
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Para estudiar numéricamente los efectos de las condiciones de frontera del problema (8.6.14) en 2,

consideremos una matriz diagonal S = {.S;}. El problema (8.6.20) se puede aproximar por

zjwz]l z]l [AijQij]la (8621)

donde Fj;; y [Ai;qi;]; son las series de F}; y A;;q;; respectivamente con el conjunto {¢ };_,. Con la serie
Vi = Zk Yi10) tenemos
Amnl = Z Xiji®ij, Mgt = Ss(Viji + Gij),
ij=0
y el campo estd dado por v, = v + STV ... Al sacar su divergencia obtenemos

S
V- Vmnl = F— anl - 73(22 - Z?)Lafng/fmn’ (8622)
2ZM

donde,

mn 1
anl = Z Z Ejk¢i¢j¢k7 Ejk = <F|¢z¢]¢k>zyz

1j=0 k=0
l

Zl2 = Z<22|¢k>2¢k7 L wamn Z wsz U¢U
k=0 ij=0

La serie w$,,,,, converge a w%, en la norma L*(Q,,) pero la convergencia de L,,w,,,, a L.,w}, puede
ser menos precisa. La serie 27 converge uniformemente hacia 2% en [0, z)7) excepto en la vecindad de zj,
donde tenemos que 9,2% # 0 mientras que 0.z = 0 en z = z),. La convergencia deficiente de 2> — 27
y de L,,w9,,., se puede compensar con valores pequefios para Ss. De esta forma, valores pequefios de
S3 deben mejorar la precision del campo v,,,,,; y el balance de masa dependerd sé6lo de la convergencia de

F,, con F.

o

Il

(@]
(o)

'—- - _-Ef -~
wVr-n=U -n
#,4l0)=0

Figura 8.3: Esquema de condiciones de frontera para el BVP3 en una regién considerada.
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8.7. Cailculo de resultados en 3D con series de Fourier
Examinemos ahora un ejemplo en 3 dimensiones considerando el BVP1 aproximado (8.3.4) en un
paralelepipedo €2 con laterales z,, = v, = 20km y z,, = 5km. Comencemos considerando un campo

inicial de velocidad de la forma
v? = "1 donde u° = Be(y)f(2)g(x), (8.7.1)
donde [ es una constante que se obtiene a partir de la velocidad promedio,
(W = 0! /QuOdQ —10ms~! donde |9 = zarynizar.

Tenemos entonces, F' = Be(y) f(2)0.9(z) y EL.; = Ben(y) f1(2)0pgm(x) donde
n l n
en =Y €5 fi= [sbri Gm =D Gii
J=1 k=1 i=1

Las funciones ¢(x) y e(y) satisfacen condiciones Dirichlet mientras que f(z) satisface condiciones mixtas

por lo tanto, la funciones base de su operador corresponden a

2 . am 2 . gm . 2 s
i = \/;sm(ba:) ; p; = \/;sm(by) ; I \/;cos ((k: + ;)bz)

(1)

i €8 Independiente

Recordemos que la precision con la que es aproximada la divergencia del campo v

de la matriz S = {5} y de acuerdo con la ecuacion (8.4.5) estd dado por
V Vi = F = Fyli = 5(ef§ — enfigm)-
Notamos que si alguna de las series e,,, f; 6 g, no converge punto por punto a su funcién limite correcta

en la frontera abierta tendremos una divergencia no nula

v vid #0 sobre I'p =TI, UlyULl', V m,n,l

mnl

Consideremos el caso con ¢ = f = 1 donde u = z y por tanto d,g = 1. De esta manera nos queda que
F =1 por lo cual la convergencia de las series e,,, f;, g,, deberd ser hacia la constante 1. En la tabla 8.1

podemos ver que tan rdpida es esta convergencia.

n,m, 1F (z,y, 2)| 1ES (2, 2) IE] = | ES
5 4472136 39.45563 0.05266
10 4472136 42.47815 0.02243
15 4472136 43.13467 0.01587
20 4472136 43.59338 0.01128
25 44.72136 43.78806 0.00933

Tabla 8.1: Valores para un campo inicial v = i3z. Notemos que la convergencia es lenta debido a los
fenémenos de Gibbs provocados por las discontinuidades al imponer condiciones Dirichlet sobre las fronteras
laterales.
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Ahora veamos que tan preciso es el campo v(2) del BVP2 considerando el mismo ejemplo (8.7). Re-
cordemos que tenemos condiciones de frontera tipo Neumann sobre las fronteras laterales y sobre la
superficie y condiciones Dirichlet s6lo en la frontera superior. En la tabla 8.2 obtenemos el resultado de

la convergencia.

n,m,l IF(z,y, 2)]| IE2 (2, y, 2)]| 1P| = E2,
5 44.72136 43.80878 0.00091
10 44.72136 44.26630 0.00046
15 44.72136 44.41836 0.00030
20 44.72136 44.49427 0.00023
25 44.72136 44.53977 0.00018

Tabla 8.2: Con v? = iSx; en este caso observamos que la rapidez de convergencia mejora considerablemente,
sin embargo, los fendmenos de Gibbs siguen apareciendo debido a la discontinuidad sobre la frontera superior
de la frontera.

Por tltimo, veamos en la tabla 8.3 que sucede con la convergencia del BVP3 con el mismo ejemplo en donde

se imponen condiciones Neumann sobre toda la frontera evitando de esta forma las discontinuidades.

n,m 1 |F(z,y,2)| IE®, (2, y, 2)] 1F] = 1 F&,
1 4472136 4472136 0.0000

0

Tabla 8.3: La convergencia en este caso para v° = xi es inmediata.
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8.8. Comparacion de flujos: El efecto de las condiciones a la frontera en el balance de masa

Debido a que las series F( )l y F( )l no convergen a la constante 1 eny = 0, yas, 2 = 2y, © = 0,2, las
divergencias V - szll(x, y,2)y V- anl(x y, z) se vuelven menos precisas conforme (x, y, z) se acercan
a estas fronteras abiertas, i.e., donde la condicién de tipo Dirichlet )\7(712” = 0 fue usada (ver apéndice B).
Esta expectativa se puede verificar si medimos que tan rdpido aumenta el flujo F(I'*) conforme I'* tiene
a T'. Consideremos una regién hipotética de estudio @ = (0,20)? x (0,5) con frontera I' y diferentes

sub-regiones concéntricas como se muestra en la figura 8.4,

z[km]

A - -
~ -
- =
7 ./
-~ e
7 - e
5 T - 7 d T
FM | ccoooc =
Y] O P /L |
y | = —
ol T i /Q . _— T
1 : : 2 = - P //
1 ' ' o Q -
0 4 8 12 16 20 X ﬁf n ]

Figura 8.4: Esquema de la region considerada €2 y dos subregiones 2* para medir el flujo del campo
de velocidad v.

El flujo se determina con

o, (8.8.1)

mnl

.F(F*,V):ygv-ndl“*: v.vl

O*

Para calcular esta divergencia recordamos que V - VmZzl = B(efg — enfigm) y nos queda

v v 40 = / gda / edy / fdz
- (Zgz/ ) (Z e[ j) (Z;: fr /0 sékdz)

Por lo que es posible calcular cada integral independientemente y luego multiplicar todo para obtener la

diferencia.
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Qr (8,12)% x (2,3) (4,16)% x (1,4) (0,20)2 x (0,5)
v 4.46x107 2.71x107° 4.02x1072
v 9.32x107% 5.54x1076 8.10x 1073
Vonnl cero cero cero

Tabla 8.4: Se observa que el flujo F(I'*, V,,—n—1—30) para v’ = iBx con 3 =3.6x10~* aumenta conforme
nos acercamos a la regiéon completa.

o (8,12)2 x (2,3) (4,16)2 x (1,4) (0,20)2 x (0,5)
v -3.22x1077 -1.85x1075 -9.28x1073
v -4.72%x107% -2.29%107° -2.02x107?
Vim -4.11x107 -1.55%10~7 1.13x10716

Tabla 8.5: F(I'™*, v,;—n—1—30) para v = iBzcos(wx) con B =2.5x1073.

O (8,12)% x (2,3) (4,16)2 x (1,4) (0,20)2 x (0, 5)
v -42x1073 -10.6x 102 -44.4x102
v 42x1073 -10.6x10~2 -43.9%102
Vinni -6.5x107* -1.1x1072 9x10~16

Tabla 8.6: F(I'*, v,;,—n—i—30) con v¥ = ifze */H cos(wx) con B = 5 x 1073,

Consideremos un caso especial en una regiéon Q = (0,31,2)% x (0,5) km?® y v° = % + 0% con
componentes
u’ =" = Bg(x)g(y) f(2), (8.8.2)

#/H con H = 10 km. Este caso es

con 3 =49x1072 s, g =1 — cos(wz), w = 7/2zp y f(2) = ze”
usado en Sanin y Gustavo Montero, 2007 para estudiar el transporte de contaminacién atmosférica con
un campo de velocidad que se obtuvo usando condiciones de frontera de tipo Dirichlet en las laterales y

v? obtenido por interpolacién de datos de un viento geostréfico v, = —38i + 40j ms™'.
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o (8,23.2)? x (2,3) (4,27.2)? x (1,4) (0,31.2)2 x (0,5)
v 1.3x1072 8.2x1072 21.7x1072
Vonnl 2x1073 8.7x1073 5.38x10718

Tabla 8.7: F(I'*, V;—n—s0.1=20) con v (8.8.2).

Porcentaje de masa que fluye en la region

Un mejor criterio es comparar la masa que fluye sobre la frontera I'* de 2* con la masa en M* que hay en
2*. De acuerdo con la condicién de conservacion(6.0.4), la masa es constante en la subregion 2* y esta
dada por M; = pV*. La masa transportada por el campo de velocidad v sobre la frontera I'* a un tiempo

tes
M, = tp]-"(l“*, v). (8.8.3)

El porcentaje de masa que fluye sobre la frontera I'* sobre lo que idealmente seria una masa constante es

M; t
PM® = 1005 = 1007 F(I*,v) (8.8.4)

Q* (8,12)% x (2,3) (4,16)% x (1,4) (0,20)% x (0,5)

v 3%1072 6.78x10~2 21.74

v 6.29% 1073 1.38%1072 4.37

Vinnl cero cero cero

Tabla 8.8: El porcentaje de masa %M que fluye fuera de las fronteras durante 3 horas aumenta conforme nos
1 2

acercamos a la region completa en los casos v, "y v,

campo V,,,,; con un campo inicial v¥ = ifz.

; mientras que el flujo de masa es nulo para para el

A pesar de la simplicidad del ejemplo, nos muestra que el uso de condiciones de frontera Dirichlet nos
arroja malos resultados en la vecindad de las fronteras abiertas y que el uso de condiciones Neumann
resulta ser el mds conveniente para tener campos de velocidad ajustados precisos. Al considerar otro tipo

de campos iniciales tenemos
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Q* (8,12)% x (2,3) (4,16)% x (1,4) (0,20)% x (0,5)
v 2.1x102 4.63x1072 5.01
v 3.19x1073 5.73x1073 1.09
Vonl 2.774 3.874 6.13x10~14

Tabla 8.9: Valores del %M asa parat = 3 horas y un campo inicial, v¥ = i8zcos(wz).

Qr (8,12)% x (2,3) (4,16)% x (1,4) (0,20)% x (0,5)
v 284.5 265.4 239.8
v 284.5 265.4 2375
Vo 44 28.2 4.9x10713

Tabla 8.10: Valores del %M para t = 3 horas y un campo inicial, v0 = i8ze*/H cos(wz) con H = 10km y
f=5x1073.

Veamos lo que sucede con el porcentaje de masa que fluye en la region del caso reportado por (Sanin
y Gustavo Montero, 2007) para estudiar el transporte de contaminantes atmosféricos comparando el caso

con condiciones de frontera Dirichlet en las laterales con el caso para condiciones puramente Neumann.

O (8.23.2)% x (2,3) (4,27.2)? x (1,4) (0.31.2)% x (0,5)
v 60.85 54.92 48.26
Vo 9.43 5.84 2.17x10718

Tabla 8.11: Valores del %M para t = 3 horas y el campo inicial (8.8.2) con H = 10kmy 8 = 4,9 x 1072

Los resultados son determinantes. En el caso donde se usan condiciones Dirichlet tenemos un 48.26 % de
pérdida de masa en sélo 3 horas mientras que usando condiciones puramente Neumann la pérdida de masa
es infima; de tan solo 2.17x 10713 %. Estos resultados son equivalentes a los reportados por (MA Nifiez,
2012).
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Capitulo 9

REPRESENTACION DE CAMPOS DE VELOCIDAD REALISTAS SOBRE
TERRENO COMPLEJO CON UNA MATRIZ S ADECUADA.

Retomemos el problema de cdlculo de trayectorias sobre terreno complejo de la seccion 7.1 ahora usando
un campo ajustado obtenido a través de la formulacién variacional considerando la coordenada vertical
sigma,

o=z—h(x,y).

En (MA Nufiez y Sdnchez, 2012) se muestra que la forma contravariante del campo ajustado v que

minimiza el funcional

J(v") = / (V1 — V") - S(v" — v")dQ, (9.0.1)
es de la forma
v = v+ /gSTIV, A\ (9.0.2)
De acuerdo a las constricciones fisicas del sistema, este campo estd determinado por la ecuacién eliptica
siguiente,
LA=gV-v'en Q, y LA=mn,  (vh+v") en T, (9.0.3)
donde

L=-V,- \@S_lva)\y L= n; - \/gS_lva

Se obtiene también una solucién semi-espectral de la ecuacion eliptica anterior. De acuerdo con la

ecuacion (9.0.2), la solucién A, nos lleva a un campo de forma

v = v+ /0STIV o A (9.0.4)
El campo correspondiente en un espacio fisico zyz estd dado por

Vi = V0 + V9IS Vo A (9.0.5)

y sus componentes

Umn UO -1
< ) — (v0> = V/3S, " VayAmn (9.0.6)
Wmn = \/E[(ZICL + Zyc)ax)‘mn + (Zacc + Zyb)ay/\mn + \/.583_160/\7%”] (907)

Si v coincide con la parte horizontal del campo verdadero vy, podriamos tener que v = UY. De esta

manera podemos decir que cualquier esquema o formulacidn para computar campos consistentes con el
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balance de masa , son fisicamente consistentes si nos permiten recuperar el campo U°. Este es el caso

para el campo v,,,,, de la ecuacién (9.0.5).

Con una matriz diagonal S = {S;} y el jacobiano ,/g = 1 tenemos un problema separable de la forma
LAN=F en (,, (9.0.8)

con F =V v L = Ly, — S;'92, donde L,, = —5;'0? — S5'92 y las condiciones de frontera

siguientes,
81)“36=07$M = ay)“y=0:yM =0 y aﬂ)“0=0 = S3w87 80)\’0':0']\/1 = S3w%4'

Supongamos que tenemos un campo inicial de la forma

V0 = (2, )i + 0 (z, y)j.

En la seccién 7.1 encontramos que el problema con condiciones iniciales,
i =u’(x,y), §="zy) con x=u1x9, y=1vyo en t =0, (9.0.9)

tiene soluciones de la forma Z(t, g, yo) y 9(, To, yo) y una expresion explicita para la componente vertical
z de la forma
z = h(z,y) + [20 — hole™ (9.0.10)

donde 6 = V - v°. Llegamos entonces a que las lineas de corriente del campo U tienen la forma vectorial
r(twr()’y()az(]) = rxy(tax(]uy()) + Z(tax(]?yO’ZO)k; con ryy = i +gj (9011)

como caso particular de
R(ta Z,Z0, Z/o) = rxy(t; Zo, yO) + zk. (9012)

Que es la ecuacion vectorial de una superficie que se define a través del desplazamiento vertical de la
curva horizontal r,, definida por la interseccién del plano R con la topografia, es decir, la lineas de
corriente de UY reproduce los efectos del terreno sobre la vertical indefinidamente. Para valores pequefios
de S3, la superficie R(t, z, zo, yo) contiene las lineas de corriente de U° y del campo aproximado v,
con la misma condicién (g, yo) como podemos observar en la figura 9.1. Sin embargo, al considerar v,,,
con S3 > 1 tenemos un caso diferente. Las ecuaciones horizontales de las lineas de corriente de v,,,, son
de la forma

i =u’(z,y) + S30(Ss;2,y,0), ¢ =1"x,y) + S50(Ss;2,y,0). (9.0.13)

Estas ecuaciones estdn acopladas con la coordenada vertical debido al término S5 asi que en general
las lineas de corriente con la misma condicién (g, yo) no pertenecen a la superficie R(¢, z, zo, yo). Este

acoplamiento puede generar flujos de viento mas realistas. En la figura 9.2 podemos observar que para
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una matriz S5 > 10! se pierde la propiedad de reproducir sobre todo el eje vertical las variaciones del
terreno. Nos muestra como el efecto del terreno decrece rdpidamente conforme 2, aumenta como era de

esperarse de acuerdo con (9.0.13) y las lineas de corriente con z>2, Yo = 0 ya no pertenecen al plano R.

x (km)

Figura 9.1: Lineas de corriente del ejemplo de un campo ajustado v,,—,—200 con S3 = 10~2. Fuente
(MA Nuiiez y Sénchez, 2012).

Y G 22 = 10
y (km)

x (km)

Figura 9.2: Lineas de corriente del campo ajustado v,,,—,—200 considerando esta vez S5 = 1. Fuente
(MA Nufiez y Sdnchez, 2012)



110

Capitulo 10

CONCLUSIONES

En la primera parte de este trabajo establecimos algunos de los principios fisicos y matematicos funda-
mentales y necesarios para elaborar modelos dindmicos atmosféricos. Desde los sistemas de referencia y
las transformaciones entre sistemas de coordenadas hasta una revision general de las ecuaciones hidrodi-
ndmicas que gobiernan la meteorologia de meso-escala partiendo de primeros principios. Las hipétesis
del continuo nos permitieron sentar la base para definir correctamente las propiedades fisicas en el espacio
asi como su transporte visto desde la perspectiva lagrangiana y eulerina. Partiendo de estos principios
y con la intervencion de la segunda ley de Newton fue posible determinar la ecuacién de movimiento.
Estas ecuaciones se encontraron para una particula que se mueve respecto a un sistema de referencia
inercial y para una particula en un sistema cartesiano fijo a la tierra. En la ecuacién de movimiento con un
sistema de referencia fijo a la tierra aparecen la aceleracion de Coriolis y la aceleracion centripeta como
resultado de la rotacidn terrestre en donde definimos ademds el llamado geopotencial siendo este la suma

del potencial gravitatorio y el potencial de la fuerza centripeta.

Por otro lado, encontramos la ecuacion de energia para una particula; para un sistema de particulas y
para un volumen material. En este Gltimo caso, una parte del trabajo hecho por las fuerzas superficiales
actuando sobre el volumen material exhibe una relacién directa con el trabajo termodindmico al ser la
parte del trabajo mecédnico que modifica la energia interna. Por tanto, concluimos que el término ¢r (Do)
es la generalizacién del trabajo termodindmico. De esta forma, la ecuacion de energia es en realidad la
sintesis de dos principios fisicos fundamentales independientes; la segunda ley de Newton y la primera

ley de la termodindmica.

Verificamos ademads la region de validez de la ecuacion de movimiento con un término gravitacional
aproximado por g = gk, i.e., una aproximacién considerando un modelo de tierra plana en contraste con
un modelo de tierra esférica con masa uniformemente distribuida. Encontramos que el error porcentual
supera el 10 % para regiones que consideran longitudes mayores a 100km y sigue incrementando al punto
que para una regiéon mayor de 350km el error porcentual es de 200 %. Esto es relevante dado que en

modelos de mesoescala suelen usarse regiones con longitudes mayores a los 800km.

La segunda parte de la tesis se centr6 en la estimacién de campos de velocidad a partir de datos
operacionales haciendo €nfasis en la importancia del balance de materia. Por un lado se hizo una revision
general de los modelos de transporte y la inestabilidad estructural estuadiados en (MA Niufiez y Mendoza,
2015; Rocio Mendoza, 2015), que se genera al considerar la propuesta de Kitada (Kitada, 1987) de ignorar

el término divergente. Mostramos como pequefias perturbaciones divergentes del campo de velocidad
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generan cambios sustanciales en su estructura. La solucién a este problema estd dado por (MA Nifiez

y Mendoza, 2017) que consiste en usar un campo de velocidad que sea per se no divergente.

Estudiamos entonces el problema de cémo generar campos de velocidad conservativos comenzando por
el caso mds simple; un campo de velocidad U° que es la suma de las componentes horizontales obtenidas
por interpolacién de datos y una componente vertical que se infiere a partir de de imponer la conservacion
de masa y la restriccién de tangencialidad al terreno. Observamos con un ejemplo analitico de cédlculo de
trayectorias que el problema con este campo, en contraste con lo que suele presentarse en la literatura,
es que reproduce las variaciones del terreno en vertical indefinidamente, lo cual hace de este campo una

propuesta deficiente.

Presentamos entonces otras dos propuestas, equivalentes entre si, para generar campos de velocidad con-
servativos que llamamos campos ajustados; la descomposicion de Helmholtz y la formulacién variacional
que se reducen a resolver una ecuacion eliptica. La descomposicion de Helmholtz presenta el inconve-
niente de que para una regién acotada 2 € R la solucién no es dnica dado que depende de las condiciones
de frontera y a la fecha no se tiene una propuesta de cudles deben de ser. La formulacion variacional
por su parte resulta en un problema bien definido con soluciones tnicas. Sin embargo diferenciamos
entre la propuesta estdndar de esta formulacion y una propuesta presentada en (MA Nuiiez, 2012). La
diferencia radica en como se definen las condiciones de frontera. Como hemos visto, en el caso estandar
suelen definirse condiciones de tipo Neumann para las fronteras cerradas como el terreno y condiciones
tipo Dirichlet para las fronteras abiertas. El problema con esto, como es demostrado en los resultados
posteriores, es que las condiciones de tipo Dirichlet generan discontinuidades que inducen errores en el
balance de materia mismo. Es por esta razon que surge la necesidad de una propuesta que no tenga estas
discontinuidades. La propuesta de (MA Nifiez, 2012) consiste en usar el campo de velocidad U pero
s6lo como una aproximacién decente del campo verdadero v en las fronteras. Con esto es posible definir
condiciones tipo Neumann en toda la frontera y de esta manera evitar por completo las discontinuidades

lo cual mejora en gran medida el balance de masa.

Analizamos entonces algunos de los diferentes problemas de frontera posibles de la formulacién varia-
cional en donde se resuelve la ecuacién eliptica usando el método espectral que consiste en aproximar la

solucion a través de series de Fourier lo cual representa algunas ventajas:

(1) Por un lado nos permite verificar que se recupera el campo U a partir del campo ajustado en el
caso limite cuando la componente S5 de la matriz S tiende a cero para cada uno de los problemas

estudiados.

(1) Por otro lado, el método espectral hace claro el hecho de cémo las discontinuidades de las con-
diciones de tipo Dirichlet afectan el balance de masa debido a los fendmenos de Gibbs como es

mostrado en el apéndice B.1.
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(1) Ademads de que resulta ser mucho mds eficiente introducir en la computadora la solucién en serie de
la ecuacidn eliptica para calcular campos de velocidad ajustados, que introducir la ecuacion eliptica
usando métodos como diferencias finitas o volumen finito para que la computadora encuentre la

solucién y sea posible calcular de esta manera los campos de velocidad ajustados.

E1 BVP1 consistié en imponer condiciones Neumann sé6lo en el terreno y Dirichlet en el resto de la frontera.
Fue posible probar directamente cémo se recuperan las componentes del campo inicial v° a partir de las
componentes horizontales del campo de velocidad ajustado v(!) en el limite cuando S5 — 0. Para probar
este limite en la componente vertical fue necesario cambiar el BVP1 por un problema semi-espectral
en donde se aproxima en series la parte horizontal del campo mientras que la parte vertical se resuelve
mediante variacién de pardmetros. Por lo tanto con el resultado 1 concluimos que el BVP1 satisface el
limite (1.7.10).

Verificamos de la misma forma el resultado 2 obtenido en (MA Nuinez, 2012), en donde resolvimos el
BVPI1 con una matriz diagonal. Para este caso destacamos ademds el hecho de que la precision con la
que es aproximado el campo de velocidad depende de la convergencia punto por punto de la funcién
i con F. Para verificar el limite cuando S3 — 0 modificamos el BVP1 usando nuevamente un método
semi-espectral aproximando parte de su solucién en series de Fourier, pero en este caso la solucién de
la componente vertical y una componente horizontal, estimando por variacion de pardmetros la restante.
Hacer esto nos permitié notar la discontinuidad en la frontera debido al uso de condiciones de tipo

Dirichlet que es justamente el resultado 2.

En el BVP2 se impusieron condiciones Neumann en el terreno y las fronteras laterales; s6lo en la frontera
superior se usaron condiciones Dirchlet. Con el mismo planteamiento usado en BVP1 se obtienen los
mismos resultados. El tercer resultado es la prueba del limite (1.7.10) con el campo v(?. El objetivo
principal de introducir este problema es la comparaciéon de los resultados con los problemas BVP1 y
BVP3.

Con problema BVP3 se usaron puramente condiciones tipo Neumann sobre toda la frontera. En este
caso fue necesario introducir la llamada condicién de compatibilidad en donde usamos la propuesta de
(MA Niifiez, 2012) de aproximar el campo verdadero vy con el campo conservativo mas simple U°
tinicamente sobre las fronteras laterales y superior. De esta forma fue posible definir correctamente el
BVP3 y obtener a su vez el cuarto resultado que nos dice que este problema satisface el limite (1.7.10).

Mediante un cambio de variable encontramos ademds condiciones de frontera homogéneas para este caso.

Con los tres problemas de frontera establecidos, estuadiamos ahora un ejemplo en 3 dimensiones con

series triples de Fourier propuesto en (MA Nufez, 2012) usando un campo inicial constante de la forma

v? = 4. Con este ejemplo sencillo de campo inicial verificamos la precisién de los campos ajustados

;1721[, v(®) y v calculando la rapidez de la convergencia de Ff; ) F(al y Fg’ ) con F respectivamente.

v nl> - m nl
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Notamos que, de acuerdo con lo esperado, el BVP1 tiene una convergencia lenta, el BVP2 mejora un poco

y el BVP3 tiene una convergencia inmediata.

Con estos resultados preliminares evaluamos posteriormente la consistencia del balance de masa para
cada problema de frontera haciendo una comparacién de sus flujos en la regiéon de estudio midiendo
que tan rdpido aumenta el flujo en diferentes subregiones mientras la frontera I'* tiende a I' para tres
casos distintos de campos iniciales y para un caso especial equivalente al reportado por (Sanin y Gustavo
Montero, 2007) usado para estudiar la dispersién de contaminantes en la atmésfera. De acuerdo con esto,
fue posible obtener el porcentaje de masa que fluye en las regiones de estudio en un intervalo de tiempo
de 3 horas. Se verificaron los resultados de (MA Nunez, 2012) que muestran sin lugar a dudas que el uso
de condiciones de Frontera Dirchlet alteran sustancialmente el balance de masa mientras que la propuesta
para usar puramente condiciones de frontera Neumann resulta ser muy superior en tanto a la consistencia

fisica para calcular campos de velocidad conservativos.

Por tltimo, revisamos algunos resultados de (MA Nufiez y Sdanchez, 2012). Mostramos la forma contra-
variante del campo de velocidad ajustado que minimiza el funcional en un dominio €2, con coordenas o y
la ecuacion eliptica que lo determina. Replanteamos el problema del cdlculo de trayectorias y verificamos
que escoger adecuadamente la componente S5 de la matriz S resulta en campos de velocidad de viento
realistas. Cabe mencionar que estos campos ajustados resultan ser también adecuados para corregir la
inestabilidad estructural de trayectorias para modelos de transporte atmosférico dependientes del tiempo
bajo perturbaciones de masa (MA Nifiez y Mendoza, 2017).

Los modelos variacionales consistentes con el balance de masa se han usado principalmente como modelos
de diagndstico de viento a un tiempo dado o para estudios climatolégicos, sin embargo, hemos visto que
estos modelos tienen la capacidad de ser usados para asimilar de datos de flujos dependientes del tiempo

0 para estimar trayectorias de viento.

La estimacion de campos de velocidad que sean fisicamente consistentes es un problema fundamental
en muchas dreas que no se limitan a las ciencias atmosféricas sino que pueden ser de gran utilidad para
cualquier clase de modelo que trate de estimar campos de velocidad a partir de datos operacionales y que

requiera una asimilacion de datos cuidadosa.

La atmdsfera es un sistema complejo cuyas ecuaciones que relacionan sus variables suelen ser no lineales.
Hemos visto como la teoria del caos surge a partir de que Lorenz estudiaba una forma de simplificar
las ecuaciones que gobiernan los procesos atmosféricos con el fin de hacer predicciones climaticas de
forma numérica con ayuda de los ordenadores. Se percaté de que pequeias variaciones decimales en las
condiciones iniciales del modelo generan simulaciones numéricas del clima completamente diferentes.
Por esta razon, para tener modelos que sean lo m4s realistas posibles a la verdadera dindmica atmosférica,

es fundamental que las variables que gobiernan estos modelos sean, al menos, fisicamente consistentes.
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De esta forma garantizamos que los posibles errores se reduzcan a errores técnicos como la precision
de aparatos de medicion y la forma de obtener los datos de dichas variables. La alta sensibilidad a las

condiciones de los sistemas complejos requieren una alta precision en el cdlculo de sus variables.

En este trabajo se presentd una revision de propuestas para estimar campos de velocidad y campos de
fuerza gravitacional que pueden mejoran notablemente los modelos de transporte de propiedades fisicas

y de trayectorias de particulas.
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Apéndice A

ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS CON CONDICIONES
INICIALES.

Un operador L : S — S sobre el espacio vectorial S* es lineal si es distributivo bajo la suma
L(ax + fy) = alLx + SLy.

Considerar el operador diferencial L de orden n.
L=a®L 4o 05 e+ aol) (A0.1)
=ap(t)— + ap_1(t)——+ ... + a1(t) = + ao(t), 0.
dir gt Bap T
que actia sobre el espacio de funciones cuadrado integrables, L?(£2), con derivada continua de orden
n en un intervalo [to, t1]. La linealidad del operador nos permite descomponer la solucién general de la
ecuacion

Lu=f, (A.0.2)

en la suma de su solucién homogénea,
Luy, =0, (A.0.3)

mas la solucién particular de la ecuacién inhomogénea
Lu, = f. (A.0.4)

Asi, la solucion general es la superposicién de ambos resultados: u = wuy, + u,. Usando la linealidad de

L sobre esta suma de soluciones, homogénea y particular, tenemos
Lu= Lup + Luy, =0+ f = f. (A.0.5)

De acuerdo al teorema de existencia y unicidad para ecuaciones diferenciales ordinarias con condiciones
iniciales, silos coeficientes del operador L son continuos en el intervalo [t¢, ¢;], entonces la ec. homogénea
tiene n soluciones linealmente independientes. Es decir, el kernel de L (ker(L)?), tiene dimensién n. Sean
entonces, {¢1, ..., ¥, }, el conjunto de soluciones linealmente independientes; la solucién de la ecuacién

homogénea (A.0.3) estd dada por
U, =Y Cupr, (A.0.6)
k=1

'La dimensién de un espacio vectorial se define como la cardinalidad del mayor conjunto linealmente independiente que
tiene dicho espacio.

2El kernel de un operador lineal A es el conjunto de todos los vectores cuya imagen bajo A sea el vector nulo: ker(A) =
{veV : Av =0}
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por lo que,

El tnico conjunto de coeficientes c; para los cuales (A.0.6) satisface (A.0.3)
c1p1+ copa + ... +cppn =0 (A.0.7)

es cuando los coefientes, ¢; = ¢; = ... = ¢, = 0. De lo contrario el conjunto de soluciones {¢y}}_; no

seria linealmente independiente.

Para encontrar los coeficientes c;, generamos un conjunto cerrado de ecuaciones derivando la ec. (A.0.7)

n — 1 veces. Esto nos resulta en un sistema de n ecuaciones y n incognitas.

clgpgj) + 024,0(2j) + ...+ cngpg) =0 para 0<7<n—1, (A.0.8)
& 4
donde se usé la notacion: %gok = ga,(f ). Este sistema de ecuaciones puede representarse en su forma
matricial como
We =0, (A.0.9)

con W, c y 0 dados explicitamente por

©1 ©2 Pk C1
(1) (1) 1)
cee c 0
W= SO? SO? | Spl‘c = '2 0= (A.0.10)
n—1 n—1 n—
T SN S Cn 0

donde W es conocida como la matriz wronskiana y su determinante W = det(W) se conoce como
wronskiano. Si W (t) # 0 para t en el intervalo [to, t;] entonces existe la matriz inversa W~ y la tinica

solucién es a trivial ¢ = ¢; = 0.

A.1. Solucién particular del problema Lu=f y la funcién de Green.

El problema de encontrar la solucién de la ec. homogénea (A.0.3) se reduce a hallar un conjunto de
soluciones linealmente independiente {(y }7_,. Una forma de encontrar la solucién particular (A.0.4) es
usando el método de variacion de parametros que consiste en usar el mismo conjunto de soluciones para

la ec. homogénea { ¢y }}_, buscando una solucién de la forma

Uup = i@bk(t)gﬁk(tL (A.1.1)
k

donde notamos que en este caso, en contraste con (A.0.6), los coeficientes ahora tienen una dependencia
en t, ¢ = ¢y(t). Calculamos entonces las n derivadas de w para introducir esta solucién en (A.0.2)

imponiendo la condicion,

Zgz'ﬁk(t)go,(cj)(t) =0 para 0<j<n-—2 (A.1.2)
k
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estas condiciones impuestas definen un conjunto de (n — 1) ecuaciones para calcular los n coeficientes

ci. Tenemos por tanto que

0= du(t)enlt)

=Y )2 + 3 el (1)
0" = 3 G0V + 30 a1 1), (A.13)

apt = ag Xn: o (t)pr(t)

au' = ar Y o)l (1)

k
axu® = ay Zn: o (t)
k

1" = a1 S ()l (1)

k
apu” = ay, ; dr(t)or V() + an %: o ()i (2) (A.14)
Lu = > oxLer,
k

recordando que si los coeficientes a; del operador L son continuos en el intervalo [t, ¢1], entonces la ec.

homogénea tiene n soluciones linealmente independientes, por lo que,

Finalmente se obtiene

an, En: o)V (t) = f. (A.1.5)

k
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Con esto obtenemos un sistema cerrado de n ecuaciones con n incognitas.
n .
> ok =0
k

> Cﬁk%(ql) =0
k

3 o = J (A.1.6)

k n

La forma matricial se puede representar como
W¢ = £, (A.1.7)

donde W es la matriz wronskiana y b y £, estdn dados por

d1 0

¢ = ¢.2 . (A.1.8)
: 0
On £

La independencia lineal de {} }7_, garantiza la existencia de W' con lo cual obtenemos los coeficientes.

0
(W_l)u lpl . Zl
b =W, = : SO (:) = C{ :2 (A.1.9)
(Wil)nl '@Dk: ain wn

como ;. Integrando obtenemos

donde denotamos a los elementos de la tltima y Gnica columna que opera de la matriz inversa wronskiana
T
f<( ) dr + cg, (A.1.10)
Qn

o= [ win

donde c¢;, es una constante de integracién. Reemplazando, la solucién particular (A.1.1) nos queda final-

mente que,

an

u, = zk: (/t Vi (7) f(TT)> dT) or(t) + zk:ckogpk(t). (A.1.11)

Dado que 3"}, cx, ¢k (t) es una combinacién lineal de la base ¢y, satisface la ec. homogénea, por lo que

L Z Ckoépk(t) =0.
k



122

Asi, metiendo la suma en la integral, la solucién particular se puede escribir como

t
flr
w= [ Tlonriano) L Dar (AL
k n
donde aparece lo que llamaremos funcion de Green genérica,
G(t,7) = 2 ¥r(T)e(, (A.1.13)
k

y la solucién particular toma la forma siguiente,

t
Uy = / G(t,r)éf((:_)) dr (A.1.14)

Dado que 7 es s6lo pardmetro de integracion, notamos que la funcién de Green G(¢, 7) es una combinacion

lineal de las funciones base ¢ (t) por lo que satisface la ecuacién homogénea
LG(t,T) =0. (A.1.15)

El operador L actda sobre el pardmetro ¢ y 7 se opera como constante.
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A.2. Solucion lagrangiana de la ecuacion de transporte.
Consideremos la ecuacion de transporte como una ecuacion diferencial parcial en su forma euleriana.

3ci
ot

+V . (¢v)=F (A2.1)

donde ¢; es la concentracion de alguna propiedad fisica que se transporta a una velocidad v = (t,r) y
F = F(t,r,c;) representa las fuentes que producen el transporte y el cambio en el balance de la propiedad
ck- Si consideramos ahora la forma lagrangiana de la ecuacién (A.2.1) en donde c(t,r) = c(t,ro) y

v(t,r) = v (t,rg), para todo tiempo t > 0,

d
% Y eVevy = Fp (A2.2)

obtenemos una ecuacion diferencial ordinaria que depende de su condicidn inicial,
CL(t, I‘()) =Cy €n t= O,

donde ¢y es la concentracién inicial. Considerando, V - v = P(t,r) obtenemos la forma estindar de una
ecuacion diferencial ordinaria,
de I

W + CLPL(t, 1'0) = FL; (A23)

que podemos resolver usando el método de factor integrante multiplicando la ecuacién por el factor

o= ef(; PL(s,ro)ds'

Definimos «a(t) = fot Py (s,10)ds para reescribir la ecuacién (A.2.3) como

d
ea(t)stL + Pp(t,ro)e*Wey, = 2D Fy (A.2.4)

de esta forma, la regla de derivacion del producto de dos funciones nos permite factorizar la ecuacién

anterior como y

dt
Esto permite integrar la ecuaciéon de manera que se cumpla su condicién inicial,

t d t
— (e dr = / om) d
e\ ep ) dr e T,To)dT
/0 dT( ) 0 (r.xo)

t
e*Wep(t,1g) — e*Vey(ry) = / e F (1, 1r0)dr.
0

Dado que «(0) = 0 se obtiene el resultado siguiente

¢
cr = coe M 4 gm0 / ea(T)F(T, ro)dT. (A.2.6)
0
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Como ejercicio usemos el método equivalente de variacién de pardmetros y veamos si obtenemos el

mismo resultado. La linealidad del operador,
d
L=|—+P
!

permite descomponer la solucién en ¢, = cr; + crp. Si los coeficientes de L y la funcién Fi(¢,r) son
continuos en el intervalo t; < ¢ < 5, entonces existe una tnica solucion del 1a ecuacién (A.2.2). Ademas,
la solucién de la ecuacién homogénea,

Lp=20

tiene exactamente n soluciones linealmente independientes determinadas por las condiciones iniciales
(en este caso n = 1). La base ¢ nos permite encontrar las soluciones cr; y cr,. Para encontrar la base ¢

del operador L resolvemos primero la ecuacién homogénea,

d
£+¢V'VL:07

que se puede integrar directamente para obtener lo siguiente,
o(t) = e W), (A.2.7)
Esta es la base del operador L parat > 0. La solucién de la ecuacién homogénea se puede escribir como

con = cop(t), (A2.8)

donde cj es la concentracion inicial que se obtiene al imponer las condiciones iniciales.

La solucién particular la buscamos usando esta base pero proponiendo ahora una solucién del tipo,
crp = ¢(t)p(t), (A.2.9)
donde el coeficiente ya no es constante. Introduciendo esta solucién en la ecuacién (A.2.2) obtenemos

d
Fr, = %(@P) + (pp)V - vy

do
dt’

d
=<C;:+90V-VL>¢+¢7

Entre paréntesis tenemos la ecuacién homogénea que es igual a cero quedando tnicamente,

dg

FL:@%?

que se puede integrar para obtener el coeficiente,

t
gb(t):/ &dr. (A.2.10)
0o ¥
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Al sustituir en la solucién particular propuesta (A.2.9), tenemos entonces que

. t FL(T,T’()) -
cLp = (/0 0 d )g@(t), (A2.11)

que podemos reescribir de manera que tengamos la forma siguiente,

= t ¢<t> T, T T
o= ), o

t
_ / e—loO=aI (7 oV,
0

donde reconocemos a la funcion de Green como:
G(T,t,19) = e*D7®),
Por lo tanto, la solucién completa ¢y, = ¢y, + ¢, estd dada por
t
Cr, = 606_a(t) + / G(T, t7 I‘o)FL (T, ro)dT, (A212)
0
sustituyendo G (7, t, ), obtenemos
t
cr = coe W 4 g7 / eO‘(T)F(T, ro)dT, (A.2.13)
0

la cual es idéntica a la solucién obtenida por el método de factor integrante (A.2.6).
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Apéndice B

ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS CON CONDICIONES EN LA
FRONTERA.

Consideremos la ecuacién diferencial de segundo orden,

2
Au(z) = i —l—pl(x)jx +po(x)| u(z) =f con a<xz<b, (B.0.1)

donde A es un operador lineal. La variable independiente x (o coordenada) pertenece a la region del
intervalo [a, b], con a, b finitos. De esta forma a y b definen la frontera de la regién. El comportamiento
de la funcion u(zx) en la frontera (i.e. cuando x = a,b) va a determinar las condiciones de frontera.
Supongamos que la funcién u(z) se anula en las fronteras de manera que satisface condiciones de

frontera Dirichlet,
u(a) = u(b) = 0. (B.0.2)

Esto define un dominio del operador A como un espacio para el conjunto de funciones que se anulan en

los extremos a, b y que tienen segundas derivadas continuas,
D(A) = {v € C*(a,b) : v(a) = v(b) = 0}.

El conjunto D(A) es un espacio vectorial pero el teorema de existencia y unicidad para problemas con

(1)

valores iniciales no es vélido en este caso dado que la condicién en la primera derivada u(V)(a) = g’ se

reemplaza por las condiciones de frontera (B.0.2). Sin embargo, es posible aprovechar la linealidad de A

para caracterizar el problema de existencia y unicidad.

Consideremos la ecuaciéon homogénea sujeta a las condiciones de frontera (B.0.2),
Au=0 con wu(a)=u(b) =0. (B.0.3)

Tenemos dos posibilidades; u(x) = 0 es la Gnica solucién o no lo es. En términos del kernel del operador
A

ker(A) = {v € D(A) : Av = 0},

tenemos lo siguiente:

(1) Siu(x) = 0 es la dinica solucién entonces el operador A es inyectivo y existe su inverso A™!. El

kernel de A no es vacio ya que contiene al elemento cero.
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() Siel operador inverso existe entonces ker(A) = {0} ylasolucion del problema (B.0.1)esu = A~ f
para f en D(A).

(1) Si ker(A) tiene un elemento aparte del cero entonces el problema (B.0.1) no tiene solucién para

f # 0 o tiene multiples soluciones.

Para encontrar una expresion explicita de la solucién u(z) del problema (B.0.1) y del operador A~!
consideremos el método de variacién de pardmetros. Supongamos que conocemos un par de soluciones

linealmente independientes: ¢, y ¢, de la ecuacién homogénea Ap = 0, esto es
Ap, =0, Apy=0
Cada funcion satisface las condiciones de frontera cuando x = a, b,
wa(a) =0, (b)) = 0.

pero ninguna de las funciones puede satisfacer simultadneamente ambas condiciones de frontera por lo
que,

Sob(a’) 7& 07 Spa(b) 7& 07
El método de variacion de parametros consiste en proponer un solucién particular de la forma,

u(:v) = Ca<x>(10a($) + Cb(IL’)QOb(l’), (B.0.4)

donde los coeficientes quedan determinados al resolver el sistema de ecuaciones siguiente,

a .a O
Pa P ) (V] (B.0.5)
Ba Bb) \Co f
La solucion del sistema estd dado por,

deo _ (@) f(x)  dey _ gal@)f(2)

dx Wix) ~’ dx Wix) (B.0.6)

donde W es el wronskiano del conjunto {¢,, @p},

W = (;Da(;bb - SObea-

Al integrar obtenemos,

)= [P oy [, ©07)
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donde o y (3 son constantes arbitrarias que definen constantes de integracion. La solucién particular de

u(z) toma la forma siguiente

u(r) = —pa(z) /I st + () /; st. (B.0.8)

Para encontrar v y 5 imponemos las condiciones de frontera u(a) = u(b) = 0. Sabemos que en & = a

tenemos ,(a) = 0 por lo que,

u(a) = @y(a) / - %1(4?({;)(5)0[

Como p,(a) # 0, 1a condicién u(a) = 0 sélo se satisface si &« = a. De la misma forma, en x = b tenemos

5. (B.0.9)

que ¢y(b) = 0 por lo tanto

x=b
wu(s)f(s)
u(b) = —@a(b)/ — = 2ds = 0. (B.0.10)
s W)
Y la condicién u(b) = 0 sélo se cumple con 5 = b. Asi llegamos a la solucién deseada
* b(s)a(r) / ? pa(s)pu(x)
= — d — ds. B.0.11
w) = [ PP s+ [ LD sy B0.11)
En términos de la funcién de Green,
®a(s)ep(x) < g <
Gz, s) = { S A== (B.0.12)
W X S S S b
es posible escribir la solucién como
b
u(z) = / G(x,s)f(s)ds, (B.0.13)

lo cual permite identificar al operador inverso como un operador integral

b
A_lf(a:):/ G(z,s)f(s)ds. (B.0.14)
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B.1. El problema de valores propios, la solucién espectral para problemas con condiciones en la
frontera y los fendmenos de Gibbs

El problema de valores propios o de eigen-valores,
Ap = Ay (B.1.1)

nos permite obtener la base de un operador sujeto a un problema con condiciones en la frontera. Esta base
nos permite aproximar la solucién general del problema Lu = f a través de series de Fourier. Para esto
consideremos el problema aproximado

Au, = fr. (B.1.2)

Cualquier funcién g(x) cuya norma es finita sobre una regién €2 se denota como una funcién cuadrado

integrable 6 que g(z) € L*(Q)

b
o)l = [ lgfds <. (B.13)
0
y admite un desarrollo de series de Fourier de la forma
9(@) = > ;s (B.1.4)
k=—0o0

Por lo tanto, si la norma de las funciones f,, y u,, es finita, éstas pueden representarse por medio de series

de Fourier como una combinacién lineal de la base {¢ },

un =3 U (B.1.5)
k

fo=>_ fen (B.1.6)
k

Los coeficientes f(k) se pueden determinar multiplicando por el complejo conjugado ¢} ambos lados de

la ecuacién anterior, de manera que

Oifa= D feo}or (B.1.7)
Al integrar obtenemos
b (e%s) b
/w;'ffndx: > fk/ prordr. (B.1.8)
0 n=-—00 0

En notacién de bras y kets el producto interior hermitiano entre dos funciones f(x), g(x) en el intervalo

0 < x < b, esté definido por la integral,

(flg) = /0 fr(z)g(x)dz, (B.1.9)
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donde f*(x) indica el complejo conjugado de f(z). Por tanto, considerando que el conjunto de soluciones
¢ forman una base ortogonal linealmente independiente, el producto interior hermitiano entre elementos

de esta base es

0, parak # j
(pilor) = 0r; = (B.1.10)

2 . .
lell?,  parak = j
De esta manera, se puede escribir lo siguiente,

(erlfu(@)) = frlleel? (B.1.11)
Asi, los coeficientes quedan determinados por,
1
Jro = 57—z (el ). (B.1.12)
k2

El coeficiente uy, se puede calcular simplemente sustituyendo

wy = 1 (B.1.13)
A

y de esta manera obtenemos una aproximacion a la solucion particular para la funcién u(x) en su forma

integral al sustituir el valor del coeficiente y permutar la suma con los Bra Kets.

(@) = 3 3Eaula) = ¥ PR o)

— = e loowl?
/=@
‘<Z Ausokn? Pre >
b n
= Z (z) f(2)dz, (B.1.14)

P kH‘szHQ

=]

donde identificamos la funcién de Green,

- k(@) pn()
G(r;7) = —_— (B.1.15)
2 Ml
por lo tanto, la solucion particular aproximada queda de la forma
b
U () :/ G(z;2) f(z)dz (B.1.16)
0
Consideremos como ejemplo que f(z) =1y L = — % para observar las diferencias que existen en tanto

a la convergencia de la solucién espectral de acuerdo a las diferentes condiciones de frontera.
La ecuacion a resolver es entonces )
d*u
dx?
La solucién del problema con condiciones en la frontera se obtiene resolviendo el problema de eigen-

valores siguiente
d*p
—— = B.1.17
122 © ( )
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Condiciones de frontera Dirichlet

Reescribiendo la ecuacién (B.1.17) obtenemos

©+Ap=0 con ¢(0)=pb) =0 (B.1.18)
Consideremos A = 0. Esto da
o(x)=co*x1+cy*xx (B.1.19)
e imponiendo
©(0) = p(b) =0

queda

00201:0

por lo que A = 0 no es eigenvalor. Para A # 0, la solucion general es,
o(x) = c1eV N 4 eV (B.1.20)

Al evaluar las condiciones de frontera obtenemos un sistema de ecuaciones cuya forma matricial se puede

1 1 C1 . 0
o) (o] = o) (B.1.21)

Los valores de A que dan soluciones no triviales ¢(x) # 0 se obtienen al igualar el determinante de la

representar como

matriz anterior a cero.

1 1
det = VTN _ VT — B.1.22
lex/Ab 6\/)\b] ( )

Esto nos da la condicién que deben satisfacer los valores propios de las eigenfunciones de la solucion:
2V = (B.1.23)

Las soluciones son infinitas en el plano complejo:

2V =X\b =2mik, con k=4+1,+2... (B.1.24)
Despejando A
k)
A= (b) (B.1.25)

Definimos la frecuencia fundamental como

que podemos reescribir considerando
W = kw (B.1.26)
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por lo que
A =w? donde V—\=iwy (B.1.27)

Usando la condicidn,
(p(O) =C + Cy = 0,

queda co = —cy, por lo tanto

— 7% = 2jcy sin(wg) (B.1.28)

o simplemente
or(r) = Cp sin(wy) (B.1.29)

Para encontrar la serie de fourier asociada al problema con condiciones de frontera Dirichlet hacemos lo

siguiente:

ler paso: Normalizamos la eigenfuncion ¢, = Cysin (wgz) en el intervalo [0,a] para encontrar el

coeficiente c; imponiendo la condicién de normalizacion siguiente:

b
lowl? = C,f/ sin? (wga) dz = 1. (B.1.30)
0
La norma estd dada por
b
(sin(wgz)|sin(wgx)) = / sin?(wpr)dz (B.1.31)
0
Conviene usar la forma exponencial y el producto interior Hermitiano como sigue,
) eiwac _ e—iwac
SIH(WZE) = T

/\
Q)
%
IS
8
[\)
~
Q)
L
€
8
mﬂ
€
g
[\
-~
ml
g
g
\/
I
N
o
D
iy
&
| 3
NI
o~
m@
€
g
~_—
VR
[}
%
€
8
[\
~
Q)
L
€
B
~
ISH
&

(=

S =
O\O_o\

[2 — 2 cos(2wz)|dx

_ sm(m)r (B.1.32)
0

N | —

L — |
8

2w

De esta manera obtenemos la norma,

C? sin(2wb) C? sin(2wb)
2 _ Yk . _ "k _
lowll”™ = =7 (b — > 5 (b b— (B.1.33)
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0
b sin(2wb)
=Cky| =z 1 ———F—|. B.1.34
e Jz( ) (B.1.34)
Recordando que w = %’r, la funcién seno se anula para toda k& por lo que nos queda:
b 2
lplf = Ciy/5 =1 porlotanto Cp =/~ (B.1.35)

y asi, tenemos finalmente la funcién propia normalizada:

2
O = \ﬁ sin (wgx) (B.1.36)

2do paso: Encontramos los coeficientes f; dados por:

b
fe = (@rlf) = \/g/o (1) sin (Tx) dz

para obtener asi la serie de Fourier asociada.

fo=>_ [P (B.1.37)
k

Jupyter Notebook es una herramienta de software libre en python que es muy util para vizualizar
estos resultados. Con librerias como sympy (symbolic phyton) podemos obtener de manera simbdlica el
coeficiente fj, visualizar la serie de fourier en funcion de sus variables simbdlicas e incluso cuenta con
un graficador integrado que permite visualizar la gréfica de la serie. Sin embargo, una mejor opcion para
visualizar la gréfica de la serie es con la libreria matplotlib y su médulo pyplot. Para crear una grafica
en pyplot debemos crear una malla de puntos en un intervalo cuya imagen serd la grafica. En este caso
la resolucion depende de la densidad de puntos en la malla. El paquete numpy nos permite generar el
arreglo numérico de esta malla de puntos y trabajar numéricamente la serie de Fourier para el calculo de

la convergencia.



134

Module in JupiterNotebook

# de manera simbolica (y no numericamente )

# las ecuaciones.

from sympy import x

# Ademas importamos las variables simbolicas 'n’ y
from sympy.abc import x, n

import math

# Definimos la funcion matematica como una
# funcion ejecutable
def f(x):

f =1

return f

#Considerando el periodo a=1, encontramos los
#coeficientes fk:
fk=integrate (sqrt(2)*xf(x)*sin (n*math.pi%x),(x,0,1))

print( "\n"+"fk_ =," )
pprint (fk)

enesima = 30
seriefn = 1
for i in range(1l, enesima+1):

seriefn = seriefn + (fks*sin(pi*n%x)).subs(n, i)

#pprint( "\n"+"fn = ")
#pprint(seriefn)

#Usando el modulo para graficas de sympy...
plot(seriefn , ylim=(-2.5, 2.5), xlim=(-3.5,3.5))

# Importamos todo el modulo sympy,; nos permite trabajar

#Podemos imprimir la serie obtenida si deseamos con:
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Con lo cual obtenemos el siguiente output: El coeficiente fk dado por:

fre = ;T/g(l —cos(mk)) para k#0 (B.1.38)

y la gréfica de la serie:
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Figura B.1: Grafica del desarrollo en serie de Fourier de f,, con n = 30. Se puede ver que la serie
se aproxima a la funcién constante f(x) = 1 en el intervalo [0, 2], sin embargo, notemos que justo en
donde se imponen las condiciones de frontera de este tipo tenemos el llamado fenomeno de Gibbs

3er paso: Para poder observar la convergencia de la serie a la funcidn, calculamos la norma la serie
de Fourier obtenida anteriormente. Usando el producto interior hermitiano para los coeficientes y la

ortogonalidad de las funciones propias, (¢x|p;) = dx;, obtenemos,
Lfa ()P = 1122 fuell® = O frdel D fi5)
k k J
=Y [ifil@el@y) = > fi fidw
kj kj
=D |fiul?
K

Realizamos una tabla para poder observar la convergencia entre la funcién aproximada por series y la
funcién misma. Para esto usamos dos ciclos For. Uno que va escalando de 100 en 100 pasos y el otro para

que sume cada termino de la serie normada hasta el nimero de pasos que toque.
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Module in JupiterNotebook

print(’ {:A10}{:A10}{:~10}"
.format(’Pasos’,’ |[fn|’,’ |f|—=|fn] "))
Pasos=0
for j in range(10):

Pasos=Pasos+100

normafk=0

for i in range(1,Pasos):

normafk = normafk + ((fk)**2).subs(n,1)

print(’ {: 210} {:710.5f}{:710.5f}"
.format (Pasos , sqrt (normafk),1 -sqrt(normafk)))

. J

Esto nos arroja el siguiente resultado:

Pasos,, 1f (@)l fn (@)l L @) = 1l fn (@)
100 1.41421 1.41134 0.00287
200 1.41421 1.41278 0.00143
300 1.41421 1.41326 0.00096
400 1.41421 1.41350 0.00072
500 1.41421 1.41364 0.00057

Tabla B.1: Notemos que la convergencia es lenta debido a los fendmenos de Gibbs provocados por las
discontinuidades en ambos lados de la frontera.

Veamos que pasa con la gfafica y la convergencia en el caso con f(z) = z?.
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Figura B.2: Grifica del desarrollo en serie de Fourier de f,, con n = 30. Se puede ver que la serie se
aproxima a la funcién cuadrtica f(z) = 22 en el intervalo [0, 2]. Notemos que en este caso también hay
fenémenos de Gibbs en donde existe una discontinuidad debido a que se anula la solucién en la frontera.

Pasos, 1/ (@) /(@) LF @I = [1fn ()]
100 2.52982 2.51691 0.01291
200 2.52982 2.52339 0.00643
300 2.52982 2.52554 0.00428
400 2.52982 2.52661 0.00321
500 2.52982 2.52726 0.00257

Tabla B.2: De la misma forma que el caso anterior con la funcidn constante, tenemos convergencia lenta
debido a los fenémenos de Gibbs provocados por la discontinuidad en un lado de la frontera para este caso.

Condiciones de frontera mixtas

Para encontrar la solucién se resuelve el problema de valores propios en donde se tiene que halllar A de

manera que la ecuacion,

con

©(0) = ¢(b)

0 v (0

tenga una solucion no trivial ¢ # (. Reescribiendo:

O+ Ap=0 con $(0)=p(b)=0

(B.1.39)

(B.1.40)
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observamos que A = 0 no es eigenvalor ya que al imponer condiciones de frontera obtenemos ¢; = ¢, = 0,

que nos da la solucion trivial. Para A # 0 tenemos:
c1eV N 4 cpe VA

olz) = V=X {cle*/:\x — cge’*/:\ﬂ

Aplicando las condiciones de frontera

1 —1 C1 0
== g el (B.1.41)

cir=c¢c N e

con lo cual obtenemos:

que es la condicion sobre [ambda para obtener una solucién no trivial. De la misma manera que se puede

determinar igualando el determinante a cero:

1 -1
o —V=Ab | VNb _
det L\/T/\b e—mb] =e +e =0 (B.1.42)
lo cual nos da la condiciéon que debe cumplir A,

eV =1 (B.1.43)

Usando la ecuacién de Euler, e'™ + 1 = 0, encontramos que,

M= (k+1)%? w=1

5 (B.1.44)

Las eigenfunciones ¢ asociado a \; # 0 para condiciones mixtas son por tanto,
on(z) = ¢ {eiwkx + e‘“”} = 2¢; cos((k + §)wz)

Siguiendo el mismo procedimiento que en el caso de condiciones tipo Dirichlet, encontramos que el

coeficiente f; de la serie de fourier asociada a la solucién estd dado por:

V2sin(m(k + 1))

m(k+ %)

Je = k#—3, (B.1.45)

y la gréfica que representa la serie obtenida,
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Figura B.3: Grifica del desarrollo en serie de Fourier de f,, con n = 30. De la misma forma que en el
caso con condiciones de frontera Dirichlet, la serie se aproxima a la funcién f(z) = 1 en el intervalo
[0, 2] pero notemos ahora que el fendmeno de Gibbs se observa sé6lo donde se aplicé la condicién en la
frontera sobre la funcién (tipo Dirichlet) y no en su derivada (tipo Neumann).

Ahora observemos la convergencia de la serie a la funcién limite con condiciones de frontera mixtas.

Pasos, 1/ (@) S (@) L @) = Nl fn (@)
100 1.41421 1.41279 0.00142
200 1.41421 1.41350 0.00071
300 1.41421 1.41374 0.00048
400 1.41421 1.41386 0.00036
500 1.41421 1.41393 0.00029
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Tabla B.3: La convergencia es ligeramente mas rapida que el caso con condiciones Dirichlet, sin embargo,
debido a los fenémenos de Gibbs provocados por las discontinuidad en un lado de la frontera sigue siendo

lenta en general.

Con la funcién f(x) = x? tenemos lo siguiente en este caso:
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Figura B.4: Grifica del desarrollo en serie de Fourier de f,, con n = 30. Podemos ver que la serie se
aproxima a la funcién constante f(z) = 2 en el intervalo [0, 2]. En este caso también hay fenémenos
de Gibbs en la discontinuidad que genera el que la solucién se anule de un lado de la frontera con

condiciones mixtas.

Pasos,, Lf ()l |/ ()l L @) =Nl fn(@)
100 2.52982 251710 0.012721
200 2.52982 2.52344 0.006384
300 2.52982 2.52556 0.004261
400 2.52982 2.52662 0.003198
500 2.52982 2.52726 0.002559

Tabla B.4: Vemos que, comparado con el caso con condiciones Dirichlet y funcion cuadratica f, la conver-
gencia es muy similar e incluso coincide con el caso Dirichlet para un determinado nimero de coeficientes
con condiciones de frontera Mixtas.
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Condiciones de frontera puramente tipo Neumann

Igual que en los caso anteriores, resolvemos el problema de valores propios en donde se tiene que hallar

A tal que la ecuacion:
d’ . .
— 59 =Ap con $(0)=p(b) =0 (B.1.46)

tenga una solucion no trivial ¢ # 0. Imponer condiciones tnicamente Neumann tiene una diferencia
importante respecto a las condiciones mixtas o Dirichlet debido a que en este caso existen mds posibilidades

en su solucidn. El problema con condiciones Neumann (B.1.46) implica que:

(1) La solucién ¢ no es unica ya que la funcién ¢ + ¢ también es solucion del problema para cada

constante c.
() El problema sélo tiene solucién con funciones f que satisfagan una condicién llamada condicién
de compatibilidad que se mostrard a continuacién:

Al multiplicar la ecuacién (B.1.46) por una funcién arbitraria ¢ e integrar por partes entre a y b

obtenemos:
(2l¢) = [0 olize — (019)
Usando las condiciones de frontera, ¢ = 0, concluimos que la funcién ¢ tiene que satisfacer la

siguiente condicion:
—(p|p) = (#|@) V ¢ diferenciable.

En particular, para la funcién ¢ = 1 tenemos que:

(Llp) = / f(x)dz =0

Esta es la condicion suficiente y necesaria para que el problema tenga solucion .

Por tanto, regresando al problema y reescribiendo (B.1.46):
O+ Ap=0 con $(0)=¢(b)=0 (B.1.47)

Para A\ = 0 tenemos ¢ = 0; integrando,

¥ = Ca
QY = Ca + Cg

al introducir condiciones en la frontera ({a, b}) = 0 nos queda ¢, = 0 por lo que resulta la eigenfuncién

constante:

Yo = Cﬁ.



Asi que A = 0 si es eigenvalor ya que la funcién constante ¢, (x) = ¢ es no trivial.

Ahora consideremos A\ # (. En este caso tenemos que
clema: + @e‘mx
pr) = V=X |eeY M — eV

Aplicando condiciones de frontera ¢(0) = ¢ (b) = 0, obtenemos en este caso:

oo o] (0)= ()

para que haya una solucién no trivial debemos tener

1 -1
Y/ v Vb _
det Lmb _e—\/jb] = —e +e =0

2mb:1
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(B.1.48)

(B.1.49)

(B.1.50)

Recordando la relacién e?*™ = 1 con k = 0, 1, 2, 3..., encontramos que, como en el caso con condiciones

de Dirichlet, los eigenvalores son:

N .
e = Kw? w= 7= Frecuencia fundamental

Ademas
\/ _>\k = tkw = z'wk.

Las eigenfunciones ¢, asociado a A\, # 0 son

or(T) = [ei”km + e_i“’“r} = 2¢; cos(wgx)

donde se uso
$(0) = V=Aler — eo] = 0,
con

Cy = C1

Normalizando esta eigenfuncién nos queda:

2 k
Or(z) = \/;cos(wka:) con wy = %

(B.1.51)

(B.1.52)
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Resumiendo; se encontré que

. 1
Po= /78 para A =0
R 9
ox) = Ecos(wkx) para A # 0

donde c¢s € R\ {0} es una constante arbitraria excepto el cero. Para este caso, la serie de la funcién f(z)

estd dada por,

f(x) = fopo + i fepr (B.1.53)

k=1
Para obtener el coeficiente f; integramos en el intervalo [0, b].

b b b oo
/ f(x) = / Jowo + Z Tror
0 0

0 k=1
> b 0
:fob+2,7&%€kﬁ'
k=1 T
lo cual nos lleva a )
1
= — x)dx, B.1.54
=7 / f(@) (B.1.54)

y usando f;, = (f|¢r) tenemos

fr = \/5871:]1{(7%) con k#0, (B.1.55)

y la gréfica de la serie es en este caso:
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Figura B.5: Griéfica del desarrollo en serie de Fourier de f,, con n = 30. La serie converge a la funcién
constante f(z) = 1 exactamente desde el primer elemento de la serie en el intervalo [0, 2].

En este caso la serie converge desde primer orden a la funcién deseada por lo que hacer una tabla para

observar la convergencia es innecesario. Se puede concluir que imponer las condiciones de frontera sobre
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la derivada de la solucién y no sobre la solucién misma nos permite obtener una aproximacién mds exacta
de ésta. Por esta razon, con condiciones de frontera tipo Neumann tenemos una convergencia mucho mas
rapida. Para apreciar mejor estas conclusiones veamos que sucede con la funcién de prueba f(r) = 2?2y

su convergencia punto por punto.

Condiciones de Frontera Neumann

4 3 =2 1 o 1 2 3 4
Figura B.6: Grifica del desarrollo en serie de Fourier de f,, conn = 20 y b = 2. Notemos que la serie
se aproxima muy bien a la funcién f(x) = x2 en el intervalo [0, 2]. En este caso no hay fenémenos de

Gibbs debido a que la solucién en la frontera se anula en la derivada de la solucién. De esta forma no se
generan discontinuidades sobre la solucion.

n 1f (@)l [fn(@)]] LF @I = [1fn ()]
4 2.52982 2.52594 0.00389
8 2.52982 2.52942 0.00041
12 2.52982 2.52971 0.00011
16 2.52982 2.52978 0.00005
20 2.52982 2.52980 0.00002

Tabla B.5: Notemos lo rdpido que converge la norma de la serie f,, a la norma de f con s6lo n = 20 valores
con condiciones de frontera Neumann. Las condiciones de frontera Neumann no inducen dicontinuidades en
la solucién debido a que la condicién se aplica sobre su derivada.
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B.2. Solucion espectral de la ecuacion de Poisson

Consideremos la ecuacién de Poisson (8.1.3) en una region rectangular @ = [0, a] x [0,b] de la forma

siguiente,
Ap=F (B.2.1)
donde el operador A = —V? y la funcién F puede ser F' = V - v¥, por lo que en particular tenemos,
~Vip=-V v’

Para calcular la solucién, consideremos el espacio de funciones cuadrado integrables L? (£2) con producto

interior euclideano o hermitiano,

<f|g>=/ﬂfgd9 6 <f\g>:/Qf*ng.

Si denotamos con I a la frontera de €2 el producto interior se puede escribir como:

(| g /fgdr . /Ff*ng-

Integrando por partes obtenemos la segunda identidad de Green

(u1%0) = (Pl v) = (110 -0

De acuerdo con esta relacion si v y v, satisfacen,

0 0
% — a—Zv =0 sobrel, (B.2.2)
entonces A = —V? es simétrico en L? (2)

(u| Av) = (Au | v) .
Una forma simple de garantizarlo es imponiendo
u = 0 enun subconjunto I'p de I (B.2.3)

@
on

= 0 enun subconjunto 'y de I
donde la unién de I'p y I'y da la frontera completa I,
F:PDUFN y FDQFNZQ

a)Enelcasol' =1'p (I'y = @) tenemos condiciones de frontera Dirichlet.

b)Enelcasol' =I'y (I'p = @) tenemos condiciones de frontera Neumann.
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c¢)Enelcasol' =TpUTl'y con'p, 'y # @y 'pNT'y = &, tenemos condiciones de frontera mixtas.

Consideremos entonces al operador A = —V? actuando sobre funciones ¢ en L? (€2) que satisfacen
las condiciones de frontera. El operador A es simétrico con el producto interior de L? (2). Ademas, el

problema de eigenvalores,
Api; = Nijpij »
tiene un conjunto creciente de eigenvalores )\;; y las eigenfunciones correspondientes al operador A
forman una base ortogonal completa de eigenfunciones ¢;;;
(i | i) = G350 logell”

Para obtener la solucién espectral con distintas condiciones de frontera consideremos la region rectangular

Q =10,a] x [0,b], y reemplacemos la ecuacién, A¢ = F por su aproximacién espectral,

Las eigenfunciones ¢ del operador simétrico A, nos permiten estimar la funcién F' a través de los

coeficientes de la serie de Fourier respectiva,

Y [

Ormn = Z ¢z‘j Pij -
j

Dado que las eigenfunciones ¢;; satisfacen las condiciones de frontera, ¢,,, también lo hace por lo que
s6lo queda por calcular los coeficientes ¢;; dados por:
Ly
Pij = )\T] .
Por lo tanto, para hallar la solucion de la ecuacion de Poisson,
—V?¢ = F(z,y) con u =0 sobre T', (B.2.4)
primero encontramos la solucién del problema de valores propios

- V2§0ij = /\z‘j%‘j con @i = 0 sobre I'. (B25)

Las eigenfunciones de la base del operador laplaciano, ¢;;, nos permiten estimar la solucion de la ecuacion
(B.2.4) por series de Fourier,
¢ = D dijpijs
ij=1
Fo= Z Fijpij » E:M

ij=1 l0ij?
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Al sustituir en la ecuacién (B.2.4),
bijhij = Fij,
obtenemos la solucion deseada

o= Z )\ij%j-

ij=1 "‘J
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Apéndice C

ECUACIONES DIFERENCIALES PARCIALES

Consideremos la ecuacion con derivadas parciales
Lu(z,t) = F(x,t), (C.0.1)

donde el operador LL estd dado por L = L + Ay lo operadores L y A son de la forma:

(:)N (:)Nfl
L= aN@tiN + aN_lw + ...+ ag
1 0 0
A= — |[—Zp(2)=— .
o | e gy @

La variable independiente x representa una coordenada espacial dentro del intervalo finitoa < x < by
el pardmetro ¢ denota el tiempo dentro del intervalo ¢y < ¢ < ¢;. La propiedad fundamental de LL es su
linealidad,

L(au + pv) = alLlu + SLw.

La linealidad implica que que la solucién general de la ecuacién (C.0.1) tiene la forma:

U = Up + Up,
donde u, es la solucion de la ecuacién homogénea, Luy, = 0y u, es la solucién particular de la ecuacién
inhomogénea Lu, = F'.

Para resolver este problema es necesario definir correctamente las condiciones iniciales y de frontera para

que garanticen la existencia y unicidad de su solucion.

Las condiciones iniciales son de la forma:
aj

%u(m,to):fj(x) con 0<j<N—-1y 0<z<b, (C.0.2)

Las condiciones de frontera pueden ser Dirichlet, Mixtas o Neumann. En cualquiera que sea el caso, el
problema debera plantearse de manera que el operador A sea simétrico en el espacio de Hilbert Ls(a, b, p)

con el producto interior,
b
<f\9>p=/ fapdz.

Si A es simétrico, resolver el problema de valores propios,

App = Aor,
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nos garantiza la existencia de un conjunto completo de eigenfunciones' ortogonales (;; con valores
propios reales ). Esto nos permite reducir el problema de resolver la ecuacion diferencial parcial (C.0.1),

a encontrar la solucion de ecuaciones diferenciales ordinarias que sélo dependan del parametro ¢.

Para plantear estas ideas considerar la ecuacion general (C.0.1) que a primera vista parece no ser separable,
Lu = [L(t) + A(x)|Ju = F(z,t). (C.0.3)

Si las condiciones de frontera aplicadas en el problema de eigenvalores del operador A dan como resultado
un conjunto de eigenfunciones {¢y } que forman una base completa en algtin espacio de Hilbert, entonces

(C.0.3) es separable. Para mostrarlo basta con desarrollar u y F' en términos de las eigenfunciones ¢y,

u=> c(t)or, F=> fult)or

De manera que al sustituir en (C.0.3) obtenemos las ecuaciones diferenciales ordinarias desacopladas
siguientes que s6lo dependen de ¢:
[L(t) + Axler(t) = fx(t) (C.04)

Separacion de Variables (formulacion tradicional)

En escencia el método de separacion de variables consiste en lo siguiente:

(1) Proponer una solucién u como el producto de dos funciones de una sola variable, i.e., u(z,t) =
v(x)w(t).

() Si la factorizacién de u conduce a una ecuacién diferencial ordinaria para v(z) y otra para w(t) se

entiende que:

1 La ecuacion original es separable
2 El operador es separable

3 El método de separacion de variables es aplicable.

(1) Si la factorizacién no conduce a una EDO para cada funcién entonces ni el operador ni la ecuacién

original son separables.
Para saber identificar ecuaciones separables y no separables podemos considerar lo siguiente:

(1) Si el operador LL es una suma de operadores lineales que s6lo dependen de una variable indepen-

diente, la ecuacion y el operador son separables.

ILas eigenfunciones de un operador simétrico A permiten estimar la solucién de ecuaciones en derivadas parciales no
separables y no lineales. Estos métodos son conocidos por métodos espectrales.
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(1) Si el operador tiene términos con derivadas cruzadas de las variables independientes pero tales
términos son la composicion de operadores con eigenfunciones conocidas, entonces es probable

que la ecuacién y el operador L sean separables.

Para ilustrar el método consideremos la ecuacién homogénea en derivadas parciales siguiente:
Lu = [L(t) + A(x)]u = 0, (C.0.5)

donde LL es un operador lineal. proponer una solucién como el producto de dos funciones que dependan
sOlo de una de las variables,
u(z,t) = v(x)w(t)

Al sustituir esta solucién propuesta en (C.0.5) tenemos:
[L(t) + A(x)|ow =w - Lv+v- Aw =0

Y dividiendo entre el producto vw, obtenemos,

1
—mL(t)w(t) = A(z)v(x).

Podemos notar que esta ecuacion ahora tiene la forma siguiente,
f(t) = g(x).

Estd condicién debe cumplirse para = y ¢ arbitrarios en los intervalos [0, bl,[to, t1]. Claramente esto s6lo
es posible si las funciones f(t) y g(x) son iguales, independientemente, a una constante A conocida como
constante de separacion,

ft)=g(x) =\
De esta manera obtenemos las ecuaciones diferenciales ordinarias siguientes:
Av = v (C.0.6a)
Lw = —\w (C.0.6b)

Notemos que la ecuacién (C.0.6a) es el problema de eigenvalores asociado al operador A que consiste
en hallar los valores de )\ para los cuales dicha ecuacion tiene soluciones no triviales v # 0. En el
apéndice (B) hemos visto como las condiciones de frontera determinan los valores que toma la constante

de separacion A que son los valores propios, o eigenvalores \; de las eigenfunciones vy, de A.

AUk = )\kvk.
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Si tales eigenfunciones forman una base completa en el espacio L? y suponemos que la funcién deseada
u también pertenece al espacio L? entonces la solucién de (C.0.5) puede representarse como el desarrollo
en serie:

u=> cx(t)ve(z), con ¢ = (C.0.7)
%

sustituyendo en la en la ecuacion (C.0.5) obtenemos entonces un conjunto de ecuaciones diferenciales

ordinarias para los coeficientes.

Lu = [L(t) + A(x)]u
=L Z CrUE + Z CkAUk
= ka[LCk + Ck)\k] =0

Dado que el conjunto {v;} es linealmente independiente, la ecuacién anterior s6lo se cumple si el

coeficiente de cada eigenfuncion es cero, por lo tanto:
[L(t) + A\]ex = 0. (C.0.8)

Esta ecuacion define una ecuacién diferencial ordinaria homogénea de orden N para cada coeficiente
cx(t). Cada uno de estos coeficientes estd univocamente definido como la solucion de la ecuacién anterior

sujeto a N condiciones iniciales.

Notamos entonces que la solucion de la ecuacion diferencial parcial Lu = F' se reduce a una ecuacion
diferencial ordinaria para los coeficientes; (C.0.4) y (C.0.8). Para obtener esta ecuacién debemos garantizar

que:

(1) La ecuacién diferencial parcial sea separable.

() El operador A sea lineal y simétrico.

Esto garantiza un conjunto completo de eigenfunciones ortogonales con valores propios reales que pueden

usarse como base para desarrollar cualquier funcién en L?(£2) dentro del intervalo correspondiente.
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C.1. Solucion de la ecuacion de calor homogénea

Consideremos como ejemplo la ecuacion de calor sin fuentes o sumideros:
LT =(0,—0)T =0 para 0<x<b ; t>0, (C.1.1)
que tiene la distribucion inicial de temperatura 7'(x, ),
T(x,0) = f(xz) para 0 <z <b,
y las condiciones de frontera Dirichlet,
T(0,t) =T(b,t) =0 para t > 0.

Notamos que el operador I = (L + A) es separable y ademds sabemos que A es lineal y simétrico lo cual
nos garantiza la completez de un conjunto de eigenfunciones al resolver el problema de Sturm-Liuville

de eigenvalores para el operador A;
Avg = Mg con v(0) = vg(b) = 0. (C.1.2)

Las eigenfunciones v;, forman una base completa del espacio L?(0, b). Si suponemos que tanto la funcién

deseada T'(x, t), como la condicién inicial f(x) pertenecen al espacio L?(0, b), entonces tienen desarrollos

en serie:
[ = i fe(t)vp(z) con fi = (el /) (C.1.3a)
= vk ||
— (vp| T')
T = Z Ti(t)vg(x) con Ty = ) (C.1.3b)
P [[vr[|?

Como hemos visto, al sustituir (C.1.2) y (C.1.3b) en la ecuacién (C.1.1) obtenemos una ecuacién diferen-

cial ordinaria para los coeficientes de la forma:
0Ty + N1y, =0, (C.1.4)

la cual tiene como solucidn,

Tk = cke_Akt.

Para determinar las constantes de integracion c; usamos la condicién inicial que relaciona las series
(C.1.32) y (C.1.3b):

T(z,0) = Z Tr(0)vg(x) = Z fr(t)ve(z) (C.1.5)
k=1 k=1
Lo que resulta en la condicién inicial para el coeficiente

Tk(O) = [cke_)"“t} = C = fk

t=0
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De esta forma, la serie de Fourier de la solucién 7'(z, t) de la ecuacién de calor (C.1.1) con condiciones

iniciales y de frontera es:

= i fee M o), (C.1.6)
k=1

Introduciendo el valor de los coeficientes f; en (C.1.3a), y permutando la integral con la suma, tenemos

la forma integral:

T(x,t) = < i MG_)‘kt

i loell?

donde identificamos a la funcién de Green como:

f(s)>, (C.1.7)

G(z, s;t) Z Ui(s _)‘kt. (C.1.8)

= Hka2

De esta forma, la solucién de la ecuacién de calor homogénea se puede expresar como:

b
T(x,t) :/0 G(z,s;t)f(s)ds. (C.1.9)

El lado derecho de la ecuacién anterior define un operador integral U (¢, ty) conocido como propagador

y cuya accién sobre f(z) se representa por,

b
Ultto)f () = [ Glasit) (s)ds. (C.1.10)
0
y asi la solucién finalmente puede escribirse como:
T(x,t) =Ul(t, to)f(x). (C.1.11)

Se llama propagador debido a que el operador U (¢, to) determina la forma en como la distribucién inicial

de temperatura f(x) se propaga en el medio conforme transcurre el tiempo.
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C.2. Solucion de la ecuacion de calor no homogénea

Consideremos nuevamente la ecuacion de calor; ahora con fuentes.
(0 — P)u(z,t) = F(z,t) ; 0<z<b con t>0 (C.2.1)
con condiciones de frontera Dirichlet,
u(0,t) = u(b,t) =0,

y una distribucién inicial
u(z,0) =0

Primero encontramos la solucion del problema de eigenvalores asociado al operador A

Con la eigenfuncién generada a partir de este problema podemos desarrollar en serie las funciones F'(z, t)

y u(z, t) si consideramos que pertenecen al espacio de funciones cuadrado integrables, L?(0, b).

u="> c(t)er(z) (C.2.2a)
k=1

F=Y F(t)pi(z) (C.2.2b)
k=1

donde:

(o F) 1 b
Fe= o = Toul J, PO Tils:0)ds.

Al sustituir estas series en la ecuacion original obtenemos:

d

Que debe resolverse junto con la condicién inicial ¢, (0) = 0. Este problema es similar al de la ecuacién

de transporte en la seccién (A.2), la solucidn, de acuerdo con esto, tiene la forma:

t
o = / ou(t, 7V Fu(7)dr (C.2.4)

to

donde gi(t, ) es la funcion de Green asociada al problema inhomogéneo de la ecuacién ordinaria con
condiciones iniciales de los coeficientes (C.2.3). La funcién de Green se puede obtener resolviendo el

problema homogéneo:

d
(dt + Ak) gi(t,7) =0 (C.2.5)
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con la condicién inicial gi(t = 7,7) = 1. La solucién estd dada por:
g(t, 1) = e M=),

De esta forma es posible escribir la solucién completa como,

(1) = }i Vt e (=) (Hsoth /Ob on(5)F (s, T>ds> dfl on(x)
- // DR PR

donde identificamos a la funcién de Green para el problema general con,

(x) oMl
G(x,s,t,7) k(=) (C.2.6)
;;1 ’|90k||2

Con lo cual tenemos finalmente,

t b
u(x,t):/t /0 G(z,s,t,7)F(s,t)dsdr. (C.2.7)
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Apéndice D

CALCULO DE U’ EN SU FORMA CONTRAVARIANTE

El campo U se obtiene a partir del campo inicial v°, la imposicién de la conservacién de masa y la

restriccion de tangencialidad al terreno,
UY = v? + 'k
V-U=0 en Q
n-U=0 en z=h(z,y). (D.0.1)
Para calcular el campo U° y las trayectorias correspondientes usaremos las coordenadas sigma que
constituyen un sistema de coordenadas no-ortogonal,

O'lzylzx 0'2:y2:y’ 03:0':Z_h(1;’y). (D()z)

Para manejar la no-ortogonalidad usaremos la base contra-variante asociada dada por
n' = Vo' (D.0.3)

donde n' =1i,n* = jyn® = Vo. Tenemos que ° = Vo = n en el terreno (z = h) con por lo cual la

condicion de tangencialidad toma la forma siguiente
n®-U%=0 en o =0.
La expresion de U° reportada en la seccién 7.1 se obtiene imponiendo la condicién de conservacién de

la masa usando la forma contravariante del campo U°

VU= \;ﬁazz‘ VU =0 (D.0.4)

Para este caso podemos ver que tenemos /g = 1. En términos de componentes podemos escribir la

ecuacion (D.0.4) como ’
oy’

UY = 2y D.0.5
o bien en su forma matricial
Uot 1 0 0 u? u?
U2f{=10 1 0 0 | = 0 (D.0.6)

03 0 0 0
U Oy Oy O w w” — hyu’ — hyv



157

asi la ecuacion (D.0.4) se puede escribir como

o oud  oU% B

L WU

Despejando e integrando sobre ¢ nos queda

U% = —/0 (u) 4 v))do

o bien, .
w’(z,y,0) = hyu® + hyv" — / (V-v%)d& (D.0.7)
0
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Apéndice E

NORMAS VECTORIALES

La nocién matemadtica de distancia viene con el concepto de norma vectorial.
|-]:R* =R

la cual asocia a cada vector V un niimero real no negativo || V|| con las propiedades siguientes:

O [VI[>0y[[W[[=0 < V=0
) [[V+U| <|V][+]U]

() [[aV]| = ||| V]| paratodo o € R

Que son en realidad una extension de las propiedades que definen el valor absoluto en un nimero real.
Asi, de la misma manera que la distancia entre dos nimeros reales = y y estd dada por |x — y|, para dos

vectores V y U su distancia se define como,
d(V,U) = ||U - V], (E0.1)

qué es la norma vectorial. Usando las propiedades anteriores de || - || se pueden probar las siguientes:

M d(U,V)>0yd(U,V) =0 < V=U.
(m) d(U,V) =d(V,U) Propiedad de simetria.

() d(U, V) < d(U, W)+ d(V, W) La desigualdad triangular.

La identificacion de V como un vector columna

Vl
V=|[V]=> V4,
1% '

permite expresar al producto interior euclidiano como un producto matricial de manera que,
Ul
ViU = (VI V2ve) | o2 | =3 VU
vi)
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Por lo que es equivalente escribir,
vViu=V.U.

En general para una matriz S3,3 tenemos la siguiente identidad
Z SZJWZU] — WtSU

Consideraremos una norma mas general definida a partir de una matriz simétrica S positiva definida para

calcular el campo ajustado V. Decimos que S es simétrica si es igual a su transpuesta
S=¢8T
y es positiva definida si,
VISV >0 Vv V#£0,

para todo vector V € R?. Con estas propiedades es posible definir un producto interior de la forma
(UlV)s=>_ S,;V'U? = V'su (E.0.2)
que es simétrico, lineal y positivo definido.

E.1. Normas de Campos Vectoriales
Asi como las normas vectoriales son la generalizacion del valor absoluto en los nimeros reales, la norma
de un campo vectorial V (z) se puede considerar como una extensién de la norma de una funcién f(x).

Recordemos que el producto interior en funciones,

<ﬁm=Af@ﬂ@M

establece la norma para funciones
() = lF @)

Las funciones cuya norma es finita sobre una region €2 se denotan como funciones cuadrado integrales
L*(Q),

2@ = { (@) : I = [ |7Pde < oo

En nuestro caso, las componentes V' de los campos vectoriales de velocidad V deben ser continuos en la

region () y estdn acotados por la misma, de manera que dichas componentes son cuadrado integrables.

Asi, el producto interior entre dos campos vectoriales se define por medio de la integral del producto
interior euclidiano V - U = VI'U
(V|U)q = / VT'Udz, (E.1.1)
Q

que satisface las propiedades de producto interior: Positivo, lineal y simétrico.
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La norma asociada a (-|-)q es la integracién de la norma vectorial || - ||. Con esto obtenemos una medida

de distancia entre dos campos vectoriales,
IV -U|3 = / |V — U|*dz. (E.1.2)
Q
Si extendemos esto al caso del producto interior vectorial definido a partir de la matriz simétrica S (E.0.2),

(VIU)sq = / (VIU)gdx = / VISUdz. (E.1.3)
Q Q

La norma asociada esta dada por,

V20 = (V[Vigs = / IV2d,

asi como la métrica,
IV -U|iq = /(V —U)TS(V — U)da. (E.1.4)
Q

Cabe destacar que este producto cumple con las propiedades de producto interior; positivo, lineal y

simétrico.
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Apéndice F

TEOREMA DE LA DIVERGENCIA Y FLUJO HIDRODINAMICO.

In the case of fluxes, we have to take the integral, over a surface, of the flux through every
element of the surface. The result of this operation is called the surface integral of the flux.

It represents the quantity which passes through the surface.

En el caso de los flujos tenemos que tomar la integral, sobre una superficie, del flujo a
través de cada elemento de la superficie. El resultado de esta operacion se denomina integral

de superficie del flujo. Representa la cantidad que atraviesa la superficie.

-James Clerk Maxwell

El teorema de la divergencia, o de Gauss-Ostrogradsky, relaciona el flujo de un campo vectorial a través
de una superficie cerrada con la divergencia del campo en el volumen delimitado por dicha superficie,
i.e., la integral de superficie de un campo vectorial sobre una superficie cerrada es igual a la integral de
volumen de la divergencia del campo dentro de la superficie.

Teorema 1. Sea V' un volumen acotado por una superficie S con la orientacion de un vector unitario n
que apunta hacia el exterior de V. Si F' es un campo vectorial continumente diferenciable que atraviesa

S moviéndose a través de V', entonces:

//F-dS = ///V-de (F0.1)
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