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Resumen

En el estudio de los sistemas lineales Filippov en tres dimensiones, se tienen muchos
trabajos en el escenario genérico donde la variedad de conmutacién contiene dos lineas
de tangencia, las cuales se cruzan transversalmente en un punto llamado singularidad
de doble tangencia. En este trabajo de tesis, estamos interesados en estudiar el caso no
genérico en el cual las lineas de tangencia son paralelas, tales que la region limitada por
ellas es la regién de deslizamiento.

En primer lugar, encontramos, para este escenario, una forma normal dependiente
de un parametro que nos permite manipular la posicién de dichas rectas para lograr que
colapsen en una linea de singularidades de doble tangencia, en la cual exista un segmento
de Teixeira.

Con base en la forma normal, estableceremos las condiciones necesarias para que
después de la colisién de las lineas de tangencia nazca un ciclo limite de cruce asociado a
un pseudo-equilibrio que se encuentra sobre la regién de deslizamiento. Este fenémeno es
conocido como la bifurcacion pseudo-Hopf. Mas atn, nuestros resultados nos muestran
que para algunas configuraciones es posible encontrar hasta dos de estos ciclos.

Finalmente, presentamos algunos ejemplos en los que se lleva a cabo la bifurcacién
pseudo-Hopf, principalmente dentro de la teoria de control, donde, a pesar de que exis-
ten algunos trabajos que se enfocan en el escenario descrito anteriormente, ninguno ha
propuesto una herramienta para encontrar érbitas periddicas como se hace en esta tesis.
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Introducciéon

Historicamente una gran motivacién y objetivo del estudio de las ecuaciones diferen-
ciales estd en el modelado matematico, ya que muchos de los fenémenos que surgen en las
distintas areas de la ciencia, como la Fisica, la Quimica, la Biologia, la Economia, entre
otras, pueden ser vistos o planteados como un conjunto de estas ecuaciones [31}, [34]. Esto
ha hecho que la teoria cualitativa y numérica de los sistemas de ecuaciones diferenciales
tengan ya un fuerte desarrollo con bases muy solidas.

Sin embargo, existen algunos de estos fenémenos, principalmente en la Fisica y la
Biologia, que no pueden ser explicados o planteados por medio de una sistema clasico de
la forma & = F(z), tal que F' es un campo vectorial suave, sino que en tales fenémenos
los espacios donde se defina la variable x necesitan sufrir una particién en la que cada
zona resultante de ésta sea gobernada por un campo vectorial distinto, lo cual se puede
representar por medio de ecuaciones definidas por pedazos, cuya dindmica puede sufrir
cambios abruptos y pueden ser no suaves [1} [3]. Dichas ecuaciones dan lugar a lo que se
conoce como sistemas dindmicos suaves por pedazos.

Aunque el trabajo de dichos sistemas se remonta a principios del siglo pasado, no fue
sino hasta 1988 cuando Aleksei Filippov en [21] presenté una formalizacién de la dindmica
de éstos, resolviendo el problema de que los campos vectoriales no estan completamente
definidos debido a la discontinuidad. A partir de entonces el desarrollo del tema ha sido
abundante alrededor de todo el mundo con un inmenso ntmero de articulos publicados
e incluso algunos libros especializados sobre el tema como [2, 29, [40} 58], por mencionar
algunos.

Los sistemas dindmicos suaves por pedazos han probado ser una fuente importante
de dindmicas muy novedosas, en especial alrededor de puntos donde las soluciones son
tangentes a las variedades de conmutacion, llamados singularidades de tangencia (fold
points) [3§].

Otro de los pioneros importantes del tema es Marco Antonio Teixeira quien propuso
que si las fronteras de las regiones de deslizamiento se cruzan transversalmente en un
punto conocido como singularidad de doble tangencia (two-fold points), se pueden llevar
a cabo fenémenos que impacten de manera importante la dindmica del sistema [62,
63]. Especificamente en [62], se muestra que para ciertas configuraciones del campo
vectorial, la dindmica en una vecindad de dicho punto puede presentar un caso especial
de inestabilidad estructural definida para los sistemas suaves por pedazos y exhibir un
comportamiento sumamente intrinseco.

Mads aun, cuando dicho punto se presenta de una forma muy particular, conocida
como singularidad de Teizeira, las soluciones del sistema se mantienen cruzando repeti-
damente la variedad de conmutacion alrededor de éste, provocando la posibilidad de que



2 Introduccion

se lleven a cabo distintos escenarios de bifurcacion tanto en el sistema general, con la
aparicién de ciclos limite [12] [38] e, incluso, caos [I3], como en la regién de deslizamiento
con las bifurcaciones estacionarias [17], de Hopf y Homoclinicas [16].

Por otra parte, el estudio de los ciclos limite dentro de los sistemas de ecuaciones
diferenciales ha sido de gran relevancia, ya que esta singular solucién se puede encon-
trar en muchos de los fenémenos modelados mediante dichos sistemas [34] y aunque la
demostracién de éstos es muy complicada, se tienen mecanismos para lograrlo, tal es el
caso de la bifurcacién de Hopf en sistemas clésicos [48].

Dentro de los sistemas dindmicos suaves por pedazos discontinuos pueden aparecer
dos tipos de ciclos limite que no se ven en los sistemas suaves: los ciclos limite deslizantes
y los ciclos limite de cruce [42]; en los primeros, parte del ciclo limite estd sobre la
variedad de conmutacién, en especifico sobre la region deslizante, y en la segunda sdlo
cruza transversalmente dicha variedad y el ciclo pertenece a dos (o mas) de las regiones
en las que esta dividido el sistema. En anos recientes, la bisqueda de mecanismos para
probar la existencia de ciclos limite en sistemas suaves por pedazos ha sido pingiie. Un
gran numero de articulos relacionados con el tema han sido publicados principalmente en
dos dimensiones aunque la mayoria son resultados para casos no lineales; [22, [43] 56, 57]
para el caso continuo y [24H26], (30, B2] para los discontinuos.

Es en [42] donde Kuznetsov et al. describen sin demostracién un nuevo mecanismo
para la creacién de un ciclo limite en dos dimensiones al que nombraron la bifurcacion
pseudo-Hopf. Este fenémeno, a diferencia de la bifurcacién de Hopf usual (la cual ocurre
cuando los eigenvalores del sistema cruzan transversalmente el eje imaginario), se pre-
senta a partir de la colisién de dos puntos de tangencia invisibles, lo cual, ademés de
presentar un cambio en la estabilidad del segmento deslizante y de un pseudo-equilibrio
que se encuentra sobre ésta, también provoca la creacién o destruccién de un ciclo limite
de cruce. En [10] se demuestran las condiciones suficientes para que se lleve a cabo esta
bifurcacién en dos dimensiones para el caso lineal y en [60] para el caso no lineal.

Sin embargo, en la busqueda de ciclos limite para el caso en tres dimensiones los
trabajos son maés escasos y los escenarios se vuelven més complejos, debido al gran
nimero de parametros que aparecen y los métodos utilizados para ubicar el ciclo limite.
Se pueden mencionar, principalmente, [4, 5l 23] 54]. Ademads, en [I3] [17], se presentan
resultados formales acerca de la apariciéon de ciclos limites, sin embargo, ninguno de
dichos resultados se relaciona con la bifurcacién pseudo-Hopf. Particularmente en [13],
el ciclo limite se genera cuando un pseudo-equilibrio sale de la regién de deslizamiento.

En el caso de la bifurcacién pseudo-Hopf en tres dimensiones, existen dos escenarios
en los que puede ocurrir: cuando el sistema tiene un tinico punto de doble tangencia o
cuando tiene dos lineas de tangencia paralelas. Este trabajo estd enfocado al segundo
escenario. Consideramos un sistema lineal por pedazos discontinuo, también llamado
sistema Filippov (SLF), en tres dimensiones el cual tiene dos rectas de tangencia paralelas
delimitando una franja de deslizamiento (atractora o repulsora), generalizando el trabajo
hecho en [10], de dos a tres dimensiones. Este escenario se puede encontrar en ciertos
sistemas de control como se puede ver en [I2, 19], aunque en ninguno de estos dos
trabajos la intencién es la de buscar la bifurcacién pseudo-Hopf; especificamente en [12],



los autores no concluyen nada acerca de un ciclo limite, ya que no es el escenario que
estan trabajando y sélo presentan resultados para el escenario con un punto de doble
tangencia. En [I9] encuentran un ciclo limite deslizante cuando un pseudo-equilibrio sale
de la regién de deslizamiento, pero estan mds enfocados en estudiar bifurcaciones de
equilibrios frontera.

Nuestro trabajo estd enfocado en trabajar el escenario no genérico con dos lineas
de tangencia paralelas delimitando una franja de deslizamiento. La meta es manipular
la posicién de las lineas de tangencia paralelas para lograr que colapsen en una linea
de doble tangencia, la cual contenga una segmento de singularidades de doble tangencia
invisibles. Después de colapsar, la franja de deslizamiento habra cambiado de estabilidad.
La existencia del segmento de singularidades de doble tangencia serd muy importante, ya
que a partir de esta configuracién las soluciones del sistema, alrededor de este segmento,
estardan cruzando repetidamente la variedad de conmutacion. Es esta dinamica la que
nos permitird encontrar ciclos limite de cruce y veremos que éstos estardn asociados a
pseudo-equilibrios sobre la regién de deslizamiento.

Finalmente este escrito estd distribuido de la siguiente manera: en el Capitulo 1 se pre-
sentan las definiciones y propiedades basicas de los sistemas lineales Filippov las cuales
seran la base para el desarrollo del trabajo de los siguientes capitulos. También presenta-
mos el resultado de la bifurcaciéon pseudo-Hopf en dos dimensiones. En el Capitulo 2 se
describe de manera detallada nuestro escenario de interés y se encuentra una forma nor-
mal con base en cambios de variable del sistema, la cual nos permita cambiar la posicién
de las lineas de tangencia sobre 3. En el Capitulo 3 desarrollamos el desdoblamiento de
la bifurcacién pseudo-Hopf para la forma normal presentada. Establecemos las hipdtesis
necesarias, especificamente para que exista un segmento de Teixeira en la linea de doble
tangencia y un pseudo-equilibrio en la regién de deslizamiento. En el Capitulo 4 apli-
camos nuestros resultados tedricos en algunos ejemplos de aplicacién que se encuentran
en la literatura y algunos construidos por nuestra cuenta. Por ltimo, en el Capitulo
5 presentamos un resumen de las conclusiones a las que llegamos en nuestro trabajo,
finalizando con las ideas y recomendaciones de trabajo asi como la productividad que
dejé nuestra investigacién.
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Objetivos

Objetivo General

Establecer las condiciones necesarias para que en un sistema lineal Filippov, definido
R3, con un plano de conmutacién que tiene dos lineas de tangencia paralelas, las cuales
delimitan la regién de deslizamiento, nazca un ciclo limite de cruce, a partir del estudio
de la dinamica que se lleva a cabo después de que dichas rectas colapsen en una linea
de doble tangencia que contenga un segmento de Teixeira. Este fenémeno es conocido
como la bifurcacién pseudo-Hopf y representard una herramienta de estabilizacion para
la familia de sistemas descrito.

Objetivos Especificos

= Estudiar las propiedades fundamentales de los sistemas lineales Filippov.

» Encontrar una forma normal en R? que nos permita colapsar las lineas de tangencia
formando una linea de doble tangencia, en el cual exista un segmento donde las
singularidades de doble tangencia sean invisibles.

= Construir un mapeo de Poincaré, aprovechando la dindmica resultante de las sin-
gularidades de doble tangencia invisibles, con el cual podamos probar la existencia
de ciclos limite de cruce.

= Desarrollar algunos sistemas de control lineales por pedazos encontrados en la
literatura, en los cuales se lleve a cabo la bifurcacién pseudo-Hopf.
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Capitulo 1

Sistemas Lineales Filippov

Este capitulo estd dedicado a establecer las principales definiciones y caracteristicas
de los sistemas suaves por pedazos asi como otros conceptos que nos ayudaran a construir
el escenario de estudio de nuestro interés. Ademds, al final se presentard el resultado de
la bifurcacion pseudo-Hopf para el caso lineal en dos dimensiones, el cual, buscamos
generalizar a tres dimensiones.

1.1. Sistemas Lineales por Pedazos

Definicién 1.1. (Sistema Suave por Pedazos, [2])
Un sistema suave por pedazos estd descrito por un conjunto finito de ecuaciones diferen-
ciales ordinarias

&= fi(z), z€S8 CR", (1.1)

donde U;S; = D C R" y cada S; tiene un interior no vacio. La interseccion X;; = S’iﬂgj,
es una variedad suave de dimension R"™! incluida en las fronteras 8S; y Sj, o es el
conjunto vacio. Cada campo f; es suave en la region S; donde estd definido.

A los conjuntos no vacios X;; entre dos regiones S; y S; se le llama variedad de
conmutacién. Como un ejemplo en R?, definimos el sistema

filz) si o1(x) <0,
T =1 fo(x) si o9(z) <0< oi(x), (1.2)
fa(x) si og(x) > 0.

donde oy (z) = 'z —c1 y 02(x) = cTx — ¢, con ¢ € R? y ¢1, ¢ € R. Asi, en primer lugar

tenemos que
Sl :{x S R2 ’0’1(1‘) < 0},
Sy ={x € R? |oa(z) <0< o1(x)},
Sz ={x € R?| o9(x) > 0}.

Finalmente, podemos ver que las variedades de conmutacién estan dadas por

7



8 Sistemas Lineales Filippov

Figura 1.1: Sistema suave por pedazos en R? con dos variedades de conmutacién.

212 :Slﬂgz = {$ ER2|O'1(1‘) :0},
o3 Zggﬂgg = {x GRQ‘UQ(.T) :0}.

La Figura muestra el sistema ([1.2]). Por otra parte, existe una clasificacién para
los sistemas suaves por pedazos con respecto a su comportamiento sobre la variedad de
conmutacién.

Definicién 1.2. (Sistemas Filippov, [2])

Se dice que el sistema suave por pedazos es continuo st fi(x) = fj(z) en cualquier
punto sobre la variedad de conmutacion ¥;; que separa dos regiones adyacentes S; y S;.
En contraste, un sistema suave por pedazos es discontinuo, o también llamado Filippov,
si dos diferentes vectores &, llamémosles fi(x) y f;(x) pueden estar asociados a un mismo
punto x € Xj.

En los sistemas continuos el vector & esta definido de manera tnica en cualquier parte
del espacio de estado y las érbitas de la regién S; se aproximan de manera transversal
a la frontera ¥;; de tal forma que al coincidir con ésta, dado que fi(z) = f;j(z), la
cruzan de manera diferenciable entrando asi a la regién adyacente S;. En los sistemas
Filippov, como f;(x) # fj(x), lo que podemos analizar es el sentido de las componentes
vectoriales de tales vectores; recordemos que si « € X;;, entonces f(x) = vT+v+, donde a
vT € T, %;; (espacio tangente) y vt € (T,%;;)1 (componente ortogonal de T,%;; ) se les
conoce como componente tangencial y componente transversal de f(x), respectivamente.
De esta manera, si las componentes transversales de f;(x) y f;j(x) tienen el mismo sentido,
la érbita cruza la frontera pero de manera no diferenciable y tiene, en ese punto, una
discontinuidad en su vector tangente. De lo contrario, si dichas componentes son de
sentidos opuestos, es decir, que los campos vectoriales estdn en direccién contraria, las
orbitas del sistema en ambas regiones se acercan a la frontera pero al no poder cruzarla,
el sistema es forzado a permanecer sobre la frontera y deslizarse sobre ella.

Nuestro interés estd en trabajar sistemas discontinuos ya que su dindmica presenta
mayor riqueza en comparacion con los sistemas continuos atun trabajando con sistemas
lineales, como se hara en este trabajo.



1.1 Sistemas Lineales por Pedazos 9

7w}

(a) Cruce (b) Deslizamiento atractor (¢) Deslizamiento repulsor

Figura 1.2: Conjuntos de deslizamiento escape y cruce en R?

Con lo anterior, consideremos el sistema lineal por pedazos discontinuo, o SLF, en
R™ (n > 2)

(1.3)

. ) (@)= Az + by, sioo(x) <0,
i=f@) = {f*(a:) = Agx + be, si o(x) >0,

con Ay, Ay € Myun, b1, b2, c € R y cg € R. Si consideramos que o(z) = ¢’

notar que es un sistema dividido en dos zonas

x—co podemos

S1 :{1‘ S R? ‘ a(x) < 0},
Sy ={x € R?| o) > 0},

separadas por el hiperplano de conmutacién

22212:{$€Rn|0(1‘):0}.

En [21], Filippov mostré que el hiperplano de conmutacién del sistema (|1.3)) se divide
en tres regiones que se clasifican de la siguiente manera:

= regién de cruce

Se={z €T (" f~ (@) (" f*H(x)) > 0},

» region de deslizamiento atractor
Yes={zeX:clf~(x) >0y L fH(x) <0},

= region de deslizamiento repulsor

Ss={reN:clf(x) <0,y cI'f(x) >0}

Es decir, la regién de cruce ocurre cuando las componentes del vector normal a las
variedades de conmutacion tienen la misma direcciéon en ambos lados, asi las soluciones
del sistema cruzan dicha variedad (ver Figura (a)). En los otros dos caso, se puede ver
que las componentes tienen direcciones distintas. En el caso de la region de deslizamiento
atractor, las soluciones llegan a la variedad de conmutacién y continuan su dindmica
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sobre ésta (ver Figura (b)), mientras que en la regién de deslizamiento repulsor, las
soluciones salen o escapan de la variedad de conmutacién (ver Figura (¢)).

Ademss de lo anterior, Filippov fue capaz de construir las soluciones sobre la region
de deslizamiento >3 = ¥,5 U X, mediante el método convexo de Filippov. Este método
toma la combinacién convexa fs(z) de los campos fT(z) para cada punto deslizante
T € Y45 U X, es decir,

fo(@) = fr(@) _ (Tf~ (@) f* (@) = (" (@) f (@)
’ A(z) I(f~(2) = f+(2)) ’

con A(x) # 0. fs es llamado el campo vectorial deslizante, mientras que f, es llamado
el campo vectorial regularizado.

(1.4)

1.2. Puntos de equilibrio y singularidades

Como es bien sabido los puntos de equilibrio son de suma importancia para llegar
a entender la dindmica de los sistemas dindmicos y para los SLF no sera la excepcion,
ademds de que en estos sistemas se presentan otro tipo de singularidades son de suma
importancia, ya que organizan las regiones en las que se divide la variedad de conmu-
tacion, al actuar como fronteras entre éstas. Comenzaremos identificando los puntos de
equilibrio que se presentan de dos maneras.

Definicién 1.3. (Puntos de Equilibrio, [2]) Un punto p € R™ es un equilibrio admisible

de (1.9) si

(i) f~(p)=0yo(p)<0d
(i) fT(p) =0 yo(p) > 0.

Un punto p € R™ es un equilibrio virtual de si

(i) f~(p)=0yo(p)>094
(ii) f¥(p) =0 yo(p) <O0.

Ahora, como se mencioné en la seccién anterior, f, representa el campo vectorial
sobre la regién de deslizamiento, por lo que tendrd sus propios equilibrios, llamados
pseudo-equilibrios.

Definicién 1.4. (Pseudo-equilibrios, [27])
Decimos que un punto £ € X es un pseudo-equilibrio de st fs(x) = 0. El pseudo-
equilibrio es admisible si T € Y,5 U Xpg 0 virtual si T € Y.

Por otra parte, las fronteras de los tres tipos de regiones en Y, denotadas por 03,
0%, 0%, son conjuntos de puntos conocidos como puntos de tangencia, es decir, puntos
q € Y tales que ¢’ f~(q) =00 ¢! fT(q) = 0, esto es, puntos donde uno de los campos
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es tangente a Y. En el caso lineal, estos puntos de tangencia dan lugar a lineas rectas
conocidas como lineas de tangencia. La tangencia mas simple es la tangencia cuadratica,
definida como sigue:

Definicién 1.5. (Singularidades de Tangencia, [62])
Un punto de tangencia p € X es una singularidad de tangencia o tangencia cuadratica

de st
(i) " f~(p) =0y c"Af~(p) #0 6,
(ii) " fT(p) =0y " Aaf*(p) #0.

Un punto p € ¥ es un punto cuspide de s1

(i) " f~(p) =0, c"A1f~(p) =0, "ATf~(p) # 0 y {Vo(z), V! [~ (p), Vel AL f~(p)}

son linealmente independientes o,

(it) " f*(p) =0, " Ax f*(p) = 0, T A3f*(p) # 0 y {Vo(w), Vel [ (p), Ve Aaf* (p)}

son linealmente independientes.

Ademds, las singularidades de tangencia se clasifican de la siguiente manera:

Definicién 1.6. (Tangencia Invisible (Visible), [38])

p € X es una singularidad de tangencia invisible (visible)

(i) para f~ sicl f~(q) =0y cl A f~(q) >0(<0) y
(ii) para f+ sic" fH(q) =0y " A2f*(q) < 0(> 0).

Que una singularidad de tangencia sea visible significa que las soluciones del sistema,
localmente, se curvan alejandose de la variedad de conmutacién, mientras que si es
invisible las soluciones se acercan a ésta (ver Figura . Finalmente, un punto de doble
tangencia p € ¥ es un punto con tangencia sobre ambos lados de . Si dicho punto es
una singularidad de tangencia tanto para f~ como para fT, es llamado singularidad de
doble tangencia. La existencia de este punto dependerd de que la interseccion entre los
conjuntos de tangencia sea no vacia, esto es, en el caso lineal, cuando exista interseccion
entre las lineas de tangencia. Las singularidades de doble tangencia se clasifican de la
siguiente manera:

= Visible: si la tangencia es visible en ambos lados.
» Invisible: si la tangencia es invisible en ambos lados.

= Visible-Invisible: si la tangencia es visible en uno de los lados del campo e invisible
del otro.

En particular, el caso cuando la singularidad de doble tangencia es invisible, se conoce
como singularidad de Teixeira.
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Figura 1.3: Singularidad de doble tangencia.

1.3. Existencia de singularidades de doble tangencia

Como se menciond en parrafos anteriores, la existencia de las singularidades de doble
tangencia esté fuertemente ligada con la aparicion de posibles escenarios de bifurcacién.
Por tal motivo, esta seccion estd dedicada al andlisis de la existencia de singularidades
de . Consideremos el SLF (|1.3]). Definamos los hiperplanos

m={zeS :cf(x)=0}, m={zxecS:cff(z)=0}. (1.5)

La caracteristica de estos hiperplanos es que estan conformados por puntos en los
cuales las 6rbitas de los campos f~(x) y f(z) son paralelas al hiperplano ¥. En particu-
lar, los conjuntos de intersecciéon de cada uno de los hiperplanos con 3 son los conjuntos
de tangencia, esto es L1 = 11 NX y Ly = moNX. Asi, para que existan singularidades de
doble tangencia, los conjuntos de tangencia se deben intersecar. Para ello, consideremos
el sistema lineal de ecuaciones algebraicas,

Tx=1b (1.6)
CT Co
donde T = | ¢ A; |, lamada matriz de Teizeira, y b= | —c'b; | . Por el Teorema de
CTA2 —CTb2

Rouché-Frobenius (Teorema [A.1]), el sistema (1.6]) tiene

= solucién unica si Ran(T) = Ran(T|b) = n,
» infinidad de solucién si Ran(T") = Ran(T|b) < n,

» sin solucién Ran(T") # Ran(T|b).

Ver Figura De esta forma, la existencia de singularidades de doble tangencia
depende de la existencia de las soluciones de . Note que dado que el sistema (|1.6))
esta formado por tres ecuaciones lineales con n-incégnitas, la solucion tnica sélo podra
presentarse en las dimensiones n =2y n = 3.
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(a) Solucién tnica (b) Sin solucién (c) infinidad de soluciones

Figura 1.4: Existencia de singularidades de doble tangencia.

1.4. Bifurcacion pseudo-Hopf

Como se ha dicho, en [42] se present6 un panorama general de todas las bifurcaciones
de codimension uno que se pueden llevar a cabo en un sistema suave por pedazos discon-
tinuo en dos dimensiones. La mayoria involucran cambios en la topologia del segmento
deslizante o de cruce, o cambios en la estabilidad del segmento deslizante. Haciendo un
breve anaélisis, considere un SLF en el plano que depende de un pardmetro de la forma,

[z, p) = Ai(pw)x+bi(p), si o(z,p) <O,
[z, ) = Ag(p)w + ba(p), si o(x,p) > 0.

donde » € R?, p € Ry o(z, 1) = ¢! (u)x — co. Consideremos que cambios en el pardme-
tro u del sistema provocan movimiento de las singularidades de tangencia a lo
largo de la recta de conmutacion y por tanto dos de éstas pueden colisionar. El tipo de
bifurcaciéon que ocurra cuando un punto de tangencia de f~ y un punto de tangencia
de fT colisionan en un punto gy € ¥ depende de la visibilidad de cada uno de estos
puntos. Uno de los casos relevantes que presentan los autores, sin demostracion, es el de
la bifurcacién pseudo-Hopf, la cual se produce cuando dos singularidades de tangencia
invisibles colisionan cuando el pardametro u = ug, provocando un cambio de estabilidad
en la regién de deslizamiento, asi como la creacién o destruccién de un ciclo limite (ver
Figura .

En [I0], los autores establecen bajo qué condiciones una familia de SLF con una
recta de conmutacion, la cual satisface la condicién genérica de tener un punto de tan-

gencia en cada zona, presenta la bifurcacién pseudo-Hopf. Dicho resultado se enuncia a
continuacién

&= f(z,p) = { (1.7)

)

Teorema 1.1. (La bifurcacion pseudo-Hopf, [10]). Considere el SLF en R*

P {f‘(w) =Aix+ b si o(x) <0, (1.8)

[T (z) = Agx + by si o(x) > 0.
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B< 1= Ho 1> po

Figura 1.5: Bifurcacién pseudo-Hopf en R?.

Si los vectores {c, A'c} son linealmente independientes, para i € {1,2}, con v2 > 0,
entonces existe un homeomorfismo que transforma el sistema @ en

( 0 1 0
F~(y) = Y+ sty <0,
c1 C2 Y271
0 1 b
Ft(y) = + si > 0.
(v) <d1 dz) Y <7“2 + d2b> v

Ademds, siry > 0 yre <0, entonces para cada b suficientemente pequena, con bAg < 0,
el sistema @ tiene un unico ciclo limite de cruce. Si Ay < 0, el ciclo limite es estable,
mientras que si Ag > 0, el ciclo limite es inestable, donde

c2  do .
rorr e St >0, <O,
A le%) st r1 >0, ro=0,
0= .
oq st r1 =0, 7ro<O0,

%+% st r1 =0, ro=0.

y «;, B; son respectivamente la parte real e imaginaria de los eigenvalores correspondien-

tes a las matrices 0 1 0 1
c1 ¢ y di do)’

En este capitulo presentamos las propiedades principales de los sistemas Filippov
asi como aquellos conjuntos de puntos que nos ayudan a describir la dindmica de estos
sistemas, especialmente alrededor y sobre la variedad de conmutacién. Particularmente,
mencionamos que las singularidades de tangencia, conforman las fronteras entre las tres
regiones que hay sobre Y asi como una caracteristica de éstas, la invisibilidad, la cual
sera de suma importancia en la busqueda de soluciones peridédicas como lo muestra el
teorema de la bifurcacién pseudo-Hopf en dos dimensiones mostrado al final.



Capitulo 2
Forma normal para SLF en R?

En este capitulo describiremos el escenario de estudio en el que estd basado este
trabajo, junto con sus propiedades fundamentales, asi como las hipdtesis necesarias para
generarlo. En seguida, se presentara el primer resultado de relevancia que es el de una
forma normal para dicho escenario, la cual simplificara los cdlculos en la futura bisqueda
de ciclos limite. Terminaremos con una seccién dedicada a analizar las propiedades de
dicha forma normal.

2.1. SLF sin singularidades de doble tangencia

Consideremos el SLF en R? separado por el plano ¥ = {z € R3 : o(z) = ¢’z —co = 0}
dado por
. f(x) = A1z + b1, si o(x) <0,
b= =47 ") - olo) (2.1)
fT(x) = Asx + be, si o(x) >0,

con Ay, Ay € Msy3, by, ba,c € R? v ¢ € R. En primer lugar, asumiremos que cumple la
hipotesis genérica:

(H1) Los pares de vectores {c, ATc} y {¢, Alc} son linealmente independientes.

Bajo esta hipdtesis, el plano ¥ tiene intersecciones con los planos 7 y me, ambos
definidos en (1.5)). Cada una de estas intersecciones entre planos representan lineas rectas,
a las que denotaremos, respectivamente, como

Li=YXNm, Lo=XNm. (2.2)

De manera genérica, las lineas Ly y Lo contienen, cada una, un punto cispide el cual
las divide en dos segmentos de recta, uno constituido de singularidades de tangencia
invisibles y otro de singularidades de tangencia visibles [19]. En casos no genéricos, las
lineas pueden estar constituidas completamente por puntos cuspides, singularidades de
tangencia invisibles o singularidades de tangencia visibles.

15
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Estamos interesados en el caso donde no existan singularidades de doble tangencia,
es decir, que no exista interseccién entre Ly y Lo. Por el método de Rouché-Frobenius,
el sistema no tendrd singularidades de doble tangencia en dos casos: si Ran(T) =1
y Ran(T|b) =2 o si Ran(T) =2y Ran(T|b) = 3. En el primer caso, tenemos que

T T

c c Co
T=mc"| yTb=| mict —c''by
Yac Yoch —cTby

Ahora, consideremos el producto (¢! f~(z)) (¢’ f*(z)), con € ¥, entonces

(CT(AMU + bg)) (CT(Agx + bz)) = (mclz + 1) (yacTz + Tby)
= (y1¢c0 + c"by) (v2c0 + " ba).

De esta manera,

Yas st (m1c0+ chl) >0 y (7200 + CTbQ) <0,
Yrs si (mco+clb) <0y (y2co +cTha) >0,
Y=%. si (meco+ chl)(vgco + chg) > 0.

Dy
Dy

Claramente 03 U0Y..UJY,. = (), por lo tanto el sistema no presenta puntos de tangencia
por lo que sobre el plano de conmutacion, solamente hay una de las tres regiones posi-
bles (cruce, deslizamiento atractor o deslizamiento repulsor). Como se ha mencionado,
buscamos que existan regiones de deslizamiento y cruce sobre ¥, por lo que descartamos
el primer caso. Asi, nuestro escenario deseado serd el segundo caso y asumiremos una
segunda hipdtesis:

(H2) (2.1) satisface que Ran(T) =2y Ran(T|b) = 3.
De esta condicién podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que

AT c=yc+mAlc, (2.3)

con 2 # 0 (debido a la hipétesis (H7)). Ademas, es posible simplificar la matriz aumen-
tada (T'|b), obteniendo

CT C ResR R B CT Co
vRa— _
CTAl —CTbl 3 3—Y1f1—y242 CTA1 —CTbl
CTA2 —CTb2 0 —CTbg — Y1Co + "}/QCTbl

En primer lugar, introduciremos el parametro

= Loy + Yico — ’chTbl. (2.4)
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(a) infinidad (b) sin solucién

Figura 2.1: Existencia de singularidades de doble tangencia.

Con dicho pardametro serd posible notar la colision entre las lineas de tangencia Li y
Lo, ya que si u # 0, entonces Ran(T|b) = 3, por lo que no existe solucién, es decir
Ly y Lo son paralelas y si u = 0, entonces Ran(T'|b) = 2, por lo que existen una
infinidad de soluciones. En consecuencia, L1 = Lo (ver Figura. Maés atn, estas lineas
representan las fronteras entre las tres regiones sobre Y. Para hacer un andlisis acerca
de la configuracién sobre el plano de conmutaciéon, definimos los conjuntos abiertos D,
como la regién delimitada por Ly y Lo, y D* = 3 — (L1 U D U L) que es el resto del
plano. También, observemos que

d=cx ATec (2.5)

representa el vector direccién de dichas lineas. Asi, tenemos que parap, € L1y pg € Lo,

Li={py +sd|s€R} y Ly={pd +sd|scR}

Ahora, podemos definir todas las rectas paralelas a L1 y Lo en X: para u € R,

Ly ={py +u(py —pg) +sd|s € R}. (2:6)
Observe que Lo = Ly, L1 = Lo, L, € Dsiu € (0,1) y £, € D* para cualquier otro valor
de u. Con ayuda de las rectas £, podemos clasificar las regiones en las que se divide el

plano de conmutacion ¥ a partir del siguiente lema.

Lema 2.1. Las regiones sobre el plano de conmutacion se clasifican de la siguiente
manera:

1. Sive >0, D=3, y D* = ¥..

2. Sivg <0, D=3, yD* =3,
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Demostracion. Sea x € Y. Primero, notemos que

I fH(z) =T Agz 4 Ty
= (fylcT + ’ygcTAl)a; + ¢T'by
= yocl Az + y2e"by — v2cT by + vico + T by
=yl f () + p.

Ahora, consideremos el producto

(" F7 @) (@) = (" f (@) + ulc [~ (). (2.7)

Como se mencioné en el capitulo anterior, si el producto anterior es positivo, la region
correspondiente es regiéon de cruce, y, por el contrario, si es negativo, correspondea una
es regién de deslizamiento. Después, definimos la funcién h~ : ¥ C R? — R como

h™(z) =l f(x).

Si, ademds, llamamos z = h™ (z) € R, podemos definir el producto (2.7)) a través de la
funcién cuadratica Z : R — R dada por

Z(2) = 122" + pz, (2.8)
cuyas raices son z =0y z = —%. En la Figura se pueden ver los distintos escenarios

para (2.8), dependiendo de los signos de u y 2. En seguida, podemos ver que para
x € L,, tenemos que

z=h"(z)=c f(z)
= cTAl(pa +u(pg —pg) + sd) + 'y
= T Ay (py + sd) + by + ucT Ay (pf — py)
= uc’ A1 (p§ — py)

u _ _
= (" Aa(pg —po) — e’ (o —py))

u _
= %(CTAzpff — " Agpy)

u _
= %(—chg — CTAng )
u
= —%(CTID + 710 — Y267 b1)
o p
= —U.
72

Y, asi, sustituyendo en (2.8)), tenemos que
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Z(z) Z(z)

a) b)

Z(z) Z(z)

c) d)

Figura 2.2: Escenarios de Z(z): a) 72 >0y u>0,b) %2 >0y u<0,¢) %2 <0y x>0
yd) 72 <0y p<0

|=

Z(z)

(2
!

V2
2
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72 2
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72

=
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[\)

Con lo anterior, supongamos que 2 > 0. Si u € (0,1), x € Dy Z(z) < 0, entonces,
D es regién de deslizamiento, y si u € R —[0,1], x € D* y Z(z) > 0, entonces D* es
regién de cruce.

Por el contrario, si 9 < 0 Siu € (0,1), x € Dy Z(z) > 0, entonces, D es regién de
cruce, y siu € R —[0,1], x € D* y Z(z) < 0, entonces D* es regién de deslizamiento.

La Figura muestra los distintos escenarios para las regiones D y D* sobre X.
Notemos que cuando 2 < 0, el plano de conmutacién estd dividido por una franja de
cruce, delimitada por las rectas Ly y Lg, que estd entre dos regiones de deslizamiento,
a diferencia de cuando v > 0, ya que dicha franja ahora es la region de deslizamiento
y separa dos regiones de cruce. En este trabajo estamos interesados en esta ultima
configuracién, ya que buscaremos ciclos limite de cruce que vayan de una de las zonas de
cruce hacia la otra rodeando la franja de deslizamiento. Asi, como consecuencia del lema
anterior, es posible caracterizar la franja de deslizamiento que ocurre cuando v > 0.
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Figura 2.3: Regiones sobre el plano de conmutacién. A la izquierda: v9 > 0y p < 0. A
la derecha vo < 0

Corolario 2.1. Supongamos que vo > 0. Entonces, st p < 0, D = X5 y st p > 0,
D =%,

Demostracion. Sea x € D. Comenzamos suponiendo que p < 0, entonces

T (x) = f%u >0y i) = (@) +p=p(l - u) <0,
con lo que podemos ver que D es una region de deslizamiento atractor. Por otra parte,
si u > 0, entonces

f(x) = —%u <0y ff (@)= —nc f (@) +pn=pl—u) >0,
por lo que D es una regién de deslizamiento repulsor.

El objetivo de este trabajo es mostrar el desdoblamiento de una linea de doble tan-
gencia Ly de tal forma que las lineas paralelas de tangencia Ly y Lo delimiten una franja
de deslizamiento de tal forma que cuando dichas lineas cambian de posicién sobre X
después de colapsar en Lg, la franja de deslizamiento cambie su estabilidad. Se mostrara
que para algunas configuraciones de los puntos de tangencia, este cambio de estabilidad
de la regién de deslizamiento estara acompanado del nacimiento o destruccién de uno a
més ciclos limite de cruce (CLC).

2.2. Forma Normal

Con el siguiente teorema se establece una forma normal para el escenario con el cual
trabajaremos en el resto de esta tesis. Consideremos un SLF que satisface las hipdtesis
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(H1) y (Hg), con 7, > 0; es decir, un sistema que tiene sobre su plano de conmutacién
dos rectas paralelas, constituidas por puntos de tangencia, las cuales delimitan una franja
de deslizamiento. Para la construccién de dicha forma normal, utilizaremos como base
un punto de tangencia arbitrario p; € Ly y el punto po € Ly mas cercano a p;. Ademds,
definimos los valores

r1=c Arf(p1) = cF A (Aipr +b1) y
ro =l Ao f(po) = T Ag(Agpa + by),

los cuales, como se menciond en el Capitulo 1, nos mostraran qué tipo de tangencia
tienen los puntos p; y ps. Comenzaremos estableciendo una igualdad que nos sera de
utilidad en la demostracién de otros resultados.

Lema 2.2. ¢!(Aspy + b2) = vico — y2ct by + by = p.
Demostracion. Sabemos que p; € ¥. Entonces, por (2.3) y 71, tenemos que,

"(Agp1 + bg) = " Agpy + ¢y
= (yich + ot A)pr + T by
=1 p1 4+ v2c" Aipy + by
= v1c0 — 'ygchl +cl'by
= 4.

A continuacién, enunciamos el teorema de la forma normal para el SLF descrito
anterioremente.

Teorema 2.1. Supongamos que el sistema satisface (Hy) y (Hz), con 72 > 0.
Entonces, el cambio de coordenadas lineal por pedazos

y = h(z) = 72Q1(z —p1), si o(z) <0, (2.9)
Qa2(x —p1), si o(x) >0, '

donde

el cr

Q= |[cTA1| y Qa=[c"A

dT "YQCZT

son matrices invertibles, transforma el sistema en
fHy) = Ay +ba, si y1>0, '

con
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/0 1 0\ [0 1 0\ _ 0\ "
Ai=|c1 e c3|, Aa=\|di dy d3|, bi=|vri], bo=|re+pd |,
¢4 C5 Cp dy ds dg Y251 s9 + pds

s1=d"(A1p1 +b1) y s2 = y2d? (Aaps + ba).

Demostracion. En primer lugar, aplicamos el cambio de coordenadas al plano Y. Esto
es, para x € X,

yocl (x —p1) 0
YQi(x —p1) = VQCT;h@ -m) | = 'YQCT;}l(x —p1) |, sio(x) <0,
_ Yod' (x — p1) Yod' (z — p1)
h(x) - CT(.T o pl) 0
Q2(x —p1) = ' Ag(z — p1) | = yocl Ay (z — p1) |, si o(z) <O.
Yod® (x — p1) Yod" (z — p1)

Esto muestra que h transforma ¥ en el plano Y = {y € R | y1 = 0}. Después, por
(Hy) y (2.5), es facil ver que Q1 es invertible ya que ¢’, ¢’ Ay y d” son linealmente
independientes. Para (02, notemos que

cx Ale=c¢x (e + AT ¢)
=y(e x ¢) + 72(c x A ¢)
= 72d7

por lo que ¢!, ¢ Ay y 42d"” son linealmente independientes y Qo es invertible y ademads
tenemos que

1 CTQl_l 1 1 CTQ;I 1 6,{
I=Q1Q7" = [TA4Q7" | =Q0Q5" = CTAzQz_l =lel
d'Q;t Y2dT Q5 ey

Ahora, aplicamos el cambio sobre los campos. Para o(x) < 0,
y =70z
=72Q1(Ad1z + b1)
1
=20Qi(A[Z 01"y +pil +by)

= Q141Q7 'y + 12Q1(A1p1 + by)
= xzhy + 51,
donde
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T AQT! 0 1 0
A1 = QlAlQl_l = CTA%Ql_l =\|c ¢ c3], (2.11)
v{AlQl_l cy €5 Cg
y
. Yocl (A1p1 + by) 0
b1 = 72Q1(Aip1 +b1) = [ v2cT Ar(Aipr +b1) | = [ 72m
YodT (A1p1 + b1) Y281

De manera similar, para o(z) > 0,

§ = Qoi = Agy + by,

donde
T A2Q5° 0 1 0
Ay = QA5 = TA3QY | =|di do ds3 ],
YodT A5Q5* ds ds dg
Y -
by = QQ(AQp]_ + bg) (212)

Para simplificar (2.12]), definimos el vector

v =po — P1. (2.13)

Como podemos observar, v € X y es perpendicular a las rectas L1 y Ls, ya que, como se
mencioné anteriormente, ps € Lo es el punto més cercano a p; € Li. Adema&s, notemos
que
" Agv = ¢ Ay (p2 — p1)
= CTA2p2 — CTA2p1 + CTbg — CTbg
= " (Agpa + ba) — " (Agp1 + bo)
T
=c [fT(p2) —
= M,

con lo que tenemos que
Tv=0, TApw=—py dv=0 (2.14)

Por otra parte, supongamos que Q;l = (w1 Wa wg). Entonces, existen 41, d9, 03 € R
tales que
v = d1w1 + daws + d3ws3 (215)

y, ademds

CT cTw1 CT’U)Q CT’LU3

QQQ;J': CTA2 (wl wo w3>: CTA2w1 CTA2w2 CTA2w3 =1. (2.16)
Yod Yodtwy  ypdTwy  yedTws
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Con lo anterior, podemos ver que ¢’ v = 81, ¢/ Agv = 0o, y y2d’ v = 3. Asi, por (2.14)
y (2.16)), tenemos que

51:07 52:_M7 y 53:07

y, por ende, llegamos a que

V= —pws.

Finalmente, notemos que p; = py + pws, por lo que cuando p = 0 (es decir, cuando
colapsan Lj y Ls), entonces p; = po. Ademds, sustituyéndo la expresiéon para p; en

(2.12)), se obtiene

by = Qa(Asp1 + bo)
= Q2(A2(p2 + paw2) + b2)
= Q2(f " (p2) + nAsw)

(T (p2) + pAgws)
= | " Aa(fT (p2) + pAgws)
Yod ' (fT(p2) + pAsws)
i
= |ro+pda |,
S + ,ud5

obteniendo asi (2.10)).

2.3. Caracteristicas de la Forma Normal

En seguida, hacemos un breve andlisis acerca de las caracteristicas que genera el
cambio de coordenadas (2.10)).

Como ya se dijo, & = {y € R?|y1 = 0} es el nuevo plano de conmutacién y, ademés,
vemos que ¢ = e;. El siguiente corolario establece la Y-equivalencia del cambio de coor-
denadas, es decir que las regiones de deslizamiento y de cruce sobre X se mantienen sobre

3.

Corolario 2.2. Si vy, > 0, entonces h(Xq) = (X,), con a € {as,rs,c}

Demostracion. Sabemos que para x € X,

0 0
h(z) = 'ygcTAl(a: -p1) | = CTAQ(J: —p1)
Yod" (2 — p1) Yod" (2 — p1)
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Entonces,
- Y2cl A1 (x — p1)
er [~ (h(z)) = (1,0,0) ()
()
= yoc" Ay (z — p1) + 72" by — y2c" by
= yocl (A1 + by) — yoct (A1py + b1)

= 720Tf7(x)7

- cTAs(z —p1) + 1
e1 fT(h(x)) = (1,0,0) ()
()
=T Ay(z — p1) + L (Agpr + by)
cT(AQQ: + b)) — T Aopr + ¢ Aopy

=L fH(a).

Después, para localizar las rectas de tangencia, comencemos aplicando el cambio de
coordenadas a los planos w1 y 7o. Para y; <0,

() = cT<A1<jQQ;1y o) 4 by)

1 _
= %CTA1Q1 Ly + ' (Aipr + br)
1 7
= —e y
72 2
1
= —yQ'
V2

Asi, tenemos que 71 = {y € R3|y; <0, yo = 0}. Para y; > 0,

I (x) = " (A2(Qr 'y +p1) + b2)
=" A1Q Y + T (Apr + b)
= eyt p
= Y2 + M.
Por lo que 72 = {y € R*|y; >0, yo = —u} y las rectas de tangencia estdan dadas por

Li=YN7={yeR®|y1 =0, yo=0} y
Ly=SNwa={yeR3|y1 =0, yo=—pn},

y asi, también podemos ubicar las regiones de deslizamiento y cruce sobre el plano de
conmutacién ¥ de la siguiente forma:
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/

Y- Y3 Y3
3 + + _ \ +
¢t o % e et
ic = ’\ Zc ZC i -
BB s s,
o < I
\
- J
? >y ?\$ y It

2 2 Y,

u<o n=0 w>0

Figura 2.4: Regiones de deslizamiento y escape.

iasz{yei]y2>07 yQ+M<0}7
Srs ={y €S |y2 <0, y2+ p > 0},
Se ={y € Syalya + p) > 0}
Con lo anterior, se puede ver que la region de deslizamiento sobre Y es una franja
horizontal delimitada por las rectas verticales L1 y Lo. Finalmente, por el Corolario

si u < 0 dicha franja serd regién de deslizamiento atractor y si p > 0 serd regién de
deslizamiento repulsor (ver Figura .

Por 1ltimo, de acuerdo a las definiciones del Capitulo 1, podemos clasificar los puntos
de tangencia de ) de la siguiente manera. Primero, los puntos de tangencia para f
son de la forma
El punto (2.17) serd una singularidad de tangencia de (2.10) si

1(y) = el A1f~(y) = yor1 + c3y3 # 0,

la cual sera de tipo invisible 7;(y) > 0 o de tipo visible si 71(y) < 0. Por otro lado, el
punto ([2.17) serd un punto cuspide si

F1(y) =0, ef A3 (y) = v2(c3s1 — cgr1) # 0

y los vectores

{(1,0,0), (0,1,0), (0,1,¢3)}

son linealmente independientes, es decir, si c3 # 0. De manera semejante, los puntos de
tangencia para f1 estdn dados por
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Y= (07 _u7y3) € [~’2' (218)
Y el punto (2.18) serd una singularidad de tangencia de ([2.10) si

Pa(y) = el AsfT(y) = ra + dzys # 0,

la cual serd de tipo invisible 72(y) < 0 o de tipo visible si 73(y) > 0. Finalmente, el punto
(2.18) serd un punto cuspide si

T2(y) =0y eriplegﬁ(y) = d3sy — dgra # 0.

y los vectores

{(17 Oa O)a (07 17 O)a (07 17 d3)}
son linealmente independientes, es decir, si ds # 0.

En este capitulo presentamos la forma normal para las familias de SLF que tienen dos
lineas de tangencia paralelas que delimitan la region de deslizamiento sobre la variedad
de conmutacién. Encontramos que esta forma normal depende de un parametro p el
cual nos permitird saber si la regién de deslizamiento es atractora o repusolra, asi como
manipular la posicién de las lineas de tangencia y lograr que colapsen en una linea de
singularidades de doble tangencia, lo cual es un elemento importante en la bifurcacién
pseudo-Hopf como se verd en el siguiente capitulo.
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Capitulo 3
La bifurcacién pseudo-Hopf

En este capitulo se presenta el resultado mas importante de esta tesis, el teorema de
la bifurcacion pseudo-Hopf en el escenario ya descrito y para el cual se ha encontrado una
forma normal. Primero se presentardn las propiedades necesarias para poder enunciar el
teorema y después se desarrollard su demostracion.

3.1. Teorema de la bifurcacion pseudo-Hopf

Consideremos la forma normal (2.10]),

y:f( ): f:_(y):Aly_’_I;lv 51 y1<07
[T(y) = Ay +be, si y3 >0,

con
/0 1 0\ [0 1 0\ _ 0\ "
Ar=|c1 ¢ 3|, Aa=|di da d3]|, bi=|veri], bo=|ro+puds |,
€4 C5 Co de ds dg Y251 So + pds

s1=dT(A1p1 +b1) y s = y2d? (Aaps + by). Estamos interesados en el caso donde existe
un intervalo para ys, el cual satisfaga

71(0,0,y3) >0 y 72(0,—p,y3) <0,

es decir, un intervalo donde L1 y Lo tienen singularidades de tangencia invisibles. Con
esta configuracién, los flujos de f~ y f* mapean érbitas del plano de conmutacién a
si mismo, dando la posibilidad de encontrar, como se mostrard mas adelante, érbitas
periddicas. Para este fin, podemos ver que

h(p1) = (0,0,0)" y h(p2) = (0,—p,0)".

Mais atin, notemos que las visibilidades de estas singularidades de tangencia estdn dadas
por

71(0,0,0) = y2r1 y 72(0, —1,0) = r2. (3.1)

29
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Entonces, asumiremos que se cumple la siguiente hipdtesis:

(Hs) Existen p; € Ly y po € Lo, donde py es el punto mds cercano a pj, tal que
ri = cT A (Aipr + 1) > 0y rp = ¢ Ay(Aapy + by) < 0.

Por (3.1)), esta hipétesis nos asegura que los puntos (0,0,0) € L1y (0,—p,0) € Ly son
singularidades de tangencia invisibles para f~ y fT, respectivamente. M4as atin, como
las funciones

71(y) = Yor1 + c3y3 para y € n

Fa(y) = ro + d3ys para y € Lo

son continuas, entonces existe un intervalo de valores para ys,

It ={ys €R:yar1 +c3y3 >0 y ro+dgys <0} (3.2)

que contiene a y3 = 0, es decir, existe un segmento de la recta Li, el cual contiene al
punto (0,0,0)7 y otro segmento de Lo el cual contiene a (0, —u,0)7, los cuales estdn
compuestos inicamente por singularidades de tangencia invisibles. Ademas, recordando
que cuando p = 0 las lineas de tangencia colapsan en una linea de doble tangencia
Lo, el intervalo I se convierte en un intervalo de singularidades de doble tangencia de
tipo invisibles, el cual llamaremos segmento de Teizeira. En el caso particular donde
c3 = ds = 0, se tiene que Ly y Ly son lineas compuestas totalmente de singularidades de
tangencia invisibles, la cuales, al colapsar, crearan una linea de singularidades de doble
tangencia invisibles, I = R, llamada linea de Teizeira.

Por ltimo, para probar la existencia de un CLC, sera necesario establecer una tltima,
hipétesis:

(H,4) Existe una raiz vg € It de la funcién

V(v) = y2(r189 — 1251) + (Y2(der1 — d3s1) + c3s2 — cor2)v + (cads — cadz)v?,
tal que V'(vg) # 0.

Estd hipotesis asegura la existencia de un punto fijo para el mapeo de Poincaré que se
definird més adelante, este punto fijo significard un ciclo limite de cruce para el sistema.
Més ain, la hipétesis (Hy) implica la existencia de un psudo-equilibrio, en la forma
normal alrededor del cual el ciclo limite de cruce estard oscilando, como se ve en
la siguiente proposicion.

Proposiciéon 3.1. Considere la forma normal y suponga que se satisfacen (Hg)
y (Hy). Entonces, para cada p suficientemente pequeno, existe un pseudo-equlibrio, el
cual tiene una variedad invariante la cual cambia su estabilidad cuando p pasa por 0.
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Demostracion. Por (1.4]), sabemos que el campo vectorial deslizante de la forma nor-

mal (2.10)) estd dado por f; (y) = %3), donde A, = —p y el campo vectorial regularizado,

fr(y), definido sobre ¥ para pu =~ 0, esta dado por

U2 = —(ca — d2)ys — (c3 — d3)yays — ya(—72 + 1172 + (c2 — d2) ) — c3ysp — 17240
U3 = —(c5 — ds)y3 — (c6 — de)yays — ya(—s2 + s172 + (5 — d5) 1) — Caysit — S172/1

En bisqueda de los pseudo-equilibrios del sistema, observe que 2 = 0 si y sdlo si

(co — d2)y3 + ya(—r2 + 1172 + (c2 — d2)p) 4 r1y2p
(d3 —c3)y2 — cap

ys = hi(y2) =

vy 93 = 0 si y sélo si

(c5 — d5)y3 + ya(—s2 + 5172 + (c5 — d5) ) + s1y24
(de — c6)y2 — copt

Y3 = ha(y2) =

Asi, tendremos que hi(y2) = ha(y2) si y sélo si J(yz, 1) = 0, donde

Jy2, 1) = (hy2 +10)ys + (mays + moy2)p + (n1yz + no) i’
= Lys + (lo +map)ys + (mop + nip’)ye + nop®, (3.3)
con
lo = —cera+dera + c3so — dgsa + cer172 — der1y2 — 35172 + d3siye,
l1 = —c3c5+ cacg — cgda + csds + c3ds — dgds — codg + deG,
mo = —cera+c3s2 + 2c6m172 — der1y2 — 235172 + d3s172,
mp = —2c3¢5 + 2cocg — 2¢cgdo + c5d3 + 2¢3ds — dsds — cadg + dodg,
no = (667“1 - 0381)’72,
ny = —c3C5 + cacg — cgda + c3ds.
l
Ahora, notemos que para y = 0, J tiene una raiz doble yo = 0 y una raiz simple yo = —l—o,
1

para [ # 0. Entonces, para p ~ 0, J tiene las raices

!
mmﬁ=hu+mﬁ%mﬂm=ku+mf)ymWﬁ=—£+©W%

por lo tanto,
l
ﬂww):ldw—hu+aﬁD@er+me(m+£+0w0,

= lLys+ (lo—L(Ji + T2+ T3+ O(u?) v + (=lo(Ji + Jo)pu + O(u?)) o
+ (loJ1J21® + O(1?)) . (3.4)
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El objetivo es probar que —1 < J; < 0, esto es, probaremos que el punto

a(1) = (y2 (), b (o () € B,
y asi ¢(p) serd un pseudo-equilibrio de (2.10)). Para mostrar lo anterior, de (3.3)) y (3.4))

vemos que

—lo(J1 + J2) = myo
l(]JlJQ = nNyo
de las cuales obtenemos

Jy = —m0+\/m(2)—4lon0 v = —mo—\/m%—4lon0.

2[0 2lO

Ahora, de la hipétesis (Hy) se sigue que la funcién cuadratica V(v) tiene discrimi-
nante positivo, el cual estd dado por dy = m% — 4lgng, entonces Jq, Jo € R. Ademads,
vo € I7 implica que 71 = Yor1 +c3vg > 0y 7o = 19 +d3vg < 0. Si reescribimos lo anterior
como

T1 — €300 _
T = T Yy Tro=7To— dgv(), (3.5)

vemos V' (vg) = 0 implica que

T1582 — T25172
- = 7 ~
ceT2 — deT

y sutituyendo (3.5) y (3.6 en J; obtenemos que

vy = (3.6)

T1
Ji=—

o

es decir —1 < .J; < 0. De igual manera, sustituyendo (3.5)), (3.6) v y21 en hi(y2) obtene-

mos que

hi(Jip + O(u?)) = ha(Jip + O(1?)) = vo + O(p).

Finalmente, definimos Ag(p) = Dfs(q(p)) = D fs(Jip+ O(u?), vo + O(1)) y obtene-
mos que

T1 — T2

o1 + +0(un) a2+ O(w)

K
a2 + 70 + O(w) gy + O(p)
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cuyos eigenvalores estan dados por

-7
AM(p) = lu 2 4 K+ O(p),

Aa(p) = Kaz+ O(n),

para algunas constantes K, Ko, donde podemos ver que A;(u) cambia de signo cuando
1 pasa por 0.

Observacion 3.1. Si la funcion cuadrdtica V(v) tiene dos raices en Ir, entonces la

forma normal tiene dos pseudo-equilibrios.

Como consecuencia de todo lo anterior, podemos enunciar el teorema mé&s importante
de este trabajo, el cual establece que bajo las hipdtesis (Hg) and (Hy), la forma normal
(2.10) da lugar a la bifurcacién pseudo-Hopf.

Teorema 3.1. (Teorema de la bifurcacion pseudo-Hopf). Suponga que el SLF en R3

satisface (Hy), (Hz), (Hs) y (Hy4), con v2 > 0. Entonces, para cada p, con
uA(vg) > 0, el sistema tiene un unico CLC asociado con vg. Ademas,

i) si A(vg) >0y Y(vg) >0 el CLC es un sumidero,
i1) si A(vg) <0y Y(vg) <0 el CLC es una fuente y

i11) si A(vo)Y(vo) <0 el CLC es un ciclo tipo silla,

donde

A(vo) _ 1 (dg(?“g + dgvo) + d3(82 + dﬁvo) CQ(’szl + 031)0) + 63(’)/281 + C@UQ))

3 (r2 4 d3vg)? - (v2r1 + c3vp)?
T( 0) _ dgra — d3ss _ 'Y2(C67"1 - 0351)

~ (ro+dsvo)?  (yer1 4 cav)?

Observacion 3.2. Observemos que si cadg —cgds # 0, V(v) es un polinomio de sequndo
grado, por lo que es posible que existan dos raices de dicho polinomio en Ip. En este
caso, existen dos CLC’s, cada uno ellos asociados a cada una de las raices.

3.2. Demostracion del teorema

Consideremos la forma normal 1) Denotemos por ¢, y ¢; a los flujos para y; < 0
y y1 > 0, respectivamente. Primero, definimos las regiones
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Di={yeX|y<0,y3€lr} v Do={yeS|ya>—pu,ys € Ir},

sipu<0,y

Di={yeX|yp<-—pmys€lr} y Da={yeX|ys>0, 93¢ Iz},

si p > 0. Debido a la invisibilidad de las singularidades del intervalo I, en cada una de
las rectas L1 y Lo, podemos ver que el flujo ¢~ mapea puntos de Dq en puntos de Dy y
el flujo ¢ mapea puntos de Dy en D;.

0
Para probar la existencia de un CLC, encontraremos puntos ¢ = |ui | € Dx,
U1
0
q2 = | us | € Do y tiempos t1, t2, tales que el sistema
()
oy, (q1) = g2,
o7 (42) = qu, (3.7)

tenga solucién. Con este fin, tenemos que la solucién del sistema (2.10]) para y; < 0 estd
dada por

- t1 .
or, (y) = el (y+ /O e—sAlblds) (3.8)

(Teorema |A.1)), ademds, por propiedades de la matriz exponencial (Definicién [A.1)), te-
nemos que

S W LSt

Sustituyendo esta expresion en la integral de (3.8)), obtenemos

- [ —sAq 7 s? AT t
bl ) € dS:bl SI*§A1+§A171A1+|0
t3

. o
yﬁm—@£m+m

- 2. .
=tb) — ﬁAlbl +

por lo que
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t1 -
by, (1) = i ((11 +/ €_SAlb1d8>
0

o e st
LR
q1 +t1by — 5A1b1 + §A151 - IAlbl + .
=q +t <A1Q1 + bl) + 17 —jAlbl + Aiby + §A1CI1
—f—ti{' <6A2b1 — *Ale + A2b1 + 6A1ql>
+ 11 (—2421?131 + 6/11{’131 A3b1 + A3b1 + A1q1>
. - 1. - - . -
=q1 + <A1Q1 + b1> +t] <2A1(A1Q1 + b1)> +t (614%(141(11 + bl))
1 . -
+ t] (24A§’(A1q1 + b1)> +
S VN PO e
=q+tf (@) + 5 A f (g 1)+§A1f (@1) + A1 (@) +
=q + 1t <I+ A+ 31'A2 ﬁAi’ - > f(q).
Y, llamando M (t;) = I + %fll + gi,fl% + %fl‘% + ..., hemos encontrado que, hallar la

solucién g2 = ¢;,(q1), es equivalente a resolver el sistema g2 = q1 + t1M (11) f*(ql), es
decir,

0 0 tief M(t1)f~(q1)
uy | = {u | + tlegM(tl)f; (q1) | - (3.10)
V9 U1 tleg (tl)f (QI)

De manera anéloga, la solucién del sistema (2.10]) para y; > 0 estd dada por

- to -
i (y) = €2 (y + / 68A2b2d8) :
0

y se podra observar que hallar la solucién de ¢q; = gzﬁj; (q2), es equivalente a resolver el

sistema ¢ = qo + taN (t2) f T (g2), donde N(ty) = I + & Ag + 2AQ 2121% + ..., es decir,

0 0 tacf N(t2) /" (a2)
up | = [ug | + | t2ed (h)[ (22) | - (3.11)
1 U2 tael N(t2) f*(g2)
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Finamente, el sistema (3.7]) es equivalente al sistema compuesto por (3.10]) y (3.11)).

Para resolver este nuevo sistema, consideremos la primera ecuacién de (3.10)) y definamos
la funcién

Fi(t,ur,v1) =ef M(t1) f~ (q1)

ty
=uy + 5(’727“1 + couy + c3v1)

2
+ El (crur + ca(vyar1 + couy + c3v1)

+63(’)/2$1 + csuq + 06'01) +...,
la cual satisface que
OF' 1
F1(0,0,v1) =0y 871(0707’01) = 5(727’1 +c3v1) # 0.
1

Entonces, por el TFI existe una funcién ¢;(uj,v1) tal que Fy(t1(ui,v1),u1,v1) = 0 en
una vecindad de (0,0, v1). Tal funcién la propondremos de la forma

ti(uy,v1) = ai(vy)ug + ag(vl)u% + O (]u1|3) . (3.12

)
Hallaremos los coeficientes a;(v1) y az(v1) de haciendo la composicién F (t1(u1, v1), u1,v1)
recordando que en (u1,v;) = (0,v;) tiene que ser cero y asi cada coeficiente de Fi (¢1(0,v1),0,v1),
se iguala a cero, se plantea un sistema de ecuaciones y se encuentran los valores de a1 (v)

y az(v), obteniendo

2 2 (ca(y2r1 + c3v1) — 2¢3(7v251 + cov1
o uy ( (7 ) (73 ))u% +0 (|U1‘3) )
Yor1 + €C3V1 3(727“1 + 631)1)

ti(ur,v1) =

Ahora, sustituimos ésta en la segunda y tercera ecuacién de (3.10)), obteniendo

2
(c2(yory + c3v1) + 03(72251 + 661}1))1&% +0 (lwl?),
3(’)/27’1 + C3U1)

Uy = —Uu1 +

2
vy = — (v281 + 06U1)U1 + oy
Y211 + €3v1
2(v981 + cgv1) (2 (cary 4+ 3cgr1 — 2¢381) + cac3v1 + c3c6v1
+ (7 )(7( gt ) )u%_‘_o(‘ul’?:)
3(y2r1 + c3v1)

(3.13)

Con lo anterior, definimos la funcién hq : D1 — Dy como

hi1(uy,v1) u2
hi(ur,v1) = 3 ’ = ;
12(u1,v1) V2
donde uy and vy son las ecuaciones (3.13)). De manera similar, consideramos la primera
ecuacion de (3.11)) y definimos la funcién
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Fy(ta, uz, v2) =e{ N(t2) f(q2)

t
=ug + p + g(dQ(UZ + p)re + dsva)
2
+ EQ (dl(UQ + ,u,) + dg(dg(UQ + ,IL)T’Q + d3’U2)
+ds(ds(ug + p)s2 + dev2)) + .. .,

la cual satisface que

o0F»

1
F>(0,—p,v2) =0 y 872(0’ —p,v2) = 5(7’2 + d3va) # 0.

Entonces, por el teorema de la funcién implicita, existe una funcién te(ug, vs) tal que
F5 (ta(—p,v2), — 1, v2) = 0 en una vecindad de (0, —p, v2), la cual, haciendo un desarrollo
similar al de ¢ (u1,v1), hallamos que estd dada por

2 (up+ 1)
——(u
ro + d3vsg 2T H

Q(dQ(TQ + dgvg) — 2d3(82 + dgvz))
3(7’2 + dgvg)?’

ta(ug,v2) =

(uz + p)* + O (Juz/?) .

Sustituimos t9(uz2,v2) en la segunda y tercera ecuacién de (3.11f), obteniendo

2(d2(7“2 + d31}2) + d3(82 + dﬁvg))
3(rg + dsv2)?

Uy = — 2 — ug + (2uop +u3) + O (Juaf?)

2(82 + d602)
v =———"—Wu+tu))tv
' 2 + d3va (hFuz) + vz (3.14)

n 2(52 + d@UQ)(dQTQ + 3dgre — 2d3so + dadzvg + d3d6’l)2)

2
3(7_2 + d3’02)3 (2U2M + u2)

+ O (|’LL2|3) .
Y asi, definimos la ecuacién hg : Dy — D7 como
hat (us2 112)) <u1)
ho(us, v9) = ’ = )
2(uz, 02) <h22(U2,712) U1
donde wu; y v; son las ecuaciones (3.14]).

Finalmente, para terminar de resolver el sistema (3.10)-(3.11)), definimos el mapeo
de Poincaré P : D1 — D1 como

Pl o) = (i1, 0)) = (e ). (3.15)

donde P, y P> estan dados en series de Taylor alrededor de v = . = 0 por
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B 4ds(re + d3v) + d3(s2 + dgv)

P =—2 2A O 3
1 (u, 0, p1) p+u+2A(v) 3 1 dy0)? up+ O (Jul?),
s9+dgv Y281 + cgv 2(v2s1 + c6v) (3.16)
Py(u,v,pu) =v+2 — U — + Ki1(v)u
2( Iu) <T2 +dsv  yer1 + C3U> Y2T1 + €3V H 1( ) H

+ Kg(v)ug + O (]u\?’) ,

donde,

(r2 + d3v)? (yar1 + c3v)?

A(U) :1 <d2(7“2 + dSU) + d3($2 + dgv) 62(727‘1 + 631}) + 03('7251 + CGU)>
3 .

Finalmente, para hallar el ciclo limite tenemos que determinar los puntos fijos del mapeo,
es decir los puntos (u,v) tales que

Pl(uvvvﬂ) =u

P(u,v, 1) = (u,v)T 6 { (3.17)

Py(u,v, ) = v

Para resolver este sistema, definimos las funciones

Hl(u,v,,u):Pl(u,v,,u)—u y HQ(U7’U7IU'>:P2(’U'71}7M)_U'

Asi, resolver (3.17)) es equivalente a resolver Hj(u,v,u) =0y Ha(u,v, ) = 0. Primero,
observemos que

OH;
Hi(0,0,0)=0 vy 210,0,0) = -2,
1( ) 3M( )

entonces, por el teorema de la funcién implicita, existe una funcién G(u,v) tal que
Hy (u,v,G(u,v)) = 0 en una vecindad de (0, v,0), la cual propondremos de la forma

G(u,v) = nq(v)u + ng(v)u? + O(|u?|)

v haciendo la composicién e igualando a cero, obtenemos que

1= G(u,v) = Av)u® + O(|u)?). (3.18)
Ahora, sustituimos la funcién anterior en Hy(u, v, 1) y obtenemos

u

H =
2(U>U’G(u’ U)) 3(72741 +63v)2(7f.2 —|—d3?})3

Hy(u,v),

donde

Ho(u,v) = Ro(v) + R1(v)u + Ra(v)u® + Ry(v)u® + ...,
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con

Ro(v) = 6(y2r1 + c30)(r2 + d3v)?V (v).

Entonces, por (Hy), existe un vy € Iy, tal que V(vg) = 0. Asi, R(vg) = 0y Hy(0,vg) = 0.
Miés atn, por (Hs) y (Hy), tenemos que

0Hy

v
y, por el teorema de la funcién implicita, existe una funciéon, la cual propondremos de
forma. polinomial, de la forma

——(0,v0) = 6(y2r1 + c3v0) (2 + d3vo)*V’ (vo) # 0,

v=f(u) =vo+ O(Jul) (3.19)
tal que Ho(u, f(u)) = 0 en una vecindad de (0, vp), y asi,

HQ(uv f(u)’ G(’LL, f(u))) =
en una vecindad de (0, v, 0). Por ultimo, sustituyendo (3.19) en (3.18]), obtenemos

= g(u) = G(u, f(u)) = Alvo)u” + O(|ul*). (3.20)

Asi, para cada p suficientemente pequenia con pA(vg) > 0, existe una u < 0, tal que

P(u, f(u), g(w) = (u, f(u))",

es decir, se ha resuelto (3.7) y encontramos un CLC asociado a vg. Finalmente, para
determinar la estabilidad de tal CLC, calculamos la matriz Jacobiana del mapeo (3.17)
evaluada en el punto fijo, obteniendo

G (u, f(u), g(w) G (u, f(u), g(w)

G (u, f(u), g(w) G2 (u, f(u), g(u)
1+ 4A(vo)u 0
- +Oluf?)
2u(Ka(v) + kY (vg)) 1427 (vo)u

P(u, f(u), g(u)) =

cuyos eigenvalores estan dados por

_ {1+2T(v0)u+(’)(u|2) (3.21)

1+ 4A(vo)u + (’)(|u|2),
donde

T(v) = dgry — d3sy  y2(cer1 — c351)
(r2+dgv)?  (y2r1 +c3v)?
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Asi, por (3.21)) y dado que u < 0, encontramos que

i) si A(vg) >0y Y(vg) > 0 el CLC es un sumidero,
ii) si A(vg) <0y Y(vg) <0 el CLC es una fuente,

iii) si A(vp)Y(vo) < 0 el CLC es un ciclo tipo silla.
[ |

En este capitulo se establecid el teorema de la bifurcacién pseudo-Hopf a partir de
la colisién de las lineas de tangencia, formando un segmento de Teixeira. Los resultados
nos permiten ver que es posible la aparicion de hasta dos CLC y cada uno de éstos
asociado a un pseudo-equilibrio sobre la region de deslizamiento. En el siguiente capitulo
se muestran algunos escenarios en los que se presenta dicha bifurcacion.



Capitulo 4

Aplicaciones de la bifurcacién pseudo-Hopf

El objetivo de este capitulo es el de ejemplificar diversos escenarios, los cuales se
fueron encontrando en distintas etapas de nuestra investigacion, que ayuden a ilustra-
rar el uso de los Teoremas y , asi como exhibir la relaciéon que existe con
investigaciones ya existentes, sobre todo con algunas aplicaciones dentro de la Teoria de
Control.

4.1. Ejemplo introductorio

La intencién en este primer ejemplo es mostrar el desarollo, paso a paso, de los
célculos necesario para probar las hipétesis de los Teoremas (2.1]) y (3.1]) en un escenario
sencillo y ver la existencia de un CLC. Para esto, considere el sistema

0 -1 0 -3
0 0 —1|z+| 0| sio(x)<0,
p=d N 0T . (4.1)
0 1 0 )
0 1|z+ si o(z) >0,
-5 4 —K

separado por el plano de conmutacién ¥ = {x € R? : o(x) = 22 — 23 = 0}. Comenzamos
observando que ¢ = (0, 1, —1) y se puede verificar que {c, AT c} y {¢, A¥'c} son linealmente
independientes, asi que se cumple la hipétesis (H7). Después, al calcular la matriz de
Teixeira y la matriz aumentada obtenemos

0o 1 -1 0o 1 -1
7'=1-1 6 6 | —|-1 -6 6 ],
-2 5 =5 0 0 O
0 1 -1 0 0o 1 -1 0
Tb=|-1 -6 6 —-1]—|-1 -6 6 -1 1,
-2 5 =5 —kK 0 0 0 2-=x

41
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con lo que notamos que si p = k —2 # 0, Ran(T) = 2 y Ran(T|b) = 3, por lo que
se satisface (Hz). Ademds, vemos que Alc = yic +vATc con vy = 17y 72 = 2. En
seguida, hallamos las rectas de tangencia, dadas por

L1:Eﬂm:{xGRS:xg—x3:0}ﬂ{xeR3:x1+6x2—6x3:1}
=(1,s,5)" para s € R,

ngEﬂWgz{xeR?’:xg—xgzO}ﬂ{xeRS:2x1—5x2+5x3:u+2}
—(+l

1+ §,S,$)T para s € R,

en su forma paramétrica y notamos que si y = 0, entonces, L1 = Lo.

Ahora escogeremos los puntos de tangencia de estas rectas para posteriormente hallar
el tipo de visibilidad que tendran. Comenzamos generalizando el punto p; de la forma
(1,s,s)T y encontraremos el punto més cercano a él, sobre Lg, haciendo ps = p1 — pws.
Recordemos que Q5 - (w1 wo U)3), asi, para obtener ws, calculamos d = ¢ x Al'c =

T
c
(0,1,1)T v Q2 = | ¢T Ay |, ademds de su inversa, obteniendo que wy = (—2,0,0)7,
Y2d
finalmente, po = (1 + 4,s,5). Note que en este caso el punto py coincide con la forma
paramétrica de Lo, sin embargo, esto no pasara siempre, como se vera en ejemplos
posteriores. Enseguida, tenemos que las visibilidades estan dadas por

r = A (A1(1,s,8)+b1) =3+s,

ro =l Ay(Ag(1 + g,s, s)+by) =2(=5+s),
con lo que podemos ver que, si —3 < s < 5, r; >0y re < 0, tendremos singularidades
de tangencia de tipo invisible. Especificamente, si s = 0, tenemos que 1 = 3y ro = —10,

cumpliendo asi la hip6tesis (Hg). Finalmente, aplicando el cambio de coordenadas ([2.9)),
vemos que el intervalo I7 estda dado por

1 1
ITZ{y3ER:6+§y3>O y—10—|—§y3<0}:(—24,20)

y V(v) = —22v tiene raiz vg = 0 € I, con lo que se cumple (Hy). Asi, dado que

1 4
A(vo) = g 7 Y(vo) = 5

para u = k—2 > 0, suficientemente pequeno, el sistema (|4.1]) tiene un CLC tipo sumidero
alrededor de

3

= 07 +(1,0,0)7
13,) +(1,0,0)

T = Q;l(Oﬂ]laUO)T +p1= Q;l(()?_

3 T
— (14 —p,0,0)T.
(+26u,,)
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(a) Trayectorias de las soluciones (b) CLC tipo sumidero

Figura 4.1: Simulaciones del sistema (4.1) para p = 0.05.

La Figura muestra dicho CLC.

4.2. Aplicacion a Sistemas de Control con Retroalimenta-
cion

En esta seccién presentamos una aplicacion de la bifurcacién pseudo-Hopf a los Sis-
temas de Control con Retroalimentacién; esto estd basado en [I2], donde, para dichos
sistemas en tres dimensiones, de igual manera buscan la aparicién de CLC pero guidando-
se en la existencia de una unica singularidad de doble tangencia, es decir, buscan que
la matriz de Teixeira sea de rango completo. Como ya sabemos, nuestro interés esta en
buscar CLC para Sistemas donde Ran(T") = 2.

Consideremos el sistema de control con retroalimentacion de tres dimensiones con m
entradas y p salidas (m,p < 3), donde la parte lineal se escribe como

& = Az + Bu,

4.2
z=Cu, (42)

conz €R3 ueR™ zeRP, Aec R BecR>X™ C e RP3yla accién de retroali-
mentacion estd dada por u = —(2), donde 9 : RP — R™ se presenta como una funcién
por pedazos de la forma

o= {H‘z + E~ sio(2) <0, (4.3)

Htz+ ET si o(z) >0,

con HE € R™P F* ¢ R™y o : R? — R es una funcién lineal definida por o(2) = Sz+so,
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donde S € R y sq € R. Sin pérdida de generalidad, asumiremos que S # 0y 5o = 0.
Asi, el sistema resultante de (4.2]) y (4.3)) es

o {A1x+b1 =(A—BH C)z— BE~, si §Cx <0, (4.4

Agx +by=(A—BH™C)x — BE™, si SCz >0,
y el plano de conmutacién es ¥ = {x € R3 : SCz = 0}.

En [12], se analizaron tres casos principales: el caso con una entrada y una salida
(SISO, por sus siglas en inglés), el caso con una entrada y miltiples salidas (SIMO) y el
caso de multiples entradas y salidas (MIMO). A continuacién presentamos ejemplos en
dos de los casos antes mencionados.

4.2.1. Caso MIMO

Consideremos, como un primer ejemplo, un sistema MIMO descrito por las siguientes
matrices

0

1

1
_ (0 0\ .. (00 /(0 e 3
(G o) o) B (1) me () 50

con las cuales obtenemos el sistema

31
2

Arx + b1 = 3 0 x4+ |1 si o(x) <0,
1 1

0
1
1
T =
010 —2
Asx+bo=|0 0 1|a+|-24+k]| sio(x)>0,

separado por el plano de conmutacién ¥ = {z € R? : o(z) = 3 = 0} y la accién de
retroalimentacion esta dada por

<1 O_1> si o(x) <0
u={ \2% (4.6)

(;ﬂ> si o(x)>0.

Como podemos observar, ¢ = SC = (0,0,1), con lo cual se verifica que {c, AT c}
y {c, A¥c} son linealmente independientes y cumple con (Hj). Después, al calcular la
matriz de Teixeira y la matriz aumentada obtenemos
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00 1 00 1
T=1111|—1{11 1],
111 000
001 0 001 0
Th=|111 0|—(f111 0],
111 —x 000 —x

con lo que notamos que, si 4 = x # 0, se cumple (Hj). Ademds, vemos que Alc =
y1c + v2A¥ e, con 41 = 0y 72 = 1. En seguida, hallamos las rectas de tangencia dadas
por

Li=YNm={zcR:23=0}N{z cR3: 2y + 2y + 23 =0}
= (s,—5,0)T para s € R,

Ly=YNm={zcR3:23=0}N{z eR®: 2y + 29+ 23 = —pu}
= (s,—s —pu,0)" para s € R,

en su forma paramétrica y notamos que si 4 = 0 entonces Ly = Ls. Para la visibilidad
de los puntos sobre las rectas de tangencia, generalizamos el punto p; = (s, —s, 07y
buscamos el punto ps = p; — pu, obteniendo que py = (s — &, —s — £, 0)7. Notemos que
aqui ps no coincidid con la ecuaciéon paramétrica de Ly, como se menciond en el ejemplo

anterior. Con lo anterior, tenemos que

n = CTAl(A1(87_S>O)T+b1) = 27
1
ry = T Ag(Aa(s— 5, —s =500 +b) = —4—s+ o

y asi, para s < 4 — %u, ry > 0y ro < 0ya que pu ~ 0. Especificamente, si hacemos s = 1,
entonces, 11 =2y 19 = =5+ % w, cumpliendo asi (Hs). Finalmente, aplicando el cambio
de coordenadas (12.9)), vemos que el intervalo de I estd dado por

1 1
It={ys €R:2>0 y—5+§u—§y3<0}:(—oo,10—u).

2

Ademids, V(v) = % 4+ (—4+ 4)v+ (7T+ 5) es de segundo grado y tiene raices vo1 = 2+ p
y vo2 = 14 — 2u, pero notemos que sélo vg; € I7 y con este valor se cumple (Hy). Asi,
dado que

11 p 3

A N—— — — T S
o)~ =55~ ¥ Yl ~g

para 4 = K < 0, suficientemente pequeno, el sistema (4.5) tiene un CLC tipo silla

alrededor de
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0.05 /
Moot A
~0.05/ S

—04

(a) Trayectorias de las soluciones (b) CLC tipo silla

Figura 4.2: Simulaciones del sistema 1} para u = —0.05

x:Q51(07J17v0)T+p1:Qz_l(oa_%72+ﬂ)T+(la_l7O)
5 3
= (=2, 2, 0)7
(—gHs gh:0)

La Figura muestra dicho CLC y la Figura la accién de retroalimentacién (|4.6)).
Este ejemplo nos muestra que, aunque V(v) sea una ecuacién de segundo grado, no
necesariamente existirdn dos CLC.

4.2.2. Caso SISO

En segundo lugar, consideremos un sistema SISO. Este es el caso de mayor importan-
cia para nosotros, ya que de manera natural se presentard nuestro escenario de trabajo.

Figura 4.3: Accién de retroalimentacién 1)
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Considere el sistema (4.4). Si calculamos el determinante de la matriz de Teixeira aso-
ciado al sistema, obtenemos que

det(T) = SC - (SC(A— BH™C) x SC(A— BH*(C))
= SC-SCA x (SCBH C — SCBH*C).

Ahora, dado que estamos en un caso SISO, tenemos que S, H* y C'B son escalares, por
lo tanto

det(T) = S3CB(H™ — H")C - (CA x C)
= S3CB(H- —HY)CA-(C xC)
= 0.

Esto nos muestra que en el escenario SISO serd imposible encontrar una tnica singula-
ridad de doble tangencia y los més natural serd que encontremos el escenario trabajado
en esta tesis. Como se mencioné anteriormente, en [12], estan interesados en buscar un
CLC para el escenario con una tunica singularidad de doble tangencia, es por esto que no
llegan a ningtn resultado concluyente sobre los sistemas SISO, pero nuestro resultado si
podré probar la existencia de CLC en este escenario, como se mostrara a continuacién.
Considere el sistema descrito por las matrices

-2 0 -1 -1

A=(0 -1 0|,B=]0],C=( 0 1)
-3 -1 1 K

H =—-1,H ' =1,E,=1,FEy=-2,5=1,

con las cuales obtenemos el sistema

-3 0 —2 -1
Az + by = 0 -1 0 x4+ | 0 si o(x) <0,
i -3+ -1 -1+« K (@.7)
—1 0 0 2
Asx + by = 0 -1 0 T+ 0 si o(x) >0,
—-3-rk -1 1—k& —2K

separado por el plano de conmutacién ¥ = {z € R3 : o(x) = 71 +x3 = 0} y la accién de
retroalimentacién estd dada por
r1+x3—1 si o(x) <0
u = 1 3 . ( ) (4.8)
—x1—x3+2 si o(x)>0.
Como podemos observar, ¢ = (1,0,1), con lo cual se verifica que {c, A7 ¢} son lineal-

mente independientes y asi se cumple (H7). Después, al calcular la matriz de Teixeira y
la matriz aumentada obtenemos que éstas corresponden a
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1 0 1 1 0 1
T'=|-6+x -1 -1+4x] — [0 -1 5],
—4-rk -1 1-k 0 0 O
y
1 0 1 0 1 0 1 0
Tb=|-6+x -1 -14+x —-14k | —|0 -1 5 —-1+4+k |,
—4-rk -1 =14k —242kr 0 0 0 —-3+3k

respectivamente. Con lo que notamos que si u = 3(1 — k) # 0 se cumple (Hz). Ademds,
tenemos que Agc =vic+ ’)/QATC, con 71 = 2(1 — k) y 72 = 1. En seguida, hallamos las
rectas de tangencia dadas por

L1:Zﬂm:{x€R3:x1+x3:0}ﬂ{x€R3:(—5—%)x—y—%z:%}
= (s,—bs — %, —s)T para s €R,
_ _ 3. _ 3. I B2
Ly=YNm={zeR’:z1+2z3=0Nn{r eR .(—5+§)x—y+§z——§u}

2
= (s,—bs+ 3 —s)T para s € R,

en su forma paramétrica y notamos que si u = 0 entonces L1 = Lo. Para la visibilidad de
los puntos sobre las rectas de tangencia, generalizamos el punto p; = (s, =55+ %, —s)Ty
buscamos el punto ps = p; — puz, obteniendo que py = (s+ %u, —bs — 2—77u, —s— %M)T.
Asi, tenemos que

ri = clA(A(ss,—bs — %, —s) ' +b)=5—

ry = CTAQ(A2(8+ o

7 5 o 2
?:U’a_f)s_ﬁluﬂ_s_i ) +62)__1O+7,U/7

cumpliendo (Hg) independientemente del valor de s, ya que p = 0. Escogiendo s = 0
y aplicando el cambio de variables , podemos ver que en este caso cg = d3 = 0 vy,
como se menciond en el Capitulo 2, cuando g = 0, L1 y Lo colapsan en una linea de
Teixeira, y asi

2
IT:{y3€R:5—%>0 y—10+§u<0}:R,

ademés V (v) = (5 + &)(3v + 5pu) tiene rafz vg = —2u € Iz, con lo que se cumple (Hy).
Asi, dado que

1 4 3 W
A = — —_— T _ — =
(vo) TR R (v0) = 15+ =0’
para p = 3(1 — k) < 0, suficientemente pequeiio, el sistema (4.7) tiene un CLC tipo

sumidero alrededor de
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0.1 \ %
9% V7
Y \ W
P o
=0.1 T~ -0.1 \
L / L
00 / 0. § /
T T~
~ | ~_ |,
M 0.1\\,; Y M 01 )
(a) Trayectorias de las soluciones (b) CLC tipo sumidero

Figura 4.4: Simulaciones del sistema 1) para p = 0.05

z=0Q5"(0,J1,v0)" +p1 = Q5(0, —%’ —gﬂ)T + (0, %,0)
2 10 2 7
= (—mﬂa mﬂa EM)
La Figura[f.4) muestra dicho CLC y la Figura [£.5 muestra la accién de retroalimentacién
(4.8) . Con este ejemplo vemos la relevancia de nuestro teorema en los sistemas con
retroalimentacion, ya que, aunque en la literatura existente el escenario no genérico ya
habia aparecido, nadie habia propuesto un resultado concluyente sobre éste.

4.3. Aplicacion a convertidor de potencia DC-DC

En estd seccién se analiza un un SLF en 3 dimensiones que describe la dindmica de
un convertidor de potencia DC-DC bajo un estrategia de control, el cual es presentado

e e L L Tiempo(s)

-3

Figura 4.5: Accién de retroalimentacién 1)
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en [I8]. Dicho sistema es de nuestro interés ya que exhibe una configuracién con dos
lineas de tangencia paralelas, similar a la mostrada en este trabajo, sin embargo, en
dicho articulo no estan interesados en la bisqueda de un CLC, sino que su objetivo es
estudiar y clasificar las bifurcaciones de equilibrios fronteras (BEBs en inglés), y sus
respectivos desdoblamientos, sobre la regiéon de deslizamiento. El sistema es el siguiente:

A b i
5 x + by, S? r3 < 0, (4.9)
Ax + by, si x3 >0,
con
-b -1 0 1 0
A= 1 —a 0], b= 0 , by = 0 ,
1-bk w—a—Kk —w K — WYy — WYy,

y ¥ = {z € R3|o(z) = 23 = 0}. De manera general, x = (1, T2, r3) son, respectivamente,
el inductor de corriente, el condensador de voltage y un nuevo estado que resulta de
la aplicacion del control. Los parametros w,a, b, y, son la frecuencia, la inversa de la
resistencia, resistencia del inductor y el voltaje, respectivamente. Finalmente x es el
parametro, que en el articulo antes mencionado usan para asegurar que la regién de
deslizamiento es siempre atractora (k > 0); pero nosotros lo usaremos, ademds, para
mover las lineas de tangencia y provocar un cambio de dicha estabilidad. Tomando los
valores w = 1,a = %, b=0.3,y, = 0.81, obtenemos el sistema

,

-03 -1 0 1
1 -1 0 |z+ 0 , sl z3<0
i 1-03k 2—-k -1 k—0.81 (4.10)
-03 -1 0 0
1 -5 0 fz+| 0 [, siazz>0,
1-03k 2—-k -1 —0.81

Se puede verificar que {c, AT ¢} son linealmente independientes, cumpliendo la hipéte-
sis (H1). Ademés

0 0 1 0 0 1
T=|1-03k 2-k —-1| — [1-03k 2-k -1],
1—0.3k %—k-4 0 0 0
0 0 1 0 0 0 1 0
Thb=|1-03k 22—k -1 081—k|— [1-03k Z—k -1 081—Fk],
1—0.3k %— -1 081 0 0 0 k

donde observamos que si u = —k # 0, entonces Ran(T') =2y Ran(T|b) = 3, por lo que
se cumple (Hz) y Alc = y1¢ +y2A4T¢c, con 41 = 0y 72 = 1. Las rectas de tangencia
estaran dadas en su forma normal por
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Li=YNm
2
={zecR¥:23=0 N{zr cR3: (1+0.3u)x+(§+,u)y—z:0.81+u}
=(5,1.21 — 0.32u + s(—1.5 4 1.811),0)T para s € R,
Lo=YNm

2
:{xGRS:m:O}ﬂ{xERS:(1+0.3u)x+(§+u)y—z:O.81)}

= (s,1.21 — 1.82u 4 s(—1.5 + 1.81),0) para s € R,

notando que si 4 = 0 entonces L1 = Lo. Para la visibilidad de los puntos sobre las rectas
de tangencia hacemos p; = (s,1.21 — 0.32u + s(—1.5 + 1.81),0)” y hallamos el punto
p2 = p1 — pug = (s — 0.69u,1.21 — 0.78u + s(—1.5 + 1.8u),0)T. Asf tenemos que

r = cTA(A(p1) 4 b1) = —0.48 — 0.07p 4 (2.2 — 0.344)s,
ry = cTA(A(p2) 4 by) = —1.48 — 0.06 4 (2.2 — 0.3441)s,

con lo que tenemos que r; > 0y ro < 0si 0.2240.68u < s < 0.6740.13u, ya que pu =~ 0.
Tomando s = 0.5, 71 = 0.61 —0.24p y 79 = —0.38 — 0.23u, se cumple (Hg). Finalmente,
aplicando el cambio de coordenadas (2.9)), vemos que el intervalo I estd dado por

It ={ys € R:0.61 —0.24p — 1.01ys >0 y — 0.38 — 0.23u + (—0.32 4+ 0.01p)y3 < 0}
= (—0.37 — 0.221,0.6 — 0.24p).
Ademas, V(v) = 0.49 — 0.24p — v tiene raiz vg = 0.49 — 0.24p € Iz, con lo que se cumple
(Hy). Asi, dado que

A(vg) =2.17—-0.01p vy Y(vo) =10.29 4 0.214,

para p > 0, suficientemente pequerio, el sistema (4.10) tiene un CLC tipo sumidero
alrededor de

= Q5 0, Jip,v0)" +p1 = Q51 (0,—0.614,0.49 — 0.241)" + (0.5,0.46 — 0.924, 0)
= (0.27 — 0.354,0.79 — 1.724,0) .

La Figura [4.6] muestra dicho CLC.

4.4. Aplicacion a Sistemas de Control con Modos Desli-
zantes

La idea basica del control por modos deslizantes consiste en llevar trayectorias del
sistema sobre una variedad de deslizamiento y forzarlas a evolucionar sobre ellas. Asi,
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Figura 4.6: Simulaciones del sistema |i para pu = 0.05

la dindmica del sistema quedard determinado por las ecuaciones que se definan sobre
dicha variedad. De este modo, plasmando los objetivos de control en tales ecuaciones
mediante un diseno adecuado de las mismas, es posible estabilizar el sistema. En este
ejemplo queremos usar nuestros resultados como otra herramienta de estabilizacién de
sistemas, la cual propone una mejora al control por modos deslizantes, en el escenario
que hemos estudiado en esta tesis. Para mostrar lo anterior, consideremos el sistema de
control lineal

& = Az + bu(x), (4.11)

el cual se asumird controlable, donde z € R?, con

0 1 0 0
ay ag as 1

recordando que cualquier sistema controlable puede tener esa representaciéon (Teorema
. La ley de control por modos deslizantes més sencilla que puede plantearse, con la
idea de que las trayectorias se deslicen sobre una variedad de conmutacién o(x), consiste
en alternar los valores de @ entre dos valore posibles, segin el signo de o(x):

u (x) si o(x) <0,
at(z) si o(x) >0,

donde %~ (x) y 4" (x) son funciones suaves de x. Este tipo de control se le conoce como
modo deslizante de primer orden. En particular, consideraremos un control # de la forma
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u:{al si o(z) <0, (4.12)

ug si o(z) >0,

con o(z) = 'z — ¢y y ¢ = (¢1,C2,¢3). Asi, nuestra meta es de disefiar una entrada de

control y encontrar un modo deslizante o(z) = 0, ademas de los puntos z( tales que
o(xo) = 0, donde el sistema pueda estabilizarse. Para dicho propésito, veamos que la ley
de control (4.12)), transforma el sistema (4.11)) en el sistema Filippov

. f(x)=Ax+buy si o(x) <0
b 7( ) i sl () <0, (4.13)
[ (x) = Az + buy si o(x) > 0.
Al calcular la matriz de Teixeira y la matriz aumentada obtenemos que
T — — — — — —
c C1 C2 C3 c1 €2 c3
T=|cTA| = cs3a1 C1+cC3az Co+czaz | — | csar €1 +c3ae Co + c3az |,
A cs3ai1 C1 + C3ag Cg + C3asz 0 0 0
T’ Co C1 C2 C3 Co
T’b =|(cTA —CTb1 = | c3a1 ¢ +cC3as C2 4 C3a3 —cC3uq
A —CTbQ Cc3a1 C1 +C3a9 Co+ C3a3 —C3U9
c1 C2 C3 Co
— | C3a1 €1+ C3az C2 + C3a3 —C3U1 ,
0 0 0 cs(uy — ug)

donde observamos que si {c, ATc} son linealmente independientes y p = é3(t2 — 1) # 0,
Ran(T) =2y Ran(T|b) = 3, por lo que se cumplirian las hip6tesis (Hq) y (Hz), ademas
de que ATc = ~yic+vA ¢, con y; = 0y 2 = 1. Asf, por el Lerna existen dos rectas
paralelas, L1 = X1 Nm y Ly = X Ny, las cuales delimitan la region de deslizamiento
sobre Y. Més aln, notemos que la dindmica sobre dicha regién de deslizamiento esta
dada por

Z2

T = fs (3’:) = x3 )
__ Ci1Za+Coms
C3
la cual, por el Corolario serd deslizamiento atractor si p < 0, y deslizamiento repul-
c
C1
sor si p > 0. Ademds, vemos que existird un pseudo-equilibrio dado por o = | 0

0
Después, suponiendo que p < 0, podemos ver que xg € X4 si y s6lo si se satisfacen las
igualdades

0 1 0\ /2 0 .
CTf_($0) = (51 Co 53) 0 0 1 0O)+10 = 53(¥ al) >0
ap as as 0 Ul “
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y
0 1 0 %‘; 0 are
CTf_(IEQ) = (51 C2 53) 0 O 1 0]+10 = _3(% 'L_LZ) <0
aip a as 0 U2 1
es decir, xg € Yy si y sélo si
para ¢z > 0: Uy < =4 <1y, (4.14)
paracy <0: 3 <—%% <uy. (4.15)

Ahora, si definimos z = <m2>, entonces tenemos que la dindmica deslizante estd dada
3

_ 0 1
z=| & & |z
C3 C3
. . ;. . C C .
y su polinomio caracteristico es j(\) = A2 + 2+ 2. Con todo lo anterior, se puede
C3 C3

por

afirmar que para cada

x0€ L={(s,0,0)|seR},

es posible disenar un control de la forma (4.12)) y un modo deslizante o(z) = 0, tal que
o(xg) = 0, de tal forma que z( sea un pseudo-equilibrio localmente estable. Para verificar
esto, consideremos las matrices

0 1 0 0
A=|10 0 1 |, b=1]0
7 7
-1 3 =3 1
y el control dado por
2 si <0
= st o) <0, (4.16)
—1 si o(x) >0,
con los cuales obtenemos el sistema
0 1 0
0 0 1 |xz+ |Of, siox)<O
-1 7 _7
i = 22 (4.17)
0 1 0 0
0 0 1 |z+] 0|, siol@)>0,
7 7
-1 3 —3 -1
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separado por el plano de conmutacién ¥ = {z € R?® : o(z) = ¢’z — 1 = 0}, con

¢ = (1,1,¢3). En seguida, hallamos las rectas de tangencia dadas por

Li=XNm
3 - 3 - v v -
={zeR’:z1+ar+czzz3=1}N{zeR :(—03x+(1+503)y+(1— 503)2’: —2¢3

2+3c3 —2+9¢3 + 763 6¢3 —2 — Teg + 263
— — S, — — — - S

24 9c¢3 24 9c3 24+ 9c¢3 24 9¢c3
Lo=YNm

,s)T para s €R,

7 7
:{xe]RS::1:1+x2+63x3:1}ﬂ{x€]R3:(—ng—i-(l—l—iég)y—i-(l—563)2203

—2 + 9¢3 + 7¢3 6¢3 —2+763 263 .
- y - 9 S R7
24 9¢c3 s 24 9c3 24 9¢3 5;8) para s

= (-1

en su forma paramétrica y notamos que si ¢g > 0, entonces p < 0 y, por lo tanto, la
regién de deslizamiento es atractora, Ademads de que, al ser —“é—f‘) =1, se cumple ()
y asi zg = %‘1’ = 1 € X4, Finalmente, notemos que el polinomio caracteristico de la

dindmica deslizante es j(\) = \? + %)\ + é, cuyos valores propios estan dados por

14T 4G

A
2¢3

(4.18)

donde notamos que para cualquier ¢3 > 0 los valores propios tendran parte real negativa
y, por lo tanto, xg en un pseudo-equilibrio localmente estable. La Figura [4.7] muestra
que xg es un foco localmente estable para ¢z = 2.

Por otro lado, sabemos, tedricamente, que para una frecuencia alta sobre la conmuta-
cién, idealmente infinita, las soluciones se deslizaran sobre la regién deslizante, pero que
en la practica no se puede llegar a estas frecuencias y se produciré el fenémeno conocido
como cascabeleo. Una forma simple para reducir dicho fenémeno seria hacer ¢3 ~ 0. Esto
provocaria, dado que u = ¢3(u2 — 11), que la franja de deslizamiento se haga cada vez
mas angosta, reduciendo el tiempo de cascabeleo sobre la variedad de conmutacién, pero
no eliminandolo del todo.

Entre varios métodos que existen con la idea de eliminar o reducir el cascabeleo, se
pueden mencionar los modos deslizantes de orden superior. La idea de estos métodos
consiste en restringir el movimiento a la superficie de conmutacién manteniendo alguna
cantidad de sus primeras derivadas nulas. El orden del modo deslizante define el grado de
suavidad de la dindmica del sistema en las proximidades de la regiéon de deslizamiento.
Mais concretamente, un control por modos deslizantes es de orden 7 si

(i) o, 0W, ..., o(r — 1) son continuas,
(ii) ¢ es discontinua,

(iii) se verifica que 0 = ¢ = .. = ¢("=1) =0,
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Figura 4.7: Simulacion del sistema 1) para ¢3 = 2.

Con esto podemos ver que el control (4.12) es de primer orden, ya que su primera
derivada es discontinua. Particularmente, en el caso de modos deslizantes de orden dos
(0 = o) = 0) se tienen varios algoritmos muy conocidos en la practica, como son

- Controlador twisting,
- Controlador super-twisting,

- Diferenciador de primer orden,

por mencionar algunas. Como ya se menciond, nuestra intencion es la de proponer otro
método de estabilizacién con base en el Teorema (3.1), evitando que las soluciones vayan
a la region de deslizamiento y asi eliminar por completo el cascabeleo. La idea ahora sera
disenar un modo deslizante de tal manera que las hipétesis (Hg) y (Hy) se satisfagan
después de que las lineas de tangencia colapsen en L1 = Ly = Ly cuando ¢3 = 0 (u =
—3¢3 = 0), y, por lo tanto, el sistema de control oscile, localmente, alrededor del pseudo-
equilibrio xg, el cual ahora sera inestable y pertenecerd a la region de deslizamiento
repulsor, es deciTr xg € Xps. Para tal motivo, primero notemos que las matrices Q)1 =
c
Q=Q=|[TA4],yQ = (w1 ) wg). A continuacién, escogeremos como pi y
dT
po a los puntos sobre L, y Lo més cercanos a xg, respectivamente. Dichos puntos estdn
dados por
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pr=x0—c f(vo)wa y p2=um0—c fH(zo)ws (4.19)

y para que satisfagan (Hg) deberan satisfacer la hipétesis

ro= kA (p1) = kTAf (o) — kT f~ (z0) kT A%wq > 0,
ro = kTAfY(py) = kTAf (o) — kT fT (20)kT A%wy < 0.

Para ejemplificar lo anterior, retomemos el sistema (4.17). Como se mencioné, habré
que calcular @, @' y ws, con los cuales, por (4.19)), se obtienen

T T
©wop 2 2 2 4
p1 ( 97 979) Yy P2 ( + 9/'L7 9/1’7 glu' )

cuyas visibilidades estan dadas por

T pop 2 7
= JTAAQ-EE Sy =141
1 e A(A( 9,9,9)+ 1) + 5t
2 2 4 7
T
— TAAQ+ Sy, — 2, —= - 9!
T2 e A(A( + gt —gh 9u)+bz) s

. De esta forma se satisface la hip6tesis (Hg). Posteriormente, aplicamos el cambio de
coordenadas ([2.9)) obteniendo que el intervalo I7 estd dado por

7 7 65 7 7 65
Z Lz 0 I z
6u+( 3 27u)y3> y 3u+( 3 27)
6_10 3,5 )
7 a7t T Tt

It ={yz € R:1+ mys < 0}

= (-
Ademas, V(v) = —3v tiene raiz vg = 0 € Iy, con lo que se cumple (Hy). Asi, dado que

5 5 3 10

Aw)=7-cr v Tlw)=5-—n

para p > 0, suficientemente pequeno, obtenemos que el sistema (4.10) posee un CLC
tipo fuente alrededor del punto

z=Q3(0, J1,v0) +p1 = Qy <07—§,0>T+p1=(1,0,0>T

La Figura muestra dicho CLC y el pseudo-equilibrio zg, el cual, al ser u > 0 (¢3 < 0),
resulta inestable de tipo fuente por (4.18)). La Figura muestra la senial de control
(4.16]).
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(a) Trayectorias de las soluciones (b) CLC tipo silla
Figura 4.8: Simulaciones del sistema 1D para p = 0.1
4.5. Ejemplo con dos CLC
Consideremos el sistema
01 0 0
0 4 3 Jy+1(2 si oy <0,
0 0 -2 4
Uy = (4.20)
01 0 I
0 6 —4ly+|-1+dpn si oy > 0.
00 O -2
. Tiempo (s)

Figura 4.9: Senal de control ()
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Figura 4.10: Simulacién de (4.20)), para u = —0.05 y § = 5. Izquierda: la evolucién de la
soluciones. Derecha: dos CLCs, uno tipo sumidero (en la parte superior) y uno tipo silla
(en la parte inferior).

Como podemos notar, (4.20) estd dado en la forma normal (2.10)). Observemos que
r1=2>0yry=—1<0, por lo tanto se cumple la hipdtesis (Hg). También, vemos
que el intervalo I esta dado por

1
Ir={ys €R?: 243y >0, y —1—dys <0} = (=7, 00)

y V(v) = 8v(1 — v) tiene raices vg; = 0 y vga = 1, ambas contenidas en I, y son tales
que V'(vo1) vy V'(vo2) no se anulan, pues V'(v) = 8 — 16v; y por lo tanto se cumple la
hipétesis (Hy4). Ademads, tenemos que

A(U()l) =1- g ¥ A(Uog) = —%5(18 + 5(5)
T(’U()l) =—4 T(’UQQ) = %

Asi, si 0 < —% y pu > 0, existe un CLC tipo silla asociado a vg;1 = 0 y un CLC tipo
sumidero asociado a vg2 = 1. En cambio, si § > 2 y u < 0, existe un CLC tipo fuente
asociado a vg; = 0 y un CLC tipo silla asociado a vge = 1. En la Figura podemos
ver un ejemplo del primer escenario, con § = —5 y . = 0.05. Podemos ver que existe un
CLC tipo silla alrededor de y3 = 0 y un CLC tipo sumidero alrededor de y3 = 1.

Por otro lado, en la Figura (4.11]) se muestra un ejemplo del segundo escenario, para
los valores § =5y u = —0.05, el cual tiene un CLC tipo fuente alrededor de y3 = 0y
un CLC tipo silla alrededor de y3 = 1.

La existencia de dos ciclos limite de cruce lleva a cuestionarse si es posible que los dos
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Y3 0.5

0.0

-0.5 -
—0.02 0.00 0.02 -0.02 0.00 0.02

M M1

Figura 4.11: Simulacién de (4.20), para g = 0.05 y § = —5. Izquierda: la evolucién de
la soluciones. Derecha: dos CLCs, uno tipo silla (en la parte superior) y uno tipo fuente
(en la parte inferior).

ciclos puedan llegar a colapsar en uno sélo y asi dar lugar a una bifurcacién silla-nodo
para CLC, aunque lo anterior es problema que no abordaremos en esta tesis.

En este capitulo se ejemplificé el resutado de la bifurcacién pseudo-Hopf en tres
dimensiones. También se traté de mostrar la relacién que tiene con los sistemas de
control a partir del trabajo existente en la literatura, completando los analisis hechos
en [12, 19]. Ademsds, se ejemplifico un resultado particular, y muy interesante, que es
el del nacimiento de dos CLC, el cual nos marca la pauta para futuros trabajos de
investigacién.



Capitulo 5

Conclusiones

Esta tesis estuvo enfocada en el surgimiento de la bifurcacién pseudo-Hopf en tres
dimensiones, en el escenario donde existen dos lineas de tangencia paralelas sobre un
plano de conmutacion, las cuales delimitan una regién de deslizamiento. En primer lu-
gar establecimos las condiciones para que se llevarda a cabo este caso no genérico, el
cual fue que la matriz de Teixeira sea de rango dos y la matriz aumentada de rango
completo. Ademas, dado que la matriz de Teixeira es de rango dos, se puede establecer
una dependencia lineal, en la que estard involucrada la constante o, la cual juega un
papel importante, ya que para asegurar que la regién entre las lineas de tangencia sea
de deslizamiento, tendré que ser mayor que cero (72 > 0).

Con lo anterior se logré construir una forma normal adecuada, para la familia descri-
ta, la cual depende de un parametro p que nos proporcionara dos propiedades importan-
tes: en primer lugar, caracterizara la estabilidad de la regién de deslizamiento, si p < 0
serd deslizamiento atractor y si p > 0 serd deslizamiento repulsor; en segundo lugar, nos
permite manipular la posicién de la lineas de tangencia, de tal manera de que cuando
w =0, éstas colapsan en una linea de doble tangencia.

A partir de esta forma normal, se establecieron condiciones para que cuando las lineas
colapsan en una linea de doble tangencia, ésta contenga un segmento de singularidades de
doble tangencia invisible (segmento de Teixeira). Al existir dicho segmento, aseguramos
que las soluciones, localmente, crucen el plano de conmutaciéon de manera repetida, lo
cual nos permitié definir el mapeo de Poincaré a partir de la composiciéon de dichas
soluciones. Asi, pudimos encontrar orbitas periédicas en el sistema con los puntos fijos
del mapeo de Poincaré, siempre y cuando dichos puntos pertenezcan al intervalo de
Teixeira. Esto dltimo, también nos muestra que cada érbita periddica que encontremos
estard asociado a un pseudo-equilibrio sobre la regién de deslizamiento. Mas aun, un
resultado de relevancia de nuestro trabajo, es que es posible encontrar el nacimiento de
hasta dos CLC, a partir de la bifurcacién pseudo-Hopf.

Por 1ltimo, verificamos la relevancia de nuestro resultado con base en los trabajos de
Colombo et. al. y Cristiano et. al. ([12] y [19], respectivamente). En el primero completa-
mos el andlisis hecho por los autores, ya que no presentaron resultados concluyentes en el
escenario que se trabajo en esta tesis, mientras que para el segundo trabajo propusimos
una nuevo fenémeno de bifurcacién distinto a los que ellos trabajan.
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Trabajo a futuro

= Establecer condiciones para que se lleve acabo la bifurcacion silla-nodo en el esce-
nario con dos Ciclos Limite de Cruce.

= Analizar si existe equivalencia topoldgica entre las regiones deslizantes de los sis-
temas originales y la forma normal (2.10) para el estudio de las BEB’s.

= Estudiar la posible existencia de érbitas homoclinicas y heteroclinicas asi como la
generacién de atractores extranos en nuestro escenario.

= Generalizar la bifurcacion pseudo-Hopf a n dimensiones.

= Demostrar la aparicion de Ciclos Limite Deslizantes en 2, 3 y n dimensiones.
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Apéndice A
Resultados Basicos

En este apéndice queremos presentar algunos teoremas béasicos que son de suma im-
portancia para el desarrollo de esta investigacién. Comenzamos con un resultado béasico
de Algebra Lineal que describe las posibles soluciones de un sistema de ecuaciones lineales
y nos ayudo a definir cuando existe una singularidad de doble tangencia.

Teorema A.1l. (Teorema de Rouché-Frobenius, [55].)
Sea el sistema de ecuaciones lineales Ax = b, con x € R"™ y b € R™. Entonces, tenemos
que el sistema es

» Compatible determinado si Ran(A) = Ran(A|b) =n,
» Compatible indeterminado si Ran(A) = Ran(A|b) < n,

» Incompatible si Ran(A) # Ran(A|b),

donde A|b representa la matriz aumentada del sistema.

En seguida, mencionamos dos teoremas fundamentales tanto para este trabajo, en la
demostracién del Teorema |3.1] como para el Célculo en general.

Teorema A.2. (Teorema de Taylor, [33].)

Si f : R? = R que pertenece a la clase C™ 1 sobre un conjunto abierto M C R?. Si
xo = (20,Y0) € M, entonces para cualquier x = (x,y) € M, distinto de xg y tal que el
segmento que une X con xg esta contenido en M,

n

69 =3 0 [@ =200 + =) ] Fx0) + R,
k=0 "

donde Ry, es llamado el residuo y esta dado por

1 n+1
Ry = i [ = 20) & + (v — )

(n+1)! /().

para algin c que esté contenido en el segmento que une X con Xg.
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Teorema A.3. (Teorema de la funcion Implicita, [9].)
Supongamos que F : R"1 — R tiene divadas parciales continuas. Denotamos los puntos
de R™! por (x,z), donde x € R" y z € R, y suponemos que existe (Xq, 20) tal que

OF
F(x0,20) =0y %(xo,zo) #0.
Entonces existe una vecindad de Xg, z0, V(X0,20), en R™ donde hay una tinica funcién

z = g(x) que satisface

F(x,9(x)) = 0.

Mds ain, z = g(x) es continuamente diferenciable con

ag OF

_ _ Oz .

o, %l, ie{l,..,n}.
z

Ahora, presentamos un resultado importante en la teoria de ecuaciones diferenciales y
que de igual manera resulté crucial en la demostracién del Teorema (3.1} Todo lo siguiente
estd basado en [52] y se pueden buscar ahi las demostraciones.

Definicién A.1. (Matriz Ezponencial)

Sea A € M. Entonces decimos que e

t es la matriz exponencial de A, definida como

At 0 Aktk
(&

- K
k=0

cont € R.

Teorema A.4. (Teorema Fundamental para Sistemas Lineales)
Sea A € Myyn. Entonces, para x,zq € R™ el problema de valor inicial
T = Ax,
x(0) = xo,

tiene una unica solucion dada por

z(t) = elay.

Definicién A.2. (Solucion Fundamental)
Una solucion fundamental de

T = Az, (A1)

es cualquier funcion ®(t) que satisface

¥(t) = AB(1),
para todo t € R.
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Teorema A.5. (Solucion de Sistemas no Homogéneos)
Si ®(t) es una solucion fundamental de , entonces la solucion del sistema lineal no
homogéneo

i = Az + b(t), (A.2)

con condicion inicial x(0) = xy estd dada por

2(t) = B(t) <<I>_1(O):co + /0 t <I>_1(s)b(s)ds) .

Corolario A.1. Por el Teorema et es solucion fundamental de . Asi, ha-
ciendo, ®(t) = e, la solucion del sistema lineal no homogéneo , tiene la forma

z(t) = e (xo + /0 t e‘Asb(s)ds> .

Finalmente, hacemos hincapié en algunos resultados dentro de la Teoria de Control
que se utilizaron en el Capitulo 4, especificamente en el ejemplo 4.4.

Definicién A.3. (Sistema Controlable, [11)])
Consideremos el sistema de control, de entrada escalar,

& = Ax + bu, (A.3)

donde x € R™, A € R™" y b € R". Se dice que el sistema es controlable si para
cada estado inicial x(0) = x¢ y cada estado final x1, existe una entrada que tranfiere xg
a x1 en un tiempo finito. De cualquier otra manera decimos que el sistema no es
controlable.

Teorema A.6. (Sistema Completamente Controlable, [11)])
El sistema es completamente controlable si y sélo si la Matriz de Controlabilidad

C = (b Ab A%b ... A”‘lb)
es de rango completo.

Teorema A.7. (Forma Candnica Controlable, [§])
Consideremos el sistema y supongamos que el polinomio caracteristico de A esta
dado por

Ja) = A"+ a N tay,.

Con lo anterior, definimos el conjunto de vectores
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e1=A"" 04+ AV 2+ 4 ap_1b

en—1 = Ab+ a1b
en, =b.
Entonces, los vectores {é1,--- €} forman una base de R"™ (Teorema y ast, las
matrices A y b, tienen la representacion

0 1 0 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 1 e 0 0
0 0 0 0 R | 0
—0an —0p—-1 A4p-2 0ap-3 --° —a1 1

en dicha base.
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