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Resumen

El estudio de la Fisica ha experimentado grandes cambios con la formulacion de ideas y
conceptos que han ayudado a entender mejor los fenémenos que ocurren a nuestro alrededor;
una de estas ideas fue la teoria de norma que puso en escena la importancia de la simetria
local [1]. La incorporacién del principio de norma con la teoria de gravitaciéon ha llevado
a comprender la relacion entre la simetria local con el principio de equivalencia, que hace
posible la incorporacion de elementos que facilitan el entendimiento de la teoria gravitacional.

Otra de las ideas que han producido grandes avances en la fisica es el algebra no-
conmutativa; W. Heisenberg propuso la idea de tener un conmutador diferente de cero en
este caso de dos operadores [z, p| = ih [2] lo que permitié obtener una interpretaciéon diferen-
te que lograra dar sentido a fendmenos microscopicos. Basado en esta idea, Snyder propuso
un algebra no-conmutativa para el espacio-tiempo, que se basan en la siguiente relacién de
conmutacién [z#, x¥] = —i©O"”, con el propdsito de resolver problemas de divergencias [3].

Entender nuestro entorno no siempre es una tarea sencilla. Realizar esta ardua labor
implica trabajar bajo conceptos, ideas y teorias que llevan a un mejor entendimiento de la
naturaleza. En este trabajo de tesis vamos a trabajar con una teoria de norma para gravedad
que sera sujeta a una deformacion del dlgebra que la describe. La motivacion de calcular una
teoria de norma deformada para gravedad tiene como objetivo observar las caracteristicas de
la métrica, los campos de norma y el potencial efectivo de particulas prueba.

Estudiaremos dos espacios tiempos con métricas de hoyos negros con parametro de ro-
tacion en 3 y 4 dimensiones espacio temporales las cuales son: BTZ [4] y Kerr-Newman [5]
respectivamente. A continuacion se describe los pasos a seguir: se empieza por analizar las
transformaciones inducidas por el grupo de Poincaré, lo cual conduce a dos campos de nor-
ma, uno relacionado a las traslaciones ), y otro a las rotaciones wfjb. Con estos elementos
construimos nuestra teoria de norma para gravedad. Para la deformacién vamos a utilizar la
aplicacién de Seiberg-Witten [6], que nos define los campos de norma deformados, necesarios
para la construiccion de la métrica deformada.

La deformacion de la teoria de gravedad permite considerar la no existencia de puntos en
el espacio sino regiones con una escala determinada por el parametro de deformacién. Por eso
parte de este trabajo es investigar las consecuencias en la deformacién del potencial efectivo
de particulas prueba, y a su vez establecer un camino para determinar la teoria de norma
no-conmutativa para gravedad.



Capitulo 1

Introduccion

El principio de norma ha permitido comprender la importancia de la simetria inheren-
te en los fendmenos de la naturaleza que se ha relacionado con las fuerzas fundamentales
del universo. Avances importantes en la teoria electromagnética, electrodinamica cuantica,
gravitacion, se han producido gracias a este principio.

Una primera vision de la teoria de norma fue abordada por Hermann Weyl a inicios
del siglo XX [7], quien inspirado en la teoria de la Relatividad General de Einstein realiz6
su revolucionaria idea de invarianza de norma. Aunque no fue bien recibida en su época,
la esencia de la teoria de norma se mantuvo presente en la teoria electromagnética como
una caracteristica de las ecuaciones de Maxwell y que por lo tanto puede identificarse como
una teoria de norma; de esta forma se mantiene viva la idea de H. Weyl. Posteriormente
con el desarrollo de la mecanica cuantica se visualizo que la teoria de norma podria ser
reinterpretada [1]. En este contexto se concibe la invarianza como una que ocurre bajo las
transformaciones de fase,

Y — e

A mediados del siglo XX la teoria de norma encuentra una nueva via de explicacién gracias
a la propuesta de C.N. Yang y R. Mills [8] de buscar una descripcién de la interaccién nuclear
fuerte como una teoria de campo invariante de norma. Esto los llevo a considerar a SU(2)
como el grupo de norma local asociado con una rotacién en 3-dimensiones R(6)y = e~*Lq)
del espacio del spin isotopico. Para garantizar invarianza de esta cantidad el potencial de
norma tiene que ser proporcional al momento angular L;, por lo tanto la forma del potencial
de norma es A, = XZ]AL(.I)LZ Por lo que en consecuencia ahora el grupo SU(2) es visto como

el grupo de simetrias local que se asocia con un campo de norma. Bajo la idea de Yang y
Mills se puede construir una teoria de norma para gravedad considerando el grupo global
de Poincaré como el grupo de smetria local; esto proporcionara la estructura matemaética
para obtener una forma geométrica alternativa a la usual en forma métrica de la relatividad
general y ademds, como veremos més adelante, los campos de norma! que resulten de esta
teoria facilitaran el calculo de las ecuaciones de campo.

Para el caso del algebra no-conmutativa, una de las principales ideas de la no conmuta-
tividad surge a finales de los anos veinte y principios de los anos treinta con la formulacion

ab
m

a

!Campo de norma de traslacién ej,, campo de norma de rotaciones w



Capitulo 1. Introduccion

de W. Heisenberg [2] de su famoso conmutador de operadores [Z,p] = ih, que agregd un
nuevo elemento a la mecanica cuantica para explicar la fenomenologia alrededor de esta. A
mediados de la década de los cuarentas, H. Groenewold y J. Moyal [9] proponen una nueva
forma de interpretar la mecanica cuantica usando un producto estrella con el propédsito de
tener una conexién mas natural e intuitiva para el limite clasico, manteniendo la interpre-
tacion clésica de las variables. Bajo la idea de no-conmutatividad, H. Snyder [10] propuso
la idea de que es posible construir un espacio-tiempo discreto invariante de Lorentz, lo que
deriva en relaciones de conmutacion entre operadores espacio temporales ., y, 2 v ¢, esto con
la intencién de remover los problemas de divergencia en la teoria de campos. En general se
pueden considerar relaciones de conmutacion del tipo

[zh, 2] = 10",

entre las coordenadas espacio-tiempo con una matriz ©#” antisimétrica.

Retomando a la teorfa de norma, N. Seiberg y E. Witten [11], a partir de la idea de
no-conmutatividad [10], construyen una teoria de campo no-conmutativa. Como una conse-
cuencia de esta se observé que la teoria de norma no-conmutativa aparece como un cierto
limite a la teoria de cuerdas; este resultado sugiere algo muy interesante, que la construccion
de la teoria de norma no-conmutativa se puede dar a partir de la teoria de norma sin deformar
a traves de una aplicacién conocida como de Seiberg-Witten [6].

La incursién en nuevas ideas nos ayuda a ver los problemas desde diferentes perspectivas
para poder revelar la mayor cantidad de elementos que nos ayuden a resolver y entender
como se comporta nuestro entorno. Una de estas ideas es la teoria de norma no-conmutativa
para gravedad. En el presente trabajo se estudiara una teoria de norma no-conmutativa para
gravedad correspondiente a los espacio-tiempos de BTZ y Kerr-Newmann para observar como
afecta el término de la deformacién tanto a los campos de norma, la métrica y el potencial
efectivo asociado al movimiento orbital de particulas prueba. La motivacion para escoger
estas métricas viene del hecho que contienen términos de rotacién que proporcionan una idea
mas apegada a la realidad del comportamiento de los hoyos negros, y como éstos se veran
afectados después de la deformacién. A continuacion describiremos la estructura general del
presente trabajo.

En el segundo capitulo plantemos una teoria de norma gravitacional, empezando con
una introduccion a la teoria de norma en general, para después incorporar elementos de la
geometria diferencial, que junto con la idea de transformaciones infinitesimales para el grupo
de Poincaré, permitird obtener los campos de norma ej; y wzb, con los cuales se construye la
teoria de norma gravitacional.

En el tercer capitulo se dard una breve introduccién al producto Moyal que da lugar
a un algebra no-conmutativa, como ingrediente necesario para la formulacion de la teoria
de Seiberg-Witten, que ejemplifica una forma adecuada para obtener una teoria de norma
no-conmutativa a partir de la teoria de norma estandar, mediante la aplicaciéon de Seiberg-
Witten.

En el capitulo 4 se presenta la aplicacion de Seiberg-Witten para BTZ y Kerr-Newman,
con la ayuda del programa de calculo Mathematica, por lo que se determinarédn los campos
de norma y la métrica deformada hasta segundo orden en el pardmetro de deformacién ©*”
para su analisis posterior.



Por dltimo, en el capitulo 5, a partir de la métrica deformada, calcularemos la forma del
Lagrangiano de particulas prueba del cual vamos a obtener la forma del potencial efectivo
deformado asociado al movimiento orbital de particulas prueba. Posteriormente se fijaran
los valores de los pardmetros en las soluciones deformadas para obtener graficas a diferen-
tes valores de la masa del hoyo negro, parametro de rotacién y momento angular, tanto
para particulas masivas como para no masivas. Con estos resultados compararemos el poten-
cial efectivo deformado de particulas prueba y el no deformado para observar como afecta
la deformacién a la teoria gravitacional. Finalmente, presentaremos algunas conclusiones y
perspectivas que pueden seguirse en trabajo futuro.






Capitulo 2

Teoria de Norma

Uno de los principales conceptos en la teoria de norma se basa en el analisis de la simetria
de grupo, ya sea relacionado con la geometria del espacio-tiempo o con la naturaleza de
las particulas, que permite reformular con ayuda de los campos de norma teorias como el
electromagnetismo, la electrodinamica cuantica, la gravitacion, etcétera, con la ventaja de
facilitar el calculo y entender la importancia de la simetria grupo como algo mas fundamental.

2.1. Teoria de Norma No-Abeliana

Comenzamos con una breve ejemplificacion de algunos topicos bdsicos que involucran
a la teorfa de norma [1]. La manera para describir la cosntruccién general de la teoria de
norma no afecta del todo la fisica subyacente en ella salvo algunas excepciones. Como punto
de partida se tomard la transformacién de un grupo de simetria local arbitrario sobre una
funcién escalar ¢(x) de prueba necesaria para observar el efecto que produce un campo de
norma externo. Tenemos asi la accion

Up(z) = exp (—iac"(z) Fy) ¢(), (2.1)
donde a es una constante de acoplamiento, £*(z) es el pardmetro de transformacién que

depende de la posiciéon y Fj, son los generadores de la simetria interna, con la siguiente relacion
de conmutacion

[Fy, Fy] = ic}; Fy.

Bajo esta simetria de transformacion vamos a observar que tipo de conexién se deriva
del campo escalar de prueba ¢(z). Para esto vamos a definir a la funcién ¢(x) como una
combinacion lineal de vectores de la siguiente forma

o(@) = Y pala)ua, (2.2)

donde u, es un conjunto de vectores en el espacio interno equivalente a los componentes
del spin is6topico y ¢.(x) son los componentes de ¢(z) en la base de u,. La utilidad de
descomponer a ¢(x) en los componentes de una base u, es observar el efecto que genera un
potencial de campo externo sobre ¢(x) derivado de la base interna u,,.

5



Capitulo 2. Teoria de Norma

Si la particula ¢(z) experimenta un desplazamiento de x a x + dz la diferencia de cambio
de p(z) es

de(z) = ¢z + dx) — p(z), (2.3)
por lo que ahora tenemos como proposito observar que sucede si aplicamos esté despla-
zamiento sobre (2.2), expandiendo a primer orden en dz tenemos que

dp(z) = Z [(0upa)dr*ue + paduy] . (2.4)

«

Como podemos observar el segundo término contiene el cambio du, para el espacio in-
terno, que describird el efecto que produce el potencial de campo externo sobre el espacio
interno del campo escalar.

Por otra parte la forma de la transformacion infinitesimal para U es

U(dz) = exp(—iade"Fy),
= exp (—ia(9,e")da" Fy,) . (2.5)
Si realizamos una transformacion sobre el espacio interno v vamos a experimentar una
cantidad de cambio para u dada por

U(dz)u = u+ du. (2.6)
Para el caso de la base de vectores u, los generadores Fj actian como una matriz de

operadores para la base u,, por lo que
U(dz)u, = exp [—a(0,e")da" (Fi)as) us. (2.7)

Igualando las relaciones (2.6), (2.7) y expandiendo a primer orden en dx, tenemos que

Uy + dua = [dxﬁ — ia(@usk)dx“(Fk)aﬁ} ug. (28)

De la relacién anterior (2.8) es facil observar que el cambio en la base es

dug = —ia(0,e")da" (F})apus. (2.9)

Ahora que tenemos el cambio du, podemos ver el efecto que produce el potencial de
campo externo sobre u,, el cual vamos a relacionar como la conexién de una transformacion
U sobre el campo escalar ¢(z); para simplificar términos definiremos esta nueva conexién
como

(Apap = (0ue") (Fi)ag- (2.10)
De la ecuacion (2.4) y observando la forma de las ecuaciones (2.9) y (2.10) obtenemos la
forma final del cambio total

dp = Z [(0,a)0as — 1a(A,)appa) dxHugs. (2.11)
af



2.2. Teoria de Norma en Electromagnetismo

Observando la forma de la ecuacién (2.11) es posible reacomodar los términos de la
siguiente forma,

dp = ) (dpg)ug

B

= Z(Dugog)dx“uﬁ. (2.12)
B

Como se observa, D, es un nuevo operador que hace las veces de una derivada, mejor
conocida como la derivada covariante, la cual describe el cambio que produce un potencial
de campo externo sobre los componentes de ¢(x) en la base interna u,. De la ecuacién (2.11)
y (2.12) podemos ver que

Dyps = Z (0050, — ia(Ay)as] Pas

D, = 0,—1iaA,. (2.13)

Ahora que sabemos el efecto que produce un potencial de campo externo sobre un campo
escalar de prueba ¢(x), podemos interpretar que (A,)qs es la norma que conecta al potencial
de campo externo con la simetria interna del espacio de ¢(x).

2.2. Teoria de Norma en Electromagnetismo

La teorfa electromagnética entendida de un manera simple [12] describe el efecto del cam-
po magnético y eléctrico tanto en el vacio como al interactuar con cierto tipo de materiales,
gobernadas por un conjunto de ecuaciones conocidas como las ecuaciones de Maxwell. Estas
ecuaciones que resumen de manera efectiva el comportamiento de la teoria electromagnéti-
ca, esconden entre sus ecuaciones una teoria de norma. Recordemos que las ecuaciones de
Maxwell con fuentes son

V-D = A4mp,
V-B = 0,
47 10D
H = —J4+-——
VX c + c ot’
10B
EF+—-— = 0. 2.14
VxE+ c Ot ( )

Para observar la teoria de norma subyacente en la teoria electromagnética, vamos a ver que
relacion existe entre los potenciales de campo vectorial A y escalar ¢ (ingredientes necesarios
para definir a el campo de norma A,) y los campos eléctrico y magnético a partir de las

7



Capitulo 2. Teoria de Norma

ecuaciones de Maxwell. Empezaremos con la siguiente ecuacién de Maxwell V - B = 0, la
cual nos lleva a definir al campo magnético B como el rotacional de un campo vectorial,

B=V x A. (2.15)

Si sustituimos esta relacion en la ecuacion de Maxwell que esta relacionada con la ley de
Faraday tenemos que

10A

Es facil ver que si el rotacional de un campo vectorial es igual a cero, éste se pude relacionar
con el gradiente de un campo escalar

10A
E+-22 — _
+cat Vo,
10A
E = -2 _vs 2.1
o VO (2.16)

De esta forma las ecuaciones (2.15) y (2.16) nos muestran la relacién que guardan los
campos eléctrico y magnético con respecto a los nuevos potenciales de campo A y ¢. Para
los potenciales de campo A y ¢ se puede hacer la siguiente transformacion

A=A+ VA (2.17)
.10
o =p— -5 (2.18)

Esta transformacién no afecta a las relaciones (2.15) y (2.16), lo cual nos dice que per-
manecen invariantes ante las transformaciones (2.17) y (2.18) llamadas transformaciones de
normal, siendo A una funcién escalar. El argumento anterior evidencia que se tiene la libertad
para escoger un conjunto de potenciales A y ¢ como mejor convenga.

Ya vimos que forma adopté la ecuacién de Maxwell que relaciona a la Ley de Faraday,
pero aun falta ver que forma adquieren las dos ecuaciones de Maxwell que involucran la Ley

de Gauss y la Ley de Ampere. Sustituyendo (2.15) y (2.16) tenemos lo siguiente
10

2 —_—— . P —
Voo + - t(v A) 4drp, (2.19)
2 _i_éz‘l_v vV - l_5¢ __4_”
V<A 292 A+ Y . J. (2.20)

Anteriormente habiamos comentado que se tiene la libertad de escoger los potenciales
de campo A y ¢; con esta consideracion vamos a imponer la siguiente condicién de manera
conveniente

a invarianza de los campos bajo estas transformaciones se conoce como invarianza de norma



2.2. Teoria de Norma en Electromagnetismo

10¢
VoAt oS0 (2.21)

A esta relacion se le conoce como la condicion de Lorentz y gracias a esta las ecuaciones
(2.19) y (2.20) quedan como dos ecuaciones de onda inhomogeneas para A y otra para ¢:

1 9%
2
_ 27 Y
1 0?4 41
2 _ -z 7
V<A 2 . J.

Para observar la conexién de las ecuaciones de Maxwell con la teoria de norma se define
el siguiente cuadri-vector potencial

A, = (6, A). (2.22)

En la teoria de relatividad especial, A, hace la funcién de nuestro campo de norma que
surgié de la invarianza de los campos ¢ y A. Por lo tanto, a partir de nuestro campo de
norma A, podemos obtener la dindmica de la teoria electromagnética siguiendo los pasos de
la teoria de norma.

Si consideramos la derivada covariante (2.13) y calculamos [D,,, D,| vemos que:

(D, Dyl = [0u+ Au 0 + Al g,
= (0 + Au) (Oup + Avp) — (0, + A) (Oup + Augp)
= 0, (0up) + 0u (Avp) + A0y + AL A
—0, (Opp) — 0y (App) — A0 — AV A 0.

Viendo la forma de el potencial de norma A, = ((b, ff) nos damos cuenta que el grupo

de simetrfa interna es U(1). Por lo tanto el conmutador [4,, A,] ¢ = 0, ya que estamos ante
la presencia de una taoria abeliana, y el cdlculo anterior queda como

[DIM D)y = OuAvp + ALOup + Audyp
—0,Ap — A0y — A0,
= (0,4, —0,A4,) ¢.
Del calculo anterior podemos obtener un nuevo objeto llamado tensor de esfuerzos de
Maxwell constituido como
F. = (0,A, —0,A,) . (2.23)

Es evidente que la teoria electromagnética es una teoria de norma abeliana que involucra
cantidades y relaciones que permanecen invariantes ante las transformaciones (2.17) y (2.18),
el descubrir a la teoria de norma de la teoria electromagnética es una evidencia clara que
existe un principio bésico en las simetrias de un sistema en general.

9



Capitulo 2. Teoria de Norma

2.3. Teoria de Norma en Gravitacion

Una de las interrogantes més extensas en las ciencias fisicas ha sido la unificacion de
diversas teorias en una sola mas fundamental, y asi obtener una estructura mas completa
del universo, como una explicacién del todo. Esto ha derivado en varias propuestas para la
unificacion de teorias como la interaccién débil y electromagnética que son ttiles en el anélisis
de la interaccion de particulas.

En base de la idea anteriormente esgrimida, es posible realizar la construcciéon desde el
punto de vista de algin tipo de geometria, que sea capaz de contener a los elementos del
espacio-tiempo y las simetrias de algin grupo local; esta idea se propone en el entendido
que la invarianza de norma local se define sobre el espacio Minkowkiano que, sobre ciertos
conceptos del mismo, tiene como consecuencia a la Relatividad General y la interaccién de
particulas.

Por lo tanto se definird una nueva geometria expandida con elementos coordenados para
el espacio-tiempo y los asociados a algin grupo de simetria local. A este super espacio lo
conocemos como haz fibrado, el cual se define en dos sectores, uno horizontal (relacionado
con el espacio-tiempo) y el otro vertical (relacionado con algin grupo de simetria local).

Tomaremos a g, (x) como los componentes del tensor métrico del espacio 4-dimensional y
a gap(0) como los componentes del tensor métrico del grupo n-dimensional asociado a alguna
simetria local de grupo; con esto construimos el espacio (n + 4)-dimensional que tiene como
tensor métrico el superespacio a G;;(y), y como coordenadas a los elementos

y = {a", 6"}, (2.24)

donde el indice p = 0,...,3, y A = 1,...,n. Para este superespacio es posible utili-
zar la estructura de la geometria diferencial ya que se define a Gj; como la geometria del
superespacio y’; por lo tanto definimos la siguiente accién simétrica?

G (X, Y) = Gijei &® ej (X, Y) .
Entonces los elementos de G son
G =G ®e. (2.25)
El tensor G al ser simétrico nos otorga la libertad de igualarlo a la linea de mundo d.S?
d82 = Gijeiej.

Los elementos de G;; es posible obtenerlos con la ayuda de las cantidades

-
hZ - ayl 9
que son vectores que relacionan la dependencia del espacio-tiempo con el superespacio. A
su vez definimos vectores normales N* 4 al sector horizontal tal que
h*N'4 = 0.
2La accién es simétrica para G (X,Y) si G (X,Y) = G (Y, X).

10



2.4. Elementos de la Geometria Diferencial

Esto sugiere la existencia de una relacién entre los componentes® G;; y ¢,,,, dada por la
proyecciéon del superespacio en el espacio-tiempo

9w = hiuhjuGij7
¢ = h*h;"GY, (2.26)

y por lo tanto para g,p sera

gap = N'aN’pGyj,
g*f = NANBGY. (2.27)

Como en general el espacio-tiempo no depende de el grupo de simétrias tenemos que

gyi: = 0; si en general ha* es cero es posible conocer los elementos para G;; y su inversa
mediante las expresiones
G.. = guu+gABNyANVB gABN,uA (228)
K N, Bgas, gap )’
9", —g"N,"”
GY = . 2.29
(_N#Aguu gAB + N,uANV Bguu ( )

A partir de la forma de Gj; es posible determinar la linea de mundo y por ende obtener
el escalar de curvatura para el superespacio y'. Tenmos asi que

dS* = g, da"dz” + gapdd?do® + gapN,* N, Pdxtdz”, (2.30)
1 A /’”j
R= R+ Ro = FuFY, (2.31)

donde R, es el escalar de curvatura del espacio-tiempo y R¢g el escalar de curvatura
del grupo de simertria interna. A partir del escalar de curvatura del superespacio es posible
obtener una estructura que unifique, a la teoria de la relatividad con la electrodinamica, o
la teoria cuantica de campos, mediante una estructura geométrica extendida como un haz
fibrado. En este trabajo solo se trabajara con la parte geometrica del espacio-tiempo que da
sentido a un espacio curvado por la accién de campos gravitacionales, pero lo anterior queda
como una generalizaciéon del tratamiento de la teoria de norma local como una aproximacion
geométrica [13] que puede ser 1til en la construccién de teorias de unificacién.

2.4. Elementos de la Geometria Diferencial

La geometria diferencial es una herramienta matematica usada para la teoria gravita-
cional [14] que es usada para obtener una descripcién més sencilla del espacio-tiempo que
se ve afectada por un campo gravitacional. A continuacion se expondra de forma breve los
elementos bésicos que componen a la geometria diferencial y de los cuales se hara uso mas
adelante.

3Los vectores inversos se definen como: h;“hi, = 6*,, N;ANi g = §4 5.
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Vector Tangente y Cotangente

Vamos a considerar una funcién* f sobre alguna variedad M que va de R™ a R. Consi-
deremos también una curva ¢(t) sobre la variedad M; por lo tanto podemos relacionar los
puntos de esta curva ¢ con la funcién f de la siguiente forma f(p(t)) = f(z'(t), ..., z™(t)).

Tomando en cuenta lo anterior tenemos que

of  (dzi of
(5) oy~ (o)., 2

Si tomamos en cuenta que existen una infinidad de curvas ¢(t) que pasan a través de un
punto p, se puede definir un espacio vectorial en el punto p como una combinacién lineal de
los elementos 0/0x? como sigue

0
Oxe’
A este espacio vectorial le llamaremos espacio vectorial tangencial al punto p o simple-
mente 7). Los elementos 9/027 constituyen vectores tangente en el punto p.
Es posible escoger una base arbitraria de vectores linealmente independientes en lugar de
una base determinada por coordenadas locales a través de una relacién lineal de transforma-
cién de la forma

X=X

(2.33)

0
0= €t —. 2.34
Ca = a5 (2.34)
A partir de (2.34) es sencillo ver que la relacién inversa esta dada por

0

a
— =e%,e,.
oxH B

eq" son los elementos inversos a e*, por lo que se cumple

a
eaue v = 5MV7
b _ sb
e'e’y = 04"
Entonces podemos expresar cualquier vector tangente al punto p en la nueva base e,

X = X%%,. (2.35)

donde los elementos X se obtienen a partir de los componentes X en (2.33). Por otra
parte el espacio cotangente, también llamado la uno forma w al punto p, es una acciéon lineal
del espacio tangencial a los reales

w:Tp—>R1.

Esto lo que nos quiere decir es, que tomando algiin vector tangencial X, la uno forma w
esta asociada unicamente a un nimero w (X) dado por

4Definimos a f como una funcién suave sobre las coordenadas (1, ..., 2")
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2.4. Elementos de la Geometria Diferencial

w (X) = (w, X). (2.36)

A este espacio lo vamos a denotar como el espacio cotengente 77 al punto p sobre la
variedad M, visto como el espacio dual al espacio tangente. La base para T la asignamos
como una base linealmente independiente arbitraria e, con lo cual es posible obtener los
elementos del vector tangente X

(X)) = (e X’)
= {(e* e X°
= 4§ bXb
= X (2.37)
Al utilizar e®(ep) = (e?, ep) = 6%, estamos diciendo que ambos son espacios duales entre
si.
Retomando la relacién (2.36), se observa que los elementos de la uno-forma w se pueden
escribir como

w(X) = (w,X)

= (w, X%,)
= XY w,e,). (2.38)
De lo anterior tenemos que
we) = (w,eq)
= W, (2.39)

Con los elementos de w en la base de e,, y retomando el cdlculo de (2.37) obtenemos lo
siguiente

(w,X) = X%w,eq)
= weX*
= wa<e“,Xbeb)

= (w.e*, X).

De lo anterior es facil observar que la uno-forma w del espacio cotengente 7 es una
combinacion lineal de la base de vectores cotangentes e®

w = wee. (2.40)
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Las bases duales e, v €’ de los espacio tangente y cotangente al punto p respectivamente,
tienen la posibilidad de escoger una base diferente. En general tenemos

Car = Cba’ b€b>

/7
e — P@ beb7

y al tener bases duales requerimos que tengan el siguiente comportamiento

51),@/ = <6b,,€a/>
= o, d, “eb eq)
_ (I)b’ b(I)a’ aéba
= ¥, 0,0
Es evidente que las matrices de transformacién oY, y ®,? son inversas entre si. Por

lo tanto es facil observar que un cambio de base en los elementos del vector tangente X y
cotangente w se encuentra determinado por las relaciones

/ /

X = e (X)
= 0"’ (X)
= 7,X°,

wey = wl(eq)
= Dutw(ep)
= %0

Por ultimo, debemos de mencionar que la transformacion de una base coordenada z% a
’ . , . .z /
otra % es posible a través de las matrices de transformacién ®° , y ®,?, las cuales guardan

la siguiente relaciéon Jacobiana
/
@b, <8:Eb )
b = )
b
oz ),

oo = (2.
ox ’

Antes discutir la accién de la derivada exterior, es necesario considerar la siguiente accién
multilineal

Derivada Exterior
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2.4. Elementos de la Geometria Diferencial

T: 1" - R,

donde II”, es el espacio de tensores del tipo (r,s).
Este accion proporciona una asociasion de un ordenamiento de r uno-formas y s vectores
tangenciales a un numero real

T (wl, e w’ Xy, ...,Xs) =a.

A partir de la accién anterior es posible determinar cuales son los elementos de 77

1 T 1 a r a b b
T(w e, W ,Xl,...,XS) = T(w € w e Xy ey, o, X Sebs)

1 r b b a a
= Wy W X1 XT (M e ey, €ay)

De este reacomodo de términos obtenemos los elementos de T relativos a una base cons-
truida mediante las bases e® y e,. Por medio de ellas obtenemos los componentes

T (€a17 ... ,€CLT7 €hyy- - - ,6{,8) = o by..bs- (241)

Por lo tanto tenemos que

T=T""%y 4 "®...0e"Rep X...Rep,. (2.42)

Como es posible observar de la ecuacién (2.42), los componentes de T en la base dual e,
y € son la representacion de productos tensoriales. Bajo esta notacién es posible tomar el
siguiente producto tensorial

Y ®.0Y,0'®...00". (2.43)

Estos r vectores tangentes y s uno-formas son los elementos de 717 que correlaciona a un
nimero real de la siguiente forma

Yi..0Y,00'®0..00" (v,... o, X,...,X,)
= (W Y)). . (WY N X)) .. (95 X,).
Ya que se expuso de manera breve la construccion de un tensor, ahora vamos a ver el

caso particular de un tensor del tipo (0, s) totalmente antisimétrico, lo que implica que los
tensores covariantes son antisimétricos en cada par de sus argumentos

T(Xy,. o Xy Xpy o, X)) = —T(Xq, o Xy Xy, X))

Los tensores de este tipo son llamados s-formas, las componentes Ty, ,. se calculan en
términos de la base relativa,

e R...Re.
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Bajo este argumento de tener un tensor (0,s) totalmente antisiémtrico, vamos a repre-
sentar los elementos de la base de tensores antisimétricos como

e AL Ne.
A este nuevo producto lo conocemos como producto exterior, por lo tanto de forma general
podemos escribir la s-forma como
Q=Q a€"Ne? N NE™. (2.44)
Como es sencillo observar, al realizar un intercambio de indices, el producto exterior
cambia de signo por la caracteristica de antisimétria.
a b b a
e" Ne” = —e” Ne”. (2.45)

Consideramos ahora la derivada total de una funcién f,

9
df:axj;

Nos percatamos que df es una uno-forma en la base local de dz%, lo cual nos dice que
df = adz?, de modo que

dz?.

0
df (X) = <O./adl’a, Xb%>
. 0
= OéaXb<dI ,@>

= q,X,

por lo tanto «, es igual a aax’; = f.°, lo cual nos arroja la siguiente relacién

df (X) = X%,
= X/J.
A partir de la definicién de la uno forma df, es posible ver que la accién de esta derivada
a la cual llamaremos derivada exterior, convierte la p-forma a una (p+ 1)-forma, por lo tanto

si la funcién f es una cero forma, ésta es transformada a la uno-forma df, el siguiente calculo
hace evidente la accién de la derivada exterior sobre la s-forma.

dA = d(A, o dz® A...Adz®)
= dAag o, NET N NE®

0Aq;..a
= B g Adr™ AL LA da®, (2.46)

Ox?
5Se introduce la notacién donde la coma como subindice denota diferencia parcial ;ﬁl =d,
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Corchete de Lie

El corchete de Lie se define como la accién de dos vectores de campo X y Y sobre una
funcién f cualquiera de la siguiente forma

X, Y]f: = (XY-YX)f
= X(Yf)-Y(Xf). (2.47)

Los componentes del corchete de Lie en la base local de coordenadas se obtiene de la
siguiente forma

X, Y]": = (XY -YX)a"

0 0
o b a b a
= XV’ St - YX oG

= XY’ — YX"3,°
= XYVI-YX (2.48)
El corchete de Lie [X, Y] tiene relacién con la derivada de Lie de Y en la direccién de X
teniéndose
Y = [X)Y]. (2.49)
Ya expuesta la derivada de Lie, a modo de ejemplificacién vamos a ver que sucede al
aplicar esta derivada sobre una funcién escalar f. Tenemos
Zxf=Xf=df (X). (2.50)
Para este caso vemos que la accién de £x sobre una funcién escalar, es la asociacion de

la uno forma df y el vector de campo tangencial X. Mediante la relacion de la derivada de
Lie con el corchete de Lie es posible mostrar que

P (S®T)=%S®T+S® KT, (2.51)

L (weY) = (%w) @Y +w o (ZY), (2.52)

donde S, T y Y son tensores, mientras que w es la uno forma diferencial.
En particular es interesante ver el desglose del siguiente calculo

$X<w7Y> = <$XW7Y> + <w7$XY>
X (V) = (xw), Y’ +w (ZY)

Tomando la relacién de (2.48), es posible ver que

(Lxw)o Y = X' (wapY " +waY}) —wa (XY§ — VXS
= (X'wep +wpX5) Y (2.53)
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Derivada Covariante

Anteriormente se habia observado como se realiza la tranformacién de un base coordenada
a otra, lo cual nos indica si existe invarianza ante transformaciones. Para tener un mejor
entendimiento vamos a observar como transforma la parcial de una funcion escalar f. Tenemos
que

of  Of 0x°
oz Oz Oz
Esto nos dice que la transformacion es lineal, y que ;w’: transforma como un vector

covariante, por lo tanto la derivada parcial sobre una funcion escalar es independiente a la
base local. Pero veamos que sucede cuando realizamos el mismo procedimiento para un vector

covariante wy
0 [ 0x*
wr = g \ e

0%z ox® Oxb
oz Oz Wa oxv Ozv' Wab:

Nos percatamos que la derivada parcial de un vector covariante no es invariante ante
cambios de base, por este hecho es esencial buscar un operador que al actuar con un vector
covariante sea invariante ante cambios de base. Este operador propuesto sera Vx, el cual
asigna un vector de campo sobre M a un operador diferencial, que mapea a un vector de
campo arbitrario Y, a un vector de campo VxY concido como derivada covariante de Y.
Tomando en cuenta esto vamos a pedir las siguientes condiciones

(2.54)

(2.55)

1. VxY es lineal en el argumento X
VixtgvZ = [VXZ + gVvZ,

2. VxY lineal en el argumento de Y
Vx (Y+7Z)=VxY + VxZ,
3. Vxf=Xf.
Para ver como se construye la conexién afin del operador Vx, vamos a realizar el calculo

de VxY en términos de alguna base dual e, vy €’. Tenemos que

VxY == VX (Y“ea)
= (nya) [ + Ya (Vxea)
= (XY e, +Y*Vxe,. (2.56)

Si observamos que Vxe, es posible reescribirlo como Ve, (X), y partimos de que la accion
del operador V sobre la base e, es un tensor del tipo (1, 1) en la base de e,, podemos escribir
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2.4. Elementos de la Geometria Diferencial

Vxea = Vea (X)
= w% (X)e.. (2.57)

Sustituyendo la relacién (2.57) en (2.56) tenemos lo siguiente

VxY = (XYY e, + YW, (X)e.
= [XY*+w (X) V"] e,

Por lo tanto de relaciéon anterior es posible observar que la componente a-ésima de VxY
es

(VxY)* = XY+ wy (X) Y. (2.58)

Si descomponemos el operador derivada covariante de la siguiente forma,

Vxi,Y = VY (X%,)
= XY (eg)
= XV.)Y,

entonces la relacion (2.58) queda de la siguiente forma

X4V, YY) = XY™ +w (eq) XY
= Xd [edY“ + w“b <€d> Yb} .
De esta forma de la derivada covariante vemos un nuevo elemento que esta formado por
el término que incluye a w®;, (e4), los cuales son los elementos de w®; en la base de e4. Por lo

tanto podemos escribir w®; (e4) = wpq.
Si consideramos la base local de coordenadas, la ecuacién (2.58) serd

(Vo,Y)! =0,V + b, Y° (2.59)

Si 2 es una uno-forma, entonces para cualquier vector de campo Y es posible cédlcular la
accion de la derivada covariante de la siguiente forma

Vx (2(Y)) = (VxQ) Y + 2 (VxY),

y en términos de una base local e, y e, tenemos la expresion

Vx (Y7 = (VxQ), Y+ Q, (VxY)°.

De esta ultima relacién y con el uso de la relacién (2.58), es posible determinar la derivada
covariante de la uno-forma €2,
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(VxQ),Y" = X (Y% —Q, (XY*+w" (X)Y?)
= (XQ)Y*+Q, (XY?) - Q, (XY?) — Qu’, (X) Y
= (XQ, — U’ (X)) Y

De aqui vemos que el elemento a-ésimo de la derivada covariante de la uno forma es

(VxQ), = XQ, — Q' (X). (2.60)

Entonces la relacién (2.60) en la base local de coordenadas queda

(V,82), = 02 — w5 2.

Como anterioremete se ha mencionado, la derivada covariante contiene la conexién que
hace posible que la derivada de un vector covariante o contravariante sea invariante ante
transformaciones de base.

Ecuaciones de E. Cartan

Una de las principales ecuaciones de Cartan es la que esta relacionada con el tensor de
torsién. El tensor de torsion es la diferencia que existe entre la derivada covariante y la
diferencial de Lie, y se define asi para poder observar el cambio que produce el transporte de
un campo vectorial sobre una trayectoria. La torsién la definimos como la accién

T (X,Y) = VxY — VyX — [X,Y]. (2.61)

Si nos posicionamos en la base (e,) y (eb), es posible obtener la forma del tensor de
torsién. De (2.61) calculamos lo siguiente

VxY —VyX = XY%, +uw (X) Y%, — YX%, — w' (Y) XP,
= [Xe* (Y) +w" (X)€" (Y) = Ye* (X) —w (Y) e’ (X)] e
= [X{(e"Y) — Y(e", X) + w (X)€" (Y) — w (Y) €’ (X)] €. (2.62)

Utilizando ahora el elemento a-ésimo del corchete de Lie dado por la relacién

X,Y] = [X, Y],
= " (X, Y])eq
= (" [X, Y])eq, (2.63)

vemos que si sustituimos las relaciones (2.62) y (2.63) en la relacion de la accién de la
torsién (2.61), tenemos
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T(X,Y) = [X{(e"Y)=Y{(e" X) — (" [X,Y]) + w (X) e’ (Y) — "} (Y) " (X)] .

Si calculamos ahora la derivada exterior de la uno-forma w obtenemos

dw (X,)Y) = wa,beb/\e“ (X,Y)
1

= Wb (eb Aer —e A eb) (X,Y)

= L (X e, Y) — (e XY (e, Y))

(Wap X Y — wa, XY?)

(Wha — Wap) XY, (2.64)

N = N = N

Si agregamos y restamos el término Yw, X % a la relacién (2.64) tendremos lo siguiente

dw (X,Y) = % (VO (w5,aX® + waXG) = VP (wap X* + wo X5)]
_ % X (@) — XY + 0w, YX? = Y (10, X%)]
1

Haciendo uso de la ecuacién de la derivada exterior de la uno-forma w, tenemos que la
relacion (2.64) queda como sigue

T(X,Y) = [X{Y)—-Y(e" X) — (", [X,Y])
+ W (X) e’ (Y) —w’ (Y) e’ (X)] eq
= 2(de" +wy Ne) e, (X,Y).

Por lo tanto los elementos del tensor de torsion son

1
§T“ =de” +w'y A (2.66)

La ecuacién (2.66) es conocida como la primera ecuacién de Cartan. Para el caso donde
la torsién es cero, lo cual garantiza transporte paralelo, tenemos que la ecuacion (2.66) se
reduce a

de® +wy N e = 0. (2.67)

La segunda ecuacién de Cartan se relaciona con la curvatura, la cual nos aporta la infor-
macién de que tan intenso es el espacio gravitacional en cada punto. La segunda ecuacion
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de Cartan se origina de la conexién afin que nos provee la derivada covariante, lo que nos
permite definir al tensor de curvatura como
R (X, Y) Z .= VXsz - VvaZ - V[X,Y]Z. (268)

La forma anterior nos proporciona la informaciéon de que tanto cambia un tensor al ser
transportado de forma paralela, bajo la diferencia de la accién del conmutador de la derivada
covariante en la direccién del vector de campo X y Y y la accion de la derivada covariante
en la direccién del corchete de Lie. A continuacién vamos a desglosar la forma de la relacion
(2.68).

Primero vamos a ver que resultado arroja VxVvyZ. Para ello calculamos

vayz = VX (YZa + w“b (Y) Zb) €a
= (YZ*+w*, (Y) Z°) Vxe, + XYe* (Z) e,
+e" (Z) Xw®y (Y) eq + w® (Y) Xeb (Z) e,. (2.69)

Ahora veamos como es la derivada covariante de Z en la direccién del corchete de Lie.
Tenemos

Vixy] = {[X,Y]e*(Z) + w* (X, Y]) " (Z) } e, (2.70)

Haciendo uso de los resultados de (2.69) y (2.70), vemos que la accién de la curvatura
(2.68) queda como

R(X,Y)Z = [X(w", Y) = Y(w", X) — (w" [X,Y])
Fw (X)) w (Y) —we (Y)wb (X)] e’ (Z) e,
= 2(dw“b+w“c/\wcb) (X,Y) eb (Z) €q-

A partir de esta expresion tenemos que la segunda ecuacién de Cartan es

1
§R“bcdec/\ed = dwy + we A Wp. (2.71)

De esta forma se observa que la segunda ecuacion de Cartan estd relacionada con el tensor
de Riemann con la derivada exterior de la uno forma w®,.

La métrica en la base de vectores cotangente

Como sabemos la informacién de la curvatura del espacio-tiempo estda contenida en la
métrica g,,, con la que podemos célcular el elemento de linea; a este elemento de linea
lo podemos definir como una correlacién lineal de un tensor simétrico del tipo (0,2). Los
elementos para este tensor en una base local e* son coeficientes g,, del cual se tiene la
descomposicién
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g = gue® ® €, (2.72)

Es posible obtener el elemento de linea en una base diferente a la determinada por las
coordenadas locales y asociarle una métrica plana de manera conveniente, esta es la idea
detras del formalismo de Cartan [14, 15, 16]. La base que vamos a escoger para definir el
elemento de linea va a estar constituida por vectores cotangentes e* y donde los coeficientes
métricos son los elementos de la matriz 7,, con la signatura (—, +, 4+, +).

ds® = ey, (2.73)

La base {e} constituye la tétrada o vierbein.

De la relacion anterior es dificil observar en que parte esta contenida la informacion de
la métrica curva, pero gracias a la relacién (2.41) podemos obtener esta informacién. La
sospecha cae sobre la matriz e}, que realiza la transformacion de la base de coordenadas a la
base e* = eZda:“, que como vemos nos conviene ya que con ella podemos trabajar con una
métrica plana al estilo de Minkowski. Esto nos dice que

ds? = e%ny
= eZegnabdx"dx“. (2.74)

Es evidente que la informacién de la curvatura esta contenida de la siguiente forma g, =
eZeﬁnab; a esta matriz e, que relaciona una transformacion lineal de una base de coordenadas a
una base e” le llamaremos componentes de la tétrada. Este nuevo elemento e, el cual contiene
la informacion de la curvatura del espacio-tiempo nos proporcionara la relaciéon con la teoria
de norma asociada al grupo de simetrias de Poincaré que discutiremos a continuacion.

2.5. El grupo de Poincaré como simetria interna

En la construccion de la Teoria de Norma requerimos de un grupo interno de simetrias
que determinen la norma con la que vamos a obtener una teoria invariante. Para este caso
vamos a considerar el grupo de Poincaré para el cual tenemos la siguiente transformacion
infinitesimal

% — 2’ = 2% 4 £ + wial. (2.75)

cona=1,2,3,...

Cabe mencionar que se utilizaran los indices de las primeras letras del alfabeto (a, b, ¢, ...)
para denotar la base de vectores linealmente independientes que identificaran el marco de
referencia para la simetria interna. Para la base determinada por una base local, utilizaremos
los indices del alfabeto griego (f, v, p, ...) para identificar los términos de la métrica g,,.

Bajo estd transformacion infinitesimal vamos a construir la variacién que afectara al
campo de materfa ¢(z)%; primero veamos la forma que toma el campo de materfa bajo 2.

SEl campo ¢(), es entendido como un campo auxiliar que sirve para ver el efecto que produce un campo
gravitacional
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Usando series de Taylor tenemos la forma de la transformacion bajo el grupo de Poincaré
para el campo ¢(z’)

p(a') = [1+ (wiz’ +¢%) 8,] (). (2.76)

Haciendo uso del célculo anterior se realizard una variacién inicial do¢(z) dada por

So(x) = ¢(x) — d(2) = — (" + wja’) Qo ().

Reacomodando algunos términos obtenemos lo siguiente:

God(x) = — (%0 +wia"d,) ()

_ [p Sy a] o)

— {g“Pa — %w“b (250, — xaab>:| ¢(x)

— (gapa + %w“bMab) o(z), (2.77)

con P, y M, como los generadores de traslaciones y rotaciones respectivamente.

Ahora resulta importante célcular la variacién de la parcial del campo ¢(x) en la base
local, bajo la idea de que la transformacién infinitesimal depende de la posicién ya que en
gravitacién el espacio-tiempo es curvo. Por lo tanto tenemos que

(506M¢(.1') = 8,u(50¢($)

= 0O (5aPa + %wabMab) P(x)
= <€aPa + %w“bMab> Du0(x) + (% (e"P,) + %au (wabMab)> o(x)

- <gapa + %w“bMd,) 0,0(x) + %@w“bMab(b(x) + 0, Pag(). (2.78)

Ahora, como podemos observar, la variacion de d,¢(x) difiere del caso cuando no tenemos
dependencia en la posicién de la transformacién infinitesimal % + w@z®. Para construir una
teoria invariante de la posicién definimos una derivada que nos permita tener una variacion
sin que se vea el efecto que produce la dependencia en la posicién de % + wiz®. Para esta
construccién vamos a definir la derivada covariante

V,=0,+4, (2.79)

La aplicacién de la variacién inicial dg a la derivada covariante nos da la siguiente relacién

24



2.5. El grupo de Poincaré como simetria interna

80V,0(5) = 80 O+ Ay) 6(x)
= G0dub(a) + (JoA,) $(x) + Audod (). (2.80)

Para facilitar los calculos posteriores vamos a definir la cantidad
a 1 ab
O =P, + éw M.

Para garantizar invarianza debemos obtener una relacion similar a la ecuacién (2.77); con
el fin de lograr esto requerimos que nuestro campo de norma sea igual a A, = %auw“b]\/[ab +
0, P, y ademés fijamos la variaciéon del campo de norma de la siguiente forma

(00A,)9(z) == [0, Ay]é(z) — Aud(x). (2.81)
Por lo tanto, al sustituir en la ecuacién (2.80) los resultados de las ecuaciones (2.77),

(2.78), (2.81) y tomando en cuenta el conmutador de [©,A4,]¢p(z) = (©A, — A,0) ¢(z),

tenemos que

o V,0(z) = 00,0(x) + A p(x) + A,00(x) + OA,P(x) — A,0¢(x) — Auo(z),
y por ende
oV,up(r) = 00,0(x)+OA,p(x)
= OV, ¢(z). (2.82)

Al obtener la forma de la norma A,, podemos célcular los invariantes de norma con la
ayuda del conmutador [V, V,] que da como resultado lo siguiente

Vi, Vil o(z) = (0u+ Au) (0y + Av) d(x) = (9, + Ay) (9 + Ay) $()
= (9,4, + A A, — 0,4, — AA,) ¢(x)

(Duwst — &,wzb) Mapd(z) + (9,e8 — 8VeZ) P,o(x)

1
2
1
5 (wgcwl‘fb — wﬁcwﬁb) NeaMapd(x) + (efLwﬁa — eﬁwﬁ“) Mo Pap()
% [8Mw3b - &szb + (wzcwgb - chwzb) ncd] Mab¢(x)

+ [0uel — Dyels + (ehws® — ebw®) mue] Pagp()

= LESMad(x) + F, Pad(z). (2:83)

Del resultado anterior obtenemos dos objetos contraidos con el generador de rotaciones
y traslaciones. Por lo tanto la relacién con la teoria gravitacional caera en identificar a la
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Capitulo 2. Teoria de Norma

tétrada ), con las cantidades 0,€%, que tienen que ver con las traslaciones infinitesimales y
por ende como nos trasladamos en el espacio-tiempo curvo. Por lo tanto, el objeto que esta
contraido con el generador de traslaciones sera relacionado con la torsiéon, la cual vamos a
igualar a cero para garantizar torsion libre como sucede en la formulaciéon de Relatividad
General. Como es de esperarse, el término contraido con el generador de rotaciones tendra
relacién con la curvatura del espacio-tiempo y el término 9, M = w? ser4 el equivalente a

°w
los simbolos de Christoffel. A raiz de todo esto tendremos lo siguiente

F 52 = 8wafb — éLwa + (wzcw,‘fb — wﬁcwgb) Ned (2.84)
Fy, = 0ue; — Oye), + (eﬁwf“ — ef,wffa) Ned.- (2.85)

Al considerar que existe torsion libre podemos saber explicitamente la forma del término

ab S d N% :
w, . Para esto vamos a multiplicar a Fy,, por e,e.n4, obteniendo

wov a _ B v 1387 wov ( d d _
ey eandaly, = € el 0 evq — €, € 0,euq + € e (euw,,da - €unda) =0.

Al tener esta cantidad con indices libres a, b y ¢, se tomara la permutacion en estos indices
de la siguiente forma:

W v nov wov (. d d
e, €e0pevq — €eperdye,, + e e, (euwyda — eyw“da)
v v v d d
+eley Oy, — eheyd e e + ehey (ehwyae — €pwpdc)
v v v d d
—eler e + elle O,e,, — elle, (e#wydb - eywudb) = 0.

Realizando las contracciones pertinentes tenemos que:

W v W v A A
€y €eO0ueyq — € €00, + €oWaba — €5 Waca

v v A A
+elieyOuene — ehey Oyee + epWaae — €,Wine

v v A A
_egeaauevb + egeaal/e/ib — €qWAch + €cWrab = 0.

Como el objeto w,. es antisimétrico en los indices ab es posible tener lo siguiente

A o un v un v v v
2ejWrae = —€p€.0uuq + €y el0,e,q — ey Oueye + ehey O e,
v v
+elerd, e — elerOye .

b

(o2

Por lo tanto, al multiplicar por e
indices ¢ por by o por p tenemos

obtenemos la forma final de w?® con el cambio de

1
wzb =~ {e” (Oxe, — Ouel) + e (0} — 6&62) + eZe“Aeb” (Opear — Oreap) } - (2.86)
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2.5. El grupo de Poincaré como simetria interna

Derivado de todo esto podemos obtener las ecuaciones de movimiento en términos de los
campos de norma. Como vemos la construccion de la teoria gravitacional puede ser posible
a partir de la teoria de norma, donde las ecuaciones de campo estan dadas por

a 1 a a
Fi— SFe; =G, (2.87)

las cuales son determinadas por la construccion del lagrangiano

L =eF,

donde e = det(ef) y F' = Fbetey, el cual es el invariante de norma de curvatura, ya
que F [jl’,’ estd relacionado con el tensor de Ricci, G}, es el equivalente del tensor de energia

a _ fprab, v
momento y Fjy = File;.

Teoria de Norma de De Sitter

El grupo de Sitter que representa a un hiperboloide n dimensional tiene como motivo
describir al espacio-tiempo de la teoria gravitacional de una forma diferente. Esta diferencia
radica en considerar que el espacio-tiempo se expande, por lo que en pocas palabras el grupo
de de Sitter describe a un espacio-tiempo en expansion.

El grupo de de Sitter se puede formular de una forma similar a la teoria de norma del
grupo de Poincaré, con un parametro a que actua como radio del espacio de Sitter. Una
propiedad interesante de este grupo es que cuando el radio a tiende a infinito, éste se reduce
al grupo de Poincaré dotando a nuestra teoria la posibilidad de identificar a el radio a como
el radio del Universo en expansion.

La estructura del espacio para el grupo de Sitter estd constituida por un espacio plano
inicial de 5 dimensiones con elemento de linea

ds®> = — (de)Q + (dx1)2 + (de)2 + (dI3)2 + (d$5)2
ni;da'dz? + (da:5)2. (2.88)

Partiendo de esta configuracién construimos la hiperesfera H; con radio a contenida en
My y definida por la relacion

nix'e! + (2°)* = a®. (2.89)

A partir de la hiperesfera H, podemos calcular la cantidad (dac‘r’)2 obteniendo

5 _ 2 . .
dz® = dv/a* —nz'al,
1

(a® = pma'a™) 2 d (nija’a?)

| — N =

(a2 — mmxlxm)fé Nij (dxia:j + atidxj) ,

. wida
= T (2.90)

V a? — 77lm$l$m
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Utilizando el resultado de (2.89) sobre la linea de mundo de Sitter (2.88), tenemos

L9
(nija’da?)
a2 _ nlml.lxm’

a? — 'z

ds® = mydr'ds’ +

Con este resultado es posible ver cual es la forma de la métrica en las coordenadas de Hy

Tl

La contraccién de la métrica con su inversa nos da como resultado g'g;,, = & ; a partir
de esta relacion es posible determinar la forma de la métrica inversa
g9 =n" — ixlazj (2.92)
a2

Derivado de la determinacion de la métrica inversa es posible observar como se componen
los simbolos de Christoffel y el tensor de Ricci. Tenemos que

i
TxT ]

jk a2 |V a2 — mmxll’m

d—1 Lol
Rap = —3 {nab + Q—bml:| :
a a? — mmrmx

Si nos enfocamos en las simétrias es posible encontrar la forma para los campos de nor-
ma en la teorfa de Sitter. Para esto vamos a considerar las siguientes transformaciones de
coordenadas

u’
= azsm(u/a),

° = acos(u/a), (2.93)

1
donde u = (nuwu®u’)? y el sin(u/a), al tener un radio a constante, es posible relacionar
el 4ngulo de abertura con respecto a la quinta coordenada z°.
Es relativamente sencillo ver que las transformaciones infinitesimales para u’ son

ou' = wiu? +e'u (2.94)

En consecuencia las transformaciones infinitesimales para (2.93) con respecto a las coor-
denadas u' implican lo siguiente
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2.5. El grupo de Poincaré como simetria interna

5,1 wiukﬁjxi
wiuko; (a— sin(u/a))
u
wluka 512 sin(u/a) — u sin(u/a) + w cos(u/a)
k Tu u’ u?a
W
wia— sin(u/a
0 sinu/a)
w;-xj, (2.95)
y
0,10 = wiubo;a®
= wlu*d; (acos(u/a))
. sin(u/a)
= —wjiu U=
_ —wjkujuksm(u/a)
. (2.96)
Para el tltimo resultado tenemos un cero ya que el objeto antisimétrico w¥ = —w’*

estd contraido con un término simétrico wu;ui. Sigamos calculando para el parametro de
desplazamiento tanto para x' como para z°. Para ello consideramos las variaciones

0.

%

ue? 0,

ug? 9 (a% sin(u/a))

ue’a (5;& sin(u/a) — ke sin(u/a) + 1;212 cos(u/a)>

u3
G i Ja .
1 u'eju’ 1 el

u

u i Lo _ L i
—ue'a sin(u/a) a- sin(u/a) + u'acos(u/a)
el o u'e; o elu; iz
u u ua
1. R
" (g'uj — gju’) 27 + UZJ u'z®, (2.97)
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Capitulo 2. Teoria de Norma

5.2° = wueox®
= ue'd; (acos(u/a))
= —cuasin(u/a)—
(ufa)

glu;

= Y 2.98
s (2.98)

Las transformaciones infinitesimales de de Sitter nos proporcionan los siguientes pardme-
tros de transformacién w? = 1/u(e'n’ — &hu’), W = “2 Por lo tanto la forma de los
generadores de traslaciones y rotaciones en las coordenadas u!, se corresponden a través de
los pardmetros de traslacién. Para esto definimos el vector ¢;* como la diferencial de las

transformaciones infinitesimales x*, con respecto a los parmetros de transformaciones (*,

, axi)
q;" = . , 2.99
= (55).. (2:99)
Por lo tanto los generadores de las transformaciones son
(0
P=q¢’'|— |, 2.100
o (55) (2.100)

con ' como las coordenadas del espacio-tiempo.
En primera instancia es posible ver que el generador de rotaciones para las coordenadas
U; es:

ya que la ecuacién de transformacién (2.95) hace evidente que la transformacién del
pardmetro w% es invariante ante transformaciones de coordenas entre z' y u‘, pero ;Qué
sucede para el generador de traslaciones?, y ;Qué generador se derivada del objeto w®? Para
contestar estas preguntas, primero vamos a cdlcular la parcial de (2.97) con respecto del

parametro ue;
i = (355xi>
] e N
oue’l ) i

1 ; ; U;u
= ﬁ((sj w, — myu') 2 + ~5 2. (2.102)
Entonces el generador P; queda como
.0
Po= gl
¢ ox7
_ ! 1(dﬂ'u — <uj)xk+ui—ujx5 0 (2.103)
T \w T e ua oxd’ '
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2.5. El grupo de Poincaré como simetria interna

De la relacién anterior no se ve claro que tipo de generador tenemos, pero si tomamos en
cuenta que

o _ 0d 0
out  Oui Oz
J
= aii <a% sin(u/a)) %
a . avu; | iy 0
= (61-35 sin(u/a) — 3 sin(u/a) + pvh Cos(u/a)> B
| N uu 9]
— | (8Tua® — wa? o5 —
= - {U (67 upa® — wz) + - } e (2.104)
entonces de la ecuacién (2.104) vemos que (2.103) queda simplemente como
0
P =_—. 2.105
S (2.105)

Por lo tanto P; es nuestro generador de traslaciones para las coordenadas !, pero aun
queda por saber que interpretacién tiene w®. Calculamos entonces la cantidad

5 [0’
qi5 - E)wi5 i

= —Dimx™, (2.106)
por lo que el generador Pj5 sera
0
Mi = i 5—
5 4is b
m 0

De aqui se hace dificil ver que generador se deriva de la coordenada z°, por lo que vamos
a ver que relacién guarda la parcial de 2° y u’. Utilizando regla de la cadena tenemos

o _ 01" 0
out  Oul Oxd
= —Esm(u/a)%
1 .0
= g (2.108)
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De las relaciones (2.107) vemos que

0
out
= ab (2.100)

Mi5:a

Entonces el generador de traslaciones para el grupo de de Sitter es simplemente

a
Contando con los generadores para el espacio de de Sitter, es posible saber como es la
forma de los tensores F, y F}., derivados de la teorfa de norma para el grupo de Poincaré y
tomando en consideracién que el campo de norma ¢/, = aw;, tenemos lo siguiente:

F ;{, = Guwf,j — &,w;‘f + (wffwlyj — wikwff) Nkl + (a)ffw?,j — wfwij )
— (9wa,j — &,wij + (wffwf,j — wikwg) Mt — = (eie{, - ef/e{L) ,
(2.111)
y ademas
o= o,
= % [Ouey, — ey, + (ehwy’ — elwy’) min] - (2.112)

De esta forma obtenemos la teoria de norma de de Sitter, que esta vinculada con la
constante cosmoldgica, la cual serd utilizada mas adelante para la deformacién de la teoria
de norma.
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Deformacion de la Teoria de Norma
para Gravedad

Anteriormente discutimos la construccion de la teoria de norma para gravedad lo cual
introduce nuevos elementos llamados campos de norma. Los cuales seran afectados por la
aplicacion de Seiberg-Witten para obtener campos de norma no-conmutativos que daran
origen a la teorfa gravitacional deformada. Para esto vamos a introducir algunos conceptos
necesarios para comprender el porqué de este tipo de deformacién.

3.1. Producto de Moyal-Weyl

Para la construccion de un espacio no-conmutativo se introducen las siguientes relaciones
de conmutacion

[zh 2¥] = iOM. (3.1)

Los elementos de ©*” son antisimétricos y en general son funciones de las coordenadas. A
esta relacion de conmutacion la nombraremos forma candnica. En este espacio no-conmutativo
se pueden obtener teorias de campo remplazando el producto normal con el producto-x de
la siguiente forma

() % () = 3" 35 B(2))(y) [y, (3.2)

donde consideramos a partir de ahora que los elementos ©*" son constantes. Este producto-
* se denomina de Moyal-Weyl.

En el caso de una relacién de conmutacién tipo algebra de Lie [z#, 2] = i©y"z?*, el
producto estrella adquiere la siguiente forma

() % (x) = e2 90T ()b (y)]y—amss (3.3)

donde g, es una funcién que depende de sus argumentos; notese la dependencia en 2 en
el argumento de la exponencial.
El producto estrella tiene una propiedad muy importante la cual es
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[ wota) i) = [ @) col) = [ daowyi)

Para el caso de 3 6 mas campos se tiene que

/ ' {$(x) % P(2)} % plz) # / ' {(x) + 0(2)} p(x)
4 / () {(x) % p(x))
= [ dwola) s (0la) = pla)}

La contruccion de los campos de norma no-conmutativos deriva de considerar la variacion
del campo de materia no-conmutativo ¢ (x). La transformacién infinitesimal bajo el parametro
de norma no-conmutativo esta dada por

(5[\1; = Z'/A\*lﬁ, (34)

la cual tiene la misma forma funcional que el caso conmutativo.

El parametro de norma no-conmutativo es una funcién con valores en el algebra universal
envolvente U. Ya que el grupo de simétrias que deriva de nuestros campos de norma es no-
abeliano, la determinacién de los campos de norma a partir de la variacion del campo de
materia no-conmutativo da como resultado una infinidad de campos de norma, lo cual no es
util por el simple hecho de obtener mas grados de libertad de los que teniamos. Para resolver
este problema inicial vamos a utilizar la aplicaciéon de Seiberg-Witten [6, 11] para reducir el
nimero de grados de libertad. De igual modo vamos a utilizar el algebra universal envolvente
U, la cual estd construida por productos de los elementos del dlgebra [17].

De este modo, un elemento general del algebra universal envolvente I/ en composiciéon con
los generadores del grupo de simetrias T, se escribe de la siguiente manera

az) + a(2)T, + a®(2)T, T, + . . .

3.2. Aplicacién de Seiberg-Witten

La aplicacion de Seiberg-Witten nos ayuda para la definicion y conformacion de los campos
de norma no-conmutativos a partir de los campos de norma conmutativos de modo tal que
posean los mismos grados de libertad; esto resuelve el problema anteriormente expresado ya
que no es conveniente trabajar con mas grados de libertad que con los que empezamos.

Por lo tanto empezamos considerando los campos no-conmutativos 12), Au y el parametro
de norma como una funcion de sus contrapartes conmutativas, del pardmetro de norma y con
un parametro de deformacién 6 constante

~ ~ ~

(Y, A, 0) JAL(A,0) AN AL D). (3.5)
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En analogia con las transformaciones infinitesimales de los campos y el pardmetro de
norma conmutativos, se toman las siguientes transformaciones infinitesimales del pardametro
de norma para el campo de materia y de norma no-conmutativa

50 = iA % 1), (3.6)

03 A, =, A +i[A, A, (3.7)

La definicién de la aplicacién de Seiberg-Witten que relaciona términos de campo no-
conmutativos con los términos de campo ordinarios, surge de la idea de un cierto limite a la
teorfa de cuerdas [18] conocido como equivalencia de norma

0, AL (A;0) = A (A4 0,A:0) — A (A;0) = 5,A,(A;0). (3.8)

Para la resolucién de la ecuacién (3.8) es necesario tener en consideracién la consistencia
de norma no-conmutativa o también llamada condicién de cociclo

i00hp — 1050, — [Aa, Mgly = iAo gy- (3.9)

Gracias a esta relacién es posible encontrar el paramatro de norma no-conmutativo A,, y
por lo tanto también se determinara el campo de norma A,,. Bajo estas condiciones se pueden
tener a A, y A, como una expansién en series de potencia en 6 de la siguiente forma

Ao = a+AL+A2+ ..
A = A+ A+ A+

Esto nos permite re-definir a las variaciones de los campos no-conmutativos para cualquier
orden en n como:

AN = 6o Ny — i65A7 — [, AR — [AL, B] — i gy = — D> [AR, AL, (3.10)
ptgtr=n
conp,q#ny
AAL = 6, A —ilo, A = AL+ Y [AD, Al (3.11)
ptgtr=n

con p,q # n, tomando en cuenta que el producto estrella a r-ésimo término es

1 /1

f@)+ gla) = <§> 0110 Dy 0y f (@) Dy g (2,

lo cual nos permite recuperar la parte conmutativa en el limite cuando § — 0. Para
conocer la solucion de los términos no-conmutativios orden por orden tenemos que hacer uso
de las relaciones (3.10), (3.11). En la solucién general es posible tomar soluciones homogéneas
de las relaciones (3.10) y (3.11)con coeficientes arbitrarios como se menciona en [6, 19, 20].
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Estos términos se conocen como ambiguedades y fueron una fuente de confucién al inicio de
los trabajos en teoria de campos no-conmutativos.

Como una consecuencia de la forma en como estan constituidas las condiciones para (3.10)
y (3.11), es posible determinar de forma recursiva del orden més bajo a un orden superior
los componentes para A" y AZ como se expone en [6]

" e,u,u
AT = _m > {AR0,AL (3.12)
p+q+r=n
Antd =T n+1 +¥ {A2,0,A% + F2}.r. (3.13)
p g+r=n

Una vez que se tienen determinados los campos de materia y de norma a orden n, es
posible determinar la curvatura F}, asociada, la cual estd determinada por medio de la
expresion

FuuzﬁuAu_ayA#_i[Au,Ay]*I uu+F/E,1,)+FlS,2j)+

Explicitamente sus componentes son

67

n+l p q - F11..
F,ul/ o 4<n+ 1) p+q;=n ({AcruaPFlw ( ) }* 2{ po? VP}* ) !
(DuFop)" = OuFy,—i Y [ALFL]
pt+g+r=n

a orden n. Por lo tanto, si se conocen los campos conmutativos iniciales, las relaciones
anteriores permiten la construccién de la teoria de campos no-conmutativa a orden n en el
parametro no-conmutativo

3.3. Grupo de simetrias no-conmutativas

Con la determinacién de los campos de norma deformados por medio de la aplicacion de
Seiberg-Witten, en primera instancia se puede aplicar el formalismo anterior a la Relatividad
General como una teoria tomando en cuenta el grupo de simetrias que corresponde a la
construccién de la teoria gravitacional.

Para este caso se toma el campo de norma siguiente A, = §wsz b+ €}, P, que resulta de
la teoria de norma gravitacional como se discutié anteriormente. Como es evidente observar,
se derivan dos expresiones en la deformacién para los campos conmutativos ej; y w que
vamos a identificar como €, y w“b Al desarrollar en serie de potencias en el parametro

no-conmutativo #, para ambos termlnos tenemos que

ab _ ab . abl ab 2 abn
i (r,0) = wi'(z) —iwy (2,0) +wy’ *(2,0) + ... + W™,
= wi(z) —i0"Pwi (x) + 070wl (x) + ... O(0"), (3.14)
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e, 0) = en(x)—iel (x) + et (x) + ...+ e (x)

o
= el(x) —if"’el

. () + 670" e, \ (x) +...O(0"). (3.15)

wvp

Por lo tanto los términos no-conmutativos a cualquier orden se identificaran como

1
AT = 5 Wi N My, + €2V Py, (3.16)

con el indice N etiquetando el enésimo término de deformacién. Al sustituir la forma del
campo de norma Aﬁ[ en la relacién (3.13) tenemos que’

0o 1
AN+1 - _ abPMa aPPaa chM cQP
2 4(n+1)P+QZ+;%:N{2 bH G Fa O | % T
1 cd Q
2pr M., }R
— _L Z 1( ab P R@deQMbMd+8deQ R abPMde)
4n+1) P+Q+R=N 4 ’ e ’ o e
1 abP R 1ed Q cd@ R ,abP
+Z (wa * Fp,u Machd_FFpM * W, Mchab>

1 1
+ aecQ R abPPMab+2€gP RapwchPMcd+2€aP RFCdQPMCd

gor P Qb
)] > { {ws's O + Fii}on Mas
P+Q+R=N
— (WP R 9,1 @ 4 9@ R el Py FreQ R Py P (3.17)

Comparando las ecuaciones (3.16) y la relacién (3.17), es posible observar orden por orden
la forma de los campos deformados los cuales son:

ger
aN+1 _ _ YT Z { Pa 3.18)
w# W w M}*R’ ( '
A(n +1) P+Q+R=N
ger
eZNJrl _ Z [wgcp *f GpeZQ + (8,,@)2‘3@ + Fp“lfQ) T dp} Neds (3.19)
4(n+1)
P+Q+R=N
donde
{7_7 )\}ab — (TaC)\db + )\achb) Neds
[7_’ )\]ab — (TaC)\db . )\achb) Ned-

LAl tener torsién libre el objeto FﬁUN es igual a cero
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Ya que se conocen los campos de norma deformados en general, es posible obtener de
(3.18) y (3.19) los términos de los campos de norma deformados a primer y segundo orden
en 0. Tenemos asi

a4
Wzb b= 4 {we, Oy, + Fpu}ab ; (3.20)
60[)9)\7' a
wz”? — 5 [{{w,\,&wa + Fro} s Opwy + Fpu} ’
+ {Wow ap {wz\a a’rwlt + FT,U} + {w>\’ QaTFPM} -2 {FPA’ F:U‘T}}ab
,00’06)‘7 ab
—1 39 [{waa {U))\, [WT, FPM]}}
+2{0\ws, 0; (apwu + Fpu)}ab} ) (3.21)
y ademas
o ger ac ac ac
eul -1 |wg 3p€f§ + (apwu + Fpu) €5] ed: (3:22)
a? QJPGAT ac ac de f de de\ f
€u = 32 [(aﬂwu + Fpu) <w/\ Ore; + (aTw" + FTU) 6)‘> Tlef

+wi€d, <w§eafe[6 + (Orwje + F) 6§> ey
-2 ({wh aeru}ac - {FpAv Fuf}ac) eg

—0, {wa, Orwy + Fw}ac efrl

- {(,U)\, a’rwo + FTU}aC 8peﬁ Ned

.90[)9/\7— e 4 5 )
-+ 39 [{w)m [WT; Fp,u]} (e + 2(9)\600 aTape“
205 (Opey” + F5) O] mea (3.23)

Se observa que la tétrada deformada es una cantidad compleja por lo que la métrica
deformada se define como una cantidad real dad por

. 1 SO . .
v = éﬁab (ez * el,jT + eZT * e’;) (3.24)
Esta definicién nos lleva a considerar la parte conjugada éZT para la tétrada deformada
[21, 22]. Como hemos visto, la deformacién de los campos de norma es posible construir la
teoria gravitacional a partir de la tétrada deformada éj;, lo cual trataremos en los siguientes
capitulos para dos espacio-tiempo especificos.
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Capitulo 4

Teoria Gravitacional No-Conmutativa

Una de las formas para vislumbrar los acontecimientos de la naturaleza es mediante la
aplicacion de teorias que proporcionen un mejor entendimiento del entorno. Para este capitulo
vamos a aplicar la teoria de deformacién de campos basada en la aplicacién de Seiberg-Witten
para la teoria de gravitacién. Para ilustrar este procedimiento se van a considerar para la
deformacién a dos métricas que representan hoyos negros con parametro de rotacion; las
cuales son la solucién BTZ [4] y Kerr-Newman [5] con rotacién lenta.

Para célcular los campos de norma deformados vamos a tomar en consideracion la si-
guiente forma de la matriz de deformacién 60*~.

0 (4.1)

Como es posible observar, estamos imponiendo que la no conmutacién de las coordenadas
sea entre r y . Este caso solo aplica para la métrica BTZ, para el caso de Kerr-Newman con
rotacion lenta tendriamos una matriz similar pero extendida para un espacio 4-dimensional.

Basdndonos en las relaciones (3.22) y (3.23), calcularemos la deformacién de la tétra-
da que posteriormente sera utilizada para observar las diferencias con respecto a la teoria
gravitacional sin deformar.

4.1. BTZ No-Conmutativo

Realizar un anélisis para un espacio (2 4+ 1)-dimensional supone un mejor manejo en
los céalculos que podria facilitar la manipulacion y analisis de la teoria gravitacional en el
caso mas general. Bajo esta idea es como escogemos a la métrica BTZ [4] (representacion
de un hoyo negro (2 + 1)-dimensional con pardametro de rotacion) para aplicar la teorfa de
deformacion discutida anteriormente.

La linea de mundo para BTZ es la siguiente

L
n(r)?

donde n(r) y ny(r) son funciones por determinar.

ds* = —n(r)*dt* + dr? 4 12 (ng(r)dt + d¢)*
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Capitulo 4. Teoria Gravitacional No-Conmutativa

Derivado de la métrica es facil observar que relaciéon guarda ésta con los elementos de la
tétrada! de modo que se cumpla

2 _ 0 2 1 2 2 2
ds® = —(e,dx")" + (e, dx")" + (e,dz")

Para representar la linea de mundo en esta nueva base dada por la tétrada tenemos que
considerar la métrica plana 7,, de manera conveniente con la siguiente signatura (—, 4+, +).
Por lo tanto los elementos de la tétrada son

ey = (n(r), 0, 0),
el = (0, o 0), (4.2)
e2 = (rng(r), 0, r).

Haciendo uso del programa realizado en Mathematica (btztng.nb), es posible obtener las
ecuaciones de campo que determinaran la forma de las funciones n(r) y ng(r) con el tensor
de energia momento igual a cero, y considerando una teoria gravitacional con constante
cosmoldgica. Esto nos conduce a las expresiones

2 J2 2,2
n(r) = E — 4)\ T — M,
J

donde las constantes M y J estan asociadas a la masa y momento angular del agujero
negro respectivamente mientras que A esta relacionado con la constante cosmoldgica.

Sustituyendo las funciones n(r) y ne(r) de la ecuacién (4.3) en (2.86), determinamos los
campos de norma wzb diferentes de cero

Wit = (4N, 0, —Z ),

M 2r
J
w22 = ( 0 _7’2\/%_1(»\27"2—4]\4’ ! ) ’
w}ﬁ _ ( 0. 0, — % AN — M ) ) (4.4)

Para la conformacién final de los elementos de la tétrada deformada nos auxiliamos del
programa realizado en Mathematica (btz_tng_def.nb), el cual nos permiti6 obtener la tétrada
deformada, que a continuacion presentamos:

LObservando la relacién (2.73) es fdcil determinar la tétrada correspondiente a una métrica dada
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4.2. Kerr-Newman No-Conmutativo

4.2.

\/E — 4A2T2 M
3J4NZ  J2 (320 4 8X2M 12 + M2) — 16M2r* (4N22 + M)?

+6° :
3202\ [ — 42 — M (492 (4N + M) — J?)

iJ (8N\*r? + M)
\/ 24N — M (42 (4022 + M) — J2)

T3 — 2] My
64r4\/ AN

—p?

iJ (8\*r? + M)

0 ,
812/ & — 4N — M
1
\/ —4\%r2 —
1
—? (=J°
647 — M — 4X272 (J2 — 472 (M + 4X%r2))?

+4J* (3M7“2 + 14X%r%) + 8% (= M? + 16N> Mr? + 64X\*r?)
+128\%r® (—M? + 8N*Mr? + 48X\*r?))
i (8\2r% + M)
4\/ —4\%r? —
J J (27202 + 32X44 + 8A2Mr? + M?)
2r 32r3 (4N2r2 + M) — 8.J%r ’
B i (J? 4+ 16A%r?)
4.J%r — 64020 — 16 M3’

J2

32r3°

r+ 62

Kerr-Newman No-Conmutativo

Vamos a fijar ahora nuestra atencion en aplicar la teoria de deformacién para un hoyo
negro con rotacion lenta, en otras palabras tomaremos solo términos lineales del parametro

de rotacion a.

Para ello utilizamos la métrica de Kerr-Newman [5] con rotacién lenta que tiene la si-

guiente forma
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Capitulo 4. Teoria Gravitacional No-Conmutativa

(4.5)

donde P(r), G(r) y Q(9) son funciones conocidas de sus argumentos

De manera muy similar al caso de BTZ, identificamos los términos de la tétrada que
corresponde a Kerr-Newman. Tenmos asi

- G, _aP()Q()
€ = ( Gr), 0,0, =% G(r) )?
1
D!
¢ = (0, 0,7 0),
ez = (“;;(;n%ﬁ, 0, 0, rsin(ﬁ)). (4.6)

Con la ayuda del programa realizado en Mathematica (kerr_newman_tng.nb) se resolvieron
las ecuaciones de campo gravitacional con constante cosmoldgica en el vacio, por lo que las
funciones que constituyen a la métrica tienen la forma siguiente despreciando términos de
orden cuadratico en el parametro de rotacién a

2GM
r
_2GM

Y

G(r) = 1- — AN,

r

QW) = sin’(v),

con G como la constante de gravitacién universal, M la masa, A\ como la constante cos-
moldgica.

Tomando en cuenta la forma de estas funciones, podemos determinar los términos dife-

rentes de cero del campo de norma w/‘jb

42



4.2. Kerr-Newman No-Conmutativo

01 _ GM 2 2G M asin?(9)
w, = o — AN, 0, 0, ———5—~ ),
02 aGM sin(9) cos(¥9)
(UM = 07 07 07 rz\/f2GMf4)\2r2+1 s
03 0 aGM sin(9)(r—3GM) . aGM cos(9) 0
W o = Ty \/— 20M _4N2r241(2G M+4X2r3 —r) ’ r? \/— 20M _gx2p24] ’ ’

0, 0, —\/—QC’TM—4A2r2+1, o),

aG M sin(9) (GM+8/\2r3—7")

&
= =
o
| I
N TN 7 N 7N /N /N

wlltg - riy/—2GM _gx2p241 ) 0, 0, —Sin(ﬁ)\/—@ —4ANr? 41 ) 5
wzg’ = —Q“GA{ZSCOS(&), 0, 0, —cos(?) ) .

Como se menciono casi al principio del capitulo, para Kerr-Newman se considera una
matriz de deformacién muy similar a la de BTZ (4.1) la cual es

0 0 00
gw _ (00 00
0 -6 0 0
0 0 00

Esta eleccion es 1til para simplificar los calculos siguientes al mismo tiempo que captura
las carateristicas principales de la deformacién.

Para la determinacion de los elementos deformados nos apoyamos de un programa desa-
rrollado en Mathematica (kerr_newman_tng_def.nb), que nos da la oportunidad de obtener
los resultados siguientes de los elementos de la tétrada deformada
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Capitulo 4. Teoria Gravitacional No-Conmutativa

50

50

\/— 2GM —4X\2r2 41
,

02 (—11G?M? + GM (6r — 28X\3r3) — 4\1r6 4 \2r)
87"4\/—2GTM —4\%r2 + 1

Y

aG M sin?(9)) L iaGM sin(29) (12GM + 12)X%r® — 5r)
ry/—2EL —ar2y2 1 sz [-26M N2 41 (2GM + 4N — )

aGM

+6°
32ty [~ 29— 4)2r2 4 1 (—2GM — 4N2r3 4 1)’

[(92 — 60)G*M®

+G*M?r ((674 — 120)A\°r? — (163 4 10i)) + cos(26) ((—92 + 6i)G*M?
+G*M?r ((155 + 14i) — (674 — 120)\*r?)

—6GMr? (296A" " — (128 — 32i)A*r® + (14 — i)

—2r% (688A%r% — (432 — 280i)A*r* + (96 — 80i)A\*r* — (7 — 4i)))
+8GMr? (222M\*r* — (104 + 13i)A*r” + (12 + 2i))

+2r° (688X°r% — (480 + 249) A*r* + (116 + 200)A\*r* — (9 + 20)) |

1 N v (=3G?M? + GMr (2 — 210%r%) + 12X\%6 4+ \2p?)
N e 81y /=2 — N2 41 (2GM + 4N — )
i(1— 822
—0 ,
42—y 4
iN2r?

_QQGM +4N2p3 —
GM (24GM + 7201 — 13r)
32r2 (2GM + 4X2r3 — )
_aGM sin(0) N eiaGM cos(¥) (OGM + 12X\ — 4r)
r2 2r3 (2GM + 4X%13 — 1)
Ve
— aGMsin(h) o 4 100 @tar
3215 (=2GM — 4X?r3 4 1)
+G?M?r (856 + 241)\*r* — (205 — 66i))
+GM7r* (2304X*r* — (1100 — 3449)\*r® + (119 — 82i))

+(8 = 8i)r® (172 4 172)A%% — (140 + 72))X*r* + (36 4 9i)A*r* — 3)],

r— 62
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4.2. Kerr-Newman No-Conmutativo

(1 —1)sin(V)
1672 (2GM + 4X2r3 — 1)

+GMr (14 4 140) A2 — (1 + 2i))
1+ )N (= 4N + (14 20)].

1
és = rsin(d) — 12'9 cos(¥)) — 6? [(1+4)G*M?

Las expresiones anteriores son cuadraticas en el parametro de deformacién 6. Por medio
de ellas es posible determinar las componentes de la métrica deformada por medio de la
relacion (3.24).
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Capitulo 5

Potencial Efectivo No-Conmutativo en
BTZ

En este capitulo vamos a utilizar la métrica deformada BTZ para determinar la forma del
potencial efectivo deformado asociado al movimiento orbital de particulas prueba. Decidimos
trabajar con esta métrica ya que los calculos pueden ser realizados de manera exacta en el
parametro de rotacién, algo que no sucede con la métrica de Kerr-Newman con rotacién lenta.
Para esto vamos a utilizar la relacién (3.20) que define la forma de la métrica deformada; al
existir un producto estrella se tiene que realizar dicho producto dada la relacién (3.2)

~a ~b+ __aa ~b+ 3 TiiAa N n
en(r)x e, (r) = en(r)e, (r) + 2«9" o 5yr€ﬂ(r)eV (") |y=as +.-.(O)".

Derivado del calculo de la tétrada para BTZ, es posible observar que solo se tiene depen-
dencia en la coordenada 7, por lo que en el cédlculo del producto estrella entre tétradas solo
contribuyen los términos a orden cero lo que implica que el célculo de la métrica es

N I S
I = 577ab (euel;r + e/jel;) . (5'1)

Se observa que al tener dependencia solo en la variable r, el producto estrella se transforma
en el producto normal que conocemos, ya que las derivadas cruzadas al actuar sobre las
tétradas son igual a cero, esto se debe a que §"® # 0. Sin embargo este producto involucra
cantidades no conmutativas, €}, por lo que la métrica g,, tendra términos proporcionales a
6. Usando el programa realizado en Mathematica (btz_tng_def) obtenemos los elementos de
g, diferentes de cero.
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Capitulo 5. Potencial Efectivo No-Conmutativo en BTZ

A2 (472 (AN*r% + M) — J?)

goo = 4N’ 4+ M -6

1612 ’
T UM 8A) — 4T (3Mr? 4 8XM + 96X%))
Jor = Ty 322 (412 (M + 4X2r2) — J?) ’
o |
M R T D
, 1

0 5 [J¢ —4J* (5Mr? 4 32)°r)
1672 (4r2 (M + 4X2r2) — J2)

+16J% (5M?r* + 56X*Mr° + 208X*r®) + 2560 r® (M? — AN*Mr? — 32X*r)] |

o L (J3 (M — 8X\*r?) — 4J (3M?r? + 28\ Mr* + 96\*r9))
g0 =7 3202 (472 (M + 4N272) — J2)

(74 = 47202 (M 4+ 320%) + 454 (M + 8)3%)°)

~ — 2 92
922 r 1672 (J2 — 4r2 (M + 4X2r?))

A partir de la métrica deformada g, podemos determinar el potencial efectivo. Para el
calculo tenemos que partir del Lagrangiano siguiente

1. dz*dz”
29“ Ydr dr’

y para nuestro caso, L es el Lagrangiano deformado derivado de (5.1) relacionado con
la métrica deformada. Aqui 7 es un pardametro afin a lo largo de la linea de mundo de una

particula de prueba. Entonces el Lagrangiano para BTZ deformado queda de la siguiente
forma

L= (5.2)

i- ! D g () (M + 402 0 ()
2\ J2 —4r? (M +4X2r?)
9 1

GO DB () (70 = 4" (507 + 320%%)

+16J% (5M?r* + 56N> Mr® + 208X*r®) + 256\%r® (M? — 4AN>Mr? — 32\*r%))

+ (% = 4 (M + 43252))° (JE ' (J2 (M — 83%2)

—4 (3M%% 4+ 28X2M 7t + 960 0)) + A2 (¢)7 (J2 — 4 (M + 4\%2))*

— (@) (T = 47 (M o+ 4N32) 4 4 (M + 80%) ) )] (5.3)

donde " denota diferenciacién con respecto a .
Al solo tener coeficientes métricos dependientes de r y 6 en la métrica deformada es
evidente que existan dos cantidades conservadas relacionadas con la energia y el momento
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angular. Estas cantidades pueden ser calculadas por medio de las relaciones siguientes

pt - a—ﬁ - —E
ot
_ / 2,.2 _ J¢/
= ¢ (4ANr" + M) 5
+ i 202 (2 = 42 (N2 4 M)
32r2 (4r2 (4AN2r2 + M) — J?)
+J¢" (J* (M — 8X*r?) — 4 (96X"r + 28N> Mr* + 3M*r?)) ], (5.4)
y
A oL
P — — =
¢ 26
/ 2
= r’¢ — I f [t (47 (96X*r® + 28X\ M

2 32r2(4r2 (ANr2 + M) — J?)
+3M%2) — J* (M — 8\*2))

120/ (T = 47202 (402 4 M) + 4r* (8232 + M)?)] (5.5)

La forma del Hamiltoniano se deriva de la teoria Lagrangiana bajo la relacion H =
P 2® — L. Al cdlcular el Hamiltoniano para BTZ nos damos cuenta que £ = H, por lo
que el Hamiltoniano es una constante de movimiento que relacionaremos con geodésicas tipo
tiempo, tipo espacio o nulas

H= S = = (5.6)

dependiendo de si € = +1, —1 6 0 respectivamente.

Para la determinacién del potencial efectivo requerimos de utilizar las relaciones (5.4) y
(5.5) en el lagrangiano (5.3) de tal modo que podamos escribir la ecuacién geodésica para la
coordenada r en la forma siguiente [23]

() = (v o) (v 0). 57

Los potenciales ]}i(r) son los potenciales efectivos que rigen el movimiento orbital de
particulas prueba.

Para la presentaciéon del potencial solo vamos a tomar en consideracion términos lineales
y cuadraticos en #. Como la expresion es extensa, la reescribimos como el cociente de dos
funciones g*(r) y h(r) tales que




Capitulo 5. Potencial Efectivo No-Conmutativo en BTZ

Tenemos asi que

g (r) = 64JLr* (J2 — 4r? (M + 4)\2r2))2
+462 T Lr® [J* (M — 8X°r?) — 16.J°r% (M? + 6A* Mr?* + 16A*r*)
+16r* (3M? + 40N> M?r? + 208\* Mr* + 3847°r%) ]
£V2 [ 2048" (L2 4 20%) (42 (M + 40%2) — )’
+2560%0 (% — 4% (M + 43%2))° (JOe — J* (L (M + 142%2)
+10r%e (M + 6A%r%)) — 4J° (L*r® (M? + 16A>Mr? + 80A*r?)
+rie (=3M? — 16X*Mr* + 32X\"r?))
=8t (M +4Xr?) (L? (M? + 122> Mr? + 48)\*r?)

Y

+4r2e (M2 + 14X M7? + 56)%4))) ] /2

y ademas

h(r) = 12808 (J% — 4r% (4X2% + M) + 8,262 [J° — 8J% (40% r* + M)
A (128N 4 48XMT® 4 M) — 16r° (4032 + M) (833 + M)’

(5.9)

Al tener la forma final del potencial deformado podemos realizar una comparacion grafica
del potencial deformado y el potencial sin deformar. Como una acotaciéon importante, para
el andlisis de las graficas del potencial efectivo, vamos a considerar un espacio adS, por lo
tanto tenemos que —A = 4)\2.

De forma general se van a presentar las graficas del potencial efectivo con parametro de
rotacion J = 0, tanto para una particula masiva como para una particula nula, con diferentes
valores para la masa del hoyo negro BTZ.
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— M=-1 M=0 M=1 — M=5

A S T (U A S S SO S SO S S S R
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4

r

Figura 5.1: Comparacién del potencial efectivo V* sin rotacién y sin deformacién para una
particula masiva, a diferentes valores de la masa del hoyo negro BTZ, con los siguientes
valores: J =0, L=1,¢e=1,0=0

— M=- M=0 M=1 — M=5

IR TN SN N SN N (S S '

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4

r

Figura 5.2: Comparacién del potencial efectivo V* sin rotacién y con deformacién para una
particula masiva, a diferentes valores de la masa del hoyo negro BTZ, con los siguientes
valores: J =0, L=1,¢e=1,0=0,5

De las figuras 5.1 y 5.2 que representan un hoyo negro para un particula masiva, es evidente
que para ambos casos deformado y sin deformar tenemos que la particula queda confinada
a una orbita periddica finita [24, 25, 26]. Al no encontrar ninguna diferencia significativa
para valores de la masa del hoyo negro BTZ mayores de cero, se hace uso de un valor de la
masa M = —1, solo con el fin de observar para que valores tenemos una diferencia entre la
teoria deformada y sin deformar del hoyo negro BTZ, para el cual la particula masiva puede
acercarse al centro siempre y cuando tenga una energia E mayor a una energia Ec¢ critica:
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Capitulo 5. Potencial Efectivo No-Conmutativo en BTZ

es necesario mencionar que una masa negativa para BTZ esta relacionada con transiciones
de fase [27] tema que no serd tratado en este trabajo, sin embargo para el hoyo negro sin
deformar no es posible que la particula caiga al centro del agujero negro.

— M=-1 M=0 M=1 — M=5

IR TR SR SN SN (S S

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4

r

Figura 5.3: Comparacién del potencial efectivo V* sin rotacién y sin deformacién para una
particula nula, a diferentes valores de la masa del hoyo negro BTZ, con los siguientes valores;
J=0,L=1,¢e=0,0=0.

— M=-1 M=0 M=1 — M=5

RN ISR ST ST AT SRV

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4 r

Figura 5.4: Comparacién del potencial efectivo V* sin rotacién y con deformacion para una
particula nula, a diferentes valores de la masa del hoyo negro BTZ, con los siguientes valores;
J=0,L=1,¢e=0,0=0,5.

En las figuras 5.3 y 5.4 observamos que tanto para un hoyo negro deformado y sin de-
formar la particula nula presenta una érbita de escape, por lo cual vamos a detallar algunas
diferencias. Para una masa M = —1 del hoyo negro BTZ observamos que para el hoyo negro
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sin deformar la particula nula no puede aproximarse al centro del agujero negro, caso contra-
rio cuando se tiene un hoyo negro deformado, para este caso se tiene la posibilidad de que la
particula pueda caer en el centro del hoyo negro para un valor de la energia E mayor a una
energia Fc critica. Para los valores de la masa del hoyo negro BTZ M > 0 en ambas teorias
tenemos practicamente la misma forma del potencial.

A continuacion se presenta el potencial efectivo para algunos valores en especifico de los
parametros del hoyo negro BTZ. De las siguientes graficas es posible notar que el potencial
efectivo tiene diferentes comportamientos, ya sea para una particula masiva o nula para un
hoyo negro con rotacién. Para realizar las graficas es necesario escoger un valor adecuado para
J, por lo que vamos a considerar los valores para el horizonte del hoyo negro sin deformar?,
que se define de la siguiente manera

M 4J2)\2
N e e [ [ g
r N2 Ve

1
D2

que el valor para J queda restringido por los valores de la masa M y la constante cosmologica
A

De la relacion anterior observamos que M >0y |[J| < M de este modo tenemos

— Veff* Deformado
Veff~ Deformado

— Veff* sin Deformar

— Veff~ sin Deformar

Figura 5.5: Comparacion del potencial deformado contra el potencial sin deformar, con los
siguientes valores M =1, J =045, L=1,e =1, 0 = 0,5. (para una particula masiva)

En la figura 5.5 se observa la comparacion del potencial efectivo sin deformar con el
potencial efectivo deformado con rotacién J = 0,45 para una particula masiva. Para ambos
casos el hoyo negro mantiene a la particula masiva atrapada, lo cual nos dice que no existen
orbitas de escape. Para un hoyo negro sin deformacién vemos que también se presentan
orbitas periddicas de colapso, dando la posibilidad a la particula de caer al centro del hoyo
negro. Para el caso de un hoyo negro deformado vemos que existe la presencia de orbitas

LAl observar el componente de la métrica Gi1, vemos que las singularidades corresponden a r y a n(r),
por lo que el horizonte sin deformar, serd el mismo para el horizonte deformado
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periédicas de colapso y érbitas periddicas, ya que tenemos parte del potencial efectivo entre

los horizontes r+.

— Veff* Deformado
Veff~ Deformado

— Veff* sin Deformar

— Veff~ sin Deformar

Figura 5.6: Comparacién del potencial deformado contra el potencial sin deformar, con los
siguientes valores M =1, J =0,35, L=1, e =1, 8§ = 0,5. (para una particula masiva)

En la figura 5.6 se muestra una comparaciéon del potencial efectivo deformado y sin de-
formar con rotacion lenta J = 0,35 para una particula masiva. Vemos que el hoyo negro sin
deformar tiene un comportamiento similar al de la figura 5.5. Para el hoyo negro deformado
si tenemos algunas diferencias, las cuales radican en la forma del potencial que esta compren-
dido entre los horizontes r*, lo que permite considerar una érbita de extensén finita entre
ambos horizontes, esto sucede como una consecuencia en la disminucion de la rotacién del
hoyo negro.

— Veff* Deformado
Veff~ Deformado

— Veff* sin Deformar

— Veff~ sin Deformar

Figura 5.7: Comparacion del potencial deformado contra el potencial sin deformar, con los
siguientes valores M =1, J =0,45, L =1, ¢ =0, 6 = 0,5. (para una particula nula)
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— Vefft Deformado
Veff~ Deformado

— Veff* sin Deformar
— Veff~ sin Deformar

Figura 5.8: Comparacion del potencial deformado contra el potencial sin deformar, con los
siguientes valores M =1, J =0,35, L=1, e =0, § = 0,5. (para una particula nula)

En las figuras 5.7 y 5.8 tenemos la comparacién del potencial efectivo y sin deformar
para una particula nula con valores para la rotacion J = 0,45 y J = 0,35. Se observa que
praticamente se tienen los mismos comportamientos que en las dos figuras anteriores 5.5 y
5.6 con la diferencia que es posible tener érbitas de escape y de colapso.
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Capitulo 6

Conclusiones y Perspectivas

Como una aportacién del presente trabajo se determinaron los campos de norma no-
conmutativos para la teoria gravitacional de la relatividad general en 4 y 3 dimensiones
espacio-temporales, a partir de la ayuda del formalismo de Eli Cartan y el grupo de Poincaré
como una simetria interna. Bajo este procedimiento fue posible obtener el campo de norma
gravitacional A, = eZPa + %wﬁbMab, en el cual se utilizo la aplicacion de Seiberg-Witten
ampliamente usada en la construccién de teorias de norma no-conmutativas para la deter-
minacion de los campos de norma no-conmutativos asociados al vierbein o tétrada €}, y la
conexion @l‘jb. Con el desarrollo de esta teoria gravitacional no-conmutativa se obtuvo la ex-
presién de la métrica para los agujeros negros BTZ [4], Kerr-Newman [5] en 3 y 4 dimensiones
espacio-temporales respectivamente con relaciones no-conmutativas entre las coordenadas r,
¢ en BTZ y r, ¥ en Kerr-Newman a segundo orden en el pardmetro de deformacion 6. Cabe
mencionar que existen publicaciones previas que presentan hoyos negros deformados como lo
son Schwarzschild [21], donde se obtiene la solucién deformada sobre los campos de norma
con un tensor de energia momento diferente de cero y BTZ [28, 29, 30] este tltimo hacien-
do uso de la teorfa de Chern-Simons [31] como una teorfa de norma equivalente a la teoria
gravitacional de Einstein 3-dimensional. Los anteriores hoyos negros no-conmutativos usan
la aplicacién de Seiberg-Witten para la obtencion de la solucién no-conmutativa.

Por la facilidad que presenta trabajar en dimensiones menores, se eligié la métrica BTZ
no-conmutativa para determinar la forma del potencial efectivo deformado del movimiento or-
bital de particulas prueba. Para la métrica BTZ no-conmutativa se obtuvieron las cantidades
conservadas de la energfa P, y el momento angular P, el potencial efectivo del movimiento
orbital de particulas prueba asi como su representacion grafica que fueron comparadas con
la teoria sin deformar, para distintos valores de la masa del hoyo negro y rotacién. Los casos
analizados fueron una particula masiva y otra no masiva. En el caso de la particula masiva
observamos de las figuras 5.1 y 5.2 el potencial efectivo sin rotacién la existencia de 6rbi-
tas perddicas, con la diferencia que para el potencial deformado con una masa negativa del
agujero negro, la particula puede acercarse a su centro para un valor de la energia mayor a
una energia critica. Cuando se tiene una rotacién diferente de cero para el mismo caso de la
particula masiva se observa de las figuras 5.5 y 5.6 que para un hoyo negro sin deformar exis-
ten oOrbitas periddicas de colapso permitiendo a la particula caer al centro del agujero negro.
Para el hoyo negro deformado se observa la existencia de 6rbitas periddicas de colapso pero a
diferencia del caso conmutativo, entre los horizontes r* se presentan érbitas periédicas, que
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al disminuir la rotacién del hoyo negro permiten la posibilidad de que las particulas caigan
al centro del hoyo negro. Para el caso de la particula no masiva tenemos un comportamiento
similar al de la particula masiva, con la diferencia de que existen érbitas de escape ademas
de las de colapso.

En todo trabajo de tesis, siempre existirdan preguntas o formulaciones que deriven ya sea
en un nuevo trabajo de tesis, o bien un complemento al mismo. Por tal motivo se exponen
las siguientes inquietudes:

1. ;Qué dificultades se harian presentes para el calculo de las trayectorias geodésicas BTZ
y Kerr-Newman no-conmutativas?

2. ;Qué caracteristicas presentaria el potencial efectivo deformado de particulas prueba
en la métrica de Kerr-Newman?

El interés en la formulacién de las preguntas anteriores surge por la posibilidad de encon-
trar en las trayectorias geodésicas algo particular o caracteristico al tener proximidad de una
particula masiva y no masiva al agujero negro que nos dé mas informacién para una teoria
gravitacional no-conmutativa y poder trascender el tratamiento perturbativo. El estudio de
teorias no conmutativas es significativo para el desarrollo de una teoria de gravedad cuantica
donde la deformacién de la geometria del espacio-tiempo corresponda a su cuantizacion. Es-
ta tarea es demasiado grande y ambiciosa, y nosotros solo hemos estudiado algunos posibles
efectos en el caso particular de un modelo en 3 y 4 dimensiones espacio-temporales.
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