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Eric, con quien el estudio y la discusión se hacian mas amenos.

Por último agradezco el apoyo recibido por CONACyT, que a través del programa nacional
de becas de posgrado hizo posible el estudio de esta maestŕıa.
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Resumen

El estudio de la F́ısica ha experimentado grandes cambios con la formulación de ideas y
conceptos que han ayudado a entender mejor los fenómenos que ocurren a nuestro alrededor;
una de estas ideas fue la teoŕıa de norma que puso en escena la importancia de la simetŕıa
local [1]. La incorporación del principio de norma con la teoŕıa de gravitación ha llevado
a comprender la relación entre la simetŕıa local con el principio de equivalencia, que hace
posible la incorporación de elementos que facilitan el entendimiento de la teoŕıa gravitacional.

Otra de las ideas que han producido grandes avances en la f́ısica es el álgebra no-
conmutativa; W. Heisenberg propuso la idea de tener un conmutador diferente de cero en
este caso de dos operadores [x̂, p̂] = i~ [2] lo que permitió obtener una interpretación diferen-
te que logrará dar sentido a fenómenos microscópicos. Basado en esta idea, Snyder propuso
un álgebra no-conmutativa para el espacio-tiempo, que se basan en la siguiente relación de
conmutación [xµ, xν ] = −iΘµν , con el propósito de resolver problemas de divergencias [3].

Entender nuestro entorno no siempre es una tarea sencilla. Realizar esta ardua labor
implica trabajar bajo conceptos, ideas y teoŕıas que llevan a un mejor entendimiento de la
naturaleza. En este trabajo de tesis vamos a trabajar con una teoŕıa de norma para gravedad
que será sujeta a una deformación del álgebra que la describe. La motivación de calcular una
teoŕıa de norma deformada para gravedad tiene como objetivo observar las caracteŕısticas de
la métrica, los campos de norma y el potencial efectivo de part́ıculas prueba.

Estudiaremos dos espacios tiempos con métricas de hoyos negros con parámetro de ro-
tación en 3 y 4 dimensiones espacio temporales las cuales son: BTZ [4] y Kerr-Newman [5]
respectivamente. A continuación se describe los pasos a seguir: se empieza por analizar las
transformaciones inducidas por el grupo de Poincaré, lo cual conduce a dos campos de nor-
ma, uno relacionado a las traslaciones eaµ y otro a las rotaciones ωabµ . Con estos elementos
construimos nuestra teoŕıa de norma para gravedad. Para la deformación vamos a utilizar la
aplicación de Seiberg-Witten [6], que nos define los campos de norma deformados, necesarios
para la construicción de la métrica deformada.

La deformación de la teoŕıa de gravedad permite considerar la no existencia de puntos en
el espacio sino regiones con una escala determinada por el parámetro de deformación. Por eso
parte de este trabajo es investigar las consecuencias en la deformación del potencial efectivo
de part́ıculas prueba, y a su vez establecer un camino para determinar la teoŕıa de norma
no-conmutativa para gravedad.
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Caṕıtulo 1

Introducción

El principio de norma ha permitido comprender la importancia de la simetŕıa inheren-
te en los fenómenos de la naturaleza que se ha relacionado con las fuerzas fundamentales
del universo. Avances importantes en la teoŕıa electromagnética, electrodinámica cuántica,
gravitación, se han producido gracias a este principio.

Una primera visión de la teoŕıa de norma fue abordada por Hermann Weyl a inicios
del siglo XX [7], quien inspirado en la teoŕıa de la Relatividad General de Einstein realizó
su revolucionaria idea de invarianza de norma. Aunque no fue bien recibida en su época,
la esencia de la teoŕıa de norma se mantuvo presente en la teoŕıa electromagnética como
una caracteŕıstica de las ecuaciones de Maxwell y que por lo tanto puede identificarse como
una teoŕıa de norma; de esta forma se mantiene viva la idea de H. Weyl. Posteriormente
con el desarrollo de la mecánica cuántica se visualizó que la teoŕıa de norma podŕıa ser
reinterpretada [1]. En este contexto se concibe la invarianza como una que ocurre bajo las
transformaciones de fase,

ψ −→ ψe−ieλ.

A mediados del siglo XX la teoŕıa de norma encuentra una nueva v́ıa de explicación gracias
a la propuesta de C.N. Yang y R. Mills [8] de buscar una descripción de la interacción nuclear
fuerte como una teoŕıa de campo invariante de norma. Esto los llevo a considerar a SU(2)
como el grupo de norma local asociado con una rotación en 3-dimensiones R(θ)ψ = e−iθLψ
del espacio del sṕın isotópico. Para garantizar invarianza de esta cantidad el potencial de
norma tiene que ser proporcional al momento angular Li, por lo tanto la forma del potencial
de norma es Aµ = Σ

i
Aiµ(x)Li. Por lo que en consecuencia ahora el grupo SU(2) es visto como

el grupo de simetŕıas local que se asocia con un campo de norma. Bajo la idea de Yang y
Mills se puede construir una teoŕıa de norma para gravedad considerando el grupo global
de Poincaré como el grupo de smetŕıa local; esto proporcionará la estructura matemática
para obtener una forma geométrica alternativa a la usual en forma métrica de la relatividad
general y además, como veremos más adelante, los campos de norma1 que resulten de esta
teoŕıa facilitarán el cálculo de las ecuaciones de campo.

Para el caso del álgebra no-conmutativa, una de las principales ideas de la no conmuta-
tividad surge a finales de los años veinte y principios de los años treinta con la formulación

1Campo de norma de traslación eaµ, campo de norma de rotaciones ωabµ
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Caṕıtulo 1. Introducción

de W. Heisenberg [2] de su famoso conmutador de operadores [x̂, p̂] = i~, que agregó un
nuevo elemento a la mecánica cuántica para explicar la fenomenoloǵıa alrededor de esta. A
mediados de la década de los cuarentas, H. Groenewold y J. Moyal [9] proponen una nueva
forma de interpretar la mecánica cuántica usando un producto estrella con el propósito de
tener una conexión más natural e intuitiva para el ĺımite clásico, manteniendo la interpre-
tación clásica de las variables. Bajo la idea de no-conmutatividad, H. Snyder [10] propuso
la idea de que es posible construir un espacio-tiempo discreto invariante de Lorentz, lo que
deriva en relaciones de conmutación entre operadores espacio temporales x, y, z y t, esto con
la intención de remover los problemas de divergencia en la teoŕıa de campos. En general se
pueden considerar relaciones de conmutación del tipo

[xµ, xν ] = iΘµν ,

entre las coordenadas espacio-tiempo con una matŕız Θµν antisimétrica.

Retomando a la teoŕıa de norma, N. Seiberg y E. Witten [11], a partir de la idea de
no-conmutatividad [10], construyen una teoŕıa de campo no-conmutativa. Como una conse-
cuencia de esta se observó que la teoŕıa de norma no-conmutativa aparece como un cierto
ĺımite a la teoŕıa de cuerdas; este resultado sugiere algo muy interesante, que la construcción
de la teoŕıa de norma no-conmutativa se puede dar a partir de la teoŕıa de norma sin deformar
a tráves de una aplicación conocida como de Seiberg-Witten [6].

La incursión en nuevas ideas nos ayuda a ver los problemas desde diferentes perspectivas
para poder revelar la mayor cantidad de elementos que nos ayuden a resolver y entender
cómo se comporta nuestro entorno. Una de estas ideas es la teoŕıa de norma no-conmutativa
para gravedad. En el presente trabajo se estudiará una teoŕıa de norma no-conmutativa para
gravedad correspondiente a los espacio-tiempos de BTZ y Kerr-Newmann para observar cómo
afecta el término de la deformación tanto a los campos de norma, la métrica y el potencial
efectivo asociado al movimiento orbital de part́ıculas prueba. La motivación para escoger
estas métricas viene del hecho que contienen términos de rotación que proporcionan una idea
más apegada a la realidad del comportamiento de los hoyos negros, y cómo éstos se verán
afectados después de la deformación. A continuación describiremos la estructura general del
presente trabajo.

En el segundo caṕıtulo plantemos una teoŕıa de norma gravitacional, empezando con
una introducción a la teoŕıa de norma en general, para después incorporar elementos de la
geometŕıa diferencial, que junto con la idea de transformaciones infinitesimales para el grupo
de Poincaré, permitirá obtener los campos de norma eaµ y ωabµ , con los cuales se construye la
teoŕıa de norma gravitacional.

En el tercer caṕıtulo se dará una breve introducción al producto Moyal que da lugar
a un álgebra no-conmutativa, como ingrediente necesario para la formulación de la teoŕıa
de Seiberg-Witten, que ejemplifica una forma adecuada para obtener una teoŕıa de norma
no-conmutativa a partir de la teoŕıa de norma estándar, mediante la aplicación de Seiberg-
Witten.

En el caṕıtulo 4 se presenta la aplicación de Seiberg-Witten para BTZ y Kerr-Newman,
con la ayuda del programa de cálculo Mathematica, por lo que se determinarán los campos
de norma y la métrica deformada hasta segundo orden en el parámetro de deformación Θµν

para su análisis posterior.
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Por último, en el caṕıtulo 5, a partir de la métrica deformada, calcularemos la forma del
Lagrangiano de part́ıculas prueba del cual vamos a obtener la forma del potencial efectivo
deformado asociado al movimiento orbital de part́ıculas prueba. Posteriormente se fijarán
los valores de los parámetros en las soluciones deformadas para obtener gráficas a diferen-
tes valores de la masa del hoyo negro, parámetro de rotación y momento angular, tanto
para part́ıculas masivas como para no masivas. Con estos resultados compararemos el poten-
cial efectivo deformado de part́ıculas prueba y el no deformado para observar como afecta
la deformación a la teoŕıa gravitacional. Finalmente, presentaremos algunas conclusiones y
perspectivas que pueden seguirse en trabajo futuro.
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Caṕıtulo 2

Teoŕıa de Norma

Uno de los principales conceptos en la teoŕıa de norma se basa en el análisis de la simetŕıa
de grupo, ya sea relacionado con la geometŕıa del espacio-tiempo o con la naturaleza de
las part́ıculas, que permite reformular con ayuda de los campos de norma teoŕıas como el
electromagnetismo, la electrodinámica cuántica, la gravitación, etcétera, con la ventaja de
facilitar el cálculo y entender la importancia de la simetŕıa grupo como algo más fundamental.

2.1. Teoŕıa de Norma No-Abeliana

Comenzamos con una breve ejemplificación de algunos tópicos básicos que involucran
a la teoŕıa de norma [1]. La manera para describir la cosntrucción general de la teoŕıa de
norma no afecta del todo la f́ısica subyacente en ella salvo algunas excepciones. Como punto
de partida se tomará la transformación de un grupo de simetŕıa local arbitrario sobre una
función escalar ϕ(x) de prueba necesaria para observar el efecto que produce un campo de
norma externo. Tenemos aśı la acción

Uϕ(x) = exp
(
−iaεk(x)Fk

)
ϕ(x), (2.1)

donde a es una constante de acoplamiento, εk(x) es el parámetro de transformación que
depende de la posición y Fk son los generadores de la simetŕıa interna, con la siguiente relación
de conmutación

[Fi, Fj] = ickijFk.

Bajo está simetŕıa de transformación vamos a observar que tipo de conexión se deriva
del campo escalar de prueba ϕ(x). Para esto vamos a definir a la función ϕ(x) como una
combinación lineal de vectores de la siguiente forma

ϕ(x) =
∑
α

ϕα(x)uα, (2.2)

donde uα es un conjunto de vectores en el espacio interno equivalente a los componentes
del spin isótopico y ϕα(x) son los componentes de ϕ(x) en la base de uα. La utilidad de
descomponer a ϕ(x) en los componentes de una base uα es observar el efecto que genera un
potencial de campo externo sobre ϕ(x) derivado de la base interna uα.
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Caṕıtulo 2. Teoŕıa de Norma

Si la part́ıcula ϕ(x) experimenta un desplazamiento de x a x+ dx la diferencia de cambio
de ϕ(x) es

dϕ(x) = ϕ(x+ dx)− ϕ(x), (2.3)

por lo que ahora tenemos como propósito observar que sucede si aplicamos esté despla-
zamiento sobre (2.2), expandiendo a primer orden en dx tenemos que

dϕ(x) =
∑
α

[(∂µϕα)dxµuα + ϕαduα] . (2.4)

Como podemos observar el segundo término contiene el cambio duα para el espacio in-
terno, que describirá el efecto que produce el potencial de campo externo sobre el espacio
interno del campo escalar.

Por otra parte la forma de la transformacion infinitesimal para U es

U(dx) = exp
(
−iadεkFk

)
,

= exp
(
−ia(∂µε

k)dxµFk
)
. (2.5)

Si realizamos una transformación sobre el espacio interno u vamos a experimentar una
cantidad de cambio para u dada por

U(dx)u = u+ du. (2.6)

Para el caso de la base de vectores uα los generadores Fk actúan como una matŕız de
operadores para la base uα, por lo que

U(dx)uα = exp
[
−a(∂µε

k)dxµ(Fk)αβ
]
uβ. (2.7)

Igualando las relaciones (2.6), (2.7) y expandiendo a primer orden en dx, tenemos que

uα + duα =
[
δαβ − ia(∂µε

k)dxµ(Fk)αβ
]
uβ. (2.8)

De la relación anterior (2.8) es fácil observar que el cambio en la base es

duα = −ia(∂µε
k)dxµ(Fk)αβuβ. (2.9)

Ahora que tenemos el cambio duα podemos ver el efecto que produce el potencial de
campo externo sobre uα, el cuál vamos a relacionar como la conexión de una transformación
U sobre el campo escalar ϕ(x); para simplificar términos definiremos esta nueva conexión
como

(Aµ)αβ := (∂µε
k)(Fk)αβ. (2.10)

De la ecuación (2.4) y observando la forma de las ecuaciones (2.9) y (2.10) obtenemos la
forma final del cambio total

dϕ =
∑
αβ

[(∂µϕα)δαβ − ia(Aµ)αβϕα] dxµuβ. (2.11)
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2.2. Teoŕıa de Norma en Electromagnetismo

Observando la forma de la ecuación (2.11) es posible reacomodar los términos de la
siguiente forma,

dϕ =
∑
β

(dϕβ)uβ

=
∑
β

(Dµϕβ)dxµuβ. (2.12)

Como se observa, Dµ es un nuevo operador que hace las veces de una derivada, mejor
conocida como la derivada covariante, la cual describe el cambio que produce un potencial
de campo externo sobre los componentes de ϕ(x) en la base interna uα. De la ecuación (2.11)
y (2.12) podemos ver que

Dµϕβ =
∑
α

[δαβ∂µ − ia(Aµ)αβ]ϕα,

Dµ = ∂µ − iaAµ. (2.13)

Ahora que sabemos el efecto que produce un potencial de campo externo sobre un campo
escalar de prueba ϕ(x), podemos interpretar que (Aµ)αβ es la norma que conecta al potencial
de campo externo con la simetŕıa interna del espacio de ϕ(x).

2.2. Teoŕıa de Norma en Electromagnetismo

La teoŕıa electromagnética entendida de un manera simple [12] describe el efecto del cam-
po magnético y eléctrico tanto en el vaćıo como al interactuar con cierto tipo de materiales,
gobernadas por un conjunto de ecuaciones conocidas como las ecuaciones de Maxwell. Estas
ecuaciones que resumen de manera efectiva el comportamiento de la teoŕıa electromagnéti-
ca, esconden entre sus ecuaciones una teoŕıa de norma. Recordemos que las ecuaciones de
Maxwell con fuentes son

∇ ·D = 4πρ,

∇ ·B = 0,

∇×H =
4π

c
J +

1

c

∂D

∂t
,

∇× E +
1

c

∂B

∂t
= 0. (2.14)

Para observar la teoŕıa de norma subyacente en la teoŕıa electromagnética, vamos a ver que
relación existe entre los potenciales de campo vectorial ~A y escalar φ (ingredientes necesarios
para definir a el campo de norma Aµ) y los campos eléctrico y magnético a partir de las

7



Caṕıtulo 2. Teoŕıa de Norma

ecuaciones de Maxwell. Empezaremos con la siguiente ecuación de Maxwell ∇ · B = 0, la
cual nos lleva a definir al campo magnético B como el rotacional de un campo vectorial,

B = ∇× A. (2.15)

Si sustituimos esta relación en la ecuación de Maxwell que esta relacionada con la ley de
Faraday tenemos que

∇×
(
E +

1

c

∂A

∂t

)
= 0.

Es fácil ver que si el rotacional de un campo vectorial es igual a cero, éste se pude relacionar
con el gradiente de un campo escalar

E +
1

c

∂A

∂t
= −∇φ,

E = −1

c

∂A

∂t
−∇φ. (2.16)

De esta forma las ecuaciones (2.15) y (2.16) nos muestran la relación que guardan los

campos eléctrico y magnético con respecto a los nuevos potenciales de campo ~A y φ. Para
los potenciales de campo A y φ se puede hacer la siguiente transformación

A′ = A+∇λ, (2.17)

φ′ = φ− 1

c

∂

∂t
λ. (2.18)

Esta transformación no afecta a las relaciones (2.15) y (2.16), lo cual nos dice que per-
manecen invariantes ante las transformaciones (2.17) y (2.18) llamadas transformaciones de
norma1, siendo λ una función escalar. El argumento anterior evidencia que se tiene la libertad
para escoger un conjunto de potenciales A y φ como mejor convenga.

Ya vimos que forma adoptó la ecuación de Maxwell que relaciona a la Ley de Faraday,
pero aún falta ver que forma adquieren las dos ecuaciones de Maxwell que involucran la Ley
de Gauss y la Ley de Ampere. Sustituyendo (2.15) y (2.16) tenemos lo siguiente

∇2φ+
1

c

∂

∂t
(∇ · A) = −4πρ, (2.19)

∇2A− 1

c2

∂2A

∂t2
−∇

(
∇ · A+

1

c

∂φ

∂t

)
= −4π

c
J. (2.20)

Anteriormente hab́ıamos comentado que se tiene la libertad de escoger los potenciales
de campo A y φ; con esta consideración vamos a imponer la siguiente condición de manera
conveniente

1la invarianza de los campos bajo estas transformaciones se conoce como invarianza de norma
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2.2. Teoŕıa de Norma en Electromagnetismo

∇ · A+
1

c

∂φ

∂t
= 0. (2.21)

A esta relación se le conoce como la condición de Lorentz y gracias a esta las ecuaciones
(2.19) y (2.20) quedan como dos ecuaciones de onda inhomogeneas para A y otra para φ:

∇2φ− 1

c2

∂2φ

∂t2
= −4πρ,

∇2A− 1

c2

∂2A

∂2t
= −4π

c
J.

Para observar la conexión de las ecuaciones de Maxwell con la teoŕıa de norma se define
el siguiente cuadri-vector potencial

Aµ = (φ,A) . (2.22)

En la teoŕıa de relatividad especial, Aµ hace la función de nuestro campo de norma que
surgió de la invarianza de los campos φ y A. Por lo tanto, a partir de nuestro campo de
norma Aµ podemos obtener la dinámica de la teoŕıa electromagnética siguiendo los pasos de
la teoŕıa de norma.

Si consideramos la derivada covariante (2.13) y calculamos [Dµ, Dν ] vemos que:

[Dµ, Dν ]ϕ = [∂µ + Aµ, ∂ν + Aν ]ϕ,

= (∂µ + Aµ) (∂νϕ+ Aνϕ)− (∂ν + Aν) (∂µϕ+ Aµϕ) ,

= ∂µ (∂νϕ) + ∂µ (Aνϕ) + Aµ∂νϕ+ AµAνϕ

−∂ν (∂µϕ)− ∂ν (Aµϕ)− Aν∂µϕ− AνAµϕ.

Viendo la forma de el potencial de norma Aµ =
(
φ, ~A

)
nos damos cuenta que el grupo

de simetŕıa interna es U(1). Por lo tanto el conmutador [Aµ, Aν ]φ = 0, ya que estamos ante
la presencia de una taoŕıa abeliana, y el cálculo anterior queda como

[Dµ, Dν ]ϕ = ∂µAνϕ+ Aν∂µϕ+ Aµ∂νϕ

−∂νAµϕ− Aµ∂νϕ− Aν∂µϕ,

= (∂µAν − ∂νAµ)ϕ.

Del cálculo anterior podemos obtener un nuevo objeto llamado tensor de esfuerzos de
Maxwell constituido como

Fµν := (∂µAν − ∂νAµ) . (2.23)

Es evidente que la teoŕıa electromagnética es una teoŕıa de norma abeliana que involucra
cantidades y relaciones que permanecen invariantes ante las transformaciones (2.17) y (2.18),
el descubrir a la teoŕıa de norma de la teoŕıa electromagnética es una evidencia clara que
existe un principio básico en las simetŕıas de un sistema en general.
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Caṕıtulo 2. Teoŕıa de Norma

2.3. Teoŕıa de Norma en Gravitación

Una de las interrogantes más extensas en las ciencias f́ısicas ha sido la unificación de
diversas teoŕıas en una sola más fundamental, y aśı obtener una estructura más completa
del universo, como una explicación del todo. Esto ha derivado en varias propuestas para la
unificación de teoŕıas como la interacción débil y electromagnética que son útiles en el análisis
de la interacción de part́ıculas.

En base de la idea anteriormente esgrimida, es posible realizar la construcción desde el
punto de vista de algún tipo de geometŕıa, que sea capaz de contener a los elementos del
espacio-tiempo y las simetŕıas de algún grupo local; esta idea se propone en el entendido
que la invarianza de norma local se define sobre el espacio Minkowkiano que, sobre ciertos
conceptos del mismo, tiene como consecuencia a la Relatividad General y la interacción de
part́ıculas.

Por lo tanto se definirá una nueva geometŕıa expandida con elementos coordenados para
el espacio-tiempo y los asociados a algún grupo de simetŕıa local. A este super espacio lo
conocemos como haz fibrado, el cual se define en dos sectores, uno horizontal (relacionado
con el espacio-tiempo) y el otro vertical (relacionado con algún grupo de simetŕıa local).

Tomaremos a gµν(x) como los componentes del tensor métrico del espacio 4-dimensional y
a gAB(θ) como los componentes del tensor métrico del grupo n-dimensional asociado a alguna
simetŕıa local de grupo; con esto construimos el espacio (n+ 4)-dimensional que tiene como
tensor métrico el superespacio a Gij(y), y como coordenadas a los elementos

yi =
{
xµ, θA

}
, (2.24)

donde el indice µ = 0, . . . , 3, y A = 1, . . . , n. Para este superespacio es posible utili-
zar la estructura de la geometŕıa diferencial ya que se define a Gij como la geometŕıa del
superespacio yi; por lo tanto definimos la siguiente acción simétrica2

G (X,Y) = Gije
i ⊗ ej (X,Y) .

Entonces los elementos de G son

G = Gije
i ⊗ ej. (2.25)

El tensor G al ser simétrico nos otorga la libertad de igualarlo a la ĺınea de mundo dS2

dS2 = Gije
iej.

Los elementos de Gij es posible obtenerlos con la ayuda de las cantidades

hi
µ =

∂xµ

∂yi
,

que son vectores que relacionan la dependencia del espacio-tiempo con el superespacio. A
su vez definimos vectores normales N i

A al sector horizontal tal que

hi
µN i

A = 0.

2La acción es simétrica para G (X,Y) si G (X,Y) = G (Y,X).
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2.4. Elementos de la Geometŕıa Diferencial

Esto sugiere la existencia de una relación entre los componentes3 Gij y gµν , dada por la
proyección del superespacio en el espacio-tiempo

gµν = hi µh
j
νGij,

gµν = hi
µhj

νGij, (2.26)

y por lo tanto para gAB será

gAB = N i
AN

j
BGij,

gAB = Ni
ANj

BGij. (2.27)

Como en general el espacio-tiempo no depende de el grupo de simétrias tenemos que
∂xµ

∂yA
= 0; si en general hA

µ es cero es posible conocer los elementos para Gij y su inversa
mediante las expresiones

Gij =

(
gµν + gABNµ

ANν
B gABNµ

A

Nν
BgAB, gAB

)
, (2.28)

Gij =

(
gµν , −gµνNν

B

−Nµ
Agµν gAB +Nµ

ANν
Bgµν

)
. (2.29)

A partir de la forma de Gij es posible determinar la ĺınea de mundo y por ende obtener
el escalar de curvatura para el superespacio yi. Tenmos aśı que

dS2 = gµνdx
µdxν + gABdθ

AdθB + gABNµ
ANν

Bdxµdxν , (2.30)

R = Ret +RG −
1

4
FA
µνF

µν
A , (2.31)

donde Ret es el escalar de curvatura del espacio-tiempo y RG el escalar de curvatura
del grupo de simertŕıa interna. A partir del escalar de curvatura del superespacio es posible
obtener una estructura que unifique, a la teoŕıa de la relatividad con la electrodinámica, o
la teoŕıa cuántica de campos, mediante una estructura geométrica extendida como un haz
fibrado. En este trabajo solo se trabajará con la parte geometrica del espacio-tiempo que da
sentido a un espacio curvado por la acción de campos gravitacionales, pero lo anterior queda
como una generalización del tratamiento de la teoŕıa de norma local como una aproximación
geométrica [13] que puede ser útil en la construcción de teoŕıas de unificación.

2.4. Elementos de la Geometŕıa Diferencial

La geometŕıa diferencial es una herramienta matemática usada para la teoŕıa gravita-
cional [14] que es usada para obtener una descripción más sencilla del espacio-tiempo que
se ve afectada por un campo gravitacional. A continuación se expondrá de forma breve los
elementos básicos que componen a la geometŕıa diferencial y de los cuales se hará uso más
adelante.

3Los vectores inversos se definen como: hi
µhi ν = δµ ν , Ni

AN i
B = δAB .
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Caṕıtulo 2. Teoŕıa de Norma

Vector Tangente y Cotangente

Vamos a considerar una función4 f sobre alguna variedad M que va de Rn a R. Consi-
deremos también una curva φ(t) sobre la variedad M ; por lo tanto podemos relacionar los
puntos de esta curva φ con la función f de la siguiente forma f(ρ(t)) = f(x1(t), ..., xn(t)).

Tomando en cuenta lo anterior tenemos que(
∂f

∂t

)
φ(t0)

=

(
dxi

dt

∂f

∂xi

)
t=t0

. (2.32)

Si tomamos en cuenta que existen una infinidad de curvas φ(t) que pasan a través de un
punto p, se puede definir un espacio vectorial en el punto p como una combinación lineal de
los elementos ∂/∂xj como sigue

X = Xa ∂

∂xa
. (2.33)

A este espacio vectorial le llamaremos espacio vectorial tangencial al punto p o simple-
mente Tp. Los elementos ∂/∂xj constituyen vectores tangente en el punto p.

Es posible escoger una base arbitraria de vectores linealmente independientes en lugar de
una base determinada por coordenadas locales a través de una relación lineal de transforma-
ción de la forma

ea = ea
µ ∂

∂xµ
. (2.34)

A partir de (2.34) es sencillo ver que la relación inversa está dada por

∂

∂xµ
= ea µea.

ea
µ son los elementos inversos a ea µ por lo que se cumple

ea
µea ν = δµ ν ,

ea
µeb µ = δa

b.

Entonces podemos expresar cualquier vector tangente al punto p en la nueva base ea

X = X̃aea. (2.35)

donde los elementos X̃a se obtienen a partir de los componentes Xa en (2.33). Por otra
parte el espacio cotangente, también llamado la uno forma ω al punto p, es una acción lineal
del espacio tangencial a los reales

ω : Tp −→ R1.

Esto lo que nos quiere decir es, que tomando algún vector tangencial X, la uno forma ω
esta asociada unicamente a un número ω (X) dado por

4Definimos a f como una función suave sobre las coordenadas (x1, ..., xn)

12



2.4. Elementos de la Geometŕıa Diferencial

ω (X) = 〈ω,X〉. (2.36)

A este espacio lo vamos a denotar como el espacio cotengente T ∗p al punto p sobre la
variedad M , visto como el espacio dual al espacio tangente. La base para T ∗p la asignamos
como una base linealmente independiente arbitraria ea, con lo cual es posible obtener los
elementos del vector tangente X

ea(X) = 〈ea, Xbeb〉

= 〈ea, eb〉Xb

= δa bX
b

= Xa. (2.37)

Al utilizar ea(eb) = 〈ea, eb〉 = δa b, estamos diciendo que ambos son espacios duales entre
śı.

Retomando la relación (2.36), se observa que los elementos de la uno-forma ω se pueden
escribir como

ω (X) = 〈ω,X〉

= 〈ω, Xaea〉

= Xa〈ω, ea〉. (2.38)

De lo anterior tenemos que

ω (ea) = 〈ω, ea〉

= ωa. (2.39)

Con los elementos de ω en la base de ea, y retomando el cálculo de (2.37) obtenemos lo
siguiente

〈ω,X〉 = Xa〈ω, ea〉

= ωaX
a

= ωa〈ea, Xbeb〉

= 〈ωaea,X〉.

De lo anterior es fácil observar que la uno-forma ω del espacio cotengente T ∗p es una
combinación lineal de la base de vectores cotangentes ea

ω = ωae
a. (2.40)
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Caṕıtulo 2. Teoŕıa de Norma

Las bases duales ea y eb de los espacio tangente y cotangente al punto p respectivamente,
tienen la posibilidad de escoger una base diferente. En general tenemos

ea′ = Φa′
beb,

ea
′

= Φa′
be
b,

y al tener bases duales requerimos que tengan el siguiente comportamiento

δb
′
a′ = 〈eb′ , ea′〉

= Φb′
bΦa′

a〈eb, ea〉

= Φb′
bΦa′

aδb a

= Φb′
bΦa′

b.

Es evidente que las matrices de transformación Φb′
b y Φa′

a son inversas entre śı. Por
lo tanto es faćıl observar que un cambio de base en los elementos del vector tangente X y
cotangente ω se encuentra determinado por las relaciones

Xa′ = ea
′
(X)

= Φa′
be
b (X)

= Φa′
bX

b,

ωa′ = ω (ea′)

= Φa′
bω (eb)

= Φa′
bωb.

Por último, debemos de mencionar que la transformación de una base coordenada xa a
otra xa

′
es posible a través de las matrices de transformación Φb′

b y Φa′
a, las cuales guardan

la siguiente relación Jacobiana

Φb′
b =

(
∂xb

′

∂xb

)
p

,

Φa′
a =

(
∂xa

∂xa′

)
p

.

Derivada Exterior

Antes discutir la acción de la derivada exterior, es necesario considerar la siguiente acción
multilineal
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2.4. Elementos de la Geometŕıa Diferencial

T : Πr
s → R1,

donde Πr
s es el espacio de tensores del tipo (r, s).

Este acción proporciona una asociasión de un ordenamiento de r uno-formas y s vectores
tangenciales a un número real

T
(
ω1, ...,ωr,X1, ...,Xs

)
= a.

A partir de la acción anterior es posible determinar cuales son los elementos de T rs

T
(
ω1, . . . ,ωr,X1, . . . ,Xs

)
= T

(
ω1

a1e
a1 , . . . , ωr are

ar , X1
b1eb1 , . . . , Xs

bsebs
)

= ω1
a1 . . . ω

r
arX1

b1 . . . Xs
bsT (ea1 , . . . , ear , eb1 , . . . , eas) .

De este reacomodo de términos obtenemos los elementos de T relativos a una base cons-
truida mediante las bases ea y ea. Por medio de ellas obtenemos los componentes

T (ea1 , . . . , ear , eb1 , . . . , ebs) = T a1...ar b1...bs . (2.41)

Por lo tanto tenemos que

T = T a1...ar b1...bse
a1 ⊗ . . .⊗ ear ⊗ eb1 ⊗ . . .⊗ ebs . (2.42)

Como es posible observar de la ecuación (2.42), los componentes de T en la base dual ea
y eb son la representación de productos tensoriales. Bajo esta notación es posible tomar el
siguiente producto tensorial

Y1 ⊗ . . .⊗Ys ⊗Ω1 ⊗ . . .⊗Ωr. (2.43)

Estos r vectores tangentes y s uno-formas son los elementos de T rs que correlaciona a un
número real de la siguiente forma

Y1 ⊗ . . .⊗Ys ⊗Ω1 ⊗ . . .⊗Ωr
(
ω1, . . . ,ωr,X1, . . . ,Xs

)
= 〈ω1,Y1〉 . . . 〈ωr,Yr〉〈Ω1,X1〉 . . . 〈Ωs,Xs〉.

Ya que se expuso de manera breve la construcción de un tensor, ahora vamos a ver el
caso particular de un tensor del tipo (0, s) totalmente antisimétrico, lo que implica que los
tensores covariantes son antisimétricos en cada par de sus argumentos

T (X1, . . . ,Xa, . . . ,Xb, . . . ,Xs) = −T (X1, . . . ,Xb, . . . ,Xa, . . . ,Xs) .

Los tensores de este tipo son llamados s-formas, las componentes Ta1...as se calculan en
términos de la base relativa,

ea1 ⊗ . . .⊗ eas .
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Bajo este argumento de tener un tensor (0, s) totalmente antisiémtrico, vamos a repre-
sentar los elementos de la base de tensores antisimétricos como

ea1 ∧ . . . ∧ eas .
A este nuevo producto lo conocemos como producto exterior, por lo tanto de forma general

podemos escribir la s-forma como

Ω = Ωa1...ase
a1 ∧ ea2 ∧ . . . ∧ eas . (2.44)

Como es sencillo observar, al realizar un intercambio de ı́ndices, el producto exterior
cambia de signo por la caracteŕıstica de antisimétria.

ea ∧ eb = −eb ∧ ea. (2.45)

Consideramos ahora la derivada total de una función f ,

df =
∂f

∂xa
dxa.

Nos percatamos que df es una uno-forma en la base local de dxa, lo cual nos dice que
df = αidx

i, de modo que

df (X) = 〈αadxa, Xb ∂

∂xb
〉

= αaX
b〈dxa, ∂

∂xb
〉

= αaX
a,

por lo tanto αa es igual a ∂f
∂xa

= f,a
5, lo cual nos arroja la siguiente relación

df (X) = Xaf,a

= Xf.

A partir de la definición de la uno forma df , es posible ver que la acción de esta derivada
a la cual llamaremos derivada exterior, convierte la p-forma a una (p+ 1)-forma, por lo tanto
si la función f es una cero forma, ésta es transformada a la uno-forma df , el siguiente cálculo
hace evidente la acción de la derivada exterior sobre la s-forma.

dA = d (Aa1...asdx
a1 ∧ . . . ∧ dxas)

= dAa1...as ∧ ea1 ∧ . . . ∧ eas

=
∂Aa1...as
∂xb

dxb ∧ dxa1 ∧ . . . ∧ dxas . (2.46)

5Se introduce la notación donde la coma como sub́ındice denota diferencia parcial ∂φ
∂xa = φ,a
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Corchete de Lie

El corchete de Lie se define como la acción de dos vectores de campo X y Y sobre una
función f cualquiera de la siguiente forma

[X,Y] f : = (XY−YX) f

= X (Yf)−Y (Xf) . (2.47)

Los componentes del corchete de Lie en la base local de coordenadas se obtiene de la
siguiente forma

[X,Y]a : = (XY−YX)xa

= XY b ∂

∂xb
xa −YXb ∂

∂xb
xa

= XY bδb
a −YXbδb

a

= XcY a
,c − Y cXa

,c. (2.48)

El corchete de Lie [X,Y] tiene relación con la derivada de Lie de Y en la dirección de X
teniéndose

LXY = [X,Y] . (2.49)

Ya expuesta la derivada de Lie, a modo de ejemplificación vamos a ver que sucede al
aplicar esta derivada sobre una función escalar f . Tenemos

LXf = Xf = df (X) . (2.50)

Para este caso vemos que la acción de LX sobre una función escalar, es la asociación de
la uno forma df y el vector de campo tangencial X. Mediante la relación de la derivada de
Lie con el corchete de Lie es posible mostrar que

LX (S⊗T) = LXS⊗T + S⊗LXT, (2.51)

LX (ω ⊗Y) = (LXω)⊗Y + ω ⊗ (LXY) , (2.52)

donde S, T y Y son tensores, mientras que ω es la uno forma diferencial.
En particular es interesante ver el desglose del siguiente cálculo

LX〈ω,Y〉 = 〈LXω,Y〉+ 〈ω,LXY〉

Xa
(
ωbY

b
)
,a

= (LXω)b Y
b + ωb (LXY)b ,

Tomando la relación de (2.48), es posible ver que

(LXω)a Y
a = Xb

(
ωa,bY

a + ωaY
a
,b

)
− ωa

(
XbY a

,b − Y bXa
,b

)
=

(
Xbωa,b + ωbX

b
,a

)
Y a. (2.53)
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Derivada Covariante

Anteriormente se hab́ıa observado como se realiza la tranformación de un base coordenada
a otra, lo cual nos indica si existe invarianza ante transformaciones. Para tener un mejor
entendimiento vamos a observar como transforma la parcial de una función escalar f . Tenemos
que

∂f

∂xa′
=

∂f

∂xa
∂xa

∂xa′
. (2.54)

Esto nos dice que la transformación es lineal, y que ∂f
∂xa

transforma como un vector
covariante, por lo tanto la derivada parcial sobre una función escalar es independiente a la
base local. Pero veamos que sucede cuando realizamos el mismo procedimiento para un vector
covariante ωa′

ωa′,b′ =
∂

∂xb′

(
∂xa

∂xa′
ωa

)
=

∂2xa

∂xb′∂xa′
ωa +

∂xa

∂xa′
∂xb

∂xb′
ωa,b. (2.55)

Nos percatamos que la derivada parcial de un vector covariante no es invariante ante
cambios de base, por este hecho es esencial buscar un operador que al actuar con un vector
covariante sea invariante ante cambios de base. Este operador propuesto será ∇X, el cual
asigna un vector de campo sobre M a un operador diferencial, que mapea a un vector de
campo arbitrario Y, a un vector de campo ∇XY concido como derivada covariante de Y.
Tomando en cuenta esto vamos a pedir las siguientes condiciones

1. ∇XY es lineal en el argumento X

∇fX+gYZ = f∇XZ + g∇YZ,

2. ∇XY lineal en el argumento de Y

∇X (Y + Z) = ∇XY +∇XZ,

3. ∇Xf = Xf .

Para ver como se construye la conexión af́ın del operador ∇X, vamos a realizar el cálculo
de ∇XY en términos de alguna base dual ea y eb. Tenemos que

∇XY = ∇X (Y aea)

= (∇XY
a) ea + Y a (∇Xea)

= (XY a) ea + Y a∇Xea. (2.56)

Si observamos que ∇Xea es posible reescribirlo como ∇ea (X), y partimos de que la accion
del operador ∇ sobre la base ea es un tensor del tipo (1, 1) en la base de ea, podemos escribir

18
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∇Xea = ∇ea (X)

= ωc a (X) ec. (2.57)

Sustituyendo la relación (2.57) en (2.56) tenemos lo siguiente

∇XY = (XY a) ea + Y aωc a (X) ec

=
[
XY a + ωa b (X)Y b

]
ea.

Por lo tanto de relación anterior es posible observar que la componente a-ésima de ∇XY
es

(∇XY)a = XY a + ωa b (X)Y b. (2.58)

Si descomponemos el operador derivada covariante de la siguiente forma,

∇XdedY = ∇Y
(
Xded

)
= Xd∇Y (ed)

= Xd∇edY,

entonces la relación (2.58) queda de la siguiente forma

Xd (∇edY)a = XdedY
a + ωa b (ed)X

dY b

= Xd
[
edY

a + ωa b (ed)Y
b
]
.

De esta forma de la derivada covariante vemos un nuevo elemento que esta formado por
el término que incluye a ωa b (ed), los cuales son los elementos de ωa b en la base de ed. Por lo
tanto podemos escribir ωa b (ed) = ωa bd.

Si consideramos la base local de coordenadas, la ecuación (2.58) será

(∇∂aY)b = ∂aY
b + ωb caY

c. (2.59)

Si Ω es una uno-forma, entonces para cualquier vector de campo Y es posible cálcular la
acción de la derivada covariante de la siguiente forma

∇X (Ω (Y)) = (∇XΩ) Y + Ω (∇XY) ,

y en términos de una base local ea y eb, tenemos la expresión

∇X (ΩaY
a) = (∇XΩ)a Y

a + Ωa (∇XY)a .

De esta última relación y con el uso de la relación (2.58), es posible determinar la derivada
covariante de la uno-forma Ω,
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(∇XΩ)a Y
a = X (ΩaY

a)− Ωa

(
XY a + ωa b (X)Y b

)
= (XΩa)Y

a + Ωa (XY a)− Ωa (XY a)− Ωbω
b
a (X)Y a

=
(
XΩa − Ωbω

b
a (X)

)
Y a.

De aqúı vemos que el elemento a-ésimo de la derivada covariante de la uno forma es

(∇XΩ)a = XΩa − Ωbω
b
a (X) . (2.60)

Entonces la relación (2.60) en la base local de coordenadas queda

(∇∂aΩ)b = ∂aΩb − ωc abΩc.

Como anterioremete se ha mencionado, la derivada covariante contiene la conexión que
hace posible que la derivada de un vector covariante o contravariante sea invariante ante
transformaciones de base.

Ecuaciones de E. Cartan

Una de las principales ecuaciones de Cartan es la que esta relacionada con el tensor de
torsión. El tensor de torsión es la diferencia que existe entre la derivada covariante y la
diferencial de Lie, y se define aśı para poder observar el cambio que produce el transporte de
un campo vectorial sobre una trayectoria. La torsión la definimos como la acción

T (X,Y) = ∇XY−∇YX− [X,Y] . (2.61)

Si nos posicionamos en la base (ea) y
(
eb
)
, es posible obtener la forma del tensor de

torsión. De (2.61) cálculamos lo siguiente

∇XY−∇YX = XY aea + ωa b (X)Y bea −YXaea − ωa b (Y)Xbea

=
[
Xea (Y) + ωa b (X) eb (Y)−Yea (X)− ωa b (Y) eb (X)

]
ea

=
[
X〈ea,Y〉 −Y〈ea,X〉+ ωa b (X) eb (Y)− ωa b (Y) eb (X)

]
ea. (2.62)

Utilizando ahora el elemento a-ésimo del corchete de Lie dado por la relación

[X,Y] = [X,Y]a ea

= ea ([X,Y]) ea

= 〈ea, [X,Y]〉ea, (2.63)

vemos que si sustituimos las relaciones (2.62) y (2.63) en la relación de la acción de la
torsión (2.61), tenemos
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T (X,Y) =
[
X〈ea,Y〉 −Y〈ea,X〉 − 〈ea, [X,Y]〉+ ωa b (X) eb (Y)− ωa b (Y) eb (X)

]
ea.

Si cálculamos ahora la derivada exterior de la uno-forma ω obtenemos

dω (X,Y) = ωa,be
b ∧ ea (X,Y)

=
1

2
ωa,b

(
eb ∧ ea − ea ∧ eb

)
(X,Y)

=
1

2
ωa,b

(
〈eb,X〉〈ea,Y〉 − 〈ea,X〉〈eb,Y〉

)
=

1

2

(
ωa,bX

bY a − ωa,bXaY b
)

=
1

2
(ωb,a − ωa,b)XaY b, (2.64)

Si agregamos y restamos el término Y bωaX
a
,b a la relación (2.64) tendremos lo siguiente

dω (X,Y) =
1

2

[
Y b
(
ωb,aX

a + ωaX
a
,b

)
− Y b

(
ωa,bX

a + ωaX
a
,b

)]
=

1

2

[
X
(
ωbY

b
)
− ωbXY b + ωaYX

a −Y (ωaX
a)
]

=
1

2
(X〈ω,Y〉 −Y〈ω,X〉 − 〈ω, [X,Y]〉) . (2.65)

Haciendo uso de la ecuación de la derivada exterior de la uno-forma ω, tenemos que la
relación (2.64) queda como sigue

T (X,Y) = [X〈ea,Y〉 −Y〈ea,X〉 − 〈ea, [X,Y]〉

+ ωa b (X) eb (Y)− ωa b (Y) eb (X)
]
ea

= 2
(
dea + ωa b ∧ eb

)
ea (X,Y) .

Por lo tanto los elementos del tensor de torsión son

1

2
T a = dea + ωa b ∧ eb. (2.66)

La ecuación (2.66) es conocida como la primera ecuación de Cartan. Para el caso donde
la torsión es cero, lo cual garantiza transporte paralelo, tenemos que la ecuación (2.66) se
reduce a

dea + ωa b ∧ eb = 0. (2.67)

La segunda ecuación de Cartan se relaciona con la curvatura, la cual nos aporta la infor-
mación de que tan intenso es el espacio gravitacional en cada punto. La segunda ecuación
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de Cartan se origina de la conexión af́ın que nos provee la derivada covariante, lo que nos
permite definir al tensor de curvatura como

R (X,Y) Z := ∇X∇YZ−∇Y∇XZ−∇[X,Y]Z. (2.68)

La forma anterior nos proporciona la información de que tanto cambia un tensor al ser
transportado de forma paralela, bajo la diferencia de la acción del conmutador de la derivada
covariante en la dirección del vector de campo X y Y y la acción de la derivada covariante
en la dirección del corchete de Lie. A continuación vamos a desglosar la forma de la relación
(2.68).

Primero vamos a ver que resultado arroja ∇X∇YZ. Para ello calculamos

∇X∇YZ = ∇X

(
YZa + ωa b (Y)Zb

)
ea

=
(
YZa + ωa b (Y)Zb

)
∇Xea + XYea (Z) ea

+eb (Z) Xωa b (Y) ea + ωa b (Y) Xeb (Z) ea. (2.69)

Ahora veamos como es la derivada covariante de Z en la dirección del corchete de Lie.
Tenemos

∇[X,Y] =
{

[X,Y] ea (Z) + ωa b ([X,Y]) eb (Z)
}
ea (2.70)

Haciendo uso de los resultados de (2.69) y (2.70), vemos que la acción de la curvatura
(2.68) queda como

R (X,Y) Z = [X〈ωa b,Y〉 −Y〈ωa b,X〉 − 〈ωa b, [X,Y]〉

+ωa c (X)ωc b (Y)− ωa c (Y)ωc b (X)] eb (Z) ea

= 2 (dωa b + ωa c ∧ ωc b) (X,Y) eb (Z) ea.

A partir de esta expresión tenemos que la segunda ecuación de Cartan es

1

2
Ra

bcde
c ∧ ed = dωa b + ωa c ∧ ωc b. (2.71)

De esta forma se observa que la segunda ecuación de Cartan está relacionada con el tensor
de Riemann con la derivada exterior de la uno forma ωa b.

La métrica en la base de vectores cotangente

Como sabemos la información de la curvatura del espacio-tiempo está contenida en la
métrica gµν , con la que podemos cálcular el elemento de ĺınea; a este elemento de ĺınea
lo podemos definir como una correlación lineal de un tensor simétrico del tipo (0, 2). Los
elementos para este tensor en una base local ea son coeficientes gab del cual se tiene la
descomposición
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2.5. El grupo de Poincaré como simetŕıa interna

g = gabe
a ⊗ eb, (2.72)

Es posible obtener el elemento de ĺınea en una base diferente a la determinada por las
coordenadas locales y asociarle una métrica plana de manera conveniente, esta es la idea
detrás del formalismo de Cartan [14, 15, 16]. La base que vamos a escoger para definir el
elemento de ĺınea va a estar constituida por vectores cotangentes ea y donde los coeficientes
métricos son los elementos de la matŕız ηab con la signatura (−,+,+,+).

ds2 = eaebηab, (2.73)

La base {ea} constituye la tétrada o vierbein.
De la relación anterior es dif́ıcil observar en que parte está contenida la información de

la métrica curva, pero gracias a la relación (2.41) podemos obtener esta información. La
sospecha cae sobre la matŕız eaµ que realiza la transformación de la base de coordenadas a la
base ea = eaµdx

µ, que como vemos nos conviene ya que con ella podemos trabajar con una
métrica plana al estilo de Minkowski. Esto nos dice que

ds2 = eaebηab

= eaµe
b
νηabdx

µdxµ. (2.74)

Es evidente que la información de la curvatura esta contenida de la siguiente forma gµν =
eaµe

b
νηab; a esta matŕız eaµ que relaciona una transformación lineal de una base de coordenadas a

una base ea le llamaremos componentes de la tétrada. Este nuevo elemento eaµ el cual contiene
la información de la curvatura del espacio-tiempo nos proporcionara la relación con la teoŕıa
de norma asociada al grupo de simetŕıas de Poincaré que discutiremos a continuación.

2.5. El grupo de Poincaré como simetŕıa interna

En la construcción de la Teoŕıa de Norma requerimos de un grupo interno de simetŕıas
que determinen la norma con la que vamos a obtener una teoŕıa invariante. Para este caso
vamos a considerar el grupo de Poincaré para el cual tenemos la siguiente transformación
infinitesimal

xa −→ x′a = xa + εa + ωabx
b. (2.75)

con a = 1, 2, 3, . . .
Cabe mencionar que se utilizaran los indices de las primeras letras del alfabeto (a, b, c, ...)

para denotar la base de vectores linealmente independientes que identificarán el marco de
referencia para la simetŕıa interna. Para la base determinada por una base local, utilizaremos
los indices del alfabeto griego (µ, ν, ρ, ...) para identificar los términos de la métrica gµν .

Bajo está transformación infinitesimal vamos a construir la variación que afectará al
campo de mateŕıa φ(x)6; primero veamos la forma que toma el campo de mateŕıa bajo x′.

6El campo φ(x), es entendido como un campo auxiliar que sirve para ver el efecto que produce un campo
gravitacional
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Usando series de Taylor tenemos la forma de la transformación bajo el grupo de Poincaré
para el campo φ(x′)

φ(x′) =
[
1 +

(
ωabx

b + εa
)
∂a
]
φ(x). (2.76)

Haciendo uso del cálculo anterior se realizará una variación inicial δ0φ(x) dada por

δ0φ(x) = φ(x)− φ(x′) = −
(
εa + ωabx

b
)
∂aφ(x).

Reacomodando algunos términos obtenemos lo siguiente:

δ0φ(x) = −
(
εa∂a + ωabx

b∂a
)
φ(x)

=

[
εaPa −

1

2

(
ωab − ωba

)
xb∂a

]
φ(x)

=

[
εaPa −

1

2
ωab (xb∂a − xa∂b)

]
φ(x)

=

(
εaPa +

1

2
ωabMab

)
φ(x), (2.77)

con Pa y Mab como los generadores de traslaciones y rotaciones respectivamente.
Ahora resulta importante cálcular la variación de la parcial del campo φ(x) en la base

local, bajo la idea de que la transformación infinitesimal depende de la posición ya que en
gravitación el espacio-tiempo es curvo. Por lo tanto tenemos que

δ0∂µφ(x) = ∂µδ0φ(x)

= ∂µ

(
εaPa +

1

2
ωabMab

)
φ(x)

=

(
εaPa +

1

2
ωabMab

)
∂µφ(x) +

(
∂µ (εaPa) +

1

2
∂µ
(
ωabMab

))
φ(x)

=

(
εaPa +

1

2
ωabMab

)
∂µφ(x) +

1

2
∂µω

abMabφ(x) + ∂µε
aPaφ(x). (2.78)

Ahora, como podemos observar, la variación de ∂µφ(x) difiere del caso cuando no tenemos
dependencia en la posición de la transformación infinitesimal εa + ωabx

b. Para construir una
teoŕıa invariante de la posición definimos una derivada que nos permita tener una variación
sin que se vea el efecto que produce la dependencia en la posición de εa + ωabx

b. Para esta
construcción vamos a definir la derivada covariante

∇µ := ∂µ + Aµ (2.79)

La aplicación de la variación inicial δ0 a la derivada covariante nos da la siguiente relación

24
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δ0∇µφ(x) = δ0 (∂µ + Aµ)φ(x)

= δ0∂µφ(x) + (δ0Aµ)φ(x) + Aµδ0φ(x). (2.80)

Para facilitar los cálculos posteriores vamos a definir la cantidad

Θ := εaPa +
1

2
ωabMab.

Para garantizar invarianza debemos obtener una relación similar a la ecuación (2.77); con
el fin de lograr esto requerimos que nuestro campo de norma sea igual a Aµ = 1

2
∂µω

abMab +
∂µε

aPa y además fijamos la variación del campo de norma de la siguiente forma

(δ0Aµ)φ(x) := [Θ, Aµ]φ(x)− Aµφ(x). (2.81)

Por lo tanto, al sustituir en la ecuación (2.80) los resultados de las ecuaciones (2.77),
(2.78), (2.81) y tomando en cuenta el conmutador de [Θ, Aµ]φ(x) = (ΘAµ − AµΘ)φ(x),
tenemos que

δ0∇µφ(x) = Θ∂µφ(x) + Aµφ(x) + AµΘφ(x) + ΘAµφ(x)− AµΘφ(x)− Aµφ(x),

y por ende

δ0∇µφ(x) = Θ∂µφ(x) + ΘAµφ(x)

= Θ∇µφ(x). (2.82)

Al obtener la forma de la norma Aµ, podemos cálcular los invariantes de norma con la
ayuda del conmutador [∇µ,∇ν ] que da como resultado lo siguiente

[∇µ,∇ν ]φ(x) = (∂µ + Aµ) (∂ν + Aν)φ(x)− (∂ν + Aν) (∂µ + Aµ)φ(x)

= (∂µAν + AµAν − ∂νAµ − AνAµ)φ(x)

=
1

2

(
∂µω

ab
ν − ∂νωabµ

)
Mabφ(x) +

(
∂µe

a
ν − ∂νeaµ

)
Paφ(x)

1

2

(
ωacµ ω

db
ν − ωacν ωdbµ

)
ηcdMabφ(x) +

(
ebµω

ca
ν − ebνωcaµ

)
ηbcPaφ(x)

=
1

2

[
∂µω

ab
ν − ∂νωabµ +

(
ωacµ ω

db
ν − ωacν ωdbµ

)
ηcd
]
Mabφ(x)

+
[
∂µe

a
ν − ∂νeaµ +

(
ebµω

ca
ν − ebνωcaµ

)
ηbc
]
Paφ(x)

=
1

2
F ab
µνMabφ(x) + F a

µνPaφ(x). (2.83)

Del resultado anterior obtenemos dos objetos contraidos con el generador de rotaciones
y traslaciones. Por lo tanto la relación con la teoŕıa gravitacional caerá en identificar a la
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tétrada eaµ con las cantidades ∂µε
a, que tienen que ver con las traslaciones infinitesimales y

por ende cómo nos trasladamos en el espacio-tiempo curvo. Por lo tanto, el objeto que está
contraido con el generador de traslaciones será relacionado con la torsión, la cual vamos a
igualar a cero para garantizar torsión libre como sucede en la formulación de Relatividad
General. Como es de esperarse, el término contraido con el generador de rotaciones tendrá
relación con la curvatura del espacio-tiempo y el término ∂µM

ab = ωabµ será el equivalente a
los śımbolos de Christoffel. A ráız de todo esto tendremos lo siguiente

F ab
µν = ∂µω

ab
ν − ∂νωabµ +

(
ωacµ ω

db
ν − ωacν ωdbµ

)
ηcd, (2.84)

F a
µν = ∂µe

a
ν − ∂νeaµ +

(
ecµω

da
ν − ecνωdaµ

)
ηcd. (2.85)

Al considerar que existe torsión libre podemos saber expĺıcitamente la forma del término
ωabµ . Para esto vamos a multiplicar a F d

µν por eµb e
ν
cηda obteniendo

eµb e
ν
cηdaF

a
µν = eµb e

ν
c∂µeνa − e

µ
b e
ν
c∂νeµa + eµb e

ν
c

(
edµωνda − edνωµda

)
= 0.

Al tener esta cantidad con ı́ndices libres a, b y c, se tomará la permutación en estos ı́ndices
de la siguiente forma:

eµb e
ν
c∂µeνa − e

µ
b e
ν
c∂νeµa + eµb e

ν
c

(
edµωνda − edνωµda

)
+eµae

ν
b∂µeνc − eµaeνb∂νeµc + eµae

ν
b

(
edµωνdc − edνωµdc

)
−eµc eνa∂µeνb + eµc e

ν
a∂νeµb − eµc eνa

(
edµωνdb − edνωµdb

)
= 0.

Realizando las contracciones pertinentes tenemos que:

eµb e
ν
c∂µeνa − e

µ
b e
ν
c∂νeµa + eλcωλba − eλbωλca

+eµae
ν
b∂µeνc − eµaeνb∂νeµc + eλbωλac − eλaωλbc

−eµc eνa∂µeνb + eµc e
ν
a∂νeµb − eλaωλcb + eλcωλab = 0.

Como el objeto ωµab es antisimétrico en los indices ab es posible tener lo siguiente

2eλbωλac = −eµb e
ν
c∂µeνa + eµb e

ν
c∂νeµa − eµaeνb∂µeνc + eµae

ν
b∂νeµc

+eµc e
ν
a∂µeνb − eµc eνa∂νeµb.

Por lo tanto, al multiplicar por ebα, obtenemos la forma final de ωacα ; con el cambio de
ı́ndices c por b y α por µ tenemos

ωabµ =
1

2

{
ebλ
(
∂λe

a
µ − ∂µeaλ

)
+ eaλ

(
∂µe

b
λ − ∂λebµ

)
+ edµe

aλebρ (∂ρedλ − ∂λedρ)
}
. (2.86)
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Derivado de todo esto podemos obtener las ecuaciones de movimiento en términos de los
campos de norma. Como vemos la construcción de la teoŕıa gravitacional puede ser posible
a partir de la teoŕıa de norma, donde las ecuaciones de campo están dadas por

F a
µ −

1

2
Feaµ = Ga

µ, (2.87)

las cuales son determinadas por la construcción del lagrangiano

L = eF,

donde e = det(eaµ) y F = F ab
µνe

µ
ae
ν
b , el cual es el invariante de norma de curvatura, ya

que F ab
µν está relacionado con el tensor de Ricci, Ga

µ es el equivalente del tensor de enerǵıa
momento y F a

µ = F ab
µνe

ν
b .

Teoŕıa de Norma de De Sitter

El grupo de Sitter que representa a un hiperboloide n dimensional tiene como motivo
describir al espacio-tiempo de la teoŕıa gravitacional de una forma diferente. Esta diferencia
radica en considerar que el espacio-tiempo se expande, por lo que en pocas palabras el grupo
de de Sitter describe a un espacio-tiempo en expansión.

El grupo de de Sitter se puede formular de una forma similar a la teoŕıa de norma del
grupo de Poincaré, con un parámetro a que actua como radio del espacio de Sitter. Una
propiedad interesante de este grupo es que cuando el radio a tiende a infinito, éste se reduce
al grupo de Poincaré dotando a nuestra teoŕıa la posibilidad de identificar a el radio a como
el radio del Universo en expansión.

La estructura del espacio para el grupo de Sitter está constituida por un espacio plano
inicial de 5 dimensiones con elemento de ĺınea

ds2 = −
(
dx0
)2

+
(
dx1
)2

+
(
dx2
)2

+
(
dx3
)2

+
(
dx5
)2

= ηijdx
idxj +

(
dx5
)2
. (2.88)

Partiendo de esta configuración construimos la hiperesfera H4 con radio a contenida en
M5 y definida por la relación

ηijx
ixj + (x5)2 = a2. (2.89)

A partir de la hiperesfera H4 podemos cálcular la cantidad (dx5)
2

obteniendo

dx5 = d
√
a2 − ηijxixj,

=
1

2

(
a2 − ηlmxlxm

)− 1
2 d
(
ηijx

ixj
)
,

=
1

2

(
a2 − ηlmxlxm

)− 1
2 ηij

(
dxixj + xidxj

)
,

=
ηijx

idxj√
a2 − ηlmxlxm

. (2.90)
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Caṕıtulo 2. Teoŕıa de Norma

Utilizando el resultado de (2.89) sobre la ĺınea de mundo de Sitter (2.88), tenemos

ds2 = ηijdx
idxj +

(ηijx
idxj)

2

a2 − ηlmxlxm
,

= dxidxj
(
ηij +

xixj
a2 − ηlmxlxm

)
.

Con este resultado es posible ver cual es la forma de la métrica en las coordenadas de H4

gij = ηij +
xixj

a2 − ηlmxlxm
. (2.91)

La contracción de la métrica con su inversa nos da como resultado gilgim = δlm; a partir
de esta relación es posible determinar la forma de la métrica inversa

gij = ηij − 1

a2
xixj. (2.92)

Derivado de la determinación de la métrica inversa es posible observar como se componen
los śımbolos de Christoffel y el tensor de Ricci. Tenemos que

Γijk =
1

a2

[
ηjkx

i +
xjxkx

i

a2 − ηlmxlxm

]
,

Rab =
d− 1

a2

[
ηab +

xaxb
a2 − ηlmxmxl

]
.

Si nos enfocamos en las simétrias es posible encontrar la forma para los campos de nor-
ma en la teoŕıa de Sitter. Para esto vamos a considerar las siguientes transformaciones de
coordenadas

xi = a
ui

u
sin(u/a),

x5 = a cos(u/a), (2.93)

donde u =
(
ηabu

aub
) 1

2 y el sin(u/a), al tener un radio a constante, es posible relacionar
el ángulo de abertura con respecto a la quinta coordenada x5.

Es relativamente sencillo ver que las transformaciones infinitesimales para ui son

δui = ωiju
j + εiu (2.94)

En consecuencia las transformaciones infinitesimales para (2.93) con respecto a las coor-
denadas ui implican lo siguiente
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δωx
i = ωjku

k∂jx
i

= ωjku
k∂j

(
a
ui

u
sin(u/a)

)
= ωjku

ka

(
δij

1

u
sin(u/a)− uiuj

u3
sin(u/a) +

uiuj
u2a

cos(u/a)

)
= ωija

uj

u
sin(u/a)

= ωijx
j, (2.95)

y

δωx
5 = ωjku

k∂jx
5

= ωjku
k∂j (a cos(u/a))

= −ωjku
kuj

sin(u/a)

u

= −ωjkujuk
sin(u/a)

u

= 0. (2.96)

Para el último resultado tenemos un cero ya que el objeto antisimétrico ωij = −ωji
está contraido con un término simétrico ujuk. Sigamos cálculando para el párametro de
desplazamiento tanto para xi como para x5. Para ello consideramos las variaciones

δεx
i = uεj∂jx

i

= uεj∂j

(
a
ui

u
sin(u/a)

)
= uεja

(
δij

1

u
sin(u/a)− uiuj

u3
sin(u/a) +

uiuj
u2a

cos(u/a)

)
=

u

u
uεia

1

u
sin(u/a)− uiεju

j

u
a

1

u
sin(u/a) +

εjuj
ua

uia cos(u/a)

=
εiuj
u
xj − uiεj

u
xj +

εjuj
ua

uix5

=
1

u

(
εiuj − εjui

)
xj +

εjuj
ua

uix5, (2.97)

y
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δεx
5 = uεi∂ix

5

= uεi∂i (a cos(u/a))

= −εiua sin(u/a)
ui
ua

= −ε
juj
ua

uix
i. (2.98)

Las transformaciones infinitesimales de de Sitter nos proporcionan los siguientes paráme-

tros de transformación ωij = 1/u(εiuj − εjui), ωi5 = ui(u·ε)
ua

. Por lo tanto la forma de los
generadores de traslaciones y rotaciones en las coordenadas ui, se corresponden a través de
los parámetros de traslación. Para esto definimos el vector qj

i como la diferencial de las
transformaciones infinitesimales xi, con respecto a los parmetros de transformaciones ζ i,

qj
i =

(
∂xi

∂ζj

)
ζj=0

, (2.99)

Por lo tanto los generadores de las transformaciones son

Pi = qi
j

(
∂

∂xj

)
, (2.100)

con xi como las coordenadas del espacio-tiempo.
En primera instancia es posible ver que el generador de rotaciones para las coordenadas

ui es:

Mij(u) = ui∂j − uj∂i, (2.101)

ya que la ecuación de transformación (2.95) hace evidente que la transformación del
parámetro ωij es invariante ante transformaciones de coordenas entre xi y ui, pero ¿Qué
sucede para el generador de traslaciones?, y ¿Qué generador se derivada del objeto ωi5? Para
contestar estas preguntas, primero vamos a cálcular la parcial de (2.97) con respecto del
parámetro uεi

qj
i =

(
∂δεx

i

∂uεj

)
uεj=0

=
1

u2

(
δj
iuk − ηkjui

)
xk +

uju
i

u2a
x5. (2.102)

Entonces el generador Pi queda como

Pi = qi
j ∂

∂xj

=
1

u

{
1

u

(
δi
juk − ηkiuj

)
xk +

uiu
j

ua
x5

}
∂

∂xj
. (2.103)
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De la relación anterior no se ve claro que tipo de generador tenemos, pero si tomamos en
cuenta que

∂

∂ui
=

∂xj

∂ui
∂

∂xj

=
∂

∂ui

(
a
uj

u
sin(u/a)

)
∂

∂xj

=

(
δi
j a

u
sin(u/a)− aujui

u3
sin(u/a) +

ujui
u2

cos(u/a)

)
∂

∂xj

=
1

u

[
1

u

(
δi
jukx

k − uixj
)

+
uiu

j

ua
x5

]
∂

∂xj
, (2.104)

entonces de la ecuación (2.104) vemos que (2.103) queda simplemente como

Pi =
∂

∂ui
. (2.105)

Por lo tanto Pi es nuestro generador de traslaciones para las coordenadas ui, pero aun
queda por saber que interpretación tiene ωi5. Calculamos entonces la cantidad

qi5
5 =

(
∂δεx

5

∂ωi5

)
ωi5=0

=

(
− ∂

∂ωi5
εkuk
ua

ηlmu
lxm
)
ωi5=0

=

(
− ∂

∂ωi5
ηlmω

l5xm
)
ωi5=0

= −ηimxm, (2.106)

por lo que el generador Pi5 será

Mi5 = qi5
5 ∂

∂x5

= −ηimxm
∂

∂x5
. (2.107)

De aqúı se hace d́ıficil ver que generador se deriva de la coordenada x5, por lo que vamos
a ver que relación guarda la parcial de x5 y ui. Utilizando regla de la cadena tenemos

∂

∂ui
=

∂x5

∂ui
∂

∂x5

= −ui
u

sin(u/a)
∂

∂x5

= −1

a
ηijx

j ∂

∂x5
, (2.108)
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Caṕıtulo 2. Teoŕıa de Norma

De las relaciones (2.107) vemos que

Mi5 = a
∂

∂ui

= aPi. (2.109)

Entonces el generador de traslaciones para el grupo de de Sitter es simplemente

Pi =
1

a
Mi5. (2.110)

Contando con los generadores para el espacio de de Sitter, es posible saber como es la
forma de los tensores F ij

µν y F i
µν derivados de la teoŕıa de norma para el grupo de Poincaré y

tomando en consideración que el campo de norma eiµ = aωi5µ , tenemos lo siguiente:

F ij
µν = ∂µω

ij
ν − ∂νωijµ +

(
ωikµ ω

lj
ν − ωikν ωljµ

)
ηkl +

(
ωi5µ ω

5j
ν − ωi5ν ω5j

µ

)
= ∂µω

ij
ν − ∂νωijµ +

(
ωikµ ω

lj
ν − ωikν ωljµ

)
ηkl −

1

a2

(
eiµe

j
ν − eiνejµ

)
,

(2.111)

y además

F i5
µν =

1

a
T iµν

=
1

a

[
∂µe

i
ν − ∂νeiµ +

(
ejµω

ki
ν − ejνωkiµ

)
ηjk
]
. (2.112)

De esta forma obtenemos la teoŕıa de norma de de Sitter, que está vinculada con la
constante cosmológica, la cual será utilizada más adelante para la deformación de la teoŕıa
de norma.
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Caṕıtulo 3

Deformación de la Teoŕıa de Norma
para Gravedad

Anteriormente discutimos la construcción de la teoŕıa de norma para gravedad lo cual
introduce nuevos elementos llamados campos de norma. Los cuales serán afectados por la
aplicación de Seiberg-Witten para obtener campos de norma no-conmutativos que darán
origen a la teoŕıa gravitacional deformada. Para esto vamos a introducir algunos conceptos
necesarios para comprender el porqué de este tipo de deformación.

3.1. Producto de Moyal-Weyl

Para la construcción de un espacio no-conmutativo se introducen las siguientes relaciones
de conmutación

[xµ, xν ] = iΘµν . (3.1)

Los elementos de Θµν son antisimétricos y en general son funciones de las coordenadas. A
esta relación de conmutación la nombraremos forma canónica. En este espacio no-conmutativo
se pueden obtener teoŕıas de campo remplazando el producto normal con el producto-? de
la siguiente forma

φ(x) ? ψ(x) := e
i
2

Θµν ∂
∂xµ

∂
∂yν φ(x)ψ(y)|y=x, (3.2)

donde consideramos a partir de ahora que los elementos Θµν son constantes. Este producto-
? se denomina de Moyal-Weyl.

En el caso de una relación de conmutación tipo álgebra de Lie [xµ, xν ] = iΘµν
λ x

λ, el
producto estrella adquiere la siguiente forma

φ(x) ? ψ(x) = e
i
2
xµgµ(i ∂

∂yµ
, ∂
∂zν

)φ(x)ψ(y)|y=x=z, (3.3)

donde gµ es una función que depende de sus argumentos; notese la dependencia en xµ en
el argumento de la exponencial.

El producto estrella tiene una propiedad muy importante la cual es
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Caṕıtulo 3. Deformación de la Teoŕıa de Norma para Gravedad

∫
dnxφ(x) ? ψ(x) =

∫
dnxψ(x) ? φ(x) =

∫
dnxφ(x)ψ(x).

Para el caso de 3 ó mas campos se tiene que

∫
dnx {φ(x) ? ψ(x)} ? ρ(x) 6=

∫
dnx {φ(x) ? ψ(x)} ρ(x)

6=
∫
dnxφ(x) {ψ(x) ? ρ(x)}

=

∫
dnxφ(x) ? {ψ(x) ? ρ(x)} .

La contrucción de los campos de norma no-conmutativos deriva de considerar la variación
del campo de mateŕıa no-conmutativo ψ̂(x). La transformación infinitesimal bajo el parámetro
de norma no-conmutativo esta dada por

δΛ̂ψ̂ = iΛ̂ ? ψ̂, (3.4)

la cual tiene la misma forma funcional que el caso conmutativo.
El parámetro de norma no-conmutativo es una función con valores en el álgebra universal

envolvente U . Ya que el grupo de simétrias que deriva de nuestros campos de norma es no-
abeliano, la determinación de los campos de norma a partir de la variación del campo de
mateŕıa no-conmutativo da como resultado una infinidad de campos de norma, lo cual no es
útil por el simple hecho de obtener más grados de libertad de los que teńıamos. Para resolver
este problema inicial vamos a utilizar la aplicación de Seiberg-Witten [6, 11] para reducir el
número de grados de libertad. De igual modo vamos a utilizar el álgebra universal envolvente
U , la cual está construida por productos de los elementos del álgebra [17].

De este modo, un elemento general del álgebra universal envolvente U en composición con
los generadores del grupo de simetŕıas Ta, se escribe de la siguiente manera

α(x) + αa(x)Ta + αab(x)TaTb + . . .

3.2. Aplicación de Seiberg-Witten

La aplicación de Seiberg-Witten nos ayuda para la definición y conformación de los campos
de norma no-conmutativos a partir de los campos de norma conmutativos de modo tal que
posean los mismos grados de libertad; esto resuelve el problema anteriormente expresado ya
que no es conveniente trabajar con más grados de libertad que con los que empezamos.

Por lo tanto empezamos considerando los campos no-conmutativos ψ̂, Âµ y el parámetro
de norma como una función de sus contrapartes conmutativas, del parámetro de norma y con
un parámetro de deformación θ constante

ψ̂(ψ,A, θ) , Âµ(A, θ) , Λ̂(Λ, A, θ). (3.5)
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3.2. Aplicación de Seiberg-Witten

En analoǵıa con las transformaciones infinitesimales de los campos y el parámetro de
norma conmutativos, se toman las siguientes transformaciones infinitesimales del parámetro
de norma para el campo de mateŕıa y de norma no-conmutativa

δΛ̂ψ̂ = iΛ̂ ? ψ̂, (3.6)

δΛ̂Âµ = ∂µΛ̂ + i[Λ̂, Âµ]?. (3.7)

La definición de la aplicación de Seiberg-Witten que relaciona términos de campo no-
conmutativos con los términos de campo ordinarios, surge de la idea de un cierto ĺımite a la
teoŕıa de cuerdas [18] conocido como equivalencia de norma

δΛ̂Âµ(A; θ) = Âµ(A+ δαA; θ)− Âµ(A; θ) = δαÂµ(A; θ). (3.8)

Para la resolución de la ecuación (3.8) es necesario tener en consideración la consistencia
de norma no-conmutativa o también llamada condición de cociclo

iδαΛ̂β − iδβΛ̂α − [Λ̂α, Λ̂β]? = iΛ̂−i[α,β]. (3.9)

Gracias a esta relación es posible encontrar el parámatro de norma no-conmutativo Λ̂α, y
por lo tanto también se determinará el campo de norma Âµ. Bajo estas condiciones se pueden

tener a Λ̂α y Âµ como una expansión en series de potencia en θ de la siguiente forma

Λ̂α = α + Λ1
α + Λ2

α + . . . ,

Âµ = Aµ + A1
µ + A2

µ + . . . ,

Esto nos permite re-definir a las variaciones de los campos no-conmutativos para cualquier
orden en n como:

∆Λn := iδαΛ̂n
β − iδβΛ̂n

α − [α, Λ̂n
β]− [Λ̂n

α, β]− iΛ̂n
−i[α,β] = −

∑
p+q+r=n

[Λp
α,Λ

q
β]?r (3.10)

con p, q 6= n y

∆αA
n
µ = δαA

n
µ − i[α,Anµ] = ∂µ∆n

α + i
∑

p+q+r=n

[Λp
α, A

q
µ]?r (3.11)

con p, q 6= n, tomando en cuenta que el producto estrella a r-ésimo término es

f(x) ?r g(x) =
1

r!

(
i

2

)r
θµ1ν1 · · · θµrνr∂µ1 · · · ∂µrf(x)∂ν1 · · · ∂νrg(x),

lo cual nos permite recuperar la parte conmutativa en el ĺımite cuando θ −→ 0. Para
conocer la solución de los términos no-conmutativios orden por orden tenemos que hacer uso
de las relaciones (3.10), (3.11). En la solución general es posible tomar soluciones homogéneas
de las relaciones (3.10) y (3.11)con coeficientes arbitrarios como se menciona en [6, 19, 20].
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Caṕıtulo 3. Deformación de la Teoŕıa de Norma para Gravedad

Estos términos se conocen como ambiguedades y fueron una fuente de confución al inicio de
los trabajos en teoŕıa de campos no-conmutativos.

Como una consecuencia de la forma en como están constituidas las condiciones para (3.10)
y (3.11), es posible determinar de forma recursiva del orden más bajo a un orden superior
los componentes para Λn y Anµ como se expone en [6]

Λn+1
α = − θµν

4(n+ 1)

∑
p+q+r=n

{Apµ, ∂νΛq
α}?r , (3.12)

An+1
µ = − θσρ

4(n+ 1)

∑
p+q+r=n

{Apσ, ∂ρAqµ + F q
ρµ}?r . (3.13)

Una vez que se tienen determinados los campos de mateŕıa y de norma a orden n, es
posible determinar la curvatura F n

µν asociada, la cual está determinada por medio de la
expresión

F̂µν = ∂µÂν − ∂νÂµ − i[Âµ, Âν ]? = Fµν + F (1)
µν + F (2)

µν + . . . .

Explicitamente sus componentes son

F n+1
µν = − θσρ

4(n+ 1)

∑
p+q+r=n

(
{Apσ, ∂ρF q

µν + (DρFµν)
q}?r − 2{F p

µσ, F
q
νρ}?r

)
,

(DµFσρ)
n = ∂µF

n
σρ − i

∑
p+q+r=n

[
Apµ, F

q
σρ

]
?r
,

a orden n. Por lo tanto, si se conocen los campos conmutativos iniciales, las relaciones
anteriores permiten la construcción de la teoŕıa de campos no-conmutativa a orden n en el
parámetro no-conmutativo

3.3. Grupo de simetŕıas no-conmutativas

Con la determinación de los campos de norma deformados por medio de la aplicación de
Seiberg-Witten, en primera instancia se puede aplicar el formalismo anterior a la Relatividad
General como una teoŕıa tomando en cuenta el grupo de simetŕıas que corresponde a la
construcción de la teoŕıa gravitacional.

Para este caso se toma el campo de norma siguiente Aµ = 1
2
ωabµ Mab + eaµPa, que resulta de

la teoŕıa de norma gravitacional como se discutió anteriormente. Como es evidente observar,
se derivan dos expresiones en la deformación para los campos conmutativos eaµ y ωabµ que
vamos a identificar como êaµ y ω̂abµ . Al desarrollar en serie de potencias en el parámetro
no-conmutativo θ, para ambos términos tenemos que

ω̂abµ (x, θ) = ωabµ (x)− iωab 1
µ (x, θ) + ωab 2

µ (x, θ) + . . .+ ωab nµ ,

= ωabµ (x)− iθνρωabµνρ(x) + θνρθλτωabµνρλτ (x) + . . .O(θn), (3.14)

36



3.3. Grupo de simetŕıas no-conmutativas

êaµ(x, θ) = eaµ(x)− iea 1
µ (x) + ea 2

µ (x) + . . .+ ea nµ (x)

= eaµ(x)− iθνρeaµνρ(x) + θνρθλτeaµνρλτ (x) + . . .O(θn). (3.15)

Por lo tanto los términos no-conmutativos a cualquier orden se identificarán como

ANµ =
1

2
ωab Nµ Mab + ea Nµ Pa, (3.16)

con el ı́ndice N etiquetando el enésimo término de deformación. Al sustituir la forma del
campo de norma ANµ en la relación (3.13) tenemos que1

AN+1
µ = − θσρ

4(n+ 1)

∑
P+Q+R=N

{
1

2
ωab Pσ Mab + ea Pσ Pa, ∂ρ

(
1

2
ωcd Qµ Mcd + ec Qµ Pc

)

+
1

2
F cd Q
ρµ Mcd

}
?R

= − θσρ

4(n+ 1)

∑
P+Q+R=N

[
1

4

(
ωab Pσ ?R ∂ρω

cd Q
µ MabMcd + ∂ρω

cd Q
µ ?R ωab Pσ McdMab

)
+

1

4

(
ωab Pσ ?R F cd Q

ρµ MabMcd + F cd Q
ρµ ?R ωab Pσ McdMab

)
+

1

2
∂ρe

c Q
µ ?R ωab Pσ PcMab +

1

2
ea Pσ ?R ∂ρω

cd Q
µ PaMcd +

1

2
ea Pσ ?R F cd Q

ρµ PaMcd

]
= − θσρ

4(n+ 1)

∑
P+Q+R=N

[
1

2

{
ωPσ , ∂ρω

Q
µ + FQ

ρµ

}ab
?R
Mab

−
(
ωab Pσ ?R ∂ρe

d Q
µ + ∂ρω

ac Q
µ ?R ed Pσ + F ac Q

ρµ ?R ed Pσ
)
ηcdPa

]
. (3.17)

Comparando las ecuaciones (3.16) y la relación (3.17), es posible observar orden por orden
la forma de los campos deformados los cuales son:

ωab N+1
µ = − θσρ

4(n+ 1)

∑
P+Q+R=N

{
ωPσ , ∂ρω

Q
µ + FQ

ρµ

}ab
?R
, (3.18)

ea N+1
µ =

θσρ

4(n+ 1)

∑
P+Q+R=N

[
ωac Pσ ?R ∂ρe

d Q
µ +

(
∂ρω

ac Q
µ + F ac Q

ρµ

)
?R ed Pσ

]
ηcd, (3.19)

donde

{τ, λ}ab :=
(
τacλdb + λacτ db

)
ηcd,

[τ, λ]ab :=
(
τacλdb − λacτ db

)
ηcd.

1Al tener torsión libre el objeto F a Nµν es igual a cero
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Caṕıtulo 3. Deformación de la Teoŕıa de Norma para Gravedad

Ya que se conocen los campos de norma deformados en general, es posible obtener de
(3.18) y (3.19) los términos de los campos de norma deformados a primer y segundo orden
en θ. Tenemos aśı

ωab 1
µ = −θ

σρ

4
{ωσ, ∂ρωµ + Fρµ}ab , (3.20)

ωab 2
µ =

θσρθλτ

32

[
{{ωλ, ∂τωσ + Fτσ} , ∂ρωµ + Fρµ}ab

+ {ωσ, ∂ρ {ωλ, ∂τωµ + Fτµ}+ {ωλ, 2∂τFρµ} − 2 {Fρλ, Fµτ}}ab
]

−iθ
σρθλτ

32

[
{ωσ, {ωλ, [ωτ , Fρµ]}}ab

+2 {∂λωσ, ∂τ (∂ρωµ + Fρµ)}ab
]
, (3.21)

y además

ea 1
µ =

θσρ

4

[
ωacσ ∂ρe

d
µ +

(
∂ρω

ac
µ + F ac

ρµ

)
edσ
]
ηcd, (3.22)

ea 2
µ =

θσρθλτ

32

[(
∂ρω

ac
µ + F ac

ρµ

) (
ωdeλ ∂τe

f
σ +

(
∂τω

de
σ + F de

τσ

)
efλ

)
ηef

+ωacσ ∂ρ

(
ωdeλ ∂τe

f
µ +

(
∂τω

de
µ + F de

τµ

)
efλ

)
ηef

−2 ({ωλ, ∂τFρµ}ac − {Fρλ, Fµτ}ac) edσ
−∂ρ {ωλ, ∂τωµ + Fτµ}ac edσ
−{ωλ, ∂τωσ + Fτσ}ac ∂ρedµ

]
ηcd

+i
θσρθλτ

32

[
{ωλ, [ωτ , Fρµ]}ac edσ + 2∂λω

ac
σ ∂τ∂ρe

d
µ

+2∂λ
(
∂ρω

ac
µ + F ac

ρµ

)
∂τe

d
σ

]
ηcd. (3.23)

Se observa que la tétrada deformada es una cantidad compleja por lo que la métrica
deformada se define como una cantidad real dad por

ĝµν :=
1

2
ηab
(
êaµ ? ê

b†
ν + êa†µ ? êbν

)
(3.24)

Esta definición nos lleva a considerar la parte conjugada êa†µ para la tétrada deformada
[21, 22]. Como hemos visto, la deformación de los campos de norma es posible construir la
teoŕıa gravitacional a partir de la tétrada deformada êaµ, lo cual trataremos en los siguientes
caṕıtulos para dos espacio-tiempo espećıficos.
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Caṕıtulo 4

Teoŕıa Gravitacional No-Conmutativa

Una de las formas para vislumbrar los acontecimientos de la naturaleza es mediante la
aplicación de teoŕıas que proporcionen un mejor entendimiento del entorno. Para este caṕıtulo
vamos a aplicar la teoŕıa de deformación de campos basada en la aplicación de Seiberg-Witten
para la teoŕıa de gravitación. Para ilustrar este procedimiento se van a considerar para la
deformación a dos métricas que representan hoyos negros con parámetro de rotación; las
cuales son la solución BTZ [4] y Kerr-Newman [5] con rotación lenta.

Para cálcular los campos de norma deformados vamos a tomar en consideración la si-
guiente forma de la matŕız de deformación θµν .

θµν =

0 0 0
0 0 θ
0 −θ 0

 (4.1)

Como es posible observar, estamos imponiendo que la no conmutación de las coordenadas
sea entre r y θ. Este caso solo aplica para la métrica BTZ, para el caso de Kerr-Newman con
rotación lenta tendŕıamos una matŕız similar pero extendida para un espacio 4-dimensional.

Basándonos en las relaciones (3.22) y (3.23), calcularemos la deformación de la tétra-
da que posteriormente será utilizada para observar las diferencias con respecto a la teoŕıa
gravitacional sin deformar.

4.1. BTZ No-Conmutativo

Realizar un análisis para un espacio (2 + 1)-dimensional supone un mejor manejo en
los cálculos que podŕıa facilitar la manipulación y análisis de la teoŕıa gravitacional en el
caso más general. Bajo esta idea es como escogemos a la métrica BTZ [4] (representación
de un hoyo negro (2 + 1)-dimensional con parámetro de rotación) para aplicar la teoŕıa de
deformación discutida anteriormente.

La ĺınea de mundo para BTZ es la siguiente

ds2 = −n(r)2dt2 +
1

n(r)2
dr2 + r2 (nφ(r)dt+ dφ)2 ,

donde n(r) y nφ(r) son funciones por determinar.
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Caṕıtulo 4. Teoŕıa Gravitacional No-Conmutativa

Derivado de la métrica es fácil observar que relación guarda ésta con los elementos de la
tétrada1 de modo que se cumpla

ds2 = −(e0
µdx

µ)2 + (e1
µdx

µ)2 + (e2
µdx

µ)2

Para representar la ĺınea de mundo en esta nueva base dada por la tétrada tenemos que
considerar la métrica plana ηab de manera conveniente con la siguiente signatura (−,+,+).
Por lo tanto los elementos de la tétrada son

e0
µ =

(
n(r), 0, 0

)
,

e1
µ =

(
0, 1

n(r)
, 0

)
, (4.2)

e2
µ =

(
rnφ(r), 0, r

)
.

Haciendo uso del programa realizado en Mathematica (btztng.nb), es posible obtener las
ecuaciones de campo que determinarán la forma de las funciones n(r) y nφ(r) con el tensor
de enerǵıa momento igual a cero, y considerando una teoŕıa gravitacional con constante
cosmológica. Esto nos conduce a las expresiones

n(r)2 =
J2

4r2
− 4λ2r2 −M,

nφ(r) = − J

2r2
, (4.3)

donde las constantes M y J están asociadas a la masa y momento angular del agujero
negro respectivamente mientras que λ está relacionado con la constante cosmológica.

Sustituyendo las funciones n(r) y nφ(r) de la ecuación (4.3) en (2.86), determinamos los
campos de norma ωabµ diferentes de cero

ω01
µ =

(
−4λ2r, 0, − J

2r

)
,

ω02
µ =

(
0, − J

r2
√
J2

r2
−16λ2r2−4M

, 0
)
,

ω12
µ =

(
0, 0, −

√
J2

4r2
− 4λ2r2 −M

)
. (4.4)

Para la conformación final de los elementos de la tétrada deformada nos auxiliamos del
programa realizado en Mathematica (btz tng def.nb), el cual nos permitió obtener la tétrada
deformada, que a continuación presentamos:

1Observando la relación (2.73) es fácil determinar la tétrada correspondiente a una métrica dada
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4.2. Kerr-Newman No-Conmutativo

ê0
0 =

√
J2

4r2
− 4λ2r2 −M

+θ2 3J4λ2 + J2 (32λ4r4 + 8λ2Mr2 +M2)− 16λ2r4 (4λ2r2 +M)
2

32r2

√
J2

4r2
− 4λ2r2 −M (4r2 (4λ2r2 +M)− J2)

,

ê0
1 = θ

iJ (8λ2r2 +M)√
J2

4r2
− 4λ2r2 −M (4r2 (4λ2r2 +M)− J2)

,

ê0
2 = −θ2 J3 − 2JMr2

64r4

√
J2

4r2
− 4λ2r2 −M

,

ê1
0 = θ

iJ (8λ2r2 +M)

8r2

√
J2

4r2
− 4λ2r2 −M

,

ê1
1 =

1√
J2

4r2
− 4λ2r2 −M

−θ2 1

64r4

√
J2

4r2
−M − 4λ2r2 (J2 − 4r2 (M + 4λ2r2))2

(
−J6

+4J4
(
3Mr2 + 14λ2r4

)
+ 8J2r4

(
−M2 + 16λ2Mr2 + 64λ4r4

)
+128λ2r8

(
−M2 + 8λ2Mr2 + 48λ4r4

))
,

ê1
2 = θ

i (8λ2r2 +M)

4
√

J2

4r2
− 4λ2r2 −M

,

ê2
0 = − J

2r
− θ2J (2J2λ2 + 32λ4r4 + 8λ2Mr2 +M2)

32r3 (4λ2r2 +M)− 8J2r
,

ê2
1 = −θ i (J2 + 16λ2r4)

4J2r − 64λ2r5 − 16Mr3
,

ê2
2 = r + θ2 J2

32r3
.

4.2. Kerr-Newman No-Conmutativo

Vamos a fijar ahora nuestra atención en aplicar la teoŕıa de deformación para un hoyo
negro con rotación lenta, en otras palabras tomaremos solo términos lineales del parámetro
de rotación a.

Para ello utilizamos la métrica de Kerr-Newman [5] con rotación lenta que tiene la si-
guiente forma
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ds2 = −G(r)

(
dt− aP (r)Q(ϑ)

2G(r)
dφ

)2

+
1

G(r)
dr2 + r2dϑ2

+r2 sin2(ϑ)

(
dφ+

aP (r)Q(ϑ)

2r2 sin2(ϑ)
dt

)2

, (4.5)

donde P (r), G(r) y Q(ϑ) son funciones conocidas de sus argumentos

De manera muy similar al caso de BTZ, identificamos los términos de la tétrada que
corresponde a Kerr-Newman. Tenmos aśı

e0
µ =

( √
G(r), 0, 0, −aP (r)Q(ϑ)

2
√
G(r)

)
,

e1
µ =

(
0, 1√

G(r)
, 0, 0

)
,

e2
µ =

(
0, 0, r, 0

)
,

e3
µ =

(
aP (r)Q(ϑ)
2r sin(ϑ)

, 0, 0, r sin(ϑ)
)
. (4.6)

Con la ayuda del programa realizado en Mathematica (kerr newman tng.nb) se resolvieron
las ecuaciones de campo gravitacional con constante cosmológica en el vaćıo, por lo que las
funciones que constituyen a la métrica tienen la forma siguiente despreciando términos de
orden cuadrático en el parámetro de rotación a

G(r) = 1− 2GM

r
− 4λ2r2,

P (r) = −2GM

r
,

Q(ϑ) = sin2(ϑ),

con G como la constante de gravitación universal, M la masa, λ como la constante cos-
mológica.

Tomando en cuenta la forma de estas funciones, podemos determinar los términos dife-
rentes de cero del campo de norma ωabµ
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ω01
µ =

(
GM
r2
− 4λ2r, 0, 0, −2GMa sin2(ϑ)

r2

)
,

ω02
µ =

(
0, 0, 0, aGM sin(ϑ) cos(ϑ)

r2
√
− 2GM

r
−4λ2r2+1

)
,

ω03
µ =

(
0, aGM sin(ϑ)(r−3GM)

r3
√
− 2GM

r
−4λ2r2+1(2GM+4λ2r3−r)

, − aGM cos(ϑ)

r2
√
− 2GM

r
−4λ2r2+1

, 0
)
,

ω12
µ =

(
0, 0, −

√
−2GM

r
− 4λ2r2 + 1, 0

)
,

ω13
µ =

(
aGM sin(ϑ)(GM+8λ2r3−r)

r4
√
− 2GM

r
−4λ2r2+1

, 0, 0, − sin(ϑ)
√
−2GM

r
− 4λ2r2 + 1

)
,

ω23
µ =

(
2aGM cos(ϑ)

r3
, 0, 0, − cos(ϑ)

)
.

Como se menciono casi al principio del caṕıtulo, para Kerr-Newman se considera una
matŕız de deformación muy similar a la de BTZ (4.1) la cual es

θµν =


0 0 0 0
0 0 θ 0
0 −θ 0 0
0 0 0 0

 .

Esta elección es útil para simplificar los cálculos siguientes al mismo tiempo que captura
las carateŕısticas principales de la deformación.

Para la determinación de los elementos deformados nos apoyamos de un programa desa-
rrollado en Mathematica (kerr newman tng def.nb), que nos da la oportunidad de obtener
los resultados siguientes de los elementos de la tétrada deformada
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ê0
0 =

√
−2GM

r
− 4λ2r2 + 1

+
θ2 (−11G2M2 +GM (6r − 28λ2r3)− 4λ4r6 + λ2r4)

8r4

√
−2GM

r
− 4λ2r2 + 1

,

ê0
3 =

aGM sin2(ϑ)

r
√
−2GM

r
− 4r2λ2 + 1

+ θ
iaGM sin(2ϑ) (12GM + 12λ2r3 − 5r)

8r2

√
−2GM

r
− 4λ2r2 + 1 (2GM + 4λ2r3 − r)

+θ2 aGM

32r4

√
−2GM

r
− 4λ2r2 + 1 (−2GM − 4λ2r3 + r)2

[
(92− 6i)G3M3

+G2M2r
(
(674− 12i)λ2r2 − (163 + 10i)

)
+ cos(2θ)

(
(−92 + 6i)G3M3

+G2M2r
(
(155 + 14i)− (674− 12i)λ2r2

)
−6GMr2

(
296λ4r4 − (128− 32i)λ2r2 + (14− i)

)
−2r3

(
688λ6r6 − (432− 280i)λ4r4 + (96− 80i)λ2r2 − (7− 4i)

))
+8GMr2

(
222λ4r4 − (104 + 13i)λ2r2 + (12 + 2i)

)
+2r3

(
688λ6r6 − (480 + 24i)λ4r4 + (116 + 20i)λ2r2 − (9 + 2i)

)]
ê1

1 =
1√

−2GM
r
− 4λ2r2 + 1

+
v2 (−3G2M2 +GMr (2− 21λ2r2) + 12λ4r6 + λ2r4)

8r3

√
−2GM

r
− 4λ2r2 + 1 (2GM + 4λ2r3 − r)

,

ê1
2 = −θ i (1− 8λ2r2)

4
√
−2GM

r
− 4λ2r2 + 1

,

ê2
1 = −θ iλ2r2

2GM + 4λ2r3 − r
,

ê2
2 = r − θ2GM (24GM + 72λ2r3 − 13r)

32r2 (2GM + 4λ2r3 − r)
,

ê3
0 = −aGM sin(θ)

r2
+ θ

iaGM cos(ϑ) (9GM + 12λ2r3 − 4r)

2r3 (2GM + 4λ2r3 − r)

−θ2 aGM sin(ϑ)

32r5 (−2GM − 4λ2r3 + r)2

[
(124 + 12i)G3M3

+G2M2r
(
(856 + 24i)λ2r2 − (205− 66i)

)
+GMr2

(
2304λ4r4 − (1100− 344i)λ2r2 + (119− 82i)

)
+(8− 8i)r3

(
(172 + 172i)λ6r6 − (140 + 72i)λ4r4 + (36 + 9i)λ2r2 − 3

)]
,
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ê3
3 = r sin(ϑ)− 1

4
iθ cos(ϑ)− θ2 (1− i) sin(ϑ)

16r2 (2GM + 4λ2r3 − r)
[
(1 + i)G2M2

+GMr
(
(14 + 14i)λ2r2 − (1 + 2i)

)
+(1 + i)λ2r4

(
−4λ2r2 + (1 + 2i)

)]
.

Las expresiones anteriores son cuadráticas en el parámetro de deformación θ. Por medio
de ellas es posible determinar las componentes de la métrica deformada por medio de la
relación (3.24).
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Caṕıtulo 5

Potencial Efectivo No-Conmutativo en
BTZ

En este caṕıtulo vamos a utilizar la métrica deformada BTZ para determinar la forma del
potencial efectivo deformado asociado al movimiento orbital de part́ıculas prueba. Decidimos
trabajar con esta métrica ya que los cálculos pueden ser realizados de manera exacta en el
parámetro de rotación, algo que no sucede con la métrica de Kerr-Newman con rotación lenta.
Para esto vamos a utilizar la relación (3.20) que define la forma de la métrica deformada; al
existir un producto estrella se tiene que realizar dicho producto dada la relación (3.2)

êaµ(r) ? êb+ν (r) = êaµ(r)êb+ν (r) +
i

2
θρτ

∂

∂xρ
∂

∂yτ
êaµ(r)êb+ν (r′) |y=x +...(O)n.

Derivado del cálculo de la tétrada para BTZ, es posible observar que solo se tiene depen-
dencia en la coordenada r, por lo que en el cálculo del producto estrella entre tétradas solo
contribuyen los términos a orden cero lo que implica que el cálculo de la métrica es

ĝµν =
1

2
ηab
(
êaµê

b†
ν + êa†µ ê

b
ν

)
. (5.1)

Se observa que al tener dependencia solo en la variable r, el producto estrella se transforma
en el producto normal que conocemos, ya que las derivadas cruzadas al actuar sobre las
tétradas son igual a cero, esto se debe a que θrφ 6= 0. Sin embargo este producto involucra
cantidades no conmutativas, êaµ, por lo que la métrica ĝµν tendrá términos proporcionales a
θ. Usando el programa realizado en Mathematica (btz tng def) obtenemos los elementos de
ĝµν diferentes de cero.
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ĝ00 = 4λ2r2 +M − θ2λ
2 (4r2 (4λ2r2 +M)− J2)

16r2
,

ĝ02 = −J
2

+ θ2 (J3 (M − 8λ2r2)− 4J (3M2r2 + 28λ2Mr4 + 96λ4r6))

32r2 (4r2 (M + 4λ2r2)− J2)
,

ĝ11 =
1

J2

4r2
− 4λ2r2 −M

+θ2 1

16r2 (4r2 (M + 4λ2r2)− J2)3

[
J6 − 4J4

(
5Mr2 + 32λ2r4

)
+16J2

(
5M2r4 + 56λ2Mr6 + 208λ4r8

)
+ 256λ2r8

(
M2 − 4λ2Mr2 − 32λ4r4

)]
,

ĝ20 = −J
2

+ θ2 (J3 (M − 8λ2r2)− 4J (3M2r2 + 28λ2Mr4 + 96λ4r6))

32r2 (4r2 (M + 4λ2r2)− J2)

ĝ22 = r2 + θ2

(
J4 − 4J2r2 (M + 4λ2r2) + 4r4 (M + 8λ2r2)

2
)

16r2 (J2 − 4r2 (M + 4λ2r2))
.

A partir de la métrica deformada ĝµν podemos determinar el potencial efectivo. Para el
cálculo tenemos que partir del Lagrangiano siguiente

L̂ =
1

2
ĝµν

dxµ

dτ

dxν

dτ
, (5.2)

y para nuestro caso, L̂ es el Lagrangiano deformado derivado de (5.1) relacionado con
la métrica deformada. Aqúı τ es un parámetro af́ın a lo largo de la ĺınea de mundo de una
part́ıcula de prueba. Entonces el Lagrangiano para BTZ deformado queda de la siguiente
forma

L̂ =
1

2

(
4r2 (r′)2

J2 − 4r2 (M + 4λ2r2)
− Jt′φ′ + (t′)

2 (
M + 4λ2r2

)
+ r2 (φ′)

2

)

+θ2 1

32r2 (4r2 (M + 4λ2r2)− J2)3

[
(r′)

2 (
J6 − 4J4

(
5Mr2 + 32λ2r4

)
+16J2

(
5M2r4 + 56λ2Mr6 + 208λ4r8

)
+ 256λ2r8

(
M2 − 4λ2Mr2 − 32λ4r4

))
+
(
J2 − 4r2

(
M + 4λ2r2

))2 (
Jt′φ′

(
J2
(
M − 8λ2r2

)
−4
(
3M2r2 + 28λ2Mr4 + 96λ4r6

))
+ λ2 (t′)

2 (
J2 − 4r2

(
M + 4λ2r2

))2

− (φ′)
2
(
J4 − 4J2r2

(
M + 4λ2r2

)
+ 4r4

(
M + 8λ2r2

)2
))]

, (5.3)

donde ′ denota diferenciación con respecto a τ .
Al solo tener coeficientes métricos dependientes de r y θ en la métrica deformada es

evidente que existan dos cantidades conservadas relacionadas con la enerǵıa y el momento
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angular. Estas cantidades pueden ser calculadas por medio de las relaciones siguientes

P̂t =
∂L̂
∂ṫ

= −E

= t′
(
4λ2r2 +M

)
− Jφ′

2

+
θ2

32r2 (4r2 (4λ2r2 +M)− J2)

[
2λ2t′

(
J2 − 4r2

(
4λ2r2 +M

))2

+Jφ′
(
J2
(
M − 8λ2r2

)
− 4

(
96λ4r6 + 28λ2Mr4 + 3M2r2

))]
, (5.4)

y

P̂φ =
∂L̂
∂φ̇

= L

= r2φ′ − Jt′

2
− θ2

32r2 (4r2 (4λ2r2 +M)− J2)

[
t′
(
4J
(
96λ4r6 + 28λ2Mr4

+3M2r2
)
− J3

(
M − 8λ2r2

))
+2φ′

(
J4 − 4J2r2

(
4λ2r2 +M

)
+ 4r4

(
8λ2r2 +M

)2
)]
. (5.5)

La forma del Hamiltoniano se deriva de la teoŕıa Lagrangiana bajo la relación Ĥ =
P̂µx

′µ − L̂. Al cálcular el Hamiltoniano para BTZ nos damos cuenta que L̂ = Ĥ, por lo
que el Hamiltoniano es una constante de movimiento que relacionaremos con geodésicas tipo
tiempo, tipo espacio o nulas

Ĥ =
1

2
ĝµν

dxµ

dτ

dxν

dτ
= −ε, (5.6)

dependiendo de si ε = +1,−1 ó 0 respectivamente.
Para la determinación del potencial efectivo requerimos de utilizar las relaciones (5.4) y

(5.5) en el lagrangiano (5.3) de tal modo que podamos escribir la ecuación geodésica para la
coordenada r en la forma siguiente [23](

∂r

∂τ

)2

=
(
E − V̂+(r)

)(
E − V̂−(r)

)
. (5.7)

Los potenciales V̂±(r) son los potenciales efectivos que rigen el movimiento orbital de
part́ıculas prueba.

Para la presentación del potencial solo vamos a tomar en consideración términos lineales
y cuadráticos en θ. Como la expresión es extensa, la reescribimos como el cociente de dos
funciones g±(r) y h(r) tales que

V̂± =
g±(r)

h(r)
.
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Tenemos aśı que

g±(r) = 64JLr4
(
J2 − 4r2

(
M + 4λ2r2

))2

+4θ2JLr2
[
J4
(
M − 8λ2r2

)
− 16J2r2

(
M2 + 6λ2Mr2 + 16λ4r4

)
+16r4

(
3M3 + 40λ2M2r2 + 208λ4Mr4 + 384λ6r6

)]
±
√

2
[
−2048r8

(
L2 + 2r2ε

) (
4r2
(
M + 4λ2r2

)
− J2

)5

+256θ2r6
(
J2 − 4r2

(
M + 4λ2r2

))3 (
J6ε− J4

(
L2
(
M + 14λ2r2

)
+10r2ε

(
M + 6λ2r2

))
− 4J2

(
L2r2

(
M2 + 16λ2Mr2 + 80λ4r4

)
+r4ε

(
−3M2 − 16λ2Mr2 + 32λ4r4

))
−8r4

(
M + 4λ2r2

) (
L2
(
M2 + 12λ2Mr2 + 48λ4r4

)
+4r2ε

(
M2 + 14λ2Mr2 + 56λ4r4

)))]1/2
,

(5.8)

y además

h(r) = 128r6
(
J2 − 4r2

(
4λ2r2 +M

))2
+ 8r2θ2

[
J6 − 8J4r2

(
4λ2 r2 +M

)
+4J2

(
128λ4r8 + 48λ2Mr6 + 5M2r4

)
− 16r6

(
4λ2r2 +M

) (
8λ2r2 +M

)2
]
.

(5.9)

Al tener la forma final del potencial deformado podemos realizar una comparación gráfica
del potencial deformado y el potencial sin deformar. Como una acotación importante, para
el análisis de las gráficas del potencial efectivo, vamos a considerar un espacio adS, por lo
tanto tenemos que −Λ = 4λ2.

De forma general se van a presentar las gráficas del potencial efectivo con parámetro de
rotación J = 0, tanto para una part́ıcula masiva como para una part́ıcula nula, con diferentes
valores para la masa del hoyo negro BTZ.
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Figura 5.1: Comparación del potencial efectivo V̂± sin rotación y sin deformación para una
part́ıcula masiva, a diferentes valores de la masa del hoyo negro BTZ, con los siguientes
valores: J = 0, L = 1, ε = 1, θ = 0
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Figura 5.2: Comparación del potencial efectivo V̂± sin rotación y con deformación para una
part́ıcula masiva, a diferentes valores de la masa del hoyo negro BTZ, con los siguientes
valores: J = 0, L = 1, ε = 1, θ = 0,5

De las figuras 5.1 y 5.2 que representan un hoyo negro para un part́ıcula masiva, es evidente
que para ambos casos deformado y sin deformar tenemos que la part́ıcula queda confinada
a una órbita periódica finita [24, 25, 26]. Al no encontrar ninguna diferencia significativa
para valores de la masa del hoyo negro BTZ mayores de cero, se hace uso de un valor de la
masa M = −1, solo con el fin de observar para que valores tenemos una diferencia entre la
teoŕıa deformada y sin deformar del hoyo negro BTZ, para el cual la part́ıcula masiva puede
acercarse al centro siempre y cuando tenga una enerǵıa E mayor a una enerǵıa Ec cŕıtica:
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es necesario mencionar que una masa negativa para BTZ esta relacionada con transiciones
de fase [27] tema que no será tratado en este trabajo, sin embargo para el hoyo negro sin
deformar no es posible que la part́ıcula caiga al centro del agujero negro.
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Figura 5.3: Comparación del potencial efectivo V̂± sin rotación y sin deformación para una
part́ıcula nula, a diferentes valores de la masa del hoyo negro BTZ, con los siguientes valores;
J = 0, L = 1, ε = 0, θ = 0.
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Figura 5.4: Comparación del potencial efectivo V̂± sin rotación y con deformación para una
part́ıcula nula, a diferentes valores de la masa del hoyo negro BTZ, con los siguientes valores;
J = 0, L = 1, ε = 0, θ = 0,5.

En las figuras 5.3 y 5.4 observamos que tanto para un hoyo negro deformado y sin de-
formar la part́ıcula nula presenta una órbita de escape, por lo cual vamos a detallar algunas
diferencias. Para una masa M = −1 del hoyo negro BTZ observamos que para el hoyo negro
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sin deformar la part́ıcula nula no puede aproximarse al centro del agujero negro, caso contra-
rio cuando se tiene un hoyo negro deformado, para este caso se tiene la posibilidad de que la
part́ıcula pueda caer en el centro del hoyo negro para un valor de la enerǵıa E mayor a una
enerǵıa Ec cŕıtica. Para los valores de la masa del hoyo negro BTZ M ≥ 0 en ambas teoŕıas
tenemos prácticamente la misma forma del potencial.

A continuación se presenta el potencial efectivo para algunos valores en espećıfico de los
parámetros del hoyo negro BTZ. De las siguientes gráficas es posible notar que el potencial
efectivo tiene diferentes comportamientos, ya sea para una part́ıcula masiva o nula para un
hoyo negro con rotación. Para realizar las graficas es necesario escoger un valor adecuado para
J , por lo que vamos a considerar los valores para el horizonte del hoyo negro sin deformar1,
que se define de la siguiente manera

r± =

√√√√− M

8λ2

(
1±

√
1 +

4J2λ2

M2

)
.

De la relación anterior observamos que M > 0 y |J | ≤ M
√
− 1

4λ2
, de este modo tenemos

que el valor para J queda restringido por los valores de la masa M y la constante cosmológica
λ.
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Figura 5.5: Comparación del potencial deformado contra el potencial sin deformar, con los
siguientes valores M = 1, J = 0,45, L = 1, ε = 1, θ = 0,5. (para una part́ıcula masiva)

En la figura 5.5 se observa la comparación del potencial efectivo sin deformar con el
potencial efectivo deformado con rotación J = 0,45 para una part́ıcula masiva. Para ambos
casos el hoyo negro mantiene a la part́ıcula masiva atrapada, lo cual nos dice que no existen
órbitas de escape. Para un hoyo negro sin deformación vemos que también se presentan
órbitas periódicas de colapso, dando la posibilidad a la part́ıcula de caer al centro del hoyo
negro. Para el caso de un hoyo negro deformado vemos que existe la presencia de órbitas

1Al observar el componente de la métrica ĝ11, vemos que las singularidades corresponden a r y a n(r),
por lo que el horizonte sin deformar, será el mismo para el horizonte deformado
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periódicas de colapso y órbitas periódicas, ya que tenemos parte del potencial efectivo entre
los horizontes r±.
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Figura 5.6: Comparación del potencial deformado contra el potencial sin deformar, con los
siguientes valores M = 1, J = 0,35, L = 1, ε = 1, θ = 0,5. (para una part́ıcula masiva)

En la figura 5.6 se muestra una comparación del potencial efectivo deformado y sin de-
formar con rotación lenta J = 0,35 para una part́ıcula masiva. Vemos que el hoyo negro sin
deformar tiene un comportamiento similar al de la figura 5.5. Para el hoyo negro deformado
si tenemos algunas diferencias, las cuales radican en la forma del potencial que esta compren-
dido entre los horizontes r±, lo que permite considerar una órbita de extensón finita entre
ambos horizontes, esto sucede como una consecuencia en la disminución de la rotación del
hoyo negro.
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Figura 5.7: Comparación del potencial deformado contra el potencial sin deformar, con los
siguientes valores M = 1, J = 0,45, L = 1, ε = 0, θ = 0,5. (para una part́ıcula nula)
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Figura 5.8: Comparación del potencial deformado contra el potencial sin deformar, con los
siguientes valores M = 1, J = 0,35, L = 1, ε = 0, θ = 0,5. (para una part́ıcula nula)

En las figuras 5.7 y 5.8 tenemos la comparación del potencial efectivo y sin deformar
para una part́ıcula nula con valores para la rotación J = 0,45 y J = 0,35. Se observa que
práticamente se tienen los mismos comportamientos que en las dos figuras anteriores 5.5 y
5.6 con la diferencia que es posible tener órbitas de escape y de colapso.
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Como una aportación del presente trabajo se determinaron los campos de norma no-
conmutativos para la teoŕıa gravitacional de la relatividad general en 4 y 3 dimensiones
espacio-temporales, a partir de la ayuda del formalismo de Eli Cartán y el grupo de Poincaré
como una simetŕıa interna. Bajo este procedimiento fue posible obtener el campo de norma
gravitacional Aµ = eaµPa + 1

2
ωabµ Mab, en el cual se utilizó la aplicación de Seiberg-Witten

ampliamente usada en la construcción de teoŕıas de norma no-conmutativas para la deter-
minación de los campos de norma no-conmutativos asociados al vierbein o tétrada êaµ y la
conexión ω̂abµ . Con el desarrollo de esta teoŕıa gravitacional no-conmutativa se obtuvo la ex-
presión de la métrica para los agujeros negros BTZ [4], Kerr-Newman [5] en 3 y 4 dimensiones
espacio-temporales respectivamente con relaciones no-conmutativas entre las coordenadas r,
φ en BTZ y r, ϑ en Kerr-Newman a segundo orden en el parámetro de deformación θ. Cabe
mencionar que existen publicaciones previas que presentan hoyos negros deformados como lo
son Schwarzschild [21], donde se obtiene la solución deformada sobre los campos de norma
con un tensor de enerǵıa momento diferente de cero y BTZ [28, 29, 30] este último hacien-
do uso de la teoŕıa de Chern-Simons [31] como una teoŕıa de norma equivalente a la teoŕıa
gravitacional de Einstein 3-dimensional. Los anteriores hoyos negros no-conmutativos usan
la aplicación de Seiberg-Witten para la obtención de la solución no-conmutativa.

Por la facilidad que presenta trabajar en dimensiones menores, se eligió la métrica BTZ
no-conmutativa para determinar la forma del potencial efectivo deformado del movimiento or-
bital de part́ıculas prueba. Para la métrica BTZ no-conmutativa se obtuvieron las cantidades
conservadas de la enerǵıa Pt y el momento angular Pφ, el potencial efectivo del movimiento
orbital de part́ıculas prueba aśı como su representación gráfica que fueron comparadas con
la teoŕıa sin deformar, para distintos valores de la masa del hoyo negro y rotación. Los casos
analizados fueron una part́ıcula masiva y otra no masiva. En el caso de la part́ıcula masiva
observamos de las figuras 5.1 y 5.2 el potencial efectivo sin rotación la existencia de órbi-
tas peródicas, con la diferencia que para el potencial deformado con una masa negativa del
agujero negro, la part́ıcula puede acercarse a su centro para un valor de la enerǵıa mayor a
una enerǵıa cŕıtica. Cuando se tiene una rotación diferente de cero para el mismo caso de la
part́ıcula masiva se observa de las figuras 5.5 y 5.6 que para un hoyo negro sin deformar exis-
ten órbitas periódicas de colapso permitiendo a la part́ıcula caer al centro del agujero negro.
Para el hoyo negro deformado se observa la existencia de órbitas periódicas de colapso pero a
diferencia del caso conmutativo, entre los horizontes r± se presentan órbitas periódicas, que
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al disminuir la rotación del hoyo negro permiten la posibilidad de que las part́ıculas caigan
al centro del hoyo negro. Para el caso de la part́ıcula no masiva tenemos un comportamiento
similar al de la part́ıcula masiva, con la diferencia de que existen órbitas de escape además
de las de colapso.

En todo trabajo de tesis, siempre existirán preguntas o formulaciones que deriven ya sea
en un nuevo trabajo de tesis, o bien un complemento al mismo. Por tal motivo se exponen
las siguientes inquietudes:

1. ¿Qué dificultades se haŕıan presentes para el cálculo de las trayectorias geodésicas BTZ
y Kerr-Newman no-conmutativas?

2. ¿Qué caracteŕısticas presentaŕıa el potencial efectivo deformado de part́ıculas prueba
en la métrica de Kerr-Newman?

El interés en la formulación de las preguntas anteriores surge por la posibilidad de encon-
trar en las trayectorias geodésicas algo particular o caracteŕıstico al tener proximidad de una
part́ıcula masiva y no masiva al agujero negro que nos dé más información para una teoŕıa
gravitacional no-conmutativa y poder trascender el tratamiento perturbativo. El estudio de
teoŕıas no conmutativas es significativo para el desarrollo de una teoŕıa de gravedad cuántica
donde la deformación de la geometŕıa del espacio-tiempo corresponda a su cuantización. Es-
ta tarea es demasiado grande y ambiciosa, y nosotros solo hemos estudiado algunos posibles
efectos en el caso particular de un modelo en 3 y 4 dimensiones espacio-temporales.
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[5] S. Carroll, Space Time and Geometry: An introduction to general relativity. San Fran-
cisco: Addison Wesley, 2004, cap. More General Black Holes, págs. 261-265.
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