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Introduccion

En esta tesis estudiamos al problema plano de tres cuerpos, tres masas
puntuales que se mueven en el plano, xy en nuestro caso, que interactian
bajo sus fuerzas gravitacionales mutuas en un sistema de coordenadas con
origen en el centro de masas. También tratamos un método que nos permita
encontrar 6rbitas periddicas, no solo para este problema, sino para sistemas
hamiltonianos reversibles en general. El método del que haremos uso ya fue
utilizado para estudiar sistemas con dos grados de libertad, como puede verse
en [12],[33] y [50].

Nuestra aportacién es generalizar el método para n grados de libertad,
pero nuestro interés principal es trabajar con tres grados de libertad para
aplicarlo al problema plano de tres cuerpos.

Los cuatro grados de libertad que usamos han sido utilizados por Pina
et. al. en un sistema de coordenadas apropiado [31, 51, 53, 54, 55]. Estos
consisten en un angulo de Euler ¢ que rota del sistema inercial al sistema de
ejes principales de las particulas, siendo el tercer eje el que es perpendicular
al plano, dos distancias R; y Ry relacionadas a los momentos de inercia
principales mediante I; = MR?, J = 1,2, con p una masa constante, asi como
un angulo o, que lleva del sistema de ejes principales a uno fijo apropiado.

Con las variables (Ry, Ry, 0) calculamos la funcién hamiltoniana y sus
ecuaciones de movimiento para estudiar las simetrias de involucion del pro-
blema plano de tres cuerpos en el sistema rotatorio de ejes principales.

Haciendo uso de una seccion de Poincaré adecuadamente elegida reduci-
mos la dimension del sistema, después encontramos una region de simetria
de dimension 2, misma que denominamos I'y. Esta regién es un conjunto que
contiene puntos que son posibles condiciones iniciales de orbitas periddicas
simétricas. Calculamos el mapeo de Poincaré de la regién I'y, llamada I's y
los puntos de interseccién de I'y con I'y mostramos que son condiciones ini-
ciales que daran lugar a érbitas periddicas para este sistema de tres grados
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de libertad.

Algunas regiones de simetria con ciertos puntos de intersecciéon y las
orbitas periddicas generadas por éstos se muestran en el quinto capitulo de
este trabajo. Hay que tomar en cuenta que las orbitas periddicas en el sis-
tema de ejes principales pueden ser periddicas o cuasiperiddicas en el marco
inercial, esto depende de la razén de las frecuencias del movimiento entre
estos dos sistemas de referencia.

También encontramos familias de érbitas periddicas cuando variamos un
parametro. El método que utilizamos, que tuvo su inicio para dos grados
de libertad, surge de los trabajos de Birkhoff [7] y, posteriormente, René de
Vogelaere trabaja en él en: On the Structure of Symmetric Periodic Solutions
of Conservative Systems, with Applications [12], donde se establece directa-
mente el método que provee una base sélida para una cantidad extensa de
investigacion, debido a que la utilizaciéon de orbitas periddicas como herra-
mienta para comprender sistemas dinamicos es un tema predominante en
el campo de la teoria de los sistemas dinamicos. Esto se puede corroborar
en una gran lista de publicaciones sobre el tema en el trabajo de Lamb y
Roberts [35].

Pina y Jiménez-Lara han usado el método de lineas de simetria para
estudiar el mapeo estdndar [50], el problema de Stérmer [32], asi como el
problema de tres cuerpos con una ley del potencial inversa al cuadrado [31].

Con el mismo método, Jiménez- Lara y Escalona-Buendia abordaron el
problema de Sitnikov [33].

La estructura general de esta tesis es la siguiente:

En el capitulo uno hacemos un breve recuento histérico-conceptual de
los modelos que al tratar de explicar los movimientos celestes condujeron al
problema de Tres Cuerpos. Comentamos las soluciones de Fuler, Lagrange
y el “ocho”, y revisarmos en el trabajo de Moeckel et al.[38, 39] la esfera de
formas.

En el capitulo dos hacemos algunas definiciones con el fin de introducir
las coordenadas simétricas para el problema general de los tres cuerpos, y dar
un sentido geométrico a la coordenada o, asi como encontrar el hamiltoniano
general en dichas coordenadas y algunas aplicaciones.

En el capitulo tres para las mismas coordenadas simétricas, estudiamos
el problema plano de los tres cuerpos y desarrollamos el hamiltoniano que
utilizaremos en el estudio de nuestro problema.

En el capitulo cuatro se desarrolla la extensién del método de lineas de
simetria planteado por de Vogelaere , a regiones de simetria. Se presentan
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las ecuaciones de movimiento de Hamilton en las coordenadas de siméticas
o de Pina (Ry, Ry,0), con el fin de estudiar las simetrias de involucién del
problema plano de Tres Cuerpos, en el marco de ejes principales de inercia.
El método de lineas simetria [12, 33, 49] de dos grados de libertad se am-
plia a este problema con tres grados de libertad, de los Tres Cuerpos en el
sistema de ejes principales. En primer lugar debemos definir una seccién de
Poincaré 4-dimensional inmerso en un nivel de energia constante, e introducir
una region de simetria 2-dimensional. En esta region, construimos conjun-
tos invariantes de simetria 1-dimensional cuyas intersecciones son puntos de
orbitas periddicas. Los conjuntos invariantes de simetria nos dan informa-
cion no local, esto es, la forma en que las orbitas periddicas simétricas se
distribuyen en la region de simetria. Como ejemplo, suponemos el caso de
dos y tres masas iguales con momento angular diferente de cero.

En el quinto capitulo presentamos algunos resultados numéricos produci-
dos con las herramientas matematicas antes explicadas en los capitulos 3 y
4. Asi se integra para encontrar la intersecciones y con este fin, hicimos un
programa computacional en Fortran, que barriese toda la region de simetria
para encontrar ciertas lineas de simetria, asi como los puntos de interseccion.
Después también con Fortran a partir de los puntos se encontraron las 6rbitas
periodicas correspondientes.

Asi, buscamos encontrar los conjuntos invariantes de simetria y también
algunas érbitas periddicas. Por supuesto, las 6rbitas periddicas en el sistema
de ejes principales pueden ser periddicas o cuasiperiodicas en el sistema iner-
cial, dependiendo del cociente de las frecuencias de movimiento de los dos
sistemas.



Capitulo 1

Preliminares

Historia del Problema de Tres Cuerpos

1.1. Antecedentes de la Mecanica Celeste

Podemos ubicar al origen del Problema de Tres Cuerpos en la observacién
y modelado matematico del movimiento de los cuerpos celestes, por lo que
nos parece pertinente hacer una breve resena de esta historia.

El sistema de Aristoteles para entender los movimientos de los cuerpos
celestes tiene como hipdtesis considerar a nuestra Tierra como el centro del
Universo y construir un sistema geocéntrico, contenido en una esfera celeste,
en el que se encuentran las estrellas fijas. La esfera celeste gira uniforme-
mente sobre un eje de direccién Norte-Sur, dando una vuelta por dia. Los
movimientos aparentes del Sol, la Luna y de los cinco planetas visibles: Mer-
curio, Venus, Marte, Jupiter y Saturno, pueden explicarse si suponemos que
cada uno se mueve en su propia esfera transparente, unas dentro de las otras,
y las siete dentro de la esfera celeste de las estrellas fijas, y que la Tierra ocu-
pa el centro del sistema. El problema con este sistema es que los siete cuerpos
no salen y no se ponen siempre en el mismo punto del horizonte ni al mis-
mo tiempo. Por si esto fuera poco, durante el ano, los planetas muestran
recorridos complicados respecto a las estrellas fijas, cambiando algunas veces
temporalmente su direcciéon de movimiento.

Como el modelo Aristotélico, esto es, el sistema geocéntrico de esferas
concéntricas, no correspondia con las observaciones astrondémicas, tuvo que
sufrir algunas modificaciones, pero que no dejaba de considerar a la Tierra



Figura 1.1: Una antigua concepcion medieval, proveniente de las ideas de
Aristételes a través de Santo Toméas de Aquino, del mundo. La esfera de la
Luna separa la region terrestre de la region celestial. Més alld de la Luna
estan las esferas concéntricas portadoras de Mercurio, Venus, Sol, Marte,
Jupiter, Saturno y las estrellas fijas [28].

inmovil. Entre los astrénomos que trabajaron en las mejoras del modelo
estan Apolonio (siglo 11T a.C.) que sugiri6 el epiciclo, Hiparco (siglo IT a.C.)
y Claudio Ptolomeo (siglo IT a. C.). Las modificaciones son las siguientes:

i) Movimiento excéntrico. Si la Tierra en reposo no estuviera en el
centro exacto de rotacién de un cuerpo celeste de movimiento uniforme, éste
se moveria segiin una trayectoria excéntrica respecto a la Tierra y su distancia
a la misma variaria en el transcurso del tiempo. Esto da una explicaciéon
al movimiento aparente anual del Sol, ya que parece estar més cercano a
mediodia en invierno que en verano.

ii) Movimiento en epiciclos. La figura (1.3) representa un objeto
sometido a dos movimientos simultaneos uniformes de rotacién: un movimien-
to circular de este cuerpo alrededor de un punto ubicado en el centro de este
primer circulo, cuyo radio va de este punto hacia el objeto (Planeta o Sol),
y un movimiento de rotacion de la linea que va del centro de la Tierra hasta
el centro del primer circulo, alrededor de la posicién de la Tierra. El circulo



Figura 1.2: Modelo Tolemaico de los cuerpos celestes, geocéntrico [28].

LaTigera

Figura 1.3: Epiciclo y deferente de un planeta que orbita a la Tierra en el
sistema geocéntrico de Ptolomeo [63].

pequeno es un epiciclo, el circulo grande se llama deferente.

iii) El ecuante. El Sol se mueve a la mitad de su trayectoria a través de
las estrellas entre el equinoccio de primavera (21 de marzo) y el equinoccio de
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otono (23 de septiembre). La otra mitad de su trayectoria se completa entre
el 23 de septiembre y el 21 de marzo. Por lo que el Sol parece moverse con
mas lentitud durante el verano y mayor rapidez durante el invierno; en verano
tarda seis dias mas en cubrir la misma distancia angular que en invierno.
El ecuante de Ptolomeo era un punto cerca del centro de la érbita del Sol

o planeta en el cual si uno se paraba alli y miraba, el centro del epiciclo del
astro pareceria que se moviera a la misma velocidad. Por lo tanto, el cuerpo
celeste realmente se movia a diferentes velocidades cuando el epiciclo estaba
en diferentes posiciones de su deferente. Segin Ptolomeo, usando un ecuante
se mantenia un movimiento circular uniforme.

El sistema de Ptolomeo, que retne los tres tipos de movimiento antes
mencionados, nos llega a través de traducciones arabes, éste se conocié con
el nombre de Almagesto, donde encontramos las siguientes hipotesis:

Que el cielo es de forma esférica y tiene un movimiento de giro.

Que la Tierra es también de forma esférica.

Que estd situada en medio del cielo como su centro.

Que por razon de sus dimensiones y distancia a las estrellas fijas,
la Tierra se comporta frente a esta esfera como si fuese un punto.

Que la Tierra no participa de ningtin movimiento.

Tuvieron que pasar catorce siglos desde los tiempos de Ptolomeo para que
Nicolds Copérnico (1473-1543) propusiera su modelo.

El sistema de Copérnico reemplaza a la Tierra por el Sol, es decir es
un sistema Heliocéntrico, mas no resuelve las complicaciones del sistema de
Ptolomeo. De hecho, su deseo de representar los movimientos planetarios con
una precision de un sexto de grado no fue realizado. Su sistema no mostré una
diferencia fisica significativa con el sistema Geocéntrico, pero logré poner en
conflicto a las grandes mentes del momento, un ejemplo es que su sistema fue
adoptado por Galileo, atin en contra de lo que dictara la jerarquia catdlica.
Mientras otros trataron de destruir este modelo, ver figura(1.4) [28, 29, 61,
63]. A nivel observacional las mediciones més precisas de las posiciones del
Sol, la Luna, los planetas y las estrellas fueron hechas por el aristécrata
danés Tycho Brahe (1564-1601) en su observatorio ” Uraniborg”(Castillo del
Cielo) en la isla Hven, cerca de Copenague. Estas observaciones sistematicas
le tomaron més de veinte anos de su vida, ver figura (1.5). Tycho realiz6 sus
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Figura 1.4: Modelo de Copérnico de los cuerpos celestes, heliocéntrico [28].

observaciones con el mejor equipamiento de su época. El sistema planetario
de Tycho Brahe se conoce como ”semi heliocéntico”, la Tierra es el centro del
sistema, pero el Sol, girando en torno a ésta, es a su vez el centro alrededor
del cual giran Mercurio, Venus, Marte, Jupiter y Saturno[28, 29, 61, 63].

Al no poder explicar las observaciones de Tycho Brahe del movimiento
de Marte orbitando al Sol formando un circulo uniforme, Johanes Kepler
(1571-1630) descubrié sus leyes cuantitativas del movimiento planetario, ver
figura(1.6), mismas que pueden enunciarse de la siguiente manera:

1 Los planetas se mueven alrededor del Sol en érbitas elipticas con el Sol
localizado en uno de los focos de la elipse.

2% Mientras el planeta se mueve en su oOrbita alrededor del Sol, areas
iguales medidas desde el foco son barridas en tiempos iguales.Ver figura(1.7).

3% El cuadrado del periodo de la 6rbita es proporcional al cubo del semieje
mayor de la orbita eliptica.

La segunda ley de Kepler es una consecuencia de la conservacion del
momento angular del sistema y es valida para todo campo central. Quiza sea
mas facil observar este resultado si tenemos en cuenta que el momento angular



Figura 1.5: Sistema planetario semi heliocéntrico de Tycho Brahe [63].

Figura 1.6: Modelo de Kepler: la primera ley de Kepler [63].



Figura 1.7: Figura que muestra la segunda ley de Kepler [63].

L, en coordenadas polares r y 6, es
L= mr29,
donde m es la masa del planeta que orbita al Sol, y la razén de cambio

dA 1 ,. L
— = —r° = — = const ,
dt 2 2m
donde A es el area barrida en un intervalo infinitesimal de tiempo.

En 1687, en su obra Philosophiae Naturalis Principia Mattematica, Isaac
Newton (1642-1727), presenta sus tres leyes de movimiento, que en lenguaje
moderno son enunciadas de la siguiente manera:

1%.- Todo cuerpo permanece en su estado de reposo, o de movimiento
rectilineo uniforme, a menos que sea incitado a cambiar ese estado mediante
fuerzas ejercidas sobre él.

2% - El cambio de movimiento es proporcional a la fuerza motiva ejercida
y estd en la direccion de la linea en la cual la fuerza es ejercida.

3%~ A cada accion siempre se le opone una reaccion igual, o las acciones
mutuas de dos cuerpos, sobre cada uno, siempre son iguales y dirigidas en
sentidos opuestos.



Estas tres leyes fundamentales del movimiento, han cambiado para siem-
pre la percepcién que tenemos del mundo.

Asi como también presenta su Ley de la Gravitacién Universal:

" La fuerza gravitacional que actia entre dos cuerpos de masas m y M es
proporcional al producto de las masas e inversamente proporcional al cuadra-
do de la distancia entre ellos.”

Lo que en forma vectorial es

M
F=-G" 0%

r2

donde G = 6,67384 x 107"'Nm?/kg? es la constante gravitacional, y T es un
vector unitario en direccién que va a lo largo de las masas.

1.1.1. Problema equivalente de una particula de masa
reducida.

Otra forma de abordar este problema constiste en que dadas my y ms
las masas de dos particulas, entonces tenemos las siguientes ecuaciones de
movimiento:

mix; = F(x), (1.1)
mgig = —F(X), (12)

donde F es la fuerza ejercida por la particula 2 sobre la 1, y x = x; — x5 es la
separacién entre las particulas. Multiplicando la primera ecuacién (1.1) por
mey obtenemos:

m2m1i1 = mgF(x), (13)
y la segunda ecuacién (1.2) por m; tenemos

mq mgig = —mlF(x), (14)
ahora se resta (1.4) de (1.3) quedando como

my meo (X1 — Xg) = (my + me) F(x), (1.5)

y obtenemos

(M) % = F(x), (1.6)

my1 + Mo
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que se puede reescribir de la siguiente forma
px = F(x), (1.7)

en donde p = (my ms/M )es la masa reducida con M = m; + my es la masa
total.

El nimero de grados de libertad del sistema se reduce de seis a tres
componentes de la posicion relativa x. Cuando la fuerza externa es cero, la
solucion del problema equivalente de masa reducida se puede combinar con
el del movimiento uniforme del centro de masa y asi obtener una solucién
completa del problema. Asi, cuando se transforma al problema equivalente
de masa reducida se remueve la consideracion del movimiento del centro de
masa.

Ahora, asumimos que F se deriva de un potencial V. Como F esta dirigido
a lo largo de x, el potencial V' depende solo de la magnitud r de x. En
cualquier lugar, la fuerza serd perpendicular a las superficies equipotenciales.
Debido a que la fuerza es radial, las superficies equipotenciales son esferas
que envuelven el centro de fuerza, asi V' = V (r). Por facilidad, escribimos las
ecuaciones de movimiento, asi como el lagrangiano, en coordenadas esféricas
(r,0,¢6). Aunque V sélo depende de r, los dngulos aparecen en la energia
cinética:

T= %,uig = %,u [7"2 +r2¢? + (TQSenng)éQ] , (1.8)
donde ¢ es el dngulo polar (colatitud) y € es el azimutal. Ahora, podemos
encontrar el lagrangiano que es:

L= %p [7'“2 + 2 + (r2sen2gz5)0.2} —V{(r). (1.9)
Podemos bajar los grados de libertad mediante la reduccién de su nimero
en el término de la energia cinética. Ya que la fuerza es central el vector
momento angular 1 =ux x X es constante. Ademas 1 es perpendicular tanto
a X como a X; sélo la direccion fija de 1 implica que x siempre estd en el
plano fijo perpendicular a esa direccién. Las condiciones iniciales determinan
la direccion inicial de 1, fijando asi el plano en que evoluciona el movimiento.
Se escoge al eje Z perpendicular a este plano, esto es, paralelo al vector
momento angular. Entonces ¢ = 7/2'y $ =0, tal que

%2 =72 4120, (1.10)



En estas coordenadas, escogidas después de haber fijado la direccién del
momento angular, el lagrangiano es simplemente

L= %u (%2+T292) —V(r). (1.11)

El sistema dindmico descrito por este lagrangiano tiene dos grados de liber-
tad, representados aqui por las variables r y 6.

Tenemos dos ecuaciones de Lagrange, una para 6 y otra para r. Estas
son:

d, .
= (ur?6) = 1.12
ﬁwr) 0, (1.12)
Y dv
i urf? + —— = 0. 1.13
pit =+ = (1.13)

Al resolver la primera de éstas obtenemos
0 = const. = 1. (1.14)

La constante [ es la magnitud del momento angular.
Despejando 6 tenemos

l

= — 1.15

=l (1.15)

con lo que la ecuacién de movimiento (1.13) se puede escribir de la siguiente

forma 2 o

S 1.16

ur 1 + I ( )

Esta ecuacion se puede ver como la del movimiento unidimensional de una
particula de masa pu, bajo la influencia de la fuerza

12 av
— - —=0 1.17
urs dr ’ (1.17)

esta fuerza puede obtenerse del potencial efectivo
l2
- 24112

V'(r) + V(r). (1.18)
donde el primer término es el potencial centrifugo y el segundo el potencial re-
al. Esto es, la ecuacién de movimiento para r puede obtenerse del lagrangiano
L' que puede llamarse del problema equivalente unidimensional

1

D=§mﬂ—vm1 (1.19)
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Debido a que L’ tiene la forma L' =T —V'(r), donde T es la energia cinética
del problema equivalente unidimensional la energia total del sistema equiva-
lente unidimensional

2

1
E=T+V'(r)=-w?+

5 +V(r);

o (1.20)

Se conserva.

1.2. Planteamiento historico del Problema de

Tres Cuerpos

También es en Philosophiae Naturalis Principia Mattematica, donde viene
tratado por vez primera el Problema de Tres cuerpos. En la Proposicién
LXVI, Teorema XXI.

A éste le siguen 22 corolarios y dos proposiciones (Teoremas), LXVII y
LXVIIIL. (p 219-236), que actualmente se expresa con las siguientes ecuaciones
[26] (p.400):

. ry —Io ry —r;

=G ms 3 1T M3 3 |
vy — 1y vy — 3]

iy = —G <m1 S .. r33) : (1.21)
vy — 1y vy — 13

T
[r3 — 11 r3 — 1o

dando lugar al planteamiento del Problema de Tres Cuerpos [61]: para un
conjunto dado de condiciones iniciales, tres masas puntuales, que se atraen
gravitacionalmente entre si encuentran el movimiento resultante.

El movimiento tiene lugar en el espacio tridimensional, no hay restriccio-
nes en lo que concierne a las masas ni a las posiciones y velocidades iniciales.
Las ecuaciones (1.21) son tres ecuaciones diferenciales de segundo orden para
los tres vectores de posicion de los tres cuerpos, lo que nos da un sistema de
orden 18. Sin embargo, el orden puede reducirse y la energia se conserva ya
que las fuerzas son conservativas; también se conserva el momento angular
debido a que no hay torcas internas ni externas actuando y el centro de masas
de los tres cuerpos se mueve con velocidad constante, misma que se escoge
como cero, debido a la conservacion del momento lineal del sistema.
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Para Newton [61], segiin recordarfa ¢l mismo, nunca padecié tanto de do-
lor de cabeza como cuando realiz6 sus estudios sobre la Luna, s6lo pensar en
el problema le causaba insomnio. Aun asi, en el Tercer libro de los Principia,
haciendo uso de la teoria gravitacional, estudié el movimiento de los nodos
de la Luna, calculando el movimiento del perigeo de la érbita lunar dentro
del 8% de los valores observados.

Matematicos posteriores a Isaac Newton atacaron el problema para en-
contrar algunas soluciones aproximadas.

Al observar los cuerpos celestes notamos que podemos aproximar sus for-
mas a esferas, al menos en la mayoria de los casos, y si consideramos las
distancias que los separan, estas pueden ser consideradas, sin mayor proble-
ma, como masas puntuales.

1.3. Planteamiento general del Problema de
Tres Cuerpos Espacial

Como se enuncié en la seccién anterior:

Tres particulas se atraen de acuerdo con la ley de la gravitacion universal
de Newton, tal que entre cada par de particulas hay una fuerza de atrac-
ciéon proporcional al producto de las masas de las particulas y al inverso
del cuadrado de la distancia que las separa. Son libres de moverse en el es-
pacio, y suponemos que inicialmente se mueven en cualquier manera dada,
determinando sus movimientos subsecuentes.

Llamemos C7,Cy y C5 a las tres particulas (cuerpos), mq, mq y ms a sus
masas y, re3, r13 y ri2 las distancias que hay entre las particulas senaladas
por los subindices. Tomamos cualquier sistema de ejes rectangulares inercial
Ozyz, y sean, r; = (x;,v;,2;) € R3, 1 =1,2,3

Las distancias entre los cuerpos son

rij:’|ri_rj’|? 2732172737 Z#]

La segunda ley de Newton para la i-ésima particula puede escribirse como
sigue:

F,=m;r; dondei=1,2,3

12



y la fuerza de atraccion gravitacional sobre ella es

3
Gmimj (I‘i — I‘j)
Fi=-) — 05
i i

donde G = 6,67384 x 10~ HN g €8 la constante de la gravitacién universal.
También podemos escrlblr la fuerza neta de la particula de la manera
siguiente

Z Gm,mj
[r; — |

1<J

donde

es la energia potencial del sistema y

0 o 0 0
Vi= on = (a—@a—)

Por consiguiente, podemos expresar las ecuaciones del movimiento de
Newton como

Fi=p,=-V,V(r,r;,) i=123 i#j

La energia cinética del sistema es

1 3
: 12
:§Zmz’HriH .
=1

La lagrangiana es

L=T-V

1 > Gm; Gmym;
=5 2 millsll + Z T 1]
i=1
de donde podemos obtener los momentos conJugados mediante

oL
or;

Pi =

O sea
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pPi = myr;.

La energia cinética en términos de los momentos es
3
_zym
/ 2m;
=1

Al ser las fuerzas conservativas, el hamiltoniano en el sistema inercial no es
mas que la suma de la energia cinética con la energia potencial. Esto es,

[\

H=T+V

donde H es el hamiltoniano del sistema

zﬂMH EZGWmJ
— 2my [r; — ]
Las coordenadas de posicion de los cuerpos son las coordenadas generalizadas

OH . _oH

- P 5 ) = ]_, 2, 3
or;’ g op; '

pi = —

que es un conjunto de 18 ecuaciones diferenciales, cada una de primer orden,
para determinar las variables r; (t) y p; (¢).

Lagrange demostrd que bajo ciertas consideraciones, este sistema puede

reducirse a uno de sexto orden. Debido a que no hay fuerzas externas ac-

tuando sobre el sistema, podemos considerar el centro de masas en el origen

miry + maory + mars = 0,

lo que nos reduce seis 6rdenes dejandonos 12 ecuaciones de movimiento.

El momento angular de los tres cuerpos alrededor de cada eje de coor-
denadas es constante durante el movimiento, pues las fuerzas internas son
centrales.

3
E r; X p; = const.
i=1

dejandonos tres érdenes menos, por lo que baja a orden nueve.
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Pero cuando una de las coordenadas que definen la posicién del sistema
puede ser tomada como el angulo ¢ de uno de los cuerpos con respecto a uno
de los ejes fijos, digamos el z, y las otras coordenadas definen la posicion
relativa del sistema al plano que tiene este eje azimutal, la coordenada v
es una coordenada ignorable, en consecuencia la integral correspondiente se
utiliza para bajar el orden del sistema dos unidades, pero una ecuaciéon ya
estd presente en la conservacion del momento angular, lo que nos deja un
sistema de orden ocho.

Finalmente, para bajar al sistema al orden 6 utilizamos la integral de
la energia y la eliminacion del tiempo. El espacio fase esta foliado para los
niveles de energia definidos por H (r,p) = h, donde h es una constante.

El momento de inercia total del sistema se define como la suma de los
momentos principales de inercia, esto es

3

2

I= E M;T;
i=1

es una medida del tamano del sistema. Si I = 0, entonces las particulas se
encuentran en colision total. Al separarse las particulas I crece, si I — oo,
el sistema escapa a infinito; como el origen esta en el centro de masa, los
escapes a infinito involucran al menos a dos particulas.

Teorema de Euler de las funciones homogéneas.
Si f:R"™ — R es una funciéon homogénea de grado n, esto es

fOx)=Xf(x) ¥V AeR,  xecR"

diferenciable, entonces

Of (x) _
o =kf(x).

Consideramos ahora al momento de inercia total

3
I= E m;r; - Iy,
i

y lo derivamos dos veces con respecto al tiempo t:

X .

3
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Como

3

i
entonces tenemos

3
f:4T+22m,-ri-I'"i

y de la 2% ley de Newton, y que las fuerzas son conservativas

oV
ari

dejandonos

3
) oV
[ =4T -2 - .

Al ser V' una funcién homogénea de grado —1, por el teorema de Euler de
las funciones homogéneas tenemos

oV
r; o, -V
por lo que )
I =4T —2(-V)
y

I =4T 42V =2T +2H +2V — 2V =2(2H - V).

Esta ultima expresion es la Identidad de Lagrange-Jacobi.

1.4. El problema plano de Tres Cuerpos

Este problema concierne al movimiento de tres masas puntuales bajo la
influencia de sus atracciones gravitacionales mutuas, cuando las velocidades
iniciales de las tres masas se encuentran en el plano de sus interacciones
gravitacionales mutuas. El movimiento permanece en ese plano.

Sean r; € R? la posicién del j-ésimo punto, p; € R? su momento y
m; € RT su masa.
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El sistema esta descrito por el hamiltoniano:
L g
H(r,p)=p M p+V(r)

donde r = (ry,ry,13) € R®, p = (p1, Py, P3) € RY,
M — dZCLg (m17m17m27m27m37m3) y

mimes mims maims )

V(r):—G<

V (r) es la energfa potencial gravitacional de Newton.
Las ecuaciones diferenciales de Hamilton son:

|I‘1—I‘2| |I‘1—I“3| |I‘2—I“3|

r,=M"'p
pi = —VV (I‘) .

Estas ecuaciones definen un sistema dinamico de orden 12. No obstante, es
posible reducir el problema a un sistema en R® utilizando las integrales de
movimiento conocidas.

La primera integral de movimiento es el momento total. Se asume, sin
pérdida de generalidad, que:

pP1 +Pp2+ps =0,
lo que implica que el vector del centro de masas R es constante

dM
p:TR:0:>MR:cte.

y podemos situar este centro de masas en el origen
mir1+melo + M3l = 0.

Estas ecuaciones restringen al vector momento p, y al vector posicién r, a
subespacios tetradimensionales de R, asi que se reduce el orden del sistema
a 8.

La siguiente integral de movimiento a considerar es el momento angular
L dado que las fuerzas de interaccién son centrales. Las ecuaciones de Hamil-
ton son invariantes bajo rotaciones simultaneas para todas las posiciones y
momentos en R?. Como resultado, el momento angular total es constante; y
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puesto que las velocidades iniciales se encuentran en un plano, el momento
angular total

L =r; X py+rs X p2 + 13 X p3,
esta en direccién perpendicular al plano. La magnitud del momento angular
reduce un orden mas, lo que reduce una dimensién al sistema, esto es, estamos
en R7.

Debido a que el sistema es simétrico bajo rotaciones podemos pasar a
un espacio cociente en el cual todos los vectores (r,p) que difieren sélo por
rotaciones simultaneas de todas las r; y p; estdn identificadas. Esto elimina
otra dimensién, por lo que quedamos en R.

Por 1ltimo, el hamiltoniano mismo es la energia total del sistema, misma
que se conserva:

1
H (r,p) = 5p' M"'p+V (r) = h.

Esto elimina una dimension mas. Todas estas ecuaciones juntas definen una
variedad de dimensién cinco, M (h, L), (siempre que (h,L) sea una funcién
regular) la variedad cociente de la energia y momento angular. La topologia
de estas variedades dependen de la energia h, el momento angular L, y las
masas m;[37].

1.5. Algunas soluciones al Problema de Tres
Cuerpos

Leonhard Euler (1707-1783) en 1760 desarrollé soluciones para un caso
especial del problema de tres cuerpos, en el cual, dos cuerpos estan fijos en
el espacio y el tercero, una particula de prueba [66], se mueve en sus campos
gravitacionales. Este se conoce como el problema de los dos centros fijos, la
solucion de este problema se da en términos de funciones elipticas.

Una aplicaciéon importante es en el estudio clasico de una molécula: los
dos centros son nucleos atomicos y la particula de prueba es un electrén, es
el modelo més simple de una molécula diatémica; de hecho, Pauli aplicé el
modelo al i6n de la molécula Hy en su tesis doctoral [47]. Gutzwiller menciona
que el problema del electrén de la molécula HJ sigue siendo un problema
abierto, ya que se tiene que conciliar la mecdnica clasica con un fenémeno
cuantico; cuando el electron esta entre los dos centros requeriria del efecto
tunel [24] pdgina 36.
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En 1772, Euler propuso el uso de un sistema de coordenadas rotatorio
sinddico para aproximar el movimiento cuasi-circular de la Luna alrededor
de la Tierra. Esto permite aproximaciones maés precisas en el estudio del
movimiento de cuerpos, como satélites artificiales, en presencia del campo
gravitacional de la Tierra y de la Luna. Estas ideas dan lugar al Problema
Restringido de los Tres Cuerpos: dos de los cuerpos tienen una masa mucho
mayor que la del tercero, lo que permite que el movimiento de las dos masas
mayores no sienta influencia por la presencia del cuerpo mucho menor. Este
problema esta estudiado con detalle en Szebehely, Marchal, Boccaletti, Abra-
ham, Montgomery,[60, 43, 9, 1, 44, 6] entre otros y someramente en Fowles
[22] pp 288-305.

La idea primordial del problema restringido es que puedan separarse los
movimientos de los cuerpos grandes, llamados primarios, y resolver este
problema de dos cuerpos sin considerar al tercer cuerpo por ser mucho
mas pequeno. Una vez resuelto el problema de dos cuerpos se investiga el
movimiento del cuerpo pequeno en el campo gravitacional de los dos cuerpos
primarios dependiente explicitamente del tiempo, siendo éste el problema
restringido de tres cuerpos. Si los primarios se mueven en érbitas circulares,
y la particula de prueba en el plano de las primarias esto nos lleva a la for-
ma mas sencilla del problema, éste se llama el problema restringido circular
plano de los tres cuerpos.

Al final de la década de 1770, el matematico y astronomo italo-francés
Joseph Louis Lagrange (1736-1813) le dié un nuevo tratamiento al proble-
ma restringido de los tres cuerpos. Descubrié que, cuando los primarios se
mueven en circulos, existen cinco puntos en el plano del movimiento donde las
fuerzas que actiian sobre la masa menor estan balanceadas. Estas fuerzas son
las atracciones gravitacionales de las grandes masas sobre la masa pequena
y la fuerza centrifuga actuando sobre la masa menor rotando con las pri-
marias. En las soluciones de Lagrange cada masa se mueve conforme a una
cuadratica de manera tal que el triangulo formado por las tres masas evolu-
cione mediante una composiciéon de dilaciones y rotaciones instantdneas por
lo que es equildtero en todo tiempo. En la figura (1.10) podemos observar
las soluciones de Lagrange al problema restringido de Tres Cuerpos. Hay que
aclarar que las soluciones equilateras de Lagrange pueden ser cuadraticas y
trascienden el problema restringido de tres cuerpos, esto es, son validas para
tres masas arbitrarias.

El sistema que rota se conoce como el sistema sinddico, en el cual
los primarios estan fijos. En el sistema inercial fijo, llamado el sistema

19



L

n=266 X10  radisec

Figura 1.8: Localizacion de los puntos de equilibrio encontrados por Lagrange
para el problema restringido de los tres cuerpos donde la Tierra estd en E y
la Luna en M [60] p.266

sideral, los primarios se estan moviendo en circulos, si el problema es cir-
cular. Hay cinco puntos de equilibrio, tres que estan localizados en una
linea que conecta a los primarios, y dos puntos que forman tridngulos
equilateros con los primarios, como puede observarse en la figura (1.8).
Los tres puntos colineales son inestables, y los dos puntos de los triangu-
los son estables para masas mucho menores en razén con la otra; estos
puntos se llaman puntos de libraciéon. En honor a Lagrange se conoce
a los cinco puntos de equilibrio como los puntos de Lagrange.

En las soluciones de Euler, de equilibrio en el sistema sinddico, las masas
son colineales en cada instante, ademads, las razones de sus distancias per-
manecen constantes. En la figura (1.9) podemos observar las soluciones de
Euler para el problema restringido de Tres cuerpos.

Un grupo especial de asteroides son los llamados Troyanos. Estos estan
ubicados en los puntos Ly y Ls en el sistema donde los primarios son el Sol
y Jupiter, lo que se puede observar en la figura(1.11).
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Figura 1.9: Las soluciones de Euler para el problema restringido de los Tres
Cuerpos [13] p.160.

Figura 1.10: Las soluciones de Lagrange para el problema restringido de los
Tres Cuerpos [13] p.160.

En 1890 Henri Poincaré publicé “Sur les équations de la dynamique et le
probleme des trois corps” (Sobre las ecuaciones de la dindmica y el problema
de tres cuerpos) en el volumen 13 de Acta Math, de hecho son las primeras 270
péaginas de dicho volumen; este trabajo le hizo ganar el premio que ofrecio el
rey Oscar II de Suecia y Noruega el 21 de enero de 1889; promovido por
el matematico sueco Gosta Mittag-Leffler (1846-1927). Su enfoque estuvo
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Figura 1.11: a) Ubicacién de los asteroides Troyanos. b) Los asteroides Tro-
yanos y el cinturén de asteroides mostrados junto a las érbitas de Jupiter,
Marte y la Tierra. Tomado de Fowles [22]p. 296.

dirigido hacia la estabilidad del sistema solar, para ello utiliz6 el modelo
simplificado del problema restringido de los tres cuerpos. Dicha obra pasé a
ser el primer libro de texto acerca de la teoria cualitativa de los sistemas
dindmicos.

La publicacion citada se complementa con algunos trabajos previos y su
tratado en tres volimenes que vieron luz en 1899: “Les Méthodes Nouvelles
de la Mécanique Celeste” (Los Nuevos Métodos de la Mecédnica Celeste).

Jules Henri Poincaré condujo a la prueba de la inexistencia de primeras
integrales uniformes en el Problema de los Tres Cuerpos mas alla de las cono-
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cidas. Esto significa que el Problema de Tres Cuerpos no podia ser resuelto
por métodos cuantitativos. El problema no puede reducirse a cuadraturas ni
expresarse como una serie convergente, ain el restringido, para describirlo en
su totalidad. El teorema de Poincaré mejoré un resultado similar publicado
por Ernst Heinrich Bruns en 1887. Poincaré crey6 encontrar una prueba de
un tipo de estabilidad para el problema restringido de Tres Cuerpos. Al darse
cuenta de que la prueba era incorrecta y tratar de corregirla se dio cuenta de
que el problema era mucho mas complicado de lo esperado. Descubrié que los
métodos cuantitativos y analiticos sélo eran buenos hasta cierto punto, hay
que pensar los problemas de manera cualitativa y geométricamente también.

En particular, Poincaré describe el papel que juegan los puntos homo-
clinicos transversales al obstruir la existencia de “segundas” integrales de
movimiento y oponiéndose a la convergencia de métodos asintoticos formales,
como los de Lindsted.

Un punto y en el espacio fase de un sistema dinamico se llama homo-
clinico a un punto fijo z si la érbita es asintdtica a z cuando t — +oo y
cuando t — —oo. Es llamado heteroclinco si la 6rbita es asintética a puntos
distintos z, # z_ cuando t — + 0o y t — —o00, respectivamente. El punto es
transversal si las variedades de condiciones iniciales asintéticas a z cuando ¢
— + oo y cuando t — —o0, que necesariamente se intesectan en y, lo hacen
transversalmente.

Los puntos homoclinicos transversales implican que en su cercania existe
movimiento cadtico[13, 4, 27].

Otra solucién que se conoce explicitamente del problema de Tres Cuer-
pos es la figura del Ocho. Fue descubierta numéricamente por Chris Moore y
redescubierta por Alain Chenciner y Richard Montgomery que, ademas, pro-
baron su existencia. Esta es una solucién periddica para el problema de tres
cuerpos con masas igules. Carles Sim6 mostré numéricamente su estabilidad,
que resulté linealmente estable. Esta érbita puede verse en la figura (1.12).

Veamos ahora algunas de las familias de o6rbitas periddicas. Tres familias
de soluciones periddicas emergen de la bifurcacién de la solucion del Ocho: la
familia plana de Hénon, la familia espacial de Marchal Py, [43] y una nueva
familia espacial presentada por Chenciner et al. en [11].

Munioz-Almaraz et al. en la referencia [45] muestra el método de con-
tinuacién numérica de O6rbitas periddicas en sistemas hamiltonianos con
simetrias que ayudan a entender al sistema completo. Para esto se requiere
una orbita periédica inicial y asi arrancar el método.

Con mas énfasis en el problema de N cuerpos de la mecanica celeste, en
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Figura 1.12: Orbita formada por la figura del Ocho. En la doceava primera
parte del periodo, los cambios en la configuracién van de colineal ( puntos
en gris claro ) a una configuracién tipo isésceles ( puntos en gris oscuro)[39].

la referencia [16] Doedel et al. calculan familias de soluciones del problema
de tres cuerpos circular y de la érbita de la figura Ocho de Chenciner y
Montgomery.

1.6. Esfera de formas

A continuacién nos basaremos en el articulo [38] de Moekel donde presenta
la esfera de formas para poder comprender su relacién con las coordenadas
que presentamos en el siguiente capitulo.

Como hemos dicho, al estar en un plano el sistema dindamico esta definido
en R'2. Recordando lo visto en la seccién 1.4, la reduccién de este problema
a un sistema de dimensién 5 se hace mediante las integrales de movimiento.
Como vimos en la misma seccién, por la conservacién del momento lineal,
la eleccién del centro de masa en el origen, y la conservacion del momento
angular, se pude reducir el problema a dimensién 7. Debido a que el sistema
es simétrico bajo rotaciones, podemos pasar a un espacio cociente en el cual
todos los vectores de posicion y momento que difieren solamente por una
rotacién simultanea de todas las posiciones y momentos estan identificados.
Esto elimina una dimensién con lo cual quedamos en R®.

Finalmente, el mismo hamiltoniano

1
H(r,p) = 5p"M™'p—V(r) =h

es la energia total del sistema, misma que se conserva y donde M =
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diag(my, my, ma, mg, m3, m3). Lo que elimina otra dimensién, quedando aho-
ra en R>

Como el centro de masas se encuentra en el origen, el momento de inercia
juega un papel principal para realizar un cambio de coordenadas propuesto
por McGehee para el estudio de la variedad de colision

I =r"Mr,

que es invariante ante una rotacién al sistema de ejes principales, como ve-
remos en detalle en el capitulo 2, tenemos que

r = Gys,
donde
cosy —seny 0
Gy=| seny cosy 0 |,
0 0 1

asi, podemos escribir
I =rT"Mr= STG¢TMG¢S,
por lo que en el marco de ejes principales también se tiene
I=s"Ms.
La variable

R=VI

ser4 la variable radial de un tipo de sistema de coordenadas polares en RS. Es
una medida del tamano del tridngulo formado por las tres masas puntuales;
en particular, cuando R = 0 representa una colisiéon triple en el origen. Salvo
por el factor u, este es un resultado similar a las que se expresan en las
ecuaciones (3.15) y (3.22).
El vector de posicion normalizado,

_ s

"R
mide la forma del triangulo de las particulas. Hay que ver que, por definicion,
S satisface lo siguiente:
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s"Ms = 1.
En la variedad cociente de rotaciones perdemos informacién acerca del angulo

1y vemos a § como una representacion solo de la forma.
El momento normalizado estd definido por

z =V Rp.

Las variables (R,s,z) son superiores a (r,p) debido a su comportamiento
cerca de la singularidad de triple colision.

Las ecuaciones de la energia y magnitud de momento angular en estas
coordenadas son:

1
H(s,z) = EZTM_IZ +V(8)=hR

VR

\/EIMX%JF\/EMX%-F\/EP:%X% :?|L1+L2+L3|:

L
Vit
(1.22)

es decir

L
|Z1XS1+Z2XSQ—|—Z3X53|:—.

VR

Debido a que el comportamiento del tamano y la forma del triangulo for-
mado por los tres cuerpos tiene un significado intuitivo mas directo que el
comportamiento de los momentos, enfocaremos la atencién al espacio de con-
figuraciones. Se define:

C = {(R,S) | R Z O,STMS = 1,mlsl—|—m252 + mgSs = 0} /S

como el espacio de todas las configuraciones que son admisibles, en las cuales
se deja fuera la simetria debida a la rotacién. Es posible observar que este
espacio es homeomorfo a R x S?; las dos ecuaciones en s definen un elipsoide
de dim 3 en R® y el espacio cociente de este elipsoide bajo la accién del circulo
es homeomorfo a una esfera de dimension dos, como puede verse en la figura
(1.14).

Podemos observar que R representa el tamano del tridngulo fomado por
los tres cuerpos, mientras que S representa su forma.

La esfera de dimension dos de formas se muestra con mayor detalle en la
figura (1.14).
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triple colisidn

Figura 1.13: Espacio de Configuracién C, homeomorfo a R x S2,

T el

\
O isdseles

®  goble colisicn

Figura 1.14: Esfera de formas S, tomada de [3§]

Los tridngulos colineales forman un circulo, mostrado en la figura (1.14)
como el ecuador. Los tridngulos isésceles forman tres circulos distinguiéndose
por la masa que esté ubicada en el eje de simetria. Estos tres circulos se
intersectan en las configuraciones de triangulos equilateros, visto en la figura
como los polos.

Se debe observar que hay dos tridangulos equilateros inequivalentes rota-
cionalmente, con las masas 1,2,3 apareciendo en el sentido de las manecillas
del reloj o en el sentido opuesto a las manecillas del reloj.

Cada circulo del triangulo isdsceles se intersecta con el circulo colineal
en dos puntos, uno representa una configuracion colineal con una masa en
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el punto medio de las otras dos, y el otro representa una configuracién de
colisién doble [38].

En el capitulo siguiente presentamos y hacemos uso de las coordenadas
de Pina para el estudio del problema de tres cuerpos y vemos que tienen una
gran similitud con las utilizadas por Moekel y presentadas aqui.

Es pertinente notar que las coordenadas de Pina se dedujeron indepen-
dientemente de las aqui descritas, siguiendo un planteamiento diferente basa-
do en la teoria de la dinamica rotacional de los tres cuerpos, utilizando los
momentos de inercia en el sistema de ejes principales.
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Capitulo 2

Problema General de Tres
Cuerpos

2.1. Nuevas coordenadas para el Problema
general de Tres Cuerpos

Nos es conveniente utilizar las coordenadas introducidas por E. Pina y L.
Jiménez-Lara [52, 53] que usan los tres dngulos de Euler como coordenadas
dindamicas que determinan la posicién del plano de las particulas y la orien-
tacion de las direcciones principales de inercia. Los calculos realizados en
este sistema se hacen con el centro de masas en reposo. Requerimos tres
coordenadas mas, las que escogeremos como dos distancias equivalentes a los
dos momentos de inercia independientes, asi como un angulo auxiliar.

Encontramos ventajoso el uso de las coordenadas de Pina para el proble-
ma de tres cuerpos, debido a que éstas utilizan cantidades fisicas como los
momentos principales de inercia, que como veremos mas adelante estan rela-
cionados con dos de estas coordenadas, R; y Rs. Esto nos posibilita relacionar
a los momentos principales de inercia con el tamano del sistema estudiado.
Asi mismo, estas coordenadas nos muestran explicitamente la ubicacién de
las colisiones dobles; la colision triple se presenta cuando el tamano del sis-
tema es nulo. Otra ventaja, es la simetria respecto a los tres cuerpos, esto es,
ninguna de ellas es preferente, a diferencia, por ejemplo, de las coordenadas
de Jacobi, donde se debe elegir uno preferente.

Como hemos dicho las nuevas coordenadas son simétricas en las tres
particulas, y se considera al vector unitario u en la direccién perpendicu-
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lar al plano de las particulas en el marco inercial, parametrizado por angulos
de Euler actuando como coordenadas esféricas

senflsen¢
u= | —senfcos¢ | . (2.1)
cos 6

G es es la matriz de rotacion que transforma del marco de los ejes principales
de inercia de las particulas al sistema inercial. La direccion de u se transforma
en una direcciéon constante mediante la rotacién inversa

0
Glu=|0]. (2.2)
1

Una de las direcciones principales de inercia es u, pero es necesario incor-
porar otro angulo de Euler 1 para rotar en el plano de las particulas con
el fin de obtener una matriz de inercia diagonal. A partir de ahora, G es-
tara parametrizada en los &ngulos de Euler en una forma utilizada por muchos
autores [23, 49].

cosp —sengp 0 1 0 0 cosy —seny 0
G=| sengp cos¢p 0 0 cosf —send senyy  cosy 0
0 0 1 0 senfl cos@ 0 0 1

(2.3)
Tomando como origen el centro de masas, r; (j = 1,2,3) denota las coor-
denadas de las particulas en el marco inercial y s; en el nuevo marco de
referencia, de los ejes principales de inercia

I'j = GSj . (24)

La tercera coordenada de los vectores s; en el nuevo marco de referencia es

0:

Sjz
5, = Sjy y (] = ]., 2,3) (25)
0
La velocidad angular en dngulos de Euler en el sistema rotado es
[ sent seny ' cosy (0
w=¢ | senfcosyp | +0| —senyy | +¢| 0 |. (2.6)
cosf 0 1
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2.2. Eliminacion de Nodos en el Problema de
Tres Cuerpos espacial

Las ecuaciones de movimiento del sistema estan dadas por las ecuaciones
de Lagrange

d (0L oL
— | =)= = =1,...,.N 2.

donde L es la funcion lagrangiana
L=T-V. (2.8)

Aunque todavia nos falta encontrar las distancias entre las particulas para
poder escribir la energia potencial, las tres coordenadas relacionadas a la
rotacién generan ecuaciones de Lagrange que implican, cuando la energia
potencial sélo estd en funcién de las distancias, la conservacién del vector
momento angular en el sistema inercial. Puesto que las interacciones son
centrales, el vector se conserva

GL, (2.9)

donde L es el vector momento angular en el marco de los momentos princi-
pales de inercia y esta dado por

oT
L=—
ow’
es decir
R%wl 0
L =u Rw, —2u 0 : (2.10)
(R% + R%) w3 Rled

Donde p es un factor de norma que tiene dimensiones de masa y se definiré en
la ecuacién (2.25). La elimininacién de los nodos en el problema de tres
cuerpos resulta de igualar al vector momento angular en el marco de ejes
principales de inercia a la rotacion de un vector constante que se escoge en
la direccién del eje z inercial

wal 0 0
U Rw, —2u 0 =I1G"[ o |, (2.11)
(R% + R%) w3 RlRQd 1
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donde [ es la magnitud del momento angular conservado. ‘
Mas adelante veremos que para el problema plano, w; = ws = 0y w3 = ¥,
que se simplifica en

p (R} + R3) ) — 2uRy Ro6 =l
donde, no sera necesario hacer la eliminacién de nodos pues directamente se

escoge L en la direccion perpendicular a las particulas.

2.3. Enmergia cinética en las nuevas coorde-
nadas

La energia cinética T" esta dada por la siguiente expresion
1 Y
J
Utilizando la ecuacién (2.6) para escribir la velocidad de la j-ésima particula

i'j:G<WXSj—|—éj>, (212)

donde G esta dada por la ecuacién (2.3) y la expresién de la energia cinética

T resulta )
T = 527)’%5? + w - ijSj X éJ—F
J J

1
la matriz de inercia I se expresa de la siguiente forma
L, 0 0
I= 1ijsj2~—zijjS?: 0 IQ 0 s
J J 0 0 I3

donde 1 es la matriz unidad.
Debido a que las tres particulas definen un plano, el momento de inercia
alrededor del eje 3 es la suma de los otros dos momentos

Li=1 + I (2.14)
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El origen de coordenadas esta en el centro de masa, y las coordenadas de las
particulas obedeceran las ecuaciones

> mys; =0, (2.15)
J

que en términos de las componentes de la ecuacién (2.5) diferentes de cero
son
M181, + MaSa, + M3S3, = 07

mlsly + mQSQy + m333y =0. (216)

Estas ecuaciones sugieren considerar a los vectores en el espacio de masas

Sz = (Slxv S22, 8355) ) (2]‘7)

Sy = (Sly, 5245 Sgy) . (218)

Tomamos una base vectorial con los vectores a, b y c,
aMc=bMc=a’Mb=0

donde c estd en la direccién (1, 1,1). Los vectores (2.17) y (2.18) son combi-
naciones lineales de a y b

s, = aa+ (b,

s, = 7va+db. (2.19)

Se escogidé el marco rotado en las direcciones principales de inercia, lo que
expresado en términos de componentes queda

M181,51y + M2S2,S2, + M3S3,53, =0, (2.20)
y y y

a continuacion se exponen los siguientes productos internos
(8s,¢) =0, (2.21)
< Sy; C> =0,
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(sgz,8,) =0 (2.22)

donde (,) es un producto interior con la métrica

ma 0 0
M= 0 mo 0
0 0 ms

y el vector

c=c.(1, 1, 1),

donde la constante ¢, serd escogida més alelante.
Ahora, en forma vectorial se escribe

mq 0 0 Sly
(S125 S22 S32) 0 my O Sy | =0 (2.23)
0 0 ms Sgy
0
s'Ms, = 0.

Para completar la definicién de los vectores a y b asumimos que
bMa’ =0, (2.24)
y asumimos una normalizacion tal que
aMa’ = bMb” = p, (2.25)

donde p tiene dimensiones de masa, lo que define a los vectores sin dimen-
siones.
Calculando los dos momentos de inercia obtenemos

ij s7, = u(a® + 3?) (2.26)

Zm] s, = (v +0%). (2.27)

Reemplazando las ecuaciones (2.19) en la ecuacién (2.20) y teniendo en cuen-
ta las ecuaciones (2.24) y (2.25), obtenemos

stsg = ayaMa’ + (ad + v3) aMb” + 36bMb’ = 0. (2.28)
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ay + 36 = 0. (2.29)

Las ecuaciones (2.26-2.29) sugieren definir a los parametros «, (3, 7, § medi-

ante
a B\ (R O coso  sen o
<7 5)_(0 R1><—sena cosa)’ (2.30)
donde ¢ es un angulo, esto es

a = Ry coso,

6 = Ry sen o,
v = —Rjsen o,
0 = Rjcoso. (2.31)

Sustituyendo en las ecs. (2.26) y (2.27) resulta

I, = uR}, (2.32)

I = uR3. (2.33)

El factor de masa p hace que las variables «, (3, v, 6, Riy Ry tengan di-
mensiones de distancias. En el sistema de ejes principales, sélo tenemos 3
coordenadas independientes: Ry, Ry y 0.

En adelante, Ry, Ry y o son utilizadas como coordenadas generalizadas.
Para encontrar la energia cinética (2.13) en las nuevas coordenadas, deriva-
mos S;, ¥ Sy, respecto al tiempo

§, = da + b,
5, = %a +db,

donde
& = Rycoso— Ry sen o o,
8 = Rssen o+ Rycoso o,
¥ = —Rysen o0 — Rycoso 0,
) Ricoso — Rysen o &.
luego
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(5, Ms] +§,Ms])

]

N | —
S
n
(V)
|
| — N

= 3 (a?aMa’ + afaMb’ + gabMa’ + 5°bMb’ +
+42aMa’ + 46aMb” + §ybMa’ + §2bMb7).

1 ) .
:§M<d2+ﬁ2+ﬁ2+52).

1 . .
=§M<d2+ﬁ2+72+52>.

Elevamos al cuadrado &, §, vy ) y sustituimos en la tiltima ecuacién

a2 = Rg cos’o — QRQRQ('ICOS osen o + Rg &%sen? o,
52 = Rgsen% + 2R2R2dcos osen o + Rg o%cos? o,
2 = R%senzo + 2R, Ri6cos osen o + R? 6%cos? o,
52 = Rf cos’o — 2R1R1dcos osen o + Rf &%sen? o,

de donde

AP+ 3+42+0% = RP+R2%°+ R+ R? o2
= R+ R?+ (R*+ R%)o>

por consiguiente
1 -2 Log 1oy 1 2 2\ -2
§ij F = U §R1+§R2—|—§<R1 +R2)0 . (2.34)
J

Procedemos a desarrollar el primer término del lado derecho de la ecuacién
(2.13), iniciando con

5, Ms! = <da n Bb) M (aaT n BbT)
= a’aMa’ + +aBaMb’ + 3abMa” + 3?bMb”
= &’ p+ Fp
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5 Ms! = i (02 + )
De manera analoga, encontramos
5,Ms] =y (42 + 82)
obteniendo
p (02 3+ 574 82) = [ By + By + (R} + B3) %)
y asi queda
§,Ms] = i (32 +82) = 5 [ Ry + Ro + (RS + R3) 0?).
Para el segundo término desarrollamos

0

ijsj X 8 = f1(8:8y — SySz) [ O
J 1

= u[—RQRl cososen o + RoRy cososen o — (R1R; cos’ oo +

+ Ry Rosen? o6) + R1R2 cososen o — R1R2 cososen o +

0
—(R1Rysen’ o6 + Ry Rysen? o6)] | 0
1

0

= _2IUR1R2d 0

1

resultando que
w - ijSj X éj = —2uR1R2dw3,
J

donde finalmente la energia cinética es
Lo 1o 1 ) .
T = M[ERI + §R2 + 5 (R1 + RQ) o — 2R1R20’W3+

R R R? + R2
+71wf—|—72w§ %wg]. (2.35)
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La energia potencial estd en funcién del inverso de las distancias entre las
particulas, en el capitulo 3 se calculan explicitamente estas distancias y sus
cuadrados resultan:

T3, R? sen’c + R3 cos? o
r?, | =B | Ricos’c+ Risen’c | | (2.36)
%, (R% — R})2senc cos o

donde, llamemos 793 la distancia que existe entre las particulas 2 y 3, 73 la
distancia que existe entre las particulas 1 y 3 y 712 entre las particulas 1y 2
y la matriz B estd dada como:

212 2 92
m%b% m%a% —myaib;
B=— | m3b; m3a; —moasbs (2.37)

2
H 212 2,2
m3sb; m3za; —msasbs

2.4. El caso de Lagrange

Un ejemplo de aplicacién de estas coordenadas lo encontramos en el in-
teresante articulo sobre el caso de Lagrange de E. Pina [51].

El problema de tres cuerpos puede resolverse de manera cerrada y ele-
mental si se asume que el triangulo formado por las tres particulas siempre
permanece similar a si mismo.

En las nuevas coordenadas tenemos

o = 0,

Ry = MR,

Ry = ARy,

T3 = A T3, T3 = A T13, T2 = A T12,

donde A es un factor de escala asociado a la similaridad, y donde Ry, ]?2,
T23, T13 V T12, Son constantes que corresponden a A = 1.

Las ecuaciones de movimiento que expresan la conservacion del vector
momento angular se convierten en:

d

& () = Ny 239
d \o

E<)\ CUQ) =A Wwiws, (239)



d R - R?
E()\zu@,) = —ﬁ)\zwlwg, (240)

hemos dicho ya que las distancias al cuadrado entre las particulas, se expresan
de la siguiente forma:

2, R? sen’0 + R3 cos® o
r?, | =B | Ricos’c+ Risen’o |, (2.41)
r?, (R2 — R?)2senc cos o

donde la matriz B general esta dada mediante:

1 m2b? m3a? —myab
B=— | m3b m3a5 —maasby (2.42)

2
H 272 22
m3bs mza; —msasbs

tendremos las ecuaciones de Lagrange

i()\2w3>:_<ég—ﬁi%> lG(ml—l—mg%—mg) ( 1 1 1 >><

dt RiRy | A 4 By T T
2seno cos o
xB —2seno cos o , (2.43)
— cos? o + sen’o
\ = )\(w§ + wf)—
1 1 1 1 sen’o
——QG(ml + msy + m3) (?>?7T) B cos? o , (2.44)
A 23 T13 T2 —Seno cos o
A= \Nw? +wd)—
1 11 1 cos? o
——2G’(m1 + mo + mg) <T’ =3 ?> B sen2a . (245)
A 23 T3 T12 Seno cos o

De la integracion de las dos primeras ecuaciones de movimiento se obtiene
M(w? +w?) = C?* (constante). (2.46)
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Se observa que aparece la misma cantidad en el lado izquierdo de las ecua-
ciones (2.40) y (2.43) lo que resulta en la condicién de compatibilidad

R%Jrﬁzg(l 1 1>><

2\ wiws = AG(my + my +m S -
1972 ( 1 2 3)2R1R2

=3 7 =3 7 =3
Tag T13 T2

2seno cos o

xB —2seno cos o : (2.47)

— cos? o + sen’o

se observa que también las ecuaciones (2.44) y (2.45) tienen condicién de
compatibilidad lo que resulta como

1 1 1
)\4((,03 — w2) = )\G(ml + mo + mg) (T’ == T) X

Tag T13 T12

COS2 o — sen20

xB | —cos?’o+sen’c | . (2.48)
2seno cos o

Se introduce la variable auxiliar £ que cumple con
Nw, = C sen &, N, = C cos €, (2.49)

la ecuacion (2.46) esta idénticamente satisfecha y los lados izquierdos de las
expresiones (2.47) y (2.48) se igualan respectivamente a C?sen2¢ y C?cos2¢
siendo ambos proporcionales a A.

Sumando el cuadrado de ambas ecuaciones resulta en una A\ = const.
indeseada.

Para evitar este caso y con la finalidad de que \ sea variable, se requiere

C = 0, W1 = Wy = 0. (250)

Las ecuaciones (2.44) y (2.45) se convierten en:

1 1 1 1 1
A= — —G —, =, — |B| 1 2.51
w3 2)\2 (m1+m2+m3> (77%3’7*%3’%{’2) 0 ) ( )

y las ecuaciones (2.47) y (2.48) imponen las condiciones

1011 2seno cos o
0= (?’ —, T) B —2senoc cos o , (2.52)
T3 T3 T2 —cos? o + sen?o
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101 1 cos? o — sen’o
0= (T — 7) B | —cos’c+sen’o |. (2.53)

) ~2 ) ~

Tag T13 T12

2senc cos o
Para esto se requiere que el vector (1%, 7%, 7%) B sea ortogonal a los otros
23 13 12

2 vectores en (2.52) y (2.53); esto es posible, para o general, sélo cuando

(%, F%, r% es paralelo al vector (1,1,1), lo que significa
23 13 12

f23 = flg = flg, (254)

y las particulas se mueven equidistantemente.

El movimiento de cada particula sigue el comportamiento newtoniano de
dos cuerpos. La coordenada A es proporcional a la distancia radial al centro de
masas y, la ecuacién (2.51) da la correspondiente evolucién temporal. Debido
a que la direccion de la velocidad angular es constante se tiene

wsy = 1P, (2.55)
y la ecuacién (2.40) se convierte en la segunda ley de Kepler:

A\24p = const. (2.56)

2.5. El caso de Euler

Otro ejemplo de como se pueden aplicar estas coordenadas se encuentra
en el articulo sobre el caso de Euler de E. Pina y L. Jiménez-Lara [53].

El problema de Tres Cuerpos pude solucionarse a través del movimiento
colineal de Euler, donde las tres masas se mueven en tres érbitas conicas de
Kepler con un foco comtn en el centro de gravedad.

En el proximo capitulo, en la ecuacion (3.36) mostraremos que el area del
triangulo formado por las tres particulas es

A= RIZRQ. (2.57)

Las particulas permanecen en una linea cuando el area del triangulo for-
mado por las tres particulas, es igual a 0. Esto también ocurrird cuando
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alguno de los momentos de inercia es cero, consideramos en este caso sin
pérdida de generalidad que:

La solucion estd en un plano y sélo se usa un angulo de Euler v para
rotar al marco principal de inercia.
Encontramos una rotacién con la matriz G siguiente:

costy —senyy 0
G=| senp cosyp 0 |. (2.59)
0 0 1

La velocidad angular de esta rotacion tiene la forma simple
W) = O, Wo = O, W3 = ¢ (260)

De esta forma, se encuentra que la conservacién del momento angular se
escribe como:

R%) = const. (2.61)

Ahora, los angulos de Euler surgen en la lagrangiana en términos del

vector de velocidad angular, y las ecuaciones de Lagrange se expresan en
términos de las derivadas de la energia cinética con respecto a w.

oL
 dw’

donde j es el momento angular en el sistema rotatorio de ejes principales.
Ahora, la ecuacion de Euler queda expresada como:

J

dj .
a = JXWw,
que en la forma de las nuevas coordenadas se escribe como
d R%wl —R%LUQLUQJ, + 20.)2R1 RQO’
% R%u)z = R%wlwg — 2w1R1R2d s (262)
(R% + R%) W3 — 2R1R20' —wle(R% + R%)

se satisface trivialmente. Las ecuaciones de movimiento son

d 2 Gm1m2m3 ( 1 1 1 >

(Ry0) = _Rg

At 37 37 3
dt 1 MyT5 Malys M3TTy
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—Seno cos o

B seno cos o : (2.63)

cos? o — sen’c

0= —2Ry5¢) (2.64)

R2 = RQdQ + RQ”LbZ - RQ

Gm1m2m3 ( 1 1 1 )

3 37 3
maTsg MaTyg M3Triy

cos? o
B sen’c : (2.65)
2seno cos o

entonces de la ecuacién (2.41) toma en este caso la forma

2 2

T35 cos“ o

2 _ 2 2
ris | =R; B sen‘o . (2.66)
r?, 2seno cos o

La ecuacion (2.64) implica
o = const. (2.67)

las dltimas dos ecuaciones muestran que las razones de las distancias son
constantes, y el sistema de ecuaciones se simplifica a

1 1 1 —Seno cos o
( = T 3 ) B Seno cos o =0, (2.68)
MaTa3 M2l M3l cos® o — sen’c

.. . 1 G 1 1 1
Ry = Ryy)? — -2 ( ) 7 (2.69)

) )
Ry H miTe3 MaT13 M3T12

donde hemos utilizado la ecuacién (2.66). Cancelando o de las ecuaciones
anteriores y utilizando las propiedades de la matriz B se obtiene la condicién
de soluciones colineales.

mg + my ms—ml —(mz+my) | X

< 1 1 1 ) Mo — M3 —(m2 +m3) Mo +m3
—(mi+mg2) My +my my — Mo

33393
Taz T13 T2
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33
x| 7% | =0 (2.70)
13 — . .

2
1o

Para resolver esta ecuacion, se deben asumir las posiciones realtivas de las
tres masas, y después la ecuaciéon resuelta para la razén de dos distancias, se
convierte en una ecuacién de quinto grado con una solucién positiva.
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Capitulo 3

Problema Plano de Tres
Cuerpos

3.1. La cinematica del movimiento en el
problema Plano de Tres Cuerpos

Estudiamos el problema de tres cuerpos con masas my, mos y ms en las
coordenadas introducidas en el capitulo anterior, pero ahora suponiendo que
sus velocidades iniciales estan en el plano de las tres particulas.

Tenemos que, el movimiento permanece en el plano, mismo que escogemos
perpendicular al eje z, que es la direccién de uno de los ejes principales.

Puesto que 2; = 2z, = 23 = 0 tomamosr; € R?ys; € R% donde i = 1,2, 3,
como los vectores de posicién de las particulas en los sistemas inercial y de ejes
principales, respectivamente. Podemos mandar el marco de ejes principales
al inercial mediante una rotacién Gy, por el angulo ¢ alrededor del eje z

Este es el problema plano de tres cuerpos mencionado en el capitulo
anterior.

Definimos dos vectores s, y s, € R3, con las tres posiciones z y y de los
tres cuerpos en el sistema rotatorio de los ejes principales respectivamente

Sz = (81x752x783x)7

Sy = (Sly7 San SSy) 5
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y denotamos mediante P = Span{s,,s,} C R?, esto es, P ~R?.
El hecho de tener el centro de masas en el origen nos da

2)
3)

y por definicién, en el marco de ejes principales, los productos de inercia
deben anularse

MyS1y + MaSz, +m3ss, = 0, (3.
m181y + mQSQy + m383y =0 s (3

M1 S1,51y + MaSapSa, + M3S3,83, = 0, (3.4)

por lo que podemos escribir las ecuaciones (3.2)-(3.4) como los productos
internos

(s8z,€) =0, (3.5)
<Sy>c> =0,
(Sz,8y4) =0 (3.6)

donde (,) es un producto interior con la métrica

ma 0 0
M= 0 mo 0
0 0 ms

y el vector

c=c.(1, 1, 1),

donde la constante e, serd escogida més alelante.
La ortogonalidad de s, y s, con c significa que el sistema coordenado
estd en el centro de masas

(Sa,C) = M1S14 + MaSaq + M3S3, = 0, o=,y

y la ortogonalidad de s, con s, significa que el marco es el de ejes principales
(S2,8y) = M151,51, + MaSa,S2, + M3S3,53, = 0. (3.7)
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La medida del tamano del sistema esta dada por el momento de inercia total,
esto es

3
I = Zmis?:mlsfjtmgsg—{—mgsg
i=1
= (85,80) + (8y,8,) = [Isa]” + [Is,]1%,

y podemos escribir los momentos principales en el plano como

3

L= ) msiy = syl (3.8)
=1
3

L = Y msi = s, (3.9)
=1

lo que nos conduce a
3
IgzZmz(szi—l—s,;) :]1—|—IQ =1.
i=1

Ahora, requerimos dos vectores constantes, a y b, para que junto con c¢
formen una base ortogonal {a, b, c} de R?

(a,c) = (b,c) = (a,b) = 0. (3.10)
con la normalizacion

lall* = s, IbI*=n, le*=pu, (3.11)

donde p tiene dimensiones de masa, de manera que la base es adimensional.
Luego {a,b} es una base de P, donde P = Span {s,, s,} C R*, P ~ R? que
sélo depende de las masas. Tenemos, de la condicién de norma (3.11).

gc =/ pu/m, (3.12)

donde m = my + my + m3 es la masa total de los tres cuerpos. Recordemos
que la norma se calcula con metrica M.
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Las condiciones de ortogonalidad no fijan completamente las direcciones
de los vectores a y b. Tienen una especie de simetria cilindrica, alrededor de

c. Se debe dar una condicién adicional para determinar completamente a y
b.

Sean (a, 8), (v,9) € R? coordenadas de s, y s, respectivamente, en la
base {a,b} de P
s, =aa+ (b,
s, =va+db. (3.13)

Los momentos principales de inercia (3.8) y (3.9) estan dados por

L = |syl? = pu(y*+6%),
L = |s.|]” = p(a®+ 3%,

y la ecuacién (3.6)

(s2,8y) = play +58) =0,

lo que sugiere que las coordenadas «, 3,7, ¢ se escriban de la manera (2.31)

a = Rycoso, 08 = Ry sen o,

y=—Riseno, 6 = Rjcoso, (3.14)

con o € S', Ri,Ry € R, y cuando t = 0 , seleccionamos R; € RTU{0},
Ry € R. El cambio a estas coordenadas es un difeomorfismo, excepto cuando
Ry = R,. Entonces tenemos que

]1 = ,LLR%,
I, = ,URg )
Iy =1=u(R}+ R) (3.15)

en donde I es el momento total de inercia y las coordenadas de los vectores
S; ¥ 8y estdn dadas por
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« ﬂ _ RQ 0 COS O sen o
(’Y 5)_(0 R1)<—sena 0030)7 (3.16)

esto es, s, y s, son una rotaciéon en el plano P por el dngulo o de los vectores
(R2,0) v (0, Ry), respectivamente.

Cuando tratamos el problema plano y si se rota alrededor del eje perpen-
dicular al plano en el que estan las particulas entonces

cosy —seny 0

G=Gy=| senyp cosy 0 |, (3.17)
0 0 1
y tomando
Rycoso Roseno
s; = |a; | —Risenc | +b; | Riseno , (3.18)
0 0
tenemos
Ry coso Rsoseno
r; = Gs;j=[a;G| —Rysenoc | +b;G | Riseno (3.19)
0 0
Ry cos o cos) + Rysenoseny
= a; | Rycososeny) — Risenocosyy | + (3.20)
0
Ryseno cos 1) — Rycososent)
bj | Rssenoseny + Rjycosocosy | . (3.21)
0

Si, ademas, escribimos
Ry =Rcos y Ro=Rsenf (3.22)

denotando la rotacién como R (o), entonces (3.16) se convierte en

(3 ?):R(U)<}82 ng)zRR(a)(Seéle 6026). (3.23)

Entonces, salvo por la rotacién por el angulo v al sistema de ejes prin-
cipales, y la homotecia R, podemos localizar los tres cuerpos con los dos
angulos

(0,0) e X =S'" xS'"\ E, (3.24)
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donde
E=1{(0,0)€S'"xS"|0=n/4,3n/4,5m/4,Tr 4} (3.25)

es el conjunto donde los dos momentos de inercia son iguales.

Mientras que en el instante inicial, cuando ¢ = 0, podemos escoger 6 €
[0,7), 068 € [-7/2,7/2), una vez que inicia el movimiento, # estd en general
en [0,27). Hay que notar que el siguiente par de puntos en X resulta con la
misma configuracion de triangulos ((a) y (b)), o una es el reflejo por el origen

del otro ((¢) y (d)):
(a) (0,0) y (c+m0+m),

donde 6,0 €[0,7),

(b) (07 0) y (0 -, 0+ 7T) )
donde 6 e€l0,7), o€ [r,2n],

(0) (0, 0) y  (o+m0),

donde 6,0 €[0,7),

d)  (0,0) y (0,0 +7),
donde 6 €(0,7), o€ [m2n].

Llamamos X al espacio de formas, de modo similar a la esfera de formas
S utilizada por Moeckel, Montgomery, Hsiang y otros autores [38, 44, 30],
aunque no son el mismo espacio, ya que X no es una esfera, como se puede
observar en la figura (3.1) y la figura (3.2),

La mayor diferencia entre nuestras coordenadas y las de la esfera de for-
mas S es que nuestras coordenadas son singulares cuando

7w 3w o7 Tmw
47474747
es decir Ry = R,, mientras que los polos en S son las soluciones equilateras.

Ahora encontraremos el area del tridngulo formado por los tres cuerpos,
tanto en el marco inercial como en el de ejes principales.

Obtendremos algunos resultados que requeriremos en los célculos siguien-
tes. Las propiedades duales de {a, b, c} y {Ma, Mb, Mc} pueden expresarse
mediante la ecuaciéon matricial [53]
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Figura 3.2: Espacio X donde el eje horizontal es o y el vertical es 6. Las
curvas cerradas muestran las configuraciones de triangulo isoseles: en la linea
interrumpida, la configuracién es tal que la particula 3 es equidistante con la
particula 1 y 2; en la linea delgada la configuracién es tal que la particula 2
que es equidistante con la particula 1y 3; en la linea gruesa la configuracion es
tal que la particula 1 es equidistante con la particula 2 y la 3. La intersecciéon
de estas curvas, que se muestra con pequenos circulos, son tridangulos equi-
lateros. Las colisiones dobles se muestran con puntos: Los puntos pequenos
se usan cuando la colision es entre las particulas 1 y 2, los puntos medianos
para las particulas 1 con 3, los puntos grandes para las particulas 3 con 1.
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ap b1 ap G as 1 00
a9 b2 Co M bl bQ bg = U 010 . (326)
as bS C3 c1 C2 C3 0 01

Ya que una matriz es inversa en ambos lados, obtenemos

ay bl C1 a; ag das 1 00
a9 b2 Co b1 bQ bg = /LMil 010 y (327)
az by c3 c1 Cy C3 0 0 1
al + b+ c? aias + biby + crco  ajas + bibs + cics
asai + bgbl + o CL% + bg + C% asas + bgbg + Coc3 =
asay + bgbl + c3Cc1 asas + bgbz + C3Co Cl% + b% + Cg
mil 0 0
= U 0 mLQ 0 ) (3.28)
0 0 L
m3
de donde obtenemos seis ecuaciones
a;a; + blbj + CiCj = 0, Z,] = 17 2, 3, 1 7&] (329)

donde ¢ =¢€.(1,1,1), con la ecuacién (3.12), tomando en cuenta esto, pode-
mos escribir las ecuaciones (3.28) y (3.29) como sigue:

u 1
aiaj+bibj+% — 0, i,j=123i%#] (3.31)

tomando el determinante en la ecuacién (3.27) obtenemos

mil 0 0

|abc[2 = det 0 mLQ 0 = /1,3/ (mlmgmg)
0o 0 £
ms

esto es

donde m = mymyms.
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Para encontrar el area de los triangulos formado por los tres cuerpos,
realizaremos el producto vectorial de s, y s,, para obtener, con su médulo el
area del paralelogramo formado por dichos vectores.

Su X Sy = (S1as S22, S32) X (S1y, S2y, S3y)

= (82z=5’3y — S3¢52y, S12S3y — S3zS1y, S12S2y — 52x51y) .

Como podemos observar, s;;5j, — 55, €s el drea AP del k-paralelogramo
formado por s;, y s, {i,j,k} — {1,2,3} (en permutaciones ciclicas), las
posiciones de las tres masas en el marco de ejes principales. De ahi que

s; X s, = (A}, A}, A%) .
Tomando la ecuacién (3.13),
s; X s, =adax b+pyb xa

y dado que ¢ = €.(1, 1, 1), obtenemos lo siguiente

Sy X8, = (ad—py)axb (3.32)
= (ad—pv) abelpfe (3.33)
= (ad— ) |abc|€c (M1, ma, m3) . (3.34)

El determinante A puede sustituirse en la ecuacion (3.34)

piu
u2mm

[ 2
= (aé—ﬁ’y) %(mlam%m?))-

De aqui que el area signada del tridngulo es

S, X8, = (ad — [37) (M1, ma, ms)

1 1 —
A = §(A§’+A§+A§):5(&5—67)u\/m/m
1
= ipm/m/leRQ

= £R2 sin(26) , (3.35)
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donde f = p\/% . En la referencia [53], f = 1 ya que u = /= para ese

m

&‘

caso, entonces se obtendria

1 1
A= gHif = ZR%em(w). (3.36)

Regresando a la ecuacién (3.35), dividiendo por R? tenemos al drea signada
independiente del tamano

A= % = gsen(%) : (3.37)
Entonces, salvo por la homotecia R, %sen(%) es la medida del area signada
del triangulo formado por las tres masas. El area mayor se presenta para
los valores 0 = w/4,37/4,57 /4,7 /4 esto es, cuando los dos momentos de
inercia principales son iguales, que no es la configuracién equilatera, a menos
que las tres masas tengan el mismo valor.

Denotamos mediante una barra aquellas cantidades que son independien-
tes del tamafio como el drea A de la ecuacion (3.37). Las posiciones z y y sin
el factor de tamafio R en la base a, b son, de (3.23)

1 T
T (o B) = R(0o) (send, 0)

%('y 5) = R(0) (0, cos0)" .

Las configuraciones de area maxima estan parametrizadas mediante

5. = V/2/2(cosca+ senob)
s, = V2/2(—senca+ cosob)

donde o € S*.

Si las particulas son colineales, entonces el area es cero, lo que se presenta
para 6 = 0, 7 si estan a lo largo del eje y (Ry = 0), 0 8 = 7/2,37/2, si estan
a lo largo del eje x (R; = 0).

M4és ain, el drea signada es positiva para 6 € (0, 7/2)U (7, 37/2). Cuando
el triangulo pasa a través de una configuracion colineal con area cero, el area
signada cambia de signo y también cambia la orientacién de los tres cuerpos.
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Por otro lado, para un dngulo 6 dado, de la ecuacién (3.23) podemos
ver que o rota la configuracién del triangulo con area fija cambiando las
distancias relativas y posiciones. Tenemos que

S; = senf(coscoa+ sencb), (3.38)
s, = cosf(—senoa+cosob), (3.39)

entonces, cuando 0 = 0 (0 = 7), §, estd en la direccién de a (-a) y, §, en la
direccién de b (-b). Mientras o crece, las tres particulas rotan manteniendo
un area constante.

Los tridngulos definidos por (0,0) y (0 + m,0) en nuestro espacio de
formas X estan en el mismo punto que en la esfera de formas S debido a
que se hace un cociente por rotaciones para construir la esfera de formas.
No obstante, utilizaremos el espacio X con esas configuraciones dadas por
dos puntos diferentes porque hemos intoducido explicitamente el cambio de
coordenadas que es un difeomorfismo, excepto cuando |R;| = |Ra.

3.2. Casos colineales

3.2.1. Las tres particulas estan en el eje y

Consideremos el caso colineal # = 0 (0o # =) en (3.38) y (3.39). En-
tonces s, = 0 y las tres particulas estan en el eje y. Los vectores a y b son
dos posiciones colineales independientes de las tres masas: §,(c = 0) = b
y, 8y(c = 7/2) = —a. Al incrementar o, las posiciones y las distancias
de las particulas cambian, hasta que dos de ellas pasan por colision doble.
Si denotamos mediante C) a la colisién doble entre las particulas ¢ y j ,
{i,4,k} — {1,2,3}, que significa que {4, j, k} son permutaciones ciclicas de
{1,2,3},habra colisién doble C} cuando s,, = Sy;» esto es, cuando o valga
o dada por

—senoy, a; + cos opb; = —senoy, a; + cos oyb;
0
b; —b;
tanoy = ——2 | 0=0,mr. (3.40)
a; — aj



Con el fin de encontrar los angulos de colisién doble y sus propiedades de
una manera simple, usamos la base dual [53].

Retomando las propiedades de dualidad de {a,b,c} y {Ma, Mb, Mc}
pueden expresarse por la ecuacién matricial

1 aq b1 C1 a; ag as 1 00
-M a9 bg Co b1 bg bg = 010 y (341)
K as b3 C3 C1 Cy C3 0 01
de donde obtenemos las ecuaciones
2+ = 1 k=123 (3.42)
mg
;G + bzbj + GC; = 0, Z,j = 1, 2, 3, 7 §£ j (343)
Mads atin, si tomamos el determinante de (3.41), tenemos que
A=la b o= p/m.
siendo ™m = m;mayms. Los vectores duales satisfacen
(bxc)  pe T
Ma = = by — b3, b3 — b1,b; — b
a X A (by — bg, b3 — b1, by — by)
= /m/m(by — b, bg — by,b; — bz)T;
axc €c
—Mb = ( A ) = MA (ag—ag,ag—al,al—ag)T
= m/m(ay — as, a3 — ay,a; — az)’ | (3.44)

entonces podemos calcular las diferencias b, — b; y a; — a; de ( 3.40) con

\/%(bz — bj) = Mmgag, (345)

—(ai —a;) = —myby, (3.46)

donde {i,j,k} — {1,2,3}. Los dngulos de colisién doble o, de ( 3.40) estan
dados por
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tan oy, = 5 0=0,7. (3.47)

k
Esta ecuacién sugiere escribir ar, = —ey sen oy y by = excosoy (0 ap =
er sen oy, v by = —epcosoy que en este caso los angulos de colisién seran

en o — o = 7 ), donde e son constantes positivas tales que aj + b2 = e2.

Una sustitucién similar, pero con una base particular de P se hace en [8]. Los
signos de ay y by definen en qué cuadrante estd oj. Por la ecuacién (3.11),
los factores e, deben estar en el elipsoide

2 2 2
“ °2 S 1, (3.48)
2u/my - 2u/mo  2p/mg
y se pueden calcular de las ecuaciones (3.42)
er = €. i ¥y : (3.49)
my

con {i,j,k} — {1,2,3} y €.

3.2.2. Las tres particulas estan sobre el eje z

Ahora, se establece la condicién colineal § = 7/2 (o 6 = 37/2), entonces
s, = 0, obtenemos los angulos de colisién doble o}, entre las particulas i y
J ({i,5,k} — {1,2,3}) cuando tanoj, = by/a, = — cot oy, esto es, ahora los
angulos de colisién doble estéan en oy + 7/2mod(w). Esté presente una fase
de 7/2 en el angulo o entre los dos casos colineales, Ry =0 0 Ry = 0.

De ahi que, una vez que tenemos los dos vectores a y b de la base de P en
términos de las masas, los angulos de colisién doble también estan definidos
en términos de las masas con la ecuacién (3.47). Ademds, de la ecuacién
(3.43), las diferencias de los angulos de colision doble satisfacen

mimese Ee
- = + =+
COS(Ul UQ) \/(m1 +m3)(m2 +m3) e,e, )
mims Ec
COS(Ul 03) \/(m1 + mg)(mg + m3) €,64 ’
maomsg Ee
— = =+ =+ .
COS(UZ 03) \/(m1 + mg)(ml + mg) €,6,
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Los signos dependen de los de ay y bi, k = 1, 2, 3, dados por las ecuaciones
(3.45) y (3.46). Las diferencias de los dngulos de colisién doble, no sus valores,

estan determinadas por las masas.

Para calcular el cuadrado de las distancias entre las particulas partimos

de la base dual

a = (a17a27a3) 5

b = (b17 b27 b3) )
y tomamos el vector c tal que
c"Mc =4
sabiendo que
c=¢€(1,1,1)
y
A = |abc]|

retomando (3.44) y desarrollando

%al\/[: ch :%[bx (1,1,1)],
LaM = € (hy — by by — by, by — by) |
i A
obteniendo
(bg — b3, bs — by, by — by) = = aM.
€chl
Analogamente
%bl\/[: Cza :%[(1,1,1) x a],
obteniendo A
(a3 — az, a1 — az,az — ay) = bM,
€clt
y reordenando tenemos
(ag — az, a3 — ay, a1 — az) = — A bM.
Eclt
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Retomando (3.13)

( S1z S3z ) _ ( « ﬁ
S1y S3y v 0

para asi calcular las distancias

Sz
Szy

a; a2 as
by by b3

Sz — S3z S3z — Slz Slz — S22z \ _ [ & 16 Gy — a3 aAz —a; aip — az
S2y — 83y S3y — S1y  S1y — S2y v 9 by —bs b3 —0by by — by
donde podemos utilizar ecuacion (3.50) y ecuacién (3.51)
Sox — 83z S3z — S1z Slz — S2z \ [ ¢ B A —bymy  —bamy  —bzms
- I
Soy — 83y  S3y — S1y  S1y — S2y v 0 Eclb a1my Q219 a3ni3

ahora, recordemos que 793 es la distancia que existe entre las particulas 2 y 3,
r13 la distancia que existe entre las particulas 1 y 3 y r15 entre las particulas
1y 2, por lo que se puede escribir

2 2 2
T'a3 (S22 — 331:)2 + (529 — 332/)2
2 _
ris | = | (832 — 512)" + (83 — 51)
2 2 2
1o (812 — S2z)” + (514 — S2y)

2 212 2.2 2 2 2
2 _ 212 2.2 2 2 2
Ty ¢ msb; mia; —m3asbs 2 (aff 4+ v0)

Definiendo - - )
— 2b2 2.2 _ .2 b
e m2b2 m2a? —miasb
3Y3 343 343Y3

y desarrollando mediante (3.13)obtenemos

a? + 92 R? sen’0 + R3 cos® o
[? + o = | Ricos’c+ Risen’c |, (3.52)
2(af 4+ 79) (R2 — R?)2senc cos o
T3, R? sen’c + R3 cos? o
r?, | =B | Rjcos’c + Rjsen’o (3.53)
r?, (R3 — R?)2senc cos o
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3 _
) _ m _ I fo=
Recordando que A = & = \/; Y €c = /L, donde ademés m = mymayms

y m = mq + mo + mg, podemos realizar la siguiente simplificacion

A pPm 11
eu  mpp® 2 p?
donde
1 m2b? mia? —miayby
B:E m3b: miai —m3axby | . (3.54)
2

21,2 2 2

Sustituyendo las componentes a; y b, obtenemos

T2, 1 my (mg +m3) [R? + R3 + (R3 — R?) cos 2(0 — 01)]

r?, | = ol B (my +m3) [R? + R3 + (R2 — R?) cos2(a — 03)] ,

r?, H ms (my +ms) [(R? + R2 + (R2 — R?) cos2(0 — 03)]
(3.55)

o las distancias en funcién de R y los dos angulos 6 y o como

3, R? my (mg + mg) [1 — cos2(o — 1) cos(26)]
iy | = oum | T2 (m1 +mg) [l —cos2(0 —oz) cos(26)] | . (3.56)
P FIEN g (my +mg) [1 — cos 2(o — o3) cos(20)]

Nuevamente, sélo las diferencias o — 0;, « = 1,2,3 y 0 caracterizan la forma
del triangulo. De las anteriores ecuaciones para las distancias, observamos
que una colisiéon doble Cj, tiene lugar cuando r;; = 0, {i,5,k} — {1,2,3},
esto es cuando § = 0,7 y o tiene un valor o mod (7), si las particulas estan
sobre el eje y, y también cuando 0 = 7/2,37/2 y o vale oy £ 7/2 mod (7),
en este caso las particulas estan sobre el eje x, como ya se habia analizado.

Los resultados anteriores son generales para cualquier base {a, b} de P,
que junto con c, forman una base ortonormal en R? y, satisfacen las condi-
ciones de ortonormalizacién (3.10) y (3.11) y para cualquier factor de norma
L.

Anteriormente hicimos notar que debe darse una condicién extra para
poder determinar completamente los vectores a y b. En [31] y [54], la condi-
cién es

bM2a’ =0,
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y en [51] y [53]la condicién adicional es

a-b=ab’ =0 (3.57)
donde el punto es el producto euclidiano habitual. Una vez que se escoge la
base, se fijan los angulos de colisién.

Como ejemplo, escojamos la condicién extra expresada en la ecuacién
(3.57), asi como la norma
w=/m/m, (3.58)
recordando que m = mimams y m = my + msq + ms.
Existen ntimeros reales z, y € R, tales que
Ma =z a + y Mec.
De donde

a=ye(M—a1)"t - M(1,1,1)"

recordando que €, esta dada por la expresién (3.12) y siempre que
M — z1| # 0.

En lo siguiente asumimos sin pérdida de generalidad, que las tres masas
satisfacen
mi > Mo > M3.

Con un procedimiento similar para b obtenemos las siguientes expresiones
para la base

my ma ms

a = yal ) (3.59)

b:yb(

My — Ty Mo — Ta M3 — Tg
mq mo ms

(3.60)

m1—$b7m2—fﬁb’m3—xb ’

donde ¥y, y ¥y, se obtienen de la condiciéon de norma dado por la ecuacién
(3.11), y los escogemos como nimeros positivos.
Sustituyendo la ecuacién (3.59) en

aMaT = 4,
o bien, sustituyendo la ecuacién (3.60) en

bMb™T = L.
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Ahora, tenemos

aMCT — ml m% mg — 0
my —x mo — I ms — T
esto es
m2(my — x)(m3 — x) + m3(my — z)(mz — x) + mi(my; — x)(my — x) 0
(my —x)(mg — z)(m3 — ) ’
mi(mams — mox — max + x°) + mi(myms — mix — max + 1°)+
+m3(mimg — myx — mpx + 2%) = 0,
miz? — my(mima + mims)x + mi(myimaoms) + max?+
—ma(mamy + mams)z + ma(mimems) + maz’+
—mg(mgmy + mgms)x + mz(mymemg) = 0,

que sumando y restando términos como

2(myma + mims + mams)x? — 2(mymy + myms + moms)z?
nos permite escribir en las expresiones

[(ml + mg + m3)2 — 2(mymg + myms + m2m3)} z°
asi como
—3mimamsx + 3mimeomsx

para obtener

— [(mq + ma + m3)(mymse + myms + mams) — 3mymaemg| x
y finalmente se consigue la expresion

[(ml + mg + m3)2 — 2(mymg + myms + m2m3)} 2+
— [(mq + ma 4+ mg)(mima + myms + mams) — 3mymaems| v+
+(m1 + mo + mg)(mlmgmg) =0 (361)
obtenemos una ecuacién cuadratica donde una raiz es x, y la otra x.
(m? — 2m)z? — (mim — 3m)x +mm =0, (3.62)
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siendo m = maoms + mgmy + mima, y

- (mm—3m)+ \/(;rE:; :3277;); — 4(m? — 2 m)mm (3.63)

Por otro lado, de la ecuacién (3.59), se puede observar que
mi > T, > M3,

o de la ecuacién (3.60) que

my > Ty > M3,

de otro modo las tres coordenadas a;, ¢ = 1,2, 3 tendrian el mismo signo, lo
mismo pasa con b;, 7 = 1,2, 3 y los vectores a y b no satisfacerian la condicién
de que el centro de masas esta fijo en el origen:

(a,c) = (b,c) = 0.

Por tltimo, dado que aMb™T = 0, tenemos que ash, < 0, que significa que
una de las soluciones de la ecuacién (3.62) es mayor que ms, mientras que la
otra es menor. Resumiendo, si escogemos z,, x;, como la mayor o menor de
las soluciones de la ecuacién (3.62), entonces son reales y deben satisfacer
que

my > Tg > Mo > Tp > M3,

Para el caso particular en que m; = 3, mo = 2, my = 1, los valores de x,, xp,

Ya Y Yp SOIL
T, = 2,32038, Yo = 0,0854449,

2 = 1,10819, yp = 0,0985189,

y la base resultante es
a = (0,37717,—-0,53340, —0,06471),
b = (0,15623,0,22094,—0,91057).

Estos valores para las masas y la base serdan utilizados en lo que resta de esta
seccion.
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Figura 3.3: Angulos de Colision doble en el plano P para 6§ = 0 y
my = 3, my = 2, mz3 = 1. La base estd dada por (3.59) y (3.60
a=(0,377172,—0,533402, —0,0647125), b = (0,15623, 0,220942, —0,910574
Las tres particulas estan colineales en el eje y en las posiciones s, =
—sen o a+cos o b. Por ejemplo §,(0) = b, §,(7/2) = —ays,(0;) ys, (0, £7)
son configuraciones de la colisién Cj.

):
).

Los angulos de doble colisién C; para 8 = 0, 7, que nos indica que las tres
particulas estan a lo largo del eje y, estan localizadas en

o = 5,10509,
oy = 1,17810,
o3 = 3,07064.

Podemos ver también que en o;+7, mod 27, tiene lugar una colisiéon doble
en C;, i =1,2,3. Se muestran dichos dngulos en la Figura 3.3

La figura 3.4 muestra a las tres masas en el sistema de ejes principales,
cuando R = 1, 0 = 0,4 estan fijas, y o estd incrementandose en 7 /4 partiendo
de cero. Las tres particulas rotan manteniendo un area signada constante.
En o y 0 + m, tienen la misma configuracion, pero reflejadas por el origen.

Por otra parte, en la Figura 3.5, dibujamos los tridangulos de tal manera
que my estd fija en la posicion anterior izquierda, ms en la posiciéon inferior
derecha y mg viaja por la curva cerrada mientras o cambia de cero a 7. Todos
estos tridnglos tienen la misma area.

En la figura 3.6 mostramos nuevamente los tres cuerpos cuando R = 1,
pero ahora o = 7/6 estd fijo y 6 se incrementa por /4 iniciando desde cero.
Las masas alternan de configuracién colineal a configuraciéon de area maxima,
con reflejos por los ejes © v y después de cada configuracion colineal, donde
ocurre un cambio de orientacion.

64



© D
@@ ©
© ©
© @

Figura 3.4: Posiciones de las tres masas en el sistema de ejes principales
cuando R=1,0=04,y 0 =0,7/4,7/2,3rw /4, 7,57 /4,3 /2, Tr /4. m; es el

punto mas grande, ms es el punto mas pequeno.

Figura 3.5: La masa m; estd fija en la posicion inferior izquierda, ms en la
posicién inferior derecha, y ms viaja alrededor de la curva cerrada, mientras
o cambia de cero a my 6 = 0,4. Todos estos tridngulos tienen la misma &rea.

© B8 €
© 8 8 .

Figura 3.6: Posiciones de los tres cuerpos en el sistema de ejes principales
cuando R=1,0 =7/6y 0 =0,7/4,7/2,3w/4, 7,57 /4,37 /2, 7w /4. my es el
punto mas grande, ms es el punto mas pequeno.

65



Observamos que las configuraciones de Euler E; (la j-ésima particula
estd entre la i-ésima y la k-ésima particulas, {i,j,k} — {1,2,3}) deben
ocurrir en valores particulares §; mod 7y 6 = 0, tales que 0; < §; < 0. De
hecho, una rotacién por oy puede darse tal que {a,b} — {a’,b’}, mientras
que la configuracién de Euler E; va a o = 0 en la nueva base: 5,(0) = b’ = Ej.
Generalmente, E; esta localizada en o = 0 en la esfera de formas S.

3.3. Hamiltoniano en coordenadas de Pina

Basandonos en las secciones anteriores buscamos encontrar las energias
cinética y potencial en términos de las variables R;, Ry, y ¢ en los ejes prin-
cipales del sistema. Asi tenemos que si

a’Mc = b"Mc = a’Mb = 0
donde a y b son los vectores de la base, tenemos que

s, = aa+ (b,

s, = ~va+odb. (3.64)

Se cumple
bMa’ =0,
y las siguientes ecuaciones nos proporcionan la normalizacién
aMa’ = bMb” = .

Vimos que «,(3, v y 0 estan relacionadas con las coordenadas Ry, Ry y o
mediante la ecuacién (2.30):

a Y\ (R O coso  sen o
v 46 ) 0 R —sen o coso
de donde identificamos
= Rycoso,

R5 sen o,

= —R; sen o,

o =2 @ L
Il

= Rjcoso.
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Como tendremos que obtener las velocidades s, y s, derivamos a a, 3, vy
0 con respecto al tiempo, obteniendo

Rycoso — Ry sen od
Ry sen 0 + Ry cosod

= —Ryseno— Rjcosoc

S 2 - O
|

= Rjcosc — Ry sen oo

que estan presentes en
s, =aa+ (b
Sy = Yya+ ob
La energia cinética en el sistema rotatorio de ejes principales, ecuaciéon
(2.13), es

1 2 .
T = 5 ijsj + w- ijSjXSj+
J J

1
—|—§wT]Iw, (3.65)

donde

_ <2 el
I = |1 E m;s; E m;s;s; | =
L J J

Ii 0 0
= 0 I 0
0 0 L+

es la matriz de inercia diagonal y, w es la velocidad angular en el sistema
rotatorio.

w=1vy| 0
1

del capitulo anterior sabemos que
u(a2+62+ﬁ2+52) =y [R1+R2+ (R%+R§)d2}
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y asi queda

g[Rl+RQ+(R§+Rg) 62].

Para el segundo término resulta

—2#R1R2d’¢

recordando la ecuacién (3.15), tenemos que el tercer término es

M .
K (R + R i,
con lo que la energia cinética es

. . . R24 R2.
- g { [R% + 2+ (R? + RY) c‘r2] - 2R1R2d¢+%¢2} . (3.66)
Con el objeto de reducir el nimero de parametros, consideraremos que
las masas m; y mq son iguales, asi que la energia potencial tiene la forma
V= —Gm (%+%+ml).

23 13 T12

(3.67)
donde 793, T3, 712 son las distancias encontradas en la ecuacién (3.55) o

(3.56).

La lagrangiana del sistema es L =T —V/,

. . . R24R2.
=" { 1+ 1+ (R + B) 0° — 2Rledw+Lw2} +

2 2
m m m
+Gmy (—3 + =4+ —1) : (3.68)
ez T3 Ti2
necesaria para calcular los momentos conjugados por medio de
oL
P = T 3.69
P= 5 (3.69)

que resulta en los momentos canénicos de Ry, Rs, 0 y ¥ como a continuacion
se escriben

Py = phy, (3.70)
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Py = R, (3.71)

P, —u [(Rf +RY) 6 — 2RlRQ¢] (3.72)

Py =y | (RS + R3) v — 2R Ra | (3.73)

Despejando las velocidades generalizadas y sustituyendo en H = T 4 V,
obtenemos

1 R? + R? R Ry

H=_—{P*+P}+(P2+P?) —2—2 4+ 4P,P,———

1 1 1

—Gmyms <— +—+ —) : (3.74)
Te3  T13 M2

donde n = mg3/my, s;; = 1;; es la distancia relativa entre m; y m;, i,j =

1,2,3, donde 7 # j, y i es el factor de norma

m mM1M9oMs3 n
/"L: _— = :ml _
V m my + my + mg 2+

Ahora, introducimos variables adimensionales y asi, obtenemos un hamil-
toniano adimensional y una reduccién en el niimero de parametros. Para esto,
tenemos dos casos:

i) El momento angular Py = 0.

Si H = E es una constante, y d es una longitud caracteristica del pro-
blema, sean R, = R;/d, II; = P; //Gumiyms/d, i = 1,2, y I, =
P, /| VGumimsd, « = 0,1, las distancias y momentos adimensionales,
respectivamente.

Sean rgj =r;;/d, i,j =1,2,3, i # j las distancias relativas adimensiona-

les. Definimos h = Ed/Gmymg para la energia, y 7 = t\/Gmims/ud?® para
el tiempo. En este caso, la funcion Hamiltoniana adimensional es:

1 R?+ Ry 11 1
H=3 H%+H§+H§ﬁ —(T+T+ ,):h. (3.75)
(Rl — Ry ) Tag Tz 7712

ii) El caso més general P, # 0. Podemos seleccionar el marco de ejes
principales tal que Py > 0. Para E, valor constante de la funcién hamil-
toniana, sean d = Pj/Gumims, R; = R;/d, 1; = Pd/P,, i = 1,2,

(2
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I, = P,/P,, 1I, =1, las distancias y momenta adimensionales, respectiva-
mente. La energia y el tiempo adimensionales son iguales a h = EPj /pmyms
y T = tP;/ud? respectivamente. Entonces, s6lo el producto EPU%, la ener-
gia por el cuadrado del momento angular, es el parametro importante. El
hamiltoniano adimensional resulta:

1 R? + Ry R\ R
H = I+ + (T +112) —2——2 + 41,1, ——2
2 { 1 2 ( P ) (R112 . R/22)2 P (R,12 _ R,22)2}

_<iﬁ_i+ 1>:h_ (3.76)

! / !
Tog T3 MNTo

En ambos casos hemos obtenido funciones hamiltonianas similares (3.75) y
(3.76); en el primero II, = 0 y en el segundo II, = 1. Con el objetivo de
simplificar la notacién, renombraremos a las variables adimensionales con sus
simbolos anteriores, con lo que (3.75) y (3.76) quedan:

1 R} + R} Ri R,
}J:—{ﬁ+ﬁ+G$Hﬂ—i—l44mg————}
2 (R} — R3)’ (R} — R3)’
11 1
_(_ﬁ__+ ):T+v:m (3.77)
23 T3 NT12

con h € R, n € RT y s6lo dos valores para el momento angular, P, = 0, 1.
Asumimos que h es negativa debido a que estamos interesados en érbitas
periodicas.
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Capitulo 4

Simetrias y Orbitas Periddicas

4.1. Meétodo General

Consideremos el sistema hamiltoniano

i=f(z), z€R" (4.1)

con n par, supongamos que éste admite una reflexion o involuciéon Iy, que
es un mapeo lineal de R™ que satisface I3 = 1 [41]. Esto implica que los
eigenvalores de Iy son +1 y —1.

Sean E, y E_ los eigenespacios de los valores propios de Iy, +1 y —1,
por lo que podemos representar cualquier x € R™ en la forma

r=xy+x_, (4.2)
donde zy € Ey y _ € E_. Aplicando I obtenemos

Iyx =04 —x_, (4.3)

con dim E, = dim E_ como veremos mas adelante. Tomemos al sistema (4.1)
calculando en el punto Iyx invirtiendo la direccion del tiempo

d (]O.Z')

T = 1 ). (14)

al ser Iy una transformacién lineal tenemos

d(Ipr) dr
d(—t) = —1—0% =f ([035)7
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que resulta
—Iof (z) = [ (Lox).

Decimos que el sistema (4.1) es reversible con respecto a Iy si

fllox) = —Iof (). (4.5)
Lo que quiere decir que el sistema es invariante bajo la transformacién
(t7 Q?) - (_ta [Ox)
La condicién (4.5) es equivalente a

P'ly = Iyp™" (4.6)
para el flujo del sistema (4.1)
De la ecuacién (4.6) podemos notar que con x = z(t) = ¢ (z (0)), Ipx(—t)
también es una solucién de nuestro sistema. Decimos que z(t) es una solucién
simétrica respecto a I si

x(t) = Ipx (—t). (4.7)
Ahora, utilicemos (4.1) de la siguiente manera [23]
OH
P = = J— 4.8

donde

=(50)

es la matriz antisimétrica de la formulacién simpléctica.

Sea y = Iyx, como Iy es lineal, identificamos a I con el Jacobiano de la
reflexién R, R = . En lo que sigue de esta seccion utilizaremos R, derivando
respecto al tiempo tenemos

y= Rzt
entonces, de la ecuacién (4.8)

= RJaH_(a:) _ RJRTaH(y(x))

Ox oy
usamos H(x) = H(y(z)), que es el hamiltoniano y éste es invariante bajo
reflexion.

Debido a la reversibilidad del sistema, y = Iyx obedece a las mismas
ecuaciones diferenciales (4.8), pero con t — —t,

(4.9)
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=) =J5= (4.10)

de donde surge

y comparando con la ecuacién (4.9) obtenemos el siguiente resultado, que es
la condicién antisimpléctica

RJRT = —J.

Y como es sabido, el producto de dos matrices antisimplécticas da una matriz
simpléctica, esto es, si Ry y Ry son antisimplécticas

RiJRT = —J = RyJR,T,

entonces obtenemos

RoR\JR\ TRy = —RyJRyT =,

asi que Ryl es simpléctica.
La condicion antisimpléctica implica que los paréntisis de Poisson de [yg;
e lyp; son
[logi, Topj] = —di;.
Ahora si

Iyg; = q¢; = [fo%,fopj] = —0;; = lopj = —p;j, (4.11)

y si
Iyg; = —q; = [[oq@'Jopj] = —0;; = lopj = pj, (4.12)

las ecuaciones (4.11) y (4.12) nos proporcionan la informacién de que una
reflexién sélo cambia el signo de una de las dos coordenadas que forma el
par candnico. Con esto, se muestra que en los sistemas Hamiltonianos la
multiplicidad de los autovalores +1 y -1 es la misma: dim £, = dim E_.
Consideremos ahora una transformacién canénica C' con Jacobiano, M
satisface la condicion simpléctica; el Jacobiano de una transformacién no
lineal C'Iy, esto es una reflexién no lineal, es antisimpléctica debido a que

MRJR"MT = —J.
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Podemos escribir cualquier transformacion canénica como el producto de una
reflexién lineal con una no lineal

C = (Clo) Io.

Si la transformacion candnica es el flujo del sistema en el tiempo ¢, la inva-
riancia bajo reflexion e inversion en el tiempo implica que

Inf =—floy= —f = Iyfl,

que puede escribirse de la siguiente forma
™t = L' I, (4.13)

y nos muestra que, al ser z (t) = ¢' (x (0)), Ipx (—t) también es una solucién
del sistema.

Ahora, como el sistema (4.1) es auténomo, el movimiento tiene lugar en
la hipersuperficie de energia constante Fj,, donde dim F), =n — 1.

Sea ¥ C FEj, una seccién de Poincaré, que escogemos tal que [ = X,
esto es, invariante bajo Iy, Iy es la transformacion lineal de reflexién, definida
al principio de esta seccién; donde dim ¥ = n—2. Sea x un punto en la seccién
de Poincaré 3, y sean Tx, T?z, ... las intersecciones sucesivas de la trayectoria
fase con X. T es el operador de evoluciéon temporal y es una transformacion
canonica. Aplicar T" a un punto xg en X significa integrar las ecuaciones de
Hamilton tomando al punto xy como condiciones iniciales, hasta encontrar el
siguiente punto de cruce con Y. Esto es, encontrar soluciones periddicas de
las ecuaciones diferenciales (4.1) es equivalente a determinar los puntos fijos
de la transformacién TV : ¥ — ¥, donde N € Z.

Introducimos un grupo discreto de transformaciones en ¥ [49].

Sean Iy e I, donde I} = T'ly, dos transformaciones de > en Y. Tenemos
que:

Iolo = 1. (4.14)

Debido a la reversibilidad de la ecuacién (4.14),

T '=I1,TI, (4.15)

O sea
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T = Io,. (4.16)

La transformacion candnica T puede escribirse como el producto de dos in-
voluciones:

T = I, 1, (4.17)

I; también es involucién puesto por definicién de que de I; y la ecuacion
(4.15) obtenemos

nLIL =TLTI,=TT ' =1. (4.18)

Ahora, en lo que sigue, consideraremos ¢, 7, k y [ nimeros enteros cua-
lesquiera.
Cuando T se factoriza en dos involuciones, definimos el mapeo I; por

I; =TIy, (4.19)
que, a la vez, es una involucién, considerando 77 = I,T7 I, tenemos
LI =T 1Ty =TT =1. (4.20)
Debido a que TY = I;1, aplicando I por la izquierda nos da
I, T7 = 111,

I, T9 =TI (4.21)

El conjunto de tansformaciones T, I;, es un grupo infinito discreto con
la representacién

T I = L4, (4.22)
LI, =T (4.23)
LTF =1; 4. (4.24)

Definimos un subconjunto I'; de > como el conjunto de puntos fijos bajo
I'={xeX|Lxz=uxa}. (4.25)
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A T'; la llamamos hipersuperficie de simetria. Una propiedad de las hipersu-
perficies de simetria es que éstas se mapean bajo T' o I en otras regiones de
simetria, lo que se expresa de la siguiente manera:

T'Ty, = Doryr, (4.26)

Ile = Fgl,k. (427)

Sea x € I'y, entonces [x = x, que también puede ser escrita como
LT~z = 2. Lo que, por la ecuacién (4.23), nos queda I,z = T I
que implica z = T'"*I_,x = TWF[,T'z, que se obtiene utilizando la
ecuacién (4.23). Aplicamos T' en ambos extremos de la tltima igualdad:
TP+, [Ty = T'z. En consecuencia Iy, Tz = T'x. Esto es T'x € T'y4y,. Por
lo tanto,

Dy C T'T. (4.28)

Por otro lado, sea x € 'y, entonces Iy px = x, lo que por la ecuacion
(4.22) queda I, T 'z = x, ast T""*IyT~'z = x. Aplicamos T~! en ambos
lados: T*IyT—'xz = Tz, lo que nos dice que 'z € I';,. Por lo tanto,

Ty C T'T. (4.29)

Con lo que queda demostrado (4.26); la demostracion de (4.20) es andloga.
De la ecuacién (4.26) vemos que 'y y I'; son las hipersuperficies funda-
mentales de simetria, ya que ellas generan todas las otras hipersuperficies de
simetria con la aplicacién de Poincaré T'. Por lo que las hipersuperficies de
simetria tienen la misma dimensiéon que 'y y 'y, que es la mitad de la di-
mension de X; recordando que n es un entero par debido a la ecuacién (4.11)

y (4.12),

)
dimfj:nT V jez.

La dimensién del conjunto I'; N I'; es cero, lo que se ve de lo siguiente:

dim ([; NT;) = dim T, + dim T; — dim 3. (4.30)

Este resultado implica que las hipersuperficies de simetria se intersectan
en puntos.

De la ecuacién (4.23) se sigue que un punto en la interseccién de dos
hipersuperficies de simetria I'; y I'; es un punto peridédico. Su periodo N
dividea | j — 1.
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Sea x € I'; NT; entonces [;I;x = x, que por la ecuacién (4.23) queda
T'='x = z, cuya implicacién es que x es un punto de periodo | j —i | o un
divisor.

4.2. El caso de tres grados de libertad

En lo que sigue nos restringimos a tres grados de libertad, esto es, al
caso donde el espacio fase €2 es de dimension 6, la hipersuperficie de energia
constante Ej es de dimensién 5 y, la seccién de Poincaré ¥ de dimension 4.
Es importante escoger la seccién transversal 3. tal que sea invariante bajo la
transformacion I del sistema reversible. El conjunto fundamental de simetria
Iy es

lo={zeX|z_=0}, (4.31)

y su dimension es 2. Este conjunto puede ser dibujado en el plano con cierta
facilidad.

Si mapeamos I'y con T obtenemos I'y, también de dimensién 2, pero éste
no puede ser dibujado debido a que esta en ¥ y dim» = 4. No obstante,
s6lo nos interesa calcular I'y N ['y para encontrar las érbitas periddicas, este
conjunto son puntos en ..

Sea z € ¥ C Ej,.Como escogemos Y invariante bajo Iy, podemos tomar
la seccién transversal en zg = 0, suponiendo que zg tiene el valor propio de -1
bajo Iy, ésto sin pérdida de generalidad. Si z5 es su par candnico, lo podemos
despejar de la ecuacion de la energia y tiene el valor propio de +1 bajo Ij.
Permanecen cuatro variables para los puntos en ¥ y suponemos, sin perder
generalidad, que para z € X

Ipz = : (4.32)

donde (z1,23) v (22,24) son pares de coordenadas candnicas. La ecuacién
(4.32) tiene sustento en las ecuaciones (4.11) y (4.12). Construimos los si-
guientes conjuntos U; y Us de dimension 3

U12{2’62|23:O}
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Up=1{2€% |2 =0} (4.33)

Vemos que su interseccion U; N Us = I, y se verifica que

como debe ser.

Esta es la regién de simetria 'y, también podemos ver esto ya que z_ = 0
para z € U; N U,. Calculamos numéricamente I'ys = TT'y que por el teorema
de Lioville deberd tener la misma dimensién o volumen que I'y. Debido a la
dificultad para graficarla, graficamos la preimagen de I's NU; y la de 'y NUs,
las que nombramos Vi y V5 respectivamente. Esto es

Vh-:{ZEFU]TizeUl}

Voi={z €l | T2 € Us}. (4.34)

Estos dos conjuntos tienen dimensién 1. Si z € Vi; N Vo = Tz € U; N Uy,
donde U; NUy = I'y. De la propiedad T'T, = 'y, obtenemos Tz € I'y; =
Tz € Ty NTy. Esto nos conduce a Vi; NV C Ty; N Ty, con i € Z \ {0},
y esto es un conjunto de érbitas periddicas simétricas de periodo |2i] o un
divisor. Si tomamos ¢ = 1, entonces z es una Orbita periddica de periodo 2 o
1.

4.3. Aplicacién al Problema Plano de Tres
Cuerpos

Retomamos al hamiltoniano (3.77) en el sistema rotatorio:

1 R} + R} RiR
H:-{ﬁ+@+@ﬁﬁﬂ—%—%ﬂ%&ﬂﬁ§%ﬁ}
2 (Ri — R3) (Ri — R3)
11 1
—(—w~—+ ):T+V:h, (4.35)
o3 T3 MT12

Donde P sélo toma los valores 0 y 1. Escribimos las ecuaciones de Hamilton:
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obteniendo

Rl — P17
RZ - P27
(R + R3) Py + 2R Ry P,
(R} — R3)

2 2
5= (Ri+R3) P, + 2§1R2P¢’ (4.36)
(R? — R3)
Ry (B3R5 + R}) (P} + P2) + 2R, 3R} + R3) P,P, 9V
(R} - R3)’ ORy’

Y=

I

P =

b Ry (3R} 4+ R3) (P} + P2) + 2R, (3R} + RY) PyP, OV
2 (R — R3)’ R,

P, =0,

oV
0o’

1 1 1
e (Ll
To3  T13  MT12

P, =

con

R?sen’c + R%cos’ o
1/1 1 1 ! 2
G LI [ Rery v BUEy
x T93 T13 MT12 z (R2 — R?)sen*20

Las ecuaciones de movimiento (4.36) forman un sistema del tipo (4.1) con
n = 6 del que podemos obtener simetrias bajo transformaciones de involu-
cién.
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R2 RQ RQ _R2
o o o o
°1 P, P e -P |’
Py —P, P, Py
PO’ _Po' Po' _PCT
Py Py Py Py
Ry —Ry Ry Ry
R2 _RQ RQ R2
o o o o
I P _ (0 I (A (0
I A~ Py i e P
P, P, P, —-P
Py -F, Py —F;
Py —Py Py —by

Como se vi6 en (4.11) y (4.12), asi como en (4.32) de (4.2)s6lo uno del par
candnico cambia de signo bajo [y. Las ecuaciones de movimiento son inva-
riantes bajo [y, si t— —t. Como escogemos R; > 0 en t = 0, en el sistema
rotatorio, escogemos la simetria:

R Ry
R, —Ry
o o
Iy p = —p | (4.38)
P P,
PO' _Pa

El espacio de configuraciéon es

Q={(Ri,Rs,0) eR* x S" | r;; #0, i £ j}, (4.39)
y el espacio fase es
Q:{SL’:(Rl,RQ,O’,PbPQ,Pg)‘IEQX R3}, (440)

donde dim ) = 6. H es autéonomo, lo que implica que el movimiento tiene
lugar en la hipersuperficie de energia constante de dimensién 5, entonces
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podemos encontrar a P, de H (x) = const. Escogemos P, > 0 para la condi-
cién inicial

E,={x€ Q| H(x)=h=const.},
de (3.77) obtenemos

(P2 + P2) (R} + R3) + 4Py P, R1 Ry
(R} — R3)?

Py=,|2(h—V)— | P2+ (4.41)

Con esta simetria definimos nuestra seccion de Poincaré ¥ de dimension
4 tal que [pX = X, por lo que escogemos Ry = 0. Esta eleccién toma la
configuracion de condiciones iniciales en la que las particulas estéan colineales
a lo largo del eje y. Nos hemos quedado sélo con cuatro cooordenadas inde-
pendientes x = (Ry, 0, P, P,) en ¥:

S ={z € Ey | Ry =0}. (4.42)

A continuacién definimos dos subconjuntos de ¥ también invariantes bajo
]02

U = {zex|P =0}, (4.43)
S = {zex|P,=0}, (4.44)

donde dimU = dim S = 3. Asi mismo, vemos que se cumple Io)U = U e
I()S - S

Sea I'y = UN S y, como vimos en la seccién anterior, dim (U NS) =
dimI'y = 2. Esta region de simetria I'y es el conjunto de puntos fijos bajo
Iy. Si mapeamos esta regién de simetria con T, 'y = TT también tiene
dimensién 2 pues T' conserva el volumen.

Observamos que dim [(TTg) N U] = dim [(TT) N S] = 1, esto es son cur-
vas en general. Entonces, hemos construido dos curvas en TTy = I'y, cuyas
intersecciones I'oNI'y son d6rbitas periddicas, su preimagen esta en I'g y puede
graficarse en el plano.

La preimagen consiste en las dos lineas de simetria

v = {xely|TxeU},
= {zely|Txe S},
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en I'y. Entonces Vx € v N ¢, vy por la definicion de estos conjuntos x € Iy,
por la misma razéon Tx € U asi como Tx € S = Tx € UNS, lo que
nos conduce a que Tx € I'y. Como Tz € I'y NIy, entonces x es un punto
periédico con periodo | 2—0 | o un divisor, lo que implica que z es una 6rbita
de periodo 1 o 2.

También podemos definir las lineas

vi={zely|T'zecU,icl} (4.45)

g={rely|T'zeS,jeL}. (4.46)

SizecvnNg=TzcUNS, UNS =Ty, de la propiedad T'T';, = Ty
tenemos que Tz € T'y; = T'x € I'y; N Ty. Lo que nos lleva a v; Ng C
9N, con i € Z\ {0}, es decir, tendremos un conjunto de érbitas periddicas
simétricas con periodo | 2i | o un divisor.
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Capitulo 5

Obtencion numeérica de orbitas

5.1. Resultados numéricos

El problema Plano de Tres Cuerpos en el sistema rotatorio tiene tres
grados de libertad, asi mismo vimos que I'y esté ubicado en el plano (o, R;)
cuando ¥ se elige como en (4.42), para asi calcular y dibujar los puntos que
terminen en (TTy) NU y (TTy) N S. Tomaremos condiciones iniciales en el
plano (o, Ry) que estan en I'y. De esta manera obtenemos v N¢ en Iy, y
asi encontrar mas érbitas periddicas, estables e inestables, en un vasto rango
de condiciones iniciales.

Para este fin, hicimos un programa computacional que barriese toda la
region de simetria para encontrar las lineas de simetria v y ¢, asi como los
puntos en los que se intersectaban. Para facilitar esta tarea hicimos uso del
método de integracion Runge- Kutta Fehlberg de o6rdenes 7 y 8, dentro de
una subrutina desarrollada por Jaume Llibre y su grupo de la Universidad
Auténoma de Barcelona.

El problema aqui tratado tiene dos masas iguales, m; = ms. Cuando
Ry =0, I, =0 y los cuerpos estan en una posicion colineal en el eje y, como
podremos observar en las figuras de las orbitas periddicas donde se muestran
a los cuerpos en sus posiciones iniciales.
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5.2. Calculo de las regiones de simetria [’y

Elegimos la simetria

Ry Ry
Ry —R,
o g
IO Pl - _P1 )
Py Py
PO' _Pa

con la seccién transversal ¥ dada en (4.42), con Ry = 0.

Para calcular las regiones de simetria tomamos las condiciones iniciales
xr €y C 2, tal que P, = P, = 0. De aqui en adelante usamos el momento
angular distinto de cero, i.e., Py, = 1. Por otro lado, P§ > 0 en la ecuacién de
la energfa (3.77), en la frontera de la regién de simetria tenemos que Pp = 0.

La frontera esta definida por

H(Rl,RQIO,O',Pl :O,PQIO,PUZO,Pw>:h,

esto es )

p
h_2—R2+V(R1,R2:0,0‘), (51)

donde P, =0, 1

1 1 1
V(Rl,RQIO,O'>:— <—+—+—)

Te3  T13 M2

es la energfa potencial, n = ms/m; y las distancias estan dadas en la ecuacién
(3.55), pero con Ry =0

1
ros = |Ral | — L (1= cos2 (0 — 1)), (5.2)
2/n(2+n)
1
rg = 1|\/ il (1 —cos2 (o0 —09)), (5.3)
2/n(2+n)

re = \Rl\\/1/$(l—cos2(0—03), (5.4)
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donde los angulos de colisiéon doble oy, o5 v 03 estan dados por la ecuacién
(3.47).
De donde

1 1 1 1
V(Ri, Ry = 0,0) = ——  — 4+ —
(. Iy o) |Ry | (7”23+7“13+777“12> ’

siendo

_ 23
T3 = 157

|Ry|’

Fla — 713
13 = 57
|Ry|
_ 12
T2 = 157

| R

y recordemos del capitulo 2 que n = mg/m;.
Podemos tener un potencial que sélo dependa de o si

V(a):|Rl|V(Rl,R2=o,a):—(_+i+ ! ) |

Reescribiendo la ecuacién (5.1), tenemos

y P V()
C2RY Ry
Ordenando
_ P?
hR? —V(0)Ry — 7“’ =0

lo que nos permite obtener la solucién

V(o) £V (0)" +2hP
LT 2h

R , (5.5)

Las distancias relativas 7;; como funcién de o estan graficadas en la figura
(5.1). El intervalo ¢ € (m,27) no da nueva informacién pues sélo significa
una permutacion no ciclica de la aqui presentada.
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1.2 1

1

L23
0.8
0.6
T3

0.4
0.2 Oy 7(/2 o1

0.5 1 1.5 2 2.5 3

Figura 5.1: Distancias relativas entre los tres cuerpos, cuando Ry = 0 (con-
figuracion colineal en el eje y), como funcién de o. Cuando 0 = oy =

tan™! \/1+42/n, m; y ms chocan, y en oy = 7 — 09, may y mg3 estdn en
colision.

La energia potencial V (o) vs. o, para el caso expuesto en la figura (5.1),
esto esn =10, Ry =0y R; = 1, se muestra en la figura (5.2). Como es de
esperar el potencial es singular en o1, 09 y 03.

\Y

0.5 1 1.5 2 2.5 3

-10
Figura 5.2: Energia potencial vs. o, para n = 10, Ry = 0.

La ecuacién (5.5) define la frontera de la region de simetria I'g. Podemos
observar que esta regién depende del valor de la energia, que es un parametro
de bifurcacion. A medida que el valor de la energia varie también cambia el
nimero de regiones conexas de simetria de condiciones iniciales posibles,
como podremos ver en las siguientes figuras.

La frontera superior esta dada por
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Rsup —
1 2h )
y la inferior por
V(o) +4/V(0)? +2hP}
Rinf —
! 2h
R1 Rl
5 i i i 5 i i
] ] U ] ]
] ] | ] ]
4 | | | 4 | |
: : : : :
3 : : : 3 : :
] ] ] ] ]
I I I I I
2 LT ! 2 : I
] ] ] ] ]
1 | | | 1 | | |
| | | I, I3 |
0.5 1 1.5 2 2.5 3 ° 0.5 1 1.5 2 2.5 3 °
(a) (b)
Ry
2 i
1.75 X
1.5 |
1.25 i
l |
0.75 '
0.5 i
0.25K_ ITi
]
0.5 1 ¢

Figura 5.3: a) Para = 10, cuando la energia es igual a —1 tenemos una
regién a lo largo de 0. b) Cuando la energia es igual a —4,6036, aparece
la primera bifurcacién y divide la regién en dos. ¢) Cuando la energia es
igual a —5,2061, ocurre la segunda bifurcacion y la region se divide en cuatro
subregiones. Las lineas punteadas muestran las colisiones dobles. Cuando
aparecen los numeros romanos indican las regiones o subregiones con las
condiciones iniciales posibles en que se encuentran divididas en cada caso.
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De aqui hasta lo que resta del capitulo, tomaremos el valor P, distinto
de cero, por facilidad tomaremos Py = 1.
Para que dé inicio una bifurcacién, las dos fronteras se unen

Riup — Rilnf ’
para que esto suceda, el discriminante debe ser cero.
V(o)?+2h = 0.
Encontramos las raices og de la ecuacién

dV (o)
do

‘Uo =0,
una vez hecho esto calculamos los valores de h = F, tales que satisfagan
V(oe)? +2E =0,

que son los valores de la energia que presentaremos en adelante.

Hay tres casos cualitativamente diferentes.

I. my =my <mgyn>1 Enlafigura (5.3) exponemos el caso en el que
n = 10. Cuando la energia es negativa y mayor que —4,6036, solo existe una
region que contiene todas las posibles condiciones iniciales, esto se muestra
en la figura (5.3a), que para ella usamos F = —1.

Cuando la energia alcanza E = —4,6036, se presenta la primera bifur-
cacion, ésta divide en dos la region, lo que puede observarse en la figura
(5.3b).

Cuando la energia llega al valor de —5,2061, acaece la segunda bifurcacién
donde tenemos cuatro regiones, mostradas en la figura (5.3c).

En general, para n > 1, esto es la masa del cuerpo 3 mayor que las otras,
las regiones van de una a dos y, finalmente, a cuatro.

Sin > 1= 1regiéon — 2 regiones — 4 regiones a medida que decrece la
energia.

II. m;y = mos = m3 y n = 1. El caso siguiente sucede para tres masas
iguales, esto es n = 1.

Cuando la energia es negativa y mayor que —10,8253, existe una sola
regién que contiene las condiciones iniciales posibles, lo que se muestra en la
figura (5.4a) para £ = —1. Cuando la energia alcanza el valor de —10,8253,
surge la bifurcacién que divide a la regién en cuatro, esto puede verse en la
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W

Figura 5.4: a) n = 1, cuando la energia es igual a —1 y tenemos sélo una
regiéon. b) Cuando la energia tiene el valor —10,8253, aparece la bifurcacién
y la region se divide en cuatro subregiones. Aqui, los niimeros romanos nos
indican las regiones o subregiones conexas de las posibles condiciones iniciales
en que se divide cada caso.

figura (5.4b). En general, para masas iguales, n = 1 , las regiones de simetria
pasan de ser una a cuatro al disminuir la energia.

Al decrecer la energia tenemos:

Sin=1=1regiéon — 4 regiones.

II1. my = my > m3 y n < 1. El tltimo caso pasa cuando la masa diferente
es menor que las otras, esto es, n < 1.

Como ejemplo ver figura (5.5), tomemos 1 = 0,1.

Cuando la energia es negativa y mayor que —210,6680, la region de
simetria es conexa, lo que puede observarse en la figura (5.5a) para £ = —1.
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0.25
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Figura 5.5: a) n = 0,1, cuando la energia es igual a —1 tenemos s6lo una
region. b) Cuando la energia es igual a —210,6680 tenemos tres subregiones.
¢) Cuando la energia es igual a —224,5460 nos encontramos cuatro subre-
giones. Nuevamente los niimeros romanos nos indican las regiones o subre-
giones conexas de las posibles condiciones iniciales en que se divide cada
caso.

Al alcanzar la energia el valor de —210,6680, viene la primera bifur-
cacion que divide en tres subregiones a la original, como se muestra en la
figura(5.5b).

Cuando la energia toma el valor de —224,5460, se presenta la segunda
bifuracacién dejando, ahora, cuatro subregiones, mostradas en la figura(5.5c¢).

Para n menor que uno, la masa diferente es menor que las otras. Las regién
de simetria [y va de uno a tres y finalmente a cuatro regiones disconexas.

Esto es, al decrecer la energia
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Sin < 1= 1regién— 3 regiones— 4 regiones disconexas.

Recapitulando, si la energia es negativa y decrece tenemos:

Sin > 1= 1regién — 2 regiones— 4 regiones ,

Sin=1= 1 region— 4 regiones,

Sin < 1= 1regién— 3 regiones— 4 regiones.

En lo que sigue, mostraremos algunos resultados numéricos para tres casos
particulares, en los que tomamos £ = -1y Py = 1.

El primer caso es para n = 10, esto es, la masa diferente mayor que las
demas; el segundo caso es cuando las tres masas son iguales, esto es n = 1;
el tercer y ultimo caso n = 0,1, las masas iguales son diez veces mayores
que la distinta. Nuestro interés es mostrar algunas orbitas periddicas que se
encuentran al tomar los puntos de intersecciéon como condiciones iniciales.
La primera regién de simetria, I'y, a observar es la que mostramos en la

Figura 5.6: Los conjuntos invariantes v y ¢ para el caso n = 10 con £ = —1.
Hay tres puntos sobresalientes de interseccién marcados como pq, po v ps.

figura (5.6), para n = 10. Como puede verse en la figura, marcamos tres
puntos como pq, pa, p3, siendo p; = (0, Ry;), donde i = 1,2,3, tenemos que
p = (0,6200,2,9300), p» = (2,1110,2,9300) v p3 = (1,3450,3,0550), son
puntos en los que se presentan intersecciones de v y .

Tomando estos puntos como condiciones iniciales, encontramos las érbitas
que se muestran en la figura (5.7). Notemos que, al estar p; en o = (0, 09),
los cuerpos estan ordenados ms — mq; — mg, como se previdé en el primer
capitulo.

Se muestra, la érbita presentada en la figura (5.7¢) en el sistema sideral
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0.4 0.2 ﬁ 0.2 0.4 2
3

-2.5tm

Figura 5.7: Cuando n = 10 y F = —1, los puntos marcados como p1, ps ¥ pP3
son tres puntos sobresalientes de interseccién de la figura 5.6. a) La drbita
periédica producida por p;. m; esté orbitando ms, ambas masas se mueven en
el sentido de las manecillas del reloj, y mo comienza su movimiento hacia la
izquierda. b) La 6rbita generada por la condicién inicial py. my se encuentra
orbitando ms, ambas masas se mueven en el sentido de las manecillas del
reloj, my comienza sus movimientos hacia la derecha. ¢) La drbita de la
condicién inicial ps. ms se mueve en un primer circulo en el sentido de las
manecillas del reloj, luego en el segundo ciclo en el sentido contrario de las
manecillas del reloj, ms y m;, ambas se mueven en el sentido de las manecillas
del reloj.

en la figura (5.8). La misma drbita periédica vista sobre el espacio de formas
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Figura 5.8: La drbita presentada en la figura (5.7¢) en el sistema sideral.

X estd en la figura (5.9)

Figura 5.9: La drbita de la figura (5.7¢) en el espacio de formas X. Los valores
sonn =10, F = —1y p3 es el punto de interseccion de la figura (5.6), donde
msy se mueve en el primer circulo en sentido de las manecillas del reloj, luego
en el segundo circulo en sentido contrario a las manecillas del reloj, msz y myq,
ambas se mueven en el sentido de las manecillas del reloj.
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Figura 5.10: a) Caso en que n = 1 con £ = —1, y P, = 1, Ry vs. 0. b)
Regién donde o € [0,7/3], donde py, pa y p3, son puntos de interseccién que
nos proporcionaran érbitas periodicas.

La segunda regién de simetria que observamos en la figura (5.10) es para
el caso n = 1, las tres masas iguales. Debido a la simetria de esta region,
ésta se repite en los intervalos (0,7/3), (7/3,27/3) y (27/3, 7). Por es-
ta razon, estudiaremos el intervalo o € (0,7/3), que es la que se mues-
tra en la figura (5.10b). También marcamos tres puntos, p; = (0, Ry;):
p1 = (0,0216, 3,3000) , p» = (0,2610, 2,3200) y ps = (0,4240, 2,1650). Al tomar
estos puntos como condiciones iniciales, generamos las orbitas peridédicas de
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la figura (5.11).

0.75-0.5-0.25

£.75-0.5-0.25 0.25 0.5 0.7%

Figura 5.11: a) Orbitas que se generan a partir de las condiciones iniciales
p1 de la figura (5.10). ms, my y msy se mueven en el sentido contrario a las
manecillas del reloj. b) Orbita generada por las condiciones iniciales py. Este
caso es similar al anterior. ¢) Orbita que se genera a partir de las condiciones
iniciales p3. m3 y my tienen la misma érbita, y se mueven en el sentido de
las manecillas del reloj, my se mueve a la izquierda.

Debido a que tomamos el primer tercio de I'g, o € (0,0¢), el orden que
tienen las masas es m3 — m; — my ascendiendo en el eje vertical.

Para finalizar esta parte, tenemos el tercer caso n = 0,1. En la figura
(5.12) mostramos la regién de simetria con los puntos p; = (04, Ry;): p1 =
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Figura 5.12: Cuando n = 0,1 se encuentran dos puntos muy claros de inter-
seccion, py v po, en la region simétrica.

(0,1068,71,8900) y pa = (3,0687,104,6667), cuando E = —1.

e S —— rst-
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Figura 5.13: a) Orbita que se genera por las condiciones iniciales p; de la
figura (5.12). m3 se mueve a la izquierda, m; y ms tienen drbitas muy pare-
cidas y su movimiento es en el sentido contrario a las manecillas del reloj.
b)()rbita generada por las condiciones iniciales p, como en la figura anterior,
my y mse tienen érbitas muy parecidas, pero se mueven en el sentido de las
manecillas del reloj, y ms se mueve a la izquierda.

En la figura (5.13) vemos las érbitas periédicas generadas por estos pun-
tos. Al estar p; en o = (0,09), el orden de los cuerpos es m3 — m; — mo,

asi como al encontrarse py en o = (71 — 0, m) el orden es m; — my — m3.
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5.3. Familias de d6rbitas periddicas

Cuando cambiamos los valores de algunos parametros, tales como la e-
nergia F o las masas 7, encontramos familias de 6rbitas peridédicas.

A modo de ejemplo, fijaremos E = —1. El parametro que sufrira varia-
ciones serd n = mg/m;.

En la figura (5.14) mostramos las regiones de simetria y los puntos de
interseccién para los valoresn = 0,1, 7 = 0,111y n = 0,125, respectivamente.

Las familias Fg, donde y i = 1,2, y n = mg/mq, estan formadas por
orbitas periddicas con el mismo comportamiento al variar el parametro 7.
Los puntos de condiciones iniciales de orbitas peridédicas que pertenecen a
la familia Fnl son pi, = (0,1068,71,8900), pig = (0,1291,52,4167), p1, =
(0,1552,37,0473), que estan ubicados en el lado izquierdo de las regiones
mostradas en la figura (5.14).

En cuanto a la familia Fn2 , los puntos de condiciones iniciales que
dan origen a sus érbitas periddicas son po, = (3,0686,104,6667), pos =
(3,0578,80,1314), pay = (3,0473,62,0000), ubicados en la parte derecha de
sus respectivas I'y.

En lo que sigue fijamos al parametro n = 0,1, esto es fijamos las masas.
Ahora variaremos el parametro E que tendra los valores £ = —1, F = —10
y B = —15.

Las regiones de simetria y puntos de condiciones iniciales se presentan
en la figura (5.15). Las familias F},, donde i = 1,2 y F es la energfa estdn
formadas por orbitas con el mismo comportamiento al variar el parametro
E. Los puntos de condiciones iniciales de érbitas periddicas pertenecientes
a la familia Fj, son p1, = (0,1068,71,8900), pi1s = (0,1758,4,4100) y p1, =
(0,2087,2,4958), ubicadas en el lado izquierdo de las regiones de simetria de
la figura (5.15).

En el lado derecho de las regiones arriba mencionadas encontramos a los
puntos de las condiciones iniciales que pertenecen a la familia F2, éstos son
P2a = (3,0686,104,6667), pas = (3,0853,13,5433) y pa, = (3,0952,10,8350).

Una érbita que pertenece a la familia F}, es la que se genera cuando la
energfa E tiene un valor de —25, el punto estd en (0.2932153143350473,
1.08) y se muestra en la figura (5.16a), muy similar a la érbita mostrada en la
figura (5.13a). Ahora podemos apreciar la misma 6rbita en el sistema sideral
en la figura (5.16b), la masa m3 dando vueltas a las masas ms y m; en lo
que parece una region densa en el centro.

Esto hace necesario presentar la figura (5.17), donde la figura (5.17a)
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Figura 5.14: a) Mantenemos fijo el valor de E = —1, y comenzamos anali-
zando el valor del pardametro n = 0,1 para encontrar las érbitas peridédicas
que pertenecen a las familias Fnl y Fnz,donde el subindice 7 indica que el
parametro que varia es el valor de = mg/my, aqui tenemos los puntos
de condiciones iniciales p14 y pao. b) El pardmetro siguiente es n = 0,111,
aqui tenemos los puntos de condiciones iniciales p1s y pag. ¢) El pardmetro
que continua es n = 0,125, aqui tenemos los siguientes puntos de condiciones
iniciales piy ¥ pay.

muestra la trayectoria de m; y la figura (5.17b) la de my. Obviamente, no
colisionan su coreografia es la de girar una alrededor de la otra en su momento
inicial my debajo de my como se muestra en la figura (5.18). Este es un buen
ejemplo del comportamiento de los miembros de la familia F1,.

La familia F% se comporta de manera similar, sélo cambia la posicién
inicial de ms.
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Figura 5.15: a) Mantenemos fijo el valor de n = 0,1, comenzamos con el
pardmetro ' = —1 para encontrar las familias de las érbitas periddicas F'2
y F%, aqui se encuentran los puntos de condiciones iniciales pio y paa- D)
Ahora movemos el parametro a el valor £ = —10, y tenemos los puntos de
condiciones iniciales p13 y pas. ¢) Ahora el pardmetro toma el valor £ = —15,
aqui tenemos los puntos de condiciones iniciales pi, y pa.

En esta figura (5.19)tenemos los puntos que forman parte de F'}, en lo
que serfa parte de la curva con valores inferiores en R y o. El origen de F}
estd muy cercano al valor de la energia E=-55, por eso la concentracion de
puntos en esa vecindad. F3 son los puntos que formarfan parte de la curva
con los valores superiores de R; y o, el origen de F3 no esta cercano a E=-55,
sigue existiendo en energias menores.

A continuacién presentamos dos tablas. La primera tiene puntos de la
familia F}, la segunda, de la familia F2. Tomamos los puntos de £ = —55
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Figura 5.16: a) Orbita periddica generada por la condicién inicial E=-
25,R1=0.2932153143350473 y o =1.08 b) La misma érbita en el sistema
sideral.
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Figura 5.17: a) Trayectoria de m; en el sistema sideral b) Trayectoria de my
en el sistema sideral.

hasta £ = —10, los valores con energia superior a la ultima hacen perder
detalle, y graficamos estos puntos en la figura (5.19)
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Figura 5.18: En esta imagen se muestran las posiciones iniciales de las masas
my y me, de la figura (5.17), en el sistema sideral sobre sus trayectorias.

Figura 5.19: Puntos que pertenecen a las familias F, y Fa. Fj contiene los
puntos con valores inferiores de R; y o, F2 contiene los puntos con valores
superiores de Ry y o.

[ [ Tabla de Familia F} | |
E R’ o |

-1 | 0.106760000000000 71.89000000000000
-10 | 0.1757950000000000 4.410000000000000
-15 | 0.2086600000000000 2.495830000000000
-20 | 0.2513274122871833 1.560000000000000
-25 | 0.2932153143350473 1.080000000000000
-30 | 0.3246312408109453 0.833333333333333
-35 | 0.4084070449666732 0.5700000000000000
-40 | 0.4084070449666732 0.525252525252525
-45 | 0.5026548245743671 0 .39000000000000
-50 | 0.565486677646163 0:305000000000000
-52 | 0.6178465552059930 0.280000000000000
-53 | 0.6492624817418909 0.256666666666667
-54 | 0.7016223593017209 0.240000000000000
-55 | 0.7330382858376189 0.22166666666666




| Tabla de Familia F, |

E R Lo |
-1 [ 3.090000000000000 104.6600000000000
-10 | 3.085300000000000 13.54330000000000
-15 | 3.095200000000000 10.83500000000000
220 | 3.078760800517978 6.060000000000000
225 | 3.099704751541910 7.406666666666666
230 | 3.089232776000000 4.854166667000000
-35 | 3.110176727053875 6.247500000000000
~40 | 3.102322745000000 4.747603833000001
~45 | 3.099704751541310 4.250000000000000
-50 | 3.102322745000010 3.527833333300000
“52 | 3.110176727053875 4.680000000000000
-53 | 3.110176727053875 4.638333333000000
“54 | 3.110176727053875 4.638333333000000
-55 | 3.110176727053875 4.493250000000000
5.4. Explicacion final de Ilos
numéricos

resultados

Para el caso general, donde intervienen n grados de libertad, obten-
dremos regiones de simetria de dimensiones 3, 4,...; esto dificulta los calculos
numéricos.

En el caso de 4 grados de libertad, la region de simetria I'y es tridimen-
sional, por lo que tendriamos que construir tres conjuntos u,v y w, cada uno
de dimensién 2 cuyas intersecciones son lineas, y las intersecciones triples son
orbitas periddicas, mismas que son excepcionales.
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Conclusiones

En el capitulo 2 explicamos las coordenadas simétricas o de Pina y sus
propiedades. A partir de éstas en el capitulo 3 nos enfocamos a su aplicacién
al problema plano de tres cuerpos. En el capitulo 4 se desarrolld la extension
del método de lineas de simetria planteado por de Vogelaere, planteado para
dos grados de libertad, al de regiones de simetria con tres grados de libertad;
definimos una seccion de Poincaré 4-dimensional inmerso en un nivel de ener-
gia constante e introducimos una regién de simetria 2-dimensional. En esta
region, construimos conjuntos invariantes de simetria 1-dimensional cuyas
intersecciones nos dieron puntos que generaron orbitas periédicas para el
caso en que dos y tres masas fueron iguales. Asf en el capitulo 5 presentamos
resultados numeéricos e imagenes de nuestras regiones y oOrbitas periddicas
obtenidas.

Logramos relacionar las coordenadas R;, Ry y o en el marco de ejes
principales con el espacio de formas X, observando similitudes con la esfera
de formas de Moeckel [38]. Explicamos, de manera clara, el sentido geométrico
de los angulos 0 y o en el segundo capitulo.

Encontramos los angulos de colision doble en términos de la base {a, b},
para cualquier factor de norma. Estos resultados permiten que las distancias
entre los cuerpos puedan expresarse en términos de los angulos 6, o y los de
colision doble o;, donde i = 1,2, 3.

Generalizamos el método de lineas de simetria propuesto por De Vogelaere
[12], empleado para muchos sistemas de dos grados de libertad, a sistemas
reversibles de n grados de libertad. Por cuestiones practicas, lo ejemplificamos
con un sistema con tres grados de libertad. En nuestro caso desarrollamos
su aplicacion al problema Plano de tres cuerpos, donde haciendo uso de
regiones de simetria, encontramos conjuntos invariantes nombrados curvas
de simetria y denotados v, ¢, cuyas intersecciones son puntos pertenecientes
a las orbitas periddicas en el sistema rotatorio del marco de referencia de
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ejes principales. Esto se mostro con los casos de dos y tres masas iguales con
energia negativa y momento angular distinta de cero. Las érbitas periddicas
que asi se obtuvieron en el sistema rotatorio pueden ser cuasi -periddicas o
periddicas en el marco de referencia inercial, dependiendo del cociente de la
frecuencia de la érbita periddica y de la frecuencia del movimiento de .

Finalmente, encontramos algunas familias de 6rbitas periédicas al variar
el pardametro de la energia, asi como al variar el parametro 7, que es el
cociente m,/m,.

Es posible extender la investigacién reportada en este trabajo buscan-
do por un lado trabajar en el Problema de cuatro cuerpos con suficientes
simetrias para reducirlo a tres grados de libertad y asi encontrar condiciones
iniciales de drbitas periddicas, y por el otro lado podemos extendernos en el
Problema de tres o cuatro cuerpos cargados, con un potencial Coulombiano,
y asi encontrar érbitas periddicas.
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