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Resumen

Este trabajo tiene su punto de partida en el bien conocido teorema de Banach-Stone, que,
basicamente, afirma que dos espacios compactos son homeomorfos si, y solo si, los espacios
de Banach de funciones continuas a valores reales generados por ellos son isométricos.

Nos preguntamos qué pasaria si en lugar de considerar isometrias entre espacios de
funciones continuas a valores reales y definidas sobre espacios compactos, considerabamos
isomorfismos entre subgrupos de espacios de funciones continuas que toman valores en un
grupo. Este planteamiento general del teorema de Banach-Stone, se ha desarrollado en esta
memoria como sigue: En el primer capitulo, se plasma el teorema de Banach y el teorema de
Banach-Stone, informacién recopilada de [1] y [32], respectivamente. En el segundo capitulo,
consideramos isomorfismos entre subgrupos de espacios de funciones continuas definidas sobre
espacios compactos y que toman valores en un grupo. En el tercer capitulo, consideramos
isomorfismos entre subgrupos de funciones continuas con soporte compacto definidas entre
espacios localmente compactos y que toman valores en un grupo. En el cuarto, capitulo,
consideramos isomorfismos entre subespacios vectoriales de funciones continuas con soporte
compacto definidas entre espacios localmente compactos y que toman valores en un campo
finito. En el quinto capitulo, se presentaron las conclusiones obtenidas en este trabajo. La
ultima parte corresponde a un anexo. En éste se describio, en forma muy breve y generalizada,
un proyecto en el que se pretende generalizar los resultados conseguidos en esta tesis. En el
segundo y tercer capitulo se obtuvieron homeomorfimos entre los espacios base como en el
teorema de Banach-Stone, bajo la hipdtesis que los respectivos subgrupos y subespacios de
funciones separan puntos. Mas atin, obtuvimos representaciones de los isomorfismos (definidos
entre los respectivos subconjuntos de funciones continuas) que, automaticamente, los volvian
continuos.

El problema que solucionamos en el cuarto capitulo es aiin mas interesante porque en él
se resuelve el caso en que los espacios de funciones no separan puntos. En este caso se dispone
de menos informacién que en el teorema de Banach- Stone y aun asi pudimos relacionar los
espacios base. En este capitulo, se obtuvo una representacion para cualquier isometria de
Hamming, donde por isometria de Hamming nos referimos a aquel isomorfismo lineal entre
subespacios vectoriales de funciones continuas con soporte compacto que preserva el peso, en
la definicién (4.1.3) se podra ver con mayor precision lo que significa ser una isometria de
Hamming.

Finalmente, no podemos dejar de mencionar que parte de los resultados, obtenidos como
fruto de la investigacion desarrollada en este trabajo, han sido publicados en dos articulos de
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las revistas Journal of Function Spaces y Journal of Mathematical Analysis and Applications
(ver [7] y [8]). El trabajo publicado en la primera revista, corresponde al segundo capitulo y
el publicado en la segunda revista corresponde a lo desarrollado en el cuarto capitulo de esta
memoria.

Cabe anotar que se han distribuido los capitulos con autocontenido, permitiendo asi al
lector analizarlos independientemente uno del otro.
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Introduccion

La investigacion desarrollada en la presente memoria tiene su punto de partida en el clasico
y bien conocido teorema de Banach-Stone que, cuando G es el campo de los nimeros reales o
complejos, afirma que si X y Y son espacios compactos y los espacios de Banach de funciones
continuas C(X, G) y C(Y, G) (dotados con la norma del supremo) son linealmente isométricos,
entonces X y Y son homeomorfos. Mds aun, toda isometria lineal de H: C(X,G) — C(Y,G)
es de la forma H(f)(y) = w(y)f(h(y)), para cualesquiera y € Y y f € C(X,G), donde
h:Y — X es un homeomorfismo y w € C(Y, G).

En 1932 en su libro titulado: Theory of Linear Operations (ver p. 104, teorema 3 de [1]),
S. Banach demostré que para que dos espacios métricos compactos sean homeomorfos es
necesario y suficiente que los espacios de Banach (con la norma del supremo) de funciones
continuas a valores reales generados por cada uno de ellos, respectivamente, sean isométricos.
En la demostracién de este hecho se probd que si dicha isometria es lineal, entonces puede
representarse como un operador composiciéon con peso.

Mas adelante, en 1937, M. Stone extendié el teorema enunciado por Banach a espacios
compactos Hausdorff (ver p. 469, teorema 83 de [32]). A esta nueva versién, la llamamos
actualmente teorema de Banach- Stone.

Con el teorema de Banach-Stone se estudia la relacion topoldgica entre dos espacios
dados a partir del estudio de ciertas propiedades entre los espacios de funciones a valores
reales generados por ellos.

Este resultado ha sido generalizado en diversas direcciones. Para nuestros propositos, la
de mayor relevancia es debida a los doctores S. Hernandez y J. Font quienes establecen en
([12]) lo siguiente:

Sean X y Y espacios Hausdorff, completamente regulares y localmente compactos y Cy(X)
(resp. Coo(X)) el algebra de Banach (con la norma supremo) de las funciones continuas
real-valuadas definidas sobre X y que se anulan en el infinito (resp. el algebra de Banach
de las funciones continuas real-valuadas definidas sobre X con soporte compacto). Del
mismo modo se definen Cy(Y) v Coo(Y). Si A y B son subdlgebras de Cy(X) y de Co(Y),
respectivamente, que contienen a Cyo(X) y Cpo(Y'), respectivamente y existe una biyeccién
separadora T': A — B, entonces T es continua y existen una aplicaciéon continua e inyectiva
h:Y — X y una aplicacién continua a: h(Y) C X — R tales que T'(f)(y) = a(y) - f(h(y)),
para cualequiera f € Ay y € Y. Es decir, T se puede representar como un operador
composicion con peso.

L Qué pasa si en lugar de considerar subdalgebras, consideramos subgrupos o subespacios

v
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vectoriales? Y, jqué pasa si en lugar de considerar el campo de los nimeros reales,
consideramos un grupo discreto o un campo finito?

En nuestro intento por resolver estos interrogantes surgieron los cinco capitulos capitulos
que conforman esta memoria y que, en realidad, corresponden a dos articulos publicados
como fruto de nuestra investigacion.

A continuacién presentaremos una breve descripcion de cada uno de ellos.

En el primer capitulo estudiamos algunos conceptos y resultados que preceden al obtenido
por Banach (teorema de Banach), en 1932, y también incluimos conceptos que preceden al
resultado obtenido por Stone (teorema de Banach-Stone) en su articulo, en 1937.

En el segundo capitulo de esta memoria estudiaremos bajo qué condiciones un isomorfismo
definido entre dos subgrupos de funciones continuas que toman valores en un grupo discreto
y definidas sobre espacios compactos, se puede representar como un operador composicion
con peso y que ademas, resulte automaticamente continuo. Para ello introducimos la nocion
de subconjunto soporte, estudiando algunas propiedades de dichos conjuntos (proposicién
(2.3.2)). Estudiamos el concepto de aplicacién separadora y damos condiciones para que
el soporte minimo de un homomorfismo separador tenga un unico elemento (proposicién
(2.3.4)). Este resultado nos permitird definir, mas adelante, la aplicacién soporte asociada a
una aplicacién que preserva disyunciones. Demostraremos, ademas que dicha aplicacion es
continua y describiremos bajo qué condiciones resulta ser un homeomorfismo (proposicién
(2.4.5)). En los resultados posteriores a lo anterior, se prepara el camino para obtener una
representacion completa del homomorfismo que preserva disjunciones a partir de la aplicacién
soporte asociada que, ademas, lo haga continuo; llegando asi al resultado principal de este
capitulo que corresponde al teorema (2.5.1).

En el tercer capitulo, se establecen condiciones para que todo isomorfismo entre subgrupos
de funciones continuas de soporte compacto, definidas sobre espacios localmente compactos y
que toman valores en un grupo discreto, se pueda representar como un operador composicién
con peso y que ademas, resulte continuo. Como datos que se puedan resaltar en este capitulo,
ademas del uso de las respectivas compactificaciones de Alexandroff de cada uno de los
espacios, tenemos que la definicion de aplicacion separadora se debe adecuar al contexto en
el que ahora nos encontramos, por lo que se hace necesario dar una definicion equivalente a
la usada en capitulos anteriores.

En el cuarto capitulo, establecemos condiciones para que toda isometria de Hamming se
pueda representar como un operador composicion con peso. Aqui los espacios considerados
son localmente compactos, por lo que consideramos pertinente usar la compactificacion
de Alexandroff (la compactificaciéon de un punto) de cada uno de ellos y trabajamos en
gran medida con dichas compactificaciones intentando trasladar las técnicas usadas en el
capitulo anterior para obtener los resultados requeridos en éste. En este mismo sentido,
otra herramienta importante que usamos a lo largo del capitulo es la definicién de una
relacion de equivalencia sobre cada uno de los espacios localmente compactos. Introducimos
el concepto de conjunto saturado y demostramos, en particular, que cada elemento de la
clase de equivalencia (de cada conjunto localmente compacto) es un conjunto compacto
y saturado. Por otra parte, los espacios de funciones con los que aqui trabajamos son
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subespacios vectoriales del espacio de funciones continuas con soporte compacto definidas
sobre los espacios localmente compactos, antes mencionados, y que toman valores en un
campo finito. Un resultado muy importante en este capitulo es la proposicién (4.4.13), pues
nos brinda condiciones suficientes que garantizan la existencia de un homeomorfismo entre
los espacios generados por las clases de equivalencia definidas sobre los espacios localmente
compactos, considerados por hipdtesis.
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Capitulo 1
Preliminares

En este capitulo se presentaran algunas definiciones y resultados basicos, necesarios para
la comprension de esta memoria. Las referencias que son fundamentales en este capitulo se
pueden ver en los capitulos IV y XI de ([1]).

1.1. Espacios normados

Definicién 1.1.1. Un espacio vectorial E se dice normado si existe un funcién || ||: £ — R
llamada norma que satisface las siguientes condiciones:

L JJ0||=0y | x]|>0,six+#80, donde 0 es el elemento neutro de E.

2. Para todo x,y € E, se tiene que || x +y |[|<||x || + || v ||

3. || tx ||=|t|- || = ||, para todo escalar ¢.

Si definimos la distancia entre dos elementos x y y de E por la féormula
d(z,y) =[x -y |

claramente, obtenemos un espacio métrico. Si, ademas, es completo, es decir, siempre que
(xp) es una sucesion tal que lim || z, — z, ||= 0, decimos que es un espacio de Banach.
pP,q— 00

)

Las definicién que se incluird a continuacién se encuentra en la pagina 13 de ([1]).

Definicién 1.1.2. Diremos que un espacio métrico completo E es un grupo topoldgico si
cumple lo siguiente:

1. A cada par (x,y) de elementos del espacio E le corresponde un tnico elemento z de E
llamado la suma de z v y y que denotaremos con el simbolo = + .

2. F esun grupo bajo esta operacion, es decir, (z+y)+2z = x+(y+2), existe en E un tnico
elemento neutro 6 y cada elemento x de E tiene un inverso —zx tal que x + (—z) = 0.

3. lim z, =z implica lim (—z,) = —=x.
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4. lim z, =z y lim y, =y implica lim (z,, + y,) = = + v.
n—oo n—oo n—oo

Definicién 1.1.3 (Ver p.14 de [1]). Sean E y E; grupos topolédgicos y U: E — E; una

funcién. La funcién U es llamada aditiva u operador aditivo, cuando U(x+y) = U(z) +U(y),

para cualesquiera x,y € F.

Observe que si U es un operador aditivo, entonces
Ulx)=U(x+0p) =U(x) + U(bg)

Por lo tanto, U(fg) = 0g,, donde g (resp., Og,) denota al elemento neutro de E (resp.,
Ey). Ademas, puesto que g, = U(fp) = U(x + (—z)) = U(x) + U(—=x), tenemos que
U(—z)=-U(z).

Definicién 1.1.4. Sean E y E; grupos topoldgicos y U un operador definido en F y cuyo
codominio es E;. Decimos que U es [lineal si es aditivo y continuo.

A continuacién se mencionaran algunas propiedades de los operadores lineales definidos
entre espacios vectoriales normados, no necesariamente completos.

1.1.1. Propiedades de operadores lineales.

Teorema 1.1.5 (Cap. IV, teorema 1 de [1]). Sean E, G y E; espacios vectoriales normados
tales que G C E. St U: G — Ey es un operador aditivo, entonces U es lineal si, y solo si,
existe un numero M tal que

| U(z) |[< M || ||, para todo z € G.

Sean E' y E; espacios vectoriales normados. Para un operador lineal U: G — Fy, definido
sobre un espacio vectorial G C E, la norma del operador U en G, denotada por || U ||g, es
el nimero real més pequeno, M, que satisface la siguiente condicion:

| U(z) |[< M || ||, para todo x € G.

Si G = FE, podemos escribir, simplemente, || U || en lugar de || U ||g. Por lo tanto, tenemos
que || U(z) I<|| U |lg - || = ||, para todo x € G, y se puede demostrar que

IU lle=sup{[| U(z) [: = € G, [| = [|< 1},

Observacion 1.1.6. En términos modernos, el término lineal no implica, generalmente, que
el operador U al que nos referimos sea continuo. Si U es continuo, o, equivalentemente,
| U ||< oo, decimos que U es un operador lineal continuo u operador lineal acotado.

La pregunta que surge es si existe, para cada espacio vectorial normado E, un operador
lineal (continuo o acotado), f: E — R, que no es idénticamente cero. Existen una serie de
resultados que permiten dar una respuesta afirmativa a la anterior pregunta, sin embargo, sélo
mencionaremos dos porque para nuestros propositos son los que resultan de mayor interés.




1. Preliminares 3

Teorema 1.1.7 (Cap. IV, teorema 2 de [1]). Sean E un espacio vectorial normado y
f: G — R un operador lineal (acotado), definido en el espacio vectorial G C E. Entonces
existe un operador lineal F': E — R que cumple las siguientes condiciones:

(i) Para todo v € G, F(z) = f(x).
(i) | F 1=l f lle-

Teorema 1.1.8 (Cap. IV, teorema 3 de [1]). Sea E un espacio vectorial normado. Para todo
xo € B, xg # 0, existe un operador lineal F': E — R tal que

Fazo) =l wo || w [l F]I=1.

La siguiente seccién corresponde al capitulo XI de [1].

1.2. Isometria, equivalencia, isomorfismo

1.2.1. Isometria

Sean (F,d) y (Ei,d’) espacios métricos y U: E — E; una aplicacién de E en F;. Esta
aplicacion es wsométrica o es llamada una isometria, en el sentido de Banach, si es biyectiva
y no cambia distancias, esto es, cuando

d(w1, x2) = d'(U(21), U(x2)),

para todo par de elementos z1,zs de E.
Puesto que los espacios vectoriales normados son espacios métricos, tiene sentido consi-
derar transformaciones isométricas entre ellos.

1.2.2. Transformaciones isométricas entre espacios vectoriales nor-
mados

Teorema 1.2.1 (Cap. XI, teorema 2 de [1]). Sean E y E; espacios vectoriales normados. Si
U: E — E;y es una isometria tal que U(Og) = Og,, entonces U es un operador lineal acotado.

1.2.3. Espacios de funciones continuas cuyo codominio son los
numeros reales

Para cualquier espacio métrico compacto @, el conjunto E(Q) = {f: @ — R/ f es continua }
(de todas las funciones continuas con dominio en ) y codominio en R), puede ser considerado
un espacio de Banach, cuando la adicién y multiplicacion por un escalar son definidas en la
forma usual (punto por punto) y la norma considerada es la del supremo.

En esta subseccién, () denotard un espacio métrico compacto y E(Q) denotara al espacio
de Banach de funciones continuas cuyo dominio es ) y cuyo codominio es R.
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Lema 1.2.2 (Cap. XI, pagina 103 de [1]). Sean f € E y q € Q. Para un elemento dado,
qo € Q, la desigualdad

/(o) > |f ()], para todo q # o,

se verifica si, y solo si,

bl =) S
h—0 h

existe para todo g € E. Mds aun, si la funcion f safisface la desigualdad anterior, tenemos

LS hell =

h—0 h

9(qo) - sign f(qo), para todo g € E.

Definicién 1.2.3. Dos espacios topologicos X y Y son homeomorfos cuando existe una
funcién biyectiva f: X — Y de tal forma que tanto f como su funcién inversa f~! son
continuas. A tal biyeccion se le llama homeomorfismo.

En el siguiente teorema E(X) (resp., E(Y)) denota al espacio de Banach de funciones
continuas cuyo dominio es X (resp., Y) y cuyo codominio es el conjunto de los nimeros
reales. Su demostracion puede consultarse en el capitulo XI, pagina 104 de ([1]).

Teorema 1.2.4 (de Banach). Sean X y Y espacios métricos compactos. Entonces X y'Y
son homeomorfos si, y sdlo si, E(X) y E(Y') son isométricos.

Observacion 1.2.5. La prueba del anterior teorema muestra que si U: E(X) — E(Y) es una
isometria y U(Op(x)) = Op(y), entonces existen un homeomorfismo f: X — Y y una funcién
continua w € E(Y), con |w(y)| = 1, tales que

[U(9)](y) =wly) - 9(f'(v))
para cualesquiera g € E(X)yy €Y.

1.3. Teorema de Banach-Stone

En el siguiente teorema C(X) (resp., C(Y)), denota al anillo de funciones continuas
con dominio en X (resp., en Y') y con codominio en el conjunto de los niimeros reales. Su
demostracién se puede consultar en la pagina 469, teorema 83 de ([32]).

A continuacién enunciaremos el teorema de Banach-Stone, probado por M. Stone en 1937

en ([32]).

Teorema 1.3.1 (de Banach-Stone). Sean X yY espacios compactos. Entonces la aplicacion
U: C(X) = C(Y) es una isometria si, y solo si, existe un homeomorfismo f: X — Y tal
que

f(@) = U(lpe))WU(N)Y) = UOsx))(Y)], para todo y €Y,
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donde |U(1gx))| = 1.

Nos preguntamos ;qué sucede si en lugar de considerar al campo de los nimeros reales
o complejos, como codominio de las funciones continuas usadas en el teorema de Banach-
Stone, se consideraba el campo finito Zy?
La inquietud anterior nos llevé a la siguiente seccion.

1.4. Representacion de aplicaciones lineales entre espa-

cios de funciones continuas que toman valores en
Lo

En esta seccion estudiaremos las condiciones que debe cumplir una aplicacion entre dos
espacios de funciones continuas definidas sobre espacios compactos y que toman valores en el
campo discreto Z,, de manera que dicha aplicacién se pueda representar como un operador
composicion con peso.

Definicién 1.4.1. Un espacio topologico X es llamado compacto si es Hausdorff y toda
cubierta abierta tiene una subcubierta finita.

Teorema 1.4.2. Un espacio Hausdorff X es compacto si, y solo si, toda red en X tiene un
punto de acumulacion.

Lema 1.4.3. Sean X y Y espacios compactos. Entonces f: X — Y es continua en xq si,
y sdlo si, para toda red {Tq}acp en X que converge a xo, existe {f(za,)}a.cp, subred de

{f(z4) }aep, que converge a f(xo).

Recordemos que la cuasicomponente de un punto x € X es la interseccion de todos los
conjuntos abiertos-cerrados que lo contienen.

Definicién 1.4.4. Un espacio topologico X es totalmente disconezo si la cuasicomponente
de cualquier punto x € X esta formada solo por dicho punto.

Definicién 1.4.5. Un espacio topoldgico X es de dimension cero o cero-dimensional si es
Ty y tiene una base de conjuntos abiertos-cerrados.

Dado un espacio topolégico X, un espacio normado E y una funcion f: X — F
llamaremos cocero asociado a la funcién f al conjunto coz(f) := {z € X : f(x) # 0}.
Al complemento del coz(f) se le llama cero de f y se denota Z(f). Es decir, Z(f) = {x €
X : f(x) = 0}. Cabe resaltar que si X es cero-dimensional y F es un campo finito, tanto los
conjuntos ceros como los conjuntos coceros de las funciones son conjuntos abiertos-cerrados.

De aqui y hasta el final de este capitulo, X y Y denotaran espacios compactos y
cero-dimensionales, ' denotard al campo finito Z, y e denotara a la funcién constante 1.
Supondremos, ademas, que H: C(X,F) — C(Y,F) es una aplicacion lineal.
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Diremos que H es separadora si, para cualesquiera f,g € C(X,F), coz(f) N coz(g) = 0
implica coz(H(f)) [ coz(H(g)) = 0. La aplicacién lineal H es biseparadora si es separadora,
biyectiva y H~! también es separadora.

Diremos que la aplicacion lineal H es una aplicacion composicion con peso si existen un
homeomorfismo h: Y — X y una aplicacién w € C(Y,F) tales que [H(f)](y) = w(y)- f(h(y)),
para cualesquiera f € C(X,F) y y € Y, donde a w se le denomina peso.

Sea y € Y. Entonces, ¢,: C(Y,F) — F denota la aplicacién evaluacién sobre C(Y,F), es
decir, dado g € C(Y,F), se tiene que d,(g) = g(y). Definimos Y* = {§, : y € Y'}. Llamaremos
0, 0 H a la restriccién de la aplicacién adjunta de H sobre Y*. Entonces

(0y 0 H)(f) = 0,(H(f)) = [H([)I(y), para toda f € C(X,F)
Las dos definiciones que siguen se pueden consultar en [11].

Definicién 1.4.6. Sea y € Y. Un subconjunto abierto V' de X es un anulador para 6,0 H si
cumple que, para todo f € C(X,F) tal que coz(f) C V, se tiene que [H(f)]|(y) = (6,0H)(f) =
0.

Definicién 1.4.7. El conjunto X \ (J{V C X : V es un anulador para §, o H} se denomina
soporte de &, o H y sera denotado por supp(d, o H).

Lema 1.4.8. Sea y € Y. Entonces supp(d, o H) = {x € X : para toda vecindad abierta V
de z, eziste f € C(X,F) que cumple coz(f) CV y [H(f)](y) # 0}.

Demostracion. Llamamos M a la segunda parte de la igualdad. Sea x € M. Suponemos que
x € V, donde V es un anulador para d, o H. Por ser V anulador, V' es un entorno abierto
de x. Por hipétesis, existe f € C(X,F) tal que H[(f)](y) # 0y coz(f) C V. Esto es una
contradicciéon porque V' es anulador para 4, o H. De donde,

re X \|U{V C X :V es anulador para d, 0 H}

Reciprocamente, sea x € supp(d, o H). Supongamos, por contradiccién, que existe un
entorno abierto V' de z tal que para todo f € C(X,F) con coz(f) C U se cumple que
[H(f)](y) = 0. Entonces V' es anulador para d, o H. Esto es una contradiccién, porque, por
hipétesis,

x ¢ | J{V C X : V es anulador para d, o H}.

Por lo tanto, dada una vecindad abierta U de x, con x € supp(d, o H), existe f € C(X,F)
tal que coz(f) C Uy [H(f)](y) # 0. O

Proposicién 1.4.9. Sea H una aplicacion lineal, biyectiva y separadora. Entonces, para todo
y €Y, el soporte de 6,0 H es no vacio y tiene un unico elemento.

Demostracion. Sea y € Y. Para ver que el soporte de d, o H es no vacio supondremos, por
contradiccién, que supp(d, o H) = (. Entonces, por definicién de soporte, X = [J{V :
V es un anulador para d, o H}. Asi, para cada © € X existe V,, anulador para 6, o H,
tal que z € V, y como X es cero dimensional, existe un conjunto abierto-cerrado W, tal
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que x € W, C V,; por lo que, W, también es un anulador para d, o H. De lo anterior,
podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que los anuladores para d, o H son conjuntos
abiertos-cerrados. Puesto que X es compacto, existen Vi,...,V,, anuladores (ademds, son
conjuntos abiertos-cerrados) para 0, o H tales que X = (J._, Vi. Asi, la familia {O;}I",
donde O; :=V;\ U;;ll V; C V; es un conjunto abierto-cerrado para cadai € {1,...,n}, es una
particién de X. Ahora bien, para cada i € {1,...,n}, definamos f;: X — F por f;(x) = xo,.
Entonces {f;}, es una familia de funciones continuas de X en F tal que >  fi = ey
fi(X \ O;) = {0} para cada ¢ € {1,...,n}. Por tltimo, tomemos f € C(X,F). Entonces
[ =>0" fif, ademés, coz(f;f) C V; para cada i € {1,...,n} y, como V; es un anulador
para 6,0 Hy f;f € C(X,F) para cada i € {1,...,n}, entonces [H(f;f)](y) = 0 para cada
i€ {L....,n}. En consecuencia, [H(f)|(y) = [H(S0, if))(y) = Sy [H(f))(y) = 0. En
resumen, para todo f € C(X,F), [H(f)](y) = 0. En particular, para f = H 'e, tenemos que
0=[H(f)](y) =[H(H 'e)](y) = 1, lo cual es una contradiccién, por lo que supp(d, o H) # 0.

Para ver que el soporte de ¢, o H tiene un tdnico elemento, supongamos que existen
T1, T2 € supp(d, o H), con 1 # xo. Entonces existen V; y V5 vecindades abiertas de z; y o,
respectivamente, tales que V4 NV, = (. Puesto que z; y x5 son elementos de supp(d, o H),
por el lema anterior, existen f; y fo en C(X,F) tales que coz(fi) C Vi, coz(fy) C Vi
y [H(f1)](y) # 0 # [H(f2)](y). De lo anterior, se tiene que coz(fi) N coz(fz) = 0y
y € coz(H(f1)) Ncoz(H(f2)), lo cual contradice que H es separadora. Por lo que el soporte
de 6, o H tiene un tnico elemento. O

Teniendo en cuenta la proposiciéon anterior, para cada aplicacién lineal, biyectiva y
separadora H: C(X,F) — C(Y,F)) tiene sentido definir la aplicacién h: Y — X por
h(y) = supp(d, o H), para cada y € Y. A la aplicacién h la llamaremos aplicacion soporte
asociada a H.

A continuacién estudiaremos algunas propiedades que cumple la aplicacién soporte
asociada a H, h.

Proposicién 1.4.10. Si H: C(X,F) — C(Y,F)) es una aplicacion lineal, biyectiva y
separadora, entonces la aplicacion soporte inducida por H, h, es continua.

Demostracion. Veamos que si {yq}qep €s una red en Y que converge a y, entonces existe una
subred {h(va,)}a.ep de {h(ya) }aep que converge a h(y). En efecto, como X es compacto y
{I(yq) }daep es una red en X, entonces {h(y4)}sep tiene un punto de acumulacién z; por lo
que existe una subred {h(yq4,)}ta,en de {h(ya) }aep que converge a z. Veamos que z = h(y).
Para ello, supongamos, por contradiccién, que z # h(y). Entonces existen V; y V, abiertos
de X tales que z € Vi, h(y) € Vo y ViNV, = ). Puesto que h(y) € V3, existe fo € C(X,F) tal
que coz(fo) C Vo y [H(f2)](y) = 1. Como H(f3) es continua y {y4}aep converge a y, entonces
{[H<f2)](yd)}deD converge a [H(f2)](y) = 1. Entonces existe dy € D tal que [H(f2)](yqa) = 1,
para todo d > dy. Puesto que {h(yq,)}a,ep converge a z y V; es una vecindad abierta de
z, existe dy € D’ tal que h(yq,) € V, para todo d; > d,. Por otra parte, como {h(ya, ) }a,ecpn’
es una subred de {h(yq)}aep, existe una funciéon f: D" — D tal que h(ya,) = h(ysay)) ¥
para todo d € D, existe d € D’ tal que, si m > d', entonces f(m) > d, donde m es un
elemento de D’. De aqui tenemos, puesto que dy € D, que existe d' € D’ tal que si m > d’,
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entonces f(m) > do, para cualquier m € D’. Ahora bien, como d; y d' son elementos del
conjunto dirigido D', existe dy € D’ tal que dy > dy y dy > d'. Por lo tanto, h(ys,) € V,
h(Yya,) = h(Ypas)) vy f(d2) > do. Sea r = f(dy). Entonces r > dy y h(y.) € V, por lo que
H(fs)(y-) = 1y existe f; € C(X,F) tal que coz(f1) C Vi y H(f1)(y-) = 1. En resumen,
coz(f1)Ncoz(fy) =0y y. € coz(H(f1))Ncoz(H(f2)), lo cual contradice que H es separadora.
Por lo tanto, z = h(y), lo cual implica que h(y) es punto limite de {h(yq,)}d,epn’, como se
queria demostrar. O

Proposicién 1.4.11. Supongamos que se cumplen las hipdtesis de la proposicion (1.4.10).
Si h es la aplicacion soporte asociada a H, se tiene que h(Y') es denso en X si, y sdlo si,
para todo abierto U de X, eziste f € C(X,F) tal que coz(f) C U y H(f) es no nula.

Demostracion. En efecto, supongamos que h(Y) es denso en X y sea U un abierto de X.
Entonces h(Y) NU # 0 por lo que existe x € h(Y) y x € U. Asi, x = h(y) € U para
algin y € Y, por lo que existe f € C(X,F) tal que coz(f) C Uy [H(f)](y) = 1, con
lo que tenemos que H(f) es no nula. Reciprocamente, supongamos que para todo abierto
U de X existe f € C(X,F) tal que coz(f) C U y H(f) es no nula. Veamos que h(Y) es
denso en X. Supongamos, por contradiccién, que no lo es. Entonces existe x € X tal que
z ¢ h(Y) = h(Y), luego, existen V y W, abiertos en X, tales que z € V, h(Y) € W y
VNW ={. Como V es abierto en X, la hip6tesis implica que existe f; € C(X,F) tal que
coz(f1) C V' y H(f1) es no nula, por lo que existe y € Y tal que [H(f1)](y) = 1. Peroy € Y
implica que h(y) € h(Y) = h(Y) C W. Asi, existe fo € C(X,F) tal que coz(fs) C W'y
[H(f2)](y) = 1. Por lo tanto, coz(f1) Ncoz(fe) CVNW =0y y € coz(H(f1)) Ncoz(H(fs)),
lo cual contradice que H es separadora. Asi, h(Y') es denso en X. Para ver que h es sobre
debemos probar que h(Y) = h(Y) = X, esto es, h(Y) es denso en X. Usando la afirmacién
anterior, supongamos que U es un abierto de X. Entonces, por ser X cero dimensional,
existe W # (), conjunto abierto-cerrado en X, tal que W C U. Definamos f = xw. Entonces
f e C(X,F), coz(f) =W C Uy H(f) es no nula, porque si H(f) = 0, por la linealidad
e inyectividad de H, tenemos que f = 0 por lo que () # W = coz(f) = 0, lo cual es una
contradiccién. Asi, existe f € C(X,F) tal que coz(f) C Uy H(f) es no nula. Por lo tanto,
h(Y') es denso en X, como se queria demostrar. ]

La proposiciéon que enunciaremos a continuacién, se usard mas adelante como una
herramienta en la demostracion de la inyectividad de la aplicacion soporte asociada a H,
h.

Proposiciéon 1.4.12. Para todo par de elementos x,y € Y, si x # y, entonces existen
fi. f2 € C(X,F) tales que coz(f1) Ncoz(fz) =0 y [H(f1)](x) - [H(f2)l(y) =1

Demostracion. Como x # y, existen un par de conjuntos abiertos-cerrados, ajenos, Wy y
W5 que contienen a z y y, respectivamente. Definamos g1 = xw, v g2 = xw,. Entonces ¢;
v go son elementos de C(Y,F), ademés, coz g; = Wi y coz go = Wa. Sean f; = H '(g1) vy
fo = H '(g2). Entonces fi1, fo € C(X,F), ademés, coz(f1) N coz(fz) = 0, puesto que H ! es
separadora. En resumen, si x # y, existen f1, fo € C(X,F) tales que coz(f1) Ncoz(fz) =0y

[H(fO)() - [H (M) = [H(H g)](z) - HHg2)](y) = g1(x) - ga(y) = 1 # 0. O
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Proposicién 1.4.13. Supongamos que se cumplen las hipdtesis de la proposicion (1.4.10).
Entonces, para todo f € C(X,F), se tiene que h(coz(H(f))) C coz(f).

Demostracion. Supongamos que existe z € coz(H(f)) tal que h(z) ¢ coz(f), entonces
[H(f)](z) =1y f(h(z)) = 0. Por la continuidad de f, existe V', vecindad abierta de h(z), tal
que f(V) = {0}, lo cual implica que V Ncoz(f) = 0. Por otra parte, como V es una vecindad
abierta de h(z), existe g € C(X,F) tal que coz(g) C V y [H(g)](z) = 1. Por lo tanto,
coz(g) Ncoz(f) =0y z € coz(H(g)) Ncoz(H(f)), lo cual contradice que H es separadora.
Por lo tanto, h(coz(H(f))) C coz(f). O

A continuacion, enunciaremos el resultado principal de este capitulo.

1.5. Resultado principal

Teorema 1.5.1. Sean X y Y espacios cero-dimensionales, compactos y F = Zs. Si
H: C(X,F) — C(Y,F) es una aplicacion lineal, biyectiva y biseparadora, entonces H es
una aplicacion composicion con peso. Es decir, existen un homeomorfismo h: Y — X vy
una funcion continua w:Y — F tales que [H(f)|(y) = w(y) - f(h(y)), para cualesquiera
feCX,FyyyeY.

Demostracion. Sean f € C(X,F) y y € Y. Puesto que H es una biyeccién, lineal y
biseparadora, existe h: Y — X, la aplicaciéon soporte asociada a H. Veamos que h es un
homeomorfismo y, ademds, construyamos una aplicaciéon w € C(Y,F) de tal forma que
[H(f)](y) = w(y) - f(h(y)). Ahora, por la proposicién (1.4.10), tenemos que h es continua.

Veamos que h es inyectiva. En efecto, sean z,y € Y tales que = # y. Entonces,
por la proposicién (1.4.12), existen fi, fo € C(X,F) tales que coz(f1) Ncoz(fa) = 0y
[H(f1)](z) - [H(f2)](y) = 1. Y, puesto que F = Zo, se tiene que [H(f1)](z) =1 = [H(f2)](y);
asi, x € coz(H(f1)) vy y € coz(H(f2)), lo cual implica, por la proposicién (1.4.13), que h(z) €
h(coz(H(f1))) C coz(f1) y h(y) € h(coz(H(f2))) C coz(f2) v, puesto que coz( f1)Ncoz(f2) = 0,
concluimos que h(z) # h(y), lo cual demuestra que h es inyectiva.

Ahora, veamos que h es suprayectiva. Para ver que h es sobre debemos probar que
h(Y) =h(Y) = X, esto es, h(Y) es denso en X. Usando la proposicién (1.4.11), es suficiente
demostrar que para todo abierto U de X, existe f € C(X,F) tal que coz(f) C Uy H(f) es no
nula. En efecto, sea U un abierto de X. Entonces, por ser X cero dimensional, existe W # (),
conjunto abierto-cerrado, en X tal que W C U. Definamos f = xw. Entonces f € C(X,F),
cozf =W C Uy H(f) es no nula, porque si H(f) = 0, por la linealidad e inyectividad de
H, tenemos que f = 0 por lo que ) # W = cozf = () 1o cual es una contradiccién. Asi, existe
f e C(X,F) tal que cozf C Uy H(f) es no nula, lo cual implica que A(Y) es denso en X,
como se queria demostrar.

Finalmente, veamos que [H(f)|(y) = [H(e)|(y) - f(h(y)) para todo y € Y y f € C(X,F).
Sean y € Y y f € C(X,F). Entonces f(h(y)) = 0 6 f(h(y)) = 1. Supongamos que
f(h(y)) = 0. Entonces, por la continuidad de f, existe una vecindad de h(y), Uy, tal que
f(Upy) = {0}. Como X es cero dimensional, existe un conjunto abierto-cerrado Vj tal que




10 1.5. Resultado principal

h(y) € Vo C Up. Asi, existe fy € C(X,F) tal que coz(fy) C
que f - fo =0, puesto que si existe z € X tal que (f - fo)(x
Luego, = € coz(fo) C Vo C Uy, de donde, f(x) € f(
que es una contradiccién. Por lo tanto, H(f) - H(fy) =0
[H(f)](y) = 0. En este caso, [H(f)|(y) = [H(e)](y) - f(h(y)) = 0 Supongamos, ahora, que
f(h(y)) = 1. Definamos g = f — e. Entonces g(h(y)) = 0 y, por la afirmacién anterior,

[H(g)](y) = 0. Asi,

[H(f0)](y) = 1. Afirmamos
=1, entonces f(z) =1 = fo(x).
= {0} es decir, f(z) = 0, lo
como [H(fy)](y) = 1, entonces

Por lo tanto, [H(f)](y) = [H(e)](y) - f(h(y)). Sea w = H(e). Entonces, para cualesquiera
y €Yy feCXTF), existen un homeomorfismo h: ¥ — X y una aplicacién continua
w:Y — T tales que [H(f)](y) = w(y) - f(h(y)), como se queria ver. O




Capitulo 2

Representacion de isomorfismos entre
subgrupos de funciones continuas

2.1. Introduccion

Sean GG un grupo discreto y X y Y espacios topoldgicos. Si A es un subgrupo de funciones
continuas con dominio en X y con codominio en GG y BB es un subgrupo de funciones continuas
con dominio en Y y con codominio en G, decimos que A y B son equivalentes cuando existe
un homeomorfismo h: Y — X y una aplicacién continua w: Y — Aut(G) tales que la
aplicacion H: A — B definida por H(f)(y) = w[y](f(h(y))), para cualesquiera f € A
y y € Y, es un isomorfismo de grupos de A en B. Aqui Aut(G) estd equipado con la
topologia de la convergencia puntual. En este caso, decimos que H estd representado como
un operador composicion con peso. En la literatura existen muchos resultados relacionados
con la representacion de operadores lineales como aplicaciones composicion con peso y la
equivalencia de grupos especificos de funciones continuas. Por ejemplo, en ([15]) los autores
demuestran que si X y Y son espacios compactos y Hausdorff, entonces toda aplicacion
separadora y biyectiva T': C(X) — C(Y') es un operador composicién con peso, donde C'(X)
(resp. C'(Y)) es el espacio vectorial de funciones continuas con dominio en X (resp. en Y')
y que toman valores en los numeros reales (o complejos). En ([18]), el autor demuestra
que si los espacios X y Y son espacios uniformes, metrizables y completos, entonces toda
isometria T': C*(X) — C*(Y') se puede representar como un operador composiciéon con peso,
donde C*(X) (resp., C*(Y')) es el espacio de Banach de todas las aplicaciones uniformemente
continuas y acotadas que tienen como dominio a X (resp., Y) y que toman valores en el
conjunto de los nimeros complejos. En esta seccion, nosotros sélo mencionaremos el clésico
teorema de Banach-Stone que, cuando G es el campo de los niimeros reales o complejos,
establece que si los espacios de Banach de funciones continuas C(X,G) y C(Y,G) son
isométricos, entonces son equivalentes y la isometria puede ser representada como un operador
composicion con peso. Otro ejemplo importante aparece en teoria de cédigos, donde el bien
conocido teorema de equivalencia de MacWilliams afirma que cuando G es un campo finito
y X y Y son conjuntos finitos, dos cédigos (subespacios lineales) A y B de GX y GY,
respectivamente, son equivalentes cuando ellos son isométricos por la métrica de Hamming
(ver [4], [22] y [23]). Este resultado ha sido generalizado a cédigos convolucionales en ([17]) y
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también tiene sentido en otras dreas, por ejemplo, andlisis funcional y sistemas dinamicos li-
neales (ver [10],[14],[30] y [34]). La motivacién principal de esta investigacién ha sido extender
el teorema de equivalencia de MacWilliams a situaciones més generales y explorar la posible
aplicacion de estos métodos al estudio de los cddigos convolucionales o sistemas dinamicos
lineales. Sin embargo, a lo largo de este trabajo sélo nos ocuparemos de los espacios cero
dimensionales X y Y, inicialmente considerados compactos y luego localmente compactos;
y G sera considerado un grupo discreto. Existen muchos precedentes en el estudio de la
representacion de homomorfismos de grupos para funciones continuas que toman valores en
un grupo. Entre ellos; y a nuestro parecer, las mas relevantes se pueden consultar en [5], [9],
[20], [24], [26], [29], [36] y [37]. La mayoria de los hechos bésicos y las nociones relacionadas
con propiedades topoldgicas se pueden encontrar en [6].

2.2. Notacion

En este capitulo G representa un grupo discreto y denotaremos su elemento neutro con eg
(en ocasiones, este mismo simbolo denotard la funcién constante de X en G con valor eg). Los
simbolos X y Y representan espacios topolégicos compactos, Hausdorff y cero-dimensionales.
La expresion C(X,G) (resp. C(Y,G)) denota al grupo de todas las funciones continuas de
X en G, (resp. de Y en (G) dotado con la suma usual de funciones definida punto por punto.
Para cada f € C(X,G), el cocero de f es el conjunto coz(f) = {z € X : f(x) # eg}, el cero
de f es el conjunto Z(f) = X \ coz(f) y el soporte de f es el conjunto supp(f) = coz(f).
Puesto que G es discreto, tanto coz(f) como Z(f) son conjuntos abiertos-cerrados. Sea A
un subgrupo de C(X,G) y definamos Z(A) = {Z(f) : f € A}. Entonces o(Z(A)) denota
la menor coleccién de subconjuntos de X que contienen al Z(A) y que es cerrada bajo
uniones e intersecciones finitas (resp., coz(A) = {coz(f) : f € A} y o(coz(f)) denota
la menor coleccién de subconjuntos de X que contienen al coz(A) y que es cerrada bajo
uniones e intersecciones finitas). En general, para una familia D C P(X), o(D) denota la
menor colecciéon de subconjuntos de X que contiene a D y que es cerrada bajo uniones e
intersecciones finitas. Decimos que A separa puntos en X si para cualesquier par de puntos
x1, Ty € X, con xy # xa, existe una aplicacion f € A tal que zy € coz(f)y xe € Z(f). Decimos
que A separa puntos fuertemente en X si para cada par de puntos distintos x, o € X, existen
aplicaciones fi, fo € A tales que x; € coz(f;) para i € {1,2} y coz(f1) Ncoz(fz) = 0.

En el caso en que G fuese un grupo finito, se podria pensar que coz(.A) y o(coz(.A)) deben
coincidir. Sin embargo, ésto no siempre sucede como se muestra en el siguiente ejemplo.
Obviamente, por las leyes de De Morgan es suficiente probar que Z(A) # o(Z(A)).

Ejemplo 2.2.1. Sea G el grupo con dos elementos {0,1} y tomemos X = G, dotado con
la topologia producto. Se puede ver que X es un espacio compacto homeomorfo al conjunto
de Cantor, que es cero-dimensional. Sea p,, € C(X,G) la m-ésima proyeccién sobre X y
el conjunto A denotard al subgrupo de C(X,G) generado por la coleccién {p,, : m € N}.

Tomemos n € N tal que n > 2 y H, & {(z;) e X : 2y = --- =z, = 0}. Se puede verificar
que H,, es un elemento de o(Z(.A)). No obstante, tomemos un elemento arbitrario, pero fijo,
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f € A. Denotemos por ¢ al elemento en X tal que py,(ex) = 0sim # ky pelexr) =1y

consideremos al conjunto sup(f) o {k € N: f(ex) = 1}. Si {1,...,n} C sup(f), entonces
existe [ < n tal que [ € sup(f). Por lo tanto, f(e;) = 0, lo cual implica que f € Z(f)\ H,. Por
otra parte, si {1,...,n} Csup(f) y tomamos 1 < n; < ny < n, tenemos que f(e,, +e,,) =0,
lo cual implica que e,, +e,, € Z(f)\ H,. En cualquier caso, se obtiene que Z(f) # H,. Asi,
H, €0(Z(A))\ Z(A), lo que completa la prueba.

Denotemos por d,: A — G a la aplicacién evaluacién, esto es, 0,(f) = f(z) para todo
f € A. Diremos que A es puntualmente denso cuando 0,(.A) es denso en G para todo = € X.
Diremos que A C C(X, G) es controlable si para cualesquiera f € Ay Dy, Dy € 0(Z(A))
tales que Dy N Dy = (), existen D € o(coz(A)) y g € A tales que Dy C D C X \ Dy,

f|D1 = g|D1 y g|Z U(xX\D) = €a-

Lema 2.2.2. Sea D una familia de subconjuntos cerrados de X que forma una subbase para
los subconjuntos cerrados de X . Entonces para cualesquiera A y B subconjuntos cerrados y
no vacios de X tales que AN B =), existen Dy y Dp en o(D) tales que A C Da, B C Dp
y DoaN Dp =0 siempre que AN B = ).

Demostracion. Sean A y B subconjuntos cerrados y no vacios de X tales que AN B = (.
Sea a € A. Entonces a ¢ B y, como D es una subbase de cerrados de X , existen
Dga), ... DI € D, tales que a ¢ U, Dl(a) y B C U D . Sea D, Ui, D . Entonces

D, e€0(D),a¢ D,y B C D,. Luego, A C |J,c4(X\D,) y, puesto que A es compacto, existe

un conjunto finito F4 C A tal que A C (J,cp, (X\ Do) = X \,ep, Da- Sea Dp o Nucr, Da-

Entonces D € o(D), AN D =0y B C Dg. Ahora, puesto que Dg y A son cerrados y
disyuntos podemos aplicar el procedimiento anterior en ellos y, para cada x € Dpg, obtener

= ;=) Dj, donde D; € D, para j € {1,...,m,}, tal que ¢ D} y A C D,. Usando la
compamdad de Dgp, obtenemos D'y € o(D) tal que A C D)y y Dgn D'y = (. En resumen,
existen Dy, Dp € o(D) tales que A C D4, BC Dgy D,yNnDg =10, loque concluye la
prueba. O

Ejemplo 2.2.3. Si A es un subgrupo de C(X,G) que separa fuertemente los puntos de X,
entonces D = coz(.A) satisface el lema (2.2.2).

Demostracion. En efecto, sean B C X un cerrado y * € X \ B. Entonces = # b, para
todo b € B. Puesto que A separa fuertemente los puntos de X, existen f,;, v g, en A
tales que © € coz(frp), b € coz(gzp) v €0z(frp) N coz(gep) = 0. Entonces x ¢ coz(g.p),
para todo b € B,y B C [J,cp €02(gzp). Como B es compacto, existe un subconjunto finito
F C B tal que B C Uyepcoz(gap) ¥ © & Uper 0Z(gep). En resumen, existe una cantidad
finita de elementos de D = coz(A), {coz(gss)}ver, de tal forma que x ¢ Jycpcoz(gzp) ¥
B C Uper c0z(gs), lo cual demuestra que D es una subbase de cerrados para X y, por lo
tanto, satisface el lema (2.2.2). O

Ejemplo 2.2.4. Sea A un subgrupo de C(X,G) que separa los puntos de X. Entonces
D = Z(A) satisface el lema (2.2.2).
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Demostracion. Sean B C X un cerrado y « € X \ B. Entonces x # b, para todo b € B.
Puesto que A separa los puntos de X, existe f,, € A tal que x € coz(frp) v b € Z(fun).
Es claro que x ¢ Z(f,3), para todo b € B; ademés, B C J,cp Z(f2p) ¥y, Puesto que B es
compacto, existe un subconjunto finito /' C B tal que B C Uycp Z(fap) ¥ T & Uper Z(fan)-
Hemos demostrado que existe una cantidad finita de elementos de D = Z(A), {Z(fup) boer:
de tal forma que x & Uycp Z(fop) ¥ B € Uper Z(fap), lo cual significa que D = Z(A) es una
subbase de cerrados para X y, por lo tanto, satisface el lema (2.2.2). O

Ejemplo 2.2.5. Sea A un subgrupo de C(X,G) que separa los puntos de X. Entonces
D={f"g):g€G,f e A} satisface el lema (2.2.2).

Demostracion. En efecto, sean B C X un cerrado y « € X \ B. Entonces  # b, para
todo b € B. Puesto que A separa los puntos de X, existe g,;, € A tal que z € coz(g.p) v
be Z(gep) = g;;(eg). Es claro que x ¢ g;é(eg), para todo b € B; ademds, B C (J,.p g;i(eG)
¥y, puesto que B es compacto, existe un subconjunto finito F' C B tal que B C (Jycr 9, b(eg)
V& Upep g;;(eg) En resumen, existe una cantidad finita de elementos de D = {f~!(g) :

g € G, fe A} {gmb(eg)}bep, de tal forma que z ¢ Ubngmb(eg) y B C Ubngxb(eg) lo
cual demuestra que D = {f~!(g) : g € G, f € A} es una subbase de cerrados para X vy, por
lo tanto, satisface el lema (2.2.2). O

En lo que sigue, y a lo largo de este capitulo, denotaremos por D’ a la familia de
subconjuntos cerrados de Y que forma una base para los subconjuntos cerrados de éste.
Entonces por el lema 2.2.2, para cualesquiera A y B subconjuntos cerrados y no vacios de Y,
existen D'y y D’y en o(D’) tales que A C Dy, B C Dy y D',N D’ = () siempre que ANB = ).

La siguiente proposicion muestra que en los subgrupos controlables coinciden la nocién
de separar puntos y separar puntos fuertemente.

Proposicién 2.2.6. Si A es un subgrupo controlable de C(X,G) que separa los puntos de
X, entonces A separa fuertemente los puntos de X .

Demostracion. Sean x,y € X tales que z # y. En efecto, puesto que A separa puntos en
X, podemos conseguir funciones fi, fo € A tales que x € coz(f1), y € coz(f2), vy € Z(f1) y
x € Z(f2). Sea D = Z(A). Entonces como {z} N {y} = 0, por el ejemplo (2.2.4), existen
D,,D, € 0(Z(A)) tales que z € D,, y € D, y D, N D, = (). Aplicando la controlabilidad
de Aa f1,D, y D,, obtenemos g; € Ay D; € o(coz(A)) tales que D, C Dy C X \ D,,
filp. = 91lp. ¥ 91lz(puex\py) = eq. Como © € D,, tenemos que gi(x) = fi(x) # eq, por
lo cual, x € coz(g;) € D;. Ahora, como D; es un conjunto abierto-cerrado, en particular es
cerrado y puesto que D es una subbase de cerrados, entonces D, resulta estar contenido en
una unién arbitraria de intersecciones finitas de elementos de D, disyunta con D,,. Pero, por
ser D compacto, esta uniéon arbitraria se reduce a una union finita de intersecciones finitas
de elementos de D. Asi, afirmamos que existe D} € (D) tal que Dy C Dy y DinD, = 0.
Aplicando, la controlabilidad de A a f, D] y D,, obtenemos Ds € o(coz(A)) y g2 € A tales
que D, € Dy € X\ D1, falp, = g2|p, ¥ 92|2(s)ucx\p2) = €. Como y € D,, se tiene que
92(y) = f2(y) # eq; asi, y € coz(g2) € D2 C (X\ D) C (X \ D1) y, puesto que coz(g1) € Dy,
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tenemos que coz(g;) N coz(ge) = 0. En resumen, existen g;, g0 € A tales que x € coz(gy),
y € coz(ga) y coz(gy) Ncoz(ge) = 0, lo cual demuestra que A separa fuertemente los puntos
de X. ]

2.3. Subconjuntos soportes

Definicién 2.3.1. Sean A un subgrupo de C(X,G) y ¢: A — G un homomorfismo de
grupos. Un subconjunto S de X es un soporte para ¢ si para todo f € A tal que S C Z(f)
se verifica que ¢(f) = eg.

Obsérvese que si S es un soporte para ¢, entonces S también lo es, por lo que no se pierde
generalidad al asumir que los soportes son cerrados y, por lo tanto, compactos.

Algunas propiedades bésicas de los conjuntos soportes se muestran en la siguiente
proposicion.

Proposiciéon 2.3.2. Sea ¢: A — G un homomorfismo de grupos no nulo. Entonces se
verifican las siguientes afirmaciones.

1. X es un soporte para .

2. S1 S es un soporte para @, entonces S # ().

3. 81 .S es un soporte para ¢ y S C R, entonces R es un soporte para o.

4. Sean S un soporte para ¢ y fi1, fo € A tales que fi|s = fa|s. Entonces o(f1) = ¢(f2).
Si, ademds, A es controlable y separa puntos en X, tenemos lo siguiente:

5. Sean R y S soportes para ¢, entonces SN R # (.
Demostracion.

1. Sea f € A tal que X C Z(f). Entonces f(z) = eq, para todo x € X. Luego, f =eqg y
como ¢ es un homomorfismo, tenemos que ¢(f) = eg.

2. Sea S un soporte para ¢. Supongamos que S = (). Entonces S C Z(f) para todo f € A,
lo cual implica que ¢(f) = eq, para todo f € A. Esto es una contradiccion, pues ¢ es
no nulo.

3. Se sigue directamente de la definicion.

4. Puesto que fi|s = fo|s, entonces S C Z(fi — f2), lo cual implica que ¢(f; — f2) = eq
v, por lo tanto, ¢(f1) = ¢(f2).
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5. Sean Ry S soportes para ¢. Supongamos que RN S = (). Puesto que A separa puntos
en X, por el lema (2.2.2) y la proposicién (2.2.6), existen Dg, Dg € o(Z(A)) tales
que R C Dgi, S C Dsy DrN Dg = (). Puesto que ¢ es un homomorfismo no nulo,
consideremos [ € A tal que ¢(f) # eg. Aplicando la controlabilidad de A a f, D y Dg
obtenemos D € o(coz(A))y g € A tales que D C D C X\ Dg, flp, = 9lps ¥
9lzHux\py = eq. Como S € Dg C X \ D C Z(g), se tiene que ¢(g) = eq. Por otra
parte, como f|p, = g|p, y R C Dg, entonces f|g = g|r y, como R es soporte para ¢,
el inciso anterior implica que ¢(g) = ¢(f) # eqg, lo que es una contradiccién. Por lo
tanto, S N R # 0. O

Definicién 2.3.3. Sean A un subgrupo de C'(X, G). Decimos que una aplicacién ¢p: A — G
es separadora si coz(f) N coz(g) = O implica p(f) = eq 0 p(g) = eg para cualesquiera

fig € A

En lo que sigue probaremos que todo homomorfismo de grupos, separador y no nulo,
¢: A — G, donde A es controlable y separa puntos, tiene un soporte minimo. Para este
proposito, definimos

S ={S C X : S es un soporte compacto para ¢}

Por el inciso (1) de la proposicién (2.3.2), es claro que S # (). Existe un orden parcial candnico
que puede ser definido sobre S: S < R, S, R € §si, y sélo si, R C S. Es claro que toda cadena
en S estd acotada superiormente. En efecto, sea §” una cadena de S. Entonces Sy = (\geg S
es una cota superior para S’. Sélo falta ver que Sy € &', es decir, Sy es un soporte para ¢. Sea
f € Atal que Sy C Z(f). Entonces coz f € X\ Sy = [Jges (X\S). Como coz f es compacto,
existe un subconjunto finito §” de &' tal que coz f C (Jgegn (X \S) = X \[gegr S, de donde,
St =Ngesr S € Z(f) y como S; es un soporte para ¢ (por ser &’ una cadena), se tiene que
©(f) = eg; lo cual implica que Sy es un soporte para ¢ como se queria ver. Puesto que toda
cadena de S estd acotada superiormente, el lema de Zorn implica que S tiene un elemento
<-maximal. Es decir, existe S € S tal que S £ S’ para todo S’ € S, o, equivalentemente,
S’ ¢ S para todo S" € S, lo cual implica que S es C-minimal en S y, puesto que, cuando A
es controlable, dos soportes siempre se intersectan, entonces S resulta C-minimo.

Proposicién 2.3.4. Sea p: A — G un homomorfismo de grupos separador y no nulo. Si A
es controlable y separa los puntos de X, entonces existe un soporte minimo para @ que consta
de un unico elemento.

Demostracion. Por lo argumentado anteriormente, ¢ tiene un elemento C-minimo, S. Veamos
que S consta de un tnico elemento. En efecto, supongamos que existen s; y so en S tales que
s1 # s9. Entonces, puesto que X es Hausdorff, existen abiertos Uy, Uy C X tales que s, € Uy,
sg € Uy y Uy NU; = 0. Asi, S\ U; no es un soporte para ¢, para i = 1,2, pues de serlo
S CS\U;, parai=1,2y, puesto que S\ U; C S, para i = 1,2, se tendria que S = S\ Uj,
para i = 1, 2; lo cual implica que S C X \ U;, para i = 1,2 y esto es una contradiccién, ya que
si€Sys; ¢ X\U;, parai = 1,2. Por lo tanto, existen fi, fo € A tales que S\ U; C Z(f1),
S\Us C Z(f3) pero o(f1) # ec # ¢(f2). Como ¢ es un homomorfismo separador, se tiene que
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A = coz fiNcoz fo # ). Luego, SNA = (), pues si existe a € SN A, entonces a € coz(f;) C U;,
parai = 1,2, lo que es una contradiccién, pues Uy NUs = (). Por lo tanto, SNA = () y como S
y A son compactos, por el lema 2.2.2, existen Dg, D4 € 0(Z(A)) tales que S C Dg, AC Dy
y Ds N D,y = (. Aplicando el hecho de que A es controlable a fi, Dg y D4, obtenemos
g1 € Ay D € o(coz(A)) tales que Dg € D, DNDa =0, filps = g1lps ¥ G1lz(r0)ux\p) = €c-
Como S C Dg, entonces fi|s = gi|s y, por el inciso 4 de la proposicién (2.3.2), tenemos que
o(f1) = ¢(g1); puesto que ¢(f1) # eq, entonces ¢(g1) # eq, ademds, A C Dy C X \ D.
Como ¢ es separador y ¢(f2) # eq # ¢(g1), obtenemos que coz fo Ncoz gy # . Sea x € X
tal que = € coz fo y x € cozgy C coz fy N D. Entonces x € coz fi Ncoz fo = Ay x € D, lo
que es una contradiccion, pues A C X \ D. Por lo tanto, s; = s9, lo cual implica que S tiene
un unico elemento. O

Definiciéon 2.3.5. Una aplicacién H: A — B es separadora o preserva disyunciones, si
para cada par de aplicaciones fi,fo € A tales que f;'(eq) U f;'(eq) = X, se tiene
que H(f;'(eq)) U H(fy')(eq) = Y (equivalentemente, coz(f1) N coz(fs) = @ implica
coz(H(f1)) Ncoz(H(f2)) = 0, para cualesquiera fi, fo € A). Si H es biyectiva y tanto H
como H~! son separadoras, diremos que H es biseparadora.

Observe que la anterior definicién tiene sentido y extiende de forma natural al concepto
dado para las aplicaciones p: A — G.

Observacion 2.3.6. Originalmente, aplicaciones separadoras para funciones continuas a valo-
res escalares fueron definidas como esas aplicaciones H tales que fg = 0 implica H(f)H(g) =
0. Si interpretamos el elemento nulo 0 como la identidad e del grupo, entonces aplicaciones
separadoras podrian ser definidas como aquellas aplicaciones que si satisfacen f(x)g(x) = e,
para todo x € X, entonces H(f)(y)H(g)(y) = e, paratodoy € Y, o que H(f~') = (H(f))™},
para todo f € A. Obviamente, esta definicion seria vacua aqui puesto que, a lo largo de este
capitulo, asumimos que H es un homomorfismo de grupos. Por lo tanto, esta definiciéon nos
llevaria un asunto mas general: la representacion de los isomorfismos de grupos definidos
entre grupos de funciones continuas sin ningin requisito adicional. Infortunadamente, esto
es imposible en general. En efecto, un resultado notable debido a Milutin ([25]) establece
que si K es un espacio métrico, compacto y numerable, entonces C(K,C) es linealmente
isomorfo a C([0,1],C). Por lo tanto, es fundamental imponer alguna condicién adicional, ya
sea geométrica o algebraica sobre el isomorfismo H con el fin de ser capaz de representarlo
por aplicaciones continuas definidas sobre los espacios compactos K y [0, 1]. En este sentido,
la conexién con isomorfismos separadores se deriva de ([19]), donde se demostré que toda
isometria lineal es un isomorfismo separador.

2.4. Homomorfismos separadores

En esta secciéon A (resp., B) es un subgrupo controlable de C'(X,G) (resp., C(Y,G))
que separa los puntos de X (resp., Y). Sea H: A — B un homomorfismo de grupos
separador. Las aplicaciones d, o H: A — G son homomorfismos de grupos separadores,
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para cada y € Y. Ademds, puesto que A es controlable y separa los puntos de X,
podemos aplicar la proposicién (2.3.4) para obtener que cada conjunto S, = {S C X :
S es un soporte compacto para ¢, o H}, ordenado parcialmente, tiene un elemento minimo
con cardinalidad 1, denotado por h(y). Por lo tanto, podemos hacer corresponder cada y € Y
con el respectivo h(y) € X y asi definir la aplicacion soporte asociada a H, h: Y — X.

A continuacién estudiaremos algunas propiedades que cumple la aplicacion soporte
asociada a H, h.

Proposicién 2.4.1. La aplicacion soporte asociada a H, h, es continua.

Demostracion. Sea (yq)qep una red en Y que converge a un punto y € Y. Veamos que existe
una subred {h(yq, ) }a,ep de {h(va) }aep que converge a h(y). En efecto, como X es compacto
y {h(ya) }aep es una red en X, entonces {h(yq)}aep tiene un punto de acumulacién z; por lo
que existe una subred {h(yq4,)}a,en’ de {R(ya) }aep que converge a z. Veamos que z = h(y).
Para ello, supongamos, por contradiccién, que z # h(y). Como X es Hausdorff, existen V;
y Vs abiertos de X tales que z € Vi, h(y) € Vo y Vi NV, = (). Puesto que h(y) € Vs, existe
fa € A tal que coz(fa) C Vay [H(f2)](y) # eq. Como H(f2) es continua y {y4}tsep converge
a y, entonces {[H(fQ)](yd)}deD converge a [H(f2)](y) # eq. Entonces existe dy € D tal que
[H(f2)|(ya) # eq, para todo d > dy. Puesto que {h(yq4,)}a,ep converge a z y Vi es una
vecindad abierta de z, existe d; € D’ tal que h(yq,) € V1, para todo d; > d;. Por otra parte,
como {h(Ya,)}a,ep es una subred de {h(yq)}aep, existe una funcién f: D" — D tal que
h(ya,) = h(Ysa,)) v, para todo d € D, existe d' € D' tal que, si m > d', entonces f(m) > d,
donde m es un elemento de D’. De aqui tenemos, puesto que dy € D, que existe d' € D’ tal
que si m > d', entonces f(m) > dy, para cualquier m € D’. Ahora bien, como d; y d' son
elementos del conjunto dirigido D', existe dy € D’ tal que dy > dy v dy > d'. Por lo tanto,
Myay) € Vi, M(ya,) = h(Ygn)) v f(d2) > do. Sea r = f(dz). Entonces r > do y h(y,) € W,
por lo que H(f2)(yr) # ec y existe fi € C(X,F) tal que coz(f1) C Vi y H(f1)(yr) # ec. En
resumen, coz(f1) Ncoz(fa) =0y y. € coz(H(f1)) Ncoz(H(f2)), lo cual contradice que H es
separadora. Por lo tanto, z = h(y), lo cual implica que h(y) es punto limite de {h(yq, ) }a,ens
como se querfa demostrar. O

Proposiciéon 2.4.2. Si S es un subconjunto propio de X, abierto y no vacio, f € Ay
S C Z(f), entonces h™*(S) C Z(H(f)).

Demostracién. Seay € h™1(S). Entonces h(y) € S, por lo que X — S, subconjunto compacto
y no vacio de X, no es soporte para d, o H, lo cual implica que existe g € A tal que
X\SCZ(g)y H(g)(y) # eqg. Por lo tanto, coz(g) C Sy, como coz(f) C X\ S, tenemos que
coz(f) Ncoz(g) = (. Puesto que H es separadora, concluimos que coz(H f) Ncoz(Hg) = .
Por lo tanto, H(f)(y) = eq, esto es, y € Z(H ), como se queria ver. ]

Proposicién 2.4.3. Para todo f € A, se verifica lo siguiente:

h(coz(H(f))) € coz(f).

Demostracion. Sea x € h(coz(H(f))). Entonces © = h(y), para algin y € coz(H(f)). Como
{h(y)} es soporte para J, o H se tiene que = ¢ Z(f) o, equivalentemente, = € coz(f). O
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Proposicion 2.4.4. Si H es inyectiva, entonces h es sobre.

Demostracion. Supongamos que h(Y) # X y tomemos z € X tal que = ¢ h(Y'). Puesto
que h es continua y Y es compacto, tenemos que h(Y) es un subconjunto propio, y ademés
compacto, de X. Aplicando el lema (2.2.2), existen elementos disjuntos, D, y Dy, en o(Z(.A))
tales que * € D,, h(Y) C Dy. Ademds, como A separa puntos en X, existe f € A
tal que f(z) # eg. Aplicando la controlabilidad de A a f, D, y Dy, obtenemos g € Ay
D € o(coz(A)) tales que D, € D C X\ Dy C X\ h(Y), glp, = flp. ¥ 9lz(nux\p = ec-
Asi, g(x) = f(z) Zeqy h(Y) C X\ D C Z(g). De esta dltima afirmacion, se obtiene, por la
definicién de soporte, que H(g)(y) = eq para todo y € Y, es decir, H(g) = eqg. Puesto que
H es inyectiva, esntonces g = eq lo que es una contradiccién porque g(x) # eq. Por lo tanto,
h(Y) = X. O

La siguiente proposicion establece bajo qué condiciones la aplicacién soporte h, inducida
por H, es un homeomorfismo.

Proposicion 2.4.5. Sea H una biyeccion. Entonces si H es biseparadora se tiene que
h:Y — X es un homeomorfismo.

Demostracion. Por la proposiciéon (2.4.1), tenemos que h es continua y como X y Y son
compactos (y Hausdorff), tenemos que h es abierta. Ademads, puesto que H es inyectiva, la
proposicion anterior implica que h es sobre, por lo que sélo falta ver que h es inyectiva y
con esto quedard demostrado que h es un homeomorfismo. En efecto, sean y;,y, € Y tales
que y; # yo. Por demostrar que h(y;) # h(y2). Puesto que B separa los puntos de Y, existen
Dy, Dy € 0(Z(B)) tales que y; € Dy, y2 € Doy D1 N Dy = . Puesto que H(A) = B, existe
fi € A tal que H(f;)(y;) # eq para i = 1,2. Como B es controlable, existen D € o(coz(B))
y g1 € Atales que y1 € Dy € D C Y\ Dy, H(g1)|p, = H(f1)|p, ¥ H(91)|zu(11))001\0) = €c-
Puesto que Dy y D son cerrados en Yy Do N D = (), existen D)y y D" en o(Z(B)) tales
que Dy C D), D C D'y DynD = (. Asi, existe D' € o(Z(B)) tal que D C D"y
Dy N D" = (. Aplicando la controlabilidad de B a H(fs), Dy y D’, tenemos que existen
D" € o(coz(B)) y go € Atales que yo € Do C D" CY\D' CY\D, H(92)|p, = H(f2)|py ¥
H(g2)|z(r())u(v\p7) = eq. Por lo tanto, puesto que coz(H(g1)) Ncoz(H(g2)) € DN D" =0
y H es biseparadora, se obtiene que coz(g;) N coz(ga) = (). Por otra parte, tenemos que
H(gi)(y;) = H(fi)(y:) # eq, para i = 1,2, esto es, y; € coz(H(gi)), para i = 1,2,
lo cual implica, por la proposicién (2.4.3), que h(y;) € coz(g;), para i = 1,2 y, como
coz(g1) Ncoz(ge) = 0, se concluye que h(y;) # h(ys2), como se querfa demostrar. O

Hemos visto cémo un homomorfismo de grupos separador tiene asociada una aplicacién
continua h que asigna a cada punto y € Y el subconjunto soporte de ¢, 0 H. Nuestro préximo
objetivo es obtener una representacion completa de H a través de la aplicacién soporte h.
Teniendo lo anterior en mente, definamos el siguiente conjunto:

Gy = {f(h(y)) : f € A}
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que es un subgrupo de G, para todo y € Y, y denotemos por Hom(Gpy), Gy) al conjunto de
todos los homomorfismos de grupos de Gy, y que toman valores en G,,. Definamos, ahora,
al conjunto

G = U Hom(Gpy), Gy)
yey

Podemos pensar en los elementos de G como funciones parciales sobre G. Es decir, funciones
a: Dom(a) € G — G cuyo dominio es un subconjunto (no necesariamente propio) de G.
Puesto que G es discreto, podemos equipar a G con la topologia producto (o de la convergencia
puntual) como sigue. Sea [a;g1,...,9.] = {8 € GY : a(g;) = B(g;) € G,1 < i < n}, donde
gi € G, para 1 < i < n. Lo anterior define una vecindad bésica de una aplicacién a € G©.
Ahora, si « es una aplicacién parcial, podemos restringir esta vecindad basica a G tomando
[a; g1, .., 9n) como el conjunto de todas las aplicaciones parciales f: Dom(f) C G — G
tales que ¢1, ..., g, € Dom(8) y a(g;) = B(¢:), 1 <i < n. Se puede verificar que esto produce
una extensién de la topologia de convergencia puntual sobre G (ver [27]). Con esta notacién
definimos w: Y — G por

wlyl(f(h(y))) = H(f)(y)

para cada y € Y. A continuacion, veremos que w estd bien definida y es continua.

Proposicion 2.4.6. Con la terminologia establecida anteriormente, las sigquientes afirma-
ciones se verifican.

1. wlyl: Gry) — Gy es un homomorfismo de grupos bien definido, para todo y € Y.

2. w es continua cuando equipamos a G con la topologia de la convergencia puntual.
Demostracion.

1. Para probar que w(y| estd bien definida, tomemos fi, fo € A tales que fi(h(y)) =
fa(h(y)). Por la proposicién (2.3.2), tenemos que

wlyl(f1(h(y))) = H(fi)(y)
= H(f2)(y)
= wyl(fa(h(y))).

Por otra parte, es facil ver que w[y] es un homomorfismo de grupos para cada y € Y.
En efecto, sean y € Y y f1, fo € A. Entonces

wlyl(fi(h(y)) — fo(h(y)) = wlyl((fi — f2)(h(y)))
= H(fi— f2)(y)
= (H(f1) — H(f2))(y)
= H(fi)(y) — H(f2)(y)
= wlyl(f1(h(y))) — wy](f2(h(y)))

como se queria demostrar.
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2. Sea (Yq)gep una red que converge a y € Y. Si g es un elemento arbitrario en
Dom(w(y]) = Ghy), entonces g = f(h(y)) € Gu) para algin f € A. Puesto que h
es continua, por la proposicién (2.4.1), se tiene que foh € C(Y,G) y (f oh)™'(g) es
una vecindad abierta-cerrada de y € Y. Puesto que G es discreto, existe di(g) € D
tal que f(h(yq)) = g, para todo d > di(g). Asi, g € Dom(wly4]), para todo d > d;(g).
En forma similar, como wly|(g) = H(f)(y) =g, € Gy H(f) € C(Y,G), tenemos que
(H(f)) (gy) es una vecindad abierta-cerrada de y. Por lo que existe ds > d;(g) tal que
H(f)(ya) = gy, para todo d = da. Asf, wlya](9) = H(f)(ya) = g, = H(f)(y) = w[y](9),
para todo d > dy. Esto significa que la red (w[y,])sep converge a wly] en la topologia
de la convergencia puntual sobre G. O

Observe que puesto que G es discreto, los subconjuntos compactos en G son finitos. Por
lo tanto, hemos probado que w también es continua con respecto a la topologia compacto
abierta sobre G.

Ahora estamos en posicién de establecer un resultado importante en este capitulo.

Teorema 2.4.7. Sea H: A — B un homomorfismo de grupos separador. Entonces ezisten
aplicaciones continuas h:Y — X y w:Y — J, oy Hom(Gy, Gy) que satisfacen las
siquientes propiedades:

yey

1. Para cada y € Y y todo f € A se verifica que

H(f)(y) = «lyl(f(h(y))).

2. H es continua con respecto a la topologia de la convergencia puntual.
3. H es continua con respecto a la topologia compacto abierta.
4. Si H es biyectiva y H™' es una aplicacion separadora, entonces h es un homeomorfismo.

Demostracion. Puesto que el inciso (1) es consecuencia de la definicién de w, el inciso (2) se
sigue de la afirmacién (2) en la proposicién (2.4.6) y el inciso (4) corresponde, exactamente,
a la proposicién (2.4.5), sélo queda verificar el inciso (3).

(3) Sea (fi)aep C A una red que converge a e en la topologia compacto abierta. Si K
es un subconjunto compacto de Y, entonces, puesto que h es continua, hA(K) es un
conjunto compacto en X. Por lo tanto, (f;)sep es eventualmente la funcién constante
ec en h(K). Aplicando el inciso 1, se sigue que (H(fq))aep es eventualmente la funcién
constante e en K, lo que completa la prueba. O

Corolario 2.4.8. Sea H: A — B un homomorfismo de grupos separador, donde A es
puntualmente denso en G. Entonces existen aplicaciones continuas h: Y — X yw:Y —
End(G) que satisfacen las siguientes propiedades:

1. Para cada y € Y y todo f € A se verifica que
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2. H es continua con respecto a la topologia de la convergencia puntual.
3. H es continua con respecto a la topologia compacto abierta.
4. Si H es biyectiva y H=' es una aplicacion separadora, entonces h es un homeomorfismo.

A continuacion, enunciamos el resultado principal en este capitulo.

2.5. Resultado principal

Teorema 2.5.1. Sean X y Y espacios compactos, Hausdorff, cero-dimensionales y G un
grupo discreto. Supongamos que A C C(X,G) y B C C(Y,G) son subgrupos controlables,
puntualmente densos y, ademds, A separa los puntos de X. Si H: A — B es un isomorfismo
de grupos, biseparador, entonces existen aplicaciones continuas h: Y — X yw: Y — Aut(G)
que tienen las siguientes propiedades:

1. h es un homeomorfismo de Y en X.

2. Para caday €Y y todo f € A se verifica que

H(f)(y) = wlyl(f(h(y)))-

3. H es un isomorfismo continuo con respecto a la topologia de la convergencia puntual.
4. H es un isomorfismo continuo con respecto a la topologia compacto abierta.

Demostracion. Después del teorema (2.4.7) y del corolario (2.4.8), s6lo debemos demostrar
que wly] € Aut(G), para todo y € Y. Aplicando el corolario (2.4.8) a H~!, obtenemos las
aplicaciones

p: X — End(G),
ki X =Y

tales que, para cualesquiera z € X y g € B, tenemos que H'(g)(x) = plx](g(x(z))). Asi,
para todo f € Ay x € X, tenemos que

fle) = H™ o (H(f)(x) = pla](H(f)(r(x))) = pla](w[r(2)](f (h(x(x)))))

lo cual significa que el soporte de d, 0 (H 1o H) es ala vez x y h(x(z)). Puesto que el soporte
minimo es tnico, tenemos que h o k = idx, lo cual implica que k es una inversa a derecha de
h. En forma andaloga, para cualesquiera g € By y € Y, tenemos que

9(y) = H o (H(9))(y) = wyl(H " (g9(h(y))) = w[yl(plh))(g(r(h(y)))))
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esto significa que y y k(h(y)) son soportes de 6, 0 (H o H™1) y, puesto que el soporte minimo
es tnico, concluimos que & es una inversa a izquierda de h. De donde, k = h~!. Por lo tanto,

f(a) = H™ o (H(f))(x) = pla](H(f)(5(x))) = plr](w[r(x)](f(2))),
9(y) = H o (H(9))(y) = wlyl(H " (9(h(y)))) = wyl(p[h(y))(9(v)))-

Aplicando la primera igualdad a x = h(y), obtenemos que p[h(y)] o wly] = idg, para todo
y € Y; y de la segunda igualdad, tenemos que w|y|o p[h(y)] = idg. De lo anterior, se concluye
que wly] tiene inversa a izquierda y derecha y, por lo tanto, es un automorfismo sobre G lo
que completa la prueba. O

Corolario 2.5.2. Sean X y Y espacios compactos, Hausdorff, cero-dimensionales y G un
grupo discreto. Supongamos que A y B son subgrupos controlables y puntualmente densos
de funciones continuas G-valuadas que separan los puntos de X y de 'Y, respectivamente. Si
existe un isomorfismo de grupos, biseparador, H: A — B, entnonces A y B son equivalentes.

Demostracion. La demostracion de este resultado se sigue directamente del teorema (2.5.1)
O

Otro corolario que surge del anterior teorema (2.5.1) es el siguiente.

Corolario 2.5.3. Sean X y Y espacios compactos, Hausdorff, cero-dimensionales y G un
grupo discreto. Supongamos que los conjuntos A C C(X,G) y B C C(Y,G) son subgrupos
controlables y puntualmente densos de funciones continuas y, ademds, B separa los puntos
deY. Si H': B— A es un isomorfismo de grupos, biseparador y no nulo, entonces existen
aplicaciones continuas h': X =Y yw': X — Aut(G) que tienen las siguientes propiedades:

1. W' es un homeomorfismo.

2. Para cualesquiera x € X y g € B, se verifica que

H™Y(g)(x) = w'[z](g(M(x))).
3. H™1 es un isomorfismo continuo, con respecto a la topologia de la convergencia puntual.

4. H™' es un isomorfismo continuo, con respecto a la topologia compacto abierta.

Demostracion. La demostracion se sigue directamente del teorema (2.5.1). O
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Capitulo 3

Representacion de isomorfismos entre
subgrupos de funciones continuas con
soporte compacto

3.1. Introducciéon

En este capitulo, estamos interesados en la representacion de isomorfismos, entre sub-
grupos de funciones continuas con soporte compacto (definidas en espacios topoldgicos lo-
calmente compactos y que toman valores en un grupo), como operadores composicién con
peso.

Sean G un grupo discreto y X y Y espacios topolégicos localmente compactos. Si A y
B son subgrupos de funciones continuas, con soporte compacto, G-valuadas y H: A — B es
un homomorfismo, decimos que H es representado como un operador composicion con peso
cuando existen un homeomorfismo h: Y — X y una aplicacion continuaw: ¥ — Aut(G) tales
que H(f)(y) = wly](f(h(y))), para cualesquiera f € Ay y €Y. Aqui Aut(G) esté equipado
con la topologia de la convergencia puntual.

El estudio relacionado con la representacién de operadores lineales como aplicaciones
composicion con peso ha sido abordado por muchos autores y en diferentes direcciones. Sin
embargo, en esta ocasién s6lo mencionaremos el clasico teorema de Banach-Stone que, cuando
G es el campo de los nimeros reales o complejos, establece que si los espacios de Banach de
funciones continuas C(X,G) y C(Y,G) (dotados con la norma del supremo) son linealmente
isométricos, entonces dicha isometria puede ser representada como un operador composicién
con peso. Otro ejemplo importante aparece en teoria de codigos, donde el bien conocido
teorema de equivalencia de MacWilliams afirma que cuando G es un campo finito y X y
Y son conjuntos finitos, cualquier isometria (por la métrica de Hamming) entre dos cédigos
(subespacios lineales) A y B de GX y GY, respectivamente, puede ser representada como un
operador composicién con peso (ver [4], [22] y [23]). Este resultado ha sido generalizado a
cédigos convolucionales y también tiene sentido en otras areas, por ejemplo, andlisis funcional
y sistemas dindmicos lineales.

La motivacién principal de este apartado ha sido extender el teorema de MacWilliams
a situaciones mas generales y explorar la posible aplicacién de estos métodos al estudio de
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los codigos convolucionales o sistemas dindmicos lineales. Sin embargo, a lo largo de este
capitulo, sélo nos ocuparemos de los espacios cero-dimensionales y localmente compactos X
y Y; y G sera considerado un grupo discreto.

Existen muchos precedentes en el estudio de la representacién de homomorfismos de
grupos para funciones continuas que toman valores en un grupo. Se pueden consultar, como
se dijo en el segundo capitulo, en las siguientes referencias (ver [5], [9], [20], [24], [26], [29],
[36], [37]). La mayoria de los hechos bésicos y las nociones relacionadas con propiedades
topoldgicas se pueden encontrar en [6].

Definicién 3.1.1. Sean A y B subgrupos de Cyo(X,G) vy Cyo(Y,G), respectivamente, y
H: A — B un homomorfismo. Decimos que H es un operador composicion con peso si
existen un homeomorfismo h: Y — X y una funcién continua w: Y — Aut(G) tales que
H(f)(y) = wy](f(h(y))), para cualesquiera f € Ay y € Y, donde Aut(G) estd dotado con
la topologia de la convergencia puntual.

El principal interrogante que abordamos en este capitulo es el siguiente:

¢ Qué condiciones deben cumplir X, Y, A, B, G y H para que esta ultima aplicacion se
pueda representar como un operador composicion con peso?

A continuacién introduciremos algunas notaciones y terminologia pertinente.

3.2. Notacion

En este capitulo G representa un grupo discreto con elemento neutro eg, X y Y son
espacios Hausdorff, localmente compactos y cero-dimensionales. Definimos Coo(X, G) como el
conjunto formado por todas las funciones f € C(X, G) tales que existe un conjunto compacto
Cr C X que satisface lo siguiente: Para cada = € X, si ¢ Cf, entonces f(z) = eq, es decir,
{z € X : f(z # eq)} es compacto, ya que G es discreto. El conjunto Cy(X, G) dotado con la
suma usual de funciones, definida punto por punto, es un grupo. En forma analoga, definimos
Coo(Y, G). Cabe anotar que usamos la suma por comodidad en la notacién, no para indicar
que Coo(X, G) (resp. Coo(Y, G)) es abeliano.

Si X es un espacio localmente compacto, entonces X* denota la compactificacion de
Alexandroff de X, es decir, X* = X U{oc}, donde oo es un punto conveniente. Se puede ver
que todo subconjunto cerrado de X* es la unién de un subconjunto cerrado de X con {co}
o es un subconjunto compacto de X.

Si f € Coo(X,G), como en el segundo capitulo, el cocero de f es el conjunto coz(f) = {z €
X : f(z) # ec} y el soporte de f es el conjunto supp(f) = coz(f). Puesto que G es discreto,
tanto coz(f) como Z(f) = X \ coz(f) son subconjuntos abiertos-cerrados de X. Ademsds,
para cada f € Cyo(X, ), se tiene que coz(f) es compacto. En efecto, como f € Cy(X, G),
existe un subconjunto compacto de X, C, tal que para todo z € X, si z ¢ C, entonces
f(z) = eg, o equivalentemente, para cada x € X, si z € coz(f), entonces = € C, es decir,
existe un compacto C' tal que coz(f) C C. En consecuencia, coz(f) es compacto. Del mismo
modo, para cada g € Cy(Y, G), se tiene que coz(g) es compacto.
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Sea A un subgrupo de Coyo(X,G). Para cada z € X, denotemos por J,: A — G a la
evaluacion canonica definida como sigue:

d.(f) = f(x), para toda f € A.

y consideraremos los conjuntos

LE{feA: fx)=ca}y

def

Sz ex I, £ A}

Asf, S = Ujseqcoz(f). Puesto que S es un conjunto abierto, es un espacio localmente
compacto cuando lo equipamos con la topologia heredada de X. Por lo que podemos asumir,
sin pérdida de generalidad, que S = X. Esto es,

para todo x € X, existe f € A tal que f(z) # eg. (3.1)

Diremos que A es puntualmente denso si §,(A) es denso en G, para cada x € X.
Definimos Z(.A) y coz(.A) como en el capitulo anterior, es decir,

Z(A)={Z(f): fe A}y
coz(A) o {coz(f): f € A}

Ademsds, o(D) denotard al anillo mas pequeno, de subconjuntos de X, que contiene a coz(.A)
y que es cerrado bajo uniones e intersecciones finitas.

En forma andloga, se definen Z(B) y coz(B). Ademéds, o(D’) denotara al anillo més
pequeno, de subconjuntos de Y, que contiene a coz(B) y que es cerrado bajo uniones e
intersecciones finitas.

Decimos que A separa puntos en X si para cualesquiera par de puntos xi,x2 € X, con
x1 # o, existe una aplicacion f € A tal que x1 € coz(f) v x2 € Z(f) y viceversa.

Definicién 3.2.1. Decimos que A C Cyo(X, G) es controlable si para cualesquiera f € Ay
D1, Dy € 0(D) tales que DyN Dy =, existen D € o(D) y g € Atales que D; € D C X\ Dy,
flpy = 9lpy ¥ 9lz(5ux\p) = ec-

Lema 3.2.2. Supongamos que A separa los puntos de X y que P y @Q son subconjuntos
compactos de X. Si PNQ = (), entonces existen Dp, Dg € o(D) tales que P C Dp, Q C Dg
y DpNDg = 0.

Demostracion. Sean p € Py qo € Q. Como PN Q = (), entonces p # ¢y y, puesto
que A separa los puntos de X, existe f,,, € A tal que gy € coz(fpy) v P € Z(fpg)-
Asf, P C U,ep(X \ coz(fpg)) ¥ como P es compacto, existen fi,...,f, € A tales que
P C UL (X \coz(f;) = X\ i coz(fi) v qo € coz(f;), para todo i € {1,...,n}. Sea
Dy, = i, coz(f;). Entonces Dy, € o(D) y qo € Dy, € X \ P. De esta manera obtenemos,
para cada g € @, el conjunto D, € o(D) tal que ¢ € Dy € X\ P. Por lo que Q € U, Dy v,
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puesto que ) es compacto, existe un conjunto finito F' C @ tal que Q) C quF D, C X\ P.
Sea Dg = U cr Dy Entonces Dg € 0(D) y @ € Do C X \ P. Ahora bien, como Dg y P
son compactos y ajenos, podemos repetir el procedimiento anterior y obtener Dp € o(D) tal
que P C Dp C X \ Dg. En resumen, existen Dp y Dg en (D) tales que P C Dp, Q) C Dg
y Dp N Dg = (), como se queria demostrar. O

3.3. Subconjuntos soportes y funcionales separadores

Definicién 3.3.1. Sea A un subgrupo de Cyo(X,G) v ¢: A — G un homomorfismo de
grupos. Un conjunto K C X es un soporte para ¢ si para todo f € A tal que K C Z(f) se
verifica que ¢(f) = eg.

Observe que si K es un soporte para ¢, entonces clyx(K) también lo es, por lo que
no se pierde generalidad, si de aqui en adelante consideramos los conjuntos soportes como
subconjuntos cerrados de X.

Los conjuntos soportes gozan de propiedades muy interesantes como se muestra a
continuacion.

Proposiciéon 3.3.2. Sea ¢: A — G un homomorfismo de grupos no nulo. Entonces se
verifican las siguientes afirmaciones.

1. X es un soporte para ¢.

2. Si K es un soporte para o, entonces K # ().

3. Sean K wun soporte para ¢ y f1, fo € A tales que fi|x = fa|k. Entonces o(f1) = o(fa).

4. Si A es controlable y K, y Ko son soportes para @, entonces Ky N Ky # (.
Demostracion.

1. Esta afirmacién es clara, puesto que si f € A es tal que X C Z(f), entonces f(z) = eg,
para todo x € X, lo cual implica que f = eg y, como ¢ es un homomorfismo, se tiene

que ¢(f) = eg.

2. Supongamos que K = (). Entonces ) = K C Z(f), para todo f € A, y por ser K un
soporte para ¢, tenemos que ¢(f) = eq, para todo f € A. Esto es una contradiccion,
puesto que ¢ es no nulo.

3. Supongamos que fi|x = fo|x. Entonces K C Z(f; — f2) y, por ser K un soporte para
@, se tiene que o(f — g) = eq. Por lo tanto, p(f) = ¢(g).

4. Supongamos que K; N Ky = (). Como ¢ es no nulo, existe f € A tal que ¢(f) # eq.

Entonces C of coz(f)N Ky y Cy of coz(f) N Ky son subconjuntos, no vacios, de X,

compactos y disjuntos. Luego, por el lema (3.2.2), existen Dy y Dy € o(D) tales que
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C; € Dy, parai = 1,2, y D; N Dy = (). Aplicando la controlabilidad de A a f, D; y
D, obtenemos D € (D) y g € A tales que D; C D C X\ Dy C X\ Cy, flp, = 9lp,
Yy 9|(Z(f)uX\D) = €q-

Afirmamos que f|x, = g|k,, pues si existe x € K; tal que f(z) # g(z), entonces
x ¢ Dy, lo cual implica que = ¢ C; = coz(f) N K; y, por lo tanto, = ¢ coz(f);
de donde, z € Z(f) C Z(g), asi, f(z) = eg = g(z), lo que es una contradiccion.
Ademds, Ky C Z(g), pues si existe y € Ky tal que y ¢ Z(g), entonces y ¢ Z(f) v
y ¢ (X \ D)2 Dy D Cy. Esto implica que y € coz(f) y y ¢ Cy = coz(f) N Ko, lo que
es una contradiccién. En resumen, f|x, = glk, v K2 C Z(g). Entonces, por el inciso
anterior y por la definicién de soporte, respectivamente, tenemos que ¢(g) = ¢(f) # ea
vy ¢(g) = eq, lo que es una contradiccién. Por lo tanto, K7 N Ky # (). ]

Definicién 3.3.3. Sea A un subgrupo de Cyo(X, G). Decimos que una aplicacién ¢: A — G
es separadora cuando coz(fi) N coz(fz) = 0 implica ¢(f1) - ¢(f2) = eq, para cualesquiera

fi. fo € A

En lo que sigue probaremos que todo homomorfismo de grupos, separador y no nulo,
¢: A — G, donde A es controlable y separa puntos, tiene un soporte minimo. Para este
propdsito, definimos

S ={K C X : K es un soporte para p}.

Por el inciso (1) de la proposicién (3.3.2), se tiene que S # (). Existe un orden parcial candnico
que puede ser definido sobre §: K < Ky, con Ky, Ky € S si, y s6lo si, Ky C K. Es claro que
toda cadena en S esté acotada superiormente. En efecto, sea 8’ una cadena, no vacia, de S.
Entonces Sy = [\ges S €8 una cota superior para S'. Sélo falta ver que Sy € &', es decir, Sy
es un soporte para ¢. Sea f € A tal que Sy C Z(f). Entonces coz f € X'\ Sy = [Jge o (X\5).
Como f € A C Cy(X,G), existe C C X, compacto, tal que, para todo x € X, si x ¢ C,
entonces f(x) = eq, lo cual implica que coz(f) C C; por lo que coz f es compacto. Asi, existe
un subconjunto finito §” de &' tal que coz f C [Jgen (X \ 5) = X — Ngesr S, de donde,
St = Nges# S € Z(f) y, como S; es un soporte para ¢ (por ser S’ una cadena), se tiene
que ¢(f) = eg; lo cual implica que Sy es un soporte para ¢, como se queria ver. Ahora bien,
puesto que toda cadena de S esta acotada superiormente, el Lema de Zorn implica que S
tiene un elemento <-maximal. Es decir, existe S € S tal que S < §’, para todo S’ € S, o,
equivalentemente, S” ¢ S, para todo S’ € S, lo cual implica que S es C-minimal en S vy,
puesto que dos soportes siempre se intersectan, entonces S resulta C-minimo.

Proposicién 3.3.4. Sea p: A — G un homomorfismo de grupos separador y no nulo. Si A
es controlable y separa los puntos de X, entonces existe un soporte minimo para ¢ que consta
de un unico elemento.

Demostracion. Por lo argumentado anteriormente, ¢ tiene un soporte C-minimo, S. Veamos
que S consta de un tnico elemento. Supongamos que existen z1, x5 € X tales que x1,25 € S
y o1 # 3. Como X es Hausdorff, existen Uy, Uy C X, abiertos, tales que 1 € Uy, x5 € Uy y
U;NUs = (. Es claro que S\ U; no es un soporte para ¢, parai = 1,2, ya que S\U; C Sy S

=
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es C-minimo soporte. Como S\ U; no es un soporte para ¢, para i = 1,2, existen fi, fo € A
tales que S\ U; C Z(f;) v o(f;) # eq, para i = 1,2. Puesto que ¢ es separadora, esta

ultima afirmacién implica que coz(f) N coz(fs) # 0. Sea A o coz(f1) N coz(fy). Entonces
A es un subconjunto compacto de X. Es claro que A NS = (), pues si existe z € A tal
que x € S, entonces x ¢ Z(f1) vy x ¢ Z(f2), lo cual implica que = ¢ S\ U;, para i = 1,2;
de donde, x € Uy NU; = (). Sea S ©sn (coz(f1) U coz(fs)). Entonces S’ # (), pues si
S" =), entonces S C Z(f1) N Z(f2), estoes S C Z(f1) vy S C Z(f2) y, por definicién de
soporte, lo anterior implica que ¢(f1) = eq = ¢(f2), lo que es una contradicciéon. Ahora,
puesto que A y S’ son compactos en X y disjuntos, entonces, por el lema (3.2.2), existen
Dy, Dg € o(D) tales que A C Dy, S’ C Dgr y DysNDg = (). Aplicando la controlabilidad de
Aa fi,Day Dg, obtenemos D € 0(D)y g € Atalesque S"C Dgy C D C X\ Dy C X\ A,
filpe = 9lpg ¥ 9lz(ryux\p) = eq- Es claro que fi|s = g|s, en efecto, sea s € S. Entonces
s€S 0s¢ 5. Sise S entonces s € Dgr, con lo que se da trivialmente la igualdad, pues
filpg = 9lpg,- Sis ¢ S, entonces s ¢ coz(f1), lo cual implica que s € Z(f1) € Z(g), es decir,
fi(s) = eqg = g(s), como se queria ver. Asi, S C Z(f1 —g), lo cual implica que ¢(f1 —¢g) = eg.
De donde, ¢(g) = ¢(f1) # eg y, como ¢ es separador, tenemos que coz(fz) N coz(g) # 0.
Sea z € X tal que x € coz(fs) v € coz(g) C coz(f;) N D. Entonces © € A C Dy y
x € D C X \ Dy, lo que es una contradiccién. Por lo tanto, z; = x. Asi, S consta de un
unico elemento. O]

Definicién 3.3.5. Una aplicacion H: A — B es separadora o preserva disyunciones, si
para cada par de aplicaciones fi,fo € A tales que f;'(eq) U f5 '(eq) = X, se tiene
que H(f'(eq)) U H(fy')(eq) = Y (equivalentemente, coz(f;) N coz(fy) = @ implica
coz(H(f1)) Ncoz(H(fy)) = 0 para cualesquiera fi, fo» € A). Si H es biyectiva y tanto H
como H~! son separadoras, diremos que H es biseparadora.

Observe que la anterior definicién tiene sentido y extiende de forma natural al concepto
dado para las aplicaciones p: A — G.

3.4. Aplicaciones separadoras

En esta seccién A (resp., B) es un subgrupo controlable de Cyo(X, G) (resp., Coo(Y, G))
que separa los puntos de X . Sea H: A — B un homomorfismo de grupos separador y
no nulo. Las aplicaciones d, o H: A — G son homomorfismos de grupos separadores y
no nulos, para cada y € Y. Ademas, puesto que A es controlable y separa los puntos de
X, podemos aplicar la proposicién (3.3.4) para obtener que cada conjunto S, = {S C
X : S es un soporte para §, o H}, ordenado parcialmente, tiene un elemento minimo con
cardinalidad 1, denotado por {h(y)}. Por lo tanto, podemos hacer corresponder cada y € Y
con el respectivo h(y) € X y asi definir la aplicacion soporte asociada a H, h: Y — X.

A continuacién estudiaremos algunas propiedades que cumple la aplicacion h.

Lema 3.4.1. Para cada f € A se cumple que h(coz(H(f))) es un subconjunto de coz(f).
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Demostracion. Sea x € h(coz(H(f))). Entonces © = h(y), para algin y € coz(H(f)). Como
{h(y)} es soporte para 0, o H se tiene que = ¢ Z(f) o, equivalentemente, x € coz(f). O

Proposicién 3.4.2. La aplicacion soporte asociada a H, h, es continua.

Demostracion. Sea (yq)qep una red en Y que converge a un punto y € Y. Veamos que existe
una subred {h(ya, ) }a,ep de {h(ya)}aep que converge a h(y). Como {h(ya)}aep € X C X*y
X* es compacto, la red {h(y4) }4ep tiene un punto de acumulacion p € X*, por lo que existe
una subred {h(yaq, ) }a,ep de {h(ya) }aep que converge a p. Veamos que p = h(y). Supongamos
que p # h(y). Es claro que h(y) # oo. Como X* es Hausdorff, existen V,, y Vj(,), abiertos de
X* talesquep € V,,, h(y) € Vi) v VpNVigy) = 0. Como h(y) € Vi) se tiene que X\ (Vi) NX)
no es un soporte para d, o H, por lo que existe f; € A tal que X \ (Vi) N X) C Z(f1) y
H(f1)(y) # eq. Ademas, puesto que H(f;) es una funcién continua y {ya}sep converge a v,
entonces {H(f1)(ya) }aep converge a H(f1)(y) # eq. Como G es discreto, existe dy € D tal
que H(f1)(ya) # eq, para todo d > dy. Ahora bien, puesto que {h(yq,)}a,ep converge a py
V}, es una vecindad abierta de p, existe d; € D' tal que h(ys) € V,, para todo d; > d,. Por otra
parte, como {h(ya,)}a,ep es una subred de {h(yq)}aep existe una funcién f: D' — D que
cumple las siguientes condiciones: Para todo di, € D, h(yq,) = h(yf@,)) ¥y para todo d € D,
existe d € D’ tal que si m > d', entonces f(m) > d, donde m es un elemento arbitrario de
D'. Como dy € D, existe dy € D’ tal que si m > dy, entonces f(m) > doy, para cualquier
m € D’. Ahora bien, como d; y ds son elementos del conjunto dirigido D', existe d’ € D’ tal
que d’ > dy y d' > ds. Por lo tanto, h(ya) € Vy, h(ya) = h(ypa)) y f(d') > do. Sear = f(d').
Entonces r > do y h(y,) € Vj, por lo que H(f1)(y,) #ecy (X \ (V, N X)) no es un soporte
para d,, o H; de donde, existe fy € A tal que X \ (V, N X) C Z(fz) y H(f2)(y») # eq. Por
lo tanto, y, € coz(H(f1)) N coz(H(fs2)), lo cual implica, puesto que H es separadora, que
coz(f1) Ncoz(fz) # 0. Sea a € X tal que a € coz(f1) Ncoz(fz). Entonces a ¢ X \ (V,NX) y
a ¢ X\ (Vi NX); de donde, a € V, N X N V) = 0, lo que es una contradiccién. Por lo
tanto, p = h(y). O

Lema 3.4.3. Si el homomorfismo H es inyectivo y ademds se cumplen las mismas condicio-
nes que en la proposicion (3.3.4), tenemos que h(Y') es denso en X .

Demostracion. Supongamos que cly(h(Y)) # X. Entonces existe z € X tal que = ¢
clx(h(Y)). Puesto que x € X, por 3.1, existe f € A tal que x € coz(f). Sea B = coz(f) N
clx(h(Y)). Entonces B es un subconjunto compacto de X, no vacfo, pues si B = (), entonces
h(Y) C clx(h(Y)) C Z(f), lo cual implica que H(f)(y) = eq, para cada y € Y, de donde,
H(f) = eqgy, como H es un homomorfismo, tenemos que f = eg, lo que es una contradiccion,
pues f(z) # eg. Por otra parte, como B N {x} = 0, el lema (3.2.2) implica que existen
D,,Dp € (D) tales que x € D,, BC Dy D, N Dg=10.Sea D = D, N coz(f). Entonces
D e o(D),z€ Dy Dnclx(h(Y)) =0, pues si existe d € D tal que d € clx(h(Y)), entonces
de D,NB C D,NDg =0, lo que es una contradiccién. Ahora, aplicando la controlabilidad
de Aa f, Dy Dpg, obtenemos g € Ay Dy € o(D) talesquez € D C Dy C X\ Dy C X\ B,
floo = 9lps ¥ 9lz(rux\pe) = €a- De aqui, tenemos que BN Dy =0y coz(g) C coz(f) N Dy.
Ademés, coz(g) N clx(h(Y)) € Do Ncoz(f) Neclx(h(Y)) = Do N B = 0; en consecuencia,




32 3.4. Aplicaciones separadoras

clx(h(Y)) € Z(g), lo cual implica H(g) = eq y, puesto que H es inyectiva, tenemos que
g = eg. Lo anterior es una contradiccién, puesto que f|p, = g|lp,, * € Do y f(z) # eq. En
conclusién, clx A(Y) = X. O

Para cada y € Y, definimos Gy = {f(h(y)) € G : f € A} que es un subgrupo de G y
denotamos por Hom(Gy,, G) al conjunto de todos los homomorfismos de grupos de Gpy)
en GG, dotado con la topologia de la convergencia puntual. Consideramos, ahora, el conjunto

G L U Hom(Guy), G)

yey

Podemos ver a los elementos de G como funciones parciales en G. Esto es, funciones
a: Dom(a) € G — G cuyo dominio es subconjunto (no necesariamente propio) de G.
Puesto que el grupo G es discreto, podemos equipar a G con la topologia producto (o de
la convergencia puntual) como sigue:

Sea [a;g1,...,90) = {8 € G : B(g:) = a(g:),1 < i < n}, donde gy,...,9, € Gy
n € N, una vecindad bésica de una aplicacién a € G¢. Si ahora « es una aplicacién parcial,
podemos restringir esta vecindad bésica a G, tomando [a;g,..., ¢, como el conjunto de
todas las aplicaciones parciales : Dom(5) C G — G tales que ¢1,...,g, € Dom(B) y

B(g:)) = afgi), 1 <i <.
Con esta notacién, definimos w: Y — G por

wly](f(h(y))) = Hf(y)

para cada y € Y. Demostraremos que w esta bien definida y es continua.

Proposicién 3.4.4. Con la notacion establecida anteriormente, las siguientes afirmaciones
se verifican.

1. Para todo y € Y, wly]: Gr) — G es un homomorfismo de grupos bien definido.
2. w es continua cuando G es dotado con la topologia de la convergencia puntual.
Demostracion.

1. Sea y € Y. Para probar que w[y] estd bien definida, tomemos fi,f» € A tales
que fi(h(y)) = fa(h(y)). Por el inciso (3) de la proposicién (3.3.2), tenemos que

wlyl(f1(h(y))) = H(f)(y) = H(f2)(y) = wly](f2(h(y))). Bs facil ver que wly] es un
homomorfismo de grupos. En efecto, sean y € Y y f1, fo € A. Entonces

wlyl(f1(M(y)) — fo(h(y))) = wlyl((fi = f2)(M(y)))
= H(fi— f2)y)
= (H(fl) - H(fz))(y)
= H(fi)(y) + H(f2)(y)
= wlyl(f1(h(y))) — wly](f2(h(y)))-
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2. Sea (ya)sep una red que converge a y € Y. Sea g € Gpy). Entonces existe f € A
tal que g = f(h(y)). Puesto que f o h es continua y G es discreto, se tiene que
(f o h)71(g) es una vecindad abierta de y y, como (y4)qep converge a y € Y, existe

di(g) € D tal que, para todo d > di(g), ya € (f o )7 (g), esto es, f(h(ya)) = g,

para todo d > dy(g). En forma similar, como (w[y])(g) = H(f)(y) ©yeaq, H(f)

es continua y G es discreto, entonces (H(f))"!(g') es una vecindad abierta de y, por
lo que existe dy(g') € D tal que para todo d > dy(g'), se tiene que yq € (H(f)) (¢,
esto es, H(f)(ya) = ¢, para todo d > dy(g’). Sea dy = max{d;(g),d2(g’)}. Entonces

g=f(h(ya)y H(f)(ya) = ¢', para todo d > dy. Por lo tanto, para todo d > d, se tiene
; def

que wlyal(g9) = wlyal(f (h(ya))) = H(f)(ya) = ¢ = H(f)(y) = w[y](f(h(y))) = wly](g)-

Lo cual significa que la red (w[yq])aep converge a wly| en la topologia de la convergencia
puntual sobre G, como queriamos ver. O

Observe que puesto que G es discreto, los subconjuntos compactos en G son finitos. Por
lo tanto, hemos probado que w también es continua con respecto a la topologia compacto
abierta sobre G.

Teorema 3.4.5. Sea H: A — B un homomorfismo de grupos separador. Si A es controlable
y separa los puntos de X, entonces existen aplicaciones continuas h: Y — X yw:Y —
Uer Hom(Gy ), G) que satisfacen las siguientes propiedades:

1. Para cada y € Y y todo f € A se verifica que

H(f)(y) = wlyl(f(h(y)))-

2. H es continua con respecto a la topologia de la convergencia puntual.
3. H es continua con respecto a la topologia compacto abierta.

Demostracion. Con las proposiciones (3.4.2) y (3.4.4) garantizamos la existencia y continui-
dad de las aplicaciones h y w. Puesto que el inciso 1 es consecuencia de la definicién de w
y el inciso 2 se sigue de la afirmacion 2 en la proposicién (3.4.4), sélo queda por verificar el
inciso 3.

(3) Sea (fa4)aep € A una red que converge uniformemente a la funcién constante e en la
topologia compacto abierta. Si K es un subconjunto compacto de Y, entonces, puesto
que h es continua, A(K) es un conjunto compacto en X. Por lo tanto, (fy)sep es
eventualmente igual a la funcién constante e en h(K). Aplicando el inciso 1, concluimos
que (H(fq))aep es eventualmente la funcién constante e en K. En efecto, sea y € K.
Entonces H(f4)(y) = wly](fa(h(y))) = wly](eq) = eq, lo que completa la prueba. [

Corolario 3.4.6. Supongamos que se cumplen las mismas condiciones que en el teorema
(3.4.5). Si A es puntualmente denso en G, entonces existen aplicaciones continuas h: Y — X
yw:Y — End(G) que satisfacen las siguientes propiedades:
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1. Para cualesquiera y € Y y f € A se verifica que

H(f)(y) = wlyl(f(h(y)))-

2. H es continua con respecto a la topologia de la convergencia puntual.
3. H es continua con respecto a la topologia compacto abierta.

Demostracion. Como se cumplen las condiciones del teorema (3.4.5), existen aplicaciones
continuas

h:Y — X,
w:Y — U Hom(Ghy), G)

yey

que satifacen los incisos (1), (2) y (3). Sélo falta demostrar que w[Y] C End(G) para asi tener
la aplicacién w: Y — End(G), con lo que se completaria la prueba. Procedamos, entonces, a
verificar que w[Y] € End(G). En efecto, sea y € Y. Entonces wly] € Hom(Gpy), G), por lo
que sélo debemos demostrar que Gy = G. Sea g € G. Veamos que g € Gj(y). Como A es
puntualmente denso en G, tenemos que 6y, (A) es denso en G, asi, g € G = clg(dn() (A)).
Puesto que G es discreto, g € Gi(y) = dn()(A), por lo que existe f € A tal que g = 6n) (f);
esto es, g = f(h(y)), lo cual implica que g € Gj(y), como se queria demostrar. ]

Consideremos a Y* y a X*, las compactificaciones de Alexandroff de Y y X, respecti-
vamente. Entonces existe una forma canoénica de extender h a la aplicacién h*: Y* — X*
definida por h*|ly = hy h*(o0) = 0.

El siguiente resultado nos brinda condiciones para que esta aplicacion resulte ser un
homeomorfismo.

Teorema 3.4.7. Sea H: A — B un isomorfismo de grupos separador y no nulo. Si A y B
son controlables, A separa los puntos de X y wly] € Aut(G), para cada y € Y, entonces la
aplicacion h*: Y* — X* definida por

ey ) hy), si yeY
h(y)—{ 00, 81 Y =00

es un homeomorfismo.
Demostracion.

(i) h* es continua. Para probar la continuidad de h*, por la proposicién (3.4.2), sélo falta
demostrar que h* es continua en oco. En efecto, supongamos que h* no es continua
en co. Entonces existe un subconjunto compacto K C X tal que oo € cly«(h™1(K)),
lo cual implica que existe una red (yq)gep € h~'(K) que converge a oo; como K
es compacto, existe una subred (h(yq,))a,ep de (A(ya))acp que converge a un punto
k € K. Sea f € A. Entonces, puesto que f es continua, se tiene que (f(h(ya,)))d,en
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(iii)

converge a f(k) y, por ser G discreto, existe m; € D, donde m; depende de f, tal
que f(h(yn,)) = f(k), para todo ny > m;. Por otra parte, coz(H(f)) es compacto
en Y y, por lo tanto, cerrado en Y* entonces Y* \ coz(H(f)) es un abierto en Y*
que contiene a 0o y como (yq)aep converge a 0o, se tiene que existe my € D tal que
Yn, € (Y*\ coz(H(f))) NY, para todo ny > msy. Esto es, H(f)(yn,) = eq, para
todo ny > may. Sea d' > méax{mj,ms} (d' es un indice en la subred). Entonces, en la
subred, f(h(ya)) = f(k) ¥ wlya](f(h(ya))) = H(f)(ya) = ec. Ast, wlya](f(k)) = ec
y, puesto que wlys| € Aut(G), concluimos que f(k) = eq, para cualquier f en A, lo
cual contradice 3.1. Por lo tanto, h* es continua en oo.

h* es suprayectiva. En efecto, como h* es continua, se tiene que h*(Y™*) es cerrado en
X*, ademéds, puesto que H es inyectivo, el lema (3.4.3) implica que cly(h(Y)) = X,
asi h*(Y*) = clx+(h*(Y™)) = clx (h(Y)) U {oo} = X U {oo} = X"

Observe que es muy facil ver que cly«(h*(Y*)) = clx(h(Y)) U {occ}. En efecto,
clx«(R*(Y*) = h*(Y*) = h*(Y) U {00} C X U{oo} =clx h(Y) U {oo} Cclx«(h(Y))U
{00} Cclx« h*(Y*) = h*(Y™), lo que completa la prueba.

h* es inyectiva. Es claro que h*(c0) = oo y h*(y) # oo para todo y € Y. Sean
y1,y2 € Y tales que h*(y;) = h*(y2). Veamos que y; = yo. Como 11,y2 € Y, entonces
P (y1) = h(y) v h*(y2) = h(y2); asi, h(y1) = h(yz). Supongamos que yi # y».
Entonces, por un resultado andlogo al lema (3.2.2) (pero aplicado a Y, en lugar de
X), obtenemos Dy, Dy € o(D’), tales que y; € Dy, yo € Dy y D1 N Dy = (). Por otra
parte, puesto que h(y;),h(y2) € X, por (3.1) tenemos que existen fi, fo € A tales

que fi(h(y1)) # ea vy fo(M(y2)) # ey, puesto que wly],wlyz] € Aut(G), entonces,
por el inciso (1) del teorema (3.4.5), tenemos que H(f1)(y1) # ec # H(f2)(y2). Asi,

existen g1,gs € B, con g1 = H(f1) y go = H(f2), tales que g1(y1) # ec ¥ g2(y2) # ec-
Aplicando el hecho de que B es controlable a Dy, Dy y a ¢, existe D € o(D') y
g € B tales que Dy € D C Y \ Dy, ¢1lp, = 9lp: ¥ 9l(zg)uv\p) = eg. Como
coz(g)N Dy = 0y coz(g) € o(D'), podemos aplicar nuevamente la controlabilidad de B,
pero, en esta ocasion, a g, coz(g) y Ds, obteniendo asi D3 € o(D') y ¢’ € B tales que
Dy C D3 CY '\ coz(9), '|p, = 921D, ¥ 9'l(2(42)0v\Ds) = €G- Puesto que D3 N coz(g) =
y coz(g") C Ds, entonces coz(g’') N coz(g) = (). Ahora bien, como H es suprayectiva,
existen f, f' € A tales que H(f) = g y H(f') = ¢'; ademaés, h(coz(H(f))) C coz(f)
y h(coz(H(f'))) C coz(f’). Puesto que y» € Ds, entonces ¢'(y2) = ¢2(y2) # eq, por lo
que yo € coz(g') = coz(H(f')); en forma similar, puesto que y; € D1, ¢1|p, = g|p,
y 91(y1) # eq, tenemos que y; € coz(g) = coz(H(f)). Asi, h(y1) € coz(f) y
h(yz) € coz(f') y como h(y;) = h(ya), concluimos que coz(f) N coz(f") # 0. Por otra
parte, como DNDy = () = D3Ncoz(g), entonces y; € Y\ D3y yo € Y\ D, lo cual implica,
puesto que g|zuv\p) = €c ¥ §lz(m\py) = €c, que y1 € Z(¢') y y2 € Z(g). Es
decir, wly](f'(h(y1))) = H(f")(y1) = ec v wlya](f(h(y2))) = H(f)(y2) = ec vy, puesto
que wy1],wlyz] € Aut(G), lo anterior implica que f'(h(y1)) = eq = f(h(y2)) y, como
h(y1) = h(y2), tenemos que f'(h(y2)) = ec = f(h(y1)), lo que es una contradiccién. Por
lo tanto, y; = ys, lo que demuestra la inyectividad de h*.
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(iv) h* es abierta. Consideremos al conjunto abierto U C Y*. Entonces, puesto que h* es
biyectiva, tenemos que X*\ h*(U) = h*(Y*\U); y como Y* es compacto, h* es continua
y X* es Hausdorff, tenemos que h*(Y*\ U) es un cerrado en X*. Por lo tanto, h*(U)
es un abierto en X.

Puesto que h* es continua, biyectiva y abierta, se concluye que h* es un homeomorfismo,
como se queria demostrar. O

Corolario 3.4.8. Sea H: A — B un homomorfismo de grupos separador y no nulo. Si A y B
son controlables, A separa los puntos de X, el homomorfismo H es biyectivo y wly] € Aut(G),
para cada y € Y, entonces la aplicacion aplicacion soporte asociada a H, h:Y — X es un
homeomorfismo.

Demostracion. Puesto que se cumplen todas las hipotesis del teorema anterior, tenemos que
h* es un homeomorfismo. Ademads, es claro que h*(Y) C X, pues si existe y € Y tal que
h*(y) ¢ X, entonces h*(y) = oo € X* y, por la forma en que estd definida h*, lo anterior
implica que y = co ¢ Y, lo que es una contradiccién. Ahora, como h*(Y) C X, h*|ly = hy
h* es un homeomorfismo, concluimos que h es un homeomorfismo, como se queria ver. [

Ahora, estamos interesados en conseguir condiciones que nos permitan establecer cuando
wly] € Aut(G), para cada y € Y. La siguiente proposicién nos brinda una respuesta a este
interrogante.

Proposiciéon 3.4.9. Asumamos que se cumplen las mismas condiciones de la proposicion
(3.8.4). Supongamos que H es un homomorfismo de grupos biseparador. Si A y B son
puntualmente densos en G, entonces wly] € Aut(G), para cada y € Y.

Demostracion. Puesto que H es biseparador, la aplicacién H~! es separadora y, como B es
puntualmente denso en G, el corolario (3.4.6) implica que existen aplicaciones continuas

k: X =Y,
W' X — End(G)

tales que H '(f")(z) = «'[z](f'(k(z))), para cualesquiera f' € By xz € X. Queremos

demostrar que k = h™! y usar esto para probar, finalmente, que, para cada y € Y, w(y]

tiene inversa a derecha y a izquierda, lo cual implica que w[y] € Aut(G). Procedamos a ello.
Para cada x € X y f € A, tenemos que

flz) =

puesto que H(f)(k(x)) = wl[k(x)](f(h(k(x)))), por el corolario (3.4.6). De lo anterior,
concluimos que tanto x como h(k(z)) son soportes para &, o (H™! o H), puesto que
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si {z} C Z(f), es decir, f(x) = eg, entonces (H™' o H)(f)(z) = f(x) = eg; y si
{h(k(x))} C Z(f), es decir, f(h(k(z))) = eq, entonces w[k(z)](f(h(k(x)))) = eq, por ser

w[k(x)] un homomorfismo, y, puesto que w'[x] también es un homomorfismo, tenemos que
(H' o H)(f)(z) = W'[z)(w[k(z)](f(h(k())))) = «'[z](eg) = eq. Como el soporte minimo
es unico, tenemos que = = h(k(z)), lo cual implica que h o k = idx. Por lo tanto, k es una
inversa a derecha de h. En forma andloga, se demuestra que para cualesquiera [ € Byy € Y,

se tiene que f'(y) = (H o H™1)(f')(y) = wlyl(w'[M(y)](f'(k(h(y))))), lo cual implica que y y
k(h(y)) son soportes para d, o (H o H™'), de donde (por la unicidad del soporte minimo),
y = k(h(y)), lo cual implica que k o h = idy, esto es, k es una inversa a izquierda de h. Por
lo tanto, k = h™1.

Asi, para cualesquiera x € X y f € A, tenemos

fl@) = (H oH)(f)(x
= W] (H(f)(k(z)))
W'l (

fy) = (HoHY()y)
= wlyl(H () (h(y)))
= Wyl (W hWIf ()

Sea y € Y. Entonces h(y) € X, luego aplicando la primera igualdad a h(y), tenemos que

f(h(y)) = & hlwlk(ry)](f (A(y))))
= W] wlyl(f(hy))))
= (Wh()] e wly))(f(A(y)))

Por lo tanto, w'[h(y)] es una inversa a izquierda de w[y].
Aplicando la segunda igualdad a y, tenemos que

fly) = wyl(Wh@)(f ()
= (Wlyl oW TRy (v))

Por lo tanto, w'[h(y)] es una inversa a derecha de w[y]. En conclusién, wly] tiene inversa a
izquierda y a derecha, lo cual implica que w[y] es un automorfismo de G, lo que completa la
prueba. O

Ahora estamos en condiciones de enunciar nuestro resultado principal.

3.5. Resultado principal

Teorema 3.5.1. Sean X y Y espacios localmente compactos, Hausdorff, cero-dimensionales
y G un grupo discreto. Supongamos que A y B son subgrupos controlables y puntualmente
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densos de funciones continuas con soporte compacto, con dominio en X y'Y , respectivamente,
y cuyo codominio es G; ademds, A separa los puntos de X. St H: A — B es un isomorfismo
de grupos, biseparador y no nulo, entonces existen aplicaciones continuas h:' Y — X y
w: Y — Aut(G) que tienen las siguientes propiedades:

1. h es un homeomorfismo.

2. Para cualesquiera y € Y y f € A, se verifica que

H(f)(y) = wlyl(f(h(y)))-

3. H es un isomorfismo continuo, con respecto a la topologia de la convergencia puntual.
4. H es un isomorfismo continuo, con respecto a la topologia compacto abierta.

Demostracion. Puesto que se cumplen las hipétesis del corolario (3.4.6), existen aplicaciones
continuas h: Y — X y w: Y — End(G) que cumplen los incisos (2), (3) y (4). Ahora bien,
como se cumplen las condiciones de la proposicion (3.4.9), tenemos que wy] € Aut(G), para
cada y € Y. Por lo tanto, la aplicacién w queda definida asi

w: Y — Aut(G).

En resumen, existen aplicaciones continuas h: Y — X y w: Y — Aut(G), que cumplen
los incisos (2), (3) y (4). Finalmente, como se cumplen las condiciones del corolario (3.4.8),
obtenemos el inciso (1), es decir, h es un homeomorfismo, lo que completa la prueba. O]

El anterior teorema es aplicable a H~!, por lo que surge el siguiente corolario.

Corolario 3.5.2. Sean X y Y espacios localmente compactos, Hausdorff, cero-dimensionales
y G un grupo discreto. Supongamos que A y B son subgrupos controlables y puntualmente
densos de funciones continuas con soporte compacto, definidas en X yY , respectivamente, y
con codominio en G. Si B separa los puntos deY y H=': B — A es un isomorfismo de grupos,
biseparador y no nulo, entonces existen aplicaciones continuas h': X — Y yw': X — Aut(G)
que tienen las siguientes propiedades:

1. h' es un homeomorfismo.

2. Para cualesquiera x € X y g € B, se verifica que

H™(g)(z) = w'[z](g(I' (x))).
3. H=' es un isomorfismo continuo, con respecto a la topologia de la convergencia puntual.

4. H7' es un isomorfismo continuo, con respecto a la topologia compacto abierta.

Demostracion. La demostracion se sigue directamente del teorema (3.5.1). O




Capitulo 4

Representacion de isomorfismos entre
subespacios vectoriales de funciones
continuas con soporte compacto

4.1. Introduccion

En este capitulo, como su nombre lo indica, estamos interesados en la representacion
de isomorfismos lineales definidos entre subespacios vectoriales de funciones continuas que
toman valores en un espacio vectorial F™ sobre un campo finito F. El punto de partida, y
nuestra principal motivacién, se deriva de dos, muy célebres y aparentemente desconectados,
resultados, cuya formulaciéon es sorprendentemente similar. El primero es el teorema de
equivalencia de MacWilliams, que describe completamente las isometrias entre cédigos de
bloque (ver [22] y [23]). A continuacién recordaremos sus principales caracteristicas. Sea F un
campo finito. Dos cédigos lineales C y C5 sobre un campo [F de longitud n son equivalentes si
existe una transformaciéon monomial H de F™ tal que H(C}) = Cy. Aqui, una transformacién
monomial es un isomorfismo lineal H de la forma

H(ai,...,a,) = (Gea)Wi, - . ., Gom)Wy), (Q1,...,a,) € F",

donde ¢ es una permutacién de {1,2,...,n}y (wy,...,w,) € (F\ {0})".

El peso de Hamming wt(z) de un vector € F” es definido como el niimero de coordenadas
de x que son distintas de cero. El siguiente resultado clasico establece la relacion entre
isometrias de Hamming y codigos equivalentes.

Teorema 4.1.1 (MacWilliams). Dos cddigos Cy y Cs de dimension k en F"™ son equivalentes
si, y solo si, existe un isomorfismo F-lineal, abstracto, f: C7 — Cs que preserva pesos, es
decir, wt(f(x)) = wt(z), para todo x € C}.

Por consiguiente, dos cédigos de bloque son isométricos si, y sélo si, ellos son monomial-
mente equivalentes. Mas precisamente, isomorfismo que preservan peso entre codigos son
dados por una permutacion y reajuste de las coordenadas.

Este importante resultado ha sido extendido, por muchos autores, en diferentes direcciones
(ver [2], [4], [33] ¥ [35]). En particular, Heide Gluesing-Luerssen ha establecido una variante
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del teorema de MacWilliams para c6digos convolucionales uno-dimensionales y las isometrias
definidas entre ellos que respetan la estructura de médulo de los cddigos (ver [17]). Queda
abierta la representaciéon general de F-isometrias definidas entre cédigos convolucionales (ver
en [17] y en el capitulo 8 de [28]).

El segundo resultado que nos ocupa en este trabajo es el teorema de Banach-Stone, el
cual establece que toda isometria lineal definida entre dos espacios compactos es un operador
composicion con peso. Este teorema se ha convertido en un resultado clasico que se ha
extendido en muchas direcciones (ver en [1] y [32]).

La analogia entre los teoremas de MacWilliams y Banach-Stone es evidente y nuestra
motivacién ha sido explorar la aplicacion de métodos de analisis funcional con el fin de
ampliar el teorema de equivalencia de MacWilliams a un contexto mas general. También nos
interesa con la aplicacién de estas técnicas describir F-isomorfismos definidos entre cédigos
convolucionales (posiblemente multidimensionales).

En aras de la simplicidad, a pesar de que muchos de nuestros resultados se verifican para
espacios de funciones continuas que toman valores en un grupo, a lo largo de este trabajo
solo nos ocuparemos de funciones continuas que toman valores en un espacio vectorial sobre
un campo finito (ver [7]).

Sea X un espacio Hausdorff, cero-dimensional y localmente compacto, dotado con una
medida de Borel, regular y estrictamente positiva, p, y designemos con Cy(X,F") al espacio
de funciones continuas definidas sobre X, que toman valores en F y con soporte compacto.
Para cualquier f € Cyo(X,F") definimos

wt(f(2)) = |{j : m(f(x)) # 0}
wt(f) € [ wt(f(z))dp(z).

Tenga en cuenta que esta integral es finita porque wt(f(x)) es continua y tiene soporte
compacto.
La aplicacion

def
d(f,9) = wt(f —g)
define una métrica sobre el espacio vectorial Cpo(X,F™) que es compatible con su estructura
de grupo aditivo. Puesto que esta métrica extiende la bien conocida distancia introducida
por Hamming en teoria de codigos, la llamamos métrica de Hamming.
Cabe resaltar que si f € Cyo(X,F), entonces wt(f(z)) = 1, si f(z) # 0; en otro caso,

wt(f(z)) = 0. Asi, wt(f(z)) € {0,1}.

Definicién 4.1.2. Sea A un subespacio vectorial de Cyo(X,F). Decimos que dos puntos
x1, T2 € X estan relacionados, y escribimos 1 ~ x9, si para toda f € A con f(z1)- f(zg) =0
se tiene que f(x1) =0 = f(xq).

Denotemos por X al conjunto formado por las clases de equivalencia X/ ~ dotado con la
topologia cociente heredada de X. Todo elemento & € X estd asociado al subconjunto [z] C X
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que consta de todos los elementos de X que estan relacionados con . Para simplificar, vamos
a utilizar el mismo simbolo, [z], para denotar tanto al elemento & € X como al subconjunto
de X antes mencionado.

Obsérvese que, para cualquier x € X, si 1,29 € [z], entonces I,, = I,,. Lo anterior
implica que si ¢ € Z(f), para cualquier f € A, entonces [z] € Z(f). Ademds, se puede
verificar que si x € coz(f), entonces [x] € coz(f). Més adelante introducimos una definicién
que nos permitira formalizar esta observacion en la proposicién (4.2.5).

Denotemos con Gr[h] oo Uyey (M(y) x {y}) = {(z,y) € XxY:zeh(y),ycY}ala

grafica de h dotada con la topologia heredada como un subespacio de X xY.

Definicién 4.1.3. Sean X y Y espacios localmente compactos, Hausdorff y cero-dimensionales.
Supongamos que X esta dotado con una medida de Borel, regular y estrictamente positiva
Sean A y B subespacios vectoriales de Cyo(X,F) y Coo(Y, F), respectivamente, y H: A — B
una aplicaciéon lineal.

H es llamada isometria de Hamming si es un isomorfismo lineal y wt(f) = wt(H(f)),
para todo f € A.

Decimos que H es un operador composicion con peso si existen funciones continuas
h:Y — X yw: Grlh] — F\ {0} tales que H(f)(y) = w(z,y)f(z), para cualesquiera y € Y,
re€h(y)y feA

El principal interrogante que abordamos en este capitulo es el siguiente:
¢Es toda isometria de Hamming representable como un operador composicion con peso?
A continuacién introduciremos algunas notaciones y terminologia pertinente.

4.2. Notacion

A lo largo de este capitulo, X y Y denotardn espacios localmente compactos, Hausdorff
y cero-dimensionales. El espacio X estard dotado de una medida de Borel, regular y
estrictamente positiva. El simbolo F denotara un campo finito (discreto) y F" al espacio
vectorial de dimensién n. La compactificacion de Alexandroff de X, serda denotada por X*,

es decir, X* = X U {oc}, donde 0o es un punto conveniente.
Para f € C(X,F"), el conjunto

coz(f) o {r e X: f(z)#0}.

Puesto que F™ es discreto coz(f) y Z(f) = X \ coz(f) son subconjuntos abiertos-cerrados de
X.

Sea A un subespacio lineal de Cyo(X,F"). Para cada x € X, denotemos por d,: A — F”
a la evaluacion candnica definida como sigue:

0.(f) = f(z), para todo f € A.

y consideraremos los conjuntos
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LE{feA: fz)=0}y

SY{reX I, #A}= U coa(f).
feA

Por lo tanto, S es un conjunto abierto de X y, en consecuencia, también es un espacio
localmente compacto, cuando lo equipamos con la topologia heredada de X. Por lo que
podemos asumir, sin pérdida de generalidad, que S = X. Asi, para cada subespacio lineal de
funciones continuas considerado a lo largo de este capitulo, se supone que

para todo z € X, existe f € A tal que f(z) # 0. (4.1)

def

Definimos Z(A) = {Z(f) : f € A} y coz(A) o {coz(f) : f € A} Ademads, (D) denotara al
anillo mas pequeno, de subconjuntos de X, que contiene a coz(A) y que es cerrado bajo
uniones e intersecciones finitas.

En teoria de cédigos, decimos que un cédigo convolucional es controlable cuando cualquier
sucesién de c6digos puede ser alcanzada por la sucesion cero en un intervalo finito (ver [10],
14], [30]  [34)).

La esencia de la controlabilidad se puede transmitir en una forma natural a subespacios
de funciones continuas definidas sobre un espacio topoldgico. De manera informal, decimos
que un subespacio vectorial de funciones continuas es controlable cuando cualesquiera de
las funciones continuas pueden ser alcanzadas desde la funcién cero médulo un subconjunto
abierto relativamente compacto. Resulta que esta nocién es un ingrediente esencial en el
enfoque que hemos adoptado en este capitulo.

Definicién 4.2.1. Decimos que A C Coyo(X,F") es controlable si para cualesquiera f € Ay
D1, Dy € o(D) tales que D1N Dy =), existen D € o(D) y g € Atales que D1 C D C X\ Do,
flpy = glp, ¥ 9lz(5ux\p) = 0.

Decimos que A separa puntos en X si para cualesquiera par de puntos 1,2 € X, con
T1 # 9, existe una aplicacion f € A tal que x1 € coz(f) v xo € Z(f) y viceversa.

A lo largo de este trabajo, nos ocupamos de funciones con valores escalares. El caso de
funciones vector-valuadas sera considerado en un futuro trabajo.

A continuacion introduciremos algunas nociones topoldgicas que se necesitaran en el resto
del capitulo.

Recordemos que dos puntos z1, x5 € X estan relacionados, y escribimos x ~ xa, si para
toda f € A con f(z1)- f(xz) =0, se tiene que f(x1) =0 = f(x2).

Como se dijo anteriormente, denotaremos por X al conjunto formado por las clases de
equivalencia X/ ~ dotado con la topologia cociente heredada de X. Todo elemento € X
estd asociado al subconjunto [z] C X que consta de todos los elementos de X que estan
relacionados con z. Para simplificar, vamos a utilizar el mismo simbolo, [z], para denotar

tanto al elemento 7 € X como al subconjunto de X antes mencionado.

Proposicién 4.2.2. Sea [z] una clase de equivalencia en X. Si x1,x9 € [x], entonces existe
un unico elemento A(x1,x9) € F\ {0} tal que f(x1) = Nz, 22) f(22), para todo f € A.
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Demostracion. Sea f € A. Entonces f ¢ A\ I, 0 f € A\ L.
Supongamos que f € A\ I,. Entonces f(z) # 0. Luego, puesto que xo ~ x, se tiene

que f(z) - f(z2) # 0, por lo que f(zo) # 0. Asi, f(z1) = f(21) - ((f(22))7" - f(22)).
Sea Af(z1, ) o f(z1) - (f(z2))7Y luego, f(z1) = Ap(x1,22) - f(22). Sélo falta ver que
la forma en que se definié As(zy,232) no depende de la f elegida en A\ I,, para poder

garantizar que es ese el A(z1, x9) que estamos buscando. En efecto, sea g € A\ I, y tomemos

h = (f(22))"'f ~ (g(x2)")g. Entonces h € Ay h(z) = 0y como z; ~ . tenemos que
[z] € Z(h). Asi,

0 = h(xy)
= (fl@2)™" - flar) = (g(a2) ™) - g(a1)
= (f(z2)) Af(x17$2) f@2) = (g(w2) ™" - Aglr, 22) - g(x2)
(

= )\f $1>$2) ($17$2)

Por lo tanto, Af(z1,22) = A\g(x1,22) = A(x1, x2). Asi, existe un unico A(z1,z2) € F\ {0} tal
que f(21) = MA@y, x2) - f(22).

En el caso en que f ¢ A\ I, se tiene que f(x) = 0, lo cual implica, por la observacién
anterior, que f(z1) = f(x3) = 0. Pero, por 4.1, siempre existe fy € A tal que fo(x) # 0y
procediendo como en el caso anterior, obtenemos un tinico elemento A(z1, z2) € F\{0} (donde,
Ay, 22) = fo(m1) - (fo(z2))™h) tal que f(x1) = A(x1,22) f(22), como se querfa demostrar. []

Se puede ver ficilmente que la aplicacion A( , ) tiene las siguientes propiedades:
u )\(xg,l‘l) = [)\(l‘l,wg)]il
n M1, 22) = A2y, 2)A(@, 22).

Lema 4.2.3. Si x1,29 € X y x1 ¢ xy, entonces existe [y, tal que x1 € coz(frizy) U
T2 € Z(fwlfm)

Demostracion. Puesto que 1 o0 xo, existe f € A tal que f(x1) - f(z2) =0y f(x1) # 00
f(z2) # 0.
Si f(z1) #0y f(x1) - f(xe) =0, entonces f(x2) = 0y, en este caso, hacemos fy,., = f.
Si f(xe) # 0y f(x1) - f(xe) = 0, entonces f(z1) = 0. Como, por 4.1, existe g € A tal
que g(z1) # 0, se tiene que h o g(xa)f — f(x2)g es un elemento de A tal que h(xg) =0y
h(z1) # 0. En este caso, hacemos f,,,, = h, con lo que se concluye la prueba. ]

Definicién 4.2.4. Un subconjunto A C X es llamado saturado si, y sélo si, x € A implica
[z] C A.

La prueba del siguiente resultado es facil. La incluimos por mantener la completitud del
trabajo.

Proposicion 4.2.5. Para cualesquiera f € A yx € X, tenemos:
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1.
2.

Los conjuntos Z(f) y coz(f) son saturados.

El congunto [z] es un subconjunto de X compacto y saturado.

Demostracion.

1.

2.

La prueba de esta afirmacién se sigue directamente de la definicién (4.2.4) y de la forma
en que se definié [x].

Sea x € X. Es claro que [z] es saturado. Para ver que [z] es compacto en X, primero
veamos que [z] es cerrado en X. En efecto, sea y € X \ [z]. Entonces y ¢ x y, por
el lema (4.2.3), existe una funcién f € A tal que y € coz(f) C X \ [z] y x € Z(f).
Y puesto que coz(f) es un conjunto abierto en X, queda demostrado que X \ [z] es
abierto en X. Por lo tanto, [z] es cerrado en X. Por otra parte, como por 4.1, se tiene
que x € coz(g) para algun g € A, entonces [z] C coz(g); y como coz(g) es compacto en
X, concluimos que [z] es compacto en X, como se queria ver. ]

Denotaremos por m4: X — X a la aplicacion canoénica cociente asociada a la relacién de
equivalencia ~ y dotemos a X con la topologia cociente canénica. Afirmamos que m4(coz(f))

y m4(Z(f)) son conjuntos abiertos-cerrados en X, para todo f € A. En efecto, sabemos que
U C X es abierto si, y solo si, 7, (U) es abierto en X. Observemos que Z(f) = 7TA1(7TA(Z(f>>)
es un abierto en X, puesto que F es discreto. Del mismo modo, coz(f) = 7' (ma(coz(f))) es
un abierto en X. Por lo tanto, m4(Z(f)) y ma(coz(f)) son abiertos en X. En forma analoga,
con el uso de complementos, se demuestra que m4(coz(f)) y ma(Z(f)) son cerrados en X.

Proposicion 4.2.6. El conjunto X dotado con la topologia cociente candonica es un espacio
localmente compacto y Hausdorff.

Demostracion.

(i)

(i)

Veamos que X es localmente compacto. Sea [xg] € X. Veamos que existe una vecindad
de [zo] cuya cerradura es compacta. Como xy € X, por 4.1, existe f € A tal que f(zo) #
0; asi, xg € coz(f). Por otra parte, consideremos la aplicaciéon canénica m4: X — X ,
dada por ma(xz) = [z]. Puesto que m4 es continua y coz(f) es compacto, puesto que
A C Coo(X, ), se tiene que m4(coz(f)) es compacto y m4(zo) = [xo] € malcoz(f));
ademés, por lo demostrado arriba, 74(coz(f)) es un conjunto abierto-cerrado en X.
Por lo tanto, m4(coz(f)) es una vecindad de [xo] cuya cerradura es compacta, como se
queria demostrar.

Afirmamos que X es un espacio de Hausdorff. En efecto, sean [z],[y] € X tales que
[z] # [y]. Entonces x 7 y y, por el lema (4.2.3), existe f € A tal que z € coz(f) y
y € Z(f). Luego, [z] = ma(z) € malcoz(f)) y [y] = maly) € ma(Z([)). Puesto que
ma(coz(f)) y ma(Z(f)) son abiertos y disjuntos en X, pues si existe a € mq(coz(f)) y
a € maoZ(f), entonces existen a; € coz(f) y ag € Z(f) tales que a = m4(ay) = [a1] y
a = ma(ag) = [ag]. Asi, [a1] = [ag], lo cual implica que a; ~ ay y, puesto que f(a;) # 0,
se tiene que f(a1) - f(az) # 0; de donde, f(az) # 0, lo cual contradice que as € Z(f).
Con lo anterior, queda demostrada la afirmacion. O
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En la prueba del siguiente lema se usa un argumento de compacidad estandar. Sin
embargo, la incluimos por mantener la completitud de este trabajo.

Lema 4.2.7. Sean K, y Ky subconjuntos compactos de X tales que x1 o xo, para cualesquiera
r1 € K1 y o € Ky. Entonces ezisten Dy, Dy € o(D) tales que K; C D1, Ko C Dy y
D1 N Dy =.

Demostracion. Sea xo € K; fijo. Entonces xy ¢ =z, para todo x € K, y, por el lema
(4.2.3), para cada © € Ky, existe f, € A tal que [x] C Z(f,) vy [xo] C coz(f.). Entonces
Ky C U[x]Eﬂ'A(Kz) Z(f:). Puesto que K, es compacto y Z(f,) es abierto, se tiene que
Ky C ULy Z(fow) Ademds, [xg] € Ny coz(frw) = X \NULy Z(fo0) € X\ Ko,

Sea D, o Mi; coz(fy ). Entonces D, es un subconjunto abierto-cerrado y saturado
de X tal que [zg] C Dy, Dy, € (D) y D, N Ky = . Asi, para cada zq € K7, existe D,, tal
que xg € D,,, en consecuencia, K; C U[:c]em(Kl) D,y D,N Ky =10, para todo [x] € m4(K7).
Como K es compacto y D, es un conjunto abierto-cerrado, para cada [z] € m4(K7), tenemos
que K; C U;”Zl Dy,

Sea D, dof U;”:l Dx(j). Entonces D; es un conjunto abierto-cerrado en X tal que Ky C Dy,
D; € o(D) y Dy N Ky = (. Ademés, D; es saturado y compacto en X. Repitiendo el mismo
proceso, pero esta vez aplicado a D; y Kj, se obtiene Dy € (D) tal que Ko C Dy y
Dy N Dy =0, lo que completa la prueba. ]

Notemos que el lema anterior se aplica a cualquier par de conjuntos compactos y saturados
de X que sean disjuntos.

Observacion 4.2.8. Todo D € o(D) es un subconjunto compacto, y saturado, de X y m4(D)
es un conjunto abierto-cerrado en X. Mds ain, la coleccién {m4(D) : D € 0(D)} es una base
de abiertos para X.

4.3. Subconjuntos soportes y funcionales separadores

La siguiente definicién tiene sentido para todo subconjunto de X, no obstante, nos
restringimos a los subconjuntos saturados porque en este capitulo trabajeremos con dichos
conjuntos.

Definicién 4.3.1. Sea ¢: A — F una aplicacién. Un subconjunto cerrado y saturado K de
X es un soporte para @ si para todo f € A tal que K C Z(f) se verifica que ¢(f) = 0.

Los conjuntos soportes gozan de propiedades muy diversas como se muestra a continua-
cion.

Proposicion 4.3.2. Sea p: A — F un funcional lineal, separador y no nulo. Entonces se
verifican las siguientes afirmaciones:

1. X es un soporte para ¢.
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2. Si K es un soporte para @, entonces K # ).

3. Sean K un soporte para ¢ y fi, fo € A tales que fi|x = fo|x. Entonces p(f1) = ¢(f2).

4. Si A es controlable y K, y Ko son soportes para ¢, entonces Ky N Ky # (.
Demostracion.

1. Esta afirmacién es clara puesto que si f € A es tal que X C Z(f), entonces f(z) =0,
para todo x € X, lo cual implica que f = 0y por ser ¢ lineal, se concluye que ¢(f) = 0.

2. Supongamos que K = (). Entonces K C Z(f), para todo f € A, y por ser K un soporte,
tenemos que ¢(f) = 0, para todo f € A. Esto es una contradiccién, puesto que ¢ es
no nulo.

3. Supongamos que fi|x = fa|k. Entonces K C Z(f; — fa) v, por ser K un soporte para
@, se tiene que ¢(f — g) = 0. Esto implica, por la linealidad de ¢, que ¢(f) = ¢(g).

4. Supongamos que K; N Ky = (). Como ¢ es no nulo, existe f € A tal que ¢(f) # 0.

Entonces Cy < coz(f)NK; y Cy o coz( f)N K3 son conjuntos compactos, al ser cerrados
en coz(f), que es compacto; y no vacios, porque de ser ambos vacios, K; C Z(f), para
i € {1,2}, lo cual implica que ¢(f) = 0, lo que es una contradiccién. Ademéds, C; y
(5 son saturados, puesto que coz(f), K; y K, son saturados. Mds ain, puesto que
K; N Ky =1, se tiene que C; N Cy = 0y, por el lema (4.2.7), existen Dy y Dy € o(D)
tales que C; C D;, para i = 1,2, y D; N Dy = (). Aplicando la controlabilidad de A a
f, D1y Dy, obtenemos D € (D) y g € A tales que D1 C D C X\ Dy C X\ Oy,
floy = 9lp, ¥ gliz(nux\p) = 0.

Afirmamos que f|x, = ¢|k,, pues si existe x € K; tal que f(z) # g(x), entonces
x ¢ Dy, lo cual implica que z ¢ C; = coz(f) N K; y, por lo tanto, x ¢ coz(f);
de donde, x € Z(f) C Z(g), asi, f(zr) = 0 = g(z), lo que es una contradiccién.
Ademas, Ky C Z(g), pues si existe y € K; tal que y ¢ Z(g), entonces y ¢ Z(f) y
y & (X\D) 2D Dy D Cy. Esto implica que y € coz(f) y y ¢ Cy = coz(f) N K,, de donde,
y ¢ K>, lo que es una contradiccién. En resumen, f|x, = g|lk, v K2 C Z(g). Entonces,
por el inciso anterior y por la definicion de soporte, respectivamente, tenemos que
©(g9) = ¢(f) # 0y p(g) =0, lo que es una contradiccién. Por lo tanto, K1NKy # (. O

Definicién 4.3.3. Un funcional ¢: A — F es llamado separador cuando coz( f1)Ncoz(f2) = 0
implica ¢(f1) - ¢(f2) = 0, para cualesquiera f1, fo € A.

En lo que sigue probaremos que todo funcional lineal, separador y no nulo, ¢: A — T,
donde A es controlable, tiene un soporte minimo. Para este propésito, definimos

S ={K C X : K es un soporte para ¢}.
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Por el inciso (1) de la proposicién (4.3.2), tenemos que S # (). Existe un orden parcial
canonico que puede ser definido sobre §: K7 < Ky, K1, Ky € § si, y sélo si, Ky C Kj.
Es claro que toda cadena en S estd acotada superiormente. En efecto, sea S’ una cadena,
no vacia, de S. Entonces Sy = [Jg.g S €s una cota superior para &'. Sélo falta ver que
Sy € &', es decir, Sy es un soporte para ¢. Sea f € A tal que Sy C Z(f). Entonces
cozf € X\ Sp = Uges (X \S). Como coz f es compacto, existe un subconjunto finito
S" de &' tal que coz f C (Jgegn (X \S) = X —Ngesr S, de donde, S1 = (\geen S € Z(f) vy
como S es un soporte para ¢ (por ser S’ una cadena), se tiene que ¢(f) = 0; lo cual implica
que Sy es un soporte para ¢ como se queria ver. Puesto que toda cadena de § esta acotada
superiormente, el Lema de Zorn implica que S tiene un elemento <-maximal. Es decir, existe
S € S tal que S £ S’ para todo S’ € S, o, equivalentemente, S’ ¢ S para todo S’ € S,
lo cual implica que S es C-minimal en S y puesto que dos soportes siempre se intersectan,
entonces S resulta C-minimo.

Proposiciéon 4.3.4. Sea ¢: A — F un funcional lineal, separador y no nulo. Si A es
controlable, entonces existe x € X tal que K = [z]| es un soporte para ¢.

Demostracion. Por lo argumentado anteriormente, S tiene un elemento C-minimo, K, y, por
la proposicién (4.3.2), K # (). S6lo falta ver que K consta de un tnico elemento. Supongamos
que existen x1, e € X tales que [z1] # [r2] y que estédn contenidos en K. Puesto que X es
Hausdorff y K es saturado, usando el lema (4.2.7), podemos seleccionar dos subconjuntos
abiertos, disjuntos y saturados Vi,V C X tales que [z1] € Vi y [23] C V5. Puesto que K
es minimal, el subconjunto K \ V; es un subconjunto cerrado y saturado de X que no es
soporte para ¢, para i = 1,2, por lo que existen f; € A tales que K\ V; C Z(f;) y ¢(f1) #0,
1 <i < 2. Como ¢ es un funcional separador, el subconjunto A = coz(f1) N coz(fz) es un
subconjunto no vacio, compacto y saturado de X. Afirmamos que K N A = (), pues si existe
a € KNA, entonces [a] C K NA. Si[a] CVj, entonces [a] C K\ Vay [a] € Z(fs), lo que es
una contradiccion. Por otra parte, si [a] € Vi, entonces [a] € K\ Vi y [a] C Z(f1), lo que de
nuevo es una contradiccién. Por lo tanto tenemos que K N A = ().

Ahora, tomemos B = K N (coz(f1) U coz(f2)). Si B = (), entonces K Ncoz(f;) = 0y
K C Z(f;), lo cual implica que ¢(f;) =0, 1 < i <2,y obtenemos una contradiccién. Por lo
que B # (). Asi, B es un subconjunto compacto de X tal que AN B = (). Aplicando el lema
(4.2.7), podemos seleccionar dos subconjuntos disjuntos D4, Dp € o(D) tales que A C Dy y
B C Dg. Aplicando que A es controlable a D4, Dp y f1, obtenemos U € o(D) y f' € A tales
que B C DB CUCX\DaC X\ A,locual implica que UNA =0, ademés, fi|p, = ['Ip,

v flezguxwy = 0.
Veamos que f'|lx = filx. En efecto, si x € K \ coz(f1), entonces f'(z) = 0 = fx)
y si @ € K Ncoz(fi) € Dg, entonces f'(z) = fi(xr) # 0. Por proposicién (432)

o(f") = p(f1) # 0. Puesto que ¢ es separador, ) # coz(f") Ncoz(f2) C coz(fi)Ncoz(fy) =

Pero esto es una contradicciéon porque A C Z(f'). Por proposicion (4.2.5), se sigue que K solo
puede contener una clase de equivalencia K = [z] para algin punto x € X, lo que completa
la prueba. O
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4.4. Aplicaciones separadoras

Recordemos que A y B representan subespacios lineales de Cyo(X,F) y Coyo(Y,TF),
respectivamente. Observe que para todo y € Y, la composicién d, o H es un funcional lineal
y separador de A en F.

Definicién 4.4.1. Una aplicacion H: A — B es separadora o preserva disyunciones,
si para cada par de aplicaciones fi,f € A tales que coz(f1) N coz(fs) = @ implica
coz(H(f1)) Ncoz(H(f2)) = 0.

El enlace entre isomorfismos que preservan peso y las aplicaciones separadoras es dado
por el siguiente lema. Se sigue facilmente teniendo en cuenta que el peso de una funcion
coincide con la medida de su conjunto soporte cuando ésta tiene como codominio un campo
finito. Esbozamos la prueba en aras de la compeltitud de este trabajo.

Lema 4.4.2. Para cualesquiera f,g € A, se tiene que

coz(f) Ncoz(g) =0 si, y sélo si, wt(f + g) = wt(f) + wt(g).

Demostracion. Supongamos que coz( f) Ncoz(g) = (. Entonces, para cada x € X, wt(f(z) +
g(x)) = wt(f(x)) + wt(g(z)). Por lo tanto, wt(f + g) = wt(f) + wt(g). El reciproco es
consecuencia de que coz(f + g) C coz(f) U coz(g). O

Corolario 4.4.3. Toda isometria de Hamming es un isomorfismo lineal y separador.

Demostracion. Sea H una isometria de Hamming. Entonces es un isomorfismo lineal y
wt(f) = wt(H(f)). Veamos que H es una aplicaciéon separadora. En efecto, supongamos
que coz(f) N coz(g) = (. Entonces, por el lema anterior, wt(f + g) = wt(f) + wt(g) v,
puesto que wt(f) = wt(H(f)), tenemos que wt(H(f + g)) = wt(f + g) = wt(f) + wt(g) =
wt(H(f))+wt(H(g)). De donde, wt(H(f)+ H(g)) = wt(H(f)) +wt(H(g)), lo cual implica,
por el lema anterior, que coz(H(f)) Ncoz(H(g)) = 0. Por lo tanto, H es separadora. O

Ahora bien, trasladando a Y y a B la relacién de equivalencia (<) definida anteriormente
para X y Ay aplicando las proposiciones (4.3.2) y (4.3.4) a 0, o H, obtenemos lo siguiente:

Proposicion 4.4.4. Sea H: A — B una aplicacion lineal y separadora. St K es un soporte
para 6,0 H yy' € [y, entonces K es un soporte para 0, o H.

Demostracion. Ahora, supongamos que K es un soporte para 6, o H y tomemos y' € [y].
Veamos que K es un soporte para 6, o H. En efecto, sea f € A tal que K C Z(f). Puesto
que K es soporte para ¢, 0 H, tenemos que y € Z(H(f)) y, como todo cero de B es saturado,
lyl € Z(H(f)). Asi, ¢ € [y] € Z(H(f)), esto es, H(f)(y') = 0, lo cual implica que K es
soporte para o,y o H, como se queria demostrar. O
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Aplicando la proposicién (4.3.4) a d, o H, para cada y € Y, estamos en condiciones de
definir la aplicacion soporte h: Y — X que estd asociada a H. Una vez mas, para simplificar
la notacién, usaremos el simbolo h(y) para denotar tanto a un subconjunto de X como al
soporte minimo para d, o H (como se estudié anteriormente) que es un elemento de X y
consiste en una clase de equivalencia.

Proposiciéon 4.4.5. Sea H: A — B una aplicacion lineal y separadora que satisface lo
siguiente: para todo y € Y, existe f, € A tal que H(f,)(y) # 0. St A es controlable, entonces
existe una aplicacion h:' Y — X tal que

1. Para todo f € A, si flny) =0, entonces H(f)(y) = 0.

2. Siy~1y', entonces h(y) = h(y'), para cualesquiera y,y' €Y.

3. Si AC X es abierto, f € Ay 71 (A) C Z(f), entonces h™1(A) C Z(H(f)).
4. Para todo f € A se tiene que h(coz(H(f))) C ma(coz(f)).

Demostracion. Como A es controlable, se puede aplicar la proposicién (4.3.4) para definir la
aplicacion h: Y — X como sigue:

h(y) = [z], donde [z] es el soporte minimo para d, o H.

Ahora procedamos a demostrar los incisos (1) al (4).
1. Esta afirmacién se sigue directamente de la definicion de la aplicacion h.

2. Sea h(y) = [z,] vy h(y') = [zy], donde [z,] ¥ [z,/] representan a los soportes minimos de
dy0 H y 0,0 o H, respectivamente. Como [z,] es un soporte para 6,0 H y 3y € [y] (pues
y' ~ y), la proposicién (4.4.4) implica que [z,] es soporte para 0, o H y, puesto que
[z,/] es el soporte minimo para ¢, o H, tenemos que [z,/] C [z,]. En forma andloga, se
demuestra que [z,] C [z,]. Por lo tanto, h(y) = [z,] = [zy] = h(Y).

3. Supongamos que 7, (A) C Z(f). Veamos que h™(A) C Z(H(f)). Sea y € h™'(A).
Entonces h(y) € A, por lo que 7' (h(y)) € Z(f). Asi, 721(5(: \ A) es un conjunto, no
vacio, cerrado y saturado de X (puesto que si z € [y], donde y € WZI()N( \ A), entonces
[y] = 7a(y) € X \ A4, pero [z] = [y], va que = ~ y; asf, ma(z) = [z] € X \ A, lo cual
implica que x € 7' ()?\A)) Ademés, 7! ()?\A) no es soporte para d, 0 H, puesto que
de serlo, entonces h(y) = [z,] C ' (X '\ 4), donde [z,] € X es el soporte minimo para
d, 0 H, pero tenemos también que m4(z,) = [z,] € X. Ahora, como z, € [z,], entonces
Ta(zy) € X\ 4, asi, h(y) = [z,] = ma(z,) € X \ A, lo que es una contradiccién,
pues h(y) € A. Por lo tanto, existe g € A tal que Wil()N( \A) C Z(g) y H(g9)(y) # 0.
Asf, tenemos que coz(g) C 74 (A) y coz(f) € X \ 74" (A). Puesto que H es una
aplicacion separadora, coz(H(f)) Ncoz(H(g)) = 0. En consecuencia, H(f)(y) = 0, lo
que demuestra la afirmacion.
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4. Sea [z] € h(coz(H(f))). Entonces existe y € coz(H(f)) tal que [z] = h(y). Veamos
que [z] € ma(coz(f)). Como H(f)(y) # 0y h(y) es soporte para ¢, o H, entonces
[z] € Z(f), por lo que existe zy € [z] tal que zy ¢ Z(f), luego zo € coz(f);
asi [vo] = ma(xg) € malcoz(f)), pero [x] = [xg], pues & ~ xy. Por lo tanto,
[z] € ma(coz(f)), como se querfa demostrar. O

Denotemos por Gr[h] o Uyey (h(y) x {y}) = {(z,y) € XxY:zehly,ycY}ala

grafica de h dotada con la topologia heredada como un subespacio de X x Y. Usando la
aplicacién A( , ) definida en la proposicién (4.2.2), tenemos la siguiente representacion de
aplicaciones lineales y separadoras.

Proposicion 4.4.6. Sea H: A — B una aplicacion lineal y separadora que satisface lo
siguiente: para todo y € Y, existe f, € A tal que H(f,)(y) # 0. St A es controlable, entonces
existe una aplicacion w: Gr[h] — F\ {0} que cumple las siguientes propiedades:

1. Para cualesquiera f € A y (z,y) € Grlh|, se tiene que H(f)(y) = w(z,y)f(x).

2. Para cualesquiera y ~ y' y (x,y), (z',y) € Gr[h], se tiene que w(z',y') = Ay, y)
w(z, y)A(z, 2').

3. La aplicacion w es continua.
Demostracion.

1. Sean (x,y) € Gr[h]. Por hipétesis, existe f' € A tal que H(f')(y) # 0. Entonces
f'(x) # 0, pues en caso contrario, * € Z(f’), y, puesto que Z(f') es saturado,
tenemos que h(y) = [z] € Z(f'); como h(y) es soporte para d, o H, concluimos

que H(f)(y) = 0, lo que es una contradiccién. Sea a = f'(z) € F \ {0}. Entonces

fa o a~lf" es un elemento de A tal que f.(z) = a 'f'(z) = a! - a = 1. Definamos

w(z,y) = H(f.)(y) = Hla ' f)(y)= a P H(f")(y) € F\ {0}. Veamos que w estd bien
definida, es decir, no depende de la eleccién de f, € A, con f,(z) = 1. En efecto, sea
gz € A, con g,(z) = 1. Queremos ver que H(g,)(y) = H(f.)(y). Sea z1 € h(y) tal que
r1 # x. Entonces, por la proposicién (4.2.2), existe un tinico elemento A(z1, z) € F\{0}
tal que fy(21) = AMz1, @) fo(2) = Mz1, 2) = M@1,2)92(2) = go(21). ASL, folnw) = Galnw)
y, por el inciso (3) de la proposicién (4.3.2), tenemos que H(f,)(y) = H(g.)(y), como
se queria demostrar.

Consideremos, ahora, una aplicacién arbitraria f € A. Entonces f(x) =0 o f(x) # 0.
Si f(x) = 0, puesto que Z(f) es saturado, se tiene que h(y) = [z] C Z(f), y por
ser h(y) soporte para ¢, o H, concluimos que H(f)(y) = 0. Lo cual implica, de
manera trivial, que H(f)(y) = w(z,y)f(x). Supongamos que f(z) = [ # 0. Entonces

" 4 3-1f es un elemento de A tal que g.(x) = 1. Puesto que w(z,y) no depende

de g, se sigue que H(g,)(y) = H(f:)(y) = w(z,y), es decir, H(B~f)(y) = w(z,y) ¥,
como H es una aplicacién lineal, tenemos que 871 - H(f)(y) = w(z,y). Por lo tanto,
H(f)(y) =w(z,y) B =w(z,y)- f(x). En resumen, si f € Ay (x,y) € Gr[h], entonces
H(f)(y) = w(x,y) - f(x), como se queria demostrar.
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2. Esto es claro después de hacer algunas evaluaciones directas.

3. Sea (z4,Ya)acp una red que converge a (x,y) € Gr[h] y tomemos f, € A tal que
fz(x) = 1. Puesto que F es discreto y f, y H(f:) son continuas, existe dy € D tal que

fe(wa) = 1y H(f2)(ya) = H(f:)(y), para todo d > dy. Asi, w(x4,ya) = w(va,ya)fo(T)
= w(x,y), para todo d > dy. Esto implica que la red (x4, yq)qep converge a w(z,y). O

Como consecuencia del anterior resultado obtenemos un reciproco para la proposicién
(4.4.5).

Corolario 4.4.7. Si H(f)(y) = 0, entonces f(x) = 0, para cualesquiera f € A y
(x,y) € Gr[h].

Demostracion. Sea f € Ay (z,y) € Gr[h]. Entonces por el inciso (1) de la proposicién (4.4.6),
tenemos que H(f)(y) = w(x,y)f(z). St H(f)(y) = 0, entonces, puesto que ran(w) C F\ {0},
tenemos la afirmacion deseada.

Nuestro siguiente objetivo es verificar que la aplicaciéon soporte h es continua y suprayec-
tiva, asumiendo las mismas condiciones que en la proposicién (4.4.5) y suponiendo, ademas,
que H es inyectiva. Dividimos la prueba en varios lemas para la comodidad del lector.

Lema 4.4.8. Asumiendo las mismas condiciones que en la proposicion (4.4.5), tenemos que
la funcion soporte h:' Y — X es continua.

Demostracion. Sea (yg)aqep una red en Y que converge a un punto y € Y. Veamos
que existe una subred {h(yq,)}a,ep de {h(ya)}aep que converge a h(y). Sabemos, por la
proposicién (4.2. 6) que X es localmente compacto y Hausdorff, entonces su compactificacion
de Alexandroff, X*, también es Hausdorff. Como X* es compacto y {h(ya)}aep es una red
en X C X*, existe una subred, {h(yq, ) }a,cpr, de {h(yq)}aep que converge a t € X* (esto es,
(h(Ya))aep tiene un punto de acumulamon). Veamos que h(y) = t.

Supongamos, por el contrario, que h(y) # t. Como X* es Hausdorff, existen Un) ¥
U, abiertos de X* tales que h(y) € Upy), t € Uy y Upyy N U, = 0. Puesto que t € U, y
{h(ya,) }a,en’ converge a 1, existe dy € D’ tal que h(ye) € Uy N X para todo d’ > dy. Es
claro que 71X \ (U, N X)) no es soporte para oy, o H, para todo d' > dy; por lo que,
para todo d’ > dy, existe f, , € A tal que X\ (U, ﬂ)?)) C Z(fy,) y H(fy, ) (ya) # 0.
Del mismo modo, como h(y) € Uy, el conjunto U, N X es una vecindad abierta de
h(y); asi, 7 1(X\ (Unyy N X)) no es un soporte para 6, o H, por lo que existe f, € A tal
que 7 HX \ (Uny NX)) € Z(fy) y H(f,)(y) # 0. Como (yq)aep converge a y y H(f,) es
continua, tenemos que (H(f,)(ya))acp converge a H(f,)(y) # 0, por lo que existe d; € D tal
que H(f,)(ya) # 0, para todo d > d;. Por otra parte, como {h(ya,)}4,ep €s una subred de
{h(yq) }aep existe una funcién f: D' — D que cumple las siguientes condiciones: Para todo
dp € D', hMya,) = Mysa,)) v para todo d € D, existe d € D' tal que si m > d’, entonces
f(m) > d, donde m es un elemento arbitrario de D'. Como d; € D, existe dy € D’ tal que si
m > dg, entonces f(m) > dy, para cualquier m € D’. Ahora bien, como dy y ds son elementos
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del conjunto dirigido D', existe d’ € D' tal que d’ > dyy d’ > ds. Por lo tanto, h(yas) € U,NX,
h(ya) = h(ysay) y f(d') > di. Sea r = f(d'). Entonces r > dy y h(y,) € U, N X, por lo que
H(f,)(yr) #eay 71 (X \(U;n X)) no es un soporte para dy, 0 H; de donde, existe f, € A tal
que T HX\(U,NX)) C Z(f2) y H(f2)(yr) # eg. Por lo tanto, y, € coz(H(f,)) Ncoz(H(f2)),
lo cual implica, puesto que H es separadora, que coz(f,) N coz(fz) # 0. Sea a € X tal que
a € coz(f,) Ncoz(fy). Entonces a ¢ X\ (U,NX)) yad¢n X\ (Uny) N X)); de donde,

m(a) € U;N X N Unty) = 0, lo que es una contradiccién. Por lo tanto, t = h(y). O

Lema 4.4.9. Si la aplicacion H es inyectiva y ademds se cumplen las mismas condiciones
que en la proposicion (4.4.5), tenemos que h(Y') es denso en X.

Demostracion. Razonando por contradiccién, supongamos que h(Y) no es denso en X.
Entonces existe z € X tal que [z] € X y [2] ¢ A o clg h(Y). Luego [z] N7 ' (A) = 0.

Por otra parte, por 4.1, existe f € A tal que x € coz(f) y, como coz(f) es saturado, se

tiene que [z] C coz(f). Sea B o 74 (A) N coz(f). Entonces B es una subconjunto de

X, saturado y compacto, puesto que 7, (A) es cerrado y coz(f) es compacto y saturado.
Ademés, B # (), pues si B = (), entonces 7' (A) C Z(f) y, como 7, (h(Y)) C 74 (A),
se tiene que 7 (R(Y)) C Z(f), esto implica que H(f) = 0, pues si existe y € Y tal que
H(f)(y) # 0, entonces, por el inciso (4) de la proposicién (4.4.5), h(y) € ma(coz(f)), por
lo que existe € coz(f) tal que h(y) = ma(x); como = ¢ Z(f) 2 w1 (h(Y)), entonces
h(y) = ma(x) ¢ h(Y), lo que es una contradiccién, pues y € Y. Asi, H(f) = 0y, por ser H
una aplicacion lineal e inyectiva, se tiene que f = 0, lo que es una contradiccién. Por lo tanto,
B # (). Ahora, puesto que B C 7' (A) y [z] N 7' (A) = 0, es claro que [z] N B = (. Asi,
por el lema (4.2.7), existen D, y Dp en o(D) tales que [z] C D,, BC Dgy D,NDg=10.
Sea D ¥ D, N coz(f). Entonces D € o(D), [z] € Dy DN (A) = 0, pues si existe
d € D tal que d € 7' (A), entonces d € D, N B C D, N Dp =0, lo que es una contradiccién.
Aplicando el hecho de que A es controlable a f, Dy Dp, existen f' € Ay D’ € o(D) tales que
[35] - D - D’ - X\DB - X\B, f’D = f,‘D y f,‘(Z(f)U(X\D’)) =0. ASf, COZ(f,) - (COZ(f)mD/)
y D' N B = . Ademés, coz(f') N7 '(4) C (D' Ncoz(f)) N7, (A) = D'N B = 0. Por lo
tanto, 7 (h(Y)) C 74" (A) € Z(f") y, como se demostré anteriormente, esto implica que
H(f') = 0, de donde, f" = 0, lo que es una contradiccién, pues f'(x) = f(x) # 0, ya que
relz] S Dy flp=f|p. En conclusién, clg h(Y) = )?, lo que completa la prueba. O]

Sean Y* y X* la compactificacién de Alexandroff de Y y X , respectivamente. Se puede
ver que todo subconjunto cerrado de Y* es la uniéon de un subconjunto cerrado de Y con
{o0} 0 es un subconjunto compacto de Y.

Por otra parte, existe una forma canodnica de extender h a la aplicacién h*: Y* — X *,
por h*ly = h y h*(c0) = co. En lo que sigue se demuestra que esta extensién canénica es
continua y suprayectiva.

Lema 4.4.10. Asumiendo las mismas condiciones que en la proposicion (4.4.5) y suponiendo
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que H es inyectiva, tenemos que h*: Y* — X+ definida por

ey ) hy), si yeY
h(y)_{oo, s1 Y = 00

es continua y suprayectiva.

Demostracion. Puesto que h*|y = h es continua, para probar la continuidad de h* sélo falta
ver que h* es continua en co. Supongamos que h* no es continua en oo. Afirmamos que existe
un subconjunto compacto, Ky, de X tal que oo € cly«(h™*(Kj)). En efecto, supongamos
que no es cierta la anterior afirmacién. Es decir, oo ¢ cly«(h™!(K)), para todo subconjunto
compacto, K, de X. Sea W - X* un abierto que contiene a h*(o0o) = oco. Entonces existe
un compacto K C X tal que W = X*\ K. Como h~*(K) es un subconjunto cerrado de Y,
se tiene que h™!(K) = cly (h™'(K)), pero cly (b1 (K)) = cly«(h"Y(K))NY = cly«(h"}(K)),
pues 0o & cly«(h71(K)). Asi, h™1(K) es un subconjunto cerrado de Y* que no contiene a oo,
por lo que Y*\ h71(K) es un abierto de Y* que contiene a co y tal que h*(Y*\ h™}(K)) C
X+ \ K = W, lo cual implica que h* es continua en oo, contradiciendo nuestro supuesto.
Por lo tanto, existe un subconjunto compacto, Ky, de X tal que oo € cly«(h™1(Kj)) como se
afirmé inicialmente. Ahora bien, como oo € cly«(h™!(Kj)), existe una red (yq)aep € h™(Ko)
que converge a oo. Como Ky es compacto y (h(y4))iep es una red en K, existe una subred
(h(Y4,))a;ep de (h(ya))aep que converge a [xy] € Ky. Puesto que para todo f € A, coz(H(f))
es compacto en Yy, por lo tanto, cerrado en Y*, para todo f € A, Y*\coz(H(f)) es un abierto
en Y* que contiene a 0o; luego, para todo f € A, existe d'(f) € D tal que yq € Y*\coz(H(f)),
para todo d > d'(f). Es decir, para todo f € A, existe d'(f) € D tal que H(f)(yq) = 0, para
todo d > d'(f); lo cual, por el corolario (4.4.7), implica que, para todo d > d'(f), f(z) =0,
para todo x € h(yaq), es decir, flne,) = 0, para todo d > d'(f). Asi, h(ya) € ma(Z(f)),
para todo d > d'(f), por lo que f(x¢) = 0, para todo f € A, pues si f(xg) # 0, para alguna
f e A [z € ma(coz(f)) y como (h(yq;))a,ep converge a [zg], existe d; € D tal que, para
todo d > dj, h(ya) € ma(coz(f)). Sea m = max{d;,d'(f)}. Entonces h(y,,) € ma(coz(f)) vy
hym) € ma(Z(f)), lo que es una contradiccién. Por lo tanto, f(zg) = 0, para todo f € A,
lo que es una contradiccién, pues, por (4.1), siempre existe g € A tal que g(zo) # 0. En
conclusion, h* es continua en oo, lo que completa la prueba de la continuidad de h*.

Para ver que h* es suprayectiva, haremos uso de su continuidad. En efecto, como h* es
continua, Y* es compacto y X* es Hausdorff, se tiene que h*(Y*) es cerrado en X*, entonces
R*(Y*) = clg.(h*(Y*)) = clg(h(Y))U{oo} = X U{oo} = X*, como se queria demostrar. O

Observacion 4.4.11. En la demostracion del resultado anterior, es facil ver que clg, (h*(Y*)) =

clg(h(Y)) U {oo}.
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En efecto

d (B (Y) = B

= h*({c}UY)

— W*({o0}) UR(Y)
{oc} UA(Y)
o} U el (h(Y))

N

Y, como {oo} Uclg(h(Y)) C {oo} Uclz.(h(Y)), tenemos que

d((¥) € oo} U el (h(¥))
= W) U (1Y)

= ol (") U ({oo}))
= (®"()

En resumen, clg. (h*(Y*)) C clg(h(Y)) U {oo} C clg (h*(Y™)), de donde, clg. (h*(Y™)) =
clg(h(Y)) U {oo}.

Del lema anterior se obtiene el siguiente resultado parcial.

Corolario 4.4.12. Si H es inyectiva y_se cumplen las mismas condiciones que en la
proposicion (4.4.5), se tiene que h: Y — X es suprayectiva.

Demostracion. Veamos que h es suprayectiva. En efecto, sea x € X. Entonces z € X* y
x # oo. Por el lema (4.4.10), tenemos, en particular, que h* es suprayectiva, por lo que existe
y € Y* tal que h*(y) = x. Como x # oo, por la forma en que se definié h*, concluimos que
y # 0o, por lo que y € Y. Como consecuencia de la forma en que se definié h*, tenemos que
h(y) = h*(y) = z, lo que completa la prueba. O

Del mismo modo en que se definié una relacién de equivalencia, ~, en X, definiremos,
en forma andloga, una relaciéon de equivalencia, ~y, en Y y denotaremos por Y al conjunto
formado por las clases de equivalencia Y/ ~y, dotado con la topologia cociente heredada
de Y. Todo elemento y € Y estd asociado al subconjunto [y] € Y que consta de todos los
elementos de Y relacionados con y. Para simplificar, vamos a utilizar el mismo simbolo para
denotar tanto al elemento y € Y como al subconjunto de Y antes mencionado.

Denotemos por m5: Y — Y a la aplicacién candnica cociente asociada a la relacion de
equivalencia ~y. Definamos h: Y — X por h([y]) = h(y), para todo [y] € Y, donde y € Y.
Se puede ver que la anterior aplicacion esta bien definida.

En efecto, sean y;,y2 € Y tales que [y1] = [y2]. Supongamos que fz([yl]) =+ iz([yQ])
Entonces existen x1, 7, € X tales que h([y1]) = h(y1) = [21] # [22] = h(y2) = h([ya]). Por
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lo que z1 ¢ 5 v, por el lema (4.2.3), existe f € A tal que z1 € coz(f) y 2 € Z(f). Puesto
que Z(f) es saturado y [z3] es un soporte para d,, o H, tenemos que H(f)(y2) = 0y, como
y1 ~ Y2, por la forma en que se define la relacion ~, se tiene que H(f)(y;) = 0. Como
x1 € [11] = h(y1), el corolario (4.4.7) implica que f(z1) = 0, lo que es una contradiccién. Por
lo tanto, h([y1]) = h([y]).
Ademas, es claro que h = h o 7g.

Una consecuencia directa del corolario (4.4.12) es la siguiente proposicion.

Proposicion 4.4.13. Si H es una biyeccion y se cumplen las mismas condiciones que en la
proposicion (4.4.5), entonces h es un homeomorfismo de Y en X.

Demostracion.

1. hes continua: Sea U C X un abierto. Entonces, por la continuidad de A, h=Y(U) CY es
un abierto y, como h~"(U) = 75" ((h)~1(U)) y 7 es una aplicacién cociente, concluimos
que ()~} (U) C Y es un abierto.

2. h es inyectiva: Sean y1,y2 € Y tales que [y1] # [y2]. Veamos que h(y)) = h(y) =
(1] # [2] = h(y) = h(y). Supongamos que [11] = [22]. Como [ya] # [3a], s tieme
que y; % ya, por lo que existe f € A tal que y; € coz(H(f)) v y2 € Z(H(f)). Asi,
por el corolario (4.4.7), f(x2) = 0y, puesto que x; ~ z3, se tiene que f(x1) = 0. Asi,
z1 € Z(f), lo cual implica que [z1] C Z(f) y, por ser [z1] un soporte para 6, o H,
entonces H(f)(y1) = 0, lo que es una contradiccién. Por lo tanto, [z] # [z2], es decir,

h([y1]) # h(ly))-

3. I es suprayectiva. Esta afirmacion se sigue directamente de la suprayectividad de h
demostrada en el corolario (4.4.12).

4. h es abierta: Sea U C'Y un abierto. Entonces Y \ U es un cerrado en Y. Luego, Y \U
es un compacto en YoY \ U no es un compacto en Y.SiY \ U es un compacto en Y
entonces MY \U) = X \ h(U) es un cerrado en X, por lo que A(U) es un abierto en

X.Si Y \ U no es un compacto Y, entonces (Y \ U) U {oo} es un subconjunto cerrado
(en Y*) y, por lo tanto, compacto en Y*. )
Ahora, procedemos como en el lema (4.4.10), con el fin de extender h a una aplicacién

continua h*: Y* — X* como sigue:

B*(y):{ h(y), si yey

o0, sl y=o00

Como h* es continua, MY \ U) U {x} = h*((Y \ U) U {o0}) es cerrado en X,
ast L(Y \U) = h(Y) \ h(U) es cerrado en X. Por lo tanto, h(U) es abierto en X.

De (1), (2), (3) y (4), se concluye que h es un homeomorfismo. O

Observacidn 4.4.14. En el resultado anterior la prueba de que A* es continua es totalmente
andloga a la prueba de que h* es continua, realizada en la proposicién (4.4.10).
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Ahora estamos en condiciones de enunciar y demostrar un resultado, importante en
esta secion, que establece la representacién de isomorfismos separadores como operadores
composicion con peso. Dicho teorema implicara el resultado principal de este capitulo.

Teorema 4.4.15. Sea H: A — B una aplicacion lineal, separadora y suprayectiva. Si A es
controlable, entonces existen aplicaciones continuas h: Y — X y w: Gr[h] — F\ {0} que
cumplen las siguientes propiedades:

1. Para cualesquiera y € Y, x € h(y) y f € A se verifica

H(f)(y) = w(z,y)f(z)

2. H es continua con respecto a la topologia de la convergencia puntual.
3. H es continua con respecto a la topologia compacto abierta.

Demostracion. Por hipétesis, A y B cumplen la hipdtesis general de la proposiciones (4.4.5)
y (4.4.6) y como A es controlable, se verifica la existencia de las aplicaciones h: Y — X
y w: Gr[h] — F\ {0}. Esta ultima aplicacién resulta ser continua, por el inciso (3) de la
proposicién (4.4.6) y la aplicacién h resulta ser continua, por el lema (4.4.8). A continuacion,
demostraremos los incisos (1), (2) y (3).

1. Esta afirmacion se sigue directamente del inciso (1) en la proposicién (4.4.6).
2. Del inciso anterior y por la continuidad de w y f, obtenemos la continuidad de H.

3. Sea (f4)aep una red en A que converge uniformemente a 0 en la topologia compacto
abierta. Si K es un subconjunto compacto de Y, entonces h(K) es un subconjunto
compacto de X, puesto que h es continua. Ademds, por la observacién (4.2.8), el
subconjunto 7' (h(K)) es compacto en X. En efecto, para todo [z] € h(K), existe
fo € A tal que [z] € ma(coz(fz)). Entonces h(K) C Upyjen) malcoz(fz)), pero
h(K') es compacto y serd cubierto por una cantidad finita de dichos elementos, asi,
hEK) C Uycjc, malcoz(fi)); de donde, 74" (W(K)) C U, <ic,, c0z(f;). Como 75" (h(K))
es cerrado en U1<i<n coz(f;), que es compacto, se verifica la compacidad de 72 (h(K)).
Ahora bien, puesto que (f)sep converge uniformemente a 0, sobre 7' (h(K)), se sigue
que (fa)aep es eventualmente igual a 0, sobre 7' (h(K)). Por lo que (H(f4))aep es
eventualmente 0, sobre K, lo que completa la prueba. O

4.5. Resultado principal

Teniendo en cuenta lo anterior, estamos en condiciones de establecer nuestro resultado
principal. Es decir, el resultado que nos permite representar las isometrias de Hamming como
operadores composicién con peso.
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Teorema 4.5.1. Sean X yY espacios localmente compactos, Hausdorff y cero-dimensionales,
A y B subespacios vectoriales de funciones continuas con soporte compacto que tienen su
dominio en X yY, respectivamente y su codominio en el campo finito F. Si A es controlable,
entonces toda isometria de Hamming H: A — B es un operador composicion con peso.

Demostracion. Puesto que H es una isometria de Hamming, el corolario (4.4.3) implica que
H es un isomorfismo separador. Aplicando el teorema (4.4.15), tenemos que H(f)(y) =
w(z,y) f(x), para cualesquiera f € A,y € Y y x € h(y), donde h: Y — X y w: Gr[h] —
F \ {0} son aplicaciones continuas, lo cual implica que H es un operador composicién con
peso. ]

Como consecuencia, se deduce la siguiente representacion, como operadores composicion
con peso, de isometrias de Hamming definidas entre subespacios vectoriales de FX y FY,
cuando X y Y son espacios discretos v pux y py son las respectivas medidas de conteo
definidas sobre ellos.

Corolario 4.5.2. Sean A y B dos espacios vectoriales de funciones, con soporte finito, que
toman valores en un campo F y que estin definidas sobre los espacios discretos, X y Y,
respectivamente. Si A es controlable, entonces toda isometria de Hamming H: A — B es un
operador composicion con peso.

Demostracién. Aplicando la proposicion (4.4.13) y el teorema (4.5.1), se obtiene un homeo-
morfismo (en particular, una biyeccién) h:Y — X tal que H(f)(y) = w(z,y)f(x), para
cualesquiera z € h([y]), [y €Y y f € A.

Afirmamos que u([y]) = w(h([y])), para todo [y] € Y. En efecto, tomemos [z] € X y
consideremos f € A tal que [x] C coz(f). Para todo z € coz(f) tal que z ¢ [x] existe f, € A

tal que f.(z) =0y f.(z) # 0. Por consiguiente, [z] = coz(f)N{coz(f.) : z € coz(f), z ¢ [x]}.
Puesto que coz(f) es finito, tenemos que [z] € o(D).

Aplicando la controlabilidad de A a f, [x] y [z], obtenemos " € Ay D € o(D) tales que

[z] € D C X\ 2], flw) = Flw) v Flzimuepy) =0

Asi, [z] C coz(f") C coz(f). Nuevamente, como coz(f) es finito, podemos repetir el anterior
argumento un numero finito de veces con el fin de obtener una aplicaciéon g € A tal que
[x] = coz(g). La afirmacién ahora es verficada si aplicamos el hecho de que H es una isometria
de Hamming y el teorema (4.5.1). Por lo tanto, hemos probado que [[y]| = |h([y])|, para
todo [y] € Y. Sea h, cualquier biyeccién de [y] en h([y]), para todo [y] € Y. La aplicacién
h:Y — X, definida por h(y') o hy(y'), para y' € [y], [y] € Y, es una biyeccién de X en
si mismo. Ahora, el conjunto

] def <

wly] = wh(y'),y), ¥y €y], y] € Y.

Por el teorema (4.5.1), tenemos que H(f)(y') = w[y']f(h(y')), para cualesquiera ¢y € X y
f € A, lo que completa la prueba. O
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Destacamos que los cédigos convolucionales son subespacios invariantes de FX, donde
X = Z*. Las isometrias consideradas por Gluesin-Luerssen en [17] son homomorfismos de
modulos con respecto al anillo de polinomios F[z]. En el anterior resultado, nosotros estamos
considerando el caso més general de F-isometrias lineales.




Conclusiones

De la investigacion realizada a lo largo de este trabajo podemos concluir que:

= Dos espacios topologicos Hausdorff, cero-dimensionales y compactos son homeomorfos
si sabemos que existen subgrupos controlables, puntualmente densos, que separen los
puntos de sus respectivos espacios base, y que exista un isomorfismo biseparador y no
nulo entre dichos subgrupos. Mas atn, todo isomorfismo biseparador y no nulo entre
dichos subgrupos se puede representar como un operador composicion con peso y es
continuo con respecto a las topologias de la convergencia puntual y compacto abierta.
En pocas palabras, basta la existencia de subgrupos controlables, puntualmente densos,
que separen los puntos de sus respectivos espacios base para concluir que dichos espacios
son homeomorfos.

= Toda isometria de Hamming se puede representar como un operador composicién con
peso, siempre que el dominio de dicha isometria sea controlable.

= Dos espacios topologicos Hausdorff, cero-dimensionales y localmente compactos son
homeomorfos siempre que los espacios de funciones continuas (generados por ellos)
de soporte compacto que toman valores en un grupo discreto tengan subgrupos
controlables, puntualmente densos que separen los puntos de los respectivos espacios
localmente compactos y que, ademas, exista un isomorfismo biseparador y no nulo
entre dichos subgrupos. Més atin, todo isomorfismo biseparador y no nulo entre dichos
subgrupos se puede representar como un operador composicion con peso y es continuo
con respecto a las topologias de la convergencia puntual y compacto abierta.
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Perspectivas

Nuestro propédsito a corto plazo es generalizar los resultados obtenidos en esta memoria.

. Qué pasa si en lugar de considerar espacios topodgicos (ya sean compactos o localmente
compactos) (X, 7x) y (Y, 7y), consideramos simplemente conjuntos no vacios X y Y7

. Qué pasa si en lugar de considerar subgrupos de C(X,G) y C(Y,G), respectivamente,
o subespacios vectoriales de Cyo(X,F) y Cpo(Y,F), respectivamente, sélo consideramos
subconjuntos de GX y GY, respectivamente?.

El problema que pretendemos resolver es el siguiente:

Sean X y Y conjuntos no vacios, G un grupo discreto, A y B subconjuntos no vacios de
GX v GV, respectivamente, y H: A — B un homomorfismo de grupos.

.De cudl topologia debe dotarse a X, Yy G y qué condiciones adicionales deben cumplir,
X,Y, G, A, By H de manera que H se pueda representar como un operador composicién
con peso, es decir, que existan un homeomorfismo h: Y — X y una aplicacién continua
w:Y — G tales que

H(f)(y) =w(y) - f(h(y)),

para cualesquieray € Yy f € A?
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