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Resumen

Este trabajo tiene su punto de partida en el bien conocido teorema de Banach-Stone, que,
básicamente, afirma que dos espacios compactos son homeomorfos si, y sólo si, los espacios
de Banach de funciones continuas a valores reales generados por ellos son isométricos.

Nos preguntamos qué pasaŕıa si en lugar de considerar isometŕıas entre espacios de
funciones continuas a valores reales y definidas sobre espacios compactos, considerábamos
isomorfismos entre subgrupos de espacios de funciones continuas que toman valores en un
grupo. Este planteamiento general del teorema de Banach-Stone, se ha desarrollado en esta
memoria como sigue: En el primer caṕıtulo, se plasma el teorema de Banach y el teorema de
Banach-Stone, información recopilada de [1] y [32], respectivamente. En el segundo caṕıtulo,
consideramos isomorfismos entre subgrupos de espacios de funciones continuas definidas sobre
espacios compactos y que toman valores en un grupo. En el tercer caṕıtulo, consideramos
isomorfismos entre subgrupos de funciones continuas con soporte compacto definidas entre
espacios localmente compactos y que toman valores en un grupo. En el cuarto, caṕıtulo,
consideramos isomorfismos entre subespacios vectoriales de funciones continuas con soporte
compacto definidas entre espacios localmente compactos y que toman valores en un campo
finito. En el quinto caṕıtulo, se presentaron las conclusiones obtenidas en este trabajo. La
última parte corresponde a un anexo. En éste se describió, en forma muy breve y generalizada,
un proyecto en el que se pretende generalizar los resultados conseguidos en esta tesis. En el
segundo y tercer caṕıtulo se obtuvieron homeomorfimos entre los espacios base como en el
teorema de Banach-Stone, bajo la hipótesis que los respectivos subgrupos y subespacios de
funciones separan puntos. Más aún, obtuvimos representaciones de los isomorfismos (definidos
entre los respectivos subconjuntos de funciones continuas) que, automáticamente, los volv́ıan
continuos.

El problema que solucionamos en el cuarto caṕıtulo es aún más interesante porque en él
se resuelve el caso en que los espacios de funciones no separan puntos. En este caso se dispone
de menos información que en el teorema de Banach- Stone y aún aśı pudimos relacionar los
espacios base. En este caṕıtulo, se obtuvo una representación para cualquier isometŕıa de
Hamming, donde por isometŕıa de Hamming nos referimos a aquel isomorfismo lineal entre
subespacios vectoriales de funciones continuas con soporte compacto que preserva el peso, en
la definición (4.1.3) se podrá ver con mayor precisión lo que significa ser una isometŕıa de
Hamming.

Finalmente, no podemos dejar de mencionar que parte de los resultados, obtenidos como
fruto de la investigación desarrollada en este trabajo, han sido publicados en dos art́ıculos de
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las revistas Journal of Function Spaces y Journal of Mathematical Analysis and Applications
(ver [7] y [8]). El trabajo publicado en la primera revista, corresponde al segundo caṕıtulo y
el publicado en la segunda revista corresponde a lo desarrollado en el cuarto caṕıtulo de esta
memoria.

Cabe anotar que se han distribuido los caṕıtulos con autocontenido, permitiendo aśı al
lector analizarlos independientemente uno del otro.
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Introducción

La investigación desarrollada en la presente memoria tiene su punto de partida en el clásico
y bien conocido teorema de Banach-Stone que, cuando G es el campo de los números reales o
complejos, afirma que si X y Y son espacios compactos y los espacios de Banach de funciones
continuas C(X,G) y C(Y,G) (dotados con la norma del supremo) son linealmente isométricos,
entonces X y Y son homeomorfos. Más aún, toda isometŕıa lineal de H : C(X,G)→ C(Y,G)
es de la forma H(f)(y) = ω(y)f(h(y)), para cualesquiera y ∈ Y y f ∈ C(X,G), donde
h : Y → X es un homeomorfismo y ω ∈ C(Y,G).

En 1932 en su libro titulado: Theory of Linear Operations (ver p. 104, teorema 3 de [1]),
S. Banach demostró que para que dos espacios métricos compactos sean homeomorfos es
necesario y suficiente que los espacios de Banach (con la norma del supremo) de funciones
continuas a valores reales generados por cada uno de ellos, respectivamente, sean isométricos.
En la demostración de este hecho se probó que si dicha isometŕıa es lineal, entonces puede
representarse como un operador composición con peso.

Más adelante, en 1937, M. Stone extendió el teorema enunciado por Banach a espacios
compactos Hausdorff (ver p. 469, teorema 83 de [32]). A esta nueva versión, la llamamos
actualmente teorema de Banach- Stone.

Con el teorema de Banach-Stone se estudia la relación topológica entre dos espacios
dados a partir del estudio de ciertas propiedades entre los espacios de funciones a valores
reales generados por ellos.

Este resultado ha sido generalizado en diversas direcciones. Para nuestros propósitos, la
de mayor relevancia es debida a los doctores S. Hernández y J. Font quienes establecen en
([12]) lo siguiente:

Sean X y Y espacios Hausdorff, completamente regulares y localmente compactos y C0(X)
(resp. C00(X)) el álgebra de Banach (con la norma supremo) de las funciones continuas
real-valuadas definidas sobre X y que se anulan en el infinito (resp. el álgebra de Banach
de las funciones continuas real-valuadas definidas sobre X con soporte compacto). Del
mismo modo se definen C0(Y ) y C00(Y ). Si A y B son subálgebras de C0(X) y de C0(Y ),
respectivamente, que contienen a C00(X) y C00(Y ), respectivamente y existe una biyección
separadora T : A → B, entonces T es continua y existen una aplicación continua e inyectiva
h : Y → X y una aplicación continua α : h(Y ) ⊆ X → R tales que T (f)(y) = α(y) · f(h(y)),
para cualequiera f ∈ A y y ∈ Y . Es decir, T se puede representar como un operador
composición con peso.

¿Qué pasa si en lugar de considerar subálgebras, consideramos subgrupos o subespacios
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vectoriales? Y, ¿qué pasa si en lugar de considerar el campo de los números reales,
consideramos un grupo discreto o un campo finito?

En nuestro intento por resolver estos interrogantes surgieron los cinco caṕıtulos caṕıtulos
que conforman esta memoria y que, en realidad, corresponden a dos art́ıculos publicados
como fruto de nuestra investigación.

A continuación presentaremos una breve descripción de cada uno de ellos.

En el primer caṕıtulo estudiamos algunos conceptos y resultados que preceden al obtenido
por Banach (teorema de Banach), en 1932, y también incluimos conceptos que preceden al
resultado obtenido por Stone (teorema de Banach-Stone) en su art́ıculo, en 1937.

En el segundo caṕıtulo de esta memoria estudiaremos bajo qué condiciones un isomorfismo
definido entre dos subgrupos de funciones continuas que toman valores en un grupo discreto
y definidas sobre espacios compactos, se puede representar como un operador composición
con peso y que además, resulte automáticamente continuo. Para ello introducimos la noción
de subconjunto soporte, estudiando algunas propiedades de dichos conjuntos (proposición
(2.3.2)). Estudiamos el concepto de aplicación separadora y damos condiciones para que
el soporte mı́nimo de un homomorfismo separador tenga un único elemento (proposición
(2.3.4)). Este resultado nos permitirá definir, más adelante, la aplicación soporte asociada a
una aplicación que preserva disyunciones. Demostraremos, además que dicha aplicación es
continua y describiremos bajo qué condiciones resulta ser un homeomorfismo (proposición
(2.4.5)). En los resultados posteriores a lo anterior, se prepara el camino para obtener una
representación completa del homomorfismo que preserva disjunciones a partir de la aplicación
soporte asociada que, además, lo haga continuo; llegando aśı al resultado principal de este
caṕıtulo que corresponde al teorema (2.5.1).

En el tercer caṕıtulo, se establecen condiciones para que todo isomorfismo entre subgrupos
de funciones continuas de soporte compacto, definidas sobre espacios localmente compactos y
que toman valores en un grupo discreto, se pueda representar como un operador composición
con peso y que además, resulte continuo. Como datos que se puedan resaltar en este caṕıtulo,
además del uso de las respectivas compactificaciones de Alexandroff de cada uno de los
espacios, tenemos que la definición de aplicación separadora se debe adecuar al contexto en
el que ahora nos encontramos, por lo que se hace necesario dar una definición equivalente a
la usada en caṕıtulos anteriores.

En el cuarto caṕıtulo, establecemos condiciones para que toda isometŕıa de Hamming se
pueda representar como un operador composición con peso. Aqúı los espacios considerados
son localmente compactos, por lo que consideramos pertinente usar la compactificación
de Alexandroff (la compactificación de un punto) de cada uno de ellos y trabajamos en
gran medida con dichas compactificaciones intentando trasladar las técnicas usadas en el
caṕıtulo anterior para obtener los resultados requeridos en éste. En este mismo sentido,
otra herramienta importante que usamos a lo largo del caṕıtulo es la definición de una
relación de equivalencia sobre cada uno de los espacios localmente compactos. Introducimos
el concepto de conjunto saturado y demostramos, en particular, que cada elemento de la
clase de equivalencia (de cada conjunto localmente compacto) es un conjunto compacto
y saturado. Por otra parte, los espacios de funciones con los que aqúı trabajamos son
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subespacios vectoriales del espacio de funciones continuas con soporte compacto definidas
sobre los espacios localmente compactos, antes mencionados, y que toman valores en un
campo finito. Un resultado muy importante en este caṕıtulo es la proposición (4.4.13), pues
nos brinda condiciones suficientes que garantizan la existencia de un homeomorfismo entre
los espacios generados por las clases de equivalencia definidas sobre los espacios localmente
compactos, considerados por hipótesis.
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Caṕıtulo 1

Preliminares

En este caṕıtulo se presentarán algunas definiciones y resultados básicos, necesarios para
la comprensión de esta memoria. Las referencias que son fundamentales en este caṕıtulo se
pueden ver en los caṕıtulos IV y XI de ([1]).

1.1. Espacios normados

Definición 1.1.1. Un espacio vectorial E se dice normado si existe un función ‖ ‖ : E → R
llamada norma que satisface las siguientes condiciones:

1. ‖ θ ‖= 0 y ‖ x ‖> 0, si x 6= θ, donde θ es el elemento neutro de E.

2. Para todo x, y ∈ E, se tiene que ‖ x+ y ‖≤‖ x ‖ + ‖ y ‖.

3. ‖ tx ‖= |t|· ‖ x ‖, para todo escalar t.

Si definimos la distancia entre dos elementos x y y de E por la fórmula

d(x, y) =‖ x− y ‖

claramente, obtenemos un espacio métrico. Si, además, es completo, es decir, siempre que
(xp) es una sucesión tal que ĺım

p,q→∞
‖ xp − xq ‖= 0, decimos que es un espacio de Banach.

Las definición que se incluirá a continuación se encuentra en la página 13 de ([1]).

Definición 1.1.2. Diremos que un espacio métrico completo E es un grupo topológico si
cumple lo siguiente:

1. A cada par (x, y) de elementos del espacio E le corresponde un único elemento z de E
llamado la suma de x y y y que denotaremos con el śımbolo x+ y.

2. E es un grupo bajo esta operación, es decir, (x+y)+z = x+(y+z), existe en E un único
elemento neutro θ y cada elemento x de E tiene un inverso −x tal que x+ (−x) = θ.

3. ĺım
n→∞

xn = x implica ĺım
n→∞

(−xn) = −x.
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4. ĺım
n→∞

xn = x y ĺım
n→∞

yn = y implica ĺım
n→∞

(xn + yn) = x+ y.

Definición 1.1.3 (Ver p.14 de [1]). Sean E y E1 grupos topológicos y U : E → E1 una
función. La función U es llamada aditiva u operador aditivo, cuando U(x+y) = U(x)+U(y),
para cualesquiera x, y ∈ E.

Observe que si U es un operador aditivo, entonces

U(x) = U(x+ θE) = U(x) + U(θE)

Por lo tanto, U(θE) = θE1 , donde θE (resp., θE1) denota al elemento neutro de E (resp.,
E1). Además, puesto que θE1 = U(θE) = U(x + (−x)) = U(x) + U(−x), tenemos que
U(−x) = −U(x).

Definición 1.1.4. Sean E y E1 grupos topológicos y U un operador definido en E y cuyo
codominio es E1. Decimos que U es lineal si es aditivo y continuo.

A continuación se mencionarán algunas propiedades de los operadores lineales definidos
entre espacios vectoriales normados, no necesariamente completos.

1.1.1. Propiedades de operadores lineales.

Teorema 1.1.5 (Cap. IV, teorema 1 de [1]). Sean E, G y E1 espacios vectoriales normados
tales que G ⊆ E. Si U : G → E1 es un operador aditivo, entonces U es lineal si, y sólo si,
existe un número M tal que

‖ U(x) ‖≤M ‖ x ‖, para todo x ∈ G.

Sean E y E1 espacios vectoriales normados. Para un operador lineal U : G→ E1, definido
sobre un espacio vectorial G ⊆ E, la norma del operador U en G, denotada por ‖ U ‖G, es
el número real más pequeño, M , que satisface la siguiente condición:

‖ U(x) ‖≤M ‖ x ‖, para todo x ∈ G.

Si G = E, podemos escribir, simplemente, ‖ U ‖ en lugar de ‖ U ‖E. Por lo tanto, tenemos
que ‖ U(x) ‖≤‖ U ‖G · ‖ x ‖, para todo x ∈ G, y se puede demostrar que

‖ U ‖G= sup{‖ U(x) ‖: x ∈ G, ‖ x ‖≤ 1}.

Observación 1.1.6. En términos modernos, el término lineal no implica, generalmente, que
el operador U al que nos referimos sea continuo. Si U es continuo, o, equivalentemente,
‖ U ‖<∞, decimos que U es un operador lineal continuo u operador lineal acotado.

La pregunta que surge es si existe, para cada espacio vectorial normado E, un operador
lineal (continuo o acotado), f : E → R, que no es idénticamente cero. Existen una serie de
resultados que permiten dar una respuesta afirmativa a la anterior pregunta, sin embargo, sólo
mencionaremos dos porque para nuestros propósitos son los que resultan de mayor interés.
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Teorema 1.1.7 (Cap. IV, teorema 2 de [1]). Sean E un espacio vectorial normado y
f : G → R un operador lineal (acotado), definido en el espacio vectorial G ⊆ E. Entonces
existe un operador lineal F : E → R que cumple las siguientes condiciones:

(i) Para todo x ∈ G, F (x) = f(x).

(ii) ‖ F ‖=‖ f ‖G.

Teorema 1.1.8 (Cap. IV, teorema 3 de [1]). Sea E un espacio vectorial normado. Para todo
x0 ∈ E, x0 6= θ, existe un operador lineal F : E → R tal que

F (x0) =‖ x0 ‖ y ‖ F ‖= 1.

La siguiente sección corresponde al caṕıtulo XI de [1].

1.2. Isometŕıa, equivalencia, isomorfismo

1.2.1. Isometŕıa

Sean (E, d) y (E1, d
′) espacios métricos y U : E → E1 una aplicación de E en E1. Esta

aplicación es isométrica o es llamada una isometŕıa, en el sentido de Banach, si es biyectiva
y no cambia distancias, esto es, cuando

d(x1, x2) = d′(U(x1), U(x2)),

para todo par de elementos x1, x2 de E.
Puesto que los espacios vectoriales normados son espacios métricos, tiene sentido consi-

derar transformaciones isométricas entre ellos.

1.2.2. Transformaciones isométricas entre espacios vectoriales nor-
mados

Teorema 1.2.1 (Cap. XI, teorema 2 de [1]). Sean E y E1 espacios vectoriales normados. Si
U : E → E1 es una isometŕıa tal que U(0E) = 0E1, entonces U es un operador lineal acotado.

1.2.3. Espacios de funciones continuas cuyo codominio son los
números reales

Para cualquier espacio métrico compactoQ, el conjuntoE(Q) = {f : Q→ R/f es continua }
(de todas las funciones continuas con dominio en Q y codominio en R), puede ser considerado
un espacio de Banach, cuando la adición y multiplicación por un escalar son definidas en la
forma usual (punto por punto) y la norma considerada es la del supremo.

En esta subsección, Q denotará un espacio métrico compacto y E(Q) denotará al espacio
de Banach de funciones continuas cuyo dominio es Q y cuyo codominio es R.



4 1.3. Teorema de Banach-Stone

Lema 1.2.2 (Cap. XI, página 103 de [1]). Sean f ∈ E y q ∈ Q. Para un elemento dado,
q0 ∈ Q, la desigualdad

|f(q0)| > |f(q)|, para todo q 6= q0,

se verifica si, y sólo si,

ĺım
h→0

‖ f + hg ‖ − ‖ f ‖
h

existe para todo g ∈ E. Más aún, si la función f safisface la desigualdad anterior, tenemos

ĺım
h→0

‖ f + hg ‖ − ‖ f ‖
h

= g(q0) · sign f(q0), para todo g ∈ E.

Definición 1.2.3. Dos espacios topológicos X y Y son homeomorfos cuando existe una
función biyectiva f : X → Y de tal forma que tanto f como su función inversa f−1 son
continuas. A tal biyección se le llama homeomorfismo.

En el siguiente teorema E(X) (resp., E(Y )) denota al espacio de Banach de funciones
continuas cuyo dominio es X (resp., Y ) y cuyo codominio es el conjunto de los números
reales. Su demostración puede consultarse en el caṕıtulo XI, página 104 de ([1]).

Teorema 1.2.4 (de Banach). Sean X y Y espacios métricos compactos. Entonces X y Y
son homeomorfos si, y sólo si, E(X) y E(Y ) son isométricos.

Observación 1.2.5. La prueba del anterior teorema muestra que si U : E(X)→ E(Y ) es una
isometŕıa y U(0E(X)) = 0E(Y ), entonces existen un homeomorfismo f : X → Y y una función
continua ω ∈ E(Y ), con |ω(y)| = 1, tales que

[U(g)](y) = ω(y) · g(f−1(y))

para cualesquiera g ∈ E(X) y y ∈ Y .

1.3. Teorema de Banach-Stone

En el siguiente teorema C(X) (resp., C(Y )), denota al anillo de funciones continuas
con dominio en X (resp., en Y ) y con codominio en el conjunto de los números reales. Su
demostración se puede consultar en la página 469, teorema 83 de ([32]).

A continuación enunciaremos el teorema de Banach-Stone, probado por M. Stone en 1937
en ([32]).

Teorema 1.3.1 (de Banach-Stone). Sean X y Y espacios compactos. Entonces la aplicación
U : C(X) → C(Y ) es una isometŕıa si, y sólo si, existe un homeomorfismo f : X → Y tal
que

f(x) = U(1E(X))(y)[U(f)(y)− U(0E(X))(y)], para todo y ∈ Y ,
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donde |U(1E(X))| = 1.

Nos preguntamos ¿qué sucede si en lugar de considerar al campo de los números reales
o complejos, como codominio de las funciones continuas usadas en el teorema de Banach-
Stone, se consideraba el campo finito Z2?
La inquietud anterior nos llevó a la siguiente sección.

1.4. Representación de aplicaciones lineales entre espa-

cios de funciones continuas que toman valores en

Z2

En esta sección estudiaremos las condiciones que debe cumplir una aplicación entre dos
espacios de funciones continuas definidas sobre espacios compactos y que toman valores en el
campo discreto Z2, de manera que dicha aplicación se pueda representar como un operador
composición con peso.

Definición 1.4.1. Un espacio topológico X es llamado compacto si es Hausdorff y toda
cubierta abierta tiene una subcubierta finita.

Teorema 1.4.2. Un espacio Hausdorff X es compacto si, y sólo si, toda red en X tiene un
punto de acumulación.

Lema 1.4.3. Sean X y Y espacios compactos. Entonces f : X → Y es continua en x0 si,
y sólo si, para toda red {xd}d∈D en X que converge a x0, existe {f(xdk)}dk∈D′, subred de
{f(xd)}d∈D, que converge a f(x0).

Recordemos que la cuasicomponente de un punto x ∈ X es la intersección de todos los
conjuntos abiertos-cerrados que lo contienen.

Definición 1.4.4. Un espacio topológico X es totalmente disconexo si la cuasicomponente
de cualquier punto x ∈ X está formada sólo por dicho punto.

Definición 1.4.5. Un espacio topológico X es de dimensión cero o cero-dimensional si es
T0 y tiene una base de conjuntos abiertos-cerrados.

Dado un espacio topológico X, un espacio normado E y una función f : X → E
llamaremos cocero asociado a la función f al conjunto coz(f) := {x ∈ X : f(x) 6= 0}.
Al complemento del coz(f) se le llama cero de f y se denota Z(f). Es decir, Z(f) = {x ∈
X : f(x) = 0}. Cabe resaltar que si X es cero-dimensional y F es un campo finito, tanto los
conjuntos ceros como los conjuntos coceros de las funciones son conjuntos abiertos-cerrados.

De aqúı y hasta el final de este caṕıtulo, X y Y denotarán espacios compactos y
cero-dimensionales, F denotará al campo finito Z2 y e denotará a la función constante 1.
Supondremos, además, que H : C(X,F)→ C(Y,F) es una aplicación lineal.
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Diremos que H es separadora si, para cualesquiera f, g ∈ C(X,F), coz(f) ∩ coz(g) = ∅
implica coz(H(f))

⋂
coz(H(g)) = ∅. La aplicación lineal H es biseparadora si es separadora,

biyectiva y H−1 también es separadora.
Diremos que la aplicación lineal H es una aplicación composición con peso si existen un

homeomorfismo h : Y → X y una aplicación w ∈ C(Y,F) tales que [H(f)](y) = w(y)·f(h(y)),
para cualesquiera f ∈ C(X,F) y y ∈ Y , donde a w se le denomina peso.

Sea y ∈ Y . Entonces, δy : C(Y,F) → F denota la aplicación evaluación sobre C(Y,F), es
decir, dado g ∈ C(Y,F), se tiene que δy(g) = g(y). Definimos Y ∗ = {δy : y ∈ Y }. Llamaremos
δy ◦H a la restricción de la aplicación adjunta de H sobre Y ∗. Entonces

(δy ◦H)(f) = δy(H(f)) = [H(f)](y), para toda f ∈ C(X,F)

Las dos definiciones que siguen se pueden consultar en [11].

Definición 1.4.6. Sea y ∈ Y . Un subconjunto abierto V de X es un anulador para δy ◦H si
cumple que, para todo f ∈ C(X,F) tal que coz(f) ⊂ V , se tiene que [H(f)](y) = (δy◦H)(f) =
0.

Definición 1.4.7. El conjunto X \
⋃
{V ⊂ X : V es un anulador para δy ◦H} se denomina

soporte de δy ◦H y será denotado por supp(δy ◦H).

Lema 1.4.8. Sea y ∈ Y . Entonces supp(δy ◦ H) = {x ∈ X : para toda vecindad abierta V
de x, existe f ∈ C(X,F) que cumple coz(f) ⊂ V y [H(f)](y) 6= 0}.

Demostración. Llamamos M a la segunda parte de la igualdad. Sea x ∈M . Suponemos que
x ∈ V , donde V es un anulador para δy ◦ H. Por ser V anulador, V es un entorno abierto
de x. Por hipótesis, existe f ∈ C(X,F) tal que H[(f)](y) 6= 0 y coz(f) ⊂ V . Esto es una
contradicción porque V es anulador para δy ◦H. De donde,

x ∈ X \
⋃
{V ⊂ X : V es anulador para δy ◦H}

Rećıprocamente, sea x ∈ supp(δy ◦ H). Supongamos, por contradicción, que existe un
entorno abierto V de x tal que para todo f ∈ C(X,F) con coz(f) ⊂ U se cumple que
[H(f)](y) = 0. Entonces V es anulador para δy ◦H. Esto es una contradicción, porque, por
hipótesis,

x /∈
⋃
{V ⊂ X : V es anulador para δy ◦H}.

Por lo tanto, dada una vecindad abierta U de x, con x ∈ supp(δy ◦ H), existe f ∈ C(X,F)
tal que coz(f) ⊂ U y [H(f)](y) 6= 0.

Proposición 1.4.9. Sea H una aplicación lineal, biyectiva y separadora. Entonces, para todo
y ∈ Y , el soporte de δy ◦H es no vaćıo y tiene un único elemento.

Demostración. Sea y ∈ Y . Para ver que el soporte de δy ◦ H es no vaćıo supondremos, por
contradicción, que supp(δy ◦ H) = ∅. Entonces, por definición de soporte, X =

⋃
{V :

V es un anulador para δy ◦ H}. Aśı, para cada x ∈ X existe Vx, anulador para δy ◦ H,
tal que x ∈ Vx y como X es cero dimensional, existe un conjunto abierto-cerrado Wx tal
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que x ∈ Wx ⊂ Vx; por lo que, Wx también es un anulador para δy ◦ H. De lo anterior,
podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que los anuladores para δy ◦H son conjuntos
abiertos-cerrados. Puesto que X es compacto, existen V1, . . . , Vn anuladores (además, son
conjuntos abiertos-cerrados) para δy ◦ H tales que X =

⋃n
i=1 Vi. Aśı, la familia {Oi}ni=1,

donde Oi := Vi \
⋃i−1
j=1 Vj ⊂ Vi es un conjunto abierto-cerrado para cada i ∈ {1, . . . , n}, es una

partición de X. Ahora bien, para cada i ∈ {1, . . . , n}, definamos fi : X → F por fi(x) = χOi
.

Entonces {fi}ni=1 es una familia de funciones continuas de X en F tal que
∑n

i=1 fi = e y
fi(X \ Oi) = {0} para cada i ∈ {1, . . . , n}. Por último, tomemos f ∈ C(X,F). Entonces
f =

∑n
i=1 fif , además, coz(fif) ⊂ Vi para cada i ∈ {1, . . . , n} y, como Vi es un anulador

para δy ◦ H y fif ∈ C(X,F) para cada i ∈ {1, . . . , n}, entonces [H(fif)](y) = 0 para cada
i ∈ {1, . . . , n}. En consecuencia, [H(f)](y) = [H(

∑n
i=1 fif)](y) =

∑n
i=1[H(fif)](y) = 0. En

resumen, para todo f ∈ C(X,F), [H(f)](y) = 0. En particular, para f = H−1e, tenemos que
0 = [H(f)](y) = [H(H−1e)](y) = 1, lo cual es una contradicción, por lo que supp(δy ◦H) 6= ∅.

Para ver que el soporte de δy ◦ H tiene un único elemento, supongamos que existen
x1, x2 ∈ supp(δy ◦H), con x1 6= x2. Entonces existen V1 y V2 vecindades abiertas de x1 y x2,
respectivamente, tales que V1 ∩ V2 = ∅. Puesto que x1 y x2 son elementos de supp(δy ◦ H),
por el lema anterior, existen f1 y f2 en C(X,F) tales que coz(f1) ⊂ V1, coz(f2) ⊂ V2
y [H(f1)](y) 6= 0 6= [H(f2)](y). De lo anterior, se tiene que coz(f1) ∩ coz(f2) = ∅ y
y ∈ coz(H(f1)) ∩ coz(H(f2)), lo cual contradice que H es separadora. Por lo que el soporte
de δy ◦H tiene un único elemento.

Teniendo en cuenta la proposición anterior, para cada aplicación lineal, biyectiva y
separadora H : C(X,F) → C(Y,F)) tiene sentido definir la aplicación h : Y → X por
h(y) = supp(δy ◦ H), para cada y ∈ Y . A la aplicación h la llamaremos aplicación soporte
asociada a H.

A continuación estudiaremos algunas propiedades que cumple la aplicación soporte
asociada a H, h.

Proposición 1.4.10. Si H : C(X,F) → C(Y,F)) es una aplicación lineal, biyectiva y
separadora, entonces la aplicación soporte inducida por H, h, es continua.

Demostración. Veamos que si {yd}d∈D es una red en Y que converge a y, entonces existe una
subred {h(ydk)}dk∈D′ de {h(yd)}d∈D que converge a h(y). En efecto, como X es compacto y
{h(yd)}d∈D es una red en X, entonces {h(yd)}d∈D tiene un punto de acumulación z; por lo
que existe una subred {h(ydk)}dk∈D′ de {h(yd)}d∈D que converge a z. Veamos que z = h(y).
Para ello, supongamos, por contradicción, que z 6= h(y). Entonces existen V1 y V2 abiertos
de X tales que z ∈ V1, h(y) ∈ V2 y V1∩V2 = ∅. Puesto que h(y) ∈ V2, existe f2 ∈ C(X,F) tal
que coz(f2) ⊂ V2 y [H(f2)](y) = 1. Como H(f2) es continua y {yd}d∈D converge a y, entonces{

[H(f2)](yd)
}
d∈D converge a [H(f2)](y) = 1. Entonces existe d0 ∈ D tal que [H(f2)](yd) = 1,

para todo d ≥ d0. Puesto que {h(ydk)}dk∈D′ converge a z y V1 es una vecindad abierta de
z, existe d1 ∈ D′ tal que h(ydt) ∈ V , para todo dt ≥ d1. Por otra parte, como {h(ydk)}dk∈D′
es una subred de {h(yd)}d∈D, existe una función f : D′ → D tal que h(ydk) = h(yf(dk)) y,
para todo d ∈ D, existe d′ ∈ D′ tal que, si m ≥ d′, entonces f(m) ≥ d, donde m es un
elemento de D′. De aqúı tenemos, puesto que d0 ∈ D, que existe d′ ∈ D′ tal que si m ≥ d′,
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entonces f(m) ≥ d0, para cualquier m ∈ D′. Ahora bien, como d1 y d′ son elementos del
conjunto dirigido D′, existe d2 ∈ D′ tal que d2 ≥ d1 y d2 ≥ d′. Por lo tanto, h(yd2) ∈ V ,
h(yd2) = h(yf(d2)) y f(d2) ≥ d0. Sea r = f(d2). Entonces r ≥ d0 y h(yr) ∈ V , por lo que
H(f2)(yr) = 1 y existe f1 ∈ C(X,F) tal que coz(f1) ⊂ V1 y H(f1)(yr) = 1. En resumen,
coz(f1)∩coz(f2) = ∅ y yr ∈ coz(H(f1))∩coz(H(f2)), lo cual contradice que H es separadora.
Por lo tanto, z = h(y), lo cual implica que h(y) es punto ĺımite de {h(ydk)}dk∈D′ , como se
queŕıa demostrar.

Proposición 1.4.11. Supongamos que se cumplen las hipótesis de la proposición (1.4.10).
Si h es la aplicación soporte asociada a H, se tiene que h(Y ) es denso en X si, y sólo si,
para todo abierto U de X, existe f ∈ C(X,F) tal que coz(f) ⊂ U y H(f) es no nula.

Demostración. En efecto, supongamos que h(Y ) es denso en X y sea U un abierto de X.
Entonces h(Y ) ∩ U 6= ∅ por lo que existe x ∈ h(Y ) y x ∈ U . Aśı, x = h(y) ∈ U para
algún y ∈ Y , por lo que existe f ∈ C(X,F) tal que coz(f) ⊂ U y [H(f)](y) = 1, con
lo que tenemos que H(f) es no nula. Rećıprocamente, supongamos que para todo abierto
U de X existe f ∈ C(X,F) tal que coz(f) ⊂ U y H(f) es no nula. Veamos que h(Y ) es
denso en X. Supongamos, por contradicción, que no lo es. Entonces existe x ∈ X tal que
x /∈ h(Y ) = h(Y ), luego, existen V y W , abiertos en X, tales que x ∈ V , h(Y ) ⊂ W y
V ∩W = ∅. Como V es abierto en X, la hipótesis implica que existe f1 ∈ C(X,F) tal que
coz(f1) ⊂ V y H(f1) es no nula, por lo que existe y ∈ Y tal que [H(f1)](y) = 1. Pero y ∈ Y
implica que h(y) ∈ h(Y ) = h(Y ) ⊂ W . Aśı, existe f2 ∈ C(X,F) tal que coz(f2) ⊂ W y
[H(f2)](y) = 1. Por lo tanto, coz(f1) ∩ coz(f2) ⊂ V ∩W = ∅ y y ∈ coz(H(f1)) ∩ coz(H(f2)),
lo cual contradice que H es separadora. Aśı, h(Y ) es denso en X. Para ver que h es sobre
debemos probar que h(Y ) = h(Y ) = X, esto es, h(Y ) es denso en X. Usando la afirmación
anterior, supongamos que U es un abierto de X. Entonces, por ser X cero dimensional,
existe W 6= ∅, conjunto abierto-cerrado en X, tal que W ⊂ U . Definamos f = χW . Entonces
f ∈ C(X,F), coz(f) = W ⊂ U y H(f) es no nula, porque si H(f) ≡ 0, por la linealidad
e inyectividad de H, tenemos que f ≡ 0 por lo que ∅ 6= W = coz(f) = ∅, lo cual es una
contradicción. Aśı, existe f ∈ C(X,F) tal que coz(f) ⊂ U y H(f) es no nula. Por lo tanto,
h(Y ) es denso en X, como se queŕıa demostrar.

La proposición que enunciaremos a continuación, se usará más adelante como una
herramienta en la demostración de la inyectividad de la aplicación soporte asociada a H,
h.

Proposición 1.4.12. Para todo par de elementos x, y ∈ Y , si x 6= y, entonces existen
f1, f2 ∈ C(X,F) tales que coz(f1) ∩ coz(f2) = ∅ y [H(f1)](x) · [H(f2)](y) = 1

Demostración. Como x 6= y, existen un par de conjuntos abiertos-cerrados, ajenos, W1 y
W2 que contienen a x y y, respectivamente. Definamos g1 = χW1 y g2 = χW2 . Entonces g1
y g2 son elementos de C(Y,F), además, coz g1 = W1 y coz g2 = W2. Sean f1 = H−1(g1) y
f2 = H−1(g2). Entonces f1, f2 ∈ C(X,F), además, coz(f1) ∩ coz(f2) = ∅, puesto que H−1 es
separadora. En resumen, si x 6= y, existen f1, f2 ∈ C(X,F) tales que coz(f1) ∩ coz(f2) = ∅ y
[H(f1)](x) · [H(f2)](y) = [H(H−1g1)](x) ·H(H−1g2)](y) = g1(x) · g2(y) = 1 6= 0.
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Proposición 1.4.13. Supongamos que se cumplen las hipótesis de la proposición (1.4.10).
Entonces, para todo f ∈ C(X,F), se tiene que h(coz(H(f))) ⊆ coz(f).

Demostración. Supongamos que existe z ∈ coz(H(f)) tal que h(z) /∈ coz(f), entonces
[H(f)](z) = 1 y f(h(z)) = 0. Por la continuidad de f , existe V , vecindad abierta de h(z), tal
que f(V ) = {0}, lo cual implica que V ∩ coz(f) = ∅. Por otra parte, como V es una vecindad
abierta de h(z), existe g ∈ C(X,F) tal que coz(g) ⊂ V y [H(g)](z) = 1. Por lo tanto,
coz(g) ∩ coz(f) = ∅ y z ∈ coz(H(g)) ∩ coz(H(f)), lo cual contradice que H es separadora.
Por lo tanto, h(coz(H(f))) ⊆ coz(f).

A continuación, enunciaremos el resultado principal de este caṕıtulo.

1.5. Resultado principal

Teorema 1.5.1. Sean X y Y espacios cero-dimensionales, compactos y F = Z2. Si
H : C(X,F) → C(Y,F) es una aplicación lineal, biyectiva y biseparadora, entonces H es
una aplicación composición con peso. Es decir, existen un homeomorfismo h : Y → X y
una función continua w : Y → F tales que [H(f)](y) = w(y) · f(h(y)), para cualesquiera
f ∈ C(X,F) y y ∈ Y .

Demostración. Sean f ∈ C(X,F) y y ∈ Y . Puesto que H es una biyección, lineal y
biseparadora, existe h : Y → X, la aplicación soporte asociada a H. Veamos que h es un
homeomorfismo y, además, construyamos una aplicación w ∈ C(Y,F) de tal forma que
[H(f)](y) = w(y) · f(h(y)). Ahora, por la proposición (1.4.10), tenemos que h es continua.

Veamos que h es inyectiva. En efecto, sean x, y ∈ Y tales que x 6= y. Entonces,
por la proposición (1.4.12), existen f1, f2 ∈ C(X,F) tales que coz(f1) ∩ coz(f2) = ∅ y
[H(f1)](x) · [H(f2)](y) = 1. Y, puesto que F = Z2, se tiene que [H(f1)](x) = 1 = [H(f2)](y);
aśı, x ∈ coz(H(f1)) y y ∈ coz(H(f2)), lo cual implica, por la proposición (1.4.13), que h(x) ∈
h(coz(H(f1))) ⊆ coz(f1) y h(y) ∈ h(coz(H(f2))) ⊆ coz(f2) y, puesto que coz(f1)∩coz(f2) = ∅,
concluimos que h(x) 6= h(y), lo cual demuestra que h es inyectiva.

Ahora, veamos que h es suprayectiva. Para ver que h es sobre debemos probar que
h(Y ) = h(Y ) = X, esto es, h(Y ) es denso en X. Usando la proposición (1.4.11), es suficiente
demostrar que para todo abierto U de X, existe f ∈ C(X,F) tal que coz(f) ⊂ U y H(f) es no
nula. En efecto, sea U un abierto de X. Entonces, por ser X cero dimensional, existe W 6= ∅,
conjunto abierto-cerrado, en X tal que W ⊂ U . Definamos f = χW . Entonces f ∈ C(X,F),
cozf = W ⊂ U y H(f) es no nula, porque si H(f) ≡ 0, por la linealidad e inyectividad de
H, tenemos que f ≡ 0 por lo que ∅ 6= W = cozf = ∅ lo cual es una contradicción. Aśı, existe
f ∈ C(X,F) tal que cozf ⊂ U y H(f) es no nula, lo cual implica que h(Y ) es denso en X,
como se queŕıa demostrar.

Finalmente, veamos que [H(f)](y) = [H(e)](y) · f(h(y)) para todo y ∈ Y y f ∈ C(X,F).
Sean y ∈ Y y f ∈ C(X,F). Entonces f(h(y)) = 0 ó f(h(y)) = 1. Supongamos que
f(h(y)) = 0. Entonces, por la continuidad de f , existe una vecindad de h(y), U0, tal que
f(U0) = {0}. Como X es cero dimensional, existe un conjunto abierto-cerrado V0 tal que
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h(y) ∈ V0 ⊂ U0. Aśı, existe f0 ∈ C(X,F) tal que coz(f0) ⊂ V0 y [H(f0)](y) = 1. Afirmamos
que f · f0 ≡ 0, puesto que si existe x ∈ X tal que (f · f0)(x) = 1, entonces f(x) = 1 = f0(x).
Luego, x ∈ coz(f0) ⊂ V0 ⊂ U0, de donde, f(x) ∈ f(U0) = {0}, es decir, f(x) = 0, lo
que es una contradicción. Por lo tanto, H(f) · H(f0) ≡ 0 y como [H(f0)](y) = 1, entonces
[H(f)](y) = 0. En este caso, [H(f)](y) = [H(e)](y) · f(h(y)) = 0. Supongamos, ahora, que
f(h(y)) = 1. Definamos g = f − e. Entonces g(h(y)) = 0 y, por la afirmación anterior,
[H(g)](y) = 0. Aśı,

0 = [H(g)](y)

= [H(f − e)](y)

= [H(f)−H(e)](y)

= [H(f)](y)− [H(e)](y) · 1
= [H(f)](y)− [H(e)](y) · f(h(y))

Por lo tanto, [H(f)](y) = [H(e)](y) · f(h(y)). Sea w = H(e). Entonces, para cualesquiera
y ∈ Y y f ∈ C(X,F), existen un homeomorfismo h : Y → X y una aplicación continua
w : Y → F tales que [H(f)](y) = w(y) · f(h(y)), como se queŕıa ver.



Caṕıtulo 2

Representación de isomorfismos entre
subgrupos de funciones continuas

2.1. Introducción

Sean G un grupo discreto y X y Y espacios topológicos. Si A es un subgrupo de funciones
continuas con dominio en X y con codominio en G y B es un subgrupo de funciones continuas
con dominio en Y y con codominio en G, decimos que A y B son equivalentes cuando existe
un homeomorfismo h : Y → X y una aplicación continua ω : Y → Aut(G) tales que la
aplicación H : A → B definida por H(f)(y) = ω[y](f(h(y))), para cualesquiera f ∈ A
y y ∈ Y , es un isomorfismo de grupos de A en B. Aqúı Aut(G) está equipado con la
topoloǵıa de la convergencia puntual. En este caso, decimos que H está representado como
un operador composición con peso. En la literatura existen muchos resultados relacionados
con la representación de operadores lineales como aplicaciones composición con peso y la
equivalencia de grupos espećıficos de funciones continuas. Por ejemplo, en ([15]) los autores
demuestran que si X y Y son espacios compactos y Hausdorff, entonces toda aplicación
separadora y biyectiva T : C(X)→ C(Y ) es un operador composición con peso, donde C(X)
(resp. C(Y )) es el espacio vectorial de funciones continuas con dominio en X (resp. en Y )
y que toman valores en los números reales (o complejos). En ([18]), el autor demuestra
que si los espacios X y Y son espacios uniformes, metrizables y completos, entonces toda
isometŕıa T : C∗(X)→ C∗(Y ) se puede representar como un operador composición con peso,
donde C∗(X) (resp., C∗(Y )) es el espacio de Banach de todas las aplicaciones uniformemente
continuas y acotadas que tienen como dominio a X (resp., Y ) y que toman valores en el
conjunto de los números complejos. En esta sección, nosotros sólo mencionaremos el clásico
teorema de Banach-Stone que, cuando G es el campo de los números reales o complejos,
establece que si los espacios de Banach de funciones continuas C(X,G) y C(Y,G) son
isométricos, entonces son equivalentes y la isometŕıa puede ser representada como un operador
composición con peso. Otro ejemplo importante aparece en teoŕıa de códigos, donde el bien
conocido teorema de equivalencia de MacWilliams afirma que cuando G es un campo finito
y X y Y son conjuntos finitos, dos códigos (subespacios lineales) A y B de GX y GY ,
respectivamente, son equivalentes cuando ellos son isométricos por la métrica de Hamming
(ver [4], [22] y [23]). Este resultado ha sido generalizado a códigos convolucionales en ([17]) y
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también tiene sentido en otras áreas, por ejemplo, análisis funcional y sistemas dinámicos li-
neales (ver [10],[14],[30] y [34]). La motivación principal de esta investigación ha sido extender
el teorema de equivalencia de MacWilliams a situaciones más generales y explorar la posible
aplicación de estos métodos al estudio de los códigos convolucionales o sistemas dinámicos
lineales. Sin embargo, a lo largo de este trabajo sólo nos ocuparemos de los espacios cero
dimensionales X y Y , inicialmente considerados compactos y luego localmente compactos;
y G será considerado un grupo discreto. Existen muchos precedentes en el estudio de la
representación de homomorfismos de grupos para funciones continuas que toman valores en
un grupo. Entre ellos, y a nuestro parecer, las más relevantes se pueden consultar en [5], [9],
[20], [24], [26], [29], [36] y [37]. La mayoŕıa de los hechos básicos y las nociones relacionadas
con propiedades topológicas se pueden encontrar en [6].

2.2. Notación

En este caṕıtulo G representa un grupo discreto y denotaremos su elemento neutro con eG
(en ocasiones, este mismo śımbolo denotará la función constante de X en G con valor eG). Los
śımbolos X y Y representan espacios topológicos compactos, Hausdorff y cero-dimensionales.
La expresión C(X,G) (resp. C(Y,G)) denota al grupo de todas las funciones continuas de
X en G, (resp. de Y en G) dotado con la suma usual de funciones definida punto por punto.
Para cada f ∈ C(X,G), el cocero de f es el conjunto coz(f) = {x ∈ X : f(x) 6= eG}, el cero
de f es el conjunto Z(f) = X \ coz(f) y el soporte de f es el conjunto supp(f) = coz(f).
Puesto que G es discreto, tanto coz(f) como Z(f) son conjuntos abiertos-cerrados. Sea A
un subgrupo de C(X,G) y definamos Z(A) = {Z(f) : f ∈ A}. Entonces σ(Z(A)) denota
la menor colección de subconjuntos de X que contienen al Z(A) y que es cerrada bajo
uniones e intersecciones finitas (resp., coz(A) = {coz(f) : f ∈ A} y σ(coz(f)) denota
la menor colección de subconjuntos de X que contienen al coz(A) y que es cerrada bajo
uniones e intersecciones finitas). En general, para una familia D ⊆ P(X), σ(D) denota la
menor colección de subconjuntos de X que contiene a D y que es cerrada bajo uniones e
intersecciones finitas. Decimos que A separa puntos en X si para cualesquier par de puntos
x1, x2 ∈ X, con x1 6= x2, existe una aplicación f ∈ A tal que x1 ∈ coz(f) y x2 ∈ Z(f). Decimos
queA separa puntos fuertemente en X si para cada par de puntos distintos x1, x2 ∈ X, existen
aplicaciones f1, f2 ∈ A tales que xi ∈ coz(fi) para i ∈ {1, 2} y coz(f1) ∩ coz(f2) = ∅.

En el caso en que G fuese un grupo finito, se podŕıa pensar que coz(A) y σ(coz(A)) deben
coincidir. Sin embargo, ésto no siempre sucede como se muestra en el siguiente ejemplo.
Obviamente, por las leyes de De Morgan es suficiente probar que Z(A) 6= σ(Z(A)).

Ejemplo 2.2.1. Sea G el grupo con dos elementos {0, 1} y tomemos X = GN, dotado con
la topoloǵıa producto. Se puede ver que X es un espacio compacto homeomorfo al conjunto
de Cantor, que es cero-dimensional. Sea pm ∈ C(X,G) la m-ésima proyección sobre X y
el conjunto A denotará al subgrupo de C(X,G) generado por la colección {pm : m ∈ N}.
Tomemos n ∈ N tal que n > 2 y Hn

def
= {(xj) ∈ X : x1 = · · · = xn = 0}. Se puede verificar

que Hn es un elemento de σ(Z(A)). No obstante, tomemos un elemento arbitrario, pero fijo,
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f ∈ A. Denotemos por ek al elemento en X tal que pm(ek) = 0 si m 6= k y pk(ek) = 1 y

consideremos al conjunto sup(f)
def
= {k ∈ N : f(ek) = 1}. Si {1, . . . , n} ( sup(f), entonces

existe l < n tal que l /∈ sup(f). Por lo tanto, f(el) = 0, lo cual implica que f ∈ Z(f)\Hn. Por
otra parte, si {1, . . . , n} ⊆ sup(f) y tomamos 1 ≤ n1 < n2 ≤ n, tenemos que f(en1 +en2) = 0,
lo cual implica que en1 + en2 ∈ Z(f) \Hn. En cualquier caso, se obtiene que Z(f) 6= Hn. Aśı,
Hn ∈ σ(Z(A)) \ Z(A), lo que completa la prueba.

Denotemos por δx : A → G a la aplicación evaluación, esto es, δx(f) = f(x) para todo
f ∈ A. Diremos que A es puntualmente denso cuando δx(A) es denso en G para todo x ∈ X.

Diremos que A ⊆ C(X,G) es controlable si para cualesquiera f ∈ A y D1, D2 ∈ σ(Z(A))
tales que D1 ∩ D2 = ∅, existen D ∈ σ(coz(A)) y g ∈ A tales que D1 ⊆ D ⊆ X \ D2,
f |D1 = g|D1 y g|Z(f)∪(X\D) ≡ eG.

Lema 2.2.2. Sea D una familia de subconjuntos cerrados de X que forma una subbase para
los subconjuntos cerrados de X. Entonces para cualesquiera A y B subconjuntos cerrados y
no vaćıos de X tales que A ∩ B = ∅, existen DA y DB en σ(D) tales que A ⊆ DA, B ⊆ DB

y DA ∩DB = ∅ siempre que A ∩B = ∅.

Demostración. Sean A y B subconjuntos cerrados y no vaćıos de X tales que A ∩B = ∅.
Sea a ∈ A. Entonces a /∈ B y, como D es una subbase de cerrados de X, existen

D
(a)
1 , . . . , D

(a)
na ∈ D, tales que a /∈

⋃na

i=1D
(a)
i y B ⊆

⋃na

i=1D
(a)
i . Sea Da

def
=
⋃na

i=1D
(a)
i . Entonces

Da ∈ σ(D), a /∈ Da y B ⊆ Da. Luego, A ⊆
⋃
a∈A(X \Da) y, puesto que A es compacto, existe

un conjunto finito FA ⊆ A tal que A ⊆
⋃
a∈FA

(X \Da) = X \
⋂
a∈FA

Da. Sea DB
def
=
⋂
a∈FA

Da.
Entonces DB ∈ σ(D), A ∩ DB = ∅ y B ⊆ DB. Ahora, puesto que DB y A son cerrados y
disyuntos, podemos aplicar el procedimiento anterior en ellos y, para cada x ∈ DB, obtener
D′x =

⋃mx

j=1Dj, donde Dj ∈ D, para j ∈ {1, . . . ,mx}, tal que x /∈ D′x y A ⊆ Dx. Usando la
compacidad de DB, obtenemos D′A ∈ σ(D) tal que A ⊆ D′A y DB ∩ D′A = ∅. En resumen,
existen D′A, DB ∈ σ(D) tales que A ⊆ D′A, B ⊆ DB y D′A ∩ DB = ∅, lo que concluye la
prueba.

Ejemplo 2.2.3. Si A es un subgrupo de C(X,G) que separa fuertemente los puntos de X,
entonces D = coz(A) satisface el lema (2.2.2).

Demostración. En efecto, sean B ⊆ X un cerrado y x ∈ X \ B. Entonces x 6= b, para
todo b ∈ B. Puesto que A separa fuertemente los puntos de X, existen fx,b y gx,b en A
tales que x ∈ coz(fx,b), b ∈ coz(gx,b) y coz(fx,b) ∩ coz(gx,b) = ∅. Entonces x /∈ coz(gx,b),
para todo b ∈ B, y B ⊆

⋃
b∈B coz(gx,b). Como B es compacto, existe un subconjunto finito

F ⊆ B tal que B ⊆
⋃
b∈F coz(gx,b) y x /∈

⋃
b∈F coz(gx,b). En resumen, existe una cantidad

finita de elementos de D = coz(A), {coz(gx,b)}b∈F , de tal forma que x /∈
⋃
b∈F coz(gx,b) y

B ⊆
⋃
b∈F coz(gx,b), lo cual demuestra que D es una subbase de cerrados para X y, por lo

tanto, satisface el lema (2.2.2).

Ejemplo 2.2.4. Sea A un subgrupo de C(X,G) que separa los puntos de X. Entonces
D = Z(A) satisface el lema (2.2.2).
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Demostración. Sean B ⊆ X un cerrado y x ∈ X \ B. Entonces x 6= b, para todo b ∈ B.
Puesto que A separa los puntos de X, existe fx,b ∈ A tal que x ∈ coz(fx,b) y b ∈ Z(fx,b).
Es claro que x /∈ Z(fx,b), para todo b ∈ B; además, B ⊆

⋃
b∈B Z(fx,b) y, puesto que B es

compacto, existe un subconjunto finito F ⊆ B tal que B ⊆
⋃
b∈F Z(fx,b) y x /∈

⋃
b∈F Z(fx,b).

Hemos demostrado que existe una cantidad finita de elementos de D = Z(A), {Z(fx,b)}b∈F ,
de tal forma que x /∈

⋃
b∈F Z(fx,b) y B ⊆

⋃
b∈F Z(fx,b), lo cual significa que D = Z(A) es una

subbase de cerrados para X y, por lo tanto, satisface el lema (2.2.2).

Ejemplo 2.2.5. Sea A un subgrupo de C(X,G) que separa los puntos de X. Entonces
D = {f−1(g) : g ∈ G, f ∈ A} satisface el lema (2.2.2).

Demostración. En efecto, sean B ⊆ X un cerrado y x ∈ X \ B. Entonces x 6= b, para
todo b ∈ B. Puesto que A separa los puntos de X, existe gx,b ∈ A tal que x ∈ coz(gx,b) y
b ∈ Z(gx,b) = g−1x,b(eG). Es claro que x /∈ g−1x,b(eG), para todo b ∈ B; además, B ⊆

⋃
b∈B g

−1
x,b(eG)

y, puesto que B es compacto, existe un subconjunto finito F ⊆ B tal que B ⊆
⋃
b∈F g

−1
x,b(eG)

y x /∈
⋃
b∈F g

−1
x,b(eG). En resumen, existe una cantidad finita de elementos de D = {f−1(g) :

g ∈ G, f ∈ A}, {g−1x,b(eG)}b∈F , de tal forma que x /∈
⋃
b∈F g

−1
x,b(eG) y B ⊆

⋃
b∈F g

−1
x,b(eG), lo

cual demuestra que D = {f−1(g) : g ∈ G, f ∈ A} es una subbase de cerrados para X y, por
lo tanto, satisface el lema (2.2.2).

En lo que sigue, y a lo largo de este caṕıtulo, denotaremos por D′ a la familia de
subconjuntos cerrados de Y que forma una base para los subconjuntos cerrados de éste.
Entonces por el lema 2.2.2, para cualesquiera A y B subconjuntos cerrados y no vaćıos de Y ,
existen D′A y D′B en σ(D′) tales que A ⊆ D′A, B ⊆ D′B y D′A∩D′B = ∅ siempre que A∩B = ∅.

La siguiente proposición muestra que en los subgrupos controlables coinciden la noción
de separar puntos y separar puntos fuertemente.

Proposición 2.2.6. Si A es un subgrupo controlable de C(X,G) que separa los puntos de
X, entonces A separa fuertemente los puntos de X.

Demostración. Sean x, y ∈ X tales que x 6= y. En efecto, puesto que A separa puntos en
X, podemos conseguir funciones f1, f2 ∈ A tales que x ∈ coz(f1), y ∈ coz(f2), y ∈ Z(f1) y
x ∈ Z(f2). Sea D = Z(A). Entonces como {x} ∩ {y} = ∅, por el ejemplo (2.2.4), existen
Dx, Dy ∈ σ(Z(A)) tales que x ∈ Dx, y ∈ Dy y Dx ∩ Dy = ∅. Aplicando la controlabilidad
de A a f1, Dx y Dy, obtenemos g1 ∈ A y D1 ∈ σ(coz(A)) tales que Dx ⊆ D1 ⊆ X \ Dy,
f1|Dx = g1|Dx y g1|Z(f)∪(X\D1) ≡ eG. Como x ∈ Dx, tenemos que g1(x) = f1(x) 6= eG, por
lo cual, x ∈ coz(g1) ⊆ D1. Ahora, como D1 es un conjunto abierto-cerrado, en particular es
cerrado y puesto que D es una subbase de cerrados, entonces D1 resulta estar contenido en
una unión arbitraria de intersecciones finitas de elementos de D, disyunta con Dy. Pero, por
ser D1 compacto, esta unión arbitraria se reduce a una unión finita de intersecciones finitas
de elementos de D. Aśı, afirmamos que existe D′1 ∈ σ(D) tal que D1 ⊆ D′1 y D′1 ∩Dy = ∅.
Aplicando, la controlabilidad de A a f2, D

′
1 y Dy, obtenemos D2 ∈ σ(coz(A)) y g2 ∈ A tales

que Dy ⊆ D2 ⊆ X \ D′1, f2|Dy = g2|Dy y g2|Z(f2)∪(X\D2) ≡ eG. Como y ∈ Dy, se tiene que
g2(y) = f2(y) 6= eG; aśı, y ∈ coz(g2) ⊆ D2 ⊆ (X \D′1) ⊆ (X \D1) y, puesto que coz(g1) ⊆ D1,
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tenemos que coz(g1) ∩ coz(g2) = ∅. En resumen, existen g1, g2 ∈ A tales que x ∈ coz(g1),
y ∈ coz(g2) y coz(g1) ∩ coz(g2) = ∅, lo cual demuestra que A separa fuertemente los puntos
de X.

2.3. Subconjuntos soportes

Definición 2.3.1. Sean A un subgrupo de C(X,G) y ϕ : A → G un homomorfismo de
grupos. Un subconjunto S de X es un soporte para ϕ si para todo f ∈ A tal que S ⊆ Z(f)
se verifica que ϕ(f) = eG.

Obsérvese que si S es un soporte para ϕ, entonces S también lo es, por lo que no se pierde
generalidad al asumir que los soportes son cerrados y, por lo tanto, compactos.

Algunas propiedades básicas de los conjuntos soportes se muestran en la siguiente
proposición.

Proposición 2.3.2. Sea ϕ : A → G un homomorfismo de grupos no nulo. Entonces se
verifican las siguientes afirmaciones.

1. X es un soporte para ϕ.

2. Si S es un soporte para ϕ, entonces S 6= ∅.

3. Si S es un soporte para ϕ y S ⊆ R, entonces R es un soporte para ϕ.

4. Sean S un soporte para ϕ y f1, f2 ∈ A tales que f1|S = f2|S. Entonces ϕ(f1) = ϕ(f2).

Si, además, A es controlable y separa puntos en X, tenemos lo siguiente:

5. Sean R y S soportes para ϕ, entonces S ∩R 6= ∅.

Demostración.

1. Sea f ∈ A tal que X ⊆ Z(f). Entonces f(x) = eG, para todo x ∈ X. Luego, f ≡ eG y
como ϕ es un homomorfismo, tenemos que ϕ(f) = eG.

2. Sea S un soporte para ϕ. Supongamos que S = ∅. Entonces S ⊆ Z(f) para todo f ∈ A,
lo cual implica que ϕ(f) = eG, para todo f ∈ A. Esto es una contradicción, pues ϕ es
no nulo.

3. Se sigue directamente de la definición.

4. Puesto que f1|S = f2|S, entonces S ⊆ Z(f1 − f2), lo cual implica que ϕ(f1 − f2) = eG
y, por lo tanto, ϕ(f1) = ϕ(f2).
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5. Sean R y S soportes para ϕ. Supongamos que R ∩ S = ∅. Puesto que A separa puntos
en X, por el lema (2.2.2) y la proposición (2.2.6), existen DR, DS ∈ σ(Z(A)) tales
que R ⊆ DR, S ⊆ DS y DR ∩ DS = ∅. Puesto que ϕ es un homomorfismo no nulo,
consideremos f ∈ A tal que ϕ(f) 6= eG. Aplicando la controlabilidad de A a f,DR y DS

obtenemos D ∈ σ(coz(A)) y g ∈ A tales que DR ⊆ D ⊆ X \ DS, f |DR
= g|DR

y
g|Z(f)∪(X\D) ≡ eG. Como S ⊆ DS ⊆ X \ D ⊆ Z(g), se tiene que ϕ(g) = eG. Por otra
parte, como f |DR

= g|DR
y R ⊆ DR, entonces f |R = g|R y, como R es soporte para ϕ,

el inciso anterior implica que ϕ(g) = ϕ(f) 6= eG, lo que es una contradicción. Por lo
tanto, S ∩R 6= ∅.

Definición 2.3.3. Sean A un subgrupo de C(X,G). Decimos que una aplicación ϕ : A → G
es separadora si coz(f) ∩ coz(g) = ∅ implica ϕ(f) = eG o ϕ(g) = eG para cualesquiera
f, g ∈ A.

En lo que sigue probaremos que todo homomorfismo de grupos, separador y no nulo,
φ : A → G, donde A es controlable y separa puntos, tiene un soporte mı́nimo. Para este
propósito, definimos

S = {S ⊆ X : S es un soporte compacto para φ}

Por el inciso (1) de la proposición (2.3.2), es claro que S 6= ∅. Existe un orden parcial canónico
que puede ser definido sobre S: S ≤ R, S,R ∈ S si, y sólo si, R ⊆ S. Es claro que toda cadena
en S está acotada superiormente. En efecto, sea S ′ una cadena de S. Entonces S0 =

⋂
S∈S′ S

es una cota superior para S ′. Sólo falta ver que S0 ∈ S ′, es decir, S0 es un soporte para ϕ. Sea
f ∈ A tal que S0 ⊆ Z(f). Entonces coz f ⊆ X \S0 =

⋃
S∈S′(X \S). Como coz f es compacto,

existe un subconjunto finito S ′′ de S ′ tal que coz f ⊆
⋃
S∈S′′(X \S) = X \

⋂
S∈S′′ S, de donde,

S1 =
⋂
S∈S′′ S ⊆ Z(f) y como S1 es un soporte para ϕ (por ser S ′ una cadena), se tiene que

ϕ(f) = eG; lo cual implica que S0 es un soporte para ϕ como se queŕıa ver. Puesto que toda
cadena de S está acotada superiormente, el lema de Zorn implica que S tiene un elemento
≤-maximal. Es decir, existe S ∈ S tal que S 6≤ S ′ para todo S ′ ∈ S, o, equivalentemente,
S ′ 6⊆ S para todo S ′ ∈ S, lo cual implica que S es ⊆-minimal en S y, puesto que, cuando A
es controlable, dos soportes siempre se intersectan, entonces S resulta ⊆-mı́nimo.

Proposición 2.3.4. Sea ϕ : A → G un homomorfismo de grupos separador y no nulo. Si A
es controlable y separa los puntos de X, entonces existe un soporte mı́nimo para ϕ que consta
de un único elemento.

Demostración. Por lo argumentado anteriormente, ϕ tiene un elemento⊆-mı́nimo, S. Veamos
que S consta de un único elemento. En efecto, supongamos que existen s1 y s2 en S tales que
s1 6= s2. Entonces, puesto que X es Hausdorff, existen abiertos U1, U2 ⊆ X tales que s1 ∈ U1,
s2 ∈ U2 y U1 ∩ U2 = ∅. Aśı, S \ Ui no es un soporte para ϕ, para i = 1, 2, pues de serlo
S ⊆ S \ Ui, para i = 1, 2 y, puesto que S \ Ui ⊆ S, para i = 1, 2, se tendŕıa que S = S \ Ui,
para i = 1, 2; lo cual implica que S ⊆ X \Ui, para i = 1, 2 y esto es una contradicción, ya que
si ∈ S y si /∈ X \ Ui, para i = 1, 2. Por lo tanto, existen f1, f2 ∈ A tales que S \ U1 ⊆ Z(f1),
S\U2 ⊆ Z(f2) pero ϕ(f1) 6= eG 6= ϕ(f2). Como ϕ es un homomorfismo separador, se tiene que
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A = coz f1∩coz f2 6= ∅. Luego, S∩A = ∅, pues si existe a ∈ S∩A, entonces a ∈ coz(fi) ⊆ Ui,
para i = 1, 2, lo que es una contradicción, pues U1∩U2 = ∅. Por lo tanto, S∩A = ∅ y como S
y A son compactos, por el lema 2.2.2, existen DS, DA ∈ σ(Z(A)) tales que S ⊆ DS, A ⊆ DA

y DS ∩ DA = ∅. Aplicando el hecho de que A es controlable a f1, DS y DA, obtenemos
g1 ∈ A y D ∈ σ(coz(A)) tales que DS ⊆ D, D∩DA = ∅, f1|DS

= g1|DS
y g1|Z(f1)∪(X\D) ≡ eG.

Como S ⊆ DS, entonces f1|S = g1|S y, por el inciso 4 de la proposición (2.3.2), tenemos que
ϕ(f1) = ϕ(g1); puesto que ϕ(f1) 6= eG, entonces ϕ(g1) 6= eG, además, A ⊆ DA ⊆ X \ D.
Como ϕ es separador y ϕ(f2) 6= eG 6= ϕ(g1), obtenemos que coz f2 ∩ coz g1 6= ∅. Sea x ∈ X
tal que x ∈ coz f2 y x ∈ coz g1 ⊆ coz f1 ∩ D. Entonces x ∈ coz f1 ∩ coz f2 = A y x ∈ D, lo
que es una contradicción, pues A ⊆ X \D. Por lo tanto, s1 = s2, lo cual implica que S tiene
un único elemento.

Definición 2.3.5. Una aplicación H : A → B es separadora o preserva disyunciones, si
para cada par de aplicaciones f1, f2 ∈ A tales que f−11 (eG) ∪ f−12 (eG) = X, se tiene
que H(f−11 (eG)) ∪ H(f−12 )(eG) = Y (equivalentemente, coz(f1) ∩ coz(f2) = ∅ implica
coz(H(f1)) ∩ coz(H(f2)) = ∅, para cualesquiera f1, f2 ∈ A). Si H es biyectiva y tanto H
como H−1 son separadoras, diremos que H es biseparadora.

Observe que la anterior definición tiene sentido y extiende de forma natural al concepto
dado para las aplicaciones ϕ : A → G.

Observación 2.3.6. Originalmente, aplicaciones separadoras para funciones continuas a valo-
res escalares fueron definidas como esas aplicaciones H tales que fg ≡ 0 implica H(f)H(g) ≡
0. Si interpretamos el elemento nulo 0 como la identidad e del grupo, entonces aplicaciones
separadoras podŕıan ser definidas como aquellas aplicaciones que si satisfacen f(x)g(x) = e,
para todo x ∈ X, entonces H(f)(y)H(g)(y) = e, para todo y ∈ Y , o que H(f−1) = (H(f))−1,
para todo f ∈ A. Obviamente, esta definición seŕıa vacua aqúı puesto que, a lo largo de este
caṕıtulo, asumimos que H es un homomorfismo de grupos. Por lo tanto, esta definición nos
llevaŕıa un asunto más general: la representación de los isomorfismos de grupos definidos
entre grupos de funciones continuas sin ningún requisito adicional. Infortunadamente, esto
es imposible en general. En efecto, un resultado notable debido a Milutin ([25]) establece
que si K es un espacio métrico, compacto y numerable, entonces C(K,C) es linealmente
isomorfo a C([0, 1],C). Por lo tanto, es fundamental imponer alguna condición adicional, ya
sea geométrica o algebraica sobre el isomorfismo H con el fin de ser capaz de representarlo
por aplicaciones continuas definidas sobre los espacios compactos K y [0, 1]. En este sentido,
la conexión con isomorfismos separadores se deriva de ([19]), donde se demostró que toda
isometŕıa lineal es un isomorfismo separador.

2.4. Homomorfismos separadores

En esta sección A (resp., B) es un subgrupo controlable de C(X,G) (resp., C(Y,G))
que separa los puntos de X (resp., Y ). Sea H : A → B un homomorfismo de grupos
separador. Las aplicaciones δy ◦ H : A → G son homomorfismos de grupos separadores,
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para cada y ∈ Y . Además, puesto que A es controlable y separa los puntos de X,
podemos aplicar la proposición (2.3.4) para obtener que cada conjunto Sy = {S ⊆ X :
S es un soporte compacto para δy ◦ H}, ordenado parcialmente, tiene un elemento mı́nimo
con cardinalidad 1, denotado por h(y). Por lo tanto, podemos hacer corresponder cada y ∈ Y
con el respectivo h(y) ∈ X y aśı definir la aplicación soporte asociada a H, h : Y → X.

A continuación estudiaremos algunas propiedades que cumple la aplicación soporte
asociada a H, h.

Proposición 2.4.1. La aplicación soporte asociada a H, h, es continua.

Demostración. Sea (yd)d∈D una red en Y que converge a un punto y ∈ Y . Veamos que existe
una subred {h(ydk)}dk∈D′ de {h(yd)}d∈D que converge a h(y). En efecto, como X es compacto
y {h(yd)}d∈D es una red en X, entonces {h(yd)}d∈D tiene un punto de acumulación z; por lo
que existe una subred {h(ydk)}dk∈D′ de {h(yd)}d∈D que converge a z. Veamos que z = h(y).
Para ello, supongamos, por contradicción, que z 6= h(y). Como X es Hausdorff, existen V1
y V2 abiertos de X tales que z ∈ V1, h(y) ∈ V2 y V1 ∩ V2 = ∅. Puesto que h(y) ∈ V2, existe
f2 ∈ A tal que coz(f2) ⊂ V2 y [H(f2)](y) 6= eG. Como H(f2) es continua y {yd}d∈D converge
a y, entonces

{
[H(f2)](yd)

}
d∈D converge a [H(f2)](y) 6= eG. Entonces existe d0 ∈ D tal que

[H(f2)](yd) 6= eG, para todo d ≥ d0. Puesto que {h(ydk)}dk∈D′ converge a z y V1 es una
vecindad abierta de z, existe d1 ∈ D′ tal que h(ydt) ∈ V1, para todo dt ≥ d1. Por otra parte,
como {h(ydk)}dk∈D′ es una subred de {h(yd)}d∈D, existe una función f : D′ → D tal que
h(ydk) = h(yf(dk)) y, para todo d ∈ D, existe d′ ∈ D′ tal que, si m ≥ d′, entonces f(m) ≥ d,
donde m es un elemento de D′. De aqúı tenemos, puesto que d0 ∈ D, que existe d′ ∈ D′ tal
que si m ≥ d′, entonces f(m) ≥ d0, para cualquier m ∈ D′. Ahora bien, como d1 y d′ son
elementos del conjunto dirigido D′, existe d2 ∈ D′ tal que d2 ≥ d1 y d2 ≥ d′. Por lo tanto,
h(yd2) ∈ V1, h(yd2) = h(yf(d2)) y f(d2) ≥ d0. Sea r = f(d2). Entonces r ≥ d0 y h(yr) ∈ V1,
por lo que H(f2)(yr) 6= eG y existe f1 ∈ C(X,F) tal que coz(f1) ⊂ V1 y H(f1)(yr) 6= eG. En
resumen, coz(f1) ∩ coz(f2) = ∅ y yr ∈ coz(H(f1)) ∩ coz(H(f2)), lo cual contradice que H es
separadora. Por lo tanto, z = h(y), lo cual implica que h(y) es punto ĺımite de {h(ydk)}dk∈D′ ,
como se queŕıa demostrar.

Proposición 2.4.2. Si S es un subconjunto propio de X, abierto y no vaćıo, f ∈ A y
S ⊆ Z(f), entonces h−1(S) ⊆ Z(H(f)).

Demostración. Sea y ∈ h−1(S). Entonces h(y) ∈ S, por lo que X−S, subconjunto compacto
y no vaćıo de X, no es soporte para δy ◦ H, lo cual implica que existe g ∈ A tal que
X \S ⊆ Z(g) y H(g)(y) 6= eG. Por lo tanto, coz(g) ⊆ S y, como coz(f) ⊆ X \S, tenemos que
coz(f) ∩ coz(g) = ∅. Puesto que H es separadora, concluimos que coz(Hf) ∩ coz(Hg) = ∅.
Por lo tanto, H(f)(y) = eG, esto es, y ∈ Z(Hf), como se queŕıa ver.

Proposición 2.4.3. Para todo f ∈ A, se verifica lo siguiente:

h(coz(H(f))) ⊆ coz(f).

Demostración. Sea x ∈ h(coz(H(f))). Entonces x = h(y), para algún y ∈ coz(H(f)). Como
{h(y)} es soporte para δy ◦H se tiene que x /∈ Z(f) o, equivalentemente, x ∈ coz(f).
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Proposición 2.4.4. Si H es inyectiva, entonces h es sobre.

Demostración. Supongamos que h(Y ) 6= X y tomemos x ∈ X tal que x /∈ h(Y ). Puesto
que h es continua y Y es compacto, tenemos que h(Y ) es un subconjunto propio, y además
compacto, de X. Aplicando el lema (2.2.2), existen elementos disjuntos, Dx y DY , en σ(Z(A))
tales que x ∈ Dx, h(Y ) ⊆ DY . Además, como A separa puntos en X, existe f ∈ A
tal que f(x) 6= eG. Aplicando la controlabilidad de A a f,Dx y DY , obtenemos g ∈ A y
D ∈ σ(coz(A)) tales que Dx ⊆ D ⊆ X \ DY ⊆ X \ h(Y ), g|Dx = f |Dx y g|Z(f)∪X\D ≡ eG.
Aśı, g(x) = f(x) 6= eG y h(Y ) ⊆ X \D ⊆ Z(g). De esta última afirmación, se obtiene, por la
definición de soporte, que H(g)(y) = eG para todo y ∈ Y , es decir, H(g) ≡ eG. Puesto que
H es inyectiva, esntonces g ≡ eG lo que es una contradicción porque g(x) 6= eG. Por lo tanto,
h(Y ) = X.

La siguiente proposición establece bajo qué condiciones la aplicación soporte h, inducida
por H, es un homeomorfismo.

Proposición 2.4.5. Sea H una biyección. Entonces si H es biseparadora se tiene que
h : Y → X es un homeomorfismo.

Demostración. Por la proposición (2.4.1), tenemos que h es continua y como X y Y son
compactos (y Hausdorff), tenemos que h es abierta. Además, puesto que H es inyectiva, la
proposición anterior implica que h es sobre, por lo que sólo falta ver que h es inyectiva y
con esto quedará demostrado que h es un homeomorfismo. En efecto, sean y1, y2 ∈ Y tales
que y1 6= y2. Por demostrar que h(y1) 6= h(y2). Puesto que B separa los puntos de Y , existen
D1, D2 ∈ σ(Z(B)) tales que y1 ∈ D1, y2 ∈ D2 y D1 ∩D2 = ∅. Puesto que H(A) = B, existe
fi ∈ A tal que H(fi)(yi) 6= eG para i = 1, 2. Como B es controlable, existen D ∈ σ(coz(B))
y g1 ∈ A tales que y1 ∈ D1 ⊆ D ⊆ Y \D2, H(g1)|D1 = H(f1)|D1 y H(g1)|Z(H(f1))∪(Y \D) ≡ eG.
Puesto que D2 y D son cerrados en Y y D2 ∩ D = ∅, existen D′2 y D′ en σ(Z(B)) tales
que D2 ⊆ D′2, D ⊆ D′ y D′2 ∩ D′ = ∅. Aśı, existe D′ ∈ σ(Z(B)) tal que D ⊆ D′ y
D2 ∩ D′ = ∅. Aplicando la controlabilidad de B a H(f2), D2 y D′, tenemos que existen
D′′ ∈ σ(coz(B)) y g2 ∈ A tales que y2 ∈ D2 ⊆ D′′ ⊆ Y \D′ ⊆ Y \D, H(g2)|D2 = H(f2)|D2 y
H(g2)|Z(H(f2))∪(Y \D′′) ≡ eG. Por lo tanto, puesto que coz(H(g1)) ∩ coz(H(g2)) ⊆ D ∩D′′ = ∅
y H es biseparadora, se obtiene que coz(g1) ∩ coz(g2) = ∅. Por otra parte, tenemos que
H(gi)(yi) = H(fi)(yi) 6= eG, para i = 1, 2, esto es, yi ∈ coz(H(gi)), para i = 1, 2,
lo cual implica, por la proposición (2.4.3), que h(yi) ∈ coz(gi), para i = 1, 2 y, como
coz(g1) ∩ coz(g2) = ∅, se concluye que h(y1) 6= h(y2), como se queŕıa demostrar.

Hemos visto cómo un homomorfismo de grupos separador tiene asociada una aplicación
continua h que asigna a cada punto y ∈ Y el subconjunto soporte de δy ◦H. Nuestro próximo
objetivo es obtener una representación completa de H a través de la aplicación soporte h.
Teniendo lo anterior en mente, definamos el siguiente conjunto:

Gh(y) = {f(h(y)) : f ∈ A}
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que es un subgrupo de G, para todo y ∈ Y , y denotemos por Hom(Gh(y), Gy) al conjunto de
todos los homomorfismos de grupos de Gh(y) y que toman valores en Gy. Definamos, ahora,
al conjunto

G =
⋃
y∈Y

Hom(Gh(y), Gy)

Podemos pensar en los elementos de G como funciones parciales sobre G. Es decir, funciones
α : Dom(α) ⊆ G → G cuyo dominio es un subconjunto (no necesariamente propio) de G.
Puesto queG es discreto, podemos equipar a G con la topoloǵıa producto (o de la convergencia
puntual) como sigue. Sea [α; g1, . . . , gn] = {β ∈ GG : α(gi) = β(gi) ∈ G, 1 ≤ i ≤ n}, donde
gi ∈ G, para 1 ≤ i ≤ n. Lo anterior define una vecindad básica de una aplicación α ∈ GG.
Ahora, si α es una aplicación parcial, podemos restringir esta vecindad básica a G tomando
[α; g1, . . . , gn] como el conjunto de todas las aplicaciones parciales β : Dom(β) ⊆ G → G
tales que g1, . . . , gn ∈ Dom(β) y α(gi) = β(gi), 1 ≤ i ≤ n. Se puede verificar que esto produce
una extensión de la topoloǵıa de convergencia puntual sobre G (ver [27]). Con esta notación
definimos ω : Y → G por

ω[y](f(h(y))) = H(f)(y)

para cada y ∈ Y . A continuación, veremos que ω está bien definida y es continua.

Proposición 2.4.6. Con la terminoloǵıa establecida anteriormente, las siguientes afirma-
ciones se verifican.

1. ω[y] : Gh(y) → Gy es un homomorfismo de grupos bien definido, para todo y ∈ Y .

2. ω es continua cuando equipamos a G con la topoloǵıa de la convergencia puntual.

Demostración.

1. Para probar que ω[y] está bien definida, tomemos f1, f2 ∈ A tales que f1(h(y)) =
f2(h(y)). Por la proposición (2.3.2), tenemos que

ω[y](f1(h(y))) = H(f1)(y)

= H(f2)(y)

= ω[y](f2(h(y))).

Por otra parte, es fácil ver que ω[y] es un homomorfismo de grupos para cada y ∈ Y .
En efecto, sean y ∈ Y y f1, f2 ∈ A. Entonces

ω[y](f1(h(y))− f2(h(y))) = ω[y]((f1 − f2)(h(y)))

= H(f1 − f2)(y)

= (H(f1)−H(f2))(y)

= H(f1)(y)−H(f2)(y)

= ω[y](f1(h(y)))− ω[y](f2(h(y)))

como se queŕıa demostrar.
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2. Sea (yd)d∈D una red que converge a y ∈ Y . Si g es un elemento arbitrario en
Dom(ω[y]) = Gh(y), entonces g = f(h(y)) ∈ Gh(y) para algún f ∈ A. Puesto que h
es continua, por la proposición (2.4.1), se tiene que f ◦ h ∈ C(Y,G) y (f ◦ h)−1(g) es
una vecindad abierta-cerrada de y ∈ Y . Puesto que G es discreto, existe d1(g) ∈ D
tal que f(h(yd)) = g, para todo d ≥ d1(g). Aśı, g ∈ Dom(ω[yd]), para todo d ≥ d1(g).
En forma similar, como ω[y](g) = H(f)(y) = gy ∈ G y H(f) ∈ C(Y,G), tenemos que
(H(f))−1(gy) es una vecindad abierta-cerrada de y. Por lo que existe d2 ≥ d1(g) tal que
H(f)(yd) = gy, para todo d ≥ d2. Aśı, ω[yd](g) = H(f)(yd) = gy = H(f)(y) = ω[y](g),
para todo d ≥ d2. Esto significa que la red (ω[yd])d∈D converge a ω[y] en la topoloǵıa
de la convergencia puntual sobre G.

Observe que puesto que G es discreto, los subconjuntos compactos en G son finitos. Por
lo tanto, hemos probado que ω también es continua con respecto a la topoloǵıa compacto
abierta sobre G.

Ahora estamos en posición de establecer un resultado importante en este caṕıtulo.

Teorema 2.4.7. Sea H : A → B un homomorfismo de grupos separador. Entonces existen
aplicaciones continuas h : Y → X y ω : Y →

⋃
y∈Y Hom(Gh(y), Gy) que satisfacen las

siguientes propiedades:

1. Para cada y ∈ Y y todo f ∈ A se verifica que

H(f)(y) = ω[y](f(h(y))).

2. H es continua con respecto a la topoloǵıa de la convergencia puntual.

3. H es continua con respecto a la topoloǵıa compacto abierta.

4. Si H es biyectiva y H−1 es una aplicación separadora, entonces h es un homeomorfismo.

Demostración. Puesto que el inciso (1) es consecuencia de la definición de ω, el inciso (2) se
sigue de la afirmación (2) en la proposición (2.4.6) y el inciso (4) corresponde, exactamente,
a la proposición (2.4.5), sólo queda verificar el inciso (3).

(3) Sea (fd)d∈D ⊆ A una red que converge a eG en la topoloǵıa compacto abierta. Si K
es un subconjunto compacto de Y , entonces, puesto que h es continua, h(K) es un
conjunto compacto en X. Por lo tanto, (fd)d∈D es eventualmente la función constante
eG en h(K). Aplicando el inciso 1, se sigue que (H(fd))d∈D es eventualmente la función
constante eG en K, lo que completa la prueba.

Corolario 2.4.8. Sea H : A → B un homomorfismo de grupos separador, donde A es
puntualmente denso en G. Entonces existen aplicaciones continuas h : Y → X y ω : Y →
End(G) que satisfacen las siguientes propiedades:

1. Para cada y ∈ Y y todo f ∈ A se verifica que
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H(f)(y) = ω[y](f(h(y))).

2. H es continua con respecto a la topoloǵıa de la convergencia puntual.

3. H es continua con respecto a la topoloǵıa compacto abierta.

4. Si H es biyectiva y H−1 es una aplicación separadora, entonces h es un homeomorfismo.

A continuación, enunciamos el resultado principal en este caṕıtulo.

2.5. Resultado principal

Teorema 2.5.1. Sean X y Y espacios compactos, Hausdorff, cero-dimensionales y G un
grupo discreto. Supongamos que A ⊆ C(X,G) y B ⊆ C(Y,G) son subgrupos controlables,
puntualmente densos y, además, A separa los puntos de X. Si H : A → B es un isomorfismo
de grupos, biseparador, entonces existen aplicaciones continuas h : Y → X y ω : Y → Aut(G)
que tienen las siguientes propiedades:

1. h es un homeomorfismo de Y en X.

2. Para cada y ∈ Y y todo f ∈ A se verifica que

H(f)(y) = ω[y](f(h(y))).

3. H es un isomorfismo continuo con respecto a la topoloǵıa de la convergencia puntual.

4. H es un isomorfismo continuo con respecto a la topoloǵıa compacto abierta.

Demostración. Después del teorema (2.4.7) y del corolario (2.4.8), sólo debemos demostrar
que ω[y] ∈ Aut(G), para todo y ∈ Y . Aplicando el corolario (2.4.8) a H−1, obtenemos las
aplicaciones

ρ : X → End(G),

κ : X → Y

tales que, para cualesquiera x ∈ X y g ∈ B, tenemos que H−1(g)(x) = ρ[x](g(κ(x))). Aśı,
para todo f ∈ A y x ∈ X, tenemos que

f(x) = H−1 ◦ (H(f))(x) = ρ[x](H(f)(κ(x))) = ρ[x](ω[κ(x)](f(h(κ(x)))))

lo cual significa que el soporte de δx ◦ (H−1 ◦H) es a la vez x y h(κ(x)). Puesto que el soporte
mı́nimo es único, tenemos que h ◦ κ = idX , lo cual implica que κ es una inversa a derecha de
h. En forma análoga, para cualesquiera g ∈ B y y ∈ Y , tenemos que

g(y) = H ◦ (H−1(g))(y) = ω[y](H−1(g(h(y)))) = ω[y](ρ[h(y)](g(κ(h(y)))))
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esto significa que y y κ(h(y)) son soportes de δy ◦ (H ◦H−1) y, puesto que el soporte mı́nimo
es único, concluimos que κ es una inversa a izquierda de h. De donde, κ = h−1. Por lo tanto,

f(x) = H−1 ◦ (H(f))(x) = ρ[x](H(f)(κ(x))) = ρ[x](ω[κ(x)](f(x))),

g(y) = H ◦ (H−1(g))(y) = ω[y](H−1(g(h(y)))) = ω[y](ρ[h(y)](g(y))).

Aplicando la primera igualdad a x = h(y), obtenemos que ρ[h(y)] ◦ ω[y] = idG, para todo
y ∈ Y ; y de la segunda igualdad, tenemos que ω[y]◦ρ[h(y)] = idG. De lo anterior, se concluye
que ω[y] tiene inversa a izquierda y derecha y, por lo tanto, es un automorfismo sobre G lo
que completa la prueba.

Corolario 2.5.2. Sean X y Y espacios compactos, Hausdorff, cero-dimensionales y G un
grupo discreto. Supongamos que A y B son subgrupos controlables y puntualmente densos
de funciones continuas G-valuadas que separan los puntos de X y de Y , respectivamente. Si
existe un isomorfismo de grupos, biseparador, H : A → B, entnonces A y B son equivalentes.

Demostración. La demostración de este resultado se sigue directamente del teorema (2.5.1)

Otro corolario que surge del anterior teorema (2.5.1) es el siguiente.

Corolario 2.5.3. Sean X y Y espacios compactos, Hausdorff, cero-dimensionales y G un
grupo discreto. Supongamos que los conjuntos A ⊆ C(X,G) y B ⊆ C(Y,G) son subgrupos
controlables y puntualmente densos de funciones continuas y, además, B separa los puntos
de Y . Si H−1 : B → A es un isomorfismo de grupos, biseparador y no nulo, entonces existen
aplicaciones continuas h′ : X → Y y ω′ : X → Aut(G) que tienen las siguientes propiedades:

1. h′ es un homeomorfismo.

2. Para cualesquiera x ∈ X y g ∈ B, se verifica que

H−1(g)(x) = ω′[x](g(h′(x))).

3. H−1 es un isomorfismo continuo, con respecto a la topoloǵıa de la convergencia puntual.

4. H−1 es un isomorfismo continuo, con respecto a la topoloǵıa compacto abierta.

Demostración. La demostración se sigue directamente del teorema (2.5.1).
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Caṕıtulo 3

Representación de isomorfismos entre
subgrupos de funciones continuas con

soporte compacto

3.1. Introducción

En este caṕıtulo, estamos interesados en la representación de isomorfismos, entre sub-
grupos de funciones continuas con soporte compacto (definidas en espacios topológicos lo-
calmente compactos y que toman valores en un grupo), como operadores composición con
peso.

Sean G un grupo discreto y X y Y espacios topológicos localmente compactos. Si A y
B son subgrupos de funciones continuas, con soporte compacto, G-valuadas y H : A → B es
un homomorfismo, decimos que H es representado como un operador composición con peso
cuando existen un homeomorfismo h : Y → X y una aplicación continua ω : Y → Aut(G) tales
que H(f)(y) = ω[y](f(h(y))), para cualesquiera f ∈ A y y ∈ Y . Aqúı Aut(G) está equipado
con la topoloǵıa de la convergencia puntual.

El estudio relacionado con la representación de operadores lineales como aplicaciones
composición con peso ha sido abordado por muchos autores y en diferentes direcciones. Sin
embargo, en esta ocasión sólo mencionaremos el clásico teorema de Banach-Stone que, cuando
G es el campo de los números reales o complejos, establece que si los espacios de Banach de
funciones continuas C(X,G) y C(Y,G) (dotados con la norma del supremo) son linealmente
isométricos, entonces dicha isometŕıa puede ser representada como un operador composición
con peso. Otro ejemplo importante aparece en teoŕıa de códigos, donde el bien conocido
teorema de equivalencia de MacWilliams afirma que cuando G es un campo finito y X y
Y son conjuntos finitos, cualquier isometŕıa (por la métrica de Hamming) entre dos códigos
(subespacios lineales) A y B de GX y GY , respectivamente, puede ser representada como un
operador composición con peso (ver [4], [22] y [23]). Este resultado ha sido generalizado a
códigos convolucionales y también tiene sentido en otras áreas, por ejemplo, análisis funcional
y sistemas dinámicos lineales.

La motivación principal de este apartado ha sido extender el teorema de MacWilliams
a situaciones más generales y explorar la posible aplicación de estos métodos al estudio de
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los códigos convolucionales o sistemas dinámicos lineales. Sin embargo, a lo largo de este
caṕıtulo, sólo nos ocuparemos de los espacios cero-dimensionales y localmente compactos X
y Y ; y G será considerado un grupo discreto.

Existen muchos precedentes en el estudio de la representación de homomorfismos de
grupos para funciones continuas que toman valores en un grupo. Se pueden consultar, como
se dijo en el segundo caṕıtulo, en las siguientes referencias (ver [5], [9], [20], [24], [26], [29],
[36], [37]). La mayoŕıa de los hechos básicos y las nociones relacionadas con propiedades
topológicas se pueden encontrar en [6].

Definición 3.1.1. Sean A y B subgrupos de C00(X,G) y C00(Y,G), respectivamente, y
H : A → B un homomorfismo. Decimos que H es un operador composición con peso si
existen un homeomorfismo h : Y → X y una función continua ω : Y → Aut(G) tales que
H(f)(y) = ω[y](f(h(y))), para cualesquiera f ∈ A y y ∈ Y , donde Aut(G) está dotado con
la topoloǵıa de la convergencia puntual.

El principal interrogante que abordamos en este caṕıtulo es el siguiente:
¿Qué condiciones deben cumplir X, Y , A, B, G y H para que esta última aplicación se

pueda representar como un operador composición con peso?
A continuación introduciremos algunas notaciones y terminoloǵıa pertinente.

3.2. Notación

En este caṕıtulo G representa un grupo discreto con elemento neutro eG, X y Y son
espacios Hausdorff, localmente compactos y cero-dimensionales. Definimos C00(X,G) como el
conjunto formado por todas las funciones f ∈ C(X,G) tales que existe un conjunto compacto
Cf ⊆ X que satisface lo siguiente: Para cada x ∈ X, si x /∈ Cf , entonces f(x) = eG, es decir,
{x ∈ X : f(x 6= eG)} es compacto, ya que G es discreto. El conjunto C00(X,G) dotado con la
suma usual de funciones, definida punto por punto, es un grupo. En forma análoga, definimos
C00(Y,G). Cabe anotar que usamos la suma por comodidad en la notación, no para indicar
que C00(X,G) (resp. C00(Y,G)) es abeliano.

Si X es un espacio localmente compacto, entonces X∗ denota la compactificación de
Alexandroff de X, es decir, X∗ = X ∪{∞}, donde ∞ es un punto conveniente. Se puede ver
que todo subconjunto cerrado de X∗ es la unión de un subconjunto cerrado de X con {∞}
o es un subconjunto compacto de X.

Si f ∈ C00(X,G), como en el segundo caṕıtulo, el cocero de f es el conjunto coz(f) = {x ∈
X : f(x) 6= eG} y el soporte de f es el conjunto supp(f) = coz(f). Puesto que G es discreto,
tanto coz(f) como Z(f) = X \ coz(f) son subconjuntos abiertos-cerrados de X. Además,
para cada f ∈ C00(X,G), se tiene que coz(f) es compacto. En efecto, como f ∈ C00(X,G),
existe un subconjunto compacto de X, C, tal que para todo x ∈ X, si x /∈ C, entonces
f(x) = eG, o equivalentemente, para cada x ∈ X, si x ∈ coz(f), entonces x ∈ C, es decir,
existe un compacto C tal que coz(f) ⊆ C. En consecuencia, coz(f) es compacto. Del mismo
modo, para cada g ∈ C00(Y,G), se tiene que coz(g) es compacto.
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Sea A un subgrupo de C00(X,G). Para cada x ∈ X, denotemos por δx : A → G a la
evaluación canónica definida como sigue:

δx(f) = f(x), para toda f ∈ A.

y consideraremos los conjuntos

Ix
def
= {f ∈ A : f(x) = eG} y

S
def
= {x ∈ X : Ix 6= A}.

Aśı, S =
⋃
f∈A coz(f). Puesto que S es un conjunto abierto, es un espacio localmente

compacto cuando lo equipamos con la topoloǵıa heredada de X. Por lo que podemos asumir,
sin pérdida de generalidad, que S = X. Esto es,

para todo x ∈ X, existe f ∈ A tal que f(x) 6= eG. (3.1)

Diremos que A es puntualmente denso si δx(A) es denso en G, para cada x ∈ X.
Definimos Z(A) y coz(A) como en el caṕıtulo anterior, es decir,

Z(A)
def
= {Z(f) : f ∈ A} y

coz(A)
def
= {coz(f) : f ∈ A}

Además, σ(D) denotará al anillo más pequeño, de subconjuntos de X, que contiene a coz(A)
y que es cerrado bajo uniones e intersecciones finitas.

En forma análoga, se definen Z(B) y coz(B). Además, σ(D′) denotará al anillo más
pequeño, de subconjuntos de Y , que contiene a coz(B) y que es cerrado bajo uniones e
intersecciones finitas.

Decimos que A separa puntos en X si para cualesquiera par de puntos x1, x2 ∈ X, con
x1 6= x2, existe una aplicación f ∈ A tal que x1 ∈ coz(f) y x2 ∈ Z(f) y viceversa.

Definición 3.2.1. Decimos que A ⊆ C00(X,G) es controlable si para cualesquiera f ∈ A y
D1, D2 ∈ σ(D) tales que D1∩D2 = ∅, existen D ∈ σ(D) y g ∈ A tales que D1 ⊆ D ⊆ X \D2,
f |D1 = g|D1 y g|Z(f)∪(X\D) ≡ eG.

Lema 3.2.2. Supongamos que A separa los puntos de X y que P y Q son subconjuntos
compactos de X. Si P ∩Q = ∅, entonces existen DP , DQ ∈ σ(D) tales que P ⊆ DP , Q ⊆ DQ

y DP ∩DQ = ∅.

Demostración. Sean p ∈ P y q0 ∈ Q. Como P ∩ Q = ∅, entonces p 6= q0 y, puesto
que A separa los puntos de X, existe fpq0 ∈ A tal que q0 ∈ coz(fpq0) y p ∈ Z(fpq0).
Aśı, P ⊆

⋃
p∈P (X \ coz(fpq0)) y como P es compacto, existen f1, . . . , fn ∈ A tales que

P ⊆
⋃n
i=1(X \ coz(fi)) = X \

⋂n
i=1 coz(fi) y q0 ∈ coz(fi), para todo i ∈ {1, . . . , n}. Sea

Dq0 =
⋂n
i=1 coz(fi). Entonces Dq0 ∈ σ(D) y q0 ∈ Dq0 ⊆ X \ P . De esta manera obtenemos,

para cada q ∈ Q, el conjunto Dq ∈ σ(D) tal que q ∈ Dq ⊆ X \P . Por lo que Q ⊆
⋃
q∈QDq y,
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puesto que Q es compacto, existe un conjunto finito F ⊆ Q tal que Q ⊆
⋃
q∈F Dq ⊆ X \ P .

Sea DQ =
⋃
q∈F Dq. Entonces DQ ∈ σ(D) y Q ⊆ DQ ⊆ X \ P . Ahora bien, como DQ y P

son compactos y ajenos, podemos repetir el procedimiento anterior y obtener DP ∈ σ(D) tal
que P ⊆ DP ⊆ X \DQ. En resumen, existen DP y DQ en σ(D) tales que P ⊆ DP , Q ⊆ DQ

y DP ∩DQ = ∅, como se queŕıa demostrar.

3.3. Subconjuntos soportes y funcionales separadores

Definición 3.3.1. Sea A un subgrupo de C00(X,G) y ϕ : A → G un homomorfismo de
grupos. Un conjunto K ⊆ X es un soporte para ϕ si para todo f ∈ A tal que K ⊆ Z(f) se
verifica que ϕ(f) = eG.

Observe que si K es un soporte para ϕ, entonces clX(K) también lo es, por lo que
no se pierde generalidad, si de aqúı en adelante consideramos los conjuntos soportes como
subconjuntos cerrados de X.

Los conjuntos soportes gozan de propiedades muy interesantes como se muestra a
continuación.

Proposición 3.3.2. Sea ϕ : A → G un homomorfismo de grupos no nulo. Entonces se
verifican las siguientes afirmaciones.

1. X es un soporte para ϕ.

2. Si K es un soporte para ϕ, entonces K 6= ∅.

3. Sean K un soporte para ϕ y f1, f2 ∈ A tales que f1|K = f2|K. Entonces ϕ(f1) = ϕ(f2).

4. Si A es controlable y K1 y K2 son soportes para ϕ, entonces K1 ∩K2 6= ∅.

Demostración.

1. Esta afirmación es clara, puesto que si f ∈ A es tal que X ⊆ Z(f), entonces f(x) = eG,
para todo x ∈ X, lo cual implica que f ≡ eG y, como ϕ es un homomorfismo, se tiene
que ϕ(f) = eG.

2. Supongamos que K = ∅. Entonces ∅ = K ⊆ Z(f), para todo f ∈ A, y por ser K un
soporte para ϕ, tenemos que ϕ(f) = eG, para todo f ∈ A. Esto es una contradicción,
puesto que ϕ es no nulo.

3. Supongamos que f1|K = f2|K . Entonces K ⊆ Z(f1 − f2) y, por ser K un soporte para
ϕ, se tiene que ϕ(f − g) = eG. Por lo tanto, ϕ(f) = ϕ(g).

4. Supongamos que K1 ∩ K2 = ∅. Como ϕ es no nulo, existe f ∈ A tal que ϕ(f) 6= eG.

Entonces C1
def
= coz(f) ∩ K1 y C2

def
= coz(f) ∩ K2 son subconjuntos, no vaćıos, de X,

compactos y disjuntos. Luego, por el lema (3.2.2), existen D1 y D2 ∈ σ(D) tales que
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Ci ⊆ Di, para i = 1, 2, y D1 ∩ D2 = ∅. Aplicando la controlabilidad de A a f , D1 y
D2, obtenemos D ∈ σ(D) y g ∈ A tales que D1 ⊆ D ⊆ X \D2 ⊆ X \ C2, f |D1 = g|D1

y g|(Z(f)∪X\D) ≡ eG.
Afirmamos que f |K1 = g|K1 , pues si existe x ∈ K1 tal que f(x) 6= g(x), entonces
x /∈ D1, lo cual implica que x /∈ C1 = coz(f) ∩ K1 y, por lo tanto, x /∈ coz(f);
de donde, x ∈ Z(f) ⊆ Z(g), aśı, f(x) = eG = g(x), lo que es una contradicción.
Además, K2 ⊆ Z(g), pues si existe y ∈ K2 tal que y /∈ Z(g), entonces y /∈ Z(f) y
y /∈ (X \D) ⊇ D2 ⊇ C2. Esto implica que y ∈ coz(f) y y /∈ C2 = coz(f) ∩K2, lo que
es una contradicción. En resumen, f |K1 = g|K1 y K2 ⊆ Z(g). Entonces, por el inciso
anterior y por la definición de soporte, respectivamente, tenemos que ϕ(g) = ϕ(f) 6= eG
y ϕ(g) = eG, lo que es una contradicción. Por lo tanto, K1 ∩K2 6= ∅.

Definición 3.3.3. Sea A un subgrupo de C00(X,G). Decimos que una aplicación ϕ : A → G
es separadora cuando coz(f1) ∩ coz(f2) = ∅ implica ϕ(f1) · ϕ(f2) = eG, para cualesquiera
f1, f2 ∈ A.

En lo que sigue probaremos que todo homomorfismo de grupos, separador y no nulo,
ϕ : A → G, donde A es controlable y separa puntos, tiene un soporte mı́nimo. Para este
propósito, definimos

S = {K ⊆ X : K es un soporte para ϕ}.

Por el inciso (1) de la proposición (3.3.2), se tiene que S 6= ∅. Existe un orden parcial canónico
que puede ser definido sobre S: K1 ≤ K2, con K1, K2 ∈ S si, y sólo si, K2 ⊆ K1. Es claro que
toda cadena en S está acotada superiormente. En efecto, sea S ′ una cadena, no vaćıa, de S.
Entonces S0 =

⋂
S∈S′ S es una cota superior para S ′. Sólo falta ver que S0 ∈ S ′, es decir, S0

es un soporte para ϕ. Sea f ∈ A tal que S0 ⊆ Z(f). Entonces coz f ⊆ X \S0 =
⋃
S∈S′(X \S).

Como f ∈ A ⊆ C00(X,G), existe C ⊆ X, compacto, tal que, para todo x ∈ X, si x /∈ C,
entonces f(x) = eG, lo cual implica que coz(f) ⊆ C; por lo que coz f es compacto. Aśı, existe
un subconjunto finito S ′′ de S ′ tal que coz f ⊆

⋃
S∈S′′(X \ S) = X −

⋂
S∈S′′ S, de donde,

S1 =
⋂
S∈S′′ S ⊆ Z(f) y, como S1 es un soporte para ϕ (por ser S ′ una cadena), se tiene

que ϕ(f) = eG; lo cual implica que S0 es un soporte para ϕ, como se queŕıa ver. Ahora bien,
puesto que toda cadena de S está acotada superiormente, el Lema de Zorn implica que S
tiene un elemento ≤-maximal. Es decir, existe S ∈ S tal que S ≤ S ′, para todo S ′ ∈ S, o,
equivalentemente, S ′ 6⊆ S, para todo S ′ ∈ S, lo cual implica que S es ⊆-minimal en S y,
puesto que dos soportes siempre se intersectan, entonces S resulta ⊆-mı́nimo.

Proposición 3.3.4. Sea ϕ : A → G un homomorfismo de grupos separador y no nulo. Si A
es controlable y separa los puntos de X, entonces existe un soporte mı́nimo para ϕ que consta
de un único elemento.

Demostración. Por lo argumentado anteriormente, ϕ tiene un soporte ⊆-mı́nimo, S. Veamos
que S consta de un único elemento. Supongamos que existen x1, x2 ∈ X tales que x1, x2 ∈ S
y x1 6= x2. Como X es Hausdorff, existen U1, U2 ⊆ X, abiertos, tales que x1 ∈ U1, x2 ∈ U2 y
U1∩U2 = ∅. Es claro que S \Ui no es un soporte para ϕ, para i = 1, 2, ya que S \Ui ( S y S
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es ⊆-mı́nimo soporte. Como S \ Ui no es un soporte para ϕ, para i = 1, 2, existen f1, f2 ∈ A
tales que S \ Ui ⊆ Z(fi) y ϕ(fi) 6= eG, para i = 1, 2. Puesto que ϕ es separadora, esta

última afirmación implica que coz(f1) ∩ coz(f2) 6= ∅. Sea A
def
= coz(f1) ∩ coz(f2). Entonces

A es un subconjunto compacto de X. Es claro que A ∩ S = ∅, pues si existe x ∈ A tal
que x ∈ S, entonces x /∈ Z(f1) y x /∈ Z(f2), lo cual implica que x /∈ S \ Ui, para i = 1, 2;

de donde, x ∈ U1 ∩ U2 = ∅. Sea S ′
def
= S ∩ (coz(f1) ∪ coz(f2)). Entonces S ′ 6= ∅, pues si

S ′ = ∅, entonces S ⊆ Z(f1) ∩ Z(f2), esto es S ⊆ Z(f1) y S ⊆ Z(f2) y, por definición de
soporte, lo anterior implica que ϕ(f1) = eG = ϕ(f2), lo que es una contradicción. Ahora,
puesto que A y S ′ son compactos en X y disjuntos, entonces, por el lema (3.2.2), existen
DA, DS′ ∈ σ(D) tales que A ⊆ DA, S ′ ⊆ DS′ y DA∩DS′ = ∅. Aplicando la controlabilidad de
A a f1, DA y DS′ , obtenemos D ∈ σ(D) y g ∈ A tales que S ′ ⊆ DS′ ⊆ D ⊆ X \DA ⊆ X \A,
f1|DS′

= g|DS′
y g|(Z(f1)∪X\D) ≡ eG. Es claro que f1|S = g|S, en efecto, sea s ∈ S. Entonces

s ∈ S ′ o s /∈ S ′. Si s ∈ S ′, entonces s ∈ DS′ , con lo que se da trivialmente la igualdad, pues
f1|DS′

= g|DS′
. Si s /∈ S ′, entonces s /∈ coz(f1), lo cual implica que s ∈ Z(f1) ⊆ Z(g), es decir,

f1(s) = eG = g(s), como se queŕıa ver. Aśı, S ⊆ Z(f1−g), lo cual implica que ϕ(f1−g) = eG.
De donde, ϕ(g) = ϕ(f1) 6= eG y, como ϕ es separador, tenemos que coz(f2) ∩ coz(g) 6= ∅.
Sea x ∈ X tal que x ∈ coz(f2) y x ∈ coz(g) ⊆ coz(f1) ∩ D. Entonces x ∈ A ⊆ DA y
x ∈ D ⊆ X \ DA, lo que es una contradicción. Por lo tanto, x1 = x2. Aśı, S consta de un
único elemento.

Definición 3.3.5. Una aplicación H : A → B es separadora o preserva disyunciones, si
para cada par de aplicaciones f1, f2 ∈ A tales que f−11 (eG) ∪ f−12 (eG) = X, se tiene
que H(f−11 (eG)) ∪ H(f−12 )(eG) = Y (equivalentemente, coz(f1) ∩ coz(f2) = ∅ implica
coz(H(f1)) ∩ coz(H(f2)) = ∅ para cualesquiera f1, f2 ∈ A). Si H es biyectiva y tanto H
como H−1 son separadoras, diremos que H es biseparadora.

Observe que la anterior definición tiene sentido y extiende de forma natural al concepto
dado para las aplicaciones ϕ : A → G.

3.4. Aplicaciones separadoras

En esta sección A (resp., B) es un subgrupo controlable de C00(X,G) (resp., C00(Y,G))
que separa los puntos de X . Sea H : A → B un homomorfismo de grupos separador y
no nulo. Las aplicaciones δy ◦ H : A → G son homomorfismos de grupos separadores y
no nulos, para cada y ∈ Y . Además, puesto que A es controlable y separa los puntos de
X, podemos aplicar la proposición (3.3.4) para obtener que cada conjunto Sy = {S ⊆
X : S es un soporte para δy ◦ H}, ordenado parcialmente, tiene un elemento mı́nimo con
cardinalidad 1, denotado por {h(y)}. Por lo tanto, podemos hacer corresponder cada y ∈ Y
con el respectivo h(y) ∈ X y aśı definir la aplicación soporte asociada a H, h : Y → X.

A continuación estudiaremos algunas propiedades que cumple la aplicación h.

Lema 3.4.1. Para cada f ∈ A se cumple que h(coz(H(f))) es un subconjunto de coz(f).
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Demostración. Sea x ∈ h(coz(H(f))). Entonces x = h(y), para algún y ∈ coz(H(f)). Como
{h(y)} es soporte para δy ◦H se tiene que x /∈ Z(f) o, equivalentemente, x ∈ coz(f).

Proposición 3.4.2. La aplicación soporte asociada a H, h, es continua.

Demostración. Sea (yd)d∈D una red en Y que converge a un punto y ∈ Y . Veamos que existe
una subred {h(ydk)}dk∈D′ de {h(yd)}d∈D que converge a h(y). Como {h(yd)}d∈D ⊆ X ⊆ X∗ y
X∗ es compacto, la red {h(yd)}d∈D tiene un punto de acumulación p ∈ X∗, por lo que existe
una subred {h(ydk)}dk∈D′ de {h(yd)}d∈D que converge a p. Veamos que p = h(y). Supongamos
que p 6= h(y). Es claro que h(y) 6=∞. Como X∗ es Hausdorff, existen Vp y Vh(y), abiertos de
X∗, tales que p ∈ Vp, h(y) ∈ Vh(y) y Vp∩Vh(y) = ∅. Como h(y) ∈ Vh(y) se tiene queX\(Vh(y)∩X)
no es un soporte para δy ◦ H, por lo que existe f1 ∈ A tal que X \ (Vh(y) ∩ X) ⊆ Z(f1) y
H(f1)(y) 6= eG. Además, puesto que H(f1) es una función continua y {yd}d∈D converge a y,
entonces {H(f1)(yd)}d∈D converge a H(f1)(y) 6= eG. Como G es discreto, existe d0 ∈ D tal
que H(f1)(yd) 6= eG, para todo d ≥ d0. Ahora bien, puesto que {h(ydk)}dk∈D′ converge a p y
Vp es una vecindad abierta de p, existe d1 ∈ D′ tal que h(yd′t) ∈ Vp, para todo d′t ≥ d1. Por otra
parte, como {h(ydk)}dk∈D′ es una subred de {h(yd)}d∈D existe una función f : D′ → D que
cumple las siguientes condiciones: Para todo dk ∈ D, h(ydk) = h(yf(dk)) y para todo d ∈ D,
existe d′ ∈ D′ tal que si m ≥ d′, entonces f(m) ≥ d, donde m es un elemento arbitrario de
D′. Como d0 ∈ D, existe d2 ∈ D′ tal que si m ≥ d2, entonces f(m) ≥ d0, para cualquier
m ∈ D′. Ahora bien, como d1 y d2 son elementos del conjunto dirigido D′, existe d′ ∈ D′ tal
que d′ ≥ d1 y d′ ≥ d2. Por lo tanto, h(yd′) ∈ Vp, h(yd′) = h(yf(d′)) y f(d′) ≥ d0. Sea r = f(d′).
Entonces r ≥ d0 y h(yr) ∈ Vp, por lo que H(f1)(yr) 6= eG y (X \ (Vp ∩X)) no es un soporte
para δyr ◦H; de donde, existe f2 ∈ A tal que X \ (Vp ∩X) ⊆ Z(f2) y H(f2)(yr) 6= eG. Por
lo tanto, yr ∈ coz(H(f1)) ∩ coz(H(f2)), lo cual implica, puesto que H es separadora, que
coz(f1) ∩ coz(f2) 6= ∅. Sea a ∈ X tal que a ∈ coz(f1) ∩ coz(f2). Entonces a /∈ X \ (Vp ∩X) y
a /∈ X \ (Vh(y) ∩ X); de donde, a ∈ Vp ∩ X ∩ Vh(y) = ∅, lo que es una contradicción. Por lo
tanto, p = h(y).

Lema 3.4.3. Si el homomorfismo H es inyectivo y además se cumplen las mismas condicio-
nes que en la proposición (3.3.4), tenemos que h(Y ) es denso en X.

Demostración. Supongamos que clX(h(Y )) 6= X. Entonces existe x ∈ X tal que x /∈
clX(h(Y )). Puesto que x ∈ X, por 3.1, existe f ∈ A tal que x ∈ coz(f). Sea B = coz(f) ∩
clX(h(Y )). Entonces B es un subconjunto compacto de X, no vaćıo, pues si B = ∅, entonces
h(Y ) ⊆ clX(h(Y )) ⊆ Z(f), lo cual implica que H(f)(y) = eG, para cada y ∈ Y , de donde,
H(f) ≡ eG y, como H es un homomorfismo, tenemos que f ≡ eG, lo que es una contradicción,
pues f(x) 6= eG. Por otra parte, como B ∩ {x} = ∅, el lema (3.2.2) implica que existen
Dx, DB ∈ σ(D) tales que x ∈ Dx, B ⊆ DB y Dx ∩DB = ∅. Sea D = Dx ∩ coz(f). Entonces
D ∈ σ(D), x ∈ D y D ∩ clX(h(Y )) = ∅, pues si existe d ∈ D tal que d ∈ clX(h(Y )), entonces
d ∈ Dx ∩B ⊆ Dx ∩DB = ∅, lo que es una contradicción. Ahora, aplicando la controlabilidad
de A a f , D y DB, obtenemos g ∈ A y D0 ∈ σ(D) tales que x ∈ D ⊆ D0 ⊆ X \DB ⊆ X \B,
f |D0 = g|D0 y g|(Z(f)∪X\D0) ≡ eG. De aqúı, tenemos que B ∩D0 = ∅ y coz(g) ⊆ coz(f) ∩D0.
Además, coz(g) ∩ clX(h(Y )) ⊆ D0 ∩ coz(f) ∩ clX(h(Y )) = D0 ∩ B = ∅; en consecuencia,
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clX(h(Y )) ⊆ Z(g), lo cual implica H(g) ≡ eG y, puesto que H es inyectiva, tenemos que
g ≡ eG. Lo anterior es una contradicción, puesto que f |D0 = g|D0 , x ∈ D0 y f(x) 6= eG. En
conclusión, clX h(Y ) = X.

Para cada y ∈ Y , definimos Gh(y) = {f(h(y)) ∈ G : f ∈ A} que es un subgrupo de G y
denotamos por Hom(Gh(y), G) al conjunto de todos los homomorfismos de grupos de Gh(y)

en G, dotado con la topoloǵıa de la convergencia puntual. Consideramos, ahora, el conjunto

G def
=
⋃
y∈Y

Hom(Gh(y), G)

Podemos ver a los elementos de G como funciones parciales en G. Esto es, funciones
α : Dom(α) ⊆ G → G cuyo dominio es subconjunto (no necesariamente propio) de G.
Puesto que el grupo G es discreto, podemos equipar a G con la topoloǵıa producto (o de
la convergencia puntual) como sigue:

Sea [α; g1, . . . , gn] = {β ∈ GG : β(gi) = α(gi), 1 ≤ i ≤ n}, donde g1, . . . , gn ∈ G y
n ∈ N, una vecindad básica de una aplicación α ∈ GG. Si ahora α es una aplicación parcial,
podemos restringir esta vecindad básica a G, tomando [α; g1, . . . , gn] como el conjunto de
todas las aplicaciones parciales β : Dom(β) ⊆ G → G tales que g1, . . . , gn ∈ Dom(β) y
β(gi) = α(gi), 1 ≤ i ≤ n.

Con esta notación, definimos ω : Y → G por

ω[y](f(h(y))) = Hf(y)

para cada y ∈ Y . Demostraremos que ω está bien definida y es continua.

Proposición 3.4.4. Con la notación establecida anteriormente, las siguientes afirmaciones
se verifican.

1. Para todo y ∈ Y , ω[y] : Gh(y) → G es un homomorfismo de grupos bien definido.

2. ω es continua cuando G es dotado con la topoloǵıa de la convergencia puntual.

Demostración.

1. Sea y ∈ Y . Para probar que ω[y] está bien definida, tomemos f1, f2 ∈ A tales
que f1(h(y)) = f2(h(y)). Por el inciso (3) de la proposición (3.3.2), tenemos que
ω[y](f1(h(y))) = H(f1)(y) = H(f2)(y) = ω[y](f2(h(y))). Es fácil ver que ω[y] es un
homomorfismo de grupos. En efecto, sean y ∈ Y y f1, f2 ∈ A. Entonces

ω[y](f1(h(y))− f2(h(y))) = ω[y]((f1 − f2)(h(y)))

= H(f1 − f2)(y)

= (H(f1)−H(f2))(y)

= H(f1)(y) +H(f2)(y)

= ω[y](f1(h(y)))− ω[y](f2(h(y))).
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2. Sea (yd)d∈D una red que converge a y ∈ Y . Sea g ∈ Gh(y). Entonces existe f ∈ A
tal que g = f(h(y)). Puesto que f ◦ h es continua y G es discreto, se tiene que
(f ◦ h)−1(g) es una vecindad abierta de y y, como (yd)d∈D converge a y ∈ Y , existe
d1(g) ∈ D tal que, para todo d ≥ d1(g), yd ∈ (f ◦ h)−1(g), esto es, f(h(yd)) = g,

para todo d ≥ d1(g). En forma similar, como (ω[y])(g) = H(f)(y)
def
= g′ ∈ G, H(f)

es continua y G es discreto, entonces (H(f))−1(g′) es una vecindad abierta de y, por
lo que existe d2(g

′) ∈ D tal que para todo d ≥ d2(g
′), se tiene que yd ∈ (H(f))−1(g′),

esto es, H(f)(yd) = g′, para todo d ≥ d2(g
′). Sea d0 = máx{d1(g), d2(g

′)}. Entonces
g = f(h(yd)) y H(f)(yd) = g′, para todo d ≥ d0. Por lo tanto, para todo d ≥ d0, se tiene

que ω[yd](g) = ω[yd](f(h(yd))) = H(f)(yd) = g′
def
= H(f)(y) = ω[y](f(h(y))) = ω[y](g).

Lo cual significa que la red (ω[yd])d∈D converge a ω[y] en la topoloǵıa de la convergencia
puntual sobre G, como queŕıamos ver.

Observe que puesto que G es discreto, los subconjuntos compactos en G son finitos. Por
lo tanto, hemos probado que ω también es continua con respecto a la topoloǵıa compacto
abierta sobre G.

Teorema 3.4.5. Sea H : A → B un homomorfismo de grupos separador. Si A es controlable
y separa los puntos de X, entonces existen aplicaciones continuas h : Y → X y ω : Y →⋃
y∈Y Hom(Gh(y), G) que satisfacen las siguientes propiedades:

1. Para cada y ∈ Y y todo f ∈ A se verifica que

H(f)(y) = ω[y](f(h(y))).

2. H es continua con respecto a la topoloǵıa de la convergencia puntual.

3. H es continua con respecto a la topoloǵıa compacto abierta.

Demostración. Con las proposiciones (3.4.2) y (3.4.4) garantizamos la existencia y continui-
dad de las aplicaciones h y ω. Puesto que el inciso 1 es consecuencia de la definición de ω
y el inciso 2 se sigue de la afirmación 2 en la proposición (3.4.4), sólo queda por verificar el
inciso 3.

(3) Sea (fd)d∈D ⊆ A una red que converge uniformemente a la función constante eG en la
topoloǵıa compacto abierta. Si K es un subconjunto compacto de Y , entonces, puesto
que h es continua, h(K) es un conjunto compacto en X. Por lo tanto, (fd)d∈D es
eventualmente igual a la función constante eG en h(K). Aplicando el inciso 1, concluimos
que (H(fd))d∈D es eventualmente la función constante eG en K. En efecto, sea y ∈ K.
Entonces H(fd)(y) = ω[y](fd(h(y))) = ω[y](eG) = eG, lo que completa la prueba.

Corolario 3.4.6. Supongamos que se cumplen las mismas condiciones que en el teorema
(3.4.5). Si A es puntualmente denso en G, entonces existen aplicaciones continuas h : Y → X
y ω : Y → End(G) que satisfacen las siguientes propiedades:
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1. Para cualesquiera y ∈ Y y f ∈ A se verifica que

H(f)(y) = ω[y](f(h(y))).

2. H es continua con respecto a la topoloǵıa de la convergencia puntual.

3. H es continua con respecto a la topoloǵıa compacto abierta.

Demostración. Como se cumplen las condiciones del teorema (3.4.5), existen aplicaciones
continuas

h : Y → X,

ω : Y →
⋃
y∈Y

Hom(Gh(y), G)

que satifacen los incisos (1), (2) y (3). Sólo falta demostrar que ω[Y ] ⊆ End(G) para aśı tener
la aplicación ω : Y → End(G), con lo que se completaŕıa la prueba. Procedamos, entonces, a
verificar que ω[Y ] ⊆ End(G). En efecto, sea y ∈ Y . Entonces ω[y] ∈ Hom(Gh(y), G), por lo
que sólo debemos demostrar que Gh(y) = G. Sea g ∈ G. Veamos que g ∈ Gh(y). Como A es
puntualmente denso en G, tenemos que δh(y)(A) es denso en G, aśı, g ∈ G = clG(δh(y)(A)).
Puesto que G es discreto, g ∈ Gh(y) = δh(y)(A), por lo que existe f ∈ A tal que g = δh(y)(f);
esto es, g = f(h(y)), lo cual implica que g ∈ Gh(y), como se queŕıa demostrar.

Consideremos a Y ∗ y a X∗, las compactificaciones de Alexandroff de Y y X, respecti-
vamente. Entonces existe una forma canónica de extender h a la aplicación h∗ : Y ∗ → X∗,
definida por h∗|Y = h y h∗(∞) =∞.

El siguiente resultado nos brinda condiciones para que esta aplicación resulte ser un
homeomorfismo.

Teorema 3.4.7. Sea H : A → B un isomorfismo de grupos separador y no nulo. Si A y B
son controlables, A separa los puntos de X y ω[y] ∈ Aut(G), para cada y ∈ Y , entonces la
aplicación h∗ : Y ∗ → X∗ definida por

h∗(y) =

{
h(y), si y ∈ Y
∞, si y =∞

es un homeomorfismo.

Demostración.

(i) h∗ es continua. Para probar la continuidad de h∗, por la proposición (3.4.2), sólo falta
demostrar que h∗ es continua en ∞. En efecto, supongamos que h∗ no es continua
en ∞. Entonces existe un subconjunto compacto K ⊆ X tal que ∞ ∈ clY ∗(h

−1(K)),
lo cual implica que existe una red (yd)d∈D ⊆ h−1(K) que converge a ∞; como K
es compacto, existe una subred (h(ydi))di∈D de (h(yd))d∈D que converge a un punto
k ∈ K. Sea f ∈ A. Entonces, puesto que f es continua, se tiene que (f(h(ydi)))di∈D
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converge a f(k) y, por ser G discreto, existe m1 ∈ D, donde m1 depende de f , tal
que f(h(yn1)) = f(k), para todo n1 ≥ m1. Por otra parte, coz(H(f)) es compacto
en Y y, por lo tanto, cerrado en Y ∗, entonces Y ∗ \ coz(H(f)) es un abierto en Y ∗

que contiene a ∞ y como (yd)d∈D converge a ∞, se tiene que existe m2 ∈ D tal que
yn2 ∈ (Y ∗ \ coz(H(f))) ∩ Y , para todo n2 ≥ m2. Esto es, H(f)(yn2) = eG, para
todo n2 ≥ m2. Sea d′ ≥ máx{m1,m2} (d′ es un ı́ndice en la subred). Entonces, en la
subred, f(h(yd′)) = f(k) y ω[yd′ ](f(h(yd′))) = H(f)(yd′) = eG. Aśı, ω[yd′ ](f(k)) = eG
y, puesto que ω[yd′ ] ∈ Aut(G), concluimos que f(k) = eG, para cualquier f en A, lo
cual contradice 3.1. Por lo tanto, h∗ es continua en ∞.

(ii) h∗ es suprayectiva. En efecto, como h∗ es continua, se tiene que h∗(Y ∗) es cerrado en
X∗, además, puesto que H es inyectivo, el lema (3.4.3) implica que clX(h(Y )) = X,
aśı h∗(Y ∗) = clX∗(h

∗(Y ∗)) = clX(h(Y )) ∪ {∞} = X ∪ {∞} = X∗.

Observe que es muy fácil ver que clX∗(h
∗(Y ∗)) = clX(h(Y )) ∪ {∞}. En efecto,

clX∗(h
∗(Y ∗)) = h∗(Y ∗) = h∗(Y ) ∪ {∞} ⊆ X ∪ {∞} = clX h(Y ) ∪ {∞} ⊆ clX∗(h(Y )) ∪

{∞} ⊆ clX∗ h
∗(Y ∗) = h∗(Y ∗), lo que completa la prueba.

(iii) h∗ es inyectiva. Es claro que h∗(∞) = ∞ y h∗(y) 6= ∞ para todo y ∈ Y . Sean
y1, y2 ∈ Y tales que h∗(y1) = h∗(y2). Veamos que y1 = y2. Como y1, y2 ∈ Y , entonces
h∗(y1) = h(y1) y h∗(y2) = h(y2); aśı, h(y1) = h(y2). Supongamos que y1 6= y2.
Entonces, por un resultado análogo al lema (3.2.2) (pero aplicado a Y , en lugar de
X), obtenemos D1, D2 ∈ σ(D′), tales que y1 ∈ D1, y2 ∈ D2 y D1 ∩ D2 = ∅. Por otra
parte, puesto que h(y1), h(y2) ∈ X, por (3.1) tenemos que existen f1, f2 ∈ A tales
que f1(h(y1)) 6= eG y f2(h(y2)) 6= eG y, puesto que ω[y1], ω[y2] ∈ Aut(G), entonces,
por el inciso (1) del teorema (3.4.5), tenemos que H(f1)(y1) 6= eG 6= H(f2)(y2). Aśı,
existen g1, g2 ∈ B, con g1 = H(f1) y g2 = H(f2), tales que g1(y1) 6= eG y g2(y2) 6= eG.
Aplicando el hecho de que B es controlable a D1, D2 y a g1, existe D ∈ σ(D′) y
g ∈ B tales que D1 ⊆ D ⊆ Y \ D2, g1|D1 = g|D1 y g|(Z(g1)∪Y \D) ≡ eG. Como
coz(g)∩D2 = ∅ y coz(g) ∈ σ(D′), podemos aplicar nuevamente la controlabilidad de B,
pero, en esta ocasión, a g2, coz(g) y D2, obteniendo aśı D3 ∈ σ(D′) y g′ ∈ B tales que
D2 ⊆ D3 ⊆ Y \ coz(g), g′|D2 = g2|D2 y g′|(Z(g2)∪Y \D3) ≡ eG. Puesto que D3 ∩ coz(g) = ∅
y coz(g′) ⊆ D3, entonces coz(g′) ∩ coz(g) = ∅. Ahora bien, como H es suprayectiva,
existen f, f ′ ∈ A tales que H(f) = g y H(f ′) = g′; además, h(coz(H(f))) ⊆ coz(f)
y h(coz(H(f ′))) ⊆ coz(f ′). Puesto que y2 ∈ D2, entonces g′(y2) = g2(y2) 6= eG, por lo
que y2 ∈ coz(g′) = coz(H(f ′)); en forma similar, puesto que y1 ∈ D1, g1|D1 = g|D1

y g1(y1) 6= eG, tenemos que y1 ∈ coz(g) = coz(H(f)). Aśı, h(y1) ∈ coz(f) y
h(y2) ∈ coz(f ′) y como h(y1) = h(y2), concluimos que coz(f) ∩ coz(f ′) 6= ∅. Por otra
parte, como D∩D2 = ∅ = D3∩coz(g), entonces y1 ∈ Y \D3 y y2 ∈ Y \D, lo cual implica,
puesto que g|(Z(g1)∪Y \D) ≡ eG y g′|(Z(g2)∪Y \D3) ≡ eG, que y1 ∈ Z(g′) y y2 ∈ Z(g). Es
decir, ω[y1](f

′(h(y1))) = H(f ′)(y1) = eG y ω[y2](f(h(y2))) = H(f)(y2) = eG y, puesto
que ω[y1], ω[y2] ∈ Aut(G), lo anterior implica que f ′(h(y1)) = eG = f(h(y2)) y, como
h(y1) = h(y2), tenemos que f ′(h(y2)) = eG = f(h(y1)), lo que es una contradicción. Por
lo tanto, y1 = y2, lo que demuestra la inyectividad de h∗.
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(iv) h∗ es abierta. Consideremos al conjunto abierto U ⊆ Y ∗. Entonces, puesto que h∗ es
biyectiva, tenemos que X∗\h∗(U) = h∗(Y ∗\U); y como Y ∗ es compacto, h∗ es continua
y X∗ es Hausdorff, tenemos que h∗(Y ∗ \ U) es un cerrado en X∗. Por lo tanto, h∗(U)
es un abierto en X.

Puesto que h∗ es continua, biyectiva y abierta, se concluye que h∗ es un homeomorfismo,
como se queŕıa demostrar.

Corolario 3.4.8. Sea H : A → B un homomorfismo de grupos separador y no nulo. Si A y B
son controlables, A separa los puntos de X, el homomorfismo H es biyectivo y ω[y] ∈ Aut(G),
para cada y ∈ Y , entonces la aplicación aplicación soporte asociada a H, h : Y → X es un
homeomorfismo.

Demostración. Puesto que se cumplen todas las hipótesis del teorema anterior, tenemos que
h∗ es un homeomorfismo. Además, es claro que h∗(Y ) ⊆ X, pues si existe y ∈ Y tal que
h∗(y) /∈ X, entonces h∗(y) = ∞ ∈ X∗ y, por la forma en que está definida h∗, lo anterior
implica que y = ∞ /∈ Y , lo que es una contradicción. Ahora, como h∗(Y ) ⊆ X, h∗|Y = h y
h∗ es un homeomorfismo, concluimos que h es un homeomorfismo, como se queŕıa ver.

Ahora, estamos interesados en conseguir condiciones que nos permitan establecer cuándo
ω[y] ∈ Aut(G), para cada y ∈ Y . La siguiente proposición nos brinda una respuesta a este
interrogante.

Proposición 3.4.9. Asumamos que se cumplen las mismas condiciones de la proposición
(3.3.4). Supongamos que H es un homomorfismo de grupos biseparador. Si A y B son
puntualmente densos en G, entonces ω[y] ∈ Aut(G), para cada y ∈ Y .

Demostración. Puesto que H es biseparador, la aplicación H−1 es separadora y, como B es
puntualmente denso en G, el corolario (3.4.6) implica que existen aplicaciones continuas

k : X → Y ,

ω′ : X → End(G)

tales que H−1(f ′)(x) = ω′[x](f ′(k(x))), para cualesquiera f ′ ∈ B y x ∈ X. Queremos
demostrar que k = h−1 y usar esto para probar, finalmente, que, para cada y ∈ Y , ω[y]
tiene inversa a derecha y a izquierda, lo cual implica que ω[y] ∈ Aut(G). Procedamos a ello.

Para cada x ∈ X y f ∈ A, tenemos que

f(x) = [(H−1 ◦H)(f)](x)

= [H−1(H(f))](x)

= ω′[x](H(f)(k(x)))

= ω′[x](ω[k(x)](f(h(k(x)))))

puesto que H(f)(k(x)) = ω[k(x)](f(h(k(x)))), por el corolario (3.4.6). De lo anterior,
concluimos que tanto x como h(k(x)) son soportes para δx ◦ (H−1 ◦ H), puesto que
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si {x} ⊆ Z(f), es decir, f(x) = eG, entonces (H−1 ◦ H)(f)(x) = f(x) = eG; y si
{h(k(x))} ⊆ Z(f), es decir, f(h(k(x))) = eG, entonces ω[k(x)](f(h(k(x)))) = eG, por ser
ω[k(x)] un homomorfismo, y, puesto que ω′[x] también es un homomorfismo, tenemos que
(H−1 ◦ H)(f)(x) = ω′[x](ω[k(x)](f(h(k(x))))) = ω′[x](eG) = eG. Como el soporte mı́nimo
es único, tenemos que x = h(k(x)), lo cual implica que h ◦ k = idX . Por lo tanto, k es una
inversa a derecha de h. En forma análoga, se demuestra que para cualesquiera f ′ ∈ B y y ∈ Y ,
se tiene que f ′(y) = (H ◦H−1)(f ′)(y) = ω[y](ω′[h(y)](f ′(k(h(y))))), lo cual implica que y y
k(h(y)) son soportes para δy ◦ (H ◦ H−1), de donde (por la unicidad del soporte mı́nimo),
y = k(h(y)), lo cual implica que k ◦ h = idY , esto es, k es una inversa a izquierda de h. Por
lo tanto, k = h−1.
Aśı, para cualesquiera x ∈ X y f ∈ A, tenemos

f(x) = (H−1 ◦H)(f)(x)

= ω′[x](H(f)(k(x)))

= ω′[x](ω[k(x)](f(x))).

Y para cualesquiera y ∈ Y y f ′ ∈ B se tiene

f ′(y) = (H ◦H−1)(f ′)(y)

= ω[y](H−1(f ′)(h(y)))

= ω[y](ω′[h(y)](f ′(y)))

Sea y ∈ Y . Entonces h(y) ∈ X, luego aplicando la primera igualdad a h(y), tenemos que

f(h(y)) = ω′[h(y)](ω[k(h(y))](f(h(y))))

= ω′[h(y)](ω[y](f(h(y))))

= (ω′[h(y)] ◦ ω[y])(f(h(y)))

Por lo tanto, ω′[h(y)] es una inversa a izquierda de ω[y].
Aplicando la segunda igualdad a y, tenemos que

f ′(y) = ω[y](ω′[h(y)](f ′(y)))

= (ω[y] ◦ ω′[h(y)])(f ′(y))

Por lo tanto, ω′[h(y)] es una inversa a derecha de ω[y]. En conclusión, ω[y] tiene inversa a
izquierda y a derecha, lo cual implica que ω[y] es un automorfismo de G, lo que completa la
prueba.

Ahora estamos en condiciones de enunciar nuestro resultado principal.

3.5. Resultado principal

Teorema 3.5.1. Sean X y Y espacios localmente compactos, Hausdorff, cero-dimensionales
y G un grupo discreto. Supongamos que A y B son subgrupos controlables y puntualmente
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densos de funciones continuas con soporte compacto, con dominio en X y Y , respectivamente,
y cuyo codominio es G; además, A separa los puntos de X. Si H : A → B es un isomorfismo
de grupos, biseparador y no nulo, entonces existen aplicaciones continuas h : Y → X y
ω : Y → Aut(G) que tienen las siguientes propiedades:

1. h es un homeomorfismo.

2. Para cualesquiera y ∈ Y y f ∈ A, se verifica que

H(f)(y) = ω[y](f(h(y))).

3. H es un isomorfismo continuo, con respecto a la topoloǵıa de la convergencia puntual.

4. H es un isomorfismo continuo, con respecto a la topoloǵıa compacto abierta.

Demostración. Puesto que se cumplen las hipótesis del corolario (3.4.6), existen aplicaciones
continuas h : Y → X y ω : Y → End(G) que cumplen los incisos (2), (3) y (4). Ahora bien,
como se cumplen las condiciones de la proposición (3.4.9), tenemos que ω[y] ∈ Aut(G), para
cada y ∈ Y . Por lo tanto, la aplicación ω queda definida aśı

ω : Y → Aut(G).

En resumen, existen aplicaciones continuas h : Y → X y ω : Y → Aut(G), que cumplen
los incisos (2), (3) y (4). Finalmente, como se cumplen las condiciones del corolario (3.4.8),
obtenemos el inciso (1), es decir, h es un homeomorfismo, lo que completa la prueba.

El anterior teorema es aplicable a H−1, por lo que surge el siguiente corolario.

Corolario 3.5.2. Sean X y Y espacios localmente compactos, Hausdorff, cero-dimensionales
y G un grupo discreto. Supongamos que A y B son subgrupos controlables y puntualmente
densos de funciones continuas con soporte compacto, definidas en X y Y , respectivamente, y
con codominio en G. Si B separa los puntos de Y y H−1 : B → A es un isomorfismo de grupos,
biseparador y no nulo, entonces existen aplicaciones continuas h′ : X → Y y ω′ : X → Aut(G)
que tienen las siguientes propiedades:

1. h′ es un homeomorfismo.

2. Para cualesquiera x ∈ X y g ∈ B, se verifica que

H−1(g)(x) = ω′[x](g(h′(x))).

3. H−1 es un isomorfismo continuo, con respecto a la topoloǵıa de la convergencia puntual.

4. H−1 es un isomorfismo continuo, con respecto a la topoloǵıa compacto abierta.

Demostración. La demostración se sigue directamente del teorema (3.5.1).



Caṕıtulo 4

Representación de isomorfismos entre
subespacios vectoriales de funciones

continuas con soporte compacto

4.1. Introducción

En este caṕıtulo, como su nombre lo indica, estamos interesados en la representación
de isomorfismos lineales definidos entre subespacios vectoriales de funciones continuas que
toman valores en un espacio vectorial Fn sobre un campo finito F. El punto de partida, y
nuestra principal motivación, se deriva de dos, muy célebres y aparentemente desconectados,
resultados, cuya formulación es sorprendentemente similar. El primero es el teorema de
equivalencia de MacWilliams, que describe completamente las isometŕıas entre códigos de
bloque (ver [22] y [23]). A continuación recordaremos sus principales caracteŕısticas. Sea F un
campo finito. Dos códigos lineales C1 y C2 sobre un campo F de longitud n son equivalentes si
existe una transformación monomial H de Fn tal que H(C1) = C2. Aqúı, una transformación
monomial es un isomorfismo lineal H de la forma

H(a1, . . . , an) = (aσ(1)w1, . . . , aσ(n)wn), (a1, . . . , an) ∈ Fn,

donde σ es una permutación de {1, 2, . . . , n} y (w1, . . . , wn) ∈ (F \ {0})n.
El peso de Hamming wt(x) de un vector x ∈ Fn es definido como el número de coordenadas

de x que son distintas de cero. El siguiente resultado clásico establece la relación entre
isometŕıas de Hamming y códigos equivalentes.

Teorema 4.1.1 (MacWilliams). Dos códigos C1 y C2 de dimensión k en Fn son equivalentes
si, y sólo si, existe un isomorfismo F-lineal, abstracto, f : C1 → C2 que preserva pesos, es
decir, wt(f(x)) = wt(x), para todo x ∈ C1.

Por consiguiente, dos códigos de bloque son isométricos si, y sólo si, ellos son monomial-
mente equivalentes. Más precisamente, isomorfismo que preservan peso entre códigos son
dados por una permutación y reajuste de las coordenadas.

Este importante resultado ha sido extendido, por muchos autores, en diferentes direcciones
(ver [2], [4], [33] y [35]). En particular, Heide Gluesing-Luerssen ha establecido una variante
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del teorema de MacWilliams para códigos convolucionales uno-dimensionales y las isometŕıas
definidas entre ellos que respetan la estructura de módulo de los códigos (ver [17]). Queda
abierta la representación general de F-isometŕıas definidas entre códigos convolucionales (ver
en [17] y en el caṕıtulo 8 de [28]).

El segundo resultado que nos ocupa en este trabajo es el teorema de Banach-Stone, el
cual establece que toda isometŕıa lineal definida entre dos espacios compactos es un operador
composición con peso. Este teorema se ha convertido en un resultado clásico que se ha
extendido en muchas direcciones (ver en [1] y [32]).

La analoǵıa entre los teoremas de MacWilliams y Banach-Stone es evidente y nuestra
motivación ha sido explorar la aplicación de métodos de análisis funcional con el fin de
ampliar el teorema de equivalencia de MacWilliams a un contexto más general. También nos
interesa con la aplicación de estas técnicas describir F-isomorfismos definidos entre códigos
convolucionales (posiblemente multidimensionales).

En aras de la simplicidad, a pesar de que muchos de nuestros resultados se verifican para
espacios de funciones continuas que toman valores en un grupo, a lo largo de este trabajo
sólo nos ocuparemos de funciones continuas que toman valores en un espacio vectorial sobre
un campo finito (ver [7]).

Sea X un espacio Hausdorff, cero-dimensional y localmente compacto, dotado con una
medida de Borel, regular y estrictamente positiva, µ, y designemos con C00(X,Fn) al espacio
de funciones continuas definidas sobre X, que toman valores en F y con soporte compacto.
Para cualquier f ∈ C00(X,Fn) definimos

wt(f(x))
def
= |{j : πj(f(x)) 6= 0}|

wt(f)
def
=
∫
X

wt(f(x))dµ(x).

Tenga en cuenta que esta integral es finita porque wt(f(x)) es continua y tiene soporte
compacto.

La aplicación

d(f, g)
def
= wt(f − g)

define una métrica sobre el espacio vectorial C00(X,Fn) que es compatible con su estructura
de grupo aditivo. Puesto que esta métrica extiende la bien conocida distancia introducida
por Hamming en teoŕıa de códigos, la llamamos métrica de Hamming.

Cabe resaltar que si f ∈ C00(X,F), entonces wt(f(x)) = 1, si f(x) 6= 0; en otro caso,
wt(f(x)) = 0. Aśı, wt(f(x)) ∈ {0, 1}.

Definición 4.1.2. Sea A un subespacio vectorial de C00(X,F). Decimos que dos puntos
x1, x2 ∈ X están relacionados, y escribimos x1 ∼ x2, si para toda f ∈ A con f(x1) ·f(x2) = 0
se tiene que f(x1) = 0 = f(x2).

Denotemos por X̃ al conjunto formado por las clases de equivalencia X/ ∼ dotado con la

topoloǵıa cociente heredada de X. Todo elemento x̃ ∈ X̃ está asociado al subconjunto [x] ⊆ X
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que consta de todos los elementos de X que están relacionados con x. Para simplificar, vamos
a utilizar el mismo śımbolo, [x], para denotar tanto al elemento x̃ ∈ X̃ como al subconjunto
de X antes mencionado.

Obsérvese que, para cualquier x ∈ X, si x1, x2 ∈ [x], entonces Ix1 = Ix2 . Lo anterior
implica que si x ∈ Z(f), para cualquier f ∈ A, entonces [x] ∈ Z(f). Además, se puede
verificar que si x ∈ coz(f), entonces [x] ∈ coz(f). Más adelante introducimos una definición
que nos permitirá formalizar esta observación en la proposición (4.2.5).

Denotemos con Gr[h]
def
=
⋃
y∈Y (h(y) × {y}) = {(x, y) ∈ X̃ × Y : x ∈ h(y), y ∈ Y } a la

gráfica de h dotada con la topoloǵıa heredada como un subespacio de X̃ × Y .

Definición 4.1.3. SeanX y Y espacios localmente compactos, Hausdorff y cero-dimensionales.
Supongamos que X está dotado con una medida de Borel, regular y estrictamente positiva
Sean A y B subespacios vectoriales de C00(X,F) y C00(Y,F), respectivamente, y H : A → B
una aplicación lineal.

H es llamada isometŕıa de Hamming si es un isomorfismo lineal y wt(f) = wt(H(f)),
para todo f ∈ A.

Decimos que H es un operador composición con peso si existen funciones continuas
h : Y → X̃ y ω : Gr[h]→ F \ {0} tales que H(f)(y) = ω(x, y)f(x), para cualesquiera y ∈ Y ,
x ∈ h(y) y f ∈ A.

El principal interrogante que abordamos en este caṕıtulo es el siguiente:
¿Es toda isometŕıa de Hamming representable como un operador composición con peso?
A continuación introduciremos algunas notaciones y terminoloǵıa pertinente.

4.2. Notación

A lo largo de este caṕıtulo, X y Y denotarán espacios localmente compactos, Hausdorff
y cero-dimensionales. El espacio X estará dotado de una medida de Borel, regular y
estrictamente positiva. El śımbolo F denotará un campo finito (discreto) y Fn al espacio
vectorial de dimensión n. La compactificación de Alexandroff de X, será denotada por X∗,
es decir, X∗ = X ∪ {∞}, donde ∞ es un punto conveniente.

Para f ∈ C(X,Fn), el conjunto

coz(f)
def
= {x ∈ X : f(x) 6= 0}.

Puesto que Fn es discreto coz(f) y Z(f) = X \ coz(f) son subconjuntos abiertos-cerrados de
X.

Sea A un subespacio lineal de C00(X,Fn). Para cada x ∈ X, denotemos por δx : A → Fn
a la evaluación canónica definida como sigue:

δx(f)
def
= f(x), para todo f ∈ A.

y consideraremos los conjuntos
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Ix
def
= {f ∈ A : f(x) = 0} y

S
def
= {x ∈ X : Ix 6= A} =

⋃
f∈A

coz(f).

Por lo tanto, S es un conjunto abierto de X y, en consecuencia, también es un espacio
localmente compacto, cuando lo equipamos con la topoloǵıa heredada de X. Por lo que
podemos asumir, sin pérdida de generalidad, que S = X. Aśı, para cada subespacio lineal de
funciones continuas considerado a lo largo de este caṕıtulo, se supone que

para todo x ∈ X, existe f ∈ A tal que f(x) 6= 0. (4.1)

Definimos Z(A)
def
= {Z(f) : f ∈ A} y coz(A)

def
= {coz(f) : f ∈ A} Además, σ(D) denotará al

anillo más pequeño, de subconjuntos de X, que contiene a coz(A) y que es cerrado bajo
uniones e intersecciones finitas.

En teoŕıa de códigos, decimos que un código convolucional es controlable cuando cualquier
sucesión de códigos puede ser alcanzada por la sucesión cero en un intervalo finito (ver [10],
[14], [30] y [34]).

La esencia de la controlabilidad se puede transmitir en una forma natural a subespacios
de funciones continuas definidas sobre un espacio topológico. De manera informal, decimos
que un subespacio vectorial de funciones continuas es controlable cuando cualesquiera de
las funciones continuas pueden ser alcanzadas desde la función cero módulo un subconjunto
abierto relativamente compacto. Resulta que esta noción es un ingrediente esencial en el
enfoque que hemos adoptado en este caṕıtulo.

Definición 4.2.1. Decimos que A ⊆ C00(X,Fn) es controlable si para cualesquiera f ∈ A y
D1, D2 ∈ σ(D) tales que D1∩D2 = ∅, existen D ∈ σ(D) y g ∈ A tales que D1 ⊆ D ⊆ X \D2,
f |D1 = g|D1 y g|Z(f)∪(X\D) ≡ 0.

Decimos que A separa puntos en X si para cualesquiera par de puntos x1, x2 ∈ X, con
x1 6= x2, existe una aplicación f ∈ A tal que x1 ∈ coz(f) y x2 ∈ Z(f) y viceversa.

A lo largo de este trabajo, nos ocupamos de funciones con valores escalares. El caso de
funciones vector-valuadas será considerado en un futuro trabajo.

A continuación introduciremos algunas nociones topológicas que se necesitarán en el resto
del caṕıtulo.

Recordemos que dos puntos x1, x2 ∈ X están relacionados, y escribimos x1 ∼ x2, si para
toda f ∈ A con f(x1) · f(x2) = 0, se tiene que f(x1) = 0 = f(x2).

Como se dijo anteriormente, denotaremos por X̃ al conjunto formado por las clases de
equivalencia X/ ∼ dotado con la topoloǵıa cociente heredada de X. Todo elemento x̃ ∈ X̃
está asociado al subconjunto [x] ⊆ X que consta de todos los elementos de X que están
relacionados con x. Para simplificar, vamos a utilizar el mismo śımbolo, [x], para denotar

tanto al elemento x̃ ∈ X̃ como al subconjunto de X antes mencionado.

Proposición 4.2.2. Sea [x] una clase de equivalencia en X. Si x1, x2 ∈ [x], entonces existe
un único elemento λ(x1, x2) ∈ F \ {0} tal que f(x1) = λ(x1, x2)f(x2), para todo f ∈ A.
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Demostración. Sea f ∈ A. Entonces f /∈ A \ Ix o f ∈ A \ Ix.
Supongamos que f ∈ A \ Ix. Entonces f(x) 6= 0. Luego, puesto que x2 ∼ x, se tiene

que f(x) · f(x2) 6= 0, por lo que f(x2) 6= 0. Aśı, f(x1) = f(x1) · ((f(x2))
−1 · f(x2)).

Sea λf (x1, x2)
def
= f(x1) · (f(x2))

−1; luego, f(x1) = λf (x1, x2) · f(x2). Sólo falta ver que
la forma en que se definió λf (x1, x2) no depende de la f elegida en A \ Ix, para poder
garantizar que es ese el λ(x1, x2) que estamos buscando. En efecto, sea g ∈ A\ Ix y tomemos

h
def
= (f(x2))

−1f − (g(x2)
−1)g. Entonces h ∈ A y h(x2) = 0 y como x2 ∼ x, tenemos que

[x] ⊆ Z(h). Aśı,

0 = h(x1)

= (f(x2))
−1 · f(x1)− (g(x2)

−1) · g(x1)

= (f(x2))
−1 · λf (x1, x2) · f(x2)− (g(x2))

−1 · λg(x1, x2) · g(x2)

= λf (x1, x2)− λg(x1, x2)

Por lo tanto, λf (x1, x2) = λg(x1, x2) = λ(x1, x2). Aśı, existe un único λ(x1, x2) ∈ F \ {0} tal
que f(x1) = λ(x1, x2) · f(x2).

En el caso en que f /∈ A \ Ix, se tiene que f(x) = 0, lo cual implica, por la observación
anterior, que f(x1) = f(x2) = 0. Pero, por 4.1, siempre existe f0 ∈ A tal que f0(x) 6= 0 y
procediendo como en el caso anterior, obtenemos un único elemento λ(x1, x2) ∈ F\{0} (donde,
λ(x1, x2) = f0(x1) · (f0(x2))−1) tal que f(x1) = λ(x1, x2)f(x2), como se queŕıa demostrar.

Se puede ver fácilmente que la aplicación λ( , ) tiene las siguientes propiedades:

λ(x2, x1) = [λ(x1, x2)]
−1

λ(x1, x2) = λ(x1, x)λ(x, x2).

Lema 4.2.3. Si x1, x2 ∈ X y x1 6∼ x2, entonces existe fx1x2 tal que x1 ∈ coz(fx1x2) y
x2 ∈ Z(fx1x2).

Demostración. Puesto que x1 6∼ x2, existe f ∈ A tal que f(x1) · f(x2) = 0 y f(x1) 6= 0 o
f(x2) 6= 0.

Si f(x1) 6= 0 y f(x1) · f(x2) = 0, entonces f(x2) = 0 y, en este caso, hacemos fx1x2 = f .
Si f(x2) 6= 0 y f(x1) · f(x2) = 0, entonces f(x1) = 0. Como, por 4.1, existe g ∈ A tal

que g(x1) 6= 0, se tiene que h
def
= g(x2)f − f(x2)g es un elemento de A tal que h(x2) = 0 y

h(x1) 6= 0. En este caso, hacemos fx1x2 = h, con lo que se concluye la prueba.

Definición 4.2.4. Un subconjunto A ⊆ X es llamado saturado si, y sólo si, x ∈ A implica
[x] ⊆ A.

La prueba del siguiente resultado es fácil. La incluimos por mantener la completitud del
trabajo.

Proposición 4.2.5. Para cualesquiera f ∈ A y x ∈ X, tenemos:
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1. Los conjuntos Z(f) y coz(f) son saturados.

2. El conjunto [x] es un subconjunto de X compacto y saturado.

Demostración.

1. La prueba de esta afirmación se sigue directamente de la definición (4.2.4) y de la forma
en que se definió [x].

2. Sea x ∈ X. Es claro que [x] es saturado. Para ver que [x] es compacto en X, primero
veamos que [x] es cerrado en X. En efecto, sea y ∈ X \ [x]. Entonces y 6∼ x y, por
el lema (4.2.3), existe una función f ∈ A tal que y ∈ coz(f) ⊆ X \ [x] y x ∈ Z(f).
Y puesto que coz(f) es un conjunto abierto en X, queda demostrado que X \ [x] es
abierto en X. Por lo tanto, [x] es cerrado en X. Por otra parte, como por 4.1, se tiene
que x ∈ coz(g) para algún g ∈ A, entonces [x] ⊆ coz(g); y como coz(g) es compacto en
X, concluimos que [x] es compacto en X, como se queŕıa ver.

Denotaremos por πA : X → X̃ a la aplicación canónica cociente asociada a la relación de
equivalencia ∼ y dotemos a X̃ con la topoloǵıa cociente canónica. Afirmamos que πA(coz(f))

y πA(Z(f)) son conjuntos abiertos-cerrados en X̃, para todo f ∈ A. En efecto, sabemos que

U ⊆ X̃ es abierto si, y sólo si, π−1A (U) es abierto en X. Observemos que Z(f) = π−1A (πA(Z(f)))
es un abierto en X, puesto que F es discreto. Del mismo modo, coz(f) = π−1A (πA(coz(f))) es

un abierto en X. Por lo tanto, πA(Z(f)) y πA(coz(f)) son abiertos en X̃. En forma análoga,

con el uso de complementos, se demuestra que πA(coz(f)) y πA(Z(f)) son cerrados en X̃.

Proposición 4.2.6. El conjunto X̃ dotado con la topoloǵıa cociente canónica es un espacio
localmente compacto y Hausdorff.

Demostración.

(i) Veamos que X̃ es localmente compacto. Sea [x0] ∈ X̃. Veamos que existe una vecindad
de [x0] cuya cerradura es compacta. Como x0 ∈ X, por 4.1, existe f ∈ A tal que f(x0) 6=
0; aśı, x0 ∈ coz(f). Por otra parte, consideremos la aplicación canónica πA : X → X̃,
dada por πA(x) = [x]. Puesto que πA es continua y coz(f) es compacto, puesto que
A ⊆ C00(X,F), se tiene que πA(coz(f)) es compacto y πA(x0) = [x0] ∈ πA(coz(f));

además, por lo demostrado arriba, πA(coz(f)) es un conjunto abierto-cerrado en X̃.
Por lo tanto, πA(coz(f)) es una vecindad de [x0] cuya cerradura es compacta, como se
queŕıa demostrar.

(ii) Afirmamos que X̃ es un espacio de Hausdorff. En efecto, sean [x], [y] ∈ X̃ tales que
[x] 6= [y]. Entonces x 6∼ y y, por el lema (4.2.3), existe f ∈ A tal que x ∈ coz(f) y
y ∈ Z(f). Luego, [x] = πA(x) ∈ πA(coz(f)) y [y] = πA(y) ∈ πA(Z(f)). Puesto que

πA(coz(f)) y πA(Z(f)) son abiertos y disjuntos en X̃, pues si existe a ∈ πA(coz(f)) y
a ∈ πAZ(f), entonces existen a1 ∈ coz(f) y a2 ∈ Z(f) tales que a = πA(a1) = [a1] y
a = πA(a2) = [a2]. Aśı, [a1] = [a2], lo cual implica que a1 ∼ a2 y, puesto que f(a1) 6= 0,
se tiene que f(a1) · f(a2) 6= 0; de donde, f(a2) 6= 0, lo cual contradice que a2 ∈ Z(f).
Con lo anterior, queda demostrada la afirmación.
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En la prueba del siguiente lema se usa un argumento de compacidad estándar. Sin
embargo, la incluimos por mantener la completitud de este trabajo.

Lema 4.2.7. Sean K1 y K2 subconjuntos compactos de X tales que x1 6∼ x2, para cualesquiera
x1 ∈ K1 y x2 ∈ K2. Entonces existen D1, D2 ∈ σ(D) tales que K1 ⊆ D1, K2 ⊆ D2 y
D1 ∩D2 = ∅.

Demostración. Sea x0 ∈ K1 fijo. Entonces x0 6∼ x, para todo x ∈ K2 y, por el lema
(4.2.3), para cada x ∈ K2, existe fx ∈ A tal que [x] ⊆ Z(fx) y [x0] ⊆ coz(fx). Entonces
K2 ⊆

⋃
[x]∈πA(K2)

Z(fx). Puesto que K2 es compacto y Z(fx) es abierto, se tiene que

K2 ⊆
⋃n
i=1 Z(fx(i)) Además, [x0] ⊆

⋂n
i=1 coz(fx(i)) = X \

⋃n
i=1 Z(fx(i)) ⊆ X \K2.

Sea Dx0
def
=
⋂n
i=1 coz(fx(i)). Entonces Dx0 es un subconjunto abierto-cerrado y saturado

de X tal que [x0] ⊆ Dx0 , Dx0 ∈ σ(D) y Dx0 ∩K2 = ∅. Aśı, para cada x0 ∈ K1, existe Dx0 tal
que x0 ∈ Dx0 , en consecuencia, K1 ⊆

⋃
[x]∈πA(K1)

Dx y Dx ∩K2 = ∅, para todo [x] ∈ πA(K1).

Como K1 es compacto y Dx es un conjunto abierto-cerrado, para cada [x] ∈ πA(K1), tenemos
que K1 ⊆

⋃m
j=1Dx(j) .

Sea D1
def
=
⋃m
j=1Dx(j) . Entonces D1 es un conjunto abierto-cerrado en X tal que K1 ⊆ D1,

D1 ∈ σ(D) y D1 ∩K2 = ∅. Además, D1 es saturado y compacto en X. Repitiendo el mismo
proceso, pero esta vez aplicado a D1 y K2, se obtiene D2 ∈ σ(D) tal que K2 ⊆ D2 y
D1 ∩D2 = ∅, lo que completa la prueba.

Notemos que el lema anterior se aplica a cualquier par de conjuntos compactos y saturados
de X que sean disjuntos.

Observación 4.2.8. Todo D ∈ σ(D) es un subconjunto compacto, y saturado, de X y πA(D)

es un conjunto abierto-cerrado en X̃. Más aún, la colección {πA(D) : D ∈ σ(D)} es una base

de abiertos para X̃.

4.3. Subconjuntos soportes y funcionales separadores

La siguiente definición tiene sentido para todo subconjunto de X, no obstante, nos
restringimos a los subconjuntos saturados porque en este caṕıtulo trabajeremos con dichos
conjuntos.

Definición 4.3.1. Sea ϕ : A → F una aplicación. Un subconjunto cerrado y saturado K de
X es un soporte para ϕ si para todo f ∈ A tal que K ⊆ Z(f) se verifica que ϕ(f) = 0.

Los conjuntos soportes gozan de propiedades muy diversas como se muestra a continua-
ción.

Proposición 4.3.2. Sea ϕ : A → F un funcional lineal, separador y no nulo. Entonces se
verifican las siguientes afirmaciones:

1. X es un soporte para ϕ.
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2. Si K es un soporte para ϕ, entonces K 6= ∅.

3. Sean K un soporte para ϕ y f1, f2 ∈ A tales que f1|K = f2|K. Entonces ϕ(f1) = ϕ(f2).

4. Si A es controlable y K1 y K2 son soportes para ϕ, entonces K1 ∩K2 6= ∅.

Demostración.

1. Esta afirmación es clara puesto que si f ∈ A es tal que X ⊆ Z(f), entonces f(x) = 0,
para todo x ∈ X, lo cual implica que f ≡ 0 y por ser ϕ lineal, se concluye que ϕ(f) = 0.

2. Supongamos que K = ∅. Entonces K ⊆ Z(f), para todo f ∈ A, y por ser K un soporte,
tenemos que ϕ(f) = 0, para todo f ∈ A. Esto es una contradicción, puesto que ϕ es
no nulo.

3. Supongamos que f1|K = f2|K . Entonces K ⊆ Z(f1 − f2) y, por ser K un soporte para
ϕ, se tiene que ϕ(f − g) = 0. Esto implica, por la linealidad de ϕ, que ϕ(f) = ϕ(g).

4. Supongamos que K1 ∩ K2 = ∅. Como ϕ es no nulo, existe f ∈ A tal que ϕ(f) 6= 0.

Entonces C1
def
= coz(f)∩K1 y C2

def
= coz(f)∩K2 son conjuntos compactos, al ser cerrados

en coz(f), que es compacto; y no vaćıos, porque de ser ambos vaćıos, Ki ⊆ Z(f), para
i ∈ {1, 2}, lo cual implica que ϕ(f) = 0, lo que es una contradicción. Además, C1 y
C2 son saturados, puesto que coz(f), K1 y K2 son saturados. Más aún, puesto que
K1 ∩K2 = ∅, se tiene que C1 ∩ C2 = ∅ y, por el lema (4.2.7), existen D1 y D2 ∈ σ(D)
tales que Ci ⊆ Di, para i = 1, 2, y D1 ∩D2 = ∅. Aplicando la controlabilidad de A a
f , D1 y D2, obtenemos D ∈ σ(D) y g ∈ A tales que D1 ⊆ D ⊆ X \ D2 ⊆ X \ C2,
f |D1 = g|D1 y g|(Z(f)∪X\D) ≡ 0.

Afirmamos que f |K1 = g|K1 , pues si existe x ∈ K1 tal que f(x) 6= g(x), entonces
x /∈ D1, lo cual implica que x /∈ C1 = coz(f) ∩ K1 y, por lo tanto, x /∈ coz(f);
de donde, x ∈ Z(f) ⊆ Z(g), aśı, f(x) = 0 = g(x), lo que es una contradicción.
Además, K2 ⊆ Z(g), pues si existe y ∈ K2 tal que y /∈ Z(g), entonces y /∈ Z(f) y
y /∈ (X \D) ⊇ D2 ⊇ C2. Esto implica que y ∈ coz(f) y y /∈ C2 = coz(f)∩K2, de donde,
y /∈ K2, lo que es una contradicción. En resumen, f |K1 = g|K1 y K2 ⊆ Z(g). Entonces,
por el inciso anterior y por la definición de soporte, respectivamente, tenemos que
ϕ(g) = ϕ(f) 6= 0 y ϕ(g) = 0, lo que es una contradicción. Por lo tanto, K1∩K2 6= ∅.

Definición 4.3.3. Un funcional ϕ : A → F es llamado separador cuando coz(f1)∩coz(f2) = ∅
implica ϕ(f1) · ϕ(f2) = 0, para cualesquiera f1, f2 ∈ A.

En lo que sigue probaremos que todo funcional lineal, separador y no nulo, ϕ : A → F,
donde A es controlable, tiene un soporte mı́nimo. Para este propósito, definimos

S = {K ⊆ X : K es un soporte para ϕ}.
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Por el inciso (1) de la proposición (4.3.2), tenemos que S 6= ∅. Existe un orden parcial
canónico que puede ser definido sobre S: K1 ≤ K2, K1, K2 ∈ S si, y sólo si, K2 ⊆ K1.
Es claro que toda cadena en S está acotada superiormente. En efecto, sea S ′ una cadena,
no vaćıa, de S. Entonces S0 =

⋂
S∈S′ S es una cota superior para S ′. Sólo falta ver que

S0 ∈ S ′, es decir, S0 es un soporte para ϕ. Sea f ∈ A tal que S0 ⊆ Z(f). Entonces
coz f ⊆ X \ S0 =

⋃
S∈S′(X \ S). Como coz f es compacto, existe un subconjunto finito

S ′′ de S ′ tal que coz f ⊆
⋃
S∈S′′(X \ S) = X −

⋂
S∈S′′ S, de donde, S1 =

⋂
S∈S′′ S ⊆ Z(f) y

como S1 es un soporte para ϕ (por ser S ′ una cadena), se tiene que ϕ(f) = 0; lo cual implica
que S0 es un soporte para ϕ como se queŕıa ver. Puesto que toda cadena de S está acotada
superiormente, el Lema de Zorn implica que S tiene un elemento ≤-maximal. Es decir, existe
S ∈ S tal que S 6≤ S ′ para todo S ′ ∈ S, o, equivalentemente, S ′ 6⊆ S para todo S ′ ∈ S,
lo cual implica que S es ⊆-minimal en S y puesto que dos soportes siempre se intersectan,
entonces S resulta ⊆-mı́nimo.

Proposición 4.3.4. Sea ϕ : A → F un funcional lineal, separador y no nulo. Si A es
controlable, entonces existe x ∈ X tal que K = [x] es un soporte para ϕ.

Demostración. Por lo argumentado anteriormente, S tiene un elemento ⊆-mı́nimo, K, y, por
la proposición (4.3.2), K 6= ∅. Sólo falta ver que K consta de un único elemento. Supongamos
que existen x1, x2 ∈ X tales que [x1] 6= [x2] y que están contenidos en K. Puesto que X es
Hausdorff y K es saturado, usando el lema (4.2.7), podemos seleccionar dos subconjuntos
abiertos, disjuntos y saturados V1, V2 ⊆ X tales que [x1] ⊆ V1 y [x2] ⊆ V2. Puesto que K
es minimal, el subconjunto K \ Vi es un subconjunto cerrado y saturado de X que no es
soporte para ϕ, para i = 1, 2, por lo que existen fi ∈ A tales que K \Vi ⊆ Z(fi) y ϕ(f1) 6= 0,
1 ≤ i ≤ 2. Como ϕ es un funcional separador, el subconjunto A = coz(f1) ∩ coz(f2) es un
subconjunto no vaćıo, compacto y saturado de X. Afirmamos que K ∩ A = ∅, pues si existe
a ∈ K ∩ A, entonces [a] ⊆ K ∩ A. Si [a] ⊆ V1, entonces [a] ⊆ K \ V2 y [a] ⊆ Z(f2), lo que es
una contradicción. Por otra parte, si [a] 6⊆ V1, entonces [a] ⊆ K \ V1 y [a] ⊆ Z(f1), lo que de
nuevo es una contradicción. Por lo tanto tenemos que K ∩ A = ∅.

Ahora, tomemos B = K ∩ (coz(f1) ∪ coz(f2)). Si B = ∅, entonces K ∩ coz(fi) = ∅ y
K ⊆ Z(fi), lo cual implica que ϕ(fi) = 0, 1 ≤ i ≤ 2, y obtenemos una contradicción. Por lo
que B 6= ∅. Aśı, B es un subconjunto compacto de X tal que A ∩ B = ∅. Aplicando el lema
(4.2.7), podemos seleccionar dos subconjuntos disjuntos DA, DB ∈ σ(D) tales que A ⊆ DA y
B ⊆ DB. Aplicando que A es controlable a DA, DB y f1, obtenemos U ∈ σ(D) y f ′ ∈ A tales
que B ⊆ DB ⊆ U ⊆ X \DA ⊆ X \A, lo cual implica que U ∩A = ∅, además, f1|DB

= f ′|DB

y f ′|(Z(f1)∪(X\U)) ≡ 0.

Veamos que f ′|K = f1|K . En efecto, si x ∈ K \ coz(f1), entonces f ′(x) = 0 = f(x)
y si x ∈ K ∩ coz(f1) ⊆ DB, entonces f ′(x) = f1(x) 6= 0. Por proposición (4.3.2),
ϕ(f ′) = ϕ(f1) 6= 0. Puesto que ϕ es separador, ∅ 6= coz(f ′) ∩ coz(f2) ⊆ coz(f1)∩ coz(f2) = A.
Pero esto es una contradicción porque A ⊆ Z(f ′). Por proposición (4.2.5), se sigue que K sólo
puede contener una clase de equivalencia K = [x] para algún punto x ∈ X, lo que completa
la prueba.
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4.4. Aplicaciones separadoras

Recordemos que A y B representan subespacios lineales de C00(X,F) y C00(Y,F),
respectivamente. Observe que para todo y ∈ Y , la composición δy ◦H es un funcional lineal
y separador de A en F.

Definición 4.4.1. Una aplicación H : A → B es separadora o preserva disyunciones,
si para cada par de aplicaciones f1, f2 ∈ A tales que coz(f1) ∩ coz(f2) = ∅ implica
coz(H(f1)) ∩ coz(H(f2)) = ∅.

El enlace entre isomorfismos que preservan peso y las aplicaciones separadoras es dado
por el siguiente lema. Se sigue fácilmente teniendo en cuenta que el peso de una función
coincide con la medida de su conjunto soporte cuando ésta tiene como codominio un campo
finito. Esbozamos la prueba en aras de la compeltitud de este trabajo.

Lema 4.4.2. Para cualesquiera f, g ∈ A, se tiene que

coz(f) ∩ coz(g) = ∅ si, y sólo si, wt(f + g) = wt(f) + wt(g).

Demostración. Supongamos que coz(f)∩ coz(g) = ∅. Entonces, para cada x ∈ X, wt(f(x) +
g(x)) = wt(f(x)) + wt(g(x)). Por lo tanto, wt(f + g) = wt(f) + wt(g). El rećıproco es
consecuencia de que coz(f + g) ⊆ coz(f) ∪ coz(g).

Corolario 4.4.3. Toda isometŕıa de Hamming es un isomorfismo lineal y separador.

Demostración. Sea H una isometŕıa de Hamming. Entonces es un isomorfismo lineal y
wt(f) = wt(H(f)). Veamos que H es una aplicación separadora. En efecto, supongamos
que coz(f) ∩ coz(g) = ∅. Entonces, por el lema anterior, wt(f + g) = wt(f) + wt(g) y,
puesto que wt(f) = wt(H(f)), tenemos que wt(H(f + g)) = wt(f + g) = wt(f) + wt(g) =
wt(H(f)) + wt(H(g)). De donde, wt(H(f) +H(g)) = wt(H(f)) + wt(H(g)), lo cual implica,
por el lema anterior, que coz(H(f)) ∩ coz(H(g)) = ∅. Por lo tanto, H es separadora.

Ahora bien, trasladando a Y y a B la relación de equivalencia (≤) definida anteriormente
para X y A y aplicando las proposiciones (4.3.2) y (4.3.4) a δy ◦H, obtenemos lo siguiente:

Proposición 4.4.4. Sea H : A → B una aplicación lineal y separadora. Si K es un soporte
para δy ◦H y y′ ∈ [y], entonces K es un soporte para δy′ ◦H.

Demostración. Ahora, supongamos que K es un soporte para δy ◦ H y tomemos y′ ∈ [y].
Veamos que K es un soporte para δy′ ◦H. En efecto, sea f ∈ A tal que K ⊆ Z(f). Puesto
que K es soporte para δy ◦H, tenemos que y ∈ Z(H(f)) y, como todo cero de B es saturado,
[y] ⊆ Z(H(f)). Aśı, y′ ∈ [y] ⊆ Z(H(f)), esto es, H(f)(y′) = 0, lo cual implica que K es
soporte para δy′ ◦H, como se queŕıa demostrar.
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Aplicando la proposición (4.3.4) a δy ◦ H, para cada y ∈ Y , estamos en condiciones de

definir la aplicación soporte h : Y → X̃ que está asociada a H. Una vez más, para simplificar
la notación, usaremos el śımbolo h(y) para denotar tanto a un subconjunto de X como al

soporte mı́nimo para δy ◦ H (como se estudió anteriormente) que es un elemento de X̃ y
consiste en una clase de equivalencia.

Proposición 4.4.5. Sea H : A → B una aplicación lineal y separadora que satisface lo
siguiente: para todo y ∈ Y , existe fy ∈ A tal que H(fy)(y) 6= 0. Si A es controlable, entonces

existe una aplicación h : Y → X̃ tal que

1. Para todo f ∈ A, si f |h(y) = 0, entonces H(f)(y) = 0.

2. Si y ∼ y′, entonces h(y) = h(y′), para cualesquiera y, y′ ∈ Y .

3. Si A ⊂ X̃ es abierto, f ∈ A y π−1A (A) ⊆ Z(f), entonces h−1(A) ⊆ Z(H(f)).

4. Para todo f ∈ A se tiene que h(coz(H(f))) ⊆ πA(coz(f)).

Demostración. Como A es controlable, se puede aplicar la proposición (4.3.4) para definir la

aplicación h : Y → X̃ como sigue:

h(y) = [x], donde [x] es el soporte mı́nimo para δy ◦H.

Ahora procedamos a demostrar los incisos (1) al (4).

1. Esta afirmación se sigue directamente de la definición de la aplicación h.

2. Sea h(y) = [xy] y h(y′) = [xy′ ], donde [xy] y [xy′ ] representan a los soportes mı́nimos de
δy ◦H y δy′ ◦H, respectivamente. Como [xy] es un soporte para δy ◦H y y′ ∈ [y] (pues
y′ ∼ y), la proposición (4.4.4) implica que [xy] es soporte para δy′ ◦ H y, puesto que
[xy′ ] es el soporte mı́nimo para δy′ ◦H, tenemos que [xy′ ] ⊆ [xy]. En forma análoga, se
demuestra que [xy] ⊆ [xy′ ]. Por lo tanto, h(y) = [xy] = [xy′ ] = h(y′).

3. Supongamos que π−1A (A) ⊆ Z(f). Veamos que h−1(A) ⊆ Z(H(f)). Sea y ∈ h−1(A).

Entonces h(y) ∈ A, por lo que π−1A (h(y)) ∈ Z(f). Aśı, π−1A (X̃ \ A) es un conjunto, no

vaćıo, cerrado y saturado de X (puesto que si x ∈ [y], donde y ∈ π−1A (X̃ \A), entonces

[y] = πA(y) ∈ X̃ \ A, pero [x] = [y], ya que x ∼ y; aśı, πA(x) = [x] ∈ X̃ \ A, lo cual

implica que x ∈ π−1A (X̃ \A)). Además, π−1A (X̃ \A) no es soporte para δy ◦H, puesto que

de serlo, entonces h(y) = [xy] ⊆ π−1A (X̃ \A), donde [xy] ⊆ X es el soporte mı́nimo para

δy ◦H, pero tenemos también que πA(xy) = [xy] ∈ X̃. Ahora, como xy ∈ [xy], entonces

πA(xy) ∈ X̃ \ A, aśı, h(y) = [xy] = πA(xy) ∈ X̃ \ A, lo que es una contradicción,

pues h(y) ∈ A. Por lo tanto, existe g ∈ A tal que π−1A (X̃ \ A) ⊆ Z(g) y H(g)(y) 6= 0.
Aśı, tenemos que coz(g) ⊆ π−1A (A) y coz(f) ⊆ X \ π−1A (A). Puesto que H es una
aplicación separadora, coz(H(f)) ∩ coz(H(g)) = ∅. En consecuencia, H(f)(y) = 0, lo
que demuestra la afirmación.
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4. Sea [x] ∈ h(coz(H(f))). Entonces existe y ∈ coz(H(f)) tal que [x] = h(y). Veamos
que [x] ∈ πA(coz(f)). Como H(f)(y) 6= 0 y h(y) es soporte para δy ◦ H, entonces
[x] 6⊆ Z(f), por lo que existe x0 ∈ [x] tal que x0 /∈ Z(f), luego x0 ∈ coz(f);
aśı [x0] = πA(x0) ∈ πA(coz(f)), pero [x] = [x0], pues x ∼ x0. Por lo tanto,
[x] ∈ πA(coz(f)), como se queŕıa demostrar.

Denotemos por Gr[h]
def
=
⋃
y∈Y (h(y) × {y}) = {(x, y) ∈ X̃ × Y : x ∈ h(y), y ∈ Y } a la

gráfica de h dotada con la topoloǵıa heredada como un subespacio de X̃ × Y . Usando la
aplicación λ( , ) definida en la proposición (4.2.2), tenemos la siguiente representación de
aplicaciones lineales y separadoras.

Proposición 4.4.6. Sea H : A → B una aplicación lineal y separadora que satisface lo
siguiente: para todo y ∈ Y , existe fy ∈ A tal que H(fy)(y) 6= 0. Si A es controlable, entonces
existe una aplicación ω : Gr[h]→ F \ {0} que cumple las siguientes propiedades:

1. Para cualesquiera f ∈ A y (x, y) ∈ Gr[h], se tiene que H(f)(y) = ω(x, y)f(x).

2. Para cualesquiera y ∼ y′ y (x, y), (x′, y′) ∈ Gr[h], se tiene que ω(x′, y′) = λ(y′, y)
ω(x, y)λ(x, x′).

3. La aplicación ω es continua.

Demostración.

1. Sean (x, y) ∈ Gr[h]. Por hipótesis, existe f ′ ∈ A tal que H(f ′)(y) 6= 0. Entonces
f ′(x) 6= 0, pues en caso contrario, x ∈ Z(f ′), y, puesto que Z(f ′) es saturado,
tenemos que h(y) = [x] ⊆ Z(f ′); como h(y) es soporte para δy ◦ H, concluimos
que H(f ′)(y) = 0, lo que es una contradicción. Sea α = f ′(x) ∈ F \ {0}. Entonces

fx
def
= α−1f ′ es un elemento de A tal que fx(x) = α−1f ′(x) = α−1 · α = 1. Definamos

ω(x, y) = H(fx)(y) = H(α−1f ′)(y)= α−1H(f ′)(y) ∈ F \ {0}. Veamos que ω está bien
definida, es decir, no depende de la elección de fx ∈ A, con fx(x) = 1. En efecto, sea
gx ∈ A, con gx(x) = 1. Queremos ver que H(gx)(y) = H(fx)(y). Sea x1 ∈ h(y) tal que
x1 6= x. Entonces, por la proposición (4.2.2), existe un único elemento λ(x1, x) ∈ F\{0}
tal que fx(x1) = λ(x1, x)fx(x) = λ(x1, x) = λ(x1, x)gx(x) = gx(x1). Aśı, fx|h(y) = gx|h(y)
y, por el inciso (3) de la proposición (4.3.2), tenemos que H(fx)(y) = H(gx)(y), como
se queŕıa demostrar.
Consideremos, ahora, una aplicación arbitraria f ∈ A. Entonces f(x) = 0 o f(x) 6= 0.
Si f(x) = 0, puesto que Z(f) es saturado, se tiene que h(y) = [x] ⊆ Z(f), y por
ser h(y) soporte para δy ◦ H, concluimos que H(f)(y) = 0. Lo cual implica, de
manera trivial, que H(f)(y) = ω(x, y)f(x). Supongamos que f(x) = β 6= 0. Entonces

g′x
def
= β−1f es un elemento de A tal que g′x(x) = 1. Puesto que ω(x, y) no depende

de g′x, se sigue que H(g′x)(y) = H(fx)(y) = ω(x, y), es decir, H(β−1f)(y) = ω(x, y) y,
como H es una aplicación lineal, tenemos que β−1 · H(f)(y) = ω(x, y). Por lo tanto,
H(f)(y) = ω(x, y) · β = ω(x, y) · f(x). En resumen, si f ∈ A y (x, y) ∈ Gr[h], entonces
H(f)(y) = ω(x, y) · f(x), como se queŕıa demostrar.
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2. Esto es claro después de hacer algunas evaluaciones directas.

3. Sea (xd, yd)d∈D una red que converge a (x, y) ∈ Gr[h] y tomemos fx ∈ A tal que
fx(x) = 1. Puesto que F es discreto y fx y H(fx) son continuas, existe d0 ∈ D tal que
fx(xd) = 1 y H(fx)(yd) = H(fx)(y), para todo d ≥ d0. Aśı, ω(xd, yd) = ω(xd, yd)fx(x)
= ω(x, y), para todo d ≥ d0. Esto implica que la red (xd, yd)d∈D converge a ω(x, y).

Como consecuencia del anterior resultado obtenemos un rećıproco para la proposición
(4.4.5).

Corolario 4.4.7. Si H(f)(y) = 0, entonces f(x) = 0, para cualesquiera f ∈ A y
(x, y) ∈ Gr[h].

Demostración. Sea f ∈ A y (x, y) ∈ Gr[h]. Entonces por el inciso (1) de la proposición (4.4.6),
tenemos que H(f)(y) = ω(x, y)f(x). Si H(f)(y) = 0, entonces, puesto que ran(ω) ⊆ F \ {0},
tenemos la afirmación deseada.

Nuestro siguiente objetivo es verificar que la aplicación soporte h es continua y suprayec-
tiva, asumiendo las mismas condiciones que en la proposición (4.4.5) y suponiendo, además,
que H es inyectiva. Dividimos la prueba en varios lemas para la comodidad del lector.

Lema 4.4.8. Asumiendo las mismas condiciones que en la proposición (4.4.5), tenemos que

la función soporte h : Y → X̃ es continua.

Demostración. Sea (yd)d∈D una red en Y que converge a un punto y ∈ Y . Veamos
que existe una subred {h(ydk)}dk∈D′ de {h(yd)}d∈D que converge a h(y). Sabemos, por la

proposición (4.2.6), que X̃ es localmente compacto y Hausdorff, entonces su compactificación

de Alexandroff, X̃∗, también es Hausdorff. Como X̃∗ es compacto y {h(yd)}d∈D es una red

en X̃ ⊆ X̃∗, existe una subred, {h(ydk)}dk∈D′ , de {h(yd)}d∈D que converge a t ∈ X̃∗ (esto es,
(h(yd))d∈D tiene un punto de acumulación). Veamos que h(y) = t.

Supongamos, por el contrario, que h(y) 6= t. Como X̃∗ es Hausdorff, existen Uh(y) y

Ut abiertos de X̃∗ tales que h(y) ∈ Uh(y), t ∈ Ut y Uh(y) ∩ Ut = ∅. Puesto que t ∈ Ut y

{h(ydk)}dk∈D′ converge a t, existe d0 ∈ D′ tal que h(yd′) ∈ Ut ∩ X̃, para todo d′ ≥ d0. Es

claro que π−1(X̃ \ (Ut ∩ X̃)) no es soporte para δyd′ ◦ H, para todo d′ ≥ d0; por lo que,

para todo d′ ≥ d0, existe fyd′ ∈ A tal que π−1(X̃ \ (Ut ∩ X̃)) ⊆ Z(fyd′ ) y H(fyd′ )(yd′) 6= 0.

Del mismo modo, como h(y) ∈ Uh(y), el conjunto Uh(y) ∩ X̃ es una vecindad abierta de

h(y); aśı, π−1(X̃\ (Uh(y) ∩ X̃)) no es un soporte para δy ◦ H, por lo que existe fy ∈ A tal

que π−1(X̃ \ (Uh(y) ∩X̃)) ⊆ Z(fy) y H(fy)(y) 6= 0. Como (yd)d∈D converge a y y H(fy) es
continua, tenemos que (H(fy)(yd))d∈D converge a H(fy)(y) 6= 0, por lo que existe d1 ∈ D tal
que H(fy)(yd) 6= 0, para todo d ≥ d1. Por otra parte, como {h(ydk)}dk∈D′ es una subred de
{h(yd)}d∈D existe una función f : D′ → D que cumple las siguientes condiciones: Para todo
dk ∈ D′, h(ydk) = h(yf(dk)) y para todo d ∈ D, existe d′ ∈ D′ tal que si m ≥ d′, entonces
f(m) ≥ d, donde m es un elemento arbitrario de D′. Como d1 ∈ D, existe d2 ∈ D′ tal que si
m ≥ d2, entonces f(m) ≥ d1, para cualquier m ∈ D′. Ahora bien, como d0 y d2 son elementos
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del conjunto dirigido D′, existe d′ ∈ D′ tal que d′ ≥ d0 y d′ ≥ d2. Por lo tanto, h(yd′) ∈ Ut∩X̃,

h(yd′) = h(yf(d′)) y f(d′) ≥ d1. Sea r = f(d′). Entonces r ≥ d1 y h(yr) ∈ Ut ∩ X̃, por lo que

H(fy)(yr) 6= eG y π−1(X̃ \(Ut∩X̃)) no es un soporte para δyr ◦H; de donde, existe f2 ∈ A tal

que π−1(X̃ \ (Ut∩ X̃)) ⊆ Z(f2) y H(f2)(yr) 6= eG. Por lo tanto, yr ∈ coz(H(fy))∩coz(H(f2)),
lo cual implica, puesto que H es separadora, que coz(fy) ∩ coz(f2) 6= ∅. Sea a ∈ X tal que

a ∈ coz(fy)∩ coz(f2). Entonces a /∈ π−1(X̃ \ (Ut ∩ X̃)) y a /∈ π−1(X̃ \ (Uh(y) ∩ X̃)); de donde,

π(a) ∈ Ut ∩ X̃ ∩ Uh(y) = ∅, lo que es una contradicción. Por lo tanto, t = h(y).

Lema 4.4.9. Si la aplicación H es inyectiva y además se cumplen las mismas condiciones
que en la proposición (4.4.5), tenemos que h(Y ) es denso en X̃.

Demostración. Razonando por contradicción, supongamos que h(Y ) no es denso en X̃.

Entonces existe x ∈ X tal que [x] ∈ X̃ y [x] /∈ A
def
= clX̃ h(Y ). Luego [x] ∩ π−1A (A) = ∅.

Por otra parte, por 4.1, existe f ∈ A tal que x ∈ coz(f) y, como coz(f) es saturado, se

tiene que [x] ⊆ coz(f). Sea B
def
= π−1A (A) ∩ coz(f). Entonces B es una subconjunto de

X, saturado y compacto, puesto que π−1A (A) es cerrado y coz(f) es compacto y saturado.
Además, B 6= ∅, pues si B = ∅, entonces π−1A (A) ⊆ Z(f) y, como π−1A (h(Y )) ⊆ π−1A (A),
se tiene que π−1A (h(Y )) ⊆ Z(f), esto implica que H(f) ≡ 0, pues si existe y ∈ Y tal que
H(f)(y) 6= 0, entonces, por el inciso (4) de la proposición (4.4.5), h(y) ∈ πA(coz(f)), por
lo que existe x ∈ coz(f) tal que h(y) = πA(x); como x /∈ Z(f) ⊇ π−1A (h(Y )), entonces
h(y) = πA(x) /∈ h(Y ), lo que es una contradicción, pues y ∈ Y . Aśı, H(f) ≡ 0 y, por ser H
una aplicación lineal e inyectiva, se tiene que f ≡ 0, lo que es una contradicción. Por lo tanto,
B 6= ∅. Ahora, puesto que B ⊆ π−1A (A) y [x] ∩ π−1A (A) = ∅, es claro que [x] ∩ B = ∅. Aśı,
por el lema (4.2.7), existen Dx y DB en σ(D) tales que [x] ⊆ Dx, B ⊆ DB y Dx ∩DB = ∅.
Sea D

def
= Dx ∩ coz(f). Entonces D ∈ σ(D), [x] ⊆ D y D ∩ π−1A (A) = ∅, pues si existe

d ∈ D tal que d ∈ π−1A (A), entonces d ∈ Dx ∩B ⊆ Dx ∩DB = ∅, lo que es una contradicción.
Aplicando el hecho de que A es controlable a f,D y DB, existen f ′ ∈ A y D′ ∈ σ(D) tales que
[x] ⊆ D ⊆ D′ ⊆ X\DB ⊆ X\B, f |D = f ′|D y f ′|(Z(f)∪(X\D′)) ≡ 0. Aśı, coz(f ′) ⊆ (coz(f)∩D′)
y D′ ∩ B = ∅. Además, coz(f ′) ∩ π−1A (A) ⊆ (D′ ∩ coz(f)) ∩ π−1A (A) = D′ ∩ B = ∅. Por lo
tanto, π−1A (h(Y )) ⊆ π−1A (A) ⊆ Z(f ′) y, como se demostró anteriormente, esto implica que
H(f ′) ≡ 0, de donde, f ′ ≡ 0, lo que es una contradicción, pues f ′(x) = f(x) 6= 0, ya que

x ∈ [x] ⊆ D y f |D = f ′|D. En conclusión, clX̃ h(Y ) = X̃, lo que completa la prueba.

Sean Y ∗ y X̃∗ la compactificación de Alexandroff de Y y X̃, respectivamente. Se puede
ver que todo subconjunto cerrado de Y ∗ es la unión de un subconjunto cerrado de Y con
{∞} o es un subconjunto compacto de Y .

Por otra parte, existe una forma canónica de extender h a la aplicación h∗ : Y ∗ → X̃∗,
por h∗|Y = h y h∗(∞) = ∞. En lo que sigue se demuestra que esta extensión canónica es
continua y suprayectiva.

Lema 4.4.10. Asumiendo las mismas condiciones que en la proposición (4.4.5) y suponiendo
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que H es inyectiva, tenemos que h∗ : Y ∗ → X̃∗ definida por

h∗(y) =

{
h(y), si y ∈ Y
∞, si y =∞

es continua y suprayectiva.

Demostración. Puesto que h∗|Y = h es continua, para probar la continuidad de h∗ sólo falta
ver que h∗ es continua en∞. Supongamos que h∗ no es continua en∞. Afirmamos que existe
un subconjunto compacto, K0, de X̃ tal que ∞ ∈ clY ∗(h

−1(K0)). En efecto, supongamos
que no es cierta la anterior afirmación. Es decir, ∞ /∈ clY ∗(h

−1(K)), para todo subconjunto

compacto, K, de X̃. Sea W ⊆ X̃∗ un abierto que contiene a h∗(∞) = ∞. Entonces existe

un compacto K ⊆ X̃ tal que W = X̃∗ \K. Como h−1(K) es un subconjunto cerrado de Y ,
se tiene que h−1(K) = clY (h−1(K)), pero clY (h−1(K)) = clY ∗(h

−1(K)) ∩ Y = clY ∗(h
−1(K)),

pues ∞ /∈ clY ∗(h
−1(K)). Aśı, h−1(K) es un subconjunto cerrado de Y ∗ que no contiene a ∞,

por lo que Y ∗ \ h−1(K) es un abierto de Y ∗ que contiene a ∞ y tal que h∗(Y ∗ \ h−1(K)) ⊆
X̃∗ \ K = W , lo cual implica que h∗ es continua en ∞, contradiciendo nuestro supuesto.

Por lo tanto, existe un subconjunto compacto, K0, de X̃ tal que ∞ ∈ clY ∗(h
−1(K0)) como se

afirmó inicialmente. Ahora bien, como∞ ∈ clY ∗(h
−1(K0)), existe una red (yd)d∈D ⊆ h−1(K0)

que converge a ∞. Como K0 es compacto y (h(yd))d∈D es una red en K0, existe una subred
(h(ydi))di∈D de (h(yd))d∈D que converge a [x0] ∈ K0. Puesto que para todo f ∈ A, coz(H(f))
es compacto en Y y, por lo tanto, cerrado en Y ∗, para todo f ∈ A, Y ∗\coz(H(f)) es un abierto
en Y ∗ que contiene a∞; luego, para todo f ∈ A, existe d′(f) ∈ D tal que yd ∈ Y ∗\coz(H(f)),
para todo d ≥ d′(f). Es decir, para todo f ∈ A, existe d′(f) ∈ D tal que H(f)(yd) = 0, para
todo d ≥ d′(f); lo cual, por el corolario (4.4.7), implica que, para todo d ≥ d′(f), f(x) = 0,
para todo x ∈ h(yd), es decir, f |(h(yd)) = 0, para todo d ≥ d′(f). Aśı, h(yd) ∈ πA(Z(f)),
para todo d ≥ d′(f), por lo que f(x0) = 0, para todo f ∈ A, pues si f(x0) 6= 0, para alguna
f ∈ A, [x0] ∈ πA(coz(f)) y como (h(ydi))di∈D converge a [x0], existe dj ∈ D tal que, para
todo d ≥ dj, h(yd) ∈ πA(coz(f)). Sea m = max{dj, d′(f)}. Entonces h(ym) ∈ πA(coz(f)) y
h(ym) ∈ πA(Z(f)), lo que es una contradicción. Por lo tanto, f(x0) = 0, para todo f ∈ A,
lo que es una contradicción, pues, por (4.1), siempre existe g ∈ A tal que g(x0) 6= 0. En
conclusión, h∗ es continua en ∞, lo que completa la prueba de la continuidad de h∗.

Para ver que h∗ es suprayectiva, haremos uso de su continuidad. En efecto, como h∗ es
continua, Y ∗ es compacto y X̃∗ es Hausdorff, se tiene que h∗(Y ∗) es cerrado en X̃∗, entonces

h∗(Y ∗) = clX̃∗(h
∗(Y ∗)) = clX̃(h(Y ))∪{∞} = X̃ ∪{∞} = X̃∗, como se queŕıa demostrar.

Observación 4.4.11. En la demostración del resultado anterior, es fácil ver que clX̃∗(h
∗(Y ∗)) =

clX̃(h(Y )) ∪ {∞}.
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En efecto

cl
X̃∗

(h∗(Y ∗)) = h∗(Y ∗)

= h∗({∞} ∪ Y )

= h∗({∞}) ∪ h∗(Y )

= {∞} ∪ h(Y )

⊆ {∞} ∪ cl
X̃

(h(Y ))

Y, como {∞} ∪ clX̃(h(Y )) ⊆ {∞} ∪ clX̃∗(h(Y )), tenemos que

cl
X̃∗

(h∗(Y ∗)) ⊆ {∞} ∪ cl
X̃∗

(h(Y ))

= h∗({∞}) ∪ cl
X̃∗

(h∗(Y ))

= cl
X̃∗

(h∗(Y ) ∪ h∗({∞}))

= cl
X̃∗

(h∗(Y ∗))

En resumen, clX̃∗(h
∗(Y ∗)) ⊆ clX̃(h(Y )) ∪ {∞} ⊆ clX̃∗(h

∗(Y ∗)), de donde, clX̃∗(h
∗(Y ∗)) =

clX̃(h(Y )) ∪ {∞}.

Del lema anterior se obtiene el siguiente resultado parcial.

Corolario 4.4.12. Si H es inyectiva y se cumplen las mismas condiciones que en la
proposición (4.4.5), se tiene que h : Y → X̃ es suprayectiva.

Demostración. Veamos que h es suprayectiva. En efecto, sea x ∈ X̃. Entonces x ∈ X̃∗ y
x 6=∞. Por el lema (4.4.10), tenemos, en particular, que h∗ es suprayectiva, por lo que existe
y ∈ Y ∗ tal que h∗(y) = x. Como x 6= ∞, por la forma en que se definió h∗, concluimos que
y 6=∞, por lo que y ∈ Y . Como consecuencia de la forma en que se definió h∗, tenemos que
h(y) = h∗(y) = x, lo que completa la prueba.

Del mismo modo en que se definió una relación de equivalencia, ∼, en X, definiremos,
en forma análoga, una relación de equivalencia, ∼Y , en Y y denotaremos por Ỹ al conjunto
formado por las clases de equivalencia Y/ ∼Y , dotado con la topoloǵıa cociente heredada

de Y . Todo elemento ỹ ∈ Ỹ está asociado al subconjunto [y] ⊆ Y que consta de todos los
elementos de Y relacionados con y. Para simplificar, vamos a utilizar el mismo śımbolo para
denotar tanto al elemento ỹ ∈ Ỹ como al subconjunto de Y antes mencionado.

Denotemos por πB : Y → Ỹ a la aplicación canónica cociente asociada a la relación de
equivalencia ∼Y . Definamos h̃ : Ỹ → X̃ por h̃([y]) = h(y), para todo [y] ∈ Ỹ , donde y ∈ Y .
Se puede ver que la anterior aplicación está bien definida.

En efecto, sean y1, y2 ∈ Y tales que [y1] = [y2]. Supongamos que h̃([y1]) 6= h̃([y2]).
Entonces existen x1, x2 ∈ X tales que h̃([y1]) = h(y1) = [x1] 6= [x2] = h(y2) = h̃([y2]). Por
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lo que x1 6∼ x2 y, por el lema (4.2.3), existe f ∈ A tal que x1 ∈ coz(f) y x2 ∈ Z(f). Puesto
que Z(f) es saturado y [x2] es un soporte para δy2 ◦H, tenemos que H(f)(y2) = 0 y, como
y1 ∼ y2, por la forma en que se define la relación ∼, se tiene que H(f)(y1) = 0. Como
x1 ∈ [x1] = h(y1), el corolario (4.4.7) implica que f(x1) = 0, lo que es una contradicción. Por
lo tanto, h̃([y1]) = h̃([y2]).
Además, es claro que h = h̃ ◦ πB.

Una consecuencia directa del corolario (4.4.12) es la siguiente proposición.

Proposición 4.4.13. Si H es una biyección y se cumplen las mismas condiciones que en la
proposición (4.4.5), entonces h̃ es un homeomorfismo de Ỹ en X̃.

Demostración.

1. h̃ es continua: Sea U ⊆ X̃ un abierto. Entonces, por la continuidad de h, h−1(U) ⊆ Y es
un abierto y, como h−1(U) = π−1B ((h̃)−1(U)) y πB es una aplicación cociente, concluimos

que (h̃)−1(U) ⊆ Ỹ es un abierto.

2. h̃ es inyectiva: Sean y1, y2 ∈ Y tales que [y1] 6= [y2]. Veamos que h̃(y1) = h(y1) =
[x1] 6= [x2] = h(y2) = h̃(y2). Supongamos que [x1] = [x2]. Como [y1] 6= [y2], se tiene
que y1 6∼ y2, por lo que existe f ∈ A tal que y1 ∈ coz(H(f)) y y2 ∈ Z(H(f)). Aśı,
por el corolario (4.4.7), f(x2) = 0 y, puesto que x1 ∼ x2, se tiene que f(x1) = 0. Aśı,
x1 ∈ Z(f), lo cual implica que [x1] ⊆ Z(f) y, por ser [x1] un soporte para δy1 ◦ H,
entonces H(f)(y1) = 0, lo que es una contradicción. Por lo tanto, [x1] 6= [x2], es decir,
h̃([y1]) 6= h̃([y2]).

3. h̃ es suprayectiva. Esta afirmación se sigue directamente de la suprayectividad de h
demostrada en el corolario (4.4.12).

4. h̃ es abierta: Sea U ⊆ Ỹ un abierto. Entonces Ỹ \ U es un cerrado en Ỹ . Luego, Ỹ \ U
es un compacto en Ỹ o Ỹ \U no es un compacto en Ỹ . Si Ỹ \U es un compacto en Ỹ ,

entonces h̃(Ỹ \ U) = X̃ \ h̃(U) es un cerrado en X̃, por lo que h̃(U) es un abierto en

X̃. Si Ỹ \ U no es un compacto Ỹ , entonces (Ỹ \ U) ∪ {∞} es un subconjunto cerrado

(en Ỹ ∗) y, por lo tanto, compacto en Ỹ ∗.
Ahora, procedemos como en el lema (4.4.10), con el fin de extender h̃ a una aplicación

continua h̃∗ : Ỹ ∗ → X̃∗ como sigue:

h̃∗(y) =

{
h̃(y), si y ∈ Ỹ
∞, si y =∞

Como h̃∗ es continua, h̃(Ỹ \ U) ∪ {∞} = h̃∗((Ỹ \ U) ∪ {∞}) es cerrado en X̃∗,

aśı h̃(Ỹ \ U) = h̃(Ỹ ) \ h̃(U) es cerrado en X̃. Por lo tanto, h̃(U) es abierto en X̃.

De (1), (2), (3) y (4), se concluye que h̃ es un homeomorfismo.

Observación 4.4.14. En el resultado anterior la prueba de que h̃∗ es continua es totalmente
análoga a la prueba de que h∗ es continua, realizada en la proposición (4.4.10).
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Ahora estamos en condiciones de enunciar y demostrar un resultado, importante en
esta seción, que establece la representación de isomorfismos separadores como operadores
composición con peso. Dicho teorema implicará el resultado principal de este caṕıtulo.

Teorema 4.4.15. Sea H : A → B una aplicación lineal, separadora y suprayectiva. Si A es
controlable, entonces existen aplicaciones continuas h : Y → X̃ y ω : Gr[h] → F \ {0} que
cumplen las siguientes propiedades:

1. Para cualesquiera y ∈ Y , x ∈ h(y) y f ∈ A se verifica

H(f)(y) = ω(x, y)f(x)

2. H es continua con respecto a la topoloǵıa de la convergencia puntual.

3. H es continua con respecto a la topoloǵıa compacto abierta.

Demostración. Por hipótesis, A y B cumplen la hipótesis general de la proposiciones (4.4.5)

y (4.4.6) y como A es controlable, se verifica la existencia de las aplicaciones h : Y → X̃
y ω : Gr[h] → F \ {0}. Esta última aplicación resulta ser continua, por el inciso (3) de la
proposición (4.4.6) y la aplicación h resulta ser continua, por el lema (4.4.8). A continuación,
demostraremos los incisos (1), (2) y (3).

1. Esta afirmación se sigue directamente del inciso (1) en la proposición (4.4.6).

2. Del inciso anterior y por la continuidad de ω y f , obtenemos la continuidad de H.

3. Sea (fd)d∈D una red en A que converge uniformemente a 0 en la topoloǵıa compacto
abierta. Si K es un subconjunto compacto de Y , entonces h(K) es un subconjunto

compacto de X̃, puesto que h es continua. Además, por la observación (4.2.8), el
subconjunto π−1A (h(K)) es compacto en X. En efecto, para todo [x] ∈ h(K), existe
fx ∈ A tal que [x] ∈ πA(coz(fx)). Entonces h(K) ⊆

⋃
[x]∈h(K) πA(coz(fx)), pero

h(K) es compacto y será cubierto por una cantidad finita de dichos elementos, aśı,
h(K) ⊆

⋃
1≤i≤n πA(coz(fi)); de donde, π−1A (h(K)) ⊆

⋃
1≤i≤n coz(fi). Como π−1A (h(K))

es cerrado en
⋃

1≤i≤n coz(fi), que es compacto, se verifica la compacidad de π−1A (h(K)).

Ahora bien, puesto que (fd)d∈D converge uniformemente a 0, sobre π−1A (h(K)), se sigue
que (fd)d∈D es eventualmente igual a 0, sobre π−1A (h(K)). Por lo que (H(fd))d∈D es
eventualmente 0, sobre K, lo que completa la prueba.

4.5. Resultado principal

Teniendo en cuenta lo anterior, estamos en condiciones de establecer nuestro resultado
principal. Es decir, el resultado que nos permite representar las isometŕıas de Hamming como
operadores composición con peso.
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Teorema 4.5.1. Sean X y Y espacios localmente compactos, Hausdorff y cero-dimensionales,
A y B subespacios vectoriales de funciones continuas con soporte compacto que tienen su
dominio en X y Y , respectivamente y su codominio en el campo finito F. Si A es controlable,
entonces toda isometŕıa de Hamming H : A → B es un operador composición con peso.

Demostración. Puesto que H es una isometŕıa de Hamming, el corolario (4.4.3) implica que
H es un isomorfismo separador. Aplicando el teorema (4.4.15), tenemos que H(f)(y) =

ω(x, y)f(x), para cualesquiera f ∈ A, y ∈ Y y x ∈ h(y), donde h : Y → X̃ y ω : Gr[h] →
F \ {0} son aplicaciones continuas, lo cual implica que H es un operador composición con
peso.

Como consecuencia, se deduce la siguiente representación, como operadores composición
con peso, de isometŕıas de Hamming definidas entre subespacios vectoriales de FX y FY ,
cuando X y Y son espacios discretos y µX y µY son las respectivas medidas de conteo
definidas sobre ellos.

Corolario 4.5.2. Sean A y B dos espacios vectoriales de funciones, con soporte finito, que
toman valores en un campo F y que están definidas sobre los espacios discretos, X y Y ,
respectivamente. Si A es controlable, entonces toda isometŕıa de Hamming H : A → B es un
operador composición con peso.

Demostración. Aplicando la proposición (4.4.13) y el teorema (4.5.1), se obtiene un homeo-

morfismo (en particular, una biyección) h̃ : Ỹ → X̃ tal que H(f)(y) = ω(x, y)f(x), para

cualesquiera x ∈ h̃([y]), [y] ∈ Ỹ y f ∈ A.

Afirmamos que µ([y]) = µ(h̃([y])), para todo [y] ∈ Ỹ . En efecto, tomemos [x] ∈ X̃ y
consideremos f ∈ A tal que [x] ⊆ coz(f). Para todo z ∈ coz(f) tal que z /∈ [x] existe fz ∈ A
tal que fz(z) = 0 y fz(x) 6= 0. Por consiguiente, [x] = coz(f)∩{coz(fz) : z ∈ coz(f), z /∈ [x]}.
Puesto que coz(f) es finito, tenemos que [x] ∈ σ(D).

Aplicando la controlabilidad de A a f , [x] y [z], obtenemos f ′ ∈ A y D ∈ σ(D) tales que

[x] ⊆ D ⊆ X \ [z], f |[x] = f ′|[x] y f ′|(Z(f)∪(X\D)) ≡ 0.

Aśı, [x] ⊆ coz(f ′) ( coz(f). Nuevamente, como coz(f) es finito, podemos repetir el anterior
argumento un número finito de veces con el fin de obtener una aplicación g ∈ A tal que
[x] = coz(g). La afirmación ahora es verficada si aplicamos el hecho de que H es una isometŕıa
de Hamming y el teorema (4.5.1). Por lo tanto, hemos probado que |[y]| = |h̃([y])|, para

todo [y] ∈ Ỹ . Sea hy cualquier biyección de [y] en h̃([y]), para todo [y] ∈ Ỹ . La aplicación

h : Y → X, definida por h(y′)
def
= hy(y

′), para y′ ∈ [y], [y] ∈ Ỹ , es una biyección de X en
śı mismo. Ahora, el conjunto

w[y]
def
= w(h(y′), y′), y′ ∈ [y], [y] ∈ Ỹ .

Por el teorema (4.5.1), tenemos que H(f)(y′) = w[y′]f(h(y′)), para cualesquiera y′ ∈ X y
f ∈ A, lo que completa la prueba.
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Destacamos que los códigos convolucionales son subespacios invariantes de FX , donde
X = Zk. Las isometŕıas consideradas por Gluesin-Luerssen en [17] son homomorfismos de
módulos con respecto al anillo de polinomios F[z]. En el anterior resultado, nosotros estamos
considerando el caso más general de F-isometŕıas lineales.



Conclusiones

De la investigación realizada a lo largo de este trabajo podemos concluir que:

Dos espacios topológicos Hausdorff, cero-dimensionales y compactos son homeomorfos
si sabemos que existen subgrupos controlables, puntualmente densos, que separen los
puntos de sus respectivos espacios base, y que exista un isomorfismo biseparador y no
nulo entre dichos subgrupos. Más aún, todo isomorfismo biseparador y no nulo entre
dichos subgrupos se puede representar como un operador composición con peso y es
continuo con respecto a las topoloǵıas de la convergencia puntual y compacto abierta.
En pocas palabras, basta la existencia de subgrupos controlables, puntualmente densos,
que separen los puntos de sus respectivos espacios base para concluir que dichos espacios
son homeomorfos.

Toda isometŕıa de Hamming se puede representar como un operador composición con
peso, siempre que el dominio de dicha isometŕıa sea controlable.

Dos espacios topológicos Hausdorff, cero-dimensionales y localmente compactos son
homeomorfos siempre que los espacios de funciones continuas (generados por ellos)
de soporte compacto que toman valores en un grupo discreto tengan subgrupos
controlables, puntualmente densos que separen los puntos de los respectivos espacios
localmente compactos y que, además, exista un isomorfismo biseparador y no nulo
entre dichos subgrupos. Más aún, todo isomorfismo biseparador y no nulo entre dichos
subgrupos se puede representar como un operador composición con peso y es continuo
con respecto a las topoloǵıas de la convergencia puntual y compacto abierta.
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Perspectivas

Nuestro propósito a corto plazo es generalizar los resultados obtenidos en esta memoria.
¿Qué pasa si en lugar de considerar espacios topoógicos (ya sean compactos o localmente

compactos) (X, τX) y (Y, τY ), consideramos simplemente conjuntos no vaćıos X y Y ?
¿Qué pasa si en lugar de considerar subgrupos de C(X,G) y C(Y,G), respectivamente,

o subespacios vectoriales de C00(X,F) y C00(Y,F), respectivamente, sólo consideramos
subconjuntos de GX y GY , respectivamente?.

El problema que pretendemos resolver es el siguiente:
Sean X y Y conjuntos no vaćıos, G un grupo discreto, A y B subconjuntos no vaćıos de

GX y GY , respectivamente, y H : A → B un homomorfismo de grupos.
¿De cuál topoloǵıa debe dotarse a X, Y y G y qué condiciones adicionales deben cumplir,

X, Y , G, A, B y H de manera que H se pueda representar como un operador composición
con peso, es decir, que existan un homeomorfismo h : Y → X y una aplicación continua
ω : Y → G tales que

H(f)(y) = ω(y) · f(h(y)),

para cualesquiera y ∈ Y y f ∈ A?
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Äı̀III. Automatica. Vol. 22

(1986), 561-580, 615-694.

[35] J. Wood, The structure of linear codes of constant weight. Trans. Amer. Math. Soc. Vol.
354, no. 3 (2001), 1007-1026.

[36] J.S. Yang, Transformation groups of automorphisms of C(X,G). Proceedings of the
American Mathematical Society. Vol. 39, no. 3 (1973), 619-624.

[37] J.S. Yang, On isomorphic groups and homeomorphic spaces. Proceedings of the American
Mathematical Society. Vol. 43 (1974), 431-438.


	CCF30082016_0001
	Representación de Isomorﬁsmos entre Espacios de Funciones Continuas

