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Resumen

El objetivo de esta tesis es estudiar la teoria cuantica de un electron confinado a moverse
sobre la superficie de un cono circular recto, como un caso particular de los llamados puntos
cuanticos. Obtenemos las energias y las funciones propias de este modelo resolviendo la
ecuacion de Schrodinger independiente del tiempo, considerando diferentes situaciones
caracterizadas por los potenciales correspondientes a casos especificos, los cuales son:

a) Potencial cuadrado circular infinito y efecto Aharonov-Bohm.
b) Efecto de potencial armonico.
c) Efectos magnéticos.

d) Efectos magnéticos y potencial armonico.
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Capitulo 1

Introduccion

Hasta hace poco mas de treinta afos la mayor parte de los estudios de la fisica de la materia
condensada estaban dedicados a sistemas tridimensionales (3D), algo que ahora ha cambiado
de manera radical gracias al desarrollo de técnicas sofisticadas que nos permiten crear y
estudiar experimentalmente sistemas cuya dimensionalidad efectiva es 2D, 1D e incluso 0D;
en los cuales, los efectos de cuantizacidon por tamafio son mucho més notables que aquellos
presentes en sistemas atomicos y moleculares que se han estudiado desde la aparicion misma
de la mecanica cuantica [1]. Estos sistemas han originado una gran cantidad de trabajos
teoricos y experimentales, tanto a nivel de ciencia basica como aplicada, pues los efectos
cuanticos pueden modificarse y observarse de manera relativamente sencilla pues son muy
pronunciados.

En general, de manera tal vez algo simplista, un atomo es una caja muy pequeia que encierra
electrones a través de la fuerza de Coulomb que ejerce el nucleo sobre ellos, lo que resulta
en niveles cuanticos y, por lo tanto, propiedades eléctricas y magnéticas particulares de los
atomos listados en la Tabla Periodica de los Elementos [2], [3]. Al crear puntos cuanticos en
particular y sistemas mesoscopicos en general, la forma y el tamafo del confinamiento de
electrones en pozos, alambres o puntos cuanticos, se puede escoger casi a voluntad por lo
que se pueden disenar sistemas con propiedades eléctricas y magnéticas de manera muy
especifica hasta llegar a los llamados dtomos diseriados, con propiedades que en mucho
extienden las observadas en los elementos [3].

En este trabajo, estudiamos un modelo particular de puntos cuanticos de un electron que se
mueve sobre la superficie de un cono circular recto en general, bajo los efectos de potenciales
particulares, todos del tipo central, que describimos mas adelante.

En todo esto, el método de estudio es resolver la ecuacion de Schrodinger de manera exacta
para obtener las funciones y las energias propias de manera explicita, las cuales son
analizadas de manera cualitativa en cada caso particular, todos y cada uno de los cuales es
un caso particular de un sistema mesoscopico.

En los sistemas mesoscopicos objeto de este trabajo, los electrones se encuentran confinados
a regiones cuyas dimensiones tipicas, L, son comparables con la longitud de onda de Fermi,
Ag, por lo que su estudio es necesariamente cuantico, y hay coherencia de fase a lo largo de
todo el sistema, es decir L es a lo mas del orden de caminos libres medios, sea el elastico, /e,
o inelastico, /;, o la longitud de coherencia de fase, A4 [1], [4]. Dado todo esto, ¢l estudio
experimental de estos sistemas requiere mediciones a muy bajas temperaturas, 7, tales que la
energia térmica, kgT, sea menor que el espaciado medio entre los niveles energéticos para
poder observar los efectos de cuantizacion por tamaino y de coherencia de fase [4].



A manera de resumen, para observar efectos cuanticos en sistemas mesoscopico necesitamos
que

L <A Longitud de onda de Fermi

L=<, Camine libre medio elastico

L=< ; Camino libre medio ineléstico

Ls A Longitud de coherencia de fase
y que, ademas,

AE < kgT Energia térmica de Boltzmann

De manera breve describimos a continuacion lo que se presenta a lo largo de este trabajo.

En el capitulo 2 se describe el modelo general que se estudia a lo largo de toda la presente
tesis, en el cual estudiamos el comportamiento cudntico de un electron que se mueve sobre
la superficie de un cono circular recto. Para esto, resolvemos la ecuacion de Schrodinger en
la aproximacioén de masa efectiva para el electron, el cual estd ademas sujeto a diferentes
combinaciones de potenciales de confinamiento y de campos magnéticos externos que son
descritos detalladamente en todos los capitulos siguientes. En el capitulo 3, se estudia el caso
del potencial cuadrado circular infinito y efectos Aharonov-Bohm, se obtienen y se grafican
las funciones de onda, las energias y la densidad de probabilidad para este sistema y para uno
de los sistemas estudiados. En el capitulo 4, se analiza el efecto solo de potencial armoénico,
con campos magnéticos nulos. En el capitulo 5, se estudia el caso en que el electron se
encuentra sujeto a efectos magnéticos, sin incluir el efecto de confinamiento tipo oscilador
armonico. En el capitulo 6, se considera el caso del electron sujeto a efectos magnéticos y
que ademds se ha introducido un potencial de confinamiento tipo oscilador armonico.
Posteriormente se dedica un capitulo al estudio de los promedios, varianza, desviacién
estandar y principio de incertidumbre de Heisenberg para el modelo del electron sujeto a
efectos magnéticos y un potencial de confinamiento del tipo oscilador armonico, es decir, el
modelo central de esta tesis. Finalmente, damos las conclusiones del trabajo y sugerencias
para trabajos futuros.



Capitulo 2

Electron en un cono circular recto

El modelo general de nuestro estudio esta centrado en considerar un electron que se mueve
confinado a la superficie de un cono circular. Para esto, resolvemos la ecuacion de
Schrodinger en la aproximacion de masa efectiva, bajo la accion de diferentes potenciales
centrales, asi como efectos magnéticos.

2.1 Aspectos geométricos

Describimos ahora el cono que se usa, el cual es del tipo mostrado en la Figura 2.1; el eje de
simetria del cono se alinea con el eje z, con el vértice en el origen de coordenadas cuya
semiapertura angular es 6, pero para simplificar la notacion, usamos 6, en todo el trabajo.
El vector de posicion del electron, 7, tiene una longitud 7, y ¢ es el angulo azimutal [5]

%
Figura 2.1 Geometria de un cono circular derecho

El vector de posicion esta dado por

7 =1rf (2.1)
donde 7 es el vector radial unitario,
7 =senfcos¢p X +senfsen¢py + cosh 2z, (22
mientras que el vector unitario circunferencial es
¢ =—-senpX+cosp?. (2.3)
Dado que 8 es constante, el elemento diferencial de desplazamiento, d7, es
d7# = dr# + rsen 8 doo, (2.4)



Notemos que, a partir del elemento diferencial de desplazamiento, d7, podemos identificar
los factores de escala dados por

hy=1 y hy =rsent

por lo que la forma general del operador gradiente, esta dada por

b_ald 10
=Thor tPh, 00

asi (25)
bepd s 1 0
~or ¢rsen96¢

Asimismo, la forma general del operador Laplaciano, se escribe como

V7o 1 a(h 0)+6 h, 0
" hohglor\Par) T ap\h, 00

de modo que (2.6)

Vz—l d ( 6)+ 1 02
“ror\"or) T rZseng? d¢?

Observemos que este Laplaciano se reduce al caso bidimensional, cuando el cono se aplasta
para formar el plano xy, lo cual sucede cuando 8 = 90°

VZ

_16( a) 1 92

= rar\"ar) T2 a2 2.7)

2.2 Hamiltoniano

En esta seccion presentamos el Hamiltoniano que se utiliza, en el cual se introducen
diferentes efectos a través de los diferentes potenciales que consideramos; la carga eléctrica
del electrén es —e y su masa efectiva es my,.

Consideramos dos tipos de efectos magnéticos. Uno se debe a la presencia de un campo
magnético externo que es uniforme y paralelo al eje z, B, tal como se muestra en la figura
2.2. El otro se debe al potencial vectorial magnético de un solenoide infinitesimal que esta a
lo largo del eje z y cuyo flujo magnético es Dy.



Dado esto, obtenemos que en la norma de Landau el potencial vectorial magnético que
incluye estos dos efectos es el siguiente:

iy = (—2 B 5 A(NG 2.8
A(r, @) = (27trsen9 + > rsenH)q,’) =A(r)¢ (2.8)
B

A fe>. 4

4

Figura 2.2 Campo magnético externo B y flujo magnético es @g en direccion del eje z.

Esto se incluye en el Hamiltoniano por medio de la llamada substitucion minima [6], es decir:
1 2
Hmag = 2—"10 (p + eA) (29)

donde p es el operador de momento:

5 = —ihV= 'h(Aa+A ! a>
p ==\ gy ¢rsen96¢> (2.10)

A este Hamiltoniano sumamos efectos de potenciales centrales que, por lo tanto, sélo
dependen de la coordenada radial y son entonces de la forma V (7).

Por lo tanto, el Hamiltoniano mas general, H = Hp,,4 + V(7), que se estudia en este trabajo
es:

1 )
H=—(p+ed) +V (2.11)
2m0(p+e ) + V()
PR S (Ae)2 +V (2.12)
- 2m, 2m, P 2my ¢ )



por lo que

A2 19, 0\ R 1 9% _eAd,; . 1 ay 1
pe- o100 0) 222 Ll )y L ey

2my r or  2mgr2sen B2 g2 2my rsenfdg)  2m,
+ V(r)
(2.13)
Recordemos ademas que el momento angular
L=%xp (2.14)
que, en nuestro caso esta dado por
om0 (2.15)
sen 6 ¢
En consecuencia
0
L,= —lh%, (2.16)
Y 2 2
po__ M 0 (2.17)
sen?0 d¢?
Entonces,
A 2 2 2
Pr L e A LZ (Ae) 218
H=—"—+ +2 + +V (2.18)
2mgy  2mgyr? 2myrsend  2m, )
por lo que:
H,1?]=0
[ ] (2.19)
[H L,]=0

Dado esto, la funcién de onda se puede escribir como una eigenfuncion simultanea de H, Ly
L,, razon por la cual podemos ademas utilizar el método de separacion de variables para
escribir a la funcion de onda como

elmd)

V2n

(2.20)

Y(r,¢) = R(r)
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ya que e™®, con ¢ € Z es eigenfuncion tanto de la componente z del momento angular,
como del cuadrado de este mismo operador:

L (ﬂ) —_-hi<eim¢> em? 2.21)
“\Vaz)~ oe\Var) " Vam ‘
e

=h
2
=h2m2<

im¢
) (2.22)

L2 (eim¢>_ hz 62 <eim¢>>
V2r) sen?00¢2\\2r Nt

por lo que la ecuacion radial a resolver es la siguiente:

h? (1d / dR m? 2eih Aim e?A?
——(TE) R + R+ VR =ER

2mgy \rdr r2sen6? 2my rsen 6 2my

(2.23)

Resolvemos esta ecuacion para los casos particulares contenidos en la tabla 1, para cada uno
de los cuales se obtienen las funciones de onda y las energias propias de manera analitica.

Ademas, en los capitulos siguientes, cuando se introduce el concepto de funcion de onda
radial unidimensional, dada por

u(r) = Vrsen R(r) (2.24)
da origen de manera general a la ecuacion de Schrédinger unidimensional
h? d?u(r) (2.25)
- 2_77107 + Vef(T')U(T) = Eu(r)

que permite identificar un potencial efectivo adimensional, V, ¢ (r), para cada uno de los casos
estudiados en esta tesis y contenidos en la tabla 2, en los cuales se observan las contribuciones
a cada uno de ellos del potencial centrifugo, mas potenciales de confinamiento centrales, mas
las contribuciones del flujo y del campo magnético. En [7], se encuentra una aplicacion de
estos potenciales efectivos, en donde se identifica y se discute el caso del potencial centrifugo
para el corral cuantico que es el mismo potencial centrifugo que aparece en todos los casos
estudiados en esta tesis, es decir, el término dependiente de u?.

11



A V(r)
Potencial cuadrado
circular infinito y > o, . 0 r<r
efecto Aharonov- A= m‘l’ Vi) = {oo >
Bohm
Efecfo .de potencial A=0 mowg X
armonico V(r) = >
Efectos magnéticos N ) B ~ Vir)=0

= (—0 + —rsen@) [0) (r)
2nrsenf 2

Efectos magnéticos - o, B - mow?s
en presencia de un A= (2—71 rsend + ET' SenH) (0] V(r) = — 2
potencial arménico

Tabla 1 Potencial vectorial magnético, 4 y potenciales centrales, V(r), para los casos
particulares contenidos en esta tesis.

Ver (r)
Potencial cuadrado p? - 1 /
circular infinito y Ver (T /r ) = —24
efecto Aharonov- 0 (T /r, )
Bohm 0
Efecto de potencial 2_1 /
armoénico Ver(r) = a 5 4 + 72
T
2_1

Efect St _H / 4 2.2

ectos magneticos Vef (r) = r—2 + (BsenH) r
Efectos magnéticos 2 _1 2 2
en presencia de un Ver (1) = ‘u—2/4 +7r211+ M
potencial arménico r 4

Tabla 2 Potenciales efectivos, Vef(r) adimensionales, en términos de la variable r
adimensional, para cada uno de los casos estudiados en este trabajo.
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Capitulo 3
Potencial cuadrado circular infinito y efecto Aharonov-Bohm
En este capitulo estudiamos que sucede cuando se mueve un electréon dentro de una caja

circular conica de radio 7o, tal como se muestra en la figura 3.1, en presencia de un solenoide
infinitamente delgado a lo largo del eje del cono de magnitud &, que es paralelo al eje z.

Figura 3.1 Electron confinado dentro de una caja circular conica de radio ro.

El potencial radial es

0 r<r
V(r ={ 0
) =1eo r>T1
por lo que el Hamiltoniano es
H=——(5+ed) +v() 3.1)
2my

donde 4, el potencial vectorial magnético esta dado por

S o, .
A=—"2—
2nrsené (3.2)
y dado que
p = —ihV (3.3)
p? = —h2V?

el operador Hamiltoniano queda como

13



Y= h? 16( 6)+ 1 02 2eih @, 1 0 (3.4)
= " 2mg|rar\"ar) " rZseno? dp2| 2mgy 2nrsend rsenf d¢ '
e? d,°
%4
+ 2mg 4% (rsend)? V)
Entonces, tenemos que
3.5
HY(r, §) = EY(r, ¢) 35)
con la condicion de frontera
1/)(7”0» (nb) =0
Dado esto, podemos escribir que
eimqb ( )
T, = ——R(r) 3.6
con R(ry) = 0; por lo tanto, la ecuacion radial para R(r) es,
h? (1d ( dR) m? 2eih @, im r
2mgy \r dr "dr) " r2seno? 2m, 2mrsenf rsenf (3.7)

R = ER

( ed, )2
2nrsenf/ 2m,

Hacemos un primer cambio de variable y definimos un parametro relacionado con el flujo
magnético,

T
y= T
3.8
ey (3.8)
YT Th
por lo que
d’R 1dR (m+v)? 2myE (3.9)
dy? ydy y?sen?f h?
y al definir
,  2moE (3.10)
nz 0



lm + v|

sen @

tenemos que

dzR 1dR 2
[kz_ﬂ_] ~0
dy? ydy

por lo que al cambiar nuevamente de variable
x =ky,
llegamos finalmente a la ecuacion de Bessel [8]:

d?R 4 1dR
dx?  xdx

cuya solucion mas general esta dada por:

R=A () + A ] &)

(3.11)

(3.12)

(3.13)

(3.14)

donde Jj,(x) son las funciones de Bessel de primera especie de orden |u|, estas funciones

son finitas en el origen.

Las funciones J_j, (x), funciones Bessel de segunda especie de orden |u|, divergen en el
origen, tal como se muestra en la siguiente figura y, por lo tanto, no son relevantes para el

presente trabajo.

— Jo(x)
— J1(x)

08 -

06 - — Ja(x)

04 |

02 [ />Q< -
—02 [ -
—04 [

— Yp(v)
— Yq(x)

— Ya(x)

Figura 3.2 Gréficas de las funciones de Bessel. Del lado izquierdo, se muestran las funciones
de primera especie para J(x), /1 (x) ¥ Jo(x) , que como se observa, tienen un valor finito en
el origen; mientras que del lado derecho, se muestran las funciones de Bessel de segunda

especie para Yy(x), Y7 (x) y Y,(x), las cuales divergen a —oo en el origen.

15



En resumen, la solucion es
r
R(r) = NJ (kr—) (3.15)
0

por lo que al usar la condicion de frontera se obtiene la ecuacioén de valores propios,

R(r =15) =0 = NJj, (k)

y, por lo tanto, (3.16)

k= Xiun

donde ¥/, es el n-ésimo cero de J},(x). Tenemos entonces que las funciones de onda
propias de nuestro modelo estan dadas por:

e img

r
Vi (r, @) = 7= M (Xlul.n E) (3.17)

donde N es la constante de normalizacion que se calcula de manera inmediata,

1
/2 (3.18)

2
N =
[rozsenﬁjﬁdﬂ()ﬂm_n)

Entonces, finalmente, las funciones y las energias propias del modelo estudiado en este
capitulo estan respectivamente dadas por:

1
eime 2 T
_ r (3.19)
Yy, @) TreendTe [Jﬁuﬂ()flulm) Jiul (le,n r0>

2

h
— 3.20
E(u,n) = 5 Orole“l'nz (3.20)

Noétese que en el caso de 8 = 90° y sin presencia de flujo magnético, es decir, &, = 0, se
recupera el caso de una particula confinada en una caja circular plana de radio ry que ya ha
sido estudiado en la literatura, en particular por N. Aquino y E. Castafio [9], de manera
detallada, donde espectro de energias y las funciones de onda se reducen a

2

E(m,n) = 2Mmgry? )(Iml,n2 (3.21)

16



. 1
ennd) 2 /2 r
= — 3.22
Vimin (7, ®) V2nr, |J|2m|+1()(lml.n) Jimi <X|m|'n r0> 22

Estos niveles de energia estdn doblemente degenerados para m # 0, lo cual se debe a los dos
valores equivalentes de +|m]|.

Notemos ademas que el Hamiltoniano para un electrén que se mueve libremente sobre la

superficie del cono sin presencia del potencial vectorial magnético, es decir, A = 0, esta
dado por

2 2 2
[P S li(ri) _ 1 9 (3.23)
2my 2mo\rdr\ dr/ r?senf?d¢?

de manera que esto conduce a resolver la siguiente ecuacion de Schrodinger

h? (1d / dR m?2
M 1ddRy  om? N (3.24)
2m, <r dr (r dr) r? sen 62 )
y haciendo los cambios de variable correspondientes, se llega a la ecuacion de Bessel
d*R LA M? R =0 (3.25)
dx?  xdx x2 |7

donde M = |m|/sen 6

cuya solucion mas general, en analogia con (3.13), esta dada por

R = AyJj () + Ay pp () (3-26)

es decir

R = Ay)im(x) (3.27)
pues sabemos ya que las J_;5;(x) divergen en el origen y no son relevantes para nuestro caso.
Este caso sirve de referencia para ilustrar el efecto Aharonov-Bohm presente en este capitulo,
en los estados ligados del electron. Observemos que la diferencia entre (3.13) y (3.25) reside

en el término extra que surge del potencial vectorial magnético, el flujo magnético, v, es decir
se muestra la influencia del potencial vectorial magnético sobre los estados de energia y las

17



eigenfunciones del sistema, los cuales dependen de la suma m + v y su combinacion de
valores, cuyo analisis se muestra en las siguientes paginas.

Cabe mencionar también, que D. Kouznetsov, E. Ley-Koo and G. Villa-Torres estudiaron el
efecto Aharonov-Bohm sobre los estados del electron libre en una caja cilindrica anular [10],
en presencia de un campo de induccion magnética axial y uniforme confinado y centrado en
la perforacion. En este modelo se exhibe el efecto Aharonov-Bohm sobre los estados ligados
del electron a través de la dependencia de los eigenvalores de la energia y las funciones con
respecto al flujo magnético encerrado, v, es decir

Ru(p) = AyJu(Krp) + ByYy(Krp), M=m+v (3.28)

cuya solucion general es la combinacion lineal de las funciones de Bessel de primera y de
segunda especie y los eigenvalores de la energia estan dados por

h? <x1€15 N n2ﬂ2> (3.29)

Eye =
Msn ™ 2m, \ a2 12

Notemos que la diferencia entre la solucion a la ecuacion radial de este capitulo, ecuacion
(3.27), con el caso del electron libre en una caja cilindrica anular, es que en nuestro modelo
no aparecen en la solucion las funciones Bessel de segunda especie pues divergen en el origen
y no son relevantes para nuestro caso, y para el electron libre en una caja cilindrica anular se
tiene una region que excluye el origen, a la cual no puede penetrar el electron, por lo tanto,
las funciones de Neumann si forman parte de la solucion a la ecuacion radial. Ademas, se
nota de inmediato, la dependencia en nuestro caso del angulo de apertura, es decir

_Im+v|
" sené

por tanto, los eigenvalores de energia también dependen de u en (3.20) comparado con (3.29),
que solo dependen de M = m + v, cuyos niveles de energia en ambos casos corresponden a
los cuadrados de los ceros y en ambos casos se observa la periodicidad del espectro de
energia, conforme v cambia en una unidad.

Regresando a nuestro problema, observemos que hay degeneracion para diferentes valores
de m y v, pues se puede obtener un mismo valor u y, por lo tanto, tenemos que las
correspondientes energias son iguales entre si.

18



Para entender el comportamiento de estas energias propias, ademas de notar la degeneracion,
es util introducir el concepto de funcidon de onda radial unidimensional, la cual esta dada por

u(y) = ysen@R(y), (3.30)

cuya ecuacion con la variable y = r /1, es:

(3.31)

dZ 2_1
~ ww+r za_f

02 ]u(y) =0

la cual es una ecuacion de Schrédinger unidimensional que nos permite identificar un
potencial centrifugo adimensional dado por

2_1
V) = = /4 (3.32)

cuya forma en general se representa en la figura siguiente para p? < 1/ 4 u? > 1/ 4

“2_1/4>0

») = r/ro

w-1/,<0

Figura 3.3 Grafica del potencial centrifugo adimensional para la ecuacion (3.32), en términos
de la variable r adimensional.

Vemos entonces que la particula ademas de estar confinada entre 0 y 1y , u(0) = u(1) = 0, es
decir, un pozo infinito de potencial estd también bajo el efecto de un potencial centrifugo que
depende del momento angular y del flujo magnético.

Cuando u? < 1/4, el potencial centrifugo es atractivo y tiende a llevar a la particula hacia el

origen; en caso contrario, u* > 1/4, el potencial centrifugo es positivo, diverge en el origen,
por lo que mantiene al electron alejado de este punto y lo expulsa hacia la barrera exterior.
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Conforme u aumenta el electron se ve entonces confinado a regiones mas pequefias pero
cercanas a la frontera del sistema; en consecuencia, tanto las energias propias como el
espaciamiento entre ellas aumenta con p.

Dado que

_Im+v|
~ senf
el potencial centrifugo crece con |m + v| y, de manera muy importante, con 1/(sen 8), lo

que representa un pronunciado efecto de cuantizacion por tamafio cuando el cono tiende a
ser una delgada aguja conica.

Todo esto se presenta en las siguientes graficas.

0=m/2 6=mn/3 0 =mn/4

120

80

40

20

0.2 04 -04 -02 0.0 02 0.4

40

20 20

-04 -02 0.0 0.2 0.4 -04 -0.2 0.0 0.2 04 -04 -02 0.0 0.2 04

Figura 3.4 Energias para n=1y2, |m|=0,1,2,3,4,5,6,7y 6 =n/2,n/3 y n/4,
como funcion del flujo, v, en el intervalo [—0.5, 0.5]. En color negro m =0, enrojom <0y
en azul m > 0; entre mayor es |m| mas grande el valor de la energia.
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Energias : n=1, v=0 Energias : n=1, v=0.1 Energias : n=1, v=0.2
100 100 . 100 Ay
80
n = 1 60
a0
2
olradt .,
00 05 10 5 o o 05 o ram 00 05 10 5o A
Energias : n=2, v=0 Energlas : n=2, v=0.1 Energlas : n=2, v=0.2
10 ~—— 100 .
© 8
n=2
4
2 20 2
6[rad] Blrad - 6[rad]
00 05 10 15 00 05 10 15 00 05 10 15
Energias : n=3, v=0 Energias : n=2, v=0.1 Energias : n=3, v=0.2
400 N
300
200
100
B[rad| 6[rad a
o. 0 1 frel 00 05 10 15 el 00 05 10 15 Ol

Figura 3.5 Energias paran = 1,2 y 3, |m| = 0 (negro), 1(azul), 2(naranja)y 3 (rojo),
como funcién del angulo 8, en el intervalo [0.01, /2], para v = 0,0.1 y 0.2. En color negro
m = 0, curvas s6lidas para m > 0 y punteadas param < 0.

Notemos que en las figuras 3.4 y 3.5, se observa el comportamiento del espectro de energias,
variando el &ngulo de apertura, 8, en un caso y el flujo magnético, v, en otro, respectivamente.
En la figura 3.4 observamos que a medida que se reduce el angulo de apertura, 6, los niveles
de energia se van abriendo, es decir, la diferencia entre los niveles es mayor, mientras que al
aumentar n, la energia aumenta. En la figura 3.5 observamos que igualmente al aumentar n,
los niveles de energia aumentan, y observamos que para v = 0, los niveles de energia estan
degenerados, mientras que para v = 0.1 y 0.2 se rompe la degeneracion y los niveles de
energia se van separando a medida que se aumenta el flujo.
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Ademas, notemos que al aumentar el flujo magnético desaparece la degeneracion en general,
degeneracion que se recupera cuando v = 0.5, como es de esperarse dada la periodicidad de
nuestras expresiones en este parametro, lo cual se ve claramente en las graficas de la siguiente
figura.

Energias : n=1, v=0 Energias : n=1, v=0.1
100

80
60
40

20

00 05 10 15 00 05 10 15 00 05 10 5 e
Energias : n=1, v=0.3 Energias : n=1, v=0.4 Energias : n=1, v=0.5
100 ‘v 100 \
80 80
60 60
40 40
20 20
20 05 10 5 P o 05 10 Tl 05 10 15 o
Energias : n=1, v=0.7
100
80
60
40
20
olradl [+ 59 05 10 T B 05 10 il
Energias : n=1, v=1

100 100
'
80 80
60 6ot
40 40

20 20

6[rad] Blrad]
00 05 10 15 00 05 10 15 00

Figura 3.6 Energias paran = 1, [m| = 0 (negro), 1(azul), 2(naranja)y 3 (rojo), como
funcion del angulo 8, en el intervalo [0.01, /2], para v = 0,0.1,0.2, ...,1.1. En color negro
m = 0, curvas solidas para m > 0 y punteadas para m < 0.
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Estudiemos ahora la densidad de probabilidad por unidad de érea, la cual es el modulo
cuadrado de la funcion de onda:

plul,n(r) = |¢Iu|,n(r' ¢)|2

que, de manera explicita esta dada por:

2

1

nry send ]|2u|+1 (Xlﬂl,n)

plul,n(r) =

Jiul (X|u|.n :—O)

para valores de r < 1y, siendo igual a cero sir > 1y.

(3.33)

A continuacion, se muestran algunas graficas de esta funcion.
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{d)(n,m}={4,0)
T

(f)(n,m)=(6,0)

P

Figura 3.7 Graficas de las funciones |1/)|u|,n(r, ¢))|2 paran =1,2,3,45y6, m=0,v=0

para conos cuya semi-apertura angular es 8 = /2.
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1.0
{hi{n.mj={1.0), v=0.2 {b)in.mj=(2.0]. v=0.2
1.0
6 o
1.0
0.9
0.0
|
05 n
1.0 1.5%
08 1.0
- 05,
[PN-) R
0.4 00y
;0 1.0
Fn2
i )0 .
—=0.0 P
1.4 Q.z .
1.0
(cin,mi={1,0), v=0.5 {ciin.m}={2,0}, v=0.0
1.0
a0
-1.0
1.0
|
0.5
1 0.0
10
o6
04
0.2 [
1.0 0.0 1.0

Figura 3.8 Graficas de las funciones |1/)|”|,n(r, cl>)|2 paran=12, m=0,v=20,02,05y
conos cuya semi-apertura angular es 8 = /2.
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(c}{n.mj=(1.2) (c)(n,m)=(2,2)
1.0

Figura 3.9 Graficas de las funciones |1,b|”|,n(r, (jb)|2 paran=12 m=0,1y2,v=0y
conos cuya semi-apertura angular es 8 = /2.
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Observamos que en la figura 3.7 solo se muestra la estructura nodal para la densidad de
probabilidad por unidad de area, para n = 1,2,3,4,5y 6, y el caso particular en que 6 =
/2, donde a medida que aumenta n, aumenta ¢l nimero de nodos.

En la figura 3.8 notamos la influencia del fluyjo magnético, v, la columna de la izquierda
corresponde an = 1y la columna de la derecha, a n = 2, en donde la estructura nodal en las
densidades de probabilidad es evidente. En ambos casos vemos que a medida que
aumentamos el flujo magnético, la probabilidad de que la particula se encuentre cerca del
origen disminuye, lo cual se puede observar claramente cuando estudiamos el potencial
centrifugo, en donde se observa que cuando este es positivo, se tiene una barrera centrifuga
repulsiva que hace que la particula no pueda penetrar en el origen de coordenadas.

Mientras que en la figura 3.9 observamos qué sucede cuando tomamos diferentes valores del
nimero cuantico magnético, m, en este caso, m = 0,1 y 2, vemos que para el caso de n =
1y 2, a medida que m aumenta, mas grande serd la region de exclusion, es decir, la
probabilidad de encontrar a la particula cerca del origen de coordenadas, es menor.

Estudiemos ahora el comportamiento de la densidad de probabilidad radial dada en términos
de la funcion de onda radial unidimensional es
2r/1y 2

To ]|2;4|+1(X|ul,n)

djun(r) = (3.34)

Jiul <X|u|.n :—0>

funcién de la cual presentamos diferentes casos en las tablas de figuras que se muestran a
continuacion, en las cuales se aprecia el efecto de confinamiento inducido por la barrera
centrifuga de acuerdo con los valores de m, v y 6.
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(@) )y o0): r=1, v=0, B=71/2

(b)d,

#(): nr=1, v=0, 6=11/3

35

30

25

20

(©) dypy or): =1, v=0, B=1r/4

(©) dy ) (1): Mr=1, v=02, B=r/4

@d,

(r):nr=1, v=05, 6=r1/2

Figura 3.10 Densidad de probabilidad radial, d,, (), para n = 1, como funcién de 7 en el
intervalo [0, 1], para [m| = 0 (negro), 1(rojo), 2 (azul)y 3(naranja), v =0,0.2,0.5 y

conos cuya semi-apertura angular es 8 = /2, /3 y m/4 respectivamente.

Notamos que cuando m = 0 y v = 0, el potencial centrifugo es atractivo y tiende a llevar a
la particula hacia el origen de coordenadas mientras qua para m # 0, desplaza a la particula
hacia la barrer exterior y mantiene al electron alejado del origen de coordenadas. También
podemos observar que cuando v = 0.5 existe degeneracion en los estados de densidad de
probabilidad radial, mientras que para v = 0.2 la degeneracion se rompe y a medida que
aumenta el flujo magnético, desplaza a la particula hacia la barrera exterior y es menos
probable que el electron penetre al origen de coordenadas. Los mismos efectos ocurren para

n =2, mostrados en la siguiente tabla.
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(@) dy.n(0): Nr=2, v=0, B=r1/2 (@) dynlr): Nr=2, v=0, 6=r1/3 (@) dy,n(0): N1=2, v=0, B=r1/4

3.5 35 35

3.0 3.0 3.0

25 25 25

2.0 20 20

15 15 15

1.0 1.0 1.0

0.5 05 05
. r R r R r
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 0.4 06 08 1.0 0.0 0.2 04 06 0.8 1.0

(@) dyy (r): nr=2, v=0.2, 6=r1/2 (©) d |y u(r): nr=2, v=0.2, 6=r1/4

(b) )y u(r): nr=2, v=0.5, 6=11/3 (©) d |y u(r): nr=2, v=0.5, 6=r1/4
30 20
25 25 25
20 20 20
15 15 15
10 10 10
05 0 05
R r | oo 02 04 06 08 0"
00 02 04 06 08 w0 | oo 02 04 06 08 10

Figura 3.11 Densidad de probabilidad radial, d, , (r), para n =2, como funcion de r en el
intervalo [0, 1], para [m| = 0 (negro), 1(rojo), 2 (azul)y 3(naranja), curvas solidas para
m > 0 y punteadas para m < 0 para v = 0,0.2,0.5 y conos cuya semi-apertura angular es
0 =n/2,m/3y m/4, respectivamente.

Para n = 2 observamos que para v = 0.2 se rompe la degeneracion, mientras que para v =
0.5 se recupera la degeneracion.
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Capitulo 4

Efecto de potencial armonico

En este capitulo se estudia a un electron que se mueve sobre la superficie de un cono circular
recto de amplitud angular 6, bajo la influencia de un potencial central armoénico, es decir

Hookiano.

El Hamiltoniano del sistema esta entonces dado por la siguiente expresion,

2 2
" o2 M@0 s, 4.1
2m, 2

donde m, es la masa efectiva del electron y w es la frecuencia del oscilador, por lo que

h? (190, 0 1 02 mews
_ L 4.2
H 2m, <r or (r ar) T Zsen6? 6(1)2) T *2)

Notese que si 8 = 1 /2 se obtiene el Hamiltoniano de un oscilador arménico bidimensional
en el plano [11],[12]

2 2 2
T T

cuyas energias propias estan dadas por

E2P = hwy(2n + 1) (4.4)
donden=0,1,2, ...
Entonces

Hy(r,¢) = EY(r, $) (4.5)
y al escribir a la funcion de onda como

gime
Y@, ¢) = Ner R(r) (4.6)

en general, la ecuacion radial es,
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h? 1d< dR) m? R +moa)§ 2p — ER
2mg \r dr "ar)  TZsen6? 2 0T

Para resolver la ecuacion de interés en nuestro caso, hacemos cambios de variable,

r=lp
E = hwye
1d/ dR m? miw? 2moyw
——(p—)— R——220p2p4p = 2 0p2.p
pdp\" dp/ p?senB? h? h
donde, para simplificar podemos escoger que
2,2
WoMyg
—z Pt

es decir, introducimos una longitud
Rz \ /4
l=|——
<w€m5>

|m|

y, ademas, se define

’u:senH

Hacemos un cambio de notacién, p — r, por lo que

d’R 1dR u?
- 4 2 — — — 2 R =
dr2+rdr+l€ 2 rl (r)=0

Sir <1, R - Ry donde

d?R, 1dR, u>
2z T ar 2R =0

cuya solucion fisicamente aceptable, es decir, la que es regular en el origen es

RO == T‘lm.

Dado esto, escribimos ahora que la funcién de onda radial, la podemos escribir de la

siguiente forma,
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(4.8)

(4.9)

(4.10)

(4.11)

(4.12)

(4.13)

(4.14)

(4.15)



R(r) = rHG@). (4.16)

dR _ [d46 (4.17)
dr dr r
2 2; _
AR _ |6 2luld6 el = 1) (4.18)
dr? dr? r dr 2

y, por lo tanto, la ecuacion para G(r)

d’G 2|ul+1dG
+ i —+[26 —7r2]G(r) =0 (4.19)
dr? r dr

Ahora hacemos un nuevo cambio de variable,

(4.20)

z =12

por lo que,

dé
dr \/__
(4.21)

d*G _ 4y d*G +2 da

drz ~ dz? ' “dz
Expresiones que al introducirlas en la ecuaciéon para G y simplificar nos da como resultado
que,

+1 dG €
dzz |M|Z e L G(Z) —0 (4.22)
Siz>» 1,6 = Gy
d*G, 1 4.23
dz? _ZGw(z)zo 42
cuya solucion es
G (z) = e72/2 (4.24)

por lo que, al escribir ahora
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G(2) = e %/2F(2) (4.25)

se sigue que

da 1 4.26)
2 _ 5-z/2 1 ( .
dz ¢ [F 2 F]
y
d*G 1
Z - -z/2 no__ o - (427)
qz? e [F F' + 4F]

Por lo tanto, la ecuacion para F es:

sz dFF & — |,Ll| -1 (4 28)
Z@-F(l'ul-l_l_Z)E-l-TF(Z) =0

que es la ecuacion hipergeométrica confluente [13], [14]; cuya solucidn en este caso es

F&) = 1) (429

que son los polinomios generalizados de Laguerre [13], donde n, debe ser un entero no
negativo,

e—lul—1 (4.30)
n, = —

Por lo tanto, la solucion normalizada a uno es:

(2) 2 n,! 12 lul/2 ,-2/2 Iul()
R(z) = zIM/ce=2/ 2 Fl(7
(send)(n, + |ul)! r (4.31)
_ Iml 5
donde n,=0,1,2..,u= p— yz=r
asi
2n,! Y Nkl/2amr2y ]2 (4.32)
R(r) = (ro)iHice Ly, (r?)

(sen8)(n, + |u)!

Por lo que las funciones propias del sistema estan dadas por
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eim? 2n,! v \ul/2 ,-r2/2 71l (.2 (4.33)
— -r .
lplﬂl:nr(ri ¢) - m (Sene)(nr + |‘Ll|)|:| (T' ) # e LTlr (T' )
y las energias propias
|m|
E =hwy|2n, + send +1),n.=012,.. (4.34)

Observemos que cuando 6 = /2 en (4.33) y (4.34), se reduce al caso del oscilador arménico
bidimensional en coordenadas polares, que también se encuentra resuelto en la literatura [15],
cuyas energias y funciones de onda respectivamente, estan dadas por

E = hwo(2n, + |m|+ 1), n, =0,1,2, ... (4.35)
eime 2n,! Y2 , Y sy il
Vjuin, () = N o |m|)!] (r2)lmi/zg=r*/2[Iml (2) (4.36)

A continuacidn, se muestran las graficas de las energias para (4.34), utilizando unidades
naturales, h = wy = 1, para diferentes valores n,..

Energias : nr=0 Energias : nr=1 Energias : nr=2

5 5 6[rad
00 05 10 15 - 5 [rad] 00 05 10 15

Energias : nr=3 Energias : nr=4 Energias : nr=5
30 30 30

25 25 25

20 20 20

ra
00 05 10 15 00 05 10 15 00 05 10 15

Figura 4.1 Energias para n, = 0,1,2,3,4y5, en funcion del angulo, 8, en el intervalo
[0.01,7/2 ], para |m| = 0 (negro), 1(rojo), 2 (azul),3 (naranja), 4 (café).

Podemos observar como a medida que aumenta n,. y m, la energia aumenta, pues hay una
dependencia directa en (4.34) de estos dos nimeros cuanticos y cuando m = 0, no existe
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dependencia en 8, por lo tanto la energia es constante para todo n,., como se puede observar
en las graficas de la figura 4.1. Notemos ademas, que estos niveles de energia estan
doblemente degenerados para m # 0, esto se debe a los dos valores equivalentes de |m|.

Estudiemos ahora la densidad de probabilidad por unidad de area para este sistema, es decir

Pl (™) = [P0 (T, ¢>)|2

Plun () = [ ] (r2yWle? [Lr2)) (4.37)

m( sen9)(nr + D!

) . . 2 .
A continuacién, se grafican las funciones para |z/)| wln () ¢)| para diferentes valores del
nimero cuéntico principal n, donde n lo escribimos de la forma n=n, + 1, asi n,
contabiliza el nimero de nodos radiales, n,, = 0,1,2,...

(h) (n.mi={Z.0}

ci {n.mj={3.0} (d) in.m)=(4.0

Figura 4.2 Graficas de las funciones |1/)| wln () @) |2 como funciéon de r,paran = 1,2,3 y 4,
m = 0, y conos cuya semi-apertura angular es 8 = /3.
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En la figura 4.2 solo se muestra la estructura nodal paran = 1,2, 3 y 4, y se observa como a
medida que n aumenta, aumenta el nimero de nodos.

. , . . 2
Las siguientes graficas muestran el comportamiento para las funciones |1/)| wln (1) ¢)| para
los dos primeros estadosy m = 0,1y 2.

fav{n.mj=01.0)

(hy (n.mj={1.1}

(cj tn.mj=(1.2) {C) In,mj=(2,2

Figura 4.3 Graficas de las funciones |1/)| uln (T qb)l2 como funciéon de r,paran = 1,2, m =
0,1 y 2,y conos cuya semi-apertura angular es 8 = 7 /3.
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Observamos que cuando m = 0 la particula puede tocar el origen pues la barrera centrifuga
es atractiva, si m # 0, la barrera centrifuga diverge en el origen y hace que el electron se
mantenga alejado de este punto.

La densidad de probabilidad radial en términos de la funcion u(r) = Vrsen 8 R(r), esta dada
por:

2rn,!
iy (r |ayer e (438)
n ) = Gl e [ )|
Notemos que la ecuacion para u(r) es
2_1
- 4.39
—u' + <MT—2/4 + rz)u = —€u (4.39)

lo cual nos permite identificar un potencial efectivo adimensional dado por

2_1
=1 4.40
Ve (1) = 4 472 (4.40)
15
10
5 A
/ 1 2 3 4 5

Figura 4.4 Grafica del potencial efectivo adimensional en funcion de la variable r
adimensional, para la ecuacion (4.40).

Notemos que, a diferencia del caso anterior, el potencial efectivo tiene dos contribuciones,
por una parte, una barrera centrifuga o potencial centrifugo que depende de p?, la cual ya fue
explicada en el capitulo anterior y un potencial de confinamiento armonico, que liga a la
particula hacia el origen.

Veamos que en la figura 4.4 la curva azul corresponde al caso en que u? = 0, entonces el
potencial es atractivo y el electron puede penetrar al origen de coordenadas, la curva verde
corresponde al caso en que u? = 1/4 y por tanto no hay barrera centrifuga y solo queda el
potencial de confinamiento arménico y la curva amarilla corresponde al caso en que u? # 0
y por tanto el potencial es repulsivo e impide que el electron pueda tocar el origen.
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A continuacion, se muestran algunas graficas para esta funcion:

(a) d,y ,(r): nr=0, 6=r7/2 (D) dyy (r): nr=0, O=r1/4 (C) dy (r): Nr=0, 6=r7/6
10 10 10
08 08 08
06 06 06
04 04 04
N N \ ) \
0 1 2 3 4 0 1 2 3 4 0 1 2 3 4
(@) dy ,(r): nr=1, B=11/2 (b) dyy (r): nr=1, B=17/4 (C) dyy (r): nr=1, 6=11/6
08 ' 08 08
06 06 06
04 04 04
02 02 02
. . v
0 1 2 3 4 0 1 2 3 4 0 1 2 3 4
(@) dyy (1): Nr=2, B=11/2 (b) d,, ,(r): Nr=2, 6=r7/4 (@) d,y ,(r): Mr=2, B=11/6
08 08 08
06 06 06
04 04 04
02 02 02
, | ] .
0 1 2 3 4 5 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5

Figura 4.5 Densidad de probabilidad radial, d|,, (1), paran = 1,2'y 3 como funcién de r en
el intervalo [0,5], para |m| = 0 (negro), 1(rojo), 2 (azul)y 3(naranja), y conos cuya
semi-apertura angular es 8 = /2, m/4 y m/6, respectivamente.

Se observa la estructura nodal para las distintas n = 1,2 y 3, recordandon = n, + 1, y n,
contabiliza el nimero de nodos radiales, es decir, n,, = 0,1 y 2, para este caso.
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Capitulo 5

Efectos magnéticos

En este capitulo estudiamos el caso de un electron confinado a moverse sobre la superficie
de un cono circular recto, en presencia de un campo magnético constante y uniforme aplicado
de magnitud B que es paralelo al eje z y un solenoide infinitamente delgado a lo largo del eje
del cono de magnitud @, es decir, paralelo al eje z, sin presencia de spin. Calculamos los

eigenvalores de la energia y las eigenfunciones para este sistema.

El Hamiltoniano para este sistema esta dado por
1 (% _>)2 .
2m, p+e -1

donde 4 es el vector potencial dado por

i ( D, 4 B 6) ~
~ \2nrsend = 2 rsend )¢ (52)
asi, el Hamiltoniano del sistema, al utilizar que p = —ihV, es entonces
h? eh A 0 1
H=— —VZ _ D] —_— - —(eA 2
2m, lZmO rsenf 0¢ + 2m (ed) (-3)
Entonces
HY(r,¢) = EY(r, $) (.4
y al escribir a la funcion de onda como
eimqb
T, =—R(r (5.5)
Y(r, @) NeT (r)
la ecuacion radial es,
1d/ dR m rsenfeB/h  ed,/h 2 2my
(=) = = — 5.6
rdr (r dr) lrsen@ + 2 + 2nrsend K h? ER (56)
Ahora, definimos
ed, h
=% o= (5.7)
V=omn o e
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m+v
= (5.8)
# senf
asi, la ecuacion radial resulta
1d/ dR u eB z 2m (5.9)
;EGE) — [;+ ﬁ(rsene) R=- 2 ER
Haciendo el cambio de variable,
r=1Ir, r"->r
y (5.10)
eB
=—|?
B 2h

donde r' es ahora adimensional; [ es un factor de escala que escogemos mas adelante
9
para simplificar, en algin sentido, la ecuacion radial.

Entonces
Ccilsz-l_%Z_f_ [§+ﬁ(rsen6)]2R = —€R .1
donde
oo Zmol® (5.12)
hZ
Introducimos,
y = Bsend (5.13)

y finalmente la ecuacion radial, queda expresada como

dzR 1dR u 2 (5 14)
W+;%+<E—[;+]/T] )R—O

40



en donde todos los efectos del flujo y apertura del cono estan implicitos en las constantes,
pero podemos observar que se tiene una ecuacion que corresponde al caso de dos
dimensiones, en donde las constantes obtendrian su valor correspondiente cuando 8 = 90 .

Ahora, cuando r — 0,

d?R, lﬂ_“_ZR _o (5.15)
dr2 " rdr 120
cuya solucion aceptable es
R = lulg (5.16)
entonces
1d/ dR G u?
- ) = |l " 2 1) — = (517)
rdr(rdr) r lG +@lul+ 1) r +rZGl
asi
p o, 1 L [# u 2 (5.18)
6" + = 2lul + DG +[r—2+6—(;+)/r) la_o
Ahora hacemos un cambio de variable,
x=r1? (5.19)
por lo que,
ac ) dG
ar V¥4
(5.20)
y

Expresiones que al introducirlas en la ecuacion para G y simplificar nos da como resultado
que,

d%G +1)dG € 2 2
_I_(l#l )_+I u (i+y)lG:0 (5.21)
2x 2

dx? X dx = |4x 4x?

Six > 1,6 - Gy
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e GEXOE

cuya solucion es
Goo(x) = 7V¥/2
por lo que, al escribir ahora
G(x) = e V*/2F (x)

se sigue que

fl_G = e VX¥/2F! _ Ze—)’x/ZF

X

y
d*G % YA\ 2
 _— e ¥x/2zpn _ (L) po-vx/2p L —-yx/2
T = e = 2(5) e 4 (3) e 2F

Por lo tanto, la ecuacion para F es:

d*F dF

€ Y .
x et (ul+ 1=y~ [ ==l +u+ D|F =0

y haciendo el cambio de variable

Yx

I
<

tenemos finalmente que

CF o u+1- [E L+ +1)]F—o
Ygyz t Un Ny~ gy 7l +u =

que es la ecuacion hipergeométrica confluente cuya solucion es

F(iy) =L )

con

€ 1
=—_= +u+1),
n, Iy 2(|M| u+1)
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(5.25)
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(5.27)
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son los polinomios generalizados de Laguerre. Por lo tanto, la solucion ya normalizada es

R(y) = [ 2y n,! 1/2y|ul/ze—y/2L|#|(y) n.=012.. (5.31)
(n, + |uD)! (send) e
y, entonces, las funciones propias del sistema estan dadas por
eime 2yn,! 1/2
— 23lul/2 —(yrz)/zLI#I 2
lplul,nr(n ¢) m (nr + |‘u|)| (Sene) ()’r ) e nr((yr ))'
n-=0,12..
(5.32)
Ahora, para las energias propias del sistema, se tiene que
: ™N_Y
y=yx = )/TZ =y(r )2 =y (7) = l—zrz (5.33)
pero
y = B senf (5.34)
y escogemos que
h2 . (5.35)
2mol? De
donde w, es la frecuencia del ciclotron, es decir que la unidad de longitud [ es
= h (5.36)
MoWe
asi
eB
y = ﬁrzsenﬁ (5.37)
y
1 (5.38)
B=7 |
4
entonces
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€ 1
S 1
Iy 2(Iul+u+ ) +n,

e =2y(lul +u+1)+ 4yn,

e = 2B(Im + V] + (m +v) + sen0) + 4send fn, (539)

1
e=§(|m+v| + (m + v) + senf) + send n,

Por lo tanto
1
E = hw, |send n, + > (lm+v|+ (m+v) + send) (5.40)

que son los niveles de energia, llamados también niveles de Landau [16], [17].

Cabe mencionar que, N. Aquino, E. Castafio and E. Ley-Koo, estudiaron el modelo de un
anti punto cudntico, que consiste en un electrén que puede moverse por todo el espacio,
excepto en una region cilindrica excluida definida por (0 < p < a, ¢,z) en coordenadas
cilindricas [18], en dos situaciones: A) bajo la accion de un campo de induccion magnética
uniforme B = kB en todo el espacio, incluida la region excluida, y B) bajo la accion del
mismo campo de induccidn magnética en la region permitida con un campo de induccion
magnética uniforme diferente B'=kB en la region excluida. La ecuacion radial de
Schrdédinger para el electron que se mueve en la region permitida bajo la accion del potencial
vectorial magnético dado por

- 1 R
A0 <p < ¢,2) =-Bp¢ (5.41)
toma la siguiente forma
h2 11 d d #2m?2 1
B odo\Pdo h —m,w?p?tR(p) = ER (5.42)
{ 2m, [,0 dp (p dp)] + 2m.p? + hom + 2mea) p } (p) (p)

que es la misma ecuacioén que describe los estados normales de Landau cuando el electrén
tiene todo el espacio disponible para su movimiento y las soluciones corresponden a los
estados del oscilador arménico bidimensional

mewp?
Rom(p) = Nnmplmle—mewpz/th (_n’ Im| + 1, ehp ) (5.43)

donde M (a, 8, z) es la funcion hipergeométrica confluente de Kummer de primera especie;
La energia es la suma de la energia del oscilador armoénico mas la energia diamagnética
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E=hw@2n+|m|+m+1), w=eB/2m,c (5.44)

El espectro de energia normal de Landau consta de niveles de energia igualmente espaciados
con una separacion de 2Aw. Cada nivel es infinitamente degenerado debido a la cancelacion
de los términos m dependientes en la ecuacion (5.44) param = —|m|.

Notemos que el espectro de energias dado por (5.44) se recupera de la expresion para la
energia (5.40) cuando 8 = m/2 y el flujo magnético, v = 0, es decir este caso esta contenido
en nuestras expresiones para las funciones de onda y la energia para este modelo.

Ahora, las soluciones a la ecuacion (5.42) para el anti punto cudntico, estan sujetas a las
condiciones de contorno

Yp=a¢,z) =0y Pp(p—>o,¢,z) =0 (5.45)

En general, la funcion de Kummer M(a, 8,z) es regular en el origen, z - 0, y diverge
exponencialmente cuando z — oo, mientras que la segunda funciéon de Kummer U(a, 8, z)
es singular en el origen y se comporta asintéticamente como z~%. Estas condiciones y
propiedades determinan que la funcion de onda radial que describe el anti punto cuantico es

mywp?
Rym(p) = Nypp!™lemewr’ /20y <_U, Im| + 1,eTp ) A0

y los valores propios de la energia para el anti punto cudntico, estdn dados por
E =hwQus+|m|l+m+1) (5.47)

Los niveles de energia de la ecuacion (5.47) no estan igualmente espaciados, pero exhiben
una casi degeneracion infinita debido a la misma cancelacion de sus términos m dependientes
param = —|m| como en la ecuacion (5.44). Los detalles de este modelo se pueden ver en la
referencia, en este caso solo se hace alusion al trabajo para comparar las expresiones de los
niveles de Landau de este capitulo con los obtenidos en dicho trabajo y hacer notar que de la
expresion para la energia (5.40) se recuperan los estados de Landau para el oscilador
armonico bidimensional.

Por otra parte, el caso para una particula en un campo magnético homogéneo en los estados

en los que la particula posee valores determinados del impulso y del momento cinético en la
direccion del campo, se trata en el libro de Teoria cudntica no-relativista [19].
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En este caso se tiene que en coordenadas cilindricas (p, ¢, z), con el eje z dirigido en el
. . . e > 1 >
sentido del campo, el potencial vectorial magnético tiene las componentes Ay = > Bp, A, =

ﬁd) = 0 y la ecuacion de Schrodinger se escribe como

922 923 ¢2

2 2 2 P 2p2
() ¢ T O RO e =y (54
2M |pdp \" dp 2 2Mc 0¢p 8Mc?

Se busca una solucion de la forma

ime (5.49)

e .
=_—R elpZZ/fl
4 V2 )

con lo que para la funcion radial se obtiene la ecuacion

eB eB m? (5.50)
2ch ]R =0

R”+1R’+[1(2ME 2) ( )2 2+
— — —_— e —_— — _m__
p n’ P P p

e introduciendo la variable independiente & = (eB/2ch)p?, se reescribe (5.50) como

1 m2
" 1 _Z _ T \p = (5.51)
§R" +R +< 25th 4€>R 0
donde
_(amE—p)e 1 (5.52)
2heB 2

Para & — oo, la funcion buscada se comporta como e~%/2, y para & — 0, como ¢/™/2. De
acuerdo con esto la solucién es de la forma

R = e=§/2gImI/2y(8) (5.53)

y para w(§) se obtiene la ecuacion de la funcion hipergeométrica confluente

W=F{—(,B—%|m|—%),|m|+1,€} (5.54)

Para que la funcion de onda sea finita en todo el espacio, la cantidad f — (|m| + 1)/2 debe
ser un numero entero no negativo n,. Asi los niveles de energia estan dados por
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eB 1 1 1 pZZ (5.55)
E=jrch (e +giml+3m+3) + 50

Estos estados de energia también se recuperan de (5.40) cuando 8 = /2 yp, =v = 0.

Observemos que en (5.40) hay degeneracion en los estados de energia pues para diferentes
valores de m y v se puede obtener un mismo valor para la energia, por ejemplo, se puede
notar inmediatamente que para cualquier valor negativo de m, m = —1,—2, -3, ... y dado
un valor de v, el valor de la energia siempre serd el mismo, pues los términos
Im +v|y (m + v) se cancelan y la energia solo depende del angulo de apertura, 6, del
numero cuantico n, y del valor del campo magnético. Esta degeneracion se observa en las
graficas siguientes. Notamos también, que al aumentar n,., los estados de energia también
aumentan, como era de esperarse.

Energias : nr=0, v=0 Energias : nr=1, v=0 Energias : nr=2, v=0

— el |

6(rad) 6(rad) 6(rad)
00 05 10 15 00 05 10 15 00 05 10 15

Energias : nr=3, v=0 Energias : nr=4, v=0 Energias : nr=5, v=0

5 5 5
4/ 4 ‘
3 3 3
2 2 2
1 1 1
5 5 0 05

6(rad) 6(rad)
5 15

Figura 5.1 Energias para n, = 0,1,...,5, como funciéon del angulo 6, en el intervalo
[0,7t/2], para |[m| = 0 (rojo), 1 (negro), 2 (azul), 3 (gris),4 (naranja), para v = 0. En
color rojo m = 0, curvas sdlidas para m > 0 y punteadas param < 0.
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Veamos el comportamiento de las energias al aumentar el flujo gradualmente.

Energias : nr=0, v=0

Energias : nr=0, v=0.1

B(rad)

Energias : nr=0, v=0.2

05 10

Energias : nr=0, v=0.3

Energias : nr=0, v=0.4

6(rad)

Energias : nr=0, v=0.5

00 05 10 1 00 05 10 1 00 05 10 15
Energias : nr=0, v=0.6 Energias : nr=0, v=0.7 Energias : nr=0, v=0.8

5 5 5

A—’/’_’___——/_ 4—/,’—’—’—,_ 4/—/_’—/

3/—— 3// 3/”_

?/’——/_ 2/’_'_/_ 2/_/_

1 / 1 / 1 /’_—_/_
""""" (rad PEEL L kbt 6(rad) EETLL Lk 6(rad)

00 05 10 1 00 05 10 15 00 05 10 1

Figura 5.2 Energias para n,, = 0, como funcion del angulo 6, en el intervalo [0, /2], para
Im| = 0 (rojo), 1 (negro), 2 (azul), 3 (gris), 4 (naranja), parav = 0,0.1,0.2, ...,0.9. En
color rojo m = 0, curvas sdlidas para m > 0 y punteadas param < 0.

Observamos que ir aumentando el flujo magnético, los estados de energia param =0y m =
—1linicialmente degenerados para v = 0, se van separando. También se observa que al ir
aumentando el flujo magnético, los estados de energia para las distintas m también aumentan.

A continuacion, se estudia la densidad de probabilidad por unidad de area para este sistema,

es decir

Pluin (™) = [Y1u1m, () ¢)|2

Y ny!

Pluln, () = (

m(ny + u])! (send)

(5.56)

) (yr2)lkle=0rr?) [LI#TI((),,,Z))]Z

expresiones que de manera grafica mostramos en las siguientes paginas.

48




ar (L mi=(1.0 ‘I:vw:.'1 mj=(2,0)

rcn,mi={3.0) difn,mj={4,0}

Figura 5.3 Graficas de las funciones |¢Iu|,n(73 (,‘b)|2 paran=123y4, m=0,v=0,8 =
0.2 y conos cuya semi-apertura angular es 8 = /3.

Nuevamente, con esta grafica solo se pretende mostrar la estructura nodal para este sistema.
Mientras que en las siguientes tres paginas se observan los efectos de variar el flujo
magnético en la figura 5.4 que ya hemos discutido en el capitulo 3. En la figura 5.5 se observa
el efecto de tomar diferentes valores para m, que también ya se discuti6 anteriormente, y por
ultimo en la figura 5.6, observamos el efecto de variar el campo magnético, que se aprecia
mejor cuando analizamos el potencial centrifugo para este caso.
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0 axn.mi=i2.0) v=0
fain,m=i1,0;, v=0 (hety] L i
|
o 04, J
03 0.3% 5
; 0.2}
" 0.1
o 0.0
0.0 -
|8
(b){n,m)=(1,0), v=0.25 ibiin,mi={2,0), v=0.25
5 B
{c)n.mi=(1.0). v=0.% (€)in.m)=(2.0), ¥v=05
a.1n
0.5
0.90 -
5
.00
5
)

Figura 5.4 Graficas de las funciones |1/J|u|'n(7‘, ¢))|2 paran =12, m=0,v =0,0.25,0.5,
B = 0.2y conos cuya semi-apertura angular es 6 = /3.
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@)nmy=(1,0 la}:mm:;lﬂ‘t
| |
04, 0.4,
03t 0.3}
0.z 0.
0.1 0.1
0.0 0.
| |
{in.mi=(1.1) ()i mi=(2.1)
-
0.10
003
1,00
-5
(cyn,m)=(1.2} (cin.mi=(2,2)
\ |
0.10 R
6.10 10
0,051 5 5
|
1]
10

Figura 5.5 Gréficas de las funciones |1,b|#|,n(r, qb)|2 paran=12 m=01y2,v=0,0=
0.2 y conos cuya semi-apertura angular es 8 = 17/3.
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(ajin.mi=(2.0}

£=0.1

(byn.mj=(1.0;. #=0.25

(biin,mi=(2,0). &

Figura 5.6 Graficas de las funciones |l/)|u|'n(7‘, ¢))|2 paran=12 m=0,v=0, f =

0.1,0.25,0.5 y conos cuya semi-apertura angular es 6 = 1t/3.
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Por otra parte, la densidad de probabilidad radial en términos de la funcion u(r) =
Vrsen 6 R(r), esta dada por:

2ryn,!

m+—w) (yr2)lule=(rr?) [L'r’fr'((yrz))]z (5.57)

A (r) = (

Notemos que la ecuacion para u(r) es

v, [T 2 13 (5.58)
—u'" + {[; + B(rsen@)] - ﬁ}u = —€cu
lo cual nos permite identificar un potencial efectivo adimensional dado por
2_1
Ver(r) = M—rz /4 + (Bsend)>?r? (5.59)

20

/ 1 2 3 4 5
-5

Figura 5.7 Grafica del potencial efectivo adimensional, en términos de la variable r
adimensional, dada por la ecuacion (5.59).

Veamos que, para este caso, el potencial efectivo, al igual que en el caso anterior, tiene dos
contribuciones, por una parte, una barrera centrifuga que depende de u?, cuya fisica ya fue
tratada anteriormente y un potencial de confinamiento tipo armoénico debido al campo
magnético externo que liga la particula hacia el origen.

Notemos que en la figura 5.7 la curva azul corresponde nuevamente al caso en que u? = 0,
entonces el potencial es atractivo y el electron puede penetrar al origen de coordenadas, la
curva verde corresponde al caso en que u? = 1/4 y por tanto no hay barrera centrifuga y
solo queda el potencial de confinamiento tipo armoénico debido al campo magnético externo
y la curva amarilla corresponde al caso en que u? # 0, por tanto, la barrera centrifuga diverge
en el origen y hace que el electrén se mantenga alejado de este punto.
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A continuacién, se muestran algunas graficas para las funciones de la densidad de
probabilidad radial.

(@) dy ) 4(r): nr=0, v=0, 6=r1/2, B=0.4 (b) dyy 4(r): nr=0, v=0, 6=71/3, B=0.4 (C) dyp) () Nr=0, v=0, B=11/4, B=0.4
05 05 05
04 04 04
03 03 03
02 02 02
01 01 01
r - r
0 1 2 3 4 5 6 0 1 2 3 4 5 6 0 1 2 3 4 5 6
(b) d sy u(r): nr=0, v=025, 6=11/3, p=0.4 (©) )y u(r): nr=0, v=0.25, 6=r1/4, p=0.4
05 05
R ~
04 . A\
Ay \ VM
03 ! NN\ v\ VDM
ey W\ VL
02 1/ ’ VAV
Yy RN
01 1/, " RN
AN
4 /7 J N S
0 1 2 3 4 5 5 '
(a) d\ ) (r): nr=1, v=0, B=77/2, p=0.4 (b) dypyy a(r): Mr=1, v=0, B=11/3, =04 (0) dyy) u(r): =1, v=0, B=r1/4, B=0.4
05 05 0
04 04 04
03 03 03
02 02 02
o 01 01
v - v e r
0 1 2 3 4 5 6 7 1 2 3 4 5 6 7 0 1 2 3 4 5 6 7

Figura 5.8 Densidad de probabilidad radial, d),,(r), para n = 1,2, como funcién de r en el
intervalo [0, 7], para |m| = 0 (naranja), 1(azul), 2 (rojo)y 3(negro), curvas punteadas
para m > 0 y soélidas para m < 0 para v = 0,0.25, f = 0.4 y conos cuya semi-apertura
angular es 0 = w/2,m/3, /4, respectivamente.
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(@) 1 4(r): =0, v=0, 6=71/3, B=0.1 (b) d 1 4(r): Nr=0, v=0, 6=11/3, B=0.25 (©) ) (1): =0, v=0, 6=71/3, B=05

05 05
04 04

03 03

0 1 2 3 4 5 6 0 1 2 3 4 5 6 0 1 2 3 4 5

o

(@) d) ) u(r): nr=0, v=0, 8=r1/3, p=0.1 (b) dy sy u(r): nr=0, v=0, 6=17/3, p=0.25 (©) d|yy u(r): nr=0, v=0, B=r1/3, =05

Figura 5.9 Densidad de probabilidad radial, d), (), para n = 1,2, como funcioén de r en el
intervalo [0,7], para |m|= 0 (naranja),1(azul),2 (rojo)y 3(negro), v=20, =
0.1,0.25,0.5 y conos cuya semi-apertura angular es 8 = /3.

En la figura 5.8, notamos que cuando v = 0, las funciones d |, » (r) estan degeneradas, pero
para un valor de v = 0.25 se rompe la degeneracion. En este caso, el campo magnético
externo liga a la particula hacia el origen, es decir, hace el papel de confinamiento de efecto
armoénico, discutido anteriormente; también vemos que a medida que m aumenta, la barrera
centrifuga diverge en el origen y hace que el electron se mantenga alejado de este punto. En
la figura 5.9, vemos el efecto de variar el campo magnético, en donde se observa que a medida
que aumenta, la probabilidad de encontrar a la a la particula cerca del origen, es mayor, es
decir, estd mas ligada al origen, cuando B es mayor. Este mismo efecto se puede observar en
las graficas de la figura 5.6, donde se nota que a medida que aumentamos el campo
magnético, la particula se liga mas hacia el origen.
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Capitulo 6

Efectos magnéticos y potencial armonico

En este capitulo se estudia a un electrén que se mueve sobre la superficie de un cono circular
recto de amplitud angular 8, bajo la influencia de un campo magnético constante y uniforme
aplicado de magnitud B que es paralelo al eje z, asi como de un solenoide infinitesimal
colocado a lo largo del eje z, cuyo flujo magnético es igual a @, y que ademas se introduce
un potencial de confinamiento tipo oscilador armoénico, es decir

1now5r2 (6.1)

1 . 2
H=2—rno(p+€A) +

donde m,, es la masa efectiva del electron y w, es la frecuencia del oscilador, y A es el vector
potencial dado por

j—( D, +B H)A
~\2rrseng T 27" ¢ (6.2)

Por lo tanto, al utilizar que

B = —ihV
(6.3)

p? = —h2V?

asi como las relaciones (2.5) y (2.6), resulta

= h? 16( a)+ 1 02 Zeih( D, +B 0) 1 0
~ 2mg|ror "or) " r2sen 02 0p2| 2my \2mrsend 25 ) rsend d¢
e? ®d, B 2 mowd
— 0 Y..2
2m, (2nrsen0 + 2 rsen9> + 2 r
(6.4)
Por lo que
Podemos nuevamente escribir que
eimd)
r ) = R(r (6.6)
Y(r, ¢) Nors (r)
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llegamos a que la ecuacion radial es

h? 1d< dR) m? R Zeih( D, +B 9) im R
2mgy \r dr "dr) " r2seng? 2m, \2mrsen6 2 5 ) rsend

= ( Do 5 9)2R+m°w‘2’ 2R = ER
2mgy \2ntrsenf 2 rsen 2 TR=
(6.7)
Para simplificar esta ecuacion, se define
ed,
=— (6.8)
v Pt
y
sen 6
por lo tanto tenemos que
1d/ dR 2 mylw? e?B2sen?0 eBo(m+v) 2m
——(r—)—u— 0 0,2(1 42 ~ —||R = ol ) _ °E|R
rdr\ dr r? h? 4my?w§ h h?
(6.10)
donde se introduce la frecuencia del ciclotron
o, = 220 (6.11)
mo
y definimos
wC
= 6.12
B o, (6.12)
de donde resulta que
1d/ dR o ometws p?*sen?d mo(m + v) 2m,
m(’"a)‘[r—z T\t )[R e BYR
(6.13)
Cambio de variable,

escogemos que
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d 2sen?6 2
pdp l_ ( >ple=[ﬁ(m+v)_h_amE]R

sen<6
L

de modo que

) [

donde

2
e=—FE—-B(m+v)

hawg

por lo que

E =Ey(e+p(m+v))

donde

Regresamos a la ecuacion de interés,

pdp [_ <

y

1d( dR) lu2+ 4<1+
—— |y |=ta
ydyydy y?

por lo que resulta conveniente hacer

sen29> 2]
22" 7)p%|R = —eR

Para simplificar hacemos un nuevo cambio de variable,

2 2
—) yzl R = —a”eR

(6.15)

(6.16)

(6.17)

(6.18)

(6.19)

(6.20)

(6.21)

(6.22)

(6.23)

(6.24)



Zsen?6
" (1 LB > _ 1 (6.25)
y, por lo tanto

25en2g\” /* .
. (1 N ﬁT) (6.26)

que al introducir una nueva energia adimensional,

£ = a’e (6.27)

nos permite escribir a la ecuacion radial como,

1d/ dR 2
__(y_)_ [#_2+yz_€lR ~ 0o (6.28)
ydy\"dy/ |y

Ahora, veamos los casos extremos de distancias radiales pequenas y grandes.

Siy « 1, caso en el cual llamamos a la soluciéon R, tenemos que

d*R, 1dR 2
0, 2%% _E pGy=0 (6.29)
dy? ydy y?

cuya solucién es R, = y!#!; dado esto, escribimos ahora que R = y!*|G(y) por lo que

d?G \ 2|ul +1dG
dy? y dy

Para resolver esta ecuacion es conveniente cambiar de variable con z = y?2, por lo que

dZ_

— =2y =2 (6.31)
o~ vz
de donde
dG dzdG daG (6.32)
dy dydz dz
y
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entonces, tenemos que

+1 e 1
|ul o ———]G=O

GII
+ 4z 4

Cuando z > 1,G — G, se tiene la siguiente ecuacion

d?*G,, 1G () =0
dzz 4 =T

cuya solucion fisicamente aceptable es
Go,(2) = e72/2
Entonces, podemos escribir
G(z) = e ?%F(2)
se sigue que

dG 1
— = #2|F — —F]
dz ¢ [ 2

dZG_ _Z/Z[F” F’+1F]
dz? - 4

Por lo tanto, la ecuacion para F'es:

1
zF" + (u| +1-2)F + Z(E —2(ljul+D)F=0

que es la ecuacion hipergeométrica confluente, cuya solucion estd dada por

F(2) = L (2)
donde el entero n, es igual a

1
ne = (e =20l +1),
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(6.33)

(6.34)

(6.35)

(6.36)

(6.37)

(6.38)

(6.39)

(6.40)

(6.41)

(6.42)



son los polinomios generalizados de Laguerre. Por lo tanto

_ 6.43
R(z) = NzIH/2¢ Z/ZLl,le(z) (6.43)
y, al normalizar tenemos que
2a% n,! 12
R(z) = az(senﬁ)(nr+ IMD'l Zlﬂl/ze_Z/ZLl#r' (@, n,=012.. (644
- !

donde, para facilitar la lectura recordemos que nuestra unidad de longitud a esta dada por,

. h (6.45)
R
y el factor de escala o es igual a
o= <1 + sten29>‘1/ * (6.46)
4

Por lo que las funciones propias del sistema estan dadas por

eime 2a?n,! 12
= [ul/2 —z/zLIul
n.=012.. (6.47)

Para las energias propias del sistema tenemos que

f?*sen?d
4

-1/2
2
e=4n,+ 2yl +2 =a% = <1+ > [hw E—ﬁ(m+v)] (6.48)
0

por lo que, las energias propias de este modelo general estan dadas por

hw hw 1 /w.\? 12 2lm+v
E=—S(m+v)+— 1+—(—C> sen?0 4nr+¥+2 (6.49)
2 2 4 \w, senf

Abhora, analicemos diferentes casos que se reducen a situaciones ya estudiadas en este trabajo
o en la literatura.

Si w. =0y v =0 en (6.49), lo cual sucede en ausencia de campos magnéticos externos,
recuperamos las energias correspondientes al caso armonico dadas por (4.32):
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[m| 6.50
E= . 4 — 41 (6.50)
ha)0< nr+sen9+

En las siguientes graficas se muestran los estados de energia doblemente degenerados para
m # 0 de (6.50):

Energias para n=0, 8=71/2, v=0, =0 Energias para n=0, 6=r1/3, v=0, =0

E(h) E(h)
30 30
25 25
20 20

15 15

10 10

5 5

B[rad] B[rad]
00 05 10 15 00 02 04 06 08 10
Energias para n=0, 6=r1/4, v=0, =0 Energias para n=0, 6=r1/5, v=0, =0

E(h) E(h)

30 30

25 25

20 20

15 15

10 10

5 5

Olrad] O[rad]

00 02 04 06 08 00 0.1 02 03 04 05 06

Figura 6.1 Energias para n =1, |m| = 0 (rojo), 1(negro), 2(azul), 3(gris), 4(naranja),
que muestran el espectro de energias para el caso del oscilador armdnico en ausencia de
campos magnéticos externos, y conos cuya semi-apertura angular es 8 = n/2, t/3 y /4,
7 /5 respectivamente.

De igual manera, si wy = 0 en (6.49), es decir, cuando apagamos el confinamiento armoénico
nos quedamos con los niveles de AB-Landau, cuyas energias estan entonces dadas por

1
E = hw, [senH n, + > (Im+v|+ (m+v) + send) (6.51)

que son justamente las energias obtenidas en (5.40) en el capitulo 5.
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Notemos que cuando 8 = /2 en (6.47) y (6.49), el espectro de energias y las funciones de
onda para este sistema estan dadas por

hw hw 1 /wA2\?
E= zc(m+v)+7°<1+1(w—c)) 4n, + 2lm +v| +2) (6.52)
0
eim¢ 212 nr! 1/2 |m+v|
lplul,nr(Z; P) = NiT laz(n T VDIl Z|m+v|/Ze—Z/2LnT (2), n,=0,1,2..
r .
(6.53)
donde

o\ —1/4

2= <1 ; i_) (6.54)

Ahora, veamos el comportamiento de los estados de energia dados por (6.49), es decir, en
presencia de campos magnéticos externos y confinamiento armonico. Notemos que cuando
v toma valores de [—0.5,0.5], se puede observar la degeneracion en los estados de energia.
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Energias : n=0, 6=11/2, v=-0.5, B=0

Energias

:n=0, 6=11/2, v=-04, =0

Energias : n=0, 6=11/2, v=-0.3, f=0

25
20
15
10
5
B[rad B[rad
00 05 10 15 =l 00 05 10 15 blrad] 00 05 10 15 =l
Energias : n=0, 6=11/2, v=-0.2, =0 Energias : n=0, 6=71/2, v=-0.1, =0 Energias : n=0, 6=r1/2, v=0, =0
30
25
20
15
10
5
B[rad] 6[rad]
00 05 10 15 00 05 10 15
Energias : n=0, 6=11/2, v=0.1, =0 Energias : n=0, 6=11/2, v=0.2, =0 Energias : n=0, 6=11/2, v=0.3, =0
Bfrad Bfrad
00 05 10 15 frac 15 frac
Energias : n=0, 6=11/2, v=04, =0
30
25
20
15
10
5
O[rad]

00 05 10 15

6lrad]

Figura 6.2 Energias para nr =0, como funcion del angulo 6, en el intervalo de

[0,7t/2] para |m| = 0 (rojo), 1(negro), 2(azul), 3(gris), 4(naranja),

B = 0. Curvas punteadas para m > 0 y so6lidas param < 0.

v = [-0.5,0.5],

Se observa que nuevamente parav = —0.5 y 0.5, hay degeneracion en los estados de energia,
mientras que se rompe esta degeneracion para v # —0.5y 0.5.
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Veamos ahora el efecto de variar el campo magnético.

Energias : n=0, 6=11/2, v=0, =0 Energias : n=0, 6=11/2, v=0, =0.1
30

Energias : n=0, 6=11/2, v=0, f=0.2

6lrad]
00 05 10 15 00 05

6lrad]
10 15 00 05 10 15

6lrad]

Energias : n=0, 6=r1/2, v=0, f=0.3 Energias : n=0, 6=r1/2, v=0, f=0.4

6lrad]

6lrad] 6lrad]
05 10 15 00 05 10 5

flrad]

Blrad] B[rad]
05 10 15 00 05 10 15

6lrad]
00 05 10 15 00

6[rad] O[rad]
05 10 15 00 05 10 5

Figura 6.3 Energias para nr =0, como funcion del angulo 6, en el intervalo de
[0,t/2] para |m| = 0(rojo), 1(negro), 2(azul),3(gris),4(naranja), f = [0,1.1], v =
0. Curvas punteadas para m > 0 y solidas param < 0.

Notamos en este caso que, al ir aumentando el campo magnético, se rompe la degeneracion
y los niveles de energia se van separando, y la energia aumenta a medida que aumenta m.
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En la siguiente grafica observamos las energias, (6.49), en funcion del flujo magnético.
Observamos que para el caso de n = 1, al aumentar f, la energia disminuye, para cada
nimero cudntico magnético, m, y al aumentar n, la energia aumenta, como era de esperarse.

Energias para n=0, 6=11/2, =0 Energias para n=0, 6=11/4, f=0
E(h) E(h)
8 - 3
- _ - -
\’\
-
\
6
-
-
- -
n=1 _ -
ﬁ - 0 - -
-
-
- -2
<
%,\,\
v v v
15 10 05 00 05 10 15 -15 -10 -05 00 05 10 15 15 10 05 00 0. 10 15
Energias para n=0, 6=71/3, B=0.5 Energias para n=0, 6=11/4, f=0.5
E(h) E(h)
n=1
v v
-15 -10 -05 00 05 10 15 -15 -10 -05 00 05 10 15
Energias para n=1, 6=r1/2, f=0.5 Energias para n=1, 6=11/3, f=0.5 Energias para n=1, 6=71/4, B=0.5
E(h) E(h) E(h)
- . ~g - \
- - -
- -
< 6
- -
<
= -
n=2 . P
- P
B= - P
< =
0.5 o7
2
v v
15 10 05 00 05 10 15

Figura 6.4 Energias paran = 1,2, § = 0,0.5, como funcion de v en el intervalo [—0.5, 0.5],
para |m|=0,1,2,3,4,5,6y 7 (como se muetra en la leyenda siguiente), y conos
cuya semi-apertura angular es 6 = /2, m/3 y m/4, respectivamente.

— =T = -

e M=-6 = -

— mM==5 = -

R R ——

—_—m=-3 = =

—_ =2 = -

3 3 3 3 3 3 8
n
N o o b N

—_— m=-1 = =

— m=0
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Estudiemos ahora la densidad de probabilidad por unidad de érea, la cual es el mddulo
cuadrado de la funcion de onda:

2 6.55
Pl (™) = [P (@) (653
que, de manera explicita esta dada por:
2a?% n,! X ) 2
— \ul ,—(ar) [l 2 (6.56)
P 1) <a2(sen9)(nr ¥ Iul)!> CaryHteten” L]

A continuacidon, se muestran algunas graficas de esta funcidon. En la figura 6.2 solo se
pretende mostrar la estructura nodal para diferentes nimeros cuanticos n. En la figura 6.3 se
muestra el efecto de tomar diferentes valores de m, que ya se discutido en los capitulos
anteriores, y en la figura 6.4, se observa el efecto de variar el flujo magnético, cuya discusion
también ya ha sido tratada.

{a) (n,my={1.0 {B)Y(n,my=(2,0)

{di(n.mi=(4.0)

Figura 6.5 Graficas de las funciones |¢|u|,n(r, qb)|2 paran=123y4, m=0,v=0,8 =
0.2 y conos cuya semi-apertura angular es 8 = /3.
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(@) (n.m)={1.0y

(@) (n,my={2,0}

(BN, mi={2.1)

1.0
05!
-4
{byn.mi=(1,1}
[
08
06t
04
0.0%
oot
(ci(n,mj=(1.2}
0.0
4

cin.m)=(2,2)

Figura 6.6 Graficas de las funciones |1/)| uln () @) |2 como funcion de r,paran = 1,2,v = 0,

B =02, m=0,1y2,yconos cuya semi-apertura angular es 6 = /3.
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fapn,mi={1.0). v=0 al (mn.m)=(2,3j, v=0
|
|
|
|
/
4
1.0
0.5
4
4 4
4 4
(by(r.my=(1.0), ¥=0.25 {ciin.mj={2.0), v=0.2
1.0 ’
0
0%
4
1.0
.0
4
4 7 4

Figura 6.7 Graficas de las funciones |1/)|H|,n(r, (jb)|2 paran =1,2, m=0,v =0,0.25,0.5,
B = 0.2 y conos cuya semi-apertura angular es 8 = /3.
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Por otra parte, la densidad de probabilidad radial en términos de la funcion u(r) =
Vrsen 8 R(r), para este modelo esta dada por:

2ra’n,! ) 2
— 2ul ,—(ar)? [ ylul 2 (6.57)
A7) (az = W) (ar)?Wle=@* |11 (ar)®) |
Notemos que la ecuacion para u(r) en este caso, esta dada por
2_1 2 2
- sen“6
S 1 E, -
r 4
en donde vemos que el potencial efectivo adimensional para este sistema esta dado por
2 _ 1 2 2
wr="/y B”sen6 (6.59)
Ver() =—75—+ r2 <1 t—

20

5

/ 1 2 3 4 5
-5

Figura 6.8 Grafica del potencial efectivo adimensional, en términos de la variable r
adimensional, dada por la ecuacion (6.59).

Podemos ver que el potencial efectivo para este modelo estd compuesto por la barrera
centrifuga, el potencial de confinamiento armoénico y el potencial de confinamiento
cuadratico dado por el campo magnético externo, los cudles ligaran a la particula hacia el
origen de coordenadas, alin mas que para el caso estudiado en el capitulo 5, en donde solo se
tiene el potencial de confinamiento cuadratico dado por el campo magnético externo.

Notemos que si apagamos el campo magnético y el confinamiento armoénico nos quedamos
solo con la barrera centrifuga, que corresponde al potencial centrifugo estudiado en el
capitulo 3. Si apagamos el flujo y el campo magnético, resulta el potencial efectivo dado por
la barrera centrifuga y el potencial de confinamiento armoénico estudiado en el capitulo 4. Si
solo apagamos el confinamiento armodnico nos resulta el potencial compuesto por la barrera
centrifuga y el potencial de confinamiento cuadratico con el que contribuye el campo
magnético externo estudiado en el capitulo 5.

A continuacion, se muestran un conjunto de resultados para diferentes situaciones.
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0=m/2 0=mn/3 0=m/4

Probabiidad  radial : nr=0, 6=1/2, v=0, f=0 Probabilidad ~radial : nr=0, 8=71/3, v=0, =0 Probabilidad ~radial : nr=0, 8=7t/4, v=0, =0
10 10 10
8 08 08
06 06 0.
n=1 s
v=20 o o o

v v
0 1 2 3 4 0 1 2 3 4 0 1 2 3 4

Probabiidad  radial : nr=0, 6=71/2, v=02, f=0.4 Probabiidad - radial : nr=0, §=1/3, v=02, p=04 Probabilidad ~ radial : nr=0, 6=11/4, v=0.2, B=04

10

n=1 06
v=202
B 0 4 04
02
. .
0
Probabiidad ~radial : nr=1, 6=71/2, v=0, B=0 Probabiidad ~radial : nr=1, 6=71/3, v=0, B=0 Probabiidad radial : nr=1, 6=71/4, v=0, =0
08 08 08
06 06 06
n=2
v=20 04 04 04
02 02 02
0 1 2 3 4 0 1 2 3 4 0 1 2 3 2
Probabilidad radial : nr=1, 8=m1/2, v=0.2, f=0.4 Probabilidad radial : nr=1, 8=m1/3, v=0.2, f=04 Probabilidad radial : nr=1, 6=r1/4, v=0.2, f=0.4
08 08 08

Figura 6.9 Densidad de probabilidad radial, d),,(r), para n = 1,2, como funcioén de r en el
intervalo [0, 5], para |[m| = 0 (naranja), 1(azul), 2 (rojo) y 3(negro), curvas punteadas
para m > 0 y solidas para m < 0, para v = 0,0.2, 8 = 0,0.4 y conos cuya semi-apertura
angular es 8 = /2,m/3, /4, respectivamente.

Podemos observar que cuando v = 0, las funciones d,,|,(r) estdn degeneradas, pero para
un valor de v = 0.2 se rompe la degeneracion. En este caso, el campo magnético externo
liga a la particula hacia el origen y refuerza el confinamiento de efecto armonico, es decir, la
probabilidad de encontrar a la particula cerca del origen, es mayor cuando [ aumenta.
También vemos que a medida que m aumenta, la barrera centrifuga diverge en el origen y
hace que el electron no pueda penetrar al origen de coordenadas.
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Capitulo 7

7.1 Promedios, varianza y desviacion estandar

En este capitulo se calcula la varianza y la desviacion estdndar para el modelo general, es
decir, el modelo estudiado en el capitulo anterior.

Empecemos por definir la varianza o dispersion de un operador [20], A, como
(8A)% = (A —(4)") (7.1)

Se acostumbra, también definir la desviacion estandar AA, que no es mas que la raiz cuadrada

de la varianza, es decir
R 2
AA = /((A —(4))") (7.2)

Recordando que los paréntesis () representan un valor promedio mecanico-cuantico,
podemos reescribir (7.1), suponiendo que la condicidén de normalizacion de W se satisface,
como

(0A)? = ((A% — 24(A) + (4)?))
(A4)? = J Wy (42 — 24(A) + (A)?)wav
TE

Separando esta expresion en tres integrales (en todo el espacio) y recordando que (A4) es un
nimero que puede salir de las mismas, obtenemos

(AA)? = | W A2WdV —2(4) | P*AWAV + (A)* | w*wdv
TE TE TE

Identificamos el primer término como el valor esperado del operador A?; a la integral del
segundo término como (A), y la integral del tercer sumando, por la condicion de
normalizacidn, serd igual a la unidad, o sea, que

(BAY? = (A%) — 2(A4)(A4) + (AY?
(BA)? = (42) — (4)? (7-3)

De acuerdo con esto, podemos expresar a la desviacion estandar de (7.2) de la siguiente forma
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AA = J(A2) — (A)2 (7.4)

Ahora, a partir del desarrollo mostrado anteriormente, sabemos que el valor esperado de la
posicioén x de una particula que se encuentra en el estado W (normalizado) se define como

(x) = foo‘P*(x) xW(x)dx, (7.5)

y el significado fisico del valor esperado (x) o el valor promedio de x, es el de la posicion
mas probable en todo el espacio, en el que se encuentra la particula.

Asi, de (7.3), la varianza o2 en la posicion de la particula esta definida como
0% = ((Ax)?) = (x?) — (x)? (7.6)

mientras que la incertidumbre, Ax = o en la posicion de la particula, de (7.4), esta dada por
la desviacion estandar

0 = /{x?) — (x)? (7.7)

Promedio de potencias de la distancia radial

Dado que la funcion radial esta dada por

R( )_ 2a? nr! 1/2 |pl/2 —z/2L|H|( ) —012 (78)
2= a?(senf)(n, + |ul)! zme n,\Z), M =0,1,2..
entonces
2a%n,! 2
R@)] = . ~zglul 1 (7.9)
[R()] a?(senf)(n, + |u|)!e z [ nr(Z)]
Ahora, dado que r
a (7.10)
r= E\/E
Tenemos que
P
a7 =((2) 27/ (7.11)
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Donde p es un entero en este caso y no debe confundirse con la p asociada a la cantidad de

movimiento usada en la seccion (7.2), es decir,

=) e

a?(sen6)(n, + |u))!

Para p = 1 tenemos que

Parap = 2:

o 2
f rdr senf e ZzIwl+p/2 [L'#rl (z)] (7.12)

(rP) = ()p(n+—|,u|)'f dze- Zlul+p/2[L|ﬂ|(Z)] (7.13)

and ([ _ 2 7.14)
(r) = || [ ez [ ()] az (
[d(nr + |#|)!]Oj
M_[ w 'Tml)fU szt Ll | az (71

Los resultados finales, més simplificados para estas expresiones para diferentes valores de
n,, se muestran en la siguiente tabla, donde en general I"(x), corresponde a la funcién gamma

[21] dada por I'(x) = [, t*"le *dx.

0

n, (r)/a (r?)/a?
0 (N L
1 Wfll 3[§+|#|] e [ ?wl 1]
1 13 1 T[4 + |u
T PR AR P+ ) 2+ 1]
2 2 Lrp? 145 + 16 L 5
ma E+|MI]( + 16|ul) mz [3+ |ull(5 + |uD
(9 +2[uD
3 T ] e T+ ]+ )
a3+ uD'768 27 a2+ [uD'6 # H
(2061 + 4|u|(667 + 8ul(33 + 4IuD))

De modo que podemos representar graficamente la varianza y la desviacion estdndar para

distintos valores de n, como se muestra a continuacion.



6 =m/2 6 =m/3 0=mn/4
Varianza (0%): nr=0, 6=m1/2, B=0 Varianza (0?): nr=0, §=rt/3, B=0 Varianza (0°): nr=0, 6=r1/4, B=0
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" T e e ==
I \ _-—— \‘__ - 0240 o=
= - -
"w’ == -\ﬁ‘“ﬁ- ==~ - arm=C
— - -
n=1 _-- e T _ -
B 0 _ - 0230 . 020
= -
0225 0225 0225
0220 0220 0220
04 02 02 04 ! -04 -02 02 04 ! -04 -02 02 04 !
Varianza (0%): nr=1, 6=r1/2, =0 Varianza (?): nr=1, 6=r1/3, B=0 Varianza (0%): nr=1, §=r1/4, p=0
072
—=—=——t===== - —————t——====-- = e —") === - -
e S S S A o= ——==- ="
e e B e B
e m e T—— | === \ e - - \_
- \—‘- - 068 —C= w o -=m
n=2 -=--" == .-
- - 76 - 066
— - - -
B=0 _- - -
- 064 0s .
062 062 062
-04 -02 02 04 ! “04 -02 02 04 ! -04 02 02 04 !
2
Varianza (0%): nr=2, 6=rt/2, B=0 Varianza (0°): nr=2, 6=r/3, p=0 Varianza (0%): nr=2, 6=1/4, B=0
—————— ﬁ-——’k—_—: B - —— = — =
et et el PR ey B Wy
_____ -_--—'\— e —-—-- ""\—_ e
\ ______ "X e - - —X - -
- ﬂﬂ)\ - - - 110\ P \
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n=3 ‘\ - \ - _ -
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=0 - - _ -
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-
100 100 100
v
-04 -02 02 04 ! -04 02 02 04 -04 02 02 04 !

Figura 7.1 Varianza, o,.2, paran = 1,2 y 3 como funcion de v en el intervalo [—0.5, 0.5], para
Im| = 0 (rojo), 1(negro), 2 (azul),3 (gris) y 4 (naranja), curvas soélidas param < 0y
punteadas para m >0 para f =0y conos cuya semi-apertura angular es 6 =
n/2,m/3,1m /4, respectivamente.
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02”/2 9=T[/3 9:7‘[/4
Variarza (0°): nr=0, 6=r1/2, p=0 Varianza (0): nr=0, 8=71/3, f=0 Varianza (0°): nr=0, 6=r1/4, B=0
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Figura 7.2 Varianza, 0,2, para n = 1 como funcién de v, en el intervalo [—0.5,0.5], para
Im| = 0 (rojo), 1(negro), 2 (azul), 3 (gris) y 4 (naranja), curvas solidas param < 0y
punteadas para m > 0 para f = 0,0.5y 1,y conos cuya semi-apertura angular es 6 =
n/2,m/3,1m/4, respectivamente.
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Figura 7.3 Dispersion, g,., para n = 1,2 y 3 como funcion de v, en el intervalo [—0.5,0.5],
para |m| = 0 (rojo), 1(negro), 2 (azul), 3 (gris) y 4 (naranja), curvas solidas param <
0 y punteadas para m >0 para f =0y conos cuya semi-apertura angular es 6 =

n/2,m/3,1m/4, respectivamente.
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Figura 7.4 Dispersion, g,, para n = 1 como funcién de v, en el intervalo [—0.5,0.5], para
Im| = 0 (rojo), 1(negro), 2 (azul),3 (gris) y 4 (naranja), curvas soélidas param < 0y
punteadas para m > 0 para f = 0,0.5y 1,y conos cuya semi-apertura angular es 6 =
n/2,m/3,1m/4, respectivamente.

La desviacion estandar nos da una idea de qué tanto los valores individuales se alejan del
valor promedio, en este caso, la desviacion estandar en la posicion de la particula. No
sabemos si, durante las diversas mediciones, esta variable fisica se ha mantenido cercana a
su valor promedio o ha oscilado mucho alrededor de ¢€l; esta informacion la encontramos en
o,. Si g, resulta un valor pequefio, podemos afirmar que, al realizar multiples mediciones de
la posicion mas probable de la particula en todo el espacio, estas se desvian poco del valor
promedio de ellas, como podemos notar en las graficas mostradas anteriormente para la
dispersion, en donde se puede observar que toma valores entre 0 y 0.5 en la figura 7.4 para
n=1y|m|=0,1,2,3y4.
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7.2 El principio de incertidumbre de Heisenberg

Una vez familiarizados con las desviaciones estandar de la mecéanica cuédntica, podemos
aplicar el principio de incertidumbre de Heisenberg [22], [23] a nuestro sistema de estudio.
Heisenberg demostrd que, para dos variables fisicas conjugadas, como lo son, por ejemplo,
la coordenada x y la cantidad de movimiento en x, p,, del movimiento de una particula en
una dimension, cumple la siguiente desigualdad para el producto de las desviaciones estandar
de las observables mencionadas

AxAp, = g (7.16)

No existe un sistema cudntico para el cual la posicién y la cantidad de movimiento sean
variables bien definidas simultdneamente. Si preparamos un buen nimero de muestras de un
sistema para efectuar mediciones experimentales de posicion y cantidad de movimiento,
nunca lograremos en todas ellas detectar valores constantes de x y de p,, una o las dos
variables arrojaran datos dispersos que satisfardn la desigualdad de Heisenberg (7.16).

En la seccion anterior ya hemos calculado la desviacion estandar para la coordenada r, Ar,
por lo que solo resta obtener

Apr = (pr?) — (pr)? (7.17)

Dado que (p,-) = 0 [24], por tratarse de estados ligados (no se transporta el electron por el
espacio), nos limitamos a obtener (p,2).

Para hacer el calculo de (p,2) partimos del Hamiltoniano dado por

H =

h% [1 0 d 1 0?2 2eih o, B 1 d
( ) + ( + Ersene)

" 2mg|ror "or) T r2sen6? % 2m, \2nrsend rsenf d¢
e? ®d, B 2 mowd
+<= 9) +——72
2m (2nrsen0 eren 2 r
(7.18)
de modo que
by p? emh®, 1 emhB e?dyt 1 +eszsen29 2+62<DOB
- 2m,  2mmgsen?0r? = 2m, 8m?mgsen?6r? 8m, r 4mm,
2
Mmowy
2
(7.19)

Pero sabemos que el promedio del Hamiltoniano es la energia, es decir
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(H) = Enr,m' (7.20)
entonces

emhd®, 1> e?d,? &
2mrmysen?6 r?’  8m?mysen?f r? 8m,
emhB eZCDOBl

2m, 4mtm,

1 e?B?sen®0 Mow?3
(P:%) = |Enym ) () =)

(7.21)
y haciendo las simplificaciones correspondientes, se llega a
hw hw 1 1/2 2lm +v|
2\ c 0 Z P2cpn2
(pr°) = > (m+v)+ > (1+4,8 sen 0) <4nr+ sond +2>
mvh? 1 vZh? 1 2wo?mgsen?o mow§
_—__—(_)_ﬁ 0 70 (r2)y — —22(2)
mysen?0 'r2°  2mgsen?0 'r? 8 2
mhfw, Vvhfw,
R E— 2m,
(7.22)

Por lo que

Apr =+ <pr2> (7.23)

A continuacion, se muestran algunas graficas para Ap,
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Figura 7.5 Dispersion, Ap,, para n = 1,2 y 3 como funcion de v, en el intervalo [—0.5,0.5],
para |m| = 0 (rojo), 1(negro), 2 (azul), 3 (gris) y 4 (naranja), curvas solidas param <
0 y punteadas para m >0 para f =0y conos cuya semi-apertura angular es 6 =
n/2,m/3,1m/4, respectivamente.
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Figura 7.6 Dispersion, Ap,., para n = 1 como funcion de v, en el intervalo [—0.5, 0.5], para
|m| = 0 (rojo), 1(negro), 2 (azul),3 (gris) y 4 (naranja), curvas solidas param < 0y
punteadas para m > 0 para f =0,0.5y 1,y conos cuya semi-apertura angular es 6 =
n/2,m/3,1m/4, respectivamente.
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Figura 7.7 Ap,. , paran =1,2 y 3, como funcioén de 6, en el intervalo de [0, 7 /2], para |m|

0 (rojo), 1(negro), 2 (azul),3 (gris) y 4 (naranja), curvas solidas para m <0

punteadas param > 0, para f = 0,v = 0.1,0.5 y 0.9.
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Figura 7.8 Ap,, paran = 1,2 y 3, como funcion de 6, en el intervalo de [0, /2], para |m| =
0 (rojo), 1(negro), 2 (azul), 3 (gris) y 4 (naranja), curvas solidas para m <0 y
punteadas param > 0, parav =03y [ =0,2y 4.

Observamos que Ap, en todos los casos toma valores mayores que las graficas de Ar, pues,
en este caso, Ap,- arroja valores dispersos, que satisfacen la desigualdad de Heisenberg, como
se muestra en las siguientes graficas, ArAp,., en donde en todos los casos es mayor a la
unidad (en este caso, al hacer el calculo analitico se factorizo h/2, por lo tanto al graficar,
uno deberia esperar valores mayores a la unidad) para las distintas m y n, asi como para los
diferentes valores del campo magnético, 3, y el flujo magnético, v, y podemos concluir que
el principio de incertidumbre se cumple, como se observa a continuacion.
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Gréficas para ArAp,..
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Figura 7.9 ArAp, ,para n = 1,2 y 3, como funcion de 6, en el intervalo de [0, /2], para
|m| = 0 (rojo), 1(negro), 2 (azul),3 (gris) y 4 (naranja) , curvas soélidas param < 0y
punteadas param > 0, para f = 0,v = 0.1,0.5y 0.9.
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Figura 7.10 ArAp,, para n = 1,2 y 3, como funcioén de 0, en el intervalo de [0, /2], para
Im| = 0 (rojo), 1(negro), 2 (azul),3 (gris) y 4 (naranja) , curvas solidas param < 0y
punteadas param > 0, parav =03y [ = 0,2y 4.
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Figura 7.11 ArAp,, para n = 1 como funcion de v, en el intervalo [—0.5,0.5], para |m|
0 (rojo), 1(negro), 2 (azul),3 (gris) y 4 (naranja), curvas soélidas para m <0
punteadas para m > 0 para f = 0,1.5y 3,y conos cuya semi-apertura angular es 6
n/2,m/3,1m /4, respectivamente.
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Conclusiones y perspectivas

En este trabajo hemos estudiado la dinamica cuantica de electrones confinados a moverse
sobre la superficie de un cono circular recto, bajo la influencia de diferentes interacciones
fisicas que incluyen el confinamiento a una regién finita del espacio, efectos de potenciales
centrales armoénicos y efectos magnéticos a través del céalculo exacto tanto de las funciones
como de las energias propias de los diferentes sistemas que fueron estudiados resolviendo la
ecuacion de Schrodinger independiente del tiempo.

Al estudiar el comportamiento radial, estudiamos ademas la funcion radial unidimensional
que deber ser igual a cero en el origen. Ademas, surge el efecto de un potencial centrifugo
que, sin duda, permite estudiar con mayor claridad cualitativa los efectos de cuantizacion por
confinamiento pues introduce una barrera centrifuga debido a efectos de momento angular y
de flujo de campo magnético.

En cada uno de los capitulos hemos estudiado las energias y las funciones de onda como
funcién de los diferentes parametros introducidos en los modelos particulares y presentando
los resultados de manera grafica y analitica para entender su significado fisico.

Notamos ademas que cuando 6 = /2, es decir, sobre el plano, se reduce a los casos ya
estudiados que se encuentran en la literatura. También se comparan nuestros resultados con
otros casos ya resueltos para los niveles de Landau y el efecto y el efecto Aharonov-Bohm.

Como trabajo a futuro, ya que en todos los casos se obtuvieron de forma analitica las
funciones y energias propias para cada sistema, podemos obtener propiedades eléctricas y
magnéticas del sistema de interés, como corrientes persistentes, magnetizacion y
polarizabilidad [25].

Esto se logra al analizar las propiedades cuanticas mas basicas, dentro del marco general de
sistemas cudnticos confinados son ciertamente de gran utilidad a nivel de tecnologia de punta
y, sin duda para estudiar temas basicos de entropia cuéntica de Shannon, efectos Aharonov-
Bohm en problemas de dispersion y sistemas hidrogenoides sobre los cuales ya estamos
trabajando [26].

Cabe enfatizar como comentario final que los puntos cuanticos son atomos artificiales que
pueden disenarse para tener propiedades eléctricas y magnéticas que no se encuentran en los
elementos de la tabla periddica y que, por lo tanto, amplian nuestras perspectivas de estudio
en muy diferentes niveles y aspectos.
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