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Resumen 
 
El objetivo de esta tesis es estudiar la teoría cuántica de un electrón confinado a moverse 
sobre la superficie de un cono circular recto, como un caso particular de los llamados puntos 
cuánticos. Obtenemos las energías y las funciones propias de este modelo resolviendo la 
ecuación de Schrödinger independiente del tiempo, considerando diferentes situaciones 
caracterizadas por los potenciales correspondientes a casos específicos, los cuales son: 
 
a) Potencial cuadrado circular infinito y efecto Aharonov-Bohm. 
b) Efecto de potencial armónico. 
c) Efectos magnéticos. 
d) Efectos magnéticos y potencial armónico.  
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Capítulo 1 
 
Introducción 
 
Hasta hace poco más de treinta años la mayor parte de los estudios de la física de la materia 
condensada estaban dedicados a sistemas tridimensionales (3D), algo que ahora ha cambiado 
de manera radical gracias al desarrollo de técnicas sofisticadas que nos permiten crear y 
estudiar experimentalmente sistemas cuya dimensionalidad efectiva es 2D, 1D e incluso 0D; 
en los cuales, los efectos de cuantización por tamaño son mucho más notables que aquellos 
presentes en sistemas atómicos y moleculares que se han estudiado desde la aparición misma 
de la mecánica cuántica [1]. Estos sistemas han originado una gran cantidad de trabajos 
teóricos y experimentales, tanto a nivel de ciencia básica como aplicada, pues los efectos 
cuánticos pueden modificarse y observarse de manera relativamente sencilla pues son muy 
pronunciados. 
 
En general, de manera tal vez algo simplista, un átomo es una caja muy pequeña que encierra 
electrones a través de la fuerza de Coulomb que ejerce el núcleo sobre ellos, lo que resulta 
en niveles cuánticos y, por lo tanto, propiedades eléctricas y magnéticas particulares de los 
átomos listados en la Tabla Periódica de los Elementos [2], [3]. Al crear puntos cuánticos en 
particular y sistemas mesoscópicos en general, la forma y el tamaño del confinamiento de 
electrones en pozos, alambres o puntos cuánticos, se puede escoger casi a voluntad por lo 
que se pueden diseñar sistemas con propiedades eléctricas y magnéticas de manera muy 
específica hasta llegar a los llamados átomos diseñados, con propiedades que en mucho 
extienden las observadas en los elementos [3]. 
 
En este trabajo, estudiamos un modelo particular de puntos cuánticos de un electrón que se 
mueve sobre la superficie de un cono circular recto en general, bajo los efectos de potenciales 
particulares, todos del tipo central, que describimos más adelante. 
 
En todo esto, el método de estudio es resolver la ecuación de Schrödinger de manera exacta 
para obtener las funciones y las energías propias de manera explícita, las cuales son 
analizadas de manera cualitativa en cada caso particular, todos y cada uno de los cuales es 
un caso particular de un sistema mesoscópico. 
 
En los sistemas mesoscópicos objeto de este trabajo, los electrones se encuentran confinados 
a regiones cuyas dimensiones típicas, L, son comparables con la longitud de onda de Fermi, 
 ி, por lo que su estudio es necesariamente cuántico, y hay coherencia de fase a lo largo deߣ
todo el sistema, es decir L es a lo más del orden de caminos libres medios, sea el elástico, le, 
o inelástico, li, o la longitud de coherencia de fase, ߣథ [1], [4]. Dado todo esto, el estudio 
experimental de estos sistemas requiere mediciones a muy bajas temperaturas, T, tales que la 
energía térmica, ݇ܶ, sea menor que el espaciado medio entre los niveles energéticos para 
poder observar los efectos de cuantización por tamaño y de coherencia de fase [4]. 
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A manera de resumen, para observar efectos cuánticos en sistemas mesoscópico necesitamos 
que 
 

ܮ د  ி�  Longitud de onda de Fermiߣ
ܮ د � ݈�  Camine libre medio elástico 
ܮ د � ݈�   Camino libre medio inelástico 
ܮ د  థ�   Longitud de coherencia de faseߣ�

 
y que, además, 
 

ȟܧ د ݇ܶ   Energía térmica de Boltzmann 
 
 
De manera breve describimos a continuación lo que se presenta a lo largo de este trabajo. 
 
En el capítulo 2 se describe el modelo general que se estudia a lo largo de toda la presente 
tesis, en el cual estudiamos el comportamiento cuántico de un electrón que se mueve sobre 
la superficie de un cono circular recto. Para esto, resolvemos la ecuación de Schrödinger en 
la aproximación de masa efectiva para el electrón, el cual está además sujeto a diferentes 
combinaciones de potenciales de confinamiento y de campos magnéticos externos que son 
descritos detalladamente en todos los capítulos siguientes. En el capítulo 3, se estudia el caso 
del potencial cuadrado circular infinito y efectos Aharonov-Bohm, se obtienen y se grafican 
las funciones de onda, las energías y la densidad de probabilidad para este sistema y para uno 
de los sistemas estudiados. En el capítulo 4, se analiza el efecto solo de potencial armónico, 
con campos magnéticos nulos. En el capítulo 5, se estudia el caso en que el electrón se 
encuentra sujeto a efectos magnéticos, sin incluir el efecto de confinamiento tipo oscilador 
armónico. En el capítulo 6, se considera el caso del electrón sujeto a efectos magnéticos y 
que además se ha introducido un potencial de confinamiento tipo oscilador armónico. 
Posteriormente se dedica un capítulo al estudio de los promedios, varianza, desviación 
estándar y principio de incertidumbre de Heisenberg para el modelo del electrón sujeto a 
efectos magnéticos y un potencial de confinamiento del tipo oscilador armónico, es decir, el 
modelo central de esta tesis. Finalmente, damos las conclusiones del trabajo y sugerencias 
para trabajos futuros.  
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Capítulo 2 
 
Electrón en un cono circular recto 
 
El modelo general de nuestro estudio está centrado en considerar un electrón que se mueve 
confinado a la superficie de un cono circular. Para esto, resolvemos la ecuación de 
Schrödinger en la aproximación de masa efectiva, bajo la acción de diferentes potenciales 
centrales, así como efectos magnéticos.  
 
 
2.1 Aspectos geométricos 
 
Describimos ahora el cono que se usa, el cual es del tipo mostrado en la Figura 2.1; el eje de 
simetría del cono se alinea con el eje z, con el vértice en el origen de coordenadas cuya 
semiapertura angular es ߠ, pero para simplificar la notación, usamos ߠ, en todo el trabajo. 
El vector de posición del electrón, ݎԦ, tiene una longitud r, y I es el ángulo azimutal [5] 
 

 
 

Figura 2.1 Geometría de un cono circular derecho 
 
El vector de posición está dado por  
 

Ԧݎ ൌ Ƹݎݎ  
 
donde ݎƸ  es el vector radial unitario, 
 

Ƹݎ ൌ ��� ߠ ���߶ ොݔ  ��� ߠ ���߶ ොݕ  ��� ߠ  ,Ƹݖ
 
mientras que el vector unitario circunferencial es  
 

߶ ൌ െ���߶ ොݔ  ���߶  . ොݕ
 
Dado que ߠ es constante, el elemento diferencial de desplazamiento, ݀ݎԦ, es 
 

Ԧݎ݀ ൌ Ƹݎݎ݀  ݎ ��� ߠ ݀߶߶, 
 

(2.4) 

(2.3) 

(2.2) 

(2.1) 
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Notemos que, a partir del elemento diferencial de desplazamiento, ݀ݎԦ,  podemos identificar 
los factores de escala dados por 
 

݄ ൌ ͳ݄����ݕ����థ ൌ ݎ ݊݁ݏ  ߠ
 
por lo que la forma general del operador gradiente, está dada por 
 

ൌ Ƹݎ
ͳ
݄

߲
ݎ߲

 ߶
ͳ
݄థ

߲
߲߶

 

 
así 
 

ൌ Ƹݎ
߲
ݎ߲

 ߶
ͳ

ݎ ��� ߠ
߲
߲߶

 

        
Asimismo, la forma general del operador Laplaciano, se escribe como 
 

ଶൌ
ͳ

݄݄థ
ቈ
߲
ݎ߲

൬݄థ
߲
ݎ߲
൰ 

߲
߲߶

ቆ
݄
݄థ

߲
߲߶

ቇ 

 
de modo que 
 

ଶൌ
ͳ
ݎ
߲
ݎ߲

൬ݎ
߲
ݎ߲
൰ 

ͳ
ଶݎ ��� ଶߠ

߲ଶ

߲߶ଶ 

 
Observemos que este Laplaciano se reduce al caso bidimensional, cuando el cono se aplasta 
para formar el plano xy, lo cual sucede cuando  ߠ ൌ ͻͲι  
 

ଶൌ
ͳ
ݎ
߲
ݎ߲

൬ݎ
߲
ݎ߲
൰ 

ͳ
ଶݎ

߲ଶ

߲߶ଶ 

 
 
2.2 Hamiltoniano 
 
En esta sección presentamos el Hamiltoniano que se utiliza, en el cual se introducen 
diferentes efectos a través de los diferentes potenciales que consideramos; la carga eléctrica 
del electrón es െ݁ y su masa efectiva es ݉. 
 
Consideramos dos tipos de efectos magnéticos. Uno se debe a la presencia de un campo 
magnético externo que es uniforme y paralelo al eje ܤ ,ݖሬԦ, tal como se muestra en la figura 
2.2. El otro se debe al potencial vectorial magnético de un solenoide infinitesimal que está a 
lo largo del eje ݖ y cuyo flujo magnético es )0. 

(2.5) 

(2.6) 

(2.7) 



9 

 

Dado esto, obtenemos que en la norma de Landau el potencial vectorial magnético que 
incluye estos dos efectos es el siguiente: 
 

ǡݎԦሺܣ ߶ሻ ൌ ൬
Ȱ

ߠ����ݎ�ߨʹ

ܤ
ʹ
൰߶ߠ����ݎ ൌ  ሻ߶ݎሺܣ

 

  ሬԦܤ                                  
 

                                                 Ԧܣ
 
 
 
 

Figura 2.2 Campo magnético externo ܤሬԦ y flujo magnético es )0 en dirección del eje ݖ. 
 
Esto se incluye en el Hamiltoniano por medio de la llamada substitución mínima [6], es decir: 
 

ܪ ൌ
ͳ

ʹ݉
൫Ԧ  Ԧ൯ܣ݁

ଶ
 

 
donde Ԧ es el operador de momento: 
 
 

Ԧ ൌ െ݅ൌ െ݅ ൬ݎƸ
߲
ݎ߲

 ߶
ͳ

ݎ ��� ߠ
߲
߲߶

൰ 

 
 
A este Hamiltoniano sumamos efectos de potenciales centrales que, por lo tanto, sólo 
dependen de la coordenada radial y son entonces de la forma ܸሺݎሻ. 
 
Por lo tanto, el Hamiltoniano más general, ܪ ൌ ܪ  ܸሺݎሻǡ�que se estudia en este trabajo 
es: 
 

ܪ ൌ
ͳ

ʹ݉
൫Ԧ  Ԧ൯ܣ݁

ଶ
 ܸሺݎሻ 

 
 

ܪ ൌ
ଶ

ʹ݉
 ʹ

݁
ʹ݉

Ԧܣ ή Ԧ 
ͳ

ʹ݉
ሺ݁ܣሻଶ  ܸሺݎሻ 

 

(2.8) 

(2.9) 

(2.11) 

r

ĭ

V(r)

(2.10) 

(2.12) 
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por lo que 
 

ܪ ൌ െ
ଶ

ʹ݉

ͳ
ݎ
߲
ݎ߲

൬ݎ
߲
ݎ߲
൰ െ

ଶ

ʹ݉

ͳ
ଶݎ ��� ଶߠ

߲ଶ

߲߶ଶ  ʹ
Ԧܣ݁
ʹ݉

൬െ݅
ͳ

ݎ ��� ߠ
߲
߲߶

൰ 
ͳ

ʹ݉
ሺ݁ܣሻଶ

 �ܸሺݎሻ 
 
 
Recordemos además que el momento angular 
 

ሬԦܮ ൌ Ԧݎ �ൈ  Ԧ�
 
que, en nuestro caso está dado por  
 

ሬԦܮ ൌ ݅
ߠ

ߠ�݊݁ݏ
߲
߲߶

�Ǥ 

 
En consecuencia 

௭ܮ ൌ െ݅
߲
߲߶

�ǡ 

 
y 

ଶܮ ൌ െ
ଶ

ߠଶ݊݁ݏ
߲ଶ

߲߶ଶ 

 
Entonces, 
 

ܪ ൌ
Ƹ

ଶ

ʹ݉


ଶܮ

ʹ݉ݎଶ
 ʹ

݁
ʹ݉

௭ܮ�ܣ
ݎ ��� ߠ


ሺ݁ܣሻଶ

ʹ݉
 ܸሺݎሻ� 

 
 
por lo que: 

ሾܪǡ ଶሿܮ ൌ Ͳ 
 

ሾܪǡ ௭ሿܮ ൌ Ͳ 
 
Dado esto, la función de onda se puede escribir como una eigenfunción simultanea de ܮ ,ܪଶy 
 ௭, razón por la cual podemos además utilizar el método de separación de variables paraܮ
escribir a la función de onda como 
 

߰ሺݎǡ ߶ሻ ൌ ܴሺݎሻ
݁థ

ξʹߨ
 

(2.13) 

(2.14) 

(2.15) 

(2.16) 

(2.17) 

(2.18) 

(2.19) 

(2.20) 
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ya que ݁థ, con ߶ א Ժ es eigenfunción tanto de la componente ݖ del momento angular, 
como del cuadrado de este mismo operador: 
 
 

௭ܮ ቆ
݁థ

ξʹߨ
ቇ ൌ െ݅

߲
߲߶

ቆ
݁థ

ξʹߨ
ቇ ൌ ݉

݁థ

ξʹߨ
 

 
 

ଶܮ ቆ
݁థ

ξʹߨ
ቇ ൌ െ

ଶ

ߠଶ݊݁ݏ
߲ଶ

߲߶ଶ ቆ
݁థ

ξʹߨ
ቇ ൌ ଶ݉ଶ ቆ

݁థ

ξʹߨ
ቇ 

 
 
por lo que la ecuación radial a resolver es la siguiente:  
 

െ
ଶ

ʹ݉
ቆ
ͳ
ݎ
݀
ݎ݀

൬ݎ
ܴ݀
ݎ݀

൰ െ
݉ଶ

ଶݎ ݊݁ݏ ଶߠ
ܴቇ െ

ʹ݁݅
ʹ݉

݉݅ܣ
ݎ ݊݁ݏ ߠ

ܴ 
݁ଶܣଶ

ʹ݉
ܴ  ܸܴ ൌ  ܴܧ

 
 
 
 
Resolvemos esta ecuación para los casos particulares contenidos en la tabla 1, para cada uno 
de los cuales se obtienen las funciones de onda y las energías propias de manera analítica. 
 
Además, en los capítulos siguientes, cuando se introduce el concepto de función de onda 
radial unidimensional, dada por 
 

ሻݎሺݑ ൌ ξݎ ��� ߠ ܴሺݎሻ 
  
da origen de manera general a la ecuación de Schrödinger unidimensional 
 

െ
ʹ

ʹ݉Ͳ

݀ଶݑሺݎሻ
ଶݎ݀

 ܸሺݎሻݑሺݎሻ ൌ  ሻݎሺݑܧ

 
que permite identificar un potencial efectivo adimensional, ܸ ሺݎሻǡ para cada uno de los casos 
estudiados en esta tesis y contenidos en la tabla 2, en los cuáles se observan las contribuciones 
a cada uno de ellos del potencial centrífugo, más potenciales de confinamiento centrales, más 
las contribuciones del flujo y del campo magnético. En [7], se encuentra una aplicación de 
estos potenciales efectivos, en donde se identifica y se discute el caso del potencial centrífugo 
para el corral cuántico que es el mismo potencial centrífugo que aparece en todos los casos 
estudiados en esta tesis, es decir, el término dependiente de ߤଶǤ 
 
 
 

(2.23) 

(2.21) 

(2.22) 

(2.24) 

(2.25) 
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 ሻݎԦ ܸሺܣ 
Potencial cuadrado 
circular infinito y 
efecto Aharonov-
Bohm 

 

Ԧܣ ൌ
Ȱ

ߠ���ݎߨʹ
߶ 

 

 

ܸሺݎሻ ൌ ൜Ͳ ݎ ൏ ݎ
λ ݎ  ݎ

 

 
 
Efecto de potencial 
armónico 
 

 
Ԧܣ ൌ Ͳ 

 

 

ܸሺݎሻ ൌ
݉߱

ଶ

ʹ
 ଶݎ

 
 
Efectos magnéticos 

 

Ԧܣ ൌ ൬
Ȱ

ߠ���ݎߨʹ

ܤ
ʹ
 ൰߶ߠ���ݎ

 

 
ܸሺݎሻ ൌ Ͳ 

 
Efectos magnéticos 
en presencia de un 
potencial armónico 
 

 

Ԧܣ ൌ ൬
Ȱ

ߠ����ݎ�ߨʹ

ܤ
ʹ
 ൰߶ߠ����ݎ

 

 

ܸሺݎሻ ൌ
݉߱

ଶ

ʹ
 ଶݎ

 

 
Tabla 1 Potencial vectorial magnético, ܣԦǡ y potenciales centrales, ܸሺݎሻ, para los casos 
particulares contenidos en esta tesis. 
 
 ܸሺݎሻ 
 
Potencial cuadrado 
circular infinito y 
efecto Aharonov-
Bohm 

 

ܸ൫ݎ ൗݎ ൯ ൌ
ଶߤ െ ͳ

Ͷൗ

൫ݎ ൗݎ ൯ଶ
 

 
 
Efecto de potencial 
armónico 
 

 

ܸሺݎሻ ൌ
ଶߤ െ ͳ

Ͷൗ
ଶݎ

  ଶݎ
 

 
 
Efectos magnéticos 

 

ܸሺݎሻ ൌ
ଶߤ െ ͳ

Ͷൗ
ଶݎ

 ሺߠ݊݁ݏߚሻଶݎଶ 
 

 
Efectos magnéticos 
en presencia de un 
potencial armónico 
 

 

ܸሺݎሻ ൌ
ଶߤ െ ͳ

Ͷൗ
ଶݎ

 ʹݎ ൭ͳ 
ߠʹ���ʹߚ

Ͷ� ൱ 

 
 
Tabla 2 Potenciales efectivos, ܸሺݎሻ adimensionales, en términos de la variable ݎ 
adimensional, para cada uno de los casos estudiados en este trabajo.  
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Capítulo 3 
 
Potencial cuadrado circular infinito y efecto Aharonov-Bohm 
 
En este capítulo estudiamos que sucede cuando se mueve un electrón dentro de una caja 
circular cónica de radio r0, tal como se muestra en la figura 3.1, en presencia de un solenoide 
infinitamente delgado a lo largo del eje del cono de magnitud Ȱ�que es paralelo al eje z.  
 
 

 
 

Figura 3.1 Electrón confinado dentro de una caja circular cónica de radio r0. 
 
El potencial radial es 

ܸሺݎሻ ൌ ൜Ͳ ݎ ൏ ݎ
λ ݎ  ݎ

 

 
por lo que el Hamiltoniano es 
 

ܪ ൌ
ͳ

ʹ݉
൫Ԧ  Ԧ൯ܣ݁

ଶ
 ܸሺݎሻ 

 
donde ܣԦ, el potencial vectorial magnético está dado por 
 

Ԧܣ ൌ
Ȱ

ߠ���ݎߨʹ
߶ 

 
y dado que 
 

Ԧ ൌ െ݅ 
 

ଶ ൌ െଶଶ 
 
el operador Hamiltoniano queda como 
 

(3.1) 

(3.2) 

(3.3) 
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ܪ ൌ െ
ଶ

ʹ݉
ቈ
ͳ
ݎ
߲
ݎ߲

൬ݎ
߲
ݎ߲
൰ 

ͳ
ଶݎ ��� ଶߠ

߲ଶ

߲߶ଶ െ
ʹ݁݅
ʹ݉

Ȱ

ߠ���ݎߨʹ
ͳ

ߠ���ݎ
߲
߲߶


݁ଶ

ʹ݉

Ȱ
ଶ

Ͷߨଶሺߠ���ݎሻଶ
 ܸሺݎሻ 

 
Entonces, tenemos que 
 

ǡݎሺ߰ܪ ߶ሻ ൌ ǡݎሺ߰ܧ ߶ሻ 
 
con la condición de frontera 
 

߰ሺݎǡ ߶ሻ ൌ Ͳ 
 
Dado esto, podemos escribir que 
 

߰ሺݎǡ ߶ሻ ൌ
݁థ

ξʹߨ
ܴሺݎሻ 

 
con ܴሺݎሻ ൌ Ͳ; por lo tanto, la ecuación radial para ܴሺݎሻ es, 
 

െ
ଶ

ʹ݉
ቆ
ͳ
ݎ
݀
ݎ݀

൬ݎ
ܴ݀
ݎ݀

൰ െ
݉ଶ

ଶݎ ��� ଶߠ
ܴቇ െ

ʹ݁݅
ʹ݉

Ȱ

ߠ���ݎߨʹ
݅݉

ߠ���ݎ
ܴ

 ൬
݁Ȱ

ߠ���ݎߨʹ
൰
ଶ ͳ
ʹ݉

ܴ ൌ  ܴܧ

 
Hacemos un primer cambio de variable y definimos un parámetro relacionado con el flujo 
magnético, 
 

ݕ ൌ
ݎ
ݎ

 

 

ߥ ൌ
�Ȱ

݄
 

 
por lo que 
 

݀ଶܴ
ଶݕ݀


ͳ
ݕ
ܴ݀
ݕ݀

െ
ሺ݉  ሻଶߥ

ߠଶ���ଶݕ
ܴ ൌ െ

ʹ݉ܧ
ଶ

 ሻݕଶܴሺݎ

 
y al definir 
 

݇ଶ ൌ
ʹ݉ܧ
ଶ

 ଶݎ

(3.4) 

(3.5) 

(3.7) 

(3.8) 

(3.9) 

(3.10) 

(3.6) 
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y 

ߤ ൌ
ȁ݉  ȁߥ
ߠ����

 
 
tenemos que  
 

݀ଶܴ
ଶݕ݀


ͳ
ݕ
ܴ݀
ݕ݀

 ቈ݇ଶ െ
ଶߤ

ଶݕ
 ܴ ൌ Ͳ 

 
por lo que al cambiar nuevamente de variable 
 

ݔ ൌ  ,ݕ݇
 
llegamos finalmente a la ecuación de Bessel [8]: 
 

݀ଶܴ
ଶݔ݀


ͳ
ݔ
ܴ݀
ݔ݀

 ቈͳ െ
ଶߤ

ଶݔ
 ܴ ൌ Ͳ 

 
cuya solución más general está dada por: 
 

ܴ ൌ ሻݔȁఓȁሺܬାܣ  ܬାିܣ ȁఓȁሺݔሻ 
 
donde ܬȁఓȁሺݔሻ son las funciones de Bessel de primera especie de orden ȁߤȁ, estas funciones 
son finitas en el origen. 
 
Las funciones ିܬ ȁఓȁሺݔሻ, funciones Bessel de segunda especie de orden ȁߤȁǡ�divergen en el 
origen, tal como se muestra en la siguiente figura y, por lo tanto, no son relevantes para el 
presente trabajo. 
 
 

  
 
Figura 3.2 Gráficas de las funciones de Bessel. Del lado izquierdo, se muestran las funciones 
de primera especie para ܬሺݔሻǡ  ሻ , que como se observa, tienen un valor finito enݔଶሺܬ�ݕ�ሻݔଵሺܬ
el origen; mientras que del lado derecho, se muestran las funciones de Bessel de segunda 
especie para ܻሺݔሻǡ ଵܻሺݔሻݕ�� ଶܻሺݔሻ, las cuales divergen a െλ�en el origen.  
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Y2 x
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0.5
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(3.11) 

(3.12) 

(3.13) 

(3.14) 
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En resumen, la solución es 
 

ܴሺݎሻ ൌ ȁఓȁܬܰ ൬݇
ݎ
ݎ
൰ 

 
por lo que al usar la condición de frontera se obtiene la ecuación de valores propios, 
 

ܴሺݎ ൌ ሻݎ ൌ Ͳ ൌ  ȁఓȁሺ݇ሻܬܰ
 
y, por lo tanto, 
 

݇ ൌ ߯ȁఓȁǡ 
 
donde ߯ȁఓȁǡ es el n-ésimo cero de ܬȁఓȁሺݔሻ. Tenemos entonces que las funciones de onda 
propias de nuestro modelo están dadas por: 
 

߰ȁఓȁǡሺݎǡ ߶ሻ ൌ
݁థ

ξʹߨ
ȁఓȁܬܰ ൬߯ȁఓȁǡ

ݎ
ݎ
൰ 

 
donde ܰ es la constante de normalización que se calcula de manera inmediata, 
 

ܰ ൌ 
ʹ

ȁఓȁାଵܬߠ���ଶݎ
ଶ ൫߯ȁఓȁǡ൯

൩

ଵ
ଶൗ

 

 
Entonces, finalmente, las funciones y las energías propias del modelo estudiado en este 
capítulo están respectivamente dadas por: 
 

߰ȁఓȁǡሺݎǡ ߶ሻ ൌ
݁థ

ξʹߨ ��� ߠ ݎ


ʹ
ȁఓȁାଵܬ
ଶ ൫߯ȁఓȁǡ൯

൩

ଵ
ଶൗ

ȁఓȁܬ ൬߯ȁఓȁǡ
ݎ
ݎ
൰ 

 

ǡߤሺܧ ݊ሻ ൌ
ଶ

ʹ݉ݎଶ
߯ȁఓȁǡଶ 

 
Nótese que en el caso de ߠ ൌ ͻͲι y sin presencia de flujo magnético, es decir, Ȱ ൌ Ͳ, se 
recupera el caso de una partícula confinada en una caja circular plana de radio ݎ que ya ha 
sido estudiado en la literatura, en particular por N. Aquino y E. Castaño [9], de manera 
detallada, donde espectro de energías y las funciones de onda se reducen a  
 

ሺ݉ǡܧ ݊ሻ ൌ
ଶ

ʹ݉ݎଶ
߯ȁȁǡ

ଶ 

 

(3.16) 

(3.17) 

(3.18) 

(3.19) 

(3.20) 

(3.15) 

(3.21) 
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߰ȁȁǡሺݎǡ ߶ሻ ൌ
݁థ

ξʹݎߨ
ቈ

ʹ
ȁȁାଵܬ
ଶ ൫߯ȁȁǡ൯


ଵ
ଶൗ

ȁȁܬ ൬߯ȁȁǡ
ݎ
ݎ
൰ 

 
 
Estos niveles de energía están doblemente degenerados para ݉ ് Ͳ, lo cual se debe a los dos 
valores equivalentes de േȁ݉ȁ. 
 
Notemos además que el Hamiltoniano para un electrón que se mueve libremente sobre la 
superficie del cono sin presencia del potencial vectorial magnético, es decir,  ܣԦ ൌ Ͳǡ� está 
dado por 
 
 

ܪ ൌ െ
ଶ

ʹ݉
ଶൌ െ

ଶ

ʹ݉
ቆ
ͳ
ݎ
߲
ݎ߲

൬ݎ
߲
ݎ߲
൰ 

ͳ
ଶݎ ��� ଶߠ

߲ଶ

߲߶ଶቇ 

 
de manera que esto conduce a resolver la siguiente ecuación de Schrödinger 
 

െ
ଶ

ʹ݉
ቆ
ͳ
ݎ
݀
ݎ݀

൬ݎ
ܴ݀
ݎ݀

൰ െ
݉ଶ

ଶݎ ��� ଶߠ
ܴቇ ൌ  ܴܧ

 
y haciendo los cambios de variable correspondientes, se llega a la ecuación de Bessel  
 

݀ଶܴ
ଶݔ݀


ͳ
ݔ
ܴ݀
ݔ݀

 ቈͳ െ
ଶܯ

ଶݔ
 ܴ ൌ Ͳ 

 
donde ܯ ൌ ȁ݉ȁ Τߠ�݊݁ݏ  
 
cuya solución más general, en analogía con (3.13), está dada por 
 

ܴ ൌ ሻݔȁெȁሺܬାܣ  ܬାିܣ ȁெȁሺݔሻ 
 
es decir 
 

ܴ ൌ  ሻݔȁெȁሺܬାܣ
 
pues sabemos ya que las ିܬ ȁெȁሺݔሻ divergen en el origen y no son relevantes para nuestro caso. 
 
Este caso sirve de referencia para ilustrar el efecto Aharonov-Bohm presente en este capítulo, 
en los estados ligados del electrón. Observemos que la diferencia entre (3.13) y (3.25) reside 
en el término extra que surge del potencial vectorial magnético, el flujo magnético, ߥ, es decir 
se muestra la influencia del potencial vectorial magnético sobre los estados de energía y las 

(3.22) 

(3.23) 

(3.24) 

(3.25) 

(3.26) 

(3.27) 
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eigenfunciones del sistema, los cuales dependen de la suma ݉   y su combinación de ߥ
valores, cuyo análisis se muestra en las siguientes páginas.  
 
Cabe mencionar también, que D. Kouznetsov, E. Ley-Koo and G. Villa-Torres estudiaron el 
efecto Aharonov-Bohm sobre los estados del electrón libre en una caja cilíndrica anular [10], 
en presencia de un campo de inducción magnética axial y uniforme confinado y centrado en 
la perforación. En este modelo se exhibe el efecto Aharonov-Bohm sobre los estados ligados 
del electrón a través de la dependencia de los eigenvalores de la energía y las funciones con 
respecto al flujo magnético encerrado, ߥ, es decir  

 
ܴெሺߩሻ ൌ ሻߩ்ܭெሺܬெܣ  ெܤ ெܻሺߩ்ܭሻǡ ܯ ൌ ݉   ߥ

 

cuya solución general es la combinación lineal de las funciones de Bessel de primera y de 
segunda especie y los eigenvalores de la energía están dados por 

ெ௦ܧ ൌ
ଶ

ʹ݉
ቆ
ெ௦ݔ
ଶ

ܽଶ

݊ଶߨଶ

ଶܮ
ቇ 

Notemos que la diferencia entre la solución a la ecuación radial de este capítulo, ecuación 
(3.27), con el caso del electrón libre en una caja cilíndrica anular, es que en nuestro modelo 
no aparecen en la solución las funciones Bessel de segunda especie pues divergen en el origen 
y no son relevantes para nuestro caso, y para el electrón libre en una caja cilíndrica anular se 
tiene una región que excluye el origen, a la cual no puede penetrar el electrón, por lo tanto, 
las funciones de Neumann si forman parte de la solución a la ecuación radial.  Además, se 
nota de inmediato, la dependencia en nuestro caso del ángulo de apertura, es decir 

ߤ ൌ
ȁ݉  ȁߥ
ߠ����

 
 

por tanto, los eigenvalores de energía también dependen de ߤ en (3.20) comparado con (3.29), 
que solo dependen de ܯ ൌ ݉   cuyos niveles de energía en ambos casos corresponden a ,ߥ
los cuadrados de los ceros y en ambos casos se observa la periodicidad del espectro de 
energía, conforme ߥ cambia en una unidad.  

Regresando a nuestro problema, observemos que hay degeneración para diferentes valores 
de ݉ y ߥ, pues se puede obtener un mismo valor ߤ y, por lo tanto, tenemos que las 
correspondientes energías son iguales entre sí. 
 
 
 
 

(3.28) 

(3.29) 



19 

 

Para entender el comportamiento de estas energías propias, además de notar la degeneración, 
es útil introducir el concepto de función de onda radial unidimensional, la cual está dada por 
 

ሻݕሺݑ ൌ ඥݕ ߠ��� ܴሺݕሻ, 
 
cuya ecuación con la variable  ݕ ൌ  :�esݎȀݎ
 

െ
݀ଶݑሺݕሻ
ଶݕ݀

 
ଶߤ െ ͳ

Ͷൗ
ଶݕ

െ ݇ʹ൩ ሻݕሺݑ ൌ Ͳ 

 
la cual es una ecuación de Schrödinger unidimensional que nos permite identificar un 
potencial centrífugo adimensional dado por 
 

ܸሺݕሻ ൌ
ଶߤ െ ͳ

Ͷൗ
ଶݕ

 

 
cuya forma en general se representa en la figura siguiente paraԛɊʹ ൏ ͳ

Ͷൗ  y Ɋଶ  ͳ
Ͷൗ  

 
 

 
Figura 3.3 Gráfica del potencial centrífugo adimensional para la ecuación (3.32), en términos 
de la variable ݎ adimensional.  
 
Vemos entonces que la partícula además de estar confinada entre Ͳ�y ݎ , ݑሺͲሻ ൌ ሺͳሻݑ ൌ Ͳ, es 
decir, un pozo infinito de potencial está también bajo el efecto de un potencial centrífugo que 
depende del momento angular y del flujo magnético. 
 
Cuando ߤଶ ൏ ͳ ͶΤ , el potencial centrífugo es atractivo y tiende a llevar a la partícula hacia el 
origen; en caso contrario, ߤଶ  ͳ ͶΤ , el potencial centrífugo es positivo, diverge en el origen, 
por lo que mantiene al electrón alejado de este punto y lo expulsa hacia la barrera exterior.  

y = r/r
0

Vcf

 

 

(3.32) 

(3.30) 

(3.31) 
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Conforme ߤ�aumenta el electrón se ve entonces confinado a regiones más pequeñas pero 
cercanas a la frontera del sistema; en consecuencia, tanto las energías propias como el 
espaciamiento entre ellas aumenta con ߤ. 
 
Dado que 
 

ߤ ൌ
ȁ݉  ȁߥ
ߠ����

 
 
el potencial centrífugo crece con ȁ݉   ሻ, loߠ����ȁ y, de manera muy importante, con ͳȀሺߥ
que representa un pronunciado efecto de cuantización por tamaño cuando el cono tiende a 
ser una delgada aguja cónica. 
 
Todo esto se presenta en las siguientes gráficas. 
 
 

ߠ  ൌ ߨ ʹΤ ߠ  ൌ ߨ ͵Τ ߠ  ൌ ߨ ͶΤ  

݊ ൌ ͳ 

 

 
 

 

 
 

 

 
 

݊ ൌ ʹ 

 

 
 

 

 
 

 

 
 

 
Figura 3.4 Energías para ݊ ൌ ͳݕ��ʹ�,  ȁ݉ȁ ൌ Ͳǡ ͳǡ ʹǡ ͵ǡ Ͷǡ ͷǡ ǡ  y ߠ ൌ ߨ ʹΤ ǡ ߨ ͵Τ ��� ߨ ͶΤ , 
como función del flujo, ߥǡ en el intervalo ሾെͲǤͷǡ ͲǤͷሿǤ�En color negro m = 0, en rojo m < 0 y 
en azul m > 0; entre mayor es |m| más grande el valor de la energía. 
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ߥ  ൌ Ͳ ߥ ൌ ͲǤͳ ߥ ൌ ͲǤʹ 

݊ ൌ ͳ 
 

   

݊ ൌ ʹ 
 

   

݊ ൌ ͵ 
 

    
Figura 3.5 Energías para ݊ ൌ ͳǡ ȁ݉ȁ  ,͵�ݕ�ʹ ൌ Ͳ�ሺ݊݁݃ݎሻǡ ͳሺ݈ܽݑݖሻǡ ʹሺ݆݊ܽܽ݊ܽݎሻݕ�͵�ሺ݆ݎሻǡ 
como función del ángulo ߠ, en el intervalo ሾͲǤͲͳǡ ߨ ʹΤ ሿ, para  ߥ ൌ Ͳǡ ͲǤͳݕ��ͲǤʹǤ�En color negro 
m = 0, curvas sólidas para ݉  Ͳ y punteadas para ݉ ൏ ͲǤ 
 
Notemos que en las figuras 3.4 y 3.5, se observa el comportamiento del espectro de energías, 
variando el ángulo de apertura, ߠǡ en un caso y el flujo magnético, ߥǡ en otro, respectivamente. 
En la figura 3.4 observamos que a medida que se reduce el ángulo de apertura, ߠ, los niveles 
de energía se van abriendo, es decir, la diferencia entre los niveles es mayor, mientras que al 
aumentar ݊, la energía aumenta. En la figura 3.5 observamos que igualmente al aumentar ݊ǡ 
los niveles de energía aumentan, y observamos que para ߥ ൌ Ͳ, los niveles de energía están 
degenerados, mientras que para ߥ ൌ ͲǤͳݕ��ͲǤʹ se rompe la degeneración y los niveles de 
energía se van separando a medida que se aumenta el flujo.  
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Además, notemos que al aumentar el flujo magnético desaparece la degeneración en general, 
degeneración que se recupera cuando  ߥ ൌ ͲǤͷ, como es de esperarse dada la periodicidad de 
nuestras expresiones en este parámetro, lo cual se ve claramente en las gráficas de la siguiente 
figura.  
 
 
 

   

   

   

    
Figura 3.6 Energías para ݊ ൌ ͳǡ  ȁ݉ȁ ൌ Ͳ�ሺ݊݁݃ݎሻǡ ͳሺ݈ܽݑݖሻǡ ʹሺ݆݊ܽܽ݊ܽݎሻݕ�͵�ሺ݆ݎሻǡ como 
función del ángulo ߠ, en el intervalo ሾͲǤͲͳǡ ߨ ʹΤ ሿ, para  ߥ ൌ ͲǡͲǤͳǡͲǤʹǡ ǥ ǡͳǤͳǤ�En color negro 
m = 0, curvas sólidas para ݉  Ͳ y punteadas para ݉ ൏ ͲǤ 
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Estudiemos ahora la densidad de probabilidad por unidad de área, la cual es el módulo 
cuadrado de la función de onda: 

 
ሻݎȁఓȁǡሺߩ ൌ ห߰ȁఓȁǡሺݎǡ ߶ሻห

ଶ
 

 
que, de manera explícita está dada por: 
 

ሻݎȁఓȁǡሺߩ ൌ
ͳ

ȁఓȁାଵܬԛߠ݊݁ݏଶԛݎߨ
ଶ ൫߯ȁఓȁǡ൯

ฬܬȁఓȁ ൬߯ȁఓȁǡ
ݎ
ݎ
൰ฬ

ଶ
 

 
para valores de ݎ ൏ ݎ , siendo igual a cero siݎ   .ݎ
 
A continuación, se muestran algunas gráficas de esta función. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(3.33) 
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Figura 3.7 Gráficas de las funciones ห߰ȁఓȁǡሺݎǡ ߶ሻห

ଶ
 para ݊ ൌ ͳǡʹǡ ͵ǡͶǡͷݕ��ǡ ݉ ൌ Ͳ, ߥ ൌ Ͳ  

para conos cuya semi-apertura angular es ߠ ൌ ߨ ʹΤ .   
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Figura 3.8 Gráficas de las funciones ห߰ȁఓȁǡሺݎǡ ߶ሻห

ଶ
 para ݊ ൌ ͳǡʹǡ ݉ ൌ Ͳ, ߥ ൌ Ͳǡ ͲǤʹǡ ͲǤͷ  y 

conos cuya semi-apertura angular es ߠ ൌ ߨ ʹΤ . 
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Figura 3.9 Gráficas de las funciones ห߰ȁఓȁǡሺݎǡ ߶ሻห

ଶ
 para ݊ ൌ ͳǡʹǡ ݉ ൌ Ͳǡͳߥ ,ʹ�ݕ� ൌ Ͳ  y 

conos cuya semi-apertura angular es ߠ ൌ ߨ ʹΤ . 
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Observamos que en la figura 3.7 solo se muestra la estructura nodal para la densidad de 
probabilidad por unidad de área, para ݊ ൌ ͳǡʹǡ ͵ǡͶǡͷݕ��, y el caso particular en que ߠ ൌ
ߨ ʹΤ ǡ� donde a medida que aumenta ݊, aumenta el número de nodos.  
En la figura 3.8 notamos la influencia del flujo magnético, ߥǡ la columna de la izquierda 
corresponde a ݊ ൌ ͳ y la columna de la derecha, a ݊ ൌ ʹǡ en donde la estructura nodal en las 
densidades de probabilidad es evidente. En ambos casos vemos que a medida que 
aumentamos el flujo magnético, la probabilidad de que la partícula se encuentre cerca del 
origen disminuye, lo cual se puede observar claramente cuando estudiamos el potencial 
centrífugo, en donde se observa que cuando este es positivo, se tiene una barrera centrifuga 
repulsiva que hace que la partícula no pueda penetrar en el origen de coordenadas.  
Mientras que en la figura 3.9 observamos qué sucede cuando tomamos diferentes valores del 
número cuántico magnético, ݉ǡ en este caso,��݉ ൌ Ͳǡͳݕ��ʹ, vemos que para el caso de ݊ ൌ
ͳݕ��ʹ, a medida que ݉ aumenta, más grande será la región de exclusión, es decir, la 
probabilidad de encontrar a la partícula cerca del origen de coordenadas, es menor.  
 
 
Estudiemos ahora el comportamiento de la densidad de probabilidad radial dada en términos 
de la función de onda radial unidimensional es  
 

݀ȁఓȁǡሺݎሻ ൌ
ʹ ݎ Τݎ

ȁఓȁାଵܬ�ݎ
ଶ ൫߯ȁఓȁǡ൯

ฬܬȁఓȁ ൬߯ȁఓȁǡ
ݎ
ݎ
൰ฬ

ଶ
 

 
función de la cual presentamos diferentes casos en las tablas de figuras que se muestran a 
continuación, en las cuales se aprecia el efecto de confinamiento inducido por la barrera 
centrífuga de acuerdo con los valores de m, Q� y T. 
  

(3.34) 
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Figura 3.10 Densidad de probabilidad radial, ݀ȁఓȁǡሺݎሻǡ para n = 1, como función de ݎ en el 
intervalo ሾͲǡ ͳሿ, para ȁ݉ȁ ൌ Ͳ�ሺ݊݁݃ݎሻǡ ͳሺ݆ݎሻǡ ʹ�ሺ݈ܽݑݖሻݕ�͵ሺ݆݊ܽܽ݊ܽݎሻ, ߥ ൌ Ͳǡ ͲǤʹǡ ͲǤͷ y 
conos cuya semi-apertura angular es ߠ ൌ ߨ ʹΤ ߨ , ͵Τ  y ߨ ͶΤ  respectivamente. 
 
Notamos que cuando ݉ ൌ Ͳߥ�ݕ� ൌ Ͳ, el potencial centrifugo es atractivo y tiende a llevar a 
la partícula hacia el origen de coordenadas mientras qua para ݉ ് Ͳ, desplaza a la partícula 
hacia la barrer exterior y mantiene al electrón alejado del origen de coordenadas. También 
podemos observar que cuando ߥ ൌ ͲǤͷ existe degeneración en los estados de densidad de 
probabilidad radial, mientras que para ߥ ൌ ͲǤʹ la degeneración se rompe y a medida que 
aumenta el flujo magnético, desplaza a la partícula hacía la barrera exterior y es menos 
probable que el electrón penetre al origen de coordenadas. Los mismos efectos ocurren para 
n = 2, mostrados en la siguiente tabla. 
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Figura 3.11 Densidad de probabilidad radial, ݀ȁఓȁǡሺݎሻǡ para n = 2, como función de ݎ en el 
intervalo ሾͲǡ ͳሿ, para ȁ݉ȁ ൌ Ͳ�ሺ݊݁݃ݎሻǡ ͳሺ݆ݎሻǡ ʹ�ሺ݈ܽݑݖሻݕ�͵ሺ݆݊ܽܽ݊ܽݎሻ, curvas sólidas para 
݉  Ͳ y punteadas para ݉ ൏ Ͳ para ߥ ൌ Ͳǡ ͲǤʹǡ ͲǤͷ�y conos cuya semi-apertura angular es 
ߠ ൌ ߨ ʹΤ ǡ ߨ �ݕ�͵ ߨ ͶΤΤ , respectivamente. 
 
Para n = 2 observamos que para ߥ ൌ �ͲǤʹ se rompe la degeneración, mientras que para ߥ ൌ
ͲǤͷ se recupera la degeneración.  
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Capítulo 4   
 
Efecto de potencial armónico 
 
En este capítulo se estudia a un electrón que se mueve sobre la superficie de un cono circular 
recto de amplitud angular ߠ, bajo la influencia de un potencial central armónico, es decir 
Hookiano. 
 
El Hamiltoniano del sistema está entonces dado por la siguiente expresión, 
 

ܪ ൌ െ
ଶ

ʹ݉
ଶ 

݉߱
ଶ

ʹ
 ଶݎ

 
donde ݉ es la masa efectiva del electrón y ߱�es la frecuencia del oscilador, por lo que 
 

ܪ ൌ െ
ଶ

ʹ݉
ቆ
ͳ
ݎ
߲
ݎ߲

൬ݎ
߲
ݎ߲
൰ 

ͳ
ଶݎ ��� ଶߠ

߲ଶ

߲߶ଶቇ 
݉߱

ଶ

ʹ
 ଶݎ

 
Nótese que si ߠ ൌ ߨ ʹΤ  se obtiene el Hamiltoniano de un oscilador armónico bidimensional 
en el plano [11],[12] 
 

ܪ ൌ െ
ଶ

ʹ݉
ቆ
ͳ
ݎ
߲
ݎ߲

൬ݎ
߲
ݎ߲
൰ 

ͳ
ଶݎ

߲ଶ

߲߶ଶቇ 
݉߱

ଶ

ʹ
 ଶݎ

 
cuyas energías propias están dadas por  
 

ଶܧ ൌ ߱ሺʹ݊  ͳሻ 
 
donde n  ����������«� 
 
Entonces 
 

ǡݎሺ߰ܪ ߶ሻ ൌ ǡݎሺ߰ܧ ߶ሻ 
 
y al escribir a la función de onda como 
 

߰ሺݎǡ ߶ሻ ൌ
݁థ

ξʹߨ
ܴሺݎሻ 

 
en general, la ecuación radial es, 
 

(4.1) 

(4.2) 

(4.3) 

(4.4) 

(4.5) 

(4.6) 
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െ
ଶ

ʹ݉
ቆ
ͳ
ݎ
݀
ݎ݀

൬ݎ
ܴ݀
ݎ݀

൰ െ
݉ଶ

ଶݎ ��� ଶߠ
ܴቇ 

݉߱
ଶ

ʹ
ଶܴݎ ൌ  ܴܧ

 
Para resolver la ecuación de interés en nuestro caso, hacemos cambios de variable, 
 

ݎ ൌ  ߩ݈
 

ܧ ൌ ߱ߝ 
 

ͳ
ߩ
݀
ߩ݀

൬ߩ
ܴ݀
ߩ݀

൰ െ
݉ଶ

ଶߩ ��� ଶߠ
ܴ െ

݉
ଶ߱

ଶ

ଶ
ଶ݈ସܴߩ ൌ െ

ʹ݉߱


݈ଶܴߝ 

 
donde, para simplificar podemos escoger que  
 

߱
ଶ݉

ଶ

ଶ
ଶ݈ସߩ ൌ ͳ 

 
es decir, introducimos una longitud  
 

݈ ൌ ቆ
ଶ

߱
ଶ݉

ଶቇ
ଵ ସΤ

 

 
y, además, se define 
 

ߤ ؠ
ȁ݉ȁ
��� ߠ

 
 

Hacemos un cambio de notación, ߩ ՜   por lo que ,ݎ
 

݀ଶܴ
ଶݎ݀


ͳ
ݎ
ܴ݀
ݎ݀

 ቈʹߝ െ
ଶߤ

ଶݎ
െ ଶݎ ܴሺݎሻ ൌ Ͳ 

 
Si ݎ ا ͳ,  ܴ ՜ ܴ donde  
 

݀ଶܴ
ଶݎ݀


ͳ
ݎ
ܴ݀
ݎ݀

െ
ଶߤ

ଶݎ
ܴሺݎሻ ൌ Ͳ 

 
cuya solución físicamente aceptable, es decir, la que es regular en el origen es 
 

ܴ ൌ  .ȁఓȁݎ
 
Dado esto, escribimos ahora que la función de onda radial, la podemos escribir de la 
siguiente forma, 

(4.8) 

(4.9) 

(4.12) 

(4.13) 

(4.14) 

(4.15) 

(4.10) 

(4.11) 

(4.7) 
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ܴሺݎሻ ൌ  .ሻݎሺܩȁఓȁݎ

 
ܴ݀
ݎ݀

ൌ ȁఓȁݎ ቈ
ܩ݀
ݎ݀


ȁߤȁ
ݎ
 ܩ

 
 

݀ଶܴ
ଶݎ݀

ൌ ȁఓȁݎ ቈ
݀ଶܩ
ଶݎ݀


ʹȁߤȁ
ݎ

ܩ݀
ݎ݀


ȁߤȁሺȁߤȁ െ ͳሻ

ଶݎ
 ܩ

 
y, por lo tanto, la ecuación para G(r) 
 

݀ଶܩ
ଶݎ݀


ʹȁߤȁ  ͳ

ݎ
ܩ݀
ݎ݀

 ሾʹߝ െ ሻݎሺܩଶሿݎ ൌ Ͳ 
 
Ahora hacemos un nuevo cambio de variable, 
 

ݖ ൌ  ଶݎ
por lo que, 
 

ܩ݀
ݎ݀

ൌ ʹξݖ
ܩ݀
ݖ݀

 
 
y 

݀ଶܩ
ଶݎ݀

ൌ Ͷݖ
݀ଶܩ
ଶݖ݀

 ʹ
ܩ݀
ݖ݀

 
 
Expresiones que al introducirlas en la ecuación para G y simplificar nos da como resultado 
que, 
 

݀ଶܩ
ଶݖ݀


ȁߤȁ  ͳ

ݖ
ܩ݀
ݖ݀

 
ߝ
ݖʹ

െ
ͳ
Ͷ
൨ ሻݖሺܩ ൌ Ͳ 

 
Si ݖ ب ͳǡ ܩ ՜  ஶܩ
 

݀ଶܩஶ
ଶݖ݀

െ
ͳ
Ͷ
ሻݖஶሺܩ ൌ Ͳ 

 
cuya solución es 
 

ሻݖஶሺܩ ൌ ݁ି௭ ଶΤ  
 
por lo que, al escribir ahora  

(4.16) 

(4.17) 

(4.18) 

(4.19) 

(4.20) 

(4.21) 

(4.22) 

(4.23) 

(4.24) 
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ሻݖሺܩ ൌ ݁ି௭ ଶΤ  ሻݖሺܨ

 
se sigue que 
 

ܩ݀
ݖ݀

ൌ ݁ି௭ ଶΤ ܨᇱ െ
ͳ
ʹ
 ൨ܨ

 
y 
 

݀ଶܩ
ଶݖ݀

ൌ ݁ି௭ ଶΤ ܨᇱᇱ െ ᇱܨ 
ͳ
Ͷ
 ൨ܨ

 
Por lo tanto, la ecuación para F es:  
 

ݖ
݀ଶܨ
ଶݖ݀

 ሺȁߤȁ  ͳ െ ሻݖ
ܨ݀
ݖ݀


ߝ െ ȁߤȁ െ ͳ

ʹ
ሻݖሺܨ ൌ Ͳ 

  
que es la ecuación hipergeométrica confluente [13], [14]; cuya solución en este caso es  
 

ሻݖሺܨ ൌ ೝܮ
ȁఓȁሺݖሻ 

 
que son los polinomios generalizados de Laguerre [13], donde ݊�debe ser un entero no 
negativo, 
 

݊ ൌ �
ߝ െ ȁߤȁ െ ͳ

ʹ
ǡ�� 

 
Por lo tanto, la solución normalizada a uno es: 
 

ܴሺݖሻ ൌ 
ʹ�݊Ǩ

ሺߠ����ሻሺ݊  ȁߤȁሻǨ
൨
ଵ ଶΤ

ȁఓȁݖ ଶΤ ݁ି௭ ଶΤ ೝܮ
ȁఓȁሺݖሻ 

 

����������݊ ൌ Ͳǡ ͳǡ ʹǥ ǡ ߤ ؠ
ȁ݉ȁ
��� ߠ

ݖ��ݕ� ൌ  ଶݎ
así 
 

ܴሺݎሻ ൌ 
ʹ�݊Ǩ

ሺߠ����ሻሺ݊  ȁߤȁሻǨ
൨
ଵ ଶΤ

ሺݎଶሻȁఓȁ ଶΤ ݁ିమ ଶΤ ೝܮ
ȁఓȁሺݎଶሻ 

 
Por lo que las funciones propias del sistema están dadas por 

(4.25) 

(4.26) 

(4.27) 

(4.28) 

(4.29) 

(4.30) 

(4.31) 

(4.32) 
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߰ȁఓȁǡೝሺݎǡ ߶ሻ ൌ
݁థ

ξʹߨ


ʹ�݊Ǩ
ሺߠ����ሻሺ݊  ȁߤȁሻǨ

൨
ଵ ଶΤ

ሺݎଶሻȁఓȁ ଶΤ ݁ିమ ଶΤ ೝܮ
ȁఓȁሺݎଶሻ 

 
y las energías propias  
 

ܧ ൌ ߱ ቆʹ݊ 
ȁ݉ȁ
ߠ����

 ͳቇ ǡ �݊ ൌ Ͳǡͳǡʹǡ ǥ� 

 
Observemos que cuando ߠ ൌ ߨ ʹΤ  en (4.33) y (4.34), se reduce al caso del oscilador armónico 
bidimensional en coordenadas polares, que también se encuentra resuelto en la literatura [15], 
cuyas energías y funciones de onda respectivamente, están dadas por 
 

ܧ ൌ ߱ሺʹ݊  ȁ݉ȁ  ͳሻǡ �݊ ൌ Ͳǡͳǡʹǡ ǥ� 
 
 

߰ȁఓȁǡೝሺݎǡ ߶ሻ ൌ
݁థ

ξʹߨ


ʹ�݊Ǩ
ሺ݊  ȁ݉ȁሻǨ

൨
ଵ ଶΤ

ሺݎଶሻȁȁ ଶΤ ݁ିమ ଶΤ ೝܮ
ȁȁሺݎଶሻ 

 
 
A continuación, se muestran las gráficas de las energías para (4.34), utilizando unidades 
naturales,  ൌ ߱ ൌ ͳ, para diferentes valores ݊. 
 

   

    
Figura 4.1 Energías para ݊ ൌ Ͳǡͳǡʹǡ͵ǡͶ���ͷǡ en función del ángulo, ߠǡ en el intervalo 
ሾͲǤͲͳǡ ߨ ʹΤ �ሿ, para ȁ݉ȁ ൌ Ͳ�ሺ݊݁݃ݎሻǡ ͳሺ݆ݎሻǡ ʹ�ሺ݈ܽݑݖሻǡ ͵�ሺ݆݊ܽܽ݊ܽݎሻǡ Ͷ�ሺ݂ܿܽ±ሻǤ  
 
Podemos observar como a medida que aumenta ݊݉�ݕ�, la energía aumenta, pues hay una 
dependencia directa en (4.34) de estos dos números cuánticos y cuando ݉ ൌ Ͳ, no existe 
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dependencia en ߠǡ por lo tanto la energía es constante para todo ݊, como se puede observar 
en las gráficas de la figura 4.1. Notemos además, que estos niveles de energía están 
doblemente degenerados para ݉ ് Ͳ, esto se debe a los dos valores equivalentes de ȁ݉ȁ.  
 
Estudiemos ahora la densidad de probabilidad por unidad de área para este sistema, es decir 

 
ሻݎȁఓȁǡሺߩ ൌ ห߰ȁఓȁǡሺݎǡ ߶ሻห

ଶ
 

 

ሻݎȁఓȁǡሺߩ ൌ 
�݊Ǩ

ሻሺ݊ߠ����ሺߨ  ȁߤȁሻǨ
൨ ሺݎଶሻȁఓȁ݁ିమ ቂܮೝ

ȁఓȁሺݎଶሻቃ
ଶ
 

 
A continuación, se grafican las funciones para ห߰ȁఓȁǡሺݎǡ ߶ሻห

ଶ
 para diferentes valores del 

número cuántico principal ݊, donde ݊ lo escribimos de la forma ݊ ൌ ݊  ͳ, así ݊ 
contabiliza el número de nodos radiales, ݊ ൌ Ͳǡͳǡʹǡ Ǥ ǤǤ 
 
 

 

 

   
Figura 4.2 Gráficas de las funciones ห߰ȁఓȁǡሺݎǡ ߶ሻห

ଶ
 como función de ݎǡ�para ݊ ൌ ͳǡʹǡ͵ݕ��Ͷǡ

݉ ൌ Ͳ, y conos cuya semi-apertura angular es ߠ ൌ ߨ ͵Τ . 
 

(4.37) 
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En la figura 4.2 solo se muestra la estructura nodal para ݊ ൌ ͳǡ ʹǡ  �Ͷ, y se observa como aݕ�͵
medida que ݊ aumenta, aumenta el número de nodos.  
 
 
Las siguientes gráficas muestran el comportamiento para las funciones ห߰ȁఓȁǡሺݎǡ ߶ሻห

ଶ
  para 

los dos primeros estados y��݉ ൌ Ͳǡ ͳݕ��ʹ.  
 

  

  

   
Figura 4.3 Gráficas de las funciones ห߰ȁఓȁǡሺݎǡ ߶ሻห

ଶ
 como función de ݎǡ�para ݊ ൌ ͳǡʹǡ ݉ ൌ

Ͳǡͳݕ��ʹ, y conos cuya semi-apertura angular es ߠ ൌ ߨ ͵Τ . 
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Observamos que cuando ݉ ൌ Ͳ la partícula puede tocar el origen pues la barrera centrífuga 
es atractiva, si ݉ ് Ͳ, la barrera centrífuga diverge en el origen y hace que el electrón se 
mantenga alejado de este punto. 

La densidad de probabilidad radial en términos de la función ݑሺݎሻ ൌ ξݎ ��� ߠ ܴሺݎሻ, está dada 
por: 
 

݀ȁఓȁǡሺݎሻ ൌ 
Ǩ݊�ݎ�ʹ

ሺ݊  ȁߤȁሻǨ
൨ ሺݎଶሻȁఓȁ݁ିమ ቂܮೝ

ȁఓȁሺݎଶሻቃ
ଶ
 

 
Notemos que la ecuación para ݑሺݎሻ es 
 

െݑᇱᇱ  ൭
ଶߤ െ ͳ

Ͷൗ
ଶݎ

 ݑ൱ʹݎ ൌ െ߳ݑ 

 
lo cual nos permite identificar un potencial efectivo adimensional dado por 
 

ܸሺݎሻ ൌ
ଶߤ െ ͳ

Ͷൗ
ଶݎ

  ʹݎ
 
 

 
 

Figura 4.4 Gráfica del potencial efectivo adimensional en función de la variable ݎ 
adimensional, para la ecuación (4.40). 
 
Notemos que, a diferencia del caso anterior, el potencial efectivo tiene dos contribuciones, 
por una parte, una barrera centrífuga o potencial centrífugo que depende de ߤଶ, la cual ya fue 
explicada en el capítulo anterior y un potencial de confinamiento armónico, que liga a la 
partícula hacia el origen.   
 
Veamos que en la figura 4.4 la curva azul corresponde al caso en que ߤଶ ൌ Ͳ, entonces el 
potencial es atractivo y el electrón puede penetrar al origen de coordenadas, la curva verde 
corresponde al caso en que ߤଶ ൌ ͳ ͶΤ  y por tanto no hay barrera centrífuga y solo queda el 
potencial de confinamiento armónico y la curva amarilla corresponde al caso en que ߤଶ ് Ͳ 
y por tanto el potencial es repulsivo e impide que el electrón pueda tocar el origen.  
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A continuación, se muestran algunas gráficas para esta función: 
 
 

   

   

    
Figura 4.5 Densidad de probabilidad radial, ݀ȁఓȁǡሺݎሻǡ para n = 1,2 y 3 como función de ݎ en 
el intervalo ሾͲǡ ͷሿ, para ȁ݉ȁ ൌ Ͳ�ሺ݊݁݃ݎሻǡ ͳሺ݆ݎሻǡ ʹ�ሺ݈ܽݑݖሻݕ�͵ሺ݆݊ܽܽ݊ܽݎሻ, y conos cuya 
semi-apertura angular es ߠ ൌ ߨ ʹΤ ߨ , ͶΤ  y ߨ Τ , respectivamente.  
 
Se observa la estructura nodal para las distintas n = 1,2 y 3, recordando ݊ ൌ ݊  ͳ, y ݊ 
contabiliza el número de nodos radiales, es decir,  ݊ ൌ Ͳǡͳݕ��ʹ, para este caso.   
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Capítulo 5   
 
Efectos magnéticos 
 
En este capítulo estudiamos el caso de un electrón confinado a moverse sobre la superficie 
de un cono circular recto, en presencia de un campo magnético constante y uniforme aplicado 
de magnitud B que es paralelo al eje ݖ y un solenoide infinitamente delgado a lo largo del eje 
del cono de magnitud Ȱǡ es decir, paralelo al eje ݖ, sin presencia de spin. Calculamos los 
eigenvalores de la energía y las eigenfunciones para este sistema.   
 
El Hamiltoniano para este sistema está dado por 
 

ܪ ൌ
ͳ

ʹ݉
൫Ԧ  Ԧ൯ܣ݁

ଶ
 

 
donde ܣԦ es el vector potencial dado por 
 

Ԧܣ ൌ ൬
Ȱ

ߠ���ݎߨʹ

ܤ
ʹ
 ൰߶ߠ���ݎ

 
así, el Hamiltoniano del sistema, al utilizar que Ԧ ൌ െ݅, es entonces 
 

ܪ ൌ െ
ଶ

ʹ݉
ଶ െ ʹ݅

݁
ʹ݉

ܣ
ߠ݊݁ݏݎ

߲
߲߶


ͳ

ʹ݉
ሺ݁ܣሻଶ 

 
Entonces 
 

ǡݎሺ߰ܪ ߶ሻ ൌ ǡݎሺ߰ܧ ߶ሻ 
 
y al escribir a la función de onda como 
 

߰ሺݎǡ ߶ሻ ൌ
݁థ

ξʹߨ
ܴሺݎሻ 

 
 la ecuación radial es, 
 

ͳ
ݎ
݀
ݎ݀

൬ݎ
ܴ݀
ݎ݀

൰ െ ቈ
݉

ߠ���ݎ

ܤ݁ߠ���ݎ Τ

ʹ


݁Ȱ Τ
ߠ���ݎߨʹ


ଶ

ܴ ൌ െ
ʹ݉

ଶ
 ܴܧ

 
Ahora, definimos 
 

ߥ ؠ
�Ȱ

݄ߨʹ
�ǡ����Ԅ ؠ

݄
݁

 

(5.1) 

(5.2) 

(5.3) 

(5.4) 

(5.5) 

(5.6) 

(5.7) 
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y 
 

ߤ ؠ
݉  ߥ
ߠ���

 
 
así, la ecuación radial resulta 
 

ͳ
ݎ
݀
ݎ݀

൬ݎ
ܴ݀
ݎ݀

൰ െ 
ߤ
ݎ

ܤ݁
ʹ

ሺߠ���ݎሻ൨
ଶ

ܴ ൌ െ
ʹ݉

ଶ
 ܴܧ

 
 
Haciendo el cambio de variable, 
 

ݎ ൌ ᇱݎ���ᇱǡݎ݈ ՜  ݎ
y   
 

ߚ ؠ
ܤ݁
ʹ

݈ଶ 
 
donde ݎ ��ߚᇱ es ahora adimensional; ݈�es un factor de escala que escogemos más adelante 
para simplificar, en algún sentido, la ecuación radial. 
 
Entonces 
 

݀ଶܴ
ଶݎ݀


ͳ
ݎ
ܴ݀
ݎ݀

െ ቂ
ߤ
ݎ
 ሻቃߠ���ݎሺߚ

ଶ
ܴ ൌ െܴ߳ 

 
donde  
 

߳ ൌ
ʹ݈݉ଶ

ଶ
 ܧ

 
Introducimos,  
 

ߛ ൌ  ߠ���ߚ
 
y finalmente la ecuación radial, queda expresada como 
 

݀ଶܴ
ଶݎ݀


ͳ
ݎ
ܴ݀
ݎ݀

 ൬߳ െ ቂ
ߤ
ݎ
 ቃݎߛ

ଶ
൰ ܴ ൌ Ͳ 

 

(5.8) 

(5.9) 

(5.10) 

(5.11) 

(5.12) 

(5.13) 

(5.14) 
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en donde todos los efectos del flujo y apertura del cono están implícitos en las constantes, 
pero podemos observar que se tiene una ecuación que corresponde al caso de dos 
dimensiones, en donde las constantes obtendrían su valor correspondiente cuando ߠ ൌ ͻͲι. 
 
Ahora, cuando ݎ ՜ Ͳ, 
 

݀ଶܴ
ଶݎ݀


ͳ
ݎ
ܴ݀
ݎ݀

െ
ଶߤ

ଶݎ
ܴ ൌ Ͳ 

 
cuya solución aceptable es 
 

ܴ ൌ  ܩȁఓȁݎ
 
entonces 
 

ͳ
ݎ
݀
ݎ݀

൬ݎ
ܴ݀
ݎ݀

൰ ൌ ȁఓȁݎ ቈܩᇱᇱ  ሺʹȁߤȁ  ͳሻ
ᇱܩ

ݎ

ଶߤ

ଶݎ
 ܩ

 
así 
 

ᇱᇱܩ 
ͳ
ݎ
ሺʹȁߤȁ  ͳሻܩᇱ  ቈ

ଶߤ

ଶݎ
 ߳ െ ቀ

ߤ
ݎ
 ቁݎߛ

ଶ
 ܩ ൌ Ͳ 

 
Ahora hacemos un cambio de variable, 
 

ݔ ൌ  ଶݎ
por lo que, 
 

ܩ݀
ݎ݀

ൌ ʹξݔ
ܩ݀
ݔ݀

 
 
y 

݀ଶܩ
ଶݎ݀

ൌ Ͷݔ
݀ଶܩ
ଶݔ݀

 ʹ
ܩ݀
ݔ݀

 
 
Expresiones que al introducirlas en la ecuación para G y simplificar nos da como resultado 
que, 
 

݀ଶܩ
ଶݔ݀


ሺȁߤȁ  ͳሻ

ݔ
ܩ݀
ݔ݀

 ቈ
߳
Ͷݔ

െ
ଶߤ

Ͷݔଶ
െ ቀ

ߤ
ݔʹ


ߛ
ʹ
ቁ
ଶ
 ܩ ൌ Ͳ 

 
Si ݔ ب ͳǡ ܩ ՜  ஶܩ

(5.15) 

(5.16) 

(5.17) 

(5.18) 

(5.19) 

(5.20) 

(5.21) 
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݀ଶܩஶ
ଶݔ݀

െ ቀ
ߛ
ʹ
ቁ
ଶ
ሻݔஶሺܩ ൌ Ͳ 

 
cuya solución es 
 

ሻݔஶሺܩ ൌ ݁ିఊ௫ ଶΤ  
 
por lo que, al escribir ahora  
 

ሻݔሺܩ ൌ ݁ିఊ௫ ଶΤ  ሻݔሺܨ
 
se sigue que 
 

ܩ݀
ݔ݀

ൌ ݁ିఊ௫ ଶΤ ᇱܨ െ
ߛ
ʹ
݁ିఊ௫ ଶΤ  ܨ

 
y 
 

݀ଶܩ
ଶݔ݀

ൌ ݁ିఊ௫ ଶΤ ᇱᇱܨ െ ʹ ቀ
ߛ
ʹ
ቁ ݁ିఊ௫ ଶΤ ᇱܨ  ቀ

ߛ
ʹ
ቁ
ଶ
݁ିఊ௫ ଶΤ  ܨ

 
Por lo tanto, la ecuación para F es:  
 

ݔ
݀ଶܨ
ଶݔ݀

 ሺȁߤȁ  ͳ െ ሻݔߛ
ܨ݀
ݔ݀

െ ቂ
߳
Ͷݔ

െ
ߛ
ʹ
ሺȁߤȁ  ߤ  ͳሻቃ ܨ ൌ Ͳ 

 
y haciendo el cambio de variable  
 

ݔߛ ൌ  ݕ
 
tenemos finalmente que 
 

ݕ
݀ଶܨ
ଶݕ݀

 ሺȁߤȁ  ͳ െ ሻݕ
ܨ݀
ݕ݀

െ 
߳
Ͷߛ

െ
ͳ
ʹ
ሺȁߤȁ  ߤ  ͳሻ൨ ܨ ൌ Ͳ 

 
que es la ecuación hipergeométrica confluente cuya solución es 
 

ሻݕሺܨ ൌ ೝܮ
ȁఓȁሺݕሻ 

 
con 

݊ ൌ
߳
Ͷߛ

െ
ͳ
ʹ
ሺȁߤȁ  ߤ  ͳሻǡ 

(5.22) 

(5.23) 

(5.24) 

(5.25) 

(5.26) 

(5.27) 

(5.28) 

(5.29) 

(5.30) 
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son los polinomios generalizados de Laguerre. Por lo tanto, la solución ya normalizada es 
 

ܴሺݕሻ ൌ 
Ǩ݊�ߛ�ʹ

ሺ݊  ȁߤȁሻǨ ሺߠ���ሻ
൨
ଵ ଶΤ

ȁఓȁݕ ଶΤ ݁ି௬ ଶΤ ೝܮ
ȁఓȁሺݕሻǡ�����݊ ൌ Ͳǡ ͳǡ ʹǥ 

 
y, entonces, las funciones propias del sistema están dadas por 
 

߰ȁఓȁǡೝሺݎǡ ߶ሻ ൌ
݁థ

ξʹߨ


Ǩ݊�ߛ�ʹ
ሺ݊  ȁߤȁሻǨ ሺߠ���ሻ

൨
ଵ ଶΤ

ሺݎߛଶሻȁఓȁ ଶΤ ݁ି൫ఊమ൯ ଶΤ ೝܮ
ȁఓȁ൫ሺݎߛଶሻ൯ǡ� 

 
����݊ ൌ Ͳǡ ͳǡ ʹǥ 

 
 
Ahora, para las energías propias del sistema, se tiene que 
 

ݕ ൌ ݔߛ ൌ ଶݎߛ ൌ ᇱሻଶݎሺߛ ൌ ߛ ቀ
ݎ
݈
ቁ
ଶ
ൌ

ߛ
݈ଶ
 ଶݎ

pero 
 

ߛ ൌ  ߠ����ߚ
 
y escogemos que 
 

ଶ

ʹ݈݉ଶ
ൌ ߱ 

 
donde ߱ es la frecuencia del ciclotrón, es decir que la unidad de longitud ݈ es 
 

݈ଶ ൌ


ʹ݉߱
 

 
así 
 

ݕ ൌ
ܤ݁
ʹ

 ߠ���ଶݎ
 
y 
 

ߚ ൌ
ͳ
Ͷ

 
entonces 
 

(5.33) 

(5.34) 

(5.35) 

(5.36) 

(5.37) 

(5.38) 

(5.32) 

(5.31) 
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߳
Ͷߛ

ൌ
ͳ
ʹ
ሺȁߤȁ  ߤ  ͳሻ  ݊ 

 
                                                  ߳ ൌ ȁߤሺȁߛʹ  ߤ  ͳሻ  Ͷ݊ߛ 
 
                               ߳ ൌ ሺȁ݉ߚʹ  ȁߥ  ሺ݉  ሻߥ  ሻߠ���  Ͷ݊ߚ�ߠ��� 
 

߳ ൌ
ͳ
ʹ
ሺȁ݉  ȁߥ  ሺ݉  ሻߥ  ሻߠ���   ݊�ߠ���

Por lo tanto 
 

ܧ ൌ ߱ ݊�ߠ��� 
ͳ
ʹ
ሺȁ݉  ȁߥ  ሺ݉  ሻߥ   ሻ൨ߠ���

 
que son los niveles de energía, llamados también niveles de Landau [16], [17]. 
 
 
Cabe mencionar que, N. Aquino, E. Castaño and E. Ley-Koo, estudiaron el modelo de un 
anti punto cuántico, que consiste en un electrón que puede moverse por todo el espacio, 
excepto en una región cilíndrica excluida definida por ሺͲ ൏ ߩ ൏ ܽǡ ԛ߶ǡ  ሻ en coordenadasݖ
cilíndricas [18], en dos situaciones: A) bajo la acción de un campo de inducción magnética 
uniforme ܤሬԦ ൌ ݇� en todo el espacio, incluida la región excluida, y B) bajo la acción del 
mismo campo de inducción magnética en la región permitida con un campo de inducción 
magnética uniforme diferente ܤሬԦƲ ൌ ݇ܤƲ en la región excluida. La ecuación radial de 
Schrödinger para el electrón que se mueve en la región permitida bajo la acción del potencial 
vectorial magnético dado por  
 

ԦሺͲܣ ൏ ߩ ൏ λǡ ԛ߶ǡ ሻԛݖ ൌ
ͳ
ʹ
 ߶ߩԛܤ

toma la siguiente forma 
 

ቊെ
ଶ

ʹ݉

ͳ
ߩ
݀
ߩ݀

൬ߩ
݀
ߩ݀

൰൨ 
ଶ݉ଶ

ʹ݉ߩଶ
 ݄߱݉ 

ͳ
ʹ
݉߱ଶߩଶቋ ܴሺߩሻ ൌ  ሻߩሺܴܧ

 
que es la misma ecuación que describe los estados normales de Landau cuando el electrón 
tiene todo el espacio disponible para su movimiento y las soluciones corresponden a los 
estados del oscilador armónico bidimensional 
 

ܴሺߩሻ ൌ ܰߩȁȁ݁ିఠఘమ ଶΤ ቆെ݊ǡܯ ȁ݉ȁ  ͳǡ
݉߱ߩଶ


ԛቇ 

 
donde ܯሺߙǡ ǡߚ  ;ሻ es la función hipergeométrica confluente de Kummer de primera especieݖ
La energía es la suma de la energía del oscilador armónico más la energía diamagnética 

(5.39) 

(5.40) 

(5.41) 

(5.42) 

(5.43) 
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ܧ ൌ ߱ሺʹ݊  ȁ݉ȁ  ݉  ͳሻǡ ԛԛ߱ ൌ ܤ݁ ʹ݉ܿΤ  

 
 
El espectro de energía normal de Landau consta de niveles de energía igualmente espaciados 
con una separación de ʹ߱. Cada nivel es infinitamente degenerado debido a la cancelación 
de los términos ݉ dependientes en la ecuación (5.44) para ݉ ൌ െȁ݉ȁǤ 
 
Notemos que el espectro de energías dado por (5.44) se recupera de la expresión para la 
energía (5.40) cuando ߠ ൌ ߨ ʹΤ  y el flujo magnético, ߥ ൌ Ͳ, es decir este caso está contenido 
en nuestras expresiones para las funciones de onda y la energía para este modelo. 
 
Ahora, las soluciones a la ecuación (5.42) para el anti punto cuántico, están sujetas a las 
condiciones de contorno 
 

߰ሺߩ ൌ ܽǡ ߶ǡ ሻݖ ൌ Ͳԛԛݕԛԛ߰ሺߩ ՜ λǡ ߶ǡ ሻݖ ൌ Ͳ 
 
En general, la función de Kummer ܯሺߙǡ ǡߚ ݖ ,ሻ es regular en el origenݖ ՜ Ͳ, y diverge 
exponencialmente cuando ݖ ՜ λ, mientras que la segunda función de Kummer ܷሺߙǡ ǡߚ  ሻݖ
es singular en el origen y se comporta asintóticamente como ିݖఈ. Estas condiciones y 
propiedades determinan que la función de onda radial que describe el anti punto cuántico es 
 

ܴజሺߩሻ ൌ జܰߩȁȁ݁ିఠఘమ ଶΤ ܷ ቆെ߭ǡ ȁ݉ȁ  ͳǡ
݉߱ߩଶ


ԛቇ 

 
y los valores propios de la energía para el anti punto cuántico, están dados por 
 

ܧ ൌ ߱ሺʹ߭௦  ȁ݉ȁ  ݉  ͳሻ 
 
Los niveles de energía de la ecuación (5.47) no están igualmente espaciados, pero exhiben 
una casi degeneración infinita debido a la misma cancelación de sus términos m dependientes 
para ݉ ൌ െȁ݉ȁ�como en la ecuación (5.44). Los detalles de este modelo se pueden ver en la 
referencia, en este caso solo se hace alusión al trabajo para comparar las expresiones de los 
niveles de Landau de este capítulo con los obtenidos en dicho trabajo y hacer notar que de la 
expresión para la energía (5.40) se recuperan los estados de Landau para el oscilador 
armónico bidimensional.  
 
Por otra parte, el caso para una partícula en un campo magnético homogéneo en los estados 
en los que la partícula posee valores determinados del impulso y del momento cinético en la 
dirección del campo, se trata en el libro de Teoría cuántica no-relativista [19].  
 

(5.44) 

(5.45) 

(5.46) 

(5.47) 
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En este caso se tiene que en coordenadas cilíndricas ሺߩǡ ԛ߶ǡ  dirigido en el ݖ ሻ, con el ejeݖ
sentido del campo, el potencial vectorial magnético tiene las componentes ܣԦథ ൌ ଵ

ଶ
Ԧ௭ܣ ,ߩܤ ൌ

Ԧథܣ ൌ Ͳ y la ecuación de Schrödinger se escribe como 
 

െ
ଶ

ܯʹ
ቈ
ͳ
ߩ
݀
ߩ݀

൬ߩ
݀߰
ߩ݀

൰ 
߲ଶ߰
ଶݖ߲


ͳ
ଶߩ

߲ଶ߰
߲ԛ߶ଶ െ

݅݁ܤ
ܿܯʹ

߲߰
߲߶


݁ଶܤଶ

ͺܿܯଶ
ଶ߰ߩ ൌ  ߰ܧ

 
Se busca una solución de la forma 
 

߰ ൌ
݁థ

ξʹߨ
ܴሺߩሻ݁௭ Τ  

 
con lo que para la función radial se obtiene la ecuación 
 

ܴᇱᇱ 
ͳ
ߩ
ܴᇱ  ቈ

ͳ

ʹ
ሺʹܧܯ െ ௭ଶሻ െ ൬

ܤ݁
ʹܿ൰

ଶ
ʹߩ 

ܤ݁
ܿ ݉െ

݉ʹ

ʹߩ  ܴ ൌ Ͳ 

 
e introduciendo la variable independiente ߦ ൌ ሺ݁ܤ ʹܿΤ ሻߩଶ, se reescribe (5.50) como 
 

ᇱᇱܴߦ  ܴᇱ  ቆെ
ͳ
Ͷ
ߦ  െߚ

݉ʹ

Ͷߦቇܴ ൌ Ͳ 

 
donde 
 

ߚ ൌ
൫ʹܧܯ െ ݖ

ʹ൯ܿ
ʹ݁ܤ


ͳ
ʹ
݉ 

 
  
Para ߦ ՜ λǡ la función buscada se comporta como ݁ିక ଶΤ , y para ߦ ՜ Ͳǡ como ߦȁȁ ଶΤ . De 
acuerdo con esto la solución es de la forma 
 

ܴ ൌ ݁ିక ଶΤ ȁȁߦ ଶΤ  ሻߦሺݓ
 
y para ݓሺߦሻ se obtiene la ecuación de la función hipergeométrica confluente 
 

ݓ ൌ ܨ ൜െ൬ߚ െ
ͳ
ʹ
ȁ݉ȁ െ

ͳ
ʹ
൰ ǡ ȁ݉ȁ  ͳǡ  ൠߦ

 
Para que la función de onda sea finita en todo el espacio, la cantidad ߚ െ ሺȁ݉ȁ  ͳሻ ʹΤ  debe 
ser un número entero no negativo ݊ద. Así los niveles de energía están dados por 
 

(5.48) 

(5.49) 

(5.50) 

(5.51) 

(5.52) 

(5.53) 

(5.54) 
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ܧ ൌ
ܤ݁
ܿܯ

 ൬݊ద 
ͳ
ʹ
ȁ݉ȁ 

ͳ
ʹ
݉ 

ͳ
ʹ
൰ 

௭ଶ

ܯʹ
 

 
Estos estados de energía también se recuperan de (5.40) cuando ߠ ൌ ߨ ʹΤ  y ௭ ൌ ߥ ൌ Ͳ. 
 
Observemos que en (5.40) hay degeneración en los estados de energía pues para diferentes 
valores de  ݉ y ߥ  se puede obtener un mismo valor para la energía, por ejemplo, se puede 
notar inmediatamente que para cualquier valor negativo de ݉ǡ� ݉ ൌ െͳǡെʹǡെ͵ǡǥ y dado 
un valor de ߥ, el valor de la energía siempre será el mismo, pues los términos 
ȁ݉  �ሺ݉ݕ�ȁߥ   ǡ delߠ ,ሻ se cancelan y la energía solo depende del ángulo de aperturaߥ
número cuántico ݊ y del valor del campo magnético. Esta degeneración se observa en las 
gráficas siguientes. Notamos también, que al aumentar ݊, los estados de energía también 
aumentan, como era de esperarse.  
 
 
 
 

   

    
Figura 5.1 Energías para ݊ ൌ Ͳǡͳǡ ǥ ǡͷǡ como función del ángulo ߠ, en el intervalo 
ሾͲǡ ߨ ʹΤ ሿǡ�para ȁ݉ȁ ൌ Ͳ�ሺ݆ݎሻǡ ͳ�ሺ݊݁݃ݎሻǡ ʹ�ሺ݈ܽݑݖሻǡ ͵�ሺ݃ݏ݅ݎሻǡ Ͷ�ሺ݆݊ܽܽ݊ܽݎሻ, para ߥ ൌ Ͳ. En 
color rojo m = 0, curvas sólidas para ݉  Ͳ y punteadas para ݉ ൏ ͲǤ 
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Veamos el comportamiento de las energías al aumentar el flujo gradualmente. 
 

   

   

   Figura 5.2 Energías para ݊ ൌ Ͳ, como función del ángulo ߠ, en el intervalo ሾͲǡ ߨ ʹΤ ሿǡ�para 
ȁ݉ȁ ൌ Ͳ�ሺ݆ݎሻǡ ͳ�ሺ݊݁݃ݎሻǡ ʹ�ሺ݈ܽݑݖሻǡ ͵�ሺ݃ݏ݅ݎሻǡ Ͷ�ሺ݆݊ܽܽ݊ܽݎሻ, para ߥ ൌ ͲǡͲǤͳǡͲǤʹǡ ǥ ǡͲǤͻǤ En 
color rojo m = 0, curvas sólidas para ݉  Ͳ y punteadas para ݉ ൏ ͲǤ 
 
Observamos que ir aumentando el flujo magnético, los estados de energía para m = 0 y m = 
െͳinicialmente degenerados para ߥ ൌ Ͳ, se van separando. También se observa que al ir 
aumentando el flujo magnético, los estados de energía para las distintas m también aumentan.  
 
A continuación, se estudia la densidad de probabilidad por unidad de área para este sistema, 
es decir  

 
ሻݎȁఓȁǡሺߩ ൌ ห߰ȁఓȁǡೝሺݎǡ ߶ሻห

ଶ
 

 

ሻݎȁఓȁǡೝሺߩ ൌ ൬
Ǩ݊�ߛ�

ሺ݊ߨ  ȁߤȁሻǨ ሺߠ���ሻ
൰ ሺݎߛଶሻȁఓȁ݁ି൫ఊమ൯ ቂܮೝ

ȁఓȁ൫ሺݎߛଶሻ൯ቃ
ଶ
 

 
expresiones que de manera gráfica mostramos en las siguientes páginas. 
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Figura 5.3 Gráficas de las funciones ห߰ȁఓȁǡሺݎǡ ߶ሻห

ଶ
 para ݊ ൌ ͳǡʹǡ͵ݕ��Ͷǡ ݉ ൌ Ͳ, ߥ ൌ Ͳ, ߚ ൌ

ͲǤʹ�y conos cuya semi-apertura angular es ߠ ൌ ߨ ͵Τ . 
 
Nuevamente, con esta gráfica solo se pretende mostrar la estructura nodal para este sistema. 
Mientras que en las siguientes tres páginas se observan los efectos de variar el flujo 
magnético en la figura 5.4 que ya hemos discutido en el capítulo 3. En la figura 5.5 se observa 
el efecto de tomar diferentes valores para ݉, que también ya se discutió anteriormente, y por 
último en la figura 5.6, observamos el efecto de variar el campo magnético, que se aprecia 
mejor cuando analizamos el potencial centrífugo para este caso.  
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Figura 5.4 Gráficas de las funciones ห߰ȁఓȁǡሺݎǡ ߶ሻห

ଶ
 para ݊ ൌ ͳǡʹǡ ݉ ൌ Ͳ, ߥ ൌ Ͳǡ ͲǤʹͷǡ ͲǤͷǡ  

ߚ ൌ ͲǤʹ�y conos cuya semi-apertura angular es ߠ ൌ ߨ ͵Τ . 
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Figura 5.5 Gráficas de las funciones ห߰ȁఓȁǡሺݎǡ ߶ሻห

ଶ
 para ݊ ൌ ͳǡʹǡ ݉ ൌ Ͳǡͳߥ ,ʹ�ݕ� ൌ Ͳ, ߚ ൌ

ͲǤʹ� y conos cuya semi-apertura angular es ߠ ൌ ߨ ͵Τ . 
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Figura 5.6 Gráficas de las funciones ห߰ȁఓȁǡሺݎǡ ߶ሻห

ଶ
 para ݊ ൌ ͳǡʹǡ ݉ ൌ Ͳǡ ߥ ൌ Ͳ, ߚ ൌ

ͲǤͳǡ ͲǤʹͷǡ ͲǤͷ� y conos cuya semi-apertura angular es ߠ ൌ ߨ ͵Τ . 
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Por otra parte, la densidad de probabilidad radial en términos de la función ݑሺݎሻ ൌ
ξݎ ��� ߠ ܴሺݎሻ, está dada por: 
 

݀ȁఓȁǡሺݎሻ ൌ ൬
Ǩ݊�ߛ�ݎ�ʹ
ሺ݊  ȁߤȁሻǨ

൰ ሺݎߛଶሻȁఓȁ݁ି൫ఊమ൯ ቂܮೝ
ȁఓȁ൫ሺݎߛଶሻ൯ቃ

ଶ
 

 
Notemos que la ecuación para ݑሺݎሻ es 
 

െݑᇱᇱ  ቊቂ
ߤ
ݎ  ሻቃߠ���ݎሺߚ

ʹ
െ

ͳ
Ͷݎʹቋ ݑ ൌ െ߳ݑ 

 
lo cual nos permite identificar un potencial efectivo adimensional dado por 
 

ܸሺݎሻ ൌ
ଶߤ െ ͳ

Ͷൗ
ଶݎ

 ሺߠ݊݁ݏߚሻଶݎଶ 
 
 
 

 
 

Figura 5.7 Gráfica del potencial efectivo adimensional, en términos de la variable ݎ 
adimensional, dada por la ecuación (5.59). 
 
Veamos que, para este caso, el potencial efectivo, al igual que en el caso anterior, tiene dos 
contribuciones, por una parte, una barrera centrífuga que depende de ߤଶ, cuya física ya fue 
tratada anteriormente y un potencial de confinamiento tipo armónico debido al campo 
magnético externo que liga la partícula hacia el origen.  
 
Notemos que en la figura 5.7 la curva azul corresponde nuevamente al caso en que ߤଶ ൌ Ͳ, 
entonces el potencial es atractivo y el electrón puede penetrar al origen de coordenadas, la 
curva verde corresponde al caso en que ߤଶ ൌ ͳ ͶΤ  y por tanto no hay barrera centrífuga y 
solo queda el potencial de confinamiento tipo armónico debido al campo magnético externo 
y la curva amarilla corresponde al caso en que ߤଶ ് Ͳ , por tanto, la barrera centrífuga diverge 
en el origen y hace que el electrón se mantenga alejado de este punto. 
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A continuación, se muestran algunas gráficas para las funciones de la densidad de 
probabilidad radial. 
 
 

   

   

   

    
Figura 5.8 Densidad de probabilidad radial, ݀ȁఓȁǡሺݎሻǡ para n = 1,2, como función de ݎ en el 
intervalo ሾͲǡ ሿ, para ȁ݉ȁ ൌ Ͳ�ሺ݆݊ܽܽ݊ܽݎሻǡ ͳሺ݈ܽݑݖሻǡ ʹ�ሺ݆ݎሻݕ�͵ሺ݊݁݃ݎሻ, curvas punteadas 
para ݉  Ͳ y sólidas para ݉ ൏ Ͳ para ߥ ൌ Ͳǡ ͲǤʹͷǡ ߚ ൌ ͲǤͶ� y conos cuya semi-apertura 
angular es ߠ ൌ ߨ ʹΤ ǡ ߨ ͵ǡ ߨ ͶΤΤ , respectivamente. 
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Figura 5.9 Densidad de probabilidad radial, ݀ȁఓȁǡሺݎሻǡ para n = 1,2, como función de ݎ en el 
intervalo ሾͲǡ ሿ, para ȁ݉ȁ ൌ Ͳ�ሺ݆݊ܽܽ݊ܽݎሻǡ ͳሺ݈ܽݑݖሻǡ ʹ�ሺ݆ݎሻݕ�͵ሺ݊݁݃ݎሻ, ߥ ൌ Ͳǡ ߚ ൌ
ͲǤͳǡ ͲǤʹͷǡ ͲǤͷ� y conos cuya semi-apertura angular es ߠ ൌ ߨ ͵Τ .  
 
En la figura 5.8, notamos que cuando ߥ ൌ Ͳ, las funciones ݀ȁఓȁǡሺݎሻ están degeneradas, pero 
para un valor de ߥ ൌ �ͲǤʹͷ se rompe la degeneración. En este caso, el campo magnético 
externo liga a la partícula hacia el origen, es decir, hace el papel de confinamiento de efecto 
armónico, discutido anteriormente; también vemos que a medida que ݉ aumenta, la barrera 
centrífuga diverge en el origen y hace que el electrón se mantenga alejado de este punto. En 
la figura 5.9, vemos el efecto de variar el campo magnético, en donde se observa que a medida 
que aumenta, la probabilidad de encontrar a la a la partícula cerca del origen, es mayor, es 
decir, está más ligada al origen, cuando ܤ es mayor. Este mismo efecto se puede observar en 
las gráficas de la figura 5.6, donde se nota que a medida que aumentamos el campo 
magnético, la partícula se liga más hacia el origen.  
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Capítulo 6 
 
Efectos magnéticos y potencial armónico  
 
En este capítulo se estudia a un electrón que se mueve sobre la superficie de un cono circular 
recto de amplitud angular ߠ,  bajo la influencia de un campo magnético constante y uniforme 
aplicado de magnitud B que es paralelo al eje ݖ, así como de un solenoide infinitesimal 
colocado a lo largo del eje ݖ, cuyo flujo magnético es igual a Ȱ, y que además se introduce 
un potencial de confinamiento tipo oscilador armónico, es decir  
 

ܪ ൌ
ͳ

ʹ݉
൫Ԧ  Ԧ൯ܣ݁

ଶ

݉߱

ଶ

ʹ
 ଶݎ

 
donde ݉ es la masa efectiva del electrón y ߱�es la frecuencia del oscilador, y ܣԦ es el vector 
potencial dado por 
 

Ԧܣ ൌ ൬
Ȱ

ߠ����ݎ�ߨʹ

ܤ
ʹ
 ൰߶ߠ����ݎ

 
Por lo tanto, al utilizar que 

 
Ԧ               ൌ െ݅ 

y 
 

ଶ ൌ െଶଶ 
 
así como las relaciones (2.5) y (2.6), resulta 
 

ܪ ൌ െ
ଶ

ʹ݉
ቈ
ͳ
ݎ
߲
ݎ߲

൬ݎ
߲
ݎ߲
൰ 

ͳ
ଶݎ ��� ଶߠ

߲ଶ

߲߶ଶ െ
ʹ݁݅
ʹ݉

൬
Ȱ

ߠ���ݎߨʹ

ܤ
ʹ
൰ߠ���ݎ

ͳ
ߠ���ݎ

߲
߲߶


݁ଶ

ʹ݉
൬

Ȱ

ߠ���ݎߨʹ

ܤ
ʹ
൰ߠ���ݎ

ଶ


݉߱

ଶ

ʹ
 ଶݎ

 
 
Por lo que  
 

ǡݎሺ߰ܪ ߶ሻ ൌ ǡݎሺ߰ܧ ߶ሻ 
 

Podemos nuevamente escribir que  
 

߰ሺݎǡ ߶ሻ ൌ
݁థ

ξʹߨ
ܴሺݎሻ 

 

(6.1) 

(6.2) 

(6.3) 

(6.4) 

(6.5) 

(6.6) 
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llegamos a que la ecuación radial es  
 

െ
ଶ

ʹ݉
ቆ
ͳ
ݎ
݀
ݎ݀

൬ݎ
ܴ݀
ݎ݀

൰ െ
݉ଶ

ଶݎ ��� ଶߠ
ܴቇ െ

ʹ݁݅
ʹ݉

൬
Ȱ

ߠ���ݎߨʹ

ܤ
ʹ
൰ߠ���ݎ

݅݉
ߠ���ݎ

ܴ


݁ଶ

ʹ݉
൬

Ȱ

ߠ���ݎߨʹ

ܤ
ʹ
൰ߠ���ݎ

ଶ

ܴ 
݉߱

ଶ

ʹ
ଶܴݎ ൌ  ܴܧ

 
 
Para simplificar esta ecuación, se define 
 

ߥ ؠ
�Ȱ

݄
�ǡ���� 

y 
 

ߤ ؠ
݉  ߥ
ߠ���

 
 
por lo tanto tenemos que 
 

ͳ
ݎ
݀
ݎ݀

൬ݎ
ܴ݀
ݎ݀

൰ െ ቈ
ଶߤ

ଶݎ

݉

ଶ߱
ଶ

ଶ
ଶݎ ቆͳ 

݁ଶܤଶ���ଶߠ
Ͷ݉

ଶ߱
ଶ ቇ ܴ ൌ ቈ

ሺ݉ܤ݁  ሻߥ


െ
ʹ݉

ଶ
 ܴܧ

 
 
donde se introduce la frecuencia del ciclotrón 
 

߱ ൌ
ܤ݁
݉

 

y definimos 
 

ߚ ൌ
߱

߱
 

 
de donde resulta que 
 

ͳ
ݎ
݀
ݎ݀

൬ݎ
ܴ݀
ݎ݀

൰ െ ቈ
ଶߤ

ଶݎ

݉

ଶ߱
ଶ

ଶ
ଶݎ ቆͳ 

ߠଶ���ଶߚ
Ͷ�

ቇ ܴ ൌ ቈߚ
݉ሺ݉  ሻߥ


߱ െ

ʹ݉

ଶ
ܧ ܴ 

 
 
Cambio de variable, 
 

ݎ ൌ  ߩܽ
escogemos que 

(6.7) 

(6.8) 

(6.9) 

(6.10) 

(6.11) 

(6.12) 

(6.13) 

(6.14) 
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݉

ଶ߱
ଶ

ଶ
ܽସ ؠ ͳ 

 

ܽଶ ൌ


݉߱
 

 
ͳ
ߩ
݀
ߩ݀

൬ߩ
ܴ݀
ߩ݀

൰ െ ቈ
ଶߤ

ଶߩ
 ቆͳ 

ߠଶ���ଶߚ
Ͷ�

ቇ ଶߩ ܴ ൌ ߚሺ݉  ሻߥ െ
ʹ

߱
 ൨ܴܧ

 
de modo que 
 

ͳ
ߩ
݀
ߩ݀

൬ߩ
ܴ݀
ߩ݀

൰ െ ቈ
ଶߤ

ଶߩ
 ቆͳ 

ߠଶ���ଶߚ
Ͷ�

ቇ ଶߩ ܴ ൌ െܴ߳ 

 
donde 
 

߳ ؠ
ʹ

߱
ܧ െ ሺ݉ߚ   ሻߥ

 
por lo que 
 

ܧ ൌ ൫߳ܧ  ሺ݉ߚ   ሻ൯ߥ
 
donde 
 

ܧ ؠ
߱

ʹ
 

 
Regresamos a la ecuación de interés, 
 

ͳ
ߩ
݀
ߩ݀

൬ߩ
ܴ݀
ߩ݀

൰ െ ቈ
ଶߤ

ଶߩ
 ቆͳ 

ߠଶ���ଶߚ
Ͷ�

ቇ ଶߩ ܴ ൌ െܴ߳ 

 
Para simplificar hacemos un nuevo cambio de variable, 

 
ݕ ൌ  ߩߙ

 
ͳ
ݕ
݀
ݕ݀

൬ݕ
ܴ݀
ݕ݀

൰ െ ቈ
ଶߤ

ଶݕ
 ସߙ ቆͳ 

ߠଶ���ଶߚ
Ͷ�

ቇ ଶݕ ܴ ൌ െߙଶܴ߳ 

 
por lo que resulta conveniente hacer 

(6.15) 

(6.16) 

(6.17) 

(6.18) 

(6.19) 

(6.20) 

(6.21) 

(6.22) 

(6.23) 

(6.24) 
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ସߙ ቆͳ 
ߠଶ���ଶߚ

Ͷ�
ቇ ؠ ͳ 

 
y, por lo tanto 
 

ߙ ൌ ቆͳ 
ߠଶ���ଶߚ

Ͷ�
ቇ
ିଵȀସ

 

 
que al introducir una nueva energía adimensional, 
 

ߝ ؠ  ଶ߳ߙ
 
nos permite escribir a la ecuación radial como, 
 

ͳ
ݕ
݀
ݕ݀

൬ݕ
ܴ݀
ݕ݀

൰ െ ቈ
ଶߤ

ଶݕ
 ଶݕ െ ߝ ܴ ൌ Ͳ 

 
Ahora, veamos los casos extremos de distancias radiales pequeñas y grandes. 
 
Si ݕ ا ͳ, caso en el cual llamamos a la solución ܴ, tenemos que 
 

݀ଶܴ
ଶݕ݀


ͳ
ݕ
ܴ݀
ݕ݀

െ
ଶߤ

ଶݕ
ܴሺݕሻ ൌ Ͳ 

 
cuya solución es ܴ ൌ ܴ ȁఓȁ; dado esto, escribimos ahora queݕ ൌ  ሻ por lo queݕሺܩȁఓȁݕ
 

݀ଶܩ
ଶݕ݀


ʹȁߤȁ  ͳ

ݕ
ܩ݀
ݕ݀

 ሾߝ െ ܩଶሿݕ ൌ Ͳ 

 
Para resolver esta ecuación es conveniente cambiar de variable con ݖ ൌ  ଶ, por lo queݕ
 

��
ݖ݀
ݕ݀

ൌ ݕʹ ൌ ʹξݖ 

de donde 
 

ܩ݀
ݕ݀

ൌ
ݖ݀
ݕ݀

ܩ݀
ݖ݀

ൌ ʹξݖ
ܩ݀
ݖ݀

 

 
y 
 

(6.25) 

(6.26) 

(6.27) 

(6.28) 

(6.29) 

(6.30) 

(6.31) 

(6.32) 
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݀ଶܩ
ଶݕ݀

ൌ Ͷݖ
݀ଶܩ
ଶݖ݀

 ʹ
ܩ݀
ݖ݀

 

 
entonces, tenemos que 
 

ᇱᇱܩ 
ȁߤȁ  ͳ

ݖ
Ʋܩ  

ߝ
Ͷݖ

െ
ͳ
Ͷ
൨ ܩ ൌ Ͳ 

 
Cuando  ݖ ب ͳǡ ܩ ՜  ஶ, se tiene la siguiente ecuaciónܩ
 

݀ଶܩஶ
ଶݖ݀

െ
ͳ
Ͷ
ሻݖஶሺܩ ൌ Ͳ 

 
cuya solución físicamente aceptable es 
 

ሻݖஶሺܩ ൌ ݁ି௭ ଶΤ  
 
Entonces, podemos escribir 
 

ሻݖሺܩ ൌ ݁ି௭ ଶΤ  ሻݖሺܨ
 
se sigue que 
 

ܩ݀
ݖ݀

ൌ ݁ି௭ ଶΤ ܨᇱ െ
ͳ
ʹ
 ൨ܨ

 
y 
 

݀ଶܩ
ଶݖ݀

ൌ ݁ି௭ ଶΤ ܨᇱᇱ െ ᇱܨ 
ͳ
Ͷ
 ൨ܨ

 
Por lo tanto, la ecuación para F es:  
 

ᇱᇱܨݖ  ሺȁߤȁ  ͳ െ ᇱܨሻݖ 
ͳ
Ͷ
൫ߝ െ ʹሺȁߤȁ  ͳሻ൯ܨ ൌ Ͳ 

 
que es la ecuación hipergeométrica confluente, cuya solución está dada por  
 

ሻݖሺܨ ൌ ೝܮ
ȁఓȁሺݖሻ 

donde el entero ݊ es igual a  
 

݊ �ൌ
ͳ
Ͷ
൫ߝ െ ʹሺȁߤȁ  ͳሻ൯ǡ�� 

 

(6.34) 

(6.35) 

(6.36) 

(6.37) 

(6.38) 

(6.39) 

(6.40) 

(6.41) 

(6.42) 

(6.33) 
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son los polinomios generalizados de Laguerre. Por lo tanto 
 

ܴሺݖሻ ൌ ȁఓȁݖܰ ଶΤ ݁ି௭ ଶΤ ೝܮ
ȁఓȁሺݖሻ 

 
y, al normalizar tenemos que 
 

ܴሺݖሻ ൌ ቈ
ଶ�݊Ǩߙʹ

ܽଶሺߠ���ሻሺ݊  ȁߤȁሻǨ

ଵ ଶΤ

ȁఓȁݖ ଶΤ ݁ି௭ ଶΤ ೝܮ
ȁఓȁሺݖሻǡ�����݊ ൌ Ͳǡ ͳǡ ʹǥ 

 
donde, para facilitar la lectura recordemos que nuestra unidad de longitud a está dada por, 
 

� ൌ ඨ


݉ɘ
 

y el factor de escala D�es igual a��
 

Ƚ ൌ ቆͳ 
Ⱦଶ���ଶɅ

Ͷԛ
ቇ
ିଵȀସ

 

 
Por lo que las funciones propias del sistema están dadas por 
 

߰ȁఓȁǡೝሺݖǡ ߶ሻ ൌ
݁థ

ξʹߨ
ቈ

ଶ�݊Ǩߙʹ
ܽଶሺߠ���ሻሺ݊  ȁߤȁሻǨ


ଵ ଶΤ

ȁఓȁݖ ଶΤ ݁ି௭ ଶΤ ೝܮ
ȁఓȁሺݖሻǡ� 

 
����݊ ൌ Ͳǡ ͳǡ ʹǥ 

 
Para las energías propias del sistema tenemos que 
 

ߝ ൌ Ͷ݊  ʹȁߤȁ  ʹ ൌ ଶ߳ߙ ൌ ቆͳ 
ߠଶ���ଶߚ

Ͷ�
ቇ
ିଵȀଶ


ʹ

߱
ܧ െ ሺ݉ߚ   ሻ൨ߥ

 
por lo que, las energías propias de este modelo general están dadas por 
 

ܧ ൌ
߱

ʹ
ሺ݉  ሻߥ 

߱

ʹ
ቆͳ 

ͳ
Ͷ
൬
߱

߱
൰
ଶ
���ଶߠቇ

ଵ ଶΤ

ቆͶ݊ 
ʹȁ݉  ȁߥ
ߠ���

 ʹቇ 

 
Ahora, analicemos diferentes casos que se reducen a situaciones ya estudiadas en este trabajo 
o en la literatura. 
 
Si ߱ ൌ Ͳ y ߥ ൌ Ͳ en (6.49), lo cual sucede en ausencia de campos magnéticos externos, 
recuperamos las energías correspondientes al caso armónico dadas por (4.32): 

(6.43) 

(6.44) 

(6.45) 

(6.46) 

(6.48) 

(6.49) 

(6.47) 
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ܧ ൌ ߱ ቆʹ݊ 
ȁ݉ȁ
ߠ���

 ͳቇ 

 
En las siguientes gráficas se muestran los estados de energía doblemente degenerados para 
݉ ് Ͳ de (6.50): 
 
 

  

   
Figura 6.1 Energías para n = 1, ȁ݉ȁ ൌ Ͳ�ሺ݆ݎሻǡ ͳሺ݊݁݃ݎሻǡ ʹሺ݈ܽݑݖሻǡ ͵ሺ݃ݏ݅ݎሻǡ Ͷሺ݆݊ܽܽ݊ܽݎሻǡ 
que muestran el espectro de energías para el caso del oscilador armónico en ausencia de 
campos magnéticos externos, y conos cuya semi-apertura angular es ߠ ൌ ߨ ʹΤ ߨ , ͵Τ  y ߨ ͶΤ , 
ߨ ͷ�Τ respectivamente. 
 
 
De igual manera, si  ߱ ൌ Ͳ en (6.49), es decir, cuando apagamos el confinamiento armónico 
nos quedamos con los niveles de AB-Landau, cuyas energías están entonces dadas por 
  

ܧ ൌ ߱ ݊�ߠ��� 
ͳ
ʹ
ሺȁ݉  ȁߥ  ሺ݉  ሻߥ   ሻ൨ߠ���

 
que son justamente las energías obtenidas en (5.40) en el capítulo 5.  

(6.50) 

(6.51) 

0.0 0.5 1.0 1.5
rad

5

10

15

20

25

30
E h

(QHUJtDV para n 0, 2, 0, 0

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
rad

5

10

15

20

25

30
E h

(QHUJtDV para n 0, 3, 0, 0

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8
rad

5

10

15

20

25

30
E h

(QHUJtDV para n 0, 4, 0, 0

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6
rad

5

10

15

20

25

30
E h

(QHUJtDV para n 0, 5, 0, 0



63 

 

Notemos que cuando ߠ ൌ ߨ ʹΤ  en (6.47) y (6.49), el espectro de energías y las funciones de 
onda para este sistema están dadas por 
 

ܧ ൌ
߱

ʹ
ሺ݉  ሻߥ 

߱

ʹ
ቆͳ 

ͳ
Ͷ
൬
߱

߱
൰
ଶ
ቇ
ଵ ଶΤ

ሺͶ݊  ʹȁ݉  ȁߥ  ʹሻ 

 
 

߰ȁఓȁǡೝሺݖǡ ߶ሻ ൌ
݁థ

ξʹߨ
ቈ

ଶ�݊Ǩߣʹ
ܽଶሺ݊  ȁ݉  ȁሻǨߥ


ଵ ଶΤ

ȁାఔȁݖ ଶΤ ݁ି௭ ଶΤ ೝܮ
ȁାఔȁሺݖሻǡ ݊ ൌ Ͳǡ ͳǡ ʹǥ 

 
 
 
donde 
 

ߣ ൌ ቆͳ 
ଶߚ

Ͷ�
ቇ
ିଵȀସ

 

 
 
Ahora, veamos el comportamiento de los estados de energía dados por (6.49), es decir, en 
presencia de campos magnéticos externos y confinamiento armónico. Notemos que cuando 
 .toma valores de ሾെͲǤͷǡͲǤͷሿ, se puede observar la degeneración en los estados de energía ߥ
  

(6.52) 

(6.53) 

(6.54) 
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Figura 6.2 Energías para ݊ݎ ൌ Ͳ, como función del ángulo ߠǡ en el intervalo de 
ሾͲǡ ߨ ʹΤ ሿ������ȁ݉ȁ ൌ Ͳ�ሺ݆ݎሻǡ ͳሺ݊݁݃ݎሻǡ ʹሺ݈ܽݑݖሻǡ ͵ሺ݃ݏ݅ݎሻǡ Ͷሺ݆݊ܽܽ݊ܽݎሻ, ߥ ൌ ሾെͲǤͷǡͲǤͷሿǡ
ߚ ൌ Ͳ. Curvas punteadas para ݉  Ͳ y sólidas para ݉ ൏ Ͳ. 
 
Se observa que nuevamente para ߥ ൌ െͲǤͷݕ��ͲǤͷ, hay degeneración en los estados de energía, 
mientras que se rompe esta degeneración para ߥ ് െͲǤͷݕ��ͲǤͷ. 
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Veamos ahora el efecto de variar el campo magnético. 
 
 
 

   

   

   

   

 
Figura 6.3 Energías para ݊ݎ ൌ Ͳ, como función del ángulo ߠǡ en el intervalo de 
ሾͲǡ ߨ ʹΤ ሿ������ȁ݉ȁ ൌ Ͳሺ݆ݎሻǡ ͳሺ݊݁݃ݎሻǡ ʹሺ݈ܽݑݖሻǡ ͵ሺ݃ݏ݅ݎሻǡ Ͷሺ݆݊ܽܽ݊ܽݎሻ,ߚ� ൌ ሾͲǡͳǤͳሿǡߥ��� ൌ
ͲǤ�Curvas punteadas para ݉  Ͳ y sólidas para ݉ ൏ Ͳ. 
 
Notamos en este caso que, al ir aumentando el campo magnético, se rompe la degeneración 
y los niveles de energía se van separando, y la energía aumenta a medida que aumenta ݉.  
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m 7

En la siguiente grafica observamos las energías, (6.49), en función del flujo magnético. 
Observamos que para el caso de ݊ ൌ ͳ, al aumentar ߚ�, la energía disminuye, para cada 
número cuántico magnético, ݉ǡ y al aumentar �݊, la energía aumenta, como era de esperarse.  
 
 
 

ߠ  ൌ ߨ ʹΤ ߠ  ൌ ߨ ͵Τ ߠ  ൌ ߨ ͶΤ  

 
݊ ൌ ͳ 
ߚ ൌ Ͳ 

   

 
݊ ൌ ͳ 
ߚ  ൌ
ͲǤͷ 

 
 

  
 
 

 
݊ ൌ ʹ 
ߚ   ൌ
ͲǤͷ 

 
 

  
Figura 6.4 Energías para ݊ ൌ ͳǡʹǡ ߚ ൌ ͲǡͲǤͷ, como función de ߥ en el intervalo ሾെͲǤͷǡ ͲǤͷሿ, 
para ȁ݉ȁ ൌ Ͳǡ ͳǡ ʹǡ ͵ǡ Ͷǡ ͷǡ ݕ���ሺܿ݁ݐ݊݁݅ݑ݃݅ݏ�ܽ݀݊݁ݕ݈݁�݈ܽ�݊݁�ܽݎݐ݁ݑ݉�݁ݏ�݉ሻ, y conos 
cuya semi-apertura angular es ߠ ൌ ߨ ʹΤ ߨ , ͵Τ  y ߨ ͶΤ , respectivamente. 
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Estudiemos ahora la densidad de probabilidad por unidad de área, la cual es el módulo 
cuadrado de la función de onda: 

 
ሻݎȁఓȁǡሺߩ ൌ ห߰ȁఓȁǡሺݎǡ ߶ሻห

ଶ
 

 
que, de manera explícita está dada por: 
 

ሻݎȁఓȁǡೝሺߩ ൌ ቆ
ଶ�݊Ǩߙʹ

ܽଶሺߠ���ሻሺ݊  ȁߤȁሻǨ
ቇ ሺݎߙሻଶȁఓȁ݁ିሺఈሻమ ቂܮೝ

ȁఓȁሺݎߙሻଶቃ
ଶ
 

 
A continuación, se muestran algunas gráficas de esta función. En la figura 6.2 solo se 
pretende mostrar la estructura nodal para diferentes números cuánticos ݊. En la figura 6.3 se 
muestra el efecto de tomar diferentes valores de ݉, que ya se discutió en los capítulos 
anteriores, y en la figura 6.4, se observa el efecto de variar el flujo magnético, cuya discusión 
también ya ha sido tratada. 
 

  

   
Figura 6.5 Gráficas de las funciones ห߰ȁఓȁǡሺݎǡ ߶ሻห

ଶ
 para ݊ ൌ ͳǡʹǡ͵ݕ��Ͷǡ ݉ ൌ Ͳ, ߥ ൌ Ͳ, ߚ ൌ

ͲǤʹ�y conos cuya semi-apertura angular es ߠ ൌ ߨ ͵Τ . 
  

(6.55) 

(6.56) 
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Figura 6.6 Gráficas de las funciones ห߰ȁఓȁǡሺݎǡ ߶ሻห

ଶ
 como función de ݎǡ�para ݊ ൌ ͳǡʹǡ ߥ ൌ Ͳ, 

ߚ ൌ ͲǤʹǡ ݉ ൌ Ͳǡͳݕ��ʹ, y conos cuya semi-apertura angular es ߠ ൌ ߨ ͵Τ . 
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Figura 6.7 Gráficas de las funciones ห߰ȁఓȁǡሺݎǡ ߶ሻห

ଶ
 para ݊ ൌ ͳǡʹǡ ݉ ൌ Ͳ, ߥ ൌ Ͳǡ ͲǤʹͷǡ ͲǤͷǡ  

ߚ ൌ ͲǤʹ�y conos cuya semi-apertura angular es ߠ ൌ ߨ ͵Τ . 
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Por otra parte, la densidad de probabilidad radial en términos de la función ݑሺݎሻ ൌ
ξݎ ��� ߠ ܴሺݎሻ, para este modelo está dada por: 
 

݀ȁఓȁǡሺݎሻ ൌ ቆ
ଶ�݊Ǩߙ�ݎ�ʹ

ܽଶሺ݊  ȁߤȁሻǨ
ቇ ሺݎߙሻଶȁఓȁ݁ିሺఈሻమ ቂܮೝ

ȁఓȁሺሺݎߙሻଶሻቃ
ଶ
 

 
Notemos que la ecuación para  ݑሺݎሻ en este caso, está dada por  
 

െݑᇱᇱ  ൝
ଶߤ െ ͳ

Ͷൗ
ଶݎ

 ʹݎ ൭ͳ 
ߠʹ���ʹߚ

Ͷ� ൱ൡ ݑ ൌ െ߳ݑ 

 
en donde vemos que el potencial efectivo adimensional para este sistema está dado por 
 

ܸሺݎሻ ൌ
ଶߤ െ ͳ

Ͷൗ
ଶݎ

 ʹݎ ൭ͳ 
ߠʹ���ʹߚ

Ͷ� ൱ 

 

 
Figura 6.8 Gráfica del potencial efectivo adimensional, en términos de la variable ݎ 
adimensional, dada por la ecuación (6.59). 
 
Podemos ver que el potencial efectivo para este modelo está compuesto por la barrera 
centrífuga, el potencial de confinamiento armónico y el potencial de confinamiento 
cuadrático dado por el campo magnético externo, los cuáles ligarán a la partícula hacía el 
origen de coordenadas, aún más que para el caso estudiado en el capítulo 5, en donde solo se 
tiene el potencial de confinamiento cuadrático dado por el campo magnético externo.  
 
Notemos que si apagamos el campo magnético y el confinamiento armónico nos quedamos 
solo con la barrera centrífuga, que corresponde al potencial centrífugo estudiado en el 
capítulo 3. Si apagamos el flujo y el campo magnético, resulta el potencial efectivo dado por 
la barrera centrífuga y el potencial de confinamiento armónico estudiado en el capítulo 4. Si 
solo apagamos el confinamiento armónico nos resulta el potencial compuesto por la barrera 
centrífuga y el potencial de confinamiento cuadrático con el que contribuye el campo 
magnético externo estudiado en el capítulo 5.  
 
A continuación, se muestran un conjunto de resultados para diferentes situaciones. 
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Figura 6.9 Densidad de probabilidad radial, ݀ȁఓȁǡሺݎሻǡ para n = 1,2, como función de ݎ en el 
intervalo ሾͲǡ ͷሿ, para ȁ݉ȁ ൌ Ͳ�ሺ݆݊ܽܽ݊ܽݎሻǡ ͳሺ݈ܽݑݖሻǡ ʹ�ሺ݆ݎሻݕ��͵ሺ݊݁݃ݎሻ, curvas punteadas 
para ݉  Ͳ y sólidas para ݉ ൏ Ͳ, para ߥ ൌ Ͳǡ ͲǤʹǡ ߚ ൌ ͲǡͲǤͶ�y conos cuya semi-apertura 
angular es ߠ ൌ ߨ ʹΤ ǡ ߨ ͵ǡ ߨ ͶΤΤ , respectivamente. 
 
Podemos observar que cuando ߥ ൌ Ͳ, las funciones ݀ȁఓȁǡሺݎሻ están degeneradas, pero para 
un valor de ߥ ൌ �ͲǤʹ se rompe la degeneración. En este caso, el campo magnético externo 
liga a la partícula hacia el origen y refuerza el confinamiento de efecto armónico, es decir, la 
probabilidad de encontrar a la partícula cerca del origen, es mayor cuando ߚ aumenta. 
También vemos que a medida que ݉ aumenta, la barrera centrífuga diverge en el origen y 
hace que el electrón no pueda penetrar al origen de coordenadas.  
 

0 1 2 3 4
r

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0
Probabilidad radial : nr 0, 2, 0, 0

0 1 2 3 4
r

0.2

0.4

0.6

0.8
Probabilidad radial : nr 1, 4, 0.2, 0.4

0 1 2 3 4
r

0.2

0.4

0.6

0.8
Probabilidad radial : nr 1, 4, 0, 0

0 1 2 3 4
r

0.2

0.4

0.6

0.8
Probabilidad radial : nr 1, 3, 0.2, 0.4

0 1 2 3 4
r

0.2

0.4

0.6

0.8
Probabilidad radial : nr 1, 2, 0.2, 0.4

0 1 2 3 4
r

0.2

0.4

0.6

0.8
Probabilidad radial : nr 1, 3, 0, 0

0 1 2 3 4
r

0.2

0.4

0.6

0.8
Probabilidad radial : nr 1, 2, 0, 0

0 1 2 3 4
r

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0
Probabilidad radial : nr 0, 4, 0.2, 0.4

0 1 2 3 4
r

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0
Probabilidad radial : nr 0, 3, 0.2, 0.4

0 1 2 3 4
r

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0
Probabilidad radial : nr 0, 2, 0.2, 0.4

0 1 2 3 4
r

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0
Probabilidad radial : nr 0, 4, 0, 0

0 1 2 3 4
r

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0
Probabilidad radial : nr 0, 3, 0, 0



72 

 

Capítulo 7  
 
7.1 Promedios, varianza y desviación estándar 
 
 
En este capítulo se calcula la varianza y la desviación estándar para el modelo general, es 
decir, el modelo estudiado en el capítulo anterior.  
 
Empecemos por definir la varianza o dispersión de un operador [20], ܣመ, como 
 

ሺοܣሻଶ ൌ መܣ൫ۃ െ ൯ۄܣۃ
ଶۄ 

 
Se acostumbra, también definir la desviación estándar οܣ, que no es más que la raíz cuadrada 
de la varianza, es decir 
 

οܣ ൌ ටۃ൫ܣመ െ ൯ۄܣۃ
ଶۄ 

 
Recordando que los paréntesis ۄ�ۃ representan un valor promedio mecánico-cuántico, 
podemos reescribir (7.1), suponiendo que la condición de normalización de Ȳ se satisface, 
como 
 

ሺοܣሻଶ ൌ መଶܣ൫ۃ െ ۄܣۃመܣʹ   ۄଶ൯ۄܣۃ
 

ሺοܣሻଶ ൌ න Ȳכ
�

்ா
൫ܣመଶ െ ۄܣۃመܣʹ   ��ଶ൯Ȳۄܣۃ

 
Separando esta expresión en tres integrales (en todo el espacio) y recordando que ۄܣۃ es un 
número que puede salir de las mismas, obtenemos 
 

ሺοܣሻଶ ൌ න Ȳܣכመଶ
�

்ா
Ȳ�� െ නۄܣۃʹ Ȳܣכመ

�

்ா
Ȳ��  ଶۄܣۃ න Ȳכ

�

்ா
Ȳ�� 

 
Identificamos el primer término como el valor esperado del operador ܣመଶ; a la integral del 
segundo término como ۄܣۃ, y la integral del tercer sumando, por la condición de 
normalización, será igual a la unidad, o sea, que 
 

ሺοܣሻଶ ൌ ۄଶܣۃ െ ۄܣۃۄܣۃʹ   ଶۄܣۃ
 

ሺοܣሻଶ ൌ ۄଶܣۃ െ  ଶۄܣۃ
 

De acuerdo con esto, podemos expresar a la desviación estándar de (7.2) de la siguiente forma 

(7.1) 

(7.2) 

(7.3) 
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οܣ ൌ ඥܣۃଶۄ െ  ଶۄܣۃ

 
Ahora, a partir del desarrollo mostrado anteriormente, sabemos que el valor esperado de la 
posición ݔ de una partícula que se encuentra en el estado Ȳ (normalizado) se define como 
 

ۄݔۃ ൌ න Ȳכሺݔሻ
ஶ

ିஶ
 ǡݔሻ݀ݔȲሺݔ

 
y el significado físico del valor esperado ۄݔۃ o el valor promedio de ݔ, es el de la posición 
más probable en todo el espacio, en el que se encuentra la partícula. 
 
Así, de (7.3), la varianza ߪଶ en la posición de la partícula está definida como 
 

ଶߪ ൌ ۄሻଶݔሺȟۃ ൌ ۄଶݔۃ െ  ଶۄݔۃ
 
mientras que la incertidumbre, ȟݔ ൌ  en la posición de la partícula, de (7.4), está dada por ߪ
la desviación estándar  
 

ߪ ൌ ඥݔۃଶۄ െ  ଶۄݔۃ
 
 
Promedio de potencias de la distancia radial 
 
Dado que la función radial está dada por 
 

ܴሺݖሻ ൌ ቈ
ଶ�݊Ǩߙʹ

ܽଶሺߠ���ሻሺ݊  ȁߤȁሻǨ

ଵ ଶΤ

ȁఓȁݖ ଶΤ ݁ି௭ ଶΤ ೝܮ
ȁఓȁሺݖሻǡ�����݊ ൌ Ͳǡ ͳǡ ʹǥ 

 
entonces 
 

ሾܴሺݖሻሿଶ ൌ
ଶ�݊Ǩߙʹ

ܽଶሺߠ���ሻሺ݊  ȁߤȁሻǨ
݁ି௭ݖȁఓȁ ቂܮೝ

ȁఓȁሺݖሻቃ
ଶ
 

 
Ahora, dado que ݎ  
 

ݎ ൌ
ܽ
ߙ ξ

 ݖ
Tenemos que 
 

ۄݎۃ ൌ ቀۃ
ܽ
ߙ
ቁ

ݖ ଶΤ  ۄ

 

(7.5) 

(7.6) 

(7.7) 

(7.8) 

(7.9) 

(7.10) 

(7.4) 

(7.11) 



74 

 

Donde p es un entero en este caso y no debe confundirse con la p asociada a la cantidad de 
movimiento usada en la sección (7.2), es decir,  
 

ۄݎۃ ൌ ቀ
ܽ
ߙ
ቁ
 ଶ�݊Ǩߙʹ
ܽଶሺߠ���ሻሺ݊  ȁߤȁሻǨ

න ����Ʌݎ݀ݎ
ஶ


�݁ି௭ݖȁఓȁା ଶΤ ቂܮೝ

ȁఓȁሺݖሻቃ
ଶ
 

 

ۄݎۃ ൌ ቀ
ܽ
ߙ
ቁ
 �݊Ǩ
ሺ݊  ȁߤȁሻǨ

න ݖ݀
ஶ


݁ି௭ݖȁఓȁା ଶΤ ቂܮೝ

ȁఓȁሺݖሻቃ
ଶ
 

 
Para  ൌ ͳ tenemos que 
 

ۄݎۃ ൌ 
ܽ�݊Ǩ

ሺ݊ߙ  ȁߤȁሻǨ
൨න ݁ି௭ݖȁఓȁାଵ ଶΤ ቂܮೝ

ȁఓȁሺݖሻቃ
ଶ
ݖ݀

ஶ



 

 
Para  ൌ ʹ: 
 

ۄଶݎۃ ൌ ቈ
ܽଶ�݊Ǩ

ଶሺ݊ߙ  ȁߤȁሻǨ
න ݁ି௭ݖȁఓȁାଵ ቂܮೝ

ȁఓȁሺݖሻቃ
ଶ
ݖ݀

ஶ



 

 
 
Los resultados finales, más simplificados para estas expresiones para diferentes valores de 
݊, se muestran en la siguiente tabla, donde en general ߁ሺݔሻ, corresponde a la función gamma 
[21] dada por ߁ሺݔሻ ൌ  ஶݔ௫ିଵ݁ି௫݀ݐ

 . 
 
 
 
݊ ۄݎۃȀܽ ݎۃଶۄȀܽଶ 
0 ͳ

ȁǨߤȁߙ
Ȟ 
͵
ʹ
 ȁߤȁ൨ 

ͳ
ȁǨߤଶȁߙ

Ȟሾʹ  ȁߤȁሿ 

1 ͳ
ሺͳߙ  ȁߤȁሻǨ

ͳ
Ͷ
Ȟ 
͵
ʹ
 ȁߤȁ൨ ሺ  Ͷȁߤȁሻ 

ͳ
ଶሺͳߙ  ȁߤȁሻǨ

ȞሾͶ  ȁߤȁሿ
ʹ  ȁߤȁ

 

2 ʹ
ʹሺߙ  ȁߤȁሻǨ

ͳ
Ͷ

Ȟ 
͵
ʹ
 ȁߤȁ൨ ሺͳͶͷ  ͳȁߤȁሻ 

ሺͻ  ʹȁߤȁሻ 

ʹ
ʹଶሺߙ  ȁߤȁሻǨ

ͳ
ʹ
Ȟሾ͵  ȁߤȁሿሺͷ  ȁߤȁሻ 

3 ͵Ǩ
͵ሺߙ  ȁߤȁሻǨ

ͳ
ͺ

Ȟ 
͵
ʹ
 ȁߤȁ൨ 

ሺʹͲͳ  Ͷȁߤȁ൫  ͺȁߤȁሺ͵͵  Ͷȁߤȁሻ൯ሻ 

͵Ǩ
͵ଶሺߙ  ȁߤȁሻǨ

ͳ

ȞሾͶ  ȁߤȁሿሺ  ȁߤȁሻ 

 
 
 
De modo que podemos representar gráficamente la varianza y la desviación estándar para 
distintos valores de ݊, como se muestra a continuación. 

(7.14) 

(7.15) 

(7.12) 

(7.13) 
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ߠ  ൌ ߨ ʹΤ ߠ  ൌ ߨ ͵Τ ߠ  ൌ ߨ ͶΤ  

� ൌ ͳ 
ȾൌͲ 

   

� ൌ ʹ 
Ⱦ=0 

   

� ൌ ͵ 
ȾൌͲ 

    
Figura 7.1 Varianza, ߪଶǡ�para n = 1,2 y 3 como función de ߥ en el intervalo ሾെͲǤͷǡ ͲǤͷሿ, para 
ȁ݉ȁ ൌ Ͳ�ሺ݆ݎሻǡ ͳሺ݊݁݃ݎሻǡ ʹ�ሺ݈ܽݑݖሻǡ ͵�ሺ݃ݏ݅ݎሻݕ��Ͷ�ሺ݆݊ܽܽ݊ܽݎሻ, curvas sólidas para ݉ ൏ Ͳ y 
punteadas para ݉  Ͳ para ߚ ൌ Ͳ�y conos cuya semi-apertura angular es ߠ ൌ
ߨ ʹΤ ǡ ߨ ͵ǡ ߨ ͶΤΤ , respectivamente. 
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Figura 7.2 Varianza, ߪଶǡ�para n = 1 como función de ߥ, en el intervalo ሾെͲǤͷǡ ͲǤͷሿ, para 
ȁ݉ȁ ൌ Ͳ�ሺ݆ݎሻǡ ͳሺ݊݁݃ݎሻǡ ʹ�ሺ݈ܽݑݖሻǡ ͵�ሺ݃ݏ݅ݎሻݕ��Ͷ�ሺ݆݊ܽܽ݊ܽݎሻ, curvas sólidas para ݉ ൏ Ͳ y 
punteadas para ݉  Ͳ para ߚ ൌ Ͳǡ ͲǤͷݕ��ͳǡ�y conos cuya semi-apertura angular es ߠ ൌ
ߨ ʹΤ ǡ ߨ ͵ǡ ߨ ͶΤΤ , respectivamente. 
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Figura 7.3 Dispersión,ߪ�ǡ�para n = 1,2 y 3 como función de ߥ, en el intervalo ሾെͲǤͷǡ ͲǤͷሿ, 
para ȁ݉ȁ ൌ Ͳ�ሺ݆ݎሻǡ ͳሺ݊݁݃ݎሻǡ ʹ�ሺ݈ܽݑݖሻǡ ͵�ሺ݃ݏ݅ݎሻݕ��Ͷ�ሺ݆݊ܽܽ݊ܽݎሻ, curvas sólidas para ݉ ൏
Ͳ y punteadas para ݉  Ͳ para ߚ ൌ Ͳ�y conos cuya semi-apertura angular es ߠ ൌ
ߨ ʹΤ ǡ ߨ ͵ǡ ߨ ͶΤΤ , respectivamente. 
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Figura 7.4 Dispersión,ߪ�ǡ�para n = 1 como función de ߥ, en el intervalo ሾെͲǤͷǡ ͲǤͷሿ, para 
ȁ݉ȁ ൌ Ͳ�ሺ݆ݎሻǡ ͳሺ݊݁݃ݎሻǡ ʹ�ሺ݈ܽݑݖሻǡ ͵�ሺ݃ݏ݅ݎሻݕ��Ͷ�ሺ݆݊ܽܽ݊ܽݎሻ, curvas sólidas para ݉ ൏ Ͳ y 
punteadas para ݉  Ͳ para ߚ ൌ Ͳǡ ͲǤͷݕ��ͳǡ�y conos cuya semi-apertura angular es ߠ ൌ
ߨ ʹΤ ǡ ߨ ͵ǡ ߨ ͶΤΤ , respectivamente. 
 
La desviación estándar nos da una idea de qué tanto los valores individuales se alejan del 
valor promedio, en este caso, la desviación estándar en la posición de la partícula. No 
sabemos si, durante las diversas mediciones, esta variable física se ha mantenido cercana a 
su valor promedio o ha oscilado mucho alrededor de él; esta información la encontramos en 
 �resulta un valor pequeño, podemos afirmar que, al realizar múltiples mediciones deߪ . Siߪ
la posición más probable de la partícula en todo el espacio, estas se desvían poco del valor 
promedio de ellas, como podemos notar en las gráficas mostradas anteriormente para la 
dispersión, en donde se puede observar que toma valores entre 0 y 0.5 en la figura 7.4 para 
n = 1 y ȁ݉ȁ ൌ Ͳǡ ͳǡ ʹ�ǡ  �ͶǤݕ�͵
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7.2 El principio de incertidumbre de Heisenberg 
 
Una vez familiarizados con las desviaciones estándar de la mecánica cuántica, podemos 
aplicar el principio de incertidumbre de Heisenberg [22], [23] a nuestro sistema de estudio. 
Heisenberg demostró que, para dos variables físicas conjugadas, como lo son, por ejemplo, 
la coordenada ݔ y la cantidad de movimiento en  ,ݔ௫, del movimiento de una partícula en 
una dimensión, cumple la siguiente desigualdad para el producto de las desviaciones estándar 
de las observables mencionadas 
 

οݔο௫ 

ʹ

 
 
No existe un sistema cuántico para el cual la posición y la cantidad de movimiento sean 
variables bien definidas simultáneamente. Si preparamos un buen número de muestras de un 
sistema para efectuar mediciones experimentales de posición y cantidad de movimiento, 
nunca lograremos en todas ellas detectar valores constantes de ݔ y de ௫, una o las dos 
variables arrojarán datos dispersos que satisfarán la desigualdad de Heisenberg (7.16). 
En la sección anterior ya hemos calculado la desviación estándar para la coordenada ݎ,�ȟݎ, 
por lo que solo resta obtener  
 

ο ൌ ඥۃଶۄ െ  ଶۄۃ
 
Dado que ۃۄ ൌ Ͳ [24], por tratarse de estados ligados (no se transporta el electrón por el 
espacio), nos limitamos a obtener ۃଶۄ. 
 
Para hacer el cálculo de ۃଶۄ partimos del Hamiltoniano dado por 
 

ܪ ൌ െ
ଶ

ʹ݉
ቈ
ͳ
ݎ
߲
ݎ߲

൬ݎ
߲
ݎ߲
൰ 

ͳ
ଶݎ ��� ଶߠ

߲ଶ

߲߶ଶ െ
ʹ݁݅
ʹ݉

൬
Ȱ

ߠ���ݎߨʹ

ܤ
ʹ
൰ߠ���ݎ

ͳ
ߠ���ݎ

߲
߲߶


݁ଶ

ʹ݉
൬

Ȱ

ߠ���ݎߨʹ

ܤ
ʹ
൰ߠ���ݎ

ଶ


݉߱

ଶ

ʹ
 ଶݎ

 
 
de modo que 
 

ܪ ൌ
ଶ

ʹ݉


݁݉Ȱ

ߠଶ݊݁ݏ݉ߨʹ
ͳ
ଶݎ


݁݉ܤ
ʹ݉


݁ଶȰ

ଶ

ͺߨଶ݉݊݁ݏଶߠ
ͳ
ଶݎ


݁ଶܤଶ݊݁ݏଶߠ

ͺ݉
ଶݎ 

݁ଶȰܤ
Ͷ݉ߨ


݉߱

ଶ

ʹ
 ଶݎ

 
 
Pero sabemos que el promedio del Hamiltoniano es la energía, es decir 

(7.18) 

(7.19) 

(7.16) 

(7.17) 



80 

 

 
ۄܪۃ ൌ  ೝǡǡܧ

entonces 
 

ۄଶۃ ൌ ቈܧೝǡ െ
݁݉Ȱ

ߠଶ݊݁ݏ݉ߨʹ
ۃ
ͳ
ଶݎ
ۄ െ
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y haciendo las simplificaciones correspondientes, se llega a 
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Por lo que  
 

ο ൌ ඥۃଶۄ 
 
 
 
A continuación, se muestran algunas gráficas para ο 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(7.20) 

(7.21) 

(7.22) 

(7.23) 
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Figura 7.5 Dispersión,�οǡ�para n = 1,2 y 3 como función de ߥ, en el intervalo ሾെͲǤͷǡ ͲǤͷሿ, 
para ȁ݉ȁ ൌ Ͳ�ሺ݆ݎሻǡ ͳሺ݊݁݃ݎሻǡ ʹ�ሺ݈ܽݑݖሻǡ ͵�ሺ݃ݏ݅ݎሻݕ��Ͷ�ሺ݆݊ܽܽ݊ܽݎሻ, curvas sólidas para ݉ ൏
Ͳ y punteadas para ݉  Ͳ para ߚ ൌ Ͳ�y conos cuya semi-apertura angular es ߠ ൌ
ߨ ʹΤ ǡ ߨ ͵ǡ ߨ ͶΤΤ , respectivamente. 
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Figura 7.6 Dispersión,�οǡ�para n = 1 como función de ߥ, en el intervalo ሾെͲǤͷǡ ͲǤͷሿ, para 
ȁ݉ȁ ൌ Ͳ�ሺ݆ݎሻǡ ͳሺ݊݁݃ݎሻǡ ʹ�ሺ݈ܽݑݖሻǡ ͵�ሺ݃ݏ݅ݎሻݕ��Ͷ�ሺ݆݊ܽܽ݊ܽݎሻ, curvas sólidas para ݉ ൏ Ͳ y 
punteadas para ݉  Ͳ para ߚ ൌ Ͳǡ ͲǤͷݕ��ͳǡ�y conos cuya semi-apertura angular es ߠ ൌ
ߨ ʹΤ ǡ ߨ ͵ǡ ߨ ͶΤΤ , respectivamente. 
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Figura 7.7 ο�ǡ�para n = 1,2 y 3, como función de ߠ, en el intervalo de ሾͲǡ ߨ ʹΤ ሿǡ ȁ݉ȁ ܽݎܽ ൌ
Ͳ�ሺ݆ݎሻǡ ͳሺ݊݁݃ݎሻǡ ʹ�ሺ݈ܽݑݖሻǡ ͵�ሺ݃ݏ݅ݎሻݕ��Ͷ�ሺ݆݊ܽܽ݊ܽݎሻ�, curvas sólidas para ݉ ൏ Ͳ y 
punteadas para ݉  Ͳ, para ߚ ൌ Ͳǡ ߥ ൌ ͲǤͳǡͲǤͷݕ��ͲǤͻǤ 
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Figura 7.8 οǡ�para n = 1,2 y 3, como función de ߠ, en el intervalo de ሾͲǡ ߨ ʹΤ ሿǡ ȁ݉ȁ ܽݎܽ ൌ
Ͳ�ሺ݆ݎሻǡ ͳሺ݊݁݃ݎሻǡ ʹ�ሺ݈ܽݑݖሻǡ ͵�ሺ݃ݏ݅ݎሻݕ��Ͷ�ሺ݆݊ܽܽ݊ܽݎሻ�, curvas sólidas para ݉ ൏ Ͳ y 
punteadas para ݉  Ͳ, para ߥ ൌ ͲǤ͵ߚ ݕ� ൌ Ͳǡʹݕ��ͶǤ  
 

 
Observamos que ο en todos los casos toma valores mayores que las gráficas de οݎ, pues, 
en este caso, ο arroja valores dispersos, que satisfacen la desigualdad de Heisenberg, como 
se muestra en las siguientes gráficas, οݎο, en donde en todos los casos es mayor  a la 
unidad (en este caso, al hacer el cálculo analítico se factorizo Ȁʹ, por lo tanto al graficar, 
uno debería esperar valores mayores a la unidad) para las distintas ݉݊�ݕ��, así como para los 
diferentes valores del campo magnético, ߚǡ y el flujo magnético, ߥ, y podemos concluir que 
el principio de incertidumbre se cumple, como se observa a continuación.  
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 Gráficas para οݎο. 
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Figura 7.9 οݎο�ǡ�para n = 1,2 y 3, como función de ߠ, en el intervalo de ሾͲǡ ߨ ʹΤ ሿǡ  ܽݎܽ
ȁ݉ȁ ൌ Ͳ�ሺ݆ݎሻǡ ͳሺ݊݁݃ݎሻǡ ʹ�ሺ݈ܽݑݖሻǡ ͵�ሺ݃ݏ݅ݎሻݕ��Ͷ�ሺ݆݊ܽܽ݊ܽݎሻ�, curvas sólidas para ݉ ൏ Ͳ y 
punteadas para ݉  Ͳ, para ߚ ൌ Ͳǡ ߥ ൌ ͲǤͳǡͲǤͷݕ��ͲǤͻǤ 
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Figura 7.10 οݎοǡ�para n = 1,2 y 3, como función de ߠ, en el intervalo de ሾͲǡ ߨ ʹΤ ሿǡ  ܽݎܽ
ȁ݉ȁ ൌ Ͳ�ሺ݆ݎሻǡ ͳሺ݊݁݃ݎሻǡ ʹ�ሺ݈ܽݑݖሻǡ ͵�ሺ݃ݏ݅ݎሻݕ��Ͷ�ሺ݆݊ܽܽ݊ܽݎሻ�, curvas sólidas para ݉ ൏ Ͳ y 
punteadas para ݉  Ͳ, para ߥ ൌ ͲǤ͵ߚ ݕ� ൌ Ͳǡʹݕ��ͶǤ  
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Figura 7.11 οݎοǡ�para n = 1 como función de ߥ, en el intervalo ሾെͲǤͷǡ ͲǤͷሿ, para ȁ݉ȁ ൌ
Ͳ�ሺ݆ݎሻǡ ͳሺ݊݁݃ݎሻǡ ʹ�ሺ݈ܽݑݖሻǡ ͵�ሺ݃ݏ݅ݎሻݕ��Ͷ�ሺ݆݊ܽܽ݊ܽݎሻ, curvas sólidas para ݉ ൏ Ͳ y 
punteadas para ݉  Ͳ para ߚ ൌ Ͳǡ ͳǤͷݕ��͵ǡ�y conos cuya semi-apertura angular es ߠ ൌ
ߨ ʹΤ ǡ ߨ ͵ǡ ߨ ͶΤΤ , respectivamente. 
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Conclusiones y perspectivas 
 
En este trabajo hemos estudiado la dinámica cuántica de electrones confinados a moverse 
sobre la superficie de un cono circular recto, bajo la influencia de diferentes interacciones 
físicas que incluyen el confinamiento a una región finita del espacio, efectos de potenciales 
centrales armónicos y efectos magnéticos a través del cálculo exacto tanto de las funciones 
como de las energías propias de los diferentes sistemas que fueron estudiados resolviendo la 
ecuación de Schrödinger independiente del tiempo. 
 
Al estudiar el comportamiento radial, estudiamos además la función radial unidimensional 
que deber ser igual a cero en el origen. Además, surge el efecto de un potencial centrifugo 
que, sin duda, permite estudiar con mayor claridad cualitativa los efectos de cuantización por 
confinamiento pues introduce una barrera centrífuga debido a efectos de momento angular y 
de flujo de campo magnético. 
 
En cada uno de los capítulos hemos estudiado las energías y las funciones de onda como 
función de los diferentes parámetros introducidos en los modelos particulares y presentando 
los resultados de manera gráfica y analítica para entender su significado físico. 
 
Notamos además que cuando ߠ ൌ ߨ ʹΤ , es decir, sobre el plano, se reduce a los casos ya 
estudiados que se encuentran en la literatura. También se comparan nuestros resultados con 
otros casos ya resueltos para los niveles de Landau y el efecto y el efecto Aharonov-Bohm. 
 
Como trabajo a futuro, ya que en todos los casos se obtuvieron de forma analítica las 
funciones y energías propias para cada sistema, podemos obtener propiedades eléctricas y 
magnéticas del sistema de interés, como corrientes persistentes, magnetización y 
polarizabilidad [25]. 
 
Esto se logra al analizar las propiedades cuánticas más básicas, dentro del marco general de 
sistemas cuánticos confinados son ciertamente de gran utilidad a nivel de tecnología de punta 
y, sin duda para estudiar temas básicos de entropía cuántica de Shannon, efectos Aharonov-
Bohm en problemas de dispersión y sistemas hidrogenoides sobre los cuales ya estamos 
trabajando [26]. 
 
Cabe enfatizar como comentario final que los puntos cuánticos son átomos artificiales que 
pueden diseñarse para tener propiedades eléctricas y magnéticas que no se encuentran en los 
elementos de la tabla periódica y que, por lo tanto, amplían nuestras perspectivas de estudio 
en muy diferentes niveles y aspectos.  
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