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Capitulo 1

Introduccion

En muchas situaciones interesantes los fluidos relativistas son utilizados
para describir sistemas astrofisicos como la presencia de vorticidad en estre-
llas de neutrones, [1] donde se producen efectos relevantes que estan aco-
plados a efectos disipativos como conduccién de calor, esfuerzos cortantes,
viscosidad y otros. En astronomia se encuentra el jet relativista, fluido de
alta velocidad muy colimado que se genera como consecuencia del material
acretado en torno a agujeros negros supermasivos, también es llamado cho-
rro relativista, que es un término para referirse a chorros de materia que
generalmente estan asociados a discos de acrecion, es decir una estructura en
forma de disco alrededor de un objeto central masivo. El disco aumenta el
cuerpo central siendo atraido por éste y contribuyendo a su aumento de masa
[2]. También estén los gases primordialmente en modelos cosmoldgicos, por
ejemplo en experimentos que involucran colisiones entre nicleos pesados a
altas velocidades como el RHIC (Colisionador de Iones Pesados Relativistas)
o LHC (El Gran Colisionador de Hadrones)en el CERN a tiempos cortos se
obtienen un gas de nucleones que corresponde a una aproximacion de un gas
ideal de particulas. En Relatividad General la fuente del campo gravitacio-
nal se puede modelar en general por fluidos relativistas con caracteristicas
diversas [3, 4]. Por lo anterior la descripcion tedrica es necesaria.

Por parte de la termodinamica relativista, este concepto que ha sido muy
utilizado en en el pasado [5], pero no parece haberse desarrollado hasta alcan-
zar una teoria consistente y aceptable por todos los fisicos. Una de las posibles
razones de esta falta de concrecion puede ser su aparente falta de aplicacio-
nes [6]. Tampoco faltan los autores que consideran, directamente, que no

7



8 CAPITULO 1. INTRODUCCION

es posible construir una termodinamica relativista; asi es para Ter Haar y
Wergeland [7]. J. Giiémez [8] discute la necesidad conceptual de construir
una termodindmica relativista Lorentziana, como generalizacion, aplicando
la teoria especial de la relatividad de Einstein, de una termodinamica Ga-
lileana, y discute sobre las posibles bases con las que se podrian construir
4-vectores de energia interna, trabajo y calor.

Por parte del calor, J Giiémez comenta que es tan extrano que algu-
nos autores han propuesto eliminar el concepto de calor del desarrollo de la
termodindmica [9]. Desde el punto de vista de la Teoria Especial de la Rela-
tividad, y tal y como lo expresa Rindler ! [10] “ Cualquier transferencia de
energia, es equivalente a una transferencia de masa, implicara necesariamen-
te momento. Asi, por ejemplo, todas las formas de radiacion deben ejercen
presion, un hecho sorprendente es ilustrado por la desviacion de la cola de
un cometa por la radiacién del sol 7.

Esta exigencia relativista de asociar momento a todas las formas de
energia, o de intercambio de energia, implica claramente la necesidad de
una caracterizacion mecanica del calor, asociandole momento. Por tanto de-
be desarrollarse algiin método para asignar momento al calor. Puesto que el
calor es una forma de que se transmita la energia y que en Termodinamica
Clasica no lleva asociado momento, en Relatividad debe existir un marco de
referencia privilegiado en el que la energia emitida en forma de calor tenga
momento cero (teniendo momento distinto de cero en otros marcos de refe-
rencia). Para esto, se debe hacer la hipdtesis de que debe existir un sistema
de referencia privilegiado en el que el calor intercambiado por el sistema con
su entorno lo sea de tal manera que el momento (relativista) sea nulo [§].

Otra opinién es dada por D. Mi y Hai Yang Zhong [11], en la que discu-
ten las razones que existen para diferentes transformaciones relativistas de la
temperatura. Una de las cosas que se preguntan referente al calor es ;cémo
se define la transferencia de calor en un marco en movimiento? D. Mi y Hai
Yang Zhong comentan que diferentes autores tienen opiniones diferentes so-
bre esta cuestion, entre ellos Einstein [12], Landsberg [13] y Ott [14]. Ellos

L« Any transfer of energy, being equivalente to a transfer of mass, will necessarily involve
momentum. Thus, for example, all forms of radiation must exert pressure, a fact strikingly
illustrated by the deflection of the tail of a comet by the sun’s radiation.”



concluyen que a partir de la teoria de la termodindmica no se esta seguro de
la existencia de una transformacién relativista universal para la temperatura
y el calor. Pero, si existiera una transformacién relativista para estas dos
cantidades entonces se deben transformar de acuerdo con la misma ecuaciéon
bajo la transformacién de Lorentz.

El flujo de calor y sus ecuaciones constitutivas en sistemas relativistas han
sido el objeto de interpretaciones y discusiones diversas. En el formalismo de
Eckart [15] la ecuacién constitutiva del flujo de calor contiene un término
de aceleracién que parece ser la fuente de importantes inestabilidades en las
fluctuaciones alrededor del equilibrio [16, 17], lo que implica, entre otras co-
sas, que el agua a temperatura ambiente se vuelve inestable [18], ademéds de
la no existencia del espectro de Rayleigh- Brillouin [19] y la desaparicién de
la inestabilidad de Jeans responsable de la formacién de estructura [20, 21].

Recientemente han aparecido propuestas alternativas a las ecuaciones
constitutivas del flujo de calor que intentan solucionar el problema del término
de aceleracion que contiene la ecuacion constitutiva del flujo de calor en el
formalismo de Eckart [15] . Una opcién proviene de la teoria cinética rela-
tivista [22, 16, 17] donde naturalmente aparece un gradiente de presién en
el lugar del término de aceleracion; se ha visto que esto hace estable a la
teorfa [16, 17]. También existen las teorfas de primer orden [23] y segundo
orden [24] para entender este término de aceleracién. Otra opcion es la ex-
tension relativista del formalismo de Meixner-Prigogine [25] que no contiene
este tipo de términos debido a que el flujo de calor no esta incluido en el
tensor energia-momento [25]. En este esquema de Meixner-Prigogine, el ca-
lor y las correspondientes ecuaciones de transporte son propuestas usando
dos suposiciones fundamentales: que se cumplen las leyes de conservacion y
la hipdtesis termodindmica de equilibrio local. Se introduce [25] un 4-vector
de flujo de calor de manera analoga al caso no-relativista del esquema de
Meixner-Prigogine de la termodinamica irreversible lineal, en lugar de intro-
ducir el flujo de calor en el tensor energia-momento, es decir, se extrapola
el mismo esquema pero con el lenguaje de la relatividad general. En [25],
aseguran que la tnica razén para que el flujo de calor esté en el esquema
del tensor de energia-momento, es para cumplir la conservacion de la energia
y que también tiene propiedades de momento lineal y de inercia, lo cual no
coincide necesariamente con el concepto de calor, el cual es una forma de
energia no mecanica. Por los anteriores argumentos, realizan una separacion
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entre flujos de energia mecanica y no mecanica. Ademads encuentran que la
produccion de entropia y la energia interna local tienen la misma estructu-
ra que los encontrados en el caso no relativista; muestran que su anélisis es
consistente con las leyes de la termodinamica y la causalidad en relatividad
especial [26]. Con respecto a el flujo de calor, incluirlo en el tensor energia-
momento tiene sus limitaciones, conduciéndolos a una critica al formalismo
tradicional. En la parte del formalismo fenomenolégico se analiza el flujo de
calor al orden correspondiente a Navier-Stokes [27].

Por otra parte hacen un analisis a la ecuacion de flujo de calor, basado en
el formalismo de la teoria cinética, donde ocupan el método de Chapman y
Enskog relativista, llegando a una nueva expresion basada en esta teoria. Al
compararla con el formalismo fenomenoldgico, observan que la compatibili-
dad de éstos depende de la asociaciéon de un término de gradiente de presion
con la aceleracién hidrodindmica [28].

Sin embargo el flujo de calor en un fluido relativista, por sus propiedades
de transformacién, es una cantidad que forma parte del tensor de energia-
momento [4]. Desde el punto de vista de la teoria cinética relativista el tensor
de energia momento puede entenderse como el flujo de 4-momento, es decir,
promedios de contribuciones mecanicas a la energfa [22]. Sin embargo, da-
do que el calor en termodinamica es entendido como una forma de energia
no mecanica, entonces aqui surge la pregunta, planteada por Garcia-Colin y
Sandoval-Villabazo [26], de su adecuada introduccién en T+,

Todo esto nos conduce a una motivacion para llevar acabo una revision
de la metodologia empleada en la construccion del flujo de calor en la parte
relativista.

Como veremos en el capitulo 4, en el caso de dos marcos inerciales conec-
tados por una transformacién de Lorentz en direccion x y el flujo de calor
en la misma direccién, encontramos que existe un flujo de energia que con-
siste en dos contribuciones: un flujo convectivo mas un flujo no convectivo.
Al existir estas dos contribuciones, podriamos considerar el caso en que en
un marco el fluido tuviera flujo de calor y en el otro no; esto querria decir
que a través de una transformacion entre sistemas de referencia, podriamos
convertir un tipo de energia no mecénica en energia puramente mecanica sin
ninguin otro efecto. Esto violaria, en principio, el resultado expresado en la
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segunda ley de la termodinamica.

En este trabajo nos dimos a la tarea de encontrar qué condicién es la
adecuada para que se pueda convertir flujo de energia no mecanico en flujo
de energia puramente mecanico, asi como que resultados nos puede dar en la
produccién de entropfia.

La estructura de la tesis es la siguiente:

En el capitulo 2 se revisan los conceptos mas importantes de relatividad
especial (RE) que se utilizaron para la realizacién de este trabajo, como los
postulados, transformaciones de Lorentz, 4-vectores etc. En el capitulo 3 se
estudia el fluido relativista desde tres perspectivas; la primera es la descrip-
ciéon macroscépica en la cual se estudian las definiciones para un conjunto de
particulas en un volumen infinitesimal moviéndose a una velocidad v’ respec-
to de otro marco. La segunda es la descripcién microscépica donde se estudia
una gas relativista utilizando herramientas de mecanica estadistica. En la ter-
cera se estudia el formalismo de teoria cinética basado en la descripcién de
cantidades macroscopicas con promedios de cantidades microscépicas. Tam-

bién se estudia el proyector, la descomposicion de Eckart y la descomposicion
de Landau- Lifshitz.

En el capitulo 4 se realiza el calculo del flujo de calor en un marco movil,
esto es, el comportamiento del flujo de calor bajo transformaciones de Lo-
rentz, encontrando que este se divide en dos partes, una convectiva y otra
no convectiva. También se encuentra una condiciéon para que en un marco
el flujo de calor transformado se anule y que la transformacion involucrada
sea realmente de Lorentz. Para que la densidad de energia sea no negativa y
tenga sentido fisico, se calcula la condicién nula de energia obteniendo como
resultado una similitud con nuestra condicién obtenida previamente. Final-
mente se calcula la producciéon de entropia introduciendo nuestra condicion
en ésta, para ver el efecto de las condiciones encontradas para el gas sobre
la segunda ley de la termodinamica. Y con nuestra condicién es posible en-
contrar mas sistemas de referencia ademas que la de Landau-Lifshitz para
que el flujo de calor en un fluido se anule. En el capitulo 5 se presentan las
conclusiones y perspectivas de este trabajo.

La notacién utilizada en esta tesis es descrita en la seccion 2.2.
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Capitulo 2

Elementos de Relatividad
Especial

En este capitulo se resumen los resultados mas importantes de la teoria
de relatividad especial (RE), comenzando con los postulados y algunas conse-
cuencias, como la dilatacion temporal y la contraccion de longitud. Posterior-
mente revisamos las transformaciones de Lorentz y finalizamos introduciendo
la notacién de 4-vectores.

2.1. Postulados de la Relatividad especial

La RE es una teoria que se publicé [29] en 1905 por Albert Einstein, que
se basa en la invariancia de la velocidad de la luz y tiene dos principales
postulados.

Primer postulado

Las leyes generales de la fisica tienen la misma forma en todo sistema
coordenado inercial.

Segundo postulado

La rapidez de la luz en el vacio es la misma sin importar el estado de
movimiento del observador en cuestion.

13



14 CAPITULO 2. ELEMENTOS DE RELATIVIDAD ESPECIAL

Figura 2.1: O se mueve respecto de O con velocidad v

Para ver el efecto de estos postulados en la fisica de particulas, considere-
mos dos sistemas coordenados O y O (ver figura 2.1), donde O se mueve con
velocidad constante respecto a O. En t = 0, los origenes de O y O coinciden.
Si en un instante dado, un observador montado en O lanza un haz luminoso

en la direccién x, de acuerdo con Galileo y Newton la rapidez del haz respecto
de O debe ser

c=c+w.

Sin embargo si seguimos el segundo postulado ¢ = ¢, ¢ = ¢+ v = ¢
Esto implicaria que v = 0, lo cual contradice la hipotesis de que O se mueve
respecto a O. En principio las transformaciones de la mecanica de Newton
no son utiles cuando las velocidades de las particulas son cercanas a la de la
luz; debemos entonces encontrar las transformaciones adecuadas.

2.2. Notacion Matematica

En esta seccién daremos a conocer la notacién utilizada. Empezaremos
por la definicién de vectores, después pasaremos a las uno-formas, algunas
de sus propiedades y finalizaremos con tensores.

Antes de empezar a definir los vectores, sera de utilidad la convencién de
suma Einstein que es una manera de escribir sumas, cuando el mismo indice
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aparece dos veces en una expresion, una vez arriba y una vez abajo; es decir
una suma esta implicita. Como un ejemplo especifico,
3 : ,
Zi:l AZBZ — AZB’L = AlBl + A232 + A3B3

Un 3-vector lo definiremos como:

A= A'e, + A%, + A%e,. (2.1)

Un 4-vector como

A = A%, = A%, + Ale, + A%e, + A3é;, (2.2)
donde en (2.1) y (2.2), €,, a =0,1,2,3 es la base de los vectores.

El conjunto de uno-formas p definen un espacio vectorial y tiene una base
w, es decir,

P = pa®® = po° + pri0" + pod® + paii’. (2.3)

Ahora vamos a obtener una relaciéon entre vectores base y uno-formas
base. Tenemos que las componentes de p en algin sistema de referencia son

Pa = ﬁ(ga) (2'4)
y de un vector
A = A%¢, (2.5)
entonces
B(A) = p(A%E,) = A%p,. (2.6)

Ahora usando la definicién de uno-forma
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P(A) = paw®(APEs) = paAPi*es. (2.7)

Observando (2.6), nos conduce a que

Wy = 8, (2.8)

que es la delta de Kronecker.

Ahora sea O un marco inercial y sus vectores base €,. Se define la métrica

9043 = ga . gg, (29)

que matricialmente tiene la forma

-1 0 00
0 100
Gag = 0 010 (2.10)
0 00 1
Si A = A€, y B = B?@;, tenemos que
A -B = (A%¢,)(B’es) = A“B%¢, - &3 = gapA*B". (2.11)

o

Jap s un tensor de tipo ( ), es simétrico, gog = gga, y €s definido como

N}

G(ga, gg) = 0o = é:l : 6_:3 = éb : ga = Ja- (212)

. . 2
Su inverso es g""B y es un tensor de tipo (O)

0) ; por definicién (ver lo que se hizo en (2.3) )

Tomemos un tensor F tipo (2

fop = F(Ea, €5) = foi”™™ =T, (2.13)
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donde w"* es la base de F. Entonces

F<€a7 gﬂ) - fw/ [wuy(€a7 gﬁ)] - fuv555§ (2'14)

y en consecuencia

@ (Ey, E5) = 6154 (2.15)

Por lo tanto w*” es un tensor que es igual al producto de los valores de
una base de 2-formas y la conclusién es que

W = 0t @ 0 (2.16)

donde ® es el producto exterior [33],

S F=fuotoa’. (2.17)
Es decir, la base de 1-formas involucra la base para las transformaciones

bilineales tipo (O

2) donde dz” = w" . Por otra parte

F = f,,de"dz, (2.18)

y para tensores tipo (g) tenemos que
F = f*°¢, ® é5. (2.19)

2.3. Transformaciones de Lorentz

Una transformacién de Lorentz es una transformacién de coordenadas
que conecta dos marcos inerciales. Por ejemplo, un marco O que se mueve
respecto a un marco O (ver Figura 2.1). Si queremos describir un suceso que
ocurre en cierto tiempo y en cierto momento, debemos especificar no sélo las
tres coordenadas espaciales sino también una cuarta coordenada, el tiempo
en que ocurrié el suceso. En el espacio de tres dimensiones es posible definir
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la distancia entre dos puntos. En coordenadas cartesianas, por ejemplo, la
distancia entre los puntos A; y Ay con coordenadas (x1,y1,21) ¥ (22, Y2, 22),
segun el teorema de Pitdgoras es:

V(s —21)2 + (Y2 — 11)? + (22 — 21)2. (2.20)

Si ahora se considera la unién del espacio tridimensional y del tiempo ;Se

podra definir la distancia entres dos sucesos (z1,y1, 21, ct1) ¥ (22, Y2, 29, cta)?.

Siguiendo la analogia del teorema de Pitagdricas uno estaria tentado a defi-
nirla como

\/(.TQ — 1'1)2 + (y2 - y1)2 + (ZQ — 21>2 -+ (Ctg — Ctl)z; (221)
pero ;es la distancia asi definida invariante? Y si lo es, ;Bajo que trans-
formaciones?.

Consideremos un sistema inercial O en el cual sucede lo siguiente: del
punto (x1,y1,21) se emite en el tiempo ¢; una senial luminosa que llega al
punto (2, Y2, 22) en el tiempo t,. La velocidad de la senal luminosa es

o \/($2 —x1)2 + (tyz_—tyl)Q + (20 — 21)2’ (2.22)

de donde

(IQ — $1>2 + (yg - y1)2 + (ZQ — Zl>2 — 02(t2 — t1)2 = 0. (223)

Considerando ahora el mismo suceso visto desde otro sistema inercial O

la senal luminosa es emitida del punto (Z1, %1, 21) en el tiempo ¢; y recibida

en el punto (Zs, 72, Z2) en el tiempo t. Usando el segundo postulado, esto es
que la velocidad de la luz es invariante, tenemos que

V@ —mrt (tg2__t?jl)2 t (& -a) (2.24)

entonces,
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(Zo =21+ (W — 1) + (22— 21)° = P, — 1) = 0. (2.25)
Si se define la seudodistancia (al cuadrado) entre dos sucesos (1, Y1, 21, ¢t1)
Y (T2,Y2, 22, cta) como

8%2 = (.TQ — 131>2 + (yg - y1)2 —+ <Z2 — 21)2 — 02(t2 — t1)2 (226)

si 52, = 0 en O también es 5%, = 0 en O y por lo tanto

So=(T—21)"+ (R —51)°+ (22— 2) — Pl — 1) (2.27)

Es asi como la seudodistancia entre dos sucesos puede considerarse inva-
riante si su valor es cero. Ahora si la separacion entre dos sucesos considerados
es infinitesimal, la seudodistancia entre ellos es

ds* = dx* + dy* + da* — dt*. (2.28)

Para formalizar lo discutido antes introduciremos las llamadas coordena-
das de Minkowski definidas como

P =ct, 2l =2, 2=y, 2* =z (2.29)

Por la convencién de suma de Einstein, podemos escribir (2.28) como

ds? = napdr®da”, (2.30)

donde 7,5 son las componentes del tensor métrico en el espacio de 4
dimensiones caracterizado por el elemento ds. Este espacio es llamado el es-
pacio de Minkowski y el tensor métrico es

1 0 0 0
0 -1 0 0

=0 o0 -1 o (2.31)
00 0 -1
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Es claro que esta matriz es su propio inverso, escribiéndola como

1 0 0 0
0O -1 0 0
aff __
nt = 00 -1 0 (2.32)
0O 0 0 -1
y
Nas°® = 5§, (2.33)

donde &7 es la delta de Kronecker definida como §° = 1sia =y d° =0
si v # [ con 05 = 4.

Ahora nos damos a la tarea de determinar la ley de transformacién entre
dos sistemas inerciales 7% y z” que deja invariante el intervalo ds?> = ds?.
En primer lugar se descartara la solucion trivial que es por traslacién x* =
x®+c*, donde c® son 4 constantes arbitrarias. Esta transformacion puede ser
usada para transformar cualquier punto en el espacio de Minkowski desde un
origen. Por lo tanto si estamos en el origen podemos usar la propiedad del
espacio-tiempo de la admision de lineas rectas para ver que la invariancia de
n,sdxYdz? es equivalente a la invariancia de n,s272° (cada desplazamiento in-
finitesimal puede ser sustituido por una linea recta finita que tiene la misma
direccién). Para que se deje invariante la seudodistancia, la transformacién
més general debe ser lineal y homogénea. Siendo Aj la matriz de transforma-
cion entre dos sistemas inerciales, la transformacién de coordenadas de uno
a otro marco como

% = AjaP (2.34)

A partir de la ecuacion (2.34) se deduce que

ds* = 10pdz*di” = nagAAFda7da® = ds® = nys = msda’da’;  (2.35)

de lo anterior se obtiene
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s = NagAZAS. (2.36)

Si el sistema inercial O se mueve a velocidad constante en direccion z
2 2 .3 3

respecto de O (ver figura 2.1) tenemos que x* = Z*, z° = Z°, entonces la
matriz de transformacion se puede escribir como
A AY 0 O
Lo lal a0 o
=10 0 10 (2.37)
0 0 01
6
(n) = (A)"()(A), (2.38)

donde los paréntesis indican la forma matricial para (2.38). Si sustituimos
(2.37) en (2.38), tenemos el siguiente sistema de ecuaciones para las compo-
nentes de la transformacion,

(Ag)” = (Ag)* =1 (2.39)
(AD)? = (A})? = -1 (2.40)
ASAY — ADAT = 0. (2.41)

Para resolver este sistema de ecuaciones podemos hacer el siguiente cam-
bio de variable, A} = —sinh¢ ,A} = —sinh y sin perdida de generalidad
obtenemos de (2.39) y (2.40),

(AD)? = 1 +sinh®¢) = cosh? v (2.42)

(AD)? =1 + sinh? ¢ = cosh? ¢. (2.43)

Sustituyendo las anteriores ecuaciones en (2.41), tenemos que

— cosh v sinh ¢ 4 sinh ¢ cosh ¢ = 0,
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que implica que

tanh ¢ = tanh ¢. (2.44)

Se concluye de (2.44) que ¢ = ¢ y la matriz de transformacién (2.37)
puede ser escrita como

coshty —sinhy 0

0
—sinhvy coshy 0 0
0
1

Ag = (2.45)

0 0 1
0 0 0

Para la determinacién de v analizamos el movimiento del sistema O. En
este caso tenemos que T = 0, 2° = ct, 2! = vt y de (2.34)

' =0 = Aja® + Aja' = —ctsinh ) + vt cosh 1. (2.46)
De (2.46) tenemos que

—ctsinh ¢ + vt coshy = 0,

es decir,
v
tanhy = —. (2.47)
c
Ahora tenemos que
h) cosh ¢ cosh ¢ 1
cosh ) = = =
V1 v/cosh? 1) — sinh® ¢ \/ Coihg (cosh? 1) — sinh? 1))
1
cosh) = (2.48)

V1 —tanh®¢’

tanh v cosh 1) = sinh . (2.49)

Con el uso de las anteriores expresiones (2.45) tiene la siguiente forma
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1 v
— < 0 0
v2 v2
2 =
AG = —\/1_£ N 0 0 (2.50)
0 0 1 0
0 0 0 1

Las transformaciones de Lorentz entre los sistemas O y O son, de (2.36)
y (2.50), por lo tanto

Lt t—z'%
=20 cat =7 P =10 = ——& (2.51)
v2 v2
T2 T2
0
Tt =@ —ot), 2 =77 P =2, t =~ -7, (2.52)
1 L
donde v = ——— es llamado factor de contraccion de Lorentz.

Ji-z

Para un marco general moviéndose en direccion arbitraria, la matriz de
transformacion de Lorentz tiene la forma

[ 1&; vlﬁy vié’z |

e e Ulss,  1ia,
M= s Stes, g1 i

|76 (75;2%& 8.8, ”ﬁ;%ﬁ“_

v
donde B; = =, i =1x,y, 2.
c
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2.4. Efectos relativistas: Dilatacién temporal
y Contraccién de la longitud

En RE aparecen efectos que en la fisica de Newton no tenemos. Por ejem-
plo, consideremos que en el instante en que los origenes de O y O (ver figura
2.1) coinciden se lanza un haz luminoso. Tenemos dos relojes uno para O
y otro para O. Al moverse O con una velocidad v con respecto al marco O
observamos que los relojes corren diferente.

La férmula para calcular la dilatacién temporal [4] es

1 _
t= ———1t =t =1 (2.53)

yaque 1 <y < ooy como t > £, de ahi se dice que el reloj de O corre
mas lento que el de O. El tiempo no es absoluto, depende del observador.

Si consideramos el mismo sistema que exhibe dilatacion temporal, pero
ahora en lugar de lanzar un haz de luz, tenemos una barra de longitud [ pa-
ralela al eje Z en el marco O que se mueve con respecto a el marco O con una
velocidad v, entonces se observa que al medir simultdneamente los extremos
de la barra desde el marco O, la longitud es distinta en relacion a la medida
en O.

La férmula para calcular la contraccién de la longitud [4] es

= ———I; (2.54)
utilizando el factor v se obtiene

=79l = l=— = [>1 (2.55)

=2 | =~

Por lo tanto en el sistema O la barra se vera méas pequena en comparacion
con el marco O.
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2.5. 4-vectores

En la relatividad especial trabajamos con una entidad unificada llama-
da espacio-tiempo, esto es, si queremos describir un suceso que ocurre en
cierto lugar y en cierto momento, debemos especificar no solo las tres coor-
denadas espaciales sino también una cuarta coordenada, el tiempo en que
ocurrié el suceso. Como resultado un vector en este espacio-tiempo, va a te-
ner una componente adicional asociada a la coordenada temporal, ademas
de las componentes espaciales. Sea w un elemento con 4 componentes. Se
dice que w es un 4-vector si y sélo si sus componentes bajo la accién de
una transformacién de Lorentz se modifican igual que las componentes de
las coordenadas x = 2%, 2!, 22, 23 (los 4-vectores también apareceran con in-
dices griegos x*, donde la componente temporal corresponde p = 0 y las tres
componentes espaciales son las componentes p = 1,2, 3); es decir,

P =ctaxt =x,2 =yya=r=z

Hay 4-vectores que son importantes en relatividad especial que a conti-
nuacion se mencionan.

2.5.1. 4-velocidad

Se define la 4-velocidad como
U— dx dxz® dz' dx? da?

Cdr \drdr’dr’dr )’
donde 7 es el tiempo propio, que es el tiempo que mide un reloj en reposo
respecto a un observador inercial y se calcula como ds? = —ds? y U es un

4-vector tangente a la linea de mundo, que es la curva que dicha particula
describe en el espacio-tiempo.

En un marco inercial en el cual la particula esta en reposo las componen-
tes espaciales de la velocidad son cero, pero la 4-velocidad no

Uo = (c,0,0,0).
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2.5.2. 4-aceleracion

X
Tenemos que la 4-velocidad es U = T por lo que la 4-aceleracién puede
T

ser escrita como

_dU d*x
dr  dr?
Tenemos que
d(U - U) dU
— U . —
dr dr
y utilizando que en el marco comévil U - U = —¢
dU
-— =0.
dr

Esto nos lleva a que

au
dr

también se puede escribir como

— <07 Qg ay7 az)

a="U,sU"

coni=1,2 3.

2.5.3. 4-momento

(2.56)

(2.57)

2 concluimos que

(2.58)

(2.59)

(2.60)

Sea U la 4-velocidad de una particula; su 4-momento se define como:

p=mU
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donde m es la masa en reposo de la particula. Hay que notar que en un
mMarco en reposo

U = (c,0,0,0) (2.61)

p = (mc,0,0,0). (2.62)

Bajo una transformacion de Lorentz en direccién x

p = (mc*y, —yBm,0,0) (2.63)
2 2
0 _, 2. _ _mc 02 10
P =mc’y = — ~me [1+202 + .. (2.64)
e

En la ecuacién (2.64) se desarrolla una serie binomial tomando factores
solo de segundo orden; el segundo termino de la serie es la energia cinética,
por lo tanto F = mc? es la energfa en reposo de la particula y la componente
temporal del 4-momento. Sus componentes son dadas como

p:(gaﬁ)
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Capitulo 3

Fluidos en Relatividad

En muchas situaciones interesantes en astrofisica, la fuente del campo
gravitacional puede ser un fluido perfecto como una primera aproximacion
[4]. En general, un fluido es un tipo especial de continuo [27]. Un continuo es
un conjunto de particulas tan numerosas que la dinamica de la particulas in-
dividuales no puede ser seguida, dejando s6lo una descripcion de la colecciéon
en términos de cantidades promedio [30]: el nimero de particulas por unidad
de volumen, la densidad de energia, densidad de momento, presion, tempe-
ratura, etc. Estas propiedades pueden variar de punto a punto, por ejemplo,
en un recipiente con agua: la presion es mayor en el fondo que en la parte
superior, y la temperatura puede variar también. La atmodsfera, otro fluido,
tiene una densidad que varia con la posicion etc. Para hablar de promedios
el conjunto de particulas debe ser lo suficientemente grande como para que
las propiedades de las particulas individuales no importen, pero debe ser lo
suficientemente pequeno para considerarlo aproximadamente homogéneo: la
velocidad media, la energia cinética, y el espaciamiento entre particulas debe
ser wgual en todas partes de la coleccion. Esta colecciéon se llama un elemento
del fluido [30]. Aunque es un término algo impreciso es 1til para que pueda
considerarse que una gran coleccion de particulas tenga un valor unico pa-
ra cantidades tales como la densidad, la velocidad media y la temperatura.
Si tal coleccién no existe (por ejemplo, un gas muy rarificado), entonces la
aproximacion continua se rompe.

Dado que los elementos son considerados como pequenos, esta aproxi-

macién es expresada matematicamente asignando a cada punto un valor de
densidad, temperatura, etc. Asi que un continuo es definido por varios cam-

29
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pos, que tienen valores en cada punto y en cada momento.

Hasta ahora, esta nocién de un continuo abarca sélidos,liquidos y gases.
Ahora bien un fluido es un continuo que fluye. La mayoria de los sélidos
fluirdn bajo presion suficientemente alta, ya que la rigidez proviene de fuer-
zas paralelas a la interfaz entre dos elementos. Dos elementos adyacentes
pueden empujar y tirar de la otra, pero el continuo no serd rigido a menos
que también pueda evitar que la otra se deslice a lo largo de su limite comun.
Un fluido es caracterizado por la debilidad de tales fuerzas antideslizante en
comparacion con la fuerza directa, que se denomina presion.

Un fluido perfecto es definido como uno en el que todas las fuerzas anti-
deslizantes son cero, y la fuerza entre los elementos de fluido es la presion.

Un fluido en relatividad especial [31] es un fluido cuyos constituyentes
alcanzan velocidades cercanas a la de la luz, donde aqui un 4-vector une dos
cantidades que en fisica no relativista no forman un vector, por ejemplo la
ecuacion de continuidad. Este capitulo se divide en tres partes iniciando por
la parte macroscépica en donde se construye el tensor energia-momento para
el caso de un sistema de N particulas todas con la misma velocidad, después
la parte microscopica donde se describe un gas ideal relativista usando herra-
mientas de mecanica estadistica se encuentran las cantidades termodinamicas
y finalizamos con la teoria cinética relativista.

3.1. Descripcién macroscépica de los fluidos
en relatividad

Vamos a introducir la descripcién relativista de un fluido de la forma mas
simple: el polvo se define como una coleccién de particulas, todas las cuales
estdn en reposo en algiin marco de Lorentz, [4].

Lo primero que podemos hacer es contar cuantas particulas hay por uni-
dad de volumen en el marco en reposo del fluido. De esta manera, en muchas
regiones podriamos encontrar niimeros diferentes en distintos puntos, ya que
las particulas pueden ser distribuidas mas densamente en una regién que en
otra. Definimos la densidad numérica en el marco comévil (MC) como n.
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La densidad numérica en un marco O en donde las particulas se estan
moviendo tendran velocidad o. Si nos fijamos en las particulas que contamos
en el sistema en reposo, es claro que hay el mismo numero de particulas
vistas en el sistema movil, pero no ocupan el mismo volumen; esto se debe
a la contraccién de Lorentz (en este caso elegimos un volumen infinitesimal
de lados Ax,Ay y Az; hay que recordar que no se contraen las longitudes
perpendiculares). Entonces aparece el factor de Lorentz ~ (ver figura 3.1).
Tenemos que la densidad numérica en un marco en que las particulas tienen
velocidad v es

L — (3.1)

V(1 —v?)

por comodidad tomaremos ¢ = 1, esto es que — = v~.
c

Caja conteniendoalgunas
particulas pero ahora

Caja contenidadeN particulas. n=N/AK AT A7 v

n=N/x Ay Az

Ax

Ay

En el MC Enel O

x|

Figura 3.1: A causa de la contraccién de Lorentz la densidad de particulas
dependen del marco en donde se mida.

=<
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3.1.1. El 4-flujo a través de una superficie

El flujo de particulas a través de una superficie es el nimero de particulas
que cruzan dicha superficie por unidad de area por unidad de tiempo. Esta
cantidad dependerd del sistema inercial, ya que el area y el tiempo son de-
pendientes del marco de referencia y de la orientacién de la superficie, (una
superficie paralela a la velocidad de las particulas no sera cruzada por cual-
quiera de ellas). En el marco en reposo del polvo, el flujo es cero ya que todas
las particulas estan en reposo. Supongamos que en un marco O las particulas
se mueven con velocidad ¢ en la direccion z y por simplicidad consideremos
una superficie S perpendicular a x, por ejemplo el plano yz. El volumen rec-
tangular (ver figura 3.2) contiene sélo aquellas particulas que atravesard el
drea AA de S en el tiempo At, es decir tiene volumen TAtAA y contie-
ne (1”702)17A5AA particulas ya que en este marco la densidad numérica es

n

oo El nimero de cruces por unidad de tiempo y por unidad de area es

el flujo a través de superficies de ¥ constante y esta dado por:

(flujo)™ = W (3.2)

3.1.2. El flujo de particulas N

Dado que la densidad de particulas y el flujo a través de una superficie
en el marco O contiene un factor de Lorentz, puede introducirse el 4-vector
N definido por

N =nU (3.3)

donde U es la 4-velocidad de las particulas. En un marco O en que el
fluido tienen velocidad (v”,v¥, v*) tenemos

1 v vY v*
U —5 , , , , 3.4
O(\/I—UQ V1—12" 1 — 02 \/1—1)2) (34)

resultando que
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Figura 3.2: Flujo de particulas en direcciéon x a través de una superficie x
constante

xT

y z
N o < nv nv nv ) (3.5)

n
V1I—v2 V1 =02 V1 =02 /102

Asi, en cualquier marco la componente temporal de N es la densidad
numérica y las componentes espaciales son los flujos que cruzan una super-
ficie. En la fisica Galileana, la densidad numérica era un escalar, el mismo
en todos los marcos, mientras que el flujo es un tres-vector que depende del
marco, ya que las velocidades de las particulas son relativas. Este enfoque
relativista unifica estos dos conceptos en un unico 4-vector. En particular
cumple

N-N=n?; n=(N-N)2 (3.6)

Por lo tanto, n es un escalar, de la misma manera que la masa en reposo
es un escalar [4]. Es importante destacar que dado (3.1) podemos calcular la
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densidad en distintos marcos de referencia. Lo que es invariante es la densi-
dad medida en el marco comovil del fluido.

3.1.3. El tensor energia-momento para polvo

Se ha discutido cuantas particulas de polvo hay en determinada region,
sin embargo, éstas también tienen energia y momento; resulta que su energia
y su momento son la fuente del campo gravitacional en RG [4]. Ahora nos
preguntaremos como se representarian por lo tanto en un marco de referen-
cia arbitrario. Por simplicidad se asumira que todas las particulas tienen la
misma masa en reposo m.

Densidad de energia

En el caso del polvo en el marco comévil (MC), la energia de cada particu-
la es justamente e = mc? y el nimero por unidad de volumen es n. Por lo
tanto, la energia por unidad de volumen es ne, esto es la densidad de energia
en el MC, donde ne es un escalar como n (y m también).

En fluidos mas generales, donde hay movimiento aleatorio de las particu-
las y por consiguiente movimiento por parte de la energia cinética, incluso
en un sistema en reposo promedio, ne no sera valida.

En el marco O la densidad numérica es \/ﬁﬁ, pero ahora la energia de

mc2

cada particula es € = Jior Ya que se esta moviendo. Por lo tanto la densi-

dad de energia en un marco en el cual las particulas tienen velocidad ¥ es

ne
1 — 2

ne =

(3.7)

Esta transformacién implica el producto de dos factores de Lorentz (1 —
v?)12 =AY, por lo tanto el volumen y la energfa se transforman como en
(3.7). Por lo tanto es posible representar la densidad de energia como alguna

: 2 iy
componente de un tensor de tipo (0) (ver seccion 2.2) .
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Tensor energia-momento

La definicion més conveniente de el tensor energia-momento es en térmi-
nos de sus componentes en algiin marco (arbitrario) dados por

T(dz®, dz?) = T, (3.8)

que es el flujo de momento « a través de una superficie z° constante .

Veamos como esta definicion se ajusta a nuestra discusién anterior. Para
ello consideremos 7% | donde ésta es definida como el flujo de momento 0,
es decir el flujo de energia a través de una superficie a t = constante, que va
hacia el futuro. Entonces T es justamente la densidad de energfa.

Del mismo modo, T% es el flujo de energfa a través de una superficie x'=
constante.

Por lo tanto 7% es el flujo del momento i a través de la superficie a
t =constante, es decir, la densidad de momento i. Y por lo tanto 7% es el
flujo del momento ¢ a través de la superficie j.

Para el polvo, las componentes de T en el MC son particularmente sim-
ples. No hay movimiento de las particulas, por lo que todos los momentos %
son cero y todos los flujos espaciales son cero. Por lo tanto

(T%) prc = ne
(T") e = (T°)me = (T7) e =0
Es facil ver que el tensor p ® N tiene exactamente estas componentes

en el MC, donde p = mU es el 4-momento de una particula. Por lo tanto
tenemos que para polvo:

T=pN=mc>nUU =neU® U (3.9)

De esto se puede concluir,
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To8 = T(wo, &P)

= neU(@*)U (&)
= nelUU” (3.10)
En el marco O, donde,
1 v¥
U— , et
(\/1 —v2 V1 —1? )

por lo tanto tenemos,

T% = neUU° = ne/(1 —v?),
T% = neUU’ = nev' /(1 — v?),

TP = neU'U° = nev' /(1 — v?), (3.11)
T% = neU'U7 = neviv’ /(1 — v?).

Esto es exactamente lo que se calcularia desde el inicio, para la densidad
de energia, flujo de energia, densidad de momento y flujo de momento res-
pectivamente. Hay que observar un punto importante: 7% = T es decir,
T es simétrico. Esto resulta ser cierto en general, no sélo para el polvo.

3.1.4. Fluidos en general.

Hasta ahora hemos estudiado la mas simple coleccion de particulas. Para
generalizar esto a fluidos reales, tenemos que tener en cuenta que (i) ade-
mas del movimiento de un elemento del fluido, cada particula tiene alguna
velocidad al azar; y (ii) puede haber varias fuerzas entre las particulas que
contribuyen a la energia potencial total.
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Definicién de las cantidades macroscdopicas

Para cada elemento del fluido se define un MC, para dos elementos de
fluido diferentes, tal que uno se mueve con respecto al otro, los 2 tendrian
distintos MC. Por lo tanto el MC es especifico para un solo elemento del
fluido y que el MC es una funcion de posicién y tiempo. Todas las cantidades
asociadas con un elemento de fluido en relatividad (tales como la densidad
numérica, densidad de energia y temperatura) son definidas a partir de sus
valores en el MC. Asi hacemos las definiciones que aparecen en la tabla 3.1

Tabla 3.1
Cantidades macroscépicas para fluidos

Simbolo Nombre Definicién
U 4-velocidad del elemento de 4-velocidad de MC
fluido
n Densidad numérica Numero de particulas por unidad de volumen en MC
4-Vector flujo N =nU
ne Densidad de energia Densidad de energia total de masa
(masa en reposo, cinética al azar, quimica,etc.)
T Temperatura Definicién termodindamica usual en MC
D Presion Usual concepto de fluido dinamico en MC.
S Entropia especifica Entropia por particula.

Leyes de la termodinamica

Es la ley de conservacién de la energia en el MC. Imaginemos que el ele-
mento de fluido es capaz de intercambiar energia con sus alrededores sélo
de dos maneras: por conduccién de calor (absorbiendo una cantidad de calor
AQ) y por el trabajo (haciendo una cantidad de trabajo pAV | donde V es
el 3-volumen de el elemento). Si pedimos que F sea la energia total, ya que
AQ es la energia ganada y pAV es la energia perdida, podemos escribir para
un proceso cuasi-estatico
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AE = AQ — pAV (3.12)

o bien,

AQ = AE + pAV. (3.13)

Ahora, si el elemento contiene un total de N particulas y si este niimero
no cambia (es decir, no hay creacién o destruccién de particulas), podemos
introducir la densidad de particulas y el cambio de volumen

V = E, AV = —ﬁAn. (3.14)
n

n2

Por otra parte, también podemos introducir la densidad de energia y el
cambio en la energia como:

E =neV =neN/n = Ne
AE = neAV 4+ VA(ne) .

Al sustituir (3.14) y ne en la ecuacién (3.13) resulta

An

n?’

AQ = %A(ne) — N(ne +p)

Si escribimos ¢ = /N, que es el calor absorbido por particula, obtenemos

ne+p
n

nAq = A(ne) An. (3.15)

Supongamos ahora que los cambios son infinitesimales. Se puede demos-
trar [4] en general que el estado de un fluido puede ser dado por dos pardme-
tros que se escogen segun las condiciones experimentales. Esto significa que
el lado derecho de la ecuacién (3.15),

d(ne) — (ne + p)dn/n = nde 4+ edn — (ne + p)dn/n = nde — pdn/n,
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depende sélo de e y n. La teoria general de las ecuaciones de primer or-
den demuestra que para este tipo de expresiones hay un factor integrante,
es decir, existen dos funciones A y B, que son funciones sélo de ne y n, tal que

nde — pdn/n = AdB

es una identidad para todo ne y n. En termodindmica se verifica que
A
— =T con T la temperatura y B = s la entropia especifica de acuerdo a la

n
segunda ley,

nde — pdn/n = nTds. (3.16)

En otras palabras,

AG = TAs. (3.17)

El calor absorbido por un elemento de fluido es proporcional a su incre-
mento en entropia [34].

Hemos introducido por lo tanto 7"y s como definiciones matematicas con-
venientes. T' es la temperatura, y s la entropia especifica total en cualquier
sistema debe aumentar segin la segunda ley de la termodindmica [34]. La
entropia aparece aqui como una integral de la primera ley que no es mas que
la conservacion de la energia. En particular utilizaremos ambas ecuaciones
(3.16) y (3.17) mas adelante.

El tensor energia-esfuerzos general

La definicién de T’ en (3.8) es perfectamente general. Vamos en parti-
cular a centrar nuestra atenciéon en el MC, donde no hay flujo por parte del
elemento del fluido y no hay momento espacial en las particulas. Por lo tanto
en el MC tenemos

(1) T% = densidad de energia = ne
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(2) T = flujo de energfa. Aunque no hay movimiento en el MC, la energfa
puede ser transmitida por conduccién de calor.

(3) T = densidad de momento. Aunque las particulas no tienen movi-
miento en el MC, hay conduccién de calor, por lo tanto la energia tendria un
momento asociado. Se discutird méas adelante que 7% = T,

(4) T% = Flujo de momento. Es llamado el tensor de esfuerzos.

Las componentes espaciales de T, T%

Por definicién T% es el flujo del momento ¢ cruzando la superficie j. Con-
sidere dos elementos del fluido unidos representados como cubos que tienen
una superficie en comin S (ver figura (3.3)); en general ejercen fuerzas entre
si. En al figura 3.3 se muestra que la fuerza Fesla que ejerce A sobre B
(por supuesto que B ejerce una fuerza igual y opuesta sobre A). Dado que la
fuerza es igual a la tasa de cambio del momento (por la ley de Newton que
es valida aqui, ademas estamos en el MC donde las velocidades son cero), A
esta cediendo momento a B en la tasa por unidad de tiempo F. Por supuesto
B, puede o no puede adquirir una nueva velocidad como un resultado de este
nuevo momento que adquiere.

Obviamente el movimiento de B es consecuencia de la suma de todas las
fuerzas. Sin embargo, cada fuerza le suma momento a B. Por lo tanto hay un
flujo de momento a través de S de A hacia B en una tasa F. Si S tiene drea
As, el flujo de momento a través de S es ﬁ/As. Si S es una superficie 27 es
constante , por lo tanto T para el elemento A es F'/A,. Esta es una breve
ilustracion de el significado de T% que representa las fuerzas adyacentes entre
elementos del fluido.

Como se ha mencionado antes, estas fuerzas no tienen que ser perpendi-
culares a las superficies entre los elementos (por ejemplo la viscosidad genera
fuerzas paralelas a la interfaz). Pero si las fuerzas son perpendiculares a las
interfaces T seran cero a menos que i = j.
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Figura 3.3: La fuerza F ejercida por el elemento A en su vecino B puede
ser en cualquier direccién, dependiendo de las propiedades del medio y de
cualquier fuerza externa

Simetria de 7*? en el MC

Ahora demostraremos que T es un tensor simétrico. Sélo necesitamos de-
mostrar que sus componentes son simétricas en un marco; esto implica que
para cualquier 7, ¢ , T(7,§) = T(q,7), lo que implica la simetria de sus com-
ponentes en cualquier otro marco. Para demostrar la simetria del tensor, el
marco mas facil es el MC.

(a) Simetria de T%

Considerando la Fig. 3.4, en la cual se toma un elemento de fluido como
un cubo de lado [. La fuerza que ejerce sobre un vecino a través de la su-
perficie 1 (una superficie z=constante) es F} = T%[? donde el factor I* da



42 CAPITULO 3. FLUIDOS EN RELATIVIDAD

2 3

/

Figura 3.4: Un elemento de fluido

el drea de la cara. Aqui, 7 corre de 1,2 y 3, ya que F' no es necesariamente
perpendicular a la superficie. Del mismo modo, la fuerza que ejerce sobre un
vecino en 2 es Fi = T%I[? (tomaremos el limite [ — 0, por lo que se debe
tener en cuenta que el elemento es pequeno). El elemento también ejerce una
fuerza sobre su vecino hacia la direccién x que llamamos Fi. Del mismo modo
F} se ejerce en la cara que mira en direccién negativa y. Las fuerzas sobre el
elemento de fluido son respectivamente —F}, —F%, etc. Cuando Fi ~ —F/ las
fuerzas sobre el elemento deben desaparecer cuando | — 0 (de lo contrario la
pequena masa obtenida al tomar [ — 0 tendria una aceleracion infinita). El
siguiente punto es para calcular torcas [32] alrededor de z a través del centro
del elemento de fluido (ya que las fuerzas de la parte superior y parte inferior
del cubo no contribuyen a ello, no las hemos considerado). La torca debido a
—F} es —(r'x F, 1)? = —llTy”Dl2 donde hemos aproximado la fuerza que actia
en el centro de la cara, y donde 7 — (l/2 0,0). La torca debido a —Fj es la
misma, —3/*T%". La torca debido a —F,y es —(F x Fy)? = 4yFy = T2,
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Del mismo modo la torca debida a ﬁ4 es la misma %Z3T *¥. Por lo tanto la
torca total es

T, = P(T™ — TY") (3.18)

El momento de inercia del elemento alrededor del eje 2z es proporcional a
[? veces su masa, 0

I = apl®, (3.19)
donde « es alguna constante numérica y p es la densidad de masa. Por lo
tanto la aceleracion angular es

T T®_TY
I apl2

Ya que a es un numero y p es la densidad de masa, nos queda analizar [,
pero si [ — 0, 0 tiende a infinito a menos que

= (3.20)

Ty — Ty

Por lo tanto obviamente no es cierto que los elementos de fluido estan
girando por el interior de los fluidos ni que fluidos mas pequenos giran cada
vez mas rapido. Tenemos que los esfuerzos son siempre simétricos, por tanto

TV =T7, (3.21)
Dado que no se consideraron propiedades particulares de la sustancia el
resultado es cierto, tanto para solidos como para fluidos.

(b) La igualdad de densidad de momento y flujo de energia.

El flujo de energia es la densidad de energia por la velocidad a la que
fluye. Pero ya que la energia y la masa son lo mismo, esta es la densidad
de masa veces la velocidad a la que se esta moviendo, en otras palabras la
densidad de momento. Por lo tanto 7% = T,
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3.1.5. Fluidos perfectos

Un fluido perfecto en relatividad se define como aquel cuya viscosidad y
conduccion de calor es cero en el MC. Es una generalizacion del gas ideal de
la termodindmica clasica. Las dos restricciones en su definicién simplifican
enormemente el tensor energia-momento.

De la definicién de 7%? vemos que en el MC, T% = T = (. La energia
puede fluir sélo si las particulas fluyen. Recordemos de la primera ley de la
termodindamica que si el nimero de particulas se conserva, la entropia espe-
cifica esta relacionada con el calor por la ecuacién (3.17).

La viscosidad es una fuerza paralela a la interfaz entre particulas. Su
ausencia significa que las fuerzas deben siempre ser perpendiculares a la in-
terfaz, es decir que T% debe ser cero a menos que i = j. Esto significa que T%
debe ser una matriz diagonal en el MC. Por lo tanto una superficie x tendra a
través de ella sélo una fuerza en la direccion x y de la misma manera en y
y z; estas fuerzas por unidad de drea son todas iguales y se identifican con
la presién hidrostatica p. Asi que tenemos T% = pd”. De las seis cantidades
posibles (el nimero de elementos independientes en la matriz simétrica de
3 x 3 ) y de la suposicién de que la viscosidad sea cero se ha reducido el
numero de funciones a uno, la presion.

De esta forma en el MC, T tiene las componentes siguientes

ne 0 0 0
0 p 00
aBy
T =10 0 » o (3.22)
000 p
que puede escribirse en componentes como
T = (ne + p)U*’ + py** (3.23)

Por ejemplosia =3=0,U%=1, 7" = -1 y T* = (ne + p) — p = ne
como en la ecuacién (3.23). Pero la ecuacion (3.23) debe ser una expresién
que no dependa del marco de referencia, de modo tal que podemos escribir
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el tensor

T = (ne+pUU+pG " (3.24)

Una comparacién de la ecuacién (3.24) con la ecuacién (3.9) muestra que
el polvo es un caso especial de un fluido perfecto sin presion. La presién surge
de las velocidades aleatorias de las particulas, ya que la presién es el flujo de
momento.

Conservacion de la energia-momento

Puesto que T representa el contenido de energia y momento del fluido, de-
be haber alguna manera de usarlo para expresar la ley de conservacion de la
energia y del momento. En la figura 3.5 vemos un elemento de fluido cubico,
visto sélo en la seccién transversal -y (suprimiendo la seccién z). La energia
puede fluir a través de todos los lados. La tasa de flujo a través de la cara
(4) es I*T%(z = 0) y a través de (2) es —I*T%(z = [); el segundo termino
tiene signo menos, ya que 7% representa la energia que fluye en la direccién
x positiva, que esta fuera del volumen a través de la cara (2). Del mismo
modo la energia que fluye en la direccion y es I*T%(y = 0) y —1*T%(y = 1).
La suma de estas tasas debe ser la tasa de aumento de la energia interna por
unidad de tiempo, O(T%3)/dt. Por lo tanto tenemos

9T = [Tz = 0) — T9%(z = 1) + T(y = 0)

—T%(y=1)+T%(z=0)—T"(z =1)] (3.25)

Dividiendo por I? y tomando el limite [ — 0 obtenemos

0 0 0 0
ETOO - _%TOz - 8_yT0y - @Toz, (326)

Donde usamos la definicién de la derivada [61]

T0x — — 0z —
liy - =0) (=0 _ _9 o (3.27)
1—0 [ ox
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=X

Figura 3.5: Una seccién a z= constante de un elemento de fluido cibico.

La ecuacion (3.30) puede ser escrita como

TOO70 +T0x7x +T0yay +T0z’z

donde la coma (, ) indica derivada de manera sintética. Utilizando la con-
vencién de suma de Einstein [4] se tiene

0
*.,=0. (3.28)
Esto es el enunciado de la ley de conservacién de la energia.
Del mismo modo el momento se conserva. Las mismas matematicas se

aplican, con el indice 0 cambiado a cualquier indice espacial correspondiente
a la componente del momento, cuya conservacion se esta considerando. La
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ley de conservacién general es por lo tanto [4]

T 53=10 (3.29)

Esto se aplica a cualquier material en Relatividad especial.

Conservacién de particulas

También puede suceder que durante cualquier flujo el nimero total de
particulas no cambia. Esta ley de conservacion es derivable de la misma ma-
nera como la ecuacién (3.29). En particular, en la figura (3.5) la tasa de
cambio de el niimero de particulas en un elemento de fluido se debera tni-
camente a la perdida o ganancia a través de las fronteras, es decir los flujos
netos hacia fuera o dentro. Podemos escribir por lo tanto que

O o 0 o O 0
EN_ 3IN &yN (92N

o por la convencién de suma de Einstein,

N o= (nU%),,=0. (3.30)
Nos limitaremos a discutir sélo fluidos que obedecen a la ley de conser-

vacion.

Ahora utilizando (3.23) y al calcular la derivada de la ecuacién (3.29)

T 5= [(ne + p)UU’ + pn’],5= 0. (3.31)

Nos damos cuenta que hay 4 ecuaciones en la ecuacién (3.31), una para
cada valor de a = 0,1, 2, 3. Suponemos que en nuestro sistema se conservan
las particulas, por tanto la ecuacién (3.30) es valida.

Como el primer término de (3.31) contiene derivadas, podemos utilizar
(3.30) en dicho sumando
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ne—+p
n

ne—+p

[(ne + p)UU”] 5= [ U“nUﬁ} 5 =nU" { U“} s (3.32)
Por otra parte en el espacio-tiempo de Minkowski la métrica n®° es una
matriz constante por lo que n,f}ﬁz 0. Tenemos que (U*U,),s= 0, ya que

U2U, = —c?. Sin embargo, al hacer la derivada del producto obtenemos

U (Ua)ys =0 = U* 5 Uy = 0. (3.33)
Sustituyendo (3.32) en (3.31) obtenemos

+
nUﬁ(¥Ua),5 +p,s 77&5 =0. (3.34)

De las cuatro ecuaciones de aqui, podemos obtener una particularmente
util, al multiplicar por U, y sumar sobre a. Esto da la componente temporal

de la ecuacién (3.34), en el MC:

ne—+p
n

nUPU,( U*),54p,3 U? = 0. (3.35)

El dltimo término es la derivada de p a lo largo de la linea de mundo del
elemento de fluido, dp/dr. El primer término es cero cuando la derivada [
opera en U® (por la ecuacién (3.33)) por lo que se obtiene (usando U*U, =
—1, donde tomamos a ¢ = 1)

Uﬁ[—n(ne +p

)aﬁ +p>ﬁ] = 0. (3.36)

Con un poco de algebra se reduce a

— UPlne,s —< L 51 =0. (3.37)

que puede escribirse como

d(ne) ne+pdn _
dr n dr

0, (3.38)
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dF
ya que I = UﬁF,g.

Esta expresion podemos compararla con la ecuacién (3.16), que contiene
a la entropia:

ds
U%s,p=—=0. (3.39)

dr
Por lo tanto la conservacién del flujo de particulas en el fluido perfecto
conserva la entropia especifica. Esto define un proceso adiabatico, por que la

entropia es constante en un elemento de fluido a medida que fluye.

Las tres componentes restantes de la ecuacién (3.31) son derivables de la
siguiente manera. Escribimos de nuevo la ecuacion (3.34):

ne—+p

nUS( U +psn™ =0

en el MC, donde U* = 0 pero U,5 # 0. En el MC, la componente 0 de esta
ecuacion es la misma que su contraccién con U,, que acabamos de examinar.
Asi que sélo necesitaremos las componentes espaciales o = i,

ne+p

nU”( U5 +pp” = 0. (3.40)

Ya que U’ = 0, la derivada respecto a 8 de (ne + p)/n no contribuye en
nada y tenemos

(ne +p)Ui,5 Uﬁ+p,5 nw =0. (3.41)

Dado que 7 = 6 tenemos

(ne +p)Ui U7 + p,i = 0. (3.42)

Finalmente recordamos (ver capitulo 2) que U; sU” es la definicién de la
4-aceleracion a;:
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(ne +p)a; +p,i=0 (3.43)

En dindamica de fluidos no relativista esto es la generalizacion de

pd +Vp =0 (3.44)
Donde

=0+ (0-V)0 (3.45)

La tunica diferencia entre las ecuaciones (3.43) y (3.44) es el uso de (ne+p)

en lugar de la densidad de masa p. En relatividad, (ne + p) desempena el

papel de la densidad de masa inercial. La ecuacién (3.43) comparada con

(3.44) es esencialmente F = md con —p,; es la fuerza por unidad de volumen

en un elemento de fluido. En términos generales p es la fuerza que ejerce

un elemento de fluido sobre su vecino, por lo que —p es la fuerza sobre el

elemento. Pero el vecino del lado opuesto del elemento esta empujando al

contrario, por lo que sélo si hay un cambio en p a través del elemento del
fluido habra una fuerza neta causando que se acelere.

3.2. Descripcién Microscépica de los fluidos
en relatividad

3.2.1. Mecanica Estadistica del gas ideal relativista

La descripciéon macroscépica es usualmente utilizada para describir siste-
mas astrofisicos [1] como estrellas de neutrones o gases primordiales en mo-
delos cosmoldgicos. La descripcion microscopica es necesaria, por ejemplo, en
experimentos como las colisiones entre niicleos pesados a altas velocidades
en el RHIC o el LHC en el CERN [3, 4]. En estos experimentos se obtiene
un gas de nucleones que en una aproximacion de grano-grueso corresponde
a un gas ideal de particulas relativistas no interactuantes. En esta seccién
describiremos la mecdnica estadistica de estos sistemas. Como sabemos la
Mecénica estadistica con base en valores medios de cantidades microscopi-
cas (momentos, coordenadas) nos lleva a cantidades macroscopicas dandonos
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una conexion ente la teoria microscopica de la materia y la termodinamica
macroscopica. Consideremos el Hamiltoniano no un ensamble de particulas
relativistas

H=> mc{[1+ (%)2]1/2 —1. (3.46)

Esto corresponde a la energia cinética de particulas relativistas libres, por
eso se sustrae la energia en reposo mc? de las particulas. La funcién de parti-
cién total como usualmente se calcula en mecdnica estadistica [3] en sistemas
no-interactuantes, puede calcularse como la integral sobre el espacio fase del
factor de Bolzmann-Gibbs [3], que es la exponencial del Hamiltoniano corres-
pondiente a los factores de la ecuacién (3.46).

1 d3qu3Np 1
Z(T,V, ]\i) = NN f 1IN e:cp{l—ﬁH(ql,,pl,)}
- 1V 3, 3 _
o NI,3N HV:l fd ql’d pl’exp{ kTH(ql/7pll>}7

donde T es la temperatura, k la constante de Boltzmann, A la constante
de Planck, N el numero de particulas y el factor N! toma en cuenta la no
indistinguibilidad de las particulas.

La integral puede interpretarse como una funcién de particién de una
particula (N=1),

B3
de modo que la funcién de particién del sistema de N-particulas puede
calcularse directamente a partir del sistema de una particula,

1 1
Z(Ta ‘/7 1) = 73 /d3QVd3pu eXp{_k_TH(anpu)}» (347)

Z(T,V,N) = s (Z(T, V1), (3.48)

considerando particulas no distinguibles. Sustituyendo el hamiltoniano de
las particulas relativistas, la funcién de particion resulta
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_Q
3 3 D" o2
Z(T,V,1) =13 /d /d D exp{——mc (1 + (%) 75 =1} (3.49)
La integral sobre las coordenadas simplemente da el volumen donde esté con-
tenido el gas. Ademas, la integral sobre el momento puede calcularse utili-
zando coordenadas polares esféricas,

47V

132 1/2
5 —— Y2y (3.50)

Z(T. V.1
<”> 2m

exp{—ch}/ pdp e:z;p{——mc 1+
donde ya se integro sobre los angulos.

Ahora realizamos una sustitucién que es 1util en muchos problemas de
relatividad, que consiste en utilizar funciones hiperbdlicas,

P _ sinh x

dp = mc cosh xdx

[1 + (i)2 = coshz, (3.51)

1/2
mc }

con lo que (3.50) puede escribirse como

4 o
7T—V(mc)ge“/ dr coshz sinh®zexp{—( coshr} (3.52)
0

2.1 = =5

1
donde se ha introducido el parametro caracteristico ( = ﬁTTlCQ. La canti-

dad ¢ mide la relacién de la energia en reposo mc? de las particulas, respecto
a la energfa térmica promedio kT de las particulas. La integral (3.52) puede
tenerse de tablas [62] como la integral estdndar siguiente

fy

/OO exp{—C coshx}senh(yz) senhx dx = ZKW(C) (3.53)
0
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donde K, (¢) es una funcién de Bessel modificadas de segunda clase [35] .
En general, las funciones de Bessel modificadas se definen como las soluciones
de la ecuacion diferencial

25—+ i (22 + 9w =0, (3.54)

donde z también puede ser complejo. La solucién de la ecuacion (3.54)
que permanece finita para z = 0 es la funcién de Bessel .J,(z), mientras la
solucién singular es la funcién de Neumann N, (z). De gran utilidad son las
combinaciones lineales Hsl)’@)(z) = J,(2) £ iN,(z), que se llaman funcio-
nes de Hankel de primera o segunda clase, respectivamente. Ahora bien, las
funciones K, son esencialmente funciones de Hankel con un argumento ima-
ginario; en el primer estudio de la estadistica de particulas relativistas, hecho
por Jiittner en 1911 [36], se utilizaron las funciones de Hankel

g’ T .
K, (z) = 5 exp{§fyz}H§1)(zz). (3.55)
El comportamiento de las funciones K, (2) puede verse en la figura (3.6).

La funcién K, (z) tiene dos limites importantes. Consideremos el caso en
que z << 1, entonces se tiene el siguiente desarrollo en serie [3]

Ko(2) = 2y D

5 ! 2
N 1 2\ 2k+n
D e i R ()
X 1
X |Ing = Sk +1) = gu(n+ kot 1)] -

Aqui la funcién ¥ es conocida como la funcién Gauss , que es la derivada

logaritmica de la funcién I'(z) : ¢(z) = “InI'(z). Para pequeilos argumentos
las funciones K, (z) divergen como K, ~ £(n —1)!(£)™", que puede verse en

el desarrollo de la serie (3.56). Para grandes argumentos z >> 1, estas fun-
ciones se comportan como exponenciales modificadas oc e* y su desarrollo
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asintético [3] es

T [ Tt k+d) . F(n+1+3) »
Kalz) = \/;6 LO RO — ks ) O (22)

2 Re(z) 3

Figura 3.6: Las funciones K, (z), disminuyen exponencialmente y son funcio-
nes que divergen en z — 0. La forma asintética para pequenios argumentos
(z << 1, real) y grandes argumentos (z >> 1, real) pueden consultarse en
una tabla de férmulas. Figura tomada de [3]

Aqui [ es un pardmetro real que se introduce para cortar la serie [3], y ©
€ [0,1]. El ultimo término corresponde exactamente a la estimacién del error
en la expansion de Taylor.

Retomando el célculo de la integral (3.52), notamos que con la identidad
coshz sinhz = 1 sinh(2z), encontramos que la funcién de particién (3.50) es
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47V
h3

Kal0)

Z(T,V,1) = c

(me)3e

(3.58)

1
Esto lleva inmediatamente al limite no relativista con ( = k_TmC2 — 00,
2

es decir, me® >> kT'. Si la energia térmica promedio kT es muy pequena
comparada con la masa mc?® de las particulas, segiin la ecuacién (3.57) tene-

mos Ky ~ \/7/2Ce”¢ y por lo tanto

4V 1 32 o 2rmkT \ %/
Z(T,Ml)%?(mc)?’(W) \/g:v( 3 ) . (3.59)

que corresponde a la funcién de particién del gas no relativista [3]. Anélo-
gamente, para temperaturas muy altas ( = Amc? << 1, con la ecuacién
(3.56) se encuentra de la ecuacién (3.58), Ky ~ 2/¢?, asf como e¢ = 1:

8TV kTN kT\®

Esta es la funcién de particion del gas ideal ultrarelativista, que se obtie-
ne en el limite kT >> mc? de temperaturas altas y pequenas masas o nulas.
La funcién de particién total, de acuerdo con la ecuacién (3.48), es

N! h —1mc?

Z(T,V.N) = — [47rv (@f’ exp {k‘TmCQKQISfLmC%}} " (3.61)

Es posible calcular la energia libre [3], donde suponemos N >> 1y
InN!~ NIinN — N, con lo que obtenemos

F(T,V,N) = —kTinZ(T,V,N)

— _NkT [m {47% (m{)g KQT(QeC} + 1]
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1,2
N \ h e

1% 3 Ky (r=mc?
— _NKT {ln {47r— (%) M} + 1} .~ Nmé? (3.62)
A partir de la energia libre, es posible calcular las demas cantidades ter-
modindmicas|[3].

Para la presion obtenemos

oF NET
—— = — 3.63
es decir, la ecuacion de estado del gas ideal también es valida para el gas

ideal relativista. El potencial quimico puede ser facilmente calculado [3],

p(T,V,N) =

A——
N\ h ——mc?

F 3 Ko (-Lmc?
u(T,V,N) = S_N lTv= —len{ 7rV <E> M} —mc* (3.64)
kT

En la ecuacién (3.46) hay que notar, que se resta explicitamente la masa
de las particulas y en la energia libre (3.62) se resta la energia en repo-
so Nmc? de todas las particulas para que quede sélo la contribucién de la
energia cinética de las particulas. Por la misma razén, en la ecuacién (3.64)
aparece restado el término mc?. Esto tiene la ventaja de que todos los resul-
tados reproducen los resultados no relativistas en el limite correspondiente.

La entropia del gas ideal relativista es un poco mas dificil de calcular.
Tenemos

Ko(-Lmc?
S V.N) = =T = Nk oo {ar e (R B2 ]

N'B T e
+ NkT { Kf(u) (Ki(o - Kzio) j—ﬂ (3.65)

con
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agc d 1 o mc? S
R A i (3.66)
Podemos calcular la derivada de la funcién de K, con la ayuda de una
formula de recurrencia:

K,(¢) = —Kna(C) — CK”(O‘ (3.67)

Insertando esto en la ecuacién (3.65), obtenemos

S(T,V,N) = Nk [ln {4 %(%) KZC(O} }+Nk:{

9

V. me s K5(Q) 1(6)

vl GO b raveg] oo
Aqui también podemos reproducir el resultado no relativista en el limite
C >> 1. Para ¢ >> 1 en el primer término de la ecuacién (3.68) tenemos
K5(¢)/¢ = /m/2¢™%2e ¢, El factor (7*? junto con otros factores produce
solo ‘gg, el argumento no relativista del logaritmo. El término Ine=¢ = —(
junto con (K;(¢)/ Ky ~ ((1+ % +...)/(1+ % +..)~(—2+ ... produce
una contribucién constante 4 — 3/2 = 5/2, por lo tanto es el término que

falta en la entropia en el caso no relativista.

De la misma manera, se puede comprobar el limite para ( << 1. Enton-
ces CK1(¢)/K5(¢) =~ (*/2~ 0y K5(¢)/¢ = 2/¢3. De las ecuaciones (3.62) y
(3.68) se calcula la energfa interna (Figura 3.7)

U, V,N)=F+TS = NkT [3 + CKZEg] —Nmec® = Nmc? [§228 + % - 1]
(3.69)

Aqui ( — oo produce el limite no relativista U ~ %N kT, mientras que
para ¢ — 0 tenemos K;(¢)/K2(¢) ~ (/2, asi que U &~ Nmc?3/¢ = 3NKT.
La energia interna relativista, aumenta continuamente desde el caso no rela-
tivista %N kT para pequena T hasta el caso ultra relativista U = 3NET.
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T T T T

Figura 3.7: Energia interna de un gas ideal relativista. La imagen se tomo de

3]

A partir de la ecuacién (3.69) podemos calcular la capacidad calorifica

U ¢ a

N=ar v T

Ulv

/

¢ K,(¢) 3

= —Nmc*= ; - =
T o) - S0 ¢

B Nmc? Ko(¢) _ Ki(Q) K1(¢) §
T {CKz(C) KQ(C)(l " CK2<C)) ' C} 10

donde de nuevamente tuvimos que usar la formula de recurrencia (3.67).

La expresion (3.70) todavia se puede simplificar un poco, si se utiliza la
féormula de recurrencia
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| i e EET R i L1 1 iiaal L I

0.01 0.1 1.0 kT
I

X=
mec

Figura 3.8: Calor especifico del gas relativista. Imagen tomada de [3].

2
Koy = Ko = 2Ko. (3.71)
Insertando la ecuacién (3.71) en la ecuacién (3.70) para n — 1 = 0, obte-
nemos

e o )y o

En la ecuacién (3.72) sélo la relacién K;(¢)/K2(¢) queda por calcular,
que es una simplificacién considerable en comparacion con la ecuacion (3.70).
Usando las aproximaciones para los casos limite

Ki(Q) 3 240 1455
KO T2« * 128(2 * 1024¢3 e

¢>>1 (3.73)
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K4(¢)
K5(C)

podemos reproducir el caso no relativista Cy = %N k y el caso ultra rela-
tivista Cy = 3Nk de la ecuacién (3.72). (ver figura 3.8).

zg+ (<<1 (3.74)

3.3. Teoria cinética relativista.

El objetivo de la teoria cinética es explicar las propiedades macroscopicas
de los gases a través de promediar las cantidades microscopicas utilizando
una descripcién estadistica [37]. En 1911 Ferenez Jiittner formulé la genera-
lizacién relativista de la funcién de distribucion de Maxwell-Boltzman para
las velocidades de un gas formado por particulas en equilibrio [38, 39]. Como
se sabe, la funcién de distribucién representa el nimero de particulas que se
encuentran, a un tiempo ¢ dado, en un elemento de volumen d*z alrededor
de la posicién z, con velocidad en el intervalo d®v centrado en la velocidad
v, [40]. Nico van Kampen [41] demostr6 que la funcién de distribucién rela-
tivista de Jiittner es un invariante; lo que él hace es considerar la funcién de
distribucién en el marco de referencia donde el gas esté en reposo y la escribe
en términos de las trayectorias a todo tiempo (es decir, las historias) de cada
una de las particulas, de forma tal que, cuando considera otro sistema de
referencia que se mueve a una velocidad v respecto al primero puede efectuar
una transformacién de Lorentz a las historias de cada particula. El resultado
final es que la distribucion que mide un observador en movimiento tiene el
mismo valor que aquella que se mide en el marco comovil. Esto puede inter-
pretarse como que todos los observadores estan de acuerdo en el valor de la
distribucién medida en el sistema en particular donde el gas estd en reposo, el
llamado sistema de referencia comovil con el gas. A continuacién mostramos
la distribucion de Jiittner en una notaciéon mas moderna utilizando funciones
de Bessel modificadas de segunda clase en lugar de funciones Hankel. Puede
escribirse de la siguiente forma [22, 42]

n _ p202+m2c4
fo = e
drkTm?cKy (%)
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donde n es la densidad de particulas en el sistema de referencia del gas
en reposo, k es la constante de Boltzmann, c¢ la velocidad de la luz, m la
masa de las particulas del gas, K5 es la funciéon de Bessel modificada de
segunda especie y en el argumento de la exponencial tenemos a la energia de la
particula relativista dividida por la energia térmica k7. Recientemente se ha
escrito la distribucién de Jiittner no solo como un invariante sino de manera
covariante manifiesta [44] en esta forma es posible distinguir las propiedades
de transformacién de cada cantidad involucrada.

Una revision reciente sobre fluidos relativistas desde la perspectiva de la
teoria cinética relativista y aplicaciones actuales de la distribucién de Jiittner
puede encontrarse en [45, 46].

3.3.1. Momentos estadisticos de la distribucion relati-
vista
La descripcién macroscopica de el gas esta basada en los momentos es-

tadisticos de la funcién de distribucién de una particula, que estan definidos
como [22]:

d3
e / PP fp_f' (3.75)

Estos momentos son promedios de cantidades fisicas microscépicas y es
posible identificarlas con cantidades macroscopicas, vistas en la primera sec-
cion.

El primer momento se identifica con el 4-flujo de particulas

d3
Ne = c/po‘f—p, (3.76)
Po

El segundo momento se identifica con el tensor energia-momento

dS
T = C/papﬁf—p, (3.77)
Po
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mientras que los momentos de orden superior no tienen nombres propios.
Por ejemplo, la contraccion del momento de tercer orden

T = 0/pap5p”, (3.78)

en el ultimo indice se reduce al 4-flujo de las particulas, es decir

d3
Tﬁaﬂ = c/m202p°‘fp—f = m?c®N®, (3.79)

ya que pﬁpg =m?2c?.

Un caso interesante es la funcién que nos lleva al 4-flujo de entropia

S = —kc/po‘fln (fh?) %, (3.80)
0

que cumple con el teorema H de Boltzmann [22]. Notemos que S* transforma
como un vector si se supone que f es invariante.

3.3.2. El proyector A,z

Antes de analizar los estados de equilibrio de un gas relativista, introdu-
ciremos un proyector o métrica espacial que serd 1til para interpretar fisi-
camente las consecuencias fisicas de la funcién de distribuciéon de equilibrio
relativista [22].

El proyector se obtiene restando del tensor métrico, un tensor que es com-

binacién de la 4-velocidad

1
AP = pf gUanB. (3.81)

Este objeto proyecta un 4-vector arbitrario en otro 4-vector perpendicular
a la 4-velocidad U®, ya que

AUz = 0. (3.82)
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Por lo anterior el tensor A®? es llamado un proyector y cumple

ANy =AY AGAP = AT A% =3, (3.83)

En el marco comovil del fluido el proyector tiene la forma

0O 0 0 0
B 0O -1 0 0
(A%R) = (ARap) = 0 0 -1 0 (3.84)
0o 0 0 -1
0000
N 0100
0001
Si A% es un 4-vector y 7% un tensor
A = AGAP (3.86)
T — %(MM + APAG) T (3.87)
Tlefl — %(AQA'B ASA) T (3.88)

que representan un 4-vector, un tensor simétrico y un tensor antisimétrico
respectivamente que tienen solo las componentes espaciales del marco como-
vil. Ademas se puede definir

T<ep> = h) _ A"ﬁA 5T (3.89)

que es un tensor simétrico sin traza na5T<O‘ﬁ> =0y cumple A,z T<> =
0.

Vamos a descomponer la parte contravariante del gradiente 0% en dos,
una parte paralela a la 4-velocidad U® y otra perpendicular de la siguiente
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manera:

(0% 1 (0% (03 1 (0% 1 (6 (03
0" = 5U U0 + (n™f — U UP)0s = FU D +V", (3.90)

donde hemos definido

1
D=U%9, , V"= (n*f - gUaUﬁ)aﬂ = A9, (3.91)

El operador diferencial D es llamado la derivada temporal convectiva y
en el marco comovil esto se reduce a una diferenciacién parcial con respecto
al tiempo,

e
ot

El operador gradiente V* en un marco local de Lorentz en reposo se re-
duce a

Dg (3.92)

(Via) = (0,V)

con sélo componentes espaciales (la R quiere decir en reposo). Ademas,
es facil de verificar a partir de (3.90) que U,V® = 0.

3.3.3. La termodinamica de fluidos perfectos.

Ya se habia tratado con este tipo de fluidos en la seccion 3.1.5, pero en
esta seccion lo que se hara es realizar el cdlculo con un diferente método para
notar la diferencia entre los marcos de Eckart y Landau y utilizando otra
notacion, que nos sera 1til en la seccion 3.3.4.

El 4-flujo de particulas es una cantidad conservada cuya ecuaciéon de ba-
lance es dada de acuerdo con (3.30),
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oyn  Oynv
O N =0, — .
ot + ox’

La ecuacién anterior se reduce a la ecuacién de continuidad no relativis-
ta para velocidades pequenas v << ¢, ya que en este caso tenemos que v — 1 :

=0 (3.93)

on  Onv'

ot * ox?

Ademas de acuerdo con la ley de conservacién de el tensor energia-
momento

=0 (3.94)

93T*" = 0. (3.95)

Si introducimos la expresion del tensor de energia-momento para un flui-
do perfecto

Ueu”?

T°% = (ne + p) e pn? (3.96)
en la ecuacién anterior se obtiene
op 19) Uey”
= — 3.97

donde la componente temporal (o = 0) y las espaciales (o = i) son dadas
por

op 0 U'u”

9 a—xﬂ[(”e +p) = ], (3.98)
op 0 UUs v

0z, a—xﬁ[(”@*-p) 2 z] (3.99)

) ) vt
En la dltima ecuacién se ha utilizado la relacién U? = yv* = U°—. Ahora

eliminaremos a partir de (3.99) el término que corresponde al lado izquierdo
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de (3.98) dando

op  Op* U'u? o
-y v 1
9.~ Dt ¢ + (ne + p) (—) (3.100)

v - - ¥ Op
v _ ] 101
n— 72hE[Vp ] (3.101)

En la ecuacién (3.101) introducimos la entalpia por particula hgp = e+p/n
y la derivada material d/dt definida por

d 0 . 0
- == —. 3.102
dt Ot v ox? ( )
La ecuacién (3.100) se reduce a la ecuacién de balance de la densidad de
momento no relativista para un fluido perfecto que ya teniamos anteriormen-

te

—

d =
ned—: +Vp=0. (3.103)

Ya que en el caso limite no relativista v << ¢y v — 1 tenemos que
hg — mc® (considerando tUnicamente la energfa en reposo). En (3.103)
ne = mn denota la densidad de masa de el fluido.

Por otro lado el producto escalar de (3.95) por U, conduce a

UnaO0sT* = 05(U,T%) — T*P05U.,,. (3.104)
Utilizando (3.96) tenemos

Dp(UsTP) — TP 05U, = 0(nels) + pdsU”, (3.105)

donde usamos la relacién que se deriva de la restriccién U*U, = c*:
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U930, = 0. (3.106)

De (3.105) y por el uso de (3.93) se obtiene la ecuacién de balance para
la densidad de energia de un fluido perfecto ,

de L pdy
ae N 1
o TV U+7dt 0 (3.107)

Una forma alternativa para escribir la ecuacion de balance para la densi-
dad de energfa es eliminando dy/dt de (3.107) mediante el uso de la ecuacién
de balance por la densidad de momento (3.101), que es

n

ldy dv 1 . = v Op
=7 ———=. 3.108
vdt  dt ! nhEv Vp c? 815] ( )
Por lo tanto tenemos de (3.107) y (3.108)
de . p = UOp
& =L gwp- L 1
n— +pV -0 nhEU [Vp 2 875] (3.109)

El lado derecho de (3.109) desaparece en el limite no relativista y se redu-
ce a la ecuacion de balance no relativista para la densidad de energia interna
de un fluido perfecto.

Si transformamos la ecuacién de Gibbs

1 p
dsp = T(de — ﬁdn) (3.110)

en una ecuacién para la derivada total en el tiempo y usamos las ecuacio-
nes de balance para la densidad de nimero de particulas (3.93) y la densidad
de energfa interna (3.109) obtenemos

dsp 1 ,de pdn

U TVd R

Esto es el flujo de un fluido perfecto que es isentrépico a lo largo de la
trayectoria de cada particula. Asi la entropia por particula es la misma en

) =0. (3.111)
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cada punto en el instante ¢t = 0, por lo que el flujo sera globalmente isentropi-
co. Esto es cierto por supuesto sélo si las soluciones se suponen continuas. Si
se permiten soluciones generalizadas, discontinuas, las ondas de choque y en
general la solucion no seran isentrépicas en todas partes.

3.3.4. Descomposicion de Eckart

Con el fin de identificar el significado fisico de las diferentes cantidades
que aparecen en las ecuaciones de balance, es 1til introducir descomposicio-
nes de estas cantidades con respecto a la 4-velocidad U® y la correspondiente
direccién ortogonal. La descomposicién més usual es debida a Eckart [22, 15],
aunque existen otras descomposiciones como la de Landau-Lifshitz que consi-
deran un 4-vector que denota la parte de no equilibrio del 4-flujo de particulas
que es perpendicular a la 4-velocidad [22]; ésta se estudiard en la seccién 3.3.6.

En la descomposicién de Eckart el 4-flujo de particulas N y el tensor

energfa-momento 7% para un fluido viscoso y conductor de calor, son:

N® = nU® (3.112)

1

T = p9) — (p+ @)A + — (U + UPq™) + ZUU®,  (3.113)
c c

donde A es el proyector.

Por otro lado se definen las cantidades n, p'®®, p, w, ¢® que son identifi-
cadas como

densidad de nimero de particulas,
1 (0%

las componentes no diagonales o viscosas del tensor de presiones,

1
plef) = (AgAf - gAaﬂA%)TW‘S, (3.115)
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presion hidrostéatica + presion dinamica,

1
(p+w) = —gAaﬁTaﬂ, (3.116)

flujo de energia, también conocido como flujo de calor,

¢ = ASUST™, (3.117)
y la energia interna por particula
1 O‘B
e = @UQT Uﬂ (3118)

La presiéon dinamica es la parte fuera del equilibrio de la traza del tensor
de energia- momento, ya que la presién p y la energia por particula e son
cantidades en equilibrio.

En el marco local de Lorentz, en reposo o comévil (U%) = (¢, 0) y tenemos
también que el proyector esta dado por las ecuaciones (3.84) y (3.85). Asi en
el marco comévil la densidad de nimero de particulas y la energia interna
por particula, quedan definidas como sigue

a) La densidad de nimero de particulas es dada por

1
n=-Np. (3.119)
C

b) Las componentes no nulas de la parte viscosa del tensor de esfuerzos,
1 iales de el ' T
son las componentes espaciales de el tensor energfa-momento 75",

P00 =, pl% = pli® — o Pl — Tgﬂ. (3.120)

¢) La traza de las componentes espaciales de el tensor de energia-momento
es la suma de la presion hidrostatica y la presion dindmica

1 .
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d)Las componentes distintas de cero del flujo de calor son solo las com-
ponentes espaciales

" =0, ¢ =cTy. (3.122)

e)La densidad de energia es dada por la coordenada temporal del tensor
energia momento

1
e=~Tp. (3.123)
n

Otra cantidad que se puede descomponer en partes paralelas y perpendi-
culares a la 4-velocidad es el 4-flujo de entropia,

S* = nsU* 4 ¢*. (3.124)

La descomposicion anterior define las cantidades

entropia por particula

1

S _—
nc?

SU,, (3.125)
y flujo de entropia

¢* = A§SP. (3.126)
En un marco comévil obtenemos de (3.133),(3.84),(3.85), (3.125) y (3.126)

1 -
ns = ES%, ¢’ =0, ¢' = S5, (3.127)

la densidad de entropia es la componente temporal del 4-flujo de entropia,
mientras que sus componentes espaciales representan el flujo de entropia.

Vamos a escribir ahora las ecuaciones de balance para el 4-flujo de particu-
las y para el tensor energia-momento en términos de los operadores diferen-
ciales D y V® ( ver el gradiente contravariante (3.90)).
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Primero insertamos la expresion para el 4-flujo de particulas N¢ = nU®
en la ecuacion de balance 9,N“ = 0 y obtenemos por el uso de la ecuacion
de balance del 4-flujo de particulas,

1
SUD(nla) + V*(nla) = 0, (3.128)

Dn +nVeU, =0, (3.129)

ya que U*DU, =0y U, V® = 0. La ecuacién (3.129) tiene una forma si-
milar a la ecuacién no relativista para la densidad numérica de particulas [22].

De la ecuacién de balance para el tensor energia-momento 95T = 0 , al
utilizar (3.112) y (3.90) obtenemos

6 1 [} (63 1 (6 (64 en (03
0T = (§U5D+Vﬂ)[79< I —(p+w)A 6+g(U ¢°+U% J+5U U] =0,
(3.130)
y después de algunas simplificaciones

1 en 1 1 1
qua + EDUOZ + C—QUO‘(nDe +eDn) — c—2p<aﬁ)DUB + g@ +
1 1
w)UanUﬁ —+ —2an5(]5 + _QU(XVBq,B
c c

1 o o en.
+ C—2qﬁvﬁU +3U VsU? = 0. (3.131)

Si tomamos el producto escalar de (3.131) por U, se reduce a la ecuacién
de balance para la densidad de energia,

2
nDe = —(p + w)V,U® —|—p<o‘ﬁ>VﬁUa — Vag® + 5¢*DU,. (3.132)
C

Con el fin de derivar la ecuacién anterior se ha utilizado el balance de la
densidad de nimero de particulas (3.129) y las relaciones
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p<a5>Uoc = 07 ana =0
U,V 5p'@® = —plef)V U, Uy,Dg® = —q*DU,,

que fueron obtenidas de las ecuaciones (3.120) y (3.122).

Sin el dltimo término en el lado derecho de (3.132) se tiene una forma
similar a la ecuacién de balance no relativista para la densidad de energia [22].

Por otro lado, si multiplicamos (3.131) por el proyector A? obtenemos

nh 1
FEDUC“ =V p+w)— Vgp'? + C_Q(pmmDUﬁ

1
—wDUa—an—qavﬁUﬁ—qﬁvﬂUa—ganﬁDUﬁ—Uap<BV>vﬁU7), (3.133)

que es la ecuacién de balance para la densidad de momento. Ademas del
ultimo término del lado derecho de (3.133) esta ecuacién tiene una forma si-
milar a la ecuacién de balance no relativista por la densidad de momento [22].

Finalmente la ecuacion de balance para el 4-flujo de entropia es

0aS® =¢ >0, (3.134)

donde ¢ es la tasa de produccién de entropia que debe ser no negativa,
para satisfacer la 2da ley de la termodindmica !. En términos de los opera-
dores diferenciales D y V,, la ecuacion anterior puede ser escrita como

1
nDs + Va¢® + 5 Ua Do = ¢ > 0. (3.135)
C

Sin el ultimo término en el lado izquierdo de (3.135) esta ecuacién tiene
también una forma similar a la ecuacién de balance no relativista para la
densidad de entropia [22].

1Por 2da ley se refiere al resultado del teorema H de Boltzman
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3.3.5. Termodinamica de un fluido simple.

Partiendo de las ecuaciones anteriores quisiéramos determinar los campos
Ne(z?) del 4-flujo y de temperatura T'(z”), ya que podemos escogerlos para
describir el fluido.

Las ecuaciones de balance utilizadas para determinar estos campos son
las leyes de conservacién para el 4-flujo de particulas y para el tensor energia-
momento (3.30) y (3.31), dadas en la seccién 3.1.5.

Las ecuaciones no son ecuaciones de los campos béasicos N® y T, ya que
dependen también de cantidades desconocidas: La presién dindmica w, los
términos viscosos p{®® y el flujo de calor ¢®, ademds de que debemos cono-
cer la ecuacién térmica de estado p = p(n,T) y la ecuacién de estado de la
energia e = e(n, T) [22].

En lo siguiente se determinaran las ecuaciones constitutivas para las can-
tidades anteriores en términos de los campos basicos N* y T', con base en la
teoria termodinamica de procesos irreversibles y el uso de la descomposicion
de Eckart. El punto de partida de esta teoria es la ecuacién de Gibbs (3.110)
que se escribe en un marco comévil como

ds 1 (36 D 8n)

ot T ot n2ot’

Dado que en un marco comévil 9/0t = U%3y, en un marco de Lorentz
arbitrario tenemos U%0, = D y la ecuacién de Gibbs puede ser escrita en

términos de la derivada temporal convectiva D como

(3.136)

1 p
Ds = f(De — ﬁDn) (3.137)

Si eliminamos las derivadas De y Dn y usando la ecuaciéon de balance de
la densidad de numero de particulas (3.129) y para la densidad de energia
(3.132), después de algunos reordenamientos obtenemos

1 q“
—U.D(L
cQUa (T)

[0}

nDs + Va(qT) +
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(aB) o T
- —%VQU"‘ + pTvaUﬁ - %(vaT — DU, (3.138)
Esto equivale a la definicién de la densidad de entropia fuera del equi-
librio como un estado variable relacionado para las otras cantidades de la
misma forma que para los estados en equilibrio. Si comparamos (3.135) con
(3.138) podemos identificar el flujo de entropia ¢* y la tasa de produccién
de entropia en el marco de Eckart como

qa
* == 139
o =1 (3139
(aB) o T
w D q
= —— [l B - = T—-—=D > 14
S TVaU + T V. Us TZ(VCY 2 Uy) >0 (3.140)

El flujo de entropia de un fluido relativista es justamente el flujo de calor
dividido por la temperatura. Este resultado es similar al encontrado en la
teoria no relativista [22] .

En termodinamica de procesos irreversibles uno llama a cada gradiente
una fuerza termodinamica y al factor multiplicado en la expresion de la tasa
de produccion de entropia, un flujo termodinamico. Por lo tanto uno identi-
fica en (3.140) las cantidades

Fuerzas:
VU, Vs [veT — (T/c?) DU

Flujos:

w, p'*? ¢ (3.141)

Ademas se supone que se sostiene una relacion lineal entre los flujos ter-
modinamicos y las fuerzas . En este caso tenemos

w = -V U" (3.142)
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1 1
PP =2 vieyP = 2M[§(A$A§ + AFAD) — éAaﬁAw]VVU‘s (3.143)

(6% (6% T (0%
¢" = A(V°T — 5DU*), (3.144)

que representan las ecuaciones constitutivas para un fluido viscoso y con
conduccién de calor. Las ecuaciones (3.142) y (3.143) son ecuaciones cons-
titutivas de un fluido viscoso Newtoniano también conocido como la ley de
Navier - Stokes [22]. La ecuacién (3.144) es la versién relativista de la ley
de Fourier [22]. Los coeficientes 7, p y A se llaman viscosidad de masa, vis-
cosidad de cizallamiento y la conductividad térmica respectivamente. Todos
los coeficientes son no negativos de forma tal que la tasa de produccién de
entropia es siempre positiva.

La ley de Navier Stokes relativista tiene una expresion similar a la no re-
lativista [22], pero la ley de Fourier tiene sus peculiaridades que procedemos
a analizar. En un marco local de Lorentz en reposo tenemos de (3.144)

@ =0, §=-AVT (3.145)

La ecuacién anterior tiene una forma similar a la ley de Fourier no rela-
tivista [22]. El termino —T'DU®/c? en (3.144) no tiene una correspondencia
en el caso no relativista, y representa un flujo de calor isotérmico cuando el
fluido se acelera. Este término actiia en una direccién opuesta a la aceleracion
y se dice que es debido a la inercia del calor [15]. También podemos expresar
a (3.144) en otra forma eliminando la derivada temporal de la 4-velocidad a
través de (3.133) con @ = 0, p!®? = 0y ¢® = 0, que caracteriza el llamado
fluido Euleriano. En este caso (3.133) puede ser escrita como

nh
—2DU* = V°p, (3.146)

c
que representa la ecuacién de balance para la densidad de momento de
un fluido no viscoso y no conductor. Por lo tanto obtenemos de (3.144) y

(3.146) que la ecuacién constitutiva para el flujo de calor puede ser reescrita



76 CAPITULO 3. FLUIDOS EN RELATIVIDAD

CcOo1mo

T
= \NVT - ——V° 147
0" = VT = ——V°) (3.147)

es decir, incluso para procesos isotérmicos existe un flujo de calor debido
a un gradiente de presion. Esto se ha interpretado como un efecto puramente
relativista ya que (3.146) sélo vale en este régimen.

Se ha visto [16] que el término de aceleracién es el causante de inestabili-
dades genéricas debido a fluctuaciones cerca del equilibrio, que cuestionaban
la validez de las teorias de primer orden [18]. De hecho estas inestabilida-
des se pretenden resolver con teorias alternativas de segundo orden o con la
hidrodindmica de Israel-Stewart [43] que considera campos adicionales a los
campos basicos. También existe el esquema de Meixer Prigogine relativista,
donde se considera el tensor energia-momento sin flujo de calor, para obte-
ner el flujo de energia mecédnico [25]. Se ha argumentado que solo el tensor
energia-momento debe contener a toda la energia mecanica obteniendo [25]

277V
nec’U vy
v Ov v
Ay = —cpn” + ——pU”.
M v/ Moo v/ oo
Después se introduce el 4-flujo de energia interna y el 4-flujo de calor, ob-
teniendo un flujo de energia total dividido en tres factores: el flujo de energia
mecénico, el flujo de energia interna y el flujo de calor [25],

2U1/
nee — LpU”anehEU”—I—q”.
00

v Ov
qr = PN+
r 1/ Tloo V1

Posteriormente obtienen la ecuacién constitutiva dada por [25]

oy =~k T,

k es el término de conductividad.

Esto nos lleva a preguntarnos si realmente el esquema de Eckart a primer
orden necesita complementarse de estos enfoques, o bien si es autoconsistente.
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3.3.6. Descomposicion de Landau-Lifshitz

En el esquema de Landau-Lifshitz [47] se propone una descomposicién
alternativa para el 4-flujo de particulas a diferencia del 4-flujo en la descom-
posicién de Eckart (3.111), proponiendo lo siguiente

N =n U + J°. (3.148)

También para el tensor energia-momento se propone que

ernr

7% = p;7*® — (pp +wp)AY + LEURUY, (3.149)

2
c

donde el indice L se refiere a las cantidades definidas por Landau-Lifshitz.
El proyector para este caso es

« « ]' «
AP = b ;ULUf. (3.150)

El 4-vector J% denota la parte fuera del equilibrio del flujo de particulas,
el cual es perpendicular a la 4-velocidad, esto es J, U = 0. Se mostrard que
para los procesos cerca del equilibrio J esta relacionado con el flujo de calor
q* de la descomposicion de Eckart. Con el fin de relacionar ambas descom-
posiciones se escribe

Ue =U" + U~ (3.151)

donde U“ representa una cantidad que no esta en equilibrio; los produc-
tos UU,, pueden despreciarse. Por lo tanto para procesos cerca del equilibrio
tenemos que

UbUpe = ¢ = (U* +U*) (Uy +Uy) = &+ 2UU, (3.152)

Esto ultimo implica que U% y U en esta aproximacion son perpendicula-
res entre si. Si se toma el producto escalar de (3.151) por U, obtenemos por
el uso de U°U,, = 0 que ULU,, = .
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Por otro lado el 4-flujo de particulas se puede escribir como

N® = nU® = n US + J° (3.153)

Si tomamos el producto escalar de (3.153) por Uy, y usamos la relacién
T UL =0, U*UpLy = UpULa = ¢* tenemos que

n=mnr;

(3.154)

esto es para procesos cercanos al equilibrio, para lo que la densidad de
numero de particulas no dependera de la descripcion elegida. Ahora introdu-
ciendo (3.151) en (3.153) y considerando (3.154), tenemos que

o__J°
U= (3.155)

Andalogamente para el tensor energia-momento, tenemos de (3.112) que

1
T8 = pled — (p+ @)A™ + (U + UPq%) + ZUUP,
C C

Con el uso de (3.153), despreciando todos los términos no lineales J*7°,

wrJ y considerando la definicién de la entalpia por particula hy =e; + —

L pL
nr
tenemos que (3.149)

o' e’ a hL a « ELNL ;¢
T = pp™ = (p+wr) A — 2 (U7 T + UPT°) + “ZEUR UL (3.156)

Comparando (3.156) con (3.112) se llega a la conclusion de que

a 1
pL=per=e @i =, P = et g = g
E
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Es decir, que la presién hidrodindmica, la energia por particula, la presién
dindmica y las componentes viscosas del tensor de presiones son las mismas
en ambas descripciones en procesos cerca del equilibrio, mientras que la par-
te fuera del equilibrio del 4-flujo de particulas J en la descomposicion de
Landau-Lifshitz, esta relacionada con el flujo de calor ¢® en la descomposi-
cién de Eckart.

Considerando los resultados anteriores podemos reescribir el 4-flujo de
particulas y el tensor energia-momento en la descomposiciéon de Landau-
Lifshitz para procesos cerca del equilibrio como

«

q

Na:nUE‘—h—
E

(3.157)

en
7o = o — (p+ @)AY + FURUS. (3.158)

Es interesante describir la relacion entre las 4-velocidades de Eckart U
y Landau-Lifshitz Uf y el flujo de calor ¢*. Combinando (3.147), (3.151) y

1
J = ——q“, tenemos que
hg

1
U* =07 — —q*. 3.159
L nhE ( )
Un punto importante a notar aqui es que el marco esta pensado para
procesos cercanos al equilibrio (3.152). Indicando que U°U,, ~ 0 (ver 3.152)

6 bien —¢“go. Como veremos en el proximo capitulo, esta restriccion limita
n

los posibles marcos de referencia donde se realizan transformaciones de Lo-
rentz.
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Capitulo 4

Analisis de las condiciones de
un fluido con conduccion de
calor para la anulacién del flujo
de calor a través de las
transformaciones de Lorentz

El flujo de calor en un fluido relativista es una cantidad que forma parte
de el tensor energia-momento. Consideremos dos marcos inerciales conecta-
dos por una transformacion de Lorentz, de forma tal que en uno de ellos el
fluido tiene un cierto flujo de calor en alguna direccion y en el otro sistema
de referencia no. Esto querria decir que a través de una transformacion entre
sistemas de referencia, podriamos convertir un tipo de energia no mecanica
en puramente mecanica. Mas precisamente tendriamos intercambios de flu-
jos convectivos en no convectivos y viceversa. A continuacién se lleva a cabo
este analisis para diferentes direcciones del flujo de calor y para diferentes
transformaciones de Lorentz en distintas direcciones.

81
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4.1. El flujo de calor en la teoria cinética no
relativista.

Desde el punto de vista de la teoria cinética relativista no hay objecién
para introducir al flujo de calor en el tensor de energia-momento [17, 22].
Sin embargo existe una sutileza que debemos considerar y que podemos ver
claramente en la teoria cinética no relativista.

En este caso un flujo de energia se puede escribir como [48] :

1 1 1
5 / v fdv = u; (§nmu2 + e) +uipy + 5 /ciczfdv (4.1)

donde v es la velocidad molecular, u velocidad hidrodinamica de las molécu-
las, ¢ velocidad cadtica (que es la velocidad molecular en el marco comévil),
nm la densidad de masa, e la energia y p la presion. Se tienen tres términos
en (4.1). El primero de ellos es el flujo por convecciéon macroscépica y el se-
gundo debe ser interpretado macroscopicamente debido al trabajo realizado
por los esfuerzos por unidad de tiempo. El tercer término representa otro
tipo de flujo de energia, el término adicional es usualmente llamado el vector
de flujo de calor, y se denota por g:

1
%= /Cz‘CZde (4.2)

en donde este juega el mismo papel como el vector de flujo de calor en las
ecuaciones macroscopicas. El nombre de flujo de calor es algo enganoso pa-
ra este término, porque hay situaciones cuando ¢ # 0 y la temperatura es
practicamente constante en todas partes, en este caso uno tiene que hablar de
un flujo de calor a temperatura constante. Una denominacién mas apropiada
para este termino seria flujo de energia no convectivo aunque no se utiliza
usualmente [48].
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4.2. Flujo de energia convectivo inducido por
una transformacion de Lorentz

Como vimos en el capitulo 3 el tensor energia momento de un fluido no
viscoso y sin conduccién de calor en el sistema comdévil del fluido es (3.22):

ne 0 0 O
w_ |10 p 0 O
= 0 0 py O]’

0 0 0 ps3

donde en principio, p; # ps # ps; permitimos presiones anisotropicas tal
que en lugar de la ec. (3.119), que es

1
= AT,
p= =380

tendriamos que

P14 P2+ p3 = —DusTo.

Cuando queremos estudiar el comportamiento del fluido desde otro siste-
ma de referencia inercial que se mueve respecto al marco comovil del fluido
con una velocidad v, realizamos la siguiente transformacién de Lorentz:

T = A°APT (4.3)
donde
¥y =8 0 0
o |8 v 0 0],
A= 0 0o 10|’
0 0 01
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(% ., N A . , . .,
v = (1-B)"1% 3 = =, y se escogié que ¥ = 1v, es decir sélo en direccion z.
c
Dado que mas adelante realizaremos calculos similares con tensores con
mas componentes decidimos escribir una rutina en el paquete Mathematica,

de manipulacion algebraica, para realizar una simplicacion del producto de
matrices, el cual escribimos como

T = ATAT.

Esto da como resultado:

Y (p1S%+en) —py*(en+p;) 0 0

ot _ | =B(entp) RlenP4p) 0 0
N 0 0 ps O

0 0 0 ps

De estas componentes podemos identificar las densidades y flujos ma-
croscopicos vistos en este marco que se mueve respecto al fluido, los cuales
denotamos con una barra:

ne = v*(p18* + en) (4.4)
@ = —P*(en + p1) (4.5)
pr=7"(enB* +p1) (4.6)
P2 =Ds (4.7)
B3 = ps. (4.8)

Ademas de la transformacion de la densidad de energia y la presion en la
direccion del movimiento, vemos que aparece un flujo de energia en la direc-
cién opuesta al movimiento dado por la ecuacién (4.5),
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dc = —p*(ne +p1).

Este es un flujo convectivo y esta relacionado con las fuentes ne y py

4.3. Condiciones para la anulacién del flujo
de energia, en un marco que se mueve
respecto al fluido

Consideremos ahora un fluido con conduccién de calor representado por
el siguiente tensor de energia-momento

ne ¢ 0 0
w_ @ pr 0 0
== 0 0 py O}

0 0 0 p3

donde suponemos que el flujo de calor sélo tiene componentes en direccion
x v ¢ es una fuente no convectiva del flujo de energia en el marco comovil
al fluido. Ahora consideramos la transformacién de Lorentz en la misma
direccién del flujo de calor,

v =B 0 0
a__75700
A_0 0 10

0 0 01

Realizando esta transformacién dada por (4.3), el tensor de energia mo-
mento en un marco que se mueve en direccion x con velocidad v es:

[ne + B8 —2q)*  [@f®— (ne+p1)B+aqly* 0

708 _ | [@B® = (ne+p)B+aly*  [p+Bnef —2q)* 0
0 0 p

0 0 0 ps

[\
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Queremos saber cual es la condicion para que en este sistema de referencia
el flujo de calor sea igual a cero, es decir que la componente del flujo de calor
del tensor energia-momento sea ¢; = 0. Para ver que condiciones cumplen
con esto nos damos a la tarea de identificar las componentes

ne = [ne + B(p1B — 2q1)]y° (4.9)
p1 = [p1 + B(neB — 2q1)]y* (4.10)
G =B — (ne+p1)B+aly’ (4.11)

Tenemos que en (4.11) es un flujo de calor transformado que contiene un
flujo convectivo més un flujo no convectivo y que es proporcional a la mag-
nitud del flujo de calor no convectivo ¢; en el marco comovil. Es decir que

qr = qc + qnc

donde

dc = —B7*(ne +mp)
ane = @ (1+ 3?)

Ahora, para encontrar qué condiciones debe tener un fluido relativista
en un marco de referencia que se mueve respecto al fluido, para que cumpla
que en el sistema transformado el flujo total de calor se anule, g; = 0, en la
ecuacion (4.11) igualamos a cero

@ — (ne+p)B+q =0. (4.12)

Si introducimos la variable

qQ1
o = s
ne + pp




4.3. CONDICIONES DE ANULACION DEL FLUJO DE ENERGIA 87

entonces, resta resolver la ecuacién cuadrética (4.13) que en términos de
« se reescribe como

af? —B+a=0. (4.13)

Calculando sus raices, obtenemos
5= 1+ +v1—4a?
N 20 '

Para entender el comportamiento de las soluciones (4.14), analizamos to-
dos los posibles valores de o que permitan tener una velocidad 3 aceptable

(4.14)

Caso a = 0.

Claramente la raiz positiva diverge en el limite cuando a — 0

14+ V1 —4a?

limg0 5% = limg- ——5 —— — oo.

Para la raiz negativa podemos utilizar la regla de L.’Hopital

, o 1—v1—4a2 —(1 — 4a?)7Y?(=8a)
im0 8~ = limy g ————— = lfm,_,0
2c 4 2

o

S S
V1 —4a2

Caso a > 0. Este caso tiene dos subcasos.

= 11/rnoz—>0

Subcaso 1: o« > 1
Para las 2 raices es claro que § € C
Subcaso 2: 0 < a <1

En este subcaso nos damos cuenta para que  no sea un numero imagi-
nario debe cumplir que en sus raices el discriminante sea
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(1-4a*)>0=4?’<1=a<

DN | —

Entonces la condicion para esto es que

o<

N | —

1
En particular tenemos que para el caso a = 3 que 3 = 1, correspondien-

te a la velocidad de la luz, la cual no define una transformacién de Lorentz [4].

) 1 )
Ahora analizamos el caso 0 < a < 5 Para ello consideremos un nimero

poOCo menor que 2 es decir,

Si no tomamos en cuenta términos cuadraticos en €, tenemos

14,/1—4( =)
b= 2(1 — ¢)

Entonces,

14+2
8= 1£2ve (14 2v/€)(1 —2¢)7"
1—2e
como 24/ < 1 podemos utilizar el teorema del binomio para aproximar
el término del denominador; por lo tanto
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B (1+2€)(1+ 2€)
B~ 142y e+ 2¢ & 4632
= B~ 142+ 2(/e)? £4(Ve).

Desechando términos de orden superior en €, llegamos a que

frl+2/e>1

fr~l—2e<1.

Notamos que la raiz positiva nos da velocidades superiores a la de la luz,
por lo que queda descartado. Sin embargo la raiz negativa permite velocida-
des menores a la de la luz, es decir 0 < § < 1. Esta es una velocidad aceptable.

Caso a < 0. Este caso es analogo a el caso o > 0 pero con signo negativo.

Subcaso 1. Para valores o < 1, obtenemos 3§ € C

Subcaso 2. -1 <a <0

1
Utilizando la condicién o > —3 por los argumentos ya comentados, te-
nemos que

1< <0
—— <o
5 S

1
Para el caso a = —3 en particular tenemos que g = —1, el cual no es un

vector aceptable, ya que se trata de la magnitud de la velocidad.

1
En el caso restringido —3 < a < 0, andlogamente a el caso 0 < a < 3

(la diferencia es solo un signo), tenemos
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L,
a=—=
7 &

y por los mismos argumentos ya dichos tenemos que
fr~—1-2/e<0
fr~—1+2e<0,

los cuales son fisicamente permitidos. Las gréficas de f(«) se muestran en
las figuras 4.1 y 4.2. Podemos observar que hay dos regiones para los valores
de B, una con 8 > 1 que seria una region prohibida por la relatividad especial
y otra con 0 < 3 < 1.

Sabemos que a = y con lo analizado anteriormente podemos de-

ne + pp
cir que cuando o = 0 <= ¢; = 0 ya que ne # 0. En este caso tenemos un

fluido perfecto y de polvo; en estos casos no existe una transformacion de
Lorentz tal que ¢; = 0, ya que el tinico valor permitido es 5 = 0.

En el casoa >16 il > 1 para fluidos con ¢ > ne + p;, no existe
ne + pp
ninguna transformacién de Lorentz tal que ¢; = 0.
1 a1 .
El caso a = = 6 = — corresponde a fluidos que cumplan ¢ =
2 ne+pm 2
1
E(ne + p1); no existe una transformacién de Lorentz en este caso ya que
B =1 cuando ¢; = 0 y esto seria sélo para fotones.
: L, ¢ 1 .
Finalmente en el caso en que 0 < aa < = 6 0 < < — para fluidos
2 ne+p 2

1
que cumplen con la condicién ¢ < §(ne + p1) tenemos que si hay una trans-

formacion de Lorentz tal que 0 < 8 < 1 cuando ¢; = 0.

Podemos entonces afirmar que:

1
G =0<=q < §(ne+p1).
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Esto lo podemos interpretar de la siguiente manera:

Para que en un sistema de referencia inercial, conectado a través de una
transformacién de Lorentz con el marco comovil del fluido, se mida un flujo
de calor o en general flujos de energia nulo es necesario que las propiedades
del fluido en el marco comévil cumplan que

1
@ < 5(ne+pi); (4.15)
este es el principal resultado de esta seccion.
B
5 |
L L S R o 4--p-mp TR “ \
-0.6 ---=04 -0.2 - 0.2 04 0.6

5|

1 —v1—4a?

Figura 4.1: Donde f = ———— se representa por la parte de la curva

2a
14+ +v1—4a2
2a

punteada y g = es la curva azul.



92 CAPITULO 4. CONDICIONES PARA LA ANULACION DE Q
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-' ~1.01
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Figura 4.2: Aqui se hace un acercamiento de la figura anterior en la region
fisicamente permitida.

4.4. Flujo de calor en direccién r bajo una
transformacion de Lorentz en direccion

Yy

Ahora nos preguntamos si puede existir un flujo de calor nulo cuando el
flujo de calor ¢ en el marco comovil va en direccion x y la transformacion de
Lorentz en direccion y.

Tenemos que

0.6
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ne ¢¢ 0 0
we | p1 0 O
e = 0 0 py O
0 0 0 p3

y la transformacion de Lorentz al sistema mévil es ahora

v 0 =By 0
0 1 0 0

AY =
¢ By 0 v O
0o 0 0 1

El tensor energia-momento en el marco que se mueve respecto al fluido
tiene la forma

V(p2f® +ne)  yq  —fy(ne+p2) 0

Tae — Yq1 D1 —57% 0
—By*(ne +ps) —Byar Y(neB*+p2) 0

0 0 0 D3

Identificando las componentes tenemos que

ne = v*(p2f° + ne) (4.16)
G =@y (4.17)

@ = —P7*(ne + ps) (4.18)
G = —q By (4.19)
p1=p1 (4.20)

P2 = 72 (neB® + po) (4.21)
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P3 = ps3 (4.22)

Se observa que cuando el flujo de calor va en una direccién diferente a la
de una transformacion de Lorentz ocurre que una componente del flujo de
calor es puramente convectiva y otra es puramente no convectiva ,

@ =Py (ne+p)y G =aq.

Ahora observamos que (4.16) y (4.17) son componentes del flujo de calor
en el otro marco, es decir

qu ((71»@727673)-

Una manera de alcanzar nuestro objetivo de mezclar los flujos tal que se
anulan es pedir que la magnitud del flujo de calor sea cero. Por lo tanto en
este caso, usando (4.16) y (4.17),

T G=3+3G+qG=¢+ By (ne+p)? =0,

y obtenemos

qi
g2a2
B (ne + p2)2
.0
= =9 .
By e+ 7o
Si
a=—1_ (4.23)
ne + pa
entonces

o= [B.
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Recordando que v = \/11_?, escribimos la expresiéon sélo en términos de

[, obteniendo

1
e 5—\/1_7252
(ia)? = TR ?52
== s -y =
=1 =

:>62:—a2+a2ﬁ2:>52+a2—a252:0
=31 -a®)+a?=0

B = 1-a2)
2 _ —a?
)
1
L B= (4.24)

En la figura 4.3 se observa la gréfica de esta raiz.
Analizando tenemos los siguientes casos:
Caso a =0

Es claro que para las dos raices tenemos que

im0 8% = limgy o ————u = 0i.

Caso o = +1

Para las dos raices tenemos que



96 CAPITULO 4. CONDICIONES PARA LA ANULACION DE @

B
41
2 L
| | | |
-10 -5 B 5 10
oL
4
. 1
Figura 4.3: Donde f = +————= se representa por la curva punteada y
=
1
f = ———— es la curva azul
-
, L 1
limg 11 /7 = limg 49 ——— = +0o.
1-4

Caso 0 <axl

Suponiendo a = 1 — ¢, donde € es muy pequeno

1 1
+ =4(1—-1-2¢)71/2
1 1—(1+2¢)

1%

8=+
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5+ o - 1
vV —2€ V 2€
Como todo es imaginario ningiin caso cumple con la condicién que nos

indica la relatividad especial, que 0 < 8 < 1, para que exista la transforma-
cion de Lorentz.

Por tanto, en el caso en el que el flujo de calor va en direccién ortogonal a
la transformacién de Lorentz, no se puede anular el flujo de calor en el marco
transformado.

4.5. Flujo de energia convectivo inducido por
una transformacion de Lorentz en 2-Dimensiones

Anélogamente a lo que se hizo en la seccién 4.2, se calculara la transfor-
macion de Lorentz para un fluido perfecto, pero ahora se haréd para cualquier
direccién en 2-dimensiones[49], x 6 y. Para simplificar el célculo recurrimos a
una parametrizacion angular donde ahora la transformacién de Lorentz toma

la forma
Y —vf cos o —vfsind 0
A — —yBcosd  ycos?d +sin®d  (y—1)sindcosd 0
¢ | —yBsind (y—1)sindcosd ~ysin?d +cos?d 0
0 0 0 1

en la que 0 es el angulo que se mide en el marco mévil respecto a el no
movil.

Calculando la transformacién de Lorentz, tenemos

ne @ q@ 0
po_ | @m0
G 01 p2 O
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donde identificamos las cantidades macroscopicas en el marco transfor-
mado,

ne = v2[3%p1 cos?(8) + en + B2 sin®(8)p,)]

@1 = By cos(8)[—(v — pasin®(6) — eny — (ycos*(0) + sin’(6))pi]

G2 = Bysin(6)[—(y — 1)p1 cos®(d) — eny — (cos?(0) + 7 sin*(0))pe]

pr = enf®y? cos®(6) + (v — 1)*sin*(0)pz cos?(9) + (7 cos?(d) + sin*(0))*py
P2 = enf3?y*sin’ +(y — 1)% cos® () sin(0) + (cos®(d) + 7 sin*(0))?ps

o1 = cos(6) sin(d) [enB242 + (y—1) (7 cos?(8) +sin?(8) )p1 + (7 —1) (cos?(8) +
v sin’(9))pa]

D3 = D3-

Si consideramos la presion isotropica, esto es, p = p; = py = ps3, tenemos
que las ecuaciones anteriores se reducen considerablemente:

ne = (pfB* + en)y?

@ = —(en + p)B~? cos(0)

3> = —(en + p)By” sin(d)

P1 = py? cost +[enf?y2 + p(72 + 1) sin?(6)] cos(8) + psin(6)

P2 = peost(6) + p(v2 + 1) sin(8) cos? () + 7* sin?(8) (en/3 + psin?(4))
o1 = enf3? + p(y* — 1)] cos(8) sin(0)

b3 = P3.

Estas son las cantidades termodinamicas vistas en un sistema que se mue-
ve respecto al fluido en cualquier direccién z 6 y, como se muestra en la figura
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4.4

j-\
]
O\
+\

2
o}
£

Figura 4.4: Rotacién de un marco de coordenadas

Tenemos que para los dos flujos de calor ¢; y g2 tenemos un flujo de
energia convectivo, como era de esperarse por el calculo de la seccion 4.2, es
decir,

~

Gic = —(en + p)B~y*cos(d)i (4.25)

B = —(en + p)By*sin(8)7, (4.26)

donde el flujo convectivo total es

= —

q. = Qei + Gocj (4.27)
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4.6. Condiciones de flujo de energia nulo en
un marco que se mueve respecto al fluido
en 2-dimensiones

Anélogamente a la seccion 4.3, pero en 2 dimensiones, es decir, ahora la
transformacion de Lorentz puede ser direccién x 6 y y el flujo de calor en
direccion x 6 y. Para simplificar el calculo de nuevo recurrimos a una para-
metrizacion angular donde la transformacién de Lorentz toma la forma

¥ —v(B cosd —vfsind 0

Ao — —yBcosd  ycos?d +sin®d  (y—1)sindcosd 0
¢ | —yBsind (y—1)sindcosd ~sin?d +cos?d 0
0 0 0 1

Realizando esta transformacién de Lorentz, el tensor energia-momento
en un marco que se puede mover en cualquiera de las direcciones x 6 y con
velocidad v resulta

ne q q@ 0
po_|m moa 0]

G2 01 p2 O

0 0 0 p3

donde
ne = 2 (pB% — 2cos(8)q1 8 — 2sin(d) g3 + en)

@ = Y[(14 %)y cos®(8) +sin’(§) g1 +cos(0) (y(8% +1) —1)ga sin(8) cos ()] —
(ne + p)Bvy2cos(9)

@2 = Y[((1 + B)ysin*(9) + cos(d))gz + (v(8* + 1) — 1)q1 sin(d) cos(d)] —
(ne + p)Bv?sin(d)

P = %[enﬁQ’yQ +py2 +enf? cos(20)y% + pcos(26)y? — 4Bcos(8)(7y cos?(8) +
sin(0))q1y — 46(y — 1) cos?(8) sin(6) gy + p — peos(20)]
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1
Py = 5[677,52")/2 + py? — enf3? cos(26)7? — pcos(26)y? — 48 sin(d)(cos*(8) +
vsin?(8))qyy — 48(y — 1) cos?(8) sin(8) g1y + p + pcos(26)]

g1 = cos(9)[(enB*y* + p(v* — 1)) sin(d) + By((y — 1) cos(20) — v)ga] —
By(y + (v — 1) cos(29)) sin(d) g1

b3 =D

Acomodando términos tenemos que el flujo de calor en el otro marco,
toma la forma

((1+ B%)y cos®(d) +sin*(8))ar + (¥(8 + 1) — 1)gz sin(8)cos(9)]

o = {l
(ne + p)By3cos(8)}i (4.28)

@ = {[((1+ B*)ysin®(6) + cos(8))gz + (v(62 + 1) — 1)g sin(6) cos()]
— (ne+p)By*sin(0)}J; (4.29)

tenemos asi un flujo convectivo y otro no convectivo. El flujo de calor
total es

Gr = G + Gues (4.30)

donde el flujo convectivo es

G = Qict + Goc) (4.31)

y el flujo no convectivo es

C?nc = q1nc% + (anc.} (432)

En estas expresiones
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qict = —(ne + p)fy*cos(d )i
A Pc] = (ne +p)3y? sin(d) ]
Ginet = (1 + B?)y cos?(8) + sin®(6))qr + (y(62 + 1) — 1)g 8111(5)005(6)]2
Gonc = V[((1+ 57)ysin®(8) + cos(9))gz + (Y(B> + 1) — 1)y sin(d) cos(d)];.

Ahora queremos encontrar qué condiciones debe tener un fluido relativis-
ta en 2-dimensiones para que un marco de referencia que se mueve respecto
al fluido (ver figura 4.4), cumpla con §; =0y ¢ = 0.

Para ¢

@i = Y[((1 + B%)7y cos?(8) + sin®(6))q1 + (¥(82 + 1) — 1)gz sin(8)cos(8)] —
(ne + p)By*cos(d) = 0

=
[(1+82)7 cos?(8)+sin?(8)]q1 +[v(8%) — 1] gz sin(d) cos(8) = (ne+p)Bycos(6)
=

(1 + B*)y[cos®(0)qr + sin(d) cos(0)ga] + (q15in*(8) — gasin(d)cos(d)) =
(ne + p)Bycos(d)

=

(14 %)y cos(d)[q1 cos(8) + gz sin(d)] + sin(8) (g sin(d) — go cos(d) = (ne +
p)Bycos(9).

Dividiendo entre (ne + p) cos(d) y definiendo o; = donde i =1, 2,

ne+p
tenemos

(1 + B*)7y[ay cos(d) + ag sin(d)] + tan(d)(ay sin(d) — aq cos(d)) = By

=
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[ cos(8)+axy sin(6)] % — B+ cos(8)+as sin(é)]%—% tan(d)(ay sin(d)—ag cos(d)) = 0.

(4.33)
Para reducir la expresién definimos en (4.33), lo siguiente
A = aj cos(§) + azsin(d) (4.34)
y
B = tan(d)(ay sin(d) — as cos(9)). (4.35)

Como se puede ver en la figura 4.4, tenemos que para que el flujo vaya en
direccion x, y u otra direccion todo dependera del angulo, que puede tomar

. ™ . ., .
valores en el intervalo de 0 < § < 5; a continuacion se analizan algunos

angulos para Ay B.

Para A

0=0=>A=uo
T

(5:§$A:O[2,

entonces a; < A < qp.

Para B
0=0=B=0
T 1
d=—=B=—la — «
1 \/5[1 2
§=1 =
= — 00
2

entonces, 0 < B < o0
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utilizando (4.34) y (4.35), (4.31) toma la forma
9 1
AP —B+A+-B=0
Y

AP —B+A+/1-3B=0 (4.36)

Al obtener las raices de 3, observamos que sélo una de ellas tiene sentido
para nuestro propésito. Se realiza una grafica (ver figura 4.5), pero sélo para
un caso particular de [, escogiendo valores para 0, a; y as. Lo podriamos
hacer para muchos valores, pero nosotros sélo escogimos un caso particular
por sencillez y para visualizar el comportamiento que se tiene.

11f

10 7 §

08F

07F

0.0 0.5 1.0 15

Figura 4.5: valores de aq = % y as = (0,0,1,0,3,1,5,30) con § = [O, g}

Anélogamente para o, tenemos

T = Y[((1 + B?)ysin2(d) + cos?(6))qa + (v(B8% + 1) — 1)qy sin(d)cos(d)] —
(ne + p)By*sin(d) = 0

=
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[(1468%)y sin*(0) +cos?(0)] a2+ [7(8?) —1]q1 sin(d)cos(8) = (ne-+p)Bysin(0)
=

(1 + BH)Y[gasin*(6) + q1sin(d) cos(d)] + (g2 cos?(d) — qisin(d)cos(d)) =
(ne -+ p) 3 sin(o)

=

(14 B2)ysin(d)[gz cos(d) + ¢y sin(8)] + cos(d) (g2 cos(d) — gy sin(d) = (ne +
p)Bysin(9).

Dividiendo entre (ne + p)sin(d) y definiendo a; = qj_ donde 7 =1, 2,
ne +p
tenemos

(1 + B?)y[az sin(8) + a; cos(8)] + cot(d)(az cos(d) — as sin(d)) = By
=

[ag sin(8) + ay cos(8)] 5% — B+ [ sin(d) + vy cos(d)] + 1 cot(0)(ag cos(d) —

7
aqsin(d)) = 0.
Nombrando
Ay = aysin(d) + aq cos(6), (4.37)
sio=0 Ag =
. 7r
sid = § A2 = (2
entonces a; < Ay < a
By = cot(§)(ag cos(d) — ag sin(d))
1 .
By = (ap cos(d) — ay sin(0)) (4.38)

~ tan(d)
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Notar que 0 < § < g

sid =0 By — 00

entonces 0 < By < 00

2

AP — B+ A+ /1 — 2By =0 (4.39)
Al obtener sus raices, como en el caso de ¢y, s6lo una de ellas tiene sentido
para nuestro propésito.

Al ser notablemente mas complejo este caso, es probable que requiera un
andlisis numérico que queda fuera de los objetivos de este trabajo.

4.7. Condiciones de energia

4.7.1. Condicién débil de energia.

La condicion de energia débil plantea que la densidad de energia de cual-
quier distribucién de materia, medida por un observador en el espacio-tiempo,
debe ser no negativa [50]. Debido a que un observador con 4-velocidad mide
una densidad de energfa igual a T"*V,V,,, debemos tener entonces que

TV, V,, > 0, (4.40)

para cualquier vector temporal V, orientado hacia el futuro. Esta condi-
cion implica, en términos de la densidad de energia ne y las presiones p; que
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ne > 0y ademds, para todo i, debe ser ne + p; > 0 [52].

4.7.2. Condicion nula de energia.

La condicion nula de energia establece que la densidad de energia de cual-
quier distribucién de materia, medida por cualquier observador nulo, debe
ser no-negativa. Asi se debe tener que

Tk, ky, > 0 (4.41)

para cualquier vector nulo k,. La condiciéon nula de energia es el caso
limite de la condicion débil de energia en el sentido que la velocidad del ob-
servador tiende a ser la velocidad de la luz [53].

4.7.3. Condicion nula de energia para el flujo de calor
en direccion x

En la seccién 4.7.2 ya se dijo lo que es la condicion nula de energia. Aqui se
hara el calculo para nuestro caso, esto es, incluyendo el flujo de calor en el
tensor energia-momento.

Indicamos los vectores nulos que se ocuparan, que son los siguientes

k" = (¢,¢,0,0) (4.42)

k, = (¢, —¢,0,0). (4.43)

De la ecuacion (4.41) tenemos que

T k,ky = T%koky + TEik, = T®%oko + T Kok, + Tk + Tk =
nec® + T koky + Tk kT k;k; = nec® — 2q1¢* + pc® = ¢ (ne + p — 2q1)
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¢® (ne+p—2q) > 0. (4.44)

Haciendo un poco de algebra tenemos que

1
. Ly (4.45)
2 ne+p

encontrando la condicién que debe de cumplir para que la densidad de

energia sea no-negativa.

Al comparar la ecuacién (4.45) con la ecuacién (4.15), nuestra condicién
tiene una similitud a la que nos arroja la condicién nula de energia [51].

4.8. Condicion nula de energia en 2-D

Anélogamente a la seccion 4.7.3 haremos el cédlculo, pero ahora con el
flujo de calor en 2 dimensiones en las direcciones 1 y 2 y con los siguientes
vectores nulos

K" = (c¢,csinf, ccosf,0) (4.46)

K, = (¢, —csin#, —ccos6,0). (4.47)
Utilizando

T kyk, = T%kok,, + T kik, = T®koko + T kok; + Tkiko + T k;k; =
TL602 + (TOlkok’l + TOQI{}()]{?Q + Togkok’?,) + (Tloklko + T20k2k0 + T30k?3]€0) -+
(TYkyk; + T%kokj + T ksk;),

las componentes del tensor energia-momento para el flujo de calor en 2

dimensiones resultan

THk ki, =
n662 +T01 k’okl +T02k0]€2 +T10]€1 k‘o +T20k2k)0 + (lek'll{fj + Tijij + T3jk3]€j)
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Tk, k, =
nec2+T01k0k1+T02kok2+T10k1ko+T20k2ko—|—(T11k1k1 + Tuklkz + T13]€1]€3)+
(T kgky 4 T?kgky + T?koks) + (T? ksky + T%ksky + T®ksks) .

Utilizando de nuevo las componentes del tensor energia-momento se re-
duce a

Tk, k, =
7’L€C2 + T01 k’()k‘l + T02/€0/{?2 + Tlok‘l ko + TQOkaO + Tllkl k’l + T22k’2k’2 + T33k’3k’3

Introduciendo ahora las componentes del tensor energia momento y las
del vector nulo, tenemos que

T k,k, = nec® — q1c®sin @ — q1c? sin 0 — goc? cos O — gac® cos O + pc? sin® 0 +
pc? cos® § = nec® — 2q1c* sinf — 2¢oc? cos 6 + pc? (sin® 6 + cos? ) =
nec? — 2¢% (g sin 0 — 2¢y cos ) + pc?.

Finalmente tenemos que

T k,k, = ¢*[ne — 2 (qysinf — gz cos ) + pl (4.48)

y utilizando la ecuacién (4.41) tenemos que

c?[ne — 2 (qsinf — gy cos§) + p] > 0. (4.49)

Haciendo un poco de algebra obtenemos que la condicion nula de energia
es

1 S ¢18in 6 + g2 cos 0
2 = ne+p '

(4.50)

Al ver (4.50) y comparar con lo que se hizo en la seccién 4.6 notamos que
no hay alguna similitud por la complejidad que se presentd, pero en la figura

4.5 se puede observar que se utilizé ay = = = = = variando el angu-

2 2 ne+p
lo, lo cual no se hizo en (4.50). Podria ser esto por el cual no se ve la similitud.
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4.9. La produccién de entropia

En esta seccién calcularemos la produccion de entropia con nuestra con-
dicién obtenida en la seccién 4.3, es decir la ecuacién (4.15).

En la seccion 3.3.5 se estudié la produccion de entropia y estd dada por la
ecuacién (3.139). En nuestro caso no hay componentes viscosas del tensor de
presiones y presién hidrostética, entonces la ecuacién (3.139) toma la forma

q° T L (. T .
C=—=7 <vaT - C_QDUQ) = ¢ = _,_ZT2 <q Vol — gq DUa) ; (451)

de la ecuacién (4.51) tenemos que ¢* = Ag‘UBTﬁV, Vo =205y D =
U*0,.

Para calcular esta produccion de entropia usaremos el tensor energia-
momento incluyendo el flujo de calor en direcciéon x; la 4-velocidad serd la
del marco comévil (esto es U, = (¢,0,0,0)) y se usara el proyector que se
estudio en la seccién 3.3.2 dado por las ecuaciones (3.83) y (3.84).

Primero nos concentraremos en calcular las componentes del flujo de ca-
lor, que es dado por

¢ = ASURT™. (4.52)

Tenemos que
¢ = AJUST? + AQURTY

= % = (AGUT™ + AGUIT™) + (AFUGT™ + ATU;TY) . (4.53)

Usando (4.53) nos damos a la tarea de calcular las componentes del flujo
de calor
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AQUGT™ + ASUTO) + (ASUTO + AU, TV

)
ALULT® + AYUT™O) + (AMUGT + ANUSTY

( )
( )
(AFUTY 4+ AFUTY)
( )

+ 4+ o+ F

= (
(
= (AZUGT™ + AZUT™)
= (ABULT™ + ABUT™®) + (ABUGT + A3U,TI .

Ahora usando el proyector, el tensor energia momento y la 4-velocidad en
el marco comévil, tenemos que

¢° = AT = AYULT™ + AJUGT + AJUT™ = 0

= ¢ =0. (4.54)

Andlogamente para ¢', ¢?, ¢
ql = A%U()Toz AlU()TOl + A1U0T02 + AlU T03 []()TVO1 = Cq1

=q¢' =cq (4.55)

¢* = AT = A3UGT + AUGT™ + AJUGT™ = UpT™ = 0

= ¢ =0 (4.56)
¢ = AUGTY = A3UGT™ + ASUGT®? 4+ ASUZT® = U T® = 0

¢* =0. (4.57)

Finalmente para el flujo de calor tenemos las componentes

q¢* — (0,¢q,0,0). (4.58)

De la ecuacién (4.51) tomamos el término ¢*V, T para escribirlo en térmi-
nos de las componentes,
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¢°VoT = *ALO5T = "AJIsT + ¢! A 9T
= (¢°AY0T + ("AYOT) + (' A0T + ¢'AlO;T) .

Por el uso del proyector nos queda que

¢°VoT = ¢'AJO;T.
= ¢'AO;T + ¢*ALO,T + > ALO,T.

Utilizando las componentes del flujo de calor (4.58) tenemos que

*Vo T = ¢' MO, T = ¢" AL T + ' A20,T + ¢* A30sT = ¢* A0 T = cqiO, T

y

¢V T = cqoT. (4.59)

Tomamos otro término de la ecuacién (4.51) ¢*DU, para también obte-
ner sus componentes,

q*DU, = ¢°DU, + ¢'DU; = ¢' DU,

¢“DU, = ¢' DU, = cq: DU, . (4.60)

Insertando (4.59) y (4.60) en (4.51), tenemos que la produccién de en-
tropia toma la forma

1

T
¢ = _ﬁ [C(halT - c_2 (CQ1DU1)} .

Después de unos pasos algebraicos tenemos que

1 qic T
¢ = _ﬁ [qualT — CQ1DU1] = _% |:61T - C_2DU1:| .
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Finalmente la produccion de entropia tiene la siguiente forma

T

El término —T'DU; /c? en (4.61) no tiene una correspondencia en el caso
no relativista, y representa un flujo de calor isotérmico cuando el fluido se
acelera. Este término actiia en una direccion opuesta a la aceleracion y se
dice que es debido a la inercia de la energia [15]. También podemos expresar
(4.61) en otra forma eliminando la derivada temporal de la 4-velocidad a
través de (3.132) con w = 0, p!* = 0y ¢® = 0, que caracteriza el llamado
fluido Euleriano. En este caso (3.132) puede ser escrita como

TLhE

C—QDUQ = Vap, (462)

que representa la ecuacién de balance para la densidad de momento de
un fluido no viscoso y no conductor. Por lo tanto (4.61) puede ser escrita como

T
= —— |:81T — n—le} . (463)

Ahora al usar nuestra condicion en la produccién de entropia, tenemos que

1
¢ < 5(ne+p)

2
q1 1
qic C
S N AT __° T_
T2 |:al nhEV1p:| > Ve (TLG +p) [81 nhEvlp:|
c T
g > —ﬁ (ne +p) |:81T — %le} s

pero hg = e+ g, entonces
n
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T

c
¢>——=(ne+p) | T ——Vip
217 n(e+ g)
n
c
> —— T — \Y
S > —g57 (ne+p) |0 e P
enhg 1
T+ — 4.64
S > 572 onT + 2Tv1p (4.64)
En el equilibrio encontramos
¢>0 (4.65)
mientras fuera de equilibrio
¢>0 (4.66)

4.10. Comparacion entre los enfoques Eckart
y Landau-Lifshitz

En esta seccién se estudiara la 4-velocidad de la descomposicién de Eckart
y Landau-Lifshitz. Esto nos dard una idea de como se comportan ambas, en
que aproximacién existe una similitud y que es posible encontrar mas siste-
mas de referencia aparte que el de Landau-Lifshitz.

4.10.1. Esquema de Eckart

La 4-velocidad en la descomposicion de Eckart es

U* = (ye,y). (4.67)

Calculando

’U2

Uy, = (UO)Q_ | (7 |2: 72 (02 _ 1)2) _ 7202 (1 _ g) — 7202 (1 _ 52)
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1
UU, =72 (1-5°%) = 7202¥ =c? (4.68)
= 22 (1 — B2) = &,
finalmente se obtiene el factor de Loretnz
9 1

4.10.2. Esquema de Landau-Lifshitz

Ahora la 4-velocidad en la descomposicién de Landau Lifshitz [47], supo-
nemos que es

Ur = (vre, L) (4.70)

Andlogamente como en (4.68) calculamos

UpUra = (UD)" = | Up, P= 17 (¢ = v}) = 17 (1 N c_§> =7i¢* (1= 67)

UsUsa = 226 (1 - 52) @.n)
y utilizando la ecuacion (3.159) se obtiene la relacion de las 4-velocidades
de Eckart U® y Landau-Lifshitz U,

1
Us =U% 4+ —qg~.
L +nth

Calculamos ahora UjUp,

1 1
UpUa = (U + ——¢* ) (Ua + —0a ) =
= (07 ) (e )

1\? 2
UaUa + ( ) qo‘qa + _ana’

nhe nhg
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que con el uso de (3.117) resulta

2
USUpy = ¢ + <%) . (4.72)

Sustituyendo (4.72 )en (4.71) tenemos que

2 2
A+ (%) =2 (1 - B2) = ¢ (1 + (quhE) ) =71 (1 - 57)

:>1+( %)2:7%(1—52). (4.73)

cnng

2
Si( d ) = 0, entonces

cnhg

1

Sn=1 g
L

(4.74)

4.10.3. Comparacion de ambos enfoques

Comparando las ecuaciones (4.69) y (4.74) concluimos que existe una
transformacion de Lorentz con v, y 1, solo si se aproxima a cero el término
que involucra al flujo de calor en la ecuacién (4.73), esto es,

2
q
~ 4.
(CnhE) 0 (4.75)

Recordando que en el esquema de Landu-Lifshtz se propone un tensor
energia-momento que no involucra al flujo de calor, entonces al aproximarlo
a cero quiere decir que nos encontramos en este esquema. Al comparar nues-
tra condicién con (4.75), encontramos que es posible encontrar més sistemas
de referencia que son aquellos que cumplan con

g \* 1
— - 4.
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condicién que fue encontrada en este trabajo, que es la que debe cumplir-
se para que en un marco se cumpla que ¢ = 0.
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Capitulo 5

Conclusiones y Perspectivas

El flujo de calor y sus ecuaciones constitutivas en sistemas relativistas han
sido un tema de discusion. Algunos autores aseguran que el flujo de calor no
deberfa estar en el tensor energia-momento [25, 26|, pero por sus propie-
dades de transformacién y desde el punto de vista de la teoria cinética, el
flujo de calor en un fluido relativista es una cantidad que forma parte de él [4].

La teoria de la relatividad especial (RE) reta nuestro sentido comiin, al
aceptar que la rapidez de la luz en el vacio es la misma para todos los observa-
dores independientemente de su estado de movimiento; nos vemos obligados
a desechar ideas béasicas sobre el paso del tiempo y de las longitudes de ob-
jetos. La base matematica para la teoria de la RE son las transformaciones
de Lorentz que relacionan cantidades fisicas en dos marcos inerciales en mo-
vimiento relativo.

En este trabajo estudiamos cémo se comporta el flujo de calor contenido
en el tensor energia-momento bajo transformaciones de Lorentz. Encontra-
mos que bajo estas transformaciones en el tensor transformado hay un flujo
de calor total que contiene una parte convectiva mas otra no convectiva.
Cuando el flujo de calor en el marco comévil va en la misma direccién que la
transformacién de Lorentz se encuentra que, si se pide que el flujo de calor en

el marco transformado se anule, se cumple la condicion ¢; < 5(716 +p1). Esto

quiere decir que a través de una transformacion entre sistemas de referen-
cia es posible balancear un tipo de energia convectiva con una no-convectiva
siempre y cuando el fluido satisfaga que el flujo de calor en la misma direccién
que la transformacion de Lorentz sea menor que un medio por la suma de la
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densidad de energia mas la presién. Cuando la transformacion de Lorentz se
realiza en una direccion ortogonal al flujo de calor se obtiene un flujo con-
vectivo en la direccién de la transformacién y por lo tanto las componentes
no se mezclan.

Como se estudié en la seccién 4.7.2; la condiciéon nula de energia estable-
ce que la densidad de energia de cualquier distribucién de materia, medida
por cualquier observador nulo, debe ser no-negativa. La condiciéon encontra-
da en este trabajo resulta idéntica a la condicién nula de energia [63], con
la diferencia de que fue encontrada en el contexto de cambios entre marcos
inerciales.

Al introducir la condicién encontrada en la produccién de entropia en el
esquema de Eckart, encontramos que no se viola la segunda ley de la termo-
dindmica. En particular la produccion de entropia es siempre mayor a cero,
por lo que el fluido nunca esta en equilibrio.

Por otra parte se estudio la 4-velocidad en el esquema de Eckart y Landau-
Lifshitz. En su formulacién el marco de Landau-Lifshitz existe sélo si el cua-
drado de el flujo de calor entre el cuadrado de la densidad de energia mas
la presién es igual a cero. Hay que recordar que en el esquema de Landau-
Lifshitz en su tensor energia-momento, no introducen el flujo de calor. Al
comparar Landau-Lifshitz y nuestro esquema, concluimos que es posible en-
contrar mas de un sistema de referencia, ademéas que el de Landau-Lifshitz,
donde no exista flujo de calor en el fluido.

Una posible extension de este trabajo es hacer el mismo analisis para
fluidos en algin espacio curvo con motivaciones astrofisicas y cosmologicas.
Por ejemplo, en [65] se consideran distribuciones esféricamente simétricas de
un fluido colapsandose donde supone localmente anisétropo, sufriendo una
disipacién en forma de flujo de calor limitado por una superficie esférica (ver
apéndice A).

Otra posible direccion es en relacion con la transiciéon relativista. Los flui-
dos relativistas tienen dos limites bien conocidos, el limite no relativista a
bajas temperaturas y el limite ultra relativista para temperaturas altas. Sin
embargo, es reciente el estudio de la transicion al régimen relativista a través
de una analogia con la teoria de campo medio de las transiciones de fase,
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encontrandose que la temperatura critica a la cual en un fluido comienzan a
ser relevantes las correcciones relativistas, depende de la dimension del sis-
tema [66]. Las consecuencias de este estudio atin no han sido ampliamente
consideradas por lo que podria extenderse en varias direcciones, principal-
mente el estudio de la termodindmica en la transicién, su generalizacién en
espacios curvos, asi como aplicaciones de interés astrofisico, cosmologico, de
altas energias e incluso en materia condensada que son temas de interés ac-
tual. Ademas de estar abierto el caso fuera de equilibrio, donde podriamos
estudiar en particular las transformaciones en el flujo de calor.
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Apéndice A
Ecuaciones de campo

En la referencia [65] se consideran distribuciones esféricamente simétricas
de un fluido colapsdndose donde se supone que esta localmente anisétropo
y sufre su disipacién en forma de flujo de calor limitado por una superficie
esférica.

El elemento de linea es dado en las coordenadas esfericamente simétricas

ds?* = evdt? — erdr? — r? — % (d6? + sin® 0d¢?)

donde v (t,r) y A(t,r) son funciones centrales.

La métrica tiene que satisfacer las ecuaciones de campo de Einstein [63].

QY = —8aT". (A1)

o
Para el caso del flujo de calor estamos interesados en la entrada Ty,

A
—81Ty = 2,
T

despejando ¢q; = 1o, tenemos

123



124 APENDICE A. ECUACIONES DE CAMPO

Para que en el marco transformado el flujo de calor se anule, § = 0,

1
tenemos que tener que satisfacer la condicién ¢; < 3 (ne + p), entonces sus-

tituyendo esta condicién en (A.2) tenemos que

—% (%) < %(ne +p)
A > —% (ne + p) (8xr)

obteniendo finalmente que

A > —dmr (ne +p). (A.3)

Esta condicién indica que, ademés de que el campo A(¢, r) serd solucién de
(A.1) con materia, para que el flujo de calor se anule ante una transformacion
de coordenadas, la geometria debe ser tal que satisfaga (A.3), es decir, tiene
una influencia del tipo de materia que se considere.
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