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Introduccion

En ésta tesis consideramos sistemas del siguiente tipo

z=Az+bu (1)
donde A es una matriz cuadrada de n x n, 'y b son vectores en el espacio n-dimensional y u es una
funcién real lamada control que introducimos con el fin de lograr un cierto objetivo. Por ejemplo, se
puede buscar que el sistema sea globalmente asintéticamente estable, o bien, que la regién de atraccion
del origen sea lo mas grande posible. Si u = u(z), entonces se dice que u es una retroalimentacion de
estado. En el disefio de leyes de retroalimentacion de estado usualmenté no se considera la restriccion
de que las entradas sean acotadas, es decir que u deba ser una funcién acotada. En general, las leyes de
control se disefian sin tomar en cuenta las cotas o limites en los dispositivos fisicos. Sin embargo, en
los sistemas fisicos (en las aplicaciones) existen especificaciones de seguridad y desempefio, asi como
otras limitaciones (de espacio o de energia, por ¢jemplo) y debido a esto, es necesario imponer ciertas
restricciones en las leyes de control, de manera que en la practica las acciones de control alcanzan el valor
maximo y minimo fisicamente posibles de las entradas (se saturan).

Un enfoque natural para diseriar controles acotados es considerar saturaciones de retroalimentacio-
nes lineales. A continuacién explicamos este enfoque. Cuando en el sistema (1) el par (A, b) es contro-
lable, entonces existe una retroalimentacién de estado v = KTz, donde K es un vector en el espacio
n-dimensional, de tal manera que los valores propios de 1a matriz A +bK T pueden ser escogidos arbitra-
riamente. En particular, puede conseguirse que el sistema © = (A 4+ bK T )z sea globalmente asintotica-
mente estable. Con Ia finalidad de construir 1a llamada saturacion de v hacemos la siguiente definicion.

Definicion. Sea v una funcidn de control del sistema (1) y »~,u* niimeros reales tales que u~ <
0 < u*. Si[u™,u*]esel conjunto de valores admisibles, entonces la saturacion de v, a 1a cual denotamos

COIMO Usqt, €S la siguiente funcion

u-  si U >v
S(v) = v si v Lv<aut (2)
uT  si v>ut



De ¢sta maner, si « es de la forma u(z) = KTz la correspondiente funcién saturada queda definida
como
Usat(T) = S(KTx)

y el sistema a lazo cerrado como

z = Ax + bugas 3)
es decir
Az +bu~ si v > KTz
g={ Az+ (KTz)b si v~ < KTz <ut “)
Az +but  si KTz >u*
En éste trabajo nosotros sélo cosideraremos funciones de saturacion simétricas, es deciru™ = —u~,

Larestriccion sobre la entrada |u| < «™ induce severas restricciones sobre la estabilidad del sistema
a lazo cerrado. Si la matriz a lazo abierto A tiene al menos un valor propio con parte real positiva,
entonces no hay una funcidn de retroalimentacion acotada .. () tal que el sistema a lazo cerrado z =
Azx + bugqi(x) sea globalmente asintéticamente estable (GAE). Es decir, bajo u,4:(z), 1a regién de
atraccion del origen es un subconjunto propio de R™. Este resultado es “comprensible” desde un punto
de vista intuitivo. Para el caso en que el sistema a lazo abierto £ = Az es asintticamente estable (es
decir, la matriz a lazo abierto A es Hurwitz) y considerando el caso bidimensional no es dificil probar
que para cualquier retroalimentacion estabilizante K7z el sistema a lazo cemrado & = Az + bS(KTx)
permanecerd GAE alrededor del origen a pesar de la saturacion de la entrada [Suarez ef al., 1995]. Sin
embargo, si n > 3 el sistema presenta un comportamiento que no es el esperade. De hecho, existen
funciones de control acotadas S(K7'x) para las cuales el sistema a lazo cerrado & = Az 4+ bS(KTz) no
es GAE.

Finalmente nos queda la pregunta de qué pasa cuando la matriz A tiene valores caracteristicos en
el eje imaginario. En este caso es conocido [Fuller, 1969] que si el sistema (1) contiene al menos un

integrador m-~dimensional con m > 3, es decir, el cero es un valor caracteristico de la matriz A de al

6



menos 3" orden, entonces existen trayectorias del sistema a lazo cerrado que no pueden ser llevadas al
origen con acciones de control lineales saturadas.

Como se ve, el fenomeno de saturacion impide que la estabilizacién de un sistema mediante retroa-
limentacién sea global.

Por otro lado, es muy importante observar que aunque €l sistema resultante a lazo cerrado
& = Az + bu,(x) es no lineal, presenta la caracteristica de ser continuo y lineal por pedazos. Esta clase
de sistemas es muy interesante ya que ellos combinan diferentes tipos de comportamiento dinidmico en
diferentes regiones del espacio de estado. En realidad el comportamiento diniAmico observado en sistemas
similares a (1) es muy diverso: desde estabilidad asintotica global hasta caos [ver Kahlert, C. & Rossler,
1985y Chua et al, 1986]. En nuestro caso, la introduccion de la funcion de saturacion sat{u) enel sistema
(1) tiene consecuencias como la aparicion de otros puntos de equilibrio u é1bitas periddicas (ciclos limite)
del sistema a lazo cerrado. Ahora bien, ya que S(0) = Oy la linealizacién de Az + bu,(z) alrededor
del origen es & = (A + bKT)z, entonces el origen sigue siendo un punto de equilibrio asintoticamente
estable del sistema a lazo cerrado a pesar de la saturacion, por lo que podemos aprovechar los métodos
para disefiar controles lineales si el conjunto de puntos de interes practico esta contenido en la regién de
atraccion del origen. Por lo tanto, la caracterizacion y estimacion del tamafio de la region de atraccion
proporciona una manera sencilla para el manejo de las restricciones de saturacion.

Asi pues, desde el punto de vista de Teoria de Control tendriamos tres problemas, de los cuales solo
los dos primeros son estudiados en esta tesis:
I. Encontrar la RA para el sistema saturado.
2. Caracterizar el conjunto de vectores K para los cuales el sistema saturado a lazo cerrado es GAE.,
3. Disefiar funciones de control no lineales, diferentes a las lincales saturadas, de forma tal que el sistema
a lazo cerrado sea GAE.

Una forma de abordar el problema 3 se puede ver en [Sudrez ef al, 1997], ver también las referencias

contenidas en ese trabajo.



Los efectos de la saturacién presentan comportamientos tipicamente no lineales, tales como: mul-
tiplicidad de puntos de equlibrio, flujos restringidos a esferas, cilindros, etc., de aqui el interés de hacer
una descripicion cualitativa de €stos sistemas, caracterizarizando sus puntos de equilibrio, sus érbitas pe-
riédicas, la forma de la region de atraccién, etc. En un trabajo previo sobre sistemas bidimensionales
[Alvarez et al., 1993], fue estudiado el comportamiento cualitativo de la region de atraccion del origen
€2(0) en términos de los parametros del sistema no controlado y también fue establecida la clasificacion
de los puntos de equilibrio de (1). Sea o(A) el espectro de la matriz A. Se mostré que si 0(A)NC # @,
el origen no es globalmente asintéticamente estable. Ademas, si traza(A) > 0, entonces podria aparecer
una drbita periddica alrededor del origen de manera que ©(0) es un conjunto acotado. Ademds, fueron
descritas bifurcaciones topolégicas de §2(0) tales como el paso de £2(0) de un conjunto no acotado a un
conjunto acotado a traves de conexiones homo(hetero)-clinicas entre puntos de equilibrio de tipo silla
[ver también Llibre y Sotomayor].

En otro trabajo [Sudrez et al,, 1995] y continuando con métodos cualitativos se dié una caracte-
rizacion topologica de la region de atraccion del origen (RA) para sistemas lineales con control lineal
saturado. Para este fin, fue esencial ¢l estudio del comportamiento dindmico sobre la frontera de la RA.
En particular, se probd que la frontera es igual a la unién de las variedades estables de los elementos
criticos (puntos de equilibrio y ciclos limite) sobre la frontera. Esto significa que para estimar la RA se
demostré que su frontera, 9(0), satisface 9$2(0) = UW*(y;) donde los -y; son los elementos criticos en
9€(0) los cuales estan conectados al origeny W*(vy;) son sus correspondientes variedades estables. En
ese trabajo se probo que la forma de la region de atraccion del origen depende fuertemente del nimero
n,, de valores caracteristicos del sistema a lazo abicrto con parte real positiva.

Especificamente, los resultados en [Sudrez et al, 1995] son los siguientes: Para un sistema cuyos
valores propios a lazo abierto tienen parte real no positiva, 1a RA es no acotada. Para sistemas a lazo
abierto estables, fue probado que todas las trayectorias eventualmente tienden hacia algun conjunto com-
pacto de volumen cero. Para sistemas a lazo abierto antiestables (o6(A) C C*), fue probado que la RA

es acotada y homeomoérfica a la bola unitaria n-dimensional. Para el caso de sistemas con algunos valo-
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res propios con parte real positiva y otros con parte real negativa, se encuentra que una retroalimentacion
que sblo reubica los valores propios con parte real positiva, hace la RA homeomorfica a el producto de
las RAs asociadas a las partes estable y estabilizada. En consecuencia, la RA del sistema a lazo cerrado
es homeomorfica al cilindro R* ™™ x B™«. Para n,, = 1 y manteniendo fijos los valores propios reubi-
cados, la estructura cilindrica de 1a RA se mantiene bajo pequefios cambios en la ubicacion de los valores
propios estables a lazo abierto.

Como se ve en [Sudrez et al, 1995}, una descripcién analitica del tamafio de la RA no es una tarea
facil porque en general no es posible encontrar explicitamente las soluciones del sistema © = Az +
bS(K T x)y el uso de las técnicas de sistemas dinamicos para el analisis de las trayectorias que definen la
RA es un problema muy complicado. Seria deseable adaptar alguna técnica no lineal bien conocida, que
usualmente es aproximada y no rigurosa, para estudiar problemas complicados. Tales técnicas podrian
producir informacién adicional de naturaleza no numérica para el comportamiento cualitativo de la RA,
conduciendo a resultados que tienen cierto impacto en ingenieria. La justificacion de tales métodos
aproximados es que pueden dar predicciones razonables y correctas, pero con una fraccién del esfuerzo
necesario en los métodos rigurosos.

En esta tesis, estudiaremos el problema de la existencia de ciclos limite, el cual no fue conside-
rado en [Sudrez et al, 1995]. Ya que el problema de la existencia de érbitas periédicas es en general,
un problema complicado, buscaremos O1bitas periddicas en forma aproximada usando el método de ba-
lance armonico (MBA) [Mees, 1981; Krenz and Miller, 1986; Moiola and Chen, 1993, 1996]. Aunque
el MBA es aproximado y no riguroso, es usado con frecuencia para detectar orbitas periodicas de sis-
temas no lineales [Mees, 1981]. Recientemente, Llibre y Ponce [1996] utilizaron ¢l método de balance
armonico para describir la dindmica de sistemas de control en dos y tres dimensiones que estan sujetos
a retroalimentaciones de estado con saturacion estabilizantes. En éstos trabajos se puede encontrar una
descripcion completa de bifurcaciones periddicas de primer arménico (PA) simétricas (con respecto al
origen), encontrandose una gran variedad de comportamientos dinAmicos. Aqui aplicaremos esta técnica

también para estudiar las orbitas periédicas no simétricas y las bifurcaciones en el mimero de érbitas pe-
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ribdicas que se encuentran sobre la frontera de la RA cuando los pardmetros del control cambian, pero se
conserva la estabilidad del sistema a lazo cerrado (capitulo 4. Sistemas tridimensionales). En particular,
cuando la matriz a lazo abierto es antiestable, la informacién que proporciona el método permite conje-
turar una bifurcacién que consiste en el rompimiento de una 6rbita simétrica, es decir, cuando 1a razon de
convergerncia al origen es aumentada, una Orbita periddica simétrica aproximada se bifurca para producir
al menos tres orbitas: una érbita periddica simétrica mas dos orbitas periddicas no simétricas.

Ademas de permitir detectar la existencia de 6rbitas periodicas, el MBA también da un valor apro-
ximado para la amplitud de las 6rbitas periodicas sobre la frontera. Esto y los resultados en {Sudrez er
al,1995] permitiran estimar el tamafio de la RA.

Para el caso de las retroalimentaciones de estado « = K7z, donde K es un vector en el espacio
n-dimensional, existen formas especificas de escoger el vector K, las cuales por sus propiedades, tienen
un interés particular, nos referimos a las conocidas parametrizaciones de alta ganancia. A continuacion
resumimos en qué consisten y cuales son sus propiedades.

Consideremos el sistema

T =Az+bu

y=Cz &)

donde y € R™, C es una matriz de m x n. La funcion y(¢) es conocida como la salida del sistema.
Sea K(6) € R™ un vector que depende de un parametro § > 0. Si cuando é es suficientementemente
grande la retroalimentacion de estado us (z) = KT (§)z satisface que todos los valores propios de la
matriz A+bK 7 () estan ubicados en el semiplano izquierdo del plano complejo y la parte real de al menos
uno de ellos diverge a —oo cuando § — oo, entonces us (z) = K7 (6)z es llamada una retroalimentacién
de estado de alta ganancia. El objetivo de tales disefios es reducir el efecto de perturbaciones sobre la
salida y (ver capitulo 5).

Debido a que los controles de alta ganancia han sido una herramienta clasica para reducir los efectos

de las perturbaciones, se han hecho diversos estudios con la finalidad de conocer mejor el fenémeno.
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En [Young et al, 1977] se estudiaron sistemas de alta ganancia de la forma

%zo = Apxg + Bou

u = 6Cpzo
conz €ER", ueR™, R

En ese trabajo se ve que xp puede ser escrito como zo = N2 + By(CoBy) 'y donde N es una
matriz que satisface Cy N = 0. De esta manera ellos pueden obtener un cambio de variable de la forma
z = M;xo donde M, es una matriz con la propiedad de que M; By = 0y entonces demuestran que con
dicho cambio de variable el sistema puede escribirse como el sistema lineal singularmente perturbado

g—tz = Fi1z+ Fioy

piy = Farz + Fay
donde  es un parAmetro pequefio (2 = }). De ésta manera pueden hacer un estudio de la localizacién
asintotica de los valores propios cuando § — oo. Existen otros estudios acerca del comportamiento
asintético de los valores propios en sistemas sujetos a controles de alta ganancia [Ver Davison & Wang,
1974; Kouvaritakis & McFarlane, 1976; Rosenbrock, 1970].

Aungque los controles de alta ganancia tienen buenas propiedades, como son el reducir el efecto de
perturbaciones acotadas o acelerar la razén de convergencia al origen de las trayectorias, también pueden
presentar inconvenientes, como puede ser el hecho de que Ia RA del origen se colapse, lo cual significa
que este punto de equilibrio practicamente se desestabilice. Kokotovic y Marino [1986] presentaron una
serie de ejemplos de sistemas no lineales en el plano sujetos a controles de alta ganancia para los cuales
la RA se anula.

Es de esperarse que en sistemas de dimensiones mayores ocurran comportamientos dinimicos
analogos. Ya que en la practica es muy comin usar RAG, es importante una mejor comprension de tal
fenémeno. En ésta tesis nosotros estudiaremos dos parametrizaciones de alta ganancia diferentes, en la
primera de ellas la parte real de todos los valores propios a lazo cerrado diverge a —oo, cuando § — oo;
en la segunda parametrizacion la parte real de exactamente un valor propio a lazo cerrado diverge a —oco

y los restantes valores propios convergen a mimeros complejos ubicados en el semiplano izquierdo del
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plano complejo, cuando § — oo. Aplicaremos el método de balance de primer arménico para estudiar
sistemas de control lincales con entradas acotadas sujetos a controles de alta ganancia del tipo de la pri-

mera parametrizacion

Como veremos en ¢l capitulo 7 (sobre sisteras n-dimensionales), el uso de técnicas de balance ar-
moénico proporcionard una explicacion del hallazgo numérico de que la RA se anula cuando la parte real
de los valores propios a lazo cerrado divergen a —oco. La informacion obtenida de esta manera es digna
de tomarse en cuenta ya que proporciona una descripcion del mecanismo de desestabilizacion del origen
y muestra mucho de la complejidad de la estructura periddica que podemos encontrar en tales sistemas
de control no lineales. Buscaremos o1bitas periddicas inestables y estudiaremos su comportamiento asin-
tético en el caso en que las partes reales de los valores propios de la matriz A, = A + bK'T divergen a
—o0, cuando § — oo. La idea es mostrar que cuando un control de alta ganancia (las ganancias divergen

al infinito) es considerado, tales orbitas periddicas inestables se contraen al origen desestabilizandolo.

Debido a la condicidn de estabilidad enel origen, la cual se presenta como 1a estabilidad del polino-
mio a lazo cerrado, un tema que es de importancia para este trabajo es el de conocer criterios para asegurar
cuando un polinomio de coeficientes reales es Hurwitz. El criterio mds conocido es el de las llamadas
condiciones de Routh-Hurwitz. Existen varias pruebas del Teorema de Routh-Hurwitz y también existen
otros criterios para asegurar la estabilidad de un polinomio [Gantmacher, 1959]. En particular, nosotros
utilizamos un criterio que en la literatura es conocido como el Teorema de Hermite-Biehler [Bhattacha-
rayya et al, 1995] para hacer un analisis de un sistema sujeto a un control de alta ganancia con saturacion
donde las partes reales de todos los valores propios a lazo cerrado divergen a —oo (primera parametri-
zacion). También hemos obtenido, en términos de desigualdades, condiciones suficientes para asegurar
cuando un polinomio es Hurwitz y hemos aplicado éstas condiciones para disefiar un control estabilizan-
te de alta ganancia de la segunda parametrizacion, con la propiedad que desde un punto de vista de una

aproximacion de primer arménico el sistema a lazo cerrado no tiene orbitas periédicas (ver capitulo 8).
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El trabajo est4 organizado de la siguiente manera: La primera parte esta dedicada al estudio de
regiones de atraccion y bifurcaciones. La segunda parte, que comprende de los capitulos 5 al 8, la dedi-
camos al estudio de sistemas sujetos a controles de alta ganancia.

La presentacion del problema que estudiaremos la hacemos en el capitulo 1 y también mencionamos
algunos resultados anteriores acerca de regiones de atraccion.

En el capitulo 2 presentamos el Principio de Balance Armonico e indicamos las ideas en que esta basado.
También resaltamos los puntos principales cuando este método es aplicado a sistemas controlables con
saturacion.

Aunque un estudio de sistemas planos generales tiene interés desde el punto de vista de Ecuaciones Dife-
renciales mas que de Teoria de Control, en el capitulo 3 hemos aplicado el Método de Balance de Primer
Armonico para estudiar sistemas planos donde el sistema no necesariamente es controlable y el origen no
necesariamente es estable y obtenemos un diagrama de bifurcacion de las orbitas periddicas en términos
de un analisis de primer arménico. Una descripcion de las regiones de atraccién y las bifurcaciones sobre
las regiones de atraccion de sistemas controlables tri-dimensionales la hemos desarrollado en el capitulo
4. En particular conjeturamos una bifurcacién que consiste en ¢l rompimiento de una orbita periddica
simétrica.

En el capitulo 5 explicamos qué tipo de controles de alta ganancia serdn estudiados. Para ejemplificar la
aplicacion del método en sistemas sujetos a lo que hemos llamado 1a. parametrizacion de alta ganancia,
hemos dedicado el capitulo 6 solamente a sistemas de control bidimensionales.

La generalizacion de los resultados del capitulo anterior a sistemas n-dimensionales la llevamos a cabo
en el capitulo 7 apoyandonos en ¢l Teorema de Hermite-Biehler

En el capitulo 8 mostramos condiciones suficientes para asegurar que un polinomio es Hurwitz y las
aplicamos en el disefio de un control estabilizante de alta ganancia que cae dentro de lo que hemos lla-
mado segunda parametrizacién de alta ganancia. Desde el punto de vista de una aproximacion de primer
arménico el control disefiado satisface que el sistema controlado no presernta orbitas periddicas.

Finalmente, presentamos las conclusiones en el capitulo 9.
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Parte 1. Regiones de atraccion y
bifurcaciones de drbitas periodicas
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Capitulo 1

Introduccion

En esta parte de la tesis nos restringiremos a sistemas bidimensionales y tridimensionales, aunque
algunos de estos resultados pueden ser generalizados al caso n-dimensional (ver Parte 2). Consideremos

los siguientes sistemas:

£(t) = Az(t) + bE(t) (1.1)
donde z € R", A € Myuxqn, b € R*,n = 2,3, (A, b) es un par controlable y la retroalimentacion de

estado £ = S(u) esta definida por la funcién de saturacion

) -1 ug-1
S(u) = sat(u) =< u -l<u<l1 (1.2)
1 1<u

con u(t) = kTz(t) escogida de tal manera que A + bk” sea una matriz estable. Ya que o(A + bkT) C
C™, el origen es un punto de equilibrio localmente asintéticamente estable de (1.1). Nuestro principal
problema es estudiar la region de atraccion del origen, denotada por 2(0) y también las bifurcaciones.
Enel caso de 2 dimensiones, recientemente [Alvarez et al, 1993] se usaron métodos cualitativos para
estudiar las bifurcaciones de la region de atraccion del origen con respecto a los parimetros del control.
Alli se estudié el comportamiento cualitativo de la region de atraccion del origen £2(0) en términos de los
parametros del sistema no controlado y también fue establecida la clasificacion de los puntos de equilibrio
de (1.1). Se mostr6 que si 6{(A)NC* # @, donde 0(A) es el espectro de 1a matriz A, entonces el origen
no es globalmente asintéticamente estable. Ademds, si traza(A) > 0, entonces podria aparecer una-
6rbita periddica alrededor del origen tal que §2(0) es un conjunto acotado. Fueron descritas bifurcaciones
topolégicas de 2(0) tales como el paso de £2(0) de un conjunto no acotado a un conjunto acotado a traves

de conexiones homo(hetero)-clinicas entre puntas de equilibrio de tipo silla cuando la matriz a lazo abierto
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tiene un valor propio con parte real positiva y otro valor propio con parte real negativa y los parametros
del control cambian con la intencion de reubicar solamente el valor propio con parte real positiva.

En un trabajo sobre sistemas n-dimensionales [Sudrez ef al, 1995}, se continué con la misma me-
todologia del trabajo anterior y se di6 una caracterizacion topologica de la region de atraccion del origen
(RA) para sistemas lineales con control lineal saturado. Para este fin, fue esencial el estudio del compor-
tamiento dindmico sobre la frontera de la RA. En particular, se probo que la frontera es igual a la unidén
de las variedades estables de los elementos criticos (puntos de equilibrio y ciclos limite) sobre la fron-
tera. Esto significa que si denotamos la frontera de 1a RA por 9€(0), se satisface 92(0) = UW?*(v;)
donde los ~y; son los elementos criticos en 8Q(0) los cuales estan conectados al origeny W?(-y;) son sus
correspondientes variedades estables. Los resultados en [Suarez ef al ] especificamente para n = 3 son
los siguientes: El nimero de valores propios con parte real positiva del sistema a lazo abierto, n,,, deter-
mina la forma de Ia RA de el origen. Si A es invertible y n,, es impar, entonces (1.1) tiene tres puntos
de equilibrio, un atractor y dos puntos silla del tipo-n,, cuando n,, = 1, 0 uno atractor y dos repulsores
c.uando N, = 3. 8i A es invertible y n,, = 0,2 0 si det(A) = 0, entonces (1.1) tiene solamente un punto
de equilibrio el cual es un atractor. Para plantas completamente inestables (o(A) C C*), se probd que
la RA es acotada y homeomorfica a la bola unitaria. Para sistemas a lazo abierto estables, se probo que
todas las trayectorias eventualmente tienden hacia algin conjunto compacto de volumen cero. Para el
caso de sistemas con algunos valores propios con parte real positiva y otros con parte real negativa, re-
sulta que una retroalimentacién que solo reubica los valores propios con parte real positiva, hace la RA
homeomorfica a el producto de las RAs asociadas a las partes estable y estabilizada. En consecuencia, la
RA del sistema a lazo cerrado es homeomoérfica al cilindro R3~™+ x B™«. Manteniendo fijos los valores
propios reubicados, la estructura cilindrica de 1a RA se mantiene bajo pequefios cambios en la ubicacién

de los valores propios estables a lazo abierto.
Regresemos ahora al caso bidimensional. En éste caso, la presencia de una 6rbita periddica inestable

determinard la RA. Mas precisamente, la Orbita periddica serd la frontera de 1a RA. De aqui la importancia
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del estudio de las 6rbitas periddicas. Notese que debido a la simetria con respecto al origen de la funcién
S, también s¢ encontrara una simetria en el retrato fase.

Estamos interesados en las Orbitas periddicas del sistema (1). Si (¢) es una 61bita periddica del
sistema, diremos que es simétrica (no simétrica) si es simétrica (no simétrica) con respecto del origen.
Entonces, debido a la simetria de la funcién S se tienen las siguientes consecuencias

a) Si () es una orbita periddica, entonces —(t) también es una érbita periédica. Por lo tanto el
numero de orbitas periodicas no simétricas es par

b) Como n = 2, se puede ver que todas las 6rbitas periédicas contienen al origen en su interior.
Entonces la unicidad en las soluciones implica que s6lo existan drbitas periddicas simétricas. Esto es
porque si y(t) es una 6rbita periodica no simétrica de z(t) = Az(t) + b&(t), entonces a) implicaria que
—~(t) también es una Orbita periddica no simétrica. Ya que n = 2 esto implica que () intersecta a
—(t), lo cual es una contradiccion a la unicidad.

Como veremos en el capitulo 3, si n = 2, pero no se satisfacen las hipétesis de la controlabilidad ni
de que o(A + bkT) c C~, es decir que el origen sea un punto de equilibrio localmente asintoticamente
estable, entonces pueden existir 61bitas periodicas no simétricas. Alli aplicaremos el método de balance
de primer armoénico para detectar éstas Orbitas.

Para el caso de dimension 3, el comportamiento de (1.1) es mas complejo y tenemos que si existen
orbitas periodicas no simétricas, aunque el par (A, b) sea controlable y el origen sea un punto de equilibrio
localmente asintoticamente estable. En el capitulo 5 haremos éste andlisis usando una aproximacion de
primer armonico.

El problema es estudiar 6rbitas periédicas para obtener informacion de 1a RA. Por ejemplo se puede
ver que el conjunto de volumen cero que es un atractor en el caso (A4 + bkT) C C~ es precisamente

una 6rbita periddica y el origen.
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Capitulo 2

Prediccion de 6rbitas peribédicas

La primera seccién estard dedicada al método de balance arménico en general y en la segunda
seccién trataremos éste método para el caso particular de sistemas controlables y considerando que la

funcién no lineal es la funcién de saturacion.

2.1 El método de balance arménico

Dado un sistema no lineal de ecuaciones diferenciales, encontrar analiticamente una solucién pe-
riédica, es en general un problema complicado. De aqui que en la practica es til contar con un método
que proporcione un andlisis aproximado, ¢s decir un método que detecta la posible existencia o no de
soluciones periédicas. E/ Método de balance arménico [ Mees,1981] es un método que permite hacer
este andlisis aproximado. Las primeras investigaciones del metodo de balance arménico para el anélisis
de sistemas de control fueron reportadas en la decada de los 40’s [Goldfarb, 1947; Tustin, 1947; Dutilh,
1950; Kochenburger, 1950; Oppelt, 1948]. En [Andronov, 1937; Cap. IX, p. 583] s¢ propone un método
para la investigacion de 6rbitas periddicas de ciertos sistemas y la idea que hay detrds de este método
es esencialmente la misma en la que esta basado el Método de Balance Arménico. Una exposicion del
Meétodo de Balance Armdnico puede encontrarse en varios libros [Aizerman, M. A., 1963; Mees, 1981,
Vidyasagar; 1993].

A continuacién exponemos las ideas en que se basa este método.

Consideremos el sistema

T = Az + bn(u)

w=cTx 2.0

Donde A es una matriz cuadrada de n x n, z, b son vectores en el espacio n-dimensional, u = u(t) es

una funcion real llamada controly 7 : R — R es una funcién continua no lineal.
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Denotemos por p = 4. Dado u(t) = cz(t), y tomando en cuenta el sistema a lazo cerrado
(A - pIz(t) = —bn(u(t)), se siguen las siguientes igualdades:
det(A —pIu(t) = cTdet(A—pl)z(t)
= cTadj(A — pI)(A — pD)z(t)
= —cTadj(A - pDbn(u(t))
La ecuacion det(A — pIu(t) = —cTadj(4 — pI)bn(u(t)) es una ecuacion diferencial que gobiema el

comportamiento dindmico de la sefial «(¢). Esta ecuacion acostumbra escribirse como:
u(t) = ~W(p)n(u(t)) 22)

donde W {p) = ¢ (A—pI)~'bes conocida como la funcién de transferencia de 1a sefial () a la sefial u.
De donde se obtiene que si el sistema (2.1) tiene una solucion periédica z(t), el sistema (2.2) también
tendr4 una solucién periédica ¢ z(¢). Equivalentemente, si el sistema (2.2) no tiene soluciones periddicas
entonces el sistema (2.1) tampoco tendra soluciones periddicas. De aqui que de alguna manera se pueden
estudiar las soluciones periédicas del sistema (2.1) estudiando las soluciones periédicas del sistema (2.2).
Supongamos que el sistema (2.2) tiene una solucion periddica de la forma
u(t)) = § O, exp(imwt), con oy = Oy
)

y por lo tanto la funcion no lineal 7(u) admite una serie de Fourier de la forma

A(ult) = 3 Bonexp(imet), con fn = B

Sustituyendo estas series en la ecuacion (2.2) podemos obtener que

i m exp{imwt) = — i W (imw) B exp(imuwt) 2.3)

- oo

Igualando coeficientes se llega a un sistema infinito de ecuaciones

Q4+ W(imw) By, =0, m=0"17"2,.. (2.4)
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Resolver este sistema implica encontrar una solucion periddica del sistema (2.2). Ahora tratemos este
problema en términos de operadores. Sean |
N: Ly [0,2] — [0, %] al que N(f)(®) = n(f () ¥
D: Lz [0, %] — [0, 5]
ioj Y €xp{tmwt) — — io: W (imw) Yy, exp(imwt)
o0 Bapse
Entonces encontrar una solucion periédica del sistema (2.2) es equivalente a encontrar un punto fijo del
operador Do V.
_ det(A +bcT — sI)

Por otra parte, es conocido que 1 + W(s) = det(A — sI) [Bamet & Cameron, 1985; ver

también 2.2.1 de esta tesis]. Esto implica que W (s) es una funcién racional para la cual el grado del

numerador es menor que el grado del denominador. Por lo tanto W (iw) — 0 cuando w es muy grande
(se dice que W es un filtro pasa bajos). De aqui que dada una funcién g € Lg, el operador D tiene el
efecto de atenuar los arménicos mayores de g, de donde surge la idea de pensar que resolver (2.4) sélo
param = 0y m =2 1 puede proporcionar en ciertos casos una buena aproximacion. Esto proporciona
una técnica que en teoria de control es conocida como Método de Balance de Primer Arménico.

Bajo estas ideas el método plantea suponer que la ecuacidn (2.2) tiene una solucion periddica la
cual puede ser aproximada como una solucion de primer arménico de la forma:

uo(t) = ap + asinwt, a,w>0

y asumir que la funcién no lineal 7(uo(t)) admite una serie de Fourier n(uo(t)) = 1§o B sin lwt [Mees,
1981]. Tomando en cuenta solamente los primeros 2 términos (aproximacion del px_imer armoénico), se

obtienen las siguientes ecuaciones:
op + W(O)F,, (a,ao) =0 (2.5)

1+ W(iw)Gy (a,a0) =0 (2.6)
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donde

1 21r
Fy(a,a0) = o = —2—7F/0 n{ao + asin #)df 2.7
B 1o . .
Gy (a,ap) = — = W_a/O N{ap + asin 8) sin §d0 2.8)

Para estudiar las orbitas periddicas simétricas debemos poner ap = 0. Observar que

Bo = F; (a,0) = 0. Entonces el método se traduce en resolver solamente la ecuacion

1+ W (iw)N, (a) = 0 2.9)

donde
M@= = L [ asing) sinods 210
: _aawa_/(; n(asin ) sin (2.10)

El método de balance de primer armdnico consiste en encontrar las soluciones g y a,w > 0a (2.5)-
(2.6) ((2.9) si ap = 0). Las soluciones obtenidas u(t) = @ + asinwt son llamadas érbitas periédicas
del primer arménico de (2.2). Si ap = O{ag # 0) la orbita periddica correspondiente es simétrica (no
simétrica). Ental caso es suficiente con estudiar la ecuacién (2.9). Ya que W (jw) es un niimero complejo,
la expresidn (2.9) consiste de 2 ecuaciones independientes y deben ser resueltas con respecto a a y w para
tener los parametros que definen las soluciones periédicas aproximadas en la forma uo(t) = asinwt.
El coeficiente real NV, (a) es llamado la funcion descriptora asociada a la funcién no lineal n(-) y en
éste caso el método de balance arménico también es conocido como el Método de la funcion descriptora
[Mees, 1981, Vidyasagar,1993].

Existen algunos criterios para asegurar que la existencia (no existencia) de una oérbita periodica
desde el punto de vista del primer arménico implica Ia existencia (no existencia) de una auténtica érbita

periddica del sistema (2.1)[Mees, 1975; Mees, 1981;Vidyasagar, 1993].
21



Desafortunadamente no existen criterios que garanticen que la existencia de una érbita periddica se-
gun la aproximacién de primer arménico sea equivalente a la existencia de una auténtica 6rbita periddica.

Concluimos este capitulo con algunos comentarios. Como se ha dicho, cuando obtenemos una
orbita periddica PA esta no necesariamente corresponde a una auténtica é1bita periédica. De aqui que
el Método de la Funcion Descriptora debe verse como una herramienta util para obtener informacion
acerca de las posibles soluciones periddicas de un sistema de ecuaciones diferenciales, que en términos
generales es un problema no resuelto.

Cuando se estudia un sistema uno debe decidir si para este sistema particular es adecuado utilizar
el Método de Balance de Primer Arménico. Una vez obtenida la informacion debe analizarse para se-
leccionar la que puede ser correcta o no de acuerdo a un conocimiento previo del problema. También
puede compararse la informacién con resultados obtenidos de simulaciones numéricas o de otros analisis

de tipo cualitativo.

2.2 El Método de Balance de Primer Armonico en Sistemas Controlables con Sa-
turacion

2.2.1 Una forma canénica y una expresién para Ia funcién de transferencia

Ya que en la mayor parte de la tesis trabajaremos con sistemas controlables, en seguida hacemos
precisa la definicion de controlabilidad.

Consideremos el sistema
#(t) = Az(t) + Bu(t)

y(t) = Cx(t)
Donde A es una matriz real de # x n, B es una matriz real de n x m y C es una matriz real de

p X n. A u la llamamos funcion de control y a y 1a salida del sistema.
Dada u(t) denotamos por ¢(t, 0, u) la correspondiente solucién del sistema (t) = Az(t) + Bu(t)

tal que (0,0, u) = 0.
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Definicion 2.1. Decimos que T es alcanzable desde el origen si existe un control « y un valor £ tal
que ¢(1,0,7) = 7.
Denotemos por Ry al conjunto de estados alcanzables desde el origen.
Si Ro = R", decimos que el par (A, B) es controlable.
Abora denotemosf= imagende By ( Al#) = + A + ... + A"~1. Entonces se tiene la igualdad
Ro = { A|¥). De aqui que podemos decir que el par (A, B) es controlable si y solo si { A]#) = R"
[Wonham, 1985].
Para sistemas & = Ax + bu de una sola entrada que son controlables, existen formas canonicas que

simplifican las operaciones que haremos en este trabajo. Cuando el par (A4, b) es controlable, entonces

(A, b) puede ser escrito en la siguiente forma canonica [Barnett and Cameron, 1985]:

0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
A= ; : : : b= | : (2.1D)
0 0 0 1 0
—0p —Qp_-1 —Qp-2 - —0Q 1

Es decir, siy = 2y, el par (A, b) en (3.1) induce la ecuacion diferencial y™ + S°7._, a;y(® %) = w.
Por lo tanto, el sistema a lazo abierto & = Az depende solamente de los n parametros {a, @z, ..., Gy }.
Asi el polinomio Py(s) = s™ + 3., @:s" " es el polinomio caracteristico del sistema a lazo abierto
i = Az. El vector de ganancias K7 € R" esta dado porcomo K; = an—i — dn-i, 1 < ¢ < n, donde
los d;’s son escogidos de tal manera que el polinomio P,(s) = s™ + S_&_, d;s"~* sea Hurwitz. De ésta

manera, la matriz a lazo cerrado A, = A + bK 7 es Hurwitz y su polinomio caracteristico es P.(s).

La funcién de transferencia definida en la seccidn anterior, puede ser expresada en términos del
polinomio a lazo cerrado y del polinomio a lazo abierto. Mas precisamente, tenemos el siguiente lema:
Lema 2.1. [Bamett & Cameron, 1985]. Si s no es un eigenvalor de Ay h es un nimero real

t(A + hbcT — s
entonces 1 + AW (s) = de (de:(_A—csI) 2 ).
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Antes de hacer la demostracion del Lema 2.1, hacemos 2 observaciones.

Observacién 2.1. Si h es un mimero real, G es una matrix realde n x ny b,c € K" entonces

traza (GhbcT) = heT Gb.

Demostracién.

traza (GhbcT) = traza (Gh(bcy, bey, ..., by )) = Grhbey + Gahbeg + ... + Grhbey,

h(ciGib+ ... + cnGnb) = h(cy, cz, ..., Cn) Glb = heTGb

Observacion 2.2. 1+traza(dcT) = det(J + dcT) para tod?:il,)c € R".

Demostracién. La observacion se sigue de inmediato. Supongamos que d # 0, entonces existe B
invertible tal que Bd = e = (1,0,...,0)7. Denotemos a” = ¢TB~!y a = (a1, az,...,a,) 7 ,entonces
cTB~ 1 =aTy T = aT B. Por lo tanto se siguen las siguientes desigualdades

1+ traza(dcT) = 1+ traza(B~'ecT) = 1+ traza(B~'ea” B) = 1+ traza(ea”)) = 1 + a;

Por otra parte

det(I + dcT) = det(I + B~ 'eaT B)) det(B~!(I + eaT]|B) = det(I + ea’) =1+ a;

De donde se concluye que 1+traza(dc”) = det(I + dcT).

Demostracién del Lema 2.1, Tomando G = (A — sI)~1, por observacion 1 se tiene que
1+ heT(A — 8I)7*b = 1+traza [(A — sI)~*hbcT] . Por observacién 2 tenemos que
1+ traza [(A — sI)~'hbcT| = det [I + (A — sI)~'hbcT| . De donde se siguen las siguientes igualda-
des
14+hW (s) = 1+hcT(A—sI) 710 = det [I + (A — sI) " hdcT| = det [(A — sI)™! (A — sI + hbcT)] =
_ det (A+ hbcT — sI)

= det(A — sI)~ det (A — sI + hbcT) = det(A — 1) .
e —

2.2.2 El metodo de balance armoénico en sistemas con saturacion

En un trabajo reciente, Llibre y Ponce [1996] utilizaron el principio de balance arménico (PBA)
para describir la dinAmica de sistemas de control en dos y tres dimensiones que estan sujetos a retroali-

mentaciones de estado con saturacién estabilizantes. En éstos trabajos se puede encontrar una descripcion
24



completa de bifurcaciones de puntos de equilibrio y érbitas periédicas de primer armndnico simétricas (con
respecto al origen), encontrdndose una gran variedad de comportamientos dindmicos. Aunque el método
del PBA es aproximado y no muy riguroso, es usado con frecuencia para detectar érbitas periédicas de
sistemas no lineales [Mees, 1981]. En el capitulo 8 [ver también Aguirre et a/., 1997] mostramos que el
método del PBA puede hacer predicciones razonablemente ciertas, en este caso predicciones acerca de
comportamientos asintéticos en sistemas de control lineales sujetos a retroalimentacion de estado con sa-
turacién de alta ganancia. Sin embargo, nuestros resultados deben ser vistos como resultados previos al
estudio mediante métodos rigurosos de las bifurcaciones desplegadas por los sistemas de control. Tam-
bién algunos casos especiales de sistemas lineales por pedazos, como el modelo del circuito de Chua han
sido estudiados usando métodos rigurosos [Chua et al., 1986; Chua & Tichonicky, 1991]. Estos resul-
tados sobre la dinamica de tales sistemas fueron obtenidos calculando mapeos de Poincaré, los cuales

usualmente son muy dificiles de obtener en casos generales.

Para el caso particular en que la funcién no lineal es la funcidén de saturaciéon S las funciones
F, (a,a0) y Gy (a, ag) las denotamos simplemente como F(a, ap) vy G(a, ap) respectivamente. Estas
funciones estan definidas en términos de ciertas integrales, las cuales pueden ser obtenidas nsando méto-
dos elementales de integracion y éstos calculos pueden ser consultados en el apéndice. Se deben estudiar
separadamente 6 casos:
) e < loge <,

F(a,a0) =1, G(a,00) =0.
cg) e < < =2 ¢,

F(a,ao) — %(1 + ag) — {1-ap) sin~! 1-:0 - % 1— (1_—:_:11)2,

™

— 2
Gla, ) = % + % (sin_1 —Ql_aa 4 U-ag) aa° y/1— (———Ql_aa ) ) .

~1l—a l1-a
C3)—1<——Q——Q<—a'ﬁ<l,

— ltag o —1l+ag  l-ag . —ll-ag | a _ (1+eg)\? _
F(a,ap) = =22 sin < ~20 sin 20 4 4,/1 ( = )
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2 _ 2
G’(a.,ao)zisin’1 ltag 2 +%sin_1———91‘a°‘ +——“H;a \/1—(—1'—-‘11 -9 ) +——91m‘r’ 1- (L-‘11 o ) ;
c4):%95_1<1_§1—_:q’
F(a,a) = a9, G(a,a0)=1.
cs)—1< == ] <l
_ 2
F(a,a0) = —}(1 — ao) + 152 sin ™! (1220 )+% 1-(F2),
G(aao)zé_{_l( llien+_1_+_a.n,/ )
’ ™
ca) 1 S —lzan < l-aag.

F(a,a0) =1, G(a,ap)=0

En caso de que nuestro estudio sea acerca de Orbitas periddicas simétricas y al igual que anterior-
mente la funcién no lineal 7 sea la funcién de saturacion entonces a la funcién N, (a) la denotaremos

simplemente por N (a) y su valor estd dado por

si 0<aX<l1

1
N(a) = {%(arcsin(1/a)+§ T=1/a?) si a>1 12)

Notar que N(a) estd definida solo para a > 0, decreciendo para a > 1y ademas satisface 0 <
N(a) < 1. Una 6rbita periddica del primer armdnico correspondiente a (&, ,&) es estable ( inestable) si

[Mees, 1981; Llibre y Ponce, 1995]

d .
EIm(W(]w))I(J:a > 0(< 0) (2.13)

De aqui que, checando el signo de la parte imaginaria de la funcion de transferencia W (p) en los puntos
de interseccién dados por (2.9), puede ser establecida la estabilidad de la 6rbita periddica del primer
arménico.
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2.2.3 Informacién Geométrica del método de balance del primer arménico

Para tener una presentacién completa del método de balance arménico, a continuacion estudiamos
la geometria de las 6rbitas periddicas PA. Silatripleta (a, w, ag) € R satisface las ecuaciones de balance
arménico de primer orden, entonces considerando la aproximacion o(u(t)) = B + 51 sin(wt), la drbita
periodica PA comrespondiente al sistema original (2.1) puede ser obtenida buscando la solucién particular
del sistema lineal £ = Az + 5[ + £ sinwt], lo cual es equivalente a resolver la siguiente ecuacién

diferencial

&2z
din-2

dn.’L‘l d““la:

prm +ay e Lo FanX; = o+ PBrsinwt.

1
+ ag

Resolviendo esta ecuacion diferencial, vemos que
x(t) = ;%} + Asenwt + B cos wt

donde para n = 2m, Ay B quedan definidas como:

_ Bilagm — @om-—2w? + ... + (=)™ lagw(™=1) 4 (—1)™w?™m]

A C{w?)

Bo —Biwlagm_1 — Ggm_3w? + ... + (=1)""Lg ™1
C(w?)

y C(w?) es el siguiente polinomio
2 2
[agm — gm_ow? + ... + (=1)" Lagwm—1) 4 (—1)"’w2’"] +w? [agm-1 — 0om-gw? + ... + (=1)™ g w™= 1)]

Y para n = 2m + 1, A y B quedan definidas como:

. Bilaome1 — @om_1w? + ... + (=1)"a w*™]
- C(w?)
B —Bwlagm — Ggm—_2w? + ... + (=1)™ lagwH™~ 1 4 (—1)"w?™]

C(w?)

y C(w?) es el siguiente polinomio
2 _ _ 2
[a2m+1 — G2m-19? + ... + (—1)"a1®™] "+ ? [agm — Ggm-20® + ... + (=1)™ Lagw?(™m=1) 4 (—1)mw?m]
De aqui que si a,, no es cero, se ve que las coordenadas del vector (x4, 2, ..., z,) satisfacen las

relaciones
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4 2:1—;5-0-2 :,-7 _.{
A7+B; + AT ET —

Do + g = 1
2(A2 2 d( A2 2y —
) w?(AZ4+B?) wi(AZ4B?) 2.14)

2 2
Trn-1

II‘I —
. w2(n—2)(A2+BZ) + wz(n—l)(A2+BQ:) - 1

Estas relaciones nos seran de gran utilidad mas adelante, pues veremos que para ciertos sistemas de
control con un pardmetro de alta ganancia 6 los nimeros A2 + B2, w?(A2? + B?), ..., w1 (A2 + B?)
apareceran como funciones de 6 y cumpliran la siguiente propiedad asintética:

A2(8) + B%(6),w?(8)[A%(6) + B2(5)], ..., w*»~1)(6)[A%(6) + B?(6)] convergen a cero cuando
6 — o0. Lo cual indica que las 6rbitas de primer armonico se contraen al origen cuando el parametro §

es incrementado.
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Capitulo 3

Sistemas en el plano

Considérense los siguientes sistemas:

z(t) = Ax(t) + bE(t) (ERY)
donde z € R?, A € Max2, b € R?, y la retroalimentacion de estado £ = S(u) esta definida por la
funcion de saturacion

{ -1 u<-1
Su)=¢ u -l<uxl1
1 1<y
con u(t) = kTz(t) de tal manera que A + bk” es la matriz a lazo cerrado.

Debido a que para sistemas en el plano es factible analizar todos los casos (aun cuando algunos
sblo tienen interés en sistemas dindmicos y no en sistemas de control) en este capitulo no supondremos
la controlabilidad del sistema ni la estabilidad en el origen del mismo y lo unico que pediremos es que
la traza del sistema a lazo abierto sea diferente de cero, lo cual implica que el sistema a lazo abierto no
tiene vz'xlores propios imaginarios puros. Daremos una descripcién completa de todos los casos posibles
desde el punto de vista de una aproximacion del primer arménico. Mostraremos que nuestros resultados

(que son aproximados) coinciden con los obtenidos por Teruel [1997).

3.1 Informacion del Método de balance del primer arménico

Denotemos por D'y T al determinante y la traza, respectivamente de la matriz A+bk7” y denotemos
por d y T al determinante y la traza, respectivamente de la matriz A. Solamente pediremos que T sea
diferentente de zero.

De la exposicién del método de balance del primer arménico (capitulo 3) sabemos que

1

1+W(iw)=l-—m
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y de la proposicién A.4 sabemos que 1 — —7—3 € (—o0,0]. Asi que podemos escribir

1+ W(iw) =r,conr €R,r <0.

Por otra parte, si s no es un valor propio de A se satisface la identidad [Bamett & Cameron, 1985]

det(A + beT — sI)

14+W(s 3.

W) = —getta =51 32
Entonces 1 + W (iw) = -’3{%}% = 7. Lo cual implica que
D—uw?= (d—-wz)r
T=r7r (3:3)
Resolviendo para r y w se tiene
Dt —dT’
2 _
we = e 3.49)
T

= — 3.

r= (3.5)

asi que las soluciones (r, w2) de las tltimas dos ecuaciones estan asociadas a las soluciones (a,w, ag) de

(2.5)y (2.6) (0 (2.9) cuando ag = 0).

3.2 Orbitas periodicas simétricas del primer arménico

Como un corolario directo de las ecuaciones (2.9} y (3.4)-(3.5) obtenemos la siguiente proposicion.

Proposicién 3.1.Considerar el sistema (4.1). Entonces existe una \inica 6rbita periodica simétrica

del primer arménico si y solo si 27=47 > 0y L < 0. Ental caso w? = 2=gL y o = N~ ().

Demostracién. Por las ecuaciones (3.4) y (3.5) es necesario que £=4Z > 0y Z < 0. Por otra

1 .
T=1_T > Oy por lo tanto la pareja formada por

Dr=dr T
parte, si ===%~ > 0y —

W= /DT 4Ty g = N-! (TIT

En caso de existir una 6rbita periodica, es de interés conocer su estabilidad. La siguiente proposicion

)es la tinica solucién de la ecuacion (2.9). Wl

presenta un criterio para la estabilidad.
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Proposicién 3.2. Considerar el sistema (4.1). Sean D y T el determinante y la traza del sistema
a lazo cerrado y sean d y 7 el determinante y la traza del sistema a lazo abierto. Si existe una 4rbita

periodica del primer armonico con @ = & y w = W, entonces se cumple lo siguiente:

a)la drbita es radialmente inestable siy solo si DT — dT > 0.

b)la 6rbita es radialmente estable si y sélo si D17 — dT" < 0.

Demostracion. De la proposicion 3.1 se sigue que &° = 27=8T y § = N~1(-Zz). También

T
podemos ver que
_ w[(DT — dT) — (1 — T)w?]
ImW (iw) = (d— w?)? + 722
Entonces
d . —4(D7 —dT
-@ImW(zw)‘D = ( )

p)
(-2 + 2|
de aqui obtenemos

d
sign [a‘—d]mW(iw) |w=w_] = —sign[DT — dT}.

Esta tiltima igualdad implica que la estabilidad radial de la 6rbita interna esta determinada por Dt — dT.
Porlo tanto la érbita es radialmente inestable si D7 —dT > 0y es radialmente estable cuando D7 —dT" <
0, lo que demuestra la proposicion. ll
Podemos construir ¢l diagrama de bifurcacion del primer armoénico usando el siguiente teorema (ver Tabla
3.,

Teorema 3.1. Considerar el sistema (4.1). Sean Dy T el determinante y la traza del sistema a
lazo cerrado y sean d y 7 el determinante y la traza del sistema a lazo abierto. Se cumplen los siguientes

incisos:

a)cnando T' < Oy D > O (origen estable) se tiene que:
(existe una inica orbita periddica simétrica del primer arménico y esta es inestable) si y s6lo si
(r>0yd> %D).

b)cuando 7" > Oy D > 0 (origen inestable) se tiene que:
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(existe una unica o61bita periddica simétrica del primer arménico y esta es estable) si y sélo si

(r <0yd> ZD).

c)cnando T < 0y D < 0 (el origen es un punto silla) se tiene que:
(existe una tinica 6rbita periédica simétrica del primer armonico y esta es inestable) si y solo si

(r>0yd> 3D

d)cuando T' > Oy D < 0 (el origen es un punto silla) se tiene que:

(existe una unica 6rbita periddica simétrica del primer armonico y esta es estable) siy solo si

(1<0yd> ZD).

Demostracién. Los cuatro incisos son muy similares, asi que sblo probaremos el primero. Supon-
gamos que T° < Oy D > O, por la Proposicion 3.1 existe una tinica orbita periddica del primer arménico
siy solosi D—:_?g,—T >0y % < 0.Como T < Oentonces 7 > Oy 7—7" > 0. De aqui que D7—dT > 0,de

donde se obtiene D > 0 por lo que d > % D. De la proposicion 3.2 se sigue que tal rbita es inestable. ll

3.3 Orbitas periodicas no simétricas del primer arménico

Para hacer el analisis de existencia de drbitas periodicas PA no simétricas es necesario considerar por
separado los 6 diferentes casos en que estin divididas las funciones F'(a, ap) y G(a, ap) (ver Apéndice).
Primero descartamos algunos casos.

Proposicién 3.3. Para los Casos ¢;. ¢4 vV g no existen Orbitas periddicas no simétricas del primer
armoénico.

Demostracion. Para el Caso ¢y las ecuaciones (2.5)-(2.6) correspondena ag+W(0) = Oy

1 = 0 .Paraelcasocgcomrespondena a9 — W(0) = 0Oy 1 = O .EnelCasocq lasecua-
cionesson ag+W( 0oy = 0y 1+W(w) = 0.Yaqueag# 0, entonces 1 + W(0) =0
pero por otra parte, 1 + W(0) = %L;,:—T;((%% = %, entonces D = 0. De la ecuacion (3.2) obtenemos

que 1+ W (iw) = 2=27=T4 — 0 de aquique D —w? = 0y T = 0, pero como D = 0 entonces w = 0,

T d-wi-Twi
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esto es una contradiccién pues nosotros buscamos w > 0, de aqui que no existan orbitas periédicas no

simétricas del primer arménico para estos casos. ll

Observacién 3.1. Ya que la proposicion anterior descarta que existan 6rbitas no simétricas con
(a, ap) satisfaciendo los casos ¢4, €4 ¥ €6, en adelante solo nos dedicaremos a estudiar los casos ¢z, €3 ¥
¢s . Obsérvese que en el caso 3 se satisface que F(a,—ag) = —F(a,a0) y G(a,0) = G(a, —ap). Y
para ¢z y c5 se cumple la siguiente relacion: paraag > 0, Fe, (a, —ag) = —F,(a, a0) y Gy (a, —ap) =
Ge,{a,ap). En otras palabras, la simetria del retrato fase reduce el problema a encontrar una solucién
satisfaciendo ap,a > 0. De tal manera que tanto u(t) = ag + asinwt como u(t) = —ap + asinwt
determinan 6rbitas periddicas del primer armonico. De aqui que es suficiente estudiar el caso 2 de las

integrales y el caso 3 con o > 0.

Lema 3.1. Consideremos el sistema (3.1) y sea (a*, oy, w*) tal que (a*, o) satiface ¢z 0 ¢3 estden
el caso 2 de integrales o estd en el caso 3 de integrales y oy > 0. Si (a*, o, w*) satisfacen las ecuaciones
(2.5)y (2.6) entonces £ < 0y L <0.

Demostracién: Ya que W(0) = £3¢_ de (2.5) tenemos o + 272 F(a*, a8) = 0.

a*

De aqui que —% = (Wna_o) - 1). Como F(z‘,ao) — 1 > 0 (ver Proposicion A3), se sigue que

&l

< 0.
Por otra parte, para los casos ¢z y ¢3 se cumple que 1 — 5(01—&07 € (—00,0), de aqui que tiene que

satisfacersequer = L < 0. W

Definicién 3.1. Consideremos la funcidén F'(a, ag) — aoG{a, o). Definamos los conjuntos
J7 ={(e,a) : F(a,a0) — aG(a, ag) > 0y (a, ag) satisface ¢z}

JI ={(a,a0) : F(a,0) — aoG(a,a0) > 0y (a,ap) satisface c3 y g > 0}

J3 ={(a,a0) : F(a,a0) — apG(a,ap) < 0y (a, ap) satisface ¢z}

J3 = {(a, ) : F(a,0) — aoG(a,a0) < 0y (a, o) satisface ¢z y g > 0}

J¥=JFu i

J =J;UuJ5.
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Notese que porlema A.7 J* # Dy J~ # 0.

Lema 3.2. Consideremos el sistema (3.1) y sean (a, o, w) tal que (a, o) satisfacen cz o cg y
ap > 0. Si (a, ag, w) satisfacen las ecuaciones (2.5) y (2.6) entonces

a)sid< 0= (a,ap) € J~

b)sid> 0= (a,ap) € J*

2 _ dB-T)

2 — Dr-dT o W S A D 1. —<cn
entonces w* = —4T7" , pero ya que 5y = 1 = Faa

Demostracién. Como w* = ==%

yLl=r=1- Z:?:l,m’ resulta entonces que w? = d@(a,a;)(;;%?(a‘m. Como F(a,ap) > 0 (ver

proposicion A.2 ) de aqui concluimos que dy F(a,ap) — apG{a, ap) tienen el mismo signo. Wl

Observacion 3.2. Tomemos d < 0y D > 0. Puede verse que cuando Dd < 0 entonces existen 3
puntos de equilibrio. En caso de existir una orbita periddica no simétrica esta no encierra al origen ya que
por la simétria del retrato fase existiria otra 6rbita peridédica no simétrica y cada una seria simétrica a la
otra, entonces se cortarian, contradiciendo la unicidad de las soluciones. Por lo tanto una 6rbita no simétri-
ca encierra solamente a un punto de equilibrio diferente del origen. Tomando en cuenta esta informacion
hagamos una discusion desde el punto de vista del primer arménico en el caso en que d < 0. Por el Lema
3.2, las posibles soluciones (a, ag,w) de las ecuaciones (2.5)y (2.6) las podemos dividir como (a, ag, w)
tal que (a, ) € J~ y como (a, ag,w) tal que (a,¢) € J*. Por la proposicién A.7 obsérvese que si
(a,0) € J~ entonces o puede ser tomada arbitrariamente pequefia (ver figura 3.1). Sea (a*,04) €
J~ y aj pequefiay sean T, t*, D*, d* tales que &~ = (1 - 7(3%70—)) vy = (1 - am) ; enton-
ces definiendo w* como w* = y/E-E=dT" s ve que (a*, g, w") es solucién de las ecuaciones (2.5)
y (2.6). Esto significa que existen parametros 77 ,¢*, D*,d* para los cuales existen Orbitas periddicas
no simétricas del primer arménico dadas por u(t) = o + a*senw*t con af arbitrariamente pequefio.
Esto puede ser interpretado como que estas 6rbitas casi son simétricas o que se originan de una 6rbita si-
métrica por medio de una bifurcacién. Este fenomeno no puede ocurrir en el plano. Asi que no creemos
que se estén prediciendo verdaderas orbitas periddicas cuando se toma (e, o) € J~ , asi que cuando

(a,a0) € J~ el método de balance armonico posiblemente esté prediciendo los puntos de equilibrio.
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Definicién 3.2. Sean Rp y Rj3 los siguientes conjuntos B2 = {(a,a0) : (a,ao) satisfacen c3}

Rz = {(a,) : (a, ap) satisfacen cg y ap > 0} y R = Ry U Rg. Definimos la funciéon H : R — R?

como H(a,ap) = (ﬁ}'% ;_—F%:)

Teorema 3.2. Consideremos el sistema (3.1). Dados D y T', el método de Balance Arménico
predice 2 Orbitas periddicas no simétricas si y solo si se cumple alguno de los siguientes incisos:

a) D <0,d>0,T<0,7>0y (7,d) € imagen de H.

b) D<0,d>0,T >0,7 <0y (r,d) € imagen de H.

Demostracién.=) Sean T, 7, D, d parimetros dados y sea (a*, aj,w"*) solucién de las ecuaciones
(2.5)y (2.6). Entonces de la prueba del Lema 3.1 es inmediato que (7, d) € imagen de H y que -’3— <0.
Por 1a observacion 3.2, descartamos la posibilidad de que d < 0, por lo tanto D < Oy d > 0. También
del Lema 3.1, se ve que —f— < 0, de donde quedan dos posibilidades: (T < 0y T > 0)o (7T >0y 7 < 0).

<)Si (1,d) € imagen de H, entonces (7,d) = H{(a*,ag) para algunos a* y o, escogiendo

*

W=/ QE%I es inmediato checar que (a*, o, w*) es solucion de las ecuaciones (2.5) y (2.6). R

3.4 Conclusiones

La informaci6n obtenida acerca de Orbitas no simetricas coincide con la obtenida por Teruel [1997].
Para la existencia de 6rbitas no simétricas en nuestro trabajo obtenemos una restriccion sobre los parame-
tros T', ¢, D, d que se presenta como (¢, d) € imagen de H, mientras que en Teruel [1997], esta restriccion

se presenta como (t, d) € M; para un conjunto M, que alli es definido.
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Tabla 3.1. Diagrama del 1er. Arménico. Orbitas simétricas

B estable

T<0,D>0

A estable
<0, d>0

No hay orbitas
periddicas PA

A inestable

>0, d>0

d>@/T)D

3 ! 6rbita periddica PA
y €s inestable

d<(x/T)D

No hay orbitas
periddicas PA

Assilla

7>0,d<0

d>@/T)D

3! orbita periédica PA
y es inestable

d<(@/TD

No hay orbitas
perniddicas PA

Assilla
1<0,d<0

No hay orbitas
periddicas PA

B inestable

T>0,D>0

A estable
1<0, d>0

d>(z/T)D

3! orbita periodica PA
y es estable

d<@z/T)D

No hay 6rbitas
periddicas PA

A inestable
1>0, d>0

No hay orbitas
periodicas PA

A silla
>0, d<0

No hay orbitas
periodicas PA

A silla

t<0, d<0

d>(@/T)D

3 ! orbita periddica PA
y es estable

d<¢/TD

No hay 6rbitas
periddicas PA

Bsilla

T>0, D<0

A estable
<0, d>0

d>@/T)D

3 ! orbita periddica PA
y €s estable *

d<(x/TD

No hay orbitas
periddicas PA

A inestable
t>0,d>0

No hay 6rbitas
periddicas PA

A silla
>0, d<0

No hay 6rbitas
periddicas PA

Assilla

<0, d<0

d>(x/T)D

3 ! orbita periddica PA
y es estable

d<(/TD

No hay orbitas
periodicas PA

B silla

T<0, D<0

A estable
1<0, d>0

No hay orbitas
periddicas PA

A inestable

1>0, d>0

d>@x/T)D

3 ! orbita periddica PA
y es inestable *

ds(x/T)D

No hay 6rbitas
periddicas PA

A silla

t>0,d<0

d> (1/T)D

3! 6rbita periodica PA
y ¢s inestable

d<(x/T)D

No hay érbitas
periddicas PA

Assilla
1<0,d<0

No hay 6rbitas
periddicas PA

* Si ademas (t,d) pertenece a la imagen de H, entonces existen 2 orbitas periodicas PA no simétricas.
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Capitulo 4

Sistemas tri-dimensionales

4.1 Presentacion del control al que estara sujeto el sistema
En este capitulo consideramos los siguientes sistemas:
Z(t) = Az(t) + b§(t) “.1)

donde z € R3, A € Ma,3, b € R3 (A,b) es un par controlable y la retroalimentacion de estado

€ = S(u) esta definida por la funcién de saturacion

-1 u<g-1
S(u) = sat(u)=¢ u -l<u<gl
1 1€y

con u(t) = kTz(t) escogida de tal manera que A + bk sea una matriz estable. Ya que o(A + bkT) C
C~, el origen es un punto de equilibrio localmente asini6ticamente estable de (5.1). Nuestro principal
problema es estudiar la region de atraccion del origen, denotada por (0).

En un trabajo previo [Sudrez ef a/, 1995], se dié una caracterizacion topolégica de la regién de
atraccion del origen (RA) para sistemas lineales con control lineal saturado. Para este fin, fue esencial
el estudio del comportamiento dindmico sobre la frontera de la RA. En este trabajo, abordaremos el pro-
blema de la existencia de ciclos limite, el cual no fue considerado en [Sudrez et al]. Adicionalmente,
estudiaremos las bifurcaciones en el numero de ciclos limite cuando los pardmetros (ganancias) del con-
trol cambian, pero se conserva la estabilidad del sistema a lazo cerrado. Debido a la complejidad en el
problema de la existencia de 61bitas periédicas, buscaremos orbitas periédicas aproximadas usando el
método de balance arménico. Este método da un valor aproximado para la amplitud de las érbitas pe-

riddicas sobre la frontera. Esto, junto con los resultados en [Sudrez ez a/ | permiten estimar el tamafio de

laRA.
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Como un ejemplo de la aplicacién de este método, se muestra que al considerar el control de alta
ganancia (cuando las ganancias divergen al infinito), 1a RA decrece y se colapsa al origen. Este resultado
es valido ain para sistemas estables a lazo abierto. En sistemas bidimensionales el resultado no es valido
para este caso, como s¢ verd en el capitulo 6 {también ver Sudrez et al, 1996]. Sin embargo, los sistemas
bidimensionales con al menos un valor propio con parte real positiva a lazo abierto tienen una tinica orbita
periodica y cuando se considera el control de alta ganancia la RA decrece y se colapsa al origen.

Debido a la dificultad en las operaciones, en este trabajo nos restringimos a sistemas tridimensio-
nales, aunque algunos de estos resultados pueden ser generalizados al caso n-dimensional como veremos
en el capitulo 7 [también ver Aguirre et al, 1997].

Tomando en cuenta la observacién sobre formas candnicas en el capitulo 3 y con la intencién de

simplificar las operaciones, consideraremos sistemas de la forma:

i(t) = Az(t) + bS(kTz)

donde
0 1 0 0
A=| 0 0 1}, sa=1]o0 (4.2)
—az —ag —ai 1

Dado el vector de ganancias del controlador k7 = (ag — d3, a2 — dg,a;, — d;), Ia condicién para
la estabilidad asintotica en el origen del sistema (5.1) es ia siguiente

dl,dg,dldg —da > 0.

Para estudiar la existencia de Orbitas periddicas y bifurcaciones en el nimero de 6rbitas periddicas,

proponemos la siguiente parametrizacidn: Sea § un nimero positivo, y definamos

dy = 6k, dg = 6%k, ds = 8%k3 4.3)
Obsérvese que el sistema a lazo cerrado permanece estable para cualquier § > 0. La idea de la é-
parametrizacion es la siguiente: si {\;, Az, A3} son las raices del polinomio estable 13+ kyt? + kot + k3

entonces los valores propios del sistema a lazo cerrado seran {61, A2, 623} de esta manera sélo consi-
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deramos a § como unico parametro de bifurcacion y los valores propios a lazo cerrado se localizan en el

semiplano izquierdo del plano complejo y tienen valor absoluto muy grande.

4.2 Informacion Geométrica del Método del Primer Arménico para el Caso par-
ticular de Sistemas tri-dimensionales

En [Llibre and Ponce, 1996] s¢ estudio el sistema (4.1) para el caso de tres dimensiones, en ése
trabajo se aplicé el método de la funcion descriptora y se obtuvé el diagrama de bifurcaciéon para la
ecuacion (2.2). Como estamos interesados en estimar la RA del origen, en lugar de (2.2), deberiamos
estudiar el diagrama de bifurcacién de la ecuacion (4.1). Ademas, debemos incluir las 6rbitas periédicas
no simétricas, las cuales no fueron consideradas en [Llibre and Ponce, 1996].

Cuando las funciones u(t) = ag + asinwt y o(u{t)) = Bo + B; sinwt se reemplazan en (4.1), se

obticne Ia signiente ecuacion

——dsx+a ___d2x+adx+ z = fFy + Bisinwt
— a = .
a? T Mg T g T Loy

Si a3 no es cero, las coordenadas z, y, 2 de la solucion satisfacen las relaciones (2.14) que fueron obtenidas

en el capitulo 2, tales relaciones podemos escribirlas para éste caso especifico como

( (i—gﬂgj + -l 2 =1

pETY

1 1
(az—ayw?)itw?(w?-aq)? (ag—ajw?)i+w?(w?—ap)?
2 2
y 2 — 4.4
s e + o =1 “44)
(ez—a1w®)2+w?(w?—ay)? (az—a1w?)Z+w(wl-az)?

2= —u? (z— &)

\ a3

De manera que las 61bitas periddicas del primer armonico son elipses en el espacio 3-dimensional.

De la ecuacion (2.6) y la Proposicion A.4 obtenemos que

1

1+W(’Lw)=1—m

€ (—o0,0]

Si s no es un valor propio de A entonces se satisface la identidad (3.2)
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_ det(A+bcT —sl
1+ W(s) == éet(A—sI)

Entonces podemos escribir 1 + W (iw) = r, r < 0, lo cual implica

dz — dyw® = (a3 — ayw?) r

d2 - w2 = ((12 - w2) r (45)

Resolviendo, 7 y w deben ser las raices de los siguientes polinomios
(a1 — di)w* + (ds — a3 + dyaz — aydg)w® + azdz — agda = 0 4.6)
(@182 — a3)r® + (ag + da — apd; — aydo)r + dydy — d3 = 0 @.7)

De esta manera, en caso de existir 0rbitas periddicas PA, entonces éstas estardn asociadas a las soluciones
de (4.7). De modo que las siguientes parejas (r,w?), estan asociadas a las soluciones (a,w, ap) de (2.5)

y (2.6) (0 (2.9) cuando g = 0).

rL o= —as—d3+azdl+01d2+\ﬂ—03—d3+024t+01d2)2—4(01ﬂz—ﬂa)(d1d2~d3)
+ 2(a1az—a3)
4.83)
W2 = ag—da—diaz+dza1— \/(as—da—diag+d201)?—4(a; — d1 )(aadz —azds)
\ - 2(ay—d1)
( o= —ag—ds+agd; +ardy~/(~as—ds+azdi+a1d2)? —4{a1az—as)(d1d2~ds)
- 2(ajo2-aa)
4.9
2 _ aa—dg—dla2+dza.1+\/(a3-d3—d1a2+d2u1)2—4(al—d;)(a3dz—a2d3)
(Y= 2(a;—di)

Observacién 4.1. La primera consecuencia ¢s que el sistema (4.1) tiene a lo mas dos orbitas pe-

riddicas simétricas PA.

4.3 No existencia de érbitas periédicas PA no simétricas

En el capitulo 2, dividimos a las funciones F(a, ag) y G(a, ag) en 6 casos(ver también el apéndice).

En los siguientes resultados, descartamos algunos casos donde no pueden existir 6rbitas periddicas PA

no simétricas.
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Proposicién 4.1. Para las condiciones ¢;,c4 ¥ ¢g 1o existen Orbitas periddicas no simétricas del
primer arménico.

Demostracién. Parac; las ecuaciones (2.5)-(2.6) correspondena ag+W({0) = 0y 1 = .0 .
Paracg correspondena ap—W(0) = Oy 1 = 0 .Encqlasecuacionesson og+W([0)ay = Oy

1+W(iw) = 0.Yaqueap # 0, entonces 1 + W(0) = 0 pero por otra parte, 1 + W(0) =

(0)3+d1 (0Y2+d2(0)+d3
(0)3+al (0)24-0,2 (0)+a.3

= %’; # 0. De aqui que para estos tres casos, no existan orbitas periodicas no si-
métricas del primer armé6nico. i

Proposiciéon 4.2. Sea A la matriz a lazo abierto definida como en (4.2). Si az > 0, entonces no
existen O1bitas periédicas no simétricas del primer arménico.

Demostracién. Ya que W(0) = %322, de (2.5) tenemos ag + £-% F(q, ag) = 0.

De aqui que d3 = —ag3 (ﬁ(—:ﬂ@ -~ 1). Como az > 0y F(%QSF — 1 > 0 (ver Proposicion A3), se
sigue que da < 0. Esto es una contradiccion a la condicion de estabilizacion dz > 0.l

El resultado en la Proposicion 4.2 es muy util ya que proporciona un criterio para la no existencia
de 6rbitas periddicas PA no simétricas en términos de la matriz A. Mas especificamente, en términos del
det(A) = —a3. El resultado es que una condicion necesaria para la existencia de 6rbitas periédicas PA
no simétricas es que det(A) > 0. Tal condicion puede reescribirse como que la matriz A debe tener un
numero par de valores propios con parte real negativa.

Corolario 4.1. Considerar el sistema de control tri-dimensional (4.1) escrito en la forma candnica
(4.2) con det(A) # 0. Sea n,(A) el nimero de eigenvalores de la matriz A con parte real negativa.
Entonces no pueden existir 6rbitas periddicas PA no simétricas si n,(A) = 3 (el sistema no controlado
es asintéticamente estable) o n,(A4) = 1 (el sistema no controlado tiene dos eigenvalores inestables).

Como una consecuencia del resultado anterior, las orbitas periédicas PA no simétricas pueden existir

solamente sin; =0o0sin, = 2.
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4.4 El Caso en que A es Hurwitz

En [Sudrez et a/, 1995] se probd que en sistemas a lazo abierto estables todas las trayectorias
eventualmente tienden hacia algin conjunto compacto de volumen cero. Aqui mostraremos que ese

conjunto compacto es la union de una 6rbita periddica y el origen.

Teorema 4.1. Sea A la matriz a lazo abierto definida como en (4.2). Si A es estable, entonces el
sistema (4.1) no tiene Srbitas periddicas no simétricas del primer arménico.

Demostracién. Es inmediato de la proposicion 4.2. ll

Ahora considerese las soluciones (r(6),w(5)) de (4.8) y (4.9) como funciones de § y definir las
funciones

9(8) = (a3 — a1w*(8))? + W (8)(W?(5) — a2)?,

)= [V (k)]
f(&) = W%,

q

§w?(8
g(8) = q(B)(r(8)—1)2

5wt (6
no) = Zhci e

No es dificil ver que se satisfacen las siguientes relaciones

.'132 2 2 22
2 ¥y

6 9@ 9@ T hE)

Tomando en cuenta estas relaciones hacemos la siguiente definicion:

1, z=—w(6)z

Definicién 4.1. Las orbitas periédicas simétricas definidas por (4.8) estin anidadas con respecto al

parametro 6 si f(5), g(6), h(6) son funciones monétonas decrecientes.

Ahora obsérvese que las ecuaciones (4.6) y (4.7) tienen el mismo discriminante
(a3 + d3 — agd; — aydz)? — 4(ajaz — az)(didz — d3)
Este discriminante no es positivo para cualesquiera valores de dy, dg, d3. Sin embargo para la pa-

rametrizacion (4.3) y cuando el parimetro § es suficientemente grande, éste discriminante siempre es
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positivo y ésto da como resultado la existencia de 2 é1bitas periddicas PA. una asociada a la parcja (4.8)
y la otra asociada a la pareja (4.9). De aqui que obtengamos el siguiente teorema.

Teorema 4.2. Consideremos el sistema a lazo cerrado (4.1) escrito en ia forma canénica (4.2), con
A estable. Para § suficientemente grande existen 2 érbitas periddicas simétricas del primer arménico. La
primera estd contenida sobre la frontera de la regién de atraccion del origen (a esta le llamaremos érbita
interna). La segunda esta en el complemento de la cerradura de la RA del origen (a esta le llamaremos

orbita externa)(ver figura 4.1). Estas érbitas tienen las siguientes propiedades:

a)Cuando é — oo, la orbita interna se colapsa al origen y Ia Orbita externa converge a una elipse constan-

te.
b)La oOrbita interna es inestable y 1a externa es estable,

c)Las Orbitas internas son anidadas cuando § — co.

Demostracion del Teorema 4.2.a)

La érbita periodica interna se colapsa al origen si f(6), g(6), h(8) — Ocuando § — oo. Seana,w_
las soluciones a (2.9) correspondientes al par (4.8), entonces a = N1 (Tjﬁ—;—’x) 0 equivalentemente
N(a) = r_+(_6-§—7 Calculando el siguiente limite: lims_, oo 74.(6) — —L’%jalﬁl (proposicién All)

2 2

tenemos que lim 5_,o, N(a) — k_lfi; Asi que lim;_, ,,a® N?(a) — [N“ (k—ff;;)] (k—f-i;) . Por otra
2

parte s¢ tiene que lims_, o, 25 = %2 (proposicion A12) implica que lims_, oow? (8) = oo. Finalmente,

observando que ¢(§) es un polinomio de grado 3 en la variable w? (§) obtenemos:

. . a?N%a)

A0 = fin =G =0
) . a’N?%(a)w? (8)

Jim g(9) = Jim TG =0,
: . a’N%(a)w? (6)

S hO) = Jim = =0
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Cuando § — o0, la solucion de (4.9) tiende a la siguiente elipse

2 2 2 2
x z
2+ Y 2 — 5 Y 2+ 2=l,z=-—a2:z:.
4 an | ——t Go | ——t a2l_—4
m(ayaz—az) 2 | T(ajaz—a3) 2 | x(a1a2—a3) 2 {m(a1az—aa)
Los siguientes limites pueden ser calculados lirng_,oowi(6) = ag, lims— o %&Q = ——al—;;-"*;;-s-

y limeo N"}(z)z = 2 (Proposicion All), entonces se sigue que lims_.q(8) = (as — aja2)?,

. _ . _ - 2 2 ..
lims_, oo 7—‘:(75;T1 =0y lims_, 00 [N 1 (r_(6§—1)] (r_(61)—1)7 = (£)". Finalmente, tenemos

2 2 2
lims—co (6) = | rrarasmay |+ limamon 9(8) = 02 [ srarimamy| ¥ 1imsoo0 h(8) = 03 [spamsimes

De aqui que la orbita periddica PA determinada por (4.9) es la elipse definida anteriormente. ll

Demostracion del Teorema 4.2.b). Consideremos las siguientes funciones:
tw) = (a3 —a1w?)? +w?(ag — w?)?y 8(w) = agdz — azds +(d3 —az +azd; — a3 do)w? + (a1 — dy Jw*
De (2.9) y (4.2) tenemos

ImW (iw) = u:zf:)))

Obsérvese que si ¢, w es una solucién de (4.9) entonces ImW (iw) = 0, es decir, s(w) = 0.

Denotemos por w? = w? a la raiz de (4.6) correspondiente al par (4.8) y por w? = w? a la raiz corres-
pondiente a (4.9) . Entonces, s(w) = (a; — dq)(w? — w? )(w? — w2 ). Asi que
s'(wo) = (a3 —dy)2w_ (w? —w?)y §'(wy) = (a1 — d1)2w4 (w2 —w? ). Aqui probaremos que la 6rbita

interna es inestable (la prueba de que la o1bita externa es estable es similar).

[ws' (W) + s(w)|t(w) — ws(w)t'(w)
t%(w)

d
Primero considérese que EI mW (w) =

evaluando en wg resulta

_ w_ 8 (w_)t(w-) _ w_8'(w_)
w- t2(w_) t(w-)

4 ImW (iw)]
dw
Ya que t(w_) > 0, obtenemos
sign —d—lmi/V(iw) lo=w_ | = sign[s'(w-)]
d"d W= - .
Observese que la ultima igualdad implica que la estabilidad de la Orbita interna esta determinada por

s'(w_). Por otra parte, de (4.8) y (4.9) obtenemos

_ \/((1,3 - d3 — dlag -+ dg(ll )2 - 4(0,1 - dl)(agdg - agdg)
a; — dl
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De aqui que

s'(w-) = —2w_+/(ag — d3 — drag + da;)? — 4(a; — dy)(azdy — azdz <0

lo cual implica que la 6rbita iterna es inestable. Il

Demostracion del Teorema 4.2.¢). Primero, consideremos

£1(6) = %[V (w5 e q(f)—[N" (=) e ©
= PO

= —,z— [6.;’2 {[N_l ((E)l—x)r (r(6)1—1)7} %~ [ i (T(E)1-1)]2 GOEDE %@}

El signo de 65 e8¢ '(6) esta determinado por la proposicion Al2,

Pro ()] () )

Ya que 37% > 0 podemos concluir que f'(§) < 0 cuando § es suficientemente grande.

Similarmente

g'(6) = 21_76{3')- %{{N—l(#f)é]zmuzw)} ﬂﬁgl - [N—l (r :5.)1_1)]2 (f'ElS)l—liE %ﬂ ’ 31_6(5‘22}
El signo de 92—@ ¢'(6) esta determinado por la proposicién A12,

6000 —uom v ()] ()8 ()"~ ()] ()" () 1)

es decir

2000 et v ()] (85 ()

de aqui que ¢'(6) < O para § suficientemente grande.

Finalmente

w(8) = £ [%{[N 1(7(3—_ [COEL 4}9%2 { (r(é_)l—l)]z 1w ')

" (r(&-1)7 &4 3%
0~ [V (2] ()" ()

de aqui que A'(8) < 0 para § suficientemente grande. Entonces las Orbitas internas estan anidadas. l

Los resultados de esta seccién implican las siguientes observaciones.

Observacion 4.2. La retroalimentacion de estado de alta ganancia se usa principalmente para re-
chazar perturbaciones (6 mas grande rechaza perturbaciones més grandes). El teorema 4.2 prueba que el
conjunto de puntos que pueden ser levados al origen decrece cuando el sistema esta sujeto a una retroa-

limentacion de alta ganancia, y tiende a ser sélo el origen cuando 6 es incrementado. Por lo tanto, para
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sistemas con entradas acotadas, el rechazo de perturbaciones grandes implica la reduccion de la RA del
origen.

Observacion 4.3. Consideremos una raiz §* del polinomio

(a3 + k36® — a2k 6 — a1k26%)* — 4(araz — a3)(k1ke — k3)6° (4.10)
Si ademids 6* satisface que r(6*) < 0, entonces §* determina una bifurcacién en el numero de 6rbitas
periddicas PA. De aqui que el nimero maximo de puntos de bifurcacidn es 6 en sistemas tri-dimensionales.
Cuando 6 es pequefio, la existencia de drbitas periddicas simétricas PA se sigue de los signientes limites

(a3 > 0, yaque A es estable):

2
li w? (8)
b)él]‘% = = k2

Olim r_ () = ——2
S0 aiaz—as

co 2 s
d)gl_ff(’) wi(6) =2
Por otra parte, del Teorema 4.2 sabemos que existen dos drbitas periddicas simétricas PA para &
suficientemente grande. De aqui que exista un numero par de puntos de bifurcacion. ll

El siguiente ejemplo ilustra las ideas de ia observacion anterior

Ejemplo 4.1. Considerar el sistema tri-dimensional

Ty 0 1 0 T 0 23
Zz =] 0 0 1 zy J+| O |sat|(9— %6, 55362, 2-1856) | =,
I3 -9 -5 =2 I3 1 T3

Observese que el sistema a lazo cerrado y el sistema a lazo abierto son estables ya que se satisfacen las
condiciones de Hurwitz. Analicemos ¢l polinomio

[L@E-1)(6-2) (6+2)]° - 4771g5any 8% De acuerdo con el Método de Balance del Primer Ar-
ménico el namero de puntos de bifurcacion esta acotado por las raices positivas de éste polinomio.Tales
raices son &; = .89665 ,6; = 1.1976 ,83 = 1.6598,6; — 2.2431. Tomando en cuenta esta informa-

cion, se hicieron simulaciones numéricas en la proximidad de tales puntos y se encontraron sélo 2 puntos
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de bifurcacién, estos puntos son los correspondientes a §; = .89665 and 64 = 2.2431 y sus valores
en las simulaciones son §; = 0.98212y §; = 2.03947 . En estos puntos existe solamente una or-
bita cerrada no-hiperbélica. Por otra parte, para § € (0,0.98212) existen dos ¢rbitas periddicas, para
5 € (0.98212,2.03947) no existen drbitas periédicas y para § € (2.03947, co) existen dos rbitas pe-
ribdicas. Aunque los puntos 6 = 1.1976 ,83 = 1.6598 son raices positivas del mencionado poli-
nomio, ellos no corresponden a puntos de bifurcacion en vista de que r(62) = 0.58978718, r(f3) =
0.962283117, lo cual es una contradiccién ya que la negatividad de r(8) es una condicién para ia exis-
tencia de 61bitas periddicas simétricas del primer arménico.
Observacién 4.4, La parametrizacién de las ganancias del control dada por d; = da;,

do = 6%a3,d3 = 6%a3, para 6 € [1,00) (aqui k; = a;,ky = ag,k3 = a3) nos permite analizar
las bifurcaciones cuando los eigenvalores a lazo abierto permanecen en el semiplano izquierdo de los
numeros complejos y su valor absoluto alcanza valores muy grandes cuando se incrementa el valor del
parametro 8. La idea es la siguiente: si {1, Az, Az} son los eigenvalores de A, entonces {61, 6z, 63}
.son los eigenvalores del sistema a lazo cerrado, de tal manera que cuando evaluamosen § = 1, se obtienen
los eigenvalores del sistema a 1azo abierto { A1, A2, As}. Entonces para § = 1 no existen 6rbitas periddicas
y del Teorema 4.2 hay dos orbitas cuando § >> 1. Asi que existe al menos un punto de bifurcacién 6°.

Obsérvese que cuando § = 6* solamente existe una 6rbita periédica PA, 1a cual no es hiperbélica.

4.5 Caso en el que la matriz A es antiestable

En [Sudrez et al, 1995] se mostrd que si el sistema a lazo abierto tiene todos sus eigenvalores
con parte real estrictamente positiva (matriz estrictamente inestable), entonces la region de atraccion es
acotada y homeomorfica a la bola n-dimensional (a 1a bola 3-dimensional en este caso). Sobre la frontera
de la RA hay 2 puntos de equilibrio, los cuales son repulsores. En esta seccion predecimos la existencia
de ciclos limite sobre la frontera de la RA del origen. Este es un resultado intuitivo ya que la frontera es

homeomérfica a la esfera y los puntos de equilibrio sobre la frontera son repulsores.
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Como una diferencia a los sistemas estables a lazo abierto, para los sistemas estrictamente inestables
a lazo abierto pueden existir al menos dos orbitas periédicas no simétricas PA cuando se satisface que
—1 < =1=20 « 1290 < 1 (cg). En ésta seccién, ademds, se muestran evidencias de una bifurcacion
de rompimiento de érbitas simétricas, es decir, bifurcaciones donde una 6rbita periddica simétrica (con
respecto al origen) se rompe en 2 0 mas 6tbitas periddicas no simétricas. Para la condicidon cg obsérvese
que es suficiente considerar g > 0, @ > 1 + ag ya que F(a,—ao) = —F(a,a0) y G(a,a0) =
G(a,—oy). En otras palabras, 1a simetria del retrato fase reduce el problema a encontrar una solucién
satisfaciendo ag,a > 0. De tal manera que tanto u(t) = ag + asinwt como u(t) = —ap + asinwt
determinan orbitas periddicas del primer armonico. Para estudiar las orbitas periddicas no simétricas del
primer armonico necesitamos encontrar las soluciones (a, w, ap) de (2.6), es decir

1

1+W(’iw)=1—m€(

—00,0)
De aqui que sea necesario resolver 1 + W(iw) = r, 7 < 0.

Proposicién 4.3. Sea A la matriz a lazo abierto definida como en (4.2). Si a;, as,a;02 —~ a3 <0
entonces existe solamente una orbita periddica simétrica del primer armoénico determinada por la pareja

(r,w?) definida en (4.8).

Demostracion. De a;, a3, a;az — ag < 0 tenemos —4(a; ag — az)(d1d2 — d3) > 0 lo cual implica

lag + ds — agdy — arda| < \/{aa + d3 — agd; — a1d2)? — 4(a1a2 — a3)(didz — d3)
De aqui que las maices de (4.7) tengan diferente signo y 1a raiz r que satisface r < 0 esta definida
por (4.8). Observar que el signo positivo del discriminante de (4.7) implica la existencia de una orbita

periddica simétrica del primer armonico. ll

Ahora considérese la parametrizacion de alta ganancia. Como vimos en la Proposicion 4.3, existe
unay solo una r < 0 (de aqui que una y solo una w?) determinada por (4.8). También para esta parame-

trizacion especial 7 y w? estan dadas por
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_ —03—k363+a2k1 40, k252+\/ (—as— kab3+azki1b6+0) k252)2 ~4(aja2— 33)(k1 k2 _k3)63
T+ - 2(0.10.2——0.3)

(4.11)

o _ as—k38°—azki6+a1ka8? —\/(as—ksb3—azki6+a1k262)% —4(a1~k16)(askz6% ~arks63)
w- = 2(a1—F19)

De (4.11) es directo calcularque lim 7. (8) = 1552 (0 lim W(iw_(6) = lim ry(6)—1 — =kkz),
§—o0 3 §—00 §— 00 3
Las siguientes definiciones y lemas nos serdn utiles para demostrar la existencia de 6rbitas periddi-

cas no simétricas PA. Para ap > 0,a > 1 + g definimos las funciones

plaao) = - (2) " (reagy -1)"

H(a,a0) = 1+ [r+(p(a, 0)) — 1]G(a, a0)
Notar que p(a, a0)) > Oya que az < 0,ds > 0y 3% — 1 > 0 (ver Proposicion A.3). La

4.12)

prueba del siguiente lema se sigue de inmediato.

Lema 4.1. El par (@, @) es una solucién a (2.5) siy sélo si § = p(a, ap).

Lema 4.2. Sea A la matriz a lazo abierto definida como en (4.2). Si A es estrictamente inestable
(todos sus eigenvalores tienen parte real positiva) y ag es suficientemente pequefia, entonces existe a
satisfaciendo a > 1 + ap y H(a, ) = 0.

Demostracién. Dado o > 0la proposicion A8 implica que lim, o0 F(a,a0) = 0ylim,_, o Gla,a0) =

0. Entonces pra%— — 00y p(a, ag) — oo cuando @ — oo, y por lo tanto 7. (p(a, ap)) — 1 — bk,

cuando a — oo. De aqui que

k1ks
k3

liMa— oo H(a, a0) = 1+ [—

=1 (%
Ahora analicemos H (oo + 1,ap) = 1 4+ [ro(p(ao + 1, ap)) — 1]G(ag + 1, o).
Debido a la proposition A8 G{ag + 1,9) — 1y F_(ao—?&_cmj — 1 cuando ap — 0.
Entonces p(a, ap) — 0 cuando a9 — 0.

Ademas 74 (6) — ——22— cuando § — 0.

@jaz—asg

De aqui que limg,—,0H (o + 1,a0) = 1 + [-==22— — 1}(1) = ——-2— <0 (**)

aiaz—as aijazz—aa
Como consecuencia de (*) y (**)y la continuidad de H se tiene que existe a > 1+ tal que H(a, ap) = 0

.
50



Definicion. Seae; > 0tal que paratoda o € (0,¢,), existe a > 1 + o satisfaciendo H(a, ap) =
0. Definimos el conjunto R, como sigue:

R, ={(a,a0): a0 € (0,e1),y asatisfaceque a > 1 + ag y H(a, ) = 0}.

Notar que por el lema anterior, R, # @.

En el siguiente teorema mostraremos que si 2, = 0 el sistema de control (4.1) exhibe orbitas
periodicas PA no simétricas para ciertos valores de 6 > 0. Esta informacion puede verse como una
evidencia de una bifurcacién de rompimiento de érbitas simétricas.

Teorema 4.3. Sca A 1a matriz a lazo abierto definida como en (4.2). Si A es estrictamente inestable
(todos sus eigenvalores tienen parte real positiva), entonces, para todo 4, existe solamente una 6rbita
periddica simétrica PA determinada por el par (r,,w_ ) definido por (4.8). Ademais, considerando el

sistema a lazo cerrado (4.1), se satisfacen las siguientes propiedades:
a)La orbita periddica simétrica PA es inestable y se contrae al origen cuando § — oo,

b)Como una funcion de &, las 61bitas periodicas PA son anidadas para § suficientemente grande.

Si ademas los niimeros a, o satisfacen —1 < =1=9¢ « 1=20 < ] (¢3), entonces:
a a

c)Paratodo 6 € R = {p(a, o) : (a, ) € R, } existen al menos dos 6rbitas peridédicas no simétricas PA

(ver Figura 4.2).

d)Para §é suficientemente pequeiio o suficientemente grande no existen 6rbitas periddicas no simétricas PA.
Demostracién de a) y b). Esta prueba es similar a la del Teorema 4.2, por lo tanto sera omitida. l
Demostracion de c).
Tomemos §* € R. Entonces 6* = p(a*,a8) y o € (0,¢y). Ademas ao* satisface a* > 14+ a5y
H(a*,a3) = 0. De aqui que 1 + [r4(p(a*,af)) — 1]G(a”,ay) = 0. Como 6* = p(a*, o) entonces
14 [r (67} —1]G(a*, a3). Siescogemos w* = w_(8*) obtenemos que (a*, o, w*) satisface la equacion

(3.4). Por otra parte, la ecuacidn (3.3) se satisface ya que §* = p(a*, o).l
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Demostracion de d).
Primero, probaremos que si 6 es suficientemente pequefio entonces no existen drbitas periddicas no si-
métricas del primer arménico. Si la ecuacion (2.5) se satisface entonces § = p(a, ap) para alguna pareja
(a, ag).
Considerar H(a, o) como fue definida anteriormente. Veremos que H(a, ap) 7 0 cuando § — O.
Usando la proposicion A9 obtenemos
lims—.0H (a, ap) =liMa,—0,0—11 + [+ (p(a, 20)) — 1]G(a, a0) = — ;22— < 0.

De aqui que la ecuacién (2.6) no se satisface cuando § es suficientemente pequeiio y por lo tanto no hay

oOrbitas periddicas no simétricas del primer armoénico.

Ahora, probaremos que si § es suficientemente grande no existiran érbitas periédicas no simétricas del

primer arménico.

Usando 1a proposicion A0, G(a, ap) es decreciente con respecto a ayp, asi que
G(a,ag) < G(a,0) = N(a), donde N(a) es la funcion descriptora.
Sabemos que N (a) — 0 cuando a — ooy G(a, ag) € (0, 1) (ver Proposicién A4).

Recordar que lims_, oo W (iw- (8)) = — &k
, . si§ > 6. entonces |W (iw_(8)) + BE2| < e
Si € > 0, entonces existen §, y a, tal que ¢ °
sia > a, entonces 0 < G(a, ) < G(a,0) < ¢

Escogemos € > 0 suficientemente pequefio para garantizar que 1 + W (iw-)G(a,aq) =~ 1, es decir
1+ W(iw_)G(a,x0) # O paratodo § > 8., a > a, y para todo ap(ap + 1 < a)
by 3
. .= az\ *® ™ -
Definir 6 = —{ — _— 1 8o = b
! (ks) (2sin-1¢+ > Y o = max(5,9)
Mostraremos que si § > 8y entonces no existen orbitas periddicas no simétricas del primer arménico.

Sean 6 > 8y y a, ap tales que satisfacen (2.5), entonces
Py

1 3 -
6=-<@> (—ag——l> esdecir—ﬁég‘-f—l =0

k3 F(a,ap) as F(a,ap)
Usando la proposicion A10, el minimo valor de a es
1
Gmin =

sin [(_1 lﬂ
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Yaque § > 6o = max(6, ,6) entonces § > 6y usando que la funcién f(z) = L+ (z > 1 )escreciente

o
8in 3>

cuando z es suficientemente grande tenemos
1 1

sin — sin —~3
2i73363+1§ 'zi-;—saé +1§

Entonces a > ani, > a.

=(1,€

De aqui que si § > 8o y a, a0 son soluciones de (2.5) se sigue que a > a. -
Como 8 > 6o = max(, ,5) entonces § > 6, . En consecuencia 1+ W (iw_)G(a, ap) # 0y la ecuaciéon
(2.6) no se satisface y por lo tanto no existen orbitas periédicas no simétricas del primer arménico.
Observacion 4.5. Desde el punto de vista de una aproximacion del primer arménico, las érbitas
que se predijeron en el Teorema 4.3.a) se localizan sobre la frontera de la region de atraccion del origen,
£2(0). Cuando 6§ — o0, la 6rbita periddica simétrica PA se contraen al origen, y ya que tal orbita periddica
¢s radialmente inestable, este fendmeno conduce al colapso de la region de atraccion [ver Aguirre et al,
1997]. Por otra parte, podemos encontrar Orbitas periédicas no simétricas PA para valores arbitrariamente
pequefios de o9 (Teorema 4.3.¢)). De aqui que conjeturemos que tales orbitas periddicas no simétricas
aparecen debido a una bifurcacion que consiste en el rompimiento de una orbita simétrica. Esto esta
basado en el hecho de que para valores pequefios vy para valores grandes del parametro § > 0, el sistema
de control tiene una Orbita periédica (ésta orbita es la predicha en el Teorema 4.3.a)), y cuando la razén
de convergencia al origen es aumentada (por el incremento del valor del pardmetro §), 1a orbita periddica
simétrica PA se bifurca para producir al menos tres drbitas: una drbita periédica simétrica PA mas dos
orbitas periddicas no simétricas PA. Todas éstas Orbitas estan localizadas sobre la frontera de la region de

atraccion del onigen.

4.5.1 Orbitas periddicas no simétricas PA virtuales

Aqui probaremos que para las condiciones ¢z y ¢5 existen drbitas periddicas no simétricas del primer
armonico, pero no creemos que éstas correspondan a auténticas 6rbitas periodicas (6rbitas virtuales).
Ellas posiblemente corresponden a los puntos de equilibrio (ver Figura 4.3).
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Proposicion 4.4. Sea A la matriz a 1azo abierto definida como en (4.2). Si A es estrictamente ines-
table (todos sus eigenvalores tienen parte real positiva). Y si ademas d, , do, d satisfacen W (iw_) # —2
entonces existen 2 drbitas periddicas no simétricas PA, una correspondiendo a ¢z y la otra correspondien-
doacs.

Demostracién. Sélo haremos la prueba para c2, el resultado para ¢ es consecuencia de que para
ap > 0, Feg(a, —ao) = —Fey(a, a0) y Ges(a, —p) = G, (a, o). De aqui que siap >0y a > 0son
soluciones de las ecuaciones (2.5) y (2.6) y satisfacen c3, entonces —ag < 0y a > 0 son soluciones de

las ecuaciones (2.5) y (2.6) y ademas satisfacen c5.

®)Si -2 < W(iw_) < —1

Aqui 3 < gy < 1. Primero mostremos la unicidad:

De la ecuacion (2.6) obtenemos G(a, ag) = W(::; € (1,1). De la proposicion A4, o debe satisfacer

w_ )
0 < ap < 1, de donde G(a,0p) = £ + 1N (—2—). Entonces 1 + W (iw_)G(a, ap) = Osiy sélo si
2 2 ag

1

a=(1-ag)N! (W(_iz_) - 1) (4.13)

Reemplazando (4.13) en (2.5) obtenemos

W (0) [_g +1sint Ly dgg, 1%
@.14)

L+ W(O) [1/2+ Lsin L+ 1z, [1- &
0

donde z¢= /! ( W(‘l.f_) - 1) . Conesto queda demostrada la unicidad ya que a y ap estdn obligadas

g

a quedar definidas como en (4.13) y (4.14).

Ahorademostremos la existencia: Conay ag definidascomoen (4.13)y (4.14) seve que (a, ag,w-)
son solucién de las ecuaciones (2.5) y (2.6). So6lo debemos verificar que ag > 0y a > 0, es decir
O<a < 1.

Como§<w—(j—:)_—)<1:>1<x0=N‘1(W(:fT)—l) < 0.
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Haciendo uso del hecho de que la funcion b(z) = 1sin™'1 + Lz,/1— L, 2% > 1 es una funcién
impary b(z) > 1 si z > 1, se obtiene que

1 1. ;1 1 / 1
—— 4+ =sin”! — + =z l-— >0,
2 T Tg T 5

1 1 1
1““+—£B0 1—-—=>1,
X m

-+ 1 sin”~
2 7«
pero W(0) = 43;’3—% < —lyaqueas <0
De aqui que tanto el numerador como el denominador de o son negativos, entonces ag > 0. Por
otra parte
ag < 1siysdlosi0>1+W(0) = &.

Pero g—g < 0de aquique 0 < ap < 1y a esta bien definida como a = (1 — )N} ('VV(_:EJ_—) - 1)

ee)Cuando W (iw_) < —2 la prueba es similar a la prueba de o). l
Proposicion 4.5. Sea A estrictamente inestable. Si d;, dg, d3 satisfacen que W {iw_) = -2 enton-

ces existen 2 orbitas periddicas no simétricas del primer arménico, una correspondiente a ¢z y con los

d .
8 W= W = 4 /%(d'z + ag) y la otra correspondiente a ¢g y con
d3_ as
. d.
los siguientes valores ap = —1,a = Wd 3 JW=wo = ,/%(dz + ag).
3-a3

Demostracion. Solo haremos la prueba para ¢z, para ¢ es similar

siguientes valores g = l,a =7

SiW(iw_) = -2y 1+ W(iw_)G(a, ) = 0entonces G(a, o) = 3

Se sigue que ap = 1 (ver proposicion A4).

da
3-Qa3

Por otra parte, es inmediato que W (iw_) = —2 implica w_ = 1/3(d2 +a2) y 2(dz + a3) = (di +

Ademas como la ecuacion ag+ W (0) F(a, ag) = 0 debe satisfacerse para g = 1 entoncesa = 7

a;)(dy + ag). W

Teorema 4.4, Sea A estrictamente inestable. Si consideramos la parametrizacién (4.3) siempre
existen 2 Orbitas peridédicas no simétricas del primer armoénico para todo valor positivo de 6 , una co-
rrespondiente ¢ y otra correspondiente a ¢5. Ademas existe &g tal que oo, como funcion de §, satisface
ap > ag > 0.

Demostracion. Primero, considerar el caso cuando & es una raiz del polinomio
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2(k36® + a3) — (k16 + a1) (k26 + a2) (4.15)
En este caso escogemos w = w- = 4/ (k263 + a2) para garantizar que W (iw_) = —2y escogemos
oo y a como fue indicado en la Proposicion 4.5. Es claro que o no esta proximo al cero (oo = 1).
Ahora, considerar el caso cuando 8 no es una raiz del polinomio (4.5), notar al final de la prueba de
la proposicién 4.5 que si 8o no es una raiz de tal polinomio entonces necesariamente W (iw_) # —2,
entonces como W (iw-) es un niimero real y W(iw_) < —1 el resto de la prueba de la existencia de 2
orbitas periddicas no simétricas del primer arménico se sigue como en la Proposicion 4.4.

Finalmente probaremos la existencia de &p. Como en la prueba de la proposicion 4.4 sélo conside-
raremos la condicién ¢;. Tenemos que ag esta definida por (4.14). Primero observar que la no existencia
de &o implica que exista una sucesion (6, ) tal que 77}1_13100 ao(6m) = 0. Por otra parte, tenemos que
'ngi—x;noo ao(bn) =0 "}Hnooxo(ém) =l "}gnoo W(iw_(6m))+1=0& #Enoo r4(6) =0
donde r..(6) estd definida como en (4.11) y es la {inica raiz negativa del polinomio

(a1ap — a3)r? + (a3 + k382 — k16 — arkabD)r + (kyka — k3)82 =0
De aqui que n}Enw 7+(6m) = 0 implica que

mli_r'nc’o(as + k363, — a1kob2, — agk16m)r4(6m) + (k1ke — k3)83, =0
Pueden distinguirse 2 ¢asos;

Primero supongase que (a3 + k363, — a1k282, — agk16,,)r(8,n) — 0, cuando m — oo. Entonces

mlimoo(kl ke — k3)63, = 0, 0 equivalentemente lim &, = 0. Sin embargo lim 6,, = 0 implica que

m—00

Jim T+(bm) = 5525, lo cual es una contradiccion porque —22— es una constante diferente de
cero.

Por el contrario, supongase que (a3 + k382, — a1 k262, — agk) 6,)74(6m) -» 0, cuando m — co. Ya que

lim 7, (6,) = Oentonces existe una subsucesion (ém,, ) tal que (as + k382, —a1keb2, —agkibpm,,)

diverge a infinito cuando n — oo, pero esto implica que lim 6, = ooy porlotanto lim ry(6m,,) =
n—-00 n—o0

~bik2—ka Esto es una contradiccion porque £:52=% es diferente de cero. M
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Observacién 4.6. El Teorema anterior nos hace pensar que el par de 6rbitas periédicas no simétricas
predichas en esta seccion en realidad corresponden a los puntos de equilibrio. La razon es que una 6rbita
periddica no simétrica se escribe como u(t) = ap + asinwt . Si se originara de una bifurcacion enton-
ces deberiamos tener o ’s incrementandose continuamente desde el origen, pero ap nunca esta proxima
al cero cuando el sistema esta sujeto a la retroalimentacién de alta ganancia. Entonces tales Orbitas es-
tan presentes para todo & € (0,00) con ap que nunca esti proxima al cero. De aqui que ellas deberian

corresponder a los puntos de equilibrio.

4.6 Caso en el que la matriz A tiene valores propios con parte real negativa y po-
sitiva

En [Sudrez et al, 1995] se prob6 para sistemas cuyos valores propios tienen partes reales positivas
y negativas, que para una retroalimentacion que solamente reubica los valores propios con parte real
positiva, la region de atraccién es homeomorfica al producto de regiones de atraccién asociadas a las
partes estable y estabilizada. Para n = 3 esto implica que i) si A tiene un valor propio negativo y 2
valores propios con parte real positiva, la region de atraccion del sistema a lazo cerrado es homeomorfica
al citindro R x B2, ii) si A tiene un valor propio positivo y 2 valores propios con parte real negativa,
la region de atraccion del sistema a lazo cerrado es homeomoérfica al cilindro R? x B!, donde B! esun
intervalo.

Sea A definida como en (4.2) y sean A;, A2, A3 los eigenvalores de A. Los parametros a;’5,1<1<3
pueden ser escritos como a; = —(\1 + A2 + A3), a2 = Atde + ArAz 4+ Aeds, ¥ a3 = —AidgAs. Asi

que aag — az = —(/\1 + kg)()\l + )\3)(/\2 -+ /\3)

4.6.1 A con un valor prepio negativo

Teorema 4.1. Considerar el sistema (4.1) con 1 valor propio negativo y 2 valores propios con parte

real positiva. Entonces,
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a)Si ()\2,>\3 [ C+/R) 0 (/\2, A3 € Rt y [)\1 > max(—)\2, —/\3) oM < min(-/\g, -—/\3)]) [v]
(A2,A3 € RY 'y X2 = A3 y A # —)2) entonces el sistema (4.1) tiene una orbita periédica
simétrica del primer arménico y no tiene Orbitas periédicas no simétricas del primer arménico. La 6rbita

se contrae al origen cuando 6 diverge al infinito.

b)Si Az, A3 € R*y — ) estaentre Ay y A3, la existencia de érbitas periddicas simétricas del primer armoénico
depende del parametro a,. Especificamente, cuando aq > 0 el sistema (4.1) tiene 2 Orbitas periodicas simétri-
cas del primer arménico cuando § es suficientemente grande. Una de las 6rbitas periddicas simétricas es
inestabley se contrae al origen, y 1a otra es radialmente estable y tiende a ser una elipse constante. Cuando ag <
0 el sistema (4.1) tiene una érbita periddica simétrica del primer armonico que es inestable y se contrae
al origen. Ademas, no existen Orbitas periddicas no simétricas del primer arménico (ver Figura 4.4).
Demostracién de a). Aqui a3 > 0y aja2 — a3 < 0. Entonces la prueba es similar a la prueba de
los teoremas 4.1 y 4.2,
Demostracién de b). Aquias >0y ajaz —a3 >0
Entonces la prueba se sigue usando la Proposicion All y siguiendo los mismos pasos que las pruebas de

los teoremas 4.1y 4.2.

4.6.2 A con un valor propio positivo

Sean \; € R™, Ay, A3 € C~ los eigenvalores de A.
Teorema 4.6. Considerar el sistema (4.1) con un eigenvalor positivo y dos eigenvalores con parte

real negativa. Se cumple lo siguiente

a)Si ()\2, A3 € C—/R) 0 (/\2,/\3 €ERy [)\1 > max(—/\g,—)\g) oM< min(—/\g,—-)\g)]) 0 ()\2,/\3 S
R™ 'y A2=2A3 ¥y A1 # —A2)entonceslaexistencia de orbitas periddicas simétricas del primer arméni-
co depende del pardmetro a;. Especificamente, cuando a > Oelsistema (4.1) tiene 2 61bitas periddicas si-

métricas del primer arménico si § es suficientemente grande. Una es radialmente inestable y se contrae
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al origen, y la otra es radialmente estable y tiende a una elipse constante cuando 4 diverge al infinito. Cuan-
do as < O el sistema (4.1) tiene solamente una Orbita periddica simétrica del primer arménico, la cual es
radialmente inestable y se contrae al origen. Ademas no se puede decir algo acerca de la existencia o no

de orbitas periddicas no simétricas.

b)Si Ao, Az € R~ y — A esta entre Ag y Ag, entonces ¢l sistema (4.1) tiene solamente una orbita periddica

simétrica del primer armonico, 1a cual es radialmente inestable y se contrae al origen cuando & es suficiente-
mente grande. Ademas, si la funcién w?(6) definida en (4.8) es positiva para toda § > 0 (considerando
la parametrizacion (4.3)) entonces existe una bifurcacion en el nimero de 61bitas periédicas no simétri-
cas del primer arménico (ver Figura 4.5).

Demostracion de a). Aquias <0y a0 —ag >0
Entonces para el andlisis de las orbitas simétricas la prueba depende de la proposicion All y se sigue en
forma similar que el Teorema 4.2.
Para el caso de la existencia o no existencia de Orbitas periddicas no simétricas hacemos el siguiente
andlisis: Considerar el discriminante

D(8) = (—a3 — k383 + apky 6 + a1k26%)? — 4(aqa2 — a3)(krke — k3)63
Estudiemos las variaciones de signo de los coeficientes del polinomio —k38° + a; k262 + agk; 6 — as.
Se sabe que —k3 < 0y —as > 0. Tomando en cuenta todas las posibilidades en los signos de a; y
a9 podemos ver que puede haber 1 6 3 variaciones de signo, usando la regla de Descartes se ve que el
polinomio tiene al menos una raiz real positiva 8, y entonces D(8o) = —4(a;az —as)(k1ke — k3)63 < 0,
por lo tanto 7{5) no esta definida para todo § > 0y no podamos aplicar las ideas expuestas en ¢l caso de
Ia matriz A estrictamente inestable y de aqui que no podamos decir algo acerca de la existencia o no de
oOrbitas periddicas no simétricas del primer armoénico.

Demostracién de b). Aquiaz <0y ajaps—asz <0
De aqui que 7(6) es continua y negativa para toda 6 > 0.

Entonces la prueba se obtiene siguiendo los mismos pasos del Teorema 4.3 y Teorema 4.4,
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Observaci6én 4.7. Como en el caso en el que la matriz A es Hurwitz, el nimero de puntos de
bifurcacion de 6rbitas periodicas simétricas del primer arménico estd acotado por el numero de raices
positivas del polinomio (a3 + ka6® — agki6 — a,k26%)% — 4(a1a — a3)(ki1ke — k3)63. Sin embargo,
debemos tomar en cuenta otro parimetro. Este es el parametro ag (verteoremas 4.5b) y 4.6 a) ). El signo
de a, determina la existencia de una o dos orbitas periddicas simétricas PA cuando § es suficientemente
grande y esta diferencia en el comportamiento podria modificar el nimero de puntos de bifurcacion en

cada caso.

4.7 El 3-Integrador

Considerar el sistema

iy 010 T 0
&2 |=(0 01 z3 |+ 0 | S(KTz) (4.16)
&3 000 3 1

Este sistema es llamado el 3-integrador. En [Sussman, H. J. and Yang, Y,1991; Fuller, A. T,, 1969] se
muestra que el sistema (4.16) no es globalmente asintéticamente estable con cualquir funcion de control de
la forma sat(k”u) donde sat es la funcién de saturacién. La idea en esos trabajos es encontrar trayectorias
que divergen al infinito. En ésta seccién predecimos la existencia de una Orbita periddica radialmente
inestable sobre la frontera de 1a RA del origen. Ya que la RA es no acotada [ver Sudrez et al,], se puede ver
con simulacién que la RA es un cilindro. De tal manera que las trayectorias fuera del cilindro divergen al
infinito. Por otra parte, cuando se considera la parametrizacion (4.3), las 6rbitas periodicas se contraen
al origen. Esto implica que la RA del origen se reduce al origen cuando § — oco.

Primero nétese que de (3.2) se tiene que

d3 — dw? + w(dy — w?)i

1+Wiw) = 417
+ W (iw) —3 4.17)
Buscamos w > 0, 7 < O tal que 1 + W (iw) = r, es decir
d3 —diw?=0
W(dg _ w2) — —OJ37‘ (418)
de aqui que w? = %yr:—gl—dga‘—dﬁ.
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Proposicion 4.7. El 3-integrador (4.16) satisface lo siguiente:
a). Existe una y sélo una 6rbita periédica simétrica del primer arménico correspondiente a
d; dide — d, ds _ d;
2 3 1 3 1 3
=—,r=—-——"— N@a)=——,a=N —
“ " @=ga = (d1 dg)

' ds
b). Las cordenadas de la 6rbita periédica simétrica PA satisfacen

g @ _
MEE) ] GE) [ Es) () ’

#)’ (2)

1 1

x5 . x3 -
P(as)l (35) [ () (%)

#)’ (&

¢). La orbita periddica simétrica PA es radialmente inestable.
d). Cuando 6 — oo la 6rbita periddica simétrica PA se contrae al origen.
e). Las oOrbitas periddicas simétricas PA son anidadas.

Demostracion de a). Se sigue inmediatamente de 1 + W (iw) =ry 1 4+ N(a)W (iw) = 0.H
d3
Demostracién de b). Reemplazando o(u(t)) = aN{a)sinwt en la ecuacion Eg = o(u(t))
d3
obtenemos ?lt_f = aN(a)sinwt . La solucion es

alN(a) —aN(a) . —aN(a)

z(t) = 5 cos wt,y(t) = 3 sin wt, 2(t) = coswt

La prueba se sigue reemplazando los valores de w?, a, N(a) obtenidos en a). ll

. d d d .
Demostracién de ¢). Como Im W (iw) = w_:; - -j entonces —— Im W (iw) = -2d— <
w?=2a 3

0.N

Demostracion de d). Definimos las funciones
oy = ) (5%)" o [0 rfis)r( 1) sy = V()] (58)°

(&)= 7 ()% =

22

Se satisfacen las relaciones - f(é) + A ( =1y —"(%4- @ = 1. Esinmediato que £(8).3(8),yh(8) = 0

cuando 6 — co. l

Demostracion de ). Las derivadas de 7(d), §(6) y (6) satisfacen
2 2 ; 2
T = —6 [N 1(@%;)] (E&f‘a) ,§’(5)=_4 [N 1(k1k22)] (fﬁ;)

( ) 67 (%f) 55
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~2[v ()] (25)
Be

R =

de aqui que f(d), G(6) y h(6) son decrecientes. Il

Observacién 4.8. Con el analisis de todos los casos ( A estable, A inestable, A con un eigenvalor
positivo, A con un eigenvalor negativo), podemos hacer notar que independientemente de cual sea la
matriz A y con la parametrizacioén de alta ganancia (4.3) siempre existe al menos una drbita periédica
simétrica del primer arménico cuando § es suficientemente grande, la cual es radialmente inestable y s¢

contrae al origen. Esto podria ser interpretado como que la RA se reduce al origen.

4,8 Conclusiones

En éste capitulo usamos el método de balance de primer arménico para estudiar propiedades de
la region de atraccion del origen en sistemas de control lineales sujetos a una retroalimentacion de alta
ganancia con saturacion. En particular, describimos la existencia de 6rbitas periddicas no simétricas desde
el punto de vista de una aproximacién de primer arménico en sistemas tri-dimensionales. En sisternas
con uno o con tres eigenvalores a lazo abierto con parte real negativa, por ejemplo, no existen orbitas
periédicas no simétricas del primer arménico. Cuando todos los eigenvalores a lazo abierto tienen parte
real positiva demostramos la presencia de drbitas periddicas no simétricas (de primer armoénico) para
ciertos valores del parametro de alta ganancia. Ya que tales 6rbitas no simétricas no existen para valores
pequefios y para valores grandes del parametro, entonces esto puede ser visto como una evidencia de una
bifurcacion que consiste en el rompimiento de orbitas simétricas. Cuando el sistema tiene 2 eigenvalores
a lazo abierto con parte real negativa, el analisis de primer armoénico es mas complicado, pero también

puede obtenerse informacion acerca de la posible existencia de érbitas no simétricas.
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+ Ny + . +
orbita virtual e érbits virtual e orbita virtual e
orbita virtual e- orbita virtual e- orbita vinua. e-
é suficientemente pequefio be R, & suficientemiente grande

Figura 4.3. Orbitas periddicas virtuales cuando A es antiestable

a) A con un valor propio negativoy az < 0 b) A con un valor propio negativoy az > ©

Figurma 4.4
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Figum 4.5. Posible rompimicnto de una orbita simétrica cuando A tiene un valor propio positivo y

dos con parte rcal negativa
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Apéndice de la parte 1

A.1. Calculo de las funciones F(a, o) y G(a, ag)

Para calcular F(a, a0) y G(a, ao) debemos considerar 6 casos diferentes: ¢;) —1=2 < =20 <
cg) lzee < ] <1z ] gg) -1 < e ¢ lox
e B B e T e e ) B B

Lema Al. Elvalorde F(a, ag) y G(a, o) para cada uno de estos casos son los siguientes:

cl) F(a, aO) =1, G(a1 aO) =0.

2

’

c2) Fa,ap) = 2(1+ao) a- a‘ﬁsm 11— o0 _ 2,/1— (1—_041)

Gla,a0) =3+ % (31n"1—‘1+£—2\/ )
03) F(a,ao) — HW—O‘Qsin_l l-tlao - l—ﬂao sin—l l—aao + % /1 _ (l-{;ag)2 _ % /1 _ (l—aaQ)Z’

_ 2 _ 2
Glovan) = bain™ 20 4 Zain™ doga . 2gan, 1= (Bma)” 4 250 1 (32a)”

C4) F(a, ao) = (p, G(a, ao) =1

¢s) Fa,a0) = —4(1 — ag) + L—lltra" sin™? (1£20) + 2,/1 — (12 )2,

a

G(a,ap) = + +1 ( lﬁga_*_H-ao /1_(1*:,0)2)_

ce) Fa,a0) =1, G(a,a) =0.

Demostracion. Debemos calcular las integrales definidas en las ecuaciones (2.7) y (2.8) para el

caso en que 77 es la funcion de saturacion S. Primero hacemos algunas observaciones acerca de la funcion

de saturacion.

1, ag +asenf >1
S(ap +asenf) = ap+asend, —1<ap+asend <1
-1, ap+asenf < —1

l“—aﬁsen0>———9

=ap+a- se110—%‘1<sen9<—Q
—l_aaQ Sen9<:_l.a_aq

—l-a l1-a
¢1) ——a—p' < —GQ < -1

2 2n l—ao

S(ag+asen0)d0=a027r+a/ d0 = ap27 + (1 — ) 2w = 21
0
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" senfdf =0+0=0

27 27 27
f S(ap + asen @) sen 6d = ao/ sen9d0+a/ 1
0 0 0

e) Tl < ] < e g

a) =22 = 0ed. 1 = ay.

Las integrales de este inciso satisfacen las formulas del inciso b).

b) a()#l

2n n—sen_’(-l—_—n‘ﬂl) 1—ao
/ S(ag +asend)dd = o274+ a/ —df
0 [

en‘l(—nlc_: ) a
7—sen” ! 1—_—a°-)

a

27
+a / sen 8df - sen 0d0
0

sen_l (_nl—aa )

cero

1 -
= qp2m+ l—ao ( —2sen! aao)

- (5

w—sen_‘(l—%ﬂ) 1 — ap
sen

2r 27
/ S{ag + asenf)senfdf = Clo/ sen 0d0 +a/ 6do
0 0 sen—! (l_%n) a
27 7 —sen” ! (}—_‘]—“Q)
+a/ sen? fdf — a/ sen? 0df =
0 se: —]—‘a—aq)

/ 1—ap\® 1—
= + (1 —~ag)yf1 -~ ( ao) +asen™? 0
2 a a

~l—a 1-a
c3)—1< —'a—Q < ""a—ﬂ <1
a) =152 = 0ed. g = —1

Las integrales de este inciso satisfacen las férmulas dci inciso ¢).

b) =20 =0ed. ap =1

Lo mismo que inciso a).

C) o # 1,-1
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o e e
/ S(ap +asenf)dfd = a027r+a/ (——71———9) d9+a/ (____> do
0

—m—gen—1 ——Q—l;" sen—l(—o-l_: ) a
n._1 l-ag -sen—l l-aqg
+ a/‘ae sen9d9+a/w sen 6df
sen-1 Z1=20 r—sen—} Z1==0
1= -0
= 2(—1-—ag)sen? " —2(1 — ag)sen™! &
2 2
1- -1 -
[ )
a a
J&" S(a + asen §) sen 0df =
27 n~1! ____n——la—a “1l-a«
= Qg sen 8df +a /« 0 senfdh
0 —7—sen~1 ;l-zﬂ a

cero
1 l-a

m—sen ' =20 1—a
—i—a/ % sen 6df

en—l“‘_:"n a
- — -1 —1-
sen— ! 1=20 r—sen— ! =Llz=0

+a / ° sen®6df+a / © sen®8df

en—1 —1=20 m—sen—1 1220

/ 2 2
/ - 1— -1~
= (14 a) 1-<1+a0) + (1 - ap) 1—(1———%) +a<sen‘1—ﬂ—sen_l——@>.
a a a a

—1-a l1-a
Cq) /< -l<1 <=2

27 27
S(ap + asen8)df = a2m + a/ sen 8df = o271
2m 0 27 0 2n )
S(ag + asen@)senfdf = o / sen0d0+a/ sen“0df = am
/0 (a0 ) 0 0o 0

cero

cs) —1< 280 <] < 1=

a) =2 =0ed g =-1
Las integrales de este inciso satisfacen las férmulas del inciso b).

b)ao ;é—l

JE" S(ao + asen 6)df =

w—sen_l(_n_lza ) 27 -1 - T—gen "} ——‘1_1;° -1 -
= 0027r+a/ sen9d0+a/ —Ep-dO—a/ (——ﬂ)dﬂz
sen‘l(——n_la_a ) Jo a gen—! —Qﬂ];" a
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1+ ag
a

= 27+ 2a 1—(
a

2
) — (1 + ag)27 + (1 + ap) (7r —~2sen”! :—1—_—6!9)
fo% S{ap + asenf)senfdf =

‘rr—sen_l(i_—a—n)

a

27
= ag / sen 0df +a / sen® 0df +
1] sen“l(fl—.zaQ
cero

5 _ ~1 ~l-ag
27 “1—a T—sen = -1 - o ’
+ - senf —a — €1 H=
0 a ; senvz(:l_—aa) 12
- a

o

—
cero

= ﬂ _GSGH"I (i—:._?‘_o> + (1 '+‘O{Q) 1 — (ﬂ) A
2 a a

—1—-a l-a
cg) -1 <1< =720 <=

2m 27
—1—
/ S{ag + asen )df = ap27 + a/ (——————Q—Q) df = ap2r + (-1 — )27 = 27
0 0 a .

2
” —1—«

2x 27
/ S(ao + asen @) sen 0df = ao/ sen9d9+a/
0 0

0
senf =0
0 Q

e e’

cero cero

A.2. Resultados Técnicos

Las siguientes proposiciones son ttiles para probar la existencia o no existencia de 6r: s pervaicis 60
simétricas del primer arménico. Proposicion A2. Dada F'(a,ap) como en €]l Lema Al se cumple lo

siguiente
a)Para ¢3) tenemos que F(a, ap) > 0y F(a,a0) — ap < 0,

b)Para c3) tenemos que F'(a,ag) > 0y Fa,ap) — ap < 0siag > 0,0 Fla,a0) < 0y Fla,a0) — ag >

Osiag <0,

c)Para ¢g) tenemos que F(a,ap) < 0y F{a,00) — ¢ > 0.

Demostracion. a) Observar que en este caso g €5 positivo ya que tenemos 1 —ap < a < 1+

. Primero podemos ver que F(a, ag) es decreciente como funcién de la variable a ya que 25 =
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~L11- (1‘—:“1)2 < 0. Asi que, para oy fijo el minimo valor de F(a, ag) es F(1 + ao, ap). Dada la
funcion L(og) = F(1 + ag, ap) resulta que

2
i =1 1 —11-ag 1 _[(1l=cg
L (ao) - 2 + o S l14+4a9 = 1 (1+ao)

L"(a0) = = <0,
(00) 7r(1+00)3\/1_(i%:g')2

de donde se tiene que L' (o) es decreciente y entonces L' (ag) > limag—o0 L'(a0) = § + 5 (—3) =0.

=0.

[STE]

Esto implica que L(ao) es decreciente y L{ag) > lima,—0 L) = 3 — 1
Ya que L(ay) es el minimo valor de F(a, ag) se tiene que F(a, ap) > L(ag) > 0.

Para probar la segunda parte de este inciso observese que F'(a, ap) —ao es decreciente como funcion
de la variable a.

Sil—ap > Oentonces F(a, ag) —ap < F(1—ag, ) — ag = 3{1+ap) — (1 —ag) —ag = 0.

Sil—ap < Oentonces F(a,a0) —ag < F(—1+ag,ap) —ag = 3{1+a0)+ 5(1— o) —ao =
1—a9<O.

b) Aqui solo probaremos que F'(a,x9) > 0si ap > 0yaque F(a,—ap) = —F(a,ap). Primero

s a

vemos que 3£ = %\/1 - (Lﬁzﬂl)2 - l\/l - (I‘—QQ)Z,ya que oo > 0 se tiene que 2E < 0y entonces
F es decreciente como una funcion de a. Entonces F(a, ag) > lim, o F(a, ) = 0.

Como F(a,—ap) + a9 = — (F(a,ap) — ap), es suficiente probar la segunda parte del inciso
solamente para ap > 0. Observese que F(a, o) — ap es decreciente como funcion de a, de aqui que

F(a,ap) — ap < F(1 + ag, ag) — ap. Definamos h(ag) = F(1 + ap, ap) — ag. Entonces h'(ag) =

/ 2
1,1 3—11- 1 1 , _ _4 ,
—3+2isinti2e—1 1—(m‘§§> y h''(ap) = — < 0. De aqui que h’ sea una
ﬂ(1+a0)3\/1-(___0.)

TFao

funcion decreciente y por lo tanto h'(ap) < limgg—o h'(ao) = —3 + £ (%) = 0. Y entonces h(ao) es

una funcién decreciente. De aqui que, (o) < h(0) = 0. Finalmente, como en este caso 1 + ap < a,

F(a,00) — ap < F(1+ ag,ag) — ag = h{ag) < 0.

¢) La prucba se sigue del inciso a) observando que ap < Oy que la funcion F(a, o) en este caso

es igual a la funcion — F'(a, —ap) con a v ag satisfaciendo cz).
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La segunda parte del inciso se sigue del hecho de que F(a, ap) — a es creciente,en forma similar

a la prueba de a). H

Se tiene el siguiente corolario a 1a Proposicion A2.

Proposicién A3, Dado F(a, o) como en el Lema Al se cumple lo siguiente

F(:,ao) -1>0

Proposiciéon Ad. Dado G(a, ag) como en el Lema Al tenemos para ¢2), ¢3) y ¢g) ImG(a, ag) =
(0,1).
Demeostracién. Consideremos cada caso por separado.

c2) : Pama este caso o > 0. Considerar ¢ fijo. Si ap = 1, . 1{G(a,a0)] = {1/2}. Si 1 —

ag > 0, entonces G(a, ap) = 3 + IN ( ) y G(a.. ) es decreciente como funcién de . Asi que,

lao

1-agp

Im G(a, ap) = {% + 3N (—1—““—‘1‘1) ) 1} :

Sil— ag < 0, entonces G{a, ap) = % - % ( ) y G(a, o) es creciente como funcion de a. De

N ag—1
aqui que, Im G(a, ap) = (0 Ll IN( ))
d / — 2
Vaque gV (12a2) = V' () ki <0y g (- (B24)) = v (B20) e <O

tomando el limite cuando ap — 1 obtenemos Im G(a, ap) = {1/2} U(1/2,1) U (0,1/2) = (0, 1).

c3) . G(e,a0) = G(a, —ap) de aqui que es suficiente considerar .- - > 0. Considerar ag fi:  Si
ag =0,G(a,0) = Zsin"1 L + L, /1 — L = N(a), de donde sc satisface que
Im G(a,0) = (0,1).
Siag = 1,G(a,1) = Lsin™' 2 4 2 /1 (—2-)2 = 1N (). Eneste caso sc tiene la desigualdad

a > 1+ ap = 2, entonces, Im[G(a, 1)] = (0,1/2).

Sil—a>0,Ga,a) = %N (1+ao) + 5 N ( ) es decreciente como fucion de a. De aqui que,
Im G(a,ap) = (O, 1+1N (1*0 )) Como N (”a ) es decreciente, entonces Im G(a, ag) =Im

G(a,0) = (0,1).
72



14ag co—1
a € (14 ag, v2+/1+ a2) y decreciente para a € (v2+/1 + a3,00). Asi,
ImGe, )= § - 3N (Qgil) AN (ﬁ:{l-mg) _IN (m>) U

Sil—oap < 0, Gla,ap) = %N( - ) - %N( - ) En este caso G(a,ag) es creciente para

2 ag—1 14-ag apg—1
0.1n \/iy 1+of L ﬁy 1+af
' 2 1+ag -2 ap—1 :

=

op— ap—1 ao—-l) ag—1

Por otra parte, 53— [—N (9‘—0'—"1 ] = N’ (Eﬂﬂ) (—25 < 0,asique, 1 — 1IN (‘—’ﬂ—'f—‘) > 0. Esto

implica que

2
Im G(a,a0) = (0,% (ﬁHL':ag) - 3N (ﬁaoi’;%)) . Finalmente, ya que

N
d |1y V2y/1+a2 1 V24/14+03 _ =2 (+ap)? 1— (1-ag)?  v2(ap—1)
dao |2 1+ag 2 ag—1 — 7w 2(1+ai 2(1+a3) \/1+ag(l+ag)
+2 (ao=1)° 1 — (eo=1)2 V2(—1-ag) <0

7 2(1+a2) T 201+2() \/1a3(ao—1)?
calculando el limite cuando ap — 1, tenemos Im G(a, o) = (0, 3) .
cs) : Observar que ap < 0y G, (a, ag) = G, (a, —ayp). Porlo tanto
Im G(a,a0) = (0,1).
Proposicion A.5. Considerar la funcion h(a) = 1 — Lsen=1222 _ 13a=2, /1 _ (2=8)? definida para

a > 1, entonces existe @ > 2 tal que h(a) < 0 < a € (1,8@), h(a) > 0 < a € (G,00) y h(a) = 0.

Demostracién. Derivando: h'(a) = ;IF——\/ 232 B
1—-{2=e

(3¢%)(1 — a), entonces

h es decreciente para a € (1,2) y es creciente para a € (2,00) y como lim h(a) =3 ~3-0=0,
entonces h < O para a € (1,2). Por otra parte Jim_ h(a) = § — Lsen1(-1) = 3+ = 1, de aqui que
exista @ > 2 tal que h(a) < Oparaa € 2,@) y h(a) > O paraa € (&, 00), completandose la prucba. l

Proposicion A.6. Considerar la funcién F(a, ag) — aoG(a, ) y sea (a, ap) tal que (a, o) satisfacen

la condicion ¢ o satisfacen la condicién ¢s junto con ag > 0. Entonces

a)Para a 2 1 fijo, Iim0 F(a,ap) — a9G(a, ap) = 0; es decir, F — apG — 0 cuando estamos en la pro-
ap—

ximidad de la semirecta ag = 0,a = 1.

b) lim . F(a,a0) — apG(a, ap) = 1; es decir F(a, ) — aoG(a, ag) — 1 cuando estamos en la pro-

a—og—

ximidad de la semirecta a = oy — 1(y o9 > 0).
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c) lima F(a,a0) — aoGla, ag) = 0; es decir F(a,a0) — «.0G(a, ap) — 0 cuando estamos en la pro-
0

a—1—
ximidad del segmento a = 1 — ap(y o > 0).
d)Enlarectaa = 14+ag, F(a, ag)—aoG(a, ap) cumple lo siguiente F'—agG < Osia € (1,a), F—agG > 0
sia € (@,00)y F— apG = 0alevaluarena = @y ap = @ — 1( @ es la misma que fue definida en la
proposicion A.5)

Demostracion.

a)Para a 2 1 fijo y o proximo al cero se satisface la condicion ¢g), entonces evaluando lim0 F(a,0p) —

Qo+

apG(a, ) = 0.

b)Aqui se satisface ¢3), entonces evaluando el limite  lim . F(a,a) — 9G(a, ) = 1.

a—rao—

c)Aqui se satisface cz), entonces evaluando el limite lim  F(a,a0) — aoG(a, ag) = 0.

a—1—-ag

d)Aqui se cumple la condicion ¢3), evaluandoena = 1+ag, obtenemos que F(a,a—1)—(a~1)G(a,a~1) =
ﬁ(a), por lo tanto de la proposicion A.5 obtenemos el resultado.
Proposicién A.7. Sean J;, J; , Jg , J4 como en la definicidn ,entonces los cuatro conjuntos son dis-
tintos del vacio.

Prueba. Analicemos ¢3) y ¢g) separadamente.

: : : a _ 3ag-1 1—ag\)? ‘
Primero sea (a, ao) satisfaciendo c2), entonces 35-(F — aoG) = =92—1/1 - (L=20)". Asi que
F — G como funcién de g es decreciente si g < 3 y es creciente si ag > 3. De la proposicion A.6

sabemos el comportamiento en la proxis:.cad de lasrectasa = a9 — L,a =1 —apy a = 1 4+ op, de

donde obtenemos que Jy ¥ J2+ son conjuntos no vacios (ver figura 3.1).

Ahora sea (a, o) satisfaciendo ¢g) y o¢ > 0, entonces
o 2 Y
25— a0G) =~k [ (1 3a0) /1= (520)° + (1= 3eo)y1 = (527
®)Siap < % (1 — 3ag > 0) entonces 52—6(F — ap@G) < 0, por o tanto F — oG como funcién de ag es

decreciente para ap < 3.
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e¢)Si ag > § (1 — 3ap < 0) entonces

2 (F — aoG) < 04 (1 - 3ag)? (1-(1——;1a)2)<(1+3a0)2 1- (k20)? &

a? [(1 - 3a0)? — (1+ 3a0)?] < (1 — a0)?(1 — 3ap)? — (1 + 0)*(1 + 3a0)? &
& —12a0a% < —16ao(1 + @)% & 3a2 > 4(1 + 3ap)? & ap < 4/30% — §

1a% — 1 > Oya que como se satisface cg) entonces a > 1 + ap, y como ademas ap > § entonces

a> %,dedonde a®— 1 > 0.

Por lo tanto F'—ap G como funciénde ag es decreciente paraag € (% ,4/ 502 — % ) y es creciente pa-
raag € ( 102 — 30— ) Ademas F — aoG enla proximidad de larecta ¢ = 1+ ap( 2o = a — 1)
tiene el comportamiento de la funcion h(a) que fue definida en la proposicion A.5. También sabemos el
comportamiento de la funcién F —aoG enla proximidad de la semirecta g = 0,a 2 1 (verproposicion A.6).
De donde

obtenemos que J; y J5 son conjuntos no vacios(ver figura 3.1). l

Proposicion A8. SeanF v G con a y oy satisfaciendo c¢g). Entonces

a) Cuando oy es constante se sigue que lim, o 2 \/1 - - & \/1 - =0
b) Cuando oy es constante se sigue que limg—, o0 F(a,a0) =0y lima_, o0 G(a,ap) = 0.
Por otra parte considerar ap > 0, entonces si ag — O se tiene

¢) Glag + 1,00) — 1,

D Flaortan 1

Demostracion. a)

2 [(1500)" - (Lz00)7]

0
lim &4/1— (Azee)? 2, /) (2z20)? = gy - : =2=0
a— — 2 _ 2 2
- T YL ()" - 1 ()
b) El segundo limite es inmediato y el primero se sigue del inciso a)
1 2 1 1 /m
) Glao +1,00) = = + —sen~! ({520 ) + eeny [1- (3z22) o+ (3) =1

d) La idea es usar la regla de L'Hopital. Primero escribimos el valor de F/(ap + 1, )
1 (1 - ao) _ - 2 1 1 /@
Flag+1,09) = -2-(1+ao)——7r—sen ! (h—ag) 4o, /1 — (h—zg) =5+ (5) =1

Derivando con respecto a ag
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dF(ag+1,00) 1

3
ot
N
e
|
R
S
[+

.+. lsen—l (I—_QQ) -
T .

dao - 2 1+ag 1+ap
De aqui que
. %) s 1 _ 1 .
o, Flag+1,a0) ) Tt Tag) Lylz_o LW
’ doo 2 " 2
Proposicion A9. Supongamos op > 0y que se cumple ¢g) y considera: :a funcion p(a, ag) =

3

i
-($)* ( oA — 1) . Si & esta proximo al cero entonces ay esta proximo al cero y a esta proximo al

Demostracion. El hecho que § este proximo al cero implica que Wna‘j este proximo al 1.
F(a, ag) es decreciente como funcién de a (ver prueba de la proposicién A.2)

Ademas ﬁ%’ao—) >1 (ver proposicién A.3)

Por lo tanto el valor minimo de 2%~ es F(ao‘i"l =)

11 .,-171-ag 02
__d_ 1% 2 T xS 1+30) - zV1i- l+ao)
day F(a0+1,a0) F2(C(0+1,a0)

. .- d
Se puede checar directamente que % - % sin"lz— %\/1 — 2 > 0.De donde T [mj?l—a)] >0
0 4] » (0

.y o . o . .
Entonces usando la proposicion A5 d) F—(mﬂl—c@ > limgy—0 mﬂm = 1. De aqui obtenemos

las desigualdades F(:‘an) > F(aocfl,ao) > 1. Por lo tanto «p debe estar proximo al cero y a debe _star
proximo al 1. W

Proposicion A10. Considerar F(a, o) y G(a, ap) como en cg)

a) Si ag > 0 entonces F(a, ap) — aoze-F(a, ap) <0y £ <0

Q

b) Considerar la constante NV > 0 y los nimeros a y aq satis:".~iende = Flaog)

1
T T .
sin 3N

Entonces el valor minimo que puede tomar a es a =
Demostracion. a) Es directo.

b) Enla igualdad NV = 7?”(%1?) derivamos con respecto a o y obtenemos

0= prtes [F(a ag) — ag (ap (o) + dao)}

De aqui que F(a, a0) — ao ,ffo =& %5 I

(co)
Del inciso a) F'(a, ag) — ap£— 8a < 0y del hecho que £&£ < 0 tenemos que a’(ao) > 0.

Entonces el valor minimo de of @ ocurre cuando ag = ¢
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1
=5 T,es decira = == |

De la regla de L'Hopital N = lima,—0 Frosy =
A.3. Propiedades asintéticas de r y w?

Cuando se considera la parametrizacion (4.3), 7 y w? tienen importantes propiedades asintdticas que pue-
den ser obtenidas calculando algunos limites. Las propiedades a las que nos referimos son las siguientes.

Proposicién A1l. La parejar..,w? definida en (4.8) tiene las siguientes propiedades

ayr (6) — —%&2 cuando § — o0

b

b) w2 () ;f, cuando § — oo

c)ér! (6) — 0, cuando § — oo

d)L — 2—-’i cuando § — oo

La parejar_,w? definida en (4.9) tiene las siguientes propiedades

r— (5) k3
€)= -~ cuando § — oo

f)w? (8) — a2, cuando § — oo

Demostracién. a)

W kike — k3 )63
—a3 — k383 + agk; 6 + a1k26% — \/(~a3 — k38 + agki6 + a1k162)2 — 4(a a0 — as) (k1 ko — k3)d3

r+(8) =
Dividiendo arriba y abajo entre §° y tomando limite se llega al resultado

b)

UJZ (5) _ az — k363 - (12/615 + a1k262 - \/ag - k353 - agklé + a1k262)2 - 4((11 — k16)(a3k262 - (lzk363)
62 - 52 . 2(0.1 - kld)

Dividiendo arriba y abajo entre 6% y metiendo 3% = 715—6 en la raiz del numerador se resuelve el limite.

c) Definamos H =+ (6) = aok; + 2a1 k26 — 3k36%+

:b(—-a3 + agki 6 + a1k252 — k363)(a2k1 +2a,k9b — 3k352) - 6(0.1(12 — 03)(}61 ko — k3)62
\/(—a3 + agk 6 + a1k252 — k3§3)2 — 4(a1a2 — a3)(k1k2 - k3)53)
Entonces
- 6 6 H_(§ 52 1
6r1(6) = ————H,(8) = (62D L1, (8)H-(6)

H_(6)  2(aj02 — a3)H_(6) 6



Se puede ver que L2 — —6k3, 6 — oo es decir 77275 — &, § — 0o. Porotra parte + H.. (6)H_ ()

¢s el cociente de polinomios de grado 7 con numerador
—4(0.2]571 + 2a3kob — 3k3(52)2(a10,2 —- a:;)(klkg - k3)63
+12(—a3 + agkq 6 + alk252 — k363)(02k1 + 2a,k26 — 3k362)(a1a2 — a3)(k1k2 — k3)52
—36(0.10.2 -— a3)2(k1k2 - k3)254

y con denominador

6[(—a3 + azk16 + a1k26% — k36%)? — 4(ayaz — a3)(kikz — k3)6°]
De aqui que
1H (8)H_(6) — —36(ayaz —as)(kiko — k3) +36(ajaz — a3)(k1k2 —k3) =0, & — coporlotanto

& L b, (5)H(6) —
2(ai0g —az)H_(6) 6 -

51! (6) = 0)=0 §—o00

(a ag — a3 6k3

d) Derivaremos w? (§). Para simplificar nos conviene definir

G_ (5) = a3—k353—a2k16+a1k252—\/(a3 — k353 - a2k15 + a1k262)2 - 4(0.1 - klﬁ)(a3k262 - a2k363)

G’ (5) = —3k352 + 2a1kob — agki+

(0.3 — k353 - a2k1 - a1k262)(—3k362 -+ 20,1]625 - azkl) - 2(0.1 - k15)(203k25 - 3(1,216:352) + 2k1(a3k262 — a2k353)
—\/(ag — k353 — agk 6 + a1k262)2 - 4((11 - klﬁ)(a;;kgé? - a2k353)

Escribimos w2 (6) = 5225 entonces

2 e gy = =00 4'((:’? ,;3; LY
d%[“’z( = 2(5 “—(25) + 2(;5_—(2& o —k—lklé) = 2(5_—(25) ol (5)ﬁ
Entonces
4 (w2 (8)] _ G (6) . w2 (6)ky
) 2a; — k16)6  (ay — k16)6
Por proposicion All b) -“’—52 — = §— o0

Y es féacil ver que —“,(——) — —3k3 — L‘-”-“),—ga‘sﬁl = —3k3 — 3ks = —6k3. Por lo tanto

k
W (8)] | —6ks LBk ks ks ks
; 2k | <k ki ki ki

como se queria probar

T_ (6) —az — k3(53 -+ CLQk](S + a3 k252 = \/——ag - k353 + agk15 + a; k252)2 - 4(01(12 — 03)(k1k2 - i\73)63)
&3 8 - 2(aya0 — a3)

Dividiendo arriba y abajo entre 6% v metiendo 75 = /1/6° en la raiz del numerador se llega al limite.
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f)

W2 (6) __a3—- k353 — agk16 + a1k252 + \/03 — k363 — agkyb + a1k262)2
5 =

— 4(01 - k:16)(a3k262 - a2k3§3)
2((11 - k16)

Multiplicando y dividiendo por

ag — k35 - a2k15 + a; k262 - \/(a3 - k353 - a2k16 + a1k262)2 - 4((11 - k15)(a3k262 i a2k353)

w2 (5) _ 2(&3]6252 - (12’9363)
+ az — k353 — agk16 + a1k252 - \/(ag - k363 - a2k15 + a1k262)2
Dividiendo arriba y abajo entre 63 y tomando limite se llega al resultado. I

- 4(0,1 - klé)(a3k252 - a2k363)

Proposicién A12. Considerar la pareja (4.8) y sea ¢(8) = (a3 —a1w? (6))2 +w? (8) (w? (§) —az)?.

Cuando se considera la parametrizacién (4.3), se satisfacen los siguientes limites
a®) _ (ks\® . q'(8) k)
a) lims— o0 —= 56 = <k ) y limg oo 5 =6

k1
b) limg_, oo 6— ( ( 1

2
=) o) =°

1d | ks \1° ks 2ks
1 oo = — 2 — -1y _"9 e T
i 535 <[ ( )J (6 — 12 (5)> [N (klk2)J kiky Ky
1d _ 2 o) [ooif k3 \12 [(ks)®

Dlima~co 55 35 ( ANE =1 Fam “”) - ()] 4(R)

Demostracion.
(6) _ (ks)°
) lims— 00 (15—6 = <k_3> es inmediato de proposicion All. Por otra parte
1

¢'(6) = [2(as — 012 (8))(~ 1) + w2 (6)2(w? (8) ~ az) + (w2 (6) — a2)?] G5w? (6)

De proposicion A1l b) y All d)

e (2)2(2) - (Y ()< (8)

b) Sabemos que

- - 3
i “N_l (”(_6;“)]2 [’+<61)‘”2} =2 (”(_‘5;‘1) [_% / l[:(( r+;;_:))]]2_ } lr:(zsg&)u? OYORNAS
e
[V ()] [
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Multiplicando por § y usando las observaciones de arriba junto con €l hecho de que
o6r!,(6) — 0, 6 — oo (Proposicidn All c) queda probado este inciso.
<)

d% “Nbl (r(é_)l—l)r (r(ﬁ;_l)zwﬂ(&)j = d% [[N_l ("(;)1-1)]2 (r(6)1—17’} wz(ﬁ)'*'[N—l (1-(6_)1_1)]2 (r(é)l_l)z 3%

Dividiendo entre § y usando el inciso b), asi como proposiciones A1l b)y A1l d) queda probado este inciso.
d)
d —1f_=1 2 3 4 d -1{_=1 2 3 4
a8 [[N ("(5)*1)] Go)-12¥ (5)] = [[N (r(&)-l)] (r(é)—1)2:| w(8)+
2
+ {N_l (Rg)l—l)} w200 (8) - 5wt (0)

Dividiendo entre 62 y usando el inciso b), asi como proposiciones A1l b) y A1l d) queda probado

este inciso. l
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Parte 2. Sistemas sujetos a controles de
alta ganancia
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Capitulo 5

Introducciéon

Consideremos el siguiente sistemaenR", n > 2

& =Az +bu é.h
Donde asumimos que el par (A, b) es controlable. Controlabilidad implica la existencia de un control de
retroalimentacion de estado y que es lineal v = K7z, K € R™, tal que los eigenvalores de la matriz
A + bK'T pueden ser escogidos arbitrariamente. En particular, dada cualquier matriz a lazo abierto A4, la
ganancia del cantrol K siempre puede ser escogida de tal manera que la matriz A + bK7T sea Hurwitz.
Sea y = Cz la salida del sistema y supongamos que el sistema controlado esta sujeto a una perturbacion
aditiva (t) (es decir = (A + bKT)z + ¢(t)). Si el objetivo del control es reducir los efectos de (t)
en la salida del sistema y, un disefio de control muy comin es escoger una ganancia de control K de tal
manera que coloque los eigenvalores de A. = A + bKT en el semiplano izquierdo de! plano complejo
y que las partes reales tengan valor absoluto muy grande. En particulag se puede probar que cuando
t — 00, [y(t)] < pYmx/A*, donde p es una constante positiva, ¢max €5 una cota superior para |p(t)],y *
es una constante positiva que es del orden de min; |Re \;(A.)|, donde los )\,-'(Ac) 's son los eigenvalores
de A.. De esta manera, podemos hacer que el efecto de o(t) sobre la salida de! sistema y(t) sea mas
pequeiio si conseguimos ubicar los A(A.)’s més lejos del origen. Esta propiedad es interesante porque
la perturbacion ¢(¢) puede ser rechazada tomando una adecuada ganancia de control K que ubique los
valores propios de A, en el lado izquierdo del plano complejo y con valor absoluto muy grande. Tal disefio
de control es conocido como retroalimentacion de estado de alta ganancia (RAG) ya que se inducen
ganancias de control altas |K'| . En aplicaciones practicas, RAG se acostumbra usar para reducir los
efectos de perturbaciones acotadas y de no-lincalidades sobre las salidas del sistema y sobre la estabilidad

interna, respectivamente [Kokotovic and Marino, 1986; Morari and Zafiriou, 1989].
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Un inconveniente de RAG es que conduce a acciones de control muy largas. Ya que todos los
sistemas fisicos estdn sujetos a restricciones en la magnitud de las acciones de control usadas para regular
¢l sistema, entoces la restriccion |u] < umg limita nuestros alcances en la estabilidad y el desempefio del
sisiema controlado. Si K7z es el control de retroalimentacion disefiado, entonces realmente el control
de retroalimentacion que efectivamente actua sobre el siste::2 llega  ser sat(u(z)) = S(KTz). donde

S : R — [~Umax, Umax] €5 una funcion de saturacion, la cual esta dada por

—Umex Sl —Umax > U
S(v) = v oSl ~Unax < U < Unmax (5.2)
Umax St UV > Umax

El sistema resultante a lazo cerrado & = Az + bu,(z) es continuo y no lineal. Sin embargo, ya que
S(0) = 0Oy la linealizacion de Az + bu,(x) alrededor del origen es & = A z. 2! origen sigue siendo un
punto de equilibrio asintoticamente estable del sistema a lazo cerrado . :esar 1 saturacion.

Ademas del efecto de saturacion que puede producir un control de alta ganancia también pueden
presentar el inconveniente del fendmeno de desestabilizacion del origen. Una formia de desestabilizacion
es cuando la RA del origen se anula cuando el parametro de alta ganancia se anula. : .okotovic y Marino
[1986] han presentado el ejemplo

gdzil?l = To — a:%u

doy=u
Con la ley de control u(t) = —v2z; — vz y considerando la linealizacion en el origen, se consigue
que la parte real de ambos valores propios tiendan a —oo cuando el parametro «y es grande. Este sistem:
tiene la propiedad que la RA del ongen se anula cuando «y crece. Ellos muestran otros ejemplos de
sistemas de control en el plano donde también ocurre este fenémeno de que la RA se anule. Al final de
su trabajo hacen un comentario, segun el cual ellos tenian la idea de que este fenomeno no ocurriria si las

no-linealidades se saturan, lo que no parece ser asi pues en los capitulos 6 y 7 usando un control de alta

ganancia con saturacion obtuvimos desde un punto de vista de primer arménico que la RA se anula.

83



Otra forma en que puede presentarse el fendmeno de desestabilizacion es con la aparicion de picos.
Sussman y Kokotovic [1991] estudiaron el sistema

27 = f(z,8)

4¢= AL+ Bu
donde x € R™, £ € R”, u € Ry y se satisface lo siguiente:

H : el par (4, B) es controlable

Hy el mapeo f : R™™" — R™ es de clase C!

Hj : el origen es un punto de equilibrio globalmente asintéticamente estable del sistema

%x = f(z,0) = g(z), z € R".

El problema consiste en diseiiar un control que estabilize el sistema. La idea de usar una retroalimentacién
de alta ganancia en el sistema a";& = A{ + Bu es conseguir que las partes reales de los valores propios
tengan parte real muy negativa y de esta manera obtener una convergencia muy rapida hacia una vecindad
de lavariedad £ = 0, y entonces esperar que la propiedad H3 se encargara que llevar las trayectorias hacia
el origen. Larazon de que esta idea falle es el fenomeno de pico: cuando enel sistema %5 = Af+Bu,se
usa una retroalimentacion lineal de alta ganancia, algunas trayectorias alcanzan valores muy grandes antes
de converger rapidamente hacia el origen, lo cual en la practica significa que el origen se desestabiliza

pues algunas trayectornias escapan al infinito.

En esta parte solo consideraremos sistemas controlables, asi que podemos suponer que estan escritos

en forma candnica (2.11), es decir

0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
—Qn —Qp-y —Qnp-2 -+ —4 1

De manera que el polinomio Po(s) = s™ + 3., a;s"* es el polinomio caracteristico del sistema
a lazo abierto £ = Azx. Ya que estamos interesados en €l comportamiento dinimico cuando la parte real
de al menos uno de los eigenvalores a lazo cerrado tiende a —oo, usaremos dos parametrizaciones de alta

ganancia:
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1a. Parametrizacién de alta ganancia.

El vector de ganancias K7 € R™ esta dado como K; = ap_; — ¢,_;6" "%, 1 < i < n, donde los
¢;’s son constantes positivas escogidas de tal ma: aqueel .. :nomio P} s8) = s" + > .., cis"sea
Hurwitz y 6 es un parametro positivo. Con tal parametrizacién del vector de ganancias del control K, si
{A1, A2, ..., A, } son las raices de P?(s), entonces {6y, 0, ..., 6\, } son los eigenvalores del sistema a
lazo cerrado en en el origen. Nétese que aqui la parte real de todos los eigenvalores a lazo cerrado tiende
a —oo cuando § — oco.

2a. Parametrizacion de alta ganancia.

El vector de ganancias K7 € R" esta dado como K; = —cn41-:6, 1 = - < n, donde los ¢;’s son
constantes positivas escogidas de tal manera que el polinomio P}*(s) = Y7, ¢;s™* sca Hurwitzy § es
un parametro positivo. Con tal parametrizacién del vector de ganancias del control K, si {\1, A2,..., An}
son las raices del polinomio a lazo cerrado se sabe que una de las raices, digamos que ), tiene la propiedad
de que 3¢ — —¢y-, y las otras tienden a ser las raices del polinomio P;*(s) = Y1 ¢;s™* cuando
6 — oo [Ver Shaked & Kouvaritakis, 1976; Young et al,1977].

En los dos capitulos siguientes estudiaremos la primera parametrizacién de alta ganancia y en el

capitulo 8 estudiaremos la segunda parametrizacion.

85



Capitulo 6
Sistemas planos controlables: primera parametrizacion de alta
ganancia

En el capitulo 3 estudiamos sistemas planos en general, es decir, no pedimos que el sistema fuera
controlable y tampoco pedimos que el ongen fuera un punto de equilibrio asintéticamente estable, pero
los sistemas planos generales son objeta de interés mas bien en Ecuaciones Diferenciales y no tanto en
Teoria de Control. Debido a que los sistemas controlables en los que se satisface que el origen es un
punto de equilibrio asintéticamente estable si son de importancia en Teoria de Control hemos incluido un
capitulo para la discusion de sistemas planos con estas caracteristicas.

Considérese un sistema lineal de dimension dos, controlable y que esta sujgto a una retroalimen-
tacion de estado estabilizante. La propiedad de controlabilidad implica que tal sistema de control puede

ser escrito como

= Az 4+ bS(cTz), z,c€ R? (6.1a).

donde c” = (¢;, ¢2) es una ganancia de retroalimentacion,

0o 1 0 .
A=(_a1 o, >,b=< 1) ((6.1b))

v S : [~uop, ug) es la funcion de saturacién que hemos definido en capitulos anteriores.
Notemos que ya que S(0) = 0y c¢”z es una retroalimentacion estabilizante, el origen es un punto de
equilibrio asintoticamente estable de (6.1). Los valores propios del sistema lincalizado de (6.1) alrededor
del origen estan dados por las raices del polinomio P,(s) = s? + (a; — ¢;)s + (ag — ¢2).

Debido a la funcién no-lineal de saturacion, el origen podria no ser un atractor global. En el ar-
ticulo [Alvarez er al., 1993], el comportamiento cualitativo de la region de atraccion del origen £2(0) fue
estudiado en términos de los parametros del sistema no controlado {a;,az}. También fue establecida la

clasificacién de los puntos de equilibrio de (6.1). Sea o(A) el espectro de la matriz A; se mostré que si
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o(A)NC™* # 0, el origen no es glo. :imen:. asintéticamente estable. Ademas, si traza(A4) > 0, entonces
podria aparecer una 6rbita periodica alrededor del origen tal que £2(0) es un conjunio acotado. Fueron
descritas bifurcaciones topologicas de {:. ¢ tales como el paso de {! J) d= un conjunto no acotado a un
conjunto acotado a traves de conexiones homo(hetero)-ci nicas er'. : puntos de equilibrio de tipo silla.

Desde el punic de vist ... 25 aplicaciones de control, un problema importante es estudiar el com-
portamiento de £2(0) con respecto a las ganancias de control {c;, c2}, para un conjunto dado (y fijo) de
parametros {a;, a2} de un sistema no controlado. De particular i~ .res es el caso de retroalimentacion
de alta ganancia (es decir, |¢;], [co| — o0) porque tal estr. .cgia dc control es comunmente usada en la
practica para reducir los efectos de perturbaciones acotadas sobre las salidas del sistema y de no lineali-
dades sobre la estabilidad intern:: .. - stovic & Marine, 1986; Morari & Zafirtu, 1989]. Simulaciones
numéricas muestran que si U(A) NC* # §, el conjunto {0) decrece cuando crece la magnitud de las
ganancias de control {c;, c2}.

El objetivo de éste capitulo es usar el Principio de Balance Armo:...  (PBA) [Mees, 1981; Krenz
& Miller. 1986; Llibre & Ponce; 1995], por medio del Método de la Funcién Descriptora (MFD), para
estudiar el comportamiento de £2(0) en . aso particular donde 892(t : =s una é1bita periodica del sistema

dos-dimensional (6.1).

6.1 Diagrama de Bifurcacion del Primer Arménico

Por comodidad, supongamos que el vector de ganacias del control ¢ esta dado como sigue: ¢; =
ay —dy y c2 = ag — dg cond; > 0,dy > 0, asi que las raices del polinomio a lazo cerrado(en el origen)
P.(p) = p? + d;p + do estan en C~. S¢ ~uede probar que 1 + -1’ (p) = 1—3:%‘3 donde P . ») = p°+
a1p+ ag. Delaecuacion (2.4 unasolu 1 (a, ) corresponde a un punto de interseccién de las curvas
{W(w) : w > 0}y {—ﬁ ta >0} = (—oo,—1). Ya que N(a) es estrictamente decrecientc para

1

a > 1,una solucion (@, &) corresponde univocamente a un par (7, @} tai que N(@) = y==. For lo tanto

-r
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1as soluciones (@, &) corresponden a soluciones @ > 0y 7 < 0de la ecuacion 1+ W (jw) = r. Definamos

I3 d d __ . _ . .
los parametros oy = S, e = 2 yv = 7‘%;. Entonces 1 + W (jw) = r es equivalente a las ecuaciones

ar’ 2

r=m

az(1 - v?) = (1 ~ agu?) (62)

las cuales tiene una tinica solucién dadapor = o y = (—‘1?;%"-— . Por lo tanto hay una drbita periédica

1—01 a2

ws=w

PAena; <0y a; < az. Porotra parte, sign(-4 Im(W(jw))| _;) = sign(l-;—i—’-L) = —1. Asi que, en
caso de existir una drbita periddica, ésta es inestable. Ya que d; > Oy dp > 0, las condiciones a; < Oy
@) < ag implican que el sistema (6.1) tiene una 6rbita periddica PA sélo si la traza(A) > 0, es decir, sélo
si la matriz A tiene al menos un eigenvalor inestable (o(A) N C* # (). Por otra parte, se concluye que
sio(A) C C*, el sistema (6.1) siempre tiene una orbita peridédica PA inestable. Estos comportamientos
fueron descritos en [Alvarez et al., 1993] usando teoria cualitativa de sistemas dinamicos. Cuando el
sistema (6.1) tiene una 61bita peridédica PA, ésta es inica e inestable. Por lo tanto, y desde un punto de vista
de una aproximacién de primer armonico, 9$2(0) (la frontera de la region de atraccién del origen) coincide
con la érbita periédica que se predice por el PBA . En lo que sigue estudiaremos el comportamiento de
990(0) (identificada con la 6rbita periddica PA que se predijo) para el caso de retroalimentacion de alta

ganancia. Sea 6 > 0y supongamos que las ganancias del control estdn escritas como:

¢ =ay —bky,  co=ag— 8%, (6.3)

Con esta parametrizacion de las ganancias del control, los valores propios de la linealizacion en el origen
de (6.1) son {6X1, 6X2}, donde {Xl,Xz} son las raices del polinomio P.(s) = s% + kis + kq. Es decir,
mientras mas grande sea §, mas grande serd 1a razén de decaimiento exponencial alrededor del origen.
Las altas ganancias definidas en (6.3) son cominmente usadas para mejorar la robustez del sistema (6.1)
contra perturbaciones no acotadas y dinamicas no modeladas [Kokotovic & Marino, 1986; Morari &
Zafiriou, 1989].

Sea A = aN(a), entonces podemos escribir S(c7z(t)) = Asenwt. Entonces, el sistema (6.1)

conduce a la siguiente expresion para la 6rbita periddica PA:
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[a?uﬁ + (a2 ~ w"’)z}

Y xi + YT L1l =1 (6.4)
De la solucién de (6.2) (¥, 7) , se tiene que
2 _ 5/{71&2 - (52/620,1
- 6]91 — Q3
_ | -1 a1
A—<a1—5k1>N (al—ékl)
las cuales al ser substituidas en (6.4) producen:
) )
4(0) r2d+ 1) =1 (6.5)

oG] )] e

q(6) = a2 — aragk16 + (a%ka + aok? — 2a0k2)82 — a, k1 ko2 + k264
2 1 1 2

bk
-

donde

r(6)
En las coordenadas (z;,z32), la 0rbita periédica PA es una elipse centrada en el origen. De aqui que
para describir el comportamiento de la drbita periddica PA con respecto a &, es suficiente estudiar las
intersecciones de la elipse (6.3) con los ejes. Mostraremos que para § suficientemente grande, la 6rbita

cerrada representada por (6.5) converge al origen. Definamos
. 2

am)
a; — 5k1

Bi(6) =+ 2

T

7—1 o 5

_A (01 “5’61)4 )
q(6)

El siguiente resultado se usar4 para estudiar el comportamiento de la 6rbita periédica PA (6.5) con

By (6) =

respecto a las ganancias del control.

Proposicion 6.1.

3
“atm) . ()
(a) (GI - (5’{] _ _7_?: 23} —(Skl a1 ky (66)

B T
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im & e SN VS O (L) S 6.7
(b) 61—13010 2 (al - 5’61) N <a1 - 6]61) 2 ( )

Demostracién. (a) Usando la expresion (2.12) y el teorema de la derivada de la funcion inversa se
obtiene la derivada (6.6).

(b) Se tienen las siguientes igualdades:

T(m \py-1f_—a \_ YZ)Z = lim —22
65202((11—51;1)]\’ (a —5191) Jim 5N (2) Im TN

= lim ————=——/(por la regla de L'Hopital y por parte (a)).

Proposicion 6.2. Se satisfacen los siguientes limites:

Jim By(8) = lim Bz(8) =0 (6.8)

Demostracion. Ya que ¢(6) es un polinomio de cuarto grado, se tiene que
2
1
P, Bi(8) = fim [ (al 6k, )} k36

a) 4 a 2
Mol N I T
k2a1 61—1520 (al — 6}61) ,:]\ (al — 6]61)}

= k,'; 7 Jim 2% [N (2)-2]°

= 0 (usando la parte (b) de la Proposicién 6.1).

Andlogamente, usando el hecho de que para valores grandes de 6, 7(6) ~ L entonces obtenemos

Observacién 6.1. El resultado anterior muestra que Ia 6rbita periddica PA se contrae a un punto de
equilibrio cuando 6 — co. Ademds, ya que la 61bita periédica PA es inestable, el punto de equilibrio se
hace practicamente inestable inestable. De acuerdo a la parametrizacion (6.3), se tiene que a;(6) < Oy
1(6) < ap(6), para § > & y &° suficientemente grande. Pero o (8) < 0 implica que o(A)NCT £ 0.
De aqui que si la matriz A tiene al menos un eigenvalor inestable, el origen se convierte en un punto de

equilibrio tipo fuente cuando § — oo para ;(8) < 0y a;(6) < a3(6). Haciendo uso de los Teoremas

2.3y 3.10 en [Alvarez et al., 1993] acerca de los puntos de equilibrio y el comportamiento cualitativo de
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(1) podemos describir el diagrama de bifurcacion del primer arménico del sistema 2-dimensional (6.1)
(verfigura 6.1). El circulo externo en la Figura 6.1 representa la proyeccién al infinito de R?. Concluimos
que, si la traza(A) > 0, entonces la region de atraccion del origen 2(0), se anula cuando las ganancias
del control van al infinito.

El siguiente resultado muestra que los limites (6.8) son alcanzados de manera estrictamente decre-
ciente.

Proposicion 6.3. Se cumple lo siguiente:

(o) i, 5% = i S5 =0

(b) Para & > 6%, con &* suficientemente grande, las funciones Bi(8) y Ba(8) son estrictamente
decrecientes.

Demostracion. Sélo haremos la demostracién para B, (6). La prueba para B2(8) se sigue de manera

similar. La derivada de B, (5) est4 dada por:
2

-1 ay
dBl [N (0,1 - 6}{?1)} 53

s [9(&))2 -1

- )] e kb4 _d®)

4 53

2 a 2 a; — 5]‘31 ay — 6k1 &
N1 St S -1
[ (al - 5’“1)}

El factor que esté fuera de los parentesis cuadrados siempre es positivo para 6 finito. Ya que ¢(6) es un

polinomio de cuarto grado, tal factor se hace cero cuando & — oo (de la Proposicion 6.1). Analicemos
ahora los términos dentro de los paréntesis cuadrados. Se puede ver que 51*1’120 9—},‘;2 =kiy
al.lfgo ﬂé@ = 4k2. De la Proposicién 6.2, los términos dentro de los paréntesis cuadrados tienden a
~4k% < 0, cuando 8§ — oo. Ya que B;(6) es una funcién continua, concluimos que d—i‘s@ < 0 para
todo § > §*y §* > O suficientemente grande. Esto muestra que B, (6) es estrictamente decrecienie para
6> 6.1

Observacioén 6.2. El resultado anterior es interesante porque implica para valores de 6 suficien-
temente grandes, las magnitudes de las intersecciones con los ejes de la elipse (6.5) son mas pequefias

cuando se incrementa el parametro de la ganancia 6. Ya que el interior de la orbita periddica PA es una
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aproximacion de la region de atraccion del origen, ©2(0), entonces obtenemos que £2(0) decrece cuando
se incrementan las ganancias del control ¢; (6) y ¢ (6). También, £2(0) se anula cuando cuando § — oo.
Ademas, si £26(0) denota la dependencia de ©2(0) con respecto de §, entonces los resultados anteriores

implican el siguiente resultado de anidamiento de las regiones de atraccion:

§2s, (0) C s, (O) 6.9)
para 8, > 82 > §*. De aqui se plantea un problema:
Margen de Robustez respecto al pardmetro de la retroalimentacion de alta ganancia contra tamaiio

de la region de atraccion.

6.2 Simulaciones numeéricas

Tustraremos el anidamiento de los conjuntos en (6.9) con simulaciones numéricas. Consideremos
el caso donde a; = -3y ap = -2, de tal manera que los valores propios de la matriz A en (6.1) son
{+1, +2}. Esto quiere decir que el sistema no controlado tiene sus valores propios en C*. Escogemos
las ganancias del control como ¢; = —3 — 26 y ¢y = ~2— §2, de manera que

52
a1=—263ya2:7,para6>0 (6.10)

Con (6.10), los eigenvalores en el origen son {—§, —6}. Note que ; < ag y que aq < 0, de tal manera
que existe una 6rbita periddica PA inestable para todo 6 > 0. Ademas, tal drbita periddica PA se contrae a
un punto de equilibrio inestable cuando § — oo (ver Figura 6.1). La Figura 6.2 muestra la rbita periddica
real del sistema para 6 = 10, 15,25, 50 y 250. Note que la propiedad de anidamiento esta presente para
estos valores de 8, y que la orbita periddica se aproxima a una forma elipsoidal cuando § es cada vez

mayor, como describimos en la seccion anterior. También, se puede observar que §2(0) se anula cuando

6 — oo.

92



Figura 6.1 Retratos fase de ler arménico para el sistema de control (6.1)

(1 X+ S

-0.4 .
-.15  -0.10 -00% 000 008  0.10 0.18

Figura 6.2 Ciclos limite anidados para el caso a; = —3y a2 = —2 cuando § vania (6; < 62 < 83 < ...).
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6.3 Conclusiones

En ésta seccidén usamos una aproximacion del primer armoénico (Método de la funcion descriptora)
para analizar la dependencia de las 6rbitas periddicas sobre los pardmetros de control de sistemas linea-
les planos con una retroalimentacion saturada. En investigaciones anteriores [Alvarez et al, 1993] donde
se estudiaron estos sistemas lineales sujetos a una retroalimentacion de estado con saturacién con teoria
cualitativa de sistemas dinamicos, el comportamiento de las regiones de atraccion con respecto a las ga-
nancias del control no fue obvia. En ésta seccion se mostré, desde un punto de vista de una aproximacion
de primer arménico , que si el sistema a lazo abierto tiene al menos un valor propio inestable, 1as 6rbi-
tas periddicas convergen monoténicamente a un punto de equilibrio inestable cuando las ganancias del
control van al infinito. Ya que el interior de la érbita periédica PA es una aproximacion de la region de
atraccion del origen 2(0), entonces también obtuvimos que desde un punto de vista de una aproximacion
de primer arménico la region de atraccion del origen §2(0) decrece cuando se incrementan las ganancias
del control ¢;(8) y c2(6).

Los resultados obtenidos en €sta seccion conducen a un problema que hasta ahora no ha sido estu-
diado:

Margen de Robustez contra tamafio de la region de atraccion.
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Capitulo 7

Sistemas n-dimensionales:primera parametrizacién de alta ganancia

7.1 Introduccion

En éste capitulo usaremos la primera parametrizacién. Para ilustrar los fendémenos que aparecen
cuando un sistema esta sujeto a un cQntrol de alta ganancia de este tipo, comenzamos presentando un
ejemplo.

Ejemplo. Consideremos el siguiente sistema de control tri-dimensional:

i'l = Iz
I9 = I3 ’ a.n
3 = —6z;—1llxg—6zz+u

Para u = O (sistema a lazo abierto) los eigenvalores son {—1, —2,—3}. De aqui que todas las
trayectorias a lazo abierto converjan exponencialmente al origen. " Supongamos que para controlar el

sistema (7.1) se disefia la siguiente retroalimentacién parametrizada:

L(z;\) = (=A% 4+ 6)z) + (=32 + 11)22 + (=32 +6)z3, A >0 (7.2)

Denotemos por K; = —X3 + 6, K2 = —3A2 + 11y K3 = —3X + 6. Note que | K;| — oo cuando
A — oo. La entrada de control que esta actuando sobre (7.1) es u = u,(z; ) = S{L(z; ))). Bajo (7.2),
los eigenvalores del sistema linealizado airededor del origen son {—X, —\, —\}. Ademas, el origen es el
unico punto de equilibrio del sistema a lazo cerrado © = Az + bu,(x). Usando simulaciones numéricas,

encontramos el siguiente comportamiento dinamico.
a)Si 0 < A < 29.6, el sistema a lazo cerrado £ = Az + bu,(z) es GAE alrededor del origen.

b)Si A > 29.6, el sistema a lazo cerrado no es GAE. Algunas trayectorias a lazo cerrado convergen a una
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Orbita periddica atractora y otras convergen asintoticamente al origen. Por lo tanto estas dltimas trayec-
torias estan contenidas en la region de atraccion (RA) del origen.
De tales resultados numéricos, se ve que ocurre una bifurcacion topoldgica en A =2 29.6. En realidad, en
este valor critico de A, aparece una orbita periddica no-hiperbélica. Para A > 29.6, tal orbita periddica
se bifurca en una orbita periddica atractora, la cual es el w-conjunto limite de las trayectorias en (b), ¥
en una Orbita periddica inestable (de tipo silla) , cuya variedad estable define la frontera de la RA del
origen. La figura 7.1 muestra la 6rbita periddica atractora para 2 valores de um.x. La forma de estas
orbitas periddicas atractoras permanece casi igual para valores grandes de \. Sin embargo, ocurre un
fené6meno muy interesante en el comportamiento de la érbita periddica inestable. Como fue mencionado
anteriormente, la variedad estable de la orbita perédica tipo-silla define la frontera de 1a RA del origen.
Se llevaron a cabo simulaciones> numeéricas en un Sun-Sparc workstation, encontrandose que a valores
cada vez mayores de A, coresponden RA’s cada vez mas pequefias! Por ejemplo, condiciones iniciales
fuera de labola |z| > 1072 no pueden ser llevadas al origen cuando A > 10%, Esto significa que cuando
)\. — 090, la RA se anula. Este comportamiento dinamico es generado cuando la drbita periddica tipo-
silla se contrae y desestabiliza al origen. La figura 7.2 presenta el mapa de bifurcacion describiendo €l
comportamiento dindmico mencionado para um.x = 1. Es de esperarse que en sistemas de dimensiones
mayores ocurra un comportamiento dindmico analogo.

Ya que en la prictica es muy comiin usar RAG, es importante una mejor comprension del fenéomeno.
Pero una descripcion analitica del hecho que la RA se anule no es una tarea facil porque en la mayoria
de los casos no es posible encontrar explicitamente las soluciones del sistema & = Az + bS(KTx)y por
lo tanto, en general el analisis de las trayectorias que definen la RA es un problema muy complicado. En
éste capitulo veremos como el uso de técnicas de balance anménico proporcionard una explicacion del
hallazgo numérico de que 1a RA se anula cuando la parte real de los eigenvalores a lazo cerrado divergen
a —oo. Se muestra que cuando los eigenvalores a lazo cerrado tienen valor absoluto muy grande y se
localizan en el lado izquierdo del plano complejo, entonces aparecen varias orbitas periddicas simétricas

inestables que se contraen al origen, provocando la desestabilizacion de éste punto de equilibrio. Este
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comportamiento dindmico es interpretado como la anulacién de la region de atraccién del origen cuando

se usa una retroalimentacién de alta ganancia con saturacién.

Figura 7.1 Orbita periddica atractora para 2 valores de ©,,

— .

NORM

Figura 7.2 Diagrama de Bifurcacion del sistema controlado para timay = 1
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7.2 Informacion del método de la funcion descriptora

Considerar el sistema n-dimensional controlable

i = Az + bS(KTz) (7.3)
escrito en la forma canénica (2.11). En este capitulo aplicaremos el método de la funcién descripto-
ra para estudxar la existencia de 6rbitas periddicas simétricas, de manera que si (a,w) € RY son so-
lucion de la ecuacion (2.9) entonces para determinar las soluciones aproximadas del sistema (7.3) de-
bemos encontrar la solucion particular de £ = Az + bN(a)asin(wt) correspondiente a la oscilacion
o(t) = N(a)asin(wt). Esta solucion particular fue encontrada en el capitulo 2, ademas se vi6 que las
coordenadas satisfacen las relaciones (2.14), de manera que para éste caso particular la correspondiente
Orbita periddica PA en el espacio fase (z1,2,. ..,Zy,) esta dada como la interseccion de las siguientes

variedades:

2
T
et 2(3’4-}3!
x'z 332 _
) s toaren = 1 o
2 2
Zni Ty —
\  w2(n- 2)(BQ-+-B‘2) + w2n-1(B}+B2) ~ 1
donde
Bf+ B2 =

a’*N?%(a)
(agm — G2m_ow? + ... + (=1)™w?m)2 4 w2(agm_1 — G2m-3w? + ... + (—1)"~ g wHm—1))2

paran = 2m,y

B? + B: =
a’N%(a)
(@gma1 — Agm—1w? + ... + (=1)™ma1w?™)2 4 w2(agm — Gg(m-nw? + ... + (—1)"w?m)?
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paran=2m+ 1.

Se sabe que 1 + W(p) = FP.(p)/Po(p) [Bamett & Cameron, 1985). De (2.9) y (2.12), una orbita
periédica PA con pardmetros (@, &) corresponde a un punto de interseccion de las curvas {W(jw) : w >
0}y {~1/N(a) : a > 0} = (—o0, —1), donde j = (—1)*/2. Ya que N(a) es estrictamente decreciente
para ¢ > 1, una solucién (@, @) corresponde univocamente a un par (7,w) tal que N(a) = 1/(1 — 7).
Por lo tanto, sotuciones (@, &) corresponden a soluciones @ > 0, 7 < 0 de la ecuacion 1 + W(jw) = 7.

De esta manera, encontramos que el par (w, r) satisface las siguientes ecuaciones algebraicas:

dom — dgm_ow?+ ...+ (=1)™ dow¥ ™D 4 (—1)"w®™
=7[agm — Ggm_ow® + ... + (—1)™ tagwm=1) 4 (—1)"w?™m)

(7.5)
dom—1 —dogm—3+ ...+ (=)™ 1djw?m-1
= ragm—1 — Ggm_3w? + ... + (=1)™ lawAm- V)]
paran = 2m,y
domy1 — dogm_1w*+ ...+ (—1)m—1d1w2m
= T[a2m+1 - a2m—1w2 4+ ...+ (—1)malw2m]
(7.6)

dom — dom—2w?+ ...+ (=)™ 1dpw¥m-Y 4 (—1)mw™
= r[agm —@gm_ow? 4 ...+ (1) LaguwHm-D 4 (—l)mwzm]

paran = 2n+ 1

7.3 Resultados principales

Para estudiar el comportamiento dinmico del sistema & = Az 4 bS(KTz) cuando la parte real
de los eigenvalores a lazo cerrado tienden a —oo, usamos la siguiente parametrizacion: K; = an_; —
8" *c,_i, 1 < i < n, donde los ¢;’s son constantes positivas tal que el polinomio P(s) = s™ +
> r  cis" " es Hurwitzy § es un pardmetro positivo. Con tal parametrizacion del vector de ganancias

del control K, si {\;, A2,...,An} son las raices de P}(s), entonces {6A1,6)z,...,8)\, } son los eigen-
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valores del sistema a lazo cerrado en el origen. De esta manera, cuando § — oo, obtenemos el compor-
tamiento asintético deseado de los eigenvalores a lazo cerrado, y las soluciones (&, ) dependeran del

parametro §.

Proposicion 7.1. Si una solucién (a, ) tiene las propiedades a? N2(a) — 8 < coy w? — o0,
cuando 6 — oo. Entonces la correspondicnte Orbita periddica PA se contrae al origen cuando & — co.

Demostracion. De (7.4), para cualquierny 0 < p < n—1, el término w?? (B? + B2) es el producto
de a2N?(a) con un cociente de polinomios P; (w?)/Py(w) satisfaciendo deg(P; (w?)) < deg(Ps(w?))

y como a?N?(a) — 8 < ooy w? — oo cuando § — oo entonces w? (B? + BZ) — 0. W

El resultado de la proposicién anterior es importante porque establece que las Orbitas periodi-
cas PA que se contraen al origen cuando § — oo son aquellas para las cuales la sefial S(vo(t)) =
a(6)N (a(6)) sin(w(8)t) alcanza frecuencia infinita con una amplitud de la oscilacion finita. Bajo és-
ta clase de sefiales, la ecuacién diferencial y(™ + 37| a;y™ =% = S(vo(t)) se comporta como un filtro
pasa bajos, de manera que la tnica solucion particular es la trivial y(t) = O.

En lo que sigue estudiaremos el comportamiento de las soluciones (7(5),@(6)) de (7.5) (o (7.6))
cuando § — oo, Especificamente, buscaremos soluciones (7(6),@(6)) las cuales satisfacen las condi-
ciones de la Proposicion 7.1. Consideremos el caso cuando n es par (es decir n = 2m). Supdngase que

r # 0. Entonces, la variable » puede ser eliminada de (7.5) para dar

flw?) = [camb® — com—262" 202 4. 4 (=1)™ epb2wH ™Y 4 (—1)™w?™)
a2m-—-1 — a?m—awz + ...+ (——1)m_1alw2(m‘1)}
—[Cam-162™"1 — Com_362m 32 . 4 (=1)" e SwH™ )]
oo it o (T 5 (D]

.7

De ésta manera, f{w?) es una funcion en la variable w?. Asi que, las soluciones positivas @ de la
ecuacion f(w?) = 0 sonel valor de la frecuencia para las 6rbitas périédicas PA. Definamos los siguientes

polinomios en la variable L:
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Q(L) = ¢zm-1 — Cam-3L + ... + (=)™ 1, L™ (7.8a)

S(L) = com — Com-1yL + ... + (=1)™ LeoL™ 1 4 (=)™ L™ (7.8b)

Analogamente, definimos los siguientes polinomios cuando n = 2m 4+ 1:

Q(L) = Com+1 — Cgm_lL + ...+ (_1)mcle (790')

S(L) = cam — Cam-nyL + ... + (=)™ T L™ + ()™ L™ (7.9b)

La siguiente proposicién proporciona condiciones bajo las cuales una drbita periodica PA se contrae

al origen cuando § — oo.

Proposicién 7.2.A. Sean = 2m, m > 1,y sea Lo una raiz del polinomio Q(L) tal que
a) Ly es simple y
b) S(Lo) < 0 para m pag y S(Lg) > 0 para m impar

Entonces, existe (@, o) correspondiente a una érbita periddica PA tal que @2(8) & Lo6*

y a2N2%(@) — [N~1(8)]*6% < oo cuando § — oo, donde 8 = (—_ﬁ%

Demostracion.

Asumir que para § grande, existen dos nimeros k y Lo tales que w?(§) =2 Lo6%*. De (7.5), obtenemos

[62m52m _ c2m_2L062(m—2+n) + ..+ (__1)m—IC2L31—162(1+x(m—1)) + (_1)mL6n52mn]

= T[azm - 11,2.,,,._2[/052'c 4+ ...+ (—l)m_lag(L052K)m_l =+ (__1)m(L052n)m]
(7.10)

Sik > 0y k # 1, tenemos que » — —oo cuando 6 — oo a una razon diferente en cada expresion

en (7.5). De aqui que, la iinica parametrizacién posible de drbitas periddicas que se contraigan al origen
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cuando § — oo es aquella para la cual x = 1. En éste caso, f(Lé?) es un polinomio en § cuyo término
de mayor peso es —Q(L)(—1)™§*"~1. Por hipétesis, Lo es una raiz simple. Si escogemos L suficiente-
mente proximo pero diferente a Lo, entonces f(L5%) cambia de signo en Lo cuando § — oo. Por lo tanto,

f(w?) tiene una raiz w?(6) tal que w?(6)/62 — Lo cuando § — oo. Por otra parte, de (7.5) tenemos que

r= lim S(Lo)>™ __S(Lo)
600 Gom — Ggm-2L002 + ... + (—1)™"Lag(Lo82)™ 1 + (=1)™(Lob%)m  (—1)"LF

De las hipétesis de la proposicion, se sigue que —oo < r(6) < 0 cuando § — oco. Entonces
N(a) = 1/(1—r(6)),y porlo tanto también se tiene que a = N~1[1/(1—r(6))] converge aun valor finito

cuando § — oo. De aqui que a? N2(a) converge al numero [N ~*(3)]262 donde 8 = (:T)(;_IL% y |

Se tiene un resultado analogo para el caso donde 7 es impar.

Proposicién 7.2.B. Sea n.= 2m +1, m > 0,y sea Lo una raiz del polinomio Q(L) tal que
a) Lo essimpley
b) S(Lg) < 0 param par,y S(Lo) > 0 para m impar
Entonces, existe (a, ) correspondiente a una 6rbita periodica PA tal que w=2(6) =2 Lo§%y a2N%(a) —

8 < oo cuando 6 — oo,

Los resultados anteriores establecen que las orbitas periddicas que se contraen al origen cuando
§ — oo tienen la propiedad de que w? se parametriza como w?(§) = L2, para ciertos Ly € R. En
lo que sigue, buscaremos soluciones de (7.5) o (7.6) en las cuales w? puede ser parametrizada como fue
indicado anteriormente. Para ello, las hipotesis de la proposicion 7.2 deben satisfacerse. Es decir, dado
el polinomio Hurwitz P?(s) y sus polinomios asociados Q(L) y S(L) indicados en (7.8) y (7.9) nos
planteamos el siguiente problema: existira una raiz Lo del polinomio Q(L) tal que a) Lo es una raiz

simple, y b) S(Lo) < 0 cuando m es pary S(Lg) > 0 cuando m es impar?
Proposicién 7.3. Existe al menos un mimero L satisfaciendo las condiciones de la proposicion 7.2.

Demostracién. Haremos la prueba solamente para el caso donde n es par La prueba para el

caso donde 7 es impar se sigue de manera andloga. Consideremos Py (L) = s™ + Y., ;L 1y
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notemos que P! (jL) = S(L?%) + jLQ(L?). Ya que P;(L) es un polinomio Hurwitz, del Teorema de
Hermite-Biehler (ver Apéndice), las raices de los polinomios Q(L) y S(L) satisfacen la Propiedad de
Alternancia. De aqui, las raices de Q(L) y S(L) son reales, positivas y distintas. Esto implica que Lo
es una raiz simple. Para probar la condicién (b) de la Proposicion 7.2, tomemos m par Escribimos
S(Lo) = (Lo—Lg;1)-.-(Lo— Ls,m) y tomemos Lo = Lo m-1. Yaque m — 1 es impar, la Propiedad
de Alternancia implica que S(Lo) < 0.- Andlogamente, cuando m es impar, se cumple que S(Lgo) > 0,

que es lo que teniamos que demostrar Il

Una 6rbita periodica PA que se contrae al origen cuando § — oo serd llamada 6rbita periddica PA

que se colapsa.

Teorema 7.1.A. Sea n par (i.e. n= 2m, m > 2). Entonces
a)Si m es par, existen m/2 érbitas periddicas PA que se colapsa.

b)Si m es impar, existen (m — 1)/2 érbitas periddicas PA que se colapsan.

Demostracién. De la Proposicion 7.1, si una solucién (@, &) tiene las propiedades a?N?(a) —
B < 0oy w? — oo, cuando § — oo, entonces la correspondiente 6rbita periddica PA tiende al origen
cuando § — oo. De la proposicion 7.2, tales propiedades asintéticas se satisfacen si @?(§) & Lo6% y
a?N?%(a) — 8 < oo cuando § — oo, 0 equivalentemente, si las condiciones de la Proposicién 7.2 se
cumplen en Lo. Asi que, de la Proposicion 7.3 y de la Propiedad de Alternancia, las raices de Q(L) y
S(L) satisfacen la siguiente cadena de desigualdades

0<Lsi<Lgi<Lsz<...<Lsm-1<Lgm-1<Lsm

Simn es par, las raices de Q(L) que satisfacen las condiciones de la Proposicién 7.2 son { Ly 1, Lo 3, - - -
Lgm-1 } ,es decir, en este caso existen 7 drbitas periodicas PA que se colapsan. Andlogamente, si m es
impar, las raices de Q( L) que satisfacen las condiciones de la Proposicion 7.2 son { Lo 2, Lg 3, - - - , Lg,m—1}

Por lo tanto existen exactamente "’—,;i orbitas periddicas PA que se colapsan. [l
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Para el caso donde n es impar, se tiene un resultado anilogo al teorema anterior.

Teorema 7.1.B. Sea n impar (¢s decit, n = 2m + 1, m > 1). Entonces
a)Si m es par, existen m/2 orbitas periédicas PA que se colapsan.

b)Si m is impar, existen (m + 1)/2 drbitas periddicas PA que se colapsan.
Estos resultados solamente prueban que existen érbitas periddicas PA que se colapsan. Sin embargo

también nos interesa obtener informacion acerca de la estabilidad de las 6rbitas.

Para estudiar la estabilidad de las dorbitas periddicas PA que se colapsan hacemos las siguientes

notaciones para el caso n = 2m, m > 2:

(W) = ™ —oom 28R 4 (1) bR 4 (—1) T
G2(w) = m-18" T = o3t W + L (=) ey bW

g3(w) = agm — dgm-ow? + ... + (—1)m‘1a2w2(m—1) + (_1)’mw2m

94(w) = aom_1— Ggm-o3wi4 ...+ (_1)m—1a1w2(m—1)

Proposicién 7.4. Sea Ly > 0 una raiz de Q(L) satisfaciendo las condiciones de la Proposicion 7.3,
y sea @?(6) la frecuencia asociada a una 6rbita periédica PA que se colapsa (es decir, ©%(6) = Lob?).

Entonces cuando § — oo, se satisfacen los siguientes limites:

1) [d(wge(w)ga(w)/8 ™ 1) dw] 5 — 2(=1)" L5 Q' (Lo)

2) [d(wg1 (w)ga(w)/6™ 1) fdw] ,_p i) — O

3) [d(wgz(w)gs(w) — wgi (w)g(we))/6 1) /dw],, s, — 2=D)™LGQ'(Lo)
4) (@(8)92(@(6)) 93 (@(8)) — g1 (2(6))94((6))) /6*™ — O

5) (g3((8)) + &2g§(w(6))) /6% — L§™

6) [d(g3(w) +w2gF(w(6))/6 1) /] _ ) — AmLE™
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Demostracion. Sea Ly > Ounaraiz simple de Q(L) satisfaciendo las condiciones de la Proposicion
73.
4 [0 )9 Was) _ 7 (@) 6@) | 96@) [@ 5@ , @)
FAm—1 = Fgem-2 gam T gem-1 |gEem-1 T gom |
— VLoQ'(Lo)2v'Lo(~1)" L§* + Q(Lo)[constante]
s (w1 )94w)uas) 1 [0 0)(®) u(®) | B0(®) 6@)
§4m—1 T 5| 582m-1§2m-2 " § g2m g2m-3 7 g2m §2m-2
— 0[vL0S'(Lo)2v/Lo(—1)™ 1a, LT~ *+v/LoS(Lo) (—1)™ a; 2(m—1) VLo LT 2+
S(Lo)(-1)™ 1a; L7 '] =0

=2(-1)" L5 Q'(Lo)-
+ 91 6@ ] .

3) Se sigue directamente de 1) y 2).

9 wgz(w)ga(w)6:m591 (@)94(@) _ % [

92(@) g3@)  91(@) 94() 1] -
52m—1 52m 52m 62m 25
— VLoQ(Lo)(—1)™LT* =0
20\ 4 2 a2 [ 2 (= g2
g3(w) +@<gs (@ g35(w w m T 2m m
5) il )54m i@ _ ;fm) T 5:77(1 152 - (-1)*Lg™ = L§
£ [3(w) + wPgi(w)] @) gh(@) 2 2(@)
6) dw w=a(6) _293 W) ga\w [w g4\«
§4m—1 §2m f2m-1 62 § §4(m-1)

52 §2m-2 §2m-3

L7 a@) gi(w)] .
=4m\/LoLg™ 1. 1

- 2(=1)™LZ(-1)™2m\/Lo LT !

Teorema 7.2, Todas las érbitas periddicas PA que se colapsan descritas en el Teorema 7.1 son

inestables. Es decir, sign d[Im(W(jw))]/dw[Q(é) < O cuando § — oo

Demostracién. Haremos la prueba en ¢l caso en que n es par La prueba para el caso en que n es

impar es andloga. No es dificil obtener la igualdad

g1{w) + jwgz(w)
L+ Wiw) = g3(w) + jwgs(w)
Por lo tanto

. Giw wgo(w)gz(w) — wagy w
e
y dlIm(W (jw))]/dw = H(w)/G{(w), donde H (w) = G2(w)G}(w) — G1(w)Gh(w).
Entonces, sign{d[Im(W (j

w))]/dw} = sign{H(w)}. De aqui que
Hw) = [d(wgz(w)gs(w)—wgy(w) g4(w))/dwl[g32 + w?g2(w)]
—[wg2(w)g3(w) — wgi (w)ga(w)] [d(g5 + w?g3(w))/dw]
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De la proposicion 7.4, se obtiene que

Jim (H(@(8))/6' = 2L§™ (~1)™Q'(Lo)
De la propiedad de alternancia las raices de Q(L) que satisfacen las condiciones de la Proposicién 7.2
también satisfacen la propiedad de que Q'(Lg) < O para m pary Q'(Lg) > 0 cuando m es impar. Por
lo tanto sign d[Im(W (jw))] /deD( 5 < 0 y la orbita periédica PA que se colapsa es inestable (ver

(2.13)). 1

7.4 Conclusiones

Con el resultado anterior de estabilidad hemos completado la informacion que el método del primer
armoénico nos da sobre el comportamiento del sistema a lazo cerrado & = Az + bS(KTx) en el limite
de alta ganancia. Cierto conjunto de orbitas periddicas PA se contraen al origen. Ya que tales érbitas
periodicas PA son inestables, el origen se convierte en un punto de equilibrio inestable. De ésta manera la
region de atraccion del origen se anula. Es importante hacer notar que el comportamiento arriba descrito
es independiente de la estabilidad del sistema a lazo abierto © = Az, siempre que n > 3. Es decir, desde
el punto de vista de un Anélisis del Primer Armdnico, casi para cualquier condicion inicial la solucién
corespondiente no converge al origen, 1o cual en la practica significa que para n > 3, un control de
retroalimentacion de alta ganancia conduce a la desestabilizacion del sistema a lazo cerrado con entradas
acotadas.

Para obtener una descripcion mas completa de las orbitas periddicas en el limite de alta ganancia es

necesario hacer un estudio de balance arménico de orden mayor (ver por ejemplo Moiola er al., 1991].
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Capitulo 8

Condiciones suficientes para que un polinomio sea Hurwitz y su
aplicacioén a el diseiio de un control estabilizante de alta ganancia

(segunda parametrizacion)

8.1 Introduccion: Sistemas bidimensionales y tridimensionales

Aqui investigaremos el comportamiento de un sistema en dos o tres dimensiones sujeto a un control
de alta ganancia de la segunda parametrizacion. En particular, nos interesa el tipo de condiciones que
deben satisfacer los pardmetros del sistema para que a lazo cerrado no tenga soluciones periédicas de
primer armonico, cuando el parametro de alta ganancia es grande. En las secciones siguientes trataremos
de generalizar estos resultados.

Comencemos con el caso bidimensional: Sea el sistema

(2)=(5% 2)(2)+(R)s(a o (2))

donde ¢; > 0y ¢, > 0ya que el polinomio a lazo cerrado P,(s) es Hurwitz.

—w? + ag + 6cp + i(ay + bcy )w

Pc(s) .
1+W(s)= ——= 1+W =
Sabemos que 1 + W (s) , de donde 1 + W (iw) Iy

Po(s)
Para que exista una érbita periddica debe cumplirse que 1 + W{iw) = r, conr < 0. De aqui se obtiene

que w? y r deben satisfacer
2 C1a2 — C20Q a) + 6c;
W= ——— r= ——.
1 a)
Asi pues, cuando el parametro § es grande,
el sistema bidimensional tiene drbitas periddicas de primer armoénico siy sélo a; < 0y ¢ a2 —coa; > 0,
lo que nos da un criterio muy sencillo para disefiar controles que hagan que el sistema a lazo cerrado no

tengan 6rbitas periddicas de primer armoénico, de hecho se ve que si A es Hurwitz (a; > 0, az > 0)

entonces no pueden existir érbitas periédicas PA.
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El caso de sistemas en tres dimensiones es un poco mas complicado y lo analizaremos a continua-

cion. En adelante supondremos que el sistema a lazo abierto es estable.

Consideremos el sistemna tridimensional

Y 0 1 0 I 0 z;
Zo = 0 0 1 Zg +1 0 S (——503, - 562, - 561) To
I3 —a3 —G2 —a T3 1 23

@&.1

Ya que A esestable, tenemos aq, as, a1ao —az > 0. Si W es la funcidn de transferencia, se satisface

_ 8+ (a1 +6¢1)s® + (ag + bcz)s + (a3 + bez)
83 4+ a152 +ag5+ a3

que 1 + W (s)

Para que exista una orbita periddica debe cumplirse que
(ag + bcsg) — (a1 + b1 )w? + iw[(az + bcz) — w?

14+ W((iw) = = 0.
+ W{iw) a5 — 1o 1 iwjag — 7] r,cony <
De donde
(as + bcg) — (a1 + 6¢))w? = r(ag — a;w?)
(a2 + bcg) — w? = r(ay — w?)
Entonces
crwt + (a1c2 — age; — ca)w? + (ages —azee} =0 8.2)

(a1a2—a3)7‘2+[k(-—a2c1—-a102+C3)—2(a1ag—ag)]r+0102k2+(a2c1+a102—C3)k+(a1a2—a3) = 0(8.3)
Para que no existan drbitas periddicas de primer armonico nosotros debemos buscar que no tenga raices
positivas el polinomio (8.2)
Llamemos A al discriminante de (8.2). De aqui resulta A = (a;¢p — ag¢; — ¢3)? — 4¢; (azes — azce).
Por otra parte el discriminante de (8.3) es igual a A?[A].

Para este sistema las condiciones de estabilidad en el origen son d,, d3,d1d2 — dz > 0. De todo
esto tenemos el siguiente teorema.

Teorema 8.1. El sistema no tiene 6rbitas periddicas del primer armonico si y sélo si se satisface
alguna de las siguientes condiciones:

1) (c1a2 + ca1) — 24/(a1a2 — az)cicp < c3 < (crag + c2a1) + 2v/(@102 — az)cicy

que es el caso correspondiente a A < 0,
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2
02
maz-asC1 < 2

{%‘2‘-02 < c3 < (e1a2 + c2a1) — 24/(e1a2 — az)cice

que es ¢l caso correspondiente a A > 0.
Demostracion. 1) Si A < 0 entonces no hay Orbitas periédicas de primer armonico. Por otro lado
A < Osiy sblosi c2 —2(ajc2 —agcr )z + (a1ce —ager )2 +4agercz — 4ascics < 0lo que es equivalente
ac2 —2(aico + azcy)es + (102 — agey)? + dazcice < 0y finalmente a
(c102 + c201) — 24/(a102 — az)cicz < €3 < (182 + c2ay) + 24/(arag — az)cico
2) Supongamos que A > 0. Como en la demostracion del inciso 1), se ve que A > 0siy solosi

c3 < (c1a2 + coa1) — 24/(a1ag —as)cica 6 3 > (cra2 + cza1) + 24/(a1a2 — az)cice  (a)
asc, —ayco +c3)TVA
201

g _(

Por otra parte las raices de la ecuacion (8.2) son w
Se requiere que la raiz mas grande sea negativa, es decir (azc; — a;c2 + ¢3) + VA < 0, de aqui que
VA < (a1cg — agcq — c3), de donde se obtiene 0 < (ajcg — age; — c3), es decir

c3 < @12 — az¢; )
Como sabemos que dz > 0, debe cumplirse que

asc; < a;6p (¢)
Por otra parte regresando a la desigualdad VA < (ayco — agc; — c3), tenemos
(arcz — ager — c3)? — 4cy (azes — ascg) < (ajce — aze; — c3)?, entonces —4cy (azc3 — azcy) < Oy de
aqui que

agC3 > ascy (d)

Los puntos (a), (b), (¢) y (d) se cumplen si escogemos d;, d2 y d satisfaciendo el punto 2). l

En dimensiones mayores el analisis es mas complicado; sin embargo, generalizando éstas ideas
nosotros obtendremos un control que consigue que el sistema a 1azo cerrado no tenga dérbitas periddicas

de primer arménico.
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‘8.2 Diseiio de un control de alta ganancia para conseguir no existencia de solu-
ciones periodicas

En esta seccién presentaremos cuales son las condiciones que proponemos satisfaga el control de
manera que:

1) El control es un control de alta ganancia de la segunda parametrizacion, es decir, la parte real de
un eigenvalor a lazo cerrado diverge a —oo y las otras convergen a puntos fijos en el lado izquierdo del
plano compiejo.

2) El sistema a lazo cerrado es asintéticamente estable en ¢l origen, es decir, el control es un control
estabilizante para todos los valores del parametro.

3) Desde un punto de vista de una aproximacion de primer arménico, el sistema a lazo cerrado no
tiene soluciones periddicas.

Obtendremos nuestras condiciones precisamente haciendo un andlisis de primer arménico.

Para estudiar el comportamiento dindmico del sistema & = Az + bS(K 7 z) cuando la parte real de
los eigenvalores a lazo cerrado tienden a —oo, usamos la segunda parametrizacion, la cual recordamos
en seguida: K; = —8cn41-4, 1 < 1 < n, donde las ¢;’s son constantes positivas tal que el polinomio
P:*(s) =30, cis" ' es Hurwitz y 6 es un pardmetro positivo. Con tal parametrizacion del vector de
ganancias del control K, si {A;, A2,..., A, } sonlos eigenvalores del sistema a lazo cerrado en el origen,
es decir son las raices del polinomio P,(s) = s™ +5_I_ (a; + 6c;)s™* entonces un eigenvalor, digamos
A1, tiene ia propiedad de que 61~1’r2° 4\5'- = —c, y losotros { Az, ..., A\, } convergen a las raices de P.*(s),
cuando § — oo [ver Shaked, V & Kouvaritakis, 1976 v Young et al, 1977]. Nuestra intencion sera buscar
cuales son las c}s adecuadas de tal manera que P} (s) sea Hurwitz y el sistema a lazo cerrado no tenga

orbitas periddicas de primer arménico.
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\eamos que condiciones buscar en términos del Método de Balance Arménico. Se sabe que 1 +
W(p) = P.(p)/Po(p) [Barnett & Cameron, 1985]. De (2.9) y (2.11), una drbita periodica PA con
parametros (@, &) corresponde a un punto de interseccion de las curvas {W (jw) : w > 0}y {—1/N(a) :
a > 0} = (—o0,—1), donde j = (—1)'/2. Ya que N(a) es estrictamente decreciente para a > 1,
una solucién (@, ©) corresponde univocamente a un par (7, ) tal que N(a) = 1/(1 — 7). Por lo tanto,
soluciones (@, ) corresponden a soluciones @ > 0, 7 < 0 de la ecuacion 1 + W (jw) = r. Es decir,
la existencia de una é1bita periddica de primer arménico implica que w sea tal que 1 + W (jw) sea un
nimero real negativo.

Consideremos el caso cuando n es par (es decir n = 2m). Definamos los siguientes polinomios en
la variable L:

p(L) = cam — Com-1yL + ... + (=1)" "1 L™ !
g(L) = cgm-1 — Com-3L + ...+ (=1)" e, L™
P(L) = agm = ag@m-nL + ...+ (=1)" TagL™ ! + (-1)™L™
Q(L) = agm—_1 — Ggm_3sL + ...+ (=1)™ " Yg, L™}

Observese que

P2 (iw) = p(w?) + iwg(w?)

Pe(iw) = (P + 6p)(w?) +1w(Q + 6g)(w?)

P,(iw) = P(w?) + iwQ(w?)

Analogamente, definimos los siguientes polinomios cuando n = 2m + 1:
P(L) = cam = Cpm-n) L+ ...+ (=1)" e L™
q(L) = cam+1 — C2m—1 L+ ...+ (=1)"cy L™
P(L) = com — com-1)L + ... + (=) leoL™ 1 4 (=1)™L™
Q(L) = a2ms1 — @2m-1 L+ ...+ (-1)"a L™
Observese que

P} (iw) = q(w?) +iwp(w?)
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Pe(iw) = (Q + 6g)(w?) + iw(P + bp)(w?)

Py(iw) = Q(w?) + iwP(w?)

Para el caso en que n = 2m obtenemos que

1+ W (i) = P+6p+iw(Q+6q) _ [P(P+6p) +w?Q(Q + b)) +iws(Pg — Qp)
P+ iw@ P2+ u2Q?
donde los polinomios P, Q, py g estan evaluados en la variable w?

Por otro lado, para el caso en que 7 = 2m + 1 obtenemos que
: Q+8q+iw(P+6p)  [Q(Q+8q) +w?P(P + 6p)] +iws(Qp — Pq)
1+ W(iw) = . = 2p2
Q+iwP Q? +w?P
donde los polinomios P,Q, py q estan evaluados en la variable w?.

Para que el sistema no tenga soluciones periddicas del primer arménico en ambos casos necesitamos

que el polinomio Pg — Qp no tenga raices positivas. Veamos como son los coeficientes del polinomio
Pg — Qp. Primero definamos 1a matriz

0 0

—as a; -1 0O 0 0

D= ay —a@3 a; —ay 0 0]
0 0 0 0

o Op-2 —0np-3
0 0 0

Qn-1
Si D' denota el i-ésimo renglon y denotamos por ¢! = (¢;, ¢z, .., c,) entonces el polinomio (Pg —

Qp)(w?) queda definido como

(Pq—Qp)(w?) = (1)1 3 (D))
i=1

8.4)
Observese que si

Die>0,i=1,..,n 8.5)

entonces el polinomio (Pg — Qp) no tiene raices positivas. De aqui planteamos el siguiente pro-
blema:

Existe ¢ > O tal que
Dic>0Oparatodoi = 1,...,n

de manera que el polinomio P7*(s) = "7, ¢;s™~* sea Hurwitz

(8.6)
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Demostraremos que existe solucion para un problema ain mas fuerte:

El sistema de desigualdades
Dic>0,i=1,..,n
tiene al menos una solucién ¢ > 0y para toda solucién ¢
el polinomio P;*(s) = 3" | ¢;s"~* es Hurwitz

8.7

De esta manera obtendremos el siguiente teorema.

Teorema 8.2. Consideremos el sistema a lazo cerrado & = Az + bS(u) con A una matriz Hurwitz.
Si tomamos el control u(t) satisfaciendo u(t) = —écTz donde ¢ > O es solucién de (9.5) entonces el
control u satisface

1) El control u es un control de alta ganancia de la parametrizacion propuesta arriba

2) El control u es un control estabilizante en el origen para todo valor de 6.

3) Desde un punto de vista de una aproximacién de primer armoénico el sistema a lazo cerrado no
tiene Orbitas periddicas para todo valor de 4.

Demostracién. El inciso 3) es un corolario de las observaciones anteriores. Los incisos 1) y 2) los
trabajeremos separadamente y dedicaremos secciones completas a cada uno de ellos, de manera que el

inciso 1) serd un corolario de la seccién 8.3 y el inciso 2) serd un corolario de la seccion 8.4.

8.3 Condiciones suficientes para que un polinomio con coeficientes reales sea Hurwitz

8.3.1 Introduccion

Dado un polinomio real, el problema de encontrar condiciones bajo las cuales todas las raices del
polinomio tengan parte real negativa es un problema que siempre ha despertado mucho interés debido
a su importancia en las aplicaciones. El criterio mas ampliamente conocido es el llamado criterio de
Routh-Hurwitz [ver Gantmacher, 1959; Lancaster & Tismenetsky,1985] y lo hemos incluido en el apén-
dice. El problema fue planteado por Maxwell, y resuelto por Routh y Hurwitz, aunque posteriormente se

desarrollaron otros criterios.
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La prueba clasica del criterio de Routh-Hurwitz {Gantmacher, 1959] esta basada en 1a nocién de
indices de Cauchy y el Teorema de Sturm. En el libro de Uspensky [1990] puede encontrarse una prueba
diferente basada en un método debido a I. Schur También en el libro de Zabczyk [1992] se puede encon-
trar una prueba basada en métodos de variable compleja. En el mismo libro de Zabczyk se encuentra un
criterio debido a Routh [1877] que resulta ser una equivalencia de las condiciones de Routh-Hurwitz.

Por otro lado, en Lyapunov [1892] se demostrd un teorema que produce condiciones necesarias y
suficientes para que las raices del polinomio caracteristico de una matriz real tengan parte real negativa.
Otro criterio de estabilidad basandose en el uso de funciones cuadraticas especiales fue obtenido por
Lienard y Chipart {1914] con la ventaja que el niimero de desigualdades por verificar es cerca de la mitad
de las desigualdades por verificar en el criterio de Routh-Hurwitz.

En el libro Stability Theory [1995] puede encontrarse una recopilacion de trabajos acerca de poli-
nomios Hurwitz y cuestiones relacionadas. El trabajo de Jury en este libro es una revision historica de
los trabajos de Hermite, Routh, Lyapunov y Hurwitz, asi como un estudio de la relaciéon que hay entre

estos trabajos y otros acerca de este problema.

8.3.2 Condiciones suficientes

n n—1

Primero demostraremos que las desigualdades lineales implican que el polinomio P} (s) = >"._, &8
es Hurwitz. Comencemos con el siguiente lema.

Lema 8.1. Sea F'(t) un polinomio de grado n de coeficientes reales con todas sus raices contenidas
en C* y sea f(t) un polinomio de grado n — 1 de coeficientes reales tal que f(0) # 0. Consideremos el
polinomio de grado 2n — 1, F(t)f(t). Si F(iw)f(iw) no corta al eje = para todo w > 0 entonces todas
las raices de f(t) estan contenidas en C .

Demostracién. Sea [ el numero de raices de F'(t)f(t) que estdn contenidas en C~ y sea 7 el
numero de raices de F'(¢) f(¢) que estan contenidas en C*. Llamamos 8(w) al argumento de F'(iw) f (iw).

Entonces APH(w) = #(co)—0(0) es el cambio neto enel argumento de F(iw) f (iw). Yaque F(iw) f(iw)
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no corta al eje = si w > 0, entonces F(t)f(t) no tienc raices sobre el eje imaginario. Se sabe que
APO(w) = Z(I — ). [ver por ejemplo Ming-tz.u Ho et al, 1998, p. 406; Gille et al, 1959, p. 174]. El
hecho de que F(iw) f (iw) no corte al eje z si w > 0 implica que |A§0(w)| < . Por otra parte sabemos
que al menos n raices de F'(t) f (¢) estan contenidasen C+,entonces 7 > ny ! < n—1.Dedonde -7 < 0
y como [ — r es un nimero impar pues ! 4+ 7 = 2n — 1, resulta que la formula AgO(w) = (I — 1)

implica que A§°f(w) = —%. Entonces ! — r = —1. La unica posibilidadesque r = ny ! = n — 1. Esto

da como resultado que f(t) tenga sus n — 1 raices contenidasen C~. H

Teorema 8.3. Sea el polinomio a lazo abierto P,(¢) = t™ 4-a;t"~ ! +...+a, un polinomio Hurwitz.
Si el vector ¢ > 0 es solucion del sistema de desigualdades lineales

Dic>0, i=1,..,n

entonces el polinomio P.*(t) = 3 ._; ¢;it"* es Hurwitz.

Demostracién. Haremos la demostracion solo para el caso en que n es par pues ¢l caso cuando
es impar es andlogo. Sean = 2my sea F(t) = P,(—t), entonces F(t) es un polinomio de grado n de
coeficientes reales con todas sus raices contenidas en C*. Sea también f(t) = P;*(t) = Yo, cit™ %,
entonces f(t) es un polinomio de grado n — 1 de coeficientes reales.

Considerar el polinomio de grado n — 1, F(t) f(t). Por las observaciones hechas anteriormente
F(iw)f(iw) =[P(w?) — iwQ(w?)][p(w?) + iwq(w?)] = [Pp + w?Qq] +iw(Pg — Qp).

Ya que (Pg — Qp)(w?) = = Y1 (Dic)wH*= 1=y Dic > 0,4 = 1,...,n, tenemos que F(iw)f(iw)
no corta al eje x para todo w > 0. Entonces, aplicando el lema anterior se tiene que todas las raices de

f(t) = P2*(t) estan contenidasen C~. W

Corolario 8.1. Si A es una matriz Hurwitz y el vector ¢ > 0 es solucién del sistema de desigualdades
lineales

Dic>0,i=1,...,n entonces el sistema
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f—
[em]
jem)
oo

0 0 1 0
=1 : : o | z+ | | S(—ben,—ben-1, ..., ~bc1)z)
0 0 0 1 0
—Qnp —Qp-3 —Qp_2 - —0 1

es estable en el origen y no tiene orbitas periddicas de primer armoénico cuando 6 — oco. Ademds, un

eigenvalor diverge a —co y los otros convergen a las raices de P?*(t) = Y ., c;it™ "

Demostracion. Por el teorema anterior, si el vector ¢ > 0 es solucion del sistema de desigualdades
lineales D'c > 0,7 = 1,...,n entonces el polinomio P;*(t) = Y, ¢it® * es Hurwitz. Y por los
resultados en [Young et a/, 1977] un eigenvalor diverge a —oo y los otros convergen a las raices del
pélinomio Pr*(t) = Yo, cit" .1

i=1

8.4 El origen es un punto de equilibrio localmente estable: el control diseiiado es
un control estabilizante

Hasta ahora nosotros solo hemos probado que con nuestro disefio de control, el origen es punto
de equilibrio localmente asintéticamente estable cuando 6 es suficientemente grande. Sin embargo, esto
también es valido para todo valor de § > 0 (si nosotros escogemos los paremetros ¢; de tal manera que
satisfagan las desigualdades Dc > 0,7 = 1,...,n) como veremos en esta seccion. Esto es importante,
va que para este tipo de parametrizaciones existen sistemas para los que el origen no es estable para todo

valor de § > 0. Por ejemplo ¢n el siguiente sistema

0o 1 0 0
é=( 0 0 1 |z+| 0 |S((-2166,-56,—66)z)
-6 -11 —6 1

estamos usando una parametrizacién de alta ganancia: el polinomio a lazo abierto es P,(t) = t* +
6t + 11t +6 = (¢t + 1){t + 2)(t + 3) (P,(t) es Hurwitz) y el polinomio a lazo cerrado es Pe(t) =
34 (6 +68)t? + (11 +58)t +6+2166. Aqui el origen es localmente asintéticamente estable para valores
grandes de 8, pues un eigenvalor, A, tiene la propiedad de que %l — —6 vy los otros dos convergen a
las raices del polinomio P’*(t) = 6t + 5t + 216. Sin embargo, hay valores de § para los cuales el

sistema no es estable en el origen. Mas precisamente, cuando § € (2 — V2,2 + \/5) se obtiene que
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(6 + 66)(11 + 56) — (6 + 2166) es negativo, es decir, para estos valores de § el polinomio P.(t) no es
Hurwitz.
En nuestro disefio de control no se presentan estos problemas como se ve en ¢l siguiente teorema.
Teorema 8.4. Si la matriz a lazo abierto A es una matriz Hurwitz y el vector ¢ > 0 es solucién del
sistema de desigualdades lineales (8.5) entonces el origen es un punto de equlibrio localmente asintoti-

camente estable para todo valor de § > 0 del sistema

0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
= : : : : : z+ | 1 | S{(—bcn,—bcn 1,...,—bc1)T)
0 0 0 1 0
—ay —Qu.1 —Qp-2z - —0p 1

Demostracion. Haremos la demostracion para el caso en que n es par, ¢l caso en que n es impar
es analogo. Sea n = 2m. Sea el vector ¢ > 0 solucion del sistema de desigualdades lineales D'c > 0,
i=1,..,my 6 > 0unmumero fijo. Es suficiente demostrar que el polinomio a lazo cerrado es Hurwitz.
Consideremos el polinomio F.(t)F,(~t), sabemos que los polinomios a lazo abierto y a lazo cerrado
satisfacen

Pe(iw) = (P + 6p)(w?) + iw(Q + 8)(w?)

P,(iw) = P(w?) + iwQ(w?)

De aqui que

Pe(iw) Po(—iw) = [P(P + 8p) + w?Q(Q + 8¢)] + iwb(Pq — Qp)

Ya que el vector ¢ > 0 es solucion del sistema de desigualdades lineales D'c > 0,7 = 1,...,n
entonces el polinomio Pg — Qp no tiene raices positivas. Asi pues (Pq— Qp)(w?) # 0 para todo w > 0,
y por lo tanto P,(iw)P,(—iw) no corta al eje x para todo w > 0.

Sea {; el mimero de raices de P.(t)P,(—t) que estdn contenidas en C~ y r; el nimero de raices
de P.(t)P,(—t) que estdn contenidas en C*. Llamamos 6, (w) al argumento de P, (iw)P,(—iw) y de-

notemos por A6 (w) = 6 (oo) — 6;(0) al cambio neto en el argumento de P.(iw)FP,(—iw). Ya que
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Pe(iw)P,(—iw) no corta al eje z si w > 0, entonces P.(t) P,(—t) no tiene raices sobre el eje imaginario.
Entonces A0 {(w) = S (I, —r1).

El hecho de que P.(iw)FP,(—iw) no corte al eje z si w > 0 también implica que |AF0, (w)| < 7.
Por otra parte, P.(0)F,(0) = agm(azm + 6cam), que €s un nimero que se encuentra sobre el semieje
real positivo. Entonces tenemos 6, (0) = 0.

Para w grande P.(iw) P,(—iw) =~ w™ —ic; 6w*™ 1, que es un niimero complejo que se encuentra
en el cuarto cuadrante y lo que junto conel limite lim Im( P (i) Po(—iw)]

w00 Re[P,(iw) P,(—iw)]

2s7. Sinembargo, del hecho de que P.(iw) P,(—iw) no cortaal eje x siw > 0, se sigue que §;(c0) = 0,

= 0 implican que 8, (co) =

de lo que se obtiene que A6 (w) = 0. De aqui resulta que el polinomio P.(t)F,(—t) tiene el mismo
nimero de raices ubicadas sobre C~ que las raices ubicadas sobre C*. El polinomio es de grado 2n,
entonces existen n raices localizadas sobre C'*, que son las correspondientes a P,(—t) (ya que sabemos
que el polinomio a lazo abierto P, (t) es un polinomio Hurwitz). Esto implica que las n raices localizadas

en C'~ necesariamente son raices de P,(t), que es lo que queriamos demostrar. ll

Observacion Elteorema 8.4 significa que dado un polinomio Hurwitz f(t) se satisface que f(t)+6h(t)
es Hurwitz para todo § y para una familia de polinomios A(t) tal que h(t) = ¢;t" ! + cot™ 2 + ... + ¢y,
con (¢, cCg,..., ) € H.

Un resuitado relacionado puede verse en [Hinrichsen & Kharitonov, 1995]. En ese trabajo se pre-
sentan condiciones necesarias y suficientes para que po + K sea un conjunto de polinomios Hurwitz,

donde K es un cono convexo de polinomios de grado < n 'y grado(pg) = n.

8.5 Existencia de los controles estabilizantes: (Solucion del sistema de desigual-
dades lineales)

Ahora considerese el conjunto H = {c € R" : ¢ > 0y D'c > 0,¢ = 1,...,n}. En esta seccion
mostraremos que el conjunto H es no vacio. En particular para n = 3y n = 4 las soluciones las podemos

encontrar explicitamente:
118



Paran = 3, el conjunto H de soluciones son los vectores c, cuyas coordenadas satisfacen
a3

—— <
aiaz — as

asz
—cC2 < €3 < a1C2 — agCy
a2

Para n = 4, las soluciones se escriben explicitamente como aquellos vectores ¢ cuyas coordenadas

satisfacen:

03(0203 - a1a4)
laz(a1az — as) — aZay4]

c <cg

a4 a1a4 — G203) a a2 — a3)
—c3 <y < ( 5 c + ( ) C3
ag CLl 0,1

ag 1 ay ag aj
—+—c<cg< —Cc+—C3—-—C

ay ay as as as

Y los intervalos involucrados en cada caso existen debido a las condiciones de estabilidad.

Para dimensiones mayores, podriamos aplicar el Método de Eliminaciéon de Kuhn-Fourier para

? ) ¢ > O tiene alguna solucion [ver Kuhn, 1956 y Stoer & Witzgall,1970] y en

saber si el sistema <

caso de que existan soluciones, el mismo algoritmo permite encontrar explicitamente todo el conjunto de
soluciones.
El algoritmo de eliminacion de Fourier generaliza el método de eliminacion para sistemas de ecua-

ciones lineales. Denotemos I" : ( ?

) ¢ > 0 a nuestro sistema de desigualdades. El algoritmo consiste
en una primera parte en obtener un nuevo sistema de desigualdades I’ en el que ya no aparece una de las

variables, digamos que ¢, y de manera que:

C1
1
es solucién de I si y sélo si 3 ¢, tal que Gn es solucionde I'.
-1
Cn—
! Cn

De ésta forma toda solucidén de I' puede ser encontrada por eliminaciones sucesivas.

Aunque el método de eliminacion de Kuhn Fourier es adecuado en problemas concretos, en des-
arollos tedricos se vuelve demasiado complicado.

Sin embargo, ya que la matriz A es Hurwitz y la matriz D se construye a partir de las componentes
de la matriz A, entonces podremos emplear otros métodos -matrices de clase monétona- para obtener

todo el conjunto de soluciones de las desigualdades lineales.
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Denotemos por E = (e;;) a la matriz inversa de D. Es inmediato comprobar que el primer renglon
de E'es ( 1, 0, 0, ... O ) . Mostraremos que e;; > O paratodo: = 2, 3, ..., n. Antes demostramos
un lema.

Lema 8.2, Sea F; = (ey;)i=1,.. » 1aj — ésima columna de E. Definimos el siguiente

polinomio
g(t) = 3 et
=1

Ya que la matriz ' es no singular, existe algun e;; 5 0. Sea s el primer nitmero tal que el coeficiente de
t° es diferente de cero, esdecire,_; ; = Oparatodot = 1,...,5 — 1 y e,_, ; # 0. Entonces, dado el
polinomio h(t) = nz_:: e;;t" "% se cumple que P,(—t)Ah(t) no tiene raices sobre el eje imaginario.

Demostracién. Se satisface que P,(—t)g(t) = t* P,(—t)Ah(t). Dividamos en dos casos:
s es par: Se tiene que P, (—iw)g(iw) = (—1)%w* P,(—iw)h(iw). Tomando las partes imaginarias obte-
nemos (—1)" " liw fjl D'E;w?= %) = (~1)iw® Im[P,(—iw)h(iw)] [ver (8.4)]

Pero Im[P,(—iw)h(iw)] = w x [un plinomio en la variable w?}, de aqui que D*E; = 0 para todo

i > n — . También sabemos que D'E; = Oparai # jy D’E; = 1,porloque 1 < j <n— §ypor

nf : . :
lo tanto Im[P,(—iw)h(iw)] = (=1)*" 31w ¥ DiE;wr-9-2 = (—1)"~#~luwn-9)=¢ De aqui

=1

que si w es tal que P,{—iw)h{iw) = 0 entonces w = 0, pero F,(0)A(0) = ane,_, ; # 0. Porlo tanto

[P, (—iw)h(iw)] no tiene raices sobre el eje imaginario.

s es impar; Se tiene que Py(—iw)g(iw) = (=1)“F iw* P,(—iw)h(iw). Tomando las partes imaginarias

obtenemos (—1)" " tiw Xn: D E;w?= = (—1)"T iw® Re[P,(—iw)h(iw)] [ver (8.4)]

i=]1
Pero Re[P,(—iw)h(iw)] es un polinomio en la variable w?, de aqui que D'E; = 0 para todo

i >n— 231 También sabemos que D'E; = Oparai #jy DIE; = l,porloque 1 < j <n— 3ty

s—1

n-—-
a+l

por lo tanto Re[P,(—iw)h(iw)] = (—1)"~ % Zz DB n=D=s+l = (_)n- 5]y 2nmd) ek
=1

Por otra parte sabemos que P,(0)h(0) = ane,—,; # 0, por lo tanto 2(n — j) — s + 1 = 0, es decir
s = 2(n—j)+1y obtenemos que Re[ P, (—iw)h(iw)] = (—1)"‘%‘l = (=) I+l = (—1)7 L £ 0.

Porlo tanto P,(—iw)h(iw) # Opara todo w, esdecir P,(—t)h{t) no tiene raices sobre el eje imaginario. M
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Lema 8.3. Sea £ = (e;;) la matriz inversa de D. Entonces e;; > 0 paratodos ¢ = 2,3,...,7,
i=1,2,3,..,n

Demostracién. Sea E; la j—ésima columna de E'y D el i—ésimo renglon de D. Ya que E es
la inversa de D, entonces se satisface que (D'E;, D2E;, ..., D’ E;, DVE;, D™ E;,...,D"E;) =
(0,0, ...,0,1,0,....,0)

Por otra parte, sean g(t), s y h(t) como en ¢l lema 8.2. Considerese el producto de polinomios
P,(—t)h(t). Sea Iz el nimero de raices de P,(—t)h(t) que estan contenidas en C~ y sea r; €l niimero
de raices de P,(—t)h(t) que estan contenidas en C'*. Si evaluamos P,{—t)h(t) en iw podemos expresar
el numero complejo P,(—iw)h(iw) como P,(—iw)h(iw) = a(w?) + iwB(w?). Dividimos en casos:

s es par: Como en lema 8.2, Im[P,(—iw)h(iw)] = (—1)* = Lww?(™~)~2 porlo tanto P,(—iw)h(iw)
no corta al eje z para todo w > 0.

Llamemos 62(w) al argumento de P,(—iw)h(iw). Y denotemos por AF02(w) = f2(c0) — 6,(0)
al cambio neto en el argumento de P,(—iw)h(iw). Por lema 8.2 P,(—t)h(t) no tiene raices sobre ¢l ¢je
imaginario. Entonces A§°0s(w) = §(l2 — r2).

Ya que P,(—iw)h(iw) no corta al eje = si w > O entonces |A§*02(w)| < . Por otra parte, n <
grado de P,(—t)h(t) < 2n — 1y ya que P,(—t) tiene n raices en C*, entonces r2 > n y por lo tanto
lg—rg < —1. Esto ultimo implica que A§°f2(w) < —7F,y esto junto con el hecho de que |[A§°02(w)| < 7
da como resultado que A§°0z(w) = —% 6 —m. De aqui que lp — g = —1 0 lp — o = —2, es decir
ly = rg—10lg = ro—2. Como todas las raices con parte real negativa de P,(—t)h(t) son necesariamente
raices de h(t) y A(t) es un polinomio de grado menor o igual que » — 1, entonces n > Iz, pero también
ro > n,dedonden >lp >n—1lon >l >n—2porlotantoly =n—1o0ls =n—-2)y
de aqui que el polinomio h(t) tiene grado n — 1 0 n — 2 y todas sus raices tienen parte real negativa,
por lo tanto todos sus coeficientes son diferentes de cero y tienen el mismo signo. También se obtiene
que el polinomio A(t) es de grado n — 1 (que corresponde al estudio de la columna E; ) o es de grado

n — 2 (que corresponde al estudio de las columnas E; con j > 2). Esto probaria que los elementos
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de la primera columna son positivos pues e;; = 1y probaria que e;; # Osij > 2 ademas de que
signo(e;, ;) =signo(e,,;) V2 < 43,42 < nVj = 2, ..., n. También se ve inmediatamente que s = 0.
Mostremos que e;; > 0V) = 2,... n.
Tenemos que Pp(~iw)h(iw) = Re[P,(—iw)h(iw] + (—1)" tiww?(n=7)
Supongamos que n = 2m [el caso en que 1 es impar es andlogo]. Entonces se tiene que Im[ P, (—iw)h(iw)] =
(=1)2m~wwm=9)+1 porlo tanto P,(—iw)h(iw) siempre s¢ encuentra en el tercero o cuarto cuadrante.
Por otra parte, P,(0)h(0) = agmeam ;.
Si e2m,; < 0 entonces 62(0) = 7.
Ahora estudiemos 62 (00). Cuando w — 00, P,(—iw)h(iw) s —eg jwX2m=1) _ X 7=+l vy

que e ; es del mismo signo que ey, ; entonces P, (—iw)h(iw) siempre se encuentra en el cuarto cuadran-
Im[P,(—iw)h(iw))

—
Re[P,(—iw)h{iw)]

cuando w — oo, de aqui que §2(co) = 27, por lo que A§fb2(w) = 27 — m = 7, lo cual es una con-

te cuando w — oo. Como j > 2 se satisface que 2(2m—1) > 2(n—j7)+1y asi

tradiccién pues A0y (w) = §(le — m2) = F{(n— 2 —n) = —n. Porlo tanto ey, ; > Oy e;; > 0

sesimpar: Veamos que este caso es imposible. Similarmente como enLema 8.2, Re[ P, (—iw)h(iw)] =
(=1)’~! # 0, entonces P,(—iw)h(iw) no corta al e¢je imaginario y siguiendo argumentos andlogos al
caso anterior se llegaaque e;; #0V7 =1,2,3,...,nvi = 2,3, ..., n, lo cual probaria que s = 0 contra-

diciendo el hecho que s es impar Por lo tanto el caso s impar es imposible. Il

Antes de indicar cual es el conjunto de soluciones de las desigualdades lineales necesitamos la
siguiente definicion.

Definicién 8.1. Una matriz real R de m x s ¢s una matriz de clase monoétona si Rz > 0 implica
z > 0, donde = > O significa que todos sus elementos son no negativos [ver Mangasarian, O. L., 1968].

Para matrices cuadradas es conocido que una matriz cuadrada R es de clase monétona siy sélo si
existe R™'y R~! > 0,donde R~! > O significa que todos sus elementos son no negativos {ver Collatz,

1966; Cap. 3, §23]. De aqui obtenemos ¢l siguiente resultado.
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Corolario 8.2, La matriz D es de clase monétona.

Demostraciéon. Se sigue del Lema 8.3.

Para mostrar cual es el conjunto solucion de las desigualdades lineales consideremos el siguiente
conjunto R} = {z € R™ / 2z > 0}.

Teorema 8.5. Se satisface que H = D™'R7}.

Demostracion. C] Seav € H, entonces Dv > 0y v > 0, por lo tanto ya que v = D~ 1Dv con
Dv > 0, tenemos que v € D™'R}.

D) Seav € DIRY, entonces v = D~ 'u conu > 0, de aqui que Dv = u > 0,y como la matriz

D es de clase mon6tona, se obtiene que v > 0, porlo tantov € H. H

8.6 Un ejemplo numérico

Considerar el siguiente sistema

0 1 0 0
T = 0 0 1 Jz+ | 0 |S((—6.56,—118,—56) x)
-6 —11 -6 1
En este caso
1 0 0 5 5
-11 6 -1 c=1| 11 |]ysesatisfacequeDc=| 45 | >0.
0 -6 11 6.5 5.5

Haciendo simulaciones para los valores § = 10,100, 1000 se encontrd que el sistema no tiene
soluciones periddicas, ain mas se ve que las trayectorias convergen al origen aunque la condicion inicial

sea muy grande, sugiriendo una posible estabilidad global.

8.7 Conclusiones

E1Método de 1a Funcién Descriptora resulto valioso no solo para el analisis de sistemas sino incluso
para el disefio de controles como se mostré en este capitulo. Apoyados en ciertas condiciones suficientes
para que un polinomio con coeficientes reales sea Hurwitz pudimos disefiar un control estabilizante de alta

ganancia. Mas precisamente, el control obtenido es un control que se disciia en terminos de parametros
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que satisfacen ciertas desigualdades lineales y que depende del parametro 6. Se satisface que para todo
valor de § > O el origen resulta ser un punto de equilibrio localmente asintéticamente estable, lo cual es
bueno pues esto significa que no debemos imponer condiciones adicionales ademas de las desigualdades.
En otras palabras, el control es un control establizante para todo valor de § > 0. Cuando 6 es grande un
eigenvalor a lazo cerrado tiene parte re.t negativa muy grande, es decir, el control es un control de alta
ganancia, de donde podria ser utilizado para rechazar perturbaciones. Adicionalmente, desde un punto

de vista de primer armonico el sistema controlado no tiene érbitas periddicas.
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Apéndice de la Parte 2

B.1. Las condiciones de Routh-Hurwitz

Teorema (Condiciones de Routh-Hurwitz). Dado un polinomio de coeficientes reales f(2) = boz™ +

bz ! +.... + bp_12 + b,, definimos la matriz de Hurwitz asociada a este polinomio

by by 0 0 .. O
b3 b2 by b .. O
bg by b3 by .. 0
b2n— 1 ban_2 b2~n—3 b2’n—4 e bp

donde by =0sik > n.

Para que tal polinomio tenga todas sus raices con parte real negativa, es necesario y suficiente que se

boA, > 0sin esimpar

tisf; A >0,A boA A
satisfaga que bo Ay yA2 > 0,0043 > 0,44 >0, ,{ A, > Osines par

donde los A;s son los menores principales de 1a matriz de Hurwitz.
En caso de que bp = 1 la condicion simplemente dice que los menores principales deben ser posi-

tivos, es decir, Ay > 0,42 > 0,43 >0,...,A, > 0.

B.2. El Teorema de Hermite-Biehler

Los resultados en éste apéndice fueron tomados de [Bhattacharayya ef al., 1995). Consideremos los

siguientes polinomios reales:

a)Paranpar(n=2m, m > 1)

P(L) = cam+Cml+...+cL*™ 4 [2m
QL) = cam-1—Cam-3L+...+(=1)""1¢; L™}
S(L) = cm=Coym-nL+...+ (=)™ L™ 4 (- L™

b) Paran impar(n = 2m+ 1, m > 0):

P(L) = comer+Coml+...+cL%™ + L2m+1
QL) = cm+1—Ccm-aLl+...+(=1)"c, L™
S(L) =  Com —’02(m_1)L+...+(—1)"""1ch"“_1 +(__1)‘mLm

Note que P(jL) = S(L2?) + jLQ(L?) cuando n es par,y P (L) = Q(L?) + jLS(L?) cuando n

es impar
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Definicion B1. (Propiedad de Alternancia). Un polinomio real P(L) con grado par satisface la

propiedad de alternancia si
2)Com -1 Y C2re tienen el mismo signo y ¢; es positivo
b)Todas las raices de S(L) y Q(L) son reales, positivas y distintas y las m raices positivas de S{..) junto
con las m — 1 raices positivas de J(L) estan alternadas en la siguiente forma:
0« LS,I < LQ,I < Ls’g <...< LS,m—l < LQ,m—l < Ls,m
donde las Ls’s y las Lg’s son las raices de S(L) y Q(L), respectivamente. Similarmente, un polinomio
real P(L) con grado impar satisface la propieda de alternancia si

A)Cam+1 Y Com tienen €l mismo signo y ¢; es positivo

b)Todas las raices de S{L) y Q(L) son reales, positivas y distintas y las m raices positiifas| de S(L) junto
con las m — 1 maices positivas de (L) estan alternadas en la siguiente forma:
0< LS,l < Lle < LS,Q <... < LSVmAl < LQ,m-l < LS,m < LQ,m

donde las Lg’sy las Lg’s son las raices de S(L) y Q(L), respectivamente.

Teorema . (Hermite-Biehler) Un polinomio real P(L) es Hurwitz si y sélo si satisface la Propiedad

de Alternancia.
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Capitulo 9

Conclusiones finales

La primera parte del trabajo la hemos dedicado al estudio de 1a RA y las posibles bifurcaciénes. En
el capitulo 3 nosotros estudiamos sistemas mas generales de los que usualmente se estudian en Teoria de
Control. Mas precisamente, en este capitulo hemos trabajado con sistemas para no son necesariamente
controlables y para los cuales el origen no es necesariamente estable y dimos una descripcion comple-
ta de los diferentes comportamientos dindmicos en términos de una aproximacion de primer arménico,
mostrando que esta informacion (que es aproximada) coincide con la obtenida con métodos cualitativos.
Siguiendo con la parte 1, en el capitulo 4 (dedicado a sistemas tridimensionales) presentamos algunos
resultados sobre la existencia de bifurcaciones de 6rbitas periédicas, en las cuales una 6rbita periddica
simétrica se rompe para dar origen a al menos dos drbitas periddicas no simétricas en un sistema de con-
trol tri-dimensional sujeto a un control de alta ganancia con saturacién. Estos resultados deben ser vistos
solamente como una evidencia de la existencia de auténticas orbitas periodicas no simétricas y como una
motivacién para continuar con el estudio de éstos sistemas. Por otra parte, es posible que existan bifur-
caciones y comportamientos dindmicos no capturados por el método de balance del primer arménico, ya
que el método esencialmente se enfoca a detectar 6rbitas peritdicas.

De especial interés son los sistemas sujetos a un control de retroalimentacion de estado de alta ga-
néncia con saturacion, a los cuales hemos dedicado la segunda parte del trabajo. En el capitulo 6 conti-
nuamos con el estudio del comportamiento dindmico de sistemas lincales bidimensionales bajo retroali-
mentacion de estado con saturacion, pero agregando la condicién de controlabilidad y el requerimiento de
que el control sea estabilizante, de hecho hemos usado un control de alta ganancia. Aplicamos el princi-
pio de balance del primer armonico pare buscar orbitas periddicas aproximadas, y de ésta manera, hemos
ganado en el conocimiento acerca del comportamiento cuantitativo de la region de atraccion del origen.
En trabajos en dimension 2 donde se estudiaron estos mismos sistemas lineales sujetos a una retroali-

mentacion de estado con saturacion con teoria cualitativa de sistemas dinAmicos, el comportamiento de
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las regiones de atraccion con respecto a las ganancias del control no fue obvia. Ahora hemos encontrado
que si el sistema a lazo abierto es inestable, la retroalimentacion de alta ganancia tiene un efecto adverso
sobre el tamafio de la region de atraccion del origen. En el capitulo 7 (sobre sistemas n-dimensionales)
hemos generalizado éste resultado apoyandonos en ¢l criterio de estabilidad conocido como Teorema de
Hermite-Biehier y hemos encontrado que sin > 3 un cierto conjunto de o1bitas periddicas PA se contraen
al origen cuando €l parametro de alta ganancia es incrementado. Ya que tales orbitas periddicas PA son
radialmente inestables y desde un punto de vista de una aproximacién de primer armonico estan conteni-
das en la frontera de la RA esto puede ser interpretado como una evidencia de que la region de atraccién
del origen se anula haciendo que el origen se convierta en un punto de equilibrio inestable. Mas precisa-
mente, aunque algunas trayectorias del sistema a lazo cerrado & = Az + bS(K Tx) convergen al origen,
debido a que la RA se colapsa al origen las trayectorias cuya condicion inicial no estd contenida en la RA
podrian diverger o ser atraidas hacia un atractor distinto del origen o podrian presentar comportamientos
mds complicados. Es importante hacer notar que ¢l comportamiento arriba descrito es independiente de
ia estabilidad del sistema a lazo abierto © = Az, siempre que n > 3. Esto s, desde el punto de vista de
un Andlisis del Primer Arménico podemos concluir que para n > 3, un control de retroalimentacion de
alta ganancia conduce a la desestabilizacion del sistema a lazo cerrado con entradas acotadas.

Por lo tanto, como en el caso de dos dimensiones la retroalimentacion de alta ganacia ticne un efecto
adverso sobre ¢l tamaiio de la region de atraccion, pero en este caso éste efecto adverso se tiene indepen-
dientemente de la estabilidad de la matriz a lazo abierto. Asi que el problema de escoger ganancias de
control suficientemente grandes para conseguir un buen margen de robustez, pero no tan grande como
para inducir muy pequeilas regiones de atraccion, podra ser analizado a la luz de los resultados prelimi-
nares reportados aqui.

En el capitulo 8, hemos obtenido un teorema que da condiciones suficientes para asegurar que un
polinomio es Hurwitz. Si los coeficientes de tal polinomio satisfacen cierto sistema de desigualdades
lineales entonces todas las raices del polinomio tienen parte real negativa. Hemos aplicado éste teorema

para disefiar un control estabilizante de alta ganancia, de manera que la parte real de un eigenvalor a lazo
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cerrado diverge a —coy el resto de los eigenvalores convergen a puntos fijos del semiplano izquierdo del
plano complejo. Adicionalmente, el sistema a lazo cerrado no presenta soluciones periodicas de primer
arménico. Con esta informacion hemos presentado un ejemplo para el cual las simulaciones muestran
que no existen 6rbitas periodicas.

Como se ha mencionado, cuando obtenemos una orbita periédica de primer arménico esta no ne-
cesariamente corresponde a una auténtica orbita periddica. Si las armoénicas superiores generadas por el
elemento no lineal se atenuan suficientemente por los elementos lineales, de manera que en la salida so-
lamente es significativa la componente de la armonica fundamental, entonces el Método de la Funcién
Descriptora estara prediciendo verdaderas orbitas periédicas.

El Método de 1a Funcién Descriptora debe combinarse con otro tipo de analisis: 1a informacion
obtenida en un analisis de primer armonico debe someterse a un analisis para decidir cual de esta infor-
macioén es factible y cual no, aqui uno podria apoyarse en resultados cualitativos previos del problema
o hacer simulaciones numéricas y comparar los resultados. En resumen, el Método de la Funcion Des-
criptora debe verse como una herramienta util para obtener informacién acerca de las posibles soluciones
periodicas de un sistema de ecuaciones diferenciales con control, que en términos generales es un proble-
ma dificil. Esta trabajo debe ser visto como una primera etapa para estudiar sistemas de control lineales
bajo cotas de entrada y retroalimentacion de alta ganancia.

Entre los problemas que pueden plantearse como una continuacion de esta tesis esta el de utilizar
métodos cualitativos para demostrar las evidencias que se han encontrado con el método de balance
armoénico, en particular, cuando se utiliza un control de alta ganancia de la primera parametrizacion se
plantea el problema:

Margen de Robustez contra tamafio de la region de atraccion.

También pueden hacerse estudios de sistemas de control con entradas multiples. Otro problema es
el de seguir estudiando los resultados del capitulo 8, donde obtuvimos que cierto polinomio es Hurwitz
cuando la matriz a lazo abierto A es Hurwitz, pero que podria hacerse quitando esta restriccion y en tal

caso proponer un método de disefio de controles estabilizantes.
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