
SOLUCIONES  PERIODICAS  DE  PRIMER  ARMONICO  DE  SISTEMAS  LINEALES  CON 
CONTROL SATURADO 

TESIS QUE PRESENTA EL 

M.C. BALTAZAR AGUIRRE HERNANDEZ 

PAR4 LA OBENCION DEL GRADO DE 

DOCTOR EN CIENCIAS 

DICIEMBRE 1998 

DIRECTOR  DE  TESIS 

DR RODOLFO SUAREZ CC)RTES 

D M S I ~ N  DE CIENCIAS BASKAS E INGENIERIA 

UNIVERSIDAD A U T ~ N O M A  MFIROPOI~ITANA-IZWALARA 



SOLUCIONES  PERIODICAS  DE PRIMER ARMONICO DE 

SISTEMAS LINEALES  CON  CONTROL  SATURADO 

POR 

BAKMZAR AGUIRRE HERNANDEZ 

TESIS DE  DOCTORADO 



A mis padres: 

Esperanza y Jost Baltam 

A mis hermanas y hermanos: 

Carolina,  Guillexmina, Eva e Hilda 

Juan Carlos, Eusebio, Jacob0 y Luis 



Agradecimientos 

Deseo  agradecer  a los sinodales, D t  Vladimir  Kharitonov Gxigorieva, Dr Jaime Alvarez  Gallegos, 

Dr Carlos Ibana Wdez, DE Joaquín Delgado  Femhndez  y al DE Rodolfo S h z  Cortes  porque  las 

revisiones tan cuidadosas  que  hicieron de esta tesis  trajeron  como  resultado  sugerencias y observaciones 

muy valiosas para  mejorar este trabajo. 

En particulq deseo  expresar mi agradecimiento  a mi asesor, el Dr Rodolfo S h z  Cortes por el 

tiempo  y la dedicación que tuvo pam la realización de tste trabajo. 

De manera  especial, quiero agradecer al Dt  Jost Alvarez R3mirez, cuya contribuci6n ha sido fun- 

damental. 

Tambitn agradezco por su colaboración y comentarios al Dt  Carlos Ibana Wdez y  al Dr Guillermo 

Femández. 

Quisiera agradecer tambitn a Beatriz Arce Mugas por su ayuda en la  captura de datos de alguna 

parte del trabajo. 

Finalmente,  expreso  sinceramente mi agradecimiento al Consejo  Nacional de Ciencia y Tecnología 

(CONACyT) por el  financiamiento  recibido duxante el desarrollo de este trabajo por medio de su Pro- 

grama de  Becas  de Posgxado, así como al  Instituto  Mexicano del Petroleo (IMP) por su apoyo en esta 

tesis mdante  el  Proyecto FIES95-9311 bajo  responsabilidad  del Dr Jod  Alvarez Ramírez y que lleva 

por titulo Tonto1 Robusto de Procesos  Químicos". 



INDICE 

Introducción 5 

Parte 1 Regiones de atracción y bifurcaciones  de órbitas periódicas 14 

1 Intmducción 

2 Predicción  de órbitas periódicas 

15 

18 

2.1 El  Método  de  Balance  Armónico ............................................................................................................... 18 

2.2 El  Método de balance  armónico  en  sistemas  controlables con saturación ................................................. 2 2  

2.2.1 una forma canónica y una expresión  para la función de transferencia .................................................... 22 

2.2.2 El  mdtodo de balance de primer armónico en sistemas  con  saturació n.. .................................................. 24 

2.2.3 Información  Geométrica del M6todo  de  Balance  de  Primer  Armónico .................................................. 27 

3 Sistemas  en el plano 29 

3.1 Información  del Método de  Balance  de  Primer  Armónico ......................................................................... 29 

3.2 Ohitas periódicas  simétricas  de  primer  armónico ..................................................................................... 30 

3.3 Ohitas periódicas no simétricas  de primermónico ................................................................................ 32 

3.4 conclusiones ............................................................................................................................................ 35 

4 Sistemas  tri-dimensionales  38 

4.1 Presentación  del  control  al  que estará sujeto el sistema ............................................................................. 38 

4.2 Información  Geométrica  del  Método  del Primer Armónico ..................................................................... 40 

.................................................................................................... 4.3 No existencia  de OPPA’s no simétricas 41 

4.4ElCasoenqueAesHurwitz .................................................................................................................... 43 

4.5 Caso  en  que A es antiestable .................................................................................................................... 48 

4.5.1 Ohitas periódicas no simétricas PAvirtuales .............................................................................. 53 

4.6 Caso enque la matrizA tienevalores propios conparte  mlpositivay negativa ...................................... 57 

4.6.1 A conunvalorpropio negativo .................................................................................................... 57 

4.6.2 A con un valor  propio  positivo .................................................................................................... 58 

1 



4.7 El 3-integrador ......................................................................................................................................... 60 

4.8 Conclusiones ........................................................................................................................................... 62 

Apbndice  de la Parte 1 67 

.culodelasfuncionesF(a,ao)yG(a, cro) ............................................................................................... 62 

Resultados técnicos ....................................................................................................................................... 70 

Propiedades asintóticas de T y u2 .................................................................................................................. 77 

Parte 2 Sistemas sujetos acontroles de alta ganancia  81 

5 Introducción 82 

6 Sistemas planos controlables  86 

6.1 Diagrama de bifurcaci6n de Primer Armónico ......................................................................................... 87 

6.2 Simulaciones  numéricas .......................................................................................................................... 92 

6.3 Conclusiones ........................................................................................................................................... 94 

7 Sistemas  n-dimensionales:  primera  parametrización 95 

7.1 Introducción ............................................................................................................................................ 95 

7.2 Información del Método de la Función Descriptom ................................................................................. 98 

7.3 Resultados  Principales ............................................................................................................................. 99 

7.4 Conclusiones ........................................................................................................................................... 106 

8 Condiciones suficientes para  que  un  polinomio  sea Hunvitz y su aplicación a el diseíio  de un con- 

trol estabilizante de alta ganancia  (segunda  parametrización) 107 

8.1 Introducción: Sistemasbidimensionalesy tridimensionales ................................................................... 107 

8.2 Sistemas n-dimensionales:  DiseiIo de uncontrol de alta ganancia para conseguir no  existencia de soh- 

ciones penodicas 110 . .  .......................................................................................................................................... 

8.3 Condiciones suficientes para  que un polinomio sea Hunvitz .................................................................. 113 

8.3.1 lntroducclon 113 . .  ............................................................................................................................... 

8.3.2 Condtciones suficientes ............................................................................................................. 114 

2 



? 

3 



CAG 
GAE 
LAE 
M B A  

MBPA 
MFD 
OPPA 

OPPAC 
PA 

P B A  
RA 

RAG 
C+ 

Lista de acrónimos 
Control de Alta Ganancia 

Globalmente  Asintóticamente fitable 
Localmente  Asintóticamente Estable 

Mktodo de Balance  Armónico 
ILlétodo de Balance de Primer  Armónico 

Mdtodo de la  Función  Descriptora 

M i t a  Periódica de Primer  Armónico que se Colapsa 
Primer Armónico 

Principio de Balance  Armónico 
Región de Atracción 

Retroalimentación de Alta Ganancia 
El  conjunto de números  complejos con parte real estrictamente  positiva 

Orbita Periódica de Primer Armónico ' 

4 



Introducción 
En esta tesis consideramos  sistemas  del  siguiente tipo 

x = A x + h  (1) 

donde A es una matriz  cuadrada  de n x n, z y b son vectores  en  el  espacio  n-dimensional y u es una 

función  real  llamada  control  que  introducimos  con  el fin de lograr un  cierto  objetivo. Por ejemplo, se 

puede buscar que el sistema sea globalmente  asintóticamente  estable, o bien,  que la región  de  atracción 

del  origen sea lo m& grande  posible.  Si u = u(z), entonces se dice  que u es una retroalimentación  de 

estado. En el diseílo de  leyes de retroalimentación  de  estado  usualmente no se considera la restricción 

de  que  las  entradas sean acotadas, es decir que u deba ser una función  acotada. En general,  las  leyes  de 

control  se  diseflan sin tomar en cuenta las cotas o límites en los  dispositivos físicos. Sin embargo, en 

los  sistemas físicos (en las  aplicaciones)  existen  especificaciones de seguridad y desempeílo, así como 

otras limitaciones  (de  espacio o de energía, por ejemplo) y debido a esto, es necesario imponer ciertas 

restricciones en las  leyes  de  control, de manera  que  en la práctica las acciones  de  control  alcanzan el valor 

máximo y mínimo  físicamente  posibles  de  las  entradas (se saturan). 

Un  enfoque  natural para diseíjar  controles  acotados es considerar  saturaciones de retroalimentacio- 

nes  lineales. A continuación  explicamos  este  enfoque.  Cuando en  el sistema (1) el par ( A ,  b)  es contro- 

lable,  entonces  existe una retroalimentación  de  estado u = KTz ,  donde K es un  vector en el  espacio 

n-dimensional, de tal manera  que  los  valores  propios  de la matriz A + bKT pueden ser escogidos  arbitra- 

riamente. En particular,  puede  conseguirse que el sistema = ( A  + b K T ) x  sea globalmente  asintótica- 

mente estable. Con  la f d i d a d  de  construir la llamada  saturación  de u hacemos la siguiente  definición. 

Definición. Sea v una función  de  control  del  sistema (1) y u-, u+ números  reales tales que u- < 

O < u+. Si [u- , u'] es el conjunto  de  valores  admisibles,  entonces la saturación  de u ,  a la cual denotamos 

como ZJ,,~, es la  siguiente  función 
u- si u- > v  

ZJ si u- 5 u+ 
u+ si v > u+ 
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5 = Ax + h,, t  

es decir 

En éste trabajo nosotros sólo cosidemmos funciones de saturación  simétricas, es decir u+ -u-. 

La restricción  sobre  la  entrada /u/ 5 u+ induce  severas  restricciones  sobre  la estabilidad del  sistema 

a lazo cerrado. Si  la  matriz  a lazo abierto A tiene al  menos un valor propio con parte real positiva, 

entonces no hay una función de retroalimentación acotada U , , ~  ( x )  tal que el sistema  a lazo cerrado 5 = 

Az + h s a t ( z )  sea globalmente  asintóticamente estable (GAE). Es decir; bajo u,,~(z), la región de 

atracción del origen es un subconjunto  propio  de Rn . Este resultado es “comprensible” desde un punto 

de vista intuitivo. Para el caso en que el sistema  a  lazo abierto i = Ax es asintóticamente estable (es 

decir, la matriz  a lazo abierto A es Hurwitz) y considerando  el  caso  bidimensional no es dificil probar 

que para cualquier retroalimentación estabaizante KTx  el  sistema a lazo cerrado li: = As + bS(KTx) 

permanecerá GAE alrededor del origen a pesar de la  saturación de la entrada [Suarez et al., 19951. Sin 

embargo, si R. L. 3 el sistema presenta un comportamiento que no es el esperado. De hecho, existen 

funciones de control  acotadas S(K*z)  para las cuales el sistema a lazo cerrado j. = Ax + bS(KTx)  no 

es GAE. 

Finalmente nos queda la pregunta de qué pasa  cuando  la  matriz A tiene valores característicos en 

el eje imaginario. En este caso es conocido  [Fuller, 19691 que  si el sistema (1) contiene al  menos un 

integrador mdimensional con m 2 3, es deciq el cero es un valor característico de la matriz A de al 
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menos 3er orden,  entonces existen trayectorias  del  sistema a lazo  cerrado  que no pueden ser llevadas al 

origen con acciones  de  control  lineales saturadas. 

Como se ve,  el  fenómeno de saturación  impide  que la estabilización  de un sistema  mediante  retroa- 

limentación sea global. 

Por otro  lado, es muy importante  observar  que  aunque el sistema  resultante a lazo  cerrado 

x = Az + bzla(z) es no lineal, presenta la caracterktica de ser continuo y lineal  por pedazos. Esta clase 

de  sistemas es muy interesante ya que ellos combinan diferentes tipos de  comportamiento  dinámico  en 

diferentes  regiones  del  espacio de estado. En realidad  el  comportamiento didmico observado en sistemas 

similares a (1) es muy &verso:  desde  estabilidad  asintótica  global hasta caos [ver  Kahlert, C. & Rossler, 

1985 y Chua et al, 19861. En nuestro caso, la introducción  de la función  de  saturación &(u) en el sistema 

(1) tiene  consecuencias  como la aparición  de otros puntos de equilibrio u ó&itas periódicas  (ciclos límite) 

del  sistema a lazo cerrado.  Ahora  bien,  ya  que S(0) = O y la linealización  de Az + bu, (x) alrededor 

del  origen es 5 = ( A  + bKT)z, entonces  el  origen  sigue  siendo un punto  de  equilibrio  asintóticamente 

estable  del  sistema a lam cerrado a pesar  de la saturación, por lo  que  podemos  aprovechar los mCtodos 

para  diseiiar  controles  lineales si el  conjunto  de  puntos  de  interes  práctico  está  contenido  en la región  de 

atracción  del origen. Por  lo  tanto,  la  caracterización y estimación  del t a m o  de la región  de  atracción 

proporciona una manera  sencilla  para el manejo de las restricciones  de saturación. 

Así pues,  desde el punto  de  vista  de  Teoria  de  Control  tendríamos tres problemas,  de  los cuales solo 

los dos  primeros son estudiados en esta tesis: 

I. Encontrar la RA para el sistema  saturado. 

2. Caracterizar  el  conjunto  de  vectores K para los  cuales  el  sistema  saturado a lazo  cerrado  es GAE. 

3. DiseÍíar  funciones  de  control no lineales,  dtferentes a las  lineales  saturadas,  de  forma tal que  el  sistema 

a lazo cerrado sea GAE. 

Una  forma  de  abordar  el  problema 3 se  puede ver en [Suárez et ai, 19971, ver también  las  referencias 

contenidas  en  ese  trabajo. 
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Los efectos  de la saturación  presentan  comportamientos  tipicamente no lineales,  tales  como: md- 

tiplicidad  de  puntos  de equlibrio, flujos restringidos a esferas,  cilindros, etc., de aquí el inteds de  hacer 

una descripición  cualitativa de éstos sistemas,  caracterizarizando sus puntos  de  equilibrio, sus óhitas pe- 

riódicas,  la  forma  de la región de atracción, etc. En un trabajo  previo  sobre  sistemas  bidimensionales 

[Alvarez et al., 19931, fue estudiado el comportamiento  cualitativo  de la region de atracción del  origen 

n(0) en términos  de  los  pariunetros  del  sistema no controlado y también fue establecida  la clasificación 

de los puntos  de  equilibrio de (1). Sea a(A) el espectro de la matriz A. Se  mostró que si a(A) n C+ # 0, 

el origen no es globalmente  asintóticamente  estable.  Además, si traza(A) > O, entonces  podría  aparecer 

una  órbita periódica alrededor  del  origen  de  manera  que Q(0) es un conjunto  acotado.  Además,  fueron 

descritas  bifurcaciones  topológicas de O(0) tales  como  el paso de O(0) de un  conjunto no acotado a un 

conjunto  acotado a tráves  de  conexiones  homo(hetero)-clínicas  entre  puntos  de  equilibrio  de  tipo silla 

[ver  también  Llibre y Sotomayor]. 

En otro trabajo  [Suárez et al., 19951 y continuando con mktodos  cualitativos se dió una caracte- 

rización topológica  de  la región de  atracción  del  origen (RA) para  sistemas  lineales con control lineal 

saturado.  Para  este fin, fue esencial el estudio  del  comportamiento d~námico sobre  la frontera de la RA. 

En particular,  se  probó  que la frontera es igual a la unión de las variedades estables de los  elementos 

críticos  (puntos  de  equilibrio y ciclos límite) sobre la frontera.  Esto sigmfka que  para estimar la RA se 

demostró  que su frontem, dQ(O), satisface dQ(0) = UW" (yj) donde los yj sonlos elementos criticos en 

an(0) los  cuales están conectados al origen y W" ("yj) son sus correspondientes  variedades estables. En 

ese  trabajo  se  probó que la forma de  la región de atracción del origen depende  fuertemente  del  número 

nu de  valores  característicos  del  sistema a lazo  abierto  con  parte  real  positiva. 

Específicamente,  los  resultados  en [ S h z  et al, 19951 son los  siguientes:  Para un sistema  cuyos 

valores propios a lazo  abierto tienen parte  real no positiva,  la RA es no  acotada.  Para  sistemas a lazo 

abierto  estables, fue probado  que todas las  trayectorias  eventualmente  tienden  hacia  algun  conjunto  com- 

pacto  de  volumen  cero.  Para  sistemas a lazo  abierto antiestables (a(A) c C'), fue probado  que la RA 

es acotada y homeomórfica a la  bola  unitaria  n-dimensional.  Para  el  caso  de  sistemas con algunos valo- 
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res  propios con parte  real positiva y otros con parte real negativa, se encuentra que una retroalimentación 

que sólo reubica  los valores propios Con parte real positiva, hace la RA homeomórfica  a el producto de 

las R A S  asociadas a las partes estable y  estabilizada. En consecuencia, la RA del sistema  a lau, cerrado 

es homeomórfica al cilindro R'""" x B"". Para nu = 1 y manteniendo fijos los valores propios  reubi- 

cados, la estructura  cilindrica  de la RA se  mantiene bajo pequeiios cambios en la ubicación de los valores 

propios estables a  lazo  abierto. 

Como se ve en [Suhrez et al, 19951, una descripción analítica del tamaAo de la RA no es una tarea 

fácil porque en general  no es posible encontrar explícitamente las soluciones del sistema j. = Az f 

bS(KTx) y el uso de las tkcnicas de sistemas  dmámicos para el análisis de las trayectorias que definen la 

RA es un problema muy  complicado.  Sería  deseable adaptar alguna tknica no lineal bien conocida, que 

usualmente es aproximada  y  no  rigurosa,  para estudiar problemas  complicados. 'Mes técnicas podrían 

producir información adicional de naturaleza no numérica  para el comportamiento  cualitativo  de la R A ,  

conduciendo  a  resultados que tienen  cierto  impacto en ingeniería. La justificación de tales  métodos 

aproximados es que  pueden dar predicciones  razonables y correctas, pero con una fracción del esfuerzo 

necesario en los métodos  rigurosos. 

En esta tesis,  estudiaremos  el  problema  de  la  existencia de ciclos límite, el cual no fue conside- 

rado en [ S h z  et al, 19951. Ya que el  problema  de  la  existencia  de  órbitas  periódicas es en general, 

un  problema  complicado,  buscaremos óhitas periódicas en forma aproximada  usando  el  método  de  ba- 

lance  armónico (MBA) p e e s ,  1981; Krenz and Millel;  1986;  Moiola  and  Chen,  1993,  19961.  Aunque 

el MBA es  aproximado y no riguroso, es usado con frecuencia para detectar órbitas periódicas de sis- 

temas no lineales p e e s ,  19811. Recientemente, Llibre y Ponce  [1996]  utilizaron  el  método de balance 

armónico  para describir la dinámica de sistemas de control en dos y tres dimensiones  que están sujetos 

a  retroahmentaciones de estado con saturación  estabilizantes. En éstos trabajos se puede  encontrar una 

descripción completa de bifurcaciones periódicas de primer  armónico (FA) simétricas (con respecto al 

origen),  encontrándose UM gran variedad de comportamientos  dinámicos.  Aquí aplicaremos esta tkcnica 

también  para estudiar las  órbitas  periódicas no simétricas y las bifurcaciones en el  número de órbitas pe- 
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riódicas  que se encuentran  sobre la frontera de la RA cuando los parámetros del control  cambian, pero se 

conserva  la  estabilidad  del  sistema a lazo  cerrado  (capítulo 4. Sistemas  tridimensionales). En particular, 

cuando  la matriz a lazo  abierto  es  antiestable, la información que proporciona el método  permite  conje- 

turar una bifurcación  que  consiste en  el rompimiento de una óhita sim6trica, es deciq  cuando la d n  de 

convergencia  al origen es aumentada, una óhita periódica  simdtrica  aproximada se bifurca  para  producir 

al menos tres Óhitas: una óbita periódica simétrica más dos  óhitas periódicas no simétricas. 

Además  de permitir detectar la existencia  de  órbitas  periódicas, el d A  también da un valor apm- 

ximado  para la amplitud  de  las óhitas periódicas  sobre la frontera. Esto y los  resultados  en  [Suárez et 

al, 19951 permitirán  estimar el tamaíio de la R A .  

Para el caso  de las retroalimentaciones de estado u = K T z ,  donde K es un vector en el espacio 

n-dimensional, existen formas especificas  de  escoger el vector K ,  las cuales  por sus propiedades,  tienen 

un interés particular, nos referimos a las  conocidas  parametrizaciones  de  alta  ganancia. A continuación 

resumimos en qué  consisten y cuales son sus propiedades. 

Consideremos  el  sistema 

X=Ax+bu 
y =  C X  

donde y E Rm, C es una  matriz  de m x n. La función y(t) es  conocida  como la salida  del  sistema. 

S e a  K(6) E R" un vector que  depende  de un parametro 6 > O. Si  cuando 6 es suficientementemente 

grande la retroalimentación  de  estado u6 (x) = K'(6)x satisface  que  todos  los valores propios  de la 

matriz A+bKT (6) están ubicados  en el semiplano  izquierdo  del plano complejo y la  parte real de al menos 

uno  de  ellos  diverge a -m cuando 6 -+ m, entonces U6 (x) = KT(G)x es  llamada  una  retroalimentación 

de estado  de alta ganancia. El objetivo  de  tales  diseiios es reducir el efecto de  perturbaciónes sobre la 

salida y (ver capítulo 5). 

Debido a que  los  controles de alta ganancia han sido UM herramienta  clásica  para  reducir  los  efectos 

de  las  perturbaciones,  se han hecho  diversos  estudios  con  la  finalidad  de  conocer  mejor  el  fenómeno. 

10 



En poung et al, 19771 se estudiaron sistemas de alta ganancia de la forma 

conz E Rn,u  E Rm, 6 E R. 

En ese trabajo se ve que zo puede ser escrito como x. = N z  + Bo(CoBo)-'y donde N es UM 

matriz que satisface CON = O. De esta manera ellos pueden obtener un cambio  de  variable  de  la  forma 

z = M1zo donde Ml es UM matriz con la  propiedad  de que MIBo = O y entonces demuestran  que con 

dicho  cambio de variable el sistema  puede escribirse como el sistema  lineal  singularmente  perturbado 

& z  = FllZ + F12y 

&Y = F21z + F22v 
donde p es un parámetro  pequeilo (p = 4). De éSta manera  pueden  hacer un estudio de la localización 

asintótica de los valores propios  cuando S + 00. Existen otros estudios acerca del  comportamiento 

asintótico  de los valores  propios en sistemas  sujetos  a controles de alta ganancia [Ur Davison & W g ,  

1974; Kowaritakis & McFarlane,  1976;  Rosenbrock, 19701. 

Aunque los controles de alta ganancia  tienen buenas propiedades,  como son el reducir  el efecto de 

perturbaciones acotadas o acelerar la  razón de convergencia  al origen de las trayectorias, tambiCn pueden 

presentar  inconvenientes,  como  puede ser el hecho de que  la RA del origen se colapse, lo cual significa 

que este punto de equilibrio prácticamente se desestabilice.  Kokotovic y Marino [ 19861 presentaron una 

serie de ejemplos de sistemas no lineales en el  plano  sujetos  a controles de alta ganancia  para los cuales 

la RA se  anula. 

Es de  esperarse que en sistemas de dmensiones mayores ocurran comportamientos  dinámicos 

análogos. Ya que en la práctica es muy común usar RAG, es importante una mejor  comprensión  de tal 

fenómeno. En Csta tesis nosotros estudiaremos dos parametrizaciones  de alta ganancia  diferentes, en la 

primera de ellas la  parte  real  de  todos  los  valores  propios  a  lazo  cerrado  diverge  a -00, cuando 6 "+ 0 0 ;  

en la  segunda  parametrizacion  la  parte real de exactamente un valor propio  a lam cerrado  diverge  a "o0 

y los  restantes valores propios  convergen  a  números  complejos  ubicados en el  semiplano  izquierdo  del 
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plano  complejo,  cuando S 4 OO. Aplicaremos  el  método  de  balance  de  primer  armónico  para  estudiar 

sistemas de control  lineales  con  entradas  acotadas  sujetos a controles  de alta ganancia del tipo de  la  pri- 

mera pamnetrización 

Como  veremos en  el capítulo 7 (sobre  sistemas  n-dimensionales),  el uso de técnicas de balance ar- 

mónico  proporcionará UM explicación  del  hallazgo numCrico de  que  la RA se anula cuando la parte real 

de los valores  propios a lazo cerrado  divergen a -OO. La  información  obtenida  de  esta  manera es digna 

de tomarse en cuenta ya que proporciona una descripción  del  mecanismo  de  desestabilización  del  origen 

y muestra  mucho  de la complejidad  de la estructura  periódica  que  podemos  encontrar  en tales sistemas 

de  control no lineales.  Buscaremos óhitas periódicas  inestables y estudiaremos  su  comportamiento asin- 

tótico  en el caso en que las partes  reales  de  los  valores  propios de la matriz A, = A + bKT dwergen a 

-00, cuando S "-+ OO. La  idea es mostrar  que  cuando un control  de  alta ganancia (las ganancias  dwergen 

al infinito) es considerado, tales órbitas  periódicas  inestables se contraen al origen  desestabilizándolo. 

Debido a la condición  de  estabilidad  en el origen, la cual se presenta  como la estabilidad  del polino- 

mi0 a lazo  cerrado,  un  tema  que es de  importancia  para este trabajo es el de conocer criterios para  asegurar 

cuándo un polinomio  de  coeficientes  reales  es  Hurwitz. El criterio más conocido  es el de  las  llamadas 

condiciones  de Routh-Huwitz. Existen  varias  pruebas  del  Teorema  de Routh-Huwitz y también  existen 

otros criterios para  asegurar  la  estabilidad  de  un  polinomio  [Gantmacher, 19591. En particular, nosotros 

utilizamos un criterio  que  en  la  literatura es conocido  como el Teorema  de  Hermite-Biehler phattacha- 

rayya et al, 19951 para  hacer  un  análisis  de  un  sistema  sujeto a un control de alta ganancia con saturación 

donde las partes reales  de  todos los valores propios a lazo cerrado  divergen a -cm (primera  parametri- 

zación).  También  hemos  obtenido,  en  términos  de  desigualdades,  condiciones suficientes para asegurar 

cuando  un  polinomio es Hurwitz y hemos  aplicado éstas condiciones para dseiiar un control  estabilizan- 

te de  alta  ganancia  de  la  segunda parametrización con la  propiedad  que  desde  un  punto de vista  de una 

aproximación de primer  armónico el sistema a lazo  cerrado no tiene órbitas periódicas (ver capítulo 8). 
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El trabajo está organizado de la siguiente manera: La primera parte está dedicada al estudio de 

regiones de atracción y bifurcaciones. La  segunda parte, que  comprende de los capítulos 5 al 8, la dedi- 

camos al estudio de sistemas sujetos a controles de alta ganancia. 

La presentacibn del problema  que  estudiaremos la hacemos en  el capítulo 1  y  también  mencionamos 

algunos resultados anteriores acerca de  regiones  de atracción 

En el capítulo 2 presentamos el Principio de Balance  Armónico  e  indicamos las ideas en que  está  basado. 

También  resaltamos los puntos  principales  cuando este método es aplicado a sistemas controlables con 

saturación 

Aunque un estudio de sistemas planos generales tiene interés desde el punto de vista de Ecuaciones Dife- 

renciales más que  de  Teoría de Control, en el capítulo 3 hemos aplicado el Método  de  Balance de Primer 

Armónico  para estular sistemas  planos  donde el sistema no necesariamente es controlable y el origen no 

necesariamente es estable y obtenemos un diagmna de bifurcación de las óhitas periódicas en términos 

de un analisis de  primer  armónico. UM descripción de las regones de atracción y las bifurcaciones sobre 

las regiones de atracción de sistemas controlables tridmensionales la  hemos desamllado  en  el capítulo 

4. En particular conjeturamos una bifurcación que consiste en el rompimiento de UM óhita periódlca 

simétrica. 

En el capítulo 5 explicamos  qué  tipo de controles de alta ganancia serán estudiados. Para ejemplificar la 

aplicación del  método en sistemas sujetos a lo que  hemos  llamado la. parametrización de  alta ganancia, 

hemos  dedicado  el capítulo 6 solamente  a  sistemas de control bihensionales. 

La genedzación de los resultados del capítulo anterior a sistemas ndmensionales la  llevamos  a  cabo 

en el capítulo 7 apoyandonos en el Teorema de Hcrmite-Biehler 

En el capítulo 8 mostramos  condlciones suficientes para  asegurar  que  un  polinomio es H w i t z  y las 

aplicamos en el diseiio  de  un  control estabilizante de alta ganancia  que  cae dentro de lo  que  hemos  lla- 

mado segunda  parametrización  de  alta ganancia. Desde  el  punto de vista de una  aproximación  de  primer 

armónico el control  diseííado satisface que el sistema controlado  no presernta óhitas periódicas. 

Finalmente,  presentamos las conclusiones en el capítulo 9. 
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Parte l. Regiones de atracción y 
bifurcaciones de órbitas  periódicas 
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Capítulo 1 

Introduccidn 

En esta parte de la tesis nos restringiremos a sistemas bidimensionales y tridimensionales, aunque 

algunos de estos resultados pueden ser generalizados al caso n-dimensional (ver Parte 2). Consideremos 

los siguientes sistemas: 

i ( t )  = Az(t) + &(t)  (1.1) 

donde x E R", A E M".", b E Rn,n = 2 , 3 ,  ( A , b )  es un par controlable y la retroalimentacionde 

estado = S(u) esta definida por la fimcibn de saturacibn 

{ 
-1 u s  -1 

1 l _ < u  
S(u) = sat(&) = u -1 < u  < 1 

con u(t) = k T z ( t )  escogida de tal manera que A + bkT sea una matriz estable. % que a(A + bkT) c 

C- , el origen es  un punto de equilibrio localmente asintbticamente estable de ( l .  1). Nuestro  principal 

problema es estudiar la regibn  de atracción del origen, denotada pot n(0) y tambitn las bifurcaciones. 

En el caso de 2 dimensiones, recientemente [Alvarez et al, 19931 se usaron d t o d o s  cualitativos para 

estudiar las bifurcaciones de la regibn de atraccibn del origen  con respecto a los padmetros del control. 

A l l í  se estudib el compoxtamiento cuahtativo de la  region de atracci6n del origen n(0) en ttrminos de los 

p a r h e m s  del sistema no controlado y tambitn fue establecida la clasiticacibn  de  los puntos de equilibrio 

de (1.1). Se  mostrb  que  si o(A) n C+ # 0, donde a(A) es el espectro de la matriz A, entonces el origen 

no es globalmente  asintbticamente estable. Ademk, si traza(A) > O, entonces podría aparecer u n a .  

6rbita peribdica alrededor del origen tal que n(0) es un conjunto acotado. Fueron descritas bifurcaciones 

topolbgicas de n(0) tales como el  paso  de n(0) de un conjunto no acotado a un conjunto acotado a tdves 

de conexiones homo(hetexo)4ínicas entre puntos de equilibrio de tipo silla cuando la matriz a lazo abierto 
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tiene  un valor propio con parte  real  positiva y otro valor propio con parte real negativa y los parámetros 

del  control  cambian con la intención de reubicar  solamente el valor  propio con parte real positiva. 

En un  trabajo  sobre  sistemas ndimensionales [S&z et al, 19951, se continuó  con  la  misma  me- 

todología del trabajo anterior y se dió UM caracterización  topológica  de la región de atracción  del  origen 

(RA) para  sistemas  lineales con control lineal saturado. Pam este fin, fue esencial  el  estudio  del  compor- 

tamiento  dinámico  sobre la frontera  de la R A .  En particular, se probó  que la frontera es igual a la unión 

de las variedades estables de  los  elementos  críticos  (puntos de equilibrio y ciclos límite)  sobre la fron- 

tera. Esto significa que  si  denotamos  la  frontera  de la RA  por ast(O), se satisface LQ(0) = UWs(yj) 

donde los yj son los elementos  criticos en aM(0) los cuales están conectados al origen y W8(yj) son sus 

correspondientes  variedades  estables. Los resultados  en [Suárez et al ] especificamente  para n = 3 son 

los siguientes: El número  de  valores  propios  con  parte  real  positiva  del  sistema a lazo abierto. nu, deter- 

mina  la  forma  de  la RA de el  origen.  Si A es invertible y nu es impar,  entonces  (1.1)  tiene tres puntos 

de equilibrio, un atractor y dos puntos  silla  del tipo-nu cuando nu = 1, o uno atractor y dos repulsores 

cuando nu = 3. Si A es invertible y nu = O, 2 o si det(A) = O, entonces (1.1) tiene  solamente un punto 

de  equilibrio  el  cual es un  atractor.  Para  plantas  completamente  inestables (o(A) c C+), se  probó  que 

la RA es acotada y homeomórfica a la  bola  unitaria.  Para  sistemas a lazo  abierto  estables, se probó  que 

todas las trayectorias  eventualmente  tienden  hacia  algún  conjunto  compacto  de  volumen cero. Para  el 

caso  de  sistemas  con  algunos  valores  propios con parte  real  positiva y otros con parte  real  negativa, re- 

sulta  que  una  retroalimentación  que sólo reubica  los  valores  propios  con  parte  real  positiva,  hace la RA 

homeomórfica a el  producto  de las R A S  asociadas a las partes  estable y estabilizada. En consecuencia, la 

RA del sistema a lazo  cerrado es homeomórfica  al  cilindro R3-nU x Bnu . Manteniendo fijos los valores 

propios  reubicados,  la  estructura  cilindrica de la RA se mantiene  bajo  pequefios  cambios en la ubicación 

de los valores propios estables a lazo abierto. 

Regresemos ahora al caso  bidimensional. En éste  caso,  la  presencia  de una óhita periódica  inestable 

determinará la R A .  Más  precisamente,  la óhita periódica sexá la frontera  de la R A .  De  aquí  la  importancia 
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del estudo de las óhitas periódicas. Nótese  que  debido  a la simetría con respecto al origen de la  función 

S, también se encontmá una simetría en  el retrato fase. 

Estamos interesados en las óhitas periód~cas del sistema (1). Si y(t) es una óhita periódica del 

sistema, dmmos que es simétrica (no simétrica) si es simétrica (no simétrica) con  respecto del origen. 

Entonces,  debido  a la simetría de la función S se tienen las siguientes consecuencias 

a) Si ~ ( t )  es una óhita periódica,  entonces - y ( t )  también es UM óhita periódica. Por lo tanto el 

número de óhitas periodicas no simétricas es par, 

b) Como n = 2, se puede  ver  que todas las óhitas periódicas contienen al origen en su  interior. 

Entonces  la  unicidad en las soluciones implica  que sólo existan óhitas periódicas simétricas.  Esto es 

porque si y(t) es UM óhita periódica no simétrica de i ( t )  = A+) + b<(t), entonces a) implicaría  que 

-y ( t )  también es una óhita periódlca no simétrica. Ya que n = 2 esto implica  que y(t) intersecta  a 

- y ( t ) ,  lo cual es UM contradicción a la unicidad. 

Como  veremos en el capítulo 3, si n = 2, pero no se satisfacen las hipótesis de  la controlabilidad ni 

de que a(A  + bkT) c C- , es decir que el origen .sea un  punto de equilibrio localmente  asintóticamente 

estable, entonces  pueden existir óhitas periódicas no simétricas. A l l í  aplicaremos el método  de  balance 

de  primer  armónico  para detectar éstas óhitas. 

Para el caso de dimensión 3, el  comportamiento  de (1.1) es más complejo y tenemos  que sí existen 

óhitas periódicas no simétricas, aunque el par ( A ,  b)  sea controlable y el origen sea un  punto  de equilibrio 

localmente asintóticamente estable. En  el capítulo 5 haremos éste ad i s i s  usando UM aproximación  de 

primer  armónico. 

El  problema es estudiar óhitas periódicas para  obtener  información de  la RA. Por ejemplo se puede 

ver  que el conjunto de  volumen cero que es un atractor en el caso a(A + bkT)  c C- es precisamente 

UM óhita periódica y el origen. 
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Capitulo 2 

Prediccibn de brbitas peribdicas 

La  primera seccibn estarh  dedicada al d t o d o  de balance a~mbnico en general y en  la segunda 

seccibn trataremos tste rnttodo para  el  caso particular de sistemas controlables y considerando  que  la 

funcibn no lineal es  la funcibn de saturaci6n. 

2.1 El método  de balance armónico 

Dado un sistema no lineal de ecuaciones diferenciales, encontrar analíticamente una  solucibn pe- 

ribd~ca,  es en general un  problema complicado. De aquí que en la pdctica es útil contar con un rnttodo 

que proporcione  un d i s i s  aproximado, es decir un mttodo que detecta la  posible  existencia o no de 

soluciones peribdicas. El Método de  balance  urmbnico [Mees,1981] es un mttodo que permite hacer 

este ardlisis aproximado. Las primeras investigaciones del  metodo de balance armbnico  para  el d i s i s  

de sistemas de control fueron reportadas  en  la  decada de los 40’s [Goldfarb, 1947; Tistin, 1947; Dutilh, 

1950;  Kochenburger,  1950; Oppelt ,  19481. En [Andronov,  1937;  Cap. IX, p. 5831 se propone un mttodo 

para la investigacion de 6rbitas peribdicas de ciertos sistemas y la idea que hay d e w  de este mttodo 

es esencialmente la  misma en la  que  esta basado el Mttodo  de Balance Armbnico. Una exposicibn del 

Método  de  Balance Arm6nico puede encontrarse en varios libbs [Aizerman, M. A., 1963;  Mees, 1981; 

qdyasagar, 19931. 

A continuacibn exponemos las ideas en que se basa este mttodo. 

Consideremos el sistema 

i = Az + bq(u) 
u = C T X  

Donde A es una matriz cuadrada de n x n, 2,  b son vectores en el espacio n-dimensional, u = u(t)  es 

una funci6n real llamada control y q : R + R es u* funcibn continua no lineal. 
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Denotemos  por p = &. Dado u(t) = cTx(t), y tomando en cuenta el sistema  a lazo cerrado 

(A - p I ) x ( t )  = -bq(u(t)), se siguen las siguientes igualdades: 

det(A - pI)u(t)  = cTdet(A - pI)z ( t )  

= cTadj(A - p I ) ( A  - pI)z(t)  

= -cTadj(A - pI)bq(u(t)) 

La  ecuación det(A - pI)u(t)  = -cTadj(A - pI)bq(u(t))  es una ecuación diferencial que  gobiema el 

comportamiento  dinámico de la señal u(t). Esta ecuación  acostumbra escribise como: 

donde W ( p )  = cT(A -PI)- b es conocida  como la función de transferencia de la seíial q(u) a la seíial u. 

De  donde se obtiene que si el sistema (2.1) tiene  una solución periódica x@), el sistema (2.2) también 

tendrA una solución periódca  cTz(t). Equivalentemente, si el sistema (2.2) no tiene soluciones periódicas 

entonces el sistema (2.1) tampoco tendd soluciones periódicas. De aquí que de alguna manem  se  pueden 

estudiar las soluciones perificas del sistema (2.1) estudiando las soluciones periódicas del sistema (2.2). 

Supongamos  que el sistema (2.2) tiene  una solución periódica  de la forma 
m 

u(t)) = a, exp(imwt), con am = a-, 
- 

"O0 

y por lo tanto la función no lineal ?](u) admite  una sene de Fourier de la  forma 

-m "O0 

Igualando coeficientes se llega a  un sistema infinito de  ecuaciones 



Resolver  este  sistema  implica  encontrar una solución  periódica  del  sistema (2.2). Ahora  tratemos este 

problema en términos  de  operadores. Sean 

D : L2 [o, $3 + [o, $1 
m m 

'ym exp(imwt) ++ - W(zmw)'ym exp(zmwt) 
-m -m 

Entonces  encontrar una solución periiKfica del  sistema (2.2) es equivalente a encontrar un  punto fijo del 

operador 2) o N .  

Por otra parte, es conocido  que 1 + W ( s )  = 
det (A + bcT - SI) 

det ( A  - SI) 
[Bamet & Cameron, 1985; ver 

también 2.2.1 de esta tesis].  Esto  implica  que W ( s )  es una k i ó n  racional  para la cual  el  grado  del 

numerador es menor  que  el  grado  del  denominador.  Por  lo  tanto W ( i w )  + O cuando w es muy grande 

(se dice  que W es un filtro pasa bajos). De aquí  que  dada una función g E L2, el  operador D tiene  el 

efecto  de  atenuar  los  armónicos  mayores de g, de donde  surge  la  idea  de pensar que  resolver (2.4) sólo 

para m = O y m =f 1 puede  proporcionar en ciertos casos una buena aproximacion Esto  proporciona 

UM técnica  que en teoría  de  control es conocida  como  Metodo  de  Balance  de  Primer  Armónico. 

Bajo estas ideas el método  plantea  suponer  que la ecuación (2.2) tiene una solución  periódica la 

cual  puede ser aproximada  como UM solución de primer  armónico de la forma: 

~ ( t )  = a0 + asinwt,  a, w > O 

y asumir  que  la  función no lineal q(%(t))  adrmte una serie  de  Fourier q(%(t))  = @L sin Iwt Flees, 

19811. Tomando en  cuenta  solamente los primeros 2 términos  (aproximación  del  primer  armónico), se 

obtienen las siguientes  ecuaciones: 

m 

1 =o 

a 0  + W(O)F, (a, ao) = o 

1 + W(iw)G, (U, ayo) = O 
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donde 

Dl 2a 
G, (a, ao) = - = -!- 1 ?(ao + asin S) sin BdS 

a 7ra 0 

Para estudiar las órbitas  periódicas  simdtricas debemos poner a0 = O. Observar  que 

= F,, (a, O )  = O. Entonces  el  método se traduce en resolver  solamente la ecuación 

1 + W(iw)N, (a) = o 
donde 

(2.10) 

El  método de balance de primer armbnico consistc en encontrar las soluciones a. y a, w > O a (2.5)- 

(2.6) ((2.9) si a0 = O). Las soluciones  obtenidas uo(t) = a0 + asin wt son llamadas órbitmperiódicas 

delprimer armónico de (2.2). Si a0 = O(a0 # O) la  órbita  periódica  correspondiente es simétrica  (no 

simétrica). Ental caso es suficiente conestudiarlaecuación (2.9). Ya que W ( j w )  esunnúmero complejo, 

la expresión (2.9) consiste de  2  ecuaciones  independientes y deben ser resueltas con respecto  a a y o para 

tener los  parhmetros  que definen las  soluciones  periódicas  aproximadas en la forma uo(t) = asinwt. 

El coeficiente real N,, (a) es llamado la función descriptora asociada  a la función no  lineal q(.) y en 

éste caso el método de balance  armónico  también es conocido  como el Método de la función descriptora 

Flees, 1981; Vídyasagar,1993]. 

Existen algunos criterios para asegurar que la existencia (no existencia) de una órbita periódica 

desde  el  punto de vista del primer armónico  implica  la  existencia  (no existencia) de una auténtica órbita 

periódica  del  sistema  (2.1)[Mees,  1975;  Mees,  1981;Vldyasagar, 19931. 
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Desafortunadamente  no existen criterios que garanticen que la existencia de una óhita periódica se- 

gun la aproximación de primer  armónico sea equivalente a  la  existencia de una auténtica óhita periódica. 

Concluimos este capítulo  con  algunos  comentarios.  Como se ha dicho,  cuando  obtenemos una 

óhita periódica PA esta no  necesariamente  corresponde  a UM auténtica óhita periódica. De aquí que 

el  Método de la  Función  Descriptora  debe verse como una henamienta útil  para  obtener  información 

acerca de las posibles  soluciones  periódicas de un sistema de ecuaciones  diferenciales,  que en términos 

generales es un problema no resuelto. 

Cuando  se estudia un sistema uno debe decidir si para este sistema particular es adecuado utilizar 

el  Método de Balance de Primer Armónico. UM vez obtenida la información  debe analizarse para se- 

leccionar la que puede ser correcta o no de acuerdo a un conocimiento  previo del problema. W b i é n  

puede  compararse la información con resultados obtenidos de  simulaciones  numéricas o de otros analisis 

de tipo  cualitativo. 

2.2 El Método de Balance de Primer Armónico en Sistemas Controlables con Sa- 
turación 

2.2.1 Una forma  canónica y una  expmión  para la función de  transfemncia 

Ya que en la mayor  parte de la tesis trabajaremos con sistemas controlables, en seguida  hacemos 

precisa  la definición de  controlabilidad. 

Consideremos el sistema 
k( t )  = Az(t) + Bu(t) 

Y ( t )  = C4t) 
Donde Aesunamatrizrealden x n,Besunamatr izrealden x m y  Cesunamatrizrealde 

p x n. A u la llamamos función de control y a y la salida del  sistema. 

Dada u(t)  denotamos  por cp(t, O, u) la correspondiente solución del  sistema k ( t )  = Az(t) +Bu(t) 

tal que cp(0, O, u) = O. 
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Defmicibn 2.1. Decimos que 5 es alcanzable desde el origen si existe un control u y un valor 5 tal 

que p(Z, O, a) = Z. 

Denotemos por Ro al conjunto de estados alcanzables desde el origen. 

Si 80 = R", decimos  que el par (A, B )  es controlable. 

Ahora denotemosp= imagen de B y ( A I!$ = + A + ... + A"". Entonces se tiene  la  igualdad 

!Bo = ( A 13). De aquí  que  podemos decir que el par (A, B )  es controlable s i  y solo si ( A 1%) = R" 

[ubnham, 19851. 

Para sistemas i = A z  +bu de una sola  entrada que son controlables, existen formas canónicas que 

simplifican las  operaciones que haremos en este trabajo.  Cuando el par (A, b) es controlable,  entonces 

(A, b)  puede ser escrito en la  siguiente forma canónica  [Barnett and Cameron, 19851: 

(2.11) 

Es decir, s i3  = zl, el par (A, b)  en (3.1) induce la ecuacióndiferencial y(") + ~ i y ( " - ~ )  - - u. 

Por lo tanto, el  sistema  a lazo abierto k = Az depende  solamente de los n parametros {a l ,  a ~ ,  . . . , an}. 

Así el  polinomio Po(s) = sn + Cy=, es el polinomio  característico  del  sistema  a lazo abierto 

i = Az. El vector de ganancias KT E R" esta dado  porcomo IC, = a,-; - dn-i, 1 I i I n, donde 

los di's son escogidos de tal manera que el polinomio PC(.) = S" + Cy=, disn-i sea Hurwitz. De esta 

manera, la matriz a  lazo  cerrado A, = A + bKT es Hurwitz y su  polinomio  característico es P,(s). 

La función de transferencia  definida en la sección anterior,  puede ser expresada en términos  del 

polinomio  a  lazo  cerrado y del polinomio a  lazo  abierto. Más precisamente,  tenemos  el  siguiente  lema: 

Lema 2.1. [Barnett & Cameron, 19851. Si S no es un  eigenvalor de A y h es un número real 

entonces 1 + hW(s)  = 
det(A + hbcT - SI) 

det ( A  - SI) 
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Antes  de  hacer la demostración del Lema 2.1, hacemos 2 observaciones. 

Observación  2.1. Si h es un número real, G es una matrix  real de n x n y b, c E Rn entonces 

t m  (GhbcT) = hcTGb. 

Demostración. 

traza (GhbcT) =traza (Gh(bcl,b%, ..., b ~ ) )  = Glhbcl+ G2hbc2 + ... + G n h b ~  

h (ClGlb + + GGnb)  = h(c1, ~ 2 ,  a - . ,  G)  ( "1" ) = hcTGb. 
Gnb 

Observación  2.2. l+traza(dcT) = det(I  + dcT) para todo d, c E Rn. 

Demostración. La observación se sigue de inmediato. Supongamos  que d # O, entonces existe B 

invertible tal que B d  = e = (1, O ,  ..., O ) T .  Denotemos aT = cTB- l  y a = ( a l ,  a2, ..., a,)T,entonces 

c T B -  ' = aT y cT = aTB. Por lo tanto se siguen las siguientes desigualdades 

I+ - ( U P )  = I+ traza(B"ecT) = I+ traza(B-leaTB) = I+ - (eaT))  = 1 + a l  

Por  otra parte 

det(1 + dcT) = det(1 + B-lea 'B))  det(B-' [I + e a T ] B )  = de t ( I+  eaT)  = 1 + al 

De  donde se concluye  que l+traza(dcT) = det(I  + dcT).  

Demostración del Lema  2.1. Tomando G = (A - s I ) - l ,  por  observación 1 se tiene que 

1 + hcT(A - sI)-'b = l+traza [(A - sI)-'hbcT] . Por observación 2 tenemos  que 

1+ traza [(A - s I ) - lhbcT]  = det [I + (A - sI)- 'hbcT] . De  donde se siguen las siguientes igualda- 

des 

l+hW(s) = l+hcT(A-sI)-lb = det [I + (A - sI)- 'hbcT] = det [(A - SI)-' (A - SI + hbcT)] = 

det (A + hbcT - 
det(A - SI) 

= det(A - SI)-' det (A - SI + hbcT) = . m 

2.2.2 El metodo  de  balance  armónico  en  sistemas  con  saturación 

En un trabajo  reciente, Llibre y Ponce [ 19961 utilizaron el principio de balance  armónico (PBA) 

para describir la dinámica  de sistemas de  control en dos y tres dimensiones  que están sujetos a  retroali- 

mentaciones de estado con saturación estabilizantes. En tstos trabajos se puede encontrar UM descripción 
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completa de  bifurcaciones  de  puntos de equilibrio y óhitas periód~cas de primer armónico simétricas (con 

respecto al origen),  encontrándose una gran variedad de comportamientos  dinámicos.  Aunque el método 

del PBA es aproximado  y no muy riguroso, es usado con frecuencia para detectar óhitas periódicas de 

sistemas no lineales wees, 19811. En el capítulo  8 [ver también Aguim et al., 19971 mostramos  que  el 

método del PBA puede  hacer  predicciones  razonablemente ciertas, en este caso  pre&cciones acerca de 

comportamientos asintóticos en sistemas  de  control  lineales sujetos a  retroalimentación de estado con sa- 

turación de alta ganancia. Sin embargo,  nuestros  resultados deben ser vistos  como  resultados  previos  al 

estudio  mediante  métodos  rigurosos de las  bifurcaciones desplegadas por los sistemas  de control. Tam- 

bién algunos casos especiales de sistemas lineales por pedazos,  como el modelo del circuito de  Chua han 

sido  estudiados  usando  métodos  rigurosos  [Clma  et al., 1986;  Chua & Tichonicky,  19911. Estos resul- 

tados sobre la dinámica de tales sistemas fueron obtenidos  calculando  mapeos de Poincaré,  los cuales 

usualmente son muy dificiles de obtener en casos  generales. 

Para el  caso  particular en que  la función no lineal  es  la función de  saturación S las funciones 

F, (a, CYO) y G, (a, CYO) las denotamos  simplemente  como F ( a ,  (YO) y G(a, CYO) respectivamente. Estas 

funciones están definidas en términos de ciertas integrales,  las cuales pueden ser obtenidas usando méto- 

dos elementales de integración y éstos  cálculos  pueden ser consultados en el apéndice. Se deben estudar 

separadamente 6 casos: 

c1) -.l;QQ < e 5 -1, 

. . .  



c a ) - l <  -1-Q a Q <1<*  

En caso de que  nuestro  estudio sea acerca de óhitas periódicas simktricas y al  igual  que  anterior- 

mente  la función no lineal 77 sea la función de saturación entonces  a la función (a) la denotaxemos 

simplemente por N ( a )  y su valor está dado por 

(2.12) 

Notar  que N ( a )  está definida sólo para a > O, decreciendo  para a > 1 y además satisface O < 

N ( a )  5 1. UM óhita periódica del primer armónico  correspondiente  a (6, , Z) es estable ( inestable) si 

F lees ,  1981; Llibre y Ponce, 19951 

(2.13) 

De  aquí que, checando  el  signo de la parte imagnaria de la función de transferencia W ( p )  en los puntos 

de intersección  dados por (2.9), puede ser establecida la estabilidad de la  órbita  periódica  del primer 

armónico. 
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2.2.3 Información  Geomktrica del método de balance del primer armónico 

Para tener una presentación completa del método  de  balance  armónico,  a  continuación  estudiamos 

la geometria de las óhitas periódicas PA. Si  la tripleta (a,  w, ao) E R; satisface las ecuaciones  de  balance 

armónico de primer  orden,  entonces  considerando la aproximación a(u(t)) ,BO + ,B1 sin(&), la órbita 

periódica PA correspon&ente al sistema original (2.1) puede ser obtenida  buscando la solución particular 

del sistema lineal x = A z  + b[& + sinwt], lo cual es equivalente a fesolver la siguiente ecuación 

diferencial 

Resolviendo esta ecuación diferencial, vemos  que 

x1 (t)  = e + Asenwt + B cos wt 

donde  para n = 2m, A y B quedan definidas como: 

y C(w2) es el siguiente polinomio 

[ Q m  - a2m-2W2 + ... + (-l)m-'a2w2(" + (-1)"W27q + u 2  [a2"-1- U2"-3W2 + ... + (-l)"a&J2(") l 2  2 

Y para n = 2m + 1, A y B quedan definidas como: 

De  aquí  que si a, no es cero, se ve  que las coordenadas del vector (x1! z 2 ,  ...! x,) satisfacen las 

relaciones 
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(2.14) 

I .................................... 

W 2 ( n - 2 ) ( A 2 + B 2 )  + w2(n- l ) (AZ+B2J = 
2 ;  

Estas relaciones  nos serin de gran  utilidad más adelante, pues,  veremos  que para ciertos sistemas de 

control con  un padmetro de adta ganancia 6 los números A2 + B2,  u2(A2 + B2) ,  ..., u2(n-1) (A2 + B2)  

aparecexán  como  fbnciones dle S y cumplirán  la siguiente propiedad asintótica: 

A2(6)  + B2(6),u2(6)[.A2(6) + B2(S)],  . . . , w ~ ( " - ~ ) ( ~ ) [ A ~ ( L ~ )  + B2(6)] convergen  a  cero  cuando 

S -+ OO. Lo cual indica  que las óhitas de primer  armónico se contraen al origen cuando el parámetro 6 

es incrementado. 
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Capítulo 3 

Sistemas en el plano 

Considtrense los siguientes sistemas: 

z ( t )  = A x ( t )  + &(t) (3.1) 

donde z E R2, A E M z x  2, b E R2, y la retroalimentacion  de estado ( = S(u) esta definida por la 

función de saturación 

{ 
-1 u< -1 

1 1 S U  
S@)= u - 1 < u < 1  

con u(t)  = k T z ( t )  de tal manera  que A + bkT es la  matriz a cenado. 

Debido a que para sistemas en el plano es factible analizar todos los casos (aún  cuando algunos 

s610 tienen  inter&  en  sistemas dinámicos y no en sistemas de control) en este capitulo no supondremos 

la controlabilidad del  sistema ni la estabilidad en  el origen del  mismo y lo único que pediremos es que 

la  traza  del  sistema a l am abierto sea diferente de cero, lo  cual  implica que el sistema a lam abierto no 

tiene valores propios  imaginarios  puros.  Daremos una descripci6n completa de todos los casos posibles 

desde  el  punto  de vista de una aproximaci6n  del primer m 6 n i c o .   M o s m m o s  que nuestros redtadQs 

(que son aproximados) coinciden con  los obtenidos por %rue1 (19971. 

3.1 Información del Método de balance del primer  armónico 

Denotemos por D y Tal determinante y la traza, respectivamente de la matriz A+bkT y denotemos 

por d y T al determinante y la traza, respectivamente  de la matriz A. Solamente pediremos que T sea 

diferentente de zero. 

De  la exposicibn del mttodo de  balance  del primer arm6nico (capítulo 3) sabemos que 
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y de la proposición A.4 sabemos  que 1 - 6 E (-03, O]. A s í  que podemos escribir 

l + W ( i w ) = r , c o n r E R , r < O .  

Por otra parte, si S no es un valor propio de A se satisface la identidad parnett & Cameron, 19851 

1 + W ( S )  = det(A + bcT - SI) 
det(A - SI) 

Entonces 1 + W ( i w )  = ::$:::: - - T. Lo cual  implica que 

D - w 2 =  (d-w2)y 
T = r r  

Resolviendo  para T y w se  tiene 

T r = -  
7 

así que las soluciones (T, u2) de las Cltimas dos ecuaciones estan asociadas a las soluciones (a, w, QO) de 

(2.5) y (2.6) (O (2.9) c u d 0  QO = O). 

3.2 Orbitas periódicas simétricas del primer armónico 

Como un corolario  &recto de las ecuaciones (2.9) y (3.4)-(3.5) obtenemos la siguiente proposición 

Proposicih 3.1.Considerar  el  sistema (4.1). Entonces  existe una ímica óhita periódica simétrica 

d e l p r i m e r a r m ó n i c o s i y s ó 1 o s i ~ > O p ~ < O . E n t a l c a s o w 2 = ~ y a = N - 1 ( ~ ) ,  T - T  

Demostracih. Por las ecuaciones (3.4) y (3.5) es necesario que 9 > O y $ < O. Por otra 

1 
parte,  si 7 DT-dT > O Y 5 < O entonces -& = > O y por lo  tanto la pareja formada por 

1 - 7  

w = 4- y a = N-' (&)es la única solución de la ecuación (2.9). 

En caso de existir una óhita periodica,  es de interés  conocer su estabilidad. La siguiente  proposición 

presenta un criterio para la estabilidad. 
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Pmposicibn 3.2. Considerar el sistema  (4.1). Sean D y T el determinante y la traza del  sistema 

a lazo cerrado y sean d y T el determinante y la traza  del  sistema a lazo abierto. Si existe una órbita 

periodica  del  primer  armónico  con a = iT y w = B, entonces se cumple lo siguiente: 

a)la órbita es radialmente  inestable si y sólo si DT - d T  > O. 

b)la 6rbita es radialmente  estable  si y sólo si DT - dT < O. 

Demostración. De la proposición 3.1 se sigue  que Z2 = y 2 = N -  (3). También 

podemos ver que 

ImW(iw) = ~ [ ( D T  - dT) - (7 - T)w2]  
( d  - d ) 2  + r2w2 

Entonces 

d - 4 ( B  - d T )  -IImW(iw)(ij = dw [(d - Z)2 + r2G2] 2 

de  aquí  obtenemos 

\u=u- = --sign[& - dT] .  1 
Esta última  igualdad  implica  que  la  estabilidad  radial  de la óhita interna  esta  determinada  por DT - dT. 

Por lo tanto la óhita es radialmente  inestable si DT - d T  > O y es radialmente  estable  cuando DT- dT < 

O, lo que  demuestra  la  proposición. 

Podemos  construir el diagrama  de  bifurcación  del  primer armónico usando el siguiente  teorema  (ver Bbla 

3.1). 

'korema 3.1. Considem el sistema (4.1). Sean D y T el  determinante y la traza del  sistema a 

lazo cenado y sean d y T el determinante y la traza  del  sistema a lazo abierto. Se  cumplen  los  siguientes 

incisos: 

a)cuando T < O y D > O (origen  estable) se tiene  que: 

(existe una única  órbita per iaca  simétrica  del  primer  armónico y esta es inestable)  si y sólo si 

( T > O y d >  $D) .  

b)cuando T > O y D > O (origen  inestable)  se  tiene  que: 
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(existe UM única óhita periódica simétrica del primer  armónico y esta es estable) si y S610 si 

( T < O y d > $ D ) .  

c)cuando T < O y D < O (el origen es un punto silla) se tiene que: 

(existe una  única óhita periódica simétrica del primer  armónico y esta es inestable) si y sólo si 

( r > O y d >  $D). 

d)cuando T > O y D < O (el origen es un punto silla) se tiene que: 

(existe una  única óhita periódlca simétrica del primer  armónico y esta es estable) si y sólo si 

(7 < o y  d > p ) .  

Demostracih. Los cuatm incisos son muy similares, así que sólo probaremos el primero.  Supon- 

gamos que T < O y D > O, por la Proposicidn 3.1  existe UM única óhita periódica del primer  armónico 

s i y s ó l o s i ~ > O y ~ < O . C O m o T ~ O e n t o n c e s 7 - ~ O y ~ - - T > O . D e a q u i q u e D ~ - d T > O , d e  

donde se obtiene D > O por lo que d > +D. De la proposición 3.2 se sigue que tal óhita es inestable. 

3.3 Orbitas periodicas no simétricas del primer armónico 

Para hacer el análisis de existencia de  Óhitas periódlcas PA no simétricas es necesario considerar por 

separado los 6 hferentes casos en que están divididas las  funciones F ( a ,  00) y G(a, cyo) (ver Apéndice). 

Primero  descartamos  algunos casos. 

Proposición 3.3. Para los Casos cl. c4 y C6 no existen óhitas periódicas no  sim&ricas del primer 

armónico. 

Demostracihn. Para el Caso c1 las ecuaciones (2.5)-(2.6) corresponden  a a0 + W(0)  = O y 

1 = 0 . Parael caso C6 correspondena a0 - W(0)  = 0 y 1 = 0 . Enel Caso c4 las  ecua- 

ciones son a0 + W(0)ao = O y 1 + W ( i w )  = O . Ya que a0 # O, entonces 1 + W ( 0 )  = O 

pero por otra parte, 1 + W(0) = w- = 5, entonces D = O. De la ecuación (3.2) obtenemos 

d-w2-Twt  - O, de aquí que D - w2 = O y T = O, pero como D = O entonces w = O, 

O ' - T  O +D 

que 1+W(ZW) = D-W2-TWl - 
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esto es una contradicción  pues  nosotros buscamos w > O, de aquí  que no existan óhitas peribdicas no 

simétricas  del  primer arm6nico para estos casos. 

Observacibn 3.1. Ya que la proposici6n anterior descarta  que  existan  brbitas no simétricas  con 

(a, ao)  satisfaciendo los casos c1, c4 y c6, en adelante s610 nos dedicaremos a estudiar  los  casos c2, c3 y 

c5 . Obsérvese  que  en  el  caso 3 se satisface  que F(a ,  -.O) = -F(a, ao) y G(a, ao)  = G(a, - & O ) .  Y 

para c2 y c5 se cumple  la  siguiente  relación:  para a0 > O, F,, (a, -m) = -Fc, (a, ao) y G,, (a, -cyo) = 

G,, (a, ( Y O ) .  En otras palabras, la simetría del retrato fase reduce el problema a encontrar una solución 

satisfaciendo ( Y O ,  a > O. De tal manera  que  tanto u(t) = a0 + a sinwt como u(t) = -a0 + asinwt 

determinan óhitas periódicas  del  primer  armónico.  De  aquí  que es suficiente estudiar el  caso 2 de  las 

integrales y el  caso 3 con c r ~  > O. 

Lema 3.1. Consideremos el sistema (3.1) y sea (a*, a;, u*) tal que (a*, a;) sa&face c2 o c3 esth  en 

el  caso 2 de  integrales o está en  el  caso 3 de  integrales y a(j > O. Si (a*, a;, u*)  satisfacen  las  ecuaciones 

(2.5) y (2.6) entonces 5 < O y 5 < O. 

Demostración: Ya que W(0) = 9, de (2.5) tenemos a; + v F ( a * ,  a;) = O. 

De  aquí  que -f = ( F(a.  - 1 . Como F(~:ao)  - 1 > O (ver Proposición M), se sigue  que a; ) 
5 < O .  

Por otm  parte, para los  casos c2 y c3 se  cumple  que 1 - -& E (-00, O), de  aquí  que  tiene  que 

satisfacerse  que T = $ < O. 

Defmici6n 3.1. Consideremos  la  función F(a ,  ao)  - aoG(a, ao). Definamos  los  conjuntos 

J$ = {(a, (YO) : F(a ,  ( Y O )  - aoG(a, 00) > O y (a, ao )  satisface cz} 

5: = {(a, ( Y O )  : F(a,  ao) - aoG(a, ao) > O y (a, ao) satisface c3 y a0 > O> 

J; = {(a, (YO) : F(a,  (YO) - aoG(a, ao)  < O y (a, ao)  satisface c2} 

J; = {(a, ( Y O )  : F(a ,  ao) - (YoG(u, ao )  < O y (a, ( Y O )  satisface c3 y a0 > O> 

J+ = JgU JZ 

J- = JLU Jc. 
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Notese que  por lema A.7 J+ # 0 y J- # 0. 

Lema 3.2. Consideremos el sistema (3.1) y sean (a,cyo,wj tal que ( a ,  ao)  satisfacen c2 o cs y 

(YO > O. Si (u, (YO, w) satisfacen las ecuaciones (2.5) y (2.6) entonces 

a)sid<O=+(a,cro)E J- 

b )  si d > O (a ,ao )  E J+ 

Demostracibn. Como w2 = 9 entonces w2 = ''T-F) , pero ya  que ;t = 1 - F(a>o)  

. Como F(u,  (YO) > O (ver 

D T  D 
1-'f 

o 

y T - T = l - _ - L _  T -  
G(a,ao) 

resulta entonces  que w - 2 - d(F(a,ao)-aoG(a,ao))  
F(a,ao) 

proposición A.2 ) de aquí  concluimos  que d y F(a ,  ct0) - aoG(a, (YO) tienen el mismo signo. 

Observación 3.2. Tomemos d < O y D > O. Puede  verse  que  cuando Dd < O entonces existen 3 

puntos de equilibrio. En caso de existir UM órbita periódica no simétrica esta no encierra al origen ya que 

por la simétria del retrato fase existiría otra ó&ita periódica no simétrica y  cada UM sería simétrica a la 

otra, entonces se cortarían, contradiciendo la unicidad  de las soluciones. Por lo tanto una órbita no simétri- 

ca encierra solamente  a  un  punto de equilibrio diferente del origen Tomando en cuenta esta información 

hagamos una rllscusión  desde el punto de vista del primer  armónico en  el caso en  que d < O. Por el Lema 

3.2, las posibles soluciones (a, (YO, wj de las ecuaciones (2.5) y (2.6) l a s  podemos dividir como ( a ,  QO, w) 

tal que (u ,  (YO) E J- y como ( a ,  (YO, w )  tal que ( a ,  a0) E J+. Por la proposición A.7 obsérvese  que si 

( a ,  (YO) E J- entonces a0 puede ser tomada arbitrariamente pequeiia (ver figura 3.1). Sea (a* ,  (Y;) E 

J-ya;pequeiIayseanT*, t* ,D*,d*ta lesque~= ( ~ - ~ ( ~ ? ~ ~ ~ ) y g =   ( 1 - h ) ; e n t o n -  

ces definiendo w *  como w* = se  ve  que (u*, a;,#*) es solución de las ecuaciones (2.5) 

y (2.6). Esto significa que existen parametros T* , t* , D* , d* para los cuales existen óhitas periódicas 

no simétricas del primer  armónico  dadas por ~ ( t )  = a; + a*seIw*t con a; arbitrariamente pequefio. 

Esto  puede ser interpretado como  que estas ó&itas casi son simétricas o que se originan de una óhita si- 

métrica  por  medio  de UM bifurcación  Este  fenómeno no puede ocumr  en el plano. Así que  no  creemos 

que se estén prediciendo  verdaderas Óhitas periódicas cuando se toma (a, (YO) E J- , así que  cuando 

( a ,  (YO) E J- el método de balance  armónico  posiblemente esté prediciendo los puntos de equilibrio. 

If"-- 
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Defmicibn 3.2. Sean R2 y R3 los  siguientes  conjuntos R2 = ((a,ao) : (a, (YO) satisfacen ca} 

R3 = {(a, ( Y O )  : (a, &O) satisfacen cg y (YO > O} y R = fi  u R3. Definimos la función H : R -+ R2 

'lbrema 3.2. Consideremos el sistema  (3.1).  Dados D y T ,  el mdtodo de Balance Armónico 

predice 2 brbitas  periódicas no simétricas si y sólo si se cumple alguno de  los siguientes incisos: 

a ) D < O , d > O , T < O , ~ > O y ( ~ , d ) ~ i m a g e n d e H .  

b) D < 0,d > 0,T > O,T  < Oy (r,d) E imagende H. 

Demostración.+) Sean T,  T ,  D, d parámetros  dados y sea (a*, (Y;, u*) solución  de  las  ecuaciones 

(2.5) y (2.6). Entonces de  la  prueba  del  Lema 3.1 es inmediato  que (7, d )  E imagen  de H y que 5 < O. 

Por la observación  3.2,  descartamos la posibilidad  de  que d < O, por lo  tanto D < O y d > O. l h b i é n  

del  Lema  3.1,  se  ve  que < O, de donde  quedan dos posibilidades: (T < O y -r > O )  o (T > O y T < O). 

*)Si (7, d )  E imagen de H ,  entonces (7, d)  = H(a* ,  6) para algunos a* y (Y;, escogiendo 

w* = ,/= es inmediato  checar que (a*, o$, w*) es solución de las ecuaciones  (2.5) y (2.6). m 

3.4 Conclusiones 

La  información  obtenida  acerca  de óhitas no simetricas  coincide  con  la  obtenida por Teruel[ 19971. 

Para la  existencia de  óhitas no simétricas en nuestro  trabajo  obtenemos una restricción  sobre  los  paráme- 

tmsT,t,D,dquesepresentacomo(t,d) E imagendeH,mientrasqueen"uel[1997],estarestricción 

se  presenta  como (t ,  d )  E MI pala  un  conjunto MI que allí es definido. 
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Tabla 3.1. Diagrama del ler. Armónico. Orbitas simétricas 

B estable 

T < O ,  D > O  

B inestable 

T z O .  D > O  

B silla 

A estable 

3 ! órbita  periódica PA 
periódicas PA 7 ~ 0 ,  d > O  
No hay órbitas 

A inestable d > ( 7 / T ) D  y es inestable 
No hay órbitas 

r > O ,  d > O  d S ( 7 l T ) D  periódicas PA 
3 ! órbita  periódica PA 

A silla d > ( r / T ) D  y es  inestable 
No hay órbitas 

r > O , d < O  d S ( r / T ) D  periódicas PA 
A silla No hay órbitas 

7 < O , d < O  

A estable 
r < O ,  d > O  

A inestable 
7 > O ,  d > O  

A silla 

~ periódicas PA 
3 ! órbita  periódica PA 
y es  estable 
No hay órbitas 
periódicas PA 
No hay órbitas 
periódicas PA 
No hay órbitas 
periódicas PA 
3 ! órbita  periódica PA 
y es estable 
No hay órbitas 
periódicas PA 
3 ! 6rbita  periódica PA 

A estable 
T < O ,  d > O  

d > ( r / T ) D  I y es estabie * 
I No hay órbitas 

d S ( 7 / T ) D  

periódicas PA 7 > 0 ,   d > O  
No hay 6rbitas A inestable 
periódicas PA 

A silla No hay órbitas 
r r O ,  d < O  periódicas PA 

3 ! órbita  periódica PA 
A silla y es estable d > ( 7 l T ) D  

No hay órbitas 
r < O ,  d < O  d S ( 7 l T ) D  periódicas PA 

A estable 
periódicas PA T K O ,  d > O  
No hay órbitas 

3 ! órbita  peribdica PA 
A inestable d > ( r / T ) D  y es inestable * 

No hay órbitas 
T > O ,  d > O  d S ( 7 I T ) D  periódicas PA 

3 ! órbita  periódica PA 
A silla d > (7IT)D y es inestable 

No hay órbitas 
7 > O , d < O  1 d S ( 7 l T ) D  I periódicas PA 

A silla I No hay órbitas 
r < O , d c O  I peri6dicas PA 

Si ademas (t,d)  pertenece  a la imagen de H, entonces  existen 2 órbitas  periódicas PA no  simétricas. 
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Capítulo 4 

Sistemas  tri-dimensionales 

4.1 Presentación del control al que  estará  sujeto el sistema 

En este capítulo consideramos los siguientes sistemas: 

i ( t )  = Az(t) -t K( t )  (4.1) 

donde x E R3, A E M3x3, b E R3, ( A ,  b).es un par controlable y la retroalimentacion de estado 

< = S(u) esta definida por la hnci6n de saturacibn 

i -1 215-1 

1 1521 
S ( U )  = sat(21) = u -1 < u < 1 

con ~ ( t )  = k T z ( t )  escogida de tal manera que A + bkT sea una matriz estable. X que o ( A  + bkT) c 

C- , el origen es un  punto de equilibrio localmente asintbticamente estable  de (5.1). Nuestro  principal 

problema es estudiar la regibn  de atraccibn del  origen, denotada por n(0). 

En un trabajo  previo [Sufirez et al, 19951, se di6 una cmcterizaci6n topolbgica de la regibn de 

atraccibn del origen (M) para sistemas lineales con control lineal  saturado. Para este fin, fue  esencial 

el estudo del comportamiento dinhico sobre la frontera  de la RA. En este  trabajo, abordaremos el pro- 

blema de la  existencia  de  ciclos  límite, el cual no h e  considerado  en [Suhez e? a l ] .  A&cionalmente, 

estudiaremos las bifurcaciones en el numero de  ciclos límite cuando los paritmetros (ganancias) del con- 

t r o l  cambian, pero se wnsexva la  estabilidad  del sistema a lazo  cerrado. Debido a la complejidad en el 

problema de la existencia  de brbitas peribdicas, buscaremos brbitas peri6dicas aproximadas usando el 

metodo de balance armbnico. Este mdtodo da un valor  apmximado para la amplitud de las 6rbitas pe- 

ri6dicas sobre la frontera. Esto, junto  con los resultados en [ S h z  el al ] permiten estimar el tamaiio de 

la R A .  
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Como  un ejemplo de  la aplicación de este método, se muestra que al considerar el control de alta 

ganancia  (cuando las ganancias divergen al infinito), la RA decrece y se colapsa al origen. Este resultado 

es v a d o  aún para sistemas estables a lam abierto. En sistemas bidimensionales el resultado no es válido 

para este caso,  como  se  verá en el capítulo 6 [también ver S w k z  et al, 19961. Sin embargo,  los sistemas 

bidimensionales con al menos un valor propio con parte real  positiva  a  lazo abierto tienen una única órbita 

periódxa y cuando se considera el control de alta ganancia la RA decrece y se colapsa al origen. 

Debido  a  la dificultad en las operaciones, en este trabajo nos Ip;stringimos a sistemas tridimensio- 

d e s ,  aunque algunos de estos resultados pueden ser generalizados al caso ndmensional como  veremos 

en el capítulo 7 [también ver Aguirre et al, 19971. 

Tomando en cuenta la observación sobre formas canónicas en el capítulo 3 y con la intención de 

simplificar las operaciones, consideraremos sistemas de la forma: 

i( t)  = Az(t) + bS(kTz) 

donde 

A = (  o o 1 ) ,  b = ( H )  0 1 0  
(4.2) 

-u3 "U2 "al 

Dado  el vector de ganancias del controlador kT = (u3 - d3, u2 - d2, u1 - d l ) ,  la condición pan 

la estabilidad asintótica en el origen del  sistema (5. I) es la siguiente 

dl, d3, dl& - d3 > O. 

Para estudiar la existencia de óhitas periódicas y bifurcaciones en el ruimero de  óhitas periódicas, 

proponemos la siguiente  parametrización:  Sea 6 un  número  positivo, y definamos 

Obsérvese que el  sistema a lazo cerrado  permanece estable para  cualquier 6 > O. La  idea de la S- 

parametrización es la siguiente: si {Al, AZ, A,} son las raíces  del  polinomio estable t3 + klt2 + k2t + k3 

entonces los valores propios  del  sistema  a  lazo cenado serán (6A1,6A2, S&} de esta manera sólo consi- 
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deramos  a S como único  parámetro de bifurcación y los valores propios a lazo cerrado se localizan en el 

semiplano  izquierdo  del  plano  complejo y tienen valor absoluto muy grande. 

4.2 Información Geométrica del Método del Primer Armónico para el Caso par- 
ticular de Sistemas tri-dimensionales 

En [Llibre and Ponce, 19961 se  estudio el sistema (4.1) para  el  caso de tres dimensiones, en ése 

trabajo se aplicó el método de la función descriptora y se obtuvó el diagrama  de  bifurcación para la 

ecuación (2.2).  Como  estamos  interesados en estimar la RA del origen, en lugar de (2.2), deberíamos 

estudiar el diagrama de bifurcación de la ecuación (4.1). Además,  debemos incluir las  órbitas  periódicas 

no simétricas, las cuales no fueron consideradas en [Llibre and Ponce, 19961. 

Cuando las funciones u(t) = 00 + usin wt y D(u(t)) = p0 + p1 sin ut se reemplazan en (4.1), se 

obtiene la siguiente ecuación 

d3x &x dx 
dt + a l p  + a2 - -t a32 = p0 + PI sin ut. 

Si u3 no es cero, las coordenadas x, y, z de la  solución  satisfacen  las  relaciones (2.14) que  fueron  obtenidas 

en el capítulo  2,  tales  relaciones  podemos escribirlas para  éste caso específico  como 

De  manera que las óhitas periódicas  del  primer  armónico son elipses en el  espacio  3-dimensional. 

De la  ecuación (2.6) y la  Proposición A.4 obtenemos  que 

Si S no es un valor propio  de A entonces se satisface la  identidad (3.2) 
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Entonces  podemos escribir 1 + W(iu) = T, T 5 O, lo cual implica 

(ala2 - a3)T2 + (a3 + d3 - - ald2)r + d l& - d3 = O (4.7) 

De esta manera, en caso de existir órbitas periódicas PA, entonces éstas estarán asociadas a las soiuciones 

de (4.7). De modo  que las siguientes parejas (T!  w 2 ) ,  estan asociadas a las soluciones (a, w, cyo) de (2.5) 

y (2.6) (O (2.9) Cumdo = O). 

Observacibn 4.1. La  primera  consecuencia cs que el sistema (4.1) tiene  a lo más dos órbitas pe- 

riódicas simétricas PA. 

4.3 No existencia de  órbitas periódicas PA no simétricas 

Enel capítulo 2, dividimos a las funciones F ( a ,  ao)  y G(a, C Y O )  en 6 casos(vertambién  el apéndice). 

En los siguientes resultados,  descartamos algunos casos  donde  no  pueden existir órbitas periódicas PA 

no simétricas. 
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Proposición 4.1. Para las condiciones C I , C ~  y cg no existen óhitas periódicas no simétricas del 

primer  armónico. 

Demostración. Parael lasecuaciones(2.5)-(2.6)correspondena a0 +W(O) = O y 1 = O . 

Parace comspondena (YO - W(0) = O y 1 = O . Enc4 lasecuacionesson a0 + W(0)ao = O y 

1 + W ( i w )  = 0 . Ya que cq, # O, entonces 1 + W(0) = O pero por otra parte, 1 + W(0) = 

(O) ( 0 ) ~ f d 1 ~ ) ~ f d 2 ( 0 ) + d 3  +al O )  +aa(O)+as = a3 # O. De  aquí  que  para estos tres casos, no existan óhitas  periolcas no si- 

métricas del primer  armónico. 

Proposición 4.2. Sea A la matriz a lazo abierto definida como en (4.2). Si a3 > O, entonces  no 

existen óhitas periódicas no simétricas del primer  armónico. 

Demostración. Ya que W(0) = v, de (2.5) tenemos a0 + F F ( a ,  ( Y O )  = O. 

De aquí que d3 = -a3 ( F(,qO,o) - 1). Como a3 > O y & - 1 > O (ver Proposición A3), se 

sigue que d3 < O. Esto es una contradicción a la condición de estabilización d3 > O. 

El resultado en  la Proposición 4.2 es muy útil  ya  que  proporciona  un criterio para la no existencia 

de óhitas  periódms PA no simétricas en términos de la  matriz  A. Más especificamente, en términos del 

det(A) = 4 3 .  El  resultado es que una conlción necesaria  para  la existencia de óhitas periódicas PA 

no simétricas es que det(A) > O. Tal condición  puede reescribirse como  que la matriz  A  debe tener un 

número par de valores propios con parte real negativa. 

Corolario 4.1. Considerar el sistema  de control tridimensional (4.1) escrito en la forma canónica 

(4.2) con det(A) # O. Sea n,(A) el número  de eigenvalores de  la matriz A con parte real negativa. 

Entonces no pueden existir óhitas periódicas PA no simétricas si n,(A) = 3 (el sistema no controlado 

es asintóticamente estable) o n, (A) = 1 (el  sistema no controlado tiene dos eigenvalores inestables). 

Como  una  consecuencia del resultado anterior, l a s  óhitas periódicas PA no simétricas pueden existir 

solamente si n, = O o si n, = 2. 
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4.4 El Caso en que A es Hurwitz 

En [SuArez et al ,  19951 se probó  que  en  sistemas a lazo  abierto estables todas las trayectorias 

eventualmente tienden hacia algún conjunto  compacto  de  volumen  cero.  Aquí  mostraremos  que  ese 

conjunto  compacto es la unión  de una óhita periódica y el origen 

%rema 4.1. Sea A la  matriz a lazo  abierto  definida  como en (4.2). Si A es estable,  entonces el 

sistema (4.1) no tiene  órbitas  periódicas no simétricas  del  primer  armónico. 

Demostración. Es inmediato  de la proposición 4.2. 

Ahora  considerese las soluciones ( r (S ) ,w(S ) )  de (4.8) y (4.9) como funciones de S y definir las 

funciones 

No es dificil ver que  se  satisfacen las sipentes relaciones 

Tomando en cuenta estas relaciones  hacemos  la  siguiente  definición: 

Definición 4.1. Las órbitas periódicas  simétricas  definidas  por (4.8) están anidadas  con  respecto al 

parámetm 6 si f(S), g(S), h(6) son funciones  monótonas  decrecientes. 

Ahora obséwese que las ecuaciones (4.6) y (4.7) tienen  el  mismo  discriminante 

Este  &scriminante no es positivo  para  cualesquiera  valores  de d l ,  d2, d3. Sin  embargo  para la pa- 

rametrización (4.3) y cuando  el  paIámetro S es suficientemente  grande,  éste  discriminante  siempre es 
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positivo y ést0 da como  resultado  la  existencia  de 2 óhitas periódicas PA una asociada a la pareja (4.8) 

y la otra asociada a la pareja (4.9). De  aquí  que  obtengamos  el  siguiente  teorema. 

lbrema 4.2. Consideremos  el  sistema a lazo cenado (4.1) escrito en la forma  canónica (4.2), con 

A estable. Para 6 suficientemente  grande  existen 2 óhitas periódicas  simétricas  del  primer  armónico.  La 

primera  está  contenida  sobre la frontera  de la región  de  atracción  del origen (a esta le  llamaremos  órbita 

interna). La segunda  está en el complemento  de la cemdura de la RA del origen (a esta le  llamaremos 

óhita externa)(ver figura 4.1). Estas óhitas tienen las siguientes propiedades: 

a)Cuando 6 + 0 0 ,  la óhita interna se colapsa al origen y la óhita externa  converge a UM elipse  constan- 

te. 

b)La óhita interna  es  inestable y la  externa es estable, 

c)Las  órbitas  internas son anidadas  cuando 6 --t OO. 

Demostracibn del lbrema 4.2.a) 

La óhita periódica  interna  se  colapsa al origen si f ( 6 ) ,  g(6), h(6) + O cuando 6 -+ OO. Sean a, w- 

las  soluciones a (2.9) correspondientes al par (4.8), entonces a = N" o equivalentemente 

N ( a )  = h. Calculando el siguiente  limite: limb,, r+(6) --$ -- (pmposicih All)  

tenemos  que  lim 6+a, ~ ( a )  -+ k. Así que 1 i m ~ + ~ u 2 ~ 2 ( 4  4 [ N - I  (&)I2  . Por otra 

parte  se  tiene que lima-,, 7 = 2 (proposición A12) implica  que lim,++,w! (6) = OO. Finalmente, 

observando  que q(6) es un polinomio  de  grado 3 en la variable u! (6) obtenemos: 

(-1 
2 

w? (6) 
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Cuando 6 -F 00, la solución de (4.9) tiende a la siguiente elipse 

Los siguientes límites pueden ser calculados lima,,w:(S) = a2, limaim 9 = 

y lim,,o N-l (s )z  = $ (Proposición All), entonces se sigue que lim+,q(S) = (a3 - a1a2)~,  

2 
h 5 + m  = O y lims+, [N-’  (*)I ( T - ( & l ) 2  = (:) . Finalmente,  tenemos 

2 

De aquí que la órbita periódica PA determinada por (4.9) es la elipse definida anteriormente. 

Demostración del %rema 4.2.b). Consideremos las siguientes funciones: 

Obsérvese  que si a, w es una solución de (4.9) entonces InzW(iw) = O, es decir, s(w) = O. 

Denotemos por w2 = w? a la raíz de (4.6) correspondiente al par (4.8) y por w2 = wp a la raíz corres- 

pondiente  a (4.9) . Entonces, .(u) = (al  - &)(u2 - w?)(w2 - u:). Así que 

s’(w0) = (ul - d1)2w- (w? -u:) y s’(w+) = (al - d1)2w+ (u:  -u!). Aquí  probaremos que la óhita 

interna es inestable (la prueba  de  que  la óhita externa es estable es similar). 
d 

Primero considérese que -ImW(iw) = 
[us’(w) + ~ ( w ) ] t ( w )  - ws(w)t‘(w) 

dw t 2 ( W >  

evaluando en wo resulta 

Ya que t(w-) > O, obtenemos 

Iw=w- = sign[s’(w-)]. 1 
Observese que la última  igualdad  implica que la estabilidad de  la órbita interna esta detenninada por 

s’(w-). Por otra parte, de (4.8) y (4.9) obtenemos 
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De aquí que 

s’(W-) = - 2 ~ -  J(u3 - d3 - d 1 ~ 2  + - 4 ( U l  - d 1 ) ( ~ 3 d z  - ~ 2 d 3  < O 

lo cual implica  que la órbita i t e m  es inestable. 

El signo de Q f ’ ( 6 )  esd determinado por la proposición A12, 

Ya que &$ > O podemos concluir que f’(6) < O cuando 6 es suficientemente grande. 

Similarmente 

A{ [N-’(-)lZ&46)) 
6 

El signo de v g ’ ( 6 )  está determinado por la proposición A12, 

es decir 

q g ’ ( 6 ) )  “6-03 -4 [N-’ ( & ) I 2  (&)2  (2)4 
de  aquí  que g’(6) < O para 6 suficientemente grande. 

Finalmente 

de aquí  que h’(6) < O para 6 suficientemente grande. Entonces las órbitas internas están anidadas. 1 

Los resultados  de  esta  sección  implican las  siguientes observaciones. 

Observación  4.2. La retroalimentación de estado de alta ganancia se usa  principalmente para re- 

chazar pertbaciones (6 más grande  rechaza pertuhaciones más grandes). El teorema 4.2 prueba  que  el 

conjunto de puntos  que  pueden ser llevados al origen  decrece  cuando el sistema está sujeto a una retroa- 

limentación de alta ganancia, y tiende a ser sólo el origen  cuando 6 es incrementado.  Por lo tanto, para 
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sistemas con entradas acotadas, el ~ c h a z o  de perturbaciones grandes  implica la reducción de la RA del 

origen. 

Obsemacibn 4.3. Consideremos una raíz 6' del polinomio 

Si además 6' satisface que ~(6') < O ,  entonces 6' determina una bifurcación en el numero de brbitas 

periódicas PA. De  aquí  que el númem máximo de  puntos de bifúrcación es 6 en sistemas tridmensionales. 

Cuando S es pequeflo, la existencia de óhitas periódicas simétricas PA se sigue de los siguientes límites 

( a3 > O, ya que A es estable): 

suficientemente grande. De aquí que exista un número  par de puntos de bifurcación 

El simente ejemplo ilustra las ideas de  la  observacion anterior 

Ejemplo 4.1. Considerar el sistema  tri-dimensional 

(::) x3 = ( -9 o o 1  -5 o -2 Y )  (:;)+( ; ) s a t ( ( g - g S 3 > 5 - E 6 2  44 ' 2--6) 110 ( )) 
x3 

Observese que el sistema a lazo cerrado y el sistema a lazo abierto son estables ya  que se satisfacen las 

condiciones de Hunvitz.  Analicemos el polinomio 

[F l1  ( b - 1) (6 - 2) (6 + y ) ]  - De  acuerdo  con el Método de Balance del Primer  Ar- 

mónico el númem de puntos de bifurcación esta acotado por las raíces positivas de éste polinomio.Tales 

raíces son b1 = .89665 ,S2 = 1.1976 , b3 = 1.6598,6* = 2.2431. Tomando en cuenta  esta informa- 

ción, se hicieron simulaciones  numéricas en la proximidad de tales puntos y se encontraron sólo 2 puntos 
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de bifurcación,  estos  puntos son los correspondientes  a b1 = .89665 and 64 = 2.2431 y sus valores 

en las simulaciones son 6; = 0.98212  y 6; = 2.03947 . En estos puntos existe solamente una ór- 

bita  cerrada  no-hiperbólica. Por otra parte,  para 6 E ( O ,  0.98212) existen dos óhitas periódicas, para 

6 E (0.98212,2.03947) no existen Óhitas  periód~cas y para 6 E (2 .03947,~)  existen dos óhitas pe- 

ribdicas.  Aunque los puntos 6 2  = 1.1976 , 6 3  = 1.6598 son raíces  positivas  del  mencionado  poli- 

nomio, ellos no  corresponden  a puntos de bifurcación en vista de que ~ ( 6 2 )  = 0.58978718, ~ ( 6 3 )  = 

0.962283117, lo cual es una contradicción ya que la  negatividad de ~(6) es una condición para  la exis- 

tencia de óhitas periódicas  simétricas  del  primer  armónico. 

Observacidn 4.4. L a  parametrización de las ganancias del control dada por d l  = 6a1, 

d 2  = S 2 a 2 ,  d 3  = S3a3 ,  para 6 E [ l , ~ )  (aquí kl = a l ,  k2 = a 2 ,   k 3  = a 3 )  nos  permite analizar 

las  bifurcaciones  cuando los eigenvalores  a  lazo abierto permanecen en el  semiplano  izquierdo de los 

números  complejos  y  su valor absoluto  alcanza  valores muy p d e s  cuando  se  incrementa el valor del 

parametro 6. La  idea  es la siguiente:  si {Xl, AS,  X , }  son  los  eigenvalores de A, entonces {6X1, 6 X 2 , 6 X 3 }  

son los eigenvalores del sistema  a  lazo  cerrado, de tal  manera  que  cuando evaluamos en S = 1, se  obtienen 

los  eigenvalores  del  sistema  a lazo abierto {X,, X 2 ,  As} .  Entonces  para S = 1 no existen óhitas periódicas 

y del Teorema 4.2 hay dos Óhitas cuando 6 >> 1. Así que  existe  al  menos un punto de b h a c i ó n  6'. 

Obsérvese que cuando S = S* solamente  existe UM órbita periódica PA, la  cual no es hipehólica. 

4.5 Caso en  el que la matriz A es antiestable 

En [Suárez et al, 19951 se mostrC, que si el  sistema  a lazo abierto tiene  todos sus eigenvalores 

con parte  real  estrictamente  positiva (matriz estrictamente  inestable),  entonces la región  de  atracción es 

acotada y homeomórfica  a la bola n-dimensional (a la bola 3dimensional en este caso). Sobre la frontera 

de la RA hay 2 puntos de equilibrio,  los  cuales son repulsores. En esta sección predecimos la existencia 

de ciclos  límite  sobre la frontera de la RA del origen. Este es un  resultado  intuitivo ya que la fmntera es 

homeomórfica  a la esfera y los  puntos de equilibrio sobre  la frontera son repulsores. 
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Como una diferencia  a los sistemas estables a lazo abierto,  para los sistemas estrictamente inestables 

a  lazo abierto pueden existir al menos dos óhitas periódicas no simétricas PA cuando se satisface que 

-1 < < e < 1 (cQ). En éSta sección,  además, se muestran  evidencias de una bifurcación 

de rompimiento  de Óhitas simétricas, es decir,  bifurcaciones  donde una óhita periódica simétrica (con 

respecto al origen) se rompe en 2 o más Óhitas periódicas no simétricas.  Para  la condición CQ obsérvese 

que es suficiente considerar QO > O, a > 1 + QIJ ya que F(a,-a0)  = -F(a,  c q )  y G(a,ao) = 

G(a, -ao). En otras palabras, la simetría  del  retrato fase reduce el problema  a encontrar una solución 

satisfaciendo C Y O ,  a > O. De tal manera que tanto u(t) = aro + asinwt como u(t) = -(YO + asinwt 

determinan óhitas periódicas del primer armónico. Para estudiar las órbitas periód~cas no simétricas del 

primer armónico  necesitamos encontrar las soluciones (a, w, QO) de (2.6), es decir 

De aquí que sea  necesario  resolver 1 + W(iw) = T, T < O. 

Proposición 4.3. Sea A la matriz  a  lazo  abierto definida como en (4.2). Si al, a3, ala2 - a3 < O 

entonces existe solamente UM óhita periódica  simétrica  del  primer  armónico  determinada  por la pareja 

( T ,  u') definida en (4.8). 

De aquí que las raíces  de (4.7) tengan  diferente  signo y la raíz T que satisface T < O esta definida 

por (4.8). Observar que el signo positivo del discriminante  de (4.7) implica  la  existencia  de  una órbita 

periódica  simétrica del primer armónico. 

Ahora considérese la pamnetrización de alta ganancia. Como vimos en la Proposición 4.3, existe 

una y solo una T < O (de aqui que una y sólo una w2) determinada por (4.8). También para esta  parame- 

trización  especial T y w2 estan dadas  por 
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De(4.11)esdtrectocalcularque lim r+(6) = 1-y (o lim W ( i w - ( 6 )  = lim r+(b)-l -+ y). 
6-00 6-00 6 4 -  

Las siguientes definiciones y  lemas nos serán útiles  para  demostrar la existencia de óhitas periódi- 

cas no simétricas PA. Para a0 > O, a > 1 + a0 definimos las funciones 

(4.12) 

W a ,  0 0 )  = 1 + b+(p(a ,  0 0 ) )  - 1]G(a, 0 0 )  

Notar que p(a,  ao)) > 0 ya  que a3 < O ,  > O y F(aQ:ao) - 1 > O (ver Proposición A.3). La 

prueba del siguiente lema se sigue de  inmediato. 

Lema 4.1. El  par (E, EO) es una solución a (2.5) si y sólo si 6 = p('ii,Eo). 

Lema 4.2. Sea A la matriz a lazo abierto definida como en (4.2). Si A es estrictamente inestable 

(todos sus eigenvalores tienen parte real positiva) y QO es suficientemente peque@  entonces existe a 

satisfaciendo a > 1 + a0 y H ( a ,  ao) = O. 

Demostración. Dado a0 > OlaproposiciónA8 implicaque lima4- F(a ,  ao)  = Oy lima+O0 G(a, ao)  = 

O. Entonces F(aqOao) -+ 00 y p(a ,  ao)  -+ 00 cuando a + 00, y por lo tanto r+(p(a,  00)) -+ 1 - !Q&Z 

cuando a -+ 00. De  aquí  que 

k3 

¿ima,,H(a,a~) = 1 + [--](O) k l  k2 = 1 (*) 
k3 

AhoraanalicemosH(a0+l,a~)=l+[r+(p(ao+l,cr0))-1]G(a0+l,cr0). 

Debido  a la proposition A8 G(ao + 1, QO) -+ 1 y F(ao+l,ao) -+ I  cuando -+ O. 

Entonces p ( a ,  QO) -+ O cuando a0 -+ O. 

Además r+(S) -+ - a,a",a3 cuando S -+ O. 

De aquí que l inh0-oH(ao + L a o )  = 1 + - 11(1) = -a,a2-a3 a3 < o (**I 

Como consecuencia de (*)y (**)y la  continuidad de H se tiene  que existe a > 1 fa0 tal  que H ( a ,  ao) = O 

.B 
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Definición. Sea > O tal que para  toda a0 E (O, E ~ ) ,  existe a > 1 + a0 satisfaciendo H ( a ,  a0 j = 

O. Definimos el conjunto RE, como sigue: 

R,, = {(a, a0 j : a0 E (O, j ,  y a satisface que a > 1 + (YO y H ( a ,  C Y O )  = O } .  

Notar  que por el lema anterior, RE, # 0. 

En el s ipente  teorema  mostraremos  que  si n, = O el  sistema de control (4.1) exhibe  órbitas 

periódicas PA no simétricas  para ciertos valores de S > O. Esta mformación  puede verse como una 

evidencia de una bifurcación de rompimiento  de órbitas simétricas. 

%mma 4.3. Sea A la matriz  a lam abierto definida  como en (4.2). Si A es estrictamente inestable 

(todos sus eigenvalores tienen parte  real  positiva),  entonces,  para  todo S, existe  solamente UM óhita 

periódica  simétrica PA determinada por el par (r+, w- definido por (4.8). Ademhs,  considerando el 

sistema  a  lazo  cerrado (4. l), se satisfacen las siguentes propiedades: 

a)La órbita perióhca simétrica PA es  inestable  y  se  contrae al origen cuando S + 00,  

b)Como UM función de S, l a s  óhitas periódicas PA son anidadas  para S suficientemente  grande. 

Si ademas los números a, a0 satisfacen -1 < - 'aaQ < e < 1 (cQ), entonces: 

C)Para todo 6 E R = {p(a, (YO) : (a, ao)  E REl} existen al  menos dos órbitas peribdicas no simétricas PA 

(ver Figura 4.2). 

d)Para S suficientemente  pequeño o suficientemente  grande no existen órbitas periódicas no simétricas PA. 

Demostración de a) y b). Esta prueba  es  similar  a  la  del  Teorema 4.2, por lo tanto será omitida. 

Demostración de c). 

Tomemos S* E R. Entonces S' = p(a*, CY(;)  y a(; E j .  Además a* satisface a* > 1 + a(; y 

H ( a * ,  a;) = O. De  aquí  que 1 + [~+(p(a*,  a;)) - l]G(a*, a;) = O. Como S* = p(a*, a;) entonces 

l+[r+(S*)-l]G(a*,a(;). Siescogernosu* = w-(S*) obtenemosque ( a * , ( - ~ ~ , w * )  satisfacelaequación 

(3.4). Por otra parte, la ecuación (3.3) se satisface ya  que S* = p(a*, a(;). 
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Demostracibn de d). 

Primero,  probaremos  que si 6 es suficientemente pequeÍí0  entonces no existen órbitas periódicas no  si- 

métricas del primer  armónico. Si  la ecuación (2.5) se satisface entonces 6 = p(a ,  ao) para alguna pareja 

(a, &o). 

Considerar H ( a ,  cyo) como fue definida anteriormente. Uremos que H(a ,  ao) # O cuando 6 -+ O. 

Usando la proposición A9 obtenemos 

lims-+oH(a, m) =fimo+o,a+11+ [ T + ( P ( ~ ,  QO)) - 1lG(a, a01 - alaz-a3 a3 < o. 
De aquí que la ecuación (2.6) no se satisface cuando 6 es suficientemente pequeÍí0 y por  lo tanto no hay 

órbitas periódicas no simétricas del primer  armónico. 

Ahora,  probaremos  que si 6 es suficientemente grande  no existirán órbitas periódicas no simdtricas del 

primer  armónico. 

Usando la proposición A10, G(a, (YO) es decreciente con respecto a &O, así que 

G(a, ao)  < G(a, O) = N ( a ) ,  donde N ( a )  es la función descriptora. 

Sabemos  que N ( a )  4 O cuando a + 00 y G(a, ao) E (O, 1) (ver Proposición A4). 

Recordar  que li~,,W(iw-(6)) = -Uz. 

Si 6 > O, entonces existen 6, y a, tal que I < E 

k3 

si S > 6, entonces j ~ ( i w -  (6)) + 
si a > a, entonces O < G(a, QO) < G(a, O) < 6 

Escogemos E > O suficientemente pequeilo  para garantizar que 1 + W(iw-)G(a,ao) x 1 , es decir 

1 + W(iw-)G(a ,  ao) # O para  todo 6 > 6,, a > a, y para  todo ao(a0 + 1 < a) 

Mostraremos  que si 6 > 60 entonces no existen óhitas periódicas no simétricas del primer  armónico. 

Sean 6 > 60 y a, a0 tales que satisfacen (2.5), entonces 

Usando la proposición A10, el minimo valor de a es 

1 
1 
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Ya que S > 60 = max(S, ,Z) entonces S > Zy  usando  que la h i ó n f ( z )  = & ( z > 4 es creciente 

cuando z es suficientemente grande  tenemos 
1 1 

r 

De  aquí  que si S > SO y a, cy0 son soluciones de (2.5) se sigue que a > a, . 

Como S > SO = max(S, , S )  entonces S > S,. En consecuencia 1 + W(iw- )G(a ,  cyo) # O y la ecuación 

(2.6) no se satisface y por  lo tanto no existen órbitas periódicas no simétricas del primer  armónico. 

Observación 4.5. Desde el punto  de vista de una aproximación del primer  armónico, las óhitas 

que se predijeron en  el Teorema 4.3.a) se localizan sobre la frontera de la región de atracción del origen, 

Q(0). Cuando S - 0 0 ,  la óhita perióhca simétrica PA se contraen al origen, y ya que tal órbita periódica 

es radialmente inestable, este fenómeno  conduce al colapso de la región de atracción [ver Aguirre et al, 

19971. Por otra parte, podemos encontrar óhitas  periódcas no simétricas PA paravalores arbitrariamente 

pequeños  de a0 (Teorema 4.3.c)). De aquí que  conjeturemos que tales órbitas periódicas no simétricas 

apamen debido  a UM bifurcación que consiste en el  rompimiento de una órbita simétrica. Esto está 

basado en el hecho de que  para valores pequeños y para valores grandes del parámetro S > O, el sistema 

de control tiene una órbita periódica (ésta órbita es la predicha en el Teorema 4.3.a)), y cuando  la razón 

de  convergencia al origen es aumentada  @or el incremento del valor del parhmetm S), la órbita periódica 

simétrica PA se bifurca  para  producir al menos  tres órbitas: UM órbita periódica simétrica PA más  dos 

óhitas periódicas no simétricas PA. lbdas éstas órbitas están localizadas sobre la frontera de la  región de 

atracción del origen. 

4.5.1 Orbitas peri6dicas no simdtricas PA virtuales 

Aqui  probaremos  que  para las condciones c2 y c5 existen órbitas periódicas no simétricas del primer 

armónico. pero no creemos  que éstas correspondan  a auténticas órbitas periódicas (óhitas virtuales). 

Ellas posiblemente  corresponden  a los puntos  de equilibrio (ver Figura 4.3). 
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Pmposicidn 4.4. Sea A la matriz a lazo abierto definida como en (4.2). Si A es estrictamente  ines- 

table  (todos sus eigenvalores tienenparte real positiva). Y si además dl, d2, d3 satisfacen ~ ( Z L J - )  # -2 

entonces existen 2 drbitas  periódicas no simétricas PA, una correspondiendo a c2 y la otra correspondien- 

do a Cs. 

Demostraci6n. S610 haremos la  prueba  para c2, el resultado para cs es consecuencia  de  que para 

a. > o, F,,(a, -ao) = -&,(a, ao) y Gca(a, -ao) = G,, (a, ( Y O ) .  De aquí  que si a0 > O y a > O son 

soluciones de las ecuaciones (2.5) y (2.6) y satisfacen c2, entonces -a0 < O y a > O son soluciones  de 

las  ecuaciones (2.5) y (2.6) y además  satisfacen c5. 

*)Si -2 < W ( i w - )  < -1 

Aquí i < < 1. Primero  mostremos la unicidad: 

De  la  ecuación (2.6) obtenemos G(a, cyo) = & E ($, 1). De la proposición A4, a. debe  satisfacer 

O < a0 < 1, de  donde G(a, ( Y O )  = + ;N (k). Entonces 1 + W(iw-)G(a ,  ( Y O )  = O si y ~610 si 

Reemplazando (4.13) en (2.5) obtenemos 

(4.13) 

(4.14) 

donde zo = N" (& - 1) . Con esto  queda  demostrada la unicidad  ya  que a y QO están obligadas 

a quedar  definidas  como  en (4.13) y (4.14). 

Ahorademostremoslaexistencia: Conayaodefinidascomoen(4.13)y(4.14)seveque(a,ao,w-) 

son solución  de las ecuaciones (2.5) y (2.6). Sólo  debemos verificar que a. > O y a > O, es decir 

O<ao<l .  



Haciendo uso del hecho  de que  la función b(z) = $ sin" + $z 1 - 5,  x2 > 1 es una función 

impar y b(x) > $ si z > 1, se obtiene que 

d 

x0 

pero W(0) = y < -1 yaque a3 < O. 

De aquí que tanto el numerador  como el denominador  de a0 son negativos, entonces (YO > O. Por 

otra parte 

a0 < 1 si y SÓIO si O > I + W ( O )  = $. 

P e r o ~ ~ O d e a q u í q u e O < ~ O < l y a e s t a b i e n d e f i n i d a c o m o a = ( 1 - ~ ~ ) N " ( ~ - 1 )  

..)Cuando W ( i w - )  < -2 la prueba es similar a la prueba de o). 

Pmposición 4.5. Sea A estrictamente inestable. Si dl, d z ,  d3 sawacen que W ( i w - )  = -2 enton- 

ces existen 2 órbitas periódicas no simétricas del primer  armónico, UM correspondiente a cz y con los 

siguientes valores crO = 1, a = T- d3 

d3- a3 

los siguientes valores (YO = -1, a = T- 
d3- a3 

, w = w - =  4- y la otra correspondiente a c5 y con 

d3 , w = LJ- = JG. 
Demostración. Sólo haremos la prueba  para c2, para c5 es similar 

Si ~ ' ( i u - )  = -2 y 1 + W(iw-)G(a ,  (YO) = O entonces G(a, (YO) = $ 

Se sigue que (YO = 1 (ver proposición A4). 

Además  como  la  ecuación (YO + W(0) F( al (YO) = O debe satisfacerse para (YO = 1 entonces a = T- . d3 

da- a3 

Por otra parte, es inmediato  que W ( Z w - )  = -2 implica w- = y 2(d3 + a3) = (dl + 

Teorema 4.4. Sea A estrictamente inestable.  Si  considemmos la parametrización (4.3) siempre 

existen 2 órbitas periódlcas no simétricas del primer  armónico  para  todo valor positivo de S , una co- 

rrespondiente c2 y otra correspondiente a c5. Además existe 50 tal que (YO, como  función de 6, satisface 

Demostracih. Primero, considerar el caso  cuando SO es UM raíz del polinomio 
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En este caso  escogemos w = w- = Ji(k26: + a2) para garantizar que W ( i w - )  = -2 y escogemos 

a0 y a como fue indicado en la Proposición 4.5. Es claro que a0 no esta  pr6ximo al cero (a0 = 1). 

Ahora, considemr el caso cuando So no es una raíz del polinomio (4.5), notar al final de la prueba de 

la proposición 4.5 que si SO M es una míz de tal polinomio  entonces  necesariamente W ( i w - )  # -2, 

entonces como W ( i w - )  es un número  real y W ( i w - )  < -1 el resto  de la prueba  de la existencia de 2 

óhitas periódicas no simétricas del primer  armónico se sigue como en la Proposición 4.4. 

Finalmente  probaremos la existencia de EO. Como en la prueba  de la proposición 4.4 sólo conside- 

raremos  la  condición c2. Tenemos  que a0 está definida por (4.14). Primero  observar  que la no existencia 

de Zo implica  que exista una sucesión (6,), tal que  lim ao(6,) = O. Por otra parte, tenemos  que 
m-+m 

lim ao(Sm) = O  w lim zo(6,) = 1 w Iim W(iw_(S,))  + 1 = Ow lim ~ + ( 6 ~ )  = O  
m+m m-+m m+m m+m 

donde r+(S) está def~da como en (4.11) y es la única raíz negativa del polinomio 

(ala2 - a 3 ) P  + (a3 + IC363 - azk16 - a1k2b2)r + (klk2 - k3)b3 = o 

De  aquí  que  lim r+ (S,) = O implica  que 
m+m 

,-+m 
lim (a3 + ~ ~ 3 6 ;  - ~ l k 2 6 2  - a21~1Sm)r+(6,) + (k1k2 - k3)6; = O 

Pueden lstinguirse 2 casos: 

Primero  supóngase  que (a3 + k362 - alk26$ - a&,Sm)r+(6,) + O, cuando m + OO. Entonces 

lim (k lkz  - k3)bZ = O, o equivalentemente lirn 6, = O. Sin  embargo  lim 6, = O implica  que 

lirn r+(S,) = a,;2a:a3, lo  cual es UM contralcción porque a,;2ya3 es UM constante diferente de 

m+cc  m+cc  m+cc 

m+m 

cero. 

Por el contrario, supóngase  que (a3 + k36$ - al k26; - u2k1Sm)r+(6,) -H O, cuando m -, OO. ’Ila que 

lirn T+ (6,) = O entonces existe UM subsucesión (bm,),, tal que (a3 + k36Ln - a1k26Ln - a2k1Smn) 

diverge  a lnfinito cuando n + 03, pero esto implica  que  lim 6,,, = 00 y por lo tanto  lirn r+ (6,,) = 

m+m 

n-+m n-co 

- k l k  - k  i3 9 .  Esto es una contradicción porque k 1  k;3-ka es diferente de cero. 1 
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Observación 4.6. El  Teorema anterior nos  hace  pensar  que el  par  de óhitas periódicas no simétricas 

predichas en esta sección en realidad  corresponden  a los puntos de equilibrio. La razón es que una órbita 

periódica no simdtrica se escribe como u(t)  = a0 + usin ut . Si se originara de una bifurcación enton- 

ces deberiamos tener (YO’S incrementandose  continuamente  desde el origen, pero a0 nunca está próxima 

al cero cuando el sistema esta sujeto a  la retroalimentación de alta ganancia. Entonces tales óhitas es- 

tán presentes para  todo 6 E (O, m) con (YO que  nunca está pdxima al cero. De aquí que ellas deberían 

corresponder  a los puntos  de equilibrio. 

4.6 Caso en el que la matriz A tiene valores propios con parte real negativa y po- 
sitiva 

En [Suárez et al, 19951 se probó  para sistemas cuyos valores propios tienen partes reales positivas 

y negativas, que  para una retroalimentación que  solamente  reubica los valores propios  con parte real 

positiva, la region de atracción es homeomórfica al producto de regiones de atracción asociadas a las 

partes estable y estabilizada. Para n = 3 esto implica  que i) si A tiene un valor propio  negativo  y 2 

valores propios  con  parte  real  positiva,  la región de atracción del sistema  a lazo cerrado es homeomórfica 

al cilindro R x B2, ii) si A tiene un valor propio positivo y 2 valores propios  con parte real  negativa, 

la región de atracción del sistema  a lazo cerrado es homeomórfica al cilindro R2 x B’ , donde B’ es un 

4.6.1 A con un valor propio  negativo 

Wmma 4.1. Considerar el sistema (4.1) con  1 valor propio  negativo y 2 valores propios  con  parte 

real positiva. Entonces. 
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a)Si (X2,X3 E C+/R) o (X2,  X3 E R+ y [X, > max(-X2, -X3) o X1 < min(-X2, -X,)]) o 

(X2, X 3  E R+ y X2 = X3 y Al # -X2) entonces el sistema (4.1) tiene una órbita periódica 

simétrica del primer  armónico y no tiene óhitas periódicas no simétricas del primer  armónico.  La óhita 

se contrae al origen cuando 6 diverge al infiito. 

b)Si X2, X3 E R+ y -X1 esta entre X2 y X3, la existencia de óhitas periódicas simétricas del primer  armónico 

depende del parametro a2. Especificamente,  cuando a2  > O el sistema (4.1) tiene 2 órbitas periódicas simétri- 

cas del primer  armónico  cuando S es suficientemente grande. Una de las Óhitas periódicas simétricas es 

inestable y se contrae al origen, y la otra es radialmente estable y tiende a ser una elipse constante. Cuando a2  5 

O el sistema (4.1) tiene una órbita periódica simétrica del primer  armónico  que es inestable y se contrae 

al origen.  Además,  no existen órbitas periód~cas no simétricas del primer  armónico (ver Figura 4.4). 

Demostración de a). Aquí a3 > O y ala2 - a3 < O. Entonces la prueba es similar a la prueba de 

los teoremas 4.1 y 4.2. 

Demostración  de b). Aquí a 3  > O y a1a2 - a3 > O 

Entonces  la  prueba se sigue usando  la  Proposición All  y siguiendo los mismos  pasos  que las pruebas de 

los teoremas 4.1 y 4.2. 

4.6.2 A con un valor pmpio positivo 

Sean X1 E R+, X2, X3 E C- los eigenvalores de A.  

Wmma 4.6. Considerar el sistema (4.1) con un eigenvalor positivo y dos eigenvalores con parte 

real  negativa.  Se  cumple lo siguiente 

a)Si (X2, X3 E C / R )  o (X2,X3 E R- y [X, > max(-Xa,-X3) o X1 < min(-Xz,-Xs)]) o (&,X3 E 

R- y X2 = X3 y Al # -X2) entonces  la existencia de  Óhitas periódicas simétricas del primer  armóni- 

co  depende  del  parámetm a2. Especificamente, cuando a2 > O el sistema (4.1) tiene 2 óhitas periódicas si- 

métricas del primer  armónico si S es suficientemente grande. UM es radialmente inestable y se contrae 
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al origen, y la otra es radialmente estable y tiende a una elipse constante cuando S diverge al infinito. Cuan- 

do a2 2 O el sistema (4.1) tiene solamente una órbita periódica simétrica del primer  armónico, la cual es 

radialmente inestable y se contrae al origen. Además  no se puede decir algo acerca de la existencia o no 

de órbitas periódicas no simétricas. 

b)Si X2, X3 E R- y -X1 esta entre X2 y X3, entonces el sistema (4.1) tiene solamente una órbita periódica 

simétrica del primer  armónico, la cual es radialmente inestable y se contrae al origen cuando S es suficiente- 

mente  grande.  Además, si  la función ~'(6) definida en (4.8) es positiva para  toda S > O (considerando 

la parametrización (4.3)) entonces existe una bifmacibn  en el número  de órbitas periódicas no simétri- 

cas del primer  armónico (ver Figura 4.5). 

Demostración de a). Aquí a3 < O y (2102 - a3 > O 

Entonces  para el análisis de las órbitas simétricas la prueba  depende de la proposición All  y se sigue en 

forma similar que el Teorema  4.2. 

Para el  caso de  la existencia o no existencia de órbitas periódicas no simétricas hacemos el siguiente 

análisis: Considerar el discriminante 

~(6) = (-a3 - k3S3 -t azklti + altt262)2 - 4(ala2 - a3)(klk% - k3)ti3 

Estudiemos las variaciones de signo de los coeficientes del polinomio --k363 + alk2S2 + azk16 - as. 

Se  sabe  que -IC3 < O y -a3 > O. Tomando en cuenta todas las posibilidades en los signos de al y 

a2 podemos  ver  que  puede  haber 1 ó 3 variaciones de signo, usando la regla de Descartes se ve  que el 

polinomi0 tiene a~ menos una raíz real  positiva 60 y entonces ~ ( 6 0 )  = -4(alaz - a3)(k1k2 - k3)6: < O, 

por lo tanto r(6) no esta definida para  todo S > O y no podamos aplicar las ideas expuestas en el caso de 

la matriz A estrictamente inestable y de aquí que no podamos decir algo acerca de la existencia o no de 

óhitas periódicas no simétricas del primer  armónico. 

Demostración  de  b). Aquí a3 < O y ala2 - a3 < O 

De  aquí  que r(6) es continua y negativa para toda 6 > O. 

Entonces la prueba se obtiene siguiendo los mismos  pasos del Teorema  4.3 y Teorema 4.4. 
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Observacih 4.7. Como en  el caso en  el que la matriz A es Hurwitz, el número de puntos de 

bifurcación de órbitas periódicas simétricas del primer  armónico está acotado  por el número de raíces 

positivas del polinomio (a3 + k3b3 - azk16 - ulk262)2 - 4(alaz - a3)(klkZ - k3)b3. Sin  embargo, 

debemos  tomar  en  cuenta otro padmetro. Este es el padmetro u2 (ver teoremas 4.5 b) y 4.6 a) ). El signo 

de u2 determina la existencia de una o dos óhitas peri6dicas simétricas PA cuando 6 es suficientemente 

grande y esta diferencia en  el comportamiento  podría  modificar el número de puntos de bifurcación en 

cada caso. 

4.7 El 3-Integrador 

Considerar el sistema 

(4.16) 

Este sistemaes llamado el 3-integrador. En [Sussman, H. J. andYang, YJ991; Fuller, A. T, 19691 se 

muestra  que el sistema (4.16) no es globalmente asintóticamente estable con cualquir funciónde control de 

la forma sat(kTu) donde  sat es la función  de saturación. La  idea en esos trabajos es encontrar trayectorias 

que  divergen  al infinito. En ésta sección  predecimos la existencia de una óhita periódica  radialmente 

inestable sobre la frontera de  la RA del origen. Ya que la RA es no acotada [ver Suárez et al,],  se  puede  ver 

con simulación  que la RA es un cilindro. De tal manera  que las trayectorias fuera del cilindro divergen al 

infinito. Por otra parte,  cuando se considera la parametrizacion (4.3), las óhitas  periólcas se contraen 

al origen Esto  implica  que  la RA del origen se  reduce al origen cuando 6 -+ OO. 

Primero  nótese  que  de (3.2) se tiene  que 

d3 - d1w2 + w(d2 - w2)i  1 + W ( i W )  = 
-w3i 

Buscamos w > O, r 5 O tal que 1 + W ( i w )  = r,  es decir 

d3 - dlW2 = O  
w(d2 - w2) = - W ~ T  

de aquí  que w2 = 2 y r = -d ldz-da 
d3 ' 
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Proposici6n 4.7. El 3-integrador (4.16) satisface lo siguiente: 

a). Existe una y sólo una óhita periódica simétrica del primer  armónico correspondiente a 

b). Las cordenadas de  la órbita periódica simétrica PA satisfacen 

c). La órbita periódica simétrica PA es mdialmente inestable. 

d). Cuando 6 "+ co la brbita periódica simética PA se contrae al origen. 

e). Las óhitas periódicas simétricas PA son anidadas. 

a N ( a )  z ( t )  = - C O S W t ,  y ( t )  = - - a N ( a )   - a N ( a )  
sin w t ,  z ( t )  = ~ w2 w cos wt 

w3 

La  prueba se sigue reemplazando los valores de w 2 ,  a, N ( a )  obtenidos en a). 

Demostración de d). Definimos las funciones 

cuando 6 "+ m. 

Demostración de e). Las derivadas de f(d), ¿j(6) y h(6) satisfacen 
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de aquí  que ?(d), y(6) y h(5) son decrecientes. M 

Observaci6n 4.8. Con el analisis de  todos los casos ( A estable, A inestable, A con un eigenvalor 

positivo, A con un eigenvalor negativo),  podemos  hacer notar que  independientemente de cual sea la 

matriz A y con  la parametrización de alta ganancia (4.3) siempre existe al menos una óhita periódica 

simétrica del primer  armónico  cuando S es suficientemente grande, la cual es radialmente inestable y se 

contrae al origen. Esto  podría ser interpretado como  que  la RA se reduce al origen. 

4.8 Conclusiones 

En éste capítulo usamos el método de balance  de  primer  armónico  para estudiar propiedades de 

la región de atracción del origen en sistemas de control lineales sujetos a una retroalimentación de alta 

ganancia con saturación. En particular,  describimos la existencia de  Óhitas periódlcas no simétricas desde 

el punto  de  vista  de UM aproximación  de  primer  armónico en sistemas tridimensionales. En sistemas 

con  uno o con tres eigenvalores a  lazo abierto con parte real negativa,  por  ejemplo,  no existen óhitas 

periódicas no simétricas del  primer  armónico.  Cuando  todos los eigenvalom a lazo abierto tienen parte 

real  positiva  demostramos la presencia  de óhitas periódicas no simétricas (de  primer  armónico) para 

ciertos valores del parámetro de alta ganancia. Ya que  tales Óhitas no simétricas no existen para valores 

pequefios y para valores grandes del parametro.  entonces esto puede ser visto como UM evidencia  de UM 

bifurcación que consiste en el rompimiento  de óhitas simétricas. Cuando  el  sistema tiene 2 eigenvalores 

a lazo abierto con  parte  real  negativa, el análisis de primer  armónico es más  complicado,  pero  también 

puede obtenerse información acerca de la  posible existencia de óhitas no simétricas. 
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Figura 4.3.  Ohitas peri6dicas virtuales cuando A es antiestable 

a) A con un valor propio negativo y n2 5 O 

Figurn 4.4 
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b )  A con un valor propio negativo y a2 > 0 



1 
7"  

Figucn 4.5. Posible ronllpillliclllo de una óhi la  silnCtrica cuando A tiene un valor propio positivo y 

dos con parte rcal ncgnl:iva 
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Apéndice de la  parte 1 

Al. Calculo de las funciones F(a,  ao) y G(a, ao) 

Para calcular F(a, ao) y G(a, ao )  debemos considerar 6 casos diferentes: cl) "liaQ < e 5 -1, 

Ca) -'aaQ 5 -1 < e < 1, C3) -1 < -1-aQ a < e < 1, 

c4) -'aaQ 5 -1 < 1 5 e, Cg) -1 < - I n Q Q  < 1 5 e y cg) 1 5 - 'aaQ < e. 
Lema Al. El valor  de F(a,  cyo) y G(a, 0 0 )  para cada uno de estos casos son los siguientes: 

~ 1 )  F(u,  ao)  = 1, G(a, m) = O.  

c6) F(a ,  ao) = 1, G(a, 0 0 )  = O. 

Demostración. Debemos calcular las integrales definidas en l a s  ecuaciones (2.7) y (2.8) para  el 

caso en que 7 es la función de saturación S. Primero  hacemos  algunas  observaciones acerca de la función 

67 



I'" I" S (  (YO + asen 8) sen 8d8 = (YO sen 8d8 + a 12" senBd8=O+O=O 

a) = O e.d. 1 = (YO. 

Las integrales  de  este  inciso  satisfacen l a s  fórmulas  del inciso b). 

n - l  3 

f a  IO sen Bd8 - / - 
cero 

( 1 
sen 8d8 

sen-1 (e) 

-2a i 1- - 

U T  1 - (Yo 
= " ( l - a o )  + asen" - 

2 a 

cg) -1 < -1;aQ < < 1 

a) -'naQ = 0e.d. (YO = -1 

Las integrales  de  este  inciso  satisfacen las fónnulas dei inciso C) 

b) = O e.d. (YO = 1 

Lo mismo que  inciso a). 
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J 
- 1  I"0g 

S(a0 + asen 0)dS  = ~ 2 s  + a 
-P"Ben-l -"-ag a (e) & + a  I"-"'; sen-l l-pg a (+)de 

I- 

a 
"1 I"0g 

sen a 
71"8en-1 -"-og 

+a J sen'  Odd + a J a sen2Bd8 
- 1 "l-ag T-sen-l +?.Q 

Jo S(% + asen = cr027r + a lo sen Ode = a027r 

2x 271 
S ( a o + a s e n B ) s e n H d O = a 0 1   - + a l  sen 2 Odd=as  

cero 

a) -'aaa = 0e.d. = -1 

Las integrales de este inciso satisfacen las fónnulas del inciso b). 
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A.2. Resultados  Técnicos 

Las siguientes proposiciones son útiles  para  probar la  existencia o no existencia de ÓF. :is per., . . U L , d  ' 1 .  iio 

simétricas del  primer  armónico. Proposición A2. Dada F(a.  u.0) como  en el Lema AI se cumple lo 

siguiente 

a)Para CZ) tenemos  que F ( a .  ao )  > O y F ( u ,  ao) - a0 < O, 

b)Para CQ) tenemos  que F ( a ,  a o )  > O y F ( a ,  ao) - a0 < O si a. O, o F ( a ,  ao)  < O y  F ( a ,  m )  - a0 > 

O si a 0  < O, 

c)Para ca) tenemos  que F ( a ,  cyo) < O y F ( a ,  aO) - a. > O. 

Demostración. a) Observar  que en este caso a0 es positivo ya que  tenemos 1 - a0 < u I 1 + 
NO. Primero  podemos  ver  que F(a> ao) es decreciente como  función de la variable a ya que = 
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-$dl - ( F)2 < O. Así que, para a0 fijo el minimo valor de F(a,  ao) es F(l + ( Y O ,  0 0 ) .  Dada la 

función L(a0) = F ( 1 +  ( Y O ,  ao) resulta  que 

L’(ao) = 4 + a sin-’ &-+/I - (”1 2 

l+ao 

L”(a0) = - 4  
a < o, 

T ( 1 + a 0 ) 3 J 1 -  (S) 
de donde se tiene que L‘(a0) es decreciente y entonces L’(a0) > L’(a0) = + $ (-2) = O. 

Esto  implica  que L(a0) es decreciente y L(a0) > lim,,,o L(a0) = 4 - L E  T 2  = O. 

Ya que L(a0) es el minimo valor de F(a,  ao)  se tiene  que F(a ,  ao) > L(ao) > O. 

Para probar la segunda parte de este inciso  observese  que F (  a, ao) -a0 es decreciente como  función 

de la variable a. 

1 - a0 < o. 

b) Aquí solo probaremos  que F(a ,  ao )  > O si a0 > O ya  que F(a ,  -ao) = -F(a, (YO). Primero 

vemos  que = + Jm - + Jm, ya  que a0 > O se tiene que < O y  entonces 

F es decreciente como UM función  de a. Entonces F ( a ,  QO) > lima+- F(a,  ao) = O. 

Como F ( a ,  -ao) + a0 = - ( F ( a ,  00) - OO), es suficiente probar  la  segunda  parte del inciso 

solamente  para a0 > O. Observese  que F ( a ,  00) - 00 es decreciente  como  función de a, de  aquí  que 

F(a ,  cyo) - a. < F(  1 + ao,  ao) - ao. Definamos h(a0) = F(1+ a o , a o )  - ao. Entonces h’(a0) = 

, .  
función decreciente y por lo tanto h‘(a0) < limQo+o h’(a0) = --; + (5) = O. Y entonces h(a0) es 

UM función decreciente. De aquí que, h(a0) < !)(O) = O. Finalmente,  como en este caso 1 + a0 < a, 

c) La  prueba se sigue  del  inciso a) observando  que 00 < O y que la  fimcion F ( a ,  00) en este caso 

es igual a la  función -F(a ,  -@O) con a y a0 satisfaciendo c2). 
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La segunda parte del inciso se sigue del hecho de que F(a,  ( Y O )  - (YO es creciente.en  forma similar 

a la prueba de a). 

Se tiene el siguiente corolario a la Proposición M .  

Proposición A3. Dado F(a ,  (YO) como en el Lema Al se cumple lo siguiente 

Proposicihn A 4  Dado G(a, (YO) como en  el Lema Al tenemos para cz), CQ) y ca) ImG(a, ao)  = 

(O, 1). 

Demostración. Consideremos  cada  caso por separado. 

c2) : Para este caso a( > O. Considerar a0 fijo. Si (YO = 1) rjG(a, (YO)] = {1/2). Si 1 - 

a0 > O, entonces G(a, (YO) = + N (k) y G(a.. ! )  es  decrecienx como  función de a. Así que, 

Im ~ ( a ,  ao> = [a + ;N (e) , I ]  . 

Si 1 - (YO < O, entonces G(a, (YO) = $ - fN y G(a, cr0) es creciente como  función  de a. De 

aquí  que.  Im ~ ( a ,  cyo) = (O, ; - % N  (S)) . 

tomando el limite cuando a0 -+ 1 obtenemos Irn G(a, ao) = { 1/2} U ( l /2 ,1)  U (O, 1/2) = (O, 1). 

c3) : G(a, ( Y O )  = G(a, -(YO) de aquí que es suficiente considerar t 2 O. Considerar (YO fi;  Si 

a0 = O, G(a,O) = sin" + $41 - 3 = N ( a ) ,  de donde se satisface que 

Im G(a, O) = ( O ,  1). 

Si QO = 1, G(a,  1) = $ sin-' + -& 41 - (&) = $ N  (;) . En este caso se tiene  la  desigualdad 

a > 1 + (YO = 2, entonces, Im[G(a, l)] = (O, l í2) .  

si 1 - aO > O, ~ ( a , a ~ )  = ; N  ( -) + I N  ( - es decreciente como  fución  de a. De aquí que, 

Im G(a. a0) = (O, $ + fN (2)) . Como N (%) es decreciente, entonces  Im G(a,  Q O )  =Im 

2 

G(a,O) = ( O ,  1). 
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Si 1 - a0 < O ,  G(a,ao) = $ N  ( & ) - N (&) , En este caso G(a, ao)  es creciente para 

a E (1 + ao ,  f idEi)  y decreciente  para a E (./2dm,oa). A s í ,  

Por otra parte, & [ -N (S)] = N' ( , , - , )  ao+l ( a o ! 1 ) 2  < O ,  así que, i - ;N  (3) 2 O.  Esto 

implica  que 

calculando  el  limite  cuando cyo "+ 1, tenemos Im G(a, ao)  = ( O ,  $) 

ca) : Observar que a. < O y G,, (a, ao) = G,, (a, -@). Por lo tanto 

Im G(a, a o )  = (O, 1). H 

Proposición AS. Considerar la función h(a)  = - i s en - l  e - a y 41 - (%)2 definida para 

a > 1 , e n t o n c e s e x i s t e i i > 2 t a l q u e h ( a ) < O ~ a a ( ( 1 , i T ) , h ( a ) > O ~ a a ( i i , m ) y h ( a ) = 0 .  

Demostración. Derivando: h'(a) = $ *2-a (v)(l - a), entonces 

h es decreciente  para a E (1,2) y es creciente  para a E (2, m) y como lim h ( a )  = $ - - O = O ,  

entoncesh<OparaaE  (1,2).Porotraparte lim h(a)  = $-:sen-l(-l)= $ + f  = 1,deaquíque 

exista ii > 2 tal que h(a)  < O para a E [a, E)  y h(a) > O para a E (E, m), completandose la prueba. H 

Proposicidn A.6. Considerar la función F(a ,  00) - cuoG(a, ao) y sea (a, a g )  tal que (a, ao) satisfacen 

la  condición c;! o satisfacen  la  condición cg junto con a0 > O. Entonces 

J1- ( Y - )  

a- 1 

a+ 00 

a)Para a 2 1 fijo, lim F(a ,  (YO) - aoG(a, (YO) = O; es deciI; F - aoG "-$ O cuando estamos en la pro- 
ao-O 

ximidad de la  semirecta a0 = O, a 2 1. 

b) lim F(a ,  ao )  - aoG(a, 00) = 1; es decir F(a ,  ao )  - aoG(a, 00) "+ 1 cuando  estamos  en la pro- a-ao-1 

simidad de  la  semirecta a = a. - 1 (y a. > O). 
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~ ) ~ f l ; l f l * ~  F(a ,  ao) - aoG(a, a ~ )  = O; es decir F(a ,  0 0 )  - i ,oG(a, cw) + O cuando  estamos en la pro- 

ximidad del segmento a = 1 - ao(y a. > O). 

d)Enlarectaa= l+ao,F(a,ao)-aoG(a,ao)cumplelosiguienteF-a~G < Osia E (l,Z),F-aoG > O 

s i a~ (Z ,co )yF-aoG=Oaleva lua rena=Zya~=Z- l ( i i : e s l amismaquefuede f in idaen la  

proposición AS) 

Demostración. 

a)Para a 2 1 fijo y a. próximo al cero se satisface la condición CQ), entonces  evaluando lim F( a, ao) - 
ao-O 

aoG(~,  ~ 0 )  = O. 

b)Aquí se satisface cz), entonces  evaluando el límite lim F(a ,  ao) - aoG(a, ao)  = 1. 
a-ao-1 

c)Aqui se satisface cz), entonces  evaluando el límite lim F ( a ,  ( Y O )  - aoG(a, ao )  = O. 
a+l-ao 

d)Aquisecumplelacon&ciónc~),evaluandoena = 1+a0,obtenemosqueF(a,a-l)-(P")G(a,a-l) = 

h ( a ) ,  por lo tanto de la proposición AS obtenemos el resultado. 

Pmposición A.7. Sean Jz , J$ , J; , J; como en la definición ,entonces los cuatro conjuntos son dis- 

tintos del vacío. 

Prueba. Analicemos c2) y c3) separadamente. 

Primero sea (a, (YO) satisfaciendo cz) ,  entonces &( F - aoG) = d m .  Así que 

F - aoG como  función de a0 es decreciente si 00 < f y es creciente si 00 > $. De la proposición  A.6 

sabemos el comportamiento en  la proxi:: .. .ad  de las rectas a = a0 - 1, a = 1 - a 0  y a = 1 + (YO, de 

donde  obtenemos  que J; y J$ son conjuntos no vacíos (ver figura 3.1). 

Ahora sea (a, ao )  satisfaciendo c3) y a0 > O, entonces 

.)Si a0 < $ (1 - 3ao > O) entonces &(F - aoG) < O, por lo tanto F - aoG como  función de a0 es 

decreciente para a0 < f .  



H -12ooa' < -16ao(l+ ao)' -3 3a' > 4(1+ 3ao)' -S CQ < - 5 
:a' - i > O ya  que  como se satisface CQ) entonces a > 1 + ao, y  como  además a. > 4 entonces 

a>  $ , d e d o n d e $ z ' - ~  > O .  

Por lo tanto F-aoG como  función  de a0 es decreciente para a 0  E ( 5  , d m )  y es creciente pa- 

r a a o ~  ( ~ ~ , a - l ) . A d e ~ F - a o G e n l a p r o ~ m i d a d d e l a r e c t a a = l + a o ( o l o = a - l )  

tiene el comportamiento  de la función h(a)  que fue definida en  la proposición AS. M i é n  sabemos el 

comportamiento de la función F-aoG en la proximidad  de la semirecta = O, a 2 1 (ver proposición A.6). 

De  donde 

obtenemos  que J i  y J: son conjuntos no vacíos(ver figura 3.1). 

Proposición AS. Sean F y G con a y a. satisfaciendo CQ). Entonces 

a) Cuando QO es constante se sigue que lima-+m 4- - 4 d w  = O 

b) Cuando a0 es constante se sigue  que lima-+m F ( a ,  ao) = O y lima-+m G(a, ao )  = O. 

Por otra parte considerar 00 > O, entonces si a0 + O se tiene 

F(ao:l,ao) 
a -1  

Demostración. a) 
a [(kp)' - (*)'I 

lim ad-- = lim 7T O 
Q-+m 

= - = o  
a + ~  2 

b) El  segundo  límite es inmedato y el  primero se sigue del inciso a) 

d) La  idea es usar  la  regla de L'Hopital.  Primero  escribimos el valor  de F(cr0 + 1, CYO) 

Derivando  con  respecto  a o. 
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De  aquí  que 

Pmposición A9. Supongamos QO > O y que se cumple CQ) y considera; la función p(a. 00) = 

Demostración. El hecho  que 6 este próximo al cero implica  que Fcz,& este pr6ximo  al l .  

F(a ,  a o )  es decreciente como  función de a (ver prueba de la proposición  A.2) 

Además > 1 (ver proposición  A.3) 

Por lo tanto el valor  minim0 de + es 

F'(a0 + 1, '20) 

Se  puede  checar  directamente  que $ - $ sin- z - $ v''= > O.De donde - 

Entonces  usando la proposición A S  d) F(aoQ+4,ao > limao+O F(ao+ol,ao) = 1. Deaquíobtenemos 

las desigualdades F(aapOo) > F(aoQtOl,ao~ > 1. Por  lo  tanto a 0  debe estar próximo al cero y a debe star 

próximo al 1. 

a 

Proposición A10. considerar F ( a ,  a o )  y G(a, a o )  como en c3) 

a) Si a0 > O entonces ~ ( a ,  ao)  - cro&~(a,  ao) < O y E < O 

b) Considerar  la constante N > O y los números a y a. sati?: .-lendc = F(:,;o) 

Entonces  el valor mínimo  que  puede  tomar a es a = - 

Demostración. a) Es directo. 

b) En la  igualdad N = F(.qOao) derivamos con mpecto a a. y obtenemos 

o =  Fz(a ,ao )  1 [ m  Qo) - a 0  (-@ ¿?F I rao) + E >I 
De aquí que F(a ,  ao) - a 0 E  = a o K a  (m,) 

Del inciso a) F ( a ,  '20) - QOE < O y del hecho  que E < O tenemos  que a'(a0) > O. 

¿3F I 

Entonces el valor mínimo de of a ocurre cuando 00 = I. 

76 



De la  regla de L'Hopital N = limao+O & = sin'!-1 , es decir a = &. 

A.3. Propiedades  asintdticas  de T y w2 

Cuando se considera la parametrizacibn (4.3), T y w2 tienen  importantes  propiedades asintbticas que  pue- 

den ser obtenidas  calculando  algunos  límites.  Las  propiedades  a  las  que  nos  referimos son las  siguientes. 

Proposicidn All .  La  pareja T+, w! definida en (4.8) tiene  las  siguientes  propiedades 

a)r+(6) -+ --, cuando 6 + co 

La  pareja T- ,u: definida en (4.9) tiene las siguientes  propiedades 

Demostración. a) 

Dividiendo aniba y abajo  entre J 3  y tomando  límite  se  llega al resultado 
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De aquí que 

62 1 6r:(6) = . -H+(6)H-(6) - -1 
2(u1a2 - u3)H- ( 6 )  6 2(a1a2 - a3)6k3 

( O ) = O  6-bm 

d )  Derivaremos w! (6). Para simplificar nos conviene definir 

Entonces 

Por  proposición A l l  b) - -, 6 - m. 

Y es fácil ver que ++- - -31~3 - 1 = -3k3 - 3k3 = -6k3. Por lo tanto 

LIZ (6) 
1 

G' (6) - i c 3 ) ( - 3 k 3 )  
ks 

como se quería probar 

e) 

'/- ( 6 )  - -U3 - k3h3 -I- Uzk16 C Ulk26' - J-a3 - k3b3 + U2kl6 i- Ulk2b2)' - 4 ( U l U 2  - a3)(k1kz - k3)b3) 
6 3  

- 
63.2(U1Uz - u3) 

Dividiendo arriba y abajo entre b3 y metiendo & = m en la raíz del  numerador se llega al límite. 
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Multiplicando y dlvidiendo p o r  

PmposiciÓnA12.Considerarlapareja(4.8)yseaq(S) = (a3-a1w!(6))~+~!(6)(~!(6)-a2)~. 

Cuando se considera  la  parametrización (4.3), se satisfacen los siguientes  límites 

Demostración. 

a) limh,, - '(') = (2) es inmediato  de  proposición A l l .  Por otra  parte 

''(6) = [2(Q - a l d  (6))(-a1) -I- U:! (6)2(d! ( 6 )  - a2) + (u! ( 6 )  - a 2 ) 2 ] $ ~ 2  ( 6 )  

3 

66 

De  proposición A l l  b) y A l l  d) 

b)  Sabemos  que 
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Multiplicando por 6 y usando las observaciones  de arriba junto con el hecho de  que 

6r: (6) + O, 6 - 00 (Proposición A l l  c) queda  probado este inciso. 

Dividiendo  entre 6 y usando el inciso b), así como  proposiciones A 11 b) y A l  1 d) queda  probado  este inciso. 

d) 

Dividiendo  entre b3 y usando el inciso b), así como  proposiciones A l l  b) y A l l  d)  queda  probado 

este inciso. 



Parte 2. Sistemas  sujetos  a  controles de 
alta  ganancia 
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Capítulo 5 

Introduccibn 

Consideremos el siguiente sistema en R", n 2 2 

i = A z + h  (5.1) 

Donde  asumimos  que  el  par ( A ,  b)  es controlable. Controlabilidad  implica  la existencia de un control de 

retroalimentacibn  de estado y que es lineal u = KTx,  K E R", tal que los eigenvalores de la matriz 

A + bKT pueden ser escogidos arbitrariamente. En particulac dada cualquier matriz a lazo abierto A, la 

ganancia del cdntml K siempre puede ser escogida de tal manera que la matriz A + bKT sea Hunvitz. 

Sea y = Cx la salida del  sistema y supongamos  que el sistema controlado esta sujeto a una perturbaci6n 

aditiva p(t) (es decir i = ( A  + bKT)x + p(t)). Si el objetivo del control es reducir  los efectos de p(t) 

en la salida del sistema 9, un diseih  de control muy común es escoger una ganancia  de  control K de tal 

manem  que  coloque los eigenvalores de A, = A + bKT en el semiplano izquierdo del plano  complejo 

y que  las partes reales  tengan valor absoluto mug grande. En particular, se puede  probar que cuando 

t -+ 00, Iy(t)l 5 ppmX/A', donde p es una constante positiva, pmut es una cota superiorpara Ip(?)l, y X' 

es UM constante positiva  que es del  orden  de minj IRe X, (Ac)l, donde los Aj(A,) 's son los  eigenvaloxcs 

de A,. De esta manera,  podemos  hacer que el efecto de p(t) sobre la salida del  sistema y(t) sea m á s  

pequeÍí0 si conseguimos ubicar los X(A,) 's  m á s  lejos del origen. Esta propiedad es interesante  porque 

la  perturbacibn q(t) puede ser rechazada tomando una adecuada  ganancia de control K que ubique los 

valores propios  de A, en el lado  izquierdo  del  plano complejo y convalor absoluto muy grande. Bl &sefío 

de control es conocido como retroalimentaci6n de estado de alta  ganancia (RAG) ya  que se inducen 

ganancias de control altas IKI . En aplicaciones practicas, RAG se acostumbra usar para  reducir  los 

efectos de  perturbaciones  acotadas y de  no-linealidades sobre las salidas del sistema y sobre  la estabilidad 

interna,  respectivamente Kokotovic and Marino, 1986; Morari and Zaf-uiou, 19891. 

I .  
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Un inconveniente de RAG es que  conduce  a  acciones  de control muy largas. Ya que  todos los 

sistemas físicos están sujetos a restricciones en  la  magnitud  de las acciones de control  usadas  para  regular 

c! sistema, entoces la restricción IuI 5 h, limita nuestros alcances en la estabilidad y el desempeño del 

sisrema controlado. Si K T x  es el control de retroalimentacibn diseñado, entonces  realmente el control 

de retroalimentación que efectivamente actua sobre el siste;::,? llega ser sat(u(x)) = S ( K T x ) ,  donde 

S : R -+ [-&,, urnax] es una función  de saturación, la cual esta dada por 

El sistema resultante a lam cerrado x = Ax + b u s  (x) es continuo  y no lineal. Sin embargo,  ya  que 

S(0) = O y  la linealización de Az + b u s  (x) alrededor del origen es j. = A,z. , d  origen sigue siendo  un 

punto  de equilibrio asintóticamente estable del sistema  a lam cerrado :esar '1 saturación. 

Además  del efecto de saturación que  puede  producir un control de alta ganancia  también  pueden 

presentar el inconveniente  del  fenómeno de desestabilización del origen. UM for-iia  de desestabilización 

es cuando la RA del origen se anula  cuando el parametro  de  alta gananaa se anula. 1 Jkotovic y Marino 

[ 19861 han presentado el ejemplo 

Z X I  d = x2 -x$. 

z x 2  = u d 

Con la  ley de control u(t) = -y2x1 - -/x2 y considerando  la linealización en el origen, se  consigue 

que  la parte real  de  ambos valores propios  tiendan  a -m cuando el parametro y es grande. Este  sistem: 

tiene  la  propiedad  que la RA del ongen se anula  cuando y crece. Ellos muestran otros ejemplos de 

sistemas de control en el plano  donde  también ocurre este fenómeno  de  que la RA se anule. Al final de 

su trabajo hacen un comentario,  según el cual ellos tenían la idea de  que este fenómeno no ocuniria si las 

no-linealidades se saturan, lo que no parece ser así pues en los capítulos 6 y 7 usando  un  control  de alta 

ganancia con saturación obtuvimos  desde  un  punto  de vista de  primer  armónico  que  la F U  se anula. 
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Otra forma en que  puede  presentarse el fenómeno de desestabilización es  con la aparición de picos. 

Sussmany Kokotovic [1991] estudiaron el sistema 

$Z = m ,  E )  

$E=A<+BU 

donde z E R", < E R", u E Rp y se satisface lo siguiente: 

H I  : el par ( A ,  B )  es controlable 

H2 : el mapeo f : Rn+" "+ R" es de clase C' 

H3 : el origen es un punto de equilibrio globalmente asintóticamente estable del sistema 

$X = f(z,O) = g(z), z E R". 

El  problema consiste en diseÍíar un control que estabilize el sistema. La idea de usar  una retroalimentación 

de alta ganancia en el sistema &< = A< + Bu es conseguir  que las partes reales de los valores propios 

tengan  parte real muy negativa y de esta manera  obtener una convergencia muy rápida hacia una vecindad 

de la variedad E = O, y entonces esperar que la propiedad H3 se encargara  que llevar las trayectorias  hacia 

el origen. La  razónde que esta idea falle es el fenómeno  de  pico:  cuando enel sistema $E = A(+Bu, se 

usa una retroalimentación lineal de alta ganancia.  algunas trayectorias alcanzanvalores muy grandes antes 

de converger  rápidamente  hacia el origen, lo cual en la  práctica significa que el origen se desestabiliza 

pues  algunas trayectorias escapan  al infinito. 

En esta parte solo consideraremos  sistemas controlables, así que  podemos  suponer  que están escritos 

en  forma  canónica (2. l l) ,  es decir 
- - " 

O 1 0 . . .  O 
O O O 1 . . .  O 
O 

A =  b =  : 

O O 0 1 . .  1 

-an -an-l -an-2 ... "al  - 
O 

a lazo abierto i = Ax. Ya que  estamos interesados en el comportamiento  dinámico  cuando  la parte real 

De  manera  que el polinomio Po(s) = sn + x:=, aisnpi es el  polinomio característico del sistema 

1 
b " 

de al menos uno de los eigenvalores a lazo cerrado tiende a -00, usaremos  dos  parametrizaciones de alta 

ganancia: 
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la. Parametrizacih de alta ganancia. 

El vector de ganancias KT E Rn esta dado  como Ki = a,-i - c,-$-~,  1 5 i 5 n, donde los 

c,'s son constantes  positivas  escogidas de tal m; .a que el + , ..nomi0 P,' ,\S) = sn + E;=, cisn" sea 

Hunvitz y S es un parámetro positivo. Con  tal  parametrización  del vector de  ganancias  del control K ,  si 

{X,, X2, ..., X,} son las raíces  de P:(s), entonces {SX1,6X2,  ..., SA,} son los eigenvalores del  sistema a 

l a z o  cerrado en en el  origen.  Nótese  que  aquí  la  parte  real de todos  los eigenvalores a  lazo cenado tiende 

a -m cuando S + m. 

2a. Parametrización de alta ganancia. 

El vector de ganancias KT E Rn esta dado como K,  = --t;l+l-,S. 1 I 5 n, donde los S'S son 

constantes positivas escogidas de tal manera  que  el  polinomio P,** ( S )  = Cy=, q ~ ~ - ~  sea  Hurwitz y S es 

un  parámetro  positivo.  Con tal parametnzación del vector de  ganancias del control K ,  si { X I ,  X2, ..., X,} 

son las  raíces  del  polinomio  a lazo cenado  se sabe que una de las raíces, digamos que X1 tiene la propiedad 

de que 2 + -cl-, y las otras tienden  a ser las  raíces  del  polinomio P;*(s) = cy=, c ~ s ~ - ~  cuando 

6 "+ m [kr Shaked & Kouvaritalus,  1976; Young  et  al,19771. 

En los dos capítulos siguientes  estudiaremos la primera  parametrización de alta  ganancia y en el 

capítulo 8 estudiaremos la  segunda  parametrización. 
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Capítulo 6 

Sistemas  planos  controlables:  primera  parametrizacibn de alta 

ganancia 

En el capítulo 3 estudiamos sistemas planos  en general, es decir,  no pe&mos que el sistema fuera 

controlable y tampoco pedmos que  el ongen fuera un punto de equilibrio asint6ticamente estable, pero 

los sistemas planos generales son objeta de interés más bien en Ecuaciones Diferenciales y  no tanto en 

lbr ía de Control. Debido  a que los sistemas controlables en los que se satsface que el origen es un 

punto de equilibrio asint6ticamente estable si son de importancia en  Bqria de Control  hemos incluido un 

capítulo para  la dscusi6n de sistemas planos  con estas características. 

ConsidCrese  un sistema lineal de h e n s i ó n  dos, controlable y  que esti4 sujeto a una retroahmen- 

tación de estado estabilizante. La  propiedad  de controlabilidad implica  que tal sistema de control puede 

ser escrito como 

2= Az + bS(cTz),  z , c  E R2 

donde cT = (cl, cq) es una ganancia  de  retroalimentación 

A =  ( 
"al  -u2 

y S : [-m, 2 1 0 1  es la función de saturación que  hemos definido en capítulos anteriores. 

Notemos  que ya que S(0) = O y cTz es una retroalimentación estabilizante, el origen es un  punto de 

equriibrio asintóticamente estable de (6.1). Los valores propios del sistema linealizado de (6.1) alrededor 

del origen estan dados  por las ra íces  del polinomio Pc(s) = s2 + (al - cl)s + (u2 - %). 

Debido  a la función  no-lineal  de saturación, el  origen  podría no ser un amctor global. En  el ar- 

tículo [Alvarez et al., 19931, el comportamiento cualitativo de  la regon de atracción del origen n(0) fue 

estu&ado  en  términos de los parámetros  del  sistema no controlado (a l ,  a 2 } .  h b i é n  fue establecida la 

clasificacibn de los puntos  de equilibrio de (6.1). Sea a ( A )  el espectro de la matriz A; se mostró  que si 
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a ( A )  n C+ # 0, el origen no es glo. :hen;; asintóticamcnte  estable. Ademis, si traza(A) > O, entonces 

podría aparecer UM óhita periódica alrededor del origen tal que R(0) es un conjunlo acotado. Fueron 

descritas bifurcaciones topológicas  de 61 tales  como  el  paso de i: d )  ck un conjunto no acotado  a un 

conjunto acotado a tráves de conexiones homo(hetero)c:*nicas ec' : puntos de equilibrio de tipo silla. 

Desde el punw  de vistri .. )I .;S apllxiones de control, un problema  importante es estudia- el com- 

portamiento de R(O) con respecto  a las ganancias  de  control (cl, CZ), para un conjunto  dado b fijo) de 

parrimems {al, az} de un sistema no controlado.  De  particular i - ' : z s  es el  caso  de  retroalimentación 

de alta ganancia  (es  deciq lcl j  , lc2l "+ co) porque tal estr. .;gis Q~ dontrol  es  comunmente  usada en la 

práctica para  reducir los efectos de pemaciones acotadas  sobre  las salidas del sistema y de no lineali- 

dades sobre la estabilidad intern- A ,  I .,Lovic & Marino, 1986; Morari & Zafiriu, 19891. Simulaciones 

numéricas  muestran que si o(A) n C+ # 0, el  conjunto R(0) decrece  cuando crece la magnitud de las 

ganancias  de control ( c1 , e2 } . 

El  objetivo de éste capítulo es usar el Principio dc Balance  Armo .. - (PBA) Frees, 1981;  Krenz 

& Miller.  1986;  Llibre & Ponce; 19951, por  medio  del Mérodo de la Funcidn Descriptora (MFD), para 

estud~ar el  comportamiento  de n(0) en . 1so particular  donde dQ( L . es UM óhita perióhca del  sistema 

dosdimensional (6.1). 

6.1 Diagrama de Bifurcación  del Primer Armónico 

Por comodidad, supongamos  que  el vector de  ganacias  del  control c esta  dado  como sigue: c1 = 

al - dl y cp = a2 - dp con dl  > O, dp > O, así que las raíces  del  polinomio a lazo cemdo(en el origen) 

Pc(p) = p 2  + d l p  + d2 están  en C .  St. -wde probar que 1 + .i ' i p )  = Lb9 donde P ,I) = p2+  

a l p  + a2. De l a  ecuación (2.:' ' JM soh  I 6, Z) corresponde  a un punto  de  intersección  de  las  curvas 

{ W ( j w )  : w > O} y {-l : a > O} = (-m, - 1). Ya que N ( a )  es estrictamente  decreciente  para 

a > 1.m solución (Z, 5) corresponde unívocamente  a un par (F, Wj la que N(Ej == h. f- x lo  tanto 

N ( a )  
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las soluciones c;i, Z) corresponden  a soluciones 3 > O y F 5 O de la ecuación 1 + W ( j w )  = r. Definamos 

los parámetros al = $, cy2 = h 
a2 

y v = 3. Entonces 1 + W ( j w )  = r es equivalente a las ecuaciones 

r = al 
a2(1 - v2) = r ( 1 -  a2v2) 

las cuales tiene  una ~ c a  solución dada  por F = a1 y c2 = .e. Por lo tanto hay una óhita periodca 

PA en al < O y a1 < a2. Por otra parte, sign( -&Im(W(jw)) l W = ; ; )  = sign( e) = -1. Así que, en 

caso de existir una óhita periódica,  ésta es inestable. Ya que dl > O y 4 > O, las condiciones cy1 < O y 

al < cy2 implican  que el sistema (6.1) tiene  una óhita periódica PA S610 si la  -(A) > O, es decir,  sólo 

si la matriz A tiene al menos un eigemalor inestable (a(A) fl G+ # 8). Por otra parte, se concluye  que 

si o(A) c C+ , el sistema (6.1) siempre tiene una Óhita periódica PA inestable. Estos  comportamientos 

fueron descritos en [Alvarez et al., 19931 usando teoría cualitativa de sistemas dinámicos.  Cuando el 

sistema (6.1) tiene una óhita periódica PA, Csta es única  e inestable. Por  lo  tanto, y desde un punto de vista 

de una aproximación  de  primer  armónico, an(0) (la frontera de  la región de atracción del origen) coincide 

con  la Óhita periódica  que se predice  por el PBA . En lo  que sigue estudiaremos el comportamiento de 

an(0) (identificada con  la óhita periódica PA que se predijó)  para el caso  de retroalimentación de alta 

ganancia. Sea S > O y supongamos  que las ganancias del control están escritas como: 

Con esta pmmetrización de las ganancias del control, los valores propios de la linealización en el origen 

de (6.1) son {Si1, Sx2}, donde {Al, A,} son las raíces del polinomio Pc(s) = s2 + kls + k2. Es decir, 
" 

mientras m á s  grande sea S, más gmde   s ed  la razón de decaimiento  exponencial alrededor del origen. 

Las altas ganancias definidas en (6.3) son comúnmente  usadas  para  mejorar la robustez del sistema (6.1) 

contra perturbaciones no acotadas y  &námicas no modeladas Eokotovic & Marino, 1986; Morari & 

Zafiriou, 19891. 

Sea A = aN(a) ,  entonces  podemos escribir S(cTz(t))  E Asenwt.  Entonces,  el  sistema (6.1) 

conduce  a la siguiente expresión  para la óhita periódica PA: 
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[u&2 + (u2 - L q 2 ]  [,:u2 + (u2 - u","] 

A2 x: + w2A2 x; = 1 

De la solucibn de  (6.2) (F, Z) , se tiene que 

- S k 1 ~ 2  - 6'kZal w -  
6kl   -a l  ' 

las cuales al ser substituidas en  (6.4) producen: 

q(6)  = u: - ala2klS + (afk2 + a2k; - 2a2k2)b2 - u 1 k l k 2 6 ~  + k;6* 

6kl r(6) = - 
al 

En las coordenadas (x1 ,  ZZ), la óhita periódica PA es una elipse centmda en  el  origen De  aquí  que 

para describir el  comportamiento de l a  órbita periódica PA con  respecto  a 6, es suficiente estudiar las 

intersecciones de la elipse (6.3) con  los ejes. Mostraremos  que  para 6 suficientemente grande, la óhita 

cerrada representada p o r  (6.5) converge al origen. Definamos 

El siguiente resultado se usará para estudiar el  comportamiento  de la órbita periódica PA (6.5) con 

respecto a las ganancias del control. 

Proposición 6.1. 
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Demostración. ( u )  Usando la expresión (2.12) y el teorema de la derivada de la función inversa se 

obtiene la derivada (6.6). 

(b)  Se tienen las siguientes igualdades: 

= lim N - l  (z) (por la regla de  L'Hopital y por parte (u)).  

= 2.. 

L 

z-o 
d- 

Proposición 6.2. Se  satisfacen los siguientes  limites: 

6- M 
lim &(6) = lirn &(6) = 0 

6- M 

Demostración. Ya que q(6) es un  polinomio de cuarto grado, se tiene  que 

= O (usando la parte ( b )  de la Proposición 6.1) 

Observación 6.1. El resultado anterior muestra  que  la ÓMa periódica PA se contrae a un punto de 

equilibrio cuando 6 - 03. Además, ya que la óhita periódica PA es inestable, el punto de equilibrio se 

hace  prácticamente inestable inestable. De  acuerdo  a la parametrización (6.3), se tiene  que ( ~ ~ ( 6 )  < O y 

cq(6 )  < cq(6), para 6 > 6' y 6' suficientemente grande. Pero q ( 6 )  < O implica  que a(A)  n C+ # 0. 

De aquí que si la matriz A tiene al menos un eigenvalor inestable, el origen se convierte en un punto de 

equilibrio tipo fbente cuando 6 - 03 para q ( S )  < O y o1 (6) < (~~(6). Haciendo uso de los Teoremas 

2.3 y 3.10 en [Alvarez et al., 19931 acerca de los puntos de equilibrio y el comportamiento cualitativo de 
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(1) podemos describir el diagrama de bifurcación del primer  armónico del sistema  2-dimensional(6.1) 

(ver figura 6.1). El círculo externo en la Figura 6.1 representa la proyección al infinito de R2. Concluimos 

que, si  la  traza(A) > O, entonces la región  de atracción del origen R(O), se anula  cuando  las  ganancias 

del control van  al infinito. 

El siguiente resultado  muestra  que los límites (6.8) son alcanzados de manera estrictamente decre- 

ciente. 

Proposición 6.3. Se  cumple lo siguiente: 

( b )  Para 6 > 6*, con 6' suficientemente grande, las funciones B1 (S) y B2(6) son estrictamente 

decrecientes. 

Demostración. Sólo haremoslademostraciónpam B1(S) .  Lapruebapara B2(6) sesigue de  manera 

similar La  derivada  de B1 (S) está dada  por: 

r 

7r . " 

al - 6kl 

al 
al - bkl 

1 

El factor que  está fuera de los parentesis  cuadrados  siempre es positivo para S finito. Ya que q(b)  es un 

polinomio  de cuarto grado, tal factor se hace cero cuando S "+ m (de la Proposición 6.1). Analicemos 

ahora los términos dentro de los padntesis cuadrados. Se  puede ver que lim = k i  y 
6 4 0 O  

lim 9 = 4h-it. De la Proposición 6.2, los términos dentro de los paréntesis cuadrados  tienden  a 
6-00 

-4k; < O, cuando 6 -+ m. I5 que Bl(6)  es una funci6n continua, concluimos  que 9 < O para 

todo 6 > S' y S' > O suficientemente grande. Esto  muestra  que B1 (S) es estrictamente decreciente para 

6 > S*. m 

Observaci6n 6.2. El resultado anterior es interesante porque  implica  para valores de S suficien- 

temente grandes, las magnitudes de las intersecciones con los ejes de la elipse (6.5) son más pequeilas 

cuando se incrementa el parametro de la  ganancia 6. Ya que el interior de  la  órbita  periódica PA es una 
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aproximación de la regibn  de atracción del origen, R(O), entonces  obtenemos  que R(0) decrece  cuando 

se incrementan las ganancias del control c1 (6) y %(a). TambiCn, R(0) se anula  cuando  cuando 6 -+ OO. 

Además, si R6(0) denota la dependencia de R(0) con  respecto de 6, entonces los resultados anteriores 

implican el siguiente resultado de anidamiento de las regiones de at1acci6n: 

Ra, (0) c Qa* (0) (6.9) 

para b1 > 62 > 6'. De  aquí se plantea  un  problema: 

Margen de Robustez  respecto  alparánletro  de  la  retmalintentación  de  alta  ganancia  contra  tanrafio 

de  la  región  de  atracción. 

6.2 Simulaciones numéricas 

Ilustraremos el anidamiento  de los conjuntos  en (6.9) con  simulaciones numéricas. Consideremos 

el caso  donde al = -3 y a2 = -2, de tal  manera  que los valores propios de la matriz A en (6.1) son 

{+l, +2}. Esto quiere decir que el sistema no controlado tiene sus valores propios en C+. Escogemos 

las ganancias del control como c1 = -3 - 26 y c2 = -2- b2, de  manera  que 

3 62 
a1 = -26 y 0 2  = -, para 6 > o 

2 (6.10) 

Con (6.  lo), los eigenvalores en  el origen son {-S, -S}. Note  que a1 < a2 y que al < O, de ta l  manera 

que existe una órbita  periódica PA inestable  para  todo 6 > O. Además,  tal órbita periódica PA se contrae a 

un punto  de equilibrio inestable cuando 6 -+ oo (ver Figura 6.1). La  Figura 6.2 muestra  la órbita periódica 

real del sistema para 6 = 10,15,25,50 y 250. Note  que la propiedad de anidamiento está presente  para 

estos valores de S, y que la órbita periódica se aproxima  a UM forma elipsoidal cuando 6 es cada vez 

mayor,  como  describimos en la sección anterior.  También,  se  puede  observar  que R(0) se anula  cuando 

6 -+OO. 
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Figura 6.1 Retratos fase de ler. annbnico para el sistema  de  control (6.1) 

93 



6.3 Conclusiones 

En ésta sección  usamos UM aproximación del primer armónico (Método de  la función descriptora) 

para analizar la dependencia de las órbitas periódicas sobre los parámetros  de control de sistemas linea- 

les planos  con una retroalimentación saturada. En investigaciones anteriores [Alvarez ef al, 19931 donde 

se estudiaron estos sistemas lineales sujetos a  una  retroalimentación de estado con saturación con  teoría 

cualitativa de sistemas dinámicos, el comportamiento de las regiones de atracción con respecto  a  las ga- 

nancias del control no fue obvia. En  ésta  sección  se  mostró,  desde  un  punto  de vista de una  aproximación 

de primer  armónico , que si el sistema a  lazo abierto tiene al menos  un valor propio  inestable,  las órbi- 

tas periódicas convergen  monotónicamente  a  un  punto de equilibrio inestable cuando  las  ganancias del 

control  van al infinito. Ya que el interior de la óhita periódica PA es una  aproximación de la  región de 

atracción del origen n(O), entonces  también  obtuvimos  que  desde un punto  de  vista de UM aproximación 

de  primer  armónico la región de atracción del origen G(0) decrece  cuando se incrementan  las  ganancias 

del control c1 (S) y c2 (S). 

Los resultados obtenidos en éSta sección  conducen  a un problema  que  hasta  ahora no ha sido estu- 

diado: 

hdargen de Robustez contra  tatnaiio de la  región de atracción. 
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Capitulo 7 

Sistemas n-dimensionalex primera parametrizacibn de alta ganancia 

7.1 Introducción 

En  tste capítulo usaremos la primera parametrizaci6n. Para ilustrar los fen6menos  que  aparecen 

cuando un sistema esta sujeto a un  cgnuol de alta ganancia de  este tipo, comenzamos  presentando  un 

ejemplo. 

Ejemplo. Consideremos el siguiente sistema de control tridimensional: 

il = x2 
x2 = x3 (7.1) 
i 3  = -6~1 - 11x2 - 6x3 + U  

Para u = O (sisferna u lazo abierto) los eigenvalores son { -1, -2, -3}. De  aqui que todas las 

trayectorias a lam abierto converjan  exponencialmente al origen. ' Supongamos que para controlar el 

sistema (7.1) se disefia la siguiente retroalimentaci6n parametrizada: 

L(z;  X) = (-X3 + 6)~1+ (-3X2 + 1 1 ) ~ ~  + (-3X + 6)~3, X > O 

Denotemos por K1 = -X3 + 6, K2 = -3X2 + 11 y K3 = -3X + 6. Note que IKjl-, 00 cuando 

X - m. La  entrada de control que esta actuando  sobre (7.1) es u = U.,(S; X) = S(L(x; X)). Bajo (7.2), 

los eigenvalores del sistema linealizado alrededor del origen son {-X, -X, -X}. AdemAs, el origen es el 

Único punto de equilibrio del sistema  a lazo cerrado i = Ax + bu, (x). Usando  simulaciones  numdricas, 

encontramos el siguiente comportamiento d h h i c o .  

a)Si O 5 X < 29.6, el sistema  a lazo cenado i = Az + h o ( z )  es GAE alrededor del origen. 

b)Si X > 29.6, el sistema  a lazo cerrado  no es GAE. Algunas trayectorias a lazo cerrado  convergen  a una 
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órbita periódica atractora y otras convergen asintóticamente al origen. Por lo tanto estas últimas trayec- 

torias estan contenidas en la región de atracción (RA) del origen. 

De tales resultados numéricos, se ve que ocurre UM bifurcación topológca en X E 29.6. En  realidad,  en 

este valor crítico de X, aparece UM óhita periódca no-luperbólica.  Para X > 29.6, tal órbita periódica 

se bifurca en UM órbita periódica atractora, la  cual es el u-conjunto límite de las trayectorias en (b), y 

en una  órbita periódica inestable (de tipo silla) . cuya  variedad estable define la frontera de la RA del 

origen. La figura 7.1 muestra  la órbita periódica atractora para 2 valores de %ax. La  forma  de estas 

órbitas periódicas atmtoras permanece casi igual para valores grandes de X. Sin  embargo,  ocurre  un 

fenómeno muy interesante en  el comportamiento de la órbita periódica inestable.  Como h e  mencionado 

anteriormente, la variedad estable de  la óhita peródica tipo-silla define la frontera de la RA del origen. 

Se llevaron a  cabo  simulaciones  numéricas en un Sun-Span:  workstation,  encontrándose  que  a valores 

cada  vez  mayores  de X, coresponden RA's cada vez más pequeiias! Por ejemplo, condiciones iniciales 

fuera de  la bola 1x1 2 lop5 no pueden ser llevadas al origen cuando X > 104. Esto significa que  cuando 

X - 00, la RA se anula. Este comportamiento  dinámico es generado  cuando la órbita periódica  tipo- 

silla se contrae y desestabiliza al origen. La figura 7.2 presenta el mapa  de bifurcación describiendo el 

comportamiento  dinámico  mencionado para u,,, = 1. Es de esperarse que en sistemas de dimensiones 

mayores ocuna un  comportamiento  dinámico análogo. 

Ya que en  la pxáctica es muy común  usar RAG, es importante UM mejor  comprensión del fenómeno. 

Pero  una descripción analítica del hecho  que la RA se anule no es UM tarea fácil porque en la mayoría 

de los casos no es posible encontrar explícitamente las soluciones del sistema i = Az + bS(KTz)  y  por 

lo tanto, en general el análisis de las trayectorias que  definen la RA es un problema muy complicado.  En 

éste capítulo veremos  como el uso  de  técnicas  de  balance  annónico proporciomá UM explicación del 

hallazgo numérico  de  que la RA se anula  cuando  la parte real de los eigenvalores a lazo cerrado  divergen 

a "OO. Se  muestra  que  cuando los eigenvalores a lazo cenado tienen valor absoluto muy grande y se 

localizan en el lado izquierdo del plano  complejo,  entonces aparecenvarias órbitas periódicas simétricas 

inestables que se contraen  al origen, provocando  la desestabilizacion de éste punto de equilibrio. Este 
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comportamiento  diniimico es interpretado como la anuiación de la región de atracción del origen cuando 

se usa una retroalimentación de alta ganancia con saturación 

x3 
O t  I 

-5 1 
-1.0 -0.5 0.0 0.5 , 1 .o 

1 

Figura 7.1 Orbita peri6dica atractora para 2 valores de u,, 

U 
z 
O 
Z 

x 

Figura 7.2 Diagmna de Bifurcación del sistema cont.rddo para = 1 
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7.2 Información del  método de  la función descriptora 

Considerar el sistema n-dimensional controlable 

escrito en la forma  canónica  (2.11).  En este capítulo aplicaremos el método  de  la  función descripto- 

ra  para estudiar la existencia de óhitas periódicas simétricas, de manera que si ( a , ~ )  E RY son so- 

lución de la  ecuación (2.9) entonces  para  determinar  las soluciones aproximadas del sistema (7.3) de- 

bemos encontrar la solución particular de j. = Ax + bN(a)asin(ut) correspondiente a la oscilación 

o(t) = N(a)a  sin(&). Esta solución particular fue encontrada en  el capítulo 2,  además se vió que  las 

coordenadas satisfacen las relaciones (2.14), de  Inanera  que  para éste caso particular la correspondiente 

óhita periódca PA en el espacio fase ( x 1 ,  2 2 , .  . . , x,) está dada  como la interseccion de las siguientes 

variedades: 

I .................................... 

donde 

p a r a n =  2m,y 



paran=2m+1. 

Se  sabe  que 1 + W ( p )  = Pc(p)/Po(p) parnett & Cameron, 19851. De (2.9) y (2.12), una óhita 

periódica PA con parámetros (7i,G) corresponde  a un punto  de intersección de las cuwas { W ( j w )  : w > 

O }  y { - l / N ( u )  : a > O }  = (-00, -l), donde j = (-1)'12. Ya que N ( a )  es estrictamente decreciente 

para a > 1 ,  una solucidn (&a) corresponde  unívocamente  a un par (F,G)  tal que N ( a )  = 1 / ( 1  - F ) .  

Por lo tanto, soluciones (a, W )  corresponden a soluciones ¿I > O, F 5 O de la ecuación 1 + W ( j w )  = r .  

De esta manera,  encontramos  que el par (u, T )  satisface las siguientes ecuaciones algebraícas: 

paran = 2n+ 1 .  

7.3 Resultados principales 

Para estudiar el comportamiento  dinámico del sistema i = Az + bS(KTz) cuando la parte real 

de los eigenvalores a lazo cerrado tienden a "00, usamos la siguiente parametrización: Ki = an-, - 

6'"*c,,-,, 1 5 i 5 n, donde los q ' s  son constantes positivas tal que el polinomio P,t(s) = sn + 
Cy='=, es Hurwitz y 6 es un  parámetro positivo. Con tal parametrización del vector de ganancias 

del control K ,  si { X , ,   X 2 , .  . . , X,} son las raíces de P,' (S), entonces { 6 X 1 , 6 X 2 , .  . . , 6Xn} son los eigen- 
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valores del sistema  a lazo cerrado en el origen. De esta manera,  cuando 6 + m, obtenemos el compor- 

tamiento asintótico deseado de los eigenvalores a lazo cerrado, y las soluciones (ü, W) dependeran del 

parametro 6. 

Proposición 7.1. Si una solución (a, W) tiene las propiedades a2N2(a)  4 p < m y w2 -+ m, 

cuando S .+ m. Entonces la correspondiente órbita periódica PA se contrae al origen cuando S -+ m. 

Demostración. De (7.4), para cualquier n y O 5 p 5 n- 1, el término w 2 " ( 8 ~ + B ~ )  es el producto 

de u 2 N 2 ( a )  con un cociente de polinomios P1(w2)/P2(w) satisfaciendo deg(Pl(w2)) < deg(P2(w2)) 

y como u ~ N ~ ( u )  -+ p < m y w2 + 00 cuando 6 + m entonces w 2 " ( ~ , 2  + B;) -+ O. W 

El resultado  de la proposición anterior es importante  porque establece que las órbitas periódi- 

cas PA que se contraen al origen  cuando S .+ m son aquellas para las cuales la s e a  S(vo(t)) E 

¿i(S)N(SL(6)) sin(w(8)t) alcanza frecuencia infinita con UM amplitud de la oscilación finita. Bajo és- 

ta clase de seííales, la ecuación diferencial y(n)  + x? 1 4  u i ~ ( ~ - ' )  = S(vo(t)) se comporta  como un filtro 

pasa bajos, de  manera  que  la  única solución particular es la trivial y(t) = O. 

En lo que sigue estudiaremos el comportamiento  de las soluciones ( F ( 6 ) , Q ( 6 ) )  de (7.5) (o (7.6)) 

cuando S + m. Específicamente,  buscaremos soluciones ( F ( S ) ,  W(S)) las cuales satisfacen las condi- 

ciones de  la  Proposición 7.1. Consideremos el caso  cuando n es par (es decir n = am). Supóngase que 

T # O. Entonces, la variable T puede ser eliminada  de (7.5) para dar 

De éSta manera, f ( w 2 )  es UM función en la variable w2. Así que, las soluciones positivas ij de la 

ecuación f ( w 2 )  = O son el valor de la frecuencia para las órbitas périódicas PA. Definamos los siguientes 

polinomios en la variable L: 

1 O0 



S(L)  = c2, - Q(,-l)L +. . . + (-l)m-'c2Lm-l + (-l),Lrn 

(7 .8~)  

(7.8b) 

Análogamente,  definimos los siguientes polinomios  cuando n = 2m + 1: 

S(L)  = cp, - Q(,-l)L +. . . + (-l)m-'c2Lm-' + (-1)rnL" (7.9b) 

La siguiente proposición  proporciona  condiciones  bajo las cuales una óhita periódica PA se contrae 

al origen  cuando 6 + m. 

Pmposicidn 7.2.k Sean = 2m, m 2 1, y sea LO una raíz del polinomio Q(L)  tal que 

a) LO es simple y 

b) S(L0) < O para m paq y S(&) > O para m impar 

Entonces, existe (a,c;i) correspondiente a  una órbita periódica PA tal que c;i2(b) E Los2 

y ü2N2(¿i) -+ [ N - 1 ( p ) ] 2 p 2  < mcuando S +m, donde /3 = (-1;,,,L6"-s(Lo). -l)rnL,m 

Demostracidn. 

Asumir  que  para S grande, existen dos  números IC y LO tales que w 2 ( S )  E LobpK. De (7.3, obtenemos 

(7.10) 

Si ri > O y k # 1,  tenemos  que T + -m cuando 6 + 00 a una razón diferente en cada  expresión 

en (7.5). De aquí que, la ímica parametrización posible de órbitas periódicas que se contraigan al origen 
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cuando 6 4 m es aquella para la cual K = 1. En éste caso, f ( L b 2 )  es un polinomio en 6 cuyo  término 

demayorpesoes-Q(L)(-l)m64m-1 . Por  hipótesis, LO es una raíz simple. Si escogemos L suficiente- 

mente  próximo pero diferente  a LO, entonces f ( L J 2 )  cambia de signo en LO cuando 6 ”+ OO. Por lo tanto, 

f ( d )  tiene una raíz w2(6) tal que w2(6)/S2 “+ LO cuando 6 4 OO. Por otra parte, de (7.5) tenemos  que 

De las hipótesis de  la proposición, se sigue que -m < r(S) < O cuando 6 4 m. Entonces 

N(aj = l/(l-r(6)),yporlotantotambiénsetienequea = N-1[l/(1-r(6))Jconvergeaunvalorfinito 

Se tiene un  resultado análogo para el caso  donde n es impar 

Proposición 7.2.B. Sea n = 2m + 1, m 2 O, y sea LO una raíz del polinomio Q(L) tal que 

a) LO es simple y 

b) S(&) < O para m par; y S(&) > O para m impar 

Entonces, existe (a, W )  correspondiente a  una órbita periódica PA tal que w - ~ ( S )  E Lob2 y a-’N2(Ü) “+ 

P<cocuando6-+m.  

Los resultados anteriores establecen que las óhitas periódicas que se contraen al origen  cuando 

6 -+ 00 tienen la  propiedad de que w2 se parametriza  como w2(6)  E Los2, para ciertos LO E R. En 

lo que sigue, buscaremos soluciones de (7.5) o (7.6) en las cuales u2 puede ser parametrizada  como fue 

indicado anteriormente. Para ello, las hipótesis de la proposición 7.2 deben satisfacerse. Es deciq  dado 

el  polinomio  Hurwitz P;(s) y sus polinomios  asociados Q(L) y S(L)  indicados en (7.8) y (7.9) nos 

planteamos el sigutente problema: existirá una raíz LO del polinomio Q(L) tal  que a) LO es UM raíz 

simple, y b) S( LO j < O cuando m es par y S(&) > O cuando m es impar? 

Proposición 7.3. Existe al menos  un  número LO satisfaciendo las condiciones de  la proposición 7.2. 

Demostración. Haremos  la  prueba  solamente  para el caso  donde n es pac La prueba  para el 

caso  donde n es impar  se sigue de  manera análoga. Consideremos P,‘(L) = sn + cILn-’ y 
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notemos  que P,t(jL) = S(L2)  + jLQ(L2) .  YI que P;(L) es un polinomio  Hunvitz, del Xorema de 

Hermite-Biehler (ver Aphdice), las raíces de  los polinomios Q(L) y S(L)  satisfacen la Propiedad de 

Alternancia.  De aquí, las raíces de Q(L) y S(L)  son d e s ,  positivas y distintas. Esto  implica  que LO 

es una raíz simple.  Para  probar la condición (b) de la Proposición 7.2, tomemos m pat Escribimos 

S(L0) = (Lo - L S J )  . . . (LO - L s , ~ )  y tomemos LO = L Q , ~ - ~ .  Yaque m - 1 es impar, la Propiedad 

de Alternancia  implica  que S(L0) e O. Análogamente,  cuando m es impar, se cumple  que S(L0) > O, 

que es lo que  teníamos  que  demostrat 

Una órbita periódica PA que se contrae al origen  cuando 6 -+ 00 s e d  llamada órbita periódica PA 

que se colapsa. 

%orema 7.1.A. Sea n par (i.e. n = 2m, m 2 2). Entonces 

a)Si m es paq existen m/2 óhitas periódicas PA que se colapsa. 

b)Si m es impar, existen (m - 1)/2 Óhitas periódicas PA que se colapsan 

Demostracibn. De la Proposición 7.1, si una solución (a, W) tiene las propiedades a2N2(a)  -+ 

/? < 00 y w2 -+ m, cuando 6 -+ 03, entonces  la correspondiente óhita periódica PA tiende al origen 

cuando 6 -+ OO. De la proposición 7.2, tales propiedades asintóticas se satisfacen si i j 2 ( 6 )  E Los2 y 

ii2N2(ii) "-+ < 03 cuando 6 -+ 00, o equivalentemente, si las condiciones de la Proposición 7.2 se 

cumplen en LO. Así  que, de la Proposición 7.3 y de la Propiedad de Alternancia, las raíces de Q(L)  y 

S( L )  satisfacen la  siguiente  cadena  de  desigualdades 

0 LS,l L Q ? ~  LS,2 . . . LS,m-l  LQ,m-l LS,m 

Si m es par, las raíces de Q(L) que satisfacen las condiciones de 1aProposiciÓn 7.2 son { L Q , ~ ,  LQ,3,. . ., 

LQ, , , -~}  ,es  decir,  en este caso existen óhitas periódicas PA que se colapsan.  Análogamente, si m es 

impar,lasraícesdeQ(L)quesatisfacenlascon~cionesdelaProposición7.2son{~Q,z,LQ,3, . . . , LQ, , , -~} .  

Por lo tanto existen exactamente óhitas periódicas PA que se colapsan. 
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Para el caso donde n es impal; se tiene un resultado  análogo al teorema anterior 

Wmma 7.1.B. S e a  n impar (es decir, n = 2m + 1, m 2 1). Entonces 

a)Si m es par; existen m/2 órbitas periód~cas PA que se colapsan. 

b)Si m is impar, existen (m + l ) / 2  órbitas periódlcas PA que se colapsan. 

Estos resultados  solamente prueban que existen óhitas peri6dicas PA que se  colapsan Sin embargo 

también  nos  interesa obtener información acerca de  la  estabilidad de las bhitas. 

Para estudiar la estabilidad de las óhitas  periólcas PA que se colapsan hacemos  las  siguientes 

notaciones  para el caso n = 2m, m 2 2: 

g1(LJ) = C2m62m - C2m-262m-2w2 +. . . + (-1)m-1&?62W2(m-1) + (-l)mw2m 

g2(4 = C2m-1 S2m-1 - Cpm-362nz-3Y2 +. . . + (-l)m"C16W2(m-1) 

g3(w) = a2m - u2m-2W2 + . . . + (-l)m-'a2w2(m-') + (-l)?.P 

g4(w) = u2m-1 - Q m - 3 W  2 + . . . + (-1)"1#2(m-1) 

Proposición 7.4. Sea LO > O una raíz de Q ( L )  satisfaciendo  las  condiciones de la Proposición 7.3, 

y sea W 2 ( 6 )  la frecuencia  asociada a UM óhita periódica PA que se colapsa (es deck W2(6) 2 Lob2). 

Entonces cuando S "+ m, se satisfacen los siguientes  límites: 



Demostraci6n. Sea Lo > O una raíz simple de Q(L) satisfaciendo las condiciones de la Proposición 

7.3. 

s(Lo)(- l )"- lalL~- ']  = o 

'hmma 7.2. 'Ibdas las órbitas periódicas PA que se colapsan descritas en el Rorema 7.1 son 

inestables. Es decir, sign d[lm(W(jw))]/dwl,) < O cuando 6 -+ m. 

Demostracibn. Haremos la prueba en el caso en que n es par La  prueba  para el caso en que n es 

impar es análoga. No es dificil obtener la igualdad 



De la proposicion 7.4, se obtiene que 

lim ( H ( W ( S ) ) / S * ~ - ~  = ~ L ~ ~ + ' ( - I ) " Q ' ( L ~ )  

De la propiedad de alternancia las raíces de Q(L) que satisfacen las condiciones  de la Proposición 7.2 

también satisfacen la propiedad de que Q'(L0) < O para m par y Q'(L0) > O cuando m es impar. Por 

lo tanto sign d[lm(W(jw))]/&~l,(~) < O y la órbita periódica PA que se colapsa es inestable (ver 

(2.13)). 

6+ 00 

7.4 Conclusiones 

Con el resultado anterior de estabilidad hemos  completado la información  que el mdtodo del primer 

armónico nos da sobre el comportamiento del sistema a lazo cerrado i = As + bS(KTs) en el límite 

de alta ganancia. Cierto conjunto de óhitas periódicas PA se contraen al origen. Ya que  tales órbitas 

periódicas PA son inestables, el origen se convierte en un  punto de equilibrio inestable. De éSta manera la 

región de atracción del origen se anula. Es importante  hacer notar que el comportamiento arriba descrito 

es independiente de la estabilidad del sistema  a  lazo abierto j. = As, siempre  que n 2 3. Es deciq  desde 

el punto de vista de  un Análisis del Primer  Armónico, casi para cualquier condición  inicial la solución 

corespondiente no  converge al origen, lo cual en la  práctica significa que para TI 2 3, un control de 

retroalimentación de alta ganancia  conduce a la desestabilización del sistema a lazo cerrado con entradas 

acotadas. 

Para  obtener UM descripción más completa  de las óhitas periódlcas en el límite de alta ganancia es 

necesario  hacer un estudlo de balance  armónico de orden  mayor (ver por  ejemplo  Moiola et al., 19911. 
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Capítulo 8 

Condiciones  suficientes  para  que  un  polinomio  sea Hurwitz y su 

aplicacibn  a el disefio  de un control  estabilizante  de  alta  ganancia 

(segunda  parametrizacibn) 

8.1 Introducción:  Sistemas  bidimensionales y tridimensionales 

Aquí  investigaremos  el  comportamiento  de  un sistema en  dos o tres dimensiones sujeto a un control 

de alta ganancia  de la segunda parametrización. En particular, nos  interesa  el tipo de  condiciones que 

deben satisfacer los padmetros del sistema para que a lazo cenado no tenga soluciones periódicas de 

primer  armónico, cuando el padmetro  de alta ganancia es grande. En las secciones siguientes trataremos 

de generalizar estos resultados. 

Comencemos con el caso bidimensional: Sea el  sistema 

donde c1 > O y q > O ya  que  el  polinomio a lazo cerrado PC(.) es Hurwitz. 

Sabemos que 1 + W ( s )  = - de  donde 1 + W ( i w )  = -w2 + a2 + 6~ + z (a l+  6c1)u 
PO(4’ -u2 + a2 + aalw 

Para que exista UM óhita periódica debe cumplirse que 1 + W(iw) = r, con r < O. De aquí se obtiene 

que w2 y r deben satisfacer 

A s í  pues,  cuando el parametro 6 es grande, 

el  sistema bidimensioml tiene óhitas periódicas de primer  armónico si y sólo a l  < O y cla2 - c2a1 > O, 

lo que  nos da un criterio muy sencillo para diseíbr controles que hagan que el sistema a lau, cerrado no 

tengan 6hitas peri6dicas de  primer arm6nico, de hecho se ve que si A es Hunvitz (al > O, a2 > O) 

entonces no pueden existir Óhitas periódicas PA. 
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El caso de sistemas en tres dimensiones es un poco más complicado y lo analizarenlos a continua- 

ción En adelante supondremos  que el sistema a lazo abierto es estable. 

Consideremos el sistema  tridimensional 

Ya que A es estable, tenemos al ,  u3, u1u2 - u3 > O. Si W es la  función de transferencia, se satisface 

que 1 + W ( S )  = s3 + (a1 + h ) S 2  + (a2 + bc2)s + (a3 + Sa) 
S 3  + a1 S 2  + u2s + u3 

Entonces 

Para que no existan óhitas periódicas de  primer  annónico nosotros debemos  buscar  que no tcnga raíces 

positivas el polinomio (8.2) 

Llamemos A al discriminante de (8.2). De  aquí  resulta A = (ulc2 - a2c1 - ~ 3 ) ~  - 4 C l  (u2c3 - u3c2).  

Por otra parte el discriminante de (8.3) es igual  a k2[A] .  

Para este sistema las condiciones de estabilidad en el origen son dl, d3, dl dz - d3 > O. De  todo 

esto tenemos el siguiente teorema. 

lbrema 8.1. El  sistema no tiene órbitas periódicas del primer  armónico si y sólo si se satisface 

alguna de las siguientes condiciones: 

que es el caso correspondiente a A < O, 
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que es  el caso correspondiente a  A 2 O. 

Demostracih. 1) Si A < O entonces no hay óhitas periódicas de primer  armónico.  Por otro lado 

(a2c1 - ale2 + c3)? a 
Por otra parte las raices  de la ecuación (8.2) son u2 = 

2C1 

Se  requiere  que la raíz más grande sea negativa, es decir (a2c1 - alc2 + c3) + dÁ < O, de aquí  que 

dÁ < ( a l q  - a2cl - c3),  de dónde se obtiene O < ( a l q  - a2cl - cg),  es decir 

c3 < a1c2 - a2c1 03) 

Como  sabemos  que d3 > O ,  debe  cumplirse  que 

a2c1 < a l Q  ( 4  

Por otra parte regresando  a la desigualdad dÁ < (alc2 - apcl - cg), tenemos 

(alc2 - a2c1 - c ~ ) ~  - 4cl(a2c3 - a3C2) < (alc2 - a2c1 - C S ) ~ ,  entonces -4c l (am - a3c2) < O Y  de 

aquí que 

a m  > a3c2 ( 4  

L o s  puntos (a), ( b ) ,  (c) y (d )  se cumplen si escogemos dl, da y d3 satisfaciendo el punto 2). 

En lmensiones mayores el analisis es más  complicado; sin embargo,  generalizando éstas ideas 

nosotros  obtendremos un control que  consigue  que el sistema  a lazo cerrado no tenga óhitas periódicas 

de  primer  armónico. 
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4.2 Diseño de un  control de alta ganancia para conseguir no existencia de solu- 
ciones periódicas 

En esta sección presentaremos cuales son las conlciones que proponemos satisfaga el control de 

manera que: 

1) El control es un control de alta ganancia de la segunda parametrización, es  decis la parte real de 

un eigenvalor a lazo cerrado diverge a -00 y las o m  convergen a puntos fijos en el lado lzquierdo  del 

plano complejo. 

2) El sistema a lazo cenado es asintóticamente estable en el origen, es deciq el control es un control 

estabilizante para todos los valores del m e t r o .  

3) Desde un punto de vista de una aproximacibn de primer armónico, el sistema a  lazo cenado no 

tiene soluciones periódicas. 

Obtemkmos nuestras conlciones precisamente  haciendo  un a d i s i s  de primer armónico. 

Para estular el comportamiento l d m i c o  del  sistema k = Ax + bS(K*z) cuando la  parte real de 

los eigenvalores a lazo cenado tienden a -00, usamos la segunda  parametrización, la cual recordamos 

en segwda: K; = -6~,.,+~-;, 1 5 i 5 n, donde las ci's son constantes positivas tal que el polinomio 

P," (S) = x:=, c ~ s ' " ~  es Hunvitz y 6 es un pahnetro positivo. Con tal pamnetrización del vector de 

gananciv del control K ,  si { X I ,  X2, . . . , X,} son los eigenvalores del sistema a lazo cerrado en el origen, 

es decir son las raíces del polinomio Pc(s) = sn +x:=, (a, + 6c,)sn-' entonces un eigenvalor, digamos 

Al, tiene la propiedad de que lim % = -cl y los oms { A2,  . . . , X,} convergen a las d c e s  de P,' (S), 

cuando 6 "-* 00 [ver Shaked, V & Kouvaritalus, 1976 y Young  et al, 19771. Nuestra intención seri buscar 

cuales son lar cis adecuadas  de tal manera  que P,' (S) sea Hunvitz y el  sistema  a lazo cerrado no tenga 

órbitas peribchcas de  primer armónico. 

6-+m 
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kamos que  condiciones  buscar en tCrminos del MCtodo de Balance  Armónico.  Se  sabe  que 1 + 
W ( p )  = Pc(p)/Po(p) [Barnett & Cameron;  19851.  De (2.9) y (2.11),  una óhita periódica PA con 

parámetros ( s i ,  ij) corresponde a un punto de interseccibn de las m a s  { W(jw) : w > O }  y { - l / N ( a )  : 

a > O} = (-m, -l), donde j = (-l)1/2. Ya que N ( a )  es estrictamente decreciente para a > 1, 

una soluci6n (si, ij) corresponde  unívocamente  a un par (T, W )  tal que N(si) = 1/( 1 - T). Por lo tanto, 

soluciones (&W) corresponden  a soluciones W > O, F 5 O de la ecuación 1 + W ( j w )  = r. Es decir, 

la existencia de UM óhita periódica de primer  armónico  implica  que w sea tal que 1 + W(jw) sea un 

número real negativo. 

Consideremos el caso  cuando n es par (es decir n = 2m). D e f i i o s  los siguientes polinomios en 

la variable L: 

p(L)  = C2m - Gqm-l)L +. . . + (-l)m-%2Lm-l 

q(L) = C2m-1 - CZrn-3L f . .  . + (-l)"-'C1L"-l 

P(L)  = a2, - aqm-l)L +. . . + (-l)m-'a2Lm-' + (-1)mLm 

Q(L)  = ~2,-1 - azrn-3L + . . . + (-l)m"~lLm" 

Observese  que 

P,** (iw) = p(w2) + iwq(w2) 

P,(iw) = ( P  + Sp)(w2)  + iw(Q + Sq)(w2) 

P,(iw) = P(w2) + iwQ(w2) 

Análogamente,  definimos los siguientes polinomios  cuando n = 2m + 1: 

p ( L )  = c2, - q?(m-l)L +. . . + (-l)"c2L" 

q(L)  = Cp,+1- CZrn-IL f . .  . + (-1)"qL" 

P(L)  = C2m - cqm-l)L +. . . + (-1)"-'c2Lm-' + (-1)mLm 

Q(L)  = ~ 2 r n + 1 -  a2rn-lL+ . . . + (-I)malLm 

Observese  que 

P,**(iw) = q(w2) + iwp(w2)  



Pc(iw) = (Q + Sq)(w2) + i w ( P  + 6p)(w2) 

P,(iw) = Q(w2) + iwP(w2)  

Para el caso en que n = 2m obtenemos  que 

P+ Sp + iw(Q + 6q) [P(P + Sp) + w2Q(Q + S q ) ]  +iwS(Pq - Qp) 1 + W ( i w )  = 
P + iwQ 

- - 
P2 + w2Q2 

donde los polinomios P, Q ,  p y q estan evaluados en la variable w2 

Por otro lado, para el caso en que n = 2m + 1 obtenemos que 

Q + 6q + i w ( P +  Sp) [Q(Q + S q )  + w 2 P ( P  + Sp) ]  + iwS(Qp - P q )  1 + W ( i w )  = Q + i w P  
- - 

Q2 + w2P2 

donde los polinomios P, Q ,  p y q estan evaluados en la variable w2. 

Para  que el sistema no tenga soluciones periódicas del primer  armónico en ambos casos  necesitamos 

que el polinomio Pq - Qp no tenga raíces positivas. k m o s  como son los coeficientes del polinomio 

Pq - Q p .  Primero  definamos la matriz 

D =  

1 o o o . . .  o O 
-a2 a1 -1 o ... o O 
a4 -a3 a2 -a1 ... o O 

o o o o ... an-2 -an-3 
o o o o ... an an-1 

... . . . . . . . . . . . . . . . ... 

Si Di denota el i-ésimo renglon y denotamos  por cT = (CI, Q, .., cn) entonces el POlinOIfiO (PQ - 

Q p )  (u2) queda definido como 

n 

( P q  - Qp)(w2)  = (-l)n-l E ( D i c ) u 2 ( n - i )  
i = l  

Observese  que si 

D'c > O. i = 1, ..., n (8.5) 

entonces  el  polinomio ( P q  - Q p )  no tiene raíces positivas. De  aquí  planteamos el siguiente pro- 

blema: 

Existe c > O tal que 
D*c> Oparatodoi = 1, ..., n 
de manera  que el polinomio P,** (S) = x:=, c ; s ~ - ~  sea  Hunvitz 
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Demostraremos  que existe solución para un problema aún más fuerte: 

El sistema de desigualdades 
D c  > 0,i = 1, ..., n 

el polinomio P,**(s) = c ; s ~ - ~  es Hurwitz 
tiene al menos una solución c > O y para  toda solución c (8.7) 

n 

De  esta  manera  obtendremos el siguiente teorema. 

lbrema 8.2. Consideremos el sistema a lazo cerrado j. = Az + bS(u) con A una matriz  Hurwitz. 

Si  tomamos el control u(t) satisfaciendo u(t)  = -GcTz donde c > O es solución de (9.5) entonces el 

control u satisface 

1) El control u es un control de alta ganancia de la parametrización  propuesta arriba 

2) El control u es un control estabilizante en el origen  para  todo  valor de 6. 

3) Desde un punto  de vista de una aproximación de primer  armónico el sistema  a  lazo  cerrado no 

tiene óhitas periódicas para  todo valor de 6. 

Demostracibn. El  inciso 3)  es un corolario de las obsewaciones anteriores. Los incisos 1) y 2) los 

trabajeremos  separadamente y dedicaremos secciones completas  a  cada uno de ellos, de manera  que el 

inciso 1) será un corolario de la sección 8.3 y el inciso 2) será un corolario de la  sección 8.4. 

8.3 Condiciones suficientes para que un polinomio con coeficientes reales sea Hurwitz 

8.3.1 Introducción 

Dado un polinomio real, el problema de encontrar condiciones  bajo las cuales todas las  raíces  del 

polinomio  tengan  parte real negativa es un problema  que  siempre ha despertado  mucho  interés  debido 

a su importancia en las aplicaciones. El criterio más  ampliamente  conocido es el  llamado criterio de 

Routh-Hunvitz [ver Gantmacher,  1959;  Lancaster & Tiimenetsky,1985] y lo  hemos  incluido en el apCn- 

dice. El  problema fue planteado por Maywell, y resuelto por Routh y Hurwitz,  aunque  posteriormente se 

desarrollaron otros criterios. 
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La prueba clásica del criterio de Routh-Hurwitz  [Gantmacheq 19591 est& basada en la  noción  de 

indices de Cauchy y el Teorema de Sturm. En el libro de Uspensky [ 19901 puede encontrarse una prueba 

diferente basada en un  método  debido  a I. Schur  Tambitn en el libro de Zabczyk [1992] se puede  encon- 

trar una prueba  basada en métodos de variable compleja. En el mismo libro de Zabczyk se encuentra un 

criterio debido  a  Routh [ 18771 que resulta ser UM equivalencia de las condiciones  de  Routh-Hunvitz. 

Por otro lado, en Lyapunov [ 18921 se demostró un teorema  que  produce  condiciones necesarias y 

suficientes para  que las raíces del polinomio característico de una matriz  al tengan parte real negativa. 

Otro criterio de estabilidad basandose en el uso de iünciones cuaddticas especiales fue obtenido por 

Lienard y Chipaa [ 19141 con  la ventaja que el número de desigualdades p o r  verificar es cerca de la mitad 

de las desigualdades por verificar en el criterio de  Routh-Hurwitz. 

En el libro Stability  Theory [ 19951 puede encontrarse una recopilación de trabajos acerca de poli- 

nomios  Hunvitz y cuestiones relacionadas. El trabajo  de July en este libro es una revisión histórica  de 

los trabajos de  Hermite,  Routlh  Lyapunov y Hunvitz, así como un estudio de la relación que hay entre 

estos trabajos y otros acerca de este problema. 

8.3.2 Condiciones suficientes 

Primero  demostraremos  que  las  desigualdades lineales implican  que el polinomio P,* (S) = Cy=, c ~ s ~ - ~  

es Hunvitz.  Comencemos  con el siguiente lema. 

Lema 8.1. Sea F ( t )  un  polinomio de grado n de coeficientes reales con todas sus raíces contenidas 

en C+ y sea f(t) un polinomio  de  grado n - 1 de coeficientes reales tal que f(0) # O. Consideremos  el 

polinomio  de  grado 2n - 1, F ( t ) f ( t ) .  Si F ( i w ) f ( i w )  no corta al eje z para  todo w > O entonces todas 

las raíces de f(t) están contenidas en C- . 

Demostración. Sea I el número de raíces  de F ( t ) f ( t )  que están contenidas en C- y sea T el 

número de raíces de F ( t ) f ( t )  que están contenidas en C+. Llamamos O(w) al argumento  de F ( i w ) f ( i w ) .  

EntoncesArO(w) = ~(~)-~(0)eselcambionetoenelargumentodeF(iw)f(iw).YaqueF(iw)f(ii~) 
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no corta al eje z si w > O, entonces F ( t ) f ( t )  no tiene raíces sobre el eje imagnario. Se  sabe  que 

ArO(w) = $(I  - r ) .  [ver por ejemplo  Ming-tzu  Ho et al, 1998, p. 406; Gille et al, 1959, p. 1741. El 

hecho de que F ( i w ) f ( i w )  no  corte al eje z si w > O implica  que lAre(w)I 5 T. Por otra parte sabemos 

quealmenosnraícesdeF(t)f(t)estancontenidasenC+,entoncesr 2 n y l 5  n-1.Dedondel-r < O 

y como 1 - r es  un número  impar  pues 1 + r = 2n - 1, resulta  que la formula ArQ(w) = (1 - r )  

implica  que ArO(w) = -5 .  Entonces 1 - r = - 1. La única posibilidad es que r = n y 1 = n - 1. Esto 

da  como  resultado  que f ( t )  tenga sus n - 1 raíces contenidas en C- . 

Wrema8.3. SeaelpolinomioalazoabiertoP,(t) = t"+~lt '"~+ ...+ a,unpolinomioHurwitz. 

Si  el vector c > O es solución del sistema de desigualdades lineales 

D'C > O, z = 1, ..., n 

entonces el polinomio P,**(t) = Cy='=, c i P i  es Hurwitz. 

Demostración.  Haremos la demostración solo para el caso en que n es par  pues el caso  cuando 

es impar es análogo. Sea n = 2m y sea F ( t )  = Po(-t), entonces F ( t )  es un polinomio  de  grado n de 

coeficientes reales con  todas sus raíces contenidas en C+. Sea tambiCn f(t) = P,*(t) = E:=, 
entonces f(t)  es un polinomio  de  grado n - 1 de coeficientes reales. 

Considerar el polinomio de grado n - 1, F ( t ) f ( t ) .  Por las observaciones  hechas anteriormente 

F ( i w ) f ( i w )  =[P(w2)  - zwQ(u2)]b(u2) + zwq(u2)] = [Pp +w2Qq]  + iw(Pq - Qp).  

Ya que (Pq - Q p ) ( w 2 )  = - C:=1(D'c)w2(n-1-i) y D'c > O, i = 1, ..., n, tenemos  que F ( i w ) f ( i w )  

no corta al eje z para  todo w > O. Entonces, aplicando el  lema anterior se tiene  que todas las  raíces  de 

f( t)  = P," ( t )  están contenidas en C .  

Corolario 8.1. Si A es una matriz Hunvitz y el vector c > O es solución del sistema de desigualdades 

lineales 

D'c > O ,  z = 1, ..., n entonces el sistema 
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1 ;  1 0 ... O 
O 1 ... O 

es estable en el origen y no  tiene óhitas periódxas  de primer  armónico  cuando 6 + OO. Ademis, un 

eigenvalor diverge a -m y los otros convergen  a las raíces de P,'* ( t)  = E:=, C i t n - i  

Demostracibn. Por el teorema  anterior, si el vector c > O es solución del sistema de desigualdades 

lineales D*c > O, i = 1, ..., n entonces el polinomio P,'*(t) = E:=, es Hunvitz. Y por los 

resultados en Cyoung et al, 19771 un eigenvalor &verge  a -m y los otros convergen  a las raíces del 

pólinomio P,*  ( t )  = cy=, cjtn-'.  

8.4 El origen es un  punto de equilibrio localmente estable: el control diseñado es 
un control estabilizante 

Hasta  ahora  nosotros sólo liemos  probado  que  con  nuestro  diseño  de control, el origen es punto 

de equilibrio localmente asintóticamente estable  cuando 6 es suficientemente grande. Sin embargo,  esto 

también es válido para todo valor de 6 > O (si nosotros  escogemos los paremetros c; de tal manera  que 

satisfagan l a s  desigualdades Dic > O, i = lI  ... , n)  como  veremos en esta sección. Esto es importante, 

ya que  para este tipo de parametnzaciones existen sistemas para los que el origen no es estable para  todo 

valor de 6 > O. Por ejemplo en el siguiente sistema 

6t2 + l l t  + 4 = (t + l ) ( t  + 2)(t + 3) (Po(t)  es Hunvitz) y el polinomio a lazo cerrado es Pc(t) = 

t3 + (6 + G6)t2 + (1 1 + 56)t + 6 +2 166. Aquí  el origen es localmente asintóticamente estable para valores 

grandes  de 6, pues  un  eigenvalor, X I ,  tiene  la  propiedad de que 3 --* -6 y los otros dos  convergen a 

las raíces del polinomio P,**(t) = 6t2 + 5 t  + 216. Sin embargo, hay valores de 6 para los cuales el 

sistema no es estable en el origen. Más precisamente,  cuando S E (2 - d , 2  + d) se obtiene que 
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(6 + 66)(11 + 56) - (6 + 2166) es negativo, es decir, para estos valores de 6 el polinomio Pc(t) no es 

HUNYitZ. 

En nuestro disefio de control no se presentan estos problemas  como se ve en el siguiente teorema. 

'&omma 8.4. Si la matriz  a  lazo abierto A es UM matriz  Hurwitz y el vector c > O es solución del 

sistema de  desigualdades lineales (8.5) entonces el origen es un  punto de equlibrio localmente asintóti- 

Camente estable para  todo valor de 6 > O del sistema 

O 1 0 ... O 
O O 1 ... O 

O O 0 ... 1 
-an -a,,-l -an-2 . .. " a l  

X+ 

Demostración.  Haremos  la  demostración para el caso en que n es par; el caso en que n es impar 

es análogo. Sea n = 2m. Sea el vector c > O solución del sistema de  desigualdades  lineales Dic > O, 

i = 1, ..., n y S > O un  número fijo. Es suficiente demostrar  que el polinomio  a lazo cerrado es Hurwitz. 

Consideremos el polinomio Pc(t)Po(-t), sabemos  que los polinomios  a lazo abierto y a lazo cerrado 

satisfacen 

Pc(iw) = ( P  + 6p) (w2)  +id(& + Sq)(w2) 

Po(iw) = P(w2)  + iwQ(w2) 

De aqui que 

Pc(iw)PO(-i~) = [P(P + 6 p )  + w2Q(Q + bq)] + i d ( P q  - Qp) 

Ya que el vector c > O es solución del sistema de desigualdades lineales D'c > O, i = 1, ..., n 

entonces el polinomio Pq - Q p  no  tiene raíces positivas. Así pues (Pq - Qp)(u2) # O para  todo w > O, 

y por lo tanto Pc(iu)Po(-iw) no  corta al eje 5 para  todo u > O. 

Sea l1 el número de raíces de Pc(t)Po(-t) que están contenidas en C- y r1 el  número  de raíces 

de Pc(t)Po(-t) que están contenidas en C+. Llamamos el(@) al argumento de Pc(i~)Po(-iw) y de- 

notemos  por ArOl(u) = &(m) - &(O) al cambio  neto en el argumento de Pc(iw)P,(-iw). Ya que 
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Pc(iw)Po(-iw) no corta al eje z si w > O, entonces Pc(t)Po(-t) no tiene raíces sobre el eje imaginario. 

Entonces ArOl(w) = $(II - q). 

El  hecho de  que Pc(iw)Po(-iw) no corte al eje z si w > O también  implica  que lAFO,(u)I 5 T. 

Por otra parte, P,(O)P,(O) = u2m(a2m + SC~,) ,  que es  un número  que se encuentra sobre el semieje 

real positivo. Entonces  tenemos 61 (O) = O. 

Para w grande ~~(iw)~,(-iw) = u4m - ic16w4m-1, que es  un número  complejo  que se encuentra 

en el cuarto cuadrante y lo  que junto  con  el límite lim 
Im[Pc(iw)Po(-iw)] 

w-+m Re[Pc(iw)PO(-iw)] = O implican  que O1 (m) = 

23T. Sin  embargo, del hecho de que Pc(iw)P,(-iw) no corta al eje z si w > O, se sigue que fll (m) = O, 

de lo que se obtiene que AFOl(w) = O. De  aquí  resulta  que el polinomio Pc(t)Po(-t) tiene el mismo 

número de raíces ubicadas sobre C- que las raíces  ubicadas  sobre C+. El  polinomio es de  grado 272, 

entonces existen n raíces localizadas sobre C+, que son las  correspondientes a Po( 4 )  (ya que  sabemos 

que el polinomio  a  lazo abierto Po ( t )  es un  polinomio Hunvitz). Esto  implica  que las n raíces localizadas 

en C- necesariamente  son Aces de Pc(t), que es lo que  queríamos demostm 

Observación El teorema 8.4 significa que  dado  un  polinomio HurwitzT(t) se satisface que T ( t )  +6h(t) 

es Hunvitz  para  todo 6 y para UM familia de  polinomios h(t) tal que h(t) = cltn-' + ~ 2 t ' " ~  + ... + c,~ 
con ( c ~  , c2, ..., c,,) E H.  

Un resultado  relacionado  puede verse en [Hinrichsen & Khantonov, 19951. En ese trabajo se pre- 

sentan condiciones  necesarias y suficientes para que p~ + I< sea  un  conjunto de polinomios  Hurwitz. 

donde K es un  cono  convexo de polinomios de grado 5 n y grado(p0) = n .  

8.5 Existencia de los controles estabilizantes: (Solución del sistema de desigual- 
dades lineales) 

Ahora considerese el conjunto H = (c E Rn : c > O y D'c > O ,  i = 1, ..., n}. En esta sección 

mostraremos  que el conjunto H es no vacío. En particular para n = 3 y n = 4 las soluciones las podemos 

encontrar explícitamente: 
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Para n = 3, el conjunto H de soluciones son los vectores c,  cuyas  coordenadas satisfacen 

Para n = 4, las soluciones se escriben explícitamente como aquellos vectores c cuyas  coordenadas 

satisfacen: 

a2 1 
-c1 + -c3 < c2 < -c1 + -c3 - “ c 4  

a4 a2 al 
al  al a3 a3 a3 

Y los intervalos involucmdos en cada  caso existen debido  a las condiciones  de estabilidad. 

Para dimensiones  mayores, podríamos aplicar el Método de Eliminación de Kuhn-Fourier  para 

saber si el sistema ( : ) c > O tiene alguna solución [ver Kuhn,1956  y Stoer & Witzgall,1970]  y  en 

caso  de  que existan soluciones, el mismo algoritmo permite encontrar explícitamente todo el conjunto  de 

soluciones. 

El algoritmo de  eliminación de Fourier generaliza el método de eliminación  para sistemas de ecua- 

ciones lineales.  Denotemos r : ( : ) c > O a nuestro sistema de desigualdades. El algoritmo consiste 

en una primera  parte en obtener un nuevo sistema de desigualdades r’ en  el que  ya no aparece una de las 

variables, digamos  que c, y de manera que: 

De ésta forma  toda solución de puede ser encontrada ‘por elikinaciones sucesivas. 

Aunque el método  de  eliminación de  Kulm Fourier es adecuado en problemas concretos, en des- 

arollos teóricos se vuelve  demasiado  complicado. 

Sin embargo,  ya  que  la  matriz A es Hunvitz  y la matriz D se construye  a partir de las componentes 

de la  matriz A ,  entonces  podremos  emplear otros métodos -matrices de clase monótona-  para  obtener 

todo el conjunto de soluciones de las desigualdades lineales. 
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Denotemos  por E = (e i j )  a la matriz inversa de D. Es  inmediato  comprobar que el primer  renglon 

de E es ( 1,  O, O, ... O ) . Mostmmos que eij > O para todo i = 2,3, ..., n. Antes  demostramos 

un lema. 

Lema 8.2. Sea Ej = (e,j),=l,..,,n la j - tssima  columna de E. Definimos el  siguente 

polinomio 
g ( t )  = eijtnpi 

n 

i = l  

Ya que la matriz E es no  singular, existe algún e,j # O. Sea S el primer  número tal que el coeficiente de 

ts es diferente de cero, es decir en-i,j = O para  todo i = 1, ... ,S - 1 y enPs,j  # O. Entonces,  dado  el 
n- s 

polinomio h(t) = e; j tnPspi  se cumple  que Po(-t)h(t) no  tiene raices sobre el eje imagmuio. 
i= 1 

Demostración. Se satisface que Po(-t)g(t) = t'P,(-t)h(t). Dividamosen dos casos: 

S es par:  Se  tiene  que Po(-iw)g(iw) = ( - l )~w 'P , ( - iw)h ( iw) .  Tomando las partes imaginarias obte- 

nemos (-l)n-liw = (-1):~" Im[P,(-iw)h(iw)] [ver(8.4)] 
i= 1 

Per0 Im[P,(-iw)h(iw)] = w x [un  plinomio en lavariable w2], de aquí que DiEj = O para  todo 

que si w es tal  que Po(-iw)h(iw) = O entonces w = O, pero P,(O)h(O) = u7,en-,,j f O. Por lo tanto 

[Po(-iw)h(iw)] no tiene raíces sobre el eje imaginario. 

S es impar: Se  tiene  que Po(-iw)g(iw) = (-l)~zw~P~(-zw)h(iw~. Tomando las partes inlaparias 
n 

obtenemos (-l)n-lzu DiEjw2(n-i) = ( - 1 ) F i J  Ite[P,(-iw)h(iw)] [ver (8.4)] 
i= 1 

Pero &[Po(-iw)h(iw)] es un  polinomio en la variable u*, de aquí  que DiEj = O para  todo 

Por otra parte sabemos  que P,(O)h(O) = ~ e , , - ~ , ~  # O, por lo tanto 2(n - j )  - S + 1 = O, es decir 

S = 2(n-j)+lyobtenemosqueRe[Po(-iw)h(iw)] = (-l)n-v - - ( - l ) n - ~ n - ~ + l l  = (-1)j-l # O .  

PorlotantoPo(-iw)h(iw) #Oparatodow?esdecirP,(-t)h(t)notieneraicessobreelejeimaginario. W 
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Lema 8.3. Sea E = (eij) la matriz  inversa de D. Entonces e;j > O para  todos i = 2,3,  ..., n, 

j = 1,2,3 ,..., n. 

Demostracih. S e a  Ej la j-ésima columna de E y D' el i-dsimo renglon de D. Ya que E es 

la inversa de D ,  entonces se satisface que (D1Ej ,D2E,  ,...,Dj- lEj,DjE,,Dj+lEj,...,D"Ej) = 

(0,O ,..., 0,1,0 ,..., O )  

Por om parte,  sean g ( t ) ,  S y h(t) como en el lema 8.2. Considerese el producto de polinomios 

P,(-t)h(t). S e a  12 el número de raíces  de P,(-t)h(t) que están contenidas en C- y  sea r1 el número 

de raíces  de P,(-t)h(t) que están contenidas en C+. Si evaluamos P,(-t)h(t) en iw podemos  expresar 

el numero  complejo P,(-iw)h(iw) como P,(-iw)h(iw) = a ( w 2 )  + iwp(w2).  Dividmos  en casos: 

S es par: Como enlema8.2, Im[Po(-zw)h(zw)] = (-l)n-t-1ww2('"j)-s, por lo tanto P,(-iw)h(iw) 

no corta al eje z para  todo w > O. 

Llamemos &(u) al argumento de P,(-iw)h(iw). Y  denotemos por A$O,(w) = & ( m )  - &?(O) 

al  cambio  neto en el argumento de Po( -iw)h(iu). Por lema 8.2 Po( -t)h(t) no tiene raíces sobre el eje 

imaginario. Entonces A F & ( w )  = $(12 - 73).  

Ya que P,(-iw)h(iw) no corta al eje z si w > O entonces l A F & ( w ) l  5 T .  Por o m  parte, n 5 

grado de P,(-t)h(t) 5 2n - 1 y  ya  que Po(-t) tiene n raíces en C+, entonces 7-2 2 n y por lo tanto 

12 -r2 5 - 1. Esto  último  implica  que A,"& (u) 5 - 5, y  esto junto con el hecho de que lA0"02(w) I 5 7r 

da como  resultado  que AF02(w) = -; 6 -T. De  aquí  que l2 - r2 = -1 o l 2  - r2 = -2, es decir 

12 = 7-2 - 1 o 12 = r2 -2. Como todas las raíces  con  parte  real  negativa de Po (-t)h(t) son necesariamente 

raíces de h(t)  y h(t)  es un  polinomio  de  grado  menor o igual  que n - 1, entonces n > 12, pero también 

7-2 2 n, de donde n > 12 2 n - 1 o n > 12 2 n - 2, por lo  tanto 12 = n - 1 o 12 = n - 2, y 

de aquí  que el polinomio h(t)  tiene  grado n - 1 o n - 2 y todas sus raíces tienen parte real  negativa, 

por lo  tanto  todos sus coeficientes son diferentes de cero y tienen el mismo signo. También  se obtiene 

que el polinomio h(t) es de  grado n. - 1 (que  corresponde al estudo de la columna E l )  o es de grado 

n - 2 (que  corresponde al estudio de l a s  columnas Ej con j 2 2).  Esto probaría que los elementos 
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Supongamos  que n = 2m [el  caso en que n es  impares análogo]. Entonces se tiene  que Im[P,( -iw)h(iw)] = 

(4)2m-1WU2(n-,)+1 , por lo tanto P, (-iw)h(iw) siempre  se  encuentra en el tercero o cuarto cuadrante 

Por otra parte, P,(O)h(O) = aZmezm,j. 

Si  ezm,j < O entonces  &(O) = T .  

Ahora  estudiemos &(m). Cuando w 4 m, Po(-iw)h(iw) M " e 2  *3 w2(2n-1) - iw2("-j)+'. Ya 

que e2,j es del mismo signo que ezm,, entonces P,(-iw)h(iw) siempre se encuentra enel cuarto cuadran- 

te cuando w "+ OO. Como j > 2 se satisface que 2(2m - 1) > 2(n - j )  + 1 y así Im[P,(-iw)h(iw)] 
Re[P,(-iw)h(iw)] "+O 

cuando w -+ c m ,  de aquí que & ( c m )  = 27r, por lo que AF&(w) = 27~ - 7~ = x, lo cual es una con- 

tradicción pues AFO2(w) = 5(Z2 - r2)  = $(n  - 2 - n) = -T. Por lo tanto ezm,j > O y e;j > O 

Vi  = 2,3 ,..., n. 

S es impar: Uamos que este caso es imposible. Similamente como enLema 8.2, Re[P, (-iw)h.(iw)] = 

(-1)j-l # O, entonces Po(-iw)h(iw) no corta al eje imaginario y siguiendo argumentos análogos al 

caso anterior se  llega a que eil # O V j  = 1,2,3,  ..., nVi = 2,3 .  ..., n, lo cual probaria que s = O contra- 

diciendo el hecho  que s es impar  Por lo tanto el caso s impar es imposible. 

Antes de indicar cual es el  conjunto de soluciones de las desigualdades lineales necesitamos  la 

siguiente definición 

Definición 8.1. UM matriz real R. de m x S es UM matriz de clase monótona si R z  2 O implica 

u" 2 O, donde 2 2 O significa que  todos sus elementos son no negativos [ver Mangasarian, O. L., 19681. 

Para matrices cuadradas es conocido  que una matriz cuadrada R es  de clase monótona si y sólo si 

existe R- y R- 1 O, donde R- 2 O significa que  todos sus elementos son no negativos [ver Collatz, 

1966;  Cap. 3, 5231. De  aquí  obtenemos el siguiente resultado. 
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Comlario 8.2. La matriz D es de clase monótona. 

Demostraci6n.  Se sigue del Lema 8.3. 

Pam mostrar cual es  el conjunto solucibn de las desigualdades lineales consideremos el siguiente 

conjunto RT = { z E R" / z > O}. 

l b m m a  8.5. Se satisface que H = D"Rn+. 

Demostracih. c] Sea v E H ,  entonces Dv > O y v > O, por  lo  tanto  ya  que v = D-lDv con 

Dv > O, tenemos  que v E D-'RI;. 

>I Sea v E D- lR?, entonces = D- 'u con u > O, de aquí que Dv = u > O, y  como  la  matriz 

D es  de clase monótona, se obtiene que v > O, por lo tanto v E H. 

8.6 Un ejemplo numérico 

Considerar el siguiente sistema 

x= ( ) z +  ( 8 ) S((-6.56, -116,-56)z) 
-6 -11 -6 

En este caso 

1 0  ( -;I !6 :; ) c =  ( i;) y sesatisfacequeDc= ( 2 5 )  >o.  

Haciendo  simulaciones  para los valores 6 = 10,100,1ooO se encontró  que el sistema no tiene 

5.5 

soluciones periódicas, aún más se ve que las trayectorias convergen al origen  aunque  la  condición  inicial 

sea muy grande, sugiriendo una posible estabilidad global. 

8.7 Conclusiones 

El Metodo de la  Función  Descriptora  resulto valioso no sólo para el analisis de sistemas sino incluso 

para el disefío de controles como se mostró  en este capítulo. Apoyados en ciertas condciones suficientes 

para  que  un polinomio con coeficientes reales sea Hurwitz pudmos dlseílar un control estabilizante de alta 

ganancia. Mas  precisamente,  el  control  obtenido es un control que se dseih en terminos de parámetros 
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que satisfacen ciertas desigualdades lineales y que  depende del parametro S. Se satisface que para  todo 

valor de 6 > O el origen resulta ser un punto de equilibrio localmente asintóticanlente estable, lo cual es 

bueno  pues  esto significa que no debemos  imponer  condiciones alcionales además  de las desigualdades. 

En otras palabras, el control es un control establizante para  todo valor de S > O .  Cuando S es grande un 

eigenvalor a lam cerrado  tiene  parte redi negativa muy grande, es decir,  el control es un  control de alta 

ganancia,  de  donde  podria ser utilizado  para rechazar perturbaciones. Adicionalmente,  desde un punto 

de vista de primer  armonico el sistema controlado no tiene Óhitas periódicas. 
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ApCndice.de  la  Parte 2 
B.l. Las condiciones de Routh-Hunvitz 

Borema (Condiciones de Routh-Hurwik). Dado un polinomio de coeficientes reales f ( z )  = bozn + 
blzn-' + .... + bn- 1z + b, definimos la matriz  de  Hurwitz  asociada  a este polinomio 

' bl bo O o ... o 
b3 b2 bl ... O 
bs b4 b3 b2 ... O 

... , 

, b2n-1  b2n-2 b2n-3 b2n-4 - 0 .  bn 

donde bk = 0 si k > n. 

Para  que tal polinomi0 tenga todas sus &es  con parte real negativa, es necesario y suficiente que se 

satisfagaque boa1 > O,A2 > O,  boA3 > O,  A4 > O, ..., boAn > O si n es impar 
An >Osinespar  

donde los Ais son los menores  principales de  la matriz de Hurwitz. 

En caso de que bo = 1 la condición  simplemente dice que los menores principales deben ser posi- 

tivos, es decir, Al > O, A2 > O ,  A3 > O, ..., A, > O.  

B.2. El %omma de  Hermite-Biehler 

L o s  resultados en éste apéndice  fueron  tomados  de  [Bhattachamyya et al., 19951.  Consideremos los 

siguientes polinomios  reales: 

a ) P m n p a r ( n = 2 m . m . L  1): 

P ( L )  = Qm + Q m - l L  + . . . + c1L2m-I + L2" 
Q ( L )  = C2m-1- Qm-3L + . . . + (-l)m-'C1Lm-' 

S(L)  = C2m - Cqm-1)L + . . . + (-1)"P-l + (-1)mLm 

Note  que P ( j L )  = S(L2)  + j L Q ( L 2 )  cuando n es par, y P,'(jL) = Q ( L 2 )  + j L S ( L 2 )  cuando n 

es impar 
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Defmici6n B1. (Propiedad de Alternancia). Un polinomio real P(L)  con  grado  par satisface la 

propiedad de alternancia si 

a)%,- y tienen el mismo signo y c1 es positivo 

b)T& l a s  raíces de S ( L )  y Q(L)  son reales, positivas y drstintas y l a s  m raíces positivas de S(;,) junto 

con las m - 1 raíces positivas de Q ( L )  estan altemadas en la siguiente forma: 

Q < L S , ~  < LQ,I < LS,Z < . . . < Ls,m-l < L Q , ~ - I  < Ls,m 

donde las LS’S y l a s  LQ’S son las raíces de S(L)  y Q ( L ) ,  respectivamente. Similannente, un  polinomi0 

real P(L)  con gmdo  impar satisface la propieda de alternancia si 

a)cz,+l y C 2 m  tienen el mismo signo y c1 es positivo 

b)Todas las raíces de S(L)  y Q(L) son reales, positivas y distintas y las m raíces  positivas1 de S(L) junto 

con las m - 1 raíces positivas de Q(L) están alternadas en la sigulente forma: 

o LS,l < LQ,1  LS,2 < . . . LS?n,-l < LQ,m-1 < LS3m < LQ9nl 

donde las Ls’ssy las LQ’S son las raíces  de S(L)  y Q(L) ,  respectivamente. 

"erns. (Hermite-Biehler) Un  polinomio  real P(L)  es Hurwitz si y sólo si satisface la  Propiedad 

de  Alternancia. 
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Capítulo 9 

Conclusiones  finales 

La primera parte del trabajo la llemos dedlcado al estudio de la RA y las posibles bifurcacibnes. En 

el capítulo 3 nosotros estudiamos sistemas n d s  generales de los que usualmente se estudian en Teoría de 

Control. h4hs precisamente, en este capitulo hemos trabajado con sistemas para no son necesariamente 

controlables y para los cuales el origen no es necesariamente estable y dimos una descripcibn comple- 

ta de los diferentes comportamientos dirdmicos  en tCrminos deuna  aproximcibn de primer armbnico, 

mostrando que esta informacibn (que es aproximada) coixide con la obtenida con metodos cualitativos. 

Siguiendo con la parte 1, en el capítulo 4 (dedicado a sistemas tridimensionales) presentamos algunos 

resultados sobre la existencia de bifurcaciones de  6rbitas peribdicas, en las cuales una brbita peribdica 

simCtrica se rompe  para dar origen a al menos dos brbitas peribdicas no simdtxicas en un sistema de con- 

trol tridimensional sujeto a  un control de alta ganancia con  saturacibn Estos resultados deben ser vistos 

solamente como una evidencia de la existencia de auténticas brbitas periodicas no simktricas y como UM 

motivaci6n para continuar con el estudio de Cstos sistemas. Por otra parte, es posible que existan bifur- 

caciones y comportamientos didmicos no capturadospor el  mktodo de balance del primer armbnico, ya 

que el  mdtodo esencialmente se enfoca a detectar bhitas peri6dicas. 

De especial inter& son los sistemas sujetos a  un control de retroalimentacibn de estado de alta ga- 

nancia con saturacibn, a los cuales hemos dedicado la segunda parte del trabajo. En el capítulo 6 conti- 

nuamos con el estudio del comportamiento din&wco de sistemas liwales bi&mensionales bajo retroali- 

mentacibn de estado con saturacibn, pen, agregando la condicibn de controlabilidad y el requerimiento de 

que el control sea estabilizante, de hecho  hemos  usado un control de alta ganancia. Aplicamos el princi- 

pio de balance del primer armónico pare buscar brbitas periódicas aproximadas, y de Csta manera,  hemos 

ganado en el conocimiento acerca del comportamiento cuantitativo de la  regibn de atraccibn del origen. 

En trabajos en dimensibn 2 donde se estudiaron estos mismos sistemas lineales sujetos a una retroali- 

mentacibn de estado con saturacibn con teoría cualitativa de sistemas dmhucos, el comportamiento de 
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las regiones de atracción con respecto a las ganancias del control no fue obvia. Ahora hemos  encontrado 

que si el sistema a lazo abierto es inestable, la retroalimentación de alta ganancia tiene un efecto adverso 

sobre el t a m o  de  la región de atracción del origen. En el capítulo 7 (sobre sistemas n-dimensionales) 

liemos generalizado éste resultado  apoyándonos en el criterio de estabilidad conocido  como  Teorema  de 

Hermite-Bielder  y  hemos  encontrado  que si TZ 2 3 un cierto conjunto  de óhitas periódicas PA se contraen 

al  origen  cuando  el  parámetro de alta ganancia es incrementado. Ya que tales ÓdJitas periódicas PA son 

radialmente inestables y  desde  un  punto de vista de una aproximación  de  primer  annónico están conteni- 

das en la frontera de la RA esto puede ser interpretado como una evidencia de que la región de atracción 

del origen se anula  haciendo  que  el  origen se convierta en un  punto de equilibrio inestable. Más precisa- 

mente,  aunque  algunas trayectorias del sistema a lazo cerrado 2 = Ax + bS(KTx) convergen  al origen, 

debido  a que la RA se colapsa al origen las trayectorias cuya  condición  inicial no está contenida en la RA 

podrían dlveqer o ser atraídas hacia un atractor dlstinto del origen o podrían presentar comportamientos 

m á s  complicados. Es importante  hacer notar que el comportamiento arriba descrito es  indepenhente  de 

la  estabilidad del sistema a lazo abierto i = Ax, siempre  que R. 2 3. Esto es, desde  el punto de vista de 

un  Análisis del Primer  Armónico  podemos concluir que para TZ 2 3, un control de retroalimentación de 

alta  ganancia  conduce a la desestabilización del sistema a lazo cerrado con entradas acotadas. 

Por lo tanto, como en el  caso de dos  dimensiones  la retroalimentación de alta ganacia  tiene  un efecto 

adverso sobre el  tamailo de la región de atracción, pero en este caso &te efecto adverso  se  tiene  indepen- 

dientemente  de  la estabilidad de la matriz  a  lazo abierto. Así que el problema de escoger  ganancias  de 

control suficientemente grandes  para  conseguir  un  buen  margen de robustez,  pero no tan grande  como 

para inducir muy pequeilas  regiones de atracción, podrá ser analizado a  la  luz  de los resultados prelimi- 

nares reportados aquí. 

En el capítulo 8, hemos  obtenido  un  teorema  que da condiciones suficientes para asegurar que un 

polinomio es Hurwitz.  Si los coeficientes de  tal  polinomio satisfacen cierto sistema de desigualdades 

lineales entonces todas las raíces  del  polinomio tienen parte real negativa. Hemos aplicado éste teorema 

para diseliar un control estabilizante de  alta  ganancia,  de  manera  que la parte real  de  un eigenvalor a  lazo 
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cerrado diverge  a "o0 y el resto de los eigenvalores convergen  a  puntos fijos del semiplano  izquierdo del 

plano  complejo.  Adicionalmente, el sistema  a lazo cerrado no presenta soluciones periódicas de primer 

armónico. Con esta información  hemos  presentado un ejemplo  para el cual las simulaciones  muestran 

que no existen óhitas periódicas. 

Como se ha  mencionado,  cuando  obtenemos una óhita periódica de primer  armónico  esta no ne- 

cesariamente  corresponde  a una auténtica óhita periódlca. Si las armónicas superiores generadas  por  el 

elemento no lineal se atenuan suficientemente por los elementos  lineales,  de  manera  que en la salida so- 

lamente es  sigmfkativa la componente de la armónica  fundamental,  entonces el Método  de la Función 

Descriptora estará prediciendo  verdaderas óhitas periódicas. 

El  Método  de la Función Descriptora debe  combinarse  con otro tipo  de analisis: la información 

obtenida en un analisis de primer  armonico  debe  someterse  a un analisis para decidir cual  de  esta  infor- 

mación es factible y cual no, aquí uno  podría  apoyarse en resultados cualitativos previos del problema 

o hacer  simulaciones  numéricas y comparar los resultados. En resumen, el Método de la Función  Des- 

criptora debe verse como  una  herramienta  útil  para  obtener  información acerca de las posibles soluciones 

periódicas de un sistema de  ecuaciones diferenciales con control, que en términos generales es un proble- 

ma  dificil.  Esta  trabajo  debe ser visto como una primera etapa para estudiar sistemas de control lineales 

bajo cotas de entrada y retroalimentación de alta ganancia. 

Entre los problemas  que  pueden  plantearse  como una continuación de esta tesis está  el  de utilizar 

métodos cualitativos para  demostrar las evidencias que  se han encontrado  con el método de balance 

armónico, en particulq cuando se utdiza un  control  de  alta  ganancia de la  primera  parametrización se 

plantea el problema: 

Margen  de  Robustez  contra  tatnafio  de  la  región  de  atracción. 

También  pueden  hacerse estudios de sistemas de control con entradas multiples.  Otro  problema es 

el de seguir estuhando los resultados del capítulo 8, donde  obtuvimos  que cierto polinomio es Hurwitz 

cuando la matriz  a  lazo abierto A es Hurwitz,  pero  que  podría  hacerse  quitando esta restricción y en tal 

caso  proponer un método  de dseño de controles estabilizantes. 
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