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“El mar era perfectamente visible en un radio de una milla alrededor
del Nautilus. ¡Qué espectáculo! ¿Qué pluma podŕıa describirlo?”
Julio Verne
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1.1. Antecedentes: El modelo usual . . . . . . . . . . . . . . 1

1.2. Modelo propuesto . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4

1.2.1. Estado base . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6

1.2.2. Primer estado excitado . . . . . . . . . . . . . . 7

1.2.3. Estados superiores de enerǵıa . . . . . . . . . . 8
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5.3. Gas diluido y ĺımite de Thomas-Fermi . . . . . . . . . 46
5.4. Gas diluido y método variacional . . . . . . . . . . . . 47

6. Trabajo a futuro 49
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6.2. Trabajo numérico . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50

A. Derivación de la ecuación de Gross−Pitaevskii 51

Agradecimientos 53



Resumen

Según el modelo estándar en Cosmoloǵıa, los principales componentes
del Universo son la materia oscura y la enerǵıa oscura (la hipótesis
más aceptada para explicar la expansión acelerado del Universo) y, sin
embargo, poco sabemos de ellos. Es resto es lo que conocemos hasta
ahora, apenas el 4 % de todo lo que le compone. Para la materia oscura
se tienen varios candidatos viables para explicar su naturaleza, entre
los que se encuentran los axiones, las part́ıculas masivas de interacción
débil (WIMPs por sus siglas en inglés) y los campos escalares.

Aunque los axiones y los WIMPs logran predecir con éxito la for-
mación de estructura a grandes escalas, éstos presentan problemas
respecto a escalas menores, que podŕıan ser resueltos al considerar
bosones (campos escalares) como los constituyentes fundamentales de
la materia oscura.

En el presente trabajo se explora esta última posibilidad: se mo-
dela materia oscura como un condensado de Bose-Einstein (BEC),
considerando una interacción de corto alcance únicamente entre pa-
res de part́ıculas e introduciendo los efectos de la nube térmica en el
sistema. Además, la interacción de largo alcance ocasionada por la
gravitación, se interpreta aqúı como un oscilador armónico isótropo
tridimensional.

Por otro lado, la autointeracción de las part́ıculas escalares puede
provocar la formación de objetos compactos conocidos como estrellas
de bosones (BSs), de tal forma que el modelo matemático propuesto
para halos de materia oscura puede describir BSs de forma inmediata.

Para el halo de materia oscura tres condiciones f́ısicas se han im-
puesto en nuestro modelo, a saber: equilibrio mecánico del condensa-
do, explicación de las curvas de rotación de estrellas pertenecientes a
galaxias de bajo brillo superficial (LSB por sus siglas en inglés, Low
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Surface Brightness) y la deflexión de la luz debida a la presencia de
materia oscura. Todo esto con el objetivo de deducir tres propieda-
des microscópicas de las part́ıculas que componen al halo de materia
oscura: masa (m), número de part́ıculas (N) y longitud de dispersión
(a). Finalmente el modelo se compara con datos observacionales para
obtener valores de los parámetros microscópicos del BEC, dilucidando
aśı la viabilidad de explicar materia oscura como un condensado de
Bose-Einstein.

Debido a la falta de evidencia observacional en el ámbito de estrellas
bosónicas, la única condición a imponer es el equilibrio mecánico que,
junto con la restricción de gas diluido, nos proporciona cotas mı́nima
y máxima para el número de part́ıculas y, por tanto, de la masa total
de una BS, siendo estos ĺımites funciones de m y a.



Introducción

Basta con estar frente al mar para que todos nuestros sentidos se
asombren, los pies en la arena, el sonido de las olas, su aroma in-
confundible. Pero la mirada es la más alerta: si hay algo basto en la
Tierra, es el mar. No parece tener fin y el vaivén de las olas desapare-
ce aún el principio. Lo cierto es que, de todo lo que existe dentro del
mar, el 90 % se encuentra en el fondo, lejos de nuestra visión.

“Nuestros sentidos nos permiten percibir solo una pequeña porción
del mundo exterior”, dijo Tesla.

Haga el lector una mirada más lejana, donde el azul de ese mar
apenas se percibe en la Tierra, donde ya ni el sol se distingue, donde
apenas se aprecia la Vı́a Láctea. Más allá aún, donde el Universo,
como el mar, parece no tener principio ni fin.

Lo que conocemos hasta ahora, lo que nuestros instrumentos pueden
detectar, apenas es el 5 % de todo lo que constituye al Universo [3].
El resto se divide en enerǵıa oscura (DE) y materia oscura (DM)
[10], hipótesis mayormente aceptadas para describir comportamientos
a estas grandes escalas.

Y es que la F́ısica, más que un lenguaje o una forma de describir
al mundo, es un proceso en el cual la adquisición del conocimiento y
la creación de una visión del mundo dialogan, bailan y se entrelazan
constantemente en ese vaivén de olas marinas.“Los humanos se vol-
vieron cient́ıficos para su propia supervivencia”, dice Logan [38], y ese
oleaje nos hace sentir bienestar psicológico.

El quinto estado de la materia se estaba descubriendo en 1995 [4]
con la prueba experimental de la existencia del condensado de Bose-
Einstein y, desde entonces, quedó asentado que los bosones represen-
tan part́ıculas idénticas las cuales pueden ocupar el mismo estado
base, abriendo un nuevo panorama respecto a la explicación de una



viii

parte de lo desconocido: ¿estas part́ıculas escalares podŕıan formar
parte de la materia oscura? ¿Bajo qué condiciones podŕıan colapsar
gravitacionalmente formando objetos compactos?

Motivación

Es más lo desconocido que lo conocido. Cuando en 1998 las observa-
ciones del Telescopio Hubble mostraron que el Universo se expand́ıa
aceleradamente (y no a la inversa, como se esperaba), surgió la necesi-
dad de explicar tal fenómeno; una de las tantas explicaciones requiere
que gran parte de la enerǵıa en el Universo contenga una compo-
nente con presión negativa aparentemente constante (una constante
cosmológica Λ), la cual es llamada enerǵıa oscura (DE) [38].

La otra misteriosa substancia de gran importancia (alrededor del
27 % de la composición del Universo) es la materia oscura (DM)[3].
Ésta es una materia eléctricamente neutra que no es inerte a la fuerza
gravitacional. Es indetectable v́ıa radiación electromagnética y resul-
ta de la necesidad de explicar el hecho experimental de que, a través
de las curvas de rotación de las galaxias, la materia de éstas continúa
creciendo a medida que nos alejamos de su centro para después man-
tenerse constante y, sin embargo, la materia visible disminuye en estas
regiones.

La existencia de DM también se requiere para explicar porqué, co-
mo resultado del Big Bang, la materia observable está agrupada en
cúmulos de galaxias, galaxias y estrellas; además de que la anisotroṕıa
medida por la radiación cósmica de fondo (Cosmic Microwave Back-
ground, CMB por sus siglas en inglés) seŕıa dif́ıcil de explicar sin la
presencia de DM.

Los modelos actuales del Universo se basan principalmente en la
idea de la existencia de DE y DM. Con ideas que están tan lejos
de la posibilidad de confirmación o refutación experimental como lo
están las de la gravedad cuántica, debemos ser especialmente cautos
en tomar la popularidad de un enfoque como ı́ndice real de su validez
[45].

Aśı que, aunque la existencia de DM es admisible, aún queda por
determinar su naturaleza. Si ésta estuviera compuesta por bariones,
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como agujeros negros, enanas blancas o estrellas de neutrones, el fondo
de radiación cósmica tendŕıa una estructura muy diferente a la obser-
vada, por lo que la hipótesis queda descartada al igual que aquélla que
considera fotones [66, 1]. Parece ser que sus componentes son aún des-
conocidos y resulta primordial discernir entre los candidatos viables
actualmente: en el modelo estándar la DM se modela como un sistema
de part́ıculas sin colisionar, los llamados WIMPs (Weakly Interacting
Massive Particles) [61] cuya detección directa no ha sido reportada
hasta el momento a pesar de los múltiples esfuerzos invertidos en ello;
otra posibilidad es que los axiones sean los componentes de la DM
[33]; por otro lado, Bird considera la posibilidad que el agujero negro
binario detectado por el proyecto LIGO pueda constituir a la materia
oscura [11]; utilizando el argumento de la navaja de Ockham, en [25]
se explora la idea de que la materia oscura es una part́ıcula masiva
interactuante Planckiana y, por último, tenemos a las part́ıculas esca-
lares de DM con interacción fundamental de esṕın-0 las cuales pueden
formar condensados de Bose-Einstein (BECs) [5].

Los WIMPs y los axiones se comportan como materia oscura fŕıa la
cual es muy exitosa al explicar la estructura isótropa a gran escala, la
expansión acelerada del Universo y la radiación cósmica de fondo y, sin
embargo, parece tener problemas en otros ámbitos: debido a que son
part́ıculas pesadas y pequeñas, forman estructuras de todos tamaños
en las simulaciones numéricas, incluso estructuras subgalácticas [34];
no obstante, siendo el origen de la materia oscura un problema a escala
galáctica, se espera que las estructuras menores sean justamente del
tamaño de galaxias.

Aunque los WIMPs se mantienen como los candidatos ĺıderes para
la materia oscura y los mayores esfuerzos experimentales se centran
en detectarlos en grandes laboratorios como el LHC (Large Hadron
Collider) y el experimento LUX (Large Underground Xenon), éstos
han probado ser altamente elusivos por al menos 20 años; básicamente
los nuevos experimentos se enfocan en mejorar la precisión de los
instrumentos, haciendo pensar a algunos que la materia oscura pudiera
ser simplemente indetectable.

Frente a este panorama, se vuelve necesario explorar nuevas ideas
y dentro de ellas se encuentran los campos escalares, cuya base es
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suponer a la materia oscura como un campo escalar real o complejo
mı́nimamente acoplado con gravedad, sometido a un potencial y a una
temperatura tal que solo exista interacción gravitacional con el resto
de la materia, todas éstas caracteŕısticas propias de la DM. El trabajo
en esta dirección incluye la aparición de semillas de galaxias como una
consecuencia de la presencia del BEC [40], una versión relativista de
la ecuación de Gross-Pitaevskii [28], BECs formados por neutrinos
considerando que éstos violan el Principio de Exclusión de Pauli y,
por tanto, siguen la estad́ıstica de Bose [23], etc. Para una revisión
más profunda sobre estos temas, véase [13].

El concepto de estados ligados gravitacionalmente compuestos por
part́ıculas escalares se propuso por Kaup [32] usando un campo esca-
lar masivo complejo con interacciones gravitacionales en una manera
semiclásica y posteriormente, usando cuantización de un campo es-
calar real considerando el estado base de N part́ıculas, reformulado
por Ruffini y Bonazzola [55]; sin embargo, ambos tratamientos (cam-
po real cuantizado y campo complejo) conllevan al mismo resultado
macroscópico [57]. En ausencia de autointeracción, debido a que el
Principio de Incertidumbre de Heinsenberg proh́ıbe el colapso gravita-
cional (para ciertas masas), la masa máxima de estas configuraciones
es sumamente pequeña. Sin embargo Colpi [20] prueba que con auto-
interacción las part́ıculas escalares pueden formar objetos compactos,
las hipotéticas estrellas de bosones (BSs).

Las BSs se pudieron formar en las etapas tempranas del Universo
y se mantienen unidas gracias a su campo gravitacional autogenera-
do. El reto principal en este ámbito se encuentra en el hecho de que
ninguna part́ıcula fundamental escalar ha sido detectada, a excepción
del bosón de Higgs. Se necesita una part́ıcula escalar que no decaiga
o que si lo hace, como el Higgs, el proceso inverso sea suficientemente
eficiente para lograr un estado de equilibrio, como en el decaimiento
β de una estrella de bosones [57]; en este sentido, las BSs son simila-
res a las estrellas de neutrones, pero en otros aspectos son distintas
[29], con lo cual los astrónomos podŕıan distinguir a las BSs de otros
objetos compactos.

En el presente trabajo consideramos materia oscura en el contexto
de un BEC, en presencia de autointeracción (por pares), cuya atrac-
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ción gravitacional interpretaremos como una trampa tipo oscilador
armónico isótropo tridimensional. Como consecuencia, consideramos
una longitud de dispersión no nula y debido a ello, nos vemos obliga-
dos a tomar en cuenta no solo el estado base, sino también el primer
estado excitado poblado, a diferencia del trabajo que se realiza usual-
mente en este contexto, donde todas las part́ıculas se encuentran en
el estado de más baja enerǵıa [16, 13].

Es aśı que, tomando en cuenta (i) que el halo de materia oscu-
ra puede deflectar la luz, (ii) que debe existir un equilibrio entre la
presión propia del condensado y la presión gravitacional y (iii) rela-
cionando la velocidad de rotación de estrellas (en galaxias dominadas
por la presencia de materia oscura), con los parámetros microscópi-
cos asociados a las part́ıculas que constituyen al BEC, se deducen los
órdenes de magnitud para estos parámetros sin hacer ninguna suposi-
ción previa de ellos, siendo este último el principal objetivo de nuestro
modelo.

Adicionalmente, y debido a que las BSs son puramente teóricas,
para el tratamiento de estrellas bosónicas se establece la cota máxima
y mı́nima para el contenido de materia en este tipo de objeto compac-
to, resaltando el hecho de que estos resultados descartan la formación
de agujeros negros en el ámbito de gas diluido y además la formación
de estructura subgaláctica (siendo éste un resultado que contradice
lo aceptado), pues la cota mı́nima impedirá la formación de dichas
estructuras.
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Modelo de gases ultrafŕıos

Parece haber un consenso acerca de que el estimado de la enerǵıa en
el Universo puede ser categorizada como materia ordinaria, materia
oscura (DM) y enerǵıa oscura (DE) [9]. Mediciones en la radiación
cósmica de fondo (CMB) muestran, además, que la DM cubre el 27 %
de este estimado, mientras que la materia bariónica (ordinaria) so-
lamente contribuye con el 5 % aproximadamente [3]. La evidencia de
esto es, sin embargo, totalmente indirecta.

De acuerdo con las curvas de rotación de las galaxias, el perfil de
masa de estas estructuras tiene una dependencia lineal en términos
del parámetro de distancia radial M(r) ∼ rv2t

G , siendo de especial in-
terés las regiones donde vt, la velocidad tangencial de las estrellas que
conforman una galaxia, permanece constante y la cantidad de masa
bariónica parece ser muy pequeña. Para explicar este comportamiento,
Sin [59] propone en 1992 que las part́ıculas de materia oscura podŕıan
modelarse como part́ıculas ultraligeras que conforman un BEC y cuya
extensión relativista consiste en la obtención de estructuras estables de
campos escalares que se formaron en las etapas tempranas del Univer-
so, las llamadas estrellas bosónicas [35]. A continuación esbozaremos
la forma usual de abordar tal descripción.

1.1. Antecedentes: El modelo usual

Los modelos usados frecuentemente para materia oscura en el contexto
de condensado buscan deducir propiedades macroscópicas tales como
la masa total del halo (M), puesto que éstas son las que tienen que
dar una explicación a, por ejemplo, las curvas de rotación de galaxias.
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Se parte comúnmente de la ecuación de Gross-Pitaevskii [47] que
describe las propiedades de un gas bosónico con la aproximación de
Hartree: cuando no se toman en cuenta interacciones entre grados de
libertad que corresponden a escalas de longitudes menores al espa-
ciamiento entre part́ıculas. Aśı que, en esta aproximación, todos los
átomos están en el estado base del Hamiltoniano de part́ıcula indi-
vidual correspondiente y el sistema se puede describir por un solo
parámetro de orden ψ(r, t) a través de la ya mencionada ecuación de
Gross-Pitaevskii:

i~
∂ψ

∂t
(r, t) = − ~2

2m
∇2ψ(r, t) +mΦtot(r, t)ψ(r, t). (1.1)

Además, en las analoǵıas entre materia oscura y BECs [16, 13] suele
escribirse al potencial como la suma del potencial gravitacional Φ y
un potencial efectivo h(ρ) = gNm|ψ|2:

Φtot = Φ + h(ρ), (1.2)

para llegar a un sistema de Gross-Pitaevskii-Poisson (GPP):

i~
∂ψ

∂t
= − ~2

2m
∇2ψ +m(Φ + h(ρ))ψ,

∇2Φ = 4πGρ = 4πGNm|ψ|2 = 4πGNmA2,
(1.3)

donde A es una función real tal que |ψ|2 = |A|2.
Cabe mencionar que el sistema (1.3) no tiene solución anaĺıtica

hasta el momento.
El paso siguiente es usar la transformación de Madelung para rees-

cribir el sistema GPP de una forma equivalente a las ecuaciones de la
hidrodinámica. Para ello, se suele expresar la función de onda como
la densidad veces la exponencial de una fase:

ψ(r, t) = A(r, t)eiS(r,t)/~, (1.4)

y con (1.4) en (1.1) se puede separar la parte real e imaginaria, res-
pectivamente:

∂u

∂t
+ (u · ∇)u = −∇h−∇Φ− 1

m
∇Q, (1.5)

∂ρ

∂t
+∇ · (ρu) = 0, (1.6)
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donde podemos notar que (1.5) es una ecuación tipo Euler con un
término extra,Q, denominado potencial cuántico, asociado a la enerǵıa
cinética del estado base del sistema; mientras que (1.6) no es más que
una ecuación de conservación y ambas expresiones (llamadas ecuacio-
nes “hidrodinámicas”) son equivalentes al sistema GPP [16]. El estado
estacionario de la ecuación (1.5), obtenida al imponer ∂t = 0 y u = 0,
satisface:

∇p+ ρ∇Φ− ~2ρ

2m2
∇
∇2√ρ
√
ρ

= 0, (1.7)

donde p(r, t) es una presión que satisface la ecuación de estado:

p =
2πa~2

m3
ρ2. (1.8)

Si además, en esta versión hidrodinámica, se introduce la aproxima-
ción de Thomas-Fermi (es decir, se considera nula la enerǵıa cinéti-
ca del estado base y, por tanto, se desprecia al potencial cuántico),
considerando una longitud de dispersión a > 0, (1.5) se reduce a la
condición de equilibrio hidrostático usual [13]:

∇p+ ρ∇Φ = 0. (1.9)

Esta última ecuación, combinada con la ecuación de Poisson en
(1.3) nos permite obtener la ecuación fundamental de equilibrio hi-
drostático:

−∇ ·
(
∇p
ρ

)
= 4πGρ, (1.10)

la cual nos permite, con la ecuación de estado (1.8), llegar finalmente
a una ecuación tipo Lane-Emden

∇2ρ+
Gm3

a~2
ρ = 0, (1.11)

cuya solución implica una distribución de densidad relacionada con la

función de Bessel esférica de orden 0, ρ(r) ∼ sen(πrR )
πr
R

[13].

Es importante señalar en este punto que, para que la aproximación
de Thomas-Fermi (T-F) pueda ser introducida, se necesita una con-
dición adicional que involucra al número total de part́ıculas (N), la
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longitud de dispersión (a) y la longitud caracteŕıstica (`) del potencial
atrapante [47]:

Na

`
> 1.

Esta aproximación de T-F se asume, sin embargo, como cierta aún
antes de saber algo al respecto de N , a y `. Este último punto es de las
principales motivaciones del presente trabajo, cuyo principal objetivo
se centra en deducir las propiedades microscópicas sin asumir ningún
comportamiento a priori de ellas.

1.2. Modelo propuesto

Siguiendo con la analoǵıa del mar, los modelos usuales suponen cier-
tas propiedades acerca de sus constituyentes de tal forma que lo que
se puede observar en la superficie sea una consecuencia de estas su-
posiciones, pero nuestro objetivo es otro; buscamos deducir a partir
de algo que podemos medir propiedades aún desconocidas de aquel
abismo marino, es decir: deducir las propiedades microscópicas del
sistema: el número de part́ıculas (N), la masa (m) y la longitud de
dispersión (a) de la part́ıcula de materia oscura, sin suponer desde el
principio nada acerca de éstas.

Al igual que en los modelos habituales, asumimos que la tempera-
tura es prácticamente nula y partimos del sistema GPP (1.3). Debi-
do a que para éste no existen soluciones anaĺıticas conocidas, suele
utilizarse un ansatz gaussiano que es común en el planteamiento de
la relación masa-radio de las estrellas enanas blancas, el cual define
una expresión aproximada para el perfil de densidad en forma de una
gaussiana [13, 16]. Sin embargo, nuestro modelo ofrece un argumento
que explica la F́ısica detrás de esta suposición como consecuencia del
hecho de que, en una aproximación burda, la autointeracción gravita-
cional del halo de DM puede interpretarse como un BEC inmerso en
una trampa tipo oscilador armónico isótropo en tres dimensiones.

Además se mostrará que, siguiendo este argumento, podemos recu-
perar el orden de magnitud del radio de un BEC (para el caso en el
que la longitud de dispersión es nula), lo que permite confirmar indi-
rectamente la validez de la interpretación de la gravitación como un
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potencial externo tipo oscilador armónico. En este sentido, el proble-
ma se simplifica al desacoplar el sistema GPP y se reduce a resolver
solamente Gross-Pitaevskii.

Como consecuencia de esta aproximación nos podemos deslindar
de usar, como suele hacerse, la aproximación de T-F y con ello evi-
tamos presuponer comportamiento alguno respecto a las propiedades
microscópicas del condensado.

Por otro lado, los efectos de la longitud de dispersión se verán re-
flejados en la disminución de la frecuencia del oscilador armónico que
mimetiza la trampa gravitacional. Esto puede entenderse desde una
perspectiva intuitiva: la fuerza gravitacional (y por tanto la inter-
pretación de trampa tipo oscilador) tiende a comprimir el halo del
condensado, pero la longitud de dispersión intenta expandirlo, lo que
resulta en una nube de gas más grande que aquélla en ausencia de
autointeracción, es decir, en una frecuencia efectiva menor.

Debido a que utilizamos teoŕıa de campo medio, todas las part́ıculas
están descritas por la misma función de onda y, en tanto que la teoŕıa
de gases ultrafŕıos nos muestra que si la longitud de dispersión es no
nula necesariamente habrá part́ıculas poblando estados excitados [48],
nuestro modelo toma en cuenta no solo la enerǵıa del estado base sino
aquélla del primer estado excitado; en otras palabras, nuestro modelo
toma en cuenta la nube térmica del halo y analiza sus consecuencias.

Ya que deseamos obtener información acerca de tres parámetros
microscópicos, necesitamos al menos tres expresiones independientes
que relacionen a éstos con datos observacionales. Para ello, hemos
impuesto tres condiciones al BEC: (i) equilibrio mecánico en el con-
densado, (ii) concordancia del modelo con las curvas de rotación de
estrellas pertenecientes a algunas galaxias LSB y (iii) la deflexión de
la luz debido a la presencia de materia oscura. Nuestro procedimiento
es básicamente el siguiente: la enerǵıa del gas será calculada y con
ésta se deducirá el equilibrio mecánico (al imponer igualdad entre las
presiones inherentes al halo y la presión gravitacional). Además, re-
lacionamos la velocidad tangencial en galaxias con el contenido de
materia del halo de materia oscura y, finalmente, consideramos un
pulso de luz moviéndose hacia el halo y entonces la deflexión debida
al condensado es obtenida.
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Para el caso de estrellas bosónicas, únicamente se ha tomado en
cuenta el equilibrio mecánico ya que estas configuraciones representan
un ente puramente teórico y no se cuenta con ninguna observación
astronómica al respecto. Sin embargo veremos que con esta condición
y la imposición (por hipótesis) de tener un sistema con gas diluido,
es posible obtener cotas para el número de part́ıculas de una BS,
descartando por completo que bajo las hipótesis aqúı presentadas sea
plausible obtener un agujero negro compuesto por BECs.

1.2.1. Estado base

La ecuación de Gross-Pitaevskii permite describir las propiedades de
un gas de Bose no uniforme, es decir, en presencia de autointeracción,
cuando la longitud caracteŕıstica a es mucho menor que el espacia-
miento medio entre part́ıculas [47]. En la aproximación más burda y
a temperaturas muy bajas la función de onda del condensado (tam-
bién llamada parámetro de orden) es simplemente un campo clásico
Ψ0(r, t) puesto que en éste la gran mayoŕıa de átomos se encuentra en
el mismo estado. Además, suponiendo que Ψ0(r, t) vaŕıa lentamente
en distancias del orden del alcance de las fuerzas interatómicas, la
ecuación a utilizar es [48]

i~
∂

∂t
Ψ0(r, t) =

(
−~

2∇2

2m
+ Vext(r, t) + U0|Ψ0(r, t)|2

)
Ψ0(r, t), (1.12)

donde U0 =
∫
Veff(r)dr. Podemos expresar esta integral en términos

de la longitud de dispersión a, con el fin de que éste corresponda al
parámetro relevante de interacción, como se muestra:

U0 =
4π~2a

m
. (1.13)

La ecuación (1.12) toma una forma simple en el caso de soluciones
estacionarias, cuando el parámetro de orden evoluciona con el tiempo
de acuerdo con

Ψ(r, t) = Ψ0(r) exp

(
−iµt

~

)
, (1.14)
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donde el potencial qúımico µ es

µ =
∂E

∂N
, (1.15)

de forma que la ecuación de G-P se reduce a su versión independiente
del tiempo que veremos más adelante:(

−~
2∇2

2m
+ Vext(r)− µ+ U0|Ψ0(r)|2

)
Ψ0(r) = 0. (1.16)

La ecuación (1.12) fue obtenida independientemente por Gross y
por Pitaevskii en el año 1961 y tiene la forma usual de una ecuación de
campo medio donde el parámetro de orden debe ser calculado en una
forma autoconsistente. Además, esta ecuación juega un papel análogo
a las ecuaciones de Maxwell en Electrodinámica Clásica en el sentido
de que la función de onda del condensado, Ψ0(r, t), representa el ĺımite
clásico de una onda de de Broglie, donde la naturaleza corpuscular de
la materia ya no representa una caracteŕıstica importante.

Otra caracteŕıstica importante de la ecuación de Gross-Pitaevskii
(1.12) es la clara no linealidad debida a la interacción entre part́ıculas.
Esta caracteŕıstica mencionada tiene su análogo con la óptica no lineal
en el sentido de que la coherencia correspondiente a esta última y
los efectos de la interacción en el caso de BECs son caracteŕısticas
importantes que pueden ser estudiadas a partir de la ecuación de
Gross-Pitaevskii, dotándole a la F́ısica de los BEC’s un área de estudio
experimental y teóricamente vasta [48].

1.2.2. Primer estado excitado

Debido a que nuestra ecuación de partida es en realidad la ecuación
de Gross-Pitaevskii y que ésta describe únicamente a las part́ıculas
en el estado base del sistema, debemos hacer algunas consideraciones
respecto al primer estado excitado.

Ya que el sistema a analizar es equivalente a un BEC confinado a
una trampa tipo oscilador armónico debemos recordar que aún en el
caso de temperatura idealmente nula, la presencia de a 6= 0 implica
que los estados excitados también deben estar poblados [48].

La deducción de la enerǵıa del primer estado excitado se entenderá
como una consecuencia de un proceso perturbativo relacionado direc-
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tamente con el oscilador armónico isótropo tridimensional. Los efectos
de considerar una longitud de dispersión no nula para el estado base
se codifica en un tratamiento perturbativo, en el sentido de que la
enerǵıa de interacción por part́ıcula en el estado base es estrictamente
menor que la enerǵıa del estado base asociada al hamiltoniano de un
oscilador armónico tridimensional isótropo sin perturbar:

| < 0, 0|Ŵ |0, 0 > | < 3~ω
2
, (1.17)

donde Ŵ es el operador asociado al potencial de interacción de dos
part́ıculas en el estado de mı́nima enerǵıa, lo que nos permite asegurar
que para el primer estado excitado tendremos exactamente la misma
condición, a saber

| < 1, 1|Ŵ |1, 1 > | < 5~ω
2
. (1.18)

No sobra decir que en las últimas dos ecuaciones, ω representa a
la frecuencia modificada debido a los efectos de haber considerado
una longitud de dispersión distinta a cero por lo que las enerǵıas
asociadas a ambos estados no anulan la enerǵıa cinética (pues si aśı
fuera, debido al Teorema del virial que establece igualdad entre valores
de expectación de las enerǵıas cinética y potencial [27], tendŕıamos
un sistema con enerǵıas trivialmente nulas) por lo que el formalismo
presentado aqúı no recupera la aproximación de Thomas Fermi.

1.2.3. Estados superiores de enerǵıa

¿Y será cierto que las part́ıculas en un condensado se acumulan en un
mismo estado? ¿Por qué no comparten varios estados degenerados?
De hecho, la condensación de Bose-Einstein no es un efecto de gas
ideal, sino que implica la interacción en las part́ıculas [41]. De hecho
las interacciones de corto alcance modifican a la función de onda del
condensado a distancias cortas entre part́ıculas, resultando de aqúı el
llamado depletion term, del que hablaremos más adelante.

El número de átomos en el condensado puede ser calculado a partir
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de [48]:

N0 = N −
∑
p6=0

np, (1.19)

donde el número de ocupación de part́ıculas a T = 0 está dado por

np =
p2/2m+mc2

2ε(p)
− 1

2
, (1.20)

siendo ε(p) la ley de dispersión de Bogoliubov para las excitaciones
elementales del sistema, a saber,

ε(p) =

[
U0N

Vm
p2 +

(
p2

2m

)2
]1/2

. (1.21)

Nótese que la distribución de part́ıculas (1.20), para momentos li-
neales grandes, se comporta como 1/p4, lo que permite asegurar final-
mente que el parámetro

√
Na3/V que caracteriza la primera correc-

ción a la enerǵıa del estado base es suficiente, ver ecuación (3.11); en
otras palabras, nuestro modelo requiere únicamente del primer estado
excitado aśı como del estado base de enerǵıa puesto que podemos ase-
gurar que el número de part́ıculas ocupando el primer estado excitado
es mayor que aquél en el segundo estado excitado y aśı sucesivamente.





Caṕıtulo 2

Modelo Matemático

Ahora resulta necesario adentrarse en las aguas matemáticas de nues-
tro modelo. Como ya se ha dicho, éste es válido dentro del concepto
de gases ultrafŕıos y en el ámbito de gas diluido tanto para halos de
materia oscura, como para estrellas bosónicas.

2.1. Interacción gravitacional y potencial atrapante

Como mencionamos anteriormente, consideramos un sistema com-
puesto por N part́ıculas de masa m y longitud de dispersión a que
forman un cuerpo esféricamente simétrico de radio R. La simetŕıa
esférica se impone en el entendido de que todas las interacciones ex-
ternas al sistema son despreciadas y entonces ninguna dirección es
privilegiada, resultando aśı que la única configuración posible de la
geometŕıa del sistema (halo de DM o BS) es la esférica.

Para resolver anaĺıticamente el sistema inicial Gross-Pitaevskii-Poisson
(1.3) es usual que se introduzca una suposición adicional para la densi-
dad de masa del sistema que es, generalmente, una función gaussiana
[16]. Esta suposición es útil y, sin embargo, requiere una explicación
adicional, ¿cuál es el argumento f́ısico capaz de explicar esta estruc-
tura funcional de la densidad de masa?

Consideremos un cuerpo esférico de masa M y radio R, el cual tiene
una pequeña cavidad a lo largo del diámetro coincidente con el eje
z. Dicha esfera tiene una función de densidad con simetŕıa esférica,
es decir, ésta es solo función de la variable radial ρ = ρ(r) y, por
tanto, no tiene un soporte compacto de tal forma que exploraremos
la estructura funcional de dicha densidad partiendo de una expansión
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de Taylor alrededor del centro del cuerpo.

Como primera posibilidad, supongamos que dicha expansión es un
polinomio, de tal forma que

ρ(r) = ρ(0) +
∞∑
n=1

ρ(n)(0)rn

n!
, (2.1)

tal que ∃ s ∈ N : ρ(n)(0) = 0, ∀ n ≥ s. Aśı que

ĺım
r→∞

ρ(r)→∞. (2.2)

Nótese que (2.2) no representa una condición f́ısica plausible, lo cual
implica que la densidad no puede ser representada por un polinomio.
Dicho de otra manera, ∀ l ∈ N, ∃ s ∈ N tal que ρ(s)(0) 6= 0, con s ≥ l,
es decir, la densidad se puede representar por una serie.

El significado f́ısico de este hecho es que la densidad se anule lejos
del centro geométrico del sistema (del cuerpo esférico), un escenario
imposible de reproducir con un polinomio.

Es entonces necesario describir el movimiento de una part́ıcula mo-
viéndose a lo largo de la cavidad del sistema, al menos en una for-
ma aproximada. Aśı que consideremos una suposición adicional sobre
ρ(r): su máximo global se encuentra en r = 0; esta condición tiene
fundamento en el hecho de que, debido a la presencia de la gravedad,
se espera que el máximo de la densidad se encuentre justo en el centro
geométrico del cuerpo en cuestión.

Consideremos, pues, una part́ıcula de masa m moviéndose a lo lar-
go de dicha cavidad y determinemos el movimiento clásico de ésta.
El origen de coordenadas es situado en el centro geométrico del cuer-
po y, debido a la geometŕıa del problema, recurrimos a coordenadas
esféricas. Aśı que la ecuación de movimiento es:

m
d2r

dt2
= −GmM(r)

r2
, (2.3)

donde M(r) indica la masa dentro de la esfera de radio r. Debido a
que el máximo global se encuentra en el origen, la primera derivada
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alĺı es nula, por lo que

M(r) = 4π

∫ r

0

ρ(x)x2dx

= 4π

[
ρ(0)r3

3
+
∞∑
n=2

ρ(n)(0)

(n+ 3)n!
rn+3

]
.

Y aśı obtenemos la ecuación de movimiento:

d2r

dt2
+

4π

3
Gρ(0)r

[
1 + 3

∞∑
n=2

ρ(n)(0)

ρ(0)(n+ 3)n!
rn

]
= 0. (2.4)

Por hipótesis, la serie en (2.4) existe y entonces podemos definirla
como

f(r) ≡
∞∑
n=2

ρ(n)(0)

ρ(0)(n+ 3)n!
rn, (2.5)

aśı, por condición de convergencia, tenemos que ∀ δ > 0, ∃ l ∈ N tal
que ∣∣∣∣∣f(r)−

s∑
n=2

ρ(n)(0)

ρ(0)(n+ 3)n!
rn

∣∣∣∣∣ < δ, ∀ s ≥ l. (2.6)

La condición (2.6) implica que∣∣∣∣∣
∞∑

n=s+1

ρ(n)(0)

ρ(0)(n+ 3)n!
rn

∣∣∣∣∣ < δ, ∀ s ≥ l. (2.7)

Y en este punto debemos hacer una elección del parámetro δ en el
entendido de que, mientras más pequeño sea éste, el parámetro s
deberá ser más grande. Si δ1 = 10−1, entonces ∃ l1 ∈ N, (donde l1 =
l1(δ1)) tal que ∣∣∣∣∣

∞∑
n=s+1

ρ(n)(0)

ρ(0)(n+ 3)n!
rn

∣∣∣∣∣ < 10−1, ∀ s ≥ l1. (2.8)

lo que nos permite establecer una desigualdad para la ecuación de
movimiento (2.4):

−d
2r

dt2
≤ 4π

3
Gρ(0)r

[
13

10
+ 3

l1∑
n=2

ρ(n)(0)

ρ(0)(n+ 3)n!
rn

]
. (2.9)
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Recordemos las caracteŕısticas de la función densidad de masa: no
tiene soporte compacto (es decir, es una función integrable en todo el
espacio) y su máximo global se encuentra en el origen de coordenadas.
Estas caracteŕısticas son compartidas por varios tipos de funciones,
por ejemplo, las gaussianas, las lorentzianas y todas las eigenfunciones
de orden par del oscilador armónico; todas ellas, además, tienen como
caracteŕıstica común: ∣∣∣∣ρ(n)(0)

ρ(0)

∣∣∣∣ ∼ 1

Rn
, (2.10)

donde R es el radio caracteŕıstico de la región, que comprende la mayor
parte (al menos el 84 %) de las part́ıculas de DM.

Ahora, como el movimiento de la part́ıcula de prueba se suscita en
la región definida por r ∈ [0, R], la ecuación de movimiento puede ser
aproximada por la siguiente expresión:

d2r

dt2
+

4π

3
Gρ(0)r

[
13

10
+ 3

l1∑
n=2

( r
R

)n]
= 0. (2.11)

Notemos que el término con el factor 13/10 define justamente un
oscilador armónico tridimensional, mientras que el término adicional
puede ser interpretado como una parte perturbativa, al menos en el
régimen donde r < R.

Al despreciar entonces este término adicional, podemos identificar
una frecuencia de

ω(0) =

√
52πGρ(0)

30
. (2.12)

Con esto hemos mostrado que, en una burda aproximación, el mo-
vimiento de la part́ıcula de prueba está relacionado con un oscilador
armónico isótropo cuya frecuencia (2.12) depende de la densidad cen-
tral del sistema ρ(0), la masa m y el número de part́ıculas N , como
se verá en (2.15)

Dado este resultado clásico, procederemos ahora a cuantizar al sis-
tema. Consideremos los efectos gravitacionales de N −1 part́ıculas de
masa m (es decir, una masa total M = (N−1)m) sobre una part́ıcula
de la misma masa m. La ecuación de Schrödinger independiente del
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tiempo correspondiente es:

Eψ = − ~2

2m
∇2ψ +

mω2
(0)

2
r2ψ. (2.13)

Ahora, se sabe que el estado base en (2.13) es una función gaussia-
na [18]. Recordemos que usualmente se recurre a la aproximación de
Hartree, donde todas las part́ıculas se encuentran en el estado base
y, por tanto, todas son descritas v́ıa funciones gaussianas; como con-
secuencia, la densidad de masa comparte esta caracteŕıstica con las
eigenfunciones. Entonces podemos concluir que el ansatz gaussiano
usado comúnmente puede ser entendido como una aproximación en la
cual la gravedad define un oscilador armónico tridimensional. Además,
los efectos de la gravedad en el sistema (halo de DM o BS) pueden
ser considerados como una trampa externa tipo oscilador armónico
isótropo.

Sumado a ello, para el caso de halos de DM, podemos estimar el
radio de la configuración (en este caso definiremos al radio como la
distancia al centro geométrico del sistema tal que la derivada de la
velocidad rotacional de estrellas en las galaxias en cuestión sea nula).
De tal forma, el volumen descrito por este radio contiene una buena
parte de las part́ıculas, digamos el 90 % de ellas. Véase que la función
de onda del estado base en (2.13) es, como ya se hab́ıa puntualizado,
una función gaussiana y ésta nos proporciona la densidad de masa:

ρ(r) =
mN√
π3`3

exp(−r2/`2), (2.14)

donde ` =
√

~
mω(0)

es la longitud caracteŕıstica de la trampa tipo

oscilador armónico.
Si consideramos la densidad central tal que la expresión de la fre-

cuencia en (2.12) sea

ω(0) =

√
0.9GmN

`3
, (2.15)

entonces ésta queda especificada por

ρ(0) = (0.16)
mN

`3
. (2.16)
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2.2. Ecuación de movimiento

Ya hemos dicho que en el modelo propuesto tomamos en cuenta el
caso en el que la longitud de dispersión no es nula y por tanto, re-
presenta un elemento esencial en el planteamiento de la ecuación de
movimiento. Retomaremos aqúı la interpretación de la autointerac-
ción gravitacional del sistema como un oscilador armónico isótropo,
por lo que nuestro sistema se ve reducido al caso, en el sentido del
análisis matemático, de un BEC terrestre. Entonces, en concordancia
a ello, el Hamiltoniano correspondiente (sin olvidar que estamos en el
ĺımite de gas diluido) está dado por [47]:

Ĥ =
N∑
i=1

[
p2

(i)

2m
+
mω(0)2

2
r2

(i)

]
+ U(0)

∑
i<j

δ(r(i) − r(j)). (2.17)

La información acerca de la autointeracción de las part́ıculas está
contenida en U(0) = 4π~2a/m, pues en este modelo consideramos a la
interacción entre pares como la única relevante (todos los grados de
libertad de longitud de onda menor a la distancia entre part́ıculas son
descartados [63]) en un tratamiento de campo medio acorde con gas
diluido (y en el régimen de temperaturas muy bajas), pues solo estas
interacciones son las relevantes para la dinámica del sistema [47].

Ya mencionamos en la sección anterior que la ecuación, en el con-
texto de la aproximación de Hartree, independiente del tiempo y solo
válida, en principio, para el estado base, es la de Gross-Pitaevskii:

µψ(r) =

[
− ~2

2m
∇2 +

mω(0)2

2
r2 + U(0)|ψ(r)|2

]
ψ(r), (2.18)

N =

∫
|ψ(r)|2dr. (2.19)

Notemos que en (2.18), µ es el potencial qúımico del sistema. Esta
ecuación podemos reescribirla, debido a que ρ(r) = m|ψ(r)|2:

µψ(r) =

[
− ~2

2m
∇2 +

mω(0)2

2
r2 + U(0)ρ(r)/m

]
ψ(r). (2.20)
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La inexistencia de resultados anaĺıticos en este contexto [37] hacen
necesaria la utilización de alguna aproximación para (2.18), o su equi-
valente en el formalismo de Madelung, siendo recurrente el llamado
ansatz gaussiano [16].

Aqúı dos consideraciones son tomadas en cuenta. La primera es la
interpretación ya explicada de los efectos de la presencia de la grave-
dad como un oscilador armónico cuya frecuencia no está ligada a la
longitud de dispersión a (véase (2.12)), lo cual permite desacoplar el
sistema de Gross-Pitaevskii-Poisson y aśı el confinamiento del sistema
se puede tratar de una forma matemáticamente conocida [48].

La segunda consideración es la introducción de la longitud de dis-
persión a como un elemento fundamental de la descripción del sistema.
Veamos cómo se consigue ello.

Nótese que, debido a que

|ψ(r)|2ψ(r) = ρ(r)ψ(r)/m, (2.21)

la estructura gaussiana de la densidad puede introducirse en términos
de una serie de Taylor alrededor del origen, donde se espera que la
densidad sea máxima:

ρ(r) =
N

(
√
π`)3

{
1− r2

`2

}
+O(r3), (2.22)

de tal forma que (2.20) se reescribe como

µ̃ψ(r) = − ~2

2m
∇2ψ +

mω2

2
r2ψ, (2.23)

donde µ̃ es el potencial qúımico efectivo,

µ̃ = µ−
NU(0)√
π3`3

, (2.24)

el cual sufre una modificación debido a la presencia de autointeracción
por pares en el sistema y

ω2 = ω2
(0) − 2

NU(0)

m
√
π3`5

, (2.25)

es la frecuencia del oscilador armónico tridimensional descrito por
la ecuación de movimiento (2.23), pero esta vez modificada por la
introducción de una longitud de dispersión no nula.
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En la literatura podemos encontrar trabajos sobre BECs en los
cuales se toma en cuenta la interacción entre las part́ıculas y cuyo
tratamiento se realiza a través de Teoŕıa de Perturbaciones [7], lo que
conduce a la conclusión de que el sistema corresponde a un oscila-
dor armónico cuya frecuencia es modificada debido a la presencia de
una longitud de dispersión. En este sentido, podemos afirmar que las
aproximaciones codificadas en (2.23) - (2.25) son equivalentes a un
método perturbativo al menos en el sentido de que ambos describen
sistemas de osciladores armónicos tridimensionales.

Hasta este punto, resulta conveniente ahondar un poco más acerca
de las diferencias entre el modelo usual [13] y el propuesto, en cuanto a
la no necesidad de introducir la aproximación de Thomas-Fermi. Esta
aproximación requiere la introducción de una condición que involucra
al número total de part́ıculas del sistema (N), la longitud de disper-
sión (a) y la longitud caracteŕıstica (`) relacionada con el potencial
atrapante, a saber, (Na)/` > 1. Esta condición es asumida aún sin
saber los valores correspondientes de N , a y `. Como ya se mencionó,
debido a que en este trabajo no suponemos nada inicial sobre los
parámetros microscópicos del sistema, no nos es posible introducir tal
aproximación y, en este sentido, nuestro tratamiento es más general
que los que actualmente se llevan a cabo. Sumado a esto, es impor-
tante mencionar que la aproximación de Thomas-Fermi desprecia la
enerǵıa cinética al compararla con las enerǵıas de interacción o del pro-
pio oscilador; mientras que en nuestro modelo, debido a la estructura
del Hamiltoniano correspondiente, los valores esperados de la enerǵıa
cinética y potencial son iguales [27], según el Teorema del virial. Por
lo tanto, si usamos la aproximación mencionada y, por tanto, supone-
mos la enerǵıa cinética nula, estaremos pidiendo impĺıcitamente que
la enerǵıa potencial también lo sea. En conclusión, la comparación
de los resultados obtenidos en el presente trabajo, con aquéllos que
supongan la aproximación de Thomas-Fermi simplemente no puede
ser hecha.



Caṕıtulo 3

Materia oscura

Imaginémonos como buzos a punto de sumergirnos en las aguas des-
conocidas: sin duda alguna tendremos los sentidos alertas y las emo-
ciones a flor de piel. Pero antes de hacerlo, debemos saber aunque
sea lo mı́nimo sobre la superficie para comprender lo que debeŕıamos
esperar acerca del inexplorado mar.

Entonces, en la primera sección estableceremos lo que sabemos acer-
ca de las curvas de rotación, por qué existe un déficit de materia re-
lacionada con éstas y los principales modelos para la parte bariónica
en las galaxias (el gas y las estrellas que las componen).

Para el caso de halos de DM, nuestro principal objetivo es dedu-
cir las propiedades microscópicas de éstos a partir de relacionar dos
conjuntos de parámetros: las caracteŕısticas micro y macroscópicas y
esto se explorará en la segunda sección del presente caṕıtulo. La idea
es considerar condiciones relacionadas con el equilibrio mecánico del
halo, su relación con la velocidad tangencial de las estrellas en ga-
laxias LSB y, finalmente, cómo un rayo de luz es deflectado por la
presencia de DM. Estas últimas condiciones tienen un carácter clara-
mente macroscópico y se expresarán en términos de las propiedades
microscópicas: la masa y la longitud de dispersión de las part́ıculas de
DM además del número total de part́ıculas contenido en el halo. Aśı
tendremos tres expresiones independientes para las tres variables mi-
croscópicas en términos de caracteŕısticas que tienen una posibilidad
observacional plausible.
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3.1. Antecedentes teóricos

3.1.1. Derivando las curvas de rotación observacionales

La distribución de masa en las galaxias puede ser estudiada al me-
dir la velocidad tangencial vt(r) como una función de la distancia r
al centro. Las llamadas curvas de rotación no son resultado de una
observación directa sino que la cantidad observable es la componente
de la velocidad tangencial relacionada con nuestra ĺınea de visión. Al
mapa en el cual estas componentes de vt son graficadas con respecto a
la posición en el espacio (x, y) se le llama Campo de Velocidad Radial.

De acuerdo con el modelo de ajuste Tilted-ring [8], los parámetros
que definen el Campo de Velocidad son

Las coordenadas del centro de la galaxia (x0, y0).

La velocidad del centro de la galaxia respecto al sol, llamada ve-
locidad sistémica v0.

La velocidad circular vc.

El ángulo de posición respecto al eje mayor φ: tomado en sentido
antihorario entre la dirección norte del cielo y el eje mayor de la
galaxia.

El ángulo i entre la normal al plano de la galaxia y la ĺınea de
visión, llamado ángulo de inclinación.

Ya que tanto los ángulos de orientación φ como la velocidad tangencial
vc pueden ser función del radio r, se asume que la galaxia se puede
dividir en una serie de anillos concéntricos los cuales se caracterizan
por un valor de i, vc φ espećıfico. Aśı que, para un anillo dado, las
velocidades tangenciales registradas en un conjunto de coordinadas
celestes (x, y) están relacionadas con los parámetros básicos por [8]:

v(x, y) = v0 + vt(r) sin(i) cos(θ), (3.1)

donde θ es el ángulo azimutal en el plano de la galaxia, relacionado
con los parámetros i, φ, x0 y y0 a través de:

cos(θ) =
−(x− x0) sin(φ) + (y − y0) cos(φ)

r
, (3.2)
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sin(θ) =
−(x− x0) cos(φ) + (y − y0) sin(φ)

r cos(i)
. (3.3)

Luego, el ajuste (o fit en inglés) se lleva a cabo en el lado norte y sur
de la galaxia separadamente y entonces se obtienen valores finales de la
velocidad tangencial, inclinación y posición de la galaxia al promediar
los resultados del fit para cada hemisferio.

3.1.2. Derivando las curvas de rotación teóricas

El modelo descrito en la sección anterior es útil para determinar las
curvas de rotación según los datos observacionales con los que con-
tamos, tomando en cuenta distintos parámetros que modificaŕıan las
velocidades tangenciales de cada galaxia.

Por otro lado, las curvas de rotación que predicen los componentes
observables de la materia que contiene una galaxia toman en cuenta
la contribución del gas y las estrellas que la constituyen. Para ello
contamos con modelos distintos en la literatura, que a continuación
se describirán.

Contribución del gas

Esta contribución proviene de los datos fotométricos del disco de gas
(HI) el cual se asume infinitamente delgado y cuya masa total está
dada por

Mgas =
4

3
MHI , (3.4)

donde el factor de 4/3 es la densidad del gas corregida por la presencia
de Helio, determinada a partir de la nucleośıntesis del Big Bang [14]
y el valor de MHI es

MHI = 2.36x105D2

∫
Sdv[M�], (3.5)

donde
∫
Sdv es la densidad de flujo del hidrógeno neutral (HI) en

unidades de Jy km/s medido del perfil global de HI, tomado de la
columna (15) de la Tabla 2 de Verheijen (1965) [65] y D es la distancia
de la galaxia en Mpc.
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Por otro lado, Randriamampandry y Carignan [52] usan observa-
ciones del VLA (Telescopio Very Large Array en Nuevo México) para
calcular el perfil de densidad de masa del gas HI usando el paque-
te de software GIPSY (GNSS-Inferred Positioning System and Orbit
Analysis Simulation Software) y los parámetros cinemáticos de anillo
inclinado de Blok et al. [22]. El Perfil de HI es corregido también por
un factor de 1.4 para tomar en cuenta Helio y otros metales. Los re-
sultados son luego usados en el paquete ROTMOD para calcular la
contribución del gas en un modelo para la masa de la galaxia, asu-
miendo un disco gaseoso infinitamente delgado.

Contribución de las estrellas

Para modelar la contribución proveniente de las estrellas, Randria-
mampandry [52] usa perfiles de luminosidad en la banda 3.6 micras
debido a que ésta posee la mayor parte de la emisión de la población
de estrellas viejas y, además, es menos afectada por la presencia de
polvo, por lo que representa la mayor parte de la masa estelar. Para
convertir el perfil de luminosidad en perfil de densidad de masa, el
autor usa el método de Oh [43] el cual consiste en convertir primero
las unidades del perfil de luminosidad superficial dado en mag/arcsec2

a unidades de L�/pc2 y después usarlo para la conversión a perfil de
densidad de masa con la siguiente expresión:

Σ[M�pc
−2] = (M/L)3.6

∗ x10−0.4x(µ3.6−C3.6), (3.6)

donde (M/L)3.6
∗ = 0.45 es la razón luz-masa estelar en la banda de

3.6 micras [56], µ3.6 el perfil de luminosidad superficial y C3.6 es solo
una constante que se usa para convertir las unidades de mag/arcsec2

a L�/pc2:

C3.6 = M 3.6
� + 21.56, (3.7)

donde M 3.6
� = 3.24 es la magnitud absoluta del Sol en la banda 3.6

micras. por otro lado, Brownstein [14] asume que el disco de estrellas
está descrito por la ley de Vander Kruit y Searle [64] para la densidad
del disco como función de su altura vertical desde el plano de éste, z,
dada por:

Σ(z) = sech2(z/z0)/z0, (3.8)
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donde z0 es llamada la escala de altura vertical del disco estelar y se
asume como el 20 % de la escala de longitud exponencial del disco
(ver, por ejemplo, [65], Tabla 2, Columna 13).

Entonces, la estructura de los halos de DM puede ser determinada
de las curvas de rotación si la contribución del gas y de las estre-
llas es debidamente entendida. Nótese además, que hemos asumido
un razón luz-masa constante, estimada por McGaugh & Schombert
(2014) usando la relación bariónica Tully-Fisher para estimar la masa
estelar a partir de la masa bariónica menos la masa del gas. El valor
medio de su muestra es M/L = 0.45±0.15, valor que es cercanamente
de acuerdo con otros modelos, lo que hace que asumir a M/L como
constante en la luminosidad 3.6 de la galaxia sea “la estimación más
acertada y repetible”[56].

3.2. Deducción de propiedades microscópicas

3.2.1. Equilibrio mecánico

La primera condición a imponer tiene que ver con la expresión que
define la condición de equilibrio mecánico del BEC. Esta condición es
usada como la primera de las tres expresiones utilizadas en el trata-
miento de DM, sin embargo será útil también en el caṕıtulo 4, donde
se trata el caso de BSs.

Notemos que en el sistema se suscitan dos cosas: mientras que la
gravedad tiende a colapsar el BEC, el Principio de Incertidumbre de
Heisenberg y la propia interacción de las part́ıculas que lo confor-
man, ejercen una presión hacia afuera. Aśı que el equilibrio mecánico
se consigue cuando las presiones asociadas a estos dos procesos son
iguales.

La enerǵıa del sistema debido a la presencia de N(0) part́ıculas en
el estado base está dada por

E(0) =
3

2
~ωN(0), (3.9)

donde la frecuencia ω está dada por la expresión (2.25). Cabe recordar
que en (3.9), no se ha despreciado el término cinético y por tanto no
es compatible con la aproximación de Thomas-Fermi [47].
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Ya que nuestro sistema es equivalente a un BEC terrestre en el
sentido ya mencionado (la trampa es un oscilador armónico tridimen-
sional e isótropo), debemos recordar que aún en el caso ideal de T = 0,
la presencia de a 6= 0 obliga a considerar part́ıculas en estados excita-
dos y no solo en el estado base, una consecuencia f́ısica de la presencia
de una longitud de coherencia finita [48].

Es entonces que se requiere un formalismo más realista en este
sentido que nos obliga a introducir el llamado depletion term [47],
que es la variable que contiene la información del número de part́ıculas
ocupando los estados excitados:

N(e) =
8

3
N

(
Na3

πV

)1/2

. (3.10)

Este resultado es válido para cuando el BEC se encuentra atrapado
por paredes, no por un oscilador armónico. Aśı que se vuelve necesario
encontrar una expresión para el depletion term en nuestro modelo.

Empecemos estableciendo que hay, aproximadamente, una part́ıcu-
la excitada por volumen ξ3, siendo ξ la llamada healing length [47].
La definición de healing length en presencia de paredes dicta: es la
distancia a la cual la función de onda tiende a su valor máximo cuan-
do está sujeta a una perturbación localizada. Matemáticamente esto
se describe como ~2m

ξ2 = nU(0). Ahora, bajo la presencia de un poten-
cial atrapante con la estructura de oscilador armónico, esta condición
debe incluir la enerǵıa resultante de la interacción de cada part́ıcula
con la trampa, es decir: ~2m

ξ2 = nU(0) + mω2(ξ − `)2/2. Asumiendo
que las enerǵıas de la autointeracción y aquéllas provenientes de la
trampa son similares en el orden de magnitud, podemos afirmar que
nU(0) ∼ mω2(ξ − `)2/2 y entonces simplemente ~2m

ξ2 = 2nU(0), por lo
que el caso del potencial atrapante tipo oscilador tiene el mismo orden
de magnitud que aquél en donde el sistema está confinado a paredes.
De hecho, la única diferencia radica en un factor de

√
2. Aśı que el

depletion term para nuestro modelo es simplemente

N(e) =
27/2

3
N

(
Na3

πV

)1/2

. (3.11)

Esto último nos permite afirmar que, en un esquema simplificado y
para el caso en el que un potencial atrapante no trivial está presen-
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te, la estructura de la healing length es la misma que para el caso
homogéneo.

Estas part́ıculas en los estados excitados ejercen una presión que
tiene que ser incluida en el cálculo del equilibrio mecánico. Debe ser
claro que N(e) part́ıculas en la nube térmica inducen una presión ma-
yor que el mismo número de part́ıculas en el estado base y la razón
está relacionada al hecho de que en el estado excitado éstas tienen
un momento mayor. Aśı que podemos conjeturar que la inclusión del
depletion term se verá reflejada en la predicción de sistemas conforma-
dos por más part́ıculas (y por tanto, mayor masa total) que aquellos
en donde solo se han incluido part́ıculas en el estado base. En con-
secuencia, el sistema tendrá un volumen mayor pues las part́ıculas
excitadas relacionadas con estados ligados ocupan regiones mayores
que aquéllas en el estado base. Es decir, la presencia del depletion
term nos permite conjeturar que obtendremos sistemas más grandes
y masivos que los obtenidos en tratamientos usuales.

Para obtener la enerǵıa de las part́ıculas excitadas, hemos ya de-
jado establecido en la sección 1.2.2 las razones por las cuales ésta
también pertenece al oscilador armónico tridimensional que describe
la ecuación (2.23). Aśı, una part́ıcula en el primer estado excitado de
este sistema tendrá una enerǵıa ε(1) = 5

2~ω y, en consecuencia, la nube
térmica simplemente tiene una enerǵıa igual a

E(1) =
5

2
~ωN(e). (3.12)

La enerǵıa total, en nuestro modelo, está dada por

E(T ) = E(0) + E(1), (3.13)

y la presión debida a (3.13) está dada por la expresión P(c) = −∂E(T )

∂V

y, ya que estamos considerando un cuerpo esféricamente simétrico de
volumen V , este parámetro es función de la longitud caracteŕıstica y,
por ende, debe ser deducido.

Hasta este momento no hemos usado ninguna caracteŕıstica propia
de los halos de DM, pero es ahora cuando se presenta la necesidad
de ello, al considerar el contenido de DM en aquellos puntos en los
cuales la velocidad rotacional de las estrellas en una galaxia toma su
valor máximo, es decir, el cuerpo esférico tendrá un tamaño tal que
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cualquier estrella localizada en su superficie tiene una velocidad rota-
cional cuya derivada (con respecto a la distancia al centro geométrico
del halo) es nula. La razón f́ısica detrás de esto se explica en la sección
3.2.2, en conexión con uno de los parámetros astronómicos.

La relación funcional entre velocidad y DM está dada por

v2(r) =
GM(r)

r
(3.14)

Aqúı M(r) se refiere al total de DM contenida en una esfera de ra-
dio r, es decir, M(r) = M(0)(r) + M(e)(r) la suma de las masas de
las part́ıculas en el estado base y estados excitados, respectivamente.
Ya que nuestro modelo es, matemáticamente, un oscilador armóni-
co isótropo tridimensional, entonces (y suponiendo que únicamente el
primer estado excitado está poblado), tenemos que

M(0)(r) =
4mN(0)√
π`3

∫ r

0

z2 exp(−z2/`2)dz, (3.15)

M(e)(r) =
8mN(e)

3
√
π`5

∫ r

0

z4 exp(−z2/`2)dz. (3.16)

La condición antes mencionada, dv2/dr = 0 nos conduce a:

M(0)(r = R) +M(e)(r = R) =
4m√
π`3

(
N(0)R

3 +
2N(e)

3`2
R5

)
exp(−R2/`2).(3.17)

Aśı que, si ahora integramos por partes las ecuaciones (3.15) y
(3.16), obtenemos una expresión equivalente a (3.17):(

N(0)(R/`)
3 +

2

3
N(e)(R/`)

5

)
exp(−R2/`2) =

−
(
N

2
(R/`) +

N(e)

3
(R/`)3

)
exp(−R2/`2) +

N

2`

∫ R

0

exp(−z2/`2)dz.(3.18)

La integral que observamos en esta última ecuación está relacionada
directamente con la llamada integral de probabilidad (Φ(z)), y de
todas sus posibles representaciones, usaremos la siguiente:

Φ(z) =
2√
π

exp(−z2)
∞∑
s=0

2sz2s+1

(2s+ 1)!!
. (3.19)
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Con el objetivo de obtener una expresión anaĺıtica, consideramos esta
última serie hasta s = 3. Una condición adicional ha de imponerse
sobre la expresión (3.18) pues la Teoŕıa de gases ultrafŕıos establece
que N(0) > N(e). Finalmente, la ecuación a resolver se reduce a:

(R/`)3 − 1

5
(R/`)5 − 2

35
(R/`)7 = 0 (3.20)

cuya solución es
R = 1.67 ` (3.21)

Aśı que el contenido de DM dentro de la esfera de radio R es

M(r = R) =
4mN(0)√
π`3

(
`3

2

∫ 1.67

0

exp(−w2)dw − 1.67

2
(0.061)`3

)
+

8mN(e)

3
√
π`5

(
3`5

4

∫ 1.67

0

exp(−w2)dw − 14.3

4
(0.061)`5

)
(3.22)

Recurriendo a las tablas [2], obtenemos que∫ 1.67

0

exp(−w2)dw = 0.87. (3.23)

Finalmente, la masa buscada es

M(r = R) = (0.87)mN [1− 23/2

3

√
Na3

πV
]. (3.24)

En este momento ya podemos volver a la deducción de la presión del
condensado si el volumen lo definimos, por las razones anteriormente
expuestas, como V = 4π

3 (1.67l)3. El resultado obtenido, finalmente, es

P(c) =
6~2N

13.4πmR5
+

6U(0)N
2

13.4π5/2R6
+

14~2N

10πmR5

√
2Na3

πV
. (3.25)

Esta presión P(c), asociada a las caracteŕısticas del condensado tien-
de a separar las part́ıculas que lo conforman. En equilibrio mecáni-
co, ésta deberá contrarrestarse con la presión asociada a la atracción
gravitacional del halo, la cual está directamente relacionada con el
equilibrio de un cuerpo esféricamente simétrico con densidad, presión,
campo de velocidades y potencial gravitacional ρ, P , v y Φ, respecti-
vamente. Las ecuaciones correspondientes a la estructura interna del
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sistema son [49]:

ρ
dv

dt
= ρ∇Φ−∇P, (3.26)

∂ρ

∂t
+∇(ρv) = 0. (3.27)

Para que el sistema está cerrado, se requiere además la ecuación de
estado, es decir, la dependencia funcional entre la presión, densidad,
temperatura, etc. El potencial gravitacional newtoniano de un cuerpo
esférico de radio R es

∇Φ(t, r) =
GM(t, r)

r
+ 4π

∫ R

r

ρ(t, r′)dr′, (3.28)

donde M(t, r) es la masa contenida en una esfera (que coincide con
nuestro sistema) de radio r. Ahora consideremos solo la superficie de
esa esfera y calculamos el cambio en su potencial gravitacional debido
a un cambio en el volumen, proceso por el cual calculamos la presión
asociada (P(g) = − ∂Φ

∂V ).

P(g) =
GM 2

4πR4
. (3.29)

En general, la presión es una función no constante de la distancia
radial [49] y, en consecuencia, debemos identificar el valor de r re-
lacionado con (3.29). Como esta es la presión deducida después de
evaluar el potencial gravitacional en la superficie del cuerpo, entonces
ésta representa la presión en su superficie. La condición matemáti-
ca que determina el equilibrio mecánico es la igualdad entre las dos
presiones asociadas a las expresiones (3.25) y (3.29).

Como consecuencia de la igualdad P(c) = P(g), se obtiene R como
función de m, a y N . En otras palabras, si tenemos el tamaño del
halo a través de cualquier tipo de parámetro astronómico o astrof́ısi-
co, tenemos también la primera de nuestras expresiones requeridas.
De hecho, esto proporciona una explicación de ı́ndole f́ısica para la
elección hecha en la deducción del parámetro R. Debido a las obser-
vaciones astronómicas existentes en galaxias, se deduce el contenido
de materia y el tamaño (como función de la longitud caracteŕıstica `),
para halos de DM, en donde la derivada de v2(r) se anula, justo como
lo muestran las expresiones (3.21 y (3.24).
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3.2.2. Curvas de rotación

Una vez deducida la primera expresión que relaciona una cantidad
macroscópica, R, en función de las demás (microscópicas), nos resulta
necesario y natural recurrir a las curvas de rotación de galaxias LSB
pues éstas representan uno de los principales oŕıgenes de DM [10].
En consecuencia, debemos incluir la explicación de ellas como parte
fundamental del presente trabajo aśı que en esta sección deduciremos
la relación entre estas curvas y el contenido de DM en nuestro modelo.

Consideremos primero la velocidad orbital de una estrella que, de
acuerdo con la dinámica newtoniana, está proporcionada por

v2
t (r) =

GM (T )(r)

r
. (3.30)

En esta última expresión M (T ) representa la masa total dentro de
la órbita de radio r, es decir, incluye tanto la masa bariónica como
la materia oscura. Ahora consideraremos la densidad de la masa ba-
riónica dentro del halo (ρ(b)) y la DM en sus estados base y excitados
(ρ(0) y ρ(e), respectivamente):

M (T )(r) = M (b) +

∫ r

0

∫ π

0

∫ 2π

0

[
ρ(0)(r′) + ρ(e)(r′)

]
r′2dr′dΩ. (3.31)

M (b)(r) =

∫ r

0

∫ π

0

∫ 2π

0

ρ(b)(r′)r′2dr′dΩ. (3.32)

Es importante señalar que aqúı ρ(e) se deduce de la función de on-
da relacionada al primer estado excitado de un oscilador armónico
tridimensional [18].

La expresión (3.30) implica que

d(v2
t (r))

dr
= −v

2
t (r)

r
+
G

r

d(M (T )(r))

dr
. (3.33)

Denotemos por r = R, donde R = 1.67 según la expresión (3.21)),
al valor de la coordenada radial en la cual (3.33) se anula. Entonces
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obtenemos la siguiente condición:

v2
t (R) = 4πρ(b)(R)R2+

4πmNG

(
√
π`)3

[
1 +

√
32a3N

3π2`3

(
−1 +

2R2

3`2

)]
R2 exp(−R

2

`2
).

(3.34)
Podemos ver en esta última expresión que si sabemos el valor de la

coordenada radial a la cual la velocidad tangencial tiene su máximo
valor, entonces tenemos una segunda expresión (la cual es mesura-
ble) y que depende de m, a, y N . Es decir, hasta ahora tenemos dos
parámetros que pueden ser detectados y medidos experimentalmente,
los cuales son funciones de las variables del BEC. La última expresión
que requerimos es la deflexión de un rayo de luz debido al contenido
de DM.

3.2.3. Deflexión luminosa

La meta ahora es determinar la deflexión de un haz luminoso debido
a la presencia de DM. Para un cuerpo esférico con masa total M (T ),
en el ĺımite de campo débil, el elemento de ĺınea para puntos fuera de
este cuerpo es:

ds2 = −(1− 2
M (T )

r
)dt2 + (1 + 2

M (T )

r
)(dx2 + dy2 + dz2). (3.35)

El origen de coordenadas del sistema coincide con el centro geométri-
co de nuestro halo esféricamente simétrico. Para propósitos de clari-
dad, consideramos un haz luminoso moviéndose a lo largo del plano
z = 0 el cual se aproxima al halo viniendo de x → −∞. Las con-
diciones iniciales provocan que tengamos p(z) = 0, |p(y)| � |p(x)|, y
p(0) ≈ p(x) a lo largo de toda la trayectoria. El parámetro de impacto
es y = R. En otras palabras, el haz, respecto a su posición en el eje y,
tiene una distancia igual al tamaño del halo. Bajo estas condiciones,
el ángulo de deflexión queda como [39]

∆φ =
4GM (T )

c2R
. (3.36)

En esta última expresión M (T ) incluye la contribución bariónica y la
de DM. La contribución al ángulo de deflexión debida únicamente a



3.2 Deducción de propiedades microscópicas 31

la DM (∆φ(dm)) es fácilmente calculada notando que la velocidad de
rotación en r = R satisface la relación v2(r = R) = GM (dm)/R [12].
Ya que la masa contenida dentro de la esfera de radio R ya ha sido
calculada, ver (3.24), el ángulo de deflexión correspondiente entonces
es

3.48mNG

c2R
= 2π

v2(r = R)

c2
. (3.37)

Claramente ésta es la tercera expresión buscada que relaciona m,
a, y N con un parámetro que puede ser detectado astronómicamente,
el lado derecho de nuestro último resultado.





Caṕıtulo 4

Estrellas bosónicas: deducción de
masas cŕıticas y propiedades
microscópicas

El concepto de estrella bosónica (BS) surge a finales de los años 60
[32, 55] y por un tiempo su interés simplemente se centraba en en-
tender las leyes que rigen su comportamiento. La estructura de la
autointeracción de sus constituyentes básicos es uno de los elementos
(la simetŕıa espacio-temporal también debe ser incluida) que definen
el tipo de BS a modelar, cargada, rotando, etc. Un punto a destacar
en estos modelos se relaciona con la existencia de una cota máxima
para la masa que define una región debajo de la cual una BS no puede
colapsar en un agujero negro [57].

Los gases ultrafŕıos han sido considerados para la descripción de
DM, como ya se ha mencionado, y también para las BSs [13, 16],
situaciones que pueden ser consideradas en este sentido, teóricamente
hermanas. En este contexto la descripción actual para estos sistemas
acepta la posibilidad de una masa infinita encerrada en un volumen
finito (ver expresión (95) en [16]).

Es entonces cuando surge la pregunta acerca del origen de la discre-
pancia entre estos dos modelos: ¿se debe solo a la diferencia intŕınseca
en la forma de describir a las BSs o hay algo más detrás de ello? En esta
sección, donde analizamos BSs en el contexto de gases ultrafŕıos en el
régimen de gas diluido, se pretende dar una respuesta anaĺıtica a esta
pregunta haciendo uso todo el tiempo de las condiciones matemáticas
que definen la situación diluida. Probaremos que no solo hay un ĺımite
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superior para la masa, sino uno inferior. Estos dos parámetros surgen
de la restricción f́ısica fundamental detrás de nuestro modelo, en la
cual el volumen de la estrella, el número de part́ıculas que lo confor-
man y la longitud de dispersión, relacionada con la autointeracción,
satisfacen una desigualdad.

Con el objetivo de proporcionar una motivación f́ısica más profun-
da, procederemos a dar un argumento simple de por qué debe existir
un ĺımite superior para la masa de una BS, basado en los fundamen-
tos de gases bosónicos ultrafŕıos en el régimen de gas diluido. Para
ello, asumamos de principio la validez de (95) en [16] para una BS:
que para un radio finito, denotado por Rmin, el sistema no tiene un
ĺımite superior para su masa. La masa de la estrella se denota por M
y puede ser escrita como el producto de la masa de una sola part́ıcula
(m) veces el número total de part́ıculas (N), M = mN . Tenemos que
remarcar el hecho de que nuestra teoŕıa requiere el cumplimiento de
la condición de gas diluido en todo momento, la cual es la base del
modelo que estamos considerando [48]. Este requerimiento puede ser
escrito de la siguiente forma: (V/N)1/3 > a, donde V es el volumen del
sistema y a la longitud de dispersión de las part́ıculas involucradas, la
cual es la responsable de la descripción de las interacciones entre pa-
res que tienen lugar en el gas desde nuestra perspectiva. Claramente,
para una longitud de dispersión no nula, si N crece sin ningún tipo de
restricción, alcanzará un valor N (max) tal que (V/N (max)) = a, mien-
tras que para N (+) > N (max) tenemos que (V/N (+)) < a. En otras
palabras, la aseveración de que una teoŕıa basada en la ecuación de
Gross-Pitaevskii-Poisson, predice la posibilidad de estrellas con masas
ilimitadas implica que hemos violentado una de las premisas funda-
mentales de la teoŕıa, el requerimiento del régimen de gas diluido.

4.1. Condiciones generales del modelo

Tenemos, entonces, N part́ıculas bosónicas cada una de ellas con masa
m y autointeracción codificada a través de la longitud de dispersión
a, los cuales definen un cuerpo esféricamente simétrico con radio R.
Asumiremos que la temperatura de este sistema es menor que su co-
rrespondiente condensación y entonces lo podremos describir en el
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contexto de gases ultrafŕıos diluidos [47].

El potencial atrapante de las part́ıculas bosónicas (en el estado
base) que componen a la BS se interpreta, justo como en el caso de
halos de DM, como un oscilador armónico isótropo tridimensional. De
tal forma, regresemos a la ecuación de movimiento (2.23), a saber,

µ̃ψ(r) = Eψ(r) = − ~2

2m
∇2ψ +

mω̃2

2
r2ψ. (4.1)

Siendo la enerǵıa del sistema, debido a N part́ıculas en el estado
base:

E(0) =
3

2
~ω̃N −

NU(0)√
π3`3

, (4.2)

donde

ω̃ =
~
m`2

(4.3)

Cabe mencionar que para el caso de la BSs, tomar en cuenta úni-
camente part́ıculas en el estado base es suficiente para deducir las
cotas mı́nima y máxima del sistema, por lo que para este apartado
el número total de part́ıculas se tomará exclusivamente en el estado
base.

Ya que, contrario al caso de DM, no contamos con datos astronómi-
cos o astrof́ısicos que nos permitan deducir las propiedades microscópi-
cas de una BS, nos limitaremos a imponer, sobre el sistema, la con-
dición de equilibrio mecánico únicamente. Análogo al proceso que se-
guimos en el caso de DM, la presión asociada a la naturaleza del
condensado está dada por P(c) = −∂E(0)

dV . En este punto vale la pena
hacer una pausa para especificar, en este caso, cuál será el volumen
del cuerpo esférico asociado a una BS.

En la sección anterior proporcionamos un argumento para relacio-
nar la longitud caracteŕıstica asociada al oscilador armónico (l) con el
radio del condensado (R), véase la expresión (3.21). Sin embargo, la
ausencia de datos adicionales en el caso de BSs, nos obliga a expresar
la dependencia de una con la otra, para este caso, como:

R = α`. (4.4)
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De tal forma que la presión del condensado (que tiende a expandir
el sistema) es:

P(c) =
3α2~2N

4πmR5
+

3α3U(0)N
2

4π5/2R6
. (4.5)

Esta presión deberá de igualarse, en condiciones de equilibrio mecáni-
co, con la presión asociada al potencial gravitacional, véase (3.29), de
tal forma que, al hacerlo, obtenemos una expresión para el radio del
condensado (R), en términos de las propiedades microscópicas de éste
(N , m y a):

R =
3

2

α2~2

Gm3N

{
1±

√
1 +

16aN 2Gm3

3α
√
π~2

}
. (4.6)

Por otro lado, la condición de gas diluido implica que
(
V
N

)1/3
> a, con

lo cual podemos afirmar que

3

2
L

{
1±

√
1 +

16αN 2

3
√
πL

}
>

(
3

4π

)1/3

N 4/3, (4.7)

donde L ≡ α2~2
Gm3a .

4.2. Cotas sobre las masas

Reescribamos (4.7) de forma tal que β > γ, donde

β ≡ ±

√
1 +

16αN 2

3
√
πL

, (4.8)

y

γ ≡ 2

3

(
3

4π

)1/3
N 4/3

L
− 1. (4.9)

Aśı, tenemos tres posibilidades impĺıcitas en (4.7):

1. γ > 0 ∧ β > γ

2. γ < 0 ∧ |β| > |γ|

3. γ < 0 ∧ |β| < |γ|
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Supongamos el caso (3), entonces tenemos que

−γ = 1− 2

3

(
3

4π

)1/3
N 4/3

L
= |γ| > 0. (4.10)

Lo cual implica que |γ| < 1; sin embargo, sabemos que |β| > 1 (véase
la definición (4.8)) y llegamos a una contradicción, pues entonces |β| >
|γ|, lo cual nos orilla a descartar esta última posibilidad.

Nótese que las condiciones (1) y (2) resultan en una sola al elevar
ambos miembros de la desigualdad al cuadrado, con lo que obtenemos:

16αN 2

3
√
πL
≥ 4

9L2

(
3

4π

)2/3
N 8/3

L2
− 4

3

(
3

4π

)1/3
N 4/3

L
. (4.11)

Definamos, entonces, un polinomio sobre una nueva variable z =
N 2/3:

P (z) =
z2

L

{
4

9L

(
3

4π

)2/3

z2 − 16α

3
√
π
z − 4

3

(
3

4π

)1/3
}
, (4.12)

donde la condición de gas diluido se cumple sii P (z) ≤ 0. De las
cuatro ráıces de (4.12), la única f́ısicamente posible es

z(+) =
6αL√
π

(
4π

3

)2/3
{

1 +

√
1 +

1

16α2

}
. (4.13)

Hemos obtenido aśı una cota máxima para la masa total del con-
densado, a saber:

M(+) = mN(+) = mz
3/2
(+) =

4π

3

(
6√
π

)3/2

(αL)3/2. (4.14)

Sin embargo, no podemos olvidarnos del hecho de que esta solución
tiene como premisa el hecho de que

2

3

(
3

4π

)1/3
N 4/3

L
> 1, (4.15)

lo cual implica una cota mı́nima también para el número de part́ıculas
y, por tanto, para la masa total de una configuración de BEC:

M(1) = m

[
3

2

(
4π

3

)1/3

L

]4/3

. (4.16)
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Dicho de otra forma, hemos obtenido cotas mı́nima y máxima para
la masa total de una BS a través de imponer y verificar en todo
momento el ĺımite de gas diluido, premisa de trabajo que no puede
ser olvidada si queremos modelar sistemas v́ıa la ecuación de Gross-
Pitaevskii.

4.3. Propiedades microscópicas

Análogamente al caso de DM, estamos interesados en deducir las pro-
piedades microscópicas de los sistemas que conforman una BS. Debido
a que dichos objetos compactos, hasta este momento, son puramen-
te teóricos, nos vemos obligados a usar otros caminos en donde no
intervengan cantidades observables puesto que éstas son inexistentes
en este caso. Por ejemplo, regresando a la ecuación (4.6), podemos
estimar, en una primera aproximación, el parámetro a/m3 para un
radio R dado:

a

m3
=

1

12

G
√
π

α3~2
R2. (4.17)

Observando el comportamiento de este parámetro para las part́ıcu-
las que conforman halos de DM y para átomos de materia usual, como
función de la masa de cada part́ıcula, podemos notar que éste es el
mismo para ambos sistemas. Entonces es plausible que las part́ıcu-
las que conformen BSs tengan el mismo comportamiento para este
parámetro y, aśı, es posible ahora comparar el valor de dicho paráme-
tro en una gráfica para predecir el valor de la masa m de una part́ıcula
en el sistema de BS correspondiente, para radios t́ıpicos de estrellas
conformadas por materia bariónica.

En particular, usaremos los valores de a y m para las galaxias LSB
correspondientes al caṕıtulo 3 y reportados en [30] aśı como para áto-
mos de Na, 41K y Rb [47].

Una vez establecidos los órdenes de magnitud para estos paráme-
tros, podremos expresar las cotas mı́nima y máxima de las masas de
la estrellas bosónicas de forma expĺıcita recordando siempre que éstas
son una consecuencia inexorable de haber impuesto la condición de
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gas diluido.





Caṕıtulo 5

Resultados y conclusiones

5.1. Materia oscura como condensado

Ahora es momento de retomar las ecuaciones principales que, para
el caso de halos de materia oscura, son la igualdad entre (3.25) y
(3.29), aśı como las expresiones (3.34) y (3.37), todas funciones de los
parámetros microscópicos N , a y m. Nótese que hemos obtenido tres
ecuaciones con tres incógnitas, por lo que es posible deducir los valores
para éstas últimas; para obtenerlos fue necesario usar los valores para
las velocidades de rotación de estrellas en catorce galaxias reportadas
en [36] y los valores correspondientes se muestran en el Cuadro 5.1.

Resulta importante, con el objetivo de comprender más a fondo
estas predicciones, calcular el error estad́ıstico para los parámetros
m y a puesto que, bajo el supuesto de que todas estas catorce gala-
xias contienen materia oscura proveniente de un solo tipo de part́ıcula
de materia exótica, los valores deducidos no debeŕıan tener una gran
dispersión en el sentido estad́ıstico. Procedemos, aśı, a calcular la des-
viación estándar (δ) aśı como la razón entre la varianza y el cuadrado
del valor promedio de los parámetros a y m, los cuales se muestran
en el cuadro 5.2:

Promedio x Desviación Estándar δ δ/x (δ/x)2

m 26.0 eV/c2 12.9 0.50 0.24

a 6.7 x 10−6 m 1.5 x 10−6 0.22 0.05

Cuadro 5.2: Error estad́ıstico para los parámetros de m y a para part́ıculas de materia oscura.

Es claro que el error estad́ıstico, codificado arriba, corresponde al
24 % para la masa de la part́ıcula de materia oscura mientras que para
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Galaxia v R Nm m ∆m N a (V/N)1/3

109 1073 10−6 10−6

[km/s] [kpc] [M�] [eV/c2] [eV/c2] [m] [m]

N0055 86.8 9.82 31.1 21.4 6.2 161.6 7.6 41.6

N0300 97. 9.53 37.7 21.2 8.6 198.3 6.9 37.7

N1090 176. 11.28 146.9 16.8 4.4 975.9 4.8 26.3

N3198 157. 14.05 145.6 15.5 1.4 1049.1 5.8 31.9

N6015 166. 21.04 243.8 12.5 2.3 2179.4 6.9 37.5

U8550 57.8 4.39 6.2 35.5 8.4 19.3 6.9 37.8

U9037 160.0 19.46 209.5 13.1 4. 1784.5 6.8 37.0

DDO64 46.4 2.08 1.9 54.5 9. 3.9 5.6 30.6

U5005 97.1 17.97 71.2 15.4 10.2 514.8 9.5 51.8

U5750 77.6 11.43 28.9 20.4 15.8 157.7 8.9 48.8

U731 73.4 8.19 18.5 24.5 7.0 84.4 7.9 43.1

N2366 53.7 4.16 5.0 37.2 11.1 15.1 7.1 38.8

N3274 82.6 1.89 5.4 49.5 5.6 12.2 3.5 19.0

N5023 82.9 6.15 17.8 27.4 3.9 72.2 6.2 34.1

Cuadro 5.1: Parámetros microscópicos para part́ıculas de materia oscura y verificación del cum-
plimiento de la condición de gas diluido para estos parámetros.

la longitud de dispersión es apenas el 5 %, casi cinco veces más pe-
queño. En otras palabras, el modelo proporciona valores consistentes
para estos dos parámetros mientras que el número total de part́ıculas
vaŕıa hasta en dos órdenes de magnitud, un resultado esperado pues
éste tendŕıa que ser un parámetro propio de cada galaxia, no aśı de
la part́ıcula en cuestión.

Destacamos el hecho de que, en este trabajo, no imponemos ninguno
de los valores correspondientes a las propiedades microscópicas del
BEC sino que los hemos calculado.

Una segunda prueba a la validez del modelo consiste en notar que
el formalismo codificado en nuestra expresión fundamental (2.23) re-
quiere el cumplimiento de la condición de gas diluido, sin lo cual las
interacciones que comprendan más de dos part́ıculas se volveŕıan re-
levantes en la descripción del sistema. Esta condición, como ya se ha
visto, está dada por (

V

N

)1/3

> a, (5.1)

y nuestros cálculos muestran que la condición es efectivamente, satis-
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fecha.

Resumiendo, se ha modelado materia oscura (DM) como un con-
densado de Bose-Einstein considerando los efectos de la nube térmica.
Por otro lado, los efectos de la interacción gravitacional se han inter-
pretado como un potencial atrapante tipo oscilador armónico isótropo
tridimensional mientras que la interacción a corto alcance para bajas
enerǵıas (es decir, la interacción por pares) también ha sido consi-
derada. La meta principal ha sido la deducción de las propiedades
microscópicas, a saber, el número de part́ıculas total en el sistema N ,
la masa m y la longitud de dispersión a asociadas a las part́ıculas
que conforman el condensado correspondiente. Este objetivo se logró
introduciendo tres condiciones f́ısicas macroscópicas relacionadas con
el halo: equilibrio mecánico del sistema, el hecho de que las curvas
de rotación de estrellas pertenecientes a galaxias LSB presenten un
máximo global y, finalmente, la deflexión de un haz de luz debido a
la presencia de materia oscura. Las expresiones correspondientes nos
permitieron expresar las caracteŕısticas propias de las part́ıculas en
términos de parámetros astrof́ısicos detectables. Finalmente, el mo-
delo fue aplicado en datos observacionales de catorce galaxias LSB y
de esta manera obtuvimos valores para los parámetros microscópicos
involucrados. Los valores deducidos muestran un error de 24 % para la
masa de la part́ıcula que conforma DM y 5 % en relación a la longitud
de dispersión de la misma.

Estos valores presentan un comportamiento que resulta fundamen-
tal para deducir las propiedades microscópicas de las part́ıculas que
teóricamente conformaŕıan estrellas de bosones, como ya se ha mencio-
nado y como se explicará más profundamente en la siguiente sección.

5.2. Estrellas bosónicas newtonianas

Debido a que resultó fundamental el análisis de los órdenes de mag-
nitud para las propiedades microscópicas de las part́ıculas que con-
forman halos de DM, era natural adentrarse en las mismas aguas que
corresponden a las part́ıculas de BSs. Como se mencionó en la sección
4.3, requerimos mirar la ecuación (4.17), la cual es únicamente función
de R, el radio de la estrella. Nótese que la elección de un valor para
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R define, uńıvocamente, el valor de a/m3. En este punto notamos que
este parámetro, tanto para part́ıculas bariónicas tales como átomos
de Na, K y Rb, aśı como para part́ıculas exóticas que forman halos de
DM descritas en el caṕıtulo 3 –usando los datos reportados en [30]–
, la gráfica de a/m3 versus m en una versión logaŕıtmica describen
una ĺınea recta. Debido a esto, introducimos una suposición adicio-
nal: la relación a/m3 como una función de m constituye una expresión
fundamental tanto para materia bariónica como exótica. Entonces, al
escoger un valor de R obtendremos un único valor de a/m3 y, recu-
rriendo a la gráfica a continuación mostrada, deducimos el valor de m
para BSs y, en consecuencia, el de a.

Es necesario utilizar un ajuste de rectas por mı́nimos cuadrados [42]
para obtener la curva que determine los valores correspondientes de
la masa m de una part́ıcula que pertenezca a una estrella de bosones,
con lo cual obtenemos la siguiente gráfica:

10−3510−3410−3310−3210−3110−3010−2910−2810−2710−2610−25

1066

1071

1076

1081

1086

1091

1096

m [kg]

a m
3

[m
/k

g3
]

Curva logaŕıtmica de a/m3 vs m
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La principal ecuación es ahora (4.17) con la cual es posible, una
vez que tenemos el valor para m, establecer el valor de a asociado a
la part́ıcula de una BS. Hecho esto, los valores para las cotas en las
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masas establecidos en las ecuaciones (4.14) y (4.16) pueden obtener
un carácter expĺıcito, y se especifican en el cuadro 5.3.

Estrella Radio R a/m3 m a N1 N+

[m] [m/kg3] [MeV/c2] [m]

Enana blanca 6. x 106 6.382 x 1070 3. x 103 1. x 10−8 1.63 x 1039 9. x 1044

Enana café 4.2 x 107 1.876 x 1073 5.6 x 102 1.85 x 10−8 6.15 x 1041 7.14 x 1047

Sol 7. x 108 8.686 x 1074 1.8 x 102 2.81 x 10−8 3.38 x 1043 6.47 x 1049

Gigante roja 5.6 x 1010 3.335 x 1079 7.8 8.82 x 10−8 2.1 x 1048 1.57 x 1055

Betelgeuse 8.213 x 1011 1.195 x 1081 2.7 1.3 x 10−7 8.69 x 1049 1.05 x 1057

Supergigante 3.5 x 1011 1.303 x 1081 2.6 1.31 x 10−7 9.52 x 1049 1.17 x 1057

NML Cygni 1.148 x 1012 2.336 x 1081 2.2 2.05 x 10−8 1.75 x 1050 2.32 x 1057

Cuadro 5.3: Parámetros microscópicos para part́ıculas que conforman estrellas de bosones de dis-
tintos radios y cotas en la masa total de dichas estrellas.

Estos resultados muestran que, bajo la teoŕıa de gases ultrafŕıos,
la predicción de la relación entre el radio del sistema y el parámetro
a/m3 es única. De hecho, nótese que estrellas con diferentes radios
requieren part́ıculas exóticas con distintas masas y que éstas muestran
una discrepancia en cinco órdenes de magnitud entre ellas. Notamos
también que los valores para m y a en este caso están muy lejos de
aquéllos para part́ıculas de DM (véase la sección anterior), al menos
en 4 órdenes de magnitud en el parámetro de la masa de las part́ıculas
para el caso de estrellas enormes como Betelgeuse.

Podŕıamos aceptar, hasta este momento, la posible situación en
la que existiera más de un tipo distinto de part́ıcula exótica. Esta
suposición abre la posibilidad de tener varias part́ıculas exóticas, una
responsable de formar halos de DM y opciones adicionales definiendo
BSs con radios distintos. Si asumimos, por el contrario, que solo existe
un tipo de part́ıcula no bariónica, entonces debemos aceptar que hay
una única estructura posible conformada por part́ıculas exóticas.

Resumiendo, hemos modelado estrellas bosónicas como condensa-
dos de Bose-Einstein con el mismo esquema matemático que para
halos de materia oscura, recurriendo constantemente al cumplimiento
de la condición de gas diluido, pero esta vez considerando únicamen-
te part́ıculas en el estado base, como primera aproximación. Se han
deducido cotas inferiores y superiores para la masa total de estas con-
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figuraciones las cuales aparecen como una consecuencia natural de
las condiciones matemáticas que definen nuestro modelo. Los valo-
res deducidos, sin embargo, muestran una fuerte dependencia en la
elección del radio de la BS, un hecho que implica que si aceptamos
la posibilidad de tener estrellas bosónicas con distinto radio, enton-
ces el presente trabajo concluye que debe existir una diversidad de
part́ıculas exóticas. Pero si aceptamos el hecho de que solo existe un
tipo de part́ıcula exótica y ésta se relaciona con las configuraciones
de halos de materia oscura, entonces nuestros resultados implican que
un condensado de Bose-Einstein diluido evita la formación de estruc-
tura subgaláctica, hecho que ha sido discutido al inicio del presente
trabajo.

5.3. Gas diluido y ĺımite de Thomas-Fermi

Ya hemos mencionado que los modelos usuales de materia oscura asu-
men como válida la aproximación de Thomas Fermi (T-F), [13] y [16].
Ésta toma en cuenta que, para sistemas suficientemente grandes, la
expresión para la enerǵıa del estado base puede ser obtenida a partir
de despreciar el término de enerǵıa cinética en la ecuación de G-P,
con lo cual simplemente tendŕıamos

[V (r) + U0|ψ(r)|2]ψ(r) = µψ(r). (5.2)

Esta aproximación da una descripción bastante buena de las pro-
piedades de una nube de BEC cuando Na/R > 1. Sin embargo, en
un número importante de problemas de interés en la F́ısica, la enerǵıa
cinética juega un papel preponderante [47]. Debido a que esta condi-
ción involucra no solo aN sino también a los parámetros microscópicos
adicionales, nos es imposible suponer su validez en el presente traba-
jo. En otras palabras, nuestro modelo no contiene información previa
acerca del comportamiento de la longitud de dispersión a o del núme-
ro total N de part́ıculas en el condensado; de hecho, ese es uno de
los objetivos: deducirlos a partir de parámetros macroscópicos, por lo
que resulta imposible introducir esta suposición adicional y recuperar
los resultados reportados en la literatura que relaciona materia oscura
con BECs en el ĺımite de T-F.
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5.4. Gas diluido y método variacional

En la ausencia interacciones entre las part́ıculas, se puede aplicar un
cálculo variacional basado en una función prueba gaussiana [47]. Aśı,
el estado más bajo de una part́ıcula individual tiene la función de
onda:

φ0(r) =
1

π3/4(a1a2a3)1/2
e−x

2/2a21e−y
2/2a22e−z

2/2a23, (5.3)

donde las longitudes de oscilación ai(i = 1, 2, 3) están dadas por a2
i =

~/mωi y la densidad de distribución, n(r) = Nφ0(r)2, es claramente
una gaussiana. Un estimado en la Teoŕıa de Perturbaciones para la
enerǵıa del sistema proporciona:

E ≈ N
∑
i

~ωi
2

+
N 2

2
< 0, 0|Ŵ |0, 0 >, (5.4)

donde

< 0, 0|Ŵ |0, 0 >=
4π~2a

m

∫
dr|φo(r)|4 (5.5)

es la enerǵıa de interacción de dos part́ıculas en el estado base del
oscilador. Esta es una buena aproximación siempre que la enerǵıa de
interacción por part́ıcula sea pequeña comprada con la enerǵıa del
punto cero. Conforme la interacción se vuelve más fuerte, la nube se
expande y entonces la frecuencia correspondiente del oscilador se ve
modificada.

Es solo en este sentido que existe una similitud entre nuestro modelo
y una aproximación a partir de métodos perturbativos. Examinando
la ecuación (2.25) vemos que, efectivamente, la frecuencia del oscilador
armónico tridimensional se ve reducida por el término U0 que depende
del valor de la longitud de dispersión a. En otras palabras, ambos
tratamientos son similares, al menos en el hecho de que consideran
al sistema atrapado por un potencial de oscilador armónico isótropo
tridimensional.





Caṕıtulo 6

Trabajo a futuro

Una vez obtenidos los resultados anaĺıticos, el trabajo a futuro, ac-
tualmente en desarrollo, se centra en dos ĺıneas complementarias en-
tre śı y complementarias también con el trabajo presentado aqúı:
una deducción anaĺıtica alternativa de los parámetros microscópicos
y una deducción a partir de simulaciones numéricas para los mismos
parámetros en el modelo de Materia Oscura como Condensado de
Bose-Einstein.

Dicho trabajo se realiza en colaboración con el Dr. Ertan Glöklü1

y Želimir Marojević2, del Centro de Tecnoloǵıa Espacial Aplicada y
Microgravedad (ZARM por sus siglas en alemán) en Bremen, Alema-
nia.

6.1. Trabajo anaĺıtico

La idea principal es aplicar un proceso variacional alternativo al pro-
cedimiento anaĺıtico que se hizo en el actual trabajo, comenzando con
el operador Hamiltoniano Gran-Canónico [24]:

K ≡ H−µN =

∫
dV ψ†(T+Vext−µ)ψ+

2πa~2

m

∫
dV ψ†ψ†ψψ , (6.1)

donde H es el hamiltoniano, N el número de part́ıculas en el sistema,
µ el potencial qúımico, T = −~2∇2/2m la enerǵıa cinética y Vext =
1
2mω

2r2 el potencial atrapante, de acuerdo con la interpretación de los
efectos de la autogravitación en un halo de materia oscura efectuada
en 2.1 con una longitud caracteŕıstica `(0) =

√
~/mω(0).

1ertan.goeklue@zarm.uni-bremen.de
2zelimir.marojevic@zarm.uni-bremen.de
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Una vez obtenida la expresión para la enerǵıa del condensado, im-
poner solo una condición al sistema: el equilibrio mecánico. A partir
de ello, se obtendrá una expresión para la velocidad tangencial de una
part́ıcula de materia oscura en términos de los parámetros microscópi-
cos a determinar.

El procedimiento subsecuente se basa en que si conocemos la can-
tidad de materia bariónica contenida en una galaxia dada, podremos
aplicar un procedimiento de ajuste (fitting en inglés) a través de algún
software (por ejemplo, GNUPLOT) y de la ecuación [62]:

v2
DM = v2

c −Υ∗v
2
d + ηv2

HI . (6.2)

En esta ecuación, las velocidades involucradas del lado derecho son
todas adjudicables a cantidades observables, mientras que la velocidad
del lado izquierdo, vDM , es la cantidad que depende de los parámetros
microscópicos a ajustar.

6.2. Trabajo numérico

Por otro lado, el trabajo correspondiente a simulaciones numéricas se
centra en buscar funciones propias para el hamiltoniano:

H =
−~2

2m
∇2 −Gm2

∫
V

dr
|ψ|2

|r− r’|
+ γ|ψ|2 +mU(r), (6.3)

donde el potencial newtoniano está determinado por

∇2U(r) = 4πGρ(r)bar, (6.4)

donde ρbar está dada en coordenadas ciĺındricas por:

ρ(r, z) = Σ(z)[Σstars(r) + Σgas(r)], (6.5)

donde Σstars(r) y Σgas(r) están dados según los modelos descritos en
3.1.2. La idea es resolver el sistema para distintos valores de m = mDM

y aDMs con el código para un paquete de simulación desarrollado den-
tro del proyecto ATUS para resolver la ecuación de Gross-Pitaevskii,
el cual fue originalmente pensado para modelar experimentos de in-
terferometŕıa atómica.



Apéndice A

Derivación de la ecuación de
Gross−Pitaevskii

En este apéndice se muestra a detalle la derivación de la ecuación de
Gross-Pitaevskii independiente del tiempo, la cual describe las pro-
piedades a temperatura cero de un gas de Bose no uniforme cuando
la longitud de dispersión a es mucho menor que el espaciamiento me-
dio entre part́ıculas [47]. Para un sistema completamente condensado
todas las part́ıculas están en el mismo estado individual φ(r) tal que∫
d3r|φ(r)|2 = 1. Si la interacción entre part́ıculas se aproxima me-

diante campo medio (o aproximación de Hartree), la función de onda
que describe al condensado es el producto simetrizado de las funciones
de onda de una sola part́ıcula, φ(r):

Ψ(r1, r2, ..., rN) = ΠN
i=1φ(ri). (A.1)

Esta función de onda se verá influenciada por la enerǵıa cinética, la
enerǵıa potencial y la enerǵıa de campo medio U0 ≡ 4π~2

m que ejer-
cen (N − 1) part́ıculas del sistema sobre la restante. El hamiltoniano
correspondiente se puede escribir:

H =
N∑
i=1

(
p2
i

2m
+ V (ri)

)
+ U0

∑
i<j

δ(ri − rj). (A.2)

Usar directamente este hamiltoniano para encontrar la función de
onda del BEC es un problema verdadera dif́ıcil; en vez de ello pode-
mos usar un tratamiento variacional: asumimos una función semilla
ψ(r) =

√
Nφ(r) bajo la condición de normalización n(r) = |ψ(r)|2.

Despreciando términos del orden de 1/N (pues asumimos gran núme-
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ro de part́ıculas), la funcional de enerǵıa para la función de onda de
N part́ıculas está dada por

E(φ, φ∗) = N

∫
d3r

(
~2

2m
|∇φ(r)|2 + V (r)|φ(r)|2 +

1

2
NU0|φ(r)|4

)
.(A.3)

Aśı que ahora la función de onda solución puede ser hallada v́ıa la
minimización de la funcional bajo variaciones de φ bajo la constric-
ción de número de part́ıculas constante,

∫
d3r|φ(r)|2 = 1. Sea µ el

multiplicador de Lagrange a usar:

X(φ, φ∗) = E(φ, φ∗)− µN
∫
d3r|φ(r)|2. (A.4)

Para encontrar el mı́nimo en la variación de X imponemos δX = 0 y,
usando solo términos lineales en δφ:

δX = N

∫
d3r

(
~2

2m
∇φ∇δφ∗ + V (r)φδφ∗ +NU0|φ|2φδφ∗ − µφδφ∗

)
+c.c.

(A.5)
La función de onda tendrá una parte real y otra imaginaria, cuyas
variaciones deben ser independientes, es decir, δX = 0 para δφ y δφ∗,
y entonces (

− ~2

2m
∇2 + V (r) + U0|Ψ(r)|2

)
ψ(r) = µψ(r), (A.6)

que es precisamente la ecuación de Gross-Pitaevskii independiente
del tiempo, una ecuación tipo Schrödinger no lineal donde el poten-
cial total consiste en el potencial externo V (r) y el término no lineal
U0|Ψ(r)|2 que describe el potencial de campo medio de (N − 1) áto-
mos. Además, el valor propio µ aunque es el potencial qúımico, no
se trata de la enerǵıa promedio por part́ıcula, como lo seŕıa en una
ecuación lineal.
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Dećıa Carl Sagan que “somos el medio para que el cosmos se co-
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