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PREFACIO 

La teoría  de códigos comenA su desarrollo  hacia  finales  de la década  de 
los 40's con los trabajos  de R. Hamming (cf. [ X ] ) ,  M.J.E.  Golay  (ver 1181) 
y C. Shannon (cf. [47]). A partir  de  entonces la t.eoría se ha desarrolla- 
do  cada vez más con  el  auxilio  de tknicas  matemáticas collie la Teoría de 
los  Números,  Geometría  Algebraica,  Geometrías  Finitas,  Teoría  de  Gráficas, 
etc. El  presente  trabajo  está  dirigido al estudio  de  algunas  de las relaciones 
existentes  entre  la  teoría  de códigos y l a s  Geometrias  Finitas. 

Este  trabajo  se  divide  en 6 capitulos y un  apéndice.  En los primeros 
tres capítulos sólo se presentan  resultados generales  conocidos,  mientras  que 
en el resto  se  intercalan  algunas  aportsciorles  propias. En cada proposición 
extraida  de algún texto se indica  la referencia  correspondiente,  por  ejemplo 
[45; 1961 significa que el resultado  que  le  sigue  puede  encontrarse  en la página 
196 de la referencia [45]. Se  indica  por U el fin de  una  demost,ración. 

En el primer  capítulo se present,a una  idea  general  de la problemática.  de 
la teoría  de los códigos detectsores-correctores  de  errores. 

El  segundo  capítulo  está  dirigido  al  estudio  de los conceptos  generales 
de los códigos lineales. Se presenta la definici6n de código lineal  det'ector- 
correct,or de  errores como  un subespacio  de  un espacio  vectorial  de  dimensión 
finita  sobre un campo  finito, y se  definen sus  tres  principales  parámetros 
(longitud, dimensión y dist.ancia  mínima). Se definen también las matrices 
generadora y de chequeo de  paridad  de un  código  lineal, las  cuales  deter- 
minan  completamente al código. Al recibir  una  palabra  codificada,  esto  es 
un  elemento  del  código, es necesario saber cómo decodificarla por lo que  se 
muestra  un  método  general  para decodificar  un  código  lineal,  conocido  como 
decodificación con  síndrome. 

En el tercer  capítulo  se  definen  los códigos cíclicos, una  clase especial 
de códigos lineales muy utilizados en  la  práctica, corno se  menciona al final 
del  primer  capítulo. Se muestra  una relación entre  este  tipo  de códigos  y 
el álgebra conmutat.iva: y se  hace uso de  esta relacicin para  calcular  una 
matriz  generadora  para  estos  códigos.  Enseguida se estudian  ciertos tipos de 
clidigos cíclicos: los llamados códigos de  Hamming, con  capacidad  de  detectar 
y corregir un error  (que  ademiis  tienen la rnkima dimensión que  puede  tener 
un código lineal de  longitud (qn - l j/(q - l),  donde q es una  potencia  de 
la característica del  campo  finito); los códigos BCH, capaces  de corregir una 
cantidad prefijada de  errores; y los códigos de Recxd-Solomon, 1111 tipo  de 



códigos  BCH  los  cuales tienen los parámetros  ideales  de un código. 
En el capítulo  cuatro  se  introduce el concepto  de diseño.  Se estudian 

dos  tipos  importantes  de diseños:  aquellos que  surgen  de  las  geometrías 
finitas  proyectiva  y  afín.  Se  incluye una sección sobre el  plano de Fano, 
la  geometría  proyectiva  más  simple.  Esta  consiste sólo de siete puntos,  sin 
embargo  tiene  bastantes  propiedades  especiales.  En  este  apartado  se  prueban 
algunas  propiedades  más  de  este  diseño, aparte  de  las ya mostradas  anterior- 
mente.  En 1301 se describe  un  método para  encontrar  una base de  un código 
binario  de  Hamming  consistente en vectores de incidencia  de  las  líneas  de  una 
geometría  proyectiva; en el  caso  especial  del  código  de  Hamming 7-t3 hemos 
podido  caracterizar  tales  bases.  También  se  calcula  explícitamente el grupo 
de  automorkmos del  plano  de  Fano  el  cual  resulta  ser un grupo  simple,  de 
orden 168, no-conmutativo y doblemente  transitivo,  ademds se muestra  una 
relación entre  tal  grupo  de  automorfismos  y el  código 7 d 3 .  

El capítulo cinco está  dedicado  al  estudio  de  un  tipo  especial  de códigos 
directamente  relacionados  con  las  geometdas  finitas: los códigos de Reed- 
Muller  y los códigos de Reed-Muller  generalizados.  Se  muestra  que  los  códigos 
binarios  de  Hamming  pueden  ser  recuperados a partir  de los códigos de Reed- 
Muller  y que los  códigos de Reed-Muller pueden,  a su vez,  ser obtenidos  de 
ciert,as  geometrías  finitas. 

También  se caracterizan los  códigos  asociados  a los sistemas  triples y 
cuádruples  de  Steiner, ya que  algunos de  estos  surgen  de  ciertas  geomet,rías 
finitas. 

El sexto  capítulo  está  dedicado al estudio los conjuntos diferencia y ciertos 
códigos  asociados  con  gráficas,  en  esta  sección  se dan  algunas  aportaciones 
originales 

Por último  aparece  un  apéndice  sobre posibles  líneas de investigación para 
investigaciones futuras. 

El propósito  del  presente trabajo es brindar a la  comunidad  una  referencia 
más  sobre la teoría  de los códigos  lineales  detectores-correctores  de  errores, 
en  especial  aquellos  relacionados  con l a s  geometrías  finitas. 
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1 Introducción 
Notación: 
q : potencia  de  un  primo p 
F, : campo  finito  con q elementos 
Fi : grupo ciclico  multiplicativo F, - (O} 
Fi : espacio  vectorial de dimensión n sobre F, 
F,[zl, . . . , x,] : anillo de polinomics  en X I ,  . . . ; x, con  coeficientes  en F, 
P(A) : conjunto  potencia del. conjunto A 
P,(A) : familia de los  subconjuntos de A con cardinalidad t 
X A  : función característica del conjunto A 

B. 1 El problema principal 
La  idea  de los códigos  detectores-correctores  de  errores  surgió  originalmen- 
te como  una  respuesta a problemas prácticos  de ingeniería  eléctrica. Estos 
fueron  inventados  para  corregir  errores  en los canales de comunicación pro- 
ducidos  por  ruido  (se  utiliza  una  codificación  de los mensajes a enviar  para 
dotarlos  de  alguna protección contra los posibles errores  que  introduzca el 
canal). 

El  problema  que  la  teoría  de códigos se  encarga  de  estudiar  podemos 
describirlo  como  sigue:  Proveniente de  una  fuente  emisora llega  información 
a un cierto  destino  llamado el  receptor a través  de  un  medio  al  que  llamaremos 
canal, el cual  puede  ser  un  cable telefónico, el espacio,  fibras ópticas,  etc., 
sin  embargo en la práctica es probable  que  la información enviada  no  sea 
precisamente  la  que  se  reciba,  debido a que puede haber  ruido  en el canal, 
entonces  ocurre  un  error  en  la  información. El problema  consiste  en  detectar 
y corregir esos errores. Así pues se  construye  un  codificador el cual  no  sólo 
permita enviar  la información  a través del canal  sino  que  también.  anexando 
información  adicional llamada redundancia, permita  detectar y corregir  los 
errores  que  hayan  ocurrido  durante  la  transmisión. 

Ejemplo 1.1 Supóngase  que  deseamos  enviar un mensaje.  digamos SI, al 
cual  se le asigna  la  cadena 1001. El codificador lo expresa  como  1001101 y lo 
envía,  pero  por  haber  ruido  en el canal  de  transmisión se  recibe  el  mensaje 
0001101. Esto es, ha ocurrido  un  error  en la primera  posición del  mensaje 
codificado,  el  decodificador  debe de ser  capaz  de  detectar y corregir este  error. 
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Podemos  resumir  este  ejemplo  en  el  siguiente  diagrama: 

1001 + 1001101 + 0001101 + 1001101 "t 1001 
,mensaje  mensaje  canal  mensaje  mensaje  mensaje 
enviado wdi f icado m error  corregido  recibido 

Comenzamos a construir  un modelo  del canal  de  transmisión.  Se  pretende 
que  sea lo  suficientemente  complejo  para  garantizar su  adecuado  funciona- 
miento y lo  suficientemente  sencillo  para  modelarlo  matemáticamente.  El 
alfabeto  que  usaremos  será el  formado  por  los  elementos de algún  campo 
finito,  el  cual  frecuentemente  será  el  binario por ser  más  útil  en  la  práctica  y 
por sencillez. 

Suponga  que  se  tiene un canal  con  alfabeto  de  salida al, QQ,. . . , a k  y al- 
fabeto  de  llegada bl, b, . . . , b,. Supóngase  que  cada  letra  de  llegada  depende 
estadísticamente  de  la  correspondiente  letra  de  salida  solamente.  Escribimos 
P(bj I ai) para  denotar la probabilidad  de  'que bj se reciba  dado  que a, fue 
enviada.  Por  ejemplo  consideremos el así llamado canal binario simétrico. 
En  este  canal  tenemos P ( l  I O) = P(0 I 1) = p y P( 1 1 1) = P(0 I O)  = 1 - p 
donde O < p < a. Los valores O y  de p son  omitidos ya que  en el  primer 
caso el canal  carece  de  errores y no es necesario  codificar,  mientras  que  en el 
segundo  la  palabra  recibida no depende  de  la  que  fue  enviada  y el canal no 
es útil  para  transmitir. 

Ejemplo 1.2 Supóngase  que  se  desea  transmitir la cadena C = 100110 E F;, 
y  supóngase  también  que  la  probabilidad  de  transmisión  incorrecta es p = 
0.07, así la probabilidad  de  transmitir E sin  errores es  (0.93)6 x 0.65. 

La probabilidad de  que  la  palabra  enviada  se  reciba  con un error  en  la 
primera posición  es,  por  eventos independientes,  (0.07)(0.93)5 x 0.049.  Con 
e = 100000 se  puede  escribir C + E = f ,  entonces i= es la  palabra  recibida  y e, 
se  denomina el patrón de error. 

Para  calcular  la  probabilidad  de  que  la  palabra  recibida  difiera  de  la 
enviada  en  exactamente dos posiciones  se suman las probabilidades  de  cada 
patrón  de  errores  formado por dos  unos y  cuatro  ceros.  Cada  patrón  tiene 
probabilidad  de  error  (0.07)2(0.93)4 M 0.004, entonces la  probabilidad  de  que 
ocurran  dos  errores  durante  la  transmisión es 

- 

( ) (0.07)2(0.93)4 = 0.055 
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En  general se tiene el  siguiente 

transmisión es 

( ; ) Pk(l - 
Ejemplo 1.3 Entre los ejemplos  más  sencillas de código  detector-corrector 
de errores  está el así llanlado código de repetición. Este código  es  útil para 
enviar  dos  mensajes,  digamos SI y NO. Para  esto los mensajes  se  codifican 
como los vectores (O, . . . , O)  y (1,. . . , 1) del  espacio FY, respectivamente.  En 
este caso la, decodificación resulta sencilla, basta con contar  la  cantidad  de 
O’s y de 1’s en  la  palabra  recibida, si la mayoría  son O diremos  que  un O fue 
enviado  mientras  que si la mayoría  son 1 entonces  decimos  que  se  envió un 
1. 

A lo largo  del  presente  trabajo se tratarán diversos  modelos matemáticos 
para codificar  mensajes, para  que  un  modelo  resulte  útil  debe  de  tener  una 
probabilidad  de  error  pequeño. 

Cabe mencionar que  algunos de los códigos que se estudiarán  a lo largo 
del  presente  trabajo  han  tenido y tienen  aplicaciones  concretas. Por ejemplo 
el  código de Reed-Muller  de  primer  orden Rif f (  1 , 5  j fue  utilizado  en 1972 por 
el Mariner 9 para  la  transmisión  de  fotografias  de  Marte  en  blanco y negro 
(cf.  [34; 1491,145; 133;). La NASA usa con bastante frecuencia los códigos 
de Reed-Solomon  en sus programas  espaciales,  por  ejemplo los utilizó en  sus 
misiones Galileu,MageZlan y Ulysses (cf. 145: 1341). 
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2 Códigos  lineales 
La noción de  código  error-corrector  fue  descubierto  por R.V. Hamming  en 
1950, y aparece  descrito  por  primera vez en  la  referencia [24]. Además el 
concepto  de  código  lineal fue enunciado  primero,  en 1956, por D. Slepian 
(ver [48]). 

2.1 Conceptos generales 
Sea F, el campo  de  orden q, con q una  potencia  de un primo p. 

Definición 2.1 Sean n, k E N, k 5 n. Un código de longitud n y di- 
mensión k es  una  función inyectiva 

q5 : F: - F:. 
Si qh es lineal  entonces se  dirá que el código es lineal. 

En lo sucesivo, cuando  hablemos  de  códigos  lineales, no haremos  dis- 
tinción  entre  la  función q5 y su imagen y a ambas les llamaremos  códigos 
lineales. Notemos  que  un código lineal C = $(Ft) es un  subespacio  lineal  de 
F't cuya  dimensión es k .  En  este  caso  se  dirá  que C es un [n, k]-código  lineal 
y a los elementos  de C les llamaremos palabras codificadas. 

Definición 2.2 Dos códigos CI y Cz se dirán equivalentes si C1 puede 
obtenerse de C2 intercarnbiando  coordenadas y multiplicandolas por un ele- 
mento  no cero de F,. 
Ejemplo 2.1 Los dos códigos  siguientes  son [4,2] códigos  lineales  binarios 
equivalentes. 

c= {(~,0,0,0),(0,~,0,1),(~,0,~,~),(~.~,~,~)} 
C'= { ( ~ , 0 , 0 , 0 ) , ( 1 , 0 , 0 , ~ ) , ( 0 , ~ , 1 ~ 0 ) , ( ~ ~ ~ , ~ ~ ~ ) ~  

Al igual  que  en  el  caso  real,  podemos  definir un producto  interior en el 
espacio FY de  la  manera  usual,  esto es si ü = (u1, . . . . un) y V = (u1, . . . , un) 
son  elementos  de  este  espacio  entonces 

u .  V = UlZll + + unvn. 
Con  esta noción podemos  hablar  del código ortogonal: como se  hace  en la 
siguiente 
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Definición 2.3 Sea C un [n, k]  código lineal sobre F,. El espacio ortogonal 
a C ,  denotado por C', es llamado el código  dual a C.  Esto es CL = {ü E 
Fi : ü @ = O ,  V V E C}.  Si C C' se dice que C es auto-ortogonal y 
cuando  la igualdad  es vúlida C se denomina auto-dual. 

Ejemplo 2.2 Denotemos  por 1 el  vector de  longitud n que t.iene todas  sus 
entradas  igual a 1 y llamémosle  el vector  todo-uno. Es bien  conocido, 
de  álgebra  lineal,  que  si W es  un  subespacio  de  un  espacio  vectorial  de  di- 
mensión finita  entonces  la  suma  de las dimensiones de W y su ortogonal es 
precisamente la dimensión  de V. Por lo tanto el código (Fpl)'- es  un  espacio 
vectorial  de  dimensión n - 1 sobre F,, y puede comprobase fácilmente que 
(Ei - e, : 1 5 i 5 n - 1) es  una  base del  código, donde es el  vector  en F, 
que  tiene  un  uno  en la  entrada ¿-ésima y cero en l a s  demk.  En  particular 
este código  es generado  por {ei - Ej : 1 5 i ,  j 5 n} . 

Ya que  para  todo código  lineal C siempre se tiene  la contención C C C" 
y ambos códigos tienen la misma  dimensión, el doble  dual  de C es C mismo. 

Para  cada código  lineal 6 : F: -+ F: existe una  matriz G, k x n ,  con 
entradas  en F, tal que, si C = 4(F,k) entonces 

C = {ÜG : 6 E Ft). 

En  efecto,  elijamos  la  base  canónica  de Fi, es decir la base  formada  por 
los k vectores  linealment,e  independientes .Fl, 6 2 ,  ... , e i  donde el  vector ei tiene 
un  uno  en  la  i-ésima  entrada y ( ero  en  todas l a s  demás,  con i = 1,2 ,  .... k.  
Si #(ei) = üi, sea i& el renglón  i-ésimo de  la  matriz G,  entonces  cualquier 
elemento ü en Fi es  de  la  forma ü = ( u l ,  u2, .. . , u k )  = E$=luj$, con u, E 
F,, t = 1. . . . , k y al  aplicar  la función resulta: 

#(ti) = Cj=l~j$(%) k = ( ~ 1 . ~ 2 ,  ..., u ~ ) G  = Ü G .  

Esta matriz G recibe el nombre de matriz  generadora del código y sus . ' . 

renglones forman  una  base  para el código.  Utilizando  operaciones  elemen- 
tales  sobre los  renglones de G y permutaciones  de sus columnas  podemos 
tranformarla  en  una  matriz  conocida como la forma estándard de  la  ma- 
triz  generadora;  est,a es una  matriz  de  la  forma ( I k ,  A), donde Ik es la  matriz 
identidad  de k x k y A es una  matriz  de k x (n  - k ) :  

10 



Ya que los renglones de G = (aij) son  linealmente  independientes, el 
primero  tiene  una  entrada no cero. Permutando  la  columna  que  contiene 
esta  entrada con la  primera obtenemos all distinto  de cero. Añadiendo  un 
múltiplo  adecuado  del  primer renglón al segundo  podemos  hacer a21 # O, 
y entonces  sumar  un  múltiplo del  segundo renglcin al  primero  para  hacer 
all = 1. Utilizando  operaciones  elementales entre renglones  se  hace ail = O ,  
para i > 1. El  segundo  renglón  de G, al igual que el primero?  tiene  una 
entrada  no  cero,  después  de  permutar  la  columna  que  contiene  dicha  entrada 
con la  segunda  columna  obtenemos a22 # O. Repitiendo  un  procedimento 
análogo  al  anterior  hacemos = 1, a12 = O y ai2 = O ,  i > 2. Ya  que el 
rango de  la  matriz G es k ,  al  aplicar  un razonamiento  similar al  anterior a 
cada renglón de  la  matriz  obtenemos  una  matriz  de  la  forma  enunciada. 

Cuando la matriz G está  dada en  forma  estándard  al codificar un  mensaje 
aparece el mensaje  original  en  las  primeras k entradas  de  la  palabra codifica- 
da; los  elementos en  las  entradas  restantes son los que nos permiten  detectar 
errores  ocurridos  durante  la  transmisión  del  mensaje. 

La función 4 ipduce  la sucesión exacta  corta 

O -+ F: 

donde $(Z) = H Z t  (st es  el  vector transpuesto  de Z) y los renglones de H 
forman una base para @(Ft)'. Ya que el  núcleo de 11 es precisamente la 
imagen  de 4, 

Z ' E C  +=+ H Z t = O .  

A esta  matriz H (de (n - IC) X n) se le denomina mat r iz  de chequeo de 
paridad del  código C. 

Ejemplo 2.3 La matriz  de chequeo de  paridad 

( 
1 0 1 1 1 0 0  

H =  O 1 1 1 0 1 0  
1 1 0 1 0 0 1  

define un código  con n = 7 y k = 4. 

El  código  del  ejemplo  anterior codifica el mensaje (UI, u2, us, u*) como la 
palabra codificada Z = (x1,~2,23,24,25, 56, x7), donde 

x1 = 211, x2 = u2, x3 = U3? x4 = u4 
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y S S ,  34 y x7 son elegidos de  tal  forma  que HZt = O ;  en  otras  palabras  deben 
de  satisfacer el sistema  de ecuaciones  lineales 

A los  elementos 5 5 ,  26, x7 se les llama "bits" de  redundancia y se les 
conoce  como símbolos de chequeo de paridad y a l a s  ecuaciones  anteri- 
ores  como ecuaciones  de chequeo  de  paridad. La  raz6n de esto es que, por 
ejemplo,  de  la  primera ecuación  del sistema  anterior,  en  un  código  sobre F2, 
sabemos que los símbolos 5 1 ,  z3, x4 y x5 deben  de  sumar O módulo 2, esto 
es deben  sumar  un  número  entero  par. 

Proposición 2.1 [45; 1991 Si G es la matriz  generadora  del  código C, en- 
tonces CL = (ü E FY : üGt = O},  esto es, la  mairiz  gertemdora  de C es la 
de  chequeo  de  paridad  de C' y viceversa. Ademús C'. es un [n, n - I C ]  código 
lineal. 

Demostración:  Sea ii E C'. Ya que U es ortogonal a toda  palabra 
codificada  de C si, y sólo si, es ortogonal a toda  palabra codificada  en una 
base para C; se  tiene la primera afirmación. De  lo anterior  obtenemos  que 
Gt es la  matriz  de chequeo de  paridad  de C", de ahí  que C" sea un [n, n - k]  
código  lineal. U 

Proposici6n 2.2 [34; 61, [45; 2001 Las matrices  genemd0.m y de  chequeo de 
paridad  de un código lineal C sobre F, est& relacionadas  por l a s  ecuaciones: 
HGt = O y G H t  = O.  Ademús H = (A,I,+k) es 'unc matriz de chequeo  de 
parzdad  de C si y sólo si G = ( I k ,  -At )  es la  forma estándard de la  matriz 
yr.n,emdora. 

Demostración: Que HGt = O y GHt = O es inmediato  de  la sucesión 
esacta  anterior.  Sea 3 = (TI:. . . , xn) la palabra  que  resulta  de codificar el 
mensaje (u! ~ 112, . . . . u k ) .  Si H L- (A ,  In-r;) en primer  lugar  debemos  de  tener 
.rl = u1:. . . ~ sk = 211; esto es (XI:. . . , ~ k ) ~  = Ik(u1,, . . . u k j t .  

Por la definición de  la  matriz  de chequeo  de paridad, O = ( A ,  In -k ) .Z t ,  esto 
es. utilizando la igualdad  matricid  antes  obtenida, 
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esto lo podemos  expresar  en una sola  ecuación  matricial  como 

y transponiendo 
% = Ü G  

donde 
G = ( I k , - A t ) .  O 

Para fines de decodificación es conveniente  poder  hablar  de la distancia 
entre las palabras  en el  espacio Fr, esto lo hacemos  introduciendo  la  llamada 
métrica  de  Hamming,  pero  antes definimos  el así llamado peso de  Hamming: 

Definición 2.4 El peso  de  Hamming, denotado como ps(ü), de un ele- 
mento ü E F: es el número de entradas  distintas  de  cero de si. 

Por ejemplo  si ü == (O, 1 ,2 ,  O ,  2 ,  ) E Fi se  tiene ps(Ü) = 3. 

Ejemplu 2.4 Si Z y y son  vectores  binarios de  la  misma  longitud,  digamos 
3 = (x1, . . . , z,) y 3 = (yl, . . . , y,), definase la intersección de Z y como 

Entonces 
ps(Z + g) = ps(3) +ps(g) - @S($ * y ) ,  

como  puede  verificarse  fácilmente examinando  las  contribuciones  al  peso en 
cada uno de los sumandos  de  cada  pareja  de  entradas  una  de 3 y otra  de 5. 

El peso de  Hamming  induce  una  métrica  en F:, de la forma siguiente: 

Proposición 2.3 [34; 91 L a  función d : F: x Fr - {Ol 1,. . . . n> c R 
definida por d(3, g) = ps(3 - g) es una  métrica  en este espacio, la métrica 
de Hamming. 
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Demostración: Sean z = (x1 ~ . . . , xn), 9 = (31, . . . yn) y z = (zl, . . . , zn) 
elementos de FY. Es claro  que  esta función  es  no negatiw y simétric+ Si 
d ( 3 ,  y )  = O entonces xi = 3; para  todo i = 1, . . . , n y mi 3 = u. 

Por  último  probemos la desigualdad  del tr ihgulo.  Sean U = (u1 ,  . . . , u,) 
y ü = (VI ,  . . . , un) elementos  de F,", entonces 

ps(zl) 5 ps(u - i7) + ps(3). 

En  efecto,  si  para  un  cierto  índice fijo i ,  ui no es cero, se tienen  dos Casos 
a considerar: zti es  cero o no lo es,  en  cualquiera  de los dos casos Ü S; ü 
contribuyen  con  un  uno  en  el  miembro  derecho  de  la  desigualdad  para  cada 
i como  se  describió.  Ahora  poniendo = 3 - ?j, ?! = 2 -- fj se  obtiene 

Esto  es 
d(s, g) 5 d(z, x) + d(2, Y) .  

Una vez que  se  ha definido una  métrica  en el  espacio  estarnos en posibili- 
dad  de  hablar  de  conceptos  asociados a una n&trica, por ejemplo de odeeras 
con u11 centro y radio  dados.  Se  denotará a la esfera de  centro ¿í E Fr y 
radio T 2 O por B ( & T ) .  Esto  es B ( ü , r )  = {b E F: : d(ü, 6)  5 r). 

Recordemos que  si  la  probabilidad  de error es p, tenemos por ejcmplo: 

Prob{C = (0,0, O , O ,  0,O)) = (1 - - - P ) ~ ,  Prob{E = (0.0. O. 1 ,0 ,  O ) )  = p(1 - - P ) ~ .  

En  general,  cuando ü es  un  vector  de  peso 'u: se tiene 

Esto es, entre  dos  vectores de error el q' :+ es más probable de ocurrir es aquel 
de menor  peso. Por lo tanto  al decoditicar  una  palabra  se busca  la palabra 
codificada más  cercana,  (en  el  sentido  de  Hamming) a esta. 

Ahora es posible introducir un tercer  parámetro  en la definición de cddigos, 
el cual, corno se  verá, es de  mucha  utilidad  para conocer Ir2 capacidad  de  un 
código para  corregir  errores  ocurridos  durant,e la transmisión. 
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Definición 2.5  La distancia  mínima del  código 

4 : Fi - Fr 
se define como d = rnin[{d(4(ü), d (6 ) )  : ü, 6 E Fi} - { O } ] .  Si C es un cddigo 
lineal  de  dimenswn k ,  longitud n y distancia  mínima d diremos que C es un 
[n, k ,  dl código  lineal sobre F,. 

Para un  código  lineal C no  es  necesario verificar la  distancia  entre  todo 
par  de  palabras codificadas,  pues en  este  caso d =min{ps(E) : E C - {O}}. 

Teorema 2.1 [20; 3401, [34; 101 Sea C un [n, IC ,  d] código lineal. Entonces 
el  código puede detectar e m r e s  de transmisión de peso 5 1 ,  1 E Z: si, y 
sólo si, d 2 1 + 1. Además  el  código  tiene  capacidad  de corregir errores de 
transmisión  de peso 5 [ [ (d  - 1)/2]], donde [ [ a ] ]  denota a la  función entero 
mayor.  En particular cuando d es  par,  el co'digo puede  detectar 2 errores y 
corregir y simultáneamente. 

Demostración: Si la distancia  mínima  del código es al menos 1 + 1, aún 
cuando  ocurran  hasta 1 errores  en la transmisión el mensaje  recibido no estará 
en el código, por lo tanto es  posible detectar  todos los errores  de peso <_ 1; 
recíprocamente  si e,, E2 son  palabras  codificadas  tales  que d(T1, ?2) < 1 + 1, 
entonces = E2 + i? donde ps(E) 5 1. Si al transmitir Cl se recibe & se 
esperaría  que fue esta  última  palabra  la  que  se  envió,  produciéndose así un 
error  al  detectar  un  error  de  peso 5 1. Esto  prueba  la  primera  parte del 
teorema. 

Supóngase ahora  que d = 3. AI construir esferas de  radio 1 con  centro 
en  cada  palabra codificada  se obtienen esferas ajenas. pues  si El y ?- 9 son 
dos  palabras codificadas distintas y .i? E B1 ( E l )  f l  B1 ( E 2 )  entonces d(él ,  Cp) 5 
3, d(E1, E) 5 1 y d(E2, D) _< 1 lo cual  contradice la desigualdad  del  triángulo. 
Si una  palabra ü es transmitida, y ocurre  un  error  de  tal  forma  que se recibe 
un  vector ü, entonces  este  vector  es:&  dentro  de la esfera con  centro  en G, 
y está más cercana a ü que a cualquier otra  palabra codificada C. Por lo 
tanto decodificando  como aquella  palabra codificada n~ás cercana a la palabra 
recibida el error  será  corregido. 

Análogamente si d = 2t + 1, l a s  esferas de  radio t centradas  en  cada pa- 
labra codificada son  disjuntas, y el  código  puede  corregir t errores. Ahora 
supóngase  que d es  par. Las esferas de  radio %$ con centro en cada  palabra 
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codificada  son a j e n a  y así el código  puede  corregir y eriores.  Pero si ocu- 
rren 2 errores el  vector  recibido  puede  equidistar  de  dos  palabras codificadas; 
en  este caso el decodificador  sólo podrá  detectar  que $ (o  m&) errores han 
ocurrido. Por otro lado,  si  ocurren  más  de 4 errores el vector  recibido  puedc 
ser  más  cercano a alguna  otra  palabra  codificada  que a la  palabra  correcta. 
Si  esto  sucede se decodificará incorrectamente. 0 

Definición 2.6 Sea C un [n, k ,  d] código l i n d ,  y sea t = [ ( ( d -  1)/2]]. Si l a s  
esferas  de  radio t con centro en las palabras codificadas  de C son  ajenas y su 
unión  contiene a  todas las palabnzs de longitud n, el  código  se dice perfecto. 

Teorema 2.2 [5; 371, [34;33] Sea C un [n, X;, dj código lineal', con matriz  de 
chequeo de paridad H.  Entonces  d  es  el  menor entero r para  el  cual existen 
r columnas linealmente  dependientes en H;  o dicho de otro modo, H tiene d 
columnas  linealmente  dependientes y cualesquiera  d - 1 columnas de E-I son 
linealmente  independientes. 

Demostración: Sea m un  entero  positil-o fijo. Supóngase  que i i l ,  ...! 3, 
son las columnas  de N, si  al elegir m de  est=  columnas  resultan sa- lineal- 
mente  dependientes,  entonces  existen c1, .... c, E F, tales  que 

Matricialmente  esto  puede  escribirse  como C H t  = O, donde = (Q . . , cnj E 
C. Ya que e tiene peso 5 rn debe  t~enerse que la distancia  mínima  de C es 
5 m. Esto lleva a la desigualdad d 5 m. 

Supóngase  ahora  que E es  una  palabra codificada de peso m, entonces 
cHt = O, así  que exist,en. m columnas  de H las  cuales  son  linealmente  depen- 
dientes,  en  particular  esto es válido  cuando nz = d. O 

Proposición 2.4 [5; 291 (La cota Singleton) Para  todo [n. k ,  d] código li- 
neal C sobre F, se cumple la desigualdad d t I; 5 n + 1. Cuando la igualdad 
es valida se dice que C es distancia máxima separable o sirnplemenie 
MDS. 

Demostración: n - k es el rango  de la matriz de chequeo de  paridad H 
de C y es el máximo  número  de  columnas  linealmente  independientes  de N. 
U 
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Proposición 2.5 [5; 301 (La cota  por  empaquetamiento con esferas) 
Para todo [n, k ,  dl código lineal q-ario, si p es el entero mayor de (d  - 1)/2 
entonces 

q k ( l  + (q  - 1)n + ( q  " 1.)2 ( ' + - + (q - 1 ) P  ( ; ))  5 qn. 
2 )  

Demostración: El  número  de  palabras  en  cada  esfera con centro  en  una 
palabra codificada y radio p es 

Ya que  las qk esferas  son ajenas  entre sí y I Fr I =  q" se cumple  la  desigualdad.0 

El código extendido C del [n, IC] código  q-ario C es  el  código  q-ario  de 
longitud n + 1 consistente  de  todos los  vectores  de la forma 

~n 

i=l 

donde (c1, c2, . . . , cn) E C. Esta  forma  de  construir  un nuevo código se de- 
nomina añadir un chequeo de paridad total pues  si (CI, c2, . . . , &+I) E C 
entonces C;L: c, = O. Si G y H son  matrices  generadora y de chequeo  de 
paridad  para C, respectivamente,  entonces  la  matriz  generadora G para C se 
obtiene  añadiendo a G una  columna  de  tal  forma  que  la  suma  de las  colum- 
nas  de G resulte el vector  cero, y la matriz  de chequeo de  paridad, fi de C ,  
puede  obtenerse  de H agregándole  una  columna  de ceros y un  renglón de 
unos. 

Ejemplo 2.5 El código binario C con matrices  generadora G y de chequeo 
de  paridad H dadas  por 

1 1 1 1 1 1  
G =  0 1 0 1 0 0  H =  1 1 0 1 0 0  ( : : I : ) >  ( 1 0 1 0 1 0  1 

es el código extendido  del [5 ,3]  c6digo  binario C con matriz  generadora G y 
matriz  de chequeo de  paridad H, donde 

1 0 0 1 1  

O 0 1 0 1  1 0 1 0 1  
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Sean Cl un [nl, k ~ ,  dl] c6digo y C2 un [n2, Ic2,  d2] código,  dos códigos li- 
neales  sobre F,. Denotaremos al vector  escrito  enseguida  del  vector ü 
como i ii I fl 1 . La  suma  directa  de C1 y (72 :  C1@ C2, consistirá  de  todos 
los  vectores  de  la  forma I ü I ü 1 con ü E C1 y ü E C2. Este código es un 
[nl + nz, kl + k2, min(d1, dz}] código lineal  q-ario. 

La construcción 1 U I Ü + 1. Sean C1 y C2 como  antes y supóngase 
además  que n1 = n2 = n. Podemos  entonces  formar  un código C, consistente 
de  las  palabras codificadas 

Teorema 2.3 C3 es un [2n, kl + k2, d = min(d1, d2}] código lineal sobre F,. 

Demostración: Sean ¿i =I ti I ü + 8 1 y 6 =[ u/ 1 7i' + i? [ dos  palabras 
codificadas  distintas  de C3, donde ii,3 E C1, y F )  3 E Cz. Si V = ÜI entonces 
&(a, 6 )  = Zd(6,ii') 2 2dl. Supongamos  pues que @ es  distinto de v ' ,  entonces 

d(ü, 6) = ps(ii - u ' )  + ps(6 - 21' + ü - 6') 
2 ps(u - 6') +ps(V - 6') - ps(G - 2) 
2 ps(ü - U') 2 d2. 

- 

2.2 Decodificación  con síndrome 
Definición 2.7 Sea H la rnat7-i.z de  chequeo de paridad  de un [n, k]  código 
lineal q-ario C. Para todo Z E FY se define el síndrome de Z como S = E€?. 

Con esta definición podemos  caracterizar al código  lineal C como el con- 
junto  de  todos los elementos de Fi con  sindrome  cero. 

Teorema 2.4 [45; 2031, [51; 971 Sean C un in, kj código  lined sobre F, y N 
una matrix de chequeo de paridad de C.  Entonces Z y E F; tienen el  
mismo síndrome si, y sdlo si, están en la rnisma clase  en el espacio  cociente 
F',"/C. 

.Demostración: Por definición y $j tienen el mismo  síndrome si y sólo 
si Z + C = fj + C: esto lo podemos  reescribir  como 3 - $j E C, por  la definición 
de c6digo esto  es equivalente a tener  la  igualdad  matrieial H ( Z  - y)' = O o 
lo que es lo mismo H Z t  = H g t .  U 
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Teorema 2.5 [34; 171 Para un código  lineal  binario C,  el síndrome es igual 
a la suma  de l a s  columnas  de la matriz de chequeo  de paridad, H ,  donde 
ocurrieron los errores. 

Demostración: El  síndrome  de ü E F:, S = HÜ', es  cero  si y sólo  si 
ü E C, por lo tanto si  no  ocurren  errores, S = O. Ahora si ü = C + e,  donde 
c E C, se tiene 

s = H Ü ~ = H ~ + H ~ = H E ~ .  

Por  último, si ocurren  errores  en  las  posiciones i ,  j ,  I C ,  . . . digamos,  el  vector 
de  error es E; + t?j + En + - donde Et es el  vector  que  tiene  un 1 en  la posición 
t y cero  en  las  demás,  entonces S = HEa. 0 

Ya que es  imposible evitar los ruidos en los  canales de transmisión  siempre 
habrá  la posibilidad de  que  al  enviar  un  mensaje se produzca  algún  error. 
Sin embargo  al  utilizar  teoría  de códigos  lineales  para  enviar  la información 
puede  suponerse  que  si no han  ocurrido  demasiados  errores y la  palabra 
recibida no pertenece  al  código  entonces basta con compararla con cada  una 
de  las  palabras  de  este y la  que  más se  asemeje  debe ser  el  mensaje  enviado. 
Formalizando esta idea  se  enuncia la siguiente 

Definición 2.8 Si ti es  una palabm  recibida y C es  una  palabm  codificada 
tal que d = d(c, ií) es  mínima  entonces  d  es  llamada mínima distancia  de 
decodificacihn. 

Teorema 2.6 [45; 2031 Sea C un código lineal  con  matriz  de  chequeo de 
paridad H. La dirtancia  minima  de  dewdificación  equivale  a  decodificar  una 
palabm  recibida Z como  una  palabm e = 3 - h. donde ¿i es  una  palabm de 
peso  mínimo  en  la  clase 3 i- C del  espacio  cociente F:/C, o dicho  de  otra 
manera, ü es  una  palabra  de menor  peso  con el mismo síndrome que 3. 

Demostración: Supongamos  que  la  palabra 3 es  recibida.  Debemos de 
decodificar 2 como  una  palabra F E C tal  que ü = Z - F tiene el  menor  peso; 
esto es,  debemos  de decodificar Z como  la  palabra = Z - ¿i E C, donde ü es 
de peso mínimo  en 3 + C. O 
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A continuaci6n  se  describe el proceso de decodificación, uiilizbn:.lc, el c a -  
cepto  de  síndrome,  descrito  en  el  teorema  anterior;  se  construye el asi liarnado 
arreglo esthdard de C (cf. [34; 161, [45; 2031) 

En el primer renglón aparecen los elementos de C. E,l i-6simo  renglón  es 
la clase üi + C, donde üi es una palabra  de peso  mínimo  que no se  encuentra 
en  ninguno  de los renglones  superiores  del  arreglo.  El  proceso es continuado 
hasta  que  no hay más  palabras (z, E Fr que elegir. 

Por lo anteric;rmente  mostrado, si dos palabras  se  encuentran  en el mismo 
renglon  del  arreglo  entonces  tienen el mismo'síndrome y viceversa. 

A las palabras 0,  ÜI, ..., a, se les conoce  como dirigentes o lideres de 
clase. 

He aquí la importancia  de  haber  construido  así el arreglo: 
Supóngase  que  una  palabra 2 es recibida y se encuentra  en  la j-ésima columna 
del  arreglo  est,ándard,  entonces 3 = cj + Ü, para  algún i donde üi tiene peso 
mínimo  en 3 + C. La  palabra  recibida es decodificada  como C j ,  esto  es, 
como la palabra codificada en la parte  superior  de Ia columna que contiene 
a 5.  

Ya que  cada renglón  es una clase, todos los miembros de  un mismo renglón 
comparten el  mismo  síndrome. Así, basta con tener  la  tabla  de los líderes 
de  clase y sus respectivos  síndromes para el proceso de decodificación. En 
efecto  si,  por  ejemplo;  la  palabra Z es  recibida  calculamos su sindrome y es 
decodificada corno C = Z - &, donde a, es el líder de clase con el mismo 
síndrome  que 3. 

Un  error en  la transmisión  será  corregido si y sólo si el error  corresponde 
a un  dirigente  de  clase. En efecto supóngase  que la palabra codificada C 
es  enviada  pero  se recibe la palabra 2 = C + E, donde I? es el , .&or de 
error.  Cuando  es  un  dirigente  de  clase decodificaremos Z correctamente 
corno 3 - E = C. Pero si e no es  un  dirigente  de clase, entonc.es debe de 
estar  en,  digamos, el j-ésimo renglón  del  arreglo estándard. y la palabra 
recibida será decodificada  como 3 - ¿ij que es distinta  de :? - e = C. lo cual 
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es  incorrecto, así pues si d es la distancia m'nima del c6digo entonces  todas 
las  palabras codificadas de  peso menor o igual a [[(d - l)/2]] deben  aparecer 
como dirigentes de  clase en nuestro arreglo. 

Ejemplo 2.6 A continuación se listan las clases del código C con matriz 
generadora 

G = ( '  O 1 0 0  o ' )  

El arreglo estándard  resulta entonces: 

Una  matriz de chequeo de paridad es 

Con esta podemos crear una tabla de líderes de clase y sus síndromes, por 
ejemplo ( l , O ,  l,O)Ht = (1, l), así 

Líderes de clase Síndrome 
(O,  0,010) (0,  0) 
( L O ,  o,  0) (07 1) 
(O,  o,  1,O) (11 0) 
(1, o,  1, oi (1,1> 

Para decodificar una palabra  recibida, digamos 3 = (l.  1.1. O ) .  calculamos su 
síndrome (1, 1 , 1 , O) . Ht = (1,l) : y de acuerdo a la tabla de síndrome el líder 
de  clase es ¿ii = (1, O, 1 , O ) ,  así que decodificamos 3 como 
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2.3 Coeficientes binomiales gaussianos 
Definición 2.9 Sea b un  número  real distinto de la unidad. Para cada enteru 

no negativo k se  define  el coeficiente binomial gaussiano b-ario 

como 

!;lb = 

" 
" 

El  principal  interés  de  estudiar  estas  cantidades  es  la  información que 
nos dan  sobre  ciert~as  geometrías  finitas, como veremos m& tarde. Los coe- 
ficientes  binomiales  gaussianos  tienen  varias  propiedades  similares a las de 
los coeficientes binomiales  comunes  (cf. [34; 4441) pero en el desarrollo  del 
presente  trabajo  bastará  con  la  que  se  enuncia  en el teorema  siguiente. 

Teorema 2.7 [34; 4441 El número  de [n, k]  códigos  lineales q-arios distintos 
r l  

es el coeficiente bin,omial geussiano q-ario 1 ; 1 ,  
Demostraci6n: Ya que  un código  lineal  es un espacio  vectorial el nilmero 

de códigos de longit,ud n y dimensión k es  el  número de  formas de elegir k 
vectores  linealmente  iudependientes  dividido  por el nhnero de bases clue 
generan  un mismo espacio  de dimensión k .  

El número de formas de elegir k vectores  linealmente  independientes es 
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Esto es  claro  notando que el primer factor  cuenta las formas de elegir un vec- 
tor no cero, ii, en un espacio  vectorial  de dimensión n ,  digamos U. El  segundo 
factor  cuenta l a s  formas  de elegir un vector  en Cr - (u),  y así sucesivamente. 

El número de  bases en un subespacio de  dimensión k es, por un razona- 
miento  análogo al anterior 

(qk - l)(qk - q )  - - (qk  - q k - l ) ,  

por Io tanto el número de [n, k]  códigos lineales distintos es 

(q, - l)(qn - q) - * (Q" - q k - 1 )  

(qk  - l)(qk - q)  * * (qk  - gk-1) 
= [ ; I  4 . o  

2.4 El polinomio enumerados de peso 

Si (x es un elemento de K = Fqn su traza, relativa al subcampo F = F,, se 
define como 

TrK/F(a) = o + (x9 + aq2 + . + (xq*". 

Sea V = F; junto con el producto interior estándard Z - = E;" ~ciyi,  
donde Z = ( 5 1 , .  . . , zn) y ij = (yl,. . . ,y,). Para toda función f de V en  un 
anillo  conmutativo R, la transformada de Hadamard f : V -+ R, de f se 
define como 

f"(73) = (-l)"'"f(G). 
Ü E V  

Lema 2.1 [5;66] Sea C un código  binario,  con  la  notación  anterior, 

c m =I c I f(% 
ü€e ÜECL 

donde C' es  el  código dual a C. 

Demostración: De la definición de la transformación de Hadamard se 
sigue que 
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Si a E C' entonces Ü = O y la  suma  interior  es 1 C 1 . Pero si E un  vector 
no en C" entonces Ü . Ü toma los  valores O 5: 1. el mismo mimero de veces a 
medida  que U varía  sobre C (ya  que el conjuflto  de vectores U de C para los 
cuales ü i? = O es un  subgrupo  de C de  ínaice 2) y por lo tanto la suma 
interior  es  cero. U 

Ahora  se  pretende  generalizar est,e resultado a un  campo finito arbitrario. 
El (-1) en I s  definición de  la  transformaciiin  de  Hadamard,  que es una  raíz 
cuadrada  de 1, debe  de  ser  reemplazado  por  una raiz pésima de la unidad, 
para un  primo  adecuado p. Supóngase  que el anillo  conmutativo R contiene 
tal  raíz  pésima  de  la  unidad y sustitúyase el producto  interior por la función 
traza.  La  prueba  de  la  siguiente proposición  es  esencialmente la misma que 
la  del  lema  anterior,  tan sólo debe  de  notarse que la función u I-+ Tr(.a.  V), fi 
no en C' es un funcional  F,-lineal que  torna  cada valor de F, con la  misma 
frecuencia, a saber, q"/p, donde ü E Ft. 

Proposición 2.6 [5; 1671 Sea R como  antes. con E R una raiz p-&ma 
primitiva de la  unidad, y supdngase que C es cualquier  código lined sobre 
F,, donde q es una  potencia  de p. Sean Tr la trcm de F, s o b e  F, y V = FY. 
Para  cada  función f de V e z  R se  define f por 

ÜEV 

Entonces 

Definición 2.10 Sea C un código  lined sobre F,. Entonces  el polinomio 
enumerador de peso de C es 

Es  claro  que el coeficiente de xi es el número  de  palabras codificadas 
peso i? y si C tiene  longitud n y existen A, palabras codifiadas de peso i 
C ent,onces 

n 
WC(X) = Airi.  

O 

de 
en 
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También  son  frecuentes l a s  siguientes formas del  polinomio  enumerador 
de  peso 

n 

W c ( w )  = c Y zPs(c) n-Ps(e) = Aiziyn-i. 
u 

EEC O 

Al conjunto  de los Ai no  cero  se le denomina distribución de peso del 
código. 

En  general es difícil calcular los  enumeradores de peso para un  código 
arbitrario,  por  ejemplo los enumeradores  de peso de los códigos  asociados 
a planos  proyectivos de  órdenes 2 , 3  y 4 pueden  determinarse  directamente, 
pero  para los planos  de  órdenes 5 y 7 aún no  han  sido  determinados, el del 
plano de orden 8 ya ha sido  calculado (cf. [5; 821). Por  fortuna  existe  una 
manera  de  calcular el  polinomio  enumerador de peso del código dual  de  un 
código  lineal si se  conoce la  distribución  de peso de dicho código 

Teorema 2.9 [S; 831 (MacWilliams) Los polinomios  enumeradores  de  peso 
de un código lineal q-ario C y su dual, C' están  relacionados por la siguiente 
ecuación 1 

WC'(W/3/ )  = ---w7(?4 - x ,y  + ( 4  - 1)x). 
IC1 

Demostración: Sea R el anillo  de polinomios en x y y sobre los números 
complejos (o  cualquier  campo  con  una  raíz  pésima  primitiva de la unidad), 
y sea q una  potencia  de p. Para cualquier  vector ü del espacio V, en el cual 
C está  inmerso,  sea 

f(@) = ;cPs(3 "46) Y 
Definase la función w de F = F, en Z de  la  siguiente  manera: 

~ ( 0 )  = O ,  w(a) = 1, para a distinto  de  cero, 

entonces,  para ü = (q, . . . , u,) se cumple ps(ü) = E; w(Vi) -  Con  la  notación 
de  la proposición anterior  se  tiene 

f ^ ( i i )  = E x  y p s ( c )  n"ps(6) Tr(ü.Pj u 
PEV 

y, en  términos  de la función w, esto puede  escribirse como 
1 x w ( ~ ~ ) + ~ . . + ~ ( ~ n )  (I-w(v~))+. ..+(I-w(v,)) Tr(~yV~+...+unvn) 

Y LL: 
V I ,  ..., vn€F 
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o bien  como 
n 

P"I 

Y - ~ ( - C W i - 1 ) = y - z + - ( 1 + w +  4! . . . + w p - ) = y - r c ,  1 
P ;=o P 

De ahí  que 
f ( 6 )  = (y - x) PS(ii) (y + (q - l)Z)"), 

y por la proposición anterior se tiene el resultado  deseado. m 
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3 Códigos ciclicos 

Los códigos  cíclicos  fueron  descubiertos  por E. Prange  en 1957, y aparecen 
descritos por  primera vez en  la referencia  [39]. 

3.1 Generalidades 
Definición 3.1 Se dice que un [n, IC,  d] código  lineal sobre F, es cíclico si 
cualquier  corrimiento  cicliw de una palabra  codificada sigue estando  en el 
código; esto es, sa (cg , c1, . . . , cn-1 )  E C implica que ( & - I ,  cg, . . . , ~ - 2 )  E C. 

En lo que  resta  de  este  trabajo  un vector se  denotará como una rt-ada 
o bien  como una  cadena,  por  ejemplo el  vector (1,3, O ,  l), sobre el campo 
adecuado y en  la  base  elegida,  también se dentotará  como 1301. 

De aquí  en  adelante  denotaremos al elemento amZm+a,-1Zrn-l+. . . alx+ 
%+ (xn - 1) del  anillo  cociente F,[a;]/(zn - 1) como &xrn + u , - ~ P - ~  f .  -+ 
alx + ao. (Se supone  que  este  último polinomio  ya ha sido  reducido  módulo 
xn - 1). 

La  función 
$ FY "-+ R, = F,[Ic]/(z~ - 1> 

(Q, a l ) .  . , an-1) ++ a0 + + * * * Qn-1 p - 1  

es un isomorfismo de F,-espacios  vectoriales  con  la  siguiente  propiedad: 

Proposición 3.1 [34; 1891 Un [n, IC,  (tl código lineal q-ario C es cíclico si y 
sólo si $(C) es un ideal de R,,. 

Demostración:  Supóngase  que el  código C es cíclico. Obviamente 
$(C) es un  grupo  aditivo  abeliano.  Sea a0 + a lx  + - * + Un-1Zn-' E $(C)  
entonces su imagen inversa bajo $ es (ao, al ,  . . . , an-1) E C, de ahí que 
(un-l, m, al, . . . , an-2) también  está  en C y  la  imágen  de  este  último es 

prueba  la  primera  parte  de  la proposición  ya  que  pedir  la cerradura  de $(C) 
bajo  la multiplicación por los  polinomios  en R.,, es equivalente a pedir su 
cerradura  bajo  la  multiplicación  por escalara y la  indeterminada. 

a,-1 + aox + a1z2 + * .  + an4xn-l = z(a0 + a1z + * + Un-lZ"). Esto 
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Inversamente  supóngase  ahora  que r.(,C) es !In ideal  de h. Si la n-ad.-t 
(ao, a l , .  . . , an-l) está  en C entonces 

y x(ao -+ allc + + xn-l ) = anPl r cox + aix2 + . . . + an-2xnP2 E +(C) 
por lo que  la  imagen  inversa  de  este  liltirno,  que es (%-I ,  ao, . . . , un-*), está 
en C. 0 

Para  cada  polinomio f(x) E F,[x] el ideal  generado  por f(z) se denotará 
como (f(z)). 

Antes  de seguir adelante  detengámonos  un  momento  para  recordar al- 
gunos  resultados  de  Algebra: (para su prueba  pueden  consultarse [8], [ 171, [32], 

1.-Denotemos por K un  campo  arbitrario. Si I es un ideal  de K[x], 
entonces el anillo  cociente K[z]/I es  un  dominio  de  ideales  principales. 

2.-Existe una  correspondencia biyect,iva entre los ideales de Kjz]/l y los 
idealcs de K[z] que contiene11 a I, dada por J ti J / I ,  donde J es un ideal de 
K[z] que  contiene a I .  Además  esta  correspondencia preserva la contención 
de ideales. 

3.-En particular si I = (f(x)) entonces los ideaies de K[z]/I son ( f t ( x ) > ,  
donde los polinomios fi(x) son  los divisors de f(x) en el anillo Kjx]. 

-$.-El polinomio minimal  de cy E FqrL sobre F, es 

[341, [351 Y 1451) 

donde d es  el menor  entero positivo para el cual c r Q d  = a. 

Enseguida  se  describe un  método  para  factorizar el  polinomo zn - 1 sobre 
F, (cf. j13; 591, [45; 3101). Como veremos. cc noc 'r esto nos permite  determi- 
nar  todos los códigos cíclicos. En  primer  iugar  puede  suponerse  que n y q 
son primos  relativos,  pues  si 2 = kq entonces xn - 1 = (xk - 1 ) q .  Deris;ando 
x* - 1 obtenemm nxn-l el cual es primC2 relativ" a xGn - 1 pues (n ,q )  = 1, 
por lo tanto  todos los ceros de zn - 1 son  distintos. 

Si F q d  es el campo  de descomposición para xn -- 1 sobre F,, entonces d 
es el rnenor entero positivo para el cual qd = 1 (7120d nj. A tal  entero d se le 
llama el orden de q módulo n y se denota  por O n ( q ) .  
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Sean d = on(q) y 0 un  elemento  primitivo  de F,d  (es  decir 0 es  un  elemento 
generador  del  grupo  mdtiplicativo F y d  - (O}), entonces i~ = j?(Fd")/n es  una 
raíz n-ésima  primitiva  de la unidad  en el mismo  campo. Por lo tanto  las 
raices de xn - 1 son 

1,w,úJ2,. . . , &)R- 1 

La factorización de xn - 1 resulta  entonces el mínimo  común  múltiplo  de los 
polinomia minimales de  estos  elementos. Si para i = O, . . . , n - 1 denotamos 
por rni(z) el  polinomio minimal  para ui entonces 

donde d es el menor entero  positivo para el cual iqd = i (mod n). Definase la 
i-ésima clase ciclotómica para q módulo n como 

por lo tanto si i E C k  entonces m,i(x) = nj,,,(;c - w') 

u11 Único polinomio. 
Ya que  todo  ideal  en R, es  principal,  todo código cíclico es  generado por 

Podemos ahora enunciar el primer  resultado  de  esta sección. 

Teorema 3.1 [34; 1901 Sea C un código  ciclico  de longitud n sobre F,  ( o  sea 
un  ideal  de a). 

a) Existe un  Único polinomio rno'72ico de grado minimal g(x), tal que 
(g(x))  = C, el  cual es llamado  el polinomio generador para C .  

b) g(x) divide a xn - 1 en F,[x]. 
c) Si g(x) es de grado r, todo C(X)  E C puede ser  escrito  de  manera zínicu 

como c(z) = f(z)g(z) en F,[x], donde f ( r )  E Fq[x] es de grado menor que 
n - T. En otras  palabras el  mensaje f(z) se codzfica como f(x)g(z).  Adem& 
dim(C) = n - T. 

d) Si g ( s )  = go + g l z  + - - + grx', la  matriz  generadora  del  código es 
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o bien usando la nota.cidn obvil: 

donde las entradas en blanco de Ea matriz son ceros. 

Demostración: El  primer  inciso es claro  pues el ccidigo C es  un  ideal  del 
dominio  de ideales  principales Rn. Para el segundo  inciso,  ya que F,[L] es  un 
dominio  euclideano,  escribamos,  en  este  anillo, S"-1 = q(z)g(z )+r(x) ,  donde 
el grado  de ~ ( z )  < T.  Pero  en  esto significa que r ( x )  = -q(z )h(x)  E C, lo 
cual no es  posible a menos que .(x) = O. 

Ahora sólo resta  probar  c) y d): De (a) vemos que si .(x) E C tiene 
grado < n, entonces es de  la  forma q(z)g(x) en R,, así que .(x) = q(x)g(x)  -+ 
e(z)(P - 1) = [q(z) + e(z )h(z ) ]g (~ j  = f ( x ) g ( x )  en Fg[x], donde S(.) es un 
polinomio  de  grado 5 n, - T - 1. De ahí que el código  consiste  de  milltiplos 
de g(z)  por polinomios de  grado 5; n - r - 1, cn Fq[x]. Los polinomios 

código tiene dimensión n - r. 0 

Ejemplo 3.1 El código cíclico con polin.omic gerrerdor x2 + 1 s o h e  el arlillo 
Rq = F2[x]/(z4 - 1). corno puede  comprobarse  por  simple c,álculo es 

g ( x ) , x g ( z ) ,  .... xn-r-l g(z) son 1;nealmc:nte independientes,  por lo tanto el 

c = { o ,  x2 + 1,x3 + 2 , X 3  + er:? t X + 1) = {OOOO. 0101, IOIO, 1111). 

Ejemplo 3.2 Analicemos el código cíclico C con polinornio  generador (l+-s> 
en R3 = F2[x]/(z3 - 1). C e.; de  dimensih 2,  y consta de las palabras 

c = {O ,  1 + X , X  J- x',  1 + z'} = {000,110.101,011). 

Ya que 1 + x2 = (1 + x)2  se da la contención (1 + x') L (1 + x). Sin  embargo 
debemosnotarquex(l+z2)  = z + 1 ,  (l+z)(l+.?) = x + s 2 ,  x2( l+z2)  = 
;c2 + x ,  (1 t- z2)2 = 1 -1- x y por  último (1 + x + .r')(l 4- x 2 )  = O. Esto l o  
que significa es  que C: es  genertdo  por  otro  polinomio  aparte del polinomio 
generador, a saber 1 + x2. 

El ejemplo anterior nos lleva naturalmente a la pregunta tie culindo  un 
polinomio es generador para un código ciclico {esto es un polinorno rnónico 
de  grado mínimo en Rn que  genere al  código). la respuesta  la da cl 



Teorema 3.2 [45;323] Un polinomio  mdnico p(x) E R, es un polinomio 
genemdor  para un código  cíclico C' si 9 sólo si p(x) divide a xT2 - 1. 

Demostración: Sea x" - 1 = q(x)p(x) + r (x)  con grad(r(x)) < T .  En- 
tonces q(z)p(z) = -r(z)  mod(z" - 1>, esto es ~ ( z )  E C lo cual  sólo es posible 
si ~ ( x )  = O.  

Recíprocamente,  supóngase  que p(z) divide a x" - 1, y que g(s) es  un 
polinomio  generador  para el  código (p(x)). Supóngase  además  que p(x) y 
g(x)  son  distintos,  en  particular  esto significa que el grado  de p(x) es mayor 
que el de g(z). Por hipótesis  existe un  polinomio f(x) tal  que x" - 1 = 
p(z)f(x),  además  también existe  un  polinomio h(x) tal que g(x) = h(x)p(x) 
rnod(s" - 1). Así que 

f(x)g(x) = h(z)p(x)f(x) = h(x)(zn - 1) = O, mod(z" - 1) 

pero  grad(g(z)f(z))  <grad(p(z)f(z)) = n, por lo que g(x)f(x) = O ;  ya  que 
esto no es posible, se concluye que p(x) = g(x). O 

Supóngase  que x"- 1 = ni mi (x), donde los rni(x) son polinomios  mónicos 
irreducibles  sobre F,. Para  cada  cero,  digamos CY, de  un mi(Z) en un  campo 
de  extensión  de F,, mi(x) es  el polinomio  minimal  de  dicho  cero  sobre F,, y 
para f(x) E F,[x], se  tiene  que f(a) = O si y sólo si f(x) = q(x)mi(x) ,  pa.ra 
algún  polinomio q(x) E F,[xj. 

En  particular  cuando f ( z )  E I%, entonces f ( a )  = O si y sólo si f(x) E 
(mi (x)) (aquí  pensamos al polinomio f(s) reducido  módulo x" - 1 no como 
una clase lateral). Se ha probado  el  siguiente 

Teorema 3.3 [45;327] Sea g(x) = ql(x) - qt(x) el producto  de t factores 
irreducibles  de X" - 1, y sea al,  ,au el conjunto  de tus raices  de g(x)  en 
el campo  de  descomposición de xn - 1 sobre F,. Entonces 

( 9 ( 4  = {f(x) E R, : f ( W )  = O! f(%J = o )  
Ademús si  es una  raíz de qi(z) pura i = 1, ..., t  entonces 

Definición 3.2 Las  raices  del  polinomio  genemdor  de un código  cicliw  de 
longitud n son  llamadas ceros del código, todas  las  otras  raices de x" - 1 
son Z1amadu.s no ceros del códiga 
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Sup6ngase  que a1 , ..., a, son raices  n--ésimas de ¡a unidad,  en el campo 
de extensicin F,p. s i  f(x) = fizj es un elemento  en Rn entonces CY, es un 
cero  de f si y sólo si Cj jj ' a$ = O. 

Por  otra  parte F q d  es un  espacio vectorial  de dimensión d sobre F,, así 
que  cada  una de las pot,encias a{ pueden  escribirse  conlo un vector  colurnna 
[4] de longihd d sobre I?,. Además  como fj E F,, se tiene [fj 9 o<] = f 3  . [$I 
de  ahí  qxe 

j 

si se  definen 

H =  

- 
y f = (fO, fl) . . . , fn-l) ent'onces  CY;) = O ,  para i = 1, . . . , u si y sólo si 
H f i  = O. Por lo tanto el conjunto  de n-adas f = ( s a ,  f l )  . . . ) fn-l), tales  que 
fi.? E Rn tiene  a al, . . . , au como  ceros es un  espario  vectorial  (el núcleo 

de H ) ,  de  ahí  que H es una  matriz  de  chequeo  de  paridad  para tal espacio 
vectorial, el cual  por definición es un código  lineal.  Est,a  es la manera  de 
recuperar una. matriz  de chequeo de  paridad  de  un código cíclico conociendo 
los ceros de código. 

- 

3.2 Polinomio de chequeo de  paridad 

Ya sabemos  que si g(x) es el polinomio  generador de un código ciclico C 
entonces est.e polinomio  divide a x" - 1, por lo tanto es !In polinomio, di- 
gamos h (x) = ho + h~lx +. . . hkxk. Este  es el llamado polinomio de chequeo 
de paridad de C. 

Supbngase que c(.T) = c::~~ c,xi E C: esto es C(Z) = f(Xjg@) para algún 
elemento f ( x )  E &; entonces 

cix)h(z) = f ( n ) g j s ) h ( s )  = f ( z ) ( P  - I )  = O .  en h. 
Por  otra  park el coeficiente de x* en  este  product:: es 

n-1  

Ghj-,  = O. j = 0, 1 . .  . . . r l  - 1. 
i=O 



cada  una  de estas relaciones  es  conocida  como  ecuacióu de chequeo de  paridad 
del código. Si 

de l a s  ecuaciones  anteriores,  para  que c = (cg, . . . , G - ~ )  E C es  suficiente 
que HE' = O. Es m&, esta condición también  necesaria  ya  que 10s ren- 
glones de H son  linealmente  independientes,  (en  efecto  pues así lo son 10s 
polinomim h(x), xh(x ) ,  . . . , xn+-l h(x)), y IC = grad(h(x)) = n- grad(g(x))) 
la  dimensión  de C. Por lo tanto H es  una  matriz,  de  chequeo  de  paridad para 
C. 

Ejemplo 3.3 Considérese el código cíclico sobre F2 con  polinomio  genera- 
dor x3 + x2 + l E R7 = F2[x]/(x7 - l)? (como se verá  más  tarde  este  es  un 
código  binario  de  Hamming). El polinomio de chequeo de  paridad  de  este 
código  es (x - l)(s3 + x + 1) = x4 + x3 +- x2 + 1, por lo tanto 

o 0 1 1 1 0 1  

1 1 1 0 1 0 0  

es  una  matriz  de chequeo de  paridad  para el código. 

A partir del  razonamient,o  precedente podemos  deducir  inmediatamente 
que  para un  c6digo la propiedad  de  ser cíclico es  invariante  bajo  ortogonali- 
dad,  en efecto 

Teorema 3.4 [45; 1961 Sea C un código  cíclico con polinomio  de  chequeo 
de  paridad h(x), y sea h k  el coeficente líder  de h ( x ) .  Entonces el código 
dual C" es equivalente al código  cíclico con polinomio genemdor gl(x) = 
h-lxpTd(h(z))h(x-l). k 
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se  obtiene  de la matriz If definida al principio de la sección  por una  per- 
mutación  de  sus  columnas. (Recuérdese clue l a  matriz €€ e:; unil matriz 
generadora  para C"). 0 

Ejemplo 3.4 El polinornio  generador para el cGdigo del ejemplo  ant,erior es 

g y x )  = xy5-4 " + x-2 + 1) = 1 + x + x2 + LC4. 

3.3 Polinomios de Mattson-Solomon 
E,sta sección está basada en [45; 3421 por lo que se omiten las referencias de  
cada  resultado.  Sea w una raiz n-ésima primitiva, de la unidad  sobre F,. Un 
polinomio de Mattson-Solomon p - ( x )  es un  polinomio  asociado a otro 
polinomio p(z) E R, de la siguiente manera: 

n- 1 

p m s ( x )  = p ( w - i ) z i  = p ( 1 )  + p ( w - l ) z  + p(LK2)z2 + . . + p(i. - - ( ~ ¿ - l ) ) ~ n - I .  
i=O 

Los polinomios de Matson-Solomon también  pueden ser escritos  como 
n-1 n 

i=O i = I  
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lo que  puede  escribirse matricidmente como 

El  siguiente  resultado  muestra  la  forma  de  recuperar  un  polinomio a partir 
de  su  polinomio  de  Mattson-Solomon. 

Teorema 3.5 Si p(x)  es un polinomio en R, entonces 

Demostración: En primer  lugar  se  probará que w-j(k"i) = nSk-g, 
para k = i ,  i + 1, . . . , i + n - I ,  donde Si,j es la  función delta de Kronecker. 
En efecto,  si k - i = O entonces E:.: 1-j = n = n&,o, por otra  parte  si 
I IC-i I >  O entonces k - i  < n esto es wk-i no  es 1 por 10 tanto w-(k-i)j = 
l;Fu-;;;;;;n = 0. 

Ahora  si p(s) = Cpix* entonces 

aplicando  el  resultado  antes  obtenido 

Así pues 

Y el polinomio p(s) viene dado como 
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Sea $1 : I?: -+ R, la función  definida  en la p;igina 26, se define el peso 
de p(x) E & como el peso  de $" (~(x)). Los siguient'es corolarios slues- 
t,ran  algunas  aplicaciones  de los polinomia  de  Mattsm-Solomon. Ya que los 
primeros  dos  son  inmediatos del teorema  anterior no se da  su  prueba. 

Corolario 3.1 El peso de p(x) E R, es igual a n. - S ,  donde S es  el n.rirneru 
de  ceros  de pms entre  las  raices  n-ésimas  de In unidad. 

Corolario 3.2 El peso de p(z) E R, es 2 n-grud(p,,(z)). 

Corolario 3.3 (La cota BCH) Sea w una  raíz  n-&sima  primitiva  de 1s m i -  
dud sobre F,. Sea C un cn'digo cíclico  en R,, cuyo p o h o m i o  generador g(x )  
es  el  polinomio  rnóniw  de  menor grado sobre F ,  que tiene  a los elementos 

L d b %  W b + l ,  . . . , wb+6-2 

entre sw ceros,  donde b 2 1 y b + S - 1 < n. Entonces C tiene  distancia 
mínima al menos S. 

Demostracidn: Sean d = E - 1 y c(z) E C. Ya que g(x)  divide a c[z)> se 
tiene c(w*) = O para i = b: . . . . b + d - 1. De ahí  que crLs(x) = Cyzl c ( ( u ' ~ ) ~ ~ ~ ~ ~  
es igual a 

Denotando  por p(z) al polinomio entre corchetes por q(rj a l  polinomio 
entre llaves, entonces la igualdad  anterior ,mede ser escrita como 

Esta ecuacicin muestra  que LU* es una raíz de h.9 si y sGlo si es una raíz del 
polinomio p(x)  + q(z), el cual tiene  grado T (  - d - 1 pues b+d - 1 < n implica 
que b - 2 < .n - d - 1. Luego cms(x) no tiene más de n - d - 1 raices  entre 
las rakes n-esimas de la unidad. y por el corolario anterior el peso de .(x) es 
al menos n - (n  - d - 1) = d + 1. U 
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Este corolario muestra  como  puede  obtenerse  un código  con distancia 
mínima  al  menos  una  cantidad  predeterminada S, dando  su polinomio  gene- 
rador  con S - 1 ceros  consecutivos, o sea  potencias consecutivas de  una  raíz 
n-ésima de la unidad.  El  corolario  puede  ser generalizado  como  sigue. 

Teorema 3.6 Sea ;r una ruix n-&ima de la unidad. Sea C un código  cíclico 
en R,,, cuyo  polinomio  genemdorg(x)  es  el  polinomio  mónico de menor  grado 
que contiene a los S - 1 elelnmtos 

w :w ,..., b b f t  ub+(6-2)r 

entre SUS ceros,  donde (r, n) = 1, b 2 1 y b + (S - 2)r < n. Entonces C tiene 
distancia  minima al menos S. 

Demostración: Sea p = w', (T ,  n) = 1. Entonces /3 es una raíz  n-ésima 
de  la  unidad,  por lo tanto wb = Pt para  algún  entero t, y  el  código tiene ceros 
p ,  p+1, . . . , , esto  reduce el problema  al corolario anterior. O 

3.4 Códigos de Hamming 
Estos códigos  fueron  descubiertos por Marcel  Golay  en 1949 (cf. [IS]), y 
generalizan a los códigos  binarios  descubiertos  por  Richard  Hamming (cf. 
[24]), por lo que llevan  el  nombre de  este  último. Se desea construir  un 
código  perfecto  (ver  definición 2.6) sobre el espacio Fi capaz  de corregir un 
error, lo cual nos ileva,  por el teorema 2.2, a pedir  distancia  mínima  tres. 
Para  esto  basta con que  la  matriz  de chequeo de  paridad del código  no tenga 
dos columnas  linealmente  dependientes. 

Definición 3.3 Dado un entero r 2 2, el código de Hamming 7-lT(q) 
sobre  el  campo F,, es el  código  q-ario que tiene una  matriz  de  chequeo de 
paridad de r por (q' - l ) / ( q  - 1) cugas colwmnas son representantes no cero 
de cada uno de los subespacios  de  dimensión 1 de Fqr, cada uno apareciendo 
una sola vex. 

En  particular  un código  binario  de  Hamming 'F1,(2) = ' H r  de  longi- 
tud n = 2' - 1: (r 2 2) tiene  como  matriz  de chequeo de  paridad H 
aquella cuyas columnas  son  todos los vectores  binarios no cero de longi- 
tud T ,  cada  uno  apareciendo  exactamente  una vez, es decir las  columnas 
de H son  precisamente los elementos de F$ - {O}. Claramente 3-1, es  un 
[n = 2' - 1, k = 2' - 1 - r,  d = 31 código.  En  general se  tiene el siguiente 
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Teorema 3.7 [5 ;  581 El cddigo q-ario X,(q) es un 

Q"1 q"1 ["- " r ,  31 q - l ' q - - l  

código perfecto, cawaz de corregir un enor 

Demostración: Ya que el número  de  subespacios  de Fi con  dimensión 
1 es n = (q' - l ) / ( q  - l), esta  es  precisamente la longitud  del código. Por 
otro  lado Fqr es de  grado r sobre F,, de  ahí  que  esta  es  la dimensión  del 
espacio columna  de H! esto es el rango de H es T ,  por lo que la dimensibn  del 
código es n - I-. Adem&  como  ningún par de columnas  de H son  linealmente 
dependientes la distancia  mínima  ciertamente no es 2, es más  si elegimos las 
columnas,  correspondientes a ü y ,ü, digamos, entonces  también  aparecerá  en 
H la columna  correspondiente a ü + V ,  por lo cual I s  distancia  mínima  de 
E q ( r )  es 3, de ahí que  corrija  un  error. 

El número  de  vectores de Fi cont.enidos las esferas de  radio 1 con centro 
en  cada  una  de l a s  palabras  codificadas  es,  por ser ajenas las esferas, 

p T ( l  + (Q - 1)n) = 4*"'(1+ (4' - 1)) = qn. 

esto  muestra  que el código es perfecto. CI 

Ejemplo  3.5 El [ 7 , 4 , 3 ]  código binario de Hamming 'RH3 tiene  matriz  de 
chequeo de  paridad 

0 0 0 1 1 1 1  
0 1 1 0 0 1 1 .  
1 0 1 0 1 0 1  1 

Nótese que si vernos a las columnas  de H como las expresiones  binarias de 
números  naturales las tenemos  ordenadas  naturalmente, o escribiéndola  en 
forma estándard 

H =  [ 1 0 1 1 0 1 0 .  

A continuaci6n se listan los mensajes w y su codificación respectiva  utilizando 
est,a última  matriz 

1 1 0 1 1 0 0  

o 1 1 1 0 0 1  1 
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F; l0OT 

1110 

1001001 
1000110 
0100101 
0010011 
o101010 
0011100 
11 10000 

'4 011.0 

1100 

1010101 
0110110 

0000000 ' O00 

1101100 
0001111 
0111001 
1011010 

1111111 111 

1100011 I 
Figura 1. El código ?ís. 

Arreglando  las columnas  de  una  matriz  de chequeo de  paridad  de un 
código binario  de  Hamming  de  tal  forma  que  la  i-ésima  columna  sea  la ex- 
pansión  binaria  de i ,  decodificar un  mensaje  es  bastante sencillo. Por ejem- 
plo  si 5 es la  palabra  recibida,  primero  se  calcula  su  síndrome, si éste es O 
se decodifica como T ,  pero  si  no  es así entonces se supone  que  ha  ocurrido 
precisamente un  error  en la i-ésima  posición, donde i es la representación 
binaria del síndrome  de 3, y se decodifica esta  palabra como 3 + Ei, donde Ei 
es el  vector  con  un 1 en  la posición  i-ésima y cero  en las demás. 

Ejemplo 3.6 Sea F4 = { O ,  1 , w , w 2  = w + l}? entonces  el [5 ,3 ,3 ]  código de 
Hamming sobre F4 tiene matrix de chequeo de  paridad 

Teorema 3.8 [11;52],  [51;46] Todo código  binario de Hamming, K v ,  es c i  
cliw, y su polinomio  generador  es  el  polinomio  minimal  sobre F2 de un de -  
mento primitivo  de F 2 r  . 

Demostración: Sea a un  elemento  primitivo  de F P ~ .  Entonces los ele- 
mentos no cero de  este  campo  son 1 ,  CY, a2, . . . , , y utilizando el isomor- 
fismo canónico entre el  F2-espacio F; y el campo F 2 r .  cada  uno  de  estos ele- 
ment.os pueden ser  representados  como  r-tuplas  binarias no nulas.  Con  esta 
notación el código binario  de  Hamming 'H, tiene como matriz  de chequeo de 
paridad a: 

H =  CY, . . . , a2"2j , *  
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donde  cada,  entrada es reemplazada  por el vector  columna  binario  de  longitud 
r correspondiente.  Por otro lado  un  vector i? = ( c g ?  c1> .. ., %-I) E 'H,. si y sólo 
si HEt = O ,  esto es si y sólo si cioi = O, o lo que es lo mismo p ( a )  = O,  
donde p(sj = ~0 + q x  + . . . + %-lzn-'. Resumiendo, C E X,. si y sólo si  el 
polinomio  minimal, m ( x ) ,  de cy divide a p(x); asi que Xr consiste  de  todos los 
múltiplos  de rn(z>. Esto  prueba  que el código de  Hamming 'H, es un codigo 
cíclico con  polinomio  generador g(x )  = m ( z ) ;  el polirlomio minimal de un 
elemento  generador  del campo F2'. U 

Una consecuencia inmediata del teorema  anterior es el 

Corolario 3.4 La matriz genemdora para el  código  binario  de Hamming X,. 
es 

Ejemplo 3.7 La  factorizacidn  de x' -- 1, sobre F2, como  producto de poii- 
nomios  irreducibles es (x - 1)(x3 +x + l)(x3 -t x2+ I ) .  y ambos polinomios de 
grado  tres son un  polinornio minimal  para un elernento primitivo del grupo 
multiplicativo Fa3, como prlede comprobarse  directamente. Tomerrlos por 
ejemplo a s3 + x2 + 1. La matriz X = (1, o. 0 2 .  . . . , a6), con Q satisfacimtlo 
la relacidn o3 + cy2 + 1 = O ,  es la matriz  para un 17: 4 , 3 j  código binario de 
Hamming. H3 y puede  representarse como: 

i l O O 1 1 1 i )  1 0 0 1 1 1 0 1  
H =  O 1 0 0 1 1 1  

Además,  de  acuerdo ai corolario anterior. una matriz genctradora para este 
código es 

1 
1 

O 
1 
1 

1 
O 
1 

1 
O 



Para el caso q-ario el  código de  Hamming  también es cíclico, bajo  algunas 
condiciones. Más precisamente  se  enuncia el siguiente 

Teorema 3.9 [45; 3291 Si r y q - 1 son primos relativos y n = q-) 
q"l entonces 

el  código  q-ario de Hamming 7fr (q )  es equivalente a un código  ctclico. 

Demostración Sea S el  orden  de q módulo n. Entonces F,s es  el campo 
de descomposición para xn - 1, y es  el  menor  entero para el cual g-l I qs - 1. 
Pero 5 I Q" - 1 es  válido  si S = T ,  además como 

q"l 

T es precisamente el menor  entero  con  la  propiedad  deseada,  esto  es S = 
T. Sea ,O un  generador  del grupo F;r, además w = p(,"-l)/n = 8Q-l es 
una raíz  primitiva d: la unidad  sobre F,. Construyamos la matriz H = 
(uo w1 . . . un-1), cuyas  columnas  son  las  representaciones vectoriales de po- 
tencias  de w. Mostraremos  que  cualesquiera  dos  columnas  de H son  lineal- 
mente  independientes,  con lo cual  se  obtiene  que el  código  cíclicrcon  matriz 
de c,hequeo de  paridad H, digamos C, tiene  longitud n y dimensión k 2 n - T .  

Utililzando la cota  de  empaquetamiento  con esferas  (proposición  2.5),  obte- 
nemos inmediatamente  que k = n - r y d = 3, por lo cual el código C será 
equivalente a (q)  . 

Ya que q - 1 I 93 - 1 tenemos $ = (q - 1)aj + 1 para algún  entero aj .  Por 
otra  parte n = p'-1 = 1 + q + . - . qr-l así  que 

q-1 

r -1  

esto  es, (T ,  4 - 1) = 1 si y sólo si ( n ,  q - 1) = 1. 
Dos columnas  de H son  linealmente  dependientes si y sólo si una es un 

múlt,iplo  escalar de la otra, por lo tanto  las  columnas de H correspondientes a 
u' y wl son linealmente dependientes si y sólo si L-*" E Fi. Pero un elemento 
no cero está en F, si  y sólo si es raíz  del  polinomio zQ-~ - 1 ( c f. ~ 7 1 1 ,  por 
lo que l a s  columnas  correspondientes a wa y w j  son linealmente  dependientes 
si y sólo si w(*-j)(*-') = 1. Siendo u; una  raíz  n-ésima  primitiva  de la unidad 
esto  es equivalente a que ( i  - j )  ( q  - 1) z z .  O mod 71. Por lo mostrado  en el 
párrafo  anterior. (n, q - 1) = 1, de  ahí  que i = j .  0 

. .  
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3.4.1 El código simplex 

Los códigos duales  a los códigos binarios  de  Hamming ? f r  son  llamados 
códigos simplex y se  denotan  como E,. Ya que F i r  es un [aT - 1,2' - 1 - r]  
código: el código  simplex C, es un código  lineal de  longitud 2' - 1 y dimensión 
2' - 1 - (2' - 1 - T )  = T ,  además  una  matriz  de  chequeo  de  paridad  para Fir 

es una  matriz  generadora  para E,. 

Ejemplo 3.8 Una  matriz  de chequeo  de paridad  de 7-12, y por lo tanto  una 
matriz  generadora  para el c6digo simplex C2 es 

L.'=(1 o o )  
o 1 1  

y los  elementos  del  código  simplex C2 son 

OO@ 
o11 
101 . c2 = 

110 

Para C3 se tiene 

Por lo t,anto 

donde C: significa cambiar  cada 1 de C p  por O y viceversa. 

Generalizando  estos  ejemplos  se  obtiene el 

Teorema 3.10 [31,30j. [15;257] Sea X, el [ Y  - 1. r] código simplex. En- 
tonces 

1.- toda palabra en E,. excepto La cero. tiene  peso Y-'; por lo tanto C ,  
es un [aT - 1, T ,  cddzgo. 

2.- la  distancia Entre dos  palabras  distintas en C, es 2'-'. 
3.- E, es un código  cíclico. 

12 



Demostración: (1) La  prueba  es  por inducción sobre T. Si Gr es  la 
matriz  generadora  para Cr entonces 

Así el  código  simplex resulta  ser 

(2) Se  sigue inmediatamente  de  la  igualdad d(z ,  y)  = ps(3 - y)  = 
(3) Ya se ha visto  que,  para  un código, la propiedad  de  ser cíclico es 

invariante  bajo  dualidad. O 

La  parte (2) del teorema  anterior  explica el porqué  se les da el nombre 
de códigos  simplex a los códigos E,; la  raz6n  de  esto es porque l a s  palabras 
codificadas de  este código forman los vétrices  de  un  simplejo  regular. 

Al extender el código binario  de  Hamming  se  obtiene  un [ar, 2 r - 1 - ~ ,  41 
código,  el  cual  ahora  puede  detectar  dos  errores  aunque solo puede  corregir 
uno.  Cuando el número  de  errores  que  es posible detectar  excede al número 
de  errores  que  pueden corregirse  se  dice que la decodificación es incompleta.  

3.5 Códigos BCM 
Hemos  visto que los códigos de  Hamming son  códigos que  corrigen  un sólo 
error.  Existen códigos que  en  cierto  sentido  son generalizaciones de  estos 
y que son  capaces  de corregir t errores  que  ocurran  durante la transmisión, 
para un entero  dado t .  Estos  son los llamados códigos BCH, llamados así 
porque,  en el caso  binario, A. Hocquenghem los descubrió en 1959 (ver [28]), 
y R.C. Bose y D.K. Ray-Chaudhuri los descubrieron,  independientemente 
del  primero,  en  1960 (cf. [lo]). La  generalización al caso q-ario fue realizada 
por D.C. Gorenstein  y N. Zierler (cf. [19]). Los códigos de  Reed-Solomon, 
que son  un  caso particular  de aquellos,  fueron  descubiertos por I.S. Reed y 
G. Solomon  (cf. [42]). 

Ya hemos  visto que  un código cíclico puede  ser definido a través  de  sus 
ceros. Los códigos BCH son códigos cíclicos con  un conjunto especial de 
ceros,  más  precisamente 
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Definición 3.4 Sean w un raíz n-ésima primitiva de la ,unidad en F,, y g(x) 
el  polinomio  mónico de menor grado sobre F, que tiene los 6 - 1 elementos 

w , w , ...) b b+l wb+6-2 

en.tre sus ceros,  donde b 2 1 y 6 2 1. El código  cíclim  q-ario B,(n, 6, w ,  b) 
de longitud n, con  polinomio  generador g(x), es llamado código BCH con 
distancia designada S .  

Cuando b = 1 el código B,(n, S,w) = B,(n, 6 ) u ,  1)  es  llamado un código 
BCH en sentido limitado. Cuando w es un elemento primitivo  del  campo 
F,, o sea,  cuando n = qs -- 1 para algún entero S ,  el código BCH correspon- 
diente se dice primitivo. 

De la definición anterior se tiene  que el polinomio  generador  del  código 
BCH es 

g ( x )  = mcm{mb(x>, mb+l(x), . - . , m b + 6 - 2 ( x ) } ,  

donde mi(x) es el polinomio  minimal de u2 i = b? . . . , b + S - 2, y mcm 
significa tomar el minim0  común  múltiplo  de los polinomios del conjunto. 
Además los códigos  binarios BCH en  sent.ido limitado  son generalizacio- 
nes de los códigos de  Hamming. Hernos visto  que los códigos de   Hammin 
pueden  definirse  como  códigos cíclicos cuyo polinomio  generador es el poli- 
nornio móaico  de menor  grado  sobre F2 que  tiene  una  raíz n-ésima de la 
unidad  como  cero.  Por lo tanto, los códigos binarios  de  Hamming  son códigos 
BCN primitivos  en  sentido  limitado  de  distancia  designada 2. 

Teorema 3.11 [34;202] El código BCH q-ario B,(n.6: w,  b )  de longitud n y 
distancia  designada S tiene  parámetros 

dim(B,(n, s 1 w , b ) )  2 n - (6  - l)o,(q) 

(donde on(q), es el menor  entem positivo d para e l  cual qd G 1 (mod n))  y 
distancia mínima al menos 6. 

Demostración: La segunda afirmación no es 1116s que el teorema  de la 
cota BCW. Para el primer  enunciado  recuérdese  que c'1 campo  de  descompo- 
sición de xn - 1 sobre F, es de  grado S sobrc .este C X I ~ ~ O .  donde S = on(q ) ,  
y además grad(mi(z)) 5 S para  cada polinornio  minimal rn,(z), de  ahí que 
grad(s) = n-dimensión  del códigos s(6 - 1). Por lo tanto 

dim(B,(n, S, w;  b) )  = n - ( O  - 1)or2(q). O 
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Una  matriz de chequeo  de  paridad para  estos códigos es 

1 Wb I . .  

1 Wb+l  . . . LLI , ,(“)@+1) 

1 wbs.6-2 . .. 

donde cada  entrada wi es  sustituida  por el vector  columna [u*] en Fi co- 
rrespondiente, bajo el isomorfismo canónico  entre  este  espacio y el campo 

Los códigos cíclicos pueden considerarse como códigos BCN, como se 
hace en la siguiente definición. Esto permite  tener una cota inferior para la 
dist~ancia minima de  un  código ciclico: 

Fp . 

Definición 3.5 Un código cíclico de longitud n sobre F, es un código 13CI-I 
de  distancia  designada 6 tal que para algún .entero b 2 1. 

en otras palabras, g(x) es el polinomio móniw de menor grado sobre el campo 
F, que tiene  a wb,  wb+’,  . . . , w ~ + ~ - ~  como ceros. Asi ? = (cg;  . . . , G ~ - ~ )  est6 
en el código  si y sólo si c(wb) = c(w&‘I) = . - .  = C ( L ~  ) = O. donde b+6-2 

c(x) = Q + c1z + * .  * + h-15“ E &. 

Esto  es, el código tiene como ceros a 6 - 1 pot,encias  consecutivts de i;: 
por lo tanto su distancia mínima es mayor o igual que E. 

3.5.1 Códigos BCH binarios 

Ya que p y Pp tienen el  mismo  polinomio minimal cuando q = 2! el cual es 
m.~i(x) = ,mi(x), el grado de g(z) es reducido.  Supóngase  que h = 1 ,  entonces 
para todo E 2 1 los siguientes polinomios  son iguales: 
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mientras que del  segundo  polinomio  se  tiene b + 6 - 2 = 1 + 6 - 2 = 3~ - 1 , 
o sea 6 = 2 ~ .  De la igualdad  de los polinoxnios se concluye que 

&(TL,  2~ + 1 , ~ )  = &(n, 2+,vj. 

Esto lo que  significa es que  podemos  restringir  nuestra  atención a códigos 
BCH bina.rios  en sent.ido limitado  de dist.ancia  designada impar. 

El  polinomio gsjz) es el polinomio  generador de los código BCH con 
distancia  designada 2t o 2t + 1. Por  ot,ra  parte  grad(m&i(x)) 5 0n(2 ) ,  por lo 
tanto  grad(g(z)) 5 t0,(2), y la  dimensión  del código es  entonces 2 m-t0,(2). 
La matriz  de chequeo de  paridad  correspondiente es: 

donde  cada  entrada es reemplazada por la corresymndiente m-tilph.  Es 
m&, la segunda  columna  de H sólo requiere  contener LO', J 1 ,  d 2 ,  . . . donde 
1, L: , 22,  . . están  en  diferentes clases  ciclotómicas (consultar  página 27). . .  

Ejemplo 3.9 Considérese el código BCH binario de longitud 7 y distancia 
designada 3. Este código tiene como  polinomio  generador a: 

g(z) = rncm{ml(sj,m2(rrj) = mi(x ) .  

Supbngase  que el campo F8 es generado  por UI! con ;i3 +u2 + 1 = O. Entonces 
la matriz  generadora del código  es 

Haciendo las sustituciones  respectivas se tiene: 

H =  

' 1 0 0 1 1 1 0  
0 1 0 0 1 1 1  
0 0 1 1 1 0 1  
1 0 1 0 0 1 1  
1 ) 0 1 1 1 0 1  

\ O 1 1 1 0 1 0  I 



Sumando el primer  renglón  al  cuarto  se  obtiene el renglón número  cinco, así 
que  se  suprime  el  cuarto  renglón.  En esta nueva matrix, :se suman el segundo 
renglón y el sexto,  nuevamente  resultan  dos renglones iguales,  después  de 
descartar  uno  de ellos  es claro que la matriz  que  resulta  una  de chequeo 
de  paridad  de un [7! 4,3]  código  binario  de  Hamming. 

Ejemplo 3.10 Consideremos el código BCH binario  de  longihd 7, con S = 
5 y b = 1. Su polinomio  generador g(z) es el producto  de los polinomios 
minimales m1 (x) y nz3 (x), esto  es, g(z) = (x3 +x + 1) (x3 + x2 + I)  = x!=o x*. 
La  matriz  de chequeo de  paridad  correspondiente es 

o haciendo  las  sustituciones  respectivas 

H =  

1 0 0 1 1 1 0  
0 1 0 0 1 1 1  
0 0 1 1 1 0 1  
1 1 0 0 1 0 1  
0 0 1 0 1 1 1  
0 1 1 1 1 0 1  

Ejemplo 3.11. Las clases  ciclotdrnicas de 2 módulo 2.5 son: 

co = {O)! 

cs = ( 5 :  10,15. m}. 
C1 = {1,2,3,4,6,7,8,9,11,12,13,14,16,17, 18.13.21,22.23: 24}, 

Sea B = B2(25, 1, d) un  código BCH. Los ceros del código dual B" son 
los recíprocos de los no  ceros de B. Por lo tanto los ceros de B-" son: 
(w', w5, d o ,  u". ~3~'). Esto  muestra  que B' no es un código BCH. de ahí 
que el código dual  de  un código BCH no necesariamente es un código BCH. 

3.6 Códigos de Reed-Solomon 
Definición 3.6 Para cada  potencia  de un prim,o q ( 4  > 2), el código q-ario 
de Reed-Solomon, denotado RS. es el código BCH 4. longitud q - 1. 
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Como veremos más adelante,  la  propiedad  de  que su longit,ud sea precisa- 

Ya que las raices  del  polinomio X Q - ~  - I son  precisamente los elementos 
n:erlte q - 1 hace  que  los códigos RS sean  considerablemente  prácticos. 

110 cero del  campo  base F,! 

Y como iq i (mod q - 1) para  todo i ,  se sigue que m.i(z) = x - wi, con 
u: un  generador  del  grupo  multiplicativo FG. Por lo tanto un código RS de 
longitud q - 1 y distancia  designada 6 tiene polinomio  generador 

g p )  = ( x  - h )(. - Wb+*) f . . (x - d b t - 6 - 2 ) .  

Ejemplo 3.12 LLI = 2 es  un  elemento  primitivo tic: Fg, el código RS sobre 
Fs con b = 1, longitud 4 y distancia  designada 3 time poliuomio generacior 

g(z) = (x - 2)(x - - I ) @  - 3) = (x + 3)(. + l)(x + 2) .  

Y el código es 

La dimensibn  del  código RS’ es n - grad( y\.rjj = r~ - 6 t 1. dorlde R es 
la longitud del  código.  La  disrancia  minim? es. por la cota BCH. al menos 
6 = n-X-+ 1. Sin embargo  por la cota Siug!eton. proposición 2 .1 .  ia distancia 
mínima no puede  ser  mayor  que O >  y por io  tanto  aquella es exactamente 
n - k + I y los códigos RS son  distancia m6xima separables (VDS).  

Damos  ahora  dos  ejemplos de como  transformar un código P - a r i o  a otro 
sobre el campo  binario. En general  esta  transformación lleva códigos lineales 
a códigos  lineales, sin embargo no siempre Ilew códigos ciclicos a códigos 
cíclicos: de  este hecho sólo se conoce  un  ejempio: el cual  mostramos  como 
a;ldrece en [ G I  en  el  ejemplo 3.14. 

Ejemplo 3.13 Considérese el código [3.2.21 de Reed-Solomon sobre el cam- 
po Fq = {O.  1. w). & j 2 } .  donde &*’ - & + 1 = O. El polinomio  generador  de este 
c.ódigo es g(xi = z - LJ, por lo que el código es 

C = {q!!-’(p(s: (x - u ) )  : grad(p(2)) 5 1). 



donde $ : Fi ”+ R3 es la función  definida en la página 26 
Las palabras  de  este  código son: 

0 0 0  w 1 0  w‘ w o 1 u2 o 
l o w  w2 1 w W L V W  o w2 w 
LJ o w2 o 1 w2 1 ii w2 w2 w2 w2 

w2 o 1 1 1 1  O w l  iu’ w2 1 

La  pareja { 1, w}  es  una  base  de F4 sobre F2 y  bajo  esta base 

o t - t o o ,  1 I”+ 10, W H  01, LJ2 11: 

y el código puede  transformarse  en  un [3(2) ,  2(2)] código binario,  digamos C ,  
cuyas  palabras  resultan  ser: 

000000 011000 110100 101100 
100001 11 1001 0101o1 001101 
010011 O01011 100111 111111 
110010 101010 000110 011110 

Como puede verse esta  transformación no lleva un código cíclico en un 
código cíclico,  pues por  ejemplo  la  palabra 0110000 está  en C ,  pero O01100 
no. 

Ejemplo 3.14 Tomemos la base { 1, w ,  d }  de Fs sobre el campo F 2 .  Bajo 
esta  base  tenemos  la  siguienk  tabla, 

o t”+ O00 u2 t-t 101 H 011 
1 100 W3 ++ 110 w 6  H o01 

LJ k”+ 010 w4 H 111 

El polinomio 
g(z) = (x + w5)(x + w6) = & S 4  + LJX t x2 

es el generador  del [ 7 , 5 , 3 ]  código de Reed-Solomon sobre Fg. Este c6digo es 
transformado  en el [21,15,3] código BCH binario  con  polinomio  generador 

gfy) = m&/) = 1 + y + y’ + y4 -t y 6 .  

Este es el  Único ejemplo no trivial conocido de un código cíclico que  es trans- 
formado  de  esta  manera  en  un código cíclico. 
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En [45;372] se  describe  un  método  general  para  transformar un cGdigo 
[n, k ,  d] 2"-ario, para  algún  ent,ero m, en  un [nm, mk, 2 d] código binario. 

Teorema 3.12 [45;296] Sea C un [qm - 1: k. d] código RS! sobre FClj con 
polinomio genemdor 

g ( x )  = (x - u)(. - w ) . * .  (x - U d " ) .  2 

Entonces el código  extendido e es un [q", k ,  d -t 11 cddigo 

En ia pasada sección notamos  que el dual a un código BCN en general 
no es  un c6digo del  mismo  tipo.  Con los códigos de Reed-Solomon no sucede 
esto, como lo muestra el siguiente 

Teorema 3.13 El código dual a un cddigo  de Re~dSolomon es u.n cddigo 
de Reed-Solomon. 

Demostracidin: Sea LO' un generador  del  grupo mrdtiplicativo F;. S1qx5ngase 
que g ( x )  = (x - w b )(x --- wbtl)(x - ubf6p2) es el polinornio generador de un 
código de Reed-Solomon dado, digamos C.  Aplicando t.1 teorema 3.4 encon- 
tramos que 

y"(2) I x (. " q x  " wa+l)jx - LLlfl+D-'"\ 
/ S  

con a =TI '2 - 6 - b, es el polinomio  generador para C". O 

El método original de codificacicjn de Reed-Solonloll tiene ventajas pr,ic- 

Sea U = (210, u1,. . . . u k - 1 ) :  ui E F, el mensaje a ser codificado, y sea 
ticas como se muestra a continuación: 

k-I 

i=O 

Se codifica ii como el vector T cuyo  polinomio de Slattson-Solomon es ( Q  - 

1.jui.c). por Io tanto 

c = ( U ( l ) ,  .(u) , . . . . u(.;"")), 
donde J es una raíz ( q  - 1)-ésima  primitiva  de la unidad.  Podemos  entonces 
recuperar el polinomio c(s)  a partir de su polinomio de Lhttson-Solomon 
Cms(.T)  = ( q  " l ) U ( X ) .  
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Haciendo  sustit,uciones  adecuadas 

c(z) = u(1) + u(w)z2 + * * + U(LIJQ-2)Xq-2. 

Sólo resta  probar  que C está  en el  código RS. Para est,o  se  verifica que 
w ,   w 2 ,  . . . , w6-l son ceros de  c(z) = qzz. 

El  polinomio  de  Mattson-Solomon  de c(z) es: 

q - 2  k- 1 kT1 
&&) = 1 c(w-')zZ = ( q  - 1) UjZi  = ( q  - 1)UiZZ. 

i=O i=O I=o 

Igualando coeficientes y tomando  en  cuenta  que q - 1 = - 1 en F,, tenemos: 

c(1) = "UO, c(w-l) = -al,.  . . , c(w-(k-I)) = - uk-l. 

lo cual puede  reescribirse, usando el hecho de  que es una raíz (q  - l)-&ma 
primitiva  de la unidad,  como 

c(J-1) = . . . = c(w 2 ) = c(3) = o. 



4 Diseños 
Aquí nos apart?mos por un nlomento  del  estudio  de los códigos  linealesl ahora 
dedicarenlos nuestra a tenc ih  al  estudio  de las geometrias  finitas.  vistas  como 
diseños. M.s tarde est.ableceremos una  correspondencia  ent're aquellos y es- 
tos. Veremos que los llamados códigos de Reed-Muller  surgen naturalmente 
como códigos birlarios asociados a las geometrías  finitas.  Notarenla  además 
cómo los yar5metros  de estos cbdigos pueden  ser  obtenidos  a  partir  de la 
est,ructura combinatoria de estas geometrks. 



Es común  escribir  un t - ( w ,  IC, X) diseño  como SA (t , k ,  w) . Cuando X = 1 el 
subíndice  correspondiente  es  suprimido,  y a los  diseños  de  esta  clase  se les 
llama sistemas  de  Steiner. 'En  particular los diseños S(2,3,  v)  son  llamados 
sistemas  triples  de  Steiner, mientras  que  los S(3,4,  w) se  conocen  como 
sistemas  cuádruples  de  Steiner. 

Ejemplo 4.1 Sean P = {1,2,3,4,5,6,7}  y 

B = {{1,2,3},{1,4,7},{1,5,6},{2,4,6},{2,5,7},{3,4,5},{3,6,7}}. 

Entonces (P,B) forma  un  2-(7,3,1)  diseño,  y  escribimos (P, B) = S(2,3,7) .  
Este  sistema  triple  de  Steiner es  conocido como plano  de Fano y es el menor 
diseño  que  surge  de  la  geometna  proyectiva,  como veremos más  adelante. 
Puede  ser  representado  con el diagrama  mostrado  en  la  siguiente  figura 

n 

Figura 2. El  plano  de  Fano 3. 

Ejemplo 4.2 Sea P el  conjunto  de  puntos de las  16  posiciones  del  arreglo 
4 x 4, i.e. P = {(I, I), (1,2), . . . , (4,3),  (4,4)}.  Para  cada  par ( i , j >  definase 
el  bloque B, = { (2, I C ) ,   ( I C ,  j)}i==, - { (2, j ) }  (en  la  figura  3  se  muestra  uno  de 
estos  bloques).  Entonces  el  número  de  bloques es  el mismo  que  el  de  puntos 
y  cualesquiera  dos  puntos  son  incidentes  con  dos  bloques, así que (P, B) es 
un 2-( 16,6,2) diseño  conocido  como biplano  de orden 4. 

Figura 3. El bloque B23 
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Ejemplo  4.3 Un 2-(n2 + n + 1, n + 1:  1) diseño, n 2 2, es llamado plano 
proyectivo de orden n. 

Originalmente los diseños  surgieron como una necesidad  'al realizar  experi- 
mentos biológicos y en  agricultura,  en  la  rama  de la estadística  conocida  como 
diseño  de  experimentos (cf. [37], 1401). Por ejemplo  supóngase  que  se  desean 
comparar los efectos de  variedades  de  fertilizantes  en b diferentes  cultivos. 
Lo ideal  sería  probar cada cultivo  con  cada  una  de  las  variedades  de  fertilizan- 
te:  con lo cual  obtendríamos b bloques  de  tierra,  (uno por cada  cultivo), y en 
cada uno  se  probarían los u fertilizantes.  Este  es un 2-(u,  21, b) diseño  conocido 
como  diseño completo. Obviamente  esto no es posible  hacerlo,  por  razones 
económicas, así que lo que se hace es probar  cada  cultivo  con srjlo k de  las 
variedades  de  fertilizante,  de  tal  forma  que  cualesquiera  dos  fertilizantes  sean 
utilizados  simultaneamente,  en el mismo cultivo,  un  número  constante X de 
veces. Este  es  un 2-(v, k ,  X) diseño  con b bloques, es incompleto si X; < z.1: 

t a m b i h  se dice  que  el  diseño es balanceado porque así  es la  comparación 
entre los pa,res de  fertilizantes.  En  general  un 2-diseño no  trivial es conocido 
como diseño de bloques balanceado  incompleto (DBBI) si k < 21. 

Si  un  diseño tiene  tantos  puntos como bloques se dice que es un diseño 
simétrico.  Un  diseño trivial  es aquel  en el cual todo conjunto  de k puntos 

es  incidente  con  un  bloque,  en  cuyo caso el número  de  bloques  es ( ; ) . u n  

1-diseño es llamado  una  configuración  táctica.  Cuando k = 2 un k ,  X) 
diseño  resulta ser una grúfica no dirigida y sin lazos; donde los puntos  son 
los vértices y los bloques  las aristas. La gráfica será completa si t = 2. o sea, 
si  todas las aristas posibles están presentes. 

Proposición 4.1 [5; 71, [11;2], [57; 201 Sea D = (P. B) un &(u, k ,  X )  diseno. 
El número  de bloques en D,  que denotaremos POT h. viene dado por 

Demostración: Sea N = j  {(T: Bj E Pt(P)  x B : I' C B} 1 . Ya que 



por el tercer  axioma  de  t-diseños  se  tiene  que 

Sean Bo E B un  bloque fijo y 

entonces Aro = ( ) , por lo tanto 

Igualando los valores obtenidos  de N y despejando b se  obtiene el resultado 
deseado. O 

Proposición 4.2 [57; 211 Dado S E P,(P), O 5 S 5 t ,  se  denotarú  por Ds 
a la subestructura de D con  puntos P - S y bloques Bs = { B  E B : S 5 B}. 
Entonces Ds es un (t - S)-(v - S ,  k - S ,  X) diseño. Si S = {p}, denotaremos 
al  diseño  DI^^ simplemente  como D, y le llamaremos  la contracción de D 
en el punto p. 

Demostración: Sea B E Bs, entonces B, como  bloque en B, es incidente 
con  exactamente k puntos, así que  en D 

k = I B I = I ( B - S ) U S J = J B - S I + I S / .  

Por lo tanto I B -S I =  k - s. Por último, elijamos T E Pt-s(P - S ) ;  entonces 
T U  S tiene  cardinalidad t ,  así que 1 {B E B : TU S C_ B} (= X. O 

Aplicando la  proposición anterior a Ds tenemos  la siguiente 

Proposición 4.3 [5;6],   [11;2],   [57;21] Para  todo S ,  O 5 S 5 t ,  el nLirnero 
de bloques de un t - (v ,  k ,  X) diseño, incidentes con todos los puntos de un 
conjunto de  cardinalidad S, es  exactamente 

Esto  es,  todo t-(u,  k ,  X) diseño  es  también un s-diseño para S 5 t .  a saber, 
un s-(u, k ,  X,) diseño. 
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De la proposición  anterior es claro  que el número  de bloques  incidentes 
con un  punto,  arbitrario  pero fijo: es  independiente  del  punto elegido, a 
saber XI.  Este  nilmero  será  denotado como r y le llamaremos el nlimero 
de repetición. El  siguiente  resultado  se  desprende  inmediatamente  de la 
misma  proposición: 

Corolario 4.1 [5; 71 Una condición  necesaria  para  la  existenna de un t -  
(u, k !  X) diseco es que los nzimems b = XO,T = X I ,  XZ, . . . , Xt = X span entems. 

Se ha  conjeturado  que  para  cualesquiera t ,  k y X dados  satisfaciendo es- 
tas condiciones y U suficientemente  grande,  existe  un t - ( ~ ,  k ,  X) diseno, sin 
embargo  esto  sólo ha sido probado para t = 2 y no se conoce  ningún  diseño 
con t > 5 ,  (cf. [54], [55], [56]). 

Haciendo Xt = X en la proposición  precedentme se encuentra  una  manera 
recursiva de  calcular los  valores X,, notemos  que 

v - S  v - S [v  - ( S  + l)][v -- ( S  + 1) - 11 ... [u - t + 11 
k " S [k  - ( S  + 1)][k - ( S  + 1) - 11.. . [k  - t + 11 k - S  

Xs+l  = X-" 

lo cual  resulta  del  lado  derecho.  después  de  hacer las cancelaciones  corres- 
pondientes, X,: por lo tanto 

En particular  cuando S = O (recuérdese  que X. = b y X I  = r) obtenemos 

bk = vr; 

y cuando t = 2, tomando S = 1. se obtiene 

rjk - 1) = X(u - 1). 

Estas ecuaciones muestran  que !os parámetros  de  un diseño no son inde- 
pendientes, es mAs. tienen  restricriones  de divisibilidad impuestas  por la 
necesidad de  que los valores X, sean  enteros. 

Existen otros  valores X's asociados a un  t-diseño? los cuales  fueron  discu- 
tidos  explícitamente  en  primer  lugar  por  Richard M. Wilson.  Supóngase  que 
i y j son  enteros no negativos.  Entonces  para  conjuntos  ajenos de puntos I y 
J, con I I I =  i y I J I =  .j, el nilmero  de bloques que  contienen a I y son ajenos 
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a J ,  es  independiente  de  estos  conjuntos  de  puntos  siempre  que i + j 5 t y 
se  denota corno Xi .  A fin de  probar la independencia  de  este valor respecto 
a los conjuntos I y J se  construye  un  análogo  al  triángulo  de  Pascal  con A i  
en la (2 ,  j)-ésima posición. (Debe  notarse  que  para O 5 i I. t ,  X! = Xi). En 
este  triángulo  se satisface la recursión: 

En efecto  pues 
X ~ = I { B E B : I ~ B , B ~ J = ~ } / ,  

por lo que  para  todo x que  no  esté ni  en I ni  en J .  y para  todo  bloque B, 
1 U {x} C B o B n ( J  U {x}) = 0. Sotemos  ahora  que Xi+, =/ {B E B : 
I U {x} C B,x E ( I  U J ) " ,  B n J = S }  1 ,  análogamente  para Ai". De estas 
observaciones  se concluye la recursión deseada  la  cual nos da  la independencia 
de los valores X i .  El arreglo  triangular  construido se ve así 

4 x! x; 
x; x: xi 

x: 4 x: 
donde,  de  acuerdo a la fórmula  de  recursión: 

A; = x 0  x; = x 0  - 2x1 + x 2  

x(: = x1 x; = x 3  

x; = x 0  - x1 x; = x 2  - x 3  

A; = x 2  x; = x1 - 2x2 + x 3  

x: = x1 - x 2  x: = x 0  - 3x1 f 3 x 2  - x 3  

Por fortuna no es necesario construir  este  triángulo  cada vez que necesitemos 
calcular  un X< particular;  Ray-Chaudhuri y R. Wilson  calcularon  una fórmula 
que nos evita  este  trabajo,  esto es lo que nos dice  la 

Proposición 4.4 [5; 91 Para i y j enteros  no negativos con i + j 5 t .  el 
número de bloques de un t - (u ,  k ,  X) diseño que contienen un i-conjunto  ajeno 
de un  j-conjunto es 
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Demostración: Basta  probar  que el lado  derecho  de la igualdad  satis- 
face las condiciones iniciales X: = Xi! y la  recursión Ai  = Xi+l + X{+’. Las 
condiciones  iniciales  son claramente  satisfechas y la fórmula  de recursión  se 
satisface  por  la recursicin de los coeficientes  binonliales. U 

Al calcular el triángulo  correspondiente a un  diseño particular comen- 
zamos con el vértice inferior izquierdo y ascendemos  al  vértice  superior uti- 
lizando la recursión X, = zXs+l, y enseguida  se  completa el triángulo  con 
la recursión X: = Xi+’ + Xi+l. Por ejemplo  para.  el pla.no de Fano  tenemos 

7 
3 4  

1 2 2 

Una  de  estas diferencias de Ai’s tiene  gran  importancia  en el presente 
trabajo, asi  que  se le asigna  un  nombre especial 

Definición 4.3 Si t 2 2 el orden del t-diseño D es n = X: = r - X 2 .  En 
particular si t = 2 entonces n == r - X. 

El orden del plano  de Fano es 2 y el del  biplano  del  ejemplo 4.2 es 4. En 
general  para un 2-diseño el triángulo  de  Pascal  correspondiente  es 

b 
T b - r  

A n  b - r - n  

Al estudiar códigos asociados a diseños  veremos que el orden  de  este nos 
permitirá  determinar  si  tal  código  puede  t,ener o no algunas  propiedades  que 
nos interesan. 

Al igual  que  con las estructuras,  algebraicas  en la teoría  de diseños también 
puede  hablarse  de diserios esencialmente iguales a través de  un isomorfismo 
el cual no distinga los papeles  de  puntos y bloques. 

Definición 4.4 Sean D = (P! B) y D’ = (P‘,  B’) dos estructuras de inci- 
dencia, y sea 

d : P U B  ”- P’UB’ 



una  función biyectiva tal que 

#(P) = P’, $(B) = B.’ 

Entonces 4 se  denomina un isomorfismo de D a D’. Si D = D’, Q se conoce 
como automorfismo o colineación. 

El  grupo  de  automorfismos  de D se denotará como Aut(D). 

Ejemplo 4.4 (1) La  permutaciónes  (1762)(34) y (123)(456)  son  automorfis- 
mos del  plano  de  Fano  de  la figura 2 pag. 53. 

(2) Un automorfismo  del  biplano  del  ejemplo 4.2 es cualquier  elemento 
del grupo S4 x S4 con el primer  factor  operando  en los renglones y el segundo 
en  las  columnas.  Esto  puede verificarse notando  que (a, 7 )  E S* x S4 implica 
que (a, 7)B;j = B,(i),T(j) 

Definición 4.5 Una estructura de incidencia S* = (P*? B*) es una ex- 
tensión de la estructura S = (P.B) si, existe un punto p E P* tal que 
la contracción 5’; es isornorfa  a S. 

Proposición 4.5 [5; 161 Si un t-(u, k ,  X) disefio D tiene  una extensión  en- 
tonces ( k  + 1) divide a b(v + 1). 

Demostración: Sea E es una  extensión  de D. entonces E es un (t + 1)- 
(v + 1, k + 1, X) diseño y, el valor X1 de  este  diseño  es b,  el número  de  bloques 
de D. Denotemos  por b* el número  de  bloque  de E. entonces  por  la  recursión 
que relaciona a las X, se  tiene 

b* = X1(v + l ) / ( k  + 1) = b(7J + l)/(k + 1). o 

Ejemplo 4.5 El  plano  de  Fano, 3. puede  ser  construido  de  la  siguiente  ma- 
nera:  considérese la gráfica completa  de  cuatro  vértices,  esto es un  cuadrado 
junto con su  diagonales.  Tomemos  como el conjunto  de  puntos P a las seis 
aristas. o sea  cada  línea  que  une dos vértices  distintos,  junto  con un punto 
adicional  el  cual  denotaremos  por x. Los bloques que  contendrán a 3;) serán 
cada  pareja  de  aristas  ajenas  junto con el punto x .  y los bloques  que no 
contengan a este  punto  serán aquellos  cuyos puntos  forman  un  triángulo  de 
la gráfica  completa. 
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F se  ext,iende a un 3-(8,4,1) diseño  de la siguente  manera: el conjunto  de 
puntos  será el de los puntos  de .F junto con  un punto  adicional; los bloques 
que no  contienen a este  punto  serán aquellos  cuyos puntos  son los que  no  se 
encuentran  en  un  bloque  de F, siete  en  total; y los bloques que  contienen al 
punto adicional  serán los formados  por los bloques  del plano F a los cuales  se 
les ha  agregado el punto  adicional.  Puede verificarse directamente  que  este 
diseño  así  construido  también  es  un 2-(8,4,3)  diseño. 

Otra  forma  de  describir  una  estructura  de  incidencia  finita  es a través 
de  una  matriz  asoc,iada la cual  recibe el nombre de matriz  de incidencia. 
Esta  matriz  permitirá definir  códigos  lineales  considerando su  espacio renglón 
sobre  un  campo  finito  dado. 

Definici6n 4.6 Sea S = (P, B), una estructura de incidencia  con P = 
{pl,pz,. . . , p v }  y B = {BI,  Bz, . . . , Bb}. Una matriz  de incidencia para 
S es una  matriz A = (aij) de b x v tal q'ue a,ij = XB, (pj), donde xx  denota 
la función  característica  del conjunto X. 

En  particular  cuando S resulte  ser un  diseco, la matriz  de incidencia de 
S tendrá k entradas  igual a 1 en  cada rengldn, y T entradas  igual a 1 en  cada 
columna. 

Ejemplo 4.6 Los renglones de  la  matriz  de  inciderxia  del  plano de Farm de 
la  figura 2,  pag. 53, son  precisamente las palabras  codificadas  de  la  segunda 
columna  de  la  figura 1, pag. 39. 

Definición 4.7 Sean I> = (P, B) un 2-(tr. k ,  X) diseiio y S E P ( P ) ,  si cuu- 
lesquiera  tres puntos de S no están  contenidos en un bloque, llanlnremos a S 
un S-arco. Un bloque B E B se llama 

1) tangente a S si B intersecta  a S en un único punto. 
2)  secante a S si B intersecta a S en dos puntos. 
3) exterior a S si B es ajeno a S. 

Ejemplo 4.7 En el plano  de  Fano  de la  figura 2,  pag. 53, S = {1,3,4,6} 
es  un 4-arco, l a s  lineas { 1. '2, 3) y ( 2 , s :  7 ) ,  son secante  y ext.erior  respectiva- 
mente,  no  existen  tangentes. 
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4.1 [5; 191 (Andriamanalimanana) Sea D = (P,B) un diseco 
de  orden n, donde k 2 3, y sea S un S-arco  de D. Entonces 

T - b X - 1  x , si n es  impar, o n es par y X no divide a r. 
ii) S I: y, si n es  par y X divide a r. 

Demostración Sea p un  punto fijo en S,  ya  que  un bloque puede intersec- 
tar a S en a lo más un  punto  distinto  de p y existen r bloques que  cont,ienen a 
p, calculando  la  cardinalidad del conjunto {(q,  B) : q E S -  {p},p, q E B EB} 
se  obtiene 

(S  - I>X = 1 B n (S - {p } )  15 r. 
B:p€B 

Por lo tanto S 5 (r + X)/X, para cualquier  orden de D. 
Ahora  se  probará  que  si n es  impar o si es par y X no divide a r entonces 

S tiene  una  tangente.  Supóngase  que no es así  , esto  es,  supóngase  que S 
carece  de  tangent,es.  Entonces 1 B n (S - {p}) )= 1, para  todo  bloque  que 
contenga a p, y así S = (r +X)/X, esto  implica  que X divide a T. Ya que k 2 3, 
es  posible  elegir un  punto u fuera  de S. Supongamos  que  existen m secantes 
a S a través  de u, evaluando  la  cardinalidad  de { ( q ,  B) : q E S, U, q E B} 
en  dos  formas  se  obtiene 2m = SA = X(r + X)/X, esto es r + X = 2m así  que 
n = r -- X = 2m - 2X y n es  par. 

Si S tiene  una  tangente B en  un  punto p entonces 1 B n (S - {p}) I= O ,  
por lo que X(s - 1) 5 r - 1, de  donde S 5 (r - 1 + X)/X.  O 

Los arcos de longitud  máxima  serán  de  interés  en nuest.ro trabajo por lo 
que les damos  un  nombre  especial 

Definición 4.8 Sea D un 2-(v, k ,  X) disefio de orden n. Un óvalo en D es 
un s-arco  de  cardinalidad  mákima m, donde 

1) m = (r + X - 1)/X si  n  es  impar, o si n es  par y X no divide a r. 
2) m = (r + X)/X si n es  par y X divide a r.  

Ejemplo 4.8 Es sencillo verificar que  la  estructura  de incidencia  cuyos blo- 
ques  son los óvalos del  plano  de  Fano  forman  un diseño  simétrico. Este diserio 
también  puede  ser  obtenido con el mismo  conjunto  de  puntos  del  ejemplo 4.5, 
pero  ahora  tomando los bloques  que cont,ienen a cc consistentes  de x junto 
con los tres l.ados incidentes  con  un  vértice  de  la  gráfica,  uno  por  cada  vértice. 
Los bloques que  no  contienen a cc consisten de l a s  aristas  de  un  cuadrado de 
la gráfica (esto  es  de un ciclo cerrado  de  longitud  cuatro  de  la  gráfica). Es 
sencillo verificar que  este es un 2 - ( 7 , 4 , 2 )  diseño. 
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4.2 Diseños asociados a códigos 

Ya se ha  mostrado  una  forma  de  asociar un  código  lineal a un diseño dado, 
por  medio  de  una  matriz  de  incidencia del diseño. En esta sección se mostrara 
que los vectores  de  algunos códigos lineales,  con  un  cierto peso fijo; determi- 
nan  un t-diseño: con esto se  establece  una  relación  entre  diseños y códigos 
lineales  que  permite  "tradadar"  algunos  resultados  de  una  de  estas  ramas  de 
la matem8tica a otra. Comenzamos con algunas definiciones 

Definición 4.9 Sean 2 ,  j j  E F;. EL conjun,to S, de posiciones  en  las  cuales 
x tiene  entradas no cero  es  llamado  el soporte de 3. Decimos que rt: cubre 
a 0 si S, 2 S? 

Por  ejemplo el soporte  de 12020 E Fi es { 1: 2,4). 

Definición 4.10 Sea S, el  conjunto de pulabrcrs de peso ;w del [n, X.] código 
li7. cal C. Se dice que S, sostiene un t-(n. u', X) diseno si los soportes  de 
las palc;hrus codificadas en S% forman los bloques de un t-(n, w ,  X) diseco; 
o tquzvatente.mente si para  cualquier  t-conjunto T C {1 ,2 , .  . . , n> existen 
exactamente X palabras  codificadas  en C, de peso u]. con Ins entradas en las 
postclones dada,s  por T distintas de cero. 

Dc particular  importancia  resultan los cbdigos perfectos  (ver definici6n 
2.6) para  obtener  diseños a partir  de ellos,  como nos lo indican los siguientes 
resultados: 

Teorema 4.2 [34: 631 Sea C un in: k ,  d = 2t + 11 cddigo binario  perfecto. 
Entonces Sd sostiene un sistema de Steiner S ( t  7- 1. d, n). 

Demostración: Ya que el código C e:< perfecto.  las esferas de  radio t 
centradas  en las palabras  codificadas forman uila cubierta  ajena  de F.;. Así 
que la palabra 2 E F; de peso t - 1 está  contenida  en sóio una  de esta,s 
esferas. digamos  en  aquella  de  centro en C. Entonces. 

esto  es C E Sd. 



Tenemos ps(z) = t + 1, ps(C) = 2t + 1 y d(%, C) <_ t ;  aplicando  estas 
expresiones en  la  igualdad 

mencionada  en  el  ejemplo 2.4, obtenemos 

esto es ps(Z * C) 2 t + 1 = ps(Z)! lo que significa que C cubre a 3. 

Ejemplo 4.9 Las palabras  codificadas  de  peso 3 en el código binario  de 
Hamming 7-&. sostienen  un  sistema  triple  de  Steiner S(2,3,2' - 1). 

Corolario 4.2 Sea C un [n, k ,  d = 2t + 11 código  binario  perfecto.  Entonces 
el  ndmero  de  palabras  codificadas  de  peso d es 

Demostración: Por el teorema  precedente Sd sostiene  un ( t  + l)-(n.. d,  1) 
diseño, y el número  de  bloques  de  este diseño es, de  acuerdo a la proposición 
4.1 precisamente A. n 

Ejemplo 4.10 Para el código de  Hamming ?I, 

(2. - 1)(2'-1 - 1) 
d3 = 

3 

También podemos  probar un resultado  acerca  de diseños  asociados  con 
códigos extendidos: 

Teorema 4.3 [34; 631 Sea C un código  binario  perfecto de longitud n y dis- 
tancia  mínima d = 2t + 1. Sea C código extendido de C. Entonces  las 
palabras  codificadas de peso 2t+2 en 6 forman un (riseñ0 S(t+-2,2t+2, n+l) .  

Demostración: Se  desea  probar  que  todo  vector U E F;-' de peso t + 2 
es cubierto  por  una  única  palabra codificada,  en d .  de peso 2t + 2.  
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Sean E y ¿? son dos  palabras  codificadas  de peso 2t + 2 en C T ,  l a s  cuales 
cubren  al vector U E FY+’ de  peso t + 2. Por la igualdad  mostrada  en el 
ejemplo 2.4, 

d(C, n) = ps(C) + ps(U) - 2ps(c * u )  = (2t + 2 )  + ( t  + 2 )  - 2(t 4- 2 )  = t .  

Entonces ü está  en  la  esfera  con  centro  en C y radio t ,  &(e). Igualmente 
se  prueba  que G también  está  en &(ti!), lo cual  contradice  que el código sea 
perfecto.  Esto  muestra la unicidad  de la palabra codificada de peso 2t + 2 
en C. 

Supóngase  que  la (n + 1)-ésima posición coordenada  de las palabras co- 
dificadas  en C es el chequeo de  paridad  total.  que  se agregó al código C para 
formar a C .  

Sea .ti E F;” un  vector  de  peso t + 2 con 1’s en las  entradas i l , i z ,  . . . , i t + 2 ,  

con il < + + .  < it+*. Se  denotará  como U’ al  vector  que  resulta  cuando se 
suprime  de U la última posición coordenada.  Para  garantizar la existencia 
de  la  palabra codificada en C de peso 2t + 2 se  consideran  dos  casos: 

Si it+z = n + 1 entonces U’ es de peso t + 1. Ya que C es  perfecto y corrige 
t errores  de  transmisión  existe  una  palabra E C tal  que d(ü’, ?) _< t .  Asi 
pues se tiene 

Esto siginfica que 2ps(U’ * C) 2 ps(C) + 1 2 2t + 2 ,  por lo tanto se cumplen 
ambas igualdades y C cubre a U’.  Est’e  argumento  prueba  además  que C es de 
peso 2t + 1, entonces I C 1 1 I está  en C cubre a ii y es de peso 2t + 2. 

Un razonamiento  análogo  para el caso i t+2 < n + 1 muestra  que U’ es 
cubiert,o por una  palabra E en C de peso 2t + 1 ó 2t + 2.  Al agregxle a 
esta  palabra codificada el chequeo  de  paridad  total se obt.iene el resultado 
deseado. O 

Corolario 4.3 El número de palabras codijicudas de peso 4 en f i r  es 

P ( 2 ‘  - q ( 2 r - l  - 1) 
3 
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Teorema 4.4 [5; 851, [34; 1771 (Assmus-Mattson) Sea C un [n, k ,  d] cúdi- 
g o  q-ario y sea d l  la  distancia mzizima de C'. Sea UI = 2 cuando q = 2 ,  en 
otro caso el  mayor entero w  tal que 

w - (w + q - 2 ) / ( q  - 1) < d, 

y defi'nase wL sirnilarmente.  Supóngase que exGte un entero t con O < t < d 
que satisface la siguiente  condición: si el  polinomio  enum,emdor  de peso de 
CL es CV&(x) = x:='=, &xi, entonces  a lo más  d - t de los A l , .  . . , A,-t son 
no cero. Entonces  para  cada i con d 5 i 5 w los soportes  de los uectores 
de peso i de C, si existen,  sostienen un t-diseño.  Similamnte, para  cada j 
con d' 5 j 5 min(w', n - t )  los soportes de los ,vectores de  peso j en C', 
si  existen, forman un t-diseño. 

4.3 Geometría Afín 
Sea V = FY. La geometría afín  finita de dimensión n sobre F,, GA(V) = 
GA(n. q )  es  aquella cuyos puntos son los vectores de V, y si U es un  subes- 
pacio  de V de  dimensión t ,  un  t-plano  de GA(V)  es 3 + U, donde ij E V. La 
estuctura  de G A ( V )  es dada  por la contención  como  conjuntos. Por lo tanto 
un  punto  es  un O-plano, los 1-planos  son líneas de la geometría, a los 2-planos 
se les llama planos y los (n - 1)-planos  se  conocen  como hiperplanos en 
GA( V). 

Un m-plano y un  ¿-plano  en GA(V) ,  z + U y + W, respectivamente se 
dicen paralelos si U C W o W c U. 

Un subespacio U de dimensión t de V = F; es un código lineal, por lo 
tanto  tiene  una  matriz  de chequeo de  paridad H. de ( n  - t )  x n que  cumple 

Z E U si y sólo si H z t  = O. 

Sea c -C U un  t-plano  de GA(FT), entonces z E 5 + U si y sólo si 5 - 6 E U, 
lo cual equivale a pedir  que H(z - = 0:  esto es 

a: E ü + U si y sólo si H Z t  = Hd. 

Est.0 significa que los vectores  en 3 + U son  precisamente las soluciones de 
un sistema  de n - t ecuaciones  lineales  independientes  en n indetcrrninadas 
(si el sistema es homogéneo su  conjunto  de soluciones es U .  en caso contrario 
es un  t-plano  que no contiene a O E V). 
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Trlest,ra  intención  es ver a, las gmmet,rías  finitas como  diseños de  bloques, 

Todo I-plano  en GA(n. q)  satisface n.-1 ecuaciones  lineales independientes 
para lo cual  es  necesaria  la  siguiente información: 

de la forma 
m 

j=1 

Cuando bi = O para t,odo i l a s  etuacioneS definen un  espacio  vectorial de 
dimensicin I de F;? y ya que  para  cada  uno  de los sistemas  de  ecuaciones 
anteriores los bi pueden  ser elegidos de qn-‘ maneras  distintas,  por el teorema 
2.7 el número de I-planos en GA( 7 1 .  q )  es 

Se ha probado el siguiente: 

Teorema 4.5 [34: 6991 El n6nm-o de geometrias afines GA(I, q) en una geo- 
mefn‘a G A ( v , q )  dada, es 

En particular  existen 

lineas en GA(n. q j  y por la forma en que se definieron cada línea  contiene q 
puntos. 

Sea .a + LI’ un  l-plano  de la geometría GA(n, 4 ) :  ya que  todo 7~1-planO 
de l a  geometría  que lo contenga  puede  ser  escrito como 17 + U, donde It’ es 
1111 subespacio  vectorial de U .  el n h e r o  de  m-planos  conteniendo u 1 1  /-plano 
dado e n  GA(72.q) es justo e1 de , m -- I)-suhespa,cios en un (n - I)-espacio. 
Por c.jemplo si ‘I-. I.’ y I T -  son espaciw vectoriales de dimensib11 7 1 .  m y E ,  
respecti\amrntc.  entonces 1,’ = I f - $  S y o’ = W-03 Y ,  donde S y Y -  son 
espacios  vectoriales de dimensión n - i y m - I ,  respectivamente. 

Hts11rniendo. tencrnos  el  siguiente 



Teorema 4.6 [34; 6991 Sean 1 ,  m y n entems positivos tales que 1 < m < n. 
El númem de GA(m, q )  que contienen  una GA(1. q)  da.da, en GA(n, q ) ,  es 

Sea W un espacio  vectorial  de  dimensión n. el grupo  de  transformaciones 
lineales  invertibles  de W en sí mismo,  denotado como GL(I.I’), se  conoce 
como  el grupo lineal general de W. Ya que  un espacio  vectorial  de  di- 
mensión finita  queda  determinado  de  manera  única, salvo isomorfismo, por 
su  dimensión y su  campo  de  escalares,  en  algunas oc,asiones el grupo GL(W)  
será  denotado  como GL(n, q ) ,  si W es  un  espacio  vectorial de dimensión n so- 
bre F,. Para  calcular el orden  de  este  grupo  debe  notarse  que es exactamente 
el número  de  formas  en  las  cuales  se  puede  enviar  una  base  de W 2 otra  de 
sus bases.  Este  es el número  maneras  de elegir, de IY, n vectores  linealmente 
independientes, el cual  es,  de  acuerdo a la  demostración del teorema 2.7: 

El subgrupo  de GL(V)  de las transformaciones l i n d e s  con determinante 1 
es llamado el grupo lineal  especial o unimodular ,  se denota por SL(U’). 
o en el  caso  de  que W es  un  espacio sobre F, como SL(n ,  q) .  El orden 
de SL(n,q) es -& I GL(n,q) 1 ,  pues si T E SLjn. .  qj y Q E Ft entonces 
aT E GL(n,  q) ,  esto es por  cada elemento de SL(n. q )  existen q -- 1 elementos 
en GL(n, q) .  

Definición 4.11 Sean i , j  dos  enteros  distintos. 1 5 i. j 5 n 9 l,j In matriz 
que tiene un 1 en la entrada a ,  j y cero  en lus restantes. Una matriz de n x n 
se dice elemental  si  es  de la forma I + c! . j ,  ci77rde c E F, e I es la mntr iz  
identidad n X n. Definimos Ei j (C)  = I + dl,.. 

Es inmediato verificar que el deternlinante de una matriz  elemental es 1, 
y que  si A es  cualquier  matriz  dz n x n, !a multiplicación E,, (c) A añade c 
veces el j-ésimo renglón de A al i-ésimo, y que - - l E I J ( c ~  equivale a sumar c 
veces la i-ésima  columna  de A a su  j-ésima  colunlna.  Para i fijo. difererltc 
de j ,  la función  del grupo  aditivo F, en el grupo rndtiplicativo GL(V)  dada 
por c Eij (c) es  un homomorfismo  como  puede \-erificarse inwediatamente. 
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Proposicidn 4.6 132; 5411 El grupo SL(V)  es generado por las matrices ele- 
mentales. Si A E G L ( V )  entonces A = SD, donde S E SL(V) y D es un,a 
mutriz diagonal de Ea forma 

Demostración: Sea A = (a+) E GL(V) .  La  primera  entrada  de algún 
renglón de A es  distinta  de  cero,  (pues  de no ser así A sería  singular), y 
p o r  una  operación  elemental  de  renglones  es posible  hacer all diferente  de 
cero. Añadiendo  un  m6ltiplo  adecuado del primer renglón al segundo  puede 
hacerse u21 distinto  de  cero, y enseguida  sumar un múItiplo del. segundo 
rengi!h al prirceto  para  obtener all  = 1. Despues se suman múltiples del 
primer renglón a !os restantes  para que la  primera columna de A ahora sólo 
cxntenga un 1 en la primera  entrada y O en las resmntes. 

Repitiendo el procedimiento con el segundo  renglón y columna  hacemos 
1x2.;’ = 1 y u,,a = O si i, > 2. Entonces  puede hacerse a12 =I O sumando un 
mirltiplo adrcuado del segundo  rengl6n  al  primero, y se obtiene ai2 = O para 
i diferente de 2. 

Continuamos con este  procedimiento hasta obtener ann = d! un elemento 
I;O ndo. 1- an j  = O para j distinto  de n. Ent.onces añadiendo un múltiplo 
tiel último renglón a los restantes se obtiene  la  matriz D, y la  prueba  est6 
completa. C; 

Ljernpio 4.11 SL(FgJ = S L ( 2 , 3 )  es  generado por las matrices 

( o  1 0 0  1 1 1 ,  ( o  P ” ) :  (0 1 0 0  1 o )  
O 0 1  1 0 1  0 1 1  

Teorema 4.7 [32: 511211 Para n 2 3. S L ( V )  es igual a su propio grupo con- 
nzuiadar. 



Demostración: Ya que n 2 3 pueden elegirse tres  enteros  dist,intos i ,  j ,  k 
entre 1 y n. Entonces 

est~o  es, Eij(c) es u n  conmutador. 0 

Si G es  un  grupo de  permutaciones  sobre el conjunto A,  con I A I =  k ,  
se dice  que G es de grado k. Además  diremos  que G es t-transitivo si 
para  cualesquiera  dos  t-adas  ordenadas  de  elementos  distintos  de A ,  digamos 
(al, a2. . . , at),(bl, b 2 , .  . . , bt) existe CT E G tal  que ajo = bi; i = 1 , 2 , .  . . , t .  A 
los grupos  t-trsnsitivos  también  se les  conoce  como doblemente transit ivos 
si t = 2, triplemente transitivos cuando t = 3, y así sucesivamente. (cf. 

El grupo,  bajo  la  composición,  consistente de las  transformaciones de 
la forma = A% + ij = (A, V ) Z  definidas  operando  de FY en sí mismo, con 
A E GL(n, q ) ,  es  llamado el grupo lineal general  no homogéneo o grupo 
lineal general afíqdenotado  por GLA(n, q) .  

Cada  una  de  tales  transformaciones  se  denomina  transformación afín. 
El  orden  de  este  grupo  es fácil de  calcular  pues  ya conocemos el orden cie  
GL(n,  4) y el vector  puede  ser  elegido  de qn formas así que 

~ 3 1 )  

Todo  elemento de GLA(n, q)  preserva  clases  de  espacios  vectoriales, y 
por lo tanto  actúa  en GA(n, q).  La composición está  dada  por ( A ,  27) (Baj  = 

El  grupo GLA(1, q ) ,  llamado  frecuentemente grupo afín, consta  de las 
transformaciones  de la forma g = u3 + b .  con a ,  b E F, y a no cero,  este es 
un  grupo  de  orden q(q - 1) y grado q. GLA( 1, q )  permuta los elementos  de 
F,, pues  si j j  = UZ + b = ai? + b entones z = 2. Es más. este  grupo es 2- 
transit.ivo o doblemente  transitivo,  en  efecto  elijamos  dos  parejas  ordenadas 
( a l ,  Q ) ,  (b , ,  b2) de elementos de A,  con la condición de  que la primera  entrada 
no coincida  con la  segunda,  entonces  las ecuaciones 

(AB,  aB + G).  

bl = aal + b,  y b2 = aa2 + b 
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pueden resolvcrac: para a y b de  forma  itnica,  obteniendo 

bl - b2 alb2 - n2h a =  b =  
al - a2 al - a 2  

Definición 4.12 Sean V y W espacios vectorides sobre el  campo F,. LTna 
tramformaci6n sernilineal de V en Pi’ es ‘una función T : V ”+ W junto 
con -un C U ~ O ~ O T ~ ~ S ~ I O ,  o, del campo F,, tules que se  satisface: 

T(Ü+Ü) = T Ü + T C ,  Y ü , Ü  E V 
T ( a a )  = a-(a)T/Ü) V a E F,, V 2, E 5.’. 

Utiliz;uemos la notación fa, T) para  la  transformación semilineal T cuando 
deseemos  enfatizar  yuc a- cs su automorfjsmo  asociado.  Resulta  claro  que 
una  trardormación  sernilind lleva subespacios  en  subespacios  preservando 
contenciones.  La  composición de  transformaciones semilineales es otra vez 
semilimal,  de iil definici6n es  sencillo  verificar que (p ,  S) ( o$ T) = (pol ST). 
Esto es cuando V = W el ccxljunto de los isomorfismos semilinedes  forma 
un grupo, denotado como rL(V), y la  función I) : ( u , T )  G es  un  homo- 
morfismo de r L ( V )  al  grupo  de Galois de F, (el grupo  de automorfLsmos 
de I-’?). Ya que  una  transformación semilineal es lineal  precisamente  cuando 
e! aut-ornorfismo asociado es la identidad, el núcleo del ilomomorkmo + es 
c!xarnente el grupo G L ( V ) .  

Expresemos mat,ricidment,e a las  transformaciones  semilineales.  Sean 
{ v ~ .  oi? . . . , y {al; e,, . . . !an}, bases ordenadas  de T.’ y LV respectiva- 
mente. Si T ( E ~ )  = aij.wj, A = ( ~ j )  entonces,  utilizando el isomorfismo 
natural  entre V y Fr así  como entre M’ y F; 

r : h ,  x 2 , .  . . ,xrn) ++ A(G(Z& 4 x 2 ) ,  , . . . a - ( ~ , , ) ) ~  

Es f k i l  verificar que  rnatricialmente la composición de  las  transforma- 
ciones semilineates (o? A )  y (p :  B )  resulta ( p a ,  Sil”), donde AP denota  la 
matriz ( PO , ] ) .  Es claro que cualquier  matriz  invert,ible A, y cualquier auto- 
rrlorfisrno a- producen  una  transforrnación  sernilineal.  por lo tanto si V = LI7 
la  funcidn L: : (o, T) +“+ o, es un homomorfismo sobre el grupo  de  Galois  de 
F,. Por l o  tanto, para un  espacio  vectorial dado,  digamos V. el grupo  de iso- 
nrclrfkmos smlilineales  de V contiene a G L ( V )  como  subgrupo  normal (por 
SET el nilcleo de  ú), siendo cl grupo  cociente e1 grupo  de  Galois  de F, (por el 
primer teorema del  hon~on10rfismo), el cual es cíclico (ver [IT; 4201). 



Hemos visto  que el grupo r L ( V )  envía  subespacios en subespacios. Para 
que  pueda actuar sobre  la  geometría afin de I" debe de tenerse  además  a  V 
mismo actuando por translación. Por esto se define el grupo semilineal 
afín rLA(n, g) como el grupo  de las  t,ransformaciones (T, 8 )  definidas, para 
cada 3 E V, de la siguiente manera: 

@ , q q  = T ( Z )  + 5, T E r q v ) ,  v E v. 
La composición de estas funciones está dada  como (T, @)(S, 63) = (TS, Tiü + 
u). Es inmediato verificar que la  acción de estas transformaciones es doble- 
mente transitiva, sobre los puntos de GA(V), cuando son vistas  como grupo 
de permutaciones  sobre  la  geometría. 

Sea {VI, V2, . . . , an} una  base  ordenada de V. Si G = x:='=, bi8i y (T, 'U) es 
un elemento  de I'LA(V) con T(ei)  = Cy=i'=, q 8 ,  se define la  matriz A = (a i j ) .  
Para una automorfismo cr de F,, asociido a - r  se tiene 

(T,G) : (XI,. . , ~ n )  ++ A ( o ( x ~ ) ,  . . . , ~ ( x , ) ) ~  -I- (bl, . 

Denotando esta transformación matricial como la  tripleta 

(0, A, (bl, . - .  , bn) ) ,  

podemos reescribir la composición de la siguiente manera: 

(7,  B, ( ~ 1 1 . .  . ,~n ) ) (a ,  A, ( h ,  . . . , b,)) (70, BAT. ( ~ ( b l )  +cl, 

. .  

. .  

Definición 4.13 Sean V y W dos  espacios uctoriales de  dimensión  finita 
sobre el mismo campo finito.  Se dice que las  geometrias GA(V) y GA(1V) 
son isomorfas si existe una trasformación biyectiva q5 : GA(V) 4 GA(W), 
tal que para U, U' E GA(V), se cumple U 2 U', si, y so'lo si d(U) 2 @(U'). Si 
V = W tal función se denomina automorfismo de V. 

El teorema fundamenta.1 de la geometría afín afirma que si V es un espacio 
vectorial de dimensión al menos 2 entonces Aut(GA(  V)) = rLA(V) .  (La 
prueba se difiere a la siguiente sección). 

Para cada  subespacio c' de V definase la geometría afín GA(2 + U) como 
aquella formada  por  los t-planos en GA(Vj contenidos en 5 + U. Entonces 
GA(3 + U) es isomorfa a GA(U)  pues todo elemerlto  de GL4(2 + U) puede 
escribirse de la forma 3 + U' para un subespacio I:' de U 
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4.4 Geometria Proyectiva 
Los fundamentos  para la Geometría Proyectiva  fueron  propuestos primero 
por el italiano  Gin0  Fano,  en 1892, (cf. (161). Fano  describió una  geometría 
de dimensi6n 2 en  la  cual el número  de  puntos es p + 1, para  un  primo fijo p. 
En 1906 O. Vebkn y W.H. Bussey denotaron a est,a  geometria  como PG(2, p), 
dando  además  una  extensión a PG(n, q ) ,  donde n es un  entero  positivo y q 
es  una potencia. de  un  primo p (ver [52]). M&s tarde,  en 1938, O. Veblen 
y J.W. Young  escribieron  el  primer  libro  sobre este  tema,  presentando  un 
estudio  extenso  sobre  estas  geometrías (cf. [53] ) ,  las cuales  denotaremos,  en 
el presente  escrito,  como GP(n, 4) .  

Si 1.' es un  espacio  vectorial  de  dimensión n + 1 sobre el campo finito 
de orden q ,  la geometría proyectiva finita de V,  denotada GP(V)  = 
GP(n,  q) ,  es aquella cuyos  elementos son los subespacios  de V a los cuales  se 
les 1;a suprimido el punto  de  coordenadas (O, O , .  . . , O) y su  estructura  es  dada 
por la contención  como  conjuntos. La dimensión de G P ( V )  se define corno 
72, similarmente la dimensión proyectiva de un subespacio proyectivo, esto 
es  un subespacio dc V sin el origen, es definido como una  unidad  menor  que 
la dimensión  del subespacio  (visto como subespacio de V).  

Con esta definici6n tenemos por ejemplo  que: los puntos de GP(  V)  son los 
subespacios  de  dimensión 1 de V, las líneas son los subespacios de dimensicin 
2 de V, los planos los subespacios  de V de dimensión 3. y los hiperplmos 
los subespacios dc dimensión n de V; todos  estos  subespacios  proyectivos  sin 
el origen, corno se han definido. 

Existe  otra  manera  de definir una  geometría  proyectiva:  considkrese  al 
espacio vectorial V de  dimensión n + 1 sobre F,. Identifiquemos los vectores 
no c2ro de  este espacio  m6dulo la relación de equivalencia 

a cada clase de equivalencia le llamaremos punto. Para las líneas conte-- 
niendo dos puntos  distintob pl = ( a l ,  02 . .  . . , a,+l) y p 2  = (bl, b2:.  . . , b,+.l) se 
toma al conjunto  de  puntos 

donde cy y j3 son  elementos  de F, tales  que  por lo menos uno  de ellos es distinto 
de cero. LAa tfefinición de los subespacios  proyectivos se haw de manera 



similar a la definición dada  anteriormente.  Claramente  ambas definiciones 
son equivalentes. 

Una  geometría  proyectiva  también puede  definirse axiomaticamente,  como 
se hace en [9], [12] y 1341, pero para los fines  de este  trabajo es suficiente con 
la definición dada. 

Ejemplo 4.12 El plano de Fano es una  geometria proyectiva GP(2,2), en 
efecto  si  etiquetamos los puntos  de  est,a  geometría de la siguiente forma 

011-1  001-2 0 1 0 ~ 3   1 1 0 ~ 4  
100- 5 111 H 6 101 H 7 

resulta el plano de Fano  mostrado en la figura 2 de la  página 53. 

Como en la pasada  sección  calcularemos  la  cardinalidad de ciertos  con- 
juntos de subespacios, los cuales nos permitirán asociar un diseño a cada 
geometría  proyectiva  finita: 

Teorema 4.8 [34; 6961 El número  de  geometrias proyectivas de dimensión 
m sobre F,, GP(m,q) ,  contenidas  en una geometn'a proyectiva dada  de di- 
mensión n sobre el mismo  campo, GP(n,q),  es 

[ n + l  1 m qn+l-t - 1 
= I'I rn+l--t - 1' m + l  q t = o q  

Demostración: Por definición de geometna proyectiva finita, el número 
que  se busca es precisamente el número  de subespacios vectoriales de  di- 
mensión m + 1: contenidos en  un espacio vectorial de dimensión n. Por 
lo tanto  esta  cantidad es  el coeficiente binomial gaussiano mostrado en  el 
teorema. 0 

Teorema 4.9 [34; 6981 Sean I ,  m y n enteros positivos tales que 1 < m < n. 
El número  de geometrías proyectivas  de dimensio'n m sobre F,, GP(m, q ) ,  que 
contienen una geometn'a proyectiva  de dimensih 1 sobre el mismo  campo, 
GP(1, q) ,  ambas  contenidas en  la geometría G P ( n ,  q ) ,  es 

Demostración: Es la misma que la prueba c4ue se dió para el resultado 
análogo en el caso afín. 0 
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Para  examinar  cuándo  dos  geometrías proyectivas  son  esencialmente las 
mismas.  debemos  de  poner  at.ención  en  las  funcione  que  preserven  inciden- 
cias,  esto  es  si Q : G P ( V )  -+ GP(IV),  entonces  para  cualesquiera  subespacios 
U y U‘ de V tales  que U C U’ debemos  de t,ener d( U )  #(U’). Con esto  en 
mente  enunciamos la, 

Definición 4.14 Si V y M7 son espacios  vectoriales de dimensión  finita, 
sobre  el  mismo  campo  finito,  entonces  las geornetn’as GP(V)  y GP(IY)  son 
isomorfas si existe una  biyección 

tal que, para U, LJ‘ E GP( V), U C U’ si y sólo si #(U) C 4(U’). Cuando 
I+’ = V tal función q5 se  denomin,aautomorfismo o colineación de G P ( V ) .  

La  dimensión  de GP(n., q )  es  igual a la  longitud  de la mayor cadena 
Ci;, U2, . . . , LTk de subespacios no cero de V = I’;-tl , distintos  de V, tales  que 
r;l c L:J c . . . c Uk, con la contención  estrict.a, se sigue que  geometrías 
isomorfas tienen la misma  dimensión  proyectiva.  Obviamente toda transfor- 
mación  lineal  invertible, de V en W ;  inducir6 un isomorfismo, pero  estas  no 
son las únicas:  como  veremos más adelante  todo automorfismo es inducido 
por  una  transforrnacidn  semilineal.  este es el teorema  fundamental  de  la geo- 
metría proyectiva. 

Resulta  claro  que  una  transformacidn semilineal T (ver la secci6n ante- 
rior), lleva subespacios  en subespacios preserl-ando  contenciones, y así induce 
una  funcih  que preserva  incidencias  en  las geometrías proyectivas. Será un 
isomorfismo de  espacios proyectil-os  si T es un isomorfismo de la estructura 
aditiva de V. siendo T” su  inversa, y el automorfkmo asociado de  este  será 
el inverso del  automorfismo  asociado a T. 

Recuérdese  que GL(V) es el grupo  de transformaciones  lineales  invertibles 
de V en sí mismo. Identificandcl las  transformaciones  de  este  grupo  que son 
múltiplos  escalara no cero una de la otra, resulta m grupo, denotado como 
P ( V ) .  denominado grupo proyectivo. En el caso de  que V sea u11 espacio 
vectorial tie dimensión 71 sohre el campo F, este  grupo  también se tascribirá 
como P(n ,  (1). su orden es 



Cada  elemento  de P(n,  q )  es una  transformación inyectiva de GP(n ,  q )  sobre 
sí misma.  Además  cada  elemento  de P(n,  q )  enda  una línea  en GP(n,  q )  en 
una  línea. Ya que  cada  elemento  de P(n,  q )  permuta los punt'os  de GP(n.  q ) .  
este  grupo  se  puede  representar  naturalmente como  un grupo  de  permuta- 
ciones  con grado 1 + q + . . - + q", esto  es  un  grupo  de  permutaciones  sobre 
un  conjunto  de  cardinalidad 1 + q + - + q". 

Proposición 4.7 [9; 1041 El grupo P(n,  q )  es  doblemente  transitivo. 

Demostración: Sean {,O, y} y {p', y'} dos  conjuntos  de  puntos  de la g e e  
metría GP(n-  1,q).  Por la definición de  geometría proyectiva, estos conjuntos 
son  linealmente  independient.es  cuando  son  vistos  en F;. Por lo tanto puede 
completarse  cada  uno  de ellos a una  base del espacio F;. Así existe  una 
transformación  lineal  invertible  que  envía ,f3 en j9' y y en yl. O 

Es obvio que  todo isomorfismo semilineal de V induce un isomorfismo de 
G P ( V ) .  Las trasformaciones  escalares  inducen el isomorfismo identit!ad, es 
m á s ,  estas  son l a s  únicas  con  esta  propiedad como lo muestra la 

Proposición 4.8 [5;  931 Sea V un espacio  de  dimensión finita sobre el campo 
F, .  Si un isomorfismo  semilineal T induce el isomorfismo  identidad en G P ( V ) .  
entonces T es  una  función  escalar. 

Demostración:  Que T sea la identidad  en G P ( V )  significa que T(U) = 
U, para  todo  subespacio U de V. En  particular T ( E i )  = ai?, para  todo üi en 
una  base  de V. con ai E F,, además  para Vi. V, E V existe  un  elemento a E F, 
tal  que (Vi + Ej)T = a(Gi + Vj). Utilizando la aditividad  de T se concluye que 
ai = a = aj. O 

Es posible mostrar  más  sobre  estas  transformaciones  escalara.  Supónga- 
se que  una  matriz M = (Q) conmuta con toda  matriz  invertible,  entonces 
conmuta con toda  matriz  elemental I + c l i j .  así  que -1llij = l>,M. Si Mlij  = 

(elm), de la última  igualdad  tenemos  las relaciones 
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además a j k  = O si IC es distinto de i y akj = O si k e.3 diferente de j .  De 
ahí  que Mlij = Gjl i j ,  pero G .  = U.. = ai, por lo tanto M = al. Q E F,. 
Esto muestra que el  centro  de G L ( V )  es el grupo  de  matrices escalares. En 
particular si M E SL(V)  entonces 1 Ad j = 1 = an y el centro de S L ( V )  
consta de  todas  las  matrices  en pn(Fq)I, donde pn(Fq)  es el conjunto de las 
raic-.s n-ésimas de la  unidad en F,. El grupo cociente de G L ( V )  y su  centro 
es llamado el grupo  proyectivo  lineal general, es denot,ado por GLP(V),  
y cuando V es el espacio  vectorial de dimensión n sobre el campo finito  de 
orden q se  denotará  como GLP(n.  7 ) .  El orden  de estr grupo es 

3 33 

pues si N es un  subgrupo  normal del grupo 121 se  cumple  que i -lI/"V 1 es 
precisamente 1 1 / 1 N j (cf. [17: 1131). Si 2 es el centro  de S L ( V )  se define 
el grupo  proyectivo  lineal  especial P S L ( V )  como P S L ( V )  = S L ( V ) / Z ,  
y en el caso de que V sea  de  dimensión n sobre E', se denotará como PSL( n. q )  

Teorema 4.10 [32: 5441 El grupo PS'L(n, q )  F.S simple pm-a, n. 2 3.  

El ccntro  de GL(T/) es un  subgrupo  normal en T L ( V ) .  su  cociente se 

Todas las colineaciones de GP(1,') son inducidas por transfonn~c,iorles 
denota como I'LP(V): y se denomina grupo proyectivo  semilineal. 

semilineales;  como lo afirma el siguiente 

Teorema 4.11 [2 ;  cap. 21 (Teorema Fundamental de la Geometría 
Proyectiva) Sea V un espacio vectorial de dirnenión al meno..' fr-F.c .sobre 
el campo K. Entonces el grupo de au.tomorfismos de G P ( V )  coluclde con 
r x q v - ) .  

Demostración: En la prueba se harii uso frecuentemente de que si C es 
un  subespacio de V tal que U = L1 -tL2 +. . .+I,,. donde cada L, es l:na recta 
en V.  >- a es un  autornorfismo de GPiV)  entonces ojlyj  = a(L i )+ .  . . - ( J ( L j ;  
esto es. o está  completamente  determinado si se ronoce su  restricri6n a cada 
recta de V. Para  una mejor  comprensibn l a  prueba se dividide  en d o ~  punt,os. 

Paso I: Se probará  por inducci6n sobre T que L ,: L1 t . +- L -  irllplica 
que aL c: aLi + . . . f aL,. En el caso L = i, 1 1 o  hay nada que probar. 



supóngase  pues  que L no es L,.. L es generado  por  un  vector U + ü, donde 
E E L1 f . . . +  L,.-1, U no nulo y E Lr. Entonces 

a(U) c aL1+ . * .  + aL,-, 

por hipótesis  de  inducción.  Como L c (U) + L, se tiene aL  C a(z1) + aL,. 
Paso 2: Ya que se  utilizará  frecuentemente el  razonamiento  anterior 

lo abstraemos  aquí:  Sean  y d vectores  linealmente  independient’es,  y  sea 
L c (E) + (J), con L distinto  de (2). Bajo  estas condiciones L es  generado 
por un  vector  de la forma ac + bd con ü no  nulo, para  más  comodidad  se 
toma al vector E + a-lbd = E + e& como el generador, el  elemento d es por 
lo tanto  determinado  de  manera  única  por L. 

Paso 3: Sean {üi}Yz1 una  base  de V y Li = ( G ) ,  entonces V = L1 + 
- .  + L,. Ya que a es biyectiva, aLi = (a:) es también  una  base  de V. 
La recta a(ü1 + Vi) C (Vi) + (8;) es  distinta  de (Gi) si i 2 2, por lo que 
a(T1 +Vi) = (21; + biüi), donde bi no es  cero  pues (211 +Vi) es  distinto  de ( G I ) .  
Reemplazando ‘U* por biül se  obtiene a(ü*) = (21:) y a(ü1 + üi) = (G;) + (6;) 
para i 2 2. 

Paso 4: Sea x E K ;  (al + xG2) y (al + 2 2 ‘ 2 )  diferentes  de (212). Existe 
una (mica x’ E K tal  que a(.iil + z@2) = (6: + z’ük) y, ya  que si x es distinto 
de v ;  (31 + 232) no es  igual a (al + yG2) tenemos x’ diferente  de y’. Se ha 
construido  una función  inyectiva de K en sí mismo dada  por x H x’ de la 
cual se probará  que  es biyectiva. Por el  paso (3) es claro  que  esta función 
envía los elementtos neutros,  tanto  aditivo como  multiplicativo, del campo 
sobre sí mismos,  esto es O’ = O y 1’ = 1. 

Análogamente  se  puede construir  una aplicación x t”+ x” tal  que a(Gl + 
2213) = (5; + x”ü3), se probará  que x’ H IC’ ’ ,  para  todo x E K .  Puede 
suponerse  que x es no nulo. La  recta (xü2 - ~ 2 1 3 )  está  en los planos ( ~ 2 )  + ( ‘ ~ 3 )  

y (F1 + 2212) + (211 + 2ü3). Así que  la  imágen  de la recta  está  contenida  en 
los planos (ah) + (E;) y (ü; + x’z‘h) + (ü; + x”&). La única  posibilidad para 
la  imagen  de  la  recta es ( ~ ’ 8 ~  - x’”L;~). Pero (zv2 - xG3) = (U? - p3) cuya 
imagen  es,  después del mismo razonamiento, (1’6; - 1”e;) = (li; - FL), de 
donde  resulta X’ = x”. En  lugar  de 2‘3 puede  tomarse  otro vector pi con i 2 3. 
por lo tanto  existe  una función 2 H x’ tal  que  para i 2 2 

a(ü1 + X E i )  = (u; + X’üi). 

a(ü1 + 22ü2 + * . + x,ü,) = (2‘; + 2;z’; + . . . + z’,q,>. 
Paso 5: Se prueba  por inducción que 
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Supóngase  que 

y es distinta  de (V,). Su  imagen  por consiguiente es generada por un  vector 
de la forma 

v i +  x;a; + . * .  + x;-lü;-l + u$. 
La recta  también est& en 

por lo que su imágen  está en 

Ya que en la expresidn de la recta  debe  aparecer se tiene u = x:. Por lo 
tanto 

IT(’u1 + 22112 + * .  . + x&) = (a; + 2;2?; + . . . + x$;). 

Paso 6: La irniigen de  la recta (1.2 E:! + S  . f + znGn) está  en (a;} +. . . + (2;;). 
La recta  está  también  en (?I + 222‘2 + .  . . +x,’~;,) + ( E , ) .  por lo que su imagen 
está en (Fi + x;Ek + . . . t :c,v,) T \ z * ~  Do donde I - I  , I - /  \ 

Paso 7: Por el paso  anterior  una  recta  de b’ de  la  forma (8; + yC&} no es 
imagen de  una  recta  en (F .2 )  + . . . -+ (Fn). debe  ser  la  imagen de  una  recta 

esto implica que xi = y por lo que la función IC t”f x’ es suprayectiva 
Paso 8: 



por lo que 

(Gi’l + (z + y)’@; + a;) c (e; + rc‘ük) + (y’ü; + 5;) .  

Por lo tanto (z + y)’ = x‘ + y’. 
Paso 9: 

a(ü1 + xyü2 + züg) = (e; + (zy)’V; + x%;). 
Y 

(Gl + xy52 + 2213) c (al) + (yü2 + a& 

(21; + (Xy)‘G; + Z’G;) c (GI,) i- {y’ü; + 6;). 
de  donde 

De ahí  que (xcy)’ = x’d. Por lo tanto la  función z H x’ es un  automorfismo 
p de K. 

Si x1 = O 6 1 en la recta ( Z ~ G I +  . . - t zncn) entonces su imagen  es 

Si xl  no es  cero esta recta es la misma  que 

y su imagen 
(E; + p(x,’z2)5; + . . . + p(S; ’Z , )5;) ,  

es  la  misma  recta que 

Paso 10: Sea X el automorfkmo semilineal de 1,’. cuyo automorfkmo de 
campo  asociado es ,u, el cual envía l;i en E:. Para toda rect’a L de V se ha 
mostrado  que aL = AL. 

Paso 11: Supóngase  que X1 es otro autctlnorfismo semilineal de V que 
transforma las rectas  de la misma  manera que X. Entonces ).-’A es una 
función  biyectiva de V en sí mismo que deja f i ja cada  recta de V .  Esta  función 
envía  cada vector no nulo V de V sobre un  milltiplo  escalar no nulo de V. Si p 
y ü son  vectores  linealmente  independientes de I’ entonces los trcs vectores 
ü. I¡ y ü c ü. son  transformados  respectivamentc en 0.8, hi y c(? + G).  Pero 

A;’A(z + a) = X,X(@) + A;’A(fij = ~ 2 ‘  $- bu. 
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De donde a = b. Si Z y son  linealmente  dependientes  pero  no nulos y W es 
un  tercer  vector  linealmente  independiente  de Z, entonces  cuando E y U son 
transformados  por X-IX1 aparecen  multiplicados  por el mismo  factor  que 12. 
Por lo tanto X"X1(6) = aE, entonces la misma a funciona para  todo vect,or 
de V por lo tanto X,(e) = A(aii). 

Paso 12: Sea a distinto  de  cero. Definase la aplicación X1 por X , ( V )  = 
X(ZÜ). Para  cualquier b E K se  tiene 

X@) = X(ab.27) = X(abu-luÜ) = p(aba-1)Xl(v). 

Por lo tanto X1 es  semilineal y su isomorfisr!io asociado ,u1 está  dado  por 
,u1(5) = p(uaa-'). Si Ü no es  cero  entonces X,(G) = X(av) = p ( a ) X ( ~ ) ,  esto 
es, X l ( F }  = X(@> por lo que X y X1 inducen  la  misma colineación.  Con  esto 
concluye la demostración del teorema. U 

Entre los automorfismos  de GP(n ,  q) exist'e  siempre  un  elemento  de  orden 

ciclo de longitud 'u, llamado el ciclo de Singer. La manera  de  construirlo 
es l a  siguiente: 

Si es un  element,o  primitivo de IrT = Fq7,+1, ent,onces K puede ser 
visto como un  espacio  vectorial de dimensidn n + 1 sobre F = I?, con base 
1 , L*, . . . . dn. El orden  de wv es qnt - i/rncd{q"". c} = q -  1, donde mcd{a, b} 
denota el máximo comGn divisor  de u y b (ver [17; 62]) ,  esto significa que u' 
es un  elemento  primitivo de F. For la  wtructura  de  campo, la multiplicación 
por L induce  una  transformación  lineal en K .  Esta transformación  induce  un 
automorfkmo  de GP(n,  q)  que  actúa conlo un ciclo de  longitud v en los 'u 

punt,os  de la geomet.ría. En  efecto 

= (g'l - l ) / ( q  ' - 1) que  permuta los puntos  de la geornetría  en  un Único 

F = {O ,  1, we,  . . . , w2'(4-2)) 

y los subespacios  de  dimensión 1 generados  por los vectores 1, u , .  . . ,u"-1 
representan  todos  los  puntos  de GP(n + 1, q"'lj. En efect.0, si (a} representa 
el espacio vectorial  generado por Q entonces: 

(1) = { O ,  1, wu> d v ,  , . . . &Jq-I)u 1 
(u) = {O,w,w , u+l &221 : - 1  J Q - l ) V f l  

# !  } 
(u'> = ( O ,  & I * ,  iJ" + 2, ++* . . . .  u(4-l)v+2 > . . . .  



Ahora  la  prueba  del  teorema  fundamental de la geometría  afin  enuncia- 
do  en  la sección anterior  es  inmediata del teorema  anterior y el teorema 
fundamental  de inmersión, el cual  se  enuncia  enseguida. 

Teorema 4.12 [21;32] Sean V un espacio  vectorial sobre F,, H un hiper- 
plano  de V, (esto  es un subespacio de  codimensión 1 de V ) ,  Z E V - H ,  
GP(V)H el conjunto de subespacios  de la geomtría GP(V)  no contenidos en 
H, y 4 la  función 

4 : GA(z + H) - GP(V)  

definida por N I-+ ( N ) ,  para cualquier t-plano N E GA(3 + H). Entonces 4 
es  una  función inyectiva, 

$(GA(Z + H ) )  = GP(V)H y $-‘(U) = U n  (z + H ) ,  

para  todo U E G P ( V ) H .  

Demostración: Si S = ü+M E GA(Z+H). entonces ü E ü+hi C Z+H. 
por lo que a = z+h, paraalguna 6 E H, y ii+H = (T+h)+H = %+($+I?) = 

Si aü + 7ii = + 6, con T% E M y 6 E H, entonces ( a  - l)@ = 6 - liz E H .  

D e a h í q u e G i E - H p u e s Z + H = t j + H y Z E I ’ - H , p o r l o t a n t o u = l  
y 6 = m. Así pues (S) n (Z + H )  = S. Esto muestra  que la función d es 
inyectiva y también  que  su  inversa, al restringir el codominio a su  imagen. es 

3 + H. 

(S) H (S) n (z + H). 
Si U es un  subespacio  de V ,  no contenido  en H. entonces U + H = V ,  ya 

que H es  un  hiperplano  en V ,  y así 

dim(U n H) = dimU + dimH - dirnll= dimU - 1 

Por lo tanto U n H es un  hiperplano  en I ; .  Sea ii E U - H. Entonces 
U = Ü @(U n H) . Ya que H + (fi) = V,  se sigue que C es de la forma b l ~  + h. 
y así bii E z + H. Pongamos = ba y M = U H. Entonces U = ( F )  + M .  

donde 6 + M E GA(3 + H).  Esto  muestra qut. o es sobre. (7 

Es conveniente  visualizar este  teorema como la proyeccicjn cle subespacios 
de un  espacio  vectorial dado  sobre un  hiperplano  que no contiene al origen, 
corno se  ilustra  en [21; 341. 
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4.4.1 El plano de Fano 

Aún cuando el plano  de  Fano 3 (fig. 2, pag. 53) es la más simple  de  las 
geometrías  proyectivas  finitas,  su g r m  variedad  de  propiedades nos obliga 
a dedicarle  especial  atención. Ya se  han  mostrado  algunas  propiedades  de 
esta  geometría,  aquí  se  prueban  ot,ras más. De la  lista  de  propiedades  de 3, 
enunciadas  enseguida  aquellas  de los incisos 5,6 y 9 son resultados  propios,  las 
de los incisos 7 y 8 aunque no son  originales no se encontró,  en  la  bibliografía 
revisada.  calculado  explícitamente el grupo de aut,omor-fisrnos del plano  de 
Fano o de  otra geometría proyectit-a finita, el resto  de los incisos  enuncian 
propiedades  de F ya conocida.. . 

Acordemas  denotar las  líneas  del  plano de Fano de la siguiente  manera: 

L1 = {1,2,3}> L2 = {2,5,7) .  L3 = { 1.-4.7}, L4 = { 3 . 6 , 7 } .  
Lj = {1,5,6}, Lc, = {2,4,6}: L7 = (3.4.:). 

X cont,inuación  se  resumen  algunas  de  las  principales  propiedades  de  este 
diserio: 

e de  orden 168 



e generado por 

~1 (16)(34), g-2 = (16)(27), 
g 3  = (45)(67), 04 = (12)(67), 
g 5  == (46)(57), u6 = (13)(46). 

8)  Es mds, s i  es  la  acción de o*, i = 1 , 2 , .  . . , 6  sobre las líneas de F 
entonces: 

51 = (LI&)(L3L4), 5 2  = (LlL4)(L3&), 
8 3  = (L2L6)(L3L5), 5 4  (L2L5)(L3L6), 
5 5  = (L3L5)(L4L7), 5 6  = (L3L4)(L5&). 

9) Existen  precisamente 30 distintos códigos  binarios  de  Hamming 
(todos equivalentes). 

Demostración: Ya se  han  probado los incisos (1)-(4).  La  parte “si” del 
inciso (5) es  obvia, y la prueba  de la contrapositiva  de  la  parte “sólo si” es 
directa.  Igualmente  se  prueba el  inciso (6). 

(7)-(8). Ahora calculemos el grupo  de  aut.omorhmos del  plano  de  Fano. 
Este  grupo  es,  por el teorema  fundamental  de la geometría proyectiLia. el 
grupo  de  todas las matrices  invertibles 3 x 3  con  entradas  en Fz, el cual es 
calculado  en  el  ejemplo 4.11. Ya que  cada  elemento del grupo es una  trans- 
formación  lineal de Fi sobre sí mismo: queda  completamente  determinado 
por  su valor en  una base de  este  espacio.  Supongamos  que U, y 15, son los 
vectores de  una  base  de Fi, y que A E SL(3,2) ;  el punto Afit puede  ser 
elegido de 7 formas  distintas  (el  vector cero no puede  ser  elegido),  enseguida 
el punto Avt sólo puede elegirse  6 maneras  distintas,  por  último el punto 
Awt debe elegirse de tal forma  que  sea  linealmente  independiente de  estos 
dos  puntos escogidm anteriormente, lo cual sólo puede  hacerse de  4  formas 
distintas,  por lo tanto el orden del grupo  de automorfismos es 7 x 6 x 4 = 168. 

Ya que  cada  una  de  estas  matrices induce una  permutación  en los puntos 
del plano  de Fano podemos  decir  que su grupo  de  automorkmos es generado 
por  las  permutacionm  que  se  muestran  en el enunciado  del  teorema.  Este 
es un grupo no conmutativo,  (pues ~ 1 0 2 0 3  y 0 3 ~ 1 0 2  son distintos).  simple 
(teorema -4.10) y doblemente  transitivo (proposici6n 4.7). Es más si Zi es la 
acción  de o, en  las  líneas  del  plano  de Fano. entonces  cada  una  de  estas 6, 
es  una  permut,ación  de  las  líneas  de F! y la acción de  estas  permutaciones es 
como  se  describe  en el teorema. 



(9). Para  cada  permutación p : P --t P sea B, = ( p ( B )  : B E B}: 
entonces . F p  = (P, BP) es un plano  de  Fano,  que sólo difiere de F en la 
enumeración  de  sus  puntos.  Además es claro que si 

B E B, y rB E Cz(.F) entonces L+'(~) E C, (P. B, j .  

Por  otra  parte  existen 7!  = 5040 funciones biyectims de P en sí mismo 
(cf. 120; 721). Si p es  una  de  estas funciones  entonces 

Por lo tanto  existen  precisamente 5040/168 = 30 funciones que  inducen,  cada 
u n a  tie ellas, una  distinta  enumeración de los puntos  del  plano  de Fano. De 
ahí  que  este  sea el número  total  de [ Y .  4.31 c6digos binarios  de  Hamming 
distintos,  pero  equivalentes  (un automorfisrno del plano  de  Fano es un  auto- 
lnorfismo de XZ). O 

4.5 Diseños  asociados a geometrias  finitas 

Recuérdese  que,  en  un 2-(72, X - ,  X) diseño de orden 71. se verifican las siguiente..; 
ecuaciones 

bk = cr. ~ ( k  - 1) = X( [ .  - 1): J. n = 1' - X. 

Considérese el conjunto  de w-subespacios, 1 5 u 5 m - 1. de la geometría 
GP(m,q) .  Puede verificarse que  este  conjunto forma un ?-diseño con par&- 
metros 



21 = q m ,  k = q", 

Definición 4.15 Se denotará al diseño de puntos y w-subespacios  de la geo- 
metria GP(m, q)  corno 

GP(m,  w, q ) .  

Análogamente GA(m, w, q )  expresa el diseño de puntos y u)-planos de la geo- 
metria  afin GA(m, q) .  
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5 Códigos asociados a diseños 

Este es el  ca,pít,ulo  principal  del presente  trabajo, pues  se  establece  una  corre- 
spondencia  entre las geometrías  finitas.  tanto afín  como  proyectiva, 3; la teoría 
algebraica  de los códigos.  Se muestra que los códigos naturalmente  asociados 
a estas  geometries  corresponden  a  un  tipo  de códigos  conocidos como códigos 
de  Reed-Muller, y que los parámetros  de  éstos  quedan  determinados por la 
estructura  combinatoria  de  aquellas. 



Demostración: Supóngase  que D = (P, B) y sean p un  primo  que no 
divide a n y C = C,(D). Para x E P sea 8 = C(z1" : B E B, x E B}, 
entonces V tiene  al  número T en  la  ent.rada  correspondiente a x y X en l a s  
restantes. Ya que  para  un 2-diseño n = r - X se t5ene: 

vB - e = TI - a = n(1- uzj E C. 
BEB 

Por lo tanto 1 -u5 E C para  todo  punto x, así que u5 - vy E C para  cada  par 
de  puntos x,y; esto da  la  contención C 2 (FPl)', por lo que  rangp(D) 2 u-l. 
Por ot,ra  parte p divide a k si  y sólo si vB . 1 = k = O, para  cada bloque B, 
lo cual  ocurre si y sólo  si vB E (FPl)l, esto es si y sólo si C = ( FPl)l. D 

Ejemplo 5.2 Por el teorema  anterior  si 3 es  el  plano de Fano entonces 
C3(F) = (Fd)'; Cp(F) = FB para  cada  primo p 2 5 y como  vimos antes 
Cz (F) es el menor  código de  Hamming, ?t3. 

Elijamos  un primo p que  no  divida a nk,  entonces b 2 rangp(D) 2 v. Esto 
es, b 2 u, o sea  un 2-diseño, y por lo tanto en  un  t-diseño, t 2 2 ,  el  número 
de  puntos  no puede  exceder al número  de bloques, esto se  conoce  como la 
desigualdad de Fisher. 

Teorema 5.2 [15] Sea S un sistema triple  de Steiner con v puntos, i .e .  un 
2-(u, 3, l )  disenlo. 

i) rang2(S) 2 v - logz(v + 1). La igualdad se cumple si y sólo si v = 2d - 1 

ii) rang,(S) 2 v - Zog3(u) - 1. La igualdad se cumple si y sólo si v = 3d 

iii)  Para  todo  primo p > 3 se  tiene rang,(S) = v. 

y S = GP(d - I,  I ,  2). 

y S = GA(d, 1.3). 

5.2 Códigos (binarios) de Reed-Muller 

La  clase de los códigos  binarios  conocidos  como  de  Reed-Muller se deben  a 
I.S. Reed (véase [41]), y a D.E. Muller  (,consúltese [38]), mientras que los 
códigos  de  Reed-Muller no binarios  fueron  descubiertos  independientemente 
por varias  personas, entre ellos están P. Delsarte  (ver [M]), T. Kasami. S. 
Lin y \V.lV. Peterson (cf. [29]), J.L. Massey, D.J. Costello y J. Justensen 
(consultar [33]): etc. 

A lo largo  de  est,a  sección F denotará el campo  binario y V el  espacio 
vectorial F" de  dimensión m sobre F. 
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Lema 5.1 15; 1.421 Smn K = { 1 , 2 , .  . . , m): IZ = ( ~ 1 , .  . . , w,,) E V y  sop(^) 
el soporte de este  vector. Entonces  la  función característica de u: está dada 
Por 

m 

x C ( S ~ ,  . . . , xm) E (xk + 1 + ~ k )  = x{ IT ~ c j  : Sop(W) C_ J K} 
k = l  J j c J  

Demostración: E,s sencillo  comprobar  que  el  primer  polinornio  define la 
función  característica del  vector ZU, desarrollando el producto se obtiene la 
suma  de la derecha. 0 

nlás a l a  primer  potencia 

Por el lema  anterior,  toda función de F" en E' es polinomial. Ya que los 
dos elemerltos de F satisfacen la ecuación :x2 = x, estas funciones  pueden ser 
rec1ucicIxs rnhdulo x? - xi. Entonces el conjunto de 2" monomios 

l W = ( x ~ x ~ . . . x $  : i k = 0 6 1 , 1 5 , k < r n }  

forma lun base para el espacio  vectorial  de las funciones de F" en F reducidas 
n l b ~ i ~ l i ~ j  x; - xi. Para  cada  cntero no negativo I' 5 m, se denotará al espacio 
vectorial  sobre F generado  por los monomios en M de  grado a lo más T como 
* u r  es decir 

24hora ya S P  tiene la nomenclatura necesaria para enunciar la definición de 
los cGdigos binarios  de Reed-Muller: 

don. I ! .  . . . .pp son, los distintos puntos de GA(m,. 2) 
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Ejemplo 5.4 1) RM(0,m) = P I ,  RM(rn, m) = F2"'. Más adelante  se 
muestra  que 

RM(m - 1 ,m)  = (Fly.  
2) Para n~ = 3 y T = 2, RM(2,3j es la  imagen  bajo la función  evaluación, 

del  subespacio hf.2 el cual  tiene como  base 

3) La  preimagen  del  código  de Reed-Muller de  primer  orden .RM( 1, m) 
consiste  de  todas l a s  combinaciones  lineales  de los monomios zi y 1, por lo 
tanto  toda  palabra  codificada)  exepto O y 1, es imagen  de  un  funcional  lineal 
no cero  en V, o bien,  de 1 más un  funcional  lineal no cero. Ya que  todo 
funcional  lineal  tiene 2m-1 ceros todo vector de RM(1, m), tiene peso 2"" 
o bien  es el vector O ó 1. Calculemos una  matriz  generadora  para RM( 1, m), 
en la base  ordenada { 51 , 2 2 ,  . . . , xm, 1). En l a s  primeras 2" - 1 columnas y 
m renglones  coloquemos  las  representaciones  binarias  de los números  entre 
1 y 2" - 1, enseguida  coloquemos una  columna  de m ceros y por  último 
un renglón  con todas  sus  entradas  igual a 1. Claramente  esta  es  una  matriz 
generadora  para el ortogonal  del código extendido  de  Hamming,  por lo tanto 

RM(1.m) = (??")l. 

En  particular R_11( 1,3) es la imagen del subespacio (l. 51, z2, z3). Este código 
se  muestra  en  la  siguiente  figura 

00000000 01101001 01010101 1100001 1 
11111111 11 110000 o0111100 10100101 
00001 11 1 11001  100 01011010 10011001 
00110011 10101010 01100110 10010110 

Figura 4. RAl( I ,  3) 

De la definicidn tie M,. es claro  que 

En  particular 
dim(RhJ(1. m)) = 1 + m. 
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Lema 5.2 [9; 691 Sea f un polinomio  en m variables y coeficientes  en F! de 
grado  menor que m entonces 

Demostración: La función caracterísitica  de 15 = (tu1,.  . . ~ wm> E V es 

Entonces  el  coeficiente del monomio de  grado m de  esta  función  es 1! por lo 
que 

f (z )  = CGEV j(G)x&) 
=ClliEVf(~)[x1.'.xm+ .~(51?...,~m)1, 

donde el grado  de g(Z) es  menor que nz. Comparando los coeficientes  del 
monomio de  grado m en  esta  igualdad  se  obtiene el resultado  deseado. 

Mencionamos anteriormente  que RM(O, m)" = RM(m - m). Este sólo 
es un  caso  particular  del siguierlt'e 

Teorema 5.3 [5 ;  1443 Para cualesquiera m. y r con O 5 < .m 

Demostración: Sean E Rhl(7n - T - 1.m)  y E R:tl(r, nz) dos 
palabras codificadas que son imagen.  bajo la función e'v, de los polinomios 
f ( 2 )  y S(%) respectivamente.  Erltonces f es  un  polinomio  de  grado ;I lo rnjs 
m .  - T - 1 y g es un  polinomio de  grado a lo más r. por !o t,anto su producto 
tiene grado a lo más m - 1. y su irnagcen está c > n  L ' - V ( m  - 1: m ) .  Por el lema 
anterior f y 9 son  ortogonales de ahí que 



Ya que  la  dimensión  del  código R M ( m  - r - 1, m) es  igual a 

( y ) + (  Y ) + - (  :)+.e.+( m - r - 1 )  
m 

- -2"-[( m - r  m )+ . . .+ (  m - 1  m ) + ( ; ) I  
- - 2 " - [ (  y ) + . . . + (  y ) + (  y ) ]  
= 2m - dim(RM(r, m)) 

= dim(RM(r, m)') 

se  obtiene el resultado  deseado. 0 

Ejemplo 5.5 Del teorema  anterior se sigue  inmediatamente  que: 

RIM(I, m>' = f i m  = RM(m - 2 ,  m). 

En el estudio  de los códigos  asociados a geometrías  finitas será de  gran 
utilidad el siguiente  concepto: 

Definición 5.5 Para O 5 r < m el  código agujerado de Reed-Muller de or- 
den r ,  Rhl(r ,  m)*, es  el  código  obtenido  de RM(r, m) suprimiendo la posicidn 
coordenada  correspondiente  al  vector O. 

Ejemplo 5.6 RM(1,3)*  es un [7,4,3]-cÓdigo, el código de Hamming &,. 

Proposición 5.1 [5;  1451 Pura O 5 r < m: RM(r,  m)* es un cddigo  de 
longitud 2" - 1, y su  dimenswn  es la misma que la de R.ll(r? m) 

Demostración: La dimensión debe ser la de RM(r.  m )  ya que  todos los 
vectores  en el código  son de peso par y la proyección natural  de RA/l(r, m) 
en R M ( r ,  m)* no puede  tener un núcleo. O 

Dei lema 5.2 se  sigue que  si r < m todo polinomio f E .Ur satisface la 
igualdad f ( 0 )  = f ( f i ~ ) ,  donde la  suma se toma sobre todos los elementos 
ti7 no nulos de V, R M ( r ,  m) es el código extendido del código RM(r,  m)*. 
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5.3 C6digos de Reed-Muller asociados a geometrías 
El  polinomio xi torna valor de 1 precisamente  en  aquellos  vectores tie V = F'" 
que  tienen  un 1 en  la posición i; por lo tanto 1 + .ci es la función  caracte- 
ríst.ica para el hiperplano  de  ecuación xi = O. Similarmente el polinomio x, 
es la función caracteristica  del  complemento  de  este  hiperplano,  que es el 
(m - 1)-plano  que  satisface la ecuación xz = O. Siguiendo  con  este  razona- 
mient,o tenemos  que el  polinomio xi( 1 + x]). con i distinto  de j es la funcidlt 
caracteristica  de la intersección de los (m - 1)-planos  correspondientes a las 
funciones características xi y 1 + xj, un (m - 2)-plano.  En  general todo 
mormmio es  la  función  característic,a  de  un  I-plano y RM(r,m) es generado 
por los vectores de incidencia  de los ( m  - s)-planos O 5 S 5 T de la geometría 
GA(n2, 2).  Suestro proposito  es  demostrar  que R-lI(r.  m) es el código gene- 
rado por los vectores  de  incidencia  de los ( m  - r)-planos  de GA(m,  2).  Ya 
que las  ecuaciones  lineales  definen  un ( M  - l)-plano y RAW( 1,171) es imagen 
de - 1) polinomicr; lineales, que es el nilrncro de (m - 1)-planos en 
GA(rn. 2). tenemos  que 

Para el caso general  primero  se  prueba  que los vectores de incidencia de los 
(m - r)-planos  están  en el código de  Reed-lluller. 

Proposición 5.2 [S; 1461 Los vectores de zncidenc-ia de los (m - r)-planos 
de la  gwnzetría afin GA(m, 2) están  todos  en R L U ( r l  m.). 

Demostración: Ya que los puntos  de  todo ( m  - r)-plano en G2-1(m. 2).  
S = (SI. . . . xm) son aquellos que  satisfacen  las r ecuaciones  lineales 

m 

j=1 

el polinonlio 
r m 

i=l ]= 1 

tiene grado a lo más T y por lo tanto su imagen  está en RMjr.  m). Además 
este  polino~nio es el vector  de incidencia  del (m - r)-plano definido por  las 
ecuacioncs anteriores. 0 
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La  prueba  muestra  más, a saber,  que los vectores de incidencia  de los 
(m - s)-planos  están  en RM(r,  m) para cualquier S 5 r. 

~ Es inmediato  probar  que  la función característica  de  cualquier (t + 1)- 
plano es la  suma  de  dos t-planos  paralelos  contenidos  en él. De ahí  que, 
como  puede  verificarse por  inducción  sobre S ,  el código binario  asociado  al 
diseño GA(m, m - T ,  2) contiene l a s  funciones características  de  todos los 
(m - r)-planos  para O 5 S 5 r, por lo tanto el  código de  este diseño es 
RM(r ,  m). Invirtiendo los papeles de T y m - r se tiene 

Teorema 5.4 [5; 1471 Si r y m son enteros tales que O 5 r 5 m, entonces 

G[GA(m,  r, 2)] = RM(m - T ,  m). 

Las funciones características  de  los  r-planos  son vectores de peso 2'. Se 
probará  que  estas funciones son l a s  únicas  con  esta  propiedad y que la dis- 
tancia  mínima  de RM(m - r, m) es  precisamente  esta  cantidad. 

Un  subespacio  de F" de  dimensón r será  denotado  como n,, y el subes- 
pacio proyectivo correspondiente n, -{O} como n: . 

Se  mostrará  que C,[GP(m - 1, r, 2)] = RM(m - T - 1, m)* : 
Sea C = C,[GP(rn - 1, r, 2)]. Un  r-subespacio  proyectivo n: satisface m - 
1 - T ecuaciones  lineales, su función  característica  es  un  polinomio  de  grado 
m - T - 1 en m variables,  y  ya  que O no  está en G P ( m  - I ,  2) la función 
característica  de ni está  en RM(m - r - 1, m)*. 

Extiéndase a C por  un chequeo de  paridad  total  al código C. Un  bloque 
de GP(m - 1, r, 2) es  un n:,,, entonces su peso es 2'" - 1 y ya que el 
peso de n,,, es 2', los vectores  de incidencia de los (r + 1)-subespacios 
de Fm generan a C. Ya que n,,, satisface m - 1 - r ecuaciones  lineales 
su  función  Característica  es un  polinomio  de  grado m - T - 1, por lo tanto 

El número  de  repetición r = X1 para un  diseño de  puntos e  hiperplanos 
de  una  geometría  proyectiva  es  congruente  con 1 módulo 2 (véase  pag. 85) ,  
y como en todo diseño (P, B), 

c RM(m - T - 1,m). 

el vector  todo-uno  siempre  está  en el código  binario  de  un  diseño  de  puntos 
e  hiperplanos  de  una  geometría  proyectiva. Ya que los (r + 1)-subespacios 
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contenidos  en  un  (r+2)-espacio  forman  un  diseño GP(T+ 1, T ,  2) ,  el  vector  de 
incidencia de  todo (T + 2)-subespacio de F" es  la  suma  de  t,odos  los  vectores 
de  incidencia  de los (T + 1)-subespacios  que  contiene. 

Sotemos  que  en F,  si W es un  elemente fijo de nrf2  - IT,,,, entonces  se 
tiene  que nr+2 - n,,, = {h + w : 7;. E n,+,, U E n,+,} = n,,, +a, entonces 
en Cz[GA(nz, T + 1,2)) el  vector  de incidencia de  un (r + 1)-plano  es  la  suma 
de los vectores  de  incidencia  de  un (T + 2)-subespacio y un (T + 1)-subespacio. 
Por lo tantso  todos los (T + 1)-planos  de F" están  en C ,  esto es 

C2[GA(m, 7' + 1 ,2 ) ]  = R-IM(m - T - 1, m) 5 6, 
d e a h í c l u e C = n M ( m - r - l , m ) y C = n , i l ( m - r - l , m ) * . S e h a p r o b a d o  
la siguientre 

Proposición 5.3 [6; 1.271 C,[GP(m - 1, r. a)] = RM(m - T - 1, m)*. En 
particular C2fGP(d, 1, a)] = 7&+l. 

Ejemplo 5.7 El  diseño GP(cl, 1, 2) se  extiende  naturalmente a GA(d+l,  2,2) 
y como se ha  visto C,[GP(d, 1, a)] = mientras  que C,[GA(d+ 1 , 2 , 2 ) ]  = 
7?)rtdii1 un  código extendido  de  Hamming. 

Teorema 5.5 [6; 181 Cuulquier   inmerswn de G P ( m  - 1 , 2 )  e71 G P ( m ,  2) in- 
dvce  las  siguientes  sucesiones  exactas cortas: 

O j Rll!f(m, - r - 1, mj' "-f RM(m - r. m -+ 1)' "+ R,Zl(m - T ,  m) t O, 

O -+ RA.l(m - T - 1;m) -+ RM(m - T ,  m + 1)* -+ Rh.l(n~ - T ,  m)* + O. 

Demostración: Sea W = Fm+l. La  imagen  de  cualquier  inmersión  de 
GP(m - 1 , 2 )  en GP(m.  2) es  un  hiperplano  de GP(m,  2)  y por lo tanto 
podemos  asociarle  un  hiperplano H de W. -$demás a = M[- H = G A ( m ,  2), 
entendiendo  est,a  igualdad como isomorfismo según se definió al final  de la 
sección sobre  geometria  afín.  Si 13 es un vector fijo en  entonces = 
{Ti + @ : U; E W, h E H} = H + a. Si n,,, es un (r + 1)-espacio  que  corta 
a H en u11 r-espacio n,.. y ZE es  un  elemento de U;+, que no está  en np 
entonces nfLl nR = n:+, - n, = {a  + h : 11 E II;} = ZE + n, . 

Sea D el diseño GP(n7.r. 2);  de G P ( H )  constrúyase el diseño DI = 
G P ( m  - 1. I', 2) y de G"I ( f i )  el diseño D2 = Gd-l(m. r, 2). Entonces 

C2(D) = R:'M(nz - r: m + l), C2(D1j = RM(m - r - 1, m)*. y 
CZ(D2) = RM(m - r m ) .  
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Un  bloque  de D es un  subespacio nT+l, y nr+, c H o n;+l nH = n,t . 
Ent40nces n:+l nR = 8 o zij + n, . Todo  r-plano  de G A ( a )  surge  de  esta 
manera; por lo tanto  la proyección 7 r ~  de l a s  posiciones coordenadas  de C2 (D) 
sobre l a s  posiciones coordenadas  de  tiene por imágen a C2(D2) y C2(D) 
está  en su núcleo. Se  tiene  entonces  que 

drm(G(D1)) L dim(Cz(D)) - dim(Cz(Dz)), 

esto es 

entonces  utilizando  repetidamente  la  igualdad n t l  

( 9 ) puede concluirse que  se  cumple  la  igualdad y por lo tanto C2(D1) 

es  el  núcleo de  la proyección, con  esto  se  obtiene la primera sucesión. 
Para  probar  la  segunda sucesión se toma  ahora  la proyección sobre H - 

{O}. Constrúyanse los diseños E2 = GP(m-1, r - l , 2 )  y E1 = GA(m, r + l ,  2) 
a partir  de G P ( H )  y G A ( f i )  respectivamente y sea D el diseño  considerado 
anteriormente. 

Ya que  todo  r-subespacio proyectivo de G P ( W )  int,ersecta a H en un 
(T - S)-subespacio proyectivo o está  contenido en éI y todo (r - 1)-subespacio 
proyectivo  puede ser obtenido  de  est,a  forma la imagen  de  la proyección es 

Si dos r-subespacios  de GP( W )  intersectan a GP( H) en el mismo ( r  - 1.)- 
subespacio proyectivo entonces sus intersecciones  en H son  ajenas por lo que 
forman  dos  clases del mismo r-subespacio  de GA( R). La unión  de  estas clases 
forma un (7 + 1)-plano  de GA(m, 2) por lo que C2(E1) está  en el núcleo de la 
proyección. Por un argumento  respecto a las dimensiones  puede  concluirse 
que  este código es precisamente  el  núcleo. 

C 2 W 2 ) .  

Corolario 5.1 [6: 191 La distancia  mínima  del  código R V ( m  - r? m) e s  2' y 
los vectores de peso mínimo son los vectores  de  incidencia  de los r-planos de 
la geornetnb. GA( m ,  2) .  El peso mínimo de RM(m-  r, m ) *  es '7'- 1 y los vec- 
t o m  de peso minzmo son los vectores  de  incidencia de los (r  - 1)-subespacios 
progectivos de la geometría  proyectiva GP(m - 1,2) .  En particdar los uec- 
tores  de peso mínimo de ?id+l son los vectores  de  incidencia de las rectas de 
GP(d, 2).  
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Demostración: Ya se ha  probado c,w !os vectores  de  incidencia  de los T- 

planos  de GA(m, 2) están  en 81" f ( m - ~ .  m ) ,  como  su  peso es 2'. si los vectores 
de incidencia de los r-planos  son los  vectorcs  de  peso  mínimo en RM(m-r .  m) 
entonces el peso  mínimo  de RM(m- 'r, m ) *  es 2' - 1. Inversamente  si el peso 
mínimo  de RM(m - ~ , m ) *  es 2' - 1. ei de Rh$(, - r: 772) es 2' pues este 
código  es obtenido  de  aquel  añadiendo  un chequeo de paridad  total. 

Se probará el  corolario  por  inducción en 7 n  utilizando la misma  notación 
que  en el teorema  anterior.  La  hipótesis  de inducción  es que el corolario  es 
válido  para m y todo T < 'm. 

Si r = O el resultado es trivial.  Supóngase  pues  que I- > O y que la 
dimensión es m + 1. Si I' = m tenemos el cddigo RM( 1, m - 1) y el corolario 
es  válido  en  este  caso;  entonces  puede  suponerse  que O < r < m. 

Fijemos una iumersiGn de G P ( m  - 1 , 2 )  en G P ( m ,  2) corno en. el teorema 
y sea 2' un  vector  de peso rnínimo Cz(D). Si V tiene  coordenadas cero en las 
entradas  correspondientes  a f l ,  entonces I..uede pensarse  como  un  vector  de 
C2(Dl) y: por hipótesis  de  inducción, tendrá peso - 1. es el vector de 
incidencia  de  un  r-subespacio  de G P ( m  - 1-3) y por lo tanto  de GP( m ,  2). 
Si E tiene  entradas cero en los coordenadas  correspondientes a H* = H - {O} 
entonces  puede  pensarse como  vector de Rlll(m - T - 1, m )  y. por  hipótesis 
de  indución,  su  peso es no mayor que 2r-') lo cual es imposible  pues el 
peso minimo está  acotado  por 2'+l - 1. -&ora s6lo resta  considerar aquellos 
vectores zi de peso  mínimo tales  que  ninguna de sus  proyecciones sea el xwtor 
cero.  por lo tanto el peso mínimo de b es,  por  inducción. al menos 2'- 1---3' = 

coordenadas  correspondientes a H*: es el yector de incidencia de un ( r  - 1)- 
subespacio del  espacio proyectivo inmerso. Se desea mostrar  que F es el 
vecrrjr de incidencia de  un  r-subespacio proyectivo de G P ( m , 2 ) ;  para esto 
se construye  un  r-subespacio  de  esta geometría cuyo vector de incidencia 

(ioincide  con zi en  las  coordenadas  corrrspo;ldierltes a H' y tiene  por i o  
menos  una  entrada en común  con ü en la,> coordenadas  de H. Entonces 
ps( 7 X 72) 2 (2' - 1) $- 1, donde U * zü denota la intersección de F y @ definida 
en e i  ejemplo 2.1. Así qw ps(@ * 2u)  5 2"' - 3 " < 9'" - 1. y .L; = P. Con 
esto tenemos el resultado proyectivo,  del  cual se sigue el :-esultado afín. 0 

27-11 - 1: además  cuando  tal vector de peso Y S 1  - 1 es pro)-ectado sobre l a s  

Ejemplo 5.8 16; 211 l ina base  para el  ccidigo RM(m - 2.111 I = Xm. con- 
sistente  de vect,ores de incidencia de  líneas de G P ( m ,  2 i. puede  encontrarse 
conl[i se describe a continuación:  tómese  cualquier  línea e iwlilyase su \-ect,or 
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de  incidencia  como  un  vector  de  la  base. -4 continuación  elijase  cualquier 
punto no incidente  con esta linea, e  inclúyanse  los  tres  vectores  de incidencia 
de las tres  líneas  que  contienen este nuevo punto y un  punto  de  la  primera 
línea.  Se  continua de esta manera  hasta  que  no hay más  puntos  que elegir. 
Es decir,  si existe un  punto  que  aún  no es incidente  con  alguna  de  las  líneas 
elegidas hasta  el  momento, se agregan a la  base los vectores  de  incidencia  de 
las  líneas  que  contienen a este punto y algún  otro  de los ya elegidos. Esta 
manera  de  construir  vectores  claramente  garantiza su independencia  lineal, y 
es sencillo calcular  que e l  número  de  vectores  que  se  obtienen  es  precisamente 
la  dimensión de T i r n ,  de ahí que  formen  una  base. 

Ejemplo 5.9 El diseño GA(3,1,2) puede ser visto  como  un  octágono  regu- 
lar  junto  con  todas  sus diagonales, (esto  es,  una  gráfica  completa  de ocho 
vértices),  en  la  cual los vértices  del  octágono son los puntos y cada línea es 
un  bloque  (debe  notarse  que sin importar cómo etiquetemos  cada  vértice del 
octágono el diseño es exactamente el mismo.) 

Corno sabemos,  este código es  precisamente R1W(2,3) = (F21)', un 
código de  longitud 8 y dimensión 7 el cual es generado por ' 

11111111 00010001 
00001111 O O O G O l O l  
00110011 00000011 
01010101 

Y como  vimos  antes  este código es generado  por los vectores de peso que 
tienen  todas sus entradas,  excepto  dos, iguales a cero,  una  de las cuales es 1 
y la  otra -1, los  cuales  en  este  caso,  ya  que -1 = 1 en F. son los vectores 
de  incidencia  de l a s  líneas de GA( 3,2). 

Por otra  parte el código R M ( l , 3 )  mostrado  en la figura 4, pag. 89, es el 
código  binario  asociado  al  diseño GA(3,2.2). el cual es un  sistema  cuádruple 
de Steiner S(3,4,8), y todos  sus vectores  excepto O y 1, son  vectores de 
incidencia de 2-planos de  GA(3,2). Por ejemplo al ordenar los puntos  de la 
geometría  de la siguient'e manera 

100 k-+ PI, O00 I"+ p 2 ,  110 p3. 010 ++ p4, 
101 pj, 001 H PSr 111 r-+ p7, 011 H p8. 

las palabras codificadas 01010101. 0011OOll. 11001100 y 11000011 son 10s 
vectores de incidencia de los 2-planos de GA(3,2) que  satisfacen  las  ecua- 
ciones x1 = O ,  x2 = 1. x2 = O y x2 + 5 3  = 0 respectivamente. 
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Agujerar  este código equilale a suprimir  la  primera posición coordenada 
y el código que  resulta  es el código  binario  de  Hamming 7-13. Si  después  de 
agujerar, corno se  indica, el  código de  la figura 4 ,  pag. 89: se  aplica la per.- 
mutación (17)(35)(46) a las  columnas el código  que  se  obtiene es precisamente 
el mostrado  en la figura 1, pag. 39. 

5.4 Sistemas triples y cuádruples  de  Steiner 

Esta sección está  basada  en [30], por lo que se  suprimen las referencias 21 
principio  de  cada proposición.  Recordemos que un  sistema  triple  de  Steiner 
es  un  diseño S(2,3,  u): mientras  que  un  sistema culjidruple de  Steiner  es  un 
3-(v, 4 , l )  diseño. 

Si en un código C toda  pala,bra  codificada  tiene  coordenada 0 en  una 
posición particular,  entonces el  código obt,enido  de C suprimiendo  esa posición 
coordenada  se  llama código acortado de C. 

Puede  probarse  inmediatamente  que  un  sistema t i p l e  de  Steiner con ’u 
puntos  satisface = 1 ó 3 (mod 6)  ; y u es siempre  un  número  impar. Deno- 
taremos el tercer  punto  en el bloque  que  contiene a los punt80s  distintos x y 
y por IC * y y al bloque por xy. Es sencillo probar  que la operación * induce 
las  prupiedades  de  grupo  abeliano  en  un  sistema  t,riple  de  Steiner.  excepto 
la asociatividad.  Cuando le agregamos  un  elemento al conjunto  de plintos. 
lo definimos como el elemento  neutro y suponemos  que  todo elemento es de 
orden 2 ;  entonces * es  una  operaciin  de  grupo  abeliano,  es más la asociativi- 
dad se  cumple sólo cuando el diseño  proviene  de  una,  geometría  proyectiva 
sobre el campo  binario. 

Sea D = (P. B) un  sistema  triple  de  Steiner. Un subconjunto P’ de P es 
llamado subsistema de D si tiene  al  menos  tres  elementos y si los puntos 
distintos z y y están  en P’ entonces t a m b i h  lo está el punto x * y .  P’ forma 
11x1 diseño S(2.3. u’) donde u’ es la cardinalidad  de P’ y los bloques de este 
diseño  son  aquellos  de D contenidos  en el sKbsisiema.  Un subsistema  propio 
es llamado  un hiperplano proyectivo de D si todo bloque de D intersecta 
al  hiperplano. 

Supóngase  que S es un subsistema  de  cardinalidad 9. Para cada punto 
fijo fuera  de S esisten 9 bloques a tra\-t;s del punto que no son ajenos  de 
S. ya  que  cada  uno  de  estos sólo puede tener un punto  en S. Por ser S un 
subsistema el número  total  de punt,os en bloques  que  contienen un punto 
fijo exterior a S es 3 + 2 + 2 + . - + 2 = 1 + 2 + 2 + . . . + 2. donde en el 



miembro  izquierdo  tenemos 9 sumandos iguales a 2, por lo que esta suma 
es presisamente v;  así que  no  existe un bloque que no corta a S. Resumiendo, 
si  un  subsistema  tiene (v - 1)/2 puntos ent,onces es un  hiperplano proyec- 
tivo. Es sencillo  verificar que  un  hiperplano  de la geometria GP(n,  2), es 
un  hiperplano proyectivo. Similarmente,  un  subsistema  propio  no vacío S es 
un hiperlplano-afín si para  todo  punto x fuera  de S la  unión de todos los 
bloques  que  contienen  este  punto y que son ajenos  de S forma  un  subsistema 
S‘ y todo  bloque  que  intersecta a S en un punto  también  corta a S‘. Entonces 
S” = P - (S U S’) es también  un  subsistema, y los tres  subsistemas  forman 
un conjunto  de  subsistemas  mutuamente  ajenos. 

Las geometrías  finitas nos  proveen de los diseños que nos interesan,  en 
particular GP(d,  1 , Z )  = S(2,3, 2d+’ - 1) y GA(d, 1 , 2 )  = S(2 ,3 ,  3d),  como 
puede  verificarse inmediatamente. 

5.4.1 Palabras codificadas de peso mínimo 

Recuérdese  que  para  cada  primo p el prango del diseño D, denotado  como 
rang,(D),  es la dimensión  del código par io  asociado a D. 

Si el código de un  sistema  triple  de  Steiner con v puntos  tiene dimensicin 
ZI entonces sus vectores  de  peso  mínimo  son  todos los vectores de peso 1; por 
lo tanto,  de  acuardo  al  teorema 5.2, sólo se consideran los códigos birlarios J- 

ternarios. 

Proposición 5.4 Sea D = (P,B) un 2-(2*. 3 , l )  diseño y sea C = C,(D) con 
p = 2 6 3,  s u  código  asociado.  Supóngase que el peso mínimo de C es tres. 
Si p = 2 entonces los vectores  de peso minim0 son los vectores de  incidenaa 
de los bloques de D, v = 2d - 1 para algún entero ti 2 2,  D = GP(d - I ,  1 , 2 )  
y C = “ í d .  Si p = 3 entonces v = 3d para algún d 2 1 y D = GA(d, 1 ,2 ) .  

Demostración: Si p = 2 la cota  por  empaquetamiento con esferas. 
proposición 2.5, implica  que k 5 - b g 2 (  1 + u) .  Por el teorema 5.2 se  tiene 
k 2 u - log?( u + 1) con la igualdad si y s6lo si D es el diseño de puntos ~7 

líneas de  una  geometría proyectiva. 
Si p = 3 la cota  por  empaquetamiento nos da k 5 2’ - log3t1 + 221) 5 2’. 

Supóngase que 2: E Y+’ - 1). Por el teorema 5.2 puede mostrarse que 
k = u - d - 1 y que D = GP(d,  1,3). Por ejemplo  supongamos que % 5 
t1 < 3d, de la primera  desigualdad  puede deducirse  que d + 1 _< 10g3(22, + 1). 

d-t 1 
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esto es, que ZI - d - 1 2 12 - 1og3(2v + 1) por lo que k 5 v - d - 1. Por  ot,ra 
parte la segunda  desigualdad  implica  que v -- bog3(v) > u - d - 2 y por el 
teorema 5.2 k > v - d - 2 por lo tanto k = u - d - 1 y D = GA(d, 1 ,2 ) .  
El código dz estc diseño  es  un ccidigo de  una clase  conocida  como  códigos 
generalizados de Reed-Muller, los cuales  se definen en la siguiente  sección,  la 
prueba  de esto va más allá del  alcance  de  este  trabajo.  Puede  consultase [5; 
cap. 51 para  una  prueba. O 

En  la  prueba  de  esta  proposición, los autores  de la referencia  -mencionada 
al principio de la sección utilizan la afirmación de  que si 3d 5 u < 3dt’ 
entonces d <= loy3(1 + 2 ~ )  < d + 1, donde v es  un entero positivo  congruente 
con 1 6 3 módulo 6,  lo cual  es falso  pues t,omando u = 75 y d = 3 !  ya  que 
34 = 81, debernos de  tener log:3[1 + 2(75)] > 4. 

Corolario 5.2 Sea D ‘ m  2 - (u, 3,  1) diseño, y sea G su gmpo de automor- 
fismos. Si G es transitivo en los puntos entonces rang2(D) = v o D es u.7~ 

diseño GP(d ,  1,2)  para algún entero d. 

Demostración: Si D no es el diseño de  puntos y líneas de  una  geometría 
proyectiva es  porque  su  distancia  mínima  no es tres,  entonces  esta debc ser 
uno!  por lo tanto  todos los vectores  de peso 1 están  en el código. E 

Corolario 5.3 Si la distancia minima de! código binario del dzserio D = 

S(3,4,17) es 4 entonca u = 2d,  para algrin d ,  D = GA(d, 2: 2 )  y C‘2(D) = 

R;Zl(d - 2 ,  d).  

Demostración: La cota por empaqwtamiento con  esferas  implica que 

Sea un punto fijo de D entonces D,. la contraccidn de Dl es u11 diserio 
S ( 2 , 3 , ~  - 1). El código C2(DI) tiene peso  mínimo 3 por lo que es un código 
binario de  Hamming:  de  ahí  que 2: - 1 = 2” - 1 para alglín d. y D, = 

GP(d - 1,1,2),  por lo que E = 2d y d.im(C‘,(D,)) = 2d - d - 1. De la 
desigualdad 2d < 2d c 1 se deduce 

‘ d  - d > 2d - logz(l -+ 2 d )  > - k 

por 10 que k = 2d - d - 1. Así C2 (D) es un i2’. 2d - d - 1.41 código binario. 
este es el cGdigo extendido  de  Hammiilg y D = Ga4(d, 2.2). E! 
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Proposición 5.5 Sean D = ( P ,  -S) = S(2,3,  v)  y C = C,(D), donde p = 2 
0' 3 y p divide al  orden n = (u  - 3)/2 del  diseño. Si p = 2 entonces  todo 
vector  no cero del  código  ortogonal  tiene  peso (u + 1)/2 y el  complemento 
de los soportes forma los puntos  de un hiperplano proyectivo. Cada  soporte 
j o m a  un óvalo  para D. Inversamente el conjunto de puntos fuera de  un 
hiperplano  proyectivo forma el  soporte  de un vector en C'. Si u además es 
de la forma  Sa + 7 ,  con a f O ó 1 (mod 3), entonces C" C C. 

Si p = 3 entonces todo vector  de C' excepto O ,  1 y -1 tiene  peso 2u/3 
y es  la  diferencia  de los vectores de  incidencia de dos hiperplanos  paralelos 
afines.  Inversamente cualquiera de  tales vectores está  en CL. Se  tiene  además 
C' C_ C. 

Demostración: Sean 2zj un  vector no cero de CL y S su  soporte. Deno- 
taremos  por w, la entrada  de tü en la posición coordenada  correspondiente 
al punto x. Si x, y son dos puntos y w, = 1 entonces zlzY .iij = O implica 
que wy es distinto  de w,,~, lo que significa que después de  suprimir  de 6 la 
coordenada z exactamente la mitad  de  las  entradas  restantes  serán  cero,  por 
lo tanto 

2'-1 v + l  1s1=1+---* 
2 2 

- 

Además  todo  bloque  que  intersecta a S lo hace exactamente  dos veces: por 
lo que P - S es un  hiperlano proyectivo,  digamos N ,  y u'' = up + .us. Ya 
que C B E ~  ziB = r l ,  n = r - 1 y n es  par, el vector de incidencia de P est,á 
en  el  código. Por otra  parte,  ya  que H es un 2-( y, 3 , l )  diseño, 

donde  la  suma  se  toma  sobre  todos los B E B tales  que B C H. Esto  muestra 
E C si y sólo si n / 2  = 1 (mod 2 )  y n = O (mod 2 ) ,  esto es si y sólo si 

u = 8a + 7.  para a. E Z. La condición a G O ó 1 (mod 3) se obtiene al 
considerar sd!;, aquellos  valores  de 'LJ congruentes  con 1 ó 3 módulo 6. 

Supóngase  ahora  que p = 3. Ya que  para  todo bloque xy se  cumple 
1 . z."Y = 1 f 1 4 1 = O el vector  todo-uno  está  en C'. Elíjase  un vector 
@ diferente  de O. 1.  -1. entonces  para  todo bloque xy, w, + wy + wZey = O. 
Para todo Q E Fd. se  denotará  por S, a l  conjunto de puntos z talks que 
w, = o. Si So = 8. sea .2: un punto tal que w, es no nulo,  sin pérdida  de 
generalidad  puede  suponerse  que w ,  = 1. Para todo punto y, distinto de x, se 
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tiene wy + wz,y = 2 de ahí que w, = wy = w,,~  = 1. Ya que  esto sucede para 
todo  punto y diferente  de z, W = 1, lo cual es una  contradicción, entonces So 
es no vacio. Elíjase  un  punto x E So,, y un  punto y distinto  de x: w y  = - w ~ + ~ ,  
entonces I S1 I = ]  S-1 I . Ya que 1 está en Ci W + 1 E C”. Definiendo los 
conjuntos S’, como  para ÜI se  tiene 1 S’1 j=l S’-1 1 ,  S’1 = So y S’_.1 = SI! 
entonces 

1 so I=[ S 1  I = /  S”1 / = j  S1 j=l S-, 1 . 

No se da la  prueba  de los siguientes  resultados, las pruebas  respectivas  se 
encuentran  en la referencia [30]. 

Teorema 5.6 Sea D un sistema  triple de Stei77er con 21 2 7 puntos.  Supón- 
gase que d es un entero  tal que 2d - 1 < u < id+’ -. 1. Entonces  el  código 
binario Cz(D) contiene un subcódigo, digamos C, que puede ser  acortado al 
código  binario  de Hamming, ? & ,  suprimiendo v - (2d - 1) posiciones  coor- 
denadas  donde  las en,trGdas de las palabras  codificadas de C son  todas  cero. 
Equiz&ntenzente C2(D) contiende un conjunto de vectores de peso 3 que 
sostienen al disenlo GP(d - 1, 1,2) .  

- 

En particular  si v = 2d - 1 entonces R d  C?(D). 

Corolario 5.4 Sea D un sistema cuádruple de Steiner  con u 2 7 puntos. 
y supdngase que d es un entero  tal que 2d 5 r < 2d+’. Entonces el código 
binario C2(D) contiene un subcódigo C yue puede ser  acortado al código de 
Reed-Muller RM(d - 2 ,  d). 

En purticular si u = 2d entonces R-Uí:d - 2. d )  C2(D) y CZ(D)’ C 
RM( 1, d) .  

5.5 Códigos generalizados de Reed-Muller 

“lhora consideraremos los códigos que resu!tan ,le evaluar  ciertas fuciones en 
los puntos de una  geometria afín. 

Lema 5.3 i.5: 1531 Si ii = ( ~ 1 . .  . . , w m )  E F7. entonces su funcidn caruc- 
tenística vicm  dada  por 
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Demostración:  Esto es claro  notando  que cualquier  elemento no cero 
de FY satisface la ecuación a"' = 1 por lo que  la expresión entre corchetes 
es cero a menos  que xi = wi para  todo i. O 

Nótese que w E FQ implica xQ - x = [(x - w)Q" - l](x - u), de  ahí  que 
naEF,-iw)(x - a) = (x - w)Q" - 1. Evaluando  en x = w se sigue que el 
producto  de  todos los  elementos  no  cero de un  campo finito es -1; lo cual 
generaliza al  teorema  de Wilson: (p - l)! = -1 (mod p). 

Ejemplo 5.10 El polinomio 1 - (xi - a)," es la función  característica del 
(m - 1)-plano  en Fr que  satisface la ecuación xi = a. 

El lema  anterior  muestra  que  toda función de FF en F, es polinomial. 
Pero como todo  elemento  de F, satisface  la  ecuación xq = x estos polinomia 
pueden ser reducidos  módulo x' - x, y entonces el conjunto  de qm monomios 

forma  una  base  para  estas funciones. Obviamente  un monomio de M tiene 
grado a lo más m ( q  - 1). Si p es  un entero  tal  que O 5 p 5 m ( q  - 1) 
denotaremos  por Al, al espacio  vectorial  sobre F, generado  por los monomios 
en M de grado a lo más p, esto es 

M - ( { I C ' ~ ~ ' ~ .  -.x? : O 5 i k  5 q - 1, i k  5 p, k =- 1 , 2 . .  . . ,m}). 
. .  

p -  1 2 

Ahora  estamos  en condiciones de  dar  la definición de los códigos generalizados 
de Reed-Muller: 

Definición 5.6 Si m es un  entero  positivo y q una potencia de un primo, 
para  cualquier  entero p tal que O 5 p 5 m ( q  - 1). el  código  generalizado 
de Reed-Muller de orden p, sobre F,, denotado  por RV,(p.  m.), es la 
imagen de la función 

ev : Mp - F:m. 

definida por 

donde pl:p2,. . . pqm son los distintos  puntos de la gwometnh. afín GA(m, 4 ) .  
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Para calcular la dimcnsidn de  estos :6digos se utilizará el siguiente  resul- 
t  ado: 

Teorema 5.7 [ I ;  6 i j .  [20: 1841 (Principio de inclusión exclusiónj 
Sea S un conju.nto  finito dc cnrdinnlidd N ,  y sean c1 ~ . . . , c t ,  t condicionts 
sobre u l g m o s  de los  elementos  de S. Dc.:otemos por24-(c,,c,, . . -cikj  el nzimero 
de elementos de S que .snti,cfacen lus cor.llciones c+, j = 1.2,. . . , X;. Entonces 
el número d e  elementos d e  S que n o  ;:tisfncen ninguno de las condiciones, 
iv, estd dodo por 



.. . 

Ejemplo 5.12 Para p = 1 se tiene  que  dim(RiWq(l,m)) = 1 + m. Ya que 
todo  polinomio  lineal no constante  en m variables  tiene qm-l ceros,  estos 
códigos tienen peso  mínimo qm - qm-l = qm"(q - I) ,  y todos los  vectores 
excepto los múltiplos escalare del  vector  todo-uno tienen  este peso. 

En el caso m = 1 podemos  obtener  que dim(RMq(p, 1)) = l + p ,  y además 
como  un  polinomio  en una  variable  de  grado a lo más p  puede  tener a lo más 
p raices distintas,  ya  que O 5 p 5 q - 1, tenemos  un  polinomio  de  grado p 
con p raices  dist,intas  por lo que  el peso mínimo  de  este código es q - p, y es 
un c6digo de  máxima  distancia  separable (MDS) . 

Generalizando  el caso anterior, si p 5 q - 1 no es necesario  utilizar un 
argumento  de inclusión  exclusión y puede  probarse  que  en  este caso 

dim(RMq(p,  m)) = ( 
Lema 5.4 [8; 691 Sea f un polinomio en cm variables de grado menor que 
m(q - 1). Entonces 

f(@) = o. 
G € F Y  

Demostración: Ya que 

f(4 = c Z)(4x&) 
* E F T  

y el coeficiente  del  monomio de  grado m(q - 1) en xa(z) es (-1)* debemos 
de  tener,  por hipótesis,  que el coeficiente  de  est,e  monomio  en f (3) es cero. 
o 

Teorema 5.9 [5 ;  1561 Si p 5 m(q - 1) 

Demostración: Sean f E -21, y g E Mm(q- l ) - i -k , .  entonces f g  E ?.fm(q-l) 
y rtzEFy f (Lc)g(ii')  = O, pero  esta expresión es el producto  interior  de las 
palabras codificadas  correspondientes a f y 9. por io tanto  estas  palabras 
son ortogonales, y 
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Se  define una permut,ación  de 121 enviando el elemento xi' * - x$ al monomio 
X1 
grado 5 p es el número  de monomios de  grado > , n ( q  - 1) - 1 - p, y de ahí 
que la dimensión  del  código R~Wq(m(q-l)-I-p. m> es qm-dim(RMq(p, m)). 
o 
Teorema 5.10 [S; 1561 Si O 5 p 5 m(q - 1) entonces 

(I-1-4, . . .  Xq-l-i, 
m , esta función  garant,iza que el número  de  monomios  de 

GLR(772,q) Aut[Rlll,(p. m)]. 

Demostración: Recuérdese que un  aut,omorfkmo  de  un cCltligo es  una 
permutación  del conjunt.0  de posiciones coordenadas  que  preserva al código, 
en &e caso, si ( ~ ( c Y ) ) ~ ~ F ~  es una  palabra codificada y u es una  permutación 
de Fr entonces 

( ( f ( C Y ) ) a ~ F y ) O  ( ~ ( Q C ) ) O E F T  

es una  palabra  codificada. 
Si f E lblQ y AZ + 21 E GLA(rn,q), ent,onces f{AZ i- V )  E A U p .  O 

Teorema'5.11 [ 5 :  1571 Para O 5 r 5 m y r(q - 1) 5 p 

C,[GA(m., 771 - I-: q) ]  C RLIJq(p, m). 

Demostración: Ya que el grupo lineal  afín GLA(m,q)  es transitivo en 
los t-planos, y el código RA&(p, m) es invariante bajo este  grupo.  basta  con 
garantizar  que el código  contiene e1 vector de incidencia de  un ( m  - ?-)-plano 
para  obtener el resultado  deseado. 

El  polinomio 
T 

p j q .  I . .  .zm) = JJ(1 - I:";) 
i=l 

es de  grado T ( Q  - 1) y se anula  fuera  del conjun:o de  puntos  que  satisfacen 
las ecuaciones = O ,  para i = 1,. . . , T .  Por 10 tanto  este es el vector de 
incidencia del ( m  - r)-plano definido por estas ecuaciones. 0 

Como en el caso  binario. el código generalizado  de  Reed-JIuller  contiene 
los s-ectores de incidencia  de los ( m  - 3)-planos para O 5 S <_ I^. conlo puede 
verse de la demostración del teorema  anterior. Usando  un  proceso  induc- 
tivo  se p u d e  ver que el sulxódigo del código generalizado  de Reed-Muller 
generado por los vectores de incidencia de los ( m  - rj-planos  contiene a los 
vectores  de  incidencia  de los (m - s)-planos, O 5 B 5 r. 
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Definición 5.7 Pam O 5 p < m(q - 1) el c ó d i p  generalizado agujerado 
de  Reed-Muller  de  pésimo  orden, denotado RIZf,(p, m)*, es el código de 
longitud qm - 1 obtenido de RM,(p, m) suprimiendo la posición  coordenada 
correspondiente al vector O. 

Teorema 5.12 [5;159] GL(m, q)  C Aut[Rhl,(p,m)*], g RMq(p,m.)* es un 
código  cicliw. 

Demostración: Ya que el estabilizador  de O en GLA(m, q )  es GL(m,  q )  
este  último  actúa  en RMq(m, q)* .  

Sean K = F q m ,  w un  elemento  primitivo  en K y p(s) = Czo  w;z' el poli- 
nomio  irreducible de w sobre F, = E. Viendo a K como un espacio vectorial 
sobre E con  base 1, w ,  . . . urn-' , la  multiplicacih. por w simplemente  cicla 
sus eil:mentos y es una transformación  lineal de orden q" - 1 dada  por la 
matriz  compaiiera de p(z), esto es, por 

S =  

Si E = E; = (1, O ,  O ,  . . . , O ) t ,  digamos,  ordenanda l a s  posiciones coordenadas 
de tal forma  que la palabra codificada correspoadiente a f E -Mp sea 

se  muestra  que el código es cíclico. c7 

Corolario 5.5 [5; 1601 Si p < m(q - l), R-'d?ip. m.) es un código  cíclico 
extendido. y su dimensión  es la misma que el c.m-espondiente  código cíclico 
RM,(p, m)*. 

Demostración: Se sigue del hecho de que s. .f E Mrn(,-~~-.~ 
f ( 0 )  = -C(f(w) : IZ E F;;'. - { O } } .  O 
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Definición 5.8 Sa la representación q-ária del entero  positiro u es 

donde 0 5 ui 5 q 1. definimos el q-peso de u.  denotado ¿rq(l l ) .  por 
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Demostración: Con  la  notación  de  la  demostración del teorema 5.12 
consideremos a K como un espacio  vectorial  sobre E. Sea 6 = (1, w ,  . . . , urn-')' 
un  vector  en Km. Entonces (S'E, ü) = w' para. i = O ,  1.. . . ~ q"' - 2. Para 
f E M,, la  palabra  codificada 

en RM,(p, m)* corresponde,  por  la relación entre un  código cíclico y el ideal 
de polinomics  asociado, al polinomio 

qm-2 

f(z) = f((Si.)").". 
i=O 

Por el lema anterior 

f ( d )  = C?m-2 t=O f ( ( s i e ) " ) ( w u ) i  = f ( ( S q t ) ( S i - ,  e 4 - 

= C { f ( a )  : iir E FY - { O } j  = O 

para O < wQ(u) 5 m(q - 1) - 1 - p = ,u. Pero  como u * ~ ( z L )  = m(q - 1) - 
wq(qm - 1 - u) > ,u si y  sólo si wq(qm - 1 - u) 5 p. el núrnero de enteros u 
con u = O o q(u) > ,u es la dimensión  de RAl,(p, m), pues la  función que 
envía el  nGmero 

m-1 
qm - 1 - 'U = q q i  a x? . . .  5,-  1 

?-'m- 1 

i=O 

es biyectim,  esto  muestra  que  tenemos  exact'amente l a s  raices  del  polinomio 
generador. c! 

Corolario 5.6 [ 5 ;  1631 Sean O 5 p < m(q - l), ,u -+ p = m(q - I) - 1 y LL: 

un demento primitivo  de F p m  entonces 
u) El código RlZl,(p. m)* es cíclico y su polinomo generador es g ( s )  = 

n ( x  - w u ) ,  donde O < u < qm - 1, y wq(u) 5 p. 
b) El código (R-U,(p. m)*)' es un código  cíclico g su polinomio generador 

es y"(z) = n ( x  - LI)> donde O 5 u < q m  - 1, y ulq(u) 5 p. 
Además 

(l?-lIq(p. m)*)' = Rhil,(p. m)* Ti (Fql)L. 
c) La dimensión del  código RMQ(p, m), ( o  bien  de HLl lq{p :  m)*) est6 dada 

POT 
I 
j {u : o 5 u 5 qm - 1, W & f )  5 /I} I . 
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Demostración: El inciso (a) es una consecuencia inmediata  del  teroema 
anterior. y (c) simplemente  es  otra  manera  de  contar los generadores de í\Irp. 
La  primera  parte  de (b) se sigue del la forma en la cual  se  calcula el ;mlinomio 
gmerador del código  dual a un código  cíclico.  mientras que la segunda  parte 
se  obtiene  de (a) y notando  además  que el factor (x - 1) obliga  que nuestro 
código  sea  un subccidigo de (Fql)". O 

Demostración: Pongamos corno antes ,p = m(q -- I )  - p - 1 y sea 6 
el menor entero  con w,(6) = p t 1. Ya que p + 1 = (m - r ) ( q  - 1) - S = 
(777 - r - 1)(q - 1) + ( q  - 1 - S )  se tiene 

m-r-2 

6 = = ( q -  - 1. 
i=O 

De esta  forma  todo  entero positivo menor,que 6 tiene q-peso menor o igual 
que p por lo que los elementos u. d2. . . . . 2 - '  son todos los ceros del código 
RJI,(p7 m)*. 3 

Ahora se probar6  que los códigos de Rced-\luller  tienen distanria minima 
igual a l a  distancia  designada  del código BC'H en el cual  están inmersos. 

Demostración: Elíjanse ;r elementos  arbitrarios u', E F,. no necesaria- 
mente' distintos. ;; .S elementos  distintos u , :  del mismo campo.  Entonces el 
poliImnio p(rrl. . . . , x,,) 
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tiene  grado r(q - 1) + S = p y es cero  en  los  puntos  de FY que  no satisfacen 
las ecuaciones 

x; = w, para i = 1.. . . , r ;  
5r+1 = a, 

donde a es distinto  de los u$ para j = 1..  . . , S; (q  - s)qm-r-l vectores 
en FT satisfaceñ  estas ecuaciones y la  palabra codificada  correspondiente 
a p!~), Z = ( X I , .  . . , xm), tiene  este peso. 

Ahora considérense los qm-'-l puntos  de FY satisfaciendo las primeras T 

ecuaciones anteriores y además  la  ecuación J,,I = c, donde c es  un elemento 
de F, distinto  de los w:. EnOonces todos  estos  puntos  están  en un (m - T - 1)- 
plano y l a s  posiciones coordenadas  correspondientes  en la palabra  codificada 
de p(3) tienen el valor constante ng,,(c - u$) en  dichos  puntos. Ya que 
esto sucede  con cada  uno  de los q - S elementos de F, distintos  de los w; se 
obtiene  un vector  en la forma  enunciada. O 

Sotemos  que RM,(p, 1)* es un [q - 1, p - 1, q - p - 11 código  q-ario de 
Reed-Solomon, el cual es máxima  distancia  -parable.  i.e., un  código MDS. 

Demostración: Con la notación  anterior  tómese uli = O para i = 1, . . . . r 
y los wji todos  distintos  de  cero,  entonces  el  vector O no es un  cero del co- 
rrespondiente polinomio, así que la palabra codificada  correspondiente en 
RM,(p, m)* tiene  peso (q  - s)qm+-l ; esta es entonces la distancia  mínima 
del  código.  por el teorema  anterior.  Entonces la distancia  mínima del código 
RMq(p. m )  es (q  - s)qrn-" pues  tiene  vectcres  de est,e  peso. O 

Corolario 5.8 [ 5 ;  1661 Sea p un primo. Er.:r/nces la dtstancia  minima del 
código Cp[G.4(m.r,pt)] es ptr. 

Demostración: Sea q = pt, ya que 

y la  distancia  mínima del código de Reed-Muller es qr. la distancia  mínima del 
código del  diseño es al menos esta  cantidad. p - o  este último tiene vectores 
de  este peso. O 
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Ejemplo 5.13 El código  de Reed-Muller R-IM3( 1,2) es 

000000000 11 1202002 021211200  021120012 
111111111 11 1020220 102022011 210100122 
222222222 201220101 201102210  012122100 
O12001212 - 222010110  210012201  102201120 
000121221 210221010  201011022  120021102 
021002121 0002 12 112 222101001 120200211 
120112020 102110202 012210021 

Figura 5. RM3 (1,2). 

Entonces el código (Rh&( 1,2)  ' *  ) i es precisamente  RM3(2! 2). n (Fsl)'. 
Construyamos el campo  de  orden 9 como el conjunto  de  polinomim  en el 

anillo F3[x] reducidos  módulo x2 + 1. La clase de 1 + x ,  que  denotaremos  por 
a, es  un  elemento  primitivo  del  campo. Ya que los enteros  positivos  menores 
que ocho con $peso menor  que 2 son 1 ,2 ,3 ,4  y 6 ,  el polinomi0  generador 
del  código Rhl3( 1,2)* es 

y(z)  = (x - W ) ( X  - d"(. - u"(. - d ) ( X  - w6) 
= + 2x4 -+ x3 + -+ x -+ 2. 

Similarmente  encontramos  que el polinomio  generador para (Rh& (1; 2)") _L es 

Utilizando el primer polinomio  podemos construir  una  mat,riz  generadora 
para R&,(l, 2)' y entonces  utilizarla  para  obtener  una  matriz  generadora 
para  RM3(1,2). La distancia  mínima  de  éste d t imo código es 6 y todo  vector 
de peso  mínimo es la  diferencia  de  dos  vectores  de incidencia de  líneas  de 
G-4(2; 3)> las cuales  son 

= x3 + + 2. 

11 = {1,4:5} 12 = {2,6,8) /3 = {3,7,9} 
/4 = {1!2, 3) 15 = { 4 > 6 . 9 }  L6 = { 5 ;  7,8} 
17 = {178?9} 1% = {2,4.7} 19 = { 3 . 5 , 6 }  
I10 = { 1.6.7) = (2.  .5.9} 112 == ( 3 . 4 ,  S} 

Si denot.arnos  por 1 2 ~  al vector de incidencia de li entonces,  por  ejemplo, los 
vectores 
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También  es  posible  definir  códigos  de Reed- Muller asociados a geometrías 
proyectivas finitas, y se  puede  hacer  un  análisis similar al anterior, es decir, 
determinar su dimensión, su distancia m’nima, el  ccidigo dual, y el hecho de 
que  este  c6digo  también es cíclico. (cf. [31], [50]) 

En  la referencia [44] se  estudian los  códigos de Reed-41uller (generalizados 
y proyectivos) usando  técnicas  de  álgebra  conmutativa, como son ideales de 
puntos,  la función de  Hilbert, resoluciones  proyectivas, etc. 
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6 Gráficas y conjuntos diferencia 

En  este  capítulo  se  presenta  un  estudio  de códigos  asociados a algunas gráficas, 
cuando  est,as  son  vistas  como  estructuras  de incidencia. En  particular se 
clasifican los c(jdigos  asociados a las  gráficas  completas. 

También se introduce el concepto  de  conjunto  diferencia, los cuales  están 
naturalmente  asociados a diseños que tiene el mismo número  de  puntos  que 
de bloques: esto es simktricos. Se muestra  que lo:; punt.os  en  un  hiperplano 
de la geometría  proyectiva GP(n,  q) determina  uno  de  estos  conjuntos.  Por 
último  se  estudian los códigos binarios  asociados a un 2-( 16,G, 2)  diseno:  pues 
los diseños  con estos  parámetros  pueden  ser  naturalmente  asociados con un 
conjunto diferencia. 

L a  primera sección de este  capitulo  es la única del presente  trabajo  en la 
que  todos los resultados  son  propios. 

6.1 Gráficas corno estructuras de incidencia 

Teorema 6.1 Sean n >_ 2 y F un ram.po finito de orden q.  Si la caracteristica 
de F es dos e n t o n e s  C,(K,L) es (F.1) ':  er:, cualquier  otro caso C,(K,) = F". 

Si Q es una potencia  de 2 ,  u'na base del  código e s t 6  dada  fijando un punto 
de la, gráfica y tomando los zlectores de zncidenc-a de los arcos que contienen 
dicho p ? ~ n t o .  En purticzhr sí, ?L es  par e l  vector  todo uno 1 está en el cddigo 
y si R = 2". K,, es el  diseño de de puntos y líneas  del  la geornetrz?a afin 
GA(nz. 2 )  y C2í,Kp) = RM(7n - 1. m). 

Demostración: Denotemos  por éi al ..weetor de  longitud n con Iln 1 ell 

la i-kima posición y cero  en las demás.  Vna  base  para (F-l)j- está  dada por 
los vectores E, - En. 1 5 i 5 n - 1. llostraremos  que a menos que  carit;') = 2 
podenlos  exter..Icr  este conjunto de wctores a una Ijase de P .  

Consideremos ak E F. Ek. k = 1. . . . . n y elijamos 2 < ; < n Supongamos 
que 



Ya que el coeficiente de en es x;:,' a k ,  a r a  cantidad  debe  ser  cero  por lo que 
ak = O si k es  distinto  de i y j y ai = a, = -&, pero  entonces a, = aj = -a, 
de  ahi  que  si  car(F) > 2 debemos de tener ai = aj = a,  = O por lo que 

es una  base  para Fn. Cuando F es de  caractenstica 2 este  conjunto es lineal- 
mente  dependiente,  esto  prueba el teorema. O 

Un camino de  longitud n, en  una  gráfica, es una sucesión finita de  aristas 
al,. . . , an junto  con  una sucesión de  vértices pl, . . . pn+l, tales  que  la  i-ésima 
arista es adyacent,e a los vértices pi y p i + l .  Una gráfica  es conexa si  todo 
par  de  vértices  distintos  está  unido  por un camino.  Un  camino  es s imple si 
todas sus aristas  son  diferentes. Si el camino {z1,z2} . . {xn- l ,  zn) es  simple 
entonces el camino { X I ,  22) . - . {xn, X I )  se denomina  ciclo. 

Corolario 6.1 Pam todo  entero m tal que 2" 5 n < 2m+1, C2(Kn) contiene 
u,n co'digo que puede ser  acortado  al  cddigo RM(m - 1,m) = (F21)l. 

Adema's si T es un  cam,ino de longitud n - 1 entonces C,(T) = (F,l)', 
para  cualquier potencia q de 2. 

Demostración: La primera  parte se sigue del teorema  anterior y del 
hecho de  que Kn contiene  una  subgráfica K2m. 

Supóngase  ahora  que T es el camino (~1x2) { 22x3) . . { x,-1zn}. Entonces 
el vector de  incidencia  de los vértices z, y xj, i < j ,  es la suma  de los vectores 
de incidencia de las aristas ( z ~ ~ ~ + ~ } { x , + ~ z , + ~ } ~  {zj-lzj} y por lo tanto  está 
en C,(T). Se tienen  entonces  todos los vectores de incidencia de  cualquier  par 
de  vértices. O 

Una gráfics bipartita G consiste  de ia unión  ajena  de  dos  conjuntos no 
vacíos, VI, V, de  vértices  tales  que  toda  arista  de G une un  vértice  de VI con 
un  vértice  de V2. 

Corolario 6.2  Si G = G1 U GP es una grúfica bipnrtita entonces C2(G) = 

(F21)+ 

Demostración: Sin pérdida  de  generalidada puede  suponerse que G? 
tiene  al menos tantos  puntos como GI. Procedamos  entonces  por  induccióu 
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sobre el número  de  vértices m de G; : para m = 1 el resultado  es  claro  de la 
demostración  del  teorema  precedente.  supóngase pues el resultado  para m. 
En el caso m -Í- 1 elijamos m puntos.  por  hipótesis  de  inducción y el teorema 
anterior  una base para  este código está dada  por los vect,ores de incidencia 
de  cada  par  de  vértices  con  uno  de ellos fijo. Supongamos  por  ejemplo  que el 
vértice fijo, x, es-uno  de los m elegidos.  Entonces sólo nos resta  probar  que 
si y es el punto  de GI que no fue elegido, el vector  de  incidencia  de x y y está 
en el código.  Elijamos  un  punto a d q u i e r a  z de G2 entonces 4 u{'J') 
es el vector  deseado. 

Una  subgráfica T de la gráfica  conexa G se llama árbol generador si T 
es una gráfica conexa,  sin ciclos e  incluye todos los \;&tices de G. 

Corolario 6.3 Sea q una  potencia  de 2. El código q-ario de un ár-bol gene- 
rador de uno gráfica completa G es C,(G). O 

Proposición 6 .1  El código  q-ario Jt longitud inzpar- de un, camino  simple  es 
un cddigo ciclico generado  por 1 +x. En particular RAl(m - 1: m.) = ( 1  +x). 

Demostración: Se sigue  del hec!lo de  que x + 1 divide a 5'' - 1 si T L  es 
par. y de  que  una  matriz  generadora para el codigo está dada por 

1 1 o . . .  o o 
G =  [ y  . . .  1 ; * . *  y . .  ( : ) . I  

o o 0 . . .  1 1 

Proposición 6.2  Sea KZm la  grúfrca completa de 2n1 lados, m 2 3. Con- 
sidirese la estructura de  incidena,:: S czlyo conjun.to dt- yun,tos. P. es el 
conjunto de ,&??ices de la gráfica 5. teniendo etiq,uetrtdos los vértices e n  E I  
sentido de la manecillas de un reloj.  tomaremos  como bloques a los coxjuntos 

{1~r;r.7n+1.n1+'2},{'2,n~+~.m+~.n~+~) . . . { m - 1 , 2 1 7 1 - ~ , 2 1 n - l . 2 r n } .  

Entonces, para. cada  potencia q de ~ T C  primo. el  c 6 d ~ q o  q-m-zo de S es un 
i2m. m - 1. -4- código. 

Demostración: Es claro  que la kngitud J -  la dinlcnsicin dcl c6dig:o Cq(S)  
es 2rn y rn- 1. respect.ix-amente. Pard ver que su distan&  minima es 1 basta 
con  aplicar  directamente el teoremc.. 2.2. c3 



Ejemplo 6.1 El código  correspondiente al  octágono,  como  se describe en In 
proposición,  tiene matriz generadora 

1 0 0 1 1 1 0 0  
0 1 0 0 1 1 1 0 .  
0 0 1 0 0 1 1 1  i 

Proposición 6.3 Sean G y P como  en  la  proposición  anterior, pero por 
conjunto  de bloques tómense los anteriores  junto  con { 1, m, 2m- 1 , 2 n ) ,  m 2 
5 .  Si q no  es  una  potencia de 2 entonces C,(G) es un [2m, m, 41 código. 

Demostración: Si se  aplica la permutación (l! m + l)(m, 2m) a las 
columnas  de la matriz  de incidencia de G puede  ser  transformada  en  una 
matriz  en la forma  estándard  con m renglones.  La prueba  sobre la distancia 
mínima es similar a la de la proposición  precedente. 0 

En [43] se hace  un  análisis más  detallado  de códigos  asociados a gráficas. 

6.2 Conjuntos diferencia 

Definición 6.1 Un 2-(u, k ,  X) diseño  simétrico  es  llamado cíclico si  tiene 
un automorfimo que permuta  los puntos y también los bloques en un un ciclo 
de longitud v. 

Definición 6.2 Sea G un  grupo de  orden v. Se dice que  un 2-(u,  k .  X) diseño 
D = (P, B) admite  a G como grupo  regular  de  automorfismos, si para 
'un punto fijo u y un  bloque particular B, se cumple 

Llamaremos a u y u B punto  base y bloque  base respectivamente. 

Si y = (u)g1 es otro  punto  entonces (u)g = (y)gT1g.  por lo tanto podemos 
identificar los puntos con los elementos  del  grupo y un  cambio de  punto  base 
reemplaza g por g1g para un g1 adecuado. 

Definición 6.3 Un k-subconjunto D = {a l , .  . . . u k }  de un grupo G de orden 
2' es llamado un (v. X-. X )  conjunto  diferencia si para todo elemento d de G,  
excepto la identidad. existen precisamente X pares ordenados (a i ,  a3) E D x D. 
que satisfacen  una de las condiciones siguientes: 

1) ais-' = d. 
2) ai C L ~  = d. -2 
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Ejemplo 6.2 Sea Z, el grupo  aditivo  de los enteros  m6dulo m. Puede 
comprobarse  fácilmente  que los subconjuntos Dl = { 1,2 ,4 ,  lo} C 213 y 
0 2  = {O, 1 ,6 ,8 ,  18) C 2 2 1  forman (13,4,1) y ('21,s. 1) conjuntos  diferencia 
respectivamente. 

Teorema 6.2 122; 1-19] Las condiciones (1) y (2) de la definicwn anterzor 
son equivalentes. Si D es un 2-(u, k ,  X) diseño  simétrico que admite  al grupo 
G como grupo regular de autornorfisrnos y si (u)al , .  . . , (u)u;, son los puntos 
de un bloque de D,  entonces D = (al,. . . , a;,} es un (u ,  k ,  X) conjunto dife- 
rencia.  Inversamente si D = {al,. . . , a k }  es un (u, k ,  X) conjunto diferencia 
de elementos  de un grupo G de orden 'u, entonces  la  familia 

es el conjunto  de bloques de un 2-(v, k ,  X) diseño  simétrico que admite a 
G como grupo regular  de autornorfisrnos; este  diseño recibe  el  nombre de  
desenvoIvimiento de D. 

Demostraci6n: Sea D un 2-(v,  k ,  X) diseño  que  admite al grupo G de 
orden 'u corno grupo  regular  de  automorhmos.  Sea u un  punto  base;  entonces 
P = ( ( u ) g  : g E G} y el punto (u)g puede  ser  identificado con 9. Si  los 
puntos  de  un  bloque  base D son al, . . . , ak entonces  todo  bloque es de la 
forma ( D ) g  = { a l g .  . . . , akg} .  Paxa cada  elemento d de GI distinto  de  la 
identidad e ,  existen  exactarnent,e X pares  ordenados (ai ,  ai) E D x D taies 
que  para  algún g E G. a ig  = d y ajg = e. de ahí que d = aiaj'. Por lo tanto 
D = {al, . . . , a;,} es  un ( L', X-, X) conjunto diferencia que satisface la condición 

Inversamente  sea D = (al, . . . . u k }  es un (u, k ,  X) conjunto diferencia de 
elementos  del grupo G de  orden v que  satisface (1). Sean x, y dos  elementos 
distintos  de G, entonces .ry" = d es distinto  de e, por lo tanto  existen X 
parejas  ordenadas (ai, n j )  tales  que ais;' = c; = xy" , de  ahi que a;lz = 
a,'y = 9 y por  lo tanto {s. y} C (D)g .  La desigualdad  de  Fisher.  probada 
en el último  párrafo  de la secci(;n 5.1. garantiza  que el diseño es simétrico. 

Probemos ahora  que la condición (1) implica a la condición (2) .  Sea M la 
matriz de incidencia  del  diseño  del  desenvolvimiento de D. Si d es diferente 
de e. ya  que  el  desenvolvimiento de D es un 2-diseÍio, cualesquiera dos blo- 
ques  tienen  exactamente X puntos  en  común  (como puede verse calculando 
A14A\I* = (r - X)I + XI. donde I es la matriz  identidad y 1 es  la  1nat.riz 



que  tiene  todas sus entradas  iguales a 1) por lo que  existen  exactamente X 
bloques  del  desenvolvimiento de D incidentes  con d y con e. Se  obtienen 
entonces  exactamente X parejas  ordenadas (Q, aj) tales  que aid = aj, por lo 
tanto d = a;'aj. Esto  prueba  que la condición (1) implica  la condición (2). 
Inversamente  si  suponemos  la  propiedad (2), los conjuntos {air, . . . , ukr} y 
{a ls . .  . . , aks} tienen  exactamente X elementos en común. Por lo tanto  estos 
conjuntos  son ios bloques de  un 2-(v, I C ,  X) diseño. O 

Ejemplo 6.3 Puede verificarse directament,e  que  el desenvolvimiento  del 
conjunto diferencia D = { 1,2,4}  en  el  grupo  aditivo 27 = {1,2,3,4,5,6,7} 
es el plano  de  Fano F, que difiere  del que  se  ha  mencionado  anteriormente 
sólo por la numeración de sus puntos.  Aplicando  la  permutación  (473) a los 
puntos del  desenvovinliento  del  conjunt.0  diferencia  obtenemos este diseño tal 
y como se  había  construido  anteriormente. 

Similarmente el diseño de  puntos Z7, y bloques la familia  de  transladados 
del conjunto diferencia { 1,2,3,  S}, resulta  ser el diseño  de  puntos y óvalos de 
F. 

Conviene  recordar  que de  acuerdo a la sección 4.1 un 2-(v, k ,  X) diseño 
simétrico  satisface las ecuaciones 

b = U ,  k = T ,  k ( k  - 1) = X(V - 1). 

S o  es difícil convencerse de  que  si G es un  grupo  abelian0  de  orden u y 
D = {al,. . . ,ak} es un  k-conjunto de G, con v = k ( k  - 1) + 1, entonces D 
es un ( v ,  k ,  1) conjunto diferencia si y sólo si aiaj es  diferente  de ala,, para 
cualesquiera cuatro elementos distintos ai, aj, al, u.,,% de D con i 5 j y I 5 m. 

-Además si a y b son dos  elementos  distintos  de F7 entonces D = {a, b, 2b- 
a. 4b-3a) es un (7,4,2) conjunto  diferencia y su desenvolvimiento  es  isomorfo 
al diseño de  puntos y óvalos del plano  de Fano. Si a y b son  dos  elementos 
distintos del grupo F11 entonces D = {a, b, 5a - 4b, 2b - a }  es un (11,5,2) 
conjunto  diferencia. 

Teorema 6.3 [5 :  1221 (Brauer) Seca S = (P. B) una estructura de inciden- 
cia cT3n el mismo número de puntos que de bloques y supóngase que la matriz 
de incidencia  es  no singular. Entonces todo automorfi,cmo de S f i j a  tan- 
tos puntos como bloques y tiene la misma estructura cz'fica en P que en B. 
Además  si G es cualquier subgrup  de Aut (S )  entonces G tiene  el  mismo 
número de n'rbitas en los puntos que en los bloques. 
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Demostración: Sea A una  matriz  de  incidencia  para S. no singclar. 
Cada  automorfismo  de S actúa como  una  permutación  en P y en B. Sean 
P y R, respectivamente, l a s  matrices  de  permutación  que  repersentan (!ichas 
operaciones. Entonces AP = RA y, como A es no sirlgulai-, k l R A  = P; por 
lo tanto P y R son  matrices  similares. Ya que el número  de  puntos fijos de 
una  matriz  de  permutación  es  su  traza, y matrices similares  tienen la misma 
traza,  se  sigue  la  afirmación  del  teorema  sobre los puntos fijos. 

Sean ni y mi el número  órbitas  de  puntos y de bloques.  respectivamente, 
de  longitud i. Hemos mostrado  que n1 = ml. Ahora  probamos  por  inducción 
que 12i = mi: supóngamos  que ni = m,, para 1 5 i 5 k .  Si "*: es un automor- 
fismo de S, entonces ?+hk fija Ctnt puntos y Ctmt bloques,  donde la suma 
se toma  sobre  todos los divisores t de k .  Pero las matrices  de permutacicir: 
en  puntos y bloques,  asociadas  naturalmente a ?bk son p k  y P ,  respectiva- 
mente,  estas  matrices  son  similares.  por lo que  tienen la misma  traza.  Por lo 
tanto tnt = tmt, así  que,  por  hipótesis  de inducción knk = kmk, de ahí  
que nl; = m,l;. 

Por último, si G es un  subgrupo  de Az l t (S ) ,  por el teorema  de  Burnside 
(el  número  de Órbit'as de un grupo  de permutaciGn sobre un co11,junto finito 
es el número  de  puntos fijos? por los elementos  del  grupo, dividido por la 
cardinalidad  del  grupo, cf. 117; 1631) y la primera afirmació11 implican que el 
número de órbitas  en  puntos  es el mismo que el de  6rbitas  en bloques. 3 

Aunque el problema  de  la  enumeración  de  todos los conjuntos diferencia 
aún  continua  abierto  existen  dos  métodos bien  conocidos  de  construir  conjun- 
tos diferencia.  (cf. [9; 1501, [22; 170]), uno se describe aquí con detalle,  en el 
siguiente teorema. El otro mktodo  utiliza el concepto  de  residuo  cuadrático. 
por lo que  está  fuera  de la línea  del presmte  trabajo. 

Teorema 6.4 122; 1561 Los hiperplanos de GP(n,  y) forman un 2-d.;.ceño si- 
.métrico cic1l.a: además los puntos en  cudquier hiperplano determ,znan un 
(u) k :  X) conJurzto diferencia.  donde 

Demostración: Sea Q un  elemento  primitivo del campo F4Yt'. y se+ 
f(xj =. *=O c.ix2 el polinomio  irreducible  de CI sobre F,. Toda  potencia  de ck 

puede  ser escrita como Q' = a0 + u1a + . . . + anan, con los a ,  en Fc!. Ya que 
el orden  de Q' es y - 1 tenemos F, = {O. 1. a', . . . , 
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Ya que  para  cada  entero I ,  = a"a' y alu E F,, las  potencia 0'. aj 

correspponden al mismo punto  en GP(n:  q ) ,  bajo el isomorfismo canónico 
entre Fqn+1 y Ft+', si y sólo si i E j (mod 7:). 

Definamos la función 4 : Fqn+l 4 Fqn+l por la relación 4(0 )  = O ,  $(cr') = 
ai+'. La correspondiente  función  de FY+l en sí mismo queda  entonces  deter- 
minada  por - 

Esta función  biyectiva es lineal, así que  envía  puntos  sobre  puntos  y t-espacios 
sobre t-espacios. I Ya que 1, a, .  . . , a+" corresponden a puntos  distintos  de 
GP(n,  q ) ,  4 permuta los u puntos  en  un Único ciclo.  Además ya que 11 - qk = 

l7 u y k son  primos  relativos. Por lo tanto si @ envía los puntos  de  un 
hiperplano  en sí mismos  entonces los permuta  en ciclos cuya  longitud es un 
divisor  de k .  En  efecto,  pues si JJ es un  hiperplano  que fija @ y 

y debemos  de  tener  entonces  que  cada uno de los t i  divide a k .  Pero  como 
@' = 1, también  debe  cumplirse  que los ti dividen  a t * >  - esto  sólo es posible si 
ti = 1, i = 1 ,2 ,  . . . , 1. De ahí  que  ning2na  potencia  de O. excepto la identidad, 
fija un hiperplano,  por consiguiente q5 debe  permutar los hiperplanos  en un 
ciclo de  longitud u. G 

- 

Definición 6.4 Una matriz circulante es una matriz n x n cuyo ( i  + 1)- 
ésimo rengldn es un  corrimiento cíclico del i-ésimo rengldn. 

Obviamente si D Z, es  un (u, k :  X) conjunto  diferencia, la matriz  de 
incidencia de  su desenvolvimiento es una  matriz  circulante.  La  afirmación 
recíproca t a m b i h  es válida.  En efecto  sea D un 2-(v. X.. X) diseño  simétrico 
cuya  matriz  de incidencia  es  circulante.  Supóngase que los puntos  son los 
elementos  de Z, y denótense los  bloques como Bo, B1.. . . . B,-1. Si Bo = 
{ a l , .  . . a k }  entonces,  por  la  propiedad  circulante  de la matriz  de  incidencia, 
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Bi = { t i ,  . . . , + i}. Para todo elemento d no nulo de 2, existen X 
bloques que  contienen a O y a dl esto es, el sistema 

tiene X soluciones, por lo que  existen X parejas (a l ,  tales  que a l  - a,, = d, 
lo c w ~ l  es  equivalente a decir que Bo es un ( 2 . .  h-: X)  conjunto diferencia. 

L.a siguiente  proposición  indica  cómo  obtener códigos auto-ortogona1e.s a 
partir de diseiios  simétricos. 

Proposici6n 6.4 [46;  1201 Sea i%f la matriz de incidencia  de un 2-(v, k ,  X) 
distiio sim6tTico D = (P,B). 

1) Si k = X = O (modp) entonces C,(D) es un código  auto-ortogonal. 
2 )  Para k t 1 X O ( n o d  p), sea G fa mafriz u X 2v cuyas primeras 

t. coi~u7nna.s constituyen la matriz  identidad y cuyas dtimas v columnas son 
las columnas de -11. Entonces G es la matriz ynmcmdora de un [2v? v] código 
nuto-ortogonnl. 

3 : Si X es 2rnpa.r y k e s  par- sea G la r n a t n z  (c+1)  x ( 2 v f 2 )  cuyas primeras 
r - I columnas constituyen / a  matriz identidad, cuyu columna (cC2) consiste 
de c e m  en el primer rengloln y unus en todos Ins demds, y cuyas u'itimas 
1: cclurrzr7cZ.s son aquellas de :If a 1a.s cuales se les ha añadido  superiormente 
1171 71110. Entonces G es In matr iz generadora de un [2v + 2,~: + 13 cddigo 
anto-ortogonnl. 

Demostración: La prueba de (1) y (2)  es clara.  para probar (3) basta 
notar que k ( k  - 1 ,) = X( t; - 1) implica que z es impar. O 

6 . 2 . 1  Los 2-(16.6,2) diseños. 

Sea G = Z2 x Zs entonces 

D = {O0,01,02.05. 10, 16) y E = {OO. 01.10.12:  15-16} 

sc3;.! \ 16.6.2j conjuntos  diferencia. Si Q = ( 5 1 ,  i i .  * j .  ik} es el grupo  de 
cuaterniones y H = Q x Z2 entonces D = (10. iO.jO.kO, 11: -11) también 
e.; m (16.6.2) conjunto diferencia. 

conjuntos diferencia  (ver 1271). 
Sea ha probado  que, salvo isomorfismo, lr~s anteriores son todos los (16: 6 , 2 )  
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Esta sección está  basada  en [7] por lo que se omitirán  las indicaciont2s de 

Si C es  un  código  binario  auto-ortogonal,  i.e. C G CL, entonces la función 
: C H (1/2)ps(C) (mod 2) ,  donde ps(.) es el peso  de Hamming,  está bien 

definida. Está función  es  una  transformación lineal de C en F2, pues  para 
zl , ~2 E C la condición el. = O implica  que  estos  vectores  tienen  un  número 
par  de  entradas "1" en  común. El  núcleo de 4 es el conjunto  de  vectores  en 
C cuyo  peso  es congruente  con O módulo 4. Este  subespacio se denotará por 
IcerC. Obviamente kerC = C o IcerC es de codimensión 1 en Cr dependiendo 
si 4 es la función  cero o no lo es. 

En lo que  sigue  se  denotrá como sop(%) el soporte del vector 3, es  decir 
el conjunto  de  las posiciones  coordenadas  donde 3 tiene  entradas  no cero. 

las referencias. 

Proposición 6.5 Sea C el código  binario  asociado  a un 2-(16,6,2) diseño, 
entonces C es auto-ortogonal y su dual tiene distan,cia mínima  al  menos igual 
a 4. 

Demostración: Que el  código  es  auto-ortogonal es inmediato, pues dos 
bloques  distintos  en un 2-(16,6,2)  diseño  tienen exactamente 2 punt,os  en 
común, como puede verificarse calculando M M * ,  con M la matriz (le inci- 
dencia  del  diseño  (ver  la  demostración  al  te0rem.a 6.2). Sea 8 E C' un  vector 
arbitario  en el código dual, y sea p E sop(V). Cada  uno  de los seis  bloques 
incident,es  con p cortan al soporte  de u en un número par  de  puntos y por 
lo tanto  al menos dos veces. Pero  como  cualesquiera dos plmtos son inci- 
dentes  con  exactamente  dos bloques  se sigue que 1 sup(") I -1 2 3. y de ahí 
1 sop(V) 12 4, con  esto concluye la  prueba. O 

Ya que el vector  todo-uno, 1, está  en C'. ningún vector  en C' tiene peso 
14, pues  de lo contrario  su  suma con el vector  todo-uno tendría peso 2 lo cual 
contradice  la  proposición  anterior. 

L e m a  6.1 Sea S un conjunto de tres puntos de un %-(16: 6 , 2 )  diseno y 
supóngase que BI, €32, B3 son tres bloques distintos i n .  :den.tes con exncta- 
mente  dos  puntos  de S. Entonces  la suma,. m,tdw!o 2: de los vectores de in- 
cidencia  de  estos  tres bloques tiene  peso 6 ó 10. -Además .si S está  contenido 
en un bloque C y el peso  es 10 entonces  el vector de peso 10 es el vector  de 
inidencia  del  complemento de C. 
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Demostración: La prueba al teorema.  6.2  muestra  que  cualesquiera  dos 
bloque:, del  diseño  tienen  en  común exactamente  dos  puntos,  este hecho se 
utilizará  en la presente  demostración. 

Sea xi: i = O ,  1 ,2 ,3  el número de puntos no cn S en exactamente i de  los 
tres bloques BI. Bz, Bs. Entonces 

s o  + 11 + 2 2  + .c3 = 13, 

pues esta ecuaci6n cuenta  precisamente los puntos  fuera de S. Si x3 2 3 
entonces  existen  al  menos 2 puntos en tres bloques. lo cual contradice los 
parámetros  del  diseno. de ahí que x3 = O 6 1. Si = O, ya que  cualesquiera 
dos bloques  se  curtan  en  exactamente X == 2 puntos  se sigue que 12 = 3 ;  

pero k = 6 implica  que cada bloque  tiene 2 puntos en S .  y 2 puntos c :n  
corniln con cada uno de los bloques por lo que .c1 = 6: y TO = 4. Supt3Ilgase 
ahora  que x3 = 1. repitiendo el razorlamiento anterior se obtienen los valores 
S? -- 0. I: = 9. = 3. Esto prueha l a  prinlvyil parte del lema. 

Si 5' c C' el peso es 10. los tres p~mtos fuera de los tres bloques os (.' - 5 
y el \-ector de peso 10 consiste de lo punto:;  no incidentes co11 C. 0 



al menos 16  vectores  de peso 6, 30 vectores  de peso 8 ,  16  vectores de peso 
10, uno por  cada  uno  de peso 6, y además a los vectmes cero y todo-uno). 
Si dim(C) = 6 su distribución  de peso queda  determinado y el polinomio 
enumerador de peso de kerC es x* + 30x8 + d 6 .  Es sencillo verificar que 
tanto los códigos binarios  de  Hamming, y sus códigos  extrendidos  son  únicos, 
salvo  equivalencias; y de ahí deducir  que el  único  código  con la  distribucibn 
de peso anterior  es el  código de Reed-Muller RM( 1,4) = (%*)l. Denotemos 
por H el código dual  de kerC, el polinomio  enumerador  de peso de  este ctidigo 
es, por la  ecuación  de MaclVilliams descrita  en el teorema 2.9, pag. 25: 

+ 1 4 0 ~ ~  + 448x6 + 870x8 + 4 4 8 ~ ~ '  +- 1 4 0 ~ ~ ~  + d 6 .  

Tómese  cualquier  vector  de  peso 6 de H, digamos @, entonces F2@ t H' es 
un  [16,6] código  binario. Ya que  nin@n vector de peso 8 en H' tiene su 
soporte  ajeno  de sop(V) (pues ninglin  vector  en If tiene peso 14),  cada vector 
de peso 8 intersecta a sop(V) en  dos o cuatro  puntos.  Obviamente 15 corta11 
en 2 puntos y 15  en 4 puntos  (pues si ü corta  en 4  entonce ü + 1 intersecta 
en 2),  asi se obtienen  15  vectores  de  peso 6 y 15 de peso  10.  Por 10 tanto 
F2@ -i- H" tiene al menos  16  vectores  de  peso 6 ;  los 15 anteriores y F ,  al 
menos 16 vectores de peso 10 y por el lema  ant,erior, al m.enos 30 vectores de 
peso 8. Se  tienen  entonces  todos los vectores  de F2Z? + H" y su polinomio 
enumerador  de  peso  es 

zo + 16x6 + 30r8 f 162'' + 
Ya que no existen  vectores de peso 4 ó 1 2  los soportes de dos distintos  vectores 
de peso 6 se  intersectan  exactamente  en  dos  puntos. Se tiene  entonces  un 
2-( 16,6: 2) diseño y cualquiera  de  estos es obtenido  de  esta forma de H, pues 
el código de  cualquiera  de  estos diseños  contiene al código HI. Ya que el 
grupo de automorhmos  de H es  transitivo  en los vectores de peso 6 (probado 
por los autores  de  la referencia [ i ' ] ) ,  el 2-( 16,6.2) diseño de dimensión 6 es 
Único. O 

Corolario 6.4 Los 448 vectorts de peso 6 de ker(G'jL generan natumlment~ 
28, 2-(16,6,2) diseños isomorfos. Por lo tanto posible construir. pxplíci- 
tumente 2-(16,6, X) diseños para X = 2i. i = 1,2.. . . .28. 
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Demost,raci6n: Claramente .A7 es auto-ortogonal y de dimensihn 7 .  Por 
otra  parte sop(E) no  puede  intersecta- a cada uno de los 16 bloques de BCi 
exactarnente  dos  veces, pues de lo contrario i- = X = 2 implicaria que los 15 
distintos  2-subconjuntos  de .sop(V) están en exactamente 15 x 2 = 30 bloques. 
lo cual es inlposihle.  Entonces UI! VeCtcjl‘ 13 E -46 de peso 6 cuyo SCJportC’ 

intersectn a S O ~ ( L ‘ J  en cero o cuatro puntos. Sea b el vector de peso 1 (:l c u a l  
es W + F; o su complemento. 

Sea H el código  definido en el corolario  precedente. Por el teorema de 
Assmus-l,Iattson. teorema 4.1? los 30 vectores de peso 8 de HL sstiencn 
un 3-( 16.8.3) disello, de ahí que cualesqniera  tres 1’s de 6 determinan  tres 
vectores de peso 8 cie I-I- .  digamos G 1 ~  i;, J- [Ti. Estos  tres s-ertores deben term 
prescisamente cuatro 1’s en comiin y, aderniis deben de ser  precisamente los 
cuatro 1’s correspondient,es  a b. pues est(’ 1-cctor (.S ortogona! a cada uno de 
los tres vectores. Se  tienen  entonces 1 vectores e11 “1: de peso 4. a saher 
6. ts + L Y ~ .  ts + 272 b + t:j. cuya suma es I.  

Ya que  ker,A7 r l s  de dimensidn 6 1~ clarernentt: es  F26 -t H’. los cuatro 
vectores de peso cuatro que  enCOntI*anl(js x ~ n  t o d o s .  El polinornio m u r n ~ r a -  
dor de pesos de ker.4;. resulta entonws: 

- 

- 

De éste es sencillo caicular que tiene 54 7:ectores de peso 8. ;lidernás en “I; 
existen  al  menos 32 vectores  de  peso 6. los 16 de 1%; y los 16 de F,F - H - .  y 
por  complernentación también  tiene al I I I C I ~ O S  32 vectores de peso 10: par l r ~  
tanto. todos los vectores de “I; y su po1i:lnmio enurrierador de p ~ s o s  resulta 
como se enuncia  en l a  proposicijn. O 



-4péndice. Líneas de investigación 

Una. investigación futura  puede  estar  dirigida  hacia l a s  siguientes cues- 

1.- Encontxar una relación entre los códigos bimrios de  Hamming,  su 

2.- Es bien conocido que  si O < T < m, ent,onces 

tiones: 

código dual, los diseños GP(T,  1,2)  y el  simplejo sac iado  al código dual. 

donde @ denota la construcción I ü 1 ü -+ 1 ,  (cf. [As]). Generalizar  este 
hecho al  caso  q-ario. 

3.- Determinar completamente  las  bases  para  cidigos  asociados a geome- 
trías  finitas. 

4.- Ya que los cGdigos generalizados  agujerados de Reed-Muller  son cíclicos 
encontrar, si existe?  una relación ente  su  pblinomio generador  y la geometria 
finit,a cuyo código contienen. 

5.- To parece  existir  en  la  literatura  un  trabajo  profundo  sobre los con- 
juntos diferencia y sus cbdigos,  es  m&  ni tan  siquiera se han  determinado 
todos los conjuntos  diferencia. Puede hacerse inv'stigacibn en  esta dirección 
y en  particular  dirigida a determinar  bajo  que condiciones una  matriz cir- 
culante es la matriz  generadora  para  un código cíclico y el significado de 
est,a condición en el conjunto  diferencia  correspondiente, cuando  existe  tal 
correspondencia. 

6.- Hasta h x e  poco sólo se conocían los códigos de  Reed-hluller y los 
códigos de Reed-Lluller generalizados  afines,  esto es tales  que la  función 
ev elzlúa  ciertos polinomics sobre  todos los puntos  de  una  geometría  afín. 
Fue A.B. Sorensen  (cf. [SO]) quien,  en  su  tésis  doctoral, definió los códigos 
proyectit-os de Reed-Muller,  en los cuales la función e't' evalúa  polinomias 
homogheos  sobre los puntos  de  una  geometría  proyectiva. Sin  embargo  aún 
no se ha estudiado la relación  existente  entre !a geometría proyectiva y estos 
códigos. como se hizo para los códigos de  Reed-lluller afines. Es rnás en 
la actualidad  se  está  haciendo  investigacihn sobre otros  tipos  de códigos de 
Reed-Sluller.  en los cuales la función ev  sólo toma un subconjunto  propio ya 
sea  de  una  geometría  afín o proyecti1-a con alguna  propiedad  particular, por 
ejemplo ser el conjunto  soluci6n de  una  ecuación. 
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