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PREFACIO

La teoria de c6digos comenzd su desarrollo hacia finales de la década de
los 40’s con los trabajos de R. Hamming (cf. [24]), M.J.E. Golay (ver [18])
y C. Shannon (cf. [47]). A partir de entonces la teorfa se ha desarrolla-
do cada vez mdas con el auxilio de técnicas matemaéticas como la Teoria de
los Numeros, Geometria Algebraica, Geometrias Finitas, Teoria de Gréficas,
etc. El presente trabajo esta dirigido al estudio de algunas de las relaciones
existentes entre la teoria de cédigos y las Geometrias Finitas.

Este trabajo se divide en 6 capitulos y un apéndice. En los primeros
tres capitulos s6lo se presentan resultados generales conocidos, mientras que
en el resto se intercalan algunas aportaciones propias. En cada proposicién
extraida de algin texto se indica la referencia correspondiente, por ejemplo
[45; 196] significa que el resultado que le sigue puede encontrarse en la pagina
196 de la referencia [45]. Se indica por O el fin de una demostracién.

En el primer capitulo se presenta una idea general de la problemdtica de
la teoria de los c6digos detectores-correctores de errores.

El segundo capitulo estd dirigido al estudio de los conceptos generales
de los cédigos lineales. Se presenta la definicién de cédigo lineal detector-
corrector de errores como un subespacio de un espacio vectorial de dimension
finita sobre un campo finito, y se definen sus tres principales pardmetros
(longitud, dimensién y distancia minima). Se definen también las matrices
generadora y de chequeo de paridad de un cdédigo lineal, las cuales deter-
minan completamente al cédigo. Al recibir una palabra codificada, esto es
un elemento del cédigo, es necesario saber cémo decodificarla por lo que se
muestra un método general para decodificar un cddigo lineal, conocido como
decodificacién con sindrome.

En el tercer capitulo se definen los cddigos ciclicos, una clase especial
de cédigos lineales muy utilizados en la préctica, como se menciona al final
del primer capitulo. Se muestra una relacidn entre este tipo de cédigos y
el dlgebra conmutativa, y se hace uso de esta relacién para calcular una
matriz generadora para estos cédigos. Enseguida se estudian ciertos tipos de
codigos ciclicos: los llamados cédigos de Hamming, con capacidad de detectar
v corregir un error (que ademds tienen la méxima dimensién que puede tener
un coédigo lineal de longitud (¢™ — 1)/(g — 1), donde g es una potencia de
la caracteristica del campo finito); los cédigos BCH, capaces de corregir una
cantidad prefijada de errores; y los cddigos de Rerd-Solomon, un tipo de



cddigos BCH los cuales tienen los parametros ideales de un coédigo.

En el capitulo cuatro se introduce el concepto de diseno. Se estudian
dos tipos importantes de disenos: aquellos que surgen de las geometrias
finitas proyectiva y afin. Se incluye una seccién sobre el plano de Fano,
la geometria proyectiva mds simple. Esta consiste s6lo de siete puntos, sin
embargo tiene bastantes propiedades especiales. En este apartado se prueban
algunas propiedades mas de este disefio, aparte de las ya mostradas anterior-
mente. En [30] se describe un método para encontrar una base de un cédigo
binario de Hamming consistente en vectores de incidencia de las lineas de una
geometria proyectiva; en el caso especial del cédigo de Hamming H3 hemos
podido caracterizar tales bases. También se calcula explicitamente el grupo
de automorfismos del plano de Fano el cual resulta ser un grupo simple, de
orden 168, no-conmutativo y doblemente transitivo, ademas se muestra una
relacién entre tal grupo de automorfismos y el cédigo Hs.

El capitulo cinco estd dedicado al estudio de un tipo especial de cédigos
directamente relacionados con las geometrias finitas: los cédigos de Reed-
Muller y los cédigos de Reed-Muller generalizados. Se muestra que los cédigos
binarios de Hamming pueden ser recuperados a partir de los c6digos de Reed-
Muller y que los cédigos de Reed-Muller pueden, a su vez, ser obtenidos de
ciertas geometrias finitas.

También se caracterizan los cédigos asociados a los sistemas triples y
cuéddruples de Steiner, ya que algunos de estos surgen de ciertas geometrias
finitas.

El sexto capitulo esta dedicado al estudio los conjuntos diferencia y ciertos
cédigos asociados con graficas, en esta seccién se dan algunas aportaciones
originales

Por tltimo aparece un apéndice sobre posibles lineas de investigacién para
investigaciones futuras.

El propésito del presente trabajo es brindar a la comunidad una referencia
mas sobre la teoria de los cddigos lineales detectores-correctores de errores,
en especial aquellos relacionados con las geometrias finitas.



1 Introduccion

Notacion:

q : potencia de un primo p

F, : campo finito con g elementos

F; : grupo ciclico multiplicativo ¥, — {0}

F : espacio vectorial de dimensién n sobre Fq‘

Fqlz1,...,2m) : anillo de polinomics en z, ..., Tm con coeficientes en F,
P(A) : conjunto potencia del conjunto A

P,(A) : familia de los subconjuntos de A con cardinalidad ¢

X4 : funcién caracteristica del conjunto A

1.1 El problema principal

La idea de los cédigos detectores-correctores de errores surgié originalmen-
te como una respuesta a problemas précticos de ingenieria eléctrica. Estos
fueron inventados para corregir errores en los canales de comunicacién pro-
ducidos por ruido (se utiliza una codificacién de los mensajes a enviar para
dotarlos de alguna proteccién contra los posibles errores que introduzca el
canal).

El problema que la teoria de cdédigos se encarga de estudiar podemos
describirlo como sigue: Proveniente de una fuente emisora llega informacién
a un cierto destino llamado el receptor a través de un medio al que llamaremos
canal, el cual puede ser un cable telefénico, el espacio, fibras épticas, etc.,
sin embargo en la practica es probable que la informacién enviada no sea
precisamente la que se reciba, debido a que puede haber ruido en el canal,
entonces ocurre un error en la informacién. El problema consiste en detectar
y corregir esos errores. Asi pues se construye un codificador el cual no sélo
permita enviar la informacién a través del canal sino que también. anexando
informacién adicional llamada redundancia, permita detectar y corregir los
errores que hayan ocurrido durante la transmisién.

Ejemplo 1.1 Supdngase que deseamos enviar un mensaje, digamos SI, al
cual se le asigna la cadena 1001. El codificador lo expresa como 1001101 y lo
envia, pero por haber ruido en el canal de transmisién se recibe el mensaje
0001101. Esto es, ha ocurrido un error en la primera posicion del mensaje
codificado, el decodificador debe de ser capaz de detectar y corregir este error.
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Podemos resumir este ejemplo en el siguiente diagrama:

1001 — 1001101 — 0001101 — 1001101 — 1001
mensaje mensaje canal mensaje mensaje mensaje
enviado codi ficado con error corregido recibido

Comenzamos a construir un modelo del canal de transmisién. Se pretende
que sea lo suficientemente complejo para garantizar su adecuado funciona-
miento y lo suficientemente sencillo para modelarlo matemdticamente. El
alfabeto que usaremos serd el formado por los elementos de algin campo
finito, el cual frecuentemente sera el binario por ser mas 1til en la practica y
por sencillez. :

Suponga que se tiene un canal con alfabeto de salida a,a»,...,ax y al-
fabeto de llegada b1, bo, . . ., bn. Supdngase que cada letra de llegada depende
estadisticamente de la correspondiente letra de salida solamente. Escribimos
P(b; | a:) para denotar la probabilidad de 'que b; se reciba dado que a; fue
enviada. Por ejemplo consideremos el asi llamado canal binario simétrico.
En este canal tenemos P(1|0)=P(0|1)=py P1|1)=PO|0)=1-p
donde 0 < p < % Los valores 0 y % de p son omitidos ya que en el primer
caso el canal carece de errores y no es necesario codificar, mientras que en el
segundo la palabra recibida no depende de la que fue enviada y el canal no
es util para transmitir.

Ejemplo 1.2 Supdéngase que se desea transmitir la cadena ¢ = 100110 € F$,
y supéngase también que la probabilidad de transmisién incorrecta es p =
0.07, asf la probabilidad de transmitir ¢ sin errores es (0.93)® ~ 0.65.

La probabilidad de que la palabra enviada se reciba con un error en la
primera posicién es, por eventos independientes, (0.07)(0.93)° ~ 0.049. Con
€ = 100000 se puede escribir ¢+ € = 7, entonces 7 es la palabra recibida y €,
se denomina el patrén de error.

Para calcular la probabilidad de que la palabra recibida difiera de la
enviada en exactamente dos posiciones se suman las probabilidades de cada
patrén de errores formado por dos unos y cuatro ceros. Cada patrén tiene
probabilidad de error (0.07)%(0.93)* & 0.004, entonces la probabilidad de que
ocurran dos errores durante la transmisién es

( g ) (0.07)%(0.93)* ~ 0.055



En general se tiene el siguiente

Teorema 1.1 [20;336] Sea ¢ € F}. Para transmitir ¢ por un canal binario
stmétrico con probabilidad de error p a) la probabilidad de que la palabra
recibida sea ¥ = C + &, donde € es un patrén de error con k unos y (n — k)
ceros, es pF(1—p)"~*. b) la probabilidad de que ocurran k errores durante la

transmision es
n k n—k
( P )p (1-p" .

Ejemplo 1.3 Entre los ejemplos mds sencillos de cédigo detector-corrector
de errores est4 el asi llamado cédigo de repeticidon. Este cddigo es ttil para
enviar dos mensajes, digamos SI y NO. Para esto los mensajes se codifican
como los vectores (0,...,0} y (1,...,1) del espacio F}, respectivamente. En
este caso la decodificacion resulta sencilla, basta con contar la cantidad de
0’s y de 1’s en la palabra recibida, si la mayoria son 0 diremos que un 0 fue

enviado mientras que si la mayoria son 1 entonces decimos que se envié un
1.

A lo largo del presente trabajo se trataran diversos modelos matemadticos
para codificar mensajes, para que un modelo resulte ttil debe de tener una
probabilidad de error pequeno.

Cabe mencionar que algunos de los cédigos que se estudiardn a lo largo
del presente trabajo han tenido y tienen aplicaciones concretas. Por ejemplo
el cédigo de Reed-Muller de primer orden RM (1, 5) fue utilizado en 1972 por
el Mariner 9 para la transmisién de fotografias de Marte en blanco y negro
(cf. [34;149],[45;133]). La NASA usa con bastante frecuencia los cédigos
de Reed-Solomon en sus programas espaciales, por ejemplo los utilizé en sus
misiones Galileo, Magellan y Ulysses (cf. [45:134]).



2 Cdbdigos lineales

La nocién de cédigo error-corrector fue descubierto por R.V. Hamming en
1950, y aparece descrito por primera vez en la referencia [24]. Ademads el
concepto de cédigo lineal fue enunciado primero, en 1956, por D. Slepian

(ver [48]).

2.1 Conceptos generales
Sea F, el campo de orden ¢, con q una potencia de un primo p.

Definicién 2.1 Sean n,k € N, & < n. Un cédigo de longitud n y di-
mensidn k es una funcién inyectiva

¢:Fs — Fp.
Si ¢ es lineal entonces se dird que el cddigo es lineal.

En lo sucesivo, cuando hablemos de cédigos lineales, no haremos dis-
tincién entre la funcién ¢ y su imagen y a ambas les llamaremos cédigos
lineales. Notemos que un cédigo lineal C' = ¢(F%) es un subespacio lineal de
F7 cuya dimensién es k. En este caso se dird que C es un [n, k]-cédigo lineal
y a los elementos de C les llamaremos palabras codificadas.

Definicién 2.2 Dos cédigos C; y Co se dirdn equivalentes si C) puede
obtenerse de Ca intercambiando coordenadas y multiplicandolas por un ele-
mento no cero de Fy.

Ejemplo 2.1 Los dos cédigos siguientes son [4, 2] cédigos lineales binarios
equivalentes.

C = {(0,0,0,0),(0,1,0,1),(1,0,1,0), ( 1 1,1,1)}

C' = {(0,0,0,0),(1,0,0,1),(0,1,1,0),(1,1,1,1)}
Al igual que en el caso real, podemos definir un producto interior en el
espacio Fy de la manera usual, esto es si @ = (u;..... Uup) y 0= (vy,...,0,)

son elementos de este espacio entonces

U-T=uv + -+ Upln.

Con esta nocién podemos hablar del cdigo ortogonal, como se hace en la
siguiente



Definicién 2.3 Sea C un [n, k| cddigo lineal sobre Fy. El espacio ortogonal
a C, denotado por C+, es llamado el cédigo dual a C. Esto es C*+ = {z €
Fp:2-0=0V0e€C} 5iCC C* se dice que C es auto-ortogonal y
cuando la igualdad es vdlida C se denomina auto-dual.

Ejemplo 2.2 Denotemos por 1 el vector de longitud n que tiene todas sus
entradas igual a 1 y llamémosle el vector todo-uno. Es bien conocido,
de algebra lineal, que si W es un subespacio de un espacio vectorial de di-
mensién finita entonces la suma de las dimensiones de W y su ortogonal es
precisamente la dimensién de V. Por lo tanto el cédigo (F,1)* es un espacio
vectorial de dimensién n — 1 sobre F,, y puede comprobarse facilmente que
{€&;—€,:1 <1< n—1} es una base del cidigo, donde & es el vector en F,
que tiene un uno en la entrada [-ésima y cero en las demds. En particular
este c6digo es generado por {€; — € : 1 <4,j <n}.

Ya que para todo cédigo lineal C siempre se tiene la contencién C C C++
y ambos cédigos tienen la misma dimensién, el doble dual de C' es C' mismo.

Para cada cédigo lineal ¢ : F’; — F} existe una matriz G, k X n, con
entradas en F; tal que, si C = ¢(F’;) entonces

C={aG:ueF:}.

En efecto, elijamos la base candnica de F';, es decir la base formada por
los k vectores linealmente independientes €1, €3, ..., €x donde el vector €; tiene
un uno en la 2-ésima entrada y cero en todas las demés, con 7 = 1,2, ... k.
Si ¢(€&) = U, sea U; el renglén i-ésimo de la matriz G, entonces cualquier
elemento @ en F;‘ es de la forma @ = (u;,ug, ..., ux) = Z;?:luje‘j, con u; €
F,, t =1....,k y al aplicar la funcién ¢ resulta:

o(a) = T w;0(65) = (ur,ug, ..., w)G = TG,

Esta matriz G recibe el nombre de matriz generadora del cédigo v sus
renglones forman una base para el cédigo. Utilizando operaciones elemen-
tales sobre los renglones de G y permutaciones de sus columnas podemos
tranformarla en una matriz conocida como la forma estandard de la ma-
triz generadora; esta es una matriz de la forma (Ix, A), donde I es la matriz
identidad de k X k y A es una matriz de k x (n — k):
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Ya que los renglones de G = (aij) son linealmente independientes, el
primero tiene una entrada no cero. Permutando la columna que contiene
esta entrada con la primera obtenemos a;; distinto de cero. Anadiendo un
multiplo adecuado del primer renglén al segundo podemos hacer as; # 0,
y entonces sumar un multiplo del segundo renglén al primero para hacer
ay; = 1. Utilizando operaciones elementales entre renglones se hace a;; = 0,
para ¢ > 1. El segundo renglén de G, al igual que el primero, tiene una
entrada no cero, después de permutar la columna que contiene dicha entrada
con la segunda columna obtenemos as; # 0. Repitiendo un procedimento
andlogo al anterior hacemos a3, = 1, a1 =0y a2 = 0, ¢ > 2. Ya que el
rango de la matriz G es k, al aplicar un razonamiento similar al anterior a
cada renglén de la matriz obtenemos una matriz de la forma enunciada.

Cuando la matriz G estd dada en forma estdndard al codificar un mensaje
aparece el mensaje original en las primeras k entradas de la palabra codifica-
da; los elementos en las entradas restantes son los que nos permiten detectar
errores ocurridos durante la transmisién del mensaje.

La funcién ¢ irduce la sucesidn exacta corta

0—F SFr LFr*

donde ¥(Z) = HZz' (&' es el vector transpuesto de Z) y los renglones de H
forman una base para ¢(FF)L. Ya que el nicleo de ¢ es precisamente la
imagen de ¢,

1eC <« Hz'=0.

A esta matriz H (de (n — k) x n) se le denomina matriz de chequeo de
paridad del cédigo C.

Ejemplo 2.3 La matriz de chequeo de paridad

1
H=|0
1

— o= O
O e
O = O
—= O O

1
0
0

[ S G

define un cédigocon n =7 y k =4.

El cédigo del ejemplo anterior codifica el mensaje (u1, ug, us,us) como la
palabra codificada T = (z1,z2, =3, Z4, T35, T6, T7), donde

I1 = Uy, T2 = Uz, T3 = U3, T4 = Ug

11



v T3, Tg ¥ &7 son elegidos de tal forma que HZ' = 0; en otras palabras deben
de satisfacer el sistema de ecuaciones lineales

Ti+z3+ x4+ 25 =0,
Tog+ T3+ Ty + Ts =0,
Z1+ T+ T4+ 27 =0.

A los elementos zs5, g, 7 se les llama “bits” de redundancia y se les
conoce como simbolos de chequeo de paridad v a las ecuaciones anteri-
ores como ecuactones de chequeo de paridad. La razdn de esto es que, por
ejemplo, de la primera ecuacidn del sistema anterior, en un codigo sobre Fa,
sabemos que los simbolos 1, 3, Z4 y 5 deben de sumar 0 mddulo 2, esto
es deben sumar un niimero entero par.

Proposicién 2.1 [45;199] Si G es la matriz generadora del cédigo C, en-
tonces C+ = {@ € F} : aG* = 0}, esto es, la mairiz generadora de C es la
de chequeo de paridad de C* y viceversa. Ademds C* es un [n,n— k| cddigo
lineal.

Demostracién: Sea &2 € C*. Ya que 4 es ortogonal a toda palabra
codificada de C si, y sélo si, es ortogonal a toda palabra codificada en una
base para C; se tiene la primera afirmacién. De lo anterior obtenemos que
G* es la matriz de chequeo de paridad de C*, de ahi que C* sea un |n,n — k|
codigo lineal. O

Proposicién 2.2 [34;6],[45;200] Las matrices generadora y de chequeo de
paridad de un codigo lineal C sobre F, estdn relacionadas por las ecuaciones:
HG' =0 y GH* = 0. Ademds H = (A, I,_x) es una matriz de chequeo de
paridad de C st y sélo st G = (Iy, —A") es la forma estdndard de la matriz
generadora.

Demostracién: Que HG' = 0 y GH* = () es inmediato de la sucesién

exacta anterior. Sea Z = (r;,...,%,) la palabra que resulta de codificar el
mensaje (Ui, g, ..., ux). Si H = (A, I,_&) en primer lugar debemos de tener
Iy =Ul,..., Tp = g esto es (z1,...,2x)t = L(ug, . ug)h

Por la definicién de la matriz de chequeo de paridad, 0 = (A, I,_)#!, esto
es. utilizando la igualdad matricial antes obtenida,

(Zk+1,. N ,CL‘n)t = —A(IL‘l,. . .,l‘k)t = —A(ul,. .. ,uk)t,

12



esto lo podemos expresar en una sola ecuacién matricial como

-

T _ Ik Uy
Tl -4
Tn Uk
y transponiendo
¥ =uG
donde
G = (I,—AY. O

Para fines de decodificacién es conveniente poder hablar de la distancia
entre las palabras en el espacio F7, esto lo hacemos introduciendo la llamada
métrica de Hamming, pero antes definimos el asi llamado peso de Hamming;:

Definicién 2.4 El peso de Hamming, denotado como ps(a@), de un ele-
mento & € Fy es el ndmero de entradas distintas de cero de a.

Por ejemplo si @ = (0,1,2,0,2,) € F3 se tiene ps(a@) = 3.

Ejemplo 2.4 Si Z y 7 son vectores binarios de la misma longitud, digamos
Z=(z1,.-,Tn) YT = (Y1,---,¥Yn), definase la interseccién de Z y § como

Z*G=(T1Y1, -, Tnln)-

Entonces

ps(Z +7) = ps(T) + ps(7) — 2ps(T * 1),
como puede verificarse ficilmente examinando las contribuciones al peso en
cada uno de los sumandos de cada pareja de entradas una de I y otra de 7.

El peso de Hamming induce una métrica en Fy, de la forma siguiente:

Proposicién 2.3 [34;9] La funcion d : F} x Fp — {0,1,....n} C R
definida por d(Z,7) = ps(Z — §) es una métrica en este espacio, la métrica
de Hamming.

13



Demostracién: SeanZ = (z1,...,%n), = (Y1, - Un) ¥ 2= (21, .., 2n)
elementos de F}. Es claro que esta funcién es no negativa y simétrica. Si

d(Z,y) = 0 entonces z; =y; paratodot=1,...,nyasi & = .
Por dltimo probemos la desigualdad del tridngulo. Sean @ = (uy,...,u,)
y = (v1,..., V) elementos de F;, entonces

ps(t) < ps(t — v) + ps(D).

En efecto, si para un cierto indice fijo ¢, u; no es cero, se tienen dos casos
a considerar: v; es cero o no lo es, en cualquiera de los dos casos @ y ©
contribuyen con un uno en el miembro derecho de la desigualdad para cada
7 como se describié. Ahora poniendo % =% — ¢, U = Z — ¥ se obtiene

ps(Z — ) < ps(Z —9) +ps(z —9).

Esto es .
d(z,9) < d(z,2) + d(2,7).

Una vez que se ha definido una métrica en el espacio estamos en posibili-
dad de hablar de conceptos asociados a una métrica, por ejemplo de esferas
con un centro y radio dados. Se denotard a la esfera de centro @ € F} y
radio 7 > 0 por B(G,r). Esto es B(a,r) = {b € F} : d(a,b) < r}.

Recordemos que si la probabilidad de error es p, tenemos por ejemplo:

Prob{é = (0,0,0,0,0,0)} = (1 — p)°, Prob{é = (0.0,0,1,0,0)} = p(1 - p)°.
En general, cuando ¥ es un vector de peso w se tiene

Prob{é = v} = p*(1 — p)"7¥.
Ya que p < %

(1-p)°>p(l=pP>p(1-p*>--

Esto es, entre dos vectores de error el @ ¢ es més probable de ocurrir es aquel
de menor peso. Por lo tanto al decoditicar una palabra se busca la palabra
codificada més cercana (en el sentido de Hamming) a esta.

Ahora es posible introducir un tercer pardmetro en la definicién de codigos,
el cual, como se verd, es de mucha utilidad para conocer la capacidad de un
cédigo para corregir errores ocurridos durante la transmision.
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Definicién 2.5 La distancia minima del cddigo
¢:Fe — F;

se define como d = min[{d(¢(a), (b)) : a,b € F&} — {0}]. Si C es un cddigo
lineal de dimension k, longitud n y distancia minima d diremos que C' es un
[n, k,d] cddigo lineal sobre F.

Para un cédigo lineal C no es necesario verificar la distancia entre todo
par de palabras codificadas, pues en este caso d =min{ps(c) : ¢ € C — {0}}.

Teorema 2.1 [20;340],[34;10] Sea C un [n,k,d] cdédigo lineal. Entonces
el cddigo puede detectar errores de transmision de peso < I, | € Z§ si, y
sélo si, d > 1+ 1. Ademds el cédigo tiene capacidad de corregir errores de
transmision de peso < [[(d — 1)/2]], donde [[]] denota a la funcidn entero
mayor. En particular cuando d es par, el cddigo puede detectar % errores
corregir d—;—z simultdneamente.

Demostracién: Si la distancia minima del c6digo es al menos [+ 1, ain
cuando ocurran hasta [ errores en la transmisién el mensaje recibido no estars,
en el cédigo, por lo tanto es posible detectar todos los errores de peso < [;
reciprocamente si €1, ¢ son palabras codificadas tales que d(¢1,&) < { + 1,
entonces ¢ = & + € donde ps(€) < [. Si al transmitir ¢; se recibe & se
esperaria que fue esta ultima palabra la que se envié, produciéndose asi un
error al detectar un error de peso < !. Esto prueba la primera parte del
teorema.

Supéngase ahora que d = 3. Al construir esferas de radio 1 con centro
en cada palabra codificada se obtienen esferas ajenas, pues si ¢; y & son
dos palabras codificadas distintas y ¥ € B;(¢;) N B1(%) entonces d(¢,3) <
3, d(¢,,7) <1y d(C,7) <1 locual contradice la desigualdad del tridngulo.
Si una palabra @ es transmitida y ocurre un error de tal forma que se recibe
un vector @, entonces este vector esia dentro de la esfera con centro en 1,
y estd mds cercana a 4 que a cualquier otra palabra codificada 7. Por lo
tanto decodificando como aquella palabra codificada mds cercana a la palabra
recibida el error serd corregido.

Andlogamente si d = 2¢ + 1, las esferas de radio ¢ centradas en cada pa-
labra codificada son disjuntas, y el cédigo puede corregir t errores. Ahora
supdngase que d es par. Las esferas de radio 4;—2 con centro en cada palabra
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codificada son ajenas y asi el cddigo puede corregir d—;-z— errores. Pero si ocu-
rren g errores el vector recibido puede equidistar de dos palabras codificadas;
en este caso el decodificador sélo podra detectar que ¢ (0 mds) errores han
ocurrido. Por otro lado, si ocurren més de g errores el vector recibido puede
ser mds cercano a alguna otra palabra codificada que a la palabra correcta.
Si esto sucede se decodificard incorrectamente. O

Definicién 2.6 Sea C un [n,k,d] cddigo lineal, y sea t = [[(d—1)/2]]. Si las
esferas de radio t con centro en las palabras codificadas de C' son ajenas y su
unidn contiene a todas las palabras de longitud n, el cédigo se dice perfecto.

Teorema 2.2 [5;37],[34;33] Sea C un [n,k,d] cddigo lineal, con matriz de
chequeo de paridad H. Entonces d es el menor entero v para el cual ezisten
r columnas linealmente dependientes en H; o dicho de otro modo, H tiene d
columnas linealmente dependientes y cualesquiera d — 1 columnas de H son
linealmente independientes. ‘

Demostracién: Sea m un entero positivo fijo. Supdngase que 4y, ..., iy
son las columnas de H, si al elegir m de estas columnas resultan ser lineal-
mente dependientes, entonces existen ¢y, ....c, € Fy tales que

C1ls + -+ crli, = 0.

Matricialmente esto puede escribirse como ¢H* = 0, donde € = (¢, -+, ) €
C. Ya que C tiene peso < m debe tenerse que la distancia minima de C' es
< m. Esto lleva a la desigualdad d < m.

Supéngase ahora que € es una palabra codificada de peso m, entonces
¢H' = 0, asi que existen m columnas de H las cuales son linealmente depen-
dientes, en particular esto es vilido cuando m =d. O

Proposicién 2.4 [5;29] (La cota Singleton) Para todo [n.k,d] cédigo li-
neal C sobre F, se cumple la desigualdad d + k < n+ 1. Cuando la igualdad

es vdlida se dice que C es distancia indxima separable o simplemenie
MDS.

Demostracién: n — k es el rango de la matriz de chequeo de paridad H

de C y es el maximo nimero de columnas linealmente independientes de H.
O
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Proposicién 2.5 [5;30] (La cota por empaquetamiento con esferas)
Para todo [n,k,d] cédigo lineal q-ario, si p es el entero mayor de (d —1)/2
entonces

qu+@—nn+m~1f<§)+~-+@—1r(2))sf-

Demostracién: El nimero de palabras en cada esfera con centro en una
palabra codificada y radio p es

1+w*nn+@—1f(g>+~-+@—1y<Z).

Ya que las g* esferas son ajenas entresiy | F} |= ¢" se cumple la desigualdad.O

El cédigo extendido C del [n, k] c6digo g-ario C' es el cédigo g-ario de
longitud n + 1 consistente de todos los vectores de la forma

t n
(clacZa' "ac'n,a_zci))
=1

donde (c1,¢2,...,¢) € C. Esta forma de construir un nuevo cédigo ce de-
nomina anadir un chequeo de paridad total puessi (¢1,¢2,...,¢h41) € C
entonces "' ¢; = 0. Si G y H son matrices generadora y de chequeo de
paridad para C, respectivamente, entonces la matriz generadora G para C se
obtiene afiadiendo a G una columna de tal forma que la suma de las colum-
nas de G resulte el vector cero, y la matriz de chequeo de paridad, H de C,

puede obtenerse de H agregdndole una columna de ceros y un renglén de
unos.

Ejemplo 2.5 El cédigo binario C con matrices generadora G y de chequeo

de paridad H dadas por
11 ) 111111
00], H={110100
10 101010
3

) 1001

G=|0101
0010

es el cédigo extendido del [5, 3] cédigo binario C' con matriz generadora G y

matriz de chequeo de paridad H, donde

d
10011 11
00101
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Sean C; un [ny, k1, d1] cédigo y Ca un [ng, kg, da} cédigo, dos codigos li-
neales sobre F,. Denotaremos al vector ¥ escrito enseguida del vector u
como | % | ¥ | . La suma directa de Cy y Cs, C, & Cy, consistird de todos
los vectores de la forma | 4 | U | con @ € C; y © € Cs. Este cddigo es un
[ny + na, ky + k2, min{d;, d2}] cédigo lineal g-ario.

La construccién | @ | @+ o |. Sean C; y Cz como antes y supdngase
ademds que n; = ny = n. Podemos entonces formar un cédigo C3 consistente
de las palabras codificadas

lala+7], aeC yve (.
Teorema 2.3 Cs es un [2n, k1 + ko, d = min{d;, ds}] cddigo lineal sobre F,.

Demostracién: Seand =| @ | 4+ 7 | y b =| v’ | ' + v’ | dos palabras
codif_icada,s disti_ntas de Cs, donde @,% € C, v ©,v' € Cy. Si U = v’ entonces
d(a,b) = 2d(u,u') > 2d,. Supongamos pues que ¥ es distinto de v/, entonces

d(@,b) =ps(a—uw)+ps(a—uw+0-v)
> ps(i ~ o) + ps(v — V') — ps(a — ')
>ps(v~v')>dp. 0

2.2 Decodificacidn con sindrome

Definicién 2.7 Sea H la matriz de chequeo de paridad de un [n, k] cddigo
lineal q-ario C. Para todo Z € F} se define el sindrome de ¥ como S = HZ".

Con esta definicién podemos caracterizar al cédigo lineal C' como el con-
junto de todos los elementos de Fy con sindrome cero.

Teorema 2.4 [45;203],(51;97] Sean C un [n, k] cddigo lineal sobre ¥, y H
una matriz de chequeo de paridad de C. Entonces T y § € Fy tienen el

mismo sindrome si, y sélo si, estdn en la misma clase en el espacio cociente
1) M
F2/C.

Demostracién: Por definicién Z y § tienen el mismo sindrome si y so6lo
si 4 C = g+ C, esto lo podemos reescribir como Z— g € C, por la definicién
de c4digo esto es equivalente a tener la igualdad matricial H(Z — ) =0 o
lo que es lo mismo HZE* = Hj'. O
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Teorema 2.5 [34;17] Para un cédigo lineal binario C, el sindrome es igual
a la suma de las columnas de la matriz de chequeo de paridad, H, donde
ocurrieron los errores.

Demostracién: El sindrome de @ € Fj, S = H U, es cero si y sélo si
@ € C, por lo tanto si no ocurren errores, S = 0. Ahora si & = € + €, donde
¢ € C, se tiene
S = Hu' = He + He* = He'.

Por tltimo, si ocurren errores en las posiciones %, 7, k, . .. digamos, el vector
de error es & +€;+ &+ - - donde & es el vector que tiene un 1 en la posicién
t y cero en las demds, entonces S = Y, Hé,. O

Ya que es imposible evitar los ruidos en los canales de transmisién siempre
habra la posibilidad de que al enviar un mensaje se produzca algin error.
Sin embargo al utilizar teoria de c4digos lineales para enviar la informacién
puede suponerse que si no han ocurrido demasiados errores y la palabra
recibida no pertenece al cédigo entonces basta con compararla con cada una
de las palabras de este y la que maés se asemeje debe ser el mensaje enviado.
Formalizando esta idea se enuncia la siguiente

Definicién 2.8 Si @ es una palabra recibida y € es una palabra codificada
tal que d = d(¢, i) es minima entonces d es llamada minima distancia de
decodificacién.

Teorema 2.6 [45;203] Sea C un cddigo lineal con matriz de chequeo de
paridad H. La distancia minima de decodificacion equivale a decodificar una
palabra recibida T como una palabra € = T — @, donde @ es una palabra de
peso minimo en la clase T + C del espacio cociente Fy/C, o dicho de otra
manera, @ es una palabra de menor peso con el mismo sindrome que T.

Demostracién: Supongamos que la palabra Z es recibida. Debemos de
decodificar Z como una palabra ¢ € C tal que @ = T — € tiene el menor peso;
esto es, debemos de decodificar Z como la palabra¢ =2 —~a € C, donde a es
de peso minimoen Z+ C. O
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A continuacién se describe el proceso de decodificacidn, utilizaiio el con-
cepto de sindrome, descrito en el teorema anterior; se construye el asi lamado
arreglo estédndard de C (cf. [34;16], [45;203])

Cc: 0 ¢ C2 “rr Cm
(,_11’1‘-0: ay C‘—1+U_:1 ca+ay --- C;n+071
o +C: G G+d G+dy -+ C,+dy
as+C: d; G +a CG+ds - Cn+ds

En el primer renglén aparecen los elementos de C. El ¢-ésimo renglén es
la clase @; + C, donde 2; es una palabra de peso minimo que no se encuentra
en ninguno de los renglones superiores del arreglo. El proceso es continuado
hasta que no hay mds palabras @; € F que elegir.

Por lo antericrmente mostrado, si dos palabras se encuentran en el mismo
renglon del arreglo entonces tienen el mismo sindrome y viceversa.

A las palabras 0,4, ...,d, se les conoce como dirigentes o lideres de
clase.

He aqui la importancia de haber construido asi el arreglo:

Supéngase que una palabra I es recibida y se encuentra en la j-ésima columna
del arreglo estdndard, entonces T = ¢; + @, para algln 7 donde @; tiene peso
minimo en T 4 C. La palabra recibida Z es decodificada como ¢;, esto es,
como la palabra codificada en la parte superior de la columna que contiene
az.

Ya que cada renglén es una clase, todos los miembros de un misino renglén
comparten el mismo sindrome. Asi, basta con tener la tabla de los lideres
de clase y sus respectivos sindromes para el proceso de decodificacién. En
efecto si, por ejemplo, la palabra Z es recibida calculamos su sindrome y es
decodificada como ¢ = I — &;, donde q; es el lider de clase con el mismo
sindrome que T.

Un error en la transmision seréd corregido si y sélo si el error corresponde
a un dirigente de clase. En efecto supdéngase que la palabra codificada ¢
es enviada pero se recibe la palabra Z = ¢ + &, donde € es el . ctor de
error. Cuando € es un dirigente de clase decodificaremos T correctamente
como T — € = C. Pero si € no es un dirigente de clase, entonces debe de
estar en, digamos, el j-ésimo renglon del arreglo estandard, vy la palabra
recibida serd decodificada como Z — @; que es distinta de T — & = ¢. lo cual
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es incorrecto, asi pues si d es la distancia minima del cédigo entonces todas
las palabras codificadas de peso menor o igual a [[(d — 1)/2]] deben aparecer
como dirigentes de clase en nuestro arreglo.

Ejemplo 2.6 A continuacién se listan las clases del cédigo C' con matriz

generadora
1101
G = ( 0100 )
(0,0,0,0) + C = {(0,0,0,0),(0,1,0,0),(1,1,0,1),(1,0,0,1) },
(1,0,0,0) + C = {(1,0,0,0),(1,1,0,0),(0,1,0,1),(0,0,0,1) },
(0,0,1,0)+ C ={(0,0,1,0),(1,1,1,1),(0,1,1,0),(1,0,1,1) },
(1,0,1,0)+ C = {(1,0,1,0),(1,1,1,0),(0,1,1,1),(0,0,1,1) }
El arreglo estandard resulta entonces:
(0,0,0,0) (0,1,0,0) (1,1,0,1) (1,0,0,1)
(1,0,0,0) (1,1,0,0) (0,1,0,1) (0,0,0,1)
(0,0,1,0) (0,1,1,0) (1,1,1,1) (1,0,1,1)
(1,0,1,0) (1,1,1,0) (0,1,1,1) (0,0,1,1)

Una matriz de chequeo de paridad es

0010
A= < 1001 > )
Con esta podemos crear una tabla de lideres de clase y sus sindromes, por
ejemplo (1,0,1,0)H* = (1,1), asi

Lideres de clase Sindrome

(0,0,0,0) (0,0)
(1,0,0,0) (0,1)
(0,0,1 0) (1,0)
(1,0,1,0) (1,1)

Para decodificar una palabra recibida, digamos Z = (1. 1.1,0), calculamos su
sindrome (1,1,1,0) - H* = (1,1): y de acuerdo a la tabla de sindrome el lider
de clase es @; = (1,0,1,0), asi que decodificamos Z como

z—a =(1,1,1,0)+ (1,0,1,0) = (0,1.0,0).

21



2.3 Coeficientes binomiales gaussianos

Definicidn 2.9 Sea b un nimero real distinto de la unidad. Para cada entero

no negativo k se define el coeficiente binomial gaussiano b-ario i
como b

z |
=1,
[ 0 ib
z | (BT —1) (b7 —b) (BT —BF— 1)
k R = BFCD)(BF b)) (GF—BF-1)

(1ot AbT 7Y (b DT 1) (B L g p™
(L4bt- b5 = 1) (bt b ~1).. (bR —24- bk ~1)hk—1

o Do) D) e et
= G- BFT-D) - (-1) — 1h=0 pF=t 1

El principal interés de estudiar estas cantidades es la informacidn que
nos dan sobre ciertas geometrias finitas, como veremos mds tarde. Los coe-
ficientes binomiales gaussianos tienen varias propiedades similares a las de
los coeficientes binomiales comunes (cf. [34;444]) pero en el desarrollo del
presente trabajo bastara con la que se enuncia en el teorema siguiente.

Teorema 2.7 [34;444] El numero de [n, k] cddigos lineales g-arios distintos

. . . . i
es el coeficiente binomial gaussiano g-ario PR
q

Demostracion: Ya que un cddigo lineal es un espacio vectorial el niimero
de cbédigos de longitud n y dimensién & es el nimero de formas de elegir &
vectores linealmente independientes dividido por el nlunero de bases que
generan un mismo espacio de dimension k.

El nimero de formas de elegir &£ vectores linealmente independientes es

(@ —-1(q" " —q) (" — qk—l).



Esto es claro notando que el primer factor cuenta las formas de elegir un vec-
tor no cero, 1, en un espacio vectorial de dimensién n, digamos U. El segundo
factor cuenta las formas de elegir un vector en U — (%), v asi sucesivamente.

El nimero de bases en un subespacio de dimensién k es, por un razona-
miento andlogo al anterior

(¢" = 1)@ ~q)---(¢" ~ "),
por lo tanto el nimero de [n, k] cédigos lineales distintos es

@ -D@" —q) (" —d") _ [ n
(qk__l)(qk_q)...(qk__qk—l) k

.a
q

2.4 El polinomio enumerador de peso

Si & es un elemento de K = F¢» su traza, relativa al subcampo F = F, se
define como '

Trge(a) =a+af+af 4+,

Teorema 2.8 [35;97] La traza es una funcidén F-lineal de K sobre F tal que,
para todo @ € K, Trg/p(a?) = Trg p(a).

- Sea V = F3 junto con el producto interior estandard Z - § = 37 z;y;,
donde Z = (Z1,...,%,) Y ¥ = (Y1,...,¥yn). Para toda funcién f de V en un
anillo conmutativo R, la transformada de Hadamard f: V — R, de f se

define como A )
f(@) = _X;/(—l)“'ﬁf(ﬁ%

Lema 2.1 [5;66] Sea C un cédigo binario, con la notacidn anterior,

> f@=lCc| ¥ (o),

uweC veCt

donde C* es el cédigo dual a C.

Demostracién: De la definicién de la transformacién de Hadamard se
sigue que

> f@) =% T (-1)*f@) = ¥ £(0) X (-1)*°

weC 1eC veV vev ueC
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Si o € C* entonces @ -7 =0 y la suma interior es | C'| . Pero si T un vector
no en C entonces % - ¥ toma los valores 0 v 1 el mismo mimero de veces a
medida que % varia sobre C (ya que el conjunto de vectores @ de C para los
cuales % - ¥ = 0 es un subgrupo de C de indice 2) y por lo tanto la suma
interior es cero. U

Ahora se pretende generalizar este resultado a un campo finito arbitrario.
El (—1) en la definicién de la transformacién de Hadamard, que es una raiz
cuadrada de 1, debe de ser reemplazado por una raiz p-ésima de la unidad,
para un primo adecuado p. Supdngase que el anillo conmutativo R contiene
tal raiz p-ésima de la unidad y sustitdyase el producto interior por la funcién
traza. La prueba de la siguiente proposicién es esencialmente la misma que
la del lema anterior, tan sélo debe de notarse que la funcién u +— T'r(%-7), ©
no en C*, es un funcional F,-lineal que toma cada valor de F,, con la misma
frecuencia, a saber, ¢"/p, donde @ € F7.

Proposicién 2.6 [5;167] Sea R como antes. con w € R una ralz p-ésima
primitiva de la unidad, y supongase que C' es cualquier cddigo lineal sobre
F,, donde q es una potencia de p. Sean T'r {a traza de Fq sobre ¥ y V = F7.
Para cada funcion f de 'V en R se define f por

fm) = 3 o™ ().

eV

Entonces

1Cl > f@)

veC+

f(@)
C

£l
m

Definicién 2.10 Sea C un cddigo lineal sobre F,. Entonces el polinomio
enumerador de peso de C es

We(z) =Y 27

ceC

Es claro que el coeficiente de z* es el niimero de palabras codificadas de
peso ¢, y si C tiene longitud n y existen A; palabras codifiadas de peso 7 en
C entonces



También son frecuentes las siguientes formas del polinomio enumerador
de peso
n
Wc(iE,y) — Z :Cps(z‘:)yn—ps(é) — Z Aixiyn—z"
ceC 0
Al conjunto de los A; no cero se le denomina distribucién de peso del
codigo.

En general es dificil calcular los enumeradores de peso para un cédigo
arbitrario, por ejemplo los enumeradores de peso de los cddigos asociados
a planos proyectivos de érdenes 2,3 y 4 pueden determinarse directamente,
pero para los planos de 6rdenes 5 y 7 atin no han sido determinados, el del
plano de orden 8 ya ha sido calculado (cf. [5;82]). Por fortuna existe una
manera de calcular el polinomio enumerador de peso del cédigo dual de un
cédigo lineal si se conoce la distribucién de peso de dicho cédigo

Teorema 2.9 [5;83] (MacWilliams) Los polinomios enumeradores de peso
de un cddigo lineal g-ario C y su dual, C+ estdn relacionados por la siguiente
ecuacion )

Wei(z,y) = |——C—|Wc(y —z,y + (g — 1)z).

Demostracion: Sea R el anillo de polinomios en z y ¥ sobre los niimeros
complejos (o cualquier campo con una raiz p-ésima primitiva de la unidad),
y sea ¢ una potencia de p. Para cualquier vector ¥ del espacio V| en el cual
C esta inmerso, sea

f@) = xps(ﬁ)yn—m(ﬁ).

Definase la funcién w de F' = F, en Z de la siguiente manera:
w(0) =0, w(a)=1, para a distinto de cero,

entonces, para ¥ = (vy,...,v,) se cumple ps(?) = 3.7 w(v;). Con la notacidn
de la proposicién anterior se tiene

f(ﬁ) — Z xps(ﬁ)yn—ps(ﬁ)wTr(ﬁ-f)
teV

y, en términos de la funcién w, esto puede escribirse como

Z xw(vl)+--~+w(vn)y(1-w(v1))+-~+(1~—w(vn))wTr(u1vx +-FUunvg)

vl,...,vneF
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o bien como n
H Z xw(v,—)yl-—w(1z.-)wTr(u,;v,;).

i:lv,-eF
Cuando u; = 0, la suma interior es y 4+ (¢ — 1)z y cuando no lo es la suma es
qp*1 i q -1
R M R B s E RS
i=0

De ahi que X
f@) = (v~ 2"y + (g - D)™,

y por la proposicidén anterior se tiene el resultado deseado. O
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3 Cdbdigos ciclicos

Los cédigos ciclicos fueron descubiertos por E. Prange en 1957, y aparecen
descritos por primera vez en la referencia {39].

3.1 Generalidades

Definicién 3.1 Se dice que un [n,k,d] cddigo lineal sobre Fq es ciclico st
cualquier corrimiento ciclico de una palabra codificada sigue estando en el
cédigo; esto es, si (Co,C1,..esCn1) € C implica que (ca-1,Co, ..., Cn-2) € C.

En lo que resta de este trabajo un vector se denotard como una m-ada
o bien como una cadena, por ejemplo el vector (1,3,0,1), sobre el campo
adecuado y en la base elegida, también se dentotara como 1301.

De aqui en adelante denotaremos al elemento A+ 1 ™ 4 - a4
ag+{z"—1) del anillo cociente Fy[z]/(z" — 1) como amz™ +am-12™ "+ - -+
a;7 4 ag. (Se supone que este tltimo polinomio ya ha sido reducido médulo
" —1).

La funcién

%1 F} — Ry =Ffa]/(c" ~ 1)

-1
(0«0, a,. .. ;an-1) > Qo+ Q1T + - A1 T

es un isomorfismo de F,-espacios vectoriales con la siguiente propiedad:

Proposicién 3.1 [34;189] Un [n,k,d] cddigo lineal q-ario C es ciclico si y
sélo si Y(C) es un ideal de R,.

Demostracién: Supéngase que el cédigo C es ciclico. Obviamente
¥(C) es un grupo aditivo abeliano. Sea ag + a1Z + - -+ + a,12" € P(C)
entonces su imagen inversa bajo ¥ es (ag,a1,...,an-1) € C, de ahi que
(@n-1,00,01,.-.,8n-2) también estd en C y la imdgen de este Gltimo es
Qp1 + Q0T + a1 4+ -+ + apoz™ ! = z(ap + a1 + -+ + an-12"" ). Esto
prueba la primera parte de la proposicién ya que pedir la cerradura de (C)
bajo la multiplicacién por los polinomios en R, es equivalente a pedir su
cerradura bajo la multiplicacién por escalares y la indeterminada.
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Inversamente supdngase ahora que 1-(C) es un ideal de R,. Si la n-ada
(ag,a1,-.-,0n-1) estd en C entonces

(@0, a1, .-, @n1) = ag 4+ @17 + - -+ + tp_ 127" € PY(C)

y#(ag+ a4+ 0,121 = a, ) + aoT + @170 4+ -+ ay 22 € Y(CO)
por lo que la imagen inversa de este tltimno, que es (@,_1, @, ..., an_9), estd
en C. O

Para cada polinomio f(z) € Fy[z] el ideal generado por f(z) se denotard
como {f(z)}.

Antes de seguir adelante detengdmonos un momento para recordar al-
gunos resultados de Algebra: (para su prueba pueden consultarse [8], [17], [32],
[34], [35] y [45])

1.-Denotemos por K un campo arbitraric. Si I es un ideal de Klz],
entonces el anillo cociente K[z]/I es un dominio de ideales principales.

2.-Existe una correspondencia biyectiva entre los ideales de K|z]/I y los
ideales de K[z] que contienen a I, dada por J — J/I. donde J es un ideal de
K{z] que contiene a I. Ademsds esta correspondencia preserva la contencién
de ideales.

3.-En particular si J = (f(z)) entonces los ideales de K[z]/I son {fi;(z)),
donde los polinomios f;(z) son los divisores de f(x) en el anillo K[z].

4.-El polinomio minimal de o € Fyn sobre F es

iTT(O{, Fq) = (;L‘ — (1)(1- — aq) ce (I . le_l

),

e d
donde d es el menor entero positivo para el cual ¢ = a.

Enseguida se describe un método para factorizar el polinomo ™ — 1 sobre
Fg (cf. [13;59], [45;310]). Como veremos. ccnoc 't esto nos permite determi-
nar todos los cddigos ciclicos. En primer lugar puede suponerse que n y ¢
son primos relativos, pues si n = kq entonces z* — 1 = (z* — 1)9. Derivando
z™ — 1 obtenemos nz™~! el cual es primo relative a z* — 1 pues (n,q) = 1,
por lo tanto todos los ceros de 2™ — 1 son distintos.

Si Fga es el campo de descomposicién para ™ — 1 sobre F,, entonces d
es el menor entero positivo para el cual ¢¢ = 1 (rnod n). A tal entero d se le
llama el orden de ¢ médulo n y se denota por 0,(g).
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Seand = 0,(¢) y /# un elemento primitivo de Fyq (es decir 3 es un elemento
generador del grupo multiplicativo F 4 — {0}), entonces w = 84*~V/" es una
raiz n-ésima primitiva de la unidad en el mismo campo. Por lo tanto las
raices de 2™ — 1 son

2 —
Lww?, . . . Wt

La factorizacién de 2™ — 1 resulta entonces el minimo comun multiplo de los
polinomios minimales de estos elementos. Si parat = 0,...,n— 1 denotamos
por m;(z) el polinomio minimal para w* entonces

mi(z) = (2~ w)(z — W (@ ~ ) o (- TT,

donde d es el menor entero positivo para el cual i¢? = i (mod n). Definase la
i-ésima clase ciclotémica para ¢ médulo n como

C‘i = {27 T'q, zqzl (s 7iqd_1}a

por lo tanto si i € Ck entonces my(z) = [[;eq, (z — )

Ya que todo ideal en R, es principal, todo cédigo ciclico es generado por
un dnico polinomio.

Podemos ahora enunciar el primer resultado de esta seccién.

Teorema 3.1 [34;190] Sea C un cddigo ciclico de longitud n sobre Fy (o0 sea
un ideal de R,,).

a) FEziste un inico polinomio mdnico de grado minimal g(x), tal que
(9(z)) = C, el cual es llamado el polinomio generador para C.
b) g(z) divide a 2™ — 1 en Fy[z].
c) Sig(x) es de grado 1, todo c(z) € C puede ser escrito de manera Wnica
como c(z) = f(z)g(z) en Fylz], donde f(z) € F,lz] es de grado menor que
n — 1. En otras palabras el mensaje f(z) se codifica como f(x)g(z). Ademds
dim(C) =n —r.

d) Sig(z) =go+ g1z + - -- + g:2", la matriz generadora del cédigo es

g 91 92 -+  Or 0 0 --- 0

0 9 o1 -+ -1 g 0 - 0
G=|0 0 9 - g2 g1 g - 0 |,

O 0 0 O do g1 go c+ Gr
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o bien usando la notacion obvia

9(z)
o= wg(z)

n—r—1

T g{x)

donde las entradas en blanco de la matriz son ceros.

Demostracion: El primer inciso es claro pues el cédigo C es un ideal del
dominio de ideales principales R,,. Para el segundo inciso, ya que Fy{z] es un
dominio euclideano, escribamos, en este anillo, 2" -1 = ¢(z)g(z)+r(z}, donde
el grado de r{z) < 1. Pero en R, esto significa que r(x) = —g(z)h(z) € C, lo
cual no es posible a menos que r(z) = 0.

Ahora sélo resta probar ¢) y d): De (a) vemos que si ¢(z) € C tiene
grado < m, entonces es de la forma q(z)g(z) en R, asi que ¢(z) = ¢(z)g(x)+
e(x)(z™ — 1) = [g(z) + e(z)h(2)]g(2z) = f(x)g(z) en F,|z], donde f(z) es un
polinomio de grado < n —r — 1. De ahi que el cédigo consiste de multiplos
de g(z) por polinomics de grado < n —r — 1. en Fy[z]. Los polinomios
g(z),zg(x),....z" " 'g(z) son linealmente independientes, por lo tanto el
codigo tiene dimensién n — r. O

Ejemplo 3.1 El cédigo ciclico con polinomic generador 22+ 1 sobre el anillo
Ry = Falz]/{z* — 1). como puede comprobarse por simple célculo es

C={0,z+1,2°+z,2° +«* +z + 1} = {0000.0101,1010,1111}.

Ejemplo 3.2 Analicemos el cédigo ciclico C con polinomio generador {1+x)
en Ry = Fy[z]/(z® — 1). C es de dimensién 2, y consta de las palabras

C={0,14+z,2z+2°1+z"} = {000,110. 101,011},

Ya que 1+ z% = (1+z)? se da la contencién (1 + 2*} C {1+ z). Sin embargo
debemos notar que z(14+x?) =z +1, (1+z)(1+27) =z +2° 2*(1+2%) =
?+ 1z, (1+ 73?2 = 1+ y por tltimo (1 + z + 2?)(1 + z?) = 0. Esto lo
que significa es que C es generido por otro polinomio aparte del polinomio
generador, a saber 1 + z?.

El ejemplo anterior nos lleva naturalmente a la pregunta de cudando un
polinomio es generador para un cédigo ciclico {esto es un polinomo moénico
de grado minimo en R, que genere al c6digo). la respuesta la da el

30



Teorema 3.2 [45;323] Un polinomio mdnico p(z) € R, es un polinomio
generador para un cédigo ciclico C' si y sélo si p(z) divide a 2" — 1.

Demostracion: Sea 2" — 1 = g(z)p(z) + r(z) con grad(r(z)) < r. En-
tonces ¢(z)p(z) = —r(z) mod(z” —1), esto es 7(z) € C lo cual sélo es posible
si r{z) =0.

Reciprocamente, supéngase que p(z) divide a 2™ — 1, y que g(z) es un
polinomio generador para el cédigo (p(x)). Supéngase ademds que p(z) y
g{(x) son distintos, en particular esto significa que el grado de p(z) es mayor
que el de g(z). Por hipdtesis existe un polinomio f(z) tal que ™ — 1 =
p(x)f(z), ademds también existe un polinomio h(z) tal que g(z) = h(z)p(x)
mod(z™ — 1). Asf que

f(@)g(z) = h(@)p(2)f(z) = h(z)(z" — 1) =0, mod(z" — 1)

pero grad(g(z)f(z)) <grad(p(z)f(z)) = n, por lo que g(z)f(z) = 0; ya que
esto no es posible, se concluye que p(z) = ¢g(z). O

Supdngase que 2" —1 = []; m;(z), donde los m;(z) son polinomios ménicos
irreducibles sobre F,. Para cada cero, digamos «, de un m;(z) en un campo
de extensién de Fy, m;(z) es el polinomio minimal de dicho cero sobre Fg, y
para f(z) € F [z], se tiene que f(a) = 0 si y sdlo si f(z) = g(z)m;(z), para
algin polinomio q(z) € F[z].

En particular cuando f(z) € R,, entonces f(a) = 0 si y sélosi f(z) €
(mi(z)) (aqui pensamos al polinomio f(z) reducido médulo z” — 1 no como
una clase lateral). Se ha probado el siguiente

Teorema 3.3 {45;327] Sea g(z) = qi(z)---q:(z) el producto de t factores
irreducibles de 2" — 1, y sea a1, -+, q, el conjunto de las raices de g(z) en
el campo de descomposicidn de x™ — 1 sobre F,. Entonces

<g($)) = {f(l?) € Rn: f(al) =0, "'vf(au) = 0}
Ademds st 3; es una raiz de ¢;(x) parai = 1,...,t entonces
(9(z)) = {f(z) € Rn: f(B1) =0, ... f(3) = 0}.

Definicién 3.2 Las raices del polinomio generador de un cddigo ciclico de
longitud n son llamadas ceros del cédigo. todas las otras raices de z™ — 1
son llamadas no ceros del cédigo-.
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Supdngase que Qy, ..., &, son raices n-ésimas de la unidad, en el campo

de extension Fpe. Si f(z) = 3 fiz? es un elemento en R, entonces a; es un
- » . ~ ,7 _

cerode f siysélosi 3, f;-of =0.

Por otra parte F ¢« es un espacio vectorial de dimensién d sobre F, asi
que cada una de las potencias o pueden escribirse como un vector columna

1 . . ) . . ,J _ ]
(7] de longitud d sobre F,,. Ademds como f; € Fy, se tiene [f;-of] = f; - []]
de ahi que

S firal =03 fildl=[3f- ol =0
J J J

s1 se definen

o]
§

o)

[ ™)
v f = (fo, fi, -, fao1) entonces f(o;) = 0, para i = 1,...,u si y sélo si
Hf! = 0. Por lo tanto el conjunto de n-adas f = (fo, f1o---, faz1), tales que
S fitt € R, tiene a o, ..., o, como ceros es un espacio vectorial (el nicleo
de H), de ahi que H es una matriz de chequeo de paridad para tal espacio
vectorial, el cual por definicién es un cédigo lineal. Esta es la manera de
recuperar una matriz de chequeo de paridad de un cddigo ciclico conociendo
los ceros de cédigo.

3.2 Polinomio de chequeo de paridad

Ya sabemos que si g(z) es el polinomio generador de un cédigo ciclico

. « I n_ . . .
entonces este polinomio divide a " —1, por lo tanto Ig(x)l es 1n polinomio, di-

gamos h(z) = ho+hyz+- - - hx*. Este es el llamado polinomio de chequeo
de paridad de C.

Supéngase que ¢(r) = 31 cir € C, esto es ¢(x) = f(z)g(x) para algin
elemento f(z) € R,; entonces

clz)h(z) = f(a)g{x)h(xr) = f(z)(z" —1) = 0. en R,.

Por otra parte el coeficiente de x* en este producte es
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cada una de estas relaciones es conocida como ecuacién de chequeo de paridad
del cédigo. Si

he -+ hy hy ho
hy --- h
g=| Ml
hy -+ hy hi hg
de las ecuaciones anteriores, para que ¢ = (cp,...,c,_1) € C es suficiente

que H¢* = 0. Es mds, esta condicién es también necesaria ya que los ren-
glones de H son linealmente independientes, (en efecto pues asi lo son los
polinomics h(z), zh(z),..., 2" " h{z)), y k = grad(h(z)) = n—grad(g(z)),
la dimensién de C. Por lo tanto H es una matriz de chequeo de paridad para

C.

Ejemplo 3.3 Considérese el cddigo ciclico sobre Fy con polinomio genera-
dor z® + 2% + 1 € Ry = Fyfz]/{z" — 1), (como se verd mas tarde este es un
cédigo binario de Hamming). El polinomio de chequeo de paridad de este
cédigoes (z —1)(z® +z+1) = 2% + 2% + 22 4 1, por lo tanto

H=

— O O

011101
111010
110100
es una matriz de chequeo de paridad para el cédigo.

A partir del razonamiento precedente podemos deducir inmediatamente
que para un cddigo la propiedad de ser ciclico es invariante bajo ortogonali-
dad, en efecto

Teorema 3.4 [45;196] Sea C un cédigo ciclico con polinomio de chegqueo
de paridad h(x), y sea hy el coeficente lider de h(z). Entonces el cddigo

dual C*+ es equivalente al cédigo ciclico con polinomio generador gt(z) =
hio ! gEedh@) 1)
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Demostracién: Supdéngase que h(z) = ho + hiz + - - - ipz®. La matriz

gt (=)
G = zg* ()
:L.n—r—lgj_(m)
1 hithgor hithes -+ hi'tho 0 0o - 0
0 1 hithg_y -+ hi'hi hi'he O - 0
0 0 0 0 hithg_y -+ hi'hy hilhg

se obtiene de la matriz H definida al principio de la seccién por una per-
mutacién de sus columnas. (Recuérdese que la matriz H es una matriz
generadora para Ct). O ‘

Ejemplo 3.4 El polinomio generador para el cddigo del ejemplo anterior es

gr@) =2z 3+t ) = 14z + 2 2

3.3 Polinomios de Mattson-Solomon

Esta seccién estd basada en [45;342] por lo que se omiten las referencias de
cada resultado. Sea w una raiz n-ésima primitiva de la unidad sobre F,. Un
polinomio de Matison-Solomon p.,;(z) es un polinomio asociado a otro
polinomio p(z) € R, de la siguiente manera:

Drns(T Zp Nzt =p(1) + pw Nz +plw ) + -+ plw )

Los polinomios de Matson-Solomon también pueden ser escritos como

Prms(T Zp "t =Y p(w!

i=0 1=1

Sip(x) = Y. pja? ¥ pms{) = X Piz* entonces

n-1 n-1 n--1n-1
Zﬁil‘i = Pms(T) = Z —”I = Z ij —” I
i=0 1==0 1=0 j=0
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lo que puede escribirse matricialmente como

ﬁn—-l 1 w w2 .. wn—Z wn—l Do

ﬁn—2 1 w2 wl .. wn~4 wn-—2 ) n
ﬁl 1 wn-l wn-—? w2 w P
o 11 1 -1 1 Pt

El siguiente resultado muestra la forma de recuperar un polinomio a partir
de su polinomio de Mattson-Solomon.

Teorema 3.5 Si p(z) es un polinomio en R, entonces
= =) Pms(W')T
N0

Demostracién: En primer lugar se probard que 572 w™7%=9 = ngi_; o,
para k =14,2+1,...,i4+n—1, donde §;; es la funcién delta de Kronecker.
En efecto, si k¥ — 2 = 0 entonces Z;-‘;ol 177 = n = néyg, por otra parte si
| k—3 |> 0 entonces k—i < n esto es w*~* no es 1 por lo tanto 175 w=¢-7 =
1 w—(k~i)]n

oG- = 0.

Ahora si p(z) = ¥ p;z* entonces

ipkaf’k oz Zpk Z w k- z)
it ,

1 n-—1

= plw ) = 1
n = n

”M'

aplicando el resultado antes obtenido

1l
= Zp N = = Zpknék_‘o = p;.
As{ pues
1 N <
~Pms(w') = — 2 plw) w7} =pi.
n n i

Y el polinomio p(z) viene dado como

p(z) = = mes(w

1-—0
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Sea v : Fy — R, la funcién definida en la pagina 26, se define ¢l peso
de p(z) € R, como el peso de ¥~}(p(z)). Los siguientes corolarios mues-
tran algunas aplicaciones de los polinomios de Mattson-Solomon. Ya que los
primeros dos son inmediatos del teorema anterior no se da su prueba.

Corolario 3.1 Fl peso de p(z) € R, es igual a n — s, donde s es el nimero
de ceros de p,.s entre las raices n-ésimas de la unidaed.

Corolario 3.2 El peso de p(z) € R, es > n—grad(pms(x)).

Corolario 3.3 (La cota BCH) Sea w una raiz n-ésima primitiva de la uni-
dad sobre F,. Sea C un cddigo ciclico en R, cuyo polinomio genemdor g(x)
es el polinomio ménico de menor grado sobre ¥, que tiene a los elementos

wh WP b2

entre sus ceros, donde b > 1 yb+6—1 < n. Entonces C tiene distancia
minima al menos 6.

Demostracién: Seand = é—1yc(z) € C. Ya que g(z) divide a ¢{z), s
tiene c(w') = 0 parat =b,....b+d—1. De ahi que c,s(z) = -1, c(w )x -
es igual a

Cons (@) = (W)™ 4 L (WP (WP L (W),

Ahora, multiplicando por z°~! se obtiene que z°"!c,.(z) es igual a

clw)x™=2 4 4 (WP Dzt 4 (W) 4+ c(w )rb“l
= 2Mc(wa? 2+ 4 W] + {e(Wt ) 4 e(w )b

Denotando por p(z) al polinomio entre corchetes v por g(x) al polinomio
entre llaves, entonces la igualdad anterior puede ser escrita como

2 ems (@) = 2"pl2) + ¢(z) = (2" — Up(z) + p(z) + (7).
Esta ecuacién muestra que w* es una rafz de ¢, si v s6lo si es una rafz del
polinomio p(z) + q(xz), el cual tiene grado . —d — 1 pues b+d —1 < n implica
que b—2 < n—d— 1. Luego ¢ms(T) no tiene mas de n — d — 1 raices entre
las raices n-ésimas de la unidad. y por el corolario anterior el peso de c(z) es
al menosn—(n—-d-1}=d+ 1.0
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Este corolario muestra como puede obtenerse un cédigo con distancia
minima al menos una cantidad predeterminada 8, dando su polinomio gene-
rador con § — 1 ceros consecutivos, o sea potencias consecutivas de una raiz
n-ésima. de la unidad. El corolario puede ser generalizado como sigue.

Teorema 3.6 Sea w una raiz n-ésima de la unidad. Sea C un cddigo ciclico
en R, cuyo polinomio generador g(x) es el polinomio ménico de menor grado
que contiene a los 6 — 1 elementos

WhL T e
entre sus ceros, donde (r,n) =1,b>1 y b+ (6 — 2)r < n. Entonces C tiene
distancia minima al menos 0.

Demostracién: Sea 8 =w", (r,n) = 1. Entonces [ es una rafz n-ésima
de la unidad, por lo tanto w® = 3! para algtin entero t, y el cédigo tiene ceros
B, Bttt ..., B8=2  esto reduce el problema al corolario anterior. O

3.4 Cédodigos de Hamming

Estos cédigos fueron descubiertos por Marcel Golay en 1949 (cf. [18]), v
generalizan a los cddigos binarios descubiertos por Richard Hamming (cf.
[24]), por lo que llevan el nombre de este Gltimo. Se desea construir un
cédigo perfecto (ver definicién 2.6) sobre el espacio F capaz de corregir un
error, lo cual nos ileva, por el teorema 2.2, a pedir distancia minima tres.
Para esto basta con que la matriz de chequeo de paridad del cédigo no tenga
dos columnas linealmente dependientes.

Definicién 3.3 Dado un entero v > 2, el cédigo de Hamming H.(g)
sobre el campo ¥y, es el codigo g-ario que tiene una matriz de chequeo de
paridad de T por (¢" —1)/(q¢— 1) cuyas columnas son representantes no cero
de cada uno de los subespacios de dimension 1 de Fyr, cada uno apareciendo
una sola vez.

En particular un cddigo binario de Hamming H,(2) = H, de longi-
tud n = 2" — 1, (r > 2) tiene como matriz de chequeo de paridad H
aquella cuyas columnas son todos los vectores binarios no cero de longi-
tud r, cada uno apareciendo exactamente una vez, es decir las columnas
de H son precisamente los elementos de F; — {0}. Claramente H, es un
n=2"-1,k=2"—1-~r,d=3] cddigo. En general se tiene el siguiente
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Teorema 3.7 [5;58] El cddigo q-ario H-(q) es un

¢—-1q¢g -1
q—1"¢-1

[ r, 3]

codigo perfecto, capaz de corregir un error.

Demostracién: Ya que el nimero de subespacios de ¥y, con dimensién
lesn = (¢"—1)/(¢ — 1), esta es precisamente la longitud del cédigo. Por
otro lado Fy- es de grado 7 sobre F,, de ahi que esta es la dimensién del
espacio columna de H, esto es el rango de H es r, por lo que la dimensién del
cédigo es n —r. Ademds como ningin par de columnas de f son linealmente
dependientes la distancia minima ciertamente no es 2, es mas si elegimos las
columnas, correspondientes a % y U, digamos, entonces también aparecera en
H la columna correspondiente a @ + 7, por lo cual la distancia minima de
Hq(r) es 3, de ahi que corrija un error.

El numero de vectores de I contenidos las esferas de radio 1 con centro
en cada una de las palabras codificadas es, por ser ajenas las esferas,

Tl +@-Dn)=¢"T"(1+(¢ - 1)) =q¢".
esto muestra que el cédigo es perfecto. O
Ejemplo 3.5 El [7,4,3] cddigo binario de Hamming Hs tiene matriz de

chequeo de paridad

H =

— O O
O - O

0
1
1

OO R

111
011
1 01

Noétese que si vemos a las columnas de H como las expresiones binarias de
nimeros naturales las tenemos ordenadas naturalmente, o escribiéndola en
forma estandard

1101100
H=}10110120
0111001

A continuacidn se listan los mensajes w y su codificacién respectiva utilizando
esta ultima matriz
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1001 | 1001001 1010 | 1010101 000 | 0000000
1000 | 1000110 0110 | 0110110 111 { 1111111
0100 | 0100101 1011 | 1011010
0010 | 0010011 0111 | 0111001
0101 | 0101010 0001 | 0001111
0011 | 0011100 1101 | 1101100
1110 | 1110000 1100 | 1100011

Figura 1. El cédigo Hs.

Arreglando las columnas de una matriz de chequeo de paridad de un
cédigo binario de Hamming de tal forma que la i-ésima columna sea la ex-
pansién binaria de 7, decodificar un mensaje es bastante sencillo. Por ejem-
plo si Z es la palabra recibida, primero se calcula su sindrome, si éste es 0
se decodifica como Z, pero si no es asi entonces se supone que ha ocurrido
precisamente un error en la 2-ésima posicién, donde ¢ es la representacién
binaria del sindrome de Z, y se decodifica esta palabra como Z + &;, donde g;
es el vector con un 1 en la posicién i-ésima y cero en las demas.

Ejemplo 3.6 Sea Fy = {0,1,w,w?® = w + 1}, entonces el [5,3,3] cddigo de
Hamming sobre F4 tiene matriz de chequeo de paridad

101 1 1
H—<Olww21)'

Teorema 3.8 [11;52],[51,46] Todo cddigo binario de Hamming, H,, es ct

clico, y su polinomio generador es el polinomio minimal sobre Fy de un ele-
mento primitivo de For.

Demostracién: Sea o un elemento primitivo de Fyr. Entonces los ele-
mentos no cero de este campo son 1,a,a?,...,a? ~2, y utilizando el isomor-
fismo candnico entre el Fi-espacio F} y el campo Fy-, cada uno de estos ele-
mentos pueden ser representados como r-tuplas binarias no nulas. Con esta
notacién el cédigo binario de Hamming H,. tiene como matriz de chequeo de
paridad a:

H=(l,q,...,07 %),
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donde cada entrada es reemplazada por el vector columna binario de longitud
r correspondiente. Por otro lado un vector ¢ = {¢g,¢1, ..., cn—1) € Hr si y s6lo
si He! = 0, esto es si y sélo si 3704 ;@ = 0, o lo que es lo mismo p(a) = 0,
donde p(x) = ¢y + 1z + - - - + ¢, 2" . Resumiendo, ¢ € H, si y sélo si el
polinomio minimal, m{z), de « divide a p(z); as{ que H, consiste de todos los
multiplos de m(z). Esto prueba que el cédigo de Hamming H, es un cédigo
ciclico con polinomio generador g(z) = m(z); el polinomio minimal de un
elemento generador del campo For. O

Una consecuencia inmediata del teorema anterior es el

Corolario 3.4 La matriz generadora para el cédigo binario de Hamming H,
es
my(x)
ITTL}({L‘)
G = $2m1(‘$>

Ty ()

Ejemplo 3.7 La factorizacion de =7 — 1, sobre Fy, como productc de poli-
nomios irreducibles es (z —1)(z®* +z+1)(z®+ 22+ 1). y ambos polinomios de
grado tres son un polinomio minimal para un elemento primitivo del grupo
multiplicativo F3;, como puede comprobarse directamente. Tomemos por
ejemplo a r* + 7% + 1. La matriz H = (1,.a’,...,a%), con a satisfaciendo
la relacion a® + o® + 1 = 0, es la matriz para un |7, 4, 3] cédigo binario de
Hamming, H3 y puede representarse como:

0011101
H=10100111
1001110

Ademds, de acuerdo al corolario anterior, una matriz generadora para este
codigo es

11

1

bt b
b b (D

1
0 1
1 01
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Para el caso g-ario el cddigo de Hamming también es ciclico, bajo algunas
condiciones. Mds precisamente se enuncia el siguiente

Teorema 3.9 [45;329] Sir y ¢—1 son primos relativos y n = %T—:Tl entonces
el cédigo q-ario de Hamming H.(q) es equivalente a un cddigo ciclico.

Demostracién Sea s el orden de ¢ médulo n. Entonces Fys es el campo
r—-
de descomposicién para z™ —1, y es el menor entero para el cual %—:% | ¢ —1.

r— e k4 P
Pero %]—_Tl | ¢° — 1 es vélido si s = r, ademds como

T es precisamente el menor entero con la propiedad deseada, esto es s =
7. Sea  un generador del grupo F},, ademds w = plr=uin = g1l eg
una rafz primitiva dc la unidad sobre F,. Construyamos la matriz H =
(w® w!...w" 1), cuyas columnas son las representaciones vectoriales de po-
tencias de w. Mostraremos que cualesquiera dos columnas de H son lineal-
mente independientes, con lo cual se obtiene que el cddigo ciclico-con matriz
de chequeo de paridad H, digamos C, tiene longitud n y dimensién £k > n—r.
Utililzando la cota de empaquetamiento con esferas (proposicidén 2.5), obte-
nemos inmediatamente que k = n —r y d = 3, por lo cual el cédigo C sera
equivalente a M, (q).

Ya que g — 1] ¢/ — 1 tenemos ¢ = (¢— 1)a; + 1 para algiin entero a;. Por
otra parte n = %_:11 =1+q+---¢""" asi que

r—1
n=3 ¢=(@-1)3 a+r;
=0

estoes, (r,g—1)=1siysdlosi (n,q—1)=1.

Dos columnas de H son linealmente dependientes si y sélo si una es un
multiplo escalar de la otra, por lo tanto las columnas de H correspondientes a
w' y «’ son linealmente dependientes si y sélo si w*~7 € F}. Pero un elemento
no cero estd en Fg si y sélo si es rafz del polinomio z97" ~ 1 (cf. [17)), por
lo que las columnas correspondientes a w* y «w’ son linealmente dependientes
si y sélo si w191 = 1, Siendo w una rafz n-ésima primitiva de la unidad
esto es equivalente a que (i — j)(¢g — 1) =.0 mod n. Por lo mostrado en el
parrafo anterior, (n,q—1) =1, de ahi que 1 = j. O

41



3.4.1 El cédigo simplex

Los cddigos duales a los cddigos binarios de Hamming H, son llamados
cddigos simplex y se denotan como Z,. Ya que H, esun [27 —1,2" — 1 —7]
cédigo, el cédigo simplex 3, es un cédigo lineal de longitud 2" —1 y dimensién
2" —1— (2" —1~-7) =r, ademds una matriz de chequeo de paridad para H,
es una matriz generadora para %,.

Ejemplo 3.8 Una matriz de chequeo de paridad de H,, y por lo tanto una
matriz generadora para el cédigo simplex s es

., (011
GQ_(IOO)

v los elementos del cédigo simplex ¥, son

000
011
22 = o1
110
Para Y3 se tiene
000[1]1 11
G =| 0T I[00 11 :(og Omlé 1).
10 1/0/1 01 : 2
Por lo tanto
“ _ Z2|0]%,
2.3 =
2o i1 25

donde 3§ significa cambiar cada 1 de 29 por 0 v viceversa.
Generalizando estos ejemplos se obtiene el

Teorema 3.10 [34,30].[45;257] Sea %, el 27 — 1.7] cddigo simplex. FEn-
tonces

1.- toda palabra en %, excepto la cero. tiene peso 271, por lo tanto O,
es un [27 — 1,717,277 cédigo.

2.- la distancia entre dos palabras distintas en £, es 277 1.

3.- X es un cdédigo ciclico.
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Demostracién: (1) La prueba es por induccién sobre r. Si G- es la
matriz generadora para X, entonces

00---0 1 11.--1
GT+1 = ( Gr 0 Gr ) .
Asi el cédigo simplex resulta ser

0
1

%,
5,

=,

2T+1 = Ec

(2) Se sigue inmediatamente de la igualdad d(z,§) = ps(z —§) = 27"
(3) Ya se ha visto que, para un cédigo, la propiedad de ser ciclico es
invariante bajo dualidad. O

La parte (2) del teorema anterior explica el porqué se les da el nombre
de cédigos simplex a los cédigos Z,; la razén de esto es porque las palabras
codificadas de este c¢édigo forman los vétrices de un simplejo regular.

Al extender el cédigo binario de Hamming H, se obtiene un {27, 2" —1—r, 4]
cédigo, el cual ahora puede detectar dos errores aunque solo puede corregir
uno. Cuando el nimero de errores que es posible detectar excede al nimero
de errores que pueden corregirse se dice que la decodificacién es incompleta.

3.5 Cédigos BCH

Hemos visto que los cddigos de Hamming son cddigos que corrigen un sélo
error. Existen c6digos que en cierto sentido son generalizaciones de estos
y que son capaces de corregir ¢ errores que ocurran durante la transmisién,
para un entero dado t. Estos son los llamados c¢ddigos BC'H, llamados asi
porque, en el caso binario, A. Hocquenghem los descubrid en 1959 (ver [28]),
y R.C. Bose y D.K. Ray-Chaudhuri los descubrieron, independientemente
del primero, en 1960 (cf. [10]). La generalizacidn al caso g-ario fue realizada
por D.C. Gorenstein y N. Zierler (cf. [19]). Los cddigos de Reed-Solomon,
que son un caso particular de aquellos, fueron descubiertos por I.S. Reed y
G. Solomon (cf. [42]). ‘

Ya hemos visto que un cédigo ciclico puede ser definido a través de sus
ceros. Los cddigos BCH son cédigos ciclicos con un conjunto especial de
ceros, mas precisamente
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Definicién 3.4 Sean w un raiz n-ésima primitiva de la unidad en ¥y, y g(z)
el polinomio monico de menor grado sobre Fy que tiene los 6 — 1 elementos

wb, wb+l, ..‘,wb+6”2
entre sus ceros, donde b > 1 y & > 1. El cédigo ciclico g-ario By(n,6,w,b)
de longitud n, con polinomio generador g(z), es llamado c6digo BCH con
distancia designada §.

Cuando b = 1 el cédigo By(n,6,w) = By(n,b,w,1) es llamado un cddigo
BCH en sentido limitado. Cuando w es un elemento primitivo del campo
F,, o sea, cuando n = ¢° — 1 para algin entero s, el cédigo BCH correspon-
diente se dice primitivo.

De la definicién anterior se tiene que el polinomio generador del cédigo

BCH es
g9(z) = mem{my(z), mp41(2), ..., Mors_2() },

donde m;(z) es el polinomio minimal de w', 7 = b,...,b+ 6 — 2, y mcm
significa tomar el minimo comin multiplo de los polinomios del conjunto.
Ademds los cédigos binarios BCH en sentido limitado son generalizacio-
nes de los codigos de Hamming. Hemos visto que los cédigos de Hamming
pueden definirse como cédigos ciclicos cuyo polinomio generador es el poli-
nomio ménico de menor grado sobre Fo que tiene una rafz n-ésima de la
unidad como cero. Por lo tanto, los c6digos binarios de Hamming son cédigos
BCH primitivos en sentido limitado de distancia designada 2.

Teorema 3.11 [34;202] El cédigo BCH g-ario By(n.6,w,b) de longitud n y
distancia designada 6 tiene pardmetros

dim(By(n, 6,w,b)) > n— (5§ — 1)o,(q)

(donde on(q), es el menor entero positivo d para el cual ¢ = 1 (mod n)) y
distancia minima al menos 0.

Demostracién: La segunda afirmacién no es mas que el teorema de la
cota BCH. Para el primer enunciado recuérdese que el campo de descompo-
sicién de ™ — 1 sobre Fy es de grado s sobre este campo, donde s = 0,{g),
v ademés grad(m;(z)) < s para cada polinomio minimal m,(z), de ahi que
grad(z) = n—dimensidn del cédigo< s(¢6 — 1). Por lo tanto

dim(By(n,6,w,b)) =n — (6 — 1)o,(g). O
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Una matriz de chequeo de paridad para estos codigos es

1 wb [ w(n—‘l)b
i 1 wb—{»l . w(n—l)(!ﬂ-l)
1 wb+<5—2 . w(n—l)(b+5—2)

donde cada entrada w' es sustituida por el vector columna [w'] en F co-
rrespondiente, bajo el isomorfismo candénico entre este espacio y ¢l campo
Fgs.

Los cddigos ciclicos pueden considerarse como cédigos BC'H, como se
hace en la siguiente definicién. Esto permite tener una cota inferior para la
distancia minima de un cédigo ciclico:

Definicién 3.5 Un cddigo ciclico de longitud n sobre ¥y es un cédigo BCH
de distancia designada é tal que para algin entero b > 1.

9(z) = mem{my(z), mpy1(T), . - ., Mpys_2(x)},

en otras palabras, g(x) es el polinomio ménico de menor grado sobre el campo
F, que tiene a w?, w1, ... wb™2 como ceros. Asi € = (cg,...,Cpy) estd
en el cédigo si y sdlo si c(W®) = c(W) = -+ = (W) = 0, donde
cz) =co+ T+ -+ 12"t € Ry

Esto es, el cédigo tiene como ceros a § — 1 potencias consecutivas de .
por lo tanto su distancia minima es mayor o igual que ¢é.

3.5.1 Cdbdigos BCH binarios

Ya que B y [P tienen el mismo polinomio minimal cuando ¢ = 2, el cual es
mo;(x) = m;(x), el grado de g(z) es reducido. Supéngase que b = 1, entonces
para todo € > 1 los siguientes polinomios son iguales:

g1(z) = mem{my(z), my(x), ..., ma(x},
92(z) = mem{my (z), my(z), ..., moc_ (1)}
g3(z) = mem{my(x), ms(x), ..., ma: 1)}

(en el viltimo conjunto de polinomios m; todos tienen indice impar). Del
primer polinomio se tiene b+ ~2 =1+ -2 = =. esto es, § = 2¢ + 1:
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mientras que del segundo polinomio se tiene b+ 6 —2 =140 —2 = 2~ 1,
o sea 6 = 2¢. De la igualdad de los polinomios se concluye que

By(n,2e 4+ 1,w) = Bao(n, 2=, w).

Esto lo que significa es que podemos restringir nuestra atencion a cédigos
BCH binarios en sentido limitado de distancia designada impar.

El polinomio gs3{z) es el polinomio generador de los c¢édigo BCH con
distancia designada 2t o 2t + 1. Por otra parte grad(ms+i(z)) < 0,(2), por lo
tanto grad(g(z)) < ton(2), y la dimensién del ¢cé6digo es entonces > m—to,(2).
La matriz de chequeo de paridad correspondiente es:

2 _
1 w w* wht
1 wd 8 wB(n—l)
H =
oY . — : 9t~ 1% n—
1 W%l p@-nE 0 L2t-Din 1)

donde cada entrada es reemplazada por la correspondiente m-tupla. Ls
mas, la segunda columna de H sélo requiere contener w,w',w™, ... donde
1,41,19, ... estdn en diferentes clases ciclotémicas (consultar pagina 27).

Ejemplo 3.9 Considérese el cédigo BC H binario de longitud 7 v distancia
designada 3. Este cédigo tiene como polinomio generador a:

g(z) = mem{my(z),ma(x)} = mi(z).

Supéngase que el campo Fg es generado por w, con w?+w?+1 = 0. Entonces
la matriz generadora del cédigo es

1w w? ouwf
H:(l w? oWt @5>‘

Haciendo las sustituciones respectivas se tiene:

1001110
0100111
0011101

H= 97370011
0011101
0111010
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Sumando el primer renglén al cuarto se obtiene el renglén nimero cinco, asi
que se suprime el cuarto renglén. En esta nueva matriz, se suman el segundo
renglén y el sexto, nuevamente resultan dos renglones iguales, después de
descartar uno de ellos es claro que la matriz que resulta es una de chequeo
de paridad de un [7,4, 3] cédigo binario de Hamming.

Ejemplo 3.10 Consideremos el c6digo BC'H binario de longitud 7, con § =
5y b = 1. Su polinomio generador g(z) es el producto de los polinomios
minimales m(z) y ma(z), esto es, g(z) = (z3+z+1)(® +22+1) = T2, "
La matriz de chequeo de paridad correspondiente es

6
H = 1 w w? W oWt W ow
1 W Wb w? oWt WLt

o haciendo las sustituciones respectivas

1001110
0100111
0011101
H‘—1100101
0010111
0111101

Ejemplo 3.11 Las clases ciclotdmicas de 2 médulo 25 son:

Co = {0},
Ci1=1{1,2,3,4,6,7,8,9,11,12,13, 14, 16,17, 18.19.21, 22, 23, 24},
Cs = {5,10,15,20}.

Sea B = B;(25,1,w) un cédigo BCH. Los ceros del cédigo dual B+ son
los reciprocos _de los no ceros de B. Por lo tanto los ceros de Bt son:
{w? W W W' W Esto muestra que B+ no es un cédigo BCH. de ahi

que el cédigo dual de un cédigo BC'H no necesariamernte es un cédigo BCH.

3.6 Codigos de Reed-Solomon

Definicién 3.6 Para cada potencia de un primo q (¢ > 2), el cédigo q-ario
de Reed-Solomon, denotado RS. es el cédigo BCH iz longitud q — 1.
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Como veremos mas adelante, la propiedad de que su longitud sea precisa-
mente ¢ — 1 hace que los cédigos RS sean considerablemente précticos.

Ya que las raices del polinomio 297! — 1 son precisamente los elementos
no cero del campo base F,

t—1=z""=1= [] (x -3
BeF;

Y como ig = ¢ (mod q — 1) para todo ¢, se sigue que m;(z) = = ~ *, con
w un generador del grupo multiplicativo ¥}. Por lo tanto un cédigo RS de
longitud ¢ — 1 y distancia designada § tiene polinomio generador

g(’E) = (I — uﬁ)(l, B wb-H) (- u}t’>+5_2)‘

Ejemplo 3.12 w = 2 es un elemento primitivo de Fj, el cédigo RS sobre
Fs con b = 1, longitud 4 y distancia designada 3 tiene polinoniio generador

gr)=(z-2)z -4z =3) =(z+3)(z+ 1)z +2).
Y el codigo es

C={{cy+ecrr +cox? +c3zigy(n) 1 ¢y € F5}.
La dimension del cédigo RS es n — grad(g(x)) = n — & + 1. donde n es
la longitud del cddigo. La distancia minime es, por la cota BCH. al menos
=n—k+1. Sin embargo por la cota Singleron. proposicién 2.4. la distancia
minima no puede ser mayor que 6, y por lo tanto aquella es exactamente
n—k+1vlos cédigos RS son distancia méxima separables (AMDS).
Damos ahora dos ejemplos de como transformar un cédigo 2™-ario a otro
sobre el campo binario. En general esta transformacion lleva cédigos lineales
a codigos lineales, sin embargo no siempre llevi: codigos ciclicos a cédigos
ciclicos: de este hecho sélo se conoce un ejempio, el cual mostramos como
aparece en [45] en el ejemplo 3.14.

Ejemplo 3.13 Counsidérese el cédigo [3.2.2] de Reed-Solomon sobre el cam-
po Fy = {0.1.w,w?}. donde «? +w + 1 = 0. El polinomio generador de este
codigo es g(z) = x — w, por lo que el cddigo es

C = {4 p(r)(z —w)): grad(p(z)) < 1},
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donde ¥ : F3 — Rj es la funcién definida en la pagina 26.
Las palabras de este cédigo son:

0 0 0 w 1 0 w w 0 1 w? 0

1 0 w w? 1 w W ow w 0 w? w
w 0 w? 0 1 ? 1 w w? w? w? W?
w? 01 1 1 1 0 w 1 w w? o1

La pareja {1,w} es una base de Fy4 sobre Fy y bajo esta base
0w 00, 1+ 10, w+~— 01, w? i 11,

y el cédigo puede transformarse en un [3(2), 2(2)] cédigo binario, digamos C,
cuyas palabras resultan ser:

000000 011000 110100 101100
100001 111001 010101 001101
010011 001011 100111 111111
110010 101010 000110 011110

Como puede verse esta transformacién no lleva un cddigo ciclico en un
cédigo ciclico, pues por ejemplo la palabra 0110000 esta en C, pero 001100
no.

Ejemplo 3.14 Tomemos la base {1,w,w®} de Fg sobre el campo Fs. Bajo
esta base tenemos la siguiente tabla,

0 — 000 w? — 101 W’ 011
1+— 100 w3 — 110 w® — 001
w— 010 Wi 111

El polinomio
9(z) = (2 + W)z + ) = ot +wz + o

es el generador del {7, 5, 3] cédigo de Reed-Solomon sobre Fs. Este cddigo es
transformado en el [21, 15, 3] cé6digo BCH binario con polinomio generador

gy =m(y) =1l+y+y* +y* +3°

Este es el inico ejemplo no trivial conocido de un c¢édigo ciclico que es trans-
formado de esta manera en un cédigo ciclico.
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En [45;372] se describe un método general para transformar un cédigo
[n, k,d] 2™-ario, para algin entero m, en un [nm,mk, > d] cédigo binario.

Teorema 3.12 [45;296] Sea C un [¢™ — 1,k.d] cddigo RS, sobre F,, con
polinomio generador

9(z) = (z - wi(z —w’) - (z —w').
Entonces el cédigo extendido C es un [q™, k,d + 1] cddigo.

En la pasada secciéon notamos que el dual a un cédigo BCH en general
no es un codigo del mismo tipo. Con los cddigos de Reed-Solomon no sucede
esto, como lo muestra el siguiente

Teorema 3.13 El cddigo dual a un cddigo de Rezd-Solomon es un cédigo
de Reed-Solomon.

Demostracion: Sea w un generador del grupo multiplicativo F}. Supéngase
que g(z) = (z ~ wb)(z — T (2 — WI¥?) es el polinomio generador de un
codigo de Reed-Solomon dado, digamos C'. Aplicando el teorema 3.4 encon-
tramos que

Ly, _ a L at+1yy a+85—-2\
gH(a) = (2 — w)(z — W) (z — W),
con a =2 — 8 — b, es el polinomio generador para C+. O
El método original de codificacion de Reed-Solomon tiene ventajas prac-

ticas como se muestra a continuacidén:
Sea U = (ug,us,....ux_1). u; € Fy el mensaje a ser codificado, y sea

k-1
u(z) = > wz'.
=0
Se codifica @ como el vector € cuyo polinomio de Mattson-Solomon es (g —
Ljul{x). por lo tanto
&= (u(l),u(w),....,u{"h),

donde w es una raiz {g — 1)-ésima primitiva de la unidad. Podemos entonces
recuperar el polinomio ¢(r} a partir de su polinomio de Mattson-Solomon
cms(T) = (g — Dulx).

1 2 . 1 \ e o
clr) = —— 5 Cms ()2t = [ems(1) + cms(u;):r2 4 s (Wi )zt 2.
q - 1 i=0 q— 1
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Haciendo sustituciones adecuadas
o(z) = u(l) + u(w)z® + - -+ + u(w?)z7 2,

Sélo resta probar que € estd en el cédigo RS. Para esto se verifica que
w,w?,...,w’ 1 son ceros de c(x) = D72 ;.
El polinomio de Mattson-Solomon de ¢(z) es:

1=

9-2 o k=1 k=l '
ems(z) =Y _clw™a' = (¢— 1)) war* = (g Duz".
Igualando coeficientes y tomando en cuenta que ¢ -1 = —1 en F,, tenemos:
c(1) = —ug, c(w™) = —uy, ... ,c(w‘(k”l)) = —Uk_1.

Ademds, por ser distintos los grados de los polinomiocs
c(w™) = clw N = ... = w2y = 0,

lo cual puede reescribirse, usando el hecho de que w es una raiz (¢— 1)-ésima
primitiva de la unidad, como

W) = = c(w?) = e(w) =0.



4 Disenos

Aqui nos apartamos por un momento del estudio de los c6digos lineales, ahora
dedicaremos nuestra atencion al estudio de las geometrias finitas, vistas como
disenos. Mads tarde estableceremos una correspondencia entre aquellos y es-
tos. Veremos que los llamados c6digos de Reed-Muller surgen naturalmente
como cddigos binarios asociados a las geometrias finitas. Notaremos ademads
cémo los pardmetros de estos codigos pueden ser obtenidos a partir de la
estructura combinatoria de estas geometrias.

4.1 Conceptos generales

Definicién 4.1 [Una estructura de incidencia es una pareja de conjuntos
S = (P,B), donde B es una familia de subconjuntos de P. En caso de que
P sea finito se dice que la estructura de incidencia es finita.

Los elementos de P son llamados puntos o variedades. (este iltimo
término se debe a que el origen de estas nociones se encuentra en la agricul-
tura pues las estructuras de incidencia se utilizan para examinar efectos de
algunos fertilizantes) y los miembros de B se denominan bloques. Cuando
el punto p estd en el bloque B se dice que p ¥ 5 son incidentes. (o que p ¢s
incidente con B, o que B es incidente con p.)

Si X es un conjunto cualquiera denotaremos por (X ) a la subfamilia
del conjunto potencia de X. FP(.X). de todos los subconjuntos de X con ¢
elementos. A cada elemento de F{.X) le llamaremos t-conjunto

Como nuestro interés se centra en las estructuras de incidencia finita de
aqui en adelante al hablar de una estructura de incidencia supondremos que
es finita.

Definicidn 4.2 Sean v. k.t y A enteros positivos. Diremos que una €struc-
tura de incidencia D = (P.B) es un t-(v.:. A) diseno, (o bien un t-diseno
con v puntos. con medida de bloque k e indice A). si

i) exsten v puntos, t.e.. | P i=v.

i) cualquier blogue B es incidente con exactamente k puntos. en simbolos:
vBeB. | Bl=Ek ,

i11) para todo conjunto T de t puntos. eristen eractamente A bloques in-
cidentes con todos los puntos de T. 1e..

Tep(P) = [{E:BeB.TCB}|=A\

Ut
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Es comun escribir un ¢-(v, k, A) disefio como Si(t, k,v). Cuando A =1 el
subindice correspondiente es suprimido, y a los disefios de esta clase se les
llama sistemas de Steiner. En particular los disefios S(2, 3, v) son llamados
sistemas triples de Steiner, mientras que los S(3,4,v) se conocen como
sistemas cuddruples de Steiner.

Ejemplo 4.1 Sean P = {1,2,3,4,5,6,7} y
B ={{1,2,3},{1,4,7},{1,5,6}, {2,4,6}, {2,5,7},{3,4,5},{3,6, 7}}.

Entonces (P, B) forma un 2-(7,3, 1) disefio, y escribimos (P,B) = 5(2,3,7).
Este sistema triple de Steiner es conocido como plano de Fano y es el menor
disenio que surge de la geometria proyectiva, como veremos més adelante.
Puede ser representado con el diagrama mostrado en la siguiente figura

3

1 6 5
Figura 2. El plano de Fano F.

Ejemplo 4.2 Sea P el conjunto de puntos de las 16 posiciones del arreglo
4x4,ie. P={(1,1),(1,2),...,(4,3),(4,4)}. Para cada par (3, ) definase
el bloque B;; = {(2, k), (k,7)}4=1 — {(3,7)} (en la figura 3 se muestra uno de
estos bloques). Entonces el nimero de bloques es el mismo que el de puntos
y cualesquiera dos puntos son incidentes con dos bloques, asi que (P, B) es
un 2-(16,6,2) disefio conocido como biplano de orden 4.

Figura 3. El bloque Bys;
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Ejemplo 4.3 Un 2-(n®* +n+1,n + 1.1) disefio, n > 2, es llamado plano
proyectivo de orden n.

Originalmente los disefios surgieron como una necesidad al realizar experi-
mentos biolégicos y en agricultura, en la rama de la estadistica conocida como
diseno de experimentos (cf. [37],[40]). Por ejemplo supéngase que se desean
comparar los efectos de v variedades de fertilizantes en b diferentes cultivos.
Lo ideal seria probar cada cultivo con cada una de las variedades de fertilizan-
te, con lo cual obtendriamos b bloques de tierra, (uno por cada cultivo), y en
cada uno se probarian los v fertilizantes. Este es un 2-(v,v,b) disefio conocido
como diseno completo. Obviamente esto no es posible hacerlo, por razones
econdmicas, asi que lo que se hace es probar cada cultivo con sélo k de las
variedades de fertilizante, de tal forma que cualesquiera dos fertilizantes sean
utilizados simultaneamente, en el mismo cultivo, un nimero constante A de
veces. Este es un 2-(v, k, A) disenio con b bloques, es incompleto si k < v,
también se dice que el disefio es balanceado porque asi es la comparacién
entre los pares de fertilizantes. En general un 2-diseno no trivial es conocido
como diseno de bloques balanceado incompleto (DBBI) si k < v.

Si un diseno tiene tantos puntos como bloques se dice que es un diseno
simétrico. Un diseno trivial es aquel en el cual todo conjunto de & puntos

t

o . d .
es incidente con un bloque, en cuyo caso el nimero de bloques es ) . Un

k
1-diseno es llamado una configuracion tactica. Cuando k = 2 un t-(v, k. A}
diseno resulta ser una grdfica no dirigida y sin lazos; donde los puntos son
los vértices y los bloques las aristas. La gréfica serd completasi t = 2, o sea,

si todas las aristas posibles estan presentes.

Proposicién 4.1 [5;7],{11;2],[57;20] Sea D = (P.B) un t-(v, k, A) diserio.
El numero de blogues en D, que denotaremos por b. viene dado por

- vy, [k
=a (1))
Demostracién: Sea N =| {(T.B) € P,(P) xB:7T C B} |. Ya que

reTen®y=( ).



por el tercer axioma de t-disenios se tiene que

N:A(g)

Sean By € B un bloque fijo y
No =| {(T, By) € P(P)xB:T C By} |,

k
entonces Ny = ( ;

) , por lo tanto

ves( ).

Igualando los valores obtenidos de N y despejando b se obtiene el resultado

"~ deseado. O

Proposicién 4.2 [57;21] Dado S € P,(P), 0 < s < t, se denotard por Dg
a la subestructura de D con puntos P — S y blogues Bs = {B € B: S C B}.
Entonces Dg es un (t — s)-(v — s,k — s,A) diserio. Si S = {p}, denotaremos
al disero Dy simplemente como Dy, y le llamaremos la contraccién de D
en el punto p.

Demostraciéon: Sea B € Bg, entonces B, como bloque en B, es incidente
con exactamente k puntos, as{ que en D

k=|Bl=[(B-S)US|=|B-S|+|5].

Por lo tanto | B—S |= k—s. Por ltimo, elijamos T € P,_s(P —5); entonces
T U S tiene cardinalidad ¢, asique | {B€B: TUSC B} [=A. O

Aplicando la proposicién anterior a Dg tenemos la siguiente

Proposicién 4.3 [5;6],{11;2],{57;21] Para todo s, 0 < s < t, el nimero
de blogues de un t-(v,k,\) disenio, incidentes con todos los puntos de un
conjunto de cardinalidad s, es exactamente

v—38 k—s
v (0)(500)
Esto es, todo t-(v,k,A) disenio es también un s-diserio para s < t. a saber,

un s-(v, k, As) diserio.
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De la proposicién anterior es claro que el nimero de bloques incidentes
con un punto, arbitrario pero fijo, es independiente del punto elegido, a
saber A;. Este niimero serd denotado como 7 y le llamaremos el niimero

de repeticién. El siguiente resultado se desprende inmediatamente de la
misma proposicién:

Corolario 4.1 [5;7] Una condicidn necesaria para la existencia de un t-
(v, k,A) disefio es que los nimeros b = Ao, 7 = A1, Aoy ..., At = A sean enteros.

Se ha conjeturado que para cualesquiera ¢,k y A dados satisfaciendo es-
tas condiciones y v suficientemente grande, existe un t-(v, k, A) diseno, sin
embargo esto sélo ha sido probado parat = 2 y no se conoce ningtin diseno
con t > 5, (cf. [54],[55],[56]).

Haciendo A; = A en la proposicién precedente se encuentra una manera
recursiva de calcular los valores A, notemos que

U—-SAS_H:/\U—S[U~(S—+—1)][’li—~ (s+1)—1]---[v—t+1]

k—s k—shkh—(s+D]k—(s+1)—1]--[k—t+1]

lo cual resulta del lado derecho, después de hacer las cancelaciones corres-
pondientes, Ay, por lo tanto

v— 8§

Ay = L — S)‘s—H'

En particular cuando s = 0 (recuérdese que Ag = b y Ay = r) obtenemos
bk = vr;
y cuando ¢ = 2, tomando s = 1. se obtiene
rik—1) = Av—1).

Estas ecuaciones muestran que los pardmetros de un diseio no son inde-
pendientes, es mads, tienen restricciones de divisibilidad impuestas por la
necesidad de que los valores A; sean enteros.

Existen otros valores \’s asociados a un t-diseno, los cuales fueron discu-
tidos explicitamente en primer lugar por Richard M. Wilson. Supdngase que
iy j son enteros no negativos. Entonces para conjuntos ajenos de puntos [ y
Jycon|I|=iy|J|=j, el nimero de bloques que contienen a / y son ajenos
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a J, es independiente de estos conjuntos de puntos siempre que ¢ +j <ty
se denota como )\'Z A fin de probar la independencia de este valor respecto
a los conjuntos I y J se construye un andlogo al tridngulo de Pascal con A
en la (7,7)-ésima posicién. (Debe notarse que para 0 < i < ¢, A = ;). En
este triangulo se satisface la recursidn:

M=XNa+ X7
En efecto pues _
M=|{BeB:ICB,BnJ=10}]|,

por lo que para todo z que no esté ni en I ni en J, y para todo bloque B,
Tu{z} € Bo BNn(JU{z}) = 0. Notemos ahora que A, =| {B € B :
TUu{z} C B,z € (IUJ)¥,BNJ =0} |, andlogamente para \™". De estas
observaciones se concluye la recursién deseada la cual nos da la independencia
de los valores . El arreglo triangular construido se ve asf

A2 Af A5
VY St DY

donde, de acuerdo a la férmula de recursién:

/\8=>\0 )‘(2):/\0_2>\1+)\2
20 = A, 2 =
M=X—A  Al=X— )
)\g:AQ /\?:Al—2>\2+/\3

A== A, A=A — 3\ +3A ~ A3

Por fortuna no es necesario construir este tridngulo cada vez que necesitemos
calcular un X particular; Ray-Chaudhuri y R. Wilson calcularon una férmula
que nos evita este trabajo, esto es lo que nos dice la

Proposicién 4.4 [5;,9] Para i y j enteros no negativos con i +j < t. el
nimero de bloques de un t-(v, k, \) disenio que contienen un i-conjunto ajeno

de un j-conjunto es
i_ v—1— 7] v—t
vl )
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Demostracion: Basta probar que el lado derecho de la igualdad satis-
face las condiciones iniciales A} = X;, v la recursién A = X, ; + M*!. Las
condiciones iniciales son claramente satisfechas y la férmula de recursién se

satisface por la recursion de los coeficientes binomiales. O

Al calcular el tridngulo correspondiente a un diseno particular comen-
zamos con el vértice inferior izquierdo y ascendemos al vértice superior uti-
lizando la recursién A, = {=2As41, y enseguida se completa el tridngulo con

) ] i+1 ] .
la recursién A = A" + M ,. Por ejemplo para el plano de Fano tenemos

Una de estas diferencias de Al’s tiene gran importancia en el presente
trabajo, asi que se le asigna un nombre especial

Definicién 4.3 Sit > 2 el orden del t-diserio D esn = Al =1 — \y. En
particular si t = 2 entonces n =1 — A.

El orden del plano de Fano es 2 y el del biplano del ejemplo 4.2 es 4. En
general para un 2-diseno el tridngulo de Pascal correspondiente es

b
T b—r
A n b—r—n

Al estudiar cddigos asociados a disenos veremos que el orden de este nos
permitird determinar si tal codigo puede tener o no algunas propiedades que
nos interesan.

Aligual que con las estructuras, algebraicas en la teoria de disefios también
puede hablarse de disefios esencialmente iguales a través de un isomorfismo
el cual no distinga los papeles de puntos y bloques.

Definicién 4.4 Sean D = (P,B) y D’ = (P’ B’) dos estructuras de inci-
dencia, y sea
$:PUB — P UB



una funcion biyectiva tal que
¢(P) =P, #(B) =B/

Entonces ¢ se denomina un isomorfismo de D a D'. SiD = D', ¢ se conoce
como automorfismo o colineacién.

El grupo de automorfismos de D se denotard como Aut(D).

Ejemplo 4.4 (1) La permutaciénes (1762)(34) y (123)(456) son automorfis-
mos del plano de Fano de la figura 2 pag. 53.

(2) Un automorfismo del biplano del ejemplo 4.2 es cualquier elemento
del grupo Sy x Sy con el primer factor operando en los renglones y el segundo
en las columnas. Esto puede verificarse notando que (o,7) € Sy X Sy implica
que (0,7)Bij = Bo(i) ()

Definicién 4.5 Una estructura de incidencia S* = (P*,B*) es una ex-
tensién de la estructura S = (P.B) si existe un punto p € P* tal que
la contraccién Sy es isomorfa a 5.

Proposicién 4.5 [5;16] Si un t-(v, k, A) diserio D tiene una extension en-
tonces (k + 1) divide a b(v + 1).

Demostracién: Sea E es una extensién de D, entonces E es un (¢ + 1)-
(v+1,k+1, ) disefio y, el valor A; de este diseno es b, el nimero de bloques
de D. Denotemos por b* el niimero de bloque de E. entonces por la recursion
que relaciona a las A, se tiene

b = Mo+ 1)/(k+1) = bv+ 1)/ (k +1). O

Ejemplo 4.5 El plano de Fano, F. puede ser construido de la siguiente ma-~
nera: considérese la grafica completa de cuatro vértices, esto es un cuadrado
junto con su diagonales. Tomemos como el conjunto de puntos P a las seis
aristas. o sea cada linea que une dos vértices distintos, junto con un punto
adicional el cual denotaremos por oc. Los bloques que contendrdn a o seran
cada pareja de aristas ajenas junto con el punto . y los bloques que no
contengan a este punto seran aquellos cuyos puntos forman un tridngulo de
la gréfica completa.
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F se extiende a un 3-(8,4, 1) diseflo de la siguente manera: el conjunto de
puntos serd el de los puntos de F junto con un punto adicional; los bloques
que no contienen a este punto serdn aquellos cuyos puntos son los que no se
encuentran en un bloque de F, siete en total; y los bloques que conticnen al
punto adicional seran los formados por los bloques del plano F a los cuales se
les ha agregado el punto adicional. Puede verificarse directamente que este
disefio asi construido también es un 2-(8,4,3) disefio.

Otra forma de describir una estructura de incidencia finita es a través
de una matriz asociada la cual recibe el nombre de matriz de incidencia.
Esta matriz permitird definir cddigos lineales considerando su espacio renglén
sobre un campo finito dado.

Definicién 4.6 Sea S = (P,B), una estructura de incidencia con P =
{p1,p2,-..,Pv} ¥y B = {By, Bs,..., By}. Una matriz de incidencia para
S es una matriz A = (a;;) de b x v tal que a;; = xp,(p;), donde xx denota
la funcion caracteristica del conjunto X.

En particular cuando S resulte ser un diseno, la matriz de incidencia de
S tendré k entradas igual a 1 en cada renglén, y r entradas igual a 1 en cada
columna.

Ejemplo 4.6 Los renglones de la matriz de incidencia del plano de Fano de
la figura 2, pag. 53, son precisamente las palabras codificadas de la segunda
columna de la figura 1, pag. 39.

Definicién 4.7 Sean D = (P,B) un 2-(v.k, A) diseno y S € P(P), si cua-
lesquiera tres puntos de S no estdn contenidos en un bloque, llamaremos a S
un s-arco. Un blogue B € B se llama

1) tangente a S si B intersecta a S en un Unico punto.

2) secante a S si B intersecta a S en dos puntos.

3) exterior a S si B es ajeno a S.

Ejemplo 4.7 En el plano de Fano de la figura 2, pag. 53, S = {1,3,4,6}

es un 4-arco, las lineas {1.2,3} y {2,5,7}. son secante y exterior respectiva-
mente, no existen tangentes.
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Teorema 4.1 [5;19] (Andriamanalimanana) Sea D = (P,B) un diserio
Sy(2,k,v) de ordenn, donde k > 3, y sea S un s-arco de D. Entonces

1) s < T—'*—:\\—'—l, sim es impar, o n es par Yy A no divide a 7.

1) s < ﬁ;-ﬁ, sin es par y A divide a 7.

Demostracién Sea p un punto fijo en S, ya que un bloque puede intersec-
tar a S en a lo mas un punto distinto de p y existen r bloques.que contienen a
p, caleulando la cardinalidad del conjunto {(g, B) : ¢ € S—{p},p,q € B €B}

se obtiene
(s=Dr= > IBn(S—{p})Isr
B:peB

Por lo tanto s < (r + A)/A, para cualquier orden de D.

Ahora se probaré que si 7 es impar o si es par y A no divide a 7 entonces
S tiene una tangente. Supdéngase que no es asi , esto es, supéngase que S
carece de tangentes. Entonces | BN (S — {p}) |= 1, para todo bloque que
contenga a p, y asi s = (r+ )/, esto implica que A divide a r. Ya que k > 3,
es posible elegir un punto u fuera de S. Supongamos que existen m secantes
a S a través de u, evaluando la cardinalidad de {(¢,B) : ¢ € S, u,q € B}
en dos formas se obtiene 2m = sk = A(r + A)/ A, esto es 7 + A = 2m as{ que
n=r—A=2m—2\ynes par.

Si S tiene una tangente B en un punto p entonces | BN (S — {p}) |= 0,
porloque A(s—1)<r—1,dedonde s< (r—1+A)/A. O

Los arcos de longitud méxima serdn de interés en nuestro trahajo por lo
que les damos un nombre especial

Definicién 4.8 Sea D un 2-(v,k, A) diserio de orden n. Un 6valo en D es
un s-arco de cardinalidad mdxima m, donde
I)m=(r+A—1)/X sin es impar, o si n es par y A no divide a r.
2Yym = (r+A)/A sin es par y A divide a 1.

Ejemplo 4.8 Es sencillo verificar que la estructura de incidencia cuyos blo-
ques son los évalos del plano de Fano forman un disenio simétrico. Este disefio
también puede ser obtenido con el mismo conjunto de puntos del ejemplo 4.5,
pero ahora tomando los bloques que contienen a co consistentes de oc junto
con los tres lados incidentes con un vértice de la grafica, uno por cada vértice.
Los bloques que no contienen a oo consisten de las aristas de un cuadrado de
la grafica (esto es de un ciclo cerrado de longitud cuatro de la grafica). Es
sencillo verificar que este es un 2-(7, 4,2) disefio.
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4.2 Disenos asociados a cédigos

Ya se ha mostrado una forma de asociar un cédigo lineal a un disefio dado,
por medio de una matriz de incidencia del diseno. En esta seccién se mostrard
que los vectores de algunos cédigos lineales, con un cierto peso fijo, determi-
nan un t-diseno, con esto se establece una relacién entre disefios y codigos
lineales que permite “trasladar™ algunos resultados de una de estas ramas de
la matemdtica a otra. Comenzamos con algunas definiciones

Definicion 4.9 Sean 7,y € ¥}. El conjunto Sz de posiciones en las cuales
T tiene entradas no cero es llamado el soporte de . Decimos que T cubre
ay siS; € Sz

Por ejemplo el soporte de 12020 € F3 es {1,2,4}.

Definicion 4.10 Sea S, el conjunto de palabras de peso w del [n, k] cddigo
linieal C. Se dice que S, sostiene un t-(n,w,\) diserio si los soportes de
las palubras codificadas en S, forman los blogues de un t-(n,w, ) diseno;
o equivalentemente si para cualquier t-conjunto T C {1, 2, ... N} existen
eractamente A palabras codificadas en C, de peso w, con las entradas en las
posiciones dadas por T distintas de cero.

De particular importancia resultan los codigos perfectos {ver definicién
2.6) para obtener disenos a partir de ellos, como nos lo indican los siguientes
resultados:

Teorema 4.2 [34:63] Sea C' un [n,k,d = 2t + 1] cddigo binario perfecto.
Entonces Sy sostiene un sistemna de Steiner S(t + 1.d,n).

Demostracién: Ya que el cédigo C es perfecto, las esferas de radio ¢
centradas en las palabras codificadas forman una cubierta ajena de F5. Asi
que la palabra & € F§ de peso t + 1 estd contenida en sélo una de estas
esferas. digamos en aquella de centro en &. Entonces,

ps{€) =d(E,0) <d(e,7)+d(z.0)=d(c.2)+ps(z) < t+t+1=d.

esto es ¢ € 5.



Tenemos ps(Z) = t + 1, ps(é) = 2t + 1 y d(z,¢) < {; aplicando estas
expresiones en la igualdad

d(z,7) = ps(Z) + ps(y) — 2ps(T * 9),
mencionada en el ejemplo 2.4, obtenemos
2ps(Z * ¢) = ps(Z) + ps(c) — d(z,c) > 2t + 2
esto es ps(Z * ¢) > t + 1 = ps(Z), lo que significa que ¢ cubre a 7. O

Ejemplo 4.9 Las palabras codificadas de peso 3 en el cédigo binario de
Hamming H, sostienen un sistema triple de Steiner S(2,3,2" — 1).

Corolario 4.2 Sea C un [n, k,d = 2t + 1] cddigo binario perfecto. Entonces
el nidmero de palabras codificadas de peso d es

()]

Demostracién: Por el teorema precedente Sy sostiene un (t+1)-(n.d, 1)
disefo, y el nimero de bloques de este disenio es, de acuerdo a la proposicion
4.1, precisamente A4. 0

Ejemplo 4.10 Para el cédigo de Hamming H,

(2 - - -1

Az = 3

También podemos probar un resultado acerca de disefios asociados con
cédigos extendidos:

Teorema 4.3 (34;63] Sea C un cddigo binario perfecto de longitud n y dis-
tancia minima d = 2t + 1. Sea C cédigo extendido de C'. Entonces las

palabrus codificadas de peso 2t+2 en C forman un iseno S(t+2,2t+2.n+1).

Demostracion: Se desea probar que todo vector @ € F2~! de peso t +2
es cubierto por una dnica palabra codificada, en C, de peso 2t + 2.
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Sean € y & son dos palabras codificadas de peso 2t + 2 en C, las cuales
cubren al vector @ € F3'™ de peso t + 2. Por la igualdad mostrada en el
ejemplo 2.4,

d(¢, @) =ps(C) +ps(a) —2ps(éxa) = (2t +2)+ (t+2)—2(t+2) =¢.

Entonces 4 estd en la esfera con centro en ¢ y radio ¢, By(¢). Igualmente
se prueba que ¥ también estd en B;(c'), lo cual contradice que el ¢édigo sea
perfecto. Esto muestra la unicidad de la palabra codificada de peso 2t + 2
en C.

Supdngase que la (n + 1)-ésima posicién coordenada de las palabras co-
dificadas en C es el chequeo de paridad total, que se agregé al cédigo C para
formar a C.

Sea @ € F3*! un vector de peso t+2 con 1's en las entradas 7,79, . . . , 442,
con 4, < --- < %49. Se denotard como @' al vector que resulta cuando se
suprime de @ la ltima posicién coordenada. Para garantizar la existencia
de la palabra codificada en C de peso 2t + 2 se consideran dos casos:

Sitipe = n+1 entonces @' es de peso t +1. Ya que C es perfecto y corrige
t errores de transmisién existe una palabra ¢ € C tal que d(@’,¢) < t. Asi
pues se tiene

t >d(@,¢) = ps(c) + ps(') — 2ps(d * )
> ps(C) + (t +1) = 2ps(@ *¢).

Esto siginfica que 2ps(@’ * &) > ps(¢) + 1 > 2t 4 2, por lo tanto se cumplen
ambas igualdades y € cubre a @'. Este argumento prueba ademas que € es de
peso 2t + 1, entonces | €] 1] estd en C cubre a @ y es de peso 2t + 2.

Un razonamiento andlogo para el caso 7442 < 7 + 1 muestra que @’ es
cubierto por una palabra ¢ en C de peso 2t + 1 6 2t + 2. Al agregarle a
esta palabra codificada el chequeo de paridad total se obtiene el resultado
deseado. O

Corolario 4.3 El numero de palabras codificadas de peso 4 en H, es

(5)(3)- e
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Teorema 4.4 [5;85],[34;177] (Assmus-Mattson) Ses C un [n,k,d] cddi-
go g-ario y sea d* la distancia minima de C*. Sea w =2 cuando ¢ = 2, en
otro caso el mayor entero w tal que

w—(w+q-2)/(g-1)<d,

y definase wt similarmente. Supdngase que existe un enterot con 0 <t < d
que satisface la siguiente condicion: st el polinomio enumerador de peso de
Ct es Wa(z) = 30, Az, entonces a lo mds d —t de los Ay, ..., An-t sSOT
no cero. Entonces para cada i con d < © < w los soportes de los vectores
de peso it de C, si ezisten, sostienen un t-diserio. Similarmente, para cada j
con d+ < j < min{wt,n — t} los soportes de los vectores de peso j en C*,
st existen, forman un t-disenio.

4.3 Geometria Afin

Sea V = F7. La geometria afin finita de dimensién n sobre Fy, GA(V) =
G A(n, q) es aquella cuyos puntos son los vectores de V, y si U es un subes-
pacio de V' de dimensién ¢, un t-plano de GA(V) es v+ U, donde ¥ € V. La
estuctura de GA(V') es dada por la contencién como conjuntos. Por lo tanto
un punto es un 0-plano, los 1-planos son lineas de la geometria, a los 2-planos
se les llama planos y los (n — 1)-planos se conocen como hiperplanos en
GA(V).

Un m-plano y un l-plano en GA(V), £+ U y § + W, respectivamente se
dicen paralelossiU CW o W C U.

Un subespacio U de dimensién t de V = F} es un c6digo lineal, por lo
tanto tiene una matriz de chequeo de paridad H, de (n —t) x n que cumple

e Usiysolosi HT' = 0.

Sea T+ U un t-plano de GA(FY), entonces T € 7+ U siy sélosi T — 7 € U,
lo cual equivale a pedir que H(Z — 7)t = 0, esto es
T e€v+Usiysélosi Hz' = Hi'.

Esto significa que los vectores en 7 + U son precisamente las soluciones de
un sistema de n — ¢ ecuaciones lineales independientes en n indeterminadas
(si el sistema es homogéneo su conjunto de soluciones es U. en caso contrario
es un t-plano que no contiene a 0 € V).
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Nuestra intencidn es ver a las geometrias finitas como disenios de bloques,
para lo cual es necesaria la siguiente informacion:

Todo I-plano en GA(n. q) satisface n—1 ecuaciones lineales independientes
de la forma

Zaijl'rj::bi, Z::l,(?’l,—l) a'ijsbiEFq,
=1

Cuando b, = 0 para todo 1 las ecuaciones definen un espacio vectorial de
dimension [ de F}, y ya que para cada uno de los sistemas de ecuaciones
anteriores los b; pueden ser elegidos de ¢"~* maneras distintas, por el teorema
2.7 el niimero de [-planos en GA(n.q) es

n—l | T 1 _on-l = qn—t -1
q 7 - q l-—t -1 .
by =0 ¢

Se ha probado el siguiente:

Teorema 4.5 [34;699] El nimero de geometrias afines GA(l,q) en una geo-
metria GA(n,q) dada, es

1 -1 n——t~1

n—I{ n n—1 q
q { L =q K I
LD, Eo gt -1

En particular existen
n—~1 qn - 1
qg—1

q

lineas en GA(n.q) v por la forma en que se definieron cada linea contiene ¢
puntos.

Sea U + W un [-plano de la geometria GA(n,¢), ya que todo m-plano
de la geometria que lo contenga puede ser escrito como 7 + U, donde W es
un subespacio vectorial de U. el nimero de m-planos conteniendo un /-plano
dado en GA(n.qg) es justo el de 'm — l)-subespacios en un (n — {)-espacio.
Por ejemplo si 1707 v W7 son espacios vectoriales de dimension n.m v [,
respectivamente. entonces V = WA X y U = WY, donde X v Y son
espacios vectoriales de dimensién n —{ y m — [, respectivamente.

Resumiendo. tenemos el siguiente
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Teorema 4.6 [34;699] Sean [,m y n enteros positivos tales que { <m < n.
El nimero de GA(m, q) que contienen una GA(l.q) dada, en GA(n,q), es

k=1+1

Sea W un espacio vectorial de dimensién n, el grupo de transformaciones
lineales invertibles de W en si mismo, denotado como GL(W), se conoce
como el grupo lineal general de W. Ya que un espacio vectorial de di-
mensién finita queda determinado de manera tnica, salvo isomorfismo, por
su dimensién y su campo de escalares, en algunas ocasiones el grupo GL(W)
serd denotado como GL(n, q), si W es un espacio vectorial de dimension n so-
bre F,. Para calcular el orden de este grupo debe notarse que es exactamente
el nimero de formas en las cuales se puede enviar una base de W a otra de
sus bases. Este es el nimero maneras de elegir, de W, n vectores linealmente
independientes, el cual es, de acuerdo a la demostracién del teorema 2.7:

| GL(n,q) |= (" ~ 1)(¢" = q) -+ (¢" = ¢ 1) = """ (¢ - 1).
1=1

El subgrupo de GL(V) de las transformaciones lineales con determinante 1
es llamado el grupo lineal especial o unimodular, se denota por SL(W).
o en el caso de que W es un espacio sobre F; como SL(n,q). EI orden
de SL(n,q) es ;]—_1—5 | GL(n,q) |, pues si T € SL(n.q) y o € F; entonces

aT € GL(n,q), esto es por cada elemento de SL{n. ¢q) existen ¢~ 1 elementos
en GL(n,q).

Definicién 4.11 Sean ¢,j dos enteros distintos. 1 <i.j < n y 1;; la matriz
que tiene un 1 en la entrada 1, y cero en las restantes. Una matriz den xn
se dice elemental si es de la forma I + ¢l ;, donde c € Fy e I es la matriz
identidad n X n. Definimos Eij(c) = I + cl;.

Es inmediato verificar que el determinante de una matriz elemental es 1,
v que si A es cualquier matriz de n x n, la multiplicacién E;,(c)A anade ¢
veces el j-ésimo renglén de A al i-ésimo, y que AE; (c) equivale a sumar ¢
veces la t-ésima columna de A a su j-ésima columna. Para ¢ fijo, diferente
de j. la funcién del grupo aditivo F, en el grupo multiplicativo GL(V') dada
por ¢ — E;;(c) es un homomorfismo como puede verificarse inmediatamente.
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Proposicién 4.6 [32;541) El grupo SL(V) es generado por las matrices ele-
mentales. 5t A € GL(V') entonces A = SD, donde S € SL(V) y D es una
matriz diagonal de la forma

10 0
- 01 --- 0
006 ---d

Demostracidn: Sea A = (ai;) € GL(V). La primera entrada de algin
renglén de A es distinta de cero, (pues de no ser asi A serfa singular), y
por una operacién elemental de renglones es posible hacer ay; diferente de
cero. Anadiendo un multiplo adecuado del primer renglén al segundo puede
hacerse ap; distinto de cero, y enseguida sumar un miltiplo del segundo
rengion al primero para obtener a;; = 1. Después se suman multiplos del
primer renglén a los restantes para que la primera columna de A ahora sélo
centenga un 1 en la primera entrada y 0 en las restantes.

Repitiendo el procedimiento con el segundo renglén y columna hacemos
ago = 1y an = 0si?2 > 2. Entonces puede hacerse ¢;2 = 0 sumando un
rmiltiplo adecuado del segundo renglén al primero, y se obtiene a;; = 0 para
1 diferente de 2.

Continuamos con este procedimiento hasta obtener a,, = d, un elemento
no nulo, y an; = 0 para j distinto de n. Entonces anadiendo un multiplo
del Gltimo rengldén a los restantes se obtiene la matriz D, y la prueba esta
completa. O

Ejemplo 4.11 SL(F3) = SL(2,3) es generado por las matrices

110 1 0 1 100
010{,1010},!110],
001 001 001
100 100 1 00
01 1}),1010 01 0
00 1 101 011

Teorema 4.7 [32:541] Paran > 3. SL(V) es igual a su propio grupo con-
muiador.
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Demostraciéon: Ya que n > 3 pueden elegirse tres enteros distintos ¢, j, k
entre 1 y n. Entonces

Eij(c) = Eu(c) Eg; (1) Eix(—c) Ei;(—1)
esto es, Ej;(c) es un conmutador. O

Si G es un grupo de permutaciones sobre el conjunto A, con | 4 |= &,
se dice que G es de grado k. Ademds diremos que G es t-transitivo si
para cualesquiera dos t-adas ordenadas de elementos distintos de A, digamos
(@1,a9...,a:),(b1,be,...,b;) existe ¢ € G tal que a;0 = b;; 1 = 1,2,...,t. A
los grupos t-transitivos también se les conoce como doblemente transitivos
si t = 2, triplemente transitivos cuando ¢t = 3, y asf sucesivamente. (cf.
23))

El grupo, bajo la composicién, consistente de las transformaciones de
la forma § = AZ + U = (A, )T definidas operando de F} en si mismo, con
A € GL(n,q), es llamado el grupo lineal general no homogéneo o grupo
lineal general afin,denotado por GLA(n, q).

Cada una de tales transformaciones se denomina transformacién afin.
El orden de este grupo es facil de calcular pues ya conocemos el orden de
GL(n,q) y el vector ¥ puede ser elegido de ¢q" formas asi que

| GLA(n, q) |= g™V ] (¢ - 1).
1=0

Todo elemento de GLA(n,q) preserva clases de espacios vectoriales, y
por lo tanto actia en GA(n, q). La composicién estd dada por (A4,7)(Bw) =
(AB,7B + ).

El grupo GLA(1,q), llamado frecuentemente grupo afin, consta de las
transformaciones de la forma § = aZ + b. con ¢,b € F, y a no cero, este es
un grupo de orden ¢(g¢ — 1) y grado g. GLA(1, g) permuta los elementos de
Fy, pues si ¥ = aZ 4+ b = aZ + b entones £ = z. Es més. este grupo es 2-
transitivo o doblemente transitivo, en efecto elijamos dos parejas ordenadas
(a1,ay), (b1, by) de elementos de A, con la condicién de que la primera entrada
no coincida con la segunda, entonces las ecuaciones

b1=aa1+b, be=aa2+b
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pueden resolverse para a v b de forma tinica, obteniendo

b1 - b2 albg - (Zgbl
o= —7> b=
a; — G a; — Qg
Definicién 4.12 Sean V' y W espacios vectoriales sobre el campo ¥y. Una
transformacion semilineal de V en W es una funcion T : V — W junto
con un automorfismo, o, del campo ¥, tales que se satisface:

T(a+0)=Ta+T5 VaveV
T(av) =0(a)T(0) VaeF, Viel.

Utilizaremos la notacién {o, T') para la transformacién semilineal T’ cuando
deseemos enfatizar que o es su automorfismo asociado. Resulta claro que
una transformacion semilineal lleva subespacios en subespacios preservando
contencicnes. La composicidon de transformaciones semilineales es otra vez
semilineal, de la definicién es sencillo verificar que (i, S)(0,T) = (po, ST).
Esto es cuando V = W el conjunto de los isomorfismos semilineales forma
un grupo, denotado como I'L(V'), v la funcién ¢ : (¢,T) + o es un homo-
morfismo de TL(V) al grupo de Galois de F, (el grupo de automorfismos
de F4). Ya que una transformacion semilineal es lineal precisamente cuando
el automorfismo asociado es la identidad. el nucleo del homomorfismo ¥ es
claramente el grupo GL(V).

Expresemos matricialmente a las transformaciones semilineales. Sean
{T1.02,...,0m} ¥y {@W1,W2,...,Wn}, bases ordenadas de V' y W respectiva-
mente. Si T(0;) = 3.7, @i, A = (ay;) entonces, utilizando el isomorfismo
natural entre V' y F7" asi como entre Wy F}

T:{z1,%2, .. Zm) — Alo(z1),0(22),,...,0(zn))"

Es facil verificar que matricialmente la composicién de las transforma-
ciones semilineales (0, A4) vy (p. B) resulta (po, BA?), donde A” denota la
matriz (pa,;). Es claro que cualquier matriz invertible A, y cualquier auto-
morfismo ¢ producen una transformacién semilineal. por lo tanto si V =W’
la funcién v : (¢,T) + o, es un homomorfismo sobre el grupo de Galois de
F,. Por lo tanto, para un espacio vectorial dado, digamos V. el grupo de iso-
miorfismos semilineales de V' contiene a GL(V') como subgrupo normal (por
ser el micleo de %), siendo el grupo cociente el grupo de Galois de Fy; (por el
primer teorema del homomorfismo), el cual es ciclico (ver [17;420]).
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Hemos visto que el grupo I'L(V') envia subespacios en subespacios. Para
que pueda actuar sobre la geometria afin de V' debe de tenerse ademds a V'
mismo actuando por translacién. Por esto se define el grupo semilineal
afin TLA(n, q) como el grupo de las transformaciones (T, ) definidas, para
cada Z € V, de la siguiente manera:

(T,0)(Z)=T(z)+9, TelLV), veV

La composicién de estas funciones estd dada como (T, 7)(S,w) = (T'S,Tw +
v). Es inmediato verificar que la accidn de estas transformaciones es doble-
mente transitiva, sobre los puntos de GA(V'), cuando son vistas como grupo
de permutaciones sobre la geometria.

Sea {71, 72, ...,T,} una base ordenada de V. Si o = 3.0, b;%; y (T,7) es
un elemento de TLA(V) con T(%;) = ¥.7_; ai;U; se define la matriz A = (ay;).
Para una automorfismo o de Fg, asociado a T se tiene

(T,0) : (21, .., Tn) = Alo(z1),...,0(xn))* + (b1, .., bn).
Denotando esta transformacién matricial como la tripleta
(0,4, (b1, .., b,)),
podemos reescribir la composicién de la siguiente manera:
(1,B,(c1,-..,¢n))(0, A, (b1, ..., by)) = (10, BA™. (7(b1) +c1, ..., 7(bn) + 1))

Definicion 4.13 Sean V y W dos espacios vectoriales de dimension finita
sobre el mismo campo finito. Se dice que las geometrias GA(V) y GA(W)
son isomorfas s: eziste una trasformacion biyectiva ¢ : GA(V) — GA(W),
tal que para U, U" € GA(V), se cumple U C U’, si y solo st o(U) C ¢(U"). Si
V =W tal funcidn se denomina automorfismo de V.

El teorema fundamental de la geometria afin afirma que si V' es un espacio
vectorial de dimensién al menos 2 entonces Aut(GA(V)) = 'LA(V). (La
prueba se difiere a la siguiente seccién).

Para cada subespacio U de V' definase la geometria afin GA(Z+ U) como
aquella formada por los t-planos en GA(V) contenidos en Z + U. Entonces

GA(z + U) es isomorfa a GA(U) pues todo elemento de GA(Z + U) puede
escribirse de la forma Z + U’ para un subespacio U/ de U
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4.4 Geometria Proyectiva

Los fundamentos para la Geometria Proyectiva fueron propuestos primero
por el italiano Gino Fano, en 1892, (cf. [16]). Fano describié una geometria
de dimensién 2 en la cual el nimero de puntos es p-+ 1, para un primo fijo p.
En 1906 O. Veblen y W.H. Bussey denctaron a esta geometria como PG(2, p),
dando ademas una extensién a PG(n,q), donde n es un entero positivo y ¢
es una potencia de un primo p (ver [52]). M4s tarde, en 1938, O. Veblen
y J.W. Young escribieron el primer libro sobre este tema, presentando un
estudio extenso sobre estas geometrias (cf. [53]), las cuales denotaremos, en
el presente escrito, como GP(n,q).

Si V' es un espacio vectorial de dimensién n + 1 sobre el campo finito
de orden ¢, la geometria proyectiva finita de V, denotada GP(V) =
G P(n,q), es aquella cuyos elementos son los subespacios de V' a los cuales se
les ha suprimido el punto de coordenadas (0,0,...,0) v su estructura es dada
por la contencién como conjuntos. La dimensién de GP(V) se define como
n, similarmente la dimension proyectiva de un subespacio proyectivo, esto
es un subespacio de V sin el origen, es definido como una unidad menor que
la dimensién del subespacio (visto como subespacio de V).

Con esta definicién tenemos por ejemplo que: los puntos de GP(V') son los
subespacios de dimensién 1 de V, las lineas son los subespacios de dimensién
2 de V, los planos los subespacios de V de dimensién 3, v los hiperplanos
los subespacios de dimension n de V' todos estos subespacios proyectivos sin
el origen, como se han definido.

Existe otra manera de definir una geometria proyectiva: considérese al
espacio vectorial V' de dimensién n + 1 sobre F,. Identifiquemos los vectores
no cero de este espacio mddulo la relacién de equivalencia

U

i

) &= u=X0. AcF,,

a cada clase de equivalencia le [lamaremos punto. Para las lineas conte-
niendo dos puntos distintos p; = (a;,a, .. .. Ant1) Y P2 = (b1, b2, .. bpsy) sC
toma al conjunto de puntos

apy + Bpy = (aa; + Fby, ... .cnsr + Bbpyy)

donde «y 3 son elementos de F, tales que por lo menos uno de ellos es distinto
de cero. La definicidn de los subespacios proyectivos se hace de manera
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similar a la definicién dada anteriormente. Claramente ambas definiciones
son equivalentes.

Una geometria proyectiva también puede definirse axiomaticamente, como
se hace en [9], [12] y [34], pero para los fines de este trabajo es suficiente con
la definicién dada.

Ejemplo 4.12 El plano de Fano es una geometria proyectiva GP(2,2), en
efecto si etiquetamos los puntos de esta geometria de la siguiente forma

011—1 001—2 0103 110+— 4
100—5 111+—6 101+ 7

resulta el plano de Fano mostrado en la figura 2 de la pagina 53.

Como en la pasada seccién calcularemos la cardinalidad de ciertos con-
juntos de subespacios, los cuales nos permitirdn asociar un disefio a cada
geometria proyectiva finita:

Teorema 4.8 [34;696] El nimero de geometrias proyectivas de dimension
m sobre Fq, GP(m,q), contenidas en una geometria proyectiva dada de di-
mensidn n sobre el mismo campo, GP(n,q), es

[n_‘_l} ﬁqn-’rl-—t_l
= m+l—t _ 1°
m+1 ¢ =04 1

Demostracién: Por definicién de geometria proyectiva finita, el niimero
que se busca es precisamente el nimero de subespacios vectoriales de di-
mensiéon m + 1, contenidos en un espacio vectorial de dimensién n. Por

lo tanto esta cantidad es el coeficiente binomial gaussiano mostrado en el
teorema. U

Teorema 4.9 [34;698] Sean |,m y n enteros positivos tales que | < m < n.
El nimero de geometrias proyectivas de dimension m sobre Fy, GP(m, q), que
contienen una geometria proyectiva de dimension | sobre el mismo campo,
GP(l,q), ambas contenidas en la geometria GPn,q), es

{ n—1 } m qn—k—l -1
m - g k=l-1 gt =1
Demostracion: Es la misma que la prueba que se dié para el resultado

andlogo en el caso afin. O
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Para examinar cudndo dos geometrias proyectivas son esencialmente las
mismas, debemos de poner atencién en las funciones que preserven inciden-
cias, esto es si ¢ : GP(V) — GP(W), entonces para cualesquiera subespacios
Uy U deV tales que U C U’ debemos de tener ¢(U) C ¢(U’). Con esto en

mente enunciamos la

Definicion 4.14 Si: V y W son espacios vectoriales de dimensidn finita,
sobre el mismo campo finito, entonces las geometrias GP(V) y GP(W) son
isomorfas si eziste una biyeccién

¢ : GP(V) — GP(W)

tal que, para U U € GP(V), U C U’ si y sélo si ¢(U) C @p(U’). Cuando
W =V tal funcion ¢ se denomina automorfismo o colineacién de GP(V).

La dimensién de GP(n,q) es igual a la longitud de la mayor cadena
Uy, Us, ..., Uk de subespacios no cero de V' = F;"H, distintos de V, tales que
U, ¢ Uy C ... C U con la contencidn estricta, se sigue que geometrias
isomorfas tienen la misma dimensidén proyectiva. Obviamente toda transfor-
macién lineal invertible, de V en W, inducird un isomorfismo, pero estas no
son las 1unicas: como veremos mas adelante todo automorfismo es inducido
por una transformacion semilineal, este es el teorema fundamental de la geo-
metria proyectiva.

Resulta claro que una transformacion semilineal 7' (ver la seccidn ante-
rior), lleva subespacios en subespacios preservando contenciones, v asi induce
una funcidén que preserva incidencias en las geometrias proyectivas. Serd un
isomorfismo de espacios proyectivos si 7' es un isomorfismo de la estructura
aditiva de V. siendo T~} su inversa, y el automorfismo asociado de este sera
el inverso del automorfismo asociado a 7.

Recuérdese que G L(V) es el grupo de transformaciones lineales invertibles
de V en si mismo. Identificando las transformaciones de este grupo que son
miltiplos escalares no cero una de la otra, resulta un grupo, denotado como
P(V). denominado grupo proyectivo. En el caso de que V sea un espacio
vectorial de dimensién n sobre el campo F, este grupo también se escribira
como P(n,q). su orden es

1 .
| P(n,q) |= =) {GLin+1.q9)].
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Cada elemento de P(n, q) es una transformacién inyectiva de G P(n, q) sobre
sf misma. Ademds cada elemento de P(n,q) envia una linea en GP(n,q) en
una linea. Ya que cada elemento de P(n,¢) permuta los puntos de G P(n, q).
este grupo se puede representar naturalmente como un grupo de permuta-
ciones con grado 1+ ¢ + - -+ + ¢, esto es un grupo de permutaciones sobre
un conjunto de cardinalidad 1 4+q+---+¢".

Proposicién 4.7 [9;104] El grupo P(n,q) es doblemente transitivo.

Demostracién: Sean {8,7} y {#',7'} dos conjuntos de puntos de la geo-
metria GP(n—1, q). Por la definicién de geometria proyectiva, estos conjuntos
son linealmente independientes cuando son vistos en Fy. Por lo tanto puede
completarse cada uno de ellos a una base del espacio F}. Asi existe una
transformacién lineal invertible que envia S en ' y yen . O

Es obvio que todo isomorfismo semilineal de V' induce un isomorfismo de
GP(V). Las trasformaciones escalares inducen el isomorfismo identidad, es
ma4s, estas son las Unicas con esta propiedad como lo muestra la

Proposicidn 4.8 [5;93] Sea V un espacio de dimensidn finita sobre el campo
F,. Siun isomorfismo semilineal T induce el isomorfismo identidad en GP(V').
entonces T es una funcion escalar.

Demostracion: Que T sea la identidad en GP(V) significa que T(U) =
U, para todo subespacio U de V. En particular T(#;) = a;¢; para todo ¥; en
una base de V. con a; € F,, ademds para ;. 7; € V existe un elementoa € F,
tal que (7; + ©;)T = a(%; + 7;). Utilizando la aditividad de T se concluye que
a; =a=ua;. O

Es posible mostrar més sobre estas transformaciones escalares. Supénga-
se que una matriz M = (a;;) conmuta con toda matriz invertible, entonces
conmuta con toda matriz elemental I'+cly;, asi que M1y; = 1;M. Si M1;; =
(cim), de la dltima igualdad tenemos las relaciones

Cik =ajk, 0<k<n

Gy =an, 0<k<n
cm =0 en otro caso
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ademds ajr = 0 si k es distinto de 7 y ax; = 0 si k es diferente de ;. De
ahi que M1;; = ¢;;1i5, pero ¢; = a;; = a; por lo tanto M = al. a € F.
Esto muestra que el centro de GL(V) es el grupo de matrices escalares. En
particular si M € SL(V) entonces | M |= 1 = a* y el centro de SL(V)
consta de todas las matrices en p,(F,)I, donde pn(F,) es el conjunto de las
raices n-ésimas de la unidad en F,. El grupo cociente de GL{V) v su centro
es llamado el grupo proyectivo lineal general, es denotado por GLP(V),
v cuando V' es el espacio vectorial de dimension n sobre el campo finito de
orden ¢ se denotard como GLP(n. 7). El orden de este grupo es

GLP(n.q) |= — | GL(n.a) |,

pues si IV es un subgrupo normal del grupo M se cumple que | M/N | es
precisamente | M | /| N | (cf. [17:113]). Si Z es el centro de SL{1") se define
el grupo proyectivo lineal especial PSL(V) como PSL(V) = SL(V)/Z,
y en el caso de que V sea de dimensidn n sobre F;; se denotard como PSL(n.q)

Teorema 4.10 [32;544] El grupo PSL(n,q) es simple para n > 3.

El centro de GL(V) es un subgrupo normal en T'L{V), su cociente se
denota como I'LP(V), v se denomina grupo proyectivo semilineal.

Todas las colineaciones de GP(V') son inducidas por transformaciones
semilineales; como lo afirma el siguiente

Teorema 4.11 [2; cap. 2] (Teorema Fundamental de la Geometria
Proyectiva) Sea V' un espacio vectorial de dimenidn al menos tres sobre

el campo K. Entonces el grupo de automorfismos de GP(V) coincide con
[LP(V).

Demostracién: En la prueba se hard uso frecuentemente de que si U es
un subespaciode V talque U = L+ Lo+ - -+ L, donde cada L, es una recta
en V. v ¢ es un automorfismo de GP(V) entonces o(U) = o(Ly)+---+a(L.);
esto es. 0 estd completamente determinado si se conoce su restriceion a cada
recta de V. Para una mejor comprensién la prueba se dividide en doce puntos.

Paso 1: Se probara por induccién sobre r que L < L; +-- -+ L. implica
que oL C oLy + - +0L,. En el caso L = L, no hay nada que probar.
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supéngase pues que L no es L. L es generado por un vector % + ¥, donde
2€ L1+ -+ L,_1, 2nonuloy? € L,. Entonces

o{ay Coly+ -+l

por hipétesis de induccién. Como L C (@) + L, se tiene oL C () + oL,.

Paso 2: Ya que se utilizard frecuentemente el razonamiento anterior
lo abstraemos aqui: Sean ¢ y d vectores linealmente independientes, y sea
L C (&) + (d), con L distinto de (d). Bajo estas condiciones L es generado
por un vector de la forma ac + bd con @ no nulo, para mas comodidad se
toma al vector ¢ + a~'bd = & + ed, como el generador, el elemento d es por
lo tanto determinado de manera tnica por L.

Paso 3: Sean {7;}?; una base de V' y L; = (¥;), entonces V = L; +
-+ + L,. Ya que o es biyectiva, cL; = (7]) es también una base de V.
La recta o(01 + %;) C (0}) + (¥}) es distinta de (%{) si ¢ > 2, por lo que
o(Ty + ;) = (U] + b;7}), donde b; no es cero pues (0 + ¥;) es distinto de (7).
Reemplazando 7; por b;7, se obtiene o (%;) = (8)) v o(0y + &) = (T}) + ()
parai > 2.

Paso 4: Sea z € K; (Uy + zT2) y (U1 + 20,) diferentes de (7). Existe
una unica ¢’ € K tal que o(7; + 2%,) = (0] + 2'05) vy, ya que si z es distinto
de y; (U1 + x¥2) no es igual a (71 + y¥,) tenemos ' diferente de 3. Se ha
construido una funcién inyectiva de K en si mismo dada por z — z’ de la
cual se probara que es biyectiva. Por el paso (3) es claro que esta funcién
envia los elementos neutros, tanto aditivo como multiplicativo, del campo
sobre si mismos, estoes 0’ =0y 1' = 1.

Andlogamente se puede construir una aplicaciéon = — z” tal que o(7; +
xT3) = (¥} + z"03), se probard que =’ +— z”, para todo ¢ € K. Puede
suponerse que T es no nulo. La recta (xTy — z73) estd en los planos (T) + (¥3)
y (01 + z¥2) + (01 + zU3). Asi que la imdgen de la recta estd contenida en
los planos (@) + (73) y (0] + 2'T4) + {0} + z”"%}). La tnica posibilidad para
la imagen de la recta es (2’0, — 2'T3). Pero (z0; — z73) = (Ty — T3) cuya
imagen es, después del mismo razonamiento. (1’05 — 1"03) = (05 — %), de
donde resulta 2’ = z”. En lugar de ©3 puede tomarse otro vector ¥; con i > 3,
por lo tanto existe una funcién r — r’ tal que para i > 2

o (01 + z0;) = (v} + 2'T}).
Paso 5: Se prueba por induccién que

a(D1 + Tala + -+ + TnTn) = (V] + 24T + - - + 2, 0,).
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Supéngasé que
O(T1 + Toln + -+ + Tp1Tro1) = (V) + ThUy + -+ + 2o T._ ).
La recta (€1 + TaTy + « - - + Z,Uy) estd en
(U1 + 2909 + +++ + Tr_1Tr_1) + (Ty),

y es distinta de (%,). Su imagen por consiguiente es generada por un vector
de la forma ‘

—/ ’ =t ’ —7 —7
5] + Ty¥y + Lo 1V + uv,.

La recta también estd en

(01 + 2, 0e) + (T2) + -+ + (Tr1)
por lo que su imédgen esta en

(T + 2, 00) + (T9) + -+ + (T_y)-

Ya que en la expresién de la recta debe aparecer 7] se tiene u = z... Por lo
tanto

o1 + Talo + -+ + TpTp) = (D) + ThTh + - + 2, DL).

Paso 6: La imdgen de larecta (ToUs+- - - +2,Tpn) esta en (U5) +- - -+ (T7,).
La recta estd también en {0y + Zalz + - - - + T TUn) + (01). por lo que su imagen
estd en (¥] + xhT) + - + £,0,) + (T1). De donde
!~/

- — (-
U<I2U? i o l“nl‘n> == <5’32'L’2 +o Invn>'

Paso 7: Por el paso anterior una recta de V de la forma (7} + y7%) no es
imagen de una recta en (Ty) + - -- + (T,). debe ser la imagen de una recta

Ty + 29Ty + -+ + Tpln),

esto implica que 2}, = y por lo que la funcién z = 2’ es suprayectiva.
Paso 8:

=1

o0+ (7 = yiB + ) = (0 + {x + 9) Ty + 1),

pero
(D) + (2 4 y)Ta + 03) C (01 + D) + (yTo + T3).
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por lo que
(0 + (z +y)'vy + T3) C (04 +2'05) + (y'7y + Ty).

Por lo tanto (z +y) =2’ + ¥
Paso 9: i
o {0y + xyTy + x03) = (T + (zy)'0y + 2'75).

(D1 + TyTy + xU3) C (1) + (YT + Ts3),
de donde
(01 + (2y)'0 + 2'%) C (1) + (Y02 + ).
De ahi que (zy)’ = 2’y/. Por lo tanto la funcién = — 2’ es un automorfismo
un de K.

Siz; =06 1 en larecta (x17; + - -+ + ,Tn) entonces su imagen es
—/ =7
(1(z1)0) + - -+ + plen)Th).
Si 1 no es cero esta recta es la misma que
_ “l. = -1 _
<Ul + Ty ToUg - + xnvn>)
y su imagen

(O + p(ay ' 22)Ty + -+ (27 0)T,),

es la misma recta que

((z1)Ty + -+ p(za)Th).

Paso 10: Sea A el automorfismo semilineal de V. cuyo automorfismo de
campo asociado es u, el cual envia ¥; en o). Para toda recta L de V se ha
mostrado que oL = AL.

Paso 11: Supdngase que A; es otro automorfismo semilineal de V' que
transforma las rectas de la misma manera que A. Entonces X~ ') es una
funcién biyectiva de V en si mismo que deja fija cada recta d= V. Esta funcién
envia cada vector no nulo v de V sobre un multiplo escalar no nulo de o. Si ©
y u son vectores linealmente independientes de 17 entonces los tres vectores
U.uy U+ u son transformados respectivamente en a7,bi y ¢(T + @). Pero

ATIM@ 4+ @) = MA@) + A\TI\N@) = ab + b
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De donde a = b. 51 Z y ¥ son linealmente dependientes pero no nulos y w es
un tercer vector linealmente independiente de Z, entonces cuando ¥ y @ son
transformados por A™'A; aparecen multiplicados por el mismo factor que 2.
Por lo tanto A™'\;(%) = a®, entonces la misma a funciona para todo vector
de V por lo tanto A1{7) = A(aT).

Paso 12: Séa a distinto de cero. Definase la aplicacién A; por A (7) =
A(z@). Para cualquier b € K se tiene

A1(bD) = A(ab?) = A(aba™'av) = u(aba™ )AL (D).

Por lo tanto A; es semilineal y su isomorfisnio asociado py estd dado por
p1(9) = p(ava™). Si U no es cero entonces A (D) = A(a?) = p(a)A(7), esto
es, A1{T) = A(D) por lo que A y A; inducen la misma colineacién. Con esto
concluye la demostracién del teorema. O

Entre los automorfismos de GP(n, q) existe siempre un elemento de orden
v ={¢g""" — 1)/(g — 1) que permuta los puntos de la geometria en un tnico
ciclo de longitud v, llamado el ciclo de Singer. La manera de construirlo
es la siguiente:

Si w es un elemento primitivo de K = Fn41, entonces K puede ser
visto como un espacio vectorial de dimensién n + 1 sobre F' = F, con base
1,w,....w" Elordende w’ es ¢""'—1/mecd{¢"'. v} = ¢—1, donde mcd{a, b}
denota el mdximo comun divisor de a y b (ver [17;62]), esto significa que w”
es un elemento primitivo de F'. Por la estructura de campo, la multiplicacién
por w induce una transformacién lineal en K. Esta transformacion induce un
automorfismo de GP(n,q) que actia como un ciclo de longitud v en los v
puntos de la geometria. En efecto

F={01uw"w",. .. ,w“(q"r‘))}

y los subespacios de dimensién 1 generados por los vectores 1,w,...,w" "}
representan todos los puntos de GP(n+1,¢"*"). En efecto, si (@) representa
el espacio vectorial generado por a entonces:

<1> = {0,1,&)”,@‘2”,,__.w(q—l)u}
w‘) = {O,M,wv'é'l.,u)?l""l,, ) "w(q-l)v+l}
<w?> = {O,uﬂ, w? + Q’wizv-i—?‘ o ’w(q—l)v+2}
<£.uu'_1> — {0’ LL)v—l’w’.?v—l"’ w3v—1, o ,w(q—l)”““’—l}
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Ahora la prueba del teorema fundamental de la geometria afin enuncia-
do en la seccién anterior es inmediata del teorema anterior y el teorema
fundamental de inmersidn, el cual se enuncia enseguida.

Teorema 4.12 [21;32] Sean V un espacio vectorial sobre Fq, H un hiper-
plano de V, (esto es un subespacio de codimension 1 de V), T € V — H,
GP(V)y el conjunto de subespacios de la geomtria GP(V) no contenidos en
H, y ¢ la funcion

¢:GA(Z+ H) — GP(V)

definida por N — (N), para cualquier t-plano N € GA(Z + H). Entonces ¢
es una funcion inyectiva,

HGAE+H) =CP(V)s y  ¢7'(U)=Un@+H),
para todo U € GP(V)y.

Demostracion: Si S =9+M € GA(Z+H), entonces ¥ € 9+M C I+ H,
porloque ¥ = Z+h, paraalgunah € H,y 9+H = (Z+h)+H = 2+ (h+H) =
I+ H.

Siat4+m=7+h,conmeMyh¢eH, entonces (a—1)o=h—-m e H.
Deahiquev € V-HpuesT+H=9+HyZecV —-H porlotantoa=1
v h = m. Asi pues (S)N(Z + H) = S. Esto muestra que la funcién ¢ es
inyectiva y también que su inversa, al restringir el codominio a su imagen, es

(S) = (S) N (z + H).

Si U es un subespacio de V, no contenido en H. entonces U + H =V, ya
que H es un hiperplano en V, y asi

dim(U N H) = dimU + dimH - dimV" = dimU - 1.

Por lo tanto U N H es un hiperplano en U. Sea @ € U — H. Entonces
U=ua@®{UNH). Yaque H+ (&) =V, se sigue que ¢ es de la forma bii + h.
vasibi €T+ H. Pongamos 0 =biy M =U N H. Entonces U = (T) + M.
donde # + M € GA(Z + H). Esto muestra que © es sobre. O

Es conveniente visualizar este teorema como la proyeccién de subespacios

de un espacio vectorial dado sobre un hiperplano que no contiene al origen,
como se ilustra en [21;34].
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4.4.1 El plano de Fano

Atn cuando el plano de Fano F (fig. 2, pag. 53) es la mds simple de las
geometrias proyectivas finitas, su gran variedad de propiedades nos obliga
a dedicarle especial atencién. Ya se han mostrado algunas propiedades de
esta geometria, aqui se prueban otras mas. De la lista de propiedades de F,
enunciadas enseguida aquellas de los incisos 5,6 v 9 son resultados propios, las
de los incisos 7 y 8 aunque no son originales no se encontro, en la bibliografia
revisada, calculado explicitamente el grupo de automorfismos del plano de
Fano o de otra geometria proyectiva finita, el resto de los incisos enuncian
propiedades de F ya conocidas.
Acordemos denotar las lineas del plano de Fano de la siguiente manera:

Ly =1{1,2,3}, Ly={2,5,7}. Ly={1.4.7}, Lys={3.6.7}.
L5:{1,5,6}, L5:{2,4,6}, L7:{343}

A continuacidén se resumen algunas de las principales propiedades de este
diseno:

Teorema 4.13 Sea F = (P,B) el plano de Fano. entonces

1) F es un diseno S(2,3.7).

2) CQ(]:) = Hg, Cg(f) = (Fgl)* Y Cp(f) = F; 51 D Z 9.

3) Las palabras codificadas de peso tres en Hs sostienen a F,. mientras
que las de peso cuatro sostienen un S9(2.4,7) €l cual es el diserio de puntos
y ovalos O de F.

1) C2(0) = Hs .

5) Sean B; € B, 1 = 1.2,3,4. {vB}, es una base de Hy st y sdlo si
P = Uslez

6) Sean O;. i =1,2.3 tres dvalos de F. {v*"}}, es una base de Hy siy
sélo si P = UL, 0;.

7) Aut(F) es un grupo:

o de orden 168
e 1o conmutativo
o simple

e doblemente transitive



e generado por
g1 = (16)(34), 09 = (16)(27),

Jg = (45)(67), g4 = (12)(67),
o5 = (46)(57), o6 = (13)(46).
8) Es mds, st d; es la accion de 0;, i = 1,2,...,6 sobre las lineas de F

entonces: _ _
g1 = (L1Lg)(LsLys), G2 = (L1L4)(LsLe),

b3 = (LaLg)(L3sLs), G4 = (LoLs)(LsLg),
&5 = (LaLs)(LaL7), & = (LaLa)(LsLy).

9) FEzisten precisamente 30 distintos cdodigos binarios de Hamming Hs
(todos equivalentes).

Demostracion: Ya se han probado los incisos (1)-(4). La parte “si” del
inciso (5) es obvia, y la prueba de la contrapositiva de la parte “sélo si” es
directa. Igualmente se prueba el inciso (6).

(7)-(8). Ahora calculemos el grupo de automorfismos del plano de Fano.
Este grupo es, por el teorema fundamental de la geometria proyectiva. el
grupo de todas las matrices invertibles 3 x 3 con entradas en Fy, el cual es
calculado en el ejemplo 4.11. Ya que cada elemento del grupo es una trans-
formacién lineal de F3 sobre s{ mismo, queda completamente determinado
por su valor en una base de este espacio. Supongamos que %, y W son los
vectores de una base de F3, v que A € SL(3,2); el punto Ai' puede ser
elegido de 7 formas distintas (el vector cero no puede ser elegido), enseguida
el punto A% sélo puede elegirse 6 maneras distintas, por tltimo el punto
Aw' debe elegirse de tal forma que sea linealmente independiente de estos
dos puntos escogidos anteriormente, lo cual sélo puede hacerse de 4 formas
distintas, por lo tanto el orden del grupo de automorfismos es 7 x 6 x 4 = 168.

Ya que cada una de estas matrices induce una permutacién en los puntos
del plano de Fano podemos decir que su grupo de automorfismos es generado
por las permutaciones que se muestran en el enunciado del teorema. Este
es un grupo no conmutativo, (pues gy0903 v 030109 son distintos). simple
(teorema 4.10) y doblemente transitivo (proposicion 4.7). Es maés si d; es la
accién de o; en las lineas del plano de Fano. entonces cada una de estas &;
es una permutacion de las lineas de F, y la accidn de estas permutaciones es
como se describe en el teorema.



(9). Para cada permutacién p : P — P sea B, = {p(B) : B € B},
entonces F, = (P,B,) es un plano de Fano, que sélo difiere de F en la
enumeracion de sus puntos. Ademads es claro que si

B € B, yv® € Cy(F) entonces v*®) € CL(P.B,).

Por otra parte existen 7! = 5040 funciones bivectivas de P en si mismo
(ef. [20;72]). Si p es una de estas funciones entonces

Fp=Fop, Vo€ Aut(F).

Por lo tanto existen precisamente 5040/168 = 30 funciones que inducen, cada
una de ellas, una distinta enumeracién de los puntos del plano de Fano. De
ahi que este sea el nimero total de [7.4.3] cédigos binarios de Hamming
distintos, pero equivalentes (un automorfismo del plano de Fano es un auto-
morfismo de Hz). O

4.5 Disenos asociados a geometrias finitas

Recuérdese que, en un 2-(v, k, A) diseno de orden n, se verifican las siguientes
ecuaciones

bk =vr. rk—=1)=Av-1)., v n=1-\

Considérese el conjunto de w-subespacios, 1 < w < m—1. de la geometria
G P(m,q). Puede verificarse que este conjunto forma un 2-diseno con para-
metros

_ gntll L ogvtiol
U= —ﬁq——l ; A - g—1
m 41 (q¥+1-1; !F m -1 {
b = s r= fgmtl_i | ¥ ]
w+1 g L w1
7 L q
r | 1 r + 1
) = ¥t D(gr -1 | n o= 28grTlolfgnTE -1 | met
T {gmtl-1){gm -1} L w41 q ‘ e L el

Similarmente considerando los w-planos. 1 < v < m — 1. de la geometria
afin GA(m.q) obtenemos un 2-diseno de bloques con pardmetros
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m m
b= qm-—w ’ r= s
L w w
-q q
i )
/\ _ q’”—l m n = qw(qm—w_l) m
qm -1 w q) g -1 w ] .

Definicién 4.15 Se denotard al disenio de puntos y w-subespacios de la geo-
metria GP(m,q) como
GP(m,w,q).

Andlogamente GA(m,w, q) ezpresa el disefio de puntos y w-planos de la geo-
metria afin GA(m, g).
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5 Cddigos asociados a disenos

Este es el capitulo principal del presente trabajo, pues se establece una corre-
spondencia entre las geometrias finitas. tanto afin como proyectiva, y la teoria
algebraica de los c6digos. Se muestra que los cédigos naturalmente asociados
a estas geometrtas corresponden a un tipo de cédigos conocidos como cddigos
de Reed-Muller, y que los pardmetros de éstos quedan determinados por la
estructura combinatoria de aquellas.

5.1 Conceptos generales

Definicién 5.1 Sea S = (P.B) una estructura de incidencia finita, con P =

{p1.D2, ... Dt} Para cualquier subconjunto A de P el vector de incidencia

de A es

vt = (xalpr). xa(p2), - xalpd):

Definicién 5.2 El cédigo asociado a la estructura de incidencia S
sobre el campo Fy. Cy(S), es el F -espacio vectorial generado por los vectores
de incidencia de los bloques de S. En otras palabras

C,(S) =" BeB).
Ejemplo 5.1 Sea F el plano de Fano. Entonces C(F) es el [7.4,3] cddigo
binario de Hamming de la figura 1. pag. 39

Definicién 5.3 Para cualquier estructura de incidencia S y todo primo p se
define el p-rango de S como la dimensidn del codigo Cp(S) y lo denotamos

rang,(S) = dim(Cy(5)).

/

Debe notarse que el rango de una matriz de incidencia sobre el campo
de orden p". para cualquier entero r. es precisamente el p-rango. Con estas
nociones podemos enunciar va el primer resultado de esta seccién

Teorema 5.1 [5:42! Sea D un 2-(v. k. X) diserio 1o trivial de orden n. Sip
es un primo que no divide o n entonces

rang, D} > v -1

La igualdad se cumple si y s6lo si p fwide a k. En caso de 1gualdad tenemos
que Co(D) = (Fp1)=. donde 1 es el vector todo-uno. o sea el que triene todas
sus entradas igual ¢ 1, y en €l raso e desiguladad estricta C,(D) = F}.
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Demostracion: Supéngase que D = (P,B) y sean p un primo que no
divide any C = Cp(D). Paraz € Psea v = Y {v? : B € B, z € B},
entonces 7 tiene al nimero 7 en la entrada correspondiente a £ y A en las
restantes. Ya que para un 2-diseno n = r — A se tiene: ‘

Z VP =0 =r1—-0=n(l-v")€C.

BeB
Por lo tanto 1 —9® € C para todo punto x, asi que v* —v¥ € C para cada par
de puntos z,y; esto da la contencién C 2 (F,1)*, por lo que rang,(D) > v-1.
Por otra parte p divide a & si y sélo si v2 - 1 = k = 0, para cada bloque B,
lo cual ocurre si y sélo si v¥ € (F,1)%, esto es siy sélosi C = (F,1)*. O

Ejemplo 5.2 Por el teorema anterior si F es el plano de Fano entonces
Cs(F) = (Fal)*; Cp(F) = FI para cada primo p > 5 y como vimos antes
Ca(F) es el menor c6digo de Hamming, Hs.

Elijamos un primo p que no divida a nk, entonces b > rang,(D) > v. Esto
es, b > v, o sea un 2-diseno, y por lo tanto en un ¢-disenio, ¢ > 2, el nimero

de puntos no puede exceder al ntimero de bloques, esto se conoce como la
desigualdad de Fisher.

Teorema 5.2 [15] Sea S un sistema triple de Steiner con v puntos, i.e. un
2-(v,3,1) diserio.

i) rangy(S) > v—Iloga(v+1). La igualdad se cumple siy sélo siv =24—1
yS=GP(d-1,1,2).

i1) rangs(S) > v — logs(v) — 1. La iqualdad se cumple si y sélo siv = 3¢
yS=GA(d. 1.3).

ut) Para todo primo p > 3 se tiene rang,(S) = v.

5.2 Cddigos (binarios) de Reed-Muller

La clase de los cédigos binarios conocidos como de Reed-Muller se deben a
I.S. Reed (véase [41}), v a D.E. Muller (constiltese [38]), mientras que los
cddigos de Reed-Muller no binarios fueron descubiertos independientemente
por varias personas, entre ellos estan P. Delsarte (ver [14]), T. Kasami. S.
Lin y W.W. Peterson (cf. [29]), J.L. Massey, D.J. Costello v J. Justensen
(consultar [33]), etc.

A lo largo de esta seccién F denotard el campo binario y V el espacio
vectorial F™ de dimensién m sobre F.
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Lema 5.1 [5;142] Sean K = {1,2,...,m}, @ = (w1,...,wm) € V y Sop(w)
el soporte de este vector. Entonces la funcion caracteristica de w estd dada
por

Xu(T1, ... ,xm) = H(xk + 14 wg) = Z{H z;: Sop(w) C J C K}.
k=1 J jed

Demostracién: Es sencillo comprobar que el primer polinomio define la
funcién caracteristica del vector w, desarrollando el producto se obtiene la
suma de la derecha. O

Ejemplo 5.3 1> X(l,l,”.,])(wl, L. )ﬂjm) =T1Tg T
2) 0001, Tm) = Ly [ljesTj = Zsenr f, donde M es el con-
junto de monomios en z1, Zq, ..., Ty, donde toda indeterminada aparece a lo

mas a la primer potencia.

Por el lema anterior, toda funcién de £ en F’ es polinomial. Ya que los

dos elementos de F' satisfacen la ecuacién z° = z, estas funciones pueden ser
. , 9 . . .
reducidas médulo z7 — ;. Entonces el conjunto de 2™ monomios
M = {zPz2 - -2;7 14, =061,1 <k <m}

forma un base para el espacio vectorial de las funciones de /'™ en I reducidas
médulo 27 — z;. Para cada entero no negativo r < m, se denotars al espacio
vectorial sobre F' generado por los monomios en M de grado a lo mds r como
M, es decir

Moo=z alr  0<4 <1, Y i< 1<k <m}).

Ahora va se tiene la nomenclatura necesaria para enunciar la definicién de
los cidigos binarios de Reed-Muller:

Definicién 5.4 Para cualesquiera dos enteros m y 7. 0 <7 < m, el cédigo
de Reed-Mulier de orden r, sobre F, denotado como RM(r,m), es la
imda: n de a funcion evaluacion ev : M, — F*" . definida como
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Ejemplo 5.4 1) RM(0,m) = F1, RM(m,m) = F?". Més adelante se
muestra que
RM(m —1,m) = (F1)*.

2) Param = 3y r =2, RM(2,3) es laimagen bajo la funcién evaluacidn,
del subespacio M; el cual tiene como base

17 Z1,T2,T3,T1T2,T1T3, T2T3.

3) La preimagen del cédigo de Reed-Muller de primer orden RM(1,m)
consiste de todas las combinaciones lineales de los monomios z; y 1, por lo
tanto toda palabra codificada, exepto 0 y 1, es imagen de un funcional lineal
no cero en V, o bien, de 1 mas un funcional lineal no cero. Ya que todo
funcional lineal tiene 2™~ ceros todo vector de RM(1,m), tiene peso 2™
o bien es el vector 0 ¢ 1. Calculemos una matriz generadora para RM (1, m),
en la base ordenada {z,Ze,...,Zm,1}. En ‘1as primeras 2™ — 1 columnas y
m renglones coloquemos las representaciones binarias de los nimeros entre
1 y 2™ — 1, enseguida coloquemos una columna de m ceros y por iltimo
un renglén con todas sus entradas igual a 1. Claramente esta es una matriz
generadora para el ortogonal del cédigo extendido de Hamming, por lo tanto

RM(1,m) = (Hm)™ .

En particular RM(1, 3) es la imagen del subespacio {1, 1, T2, z3). Este cédigo
se muestra en la siguiente figura

00000000 01101001 01010101 11000011
11111111 11110000 00111100 10100101
00001111 11001100 01011010 10011001
00110011 10101010 01100110 10010110

Figura 4. RAM(1,3)

De la definicién de M, es claro que

dim(RM;r.m)):(TS>+< T>+<Tg>++(r:>

En particular
dim(RM(1.m)) =1+ m.
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Lema 5.2 [9;69] Sea f un polinomio en m variables y coeficientes en F, de
grado menor que m entonces

Y f(m) =0.

Demostracién: La funcién caracterisitica de @ = (wy,...,w,) € V es

Xa(T1s . Tm) = H[l + z; + wil.
i=0
Entonces el coeficiente del monomio de grado m de esta funcién es 1, por lo
que
f(Z) = Laev f(0)xa(T)
= Y oev f(w)[$1 T+ 9(171, cen ,l'm)],
donde el grado de g(Z) es menor que m: Comparando los coeficientes del

monomio de grado m en esta igualdad se obtiene el resultado deseado.

Mencionamos anteriormente que RM (0, m)* = RM(m — 1,m). Este sélo
es un caso particular del siguiente

Teorema 5.3 [5;144] Para cualesquicra m yr con 0 <1 <m
RM(r.m)* = RM{m ~r —1,m).

Demostracién: Sean f € RM(m — 1~ 1.m) y § € RM(r,m) dos
palabras codificadas que son imagen. bajo la funcién ev, de los polinomios
f(F) v g(Z) respectivamente. Entonces f es un polinomio de grado a lo mas
m—71 — 17y g es un polinomio de grado a lo mds r. por lo tanto su producto
tiene grado a lo mds m — 1. y su imagen estd en RM(m — 1,m). Por el lema
anterior f v g son ortogonales de ahi que

RM(m —7r —1.mn) C RM(r,m)*.
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Ya que la dimensién del cédigo RM (m — r — 1,m) es igual a

(5l
s (L e (L )+ ()
s [(m)es (1) (7))

= 2™ — dim(RM(r,m))
= dim(RM (r,m)*)
se obtiene el resultado deseado. O
Ejemplo 5.5 Del teorema anterior se sigue inmediatamente que:
RM(1,m)* = H,, = RM(m ~ 2,m).

En el estudio de los cédigos asociados a geometrias finitas serd de gran
utilidad el siguiente concepto:

Definicién 5.5 Para 0 < r < m el codigo agujerado de Reed-Muller de or-
denr, RM(r,m)*, es el cédigo obtenido de RM (r,m) suprimiendo la posicidén
coordenada correspondiente al vector 0.

Ejemplo 5.6 RM(1,3)* es un (7,4, 3]-cédigo, el cédigo de Hamming Hs.

Proposicién 5.1 [5;145] Para 0 < 7 < m, RM(r.m)* es un cédigo de
longitud 2™ — 1, y su dimension es la misma que la de RM (1, m)

Demostracién: La dimensién debe ser la de RM(r, m) ya que todos los
vectores en el codigo son de peso par y la proyeccién natural de RM(r, m)
en RM(r, m)* no puede tener un nicleo. O

Del lema 5.2 se sigue que si < m todo polinomio f € )M, satisface la
igualdad f(0) = ¥ f(w), donde la suma se toma sobre todos los elementos
W no nulos de V, RM(r,m) es el cddigo extendido del cédigo RM (r, m)*.
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5.3 Cddigos de Reed-Muller asociados a geometrias

El polinomio z; toma valor de 1 precisamente en aquellos vectores de V = 7"
que tienen un 1 en la posicién 7; por lo tanto 1 + «; es la funcidn caracte-
ristica para el hiperplano de ecuacién z; = 0. Similarmente el polinomio z;
es la funcién caracteristica del complemento de este hiperplano, que es el
(m — 1)-plano que satisface la ecuacidn z; = 0. Siguiendo con este razona-
miento tenemos que el polinomio z;{1+ z,). con ¢ distinto de j es la funcién
caracteristica de la interseccién de los (m — 1)-planos correspondientes a las
funciones caracteristicas z; y 1 + z;, un (m — 2)-plano. En general todo
monomio es la funcién caracteristica de un [-plano y RM(r,m) es generado
por los vectores de incidencia de los (m — s)-planos 0 < s < 7 de la geometria
G A(m,2). Nuestro proposito es demostrar que RM{r,m) es el cédigo gene-
rado por los vectores de incidencia de los (m — r)-planos de GA(m,2). Ya
que las ecuaciones lineales definen un (m — 1)-plano y RM (1, m) es imagen
de 2™(2™ — 1) polinomios lineales, que es el nimero de (m — 1)-planos en
GA(m.2), tenemos que

Co[GA(m,m = 1,2)] = RM{(1.m).

Para el caso general primero se prueba que los vectores de incidencia de los
(m — r)-planos estan en el cédigo de Reed-Muller.

Proposicién 5.2 [5;146] Los vectores de incidencia de los (m — 7)-planos
de la geometria afin GA(m,2) estdn todos en RM(r,m).

Demostracién: Ya que los puntos de todo (m — r}-plano en GA(m, 2}

T = (11....,2Zm) son aquellos que satisfacen las r ecuaciones lineales
m
Zammjzbi, 1=1,2..... r. ap.b;erF,
=1

el polinomio

m

r

H(bz + 1+ Z al‘jl‘j).

i=1 . j=1
tiene grado a lo mds 7 y por lo tanto su imagen estd en RM (r. m). Ademas
este polinomio es el vector de incidencia del (m — r)-plano definido por las
ecuaciones anteriores. O



La prueba muestra mas, a saber, que los vectores de incidencia de los
(m — s)-planos estdn en RM (r,m) para cualquier s < r.

. Es inmediato probar que la funcién caracteristica de cualquier (¢ + 1)-
plano es la suma de dos t-planos paralelos contenidos en él. De ahi que,
como puede verificarse por induccién sobre s, el cédigo binario asociado al
disefio GA(m,nt — r,2) contiene las funciones caracteristicas de todos los
(m — r)-planos para 0 < s < 7, por lo tanto el cédigo de este diseno es
RM(r,m). Invirtiendo los papeles de r y m — r se tiene

Teorema 5.4 [5;147] Sir y m son enteros tales que 0 < 7 < m, entonces
ColGA(m,1,2)] = RM(m — r,m).

Las funciones caracteristicas de los r-planos son vectores de peso 2. Se
probard que estas funciones son las tinicas con esta propiedad y que la dis-
tancia minima de RM(m — r,m) es precisamente esta cantidad.

Un subespacio de F™ de dimensén 7 sera denotado como [],, y el subes-
pacio proyectivo correspondiente [T, —{0} como [} .

Se mostrard que Co{GP(m —1,r,2)] = RM(m —r —1,m)* :

Sea C = Co[GP(m — 1,r,2)]. Un r-subespacio proyectivo [} satisface m —
1 — r ecuaciones lineales, su funcién caracteristica es un polinomio de grado
m — 17 — 1 en m variables, y ya que 0 no estd en GP(m — 1,2) la funcién
caracteristica de [[; estd en RM(m —r — 1,m)*.

Extiéndase a C por un chequeo de paridad total al cédigo €. Un bloque
de GP(m — 1,7,2) es un [I,,, entonces su peso es 2"*! — 1 y ya que el
peso de [l.;; es 27, los vectores de incidencia de los (r + 1)-subespacios
de F™ generan a C. Ya que [],,; satisface m — ] — r ecuaciones lineales
su funcién caracteristica es un polinomio de grado m — r — 1, por lo tanto
C C RM(m ~r1—1,m).

El nimero de repeticién r = A; para un disefio de puntos e hiperplanos
de una geometria proyectiva es congruente con 1 mddulo 2 (véase pag. 85),
y como en todo disefio (P, B),

> vB=r1

BeB

el vector todo-uno siempre estd en el cédigo binario de un disefio de puntos
e hiperplanos de una geometria proyectiva. Ya que los (r + 1)-subespacios
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contenidos en un (r+ 2)-espacio forman un disefio GP(r+1,7,2), el vector de
incidencia de todo (r +2)-subespacio de F™ es la suma de todos los vectores
de incidencia de los (r + 1)-subespacios que contiene.

Notemos que en F, si @ es un elemente fijo de [],,» — [1,41, entonces se
tiene que [Try0 — [pp1 = {A+0 : h € [[;41,® € [l,42} = [1;41 +, entonces
en Co[{GA(m,r +1,2)] el vector de incidencia de un (r + 1)-plano es la suma
de los vectores de incidencia de un (r+2)-subespacio y un (r+1)-subespacio.
Por lo tanto todos los (r + 1)-planos de F™ estdn en C’, esto es

ColGA(m, 7 +1,2)]= RM(m —7—1,m) C C,

de ahi que C = RM(m—r—1,m)y C = RM(m —7—1,m)*. Se ha probado
la siguiente

Proposicién 5.3 [6;147] Co[GP(m — 1,1.2)] = RM(m —r — 1,m)*. En
particular C2[{GP(d, 1,2)] = Hay1-

Ejemplo 5.7 Eldisefio GP(d, 1,2) se extiende naturalmente a GA(d+1,2,2)
y como se ha visto Co[GP(d, 1,2)] = Hg41 mientras que Co[GA(d+1,2,2)] =
Has:, un cédigo extendido de Hamming.

Teorema 5.5 [6;18] Cualquier inmersidn de GP(m—1,2) en GP(m,2) in-
duce las siguientes sucesiones exactas cortas:

0—= RM(m—-r—1m*"—=RMm-r.m+1)" = RMm—-r,m) — 0,
0—-RM(m—-r—-1m)— RMm—-rm+1)"— RM(m—r,m)" — 0.

Demostracién: Sea W = F™*! La imagen de cualquier inmersién de
GP{(m — 1,2) en GP(m.2) es un hiperplano de GP(m,2) y por lo tanto
podemos asociarle un hiperplano H de W. Ademéas H = W — H = GA(m,2),
entendiendo esta igualdad como isomorfismo segtin se definié al final de la
seccién sobre geometria afin. Si @ es un vector fijo en H entonces [ =
{h+a@:we€W,heH}=H+w. Sill. esun (r+ 1)-espacio que corta
a H en un r-espacio [[,. y @ es un elemento de [[;,; que no estd en [];
entonces [I1., NH =11, ~[l,={o+h: hell}} =0 +Tl,.

Sea D el disefio GP{m.r.2); de GP(H) constriyase el disefio D; =
GP{(m —1.1,2) y de GA(H) el disefio Dy = GA(m.r,2). Entonces

Co(DYy=RM(m—-r.m+1), Co(Dy) =RM(m—r—-1,m)". y
Cy(D3) = RM(m — r.m).
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Un bloque de D es un subespacio [1}7,,, y [I;;; € H o Il; NH = II7.
Entonces [*,; NH = 0 o @ + [I,. Todo r-plano de GA(H) surge de esta
manera; por lo tanto la proyeccién wg de las posiciones coordenadas de Ca(D)
sobre las posiciones coordenadas de H tiene por imdgen a Cy(D2) y Co(D)
estd en su nicleo. Se tiene entonces que

dim(Cy(D1)) < dim(Cy(D)) — dim(Ca(D3)),

T ()= 0)-5().

i=1 i=1

esto es

o . . n+1 _ n
entonces utilizando repetidamente la igualdad ( i1 ) = ( i1 ) +

( TZL ) puede concluirse que se cumple la igualdad y por lo tanto Cy(D;)

es el nicleo de la proyeccidn, con esto se obtiene la primera sucesion.
Para probar la segunda sucesién se toma ahora la proyeccién sobre H —
{0}. Constrilyanse los disefios E; = GP(m—1,7r—1,2) y E; = GA(m,r+1,2)

a partir de GP(H) y GA(H) respectivamente y sea D el disefio considerado
anteriormente.

Ya que todo r-subespacio proyectivo de GP(W) intersecta a H en un
(r —1)-subespacio proyectivo o estd contenido en él y todo (r — 1)-subespacio
proyectivo puede ser obtenido de esta forma la imagen de la proyeccidn es
Co(Es).

Si dos r-subespacios de GP(W) intersectan a GP(H) en el mismo (r—1)-

subespacio proyectivo entonces sus intersecciones en H son ajenas por lo que
forman dos clases del mismo r-subespacio de GA(H ). La unién de estas clases |
forma un (r + 1)-plano de GA(m, 2) por lo que C,(E;) estd en el niicleo de la
proyeccién. Por un argumento respecto a las dimensiones puede concluirse

que este c6digo es precisamente el nicleo.

Corolario 5.1 [6:19] La distancia minima del cédigo RM(m —r,m) es 27 y
los vectores de peso minimo son los vectores de incidencia de los r-planos de
la geometria GA(m,2). El peso minimo de RM(m~—r,m)* es 2" —1 y los vec-
tores de peso minumo son los vectores de incidencia de los (r — 1)-subespacios
proyectivos de la geometria proyectiva GP(m — 1,2). En particular los vec-
tores de peso minimo de Hg.y son los vectores de incidencia de las rectas de

GP(d,2).
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Demostracién: Ya se ha probado que 'os vectores de incidencia de los r-
planos de GA(m, 2) estdn en R} (m—r,m), como su peso es 27, si los vectores
de incidencia de los 7-planos son los vectores de peso minimo en RM (m—r, m)
entonces el peso minimo de RM (m —r, m)* es 2" — 1. Inversamente si el peso
minimo de RM(m — r,m)* es 2" — 1. el de RM(m — r,m) es 2" pues este
c6digo es obtenido de aquel anadiendo un chequeo de paridad total.

Se probard el corolario por induccién en m utilizando la misma notacion
que en el teorema anterior. La hipdtesis de induccién es que el corolario es
valido para m y todo r < m.

Sir = 0 el resultado es trivial. Supéngase pues que r > 0 y que la
dimensién es m + 1. Si 7 = m tenemos el cédigo RM (1, m + 1) y el corolario
es valido en este caso; entonces puede suponerse que 0 < r < m.

Fijemos una inmersién de GP(m —1,2) en GP(m,2) como en el teorema
y sea U un vector de peso minimo Cy(D). Si ¢ tiene coordenadas cero en las
entradas correspondientes a H, entonces puede pensarse como un vector de
Co(D1) v, por hipétesis de induccidn, tendrd peso 27! — 1. es el vector de
incidencia de un r-subespacio de GP(m — 1,2) y por lo tanto de GP(m,2).
Si ¥ tiene entradas cero en los coordenadas correspondientes a H* = H — {0}
entonces puede pensarse como vector de RM{m —r — 1, m) v, por hipétesis
de inducién, su peso es no mayor que 277! lo cual es imposible pues el
peso minimo estd acotado por 277! — 1. Ahora sdlo resta considerar aquellos
vectores U de peso minimo tales que ninguna de sus proyecciones sea el vector
cero. por lo tanto el peso minimo de ? es, por induccién. al menos 2" —1-27 =
27+ _ 1, ademds cuando tal vector de peso 27! — 1 es proyectado sobre las
coordenadas correspondientes a H*, es el vector de incidencia de un (r — 1)-
subespacio del espacio provectivo inmerso. Se desea mostrar que ¥ es el
vector de incidencia de un r-subespacio provectivo de GP(m,2); para esto
se construye un r-subespacio de esta geometria cuyo vector de incidencia
w coincide con U en las coordenadas corresponrdientes a H* y tiene por lo
mencs una entrada en comin con ¥ en las coordenadas de H. Entonces
ps(f=w) > (27 — 1)+ 1, donde 0w denota la interseccién de ¢ y & definida
en el ejemplo 2.4. Asi que ps(B*w) < 271 -~ 2 < 2771 — 1. v ¢ = &. Con
esto tenemos el resultado proyectivo, del cual se sigue el resultado afin. ©

Ejemplo 5.8 [6;21] Una base para el cédigo RM(m — 2.m) = Hp. con-

sistente de vectores de incidencia de lineas de GP(m, 2. puede encontrarse
como se describe a continuacién: témese cualquier linea e inchivase su vector
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de incidencia como un vector de la base. A continuacién elijase cualquier
punto no incidente con esta linea, e incliyanse los tres vectores de incidencia
de las tres lineas que contienen este nuevo punto y un punto de la primera
linea. Se continua de esta manera hasta que no hay maés puntos que elegir.
Es decir, si existe un punto que ain no es incidente con alguna de las lineas
elegidas hasta el momento, se agregan a la base los vectores de incidencia de
las lineas que contienen a este punto y algin otro de los ya elegidos. Esta
manera de construir vectores claramente garantiza su independencia lineal, y
es sencillo calcular que el nimero de vectores que se obtienen es precisamente
la dimensién de H,,, de ahi que formen una base.

Ejemplo 5.9 El disefio GA(3, 1, 2) puede ser visto como un octdgono regu-
lar junto con todas sus diagonales, (esto es, una grafica completa de ocho
vértices), en la cual los vértices del octdgono son los puntos y cada linea es
un bloque (debe notarse que sin importar cémo etiquetemos cada vértice del
octégono el disefio es exactamente el mismo.)

Como sabemos, este cddigo es precisamente RM(2,3) = (F21)*, un
cédigo de longitud 8 y dimensidén 7 el cual es generado por

11111111 00010001
00001111 000G0101
00110011 00000011
01010101

Y como vimos antes este cddigo es generado por los vectores de peso que
tienen todas sus entradas, excepto dos, iguales a cero, una de las cuales es 1
y la otra —1, los cuales en este caso, ya que —1 = 1 en F', son los vectores
de incidencia de las lineas de GA(3,2).

Por otra parte el cédigo RM(1,3) mostrado en la figura 4, pag. 89, es el
c6digo binario asociado al disefio GA(3,2.2), el cual es un sistema cuddruple
de Steiner S(3,4.8), y todos sus vectores excepto 0 y 1, son vectores de
incidencia de 2-planos de GA(3,2). Por ejemplo al ordenar los puntos de la
geometria de la siguiente manera

100 = p;, 000 = po, 110 — p3. 010 — py,
101 — ps, 001+~ ps, 111~ p;, 011+ pg.

las palabras codificadas 01010101, 00110011. 11001100 y 11000011 son los
vectores de incidencia de los 2-planos de GA(3,2) que satisfacen las ecua-
ciones xy = 0, 2 = 1. 3 =0 y 2 4+ 3 = 0 respectivamente.
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Agujerar este c6digo equivale a suprimir la primera posicién coordenada
y el cédigo que resulta es el cédigo binario de Hamming 3. Si después de
agujerar, como se indica, el cédigo de la figura 4, pag. 89, se aplica la per-
mutacion (17)(35)(46) a las columnas el cédigo que se obtiene es precisamente
el mostrado en la figura 1, pag. 39.

5.4 Sistemas triples y cuadruples de Steiner

Esta seccién estd basada en [30], por lo que se suprimen las referencias al
principio de cada proposicién. Recordemos que un sistema triple de Steiner
es un diseno S(2,3,v), mientras que un sistema cuddruple de Steiner es un
3-(v, 4, 1) disefio.

Si en un cédigo C toda palabra codificada tiene coordenada 0 en una
posicién particular, entonces el c6digo obtenido de C suprimiendo esa posicién
coordenada se llama cddigo acortado de C.

Puede probarse inmediatamente que un sistema triple de Steiner con v
puntos satisface v =1 6 3 (mod 6); y v es siempre un nimero impar. Deno-
taremos el tercer punto en el bloque que contiene a los puntos distintos = v
y por z * Yy y al bloque por zy. Es sencillo probar que la operacion = induce
las prupiedades de grupo abeliano en un sistema triple de Steiner. excepto
la asociatividad. Cuando le agregamos un elemento al conjunto de puntos,
lo definimos como el elemento neutro y suponemos que todo elemento es de
orden 2; entonces * es una operacidn de grupo abeliano, es mas la asociativi-
dad se cumple sdlo cuando el disefio proviene de una geometria proyectiva
sobre el campo binario.

Sea D = (P.B) un sistema triple de Steiner. Un subconjunto P’ de P es
llamado subsistema de D si tiene al menos tres elementos v si los puntos
distintos x y y estan en P’ entonces también lo estd el punto z *xy. P’ forma
un disefio S(2,3.v") donde v’ es la cardinalidad de P’ y los bloques de este
disento son aquellos de D contenidos en el subsistema. Un subsistema propio
es lamado un hiperplano proyectivo de D si todo bloque de D intersecta
al hiperplano.

Supéngase que S es un subsistema de cardinalidad “51. Para cada punto
fijo fuera de S existen ”;1 bloques a traveés del punto que no son ajenos de
S. va que cada uno de estos s6lo puede tener un punto en S. Por ser S un
subsistema el nimero total de puntos en bloques que contienen un punto
fijo exteriora Ses 3+2+2+--4+2=1+2+4+2+4---4+ 2. donde en el
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miembro izquierdo tenemos %i sumandos iguales a 2, por lo que esta suma
es presisamente v; asi que no existe un bloque que no corta a S. Resumiendo,
si un subsistema tiene (v — 1)/2 puntos entonces es un hiperplano proyec-
tivo. Es sencillo verificar que un hiperplano de la geometria GP(n,2), es
un hiperplano proyectivo. Similarmente, un subsistema propio no vacio S es
un hiperlplano.afin si para todo punto z fuera de S la unién de todos los
bloques que contienen este punto y que son ajenos de S forma un subsistema
S’ y todo bloque que intersecta a S en un punto también corta a S’. Entonces
S" =P — (SUS’) es también un subsistema, y los tres subsistemas forman
un conjunto de subsistemas mutuamente ajenos.

Las geometrias finitas nos proveen de los disenios que nos interesan, en
particular GP(d,1,2) = §(2,3,2¢ — 1) y GA(d,1,2) = S(2,3,3%), como
puede verificarse inmediatamente.

5.4.1 Palabras codificadas de peso minimo

Recuérdese que para cada primo p el p-rango del disefio D, denotado como
rang,(D), es la dimensién del cédigo p-ario asociado a D.

Si el cédigo de un sistema triple de Steiner con v puntos tiene dimension
v entonces sus vectores de peso minimo son todos los vectores de peso 1; por
lo tanto, de acuardo al teorema 5.2, sélo se consideran los cédigos binarios v
ternarios.

Proposicién 5.4 Sea D = (P,B) un 2-(¢v.3,1) diserio y sea C = C,(D) con
p =2 6 3, su cddigo asociado. Supongase que el peso minimo de C es tres.
Sip = 2 entonces los vectores de peso minimo son los vectores de incidencia
de los blogues de D, v = 24— 1 para algin entero d > 2, D = GP(d—1,1,2)
yC =Hy Sip=23 entonces v=23% para algind > 1 y D = GA(d,1,2).

Demostracion: Si p = 2 la cota por empaquetamiento con esferas.
proposicién 2.5, implica que k < v — logs(1 + v). Por el teorema 5.2 se tiene
.k > v —log:(v+1) con la igualdad si y sélo si D es el disefio de puntos v
lineas de una geometria proyectiva.

Si p = 3 la cota por empaquetamiento nos da k < v —logz(1 + 2v) < v.
Supéngase que v € [3%,3%%! — 1). Por el teorema 5.2 puede mostrdrse que
k=v-—d~1yqueD = GP(d,1,3). Por ejemplo supongamos que 35~ <
v < 39, de la primera desigualdad puede deducirse que d + 1 < logs(2v + 1).
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esto es, que v —d—1 > v — logs{2v + 1) por lo que k < v —d — 1. Por otra
parte la segunda desigualdad implica que v — logz(v) > v —d — 2 y por el
teorema 5.2k >v—d—-2porlotanto k =v—-d—-1y D = GA(d,1,2).
El c6digo de este disefio es un cédigo de una clase conocida como cédigos
generalizados de Reed-Muller, los cuales se definen en la siguiente seccidn, la
prueba de esto va més alld del alcance de este trabajo. Puede consultarse [5;
cap. 5] para una prueba. O

En la prueba de esta proposicidn, los autores de la referencia mencionada
al principio de la seccién utilizan la afirmacidén de que si 3¢ < v < 34+!
entonces d < logs(1 + 2v) < d+ 1, donde v es un entero positivo congruente
con 1 6 3 mdédulo 6, lo cual es falso pues tomando v = 75 y d = 3, ya que
3* = 81, debemos de tener logs[1 4 2(75)] > 4.

Corolario 5.2 Sea D un 2 — (v,3,1) diserio, y sea G su grupo de automor-
fismos. Si G es transitivo en los puntos entonces rang,(D) = v 0 D es un
disenio GP(d,1,2) para algin entero d.

Demostracion: Si D no es el diseno de puntos v lineas de una geometria
proyectiva es porque su distancia minima no es tres, entonces esta debe ser
uno, por lo tanto todos los vectores de peso 1 estdn en el cédigo. T

Corolario 5.3 57 {a distancia minima del cédigo binario del diserio D =
5(3,4,v) es 4 entonces v = 2% para algin d, D = GA(d,2,2) y C2(D) =
RM(d —2,4d).

Demostracién: La cota por empaquetamiento con esferas implica que
k<v—log(l +v).

Sea z un punto fijo de D entonces D,. la contraccién de D, es un diserio
S(2,3,v—1). El cédigo Co(D,) tiene peso mninimo 3 por lo que es un cédigo
binario de Hamming: de ahi que v — 1 = 2¢ — 1 para alglin 4. v D, =
GP(d — 1,1,2), por lo que v = 2¢ v dim(Cy(D;)) = 2 —d —1. De la
desigualdad 29 < 2¢ + 1 se deduce

21 —d > 2% —logy(1+2%) >k

por lo que k = 2¢ —d — 1. As{ C»(D) es un [24,2¢ — d — 1. 4] cédigo binario,
este es el cédigo extendido de Hamming v D = GA(d,2.2). O
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Proposicién 5.5 Sean D = (P,B) = §(2,3,v) y C = C,(D), donde p = 2
6 3 y p divide al orden n = (v — 3)/2 del disefio. Sip = 2 entonces todo
vector no cero del cédigo ortogonal tiene peso (v + 1)/2 y el complemento
de los soportes forma los puntos de un hiperplano proyectivo. Cada soporte
forma un dvalo para D. Inversamente el conjunto de puntos fuera de un
hiperplano proyectivo forma el soporte de un vector en C+. Si v ademds es
de la forma 8a + 7, cona =0 6 1 (mod 3), entonces C+ C C.

Sip = 3 entonces todo vector de C+ excepto 0,1 y —1 tiene peso 2v/3
y es la diferencia de los vectores de incidencia de dos hiperplanos paralelos

afines. Inversamente cualquiera de tales vectores estd en C*. Se tiene ademds
ctcc.

Demostracién: Sean @ un vector no cero de C*+ y S su soporte. Deno-
taremos por w, la entrada de @ en la posicidn coordenada correspondiente
al punto z. Si z,y son dos puntos y w, = 1 entonces v*¥ - @ = 0 implica
que wy es distinto de wg,y, lo que significa que después de suprimir de 7 la
coordenada z exactamente la mitad de las entradas restantes serdn cero, por

lo tanto
S|=1+v—1 :v+1.
| 2 2
Ademés todo bloque que intersecta a S lo hace exactamente dos veces, por
lo que P — S es un hiperlano proyectivo, digamos H, y v# = vF +¢5. Ya
que Y e v? =711, n =71 —1y nes par, el vector de incidencia de P estd
en el c6digo. Por otra parte, ya que H es un 2-(”7‘1,3, 1) diserio,

S = St = T,

donde la suma se toma sobre todos los B € B tales que B C H. Esto muestra
vl € Csiysdlosin/2 =1 (mod 2)yn =0 (mod 2), esto es si y sélo si
v =8a+7. paraa € Z. La condicién a = 0 6 1 (mod 3) se obtiene al
considerar s¢!o aquellos valores de v congruentes con 1 6 3 médulo 6.
Supéngase ahora que p = 3. Ya que para todo bloque zy se cumple
1-v*"¥ =1+ 141 = 0 el vector todo-uno estd en C*. Elijase un vector
w diferente de 0.1.—1. entonces para todo bloque 1y, w; + wy + We.y, = 0.
Para todo o € F3. se denotard por S, al conjunto de puntos z tales que
w; = a. Si Sp = 0. sea  un punto tal que w, es no nulo, sin pérdida de
generalidad puede suponerse que w, = 1. Para todo punto ¥, distinto de z, se
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tiene wy + Wzsy = 2 de ahi que wy = wy, = w;., = 1. Ya que esto sucede para
todo punto y diferente de z, w = 1, lo cual es una contradiccién, entonces Sy
es no vacio. Elijase un punto z € Sp, y un punto y distinto de z, w, = —w,,,,
entonces | S1 |=| S_1 | . Ya que 1 estd en C*, w+ 1 € CL. Definiendo los
conjuntos S’; como para W se tiene | S’y |=| S’ 1 |, S =Sy 5.1 =5,
entonces )

| Sol=| S [=] S =S ]=] 5.1 1.0

No se da la prueba de los siguientes resultados, las pruebas respectivas se
encuentran en la referencia [30].

Teorema 5.6 Sea D un sistema triple de Steiner con v > 7 puntos. Supon-
gase que d es un entero tal que 2° — 1 < v < 29! — 1. Entonces el cddigo
binario Co(D) contiene un subcddigo, digamos C, que puede ser acortado al
cdédigo binario de Hamming, Hga, suprimiendo v — (2% — 1) posiciones coor-
denadas donde las entradas de las palabras codificadas de C son todas cero.
Equivalentemente Co(D) contiende un conjunto de vectores de peso 3 que
sostienen al diseno GP(d —1,1,2).
En particular si v = 2¢ — 1 entonces Hq C Co(D).

Corolario 5.4 Sea D un sistema cuddruple de Steiner con v > 7 puntos.
y supdngase que d es un entero tal que 2¢ < v < 2%*1. Entonces el cddigo
binario Cy(D) contiene un subcddigo C que puede ser acortado al cédigo de
Reed-Muller RM(d — 2., d).

En particular si v = 2¢ entonces RM{d — 2.d) C Cy(D) y Co(D)+ C
RM(1,d).

5.5 Cddigos generalizados de Reed-Muller

Ahora consideraremos los cédigos que resuitan Jde evaluar ciertas fuciones en
los puntos de una geometria afin.

Lema 5.3 [5;153] i @ = (wi....,wm) € FI'. entonces su funcidn carac-
teristica viene dada por

3

Xel{Trs oo ) = [][1 = (2s — wi)®7Y).
1==1

i
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Demostracidén: Esto es claro notando que cualquier elemento no cero
de F7' satisface la ecuacion a?! = 1 por lo que la expresién entre corchetes
es Cero a menos que z; = w; para todo ¢. O

Nétese que w € F, implica 27 — z = [(z — w)?™! — 1](z — w), de ahi que
NacF,—jw}(z — o) = (z — w)?! — 1. Evaluando en z = w se sigue que el
producto de todos los elementos no cero de un campo finito es —1; lo cual
generaliza al teorema de Wilson: (p — 1)! = —1 (mod p).

Ejemplo 5.10 El polinomio 1 ~ (z; — a)?~} es la funcién caracteristica del
(m — 1)-plano en F7* que satisface la ecuacién z; = a.

El lema anterior muestra que toda funcién de F7* en F; es polinomial.
Pero como todo elemento de F, satisface la ecuacién z? = z estos polinomios
pueden ser reducidos médulo z — z; y entonces el conjunto de ¢™ monomios

z\f={$§‘x§2~~'xi§‘: 0<4<qg—-1 k=12,...,m}

forma una base para estas funciones. Obviamente un monomio de M tiene
grado a lo mds m(g — 1). Si p es un entero tal que 0 < p < m(g — 1)
denotaremos por M, al espacio vectorial sobre F, generado por los monomios
en M de grado a lo mds p, esto es

M,={({zPzy - zip: 0<ip<q—1,Y ix<p k=1,2...,m})

Ahora estamos en condiciones de dar la definicién de los cddigos generalizados
de Reed-Muller:

Definicidn 5.6 Si m es un entero positivo y ¢ una potencia de un primo,
para cualquier entero p tal que 0 < p < m(g — 1). el cédigo generalizado
de Reed-Muller de orden p, sobre F,, denotado por RM,(p.m), es la
imagen de la funcion

ev: M, — Fgm.

definida por

ev(f(z1,....zm)) = (f(;), f(p2).-- .. f(pgm)),

donde p1.pa, .- -, Pgm Son los distintos puntos de la geometria afin GA(m,q).
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Ejemplo 5.11 Obviamente esta es una generalizacion de los cédigos de
Reed-Muller, ademds R, (0,m) = F,1 v RM,(m(q ~ 1), m) = FZ"

Para calcular la dimensién de estos ~ddigos se utilizara el siguiente resul-
tado:

Teorema 5.7 [1;67],[20;184] (Principio de inclusién exclusién)

Sea S un conjunto finito de cardinalidzd N, y sean c¢y,...,¢, t condiciones
sobre algunos de los elementos de S. D»f"otemos por N{(¢i,¢i, -+ - ¢ ) el nimero
de elementos de S que satisfacen las cordiciones Gy, J=1.2,..., k. Entonces
el nimero de elementos de S que no s:tisfacen ninguna de las condiciones,
N, estd dado por

N - . ¢
N=N-— Z\ ¢) — Z A :1Cj)+"'+(*1) N(Cl'“Ct),
1<i<y<t
Demostracion: Basta con calcular las aportaciones de cada punto de S
en ambos miembros de la igualdad anterior. O

Podemos ahora calcular la dimens:-u de los cédigos que nos interesan

Teorema 5.8 [5:154] Para todo ente— p. 0 < p < m{g—1)

dim({RM (p.m)) = iz R / ”‘? ) ( 7 - kg—kmﬁl > .

(=0 k=0 \ t = kg
Demostracion: Sea S; el conjunt: e monomios en m variables de grado
0 <1 < p, ysea ¢ la sigulente corndicidn sobre los elementos de S; : xy
aparece por lo menos ¢ veces en el meomio, 0 <k < m.
Con la notacién del reorema anter: © N(cy) es el nimero de maneras de
elegir 1 — ¢ objetos de entre m obje-:s. permitiendo repeticiones. esto es
(i—q)+m-1 \
I—q
se pueden tomar : — 2g objetos con r=peticion de entre m objetos. esto es

<(i—2q)+m—l "

i~ 2 ) . ze sigue de esta “orma hasta obtener que N{cy - ¢y)
- 7

(z’—mq)—%—m—l\ . : .
es i e . por lo tantc . nimero de monomios de grado ¢ que
ng

son elementos de 1/, es precisamente [z suma interior del teorema. sumando
sobre 1 se obtiene el resultado deseadc. =

pet
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Ejemplo 5.12 Para p = 1 se tiene que dim(RM,(1,m)) = 1 + m. Ya que
todo polinomio lineal no constante en m variables tiene ¢™! ceros, estos
c6digos tienen peso minimo ¢™ — g™ ! = ¢™1(q — 1), y todos los vectores
excepto los multiplos escalares del vector todo-uno tienen este peso.

En el caso m = 1 podemos obtener que dim(RMy(p, 1)) = 1+p, y ademds
como un polinomio en una variable de grado a lo mas p puede tener a lo mas
p raices distintas, ya que 0 < p € ¢ — 1, tenemos un polinomio de grado p
con p raices distintas por lo que el peso minimo de este cédigo es ¢ — p, y es
un cédigo de maxima distancia separable (MDS). '

Generalizando el caso anterior, si p < ¢ — 1 no es necesario utilizar un
argumento de inclusién exclusién y puede probarse que en este caso

m

dim(RM,(p, m)) = < prm ) .
Lema 5.4 [8;69] Sea f un polinomio en m variables de grado menor que
m(g — 1). Entonces
> f(w)=0.
weFm
Demostracion: Ya que

(@)= > p(@)xa(z)

wekFp

y el coeficiente del monomio de grado m(g — 1) en x(Z) es (—1)™ debemos
de tener, por hipotesis, que el coeficiente de este monomio en f(Z) es cero.
O

Teorema 5.9 [5;156] Sip < m(g— 1)
RM,(p,m)t = RM(m(qg—1) -1~ p,m).

Demostracion: Sean f € M, v g € Mpyg-1)-1—,. entonces fg € My,_1)
v ZEGF? f(w)g() = 0, pero esta expresién es el producto interior de las
palabras codificadas correspondientes a f y g. por lo tanto estas palabras
son ortogonales, y

RM(m(g—1)—1—p,m) C RM{p.m).
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Se define una permutacién de M enviando el elemento i - '™ al monomio
29717 27 1=im esta funcién garantiza que el nimero de monomios de
grado < p es el nimero de monomios de grado > m(¢g—1) — 1 — p, y de ahi
que la dimensién del cédigo RM,(m(g—1)—1—p. m) es g™ —dim(RM,(p, m)).
O

Teorema 5.10 [5;156] S10 < p < m(q— 1) entonces
GLA(m,q) C Aut|[RM,(p.m)].

Demostracién: Recuérdese que un automorfismo de un codigo es una
permutacién del conjunto de posiciones coordenadas que preserva al cédigo,
en este caso, si (f(a))acFp es una palabra codificada y ¢ es una permutacién
de F" entonces

((fla))aerp)o = (f(ao))acrp
es una palabra codificada.
SifeM,y AT+ v € GLA(m,q), entonces f(AT + v) € M,. O

¢

Teorema 5.11 [5:157) Para 0<r<myr(g—1)<p

ColGA(m,m —r,q)] € RM,{(p,m).

Demostracion: Ya que el grupo lineal afin GLA(m,¢) es transitivo en
los t-planos, y el cédigo RAM,(p,m) es invariante bajo este grupo. basta con
garantizar que el c6digo contiene el vector de incidencia de un {m — r)-plano
para obtener el resultado deseado.

El polinomio

—1-
plri.....zm)=[[(1 -7
i=1
es de grado r(g — 1) v se anula fuera del conjunto de puntos que satisfacen
las ecuaciones x; = 0, para 2 = 1,...,7. Por lo tanto este es el vector de
incidencia del (m — r)-plano definido por estas ecuaciones. O

Como en el caso binario. el cdédigo generalizado de Reed-Muller contiene
los vectores de incidencia de los (m — s)-planos para 0 < s < r. como puede
verse de la demostraciéon del teorema anterior. Usando un proceso induc-
tivo se puede ver que el subcddigo del cédigo generalizado de Reed-Muller
generado por los vectores de incidencia de los {m — r)-planos contiene a los
vectores de incidencia de los (m — s)-planos, 0 < s < 1.

106



Definicién 5.7 Para 0 < p < m(g—1) el cddigo generalizado agujerado
de Reed-Muller de p-ésimo orden, denotado RMy(p, m)*, es el cddigo de
longitud g™ — 1 obtenido de RM,(p, m) suprimiendo la posicién coordenada
correspondiente al vector 0.

Teorema 5.12 [5;159] GL(m,q) C Aut[RM,(p.m)*], y RM,(p,m)" es un
cédigo ciclico.

Demostracidén: Ya que el estabilizador de 0 en GLA(m, q) es GL(m, q)
este ultimo actia en RM (m,q)*.

Sean K = Fyn, w un elemento primitivo en K v p(z) = L% w;z* el poli-
nomio irreducible de w sobre F¢g = E. Viendo a K como un espacio vectorial
sobre E con base 1,w,...,w™ !, la multiplicacién por w simplemente cicla
sus elcmentos y es una transformacién lineal de orden ¢™ — 1 dada por la
matriz compaiera de p(z), esto es, por

00 --- 0 —_g
10 -0 -y
S=101.:-- 0 -
00 - 1 —wmo
Siée=eéel =(1,0,0,...,0) digamos, ordenando las posiciones coordenadas

de tal forma que la palabra codificada correspondiente a f € M, sea

(F(2), F((Se)), F((S?@)), .., £ /ST 2)")),
se muestra que el cédigo es ciclico. O
Corolario 5.5 [5;160] St p < m(q — 1), RM.(p.m) es un cddigo ciclico
extendido, y su dimensidn es la misma que el -orrespondiente cédigo ciclico
RM,(p,m)*.

Demostracion: Se sigue del hecho de que 5. f € Mpg-1)-1

f(0)==3_{f(@):weFy - {0}}.O0
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Definicidén 5.8 St la representacion g-dria del entero positivo u es
m .
U = Z Uiqza
0
donde 0 < u; < g — 1. definimos el g-peso de u, denotado wy(u). por
>
wo(u) = > us.
0

Lema 5.5 [5;161] Seanp < m(g—1), p=m{g—1)=1—p. f € M, u€eN,
con we(u) < u, L un campo de extension de ¥y, y a € L™. Entonces

> (w,a)f (@) =0,

e Bm
uch

donde (-.-) denota el producto interior estdndard en L™.

Demostracién: Supongase que @ = (wi,....Wy) € FJ' y que a =
(ay,....am). Sean u = L5 upg" v
m "
gl ) = H(Z al xi ).
koi=i

Fijando uy, cada sumando en el producto anterior es de la forma c(@jz}' - - - zin
con 3.8 < wp v c(@) una constante que depende de a. Después de
realizar el producto. cada sumando resulta de la forma (a)r} - -z'™ con

YL Slu = w,{u) < . Entonces grad(g{Z)f(z)) < p+p <mlg—1).
Por otra parte, por el lema 5.4, se tiene
7 A Y Ff T N k -
L geFm {0 AT = Ygern (X1 ail“i)}:" w1 f ()
~ 7 k Ui —
= ZzZ'EFg‘ MTe(37%, af wi)™ f(a@)
= Yaerp gLV (@) = 0. O

Teorema 5.13 [5:161] Si N =Fm. E =F, yw ¢s un elemento primitivo

de K. entonces para 0 < u < ¢™ — 2. w* es una raiz del codigo RMp,m)*
siy sclost0<wyluy<mig—1)—1-p
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Demostracién: Con la notacién de la demostracién del teorema 5.12
consideremos a K como un espacio vectorialsobre E. Sead = (1,w,...,w™ 1)t
un vector en K™. Entonces (S*€,d) = w* para i = 0,1.....¢™ — 2. Para
f € M, la palabra codificada

- (@), £((8)"),.... f((ST" %))

en RM,(p, m)* corresponde, por la relacidn entre un cédigo ciclico y el ideal
de polinomios asociado, al polinomio

fz) = z (e,

Por el lema anterior

flw)y =TL7 f((Se)h) (W) = L7 f((S'e)t)(S'e,a)
=2{f(@): w € Fy—{0}} =0

para 0 < wy(u) < m{(g—1) -1 —p = p. Pero como w,(u) = m(g—-1) —
wy(g™ — 1 —u) > psiy sélo st we(g™ — 1 —u) < p. el ndmero de enteros u
con u = 0 0 we(u) > p es la dimensién de RM,(p. m), pues la funcién que
envia el numero

m—1 ) )

"—1-u=> ug a zP -7

i=0
es biyectiva, esto muestra que tenemos exactamente las raices del polinomio
generador. O

Corolario 5.6 [5;163] Sean 0 < p<m(g—1), p+p=mg—1)-1 yw
un clemento primitivo de Fgm entonces

a) El cédigo RM(p.m)* es ciclico y su polinomo generador es g(r) =
[Tz —w¥), donde 0 <u < g™ —1, y wy(u) < p.

b) El cédigo (RM(p.m)*)* es un cédigo ciclico y su polinomio generador
es gH(z) =Tl{r —v), donde 0 < v < g™ — 1, y w,(u) < p.
Ademds

| (RM,(p.m)*)= = RM (p.m)* N (F, 1)~

c¢) La dimension del cédigo RMy(p,m), (0 bien de RAM (p, m)*) estd dada

por
{u: 0<u< g™ =1, w(u) <p}i.
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Demostracién: El inciso (@) es una consecuencia inmediata del teroema
anterior. y (c) simplemente es otra manera de contar los generadores de M,.
La primera parte de (b) se sigue del la forma en la cual se calcula el polinomio
generador del cédigo dual a un cédigo ciclico. mientras que la segunda parte
se obtiene de (a) y notando ademds que el factor (x — 1) obliga que nuestro
codigo sea un subeddigo de (F,1)*-. O

Teorema 5.14 [5;164] Sip =r{g—1)+s. 0 < s < g—1, entonces el cédigo
RM,(p,m)* es un subcddigo de un cddigo BCH de longiud ¢™ — 1 sobre F,
con distancia designada (g — s)qg™ "1,

Demostracién: Pongamos como antes gy = m(¢g—1) —p — 1 y sea ¢
el menor entero con wy(6) = pn+1. Yaque p+1=(m-r)(g—1) — s =
(m—r—=1)(g—1)+ (¢ —1— s) se tiene

memr—2

b=(g=s—-1)q" "'+ > (¢-1Lg' =(qg—s)¢" """~ 1
1=0

De esta forma todo entero positivo menor que ¢ tiene g-peso menor o igual

< ’, .
ue 1, por lo que los elementos w, «?. .. .. ="' son todos los ceros del cédigo
o

RM,(p,m)*. O

Ahora se probara que los cédigos de Reed-Muller tienen distancia minima
igual a la distancia designada del cédigo BC'H en el cual estdn inmersos.

Teorema 5.15 [5;165] Si0 < p<mlg— 1. yp=r(g—11+scon0<s<
q— 1. entonces RM,(p, m) tiene vectores de peso (g—s)q™ "' que consisten
de la suma de mailtiplos de los vectores de incidencia de (q—s). (m—r —1)-
planos paralelos. todos contenidos en un (m — r)-plano.

Demostracién: Elijanse r elementos arbitrarios u; € F,. no necesaria-

mente distintos. y s elementos distintos ' del mismo campo. Entonces el
polinomio p(ry....,Tn)

H[l - (Ii - u’i)q_l} ﬁ(l‘r~1 - u“:'—é‘l;)

i=1 =1
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tiene grado r(g— 1)+ s = p y es cero en los puntds de F7' que no satisfacen
las ecuaciones

Ty =w; parai=1....,T;

Zryy = Q,
donde a es distinto de los w} para j = 1....,s; (¢ — s)¢™ " vectores
en F satisfacen estas ecuaciones y la palabra codificada correspondiente
a p(Z), Z=(z1,...,%m), tiene este peso.

Ahora considérense los ¢™ "~ puntos de F}* satisfaciendo las primeras r

ecuaciones anteriores y ademas la ecuacidn z,.; = ¢, donde ¢ es un elemento
de F, distinto de los w;. Entonces todos estos puntos estdn en un (m—r—1)-
plano y las posiciones coordenadas correspondientes en la palabra codificada
de p(Z) tienen el valor constante [1;_;(c — w}) en dichos puntos. Ya que
esto sucede con cada uno de los ¢ — s elementos de F, distintos de los wj se
obtiene un vector en la forma enunciada. O

Notemos que RMy(p,1)* esun [g — 1,p = 1,9 — p — 1] cédigo g-ario de
Reed-Solomon, el cual es méxima distancia separable, i.e., un cédigo MDS.

Corolario 5.7 [5;166] Sip=r(g—1)+s <m(g—1) con0 <s < qg-1
entonces RMy(p, m) tiene distancia minima {q—s)g™ "~ y RM,(p,m)* tiene
distancia minima (g — s)g™ " — 1.

Demostracién: Con la notacién anterior témese w; = Oparat=1,....r
y los w’ todos distintos de cero, entonces el vector 0 no es un cero del co-
rrespondiente polinomio, asi que la palabra codificada correspondiente en
RM,(p,m)* tiene peso (¢ — s)g™ "~!; esta es entonces la distancia minima
del cédigo. por el teorema anterior. Entonces la distancia minima del cddigo
RM,(p.m) es (g — s)¢™ " pues tiene vectores de este peso. O

Corolario 5.8 [5;166] Sea p un primo. Er.:onces la distancia minima del
cédigo Cp{GA(m.7,p)] es p'.

Demostracion: Sea g = p!, ya que
ColGA(m.r,p")] € RMy((m —r)(g—1).mn)
v la distancia minima del cédigo de Reed-Muii=r es ¢". la distancia minima del

cbdigo del disenio es al menos esta cantidad. mero este tltimo tiene vectores
de este peso. O
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Ejemplo 5.13 El cédigo de Reed-Muller RM;3(1,2) es

000000000 111202002 021211200 021120012
111111111 111020220 102022011 210100122
22222222 201220101 201102210 012122100
012001212 222010110 210012201 102201120
000121221 210221010 201011022 120021102
021002121 000212112 222101001 120200211
120112020 102110202 012210021

Figura 5. RM3(1, 2).

Entonces el cédigo (RM3(1,2)*)L es precisamente RM3(2,2)* N (Fal)*.
Construyamos el campo de orden 9 como el conjunto de polinomios en el

anillo F3[z] reducidos médulo z? + 1. La clase de 1+ x, que denotaremos por

w, es un elemento primitivo del campo. Ya que los enteros positivos menores

que ocho con 3-peso menor que 2 son 1,2,3,4 y 6, el polinomio generador
del cédigo RM;3(1,2)* es

o(@) = (@ -z =Mz - )z~ ')z — o)
=+ 2+ B+ 2+ + 2

Similarmente encontramos que el polinomio generador para (RM;3(1,2)*)* es
gr(z)=2*+z+2.

Utilizando el primer polinomio podemos construir una matriz generadora
para RM3(1,2)* v entonces utilizarla para obtener una matriz generadora
para RM3(1,2). La distancia minima de éste 1ltimo cédigo es 6 y todo vector
de peso minimo es la diferencia de dos vectores de incidencia de lineas de
GA(2,3), las cuales son

={1,4,5} L={26.8} &={379}
h=1{1,2.3) L={46.9} [s=1{57.8}
I =1{1,8,9} ls={2.4.7} lo={3.56}
ho={1.6.7} Il ={2.5.9} Lo ={3.4,8}

Si denotamos por 7 al vector de incidencia de [; entonces, por ejemplo, los
vectores

Vg — U3, Vs — Vg, Uz — L2, Lg — Us, U — V2, Vg — Vs, V1 — U3;...

son algunas de las palabras codificadas de peso minimo en RM;3(1,2).
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También es posible definir cédigos de Reed- Muller asociados a geometrias
proyectivas finitas, y se puede hacer un andlisis similar al anterior, es decir,
determinar su dimensién, su distancia minima, el c6digo dual, y el hecho de
que este cédigo también es ciclico. (cf. [31],[50])

En la referencia [44] se estudian los c6digos de Reed-Muller (generalizados
y proyectivos) usando técnicas de dlgebra conmutativa, como son ideales de
puntos, la funcién de Hilbert, resoluciones proyectivas, etc.
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6 Graficas y conjuntos diferencia

En este capitulo se presenta un estudio de cédigos asociados a algunas gréficas,
cuando estas son vistas como estructuras de incidencia. En particular se
clasifican los cédigos asociados a las graficas completas.

También se introduce el concepto de conjunto diferencia, los cuales estén
naturalmente asociados a disefios que tiene el mismo numero de puntos que
de bloques, esto es simétricos. Se muestra que los puntos en un hiperplano
de la geometria proyectiva GP(n,q) determina uno de estos conjuntos. Por
iltimo se estudian los cédigos binarios asociados a un 2-(16, 6, 2) disenio; pues
los disenos con estos pardmetros pueden ser naturalmente asociados con un
conjunto diferencia.

La primera seccion de este capitulo es la inica del presente trabajo en la
que todos los resultados son propios.

6.1 Graficas como estructuras de incidencia

En esta seccién K, denotard & la grafica completa de n vértices. Recuérdese
que, si S es una estructura de incidencia finita. el cédigo asociado a S sobre
F, se denota como Cy(S).

Teorema 6.1 Seann > 2 y F un campo finito de orden q. Si la caracteristica
de F es dos entonces Cy(K,) es (F-1)*: ern cualquier otro caso Cy( K,,) = F™.

Si g es una potencia de 2, una base del cédigo estd dada fijando un punto
de la grdfica y tomando los vectores de incidencia de los arcos que contienen
dicho punto. En particular si n es par el vector todo uno 1 estd en el cddigo
y sin = 2" K, es el diserio de de puntos y lineas del la geometria afin
GA(m.2) y Co{Kom) = RM(m — 1,m,.

Demostracién: Denotemos por &; al vector de longitud n con un 1 en
la i-ésima posicién y cero en las demds. Una base para (F-1)* estd dada por
los vectores £;~€,. 1 <7 < n-—1. Mostraremos que a menos que car(F) = 2
podeimos exter: ier este conjunto de vectores a una base de F”.

Consideremos ai. € F. &.. h=1..... n v elijamos 1 < ; < n Supongamos
que
n—1
ai(8r + €n) + a,(é; + ;) =0
k=1



Ya que el coeficiente de &, €5 3R] ax, esta cantidad debe ser cero por lo que
ar = 0sik es distintode 7y j y a; = aj = —an, pero eutonces a; = a; = —a;
de aht que si car(F') > 2 debemos de tener a; = a; = a, = 0 por lo que

{eiten:1<i<n—1}U{é+¢;}

es una base para F™. Cuando F es de caracteristica 2 este conjunto es lineal-
mente dependiente, esto prueba el teorema. O

Un camino de longitud n, en una gréfica, es una sucesion finita de aristas
ai,...,a, junto con una sucesién de vértices py, . . ., Pn+1, tales que la z-ésima
arista es adyacente a los vértices p; y p;+1. Una grafica es conexa si todo
par de vértices distintos estd unido por un camino. Un camino es simple si
todas sus aristas son diferentes. Si el camino {z1, 22} -+ {Zn_1,Zn} es simple
entonces el camino {1, z2} - - - {Zn, 21} se denomina ciclo.

Corolario 6.1 Para todo entero m tal que 2™ < n < 2™+, Cy(K,,) contiene
un cédigo que puede ser acortado al cédigo RM(m — 1,m) = (Fo1)t.

Ademds si T es un camino de longitud n — 1 entonces Cy(T) = (F, 1)+,
para cualquier potencia q de 2.

Demostracién: La primera parte se sigue del teorema anterior y del
hecho de que K,, contiene una subgrafica Kom.

Supéngase ahora que T es el camino {122} {Zoz3} - - - {Zn_12,}. Entonces
el vector de incidencia de los vértices z; ¥ z;, % < J, es la suma de los vectores
de incidencia de las aristas {z;Z; 1 }H{Zi+1Ziv2} - - {j-12;} y por lo tanto estd
en C4(T'). Se tienen entonces todos los vectores de incidencia de cualquier par
de vértices. O

Una grafica bipartita G consiste de la unién ajena de dos conjuntos no
vacios, V1, V, de vértices tales que toda arista de G une un vértice de V; con

un vértice de V5.

Corolario 6.2 Si G = G1 U G, es una grdfica bipartita entonces Co(G) =
(Fol)*.

Demostracién: Sin pérdida de generalidada puede suponerse que Go
tiene al menos tantos puntos como G;. Procedamos entonces por induccién
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sobre el numero de vértices m de G : para m = 1 el resultado es claro de la
demostracion del teorema precedente. supéngase pues el resultado para m.
En el caso m + 1 elijamos m puntos. por hipétesis de induccién y el teorema
anterior una base para este codigo estd dada por los vectores de incidencia
de cada par de vértices con uno de ellos fijo. Supongamos por ejemplo que el
vértice fijo, z, es"uno de los m elegidos. Entonces sélo nos resta probar que
si ¥ es el punto de G que no fue elegido, el vector de incidencia de z y y estd
en el cédigo. Elijamos un punto cualquiera z de Gy entonces v{%# 4 p{zv}
es el vector deseado. O

Una subgréfica T de la grafica conexa G se llama arbol generador si T
es una grafica conexa, sin ciclos e incluye todos los vértices de G.

Corolario 6.3 Sea q una potencia de 2. El cddigo g-arto de un drbol gene-
rador de una grdfica completa G es Cy(G). O

Proposicion 6.1 El ¢ddigo g-ario de longitud tmpar de un camino simple es
un cédigo ciclico generado por 1 +zx. En particular RA[(m —1,m) = (1 +z).

Demostracién: Se sigue del hecho de que z + 1 divide a 2 — 1 si n es
par. v de que una matriz generadora para el codigo estd dada por

11000
011 - 00
G=1. . . N I
000 -+ 11

Proposicién 6.2 Sea Ko, la grdfica completa de 2m lados, m > 3. Con-
sidérese la estructura de incidencia S cuyo conjunto de puntos. P. es el
conjunto de vértices de la grdfica y. teniendo etiquetados los vértices en el
sentido de las manecillas de un reloj. tomaremos como blogues a los conjuntos

{i,mm+1m+2} {2 m+1l.m+2.m+3}...{m—1.2m—2,2m—1.2m}.

Entonces, para cada potencia q de un primo. el codigo q-arto de S es un
2m.m — 1.4 cddigo.

Demostracién: Es claro que la iongitud v la dimensién del eédigo Cy(S)
es 2m y m— 1, respectivamente. Pare ver que su distancia minima es 4 basta
con aplicar directamente el teorema 2.2. O
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Ejemplo 6.1 El cédigo correspondiente al octdgono, como se describe en la
proposicion, tiene matriz generadora

1001112060
G=]101001110
00100111

Proposicién 6.3 Sean G y P como en la proposicién anterior, pero por
conjunto de bloques témense los anteriores junto con {1,m,2m—1,2m}, m >
5. St ¢ no es una potencia de 2 entonces Co(G) es un [2m,m, 4] cddigo.

Demostracién: Si se aplica la permutacidén (1,m + 1)(m,2m) a las
columnas de la matriz de incidencia de G puede ser transformada en una
matriz en la forma estandard con m renglones. La prueba sobre la distancia
minima es similar a la de la proposicién precedente. O

En [43] se hace un analisis més detallado de cédigos asociados a graficas.

6.2 Conjuntos diferencia

Definicién 6.1 Un 2-(v,k,A) disenio simétrico es llamado ciclico si tiene

un automorfismo que permuta los puntos y también los bloques en un un ciclo
de longitud v.

Definicién 6.2 Sea G un grupo de orden v. Se dice que un 2-(v, k. X) diseno
D = (P,B) admite a G como grupo regular de automorfismos, si para
un punto fijo u y un bloque particular B, se cumple

P={(ug:9€G} y B={(B)g:g<G}.
Llamaremos a v y a B punto base y bloque base respectivamente.

Siy = (u)g: es otro punto entonces (u)g = (y)g1'g. por lo tanto podemos
identificar los puntos con los elementos del grupo v un cambio de punto base
reemplaza g por g19 para un g; adecuado.

Definicién 6.3 Un k-subconjunto D = {ay,....ax} de un grupo G de orden
v es llamado un (v. k. ) conjunto diferencia si para todo elementod de G,
excepto la identidad. existen precisamente A pares ordenados (a;,a;) € Dx D,
que satisfacen una de las condiciones siguientes:

1) a;ail =d.

2) a{ a; = d.
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Ejemplo 6.2 Sea Z,, el grupo aditivo de los enteros médulo m. Puede
comprobarse facilmente que los subconjuntos Dy = {1,2,4,10} € Zy3 y
D,y = {0,1,6,8,18} C Zs; forman (13,4,1) y (21,5,1) conjuntos diferencia
respectivamente.

Teorema 6.2 [22;149] Las condiciones (1) y (2) de la definicidn anterior
son equivalentes. Si D es un 2-(v, k, A) diserio simétrico que admite al grupo
G como grupo regular de automorfismos y st (u)as, . .., (u)ag son los puntos
de un blogue de D, entonces D = {a;,...,a,} es un (v,k,A) conjunto dife-
rencia. Inversamente si D = {ai,...,ar} es un (v,k, A) conjunto diferencia
de elementos de un grupo G de orden v, entonces la familia

{(D)g = {a1g....,ar9} : g € G}

es el conjunto de blogues de un 2-(v,k, ) diseno simétrico que admite a
G como grupo regular de automorfismos; este disefio Tecibe el nombre de
desenvolvimiento de D.

Demostracion: Sea D un 2-(v,k, ) disefio que admite al grupo G de
orden v como grupo regular de automorfismos. Sea u un punto base; entonces
P = {(u)g : ¢ € G} y el punto {(u)g puede ser identificado con g. Si los
puntos de un bloque base D son ay,....a; entonces todo bloque es de la
forma (D)g = {a1g.....axg}. Para cada elemento d de G, distinto de la
identidad e, existen exactamente A pares ordenados (ai,a;) € D x D tales
que para algin ¢ € G. a;g =d y a;g = e, de ahi que d = aiaj'l. Por lo tanto
D ={ay,...,ax} esun (v, k, A) conjunto diferencia que satisface la condicién
(1).

Inversamente sea D = {a;,....ax} es un (v, k, A) conjunto diferencia de
elementos del grupo G de orden v que satisface (1). Sean z,y dos elementos
distintos de G, entonces ry~! = d es distinto de e, por lo tanto existen A
parejas ordenadas (a;,a;) tales que aiaj"1 =« = zy~ !, de ahi que a;'z =
a;ly = g y por lo tanto {r.y} C (D)g. La desigualdad de Fisher. probada
en el ultimo parrafo de la seccidn 5.1, garantiza que el diseno es simétrico.

Probemos ahora que la condicién (1) implica a la condicién (2). Sea M la
matriz de incidencia del diseno del desenvolvimiento de D. Si d es diferente
de e. va que el desenvolvimiento de D es un 2-disefio, cualesquiera dos blo-
ques tienen exactamente A puntos en comin (como puede verse calculando
MM' = (r — A1 + A1. donde I es la matriz identidad y 1 es la matriz
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que tiene todas sus entradas iguales a 1) por lo que existen exactamente A
bloques del desenvolvimiento de D incidentes con d y con e. Se obtienen
entonces exactamente A parejas ordenadas (a;, ;) tales que a;d = a;, por lo
tanto d = a; 'a;. Esto prueba que la condicién (1) implica la condicién (2).
Inversamente si suponemos la propiedad (2), los conjuntos {ai7,...,ar} y
{a;s,...,axs} tienen exactamente A elementos en comin. Por lo tanto estos
conjuntos son los bloques de un 2-(v, k, A) diseno. O

Ejemplo 6.3 Puede verificarse directamente que el desenvolvimiento del
conjunto diferencia D = {1,2,4} en el grupo aditivo Z7 = {1,2,3,4,5,6,7}
es el plano de Fano F, que difiere del que se ha mencionado anteriormente
sélo por la numeracién de sus puntos. Aplicando la permutacién (473) a los
puntos del desenvovimiento del conjunto diferencia obtenemos este diseno tal
y como se habia construido anteriormente.

Similarmente el diseno de puntos Z7, y bloques la familia de transladados

del conjunto diferencia {1,2, 3,5}, resulta ser el disefio de puntos y 6valos de
F.

Conviene recordar que de acuerdo a la seccién 4.1 un 2-(v, k, A) disefio
simétrico satisface las ecuaciones

b=v, k=r, k(k-1)=Av-1).

No es dificil convencerse de que si G es un grupo abeliano de orden v y
D = {a,,...,ax} es un k-conjunto de G, con v = k(k — 1) + 1, entonces D
es un (v,k,1) conjunto diferencia si v sélo si a;a; es diferente de q;a,,,, para
cualesquiera cuatro elementos distintos a;,a;,a;,am de D cont < jyl < m.

Ademds si a y b son dos elementos distintos de ¥7 entonces D = {a,b,2b—
a.4b—3a} es un (7,4, 2) conjunto diferencia y su desenvolvimiento es isomorfo
al diseno de puntos y 6valos del plano de Fano. Si a y b son dos elementos
distintos del grupo Fi; entonces D = {a,b,5a — 4b,2b — a} es un (11,5,2)
conjunto diferencia.

Teorema 6.3 [5:122] (Brauer) Sea S = (P.B) una estructura de inciden-
cia ¢on el mismo numero de puntos que de bloques y supéngase que la matriz
de incidencia es no singular. Entonces todo automorfismo de S fija tan-
tos puntos como blogues y tiene la misma estructura cilica en P que en B.
Ademds si G es cualquier subgrupo de Aut(S) entonces G tiene el mismo
numero de drbitas en los punios que en los blogues.
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Demostraciéon: Sea A una matriz de incidencia para S, no singular.
Cada automorfismo de S actiia como una permutacién en P y en B. Sean
Py R, respectivamente, las matrices de permutacion que repersentan dichas
operaciones. Entonces AP = RA y, como A es no singular, A7'RA = P; por
lo tanto P y R son matrices similares. Ya que el nimero de puntos fijos de
una matriz de pérmutacién es su traza, y matrices similares tienen la misma
traza, se sigue la afirmacion del teorema sobre los puntos fijos.

Sean n; y m; el nimero 6rbitas de puntos y de bloques, respectivamente,
de longitud 7. Hemos mostrado que n; = m;. Ahora probamos por induccién
que n; = m;: supdéngamos que n; = my, para 1 <17 < k. Si ¢ es un automor-
fismo de S, entonces ¥* fija > tn; puntos y 3 tm; bloques, donde la suma
se toma sobre todos los divisores t de k. Pero las matrices de permutacién
en puntos y bloques, asociadas naturalmente a ¥* son P* v R*, respectiva-
mente, estas matrices son similares, por lo que tienen la misma traza. Por lo
tanto Y tny = 3 tmy, asi que, por hipétesis de induccién kny = kmy., de ahi
que Ny = My.

Por ultimo, si G es un subgrupo de Aut(S), por el teorema de Burnside
(el ndmero de 6rbitas de un grupo de permutacién sobre un conjunto finito
es el numero de puntos fijos, por los elementos del grupo. dividido por la
cardinalidad del grupo, cf. [17;163]) y la primera afirmacién implican que el
numero de orbitas en puntos es el mismo que el de dérbitas en bloques. O

Aungque el problema de la enumeraciéon de todos los conjuntos diferencia
adn continua abierto existen dos métodos bien conocidos de construir conjun-
tos diferencia, (cf. [9;150],[22;170]), uno se describe aqui con detalle, en el
siguiente teorema. El otro método utiliza el concepto de residuo cuadratico.
por lo que estd fuera de la linea del presente trabajo.

Teorema 6.4 [22;156] Los hiperplanos de GP(n,q) forman un 2-dwserio si-
métrico ciclico, ademds los puntos en cualquier hiperplano determinan un
(v,k,X) conjunto diferencia, donde

v= (" = 1)/(g=1) F=("=1)/(g—1), y A= (""" = 1)/(g~1).

Demostracién: Sea « un elemento primitivo del campo F*'. v sex
f(z) = M) c:x el polinomio irreducible de a sobre Fy. Toda potencia de &
puede ser escrita como a' = ag + aj + - - - + a,a", con los a; en F,. Ya que
el orden de a¥ es ¢ — 1 tenemos Fg = {0.1.a", ..., ala=2vy
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Ya que para cada entero [, o!'*' = o'a’ y o' € Fy, las potencia a'. o
correspponden al mismo punto en GP(n,q), bajo el isomorfismo candnico
entre Fonn1 y F2T1, si y sélo si i = j (mod v). |

Definamos la funcién ¢ : Fjnr1 — F a1 por la relacion ¢(0) = 0, ¢(a*) =
a'*l. La correspondiente funcién de FZ“ en si mismo queda entonces deter-
minada por -

@ :(ag, ... ,an) — (—@nCo, Q0 — QnCl,y ..., Gn_1 — ApCn).

Esta funcién biyectiva es lineal, asi que envia puntos sobre puntos y t-espacios
sobre t-espacios. Ya que 1,q,...,a""! corresponden a puntos distintos de.
GP(n,q), é permuta los v puntos en un dnico ciclo. Ademds ya que v—g¢k =
1, v y k son primos relativos. Por lo tanto si ¢’ envia los puntos de un
hiperplano en si mismos entonces los permuta en ciclos cuya longitud es un
divisor de k. En efecto, pues si [] es un hiperplano que fija ¢’ y

¢1 lH: (a1 -ag )by ---byy) - (ur ),

ya que éjk = 1, y por la independencia de los ciclos

gy‘k lH: (ay -- ‘atl)k(bl .. .bt2>k (1 '“ut,)k,

y debemos de tener entonces que cada uno de los ¢; divide a k. Pero como
#* = 1, también debe cumplirse que los ; dividen a ¢, esto sélo es posible si
t; =1, i=1,2,...,l. Deahique ninguna potencia de c3 excepto la identidad,
fija un hiperplano, por consiguiente ¢ debe permutar los hiperplanos en un
ciclo de longitud v. ©

Definicién 6.4 Una matriz circulante es una matriz n x n cuyo (i + 1)-
ésimo renglon es un corrimiento ciclico del 1-éstmo renglon.

Obviamente si D C Z, es un (v,k,A) conjunto diferencia, la matriz de
incidencia de su desenvolvimiento es una matriz circulante. La afirmacidn
reciproca también es vdlida. En efecto sea D un 2-(v. k. A) disefio simétrico
cuya matriz de incidencia es circulante. Supdngase que los puntos son los
elementos de Z, y dendtense los bloques como By, By....,By_;. Si By =
{a1,...,ax} entonces, por la propiedad circulante de la matriz de incidencia,
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B; = {a; +i,...,ar + ¢}. Para todo elemento d no nulo de Z, existen A
bloques que contienen a 0 y a d, esto es, el sistema

al+j:da a'm'i']zo

tiene A soluciones, por lo que existen A parejas (a;, a,,) tales que a; —a,,, = d,
lo cual es equivalente a decir que By es un (v. &k, A} conjunto diferencia.

L a sigulente proposicién indica cémo obtener cédigos auto-ortogonales a
partir de disenos simétricos.

Proposicién 6.4 [46;120] Sea M la matriz de incidencia de un 2-(v,k, \)
diseno simétrico D = (P, B).

1) Stk = A= 0 (modp) entonces Cp(D) es un cddigo auto-ortogonal.

2) Para kK 4+ 1= A =0 (mod p), sea G la matriz v X 2v cuyas primeras
v columnaes constituyen la matriz identidad y cuyas dltimas v columnas son
las columnas de M. Entonces G es la matriz generadora de un [2v,v] cédigo
auto-ortogonal.

31 Si A esimpar yk es par sea G la matriz (v+1) x(2v+2) cuyas primeras
v+1 columnas constituyen la matriz identidad, cuya columna (v+2) consiste
de un cero en el primer renglén y unos en todos los demds, y cuyas ultimas
v columnas son aquellas de M a las cuales se les ha anadido superiormente
un uno. Entonces G es la matriz generadora de un [2v + 2,v + 1] cédigo
auto-ortogonal.

Demostracién: La prueba de (1) y (2) es clara. para probar (3) basta
notar que k(k — 1) = A(v — 1) implica que v es impar. O

2 Los 2-(16.6,2) disenos.

6.2.1
Sea G = Zin x Zig entonces
D = {00,01,02.05,10,16} y E = {00.01.10,12,15.16}

sont [16.6.2) conjuntos diferencia. Si @ = {%1.£i. +j, +k} es el grupo de
cuaterniones y H = Q x Z, entonces D = {10.¢0.j0,£0,11, —11} también
es un (16, 6.2) conjunto diferencia.

Sea ha probado que, salvo isomorfismo, los anteriores son todos los (16, 6, 2)
conjuntos diferencia (ver [27]).
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Esta seccién estd basada en [7] por lo que se omitirdn las indicaciones de
las referencias.

Si C es un cédigo binario auto-ortogonal, i.e. C C C+, entonces la funcién
¢ : &> (1/2)ps(€) (moed 2), donde ps(-) es el peso de Hamming, estd bien
definida. Estéd funcidén es una transformacién lineal de C' en Fy, pues para
€1, 6 € C la condicidn ¢ - & = 0 implica que estos vectores tienen un nimero
par de entradas “1” en comin. El nicleo de ¢ es el conjunto de vectores en
C cuyo peso es congruente con 0 médulo 4. Este subespacio se denotard por
kerC. Obviamente kerC = C o kerC es de codimensién 1 en C' dependiendo
si ¢ es la funcién cero o no lo es.

En lo que sigue se denotrd como sop(Z) el soporte del vector Z, es decir
el conjunto de las posiciones coordenadas donde Z tiene entradas no cero.

Proposicién 6.5 Sea C el cddigo binario asociado a un 2-(16,6,2) disenio,

entonces C es auto-ortogonal y su dual tiene distancia minima al menos iqual
ad.

Demostracion: Que el cédigo es auto-ortogonal es inmediato, pues dos
bloques distintos en un 2-(16,6,2) disefio tienen exactamente 2 puntos en
comun, como puede verificarse calculando MAM?, con M la matriz de inci-
dencia del disefio (ver la demostracién al teorema 6.2). Sea ¥ € C'* un vector
arbitario en el cédigo dual, y sea p € sop(7). Cada uno de los seis bloques
incidentes con p cortan al soporte de v en un nimero par de puntos y por
lo tanto al menos dos veces. Pero como cualesquiera dos puntos son inci-
dentes con exactamente dos bloques se sigue que | sop(~) | =1 > 3. v de ahi
| sop(T) |> 4, con esto concluye la prueba. O

Ya que el vector todo-uno, 1, estd en C*, ningiin vector en C* tiene peso
14, pues de lo contrario su suma con el vector todo-uno tendria peso 2 lo cual
contradice la proposicién anterior.

Lema 6.1 Sea S un conjunto de tres puntos de un 2-(16,6,2) diseno y
supdngase que By, By, Bs son tres bloques distintos in.identes con ezacta-
mente dos puntos de S. Entonces la suma, mddulo 2. de los vectores de in-
cidencia de estos tres bloques tiene peso 6 ¢ 10. Ademds si S estd contenido

en un bloque C' y el peso es 10 entonces el vector de peso 10 es el vector de
wnidencia del complemento de C.
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Demostracion: La prueba al teorema 6.2 muestra que cualesquiera dos
bloques del diseno tienen en comun exactamente dos puntos, este hecho se
utilizard en la presente demostracion.

Sea x;, ¢ = 0,1,2,3 el nimero de puntos no en S en exactamente 7 de los
tres bloques By, By, Bs. Entonces

To+ T + 2o+ 23 = 13,

pues esta ecuacién cuenta precisamente los puntos fuera de S. Si z3 > 3
entonces existen al menos 2 puntos en tres bloques. lo cual contradice los
parametros del disenio, de ahi que z3 =0 6 1. Si z3 = 0, ya que cualesquiera
dos bloques se cortan en exactamente A = 2 puntos se sigue que Iy = 3;
pero k = 6 implica que cada bloque tiene 2 puntos en S. v 2 puntos en
comun con cada uno de los bloques por lo que x; = 6, y g = 4. Supdngase
ahora que r3 = 1, repitiendo el razonamiento anterior se obtienen los valores
oy =10. 13y =9, 79 = 3. Esto prueba la primera parte del lema.

Si1.S € Cvel pesoes 10. los tres puntos fuera de los tres bloques es ' — S
v el vector de peso 10 consiste de lo puntos no incidentes con C. O

Lema 6.2 St C es el codigo binario de un 2-(16,6,2) diserio entonces 1 € C.

Lema 6.3 St C es el cddigo binario de un 2-(16.6.2) diseno entonces C
contiene al menos 30 vectores de peso 8.

Demostracién: Si A es un bloque entonces la suma médulo 2 de los
vectores de incidencia de A v cualquier otro bloque es un vector de peso 8.
Con esto se obtienen 15 vectores de peso 8. pero como 1 € C se obtienen
otros 15 vectores del mismo peso, por complementacion. Para ver que estos
vectores son distintos basta con notar que si B es un bloque distinto de A

Leooplrt =t e A =4y Jeop(et =P =) N A =20

Teorema 6.5 Sea C' ¢l cadigo binario de un 2-(16.6,2) diseno. entonces
6 < dim(C < 3. adernds criste un dnico de tales disefios con dimiC') = G.
Lo denotaremos por Bs.

Demostracidén: Ya que C es auto-ortogonal su dimensidén es no mayor
que &. Por los dos lemas anreriores su dimension es no menor gi.e G {pues tiene
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al menos 16 vectores de peso 6, 30 vectores de peso 8, 16 vectores de peso
10, uno por cada uno de peso 6, y ademds a los vectores cero y todo-uno).
Si dim(C) = 6 su distribucién de peso queda determinado y el polinomio
enumerador de peso de kerC es z° + 30z® + z'®. Es sencillo verificar que
tanto los cédigos binarios de Hamming, y sus cédigos extendidos son unicos,
salvo equivalencias; y de ahi deducir que el dnico cédigo con la distribucién
de peso anterior es el cédigo de Reed-Muller RM(1,4) = (H4)*. Denotemos
por H el cédigo dual de kerC, el polinomio enumerador de peso de este codigo
es, por la ecuacién de MacWilliams descrita en el teorema 2.9, pag. 25:

20 + 140z* + 448z° + 87028 + 44820 + 1402% + 21°.

Témese cualquier vector de peso 6 de H, digamos ¥, entonces Fo? + H* es
un (16, 6] cédigo binario. Ya que ningin vector de peso 8 en H* tiene su
soporte ajeno de sop(¥) (pues ningiin vector en H tiene peso 14), cada vector
de peso 8 intersecta a sop(¥) en dos o cuatro puntos. Obviamente 15 cortan
en 2 puntos y 15 en 4 puntos (pues si @ corta en 4 entonce @ + 1 intersecta
en 2), asi se obtienen 15 vectores de peso 6 y 15 de peso 10. Por lo tanto
F.9 + H* tiene al menos 16 vectores de peso 6, los 15 anteriores v ¥, al
menos 16 vectores de peso 10 y por el lema anterior, al menos 30 vectores de
peso 8. Se tienen entonces todos los vectores de Fo¥ + H* y su polinomio
enumerador de peso es

2% + 162° + 302°% + 1621° + 216,

Ya que no existen vectores de peso 4 6 12 los soportes de dos distintos vectores
de peso 6 se intersectan exactamente en dos puntos. Se tiene entonces un
2-(16, 6, 2) disefio y cualquiera de estos es obtenido de esta forma de H, pues
el cédigo de cualquiera de estos disefios contiene al cédigo HL. Ya que el
grupo de automorfismos de H es transitivo en los vectores de peso 6 (probado
por los autores de la referencia [7]), el 2-(16,6.2) disefio de dimensién 6 es

dnico. O
Corolario 6.4 Los 448 vectores de peso 6 de ker(C)~ generan naturalmente
28, 2-(16,6,2) diserios isomorfos. Por lo tanto es posible construir explici-
tamente 2-(16,6,\) diserios para A =2i, i =1,2..... 28.

Si Ag = Cy(Bs) entonces H+ = kerAs C As C A C H.
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Proposicién 6.6 Sea T un vecior de peso 6 de Af — As. El polinomio enu-
merador de pesos de Ay = Ag + FuU es
2+ dat 4+ 3220 4 540® + 32010 4 42t 4 216

Demostracidn: Claramente A; es auto-ortogonal y de dimensién 7. Por
otra parte sop(T) no puede intersectar a cada uno de los 16 bloques de Bg
exactamente dos veces, pues de lo contrario t = A = 2 implicaria que los 15
distintos 2-subconjuntos de sop(7) estan en exactamente 15 x 2 = 30 bloques.
lo cual es imposible. Entonces existe un vector w € Ag de peso 6 cuvo soporte
intersecta a sop(T) en cero o cuatro puntos. Sea b el vector de peso 1 el cual
es W+ U o su complemento.

Sea H el cédigo definido en el corolario precedente. Por el teorema de
Assmus-Mattson, teorema 4.4, los 30 vectores de peso 8 de H* sostienen
un 3-(16. 8, 3) disefio, de ahi que cualesquiera tres 1's de b determinan tres
vectores de peso 8 de H+. digamos 77, @ v 3. Estos tres vectores deben tener
prescisamente cuatro 1's en comin y, ademads deben de ser precisamente los
cuatro 1's correspondientes a b. pues este vector ¢s ortogonal a cada uno de
los tres vectores. Se tienen entonces 4 vectores en As de peso 4. a saber
6, b+ T, b+ Ty ¥ b+ T3, cuva suma es 1.

Ya que kerAs es de dimensién 6 v claremente es Fob + H+. los cuatro
vectores de peso cuatro que encontramos son todos. El polinomio enumera-
dor de pesos de kerA; resulta entonces:

3 9 :
e art 540" 40 2

De éste es sencillo calcular que A7 tiene 54 vectores de peso 8. Ademads en 7
existen al menos 32 vectores de peso 6. los 16 de Ag v los 16 de Fot' -~ H~. v
por complementacién también tiene al menos 32 vectores de peso 10: por 1o
tanto. todos los vectores de A; v su polinomio enumerador de pesos resulta
como se enuncia en la proposicion. O



Apéndice: Lineas de investigacion

Una investigacién futura puede estar dirigida hacia las siguientes cues-
tiones:

1.- Encontrar una relacién entre los c¢6digos binarios de Hamming, su
cédigo dual, los disefios GP(r, 1,2) y el simplejo asociado al cédigo dual.

2.- Es bien conocido que si 0 < 7 < m, entonces

RM(r,m) = RM(r,m — 1) RM(r — 1.m — 1),

donde @ denota la construccién | @ | @+ v |, (cf. [43]). Generalizar este
hecho al caso g-ario.

3.- Determinar completamente las bases para cddigos asociados a geome-
trias finitas.

4.- Ya que los cédigos generalizados agujerados de Reed-Muller son ciclicos
encontrar, si existe, una relacién ente su polinomio generador y la geometria
finita cuvo cédigo contienen.

5.- No parece existir en la literatura un trabajo profundo sobre los con-
juntos diferencia y sus cddigos, es més ni tan siquiera se han determinado
todos los conjuntos diferencia. Puede hacerse invastigacion en esta direccién
v en particular dirigida a determinar bajo que condiciones una matriz cir-
culante es la matriz generadora para un cédigo ciclico y el significado de
esta condicidn en el conjunto diferencia correspondiente, cuando existe tal
correspondencia.

6.- Hasta hace poco sdlo se conocian los cédigos de Reed-Muller v los
cédigos de Reed-Muller generalizados afines, esto es tales que la funcién
ev evalua ciertos polinomics sobre todos los puntos de una geometria afin.
Fue A.B. Sorensen (cf. [50]) quien, en su tésis doctoral, definié los cédigos
proyectivos de Reed-Muller, en los cuales la funcién ev evalia polinomios
homogéneos sobre los puntos de una geometria provectiva. Sin embargo atn
no se ha estudiado la relacién existente entre la geometria proyectiva y estos
codigos. como se hizo para los cddigos de Reed-Muller afines. Es mds en
la actualidad se estd haciendo investigacién sobre otros tipos de cédigos de

‘Reed-Muller. en los cuales la funcidn ev sélo toma un subconjunto propio ya
sea de una geometria afin o proyectiva con alguna propiedad particular, por
ejemplo ser el conjunto solucién de una ecuacién.
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