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Resumen.

El transporte convectivo provocado por gradientes de temperatura y/o concentracion
frecuentemente se encuentra en problemas de la ingenieria quimica. En particular, la situacion
es importante cuando este tipo de transporte se presenta en cavidades, sean cerradas o abiertas.
La mayor parte de los estudios de conveccion natural reportados son para sistemas de una fase
0 un medio multifasico homogéneo. Sin embargo, muchos de los problemas en ingenieria
quimica se refieren al intercambio de masa, energia y cantidad de movimiento entre un fluido
(region 1) y un medio poroso (region I1).

La complejidad de los modelos para este sistema aumenta, debido a que es necesario
considerar las ecuaciones de transporte en cada region y las condiciones de frontera que las
acoplan. Al respecto, la mayoria de los estudios realizados previamente se refieren a sistemas
en los que existe solo transporte bidimensional. Asi, como la mayor parte de los estudios
encontrados en la literatura se limitan a sistemas de una sola fase, hay también pocos estudios
que se refieren a la validez de las condiciones de frontera que se han usado. De esta manera el
desarrollo de modelos para el transporte entre un medio poroso y un fluido, en términos de
ecuaciones diferenciales y condiciones de frontera, no es trivial.

Motivado en lo anterior, el presente trabajo tiene como objetivo el desarrollo, solucién
y pruebas numéricas de dos modelos para el proceso de conveccion natural en una cavidad
ocupada parcialmente por un medio poroso en términos de ecuaciones de medio efectivo. En
el andlisis numérico se imponen gradientes de temperatura y concentracion para analizar el
efecto sobre los coeficientes de transferencia de los dos modelos mencionados y de la
naturaleza bidimensional o tridimensional del transporte.

Los objetivos especificos del presente trabajo son:

1. El estudio del fendmeno de conveccién natural tridimensional en cavidades fluido-medio
poroso.

2. El desarrollo de un modelo de difusion doble con transporte bidimensional, y
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3. El desarrollo de la condicion de salto en la interregion fluido-medio poroso para
transferencia de masa.

La presentacion del trabajo se estructura en cinco capitulos y tres apéndices. A
continuacion se da una breve descripcion de cada uno de ellos.

En el Capitulo 1, se presenta una revision bibliografica de los diversos temas alrededor
de este trabajo, considerando: flujo en cavidades, flujo en medios porosos, conveccion natural
en sistemas con una region, en sistemas con dos regiones y flujo tridimensional. También se
revisan trabajos enfocados al estudio de difusion doble y acoplamiento de ecuaciones en
ambas regiones.

En el Capitulo 2, se establece el sistema fisico y las simplificaciones impuestas para el
analisis de la conveccion natural considerando un sistema en tres dimensiones; posteriormente
se plantean las ecuaciones de transporte de energia, masa y cantidad de movimiento utilizadas
para establecer dos modelos que consideran el transporte en cada una de las regiones. El
primer modelo utiliza la ecuacion de Darcy con la correccion de Brinkman, mientras que el
segundo considera solamente la ecuacion de Darcy para la transferencia de cantidad de
movimiento en la region porosa, ocasionando que para la condicion interregional se requiera
la condicion semi-empirica de Beavers y Joseph. Al final, se presentan en forma de resumen
las ecuaciones que conforman cada uno de los dos modelos tridimensionales.

En el Capitulo 3, se presenta el esquema para la solucion numérica de las ecuaciones
diferenciales parciales (EDP) que conforman los modelos; esto incluye la discretizacion de las
EDP y la descripcion del esquema numérico.

En el Capitulo 4, se presentan las pruebas realizadas con el modelo computacional,
ellas incluyen el analisis del efecto sobre la conveccion natural de los grupos adimensionales

de Rayleigh (Ra), Darcy (Da) y Lewis (Le).

En el Capitulo 5, se presentan las conclusiones y perspectivas relacionadas al estudio
presentado en los capitulos 3y 4.

El desarrollo de las condiciones de salto para la transferencia de masa y las ecuaciones
promedio utilizadas se presenta en los Apéndices A y B respectivamente, en el Apéndice C se
reporta el desarrollo del modelo bidimensional para el proceso de conveccidén natural
ocasionada por gradientes simultaneos de masa y temperatura en una cavidad con un fluido y
un medio poroso en la parte inferior, finalmente, en el Apéndice D se muestran las formas
discretizadas en diferencias finitas para las derivadas involucradas en el modelo
computacional.
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Como aportaciones importantes del trabajo se tienen:

e EI desarrollo de un modelo que considera los efectos tridimensionales en la
formulacién vorticidad-vector potencial para el modelado de flujo convectivo en
cavidades fluido-medio poroso, considerando la ley de Darcy o la correccion de
Brinkman para representar el flujo en el medio poroso.

e Los resultados para la formulacion tridimensional de los efectos de los nimeros de
Rayleigh, Prandtl y Lewis sobre el fendbmeno de conveccion natural. Estos resultados
se comparan con los obtenidos mediante un modelo que considera sélo efectos
bidimensionales.

e El andlisis de la ecuacion de transferencia de masa (considerando difusion y adsorcion)
en la frontera entre un fluido homogéneo y un medio poroso, partiendo de las
ecuaciones usualmente utilizadas. El desarrollo ha impuesto la condicion de
continuidad en la frontera para la concentracion del soluto y se derivé una condicion
de salto para el flux que asegura el cumplimiento de la ecuacion generalizada para el
transporte de masa.
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Lista de Simbolos.

A . B
= ; Area interfacial por unidad de volumen (m™).

= Ay, Area de la interface o dentro de la region macroscopica (mz).

Area de entradas y salidas de la fase S en la frontera de la region
macroscopica (n).

=A,; Area de la superficie de separacion contenida en el volumen V, (mz) .
Concentracién dimensional (mol /ms).

Concentracion puntual en la fase i (mol /m’).

Concentracion superficial de A (mol /m3) .

=C, —<CA>ﬁ; Desviacion espacial de la concentracion en la fase g (mol /m3).
gﬁ<CA>; Promedio intrinseco de la concentracion en la fase g (mol /m3).
Promedio superficial de la concentracion en la fase S que es determinada por
las ecuaciones que sean validas en la region homogénea 7 (mol /mg).
Promedio superficial de la concentracion en la fase S que es determinada por
las ecuaciones que sean validas en la region homogénea @ (mol /ms).
Concentracion promedio interfacial (mol /).

Capacidad calorifica volumétrica de la fase g (J/m’K ).

Capacidad calorifica volumétrica de la fase o (J /m3K) :

Exceso superficial de la capacidad calorifica de acumulacion (J /mgK) .

Exceso superficial de la capacidad calorifica (J /m3K) :

gﬂ(pCp)ﬂ+ga(,0Cp)a] : - "
= ; Capacidad calorifica volumétrica ponderada por la

(p)

fraccion masica (J/Kg K).
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C.. Capacidad calorifica volumétrica ponderada por la fraccion masica para la
region w (J/Kg K).
C., Capacidad calorifica volumétrica ponderada por la fraccion masica para la

region 7 (J/Kg K).

D Diametro del volumen promedio teniendo la forma de un disco (m) :
D Tensor difusividad (m’/s).

D, Tensor dispersivo (m’/s).

D* Tensor dispersivo total (mzls).

Da = L%; NUmero de Darcy.

D, Representa el coeficiente de difusion de la mezcla en la fase g (m2 /s).
g’ Aceleracion de la gravedad (m/s’).

g Tensor gravedad (m/s’).

K Permeabilidad del medio poroso (m*).

Keg Coeficiente lineal de distribucion de equilibrio (m).

k, Conductividad térmica (J/msK).

K = (aﬁ )“’ ; Relacion de difusividades térmicas.

’ ) (“ﬁ ),7
(), (o)

Le Le = , Le, =——"; NUmero de Lewis .

" (Dﬂ)n D,

Longitud caracteristica asociada con la funcion genérica y , (m).

Longitud caracteristica asociada con el gradiente de la funcién genérica y ,

wl
(m).
7 Volumen de la fase S contenido dentro del volumen promedio (m3).
C Curva cerrada situada en la superficie divisoria de regiones.
o Longitud de arco a lo largo de la curva C (m).
S Grosor de la regién de salto (m).
N Relacion de flotacion.
Nu Numero de Nusselt.
N, =-n_,; Vector normal unitario en la direccion de la fase f alafase o .
N, Vector normal unitario en la direccion de la fase g ala fase o .
n,, =-n,,; Vector normal unitario dirigido de la region « hacia la region 7.

IX
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Vector normal unitario tangencial a la superficie divisoria y normal a la curva

C.
=l-n_n

on’ "on?

= L; Numero de Prandtl.

Pp (“ﬂ ),,
Presion en la fase g (Pa).
Presion dimensional en la region fluida.

Tensor proyeccion.

= gﬂe—ATLi ; Nimero de Rayleigh para la ecuacién de energia.
(a ),7 Ve
9B,ACL : y .
=—>"—"—: Numero de Rayleigh para la ecuacion de transferencia de masa.
(Dﬂ)ﬂ Ve
Numero de Sherwood.
Tiempo (s).

Temperatura en la fase B (K).

Promedio superficial de la temperatura en la fase S (K) .
= gﬂ<Tﬂ> ; Promedio intrinseco de la temperatura en la fase g (K).

=T, —<Tﬂ>ﬁ; Desviacion espacial para la temperatura en la fase S (K) :
Temperatura en la fase o (K).

Promedio superficial de la temperatura en la fase o (K) :

= ¢,(T,); Promedio intrinseco de la temperatura en la fase o (K).

=T —<T6>6 ; Desviacion espacial para la temperatura en la fase o (K) .
Promedio espacial de la temperatura determinado por la ecuacién que es valida

en la parte homogénea de la region o (K).

Promedio espacial de la temperatura determinado por la ecuacion que es valida
en la parte homogénea de la region 7 (K).

Velocidad en la fase g (m/s).

Promedio superficial de la velocidad en la fase 8 (m/s).
= gﬂ<vﬂ> ; Promedio superficial de la velocidad en la fase g (m/s).

=V, —<vﬂ>ﬂ; Desviacion espacial de la velocidad para la fase g (m/ s).
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Promedio superficial de la velocidad para la fase s, determinado por
ecuaciones que son validas en la parte homogénea de la region  (m/s).

Promedio superficial de la velocidad para la fase s, determinado por
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Bo
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Capitulo 1
Revision Bibliografica.
1.1 Introduccion.

El flujo por conveccion natural se presenta cuando se generan fuerzas de flotacion
debido a un gradiente de temperatura y/o concentraciéon en una cavidad, (Leonardi, 1984). La
importancia que ha adquirido este fendbmeno en afios recientes ha obligado a que los avances
sean especificos para cada problema particular tanto en el aspecto fisico, geométrico, métodos
de solucién, y condiciones de frontera entre otros aspectos.

Considerando que uno de los objetivos del presente trabajo es desarrollar un modelo
tridimensional para la conveccion natural en un sistema fluido-medio poroso, en el presente
capitulo se presenta una revision bibliografica, cuyo objetivo es analizar las alternativas que
se han utilizado para plantear y resolver dicho problema, ya sea bidimensional o
tridimensional; considerando una o dos regiones, asi como las diferentes alternativas
numéricas para su solucion. Para ello se presenta una revision bibliogréfica que se ha dividido
en los siguientes temas:

1) Flujo convectivo en cavidades: Se muestran los trabajos publicados para analizar la
conveccion natural en sistemas considerando dos o tres dimensiones, en cavidades
que contienen un fluido.

2) Flujos convectivo en medios porosos: Se presentan los trabajos que consideran un medio
multifasico homogeéneo en el fendmeno de conveccidn natural.

3) Flujo en cavidades fluido-medio poroso: Considera los trabajos que resuelven el
problema de conveccion libre en cavidades formadas por un fluido y un medio
poroso, la mayoria de lo trabajos reportados cubren solo cavidades
bidimensionales.
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4) Fendmeno de difusion doble: La revision abarca los trabajos bidimensionales realizados
al fendmeno de conveccion natural provocado por gradientes simultaneos de
temperatura y de concentracion en cavidades con un fluido o un sistema fluido-
medio poroso.

5) Condiciones para acoplar las ecuaciones en sistemas multirregionales. Se presentan los
trabajos que muestran las diferentes formas que se han utilizado para acoplar las
ecuaciones de transporte (basicamente la ecuacion de transferencia de cantidad de
movimiento) en un sistema fluido-medio poroso.

En cada uno de los temas en que se ha dividido la revision se presenta una pequefa
introduccion para analizar su aplicacién y posteriormente una revision de los trabajos
publicados, finalmente como conclusion del capitulo se presentara un resumen para mostrar
los aspectos que se consideran en el problema que se aborda en este trabajo.

1.2 Flujo convectivo en cavidades.

El analisis de flujo convectivo en cavidades tiene muchas aplicaciones tecnolégicas en
ingenieria térmica, tales como el enfriamiento de mecanismos electronicos, aislamiento
térmico de edificios, sistemas de almacenamiento de energia, colectores de energia solar,
seguridad en reactores nucleares y compartimientos de seguridad para incendios. Otras
aplicaciones estan relacionadas a ventanas de doble cristal para aislamiento térmico, cavidades
de aislamiento edificios (Ciofalo y Karayiannis, 1991; Kelkar y Patankar, 1990). El problema
es de igual forma interesante para los geofisicos en simulacién de las condiciones reales de
movimiento de fluido como resultado de las fuerzas de flotacion por gradientes de temperatura
dentro de los pozos.

Batchelor (1954) fue uno de los primeros autores en establecer la formulacion
matematica para flujo en cavidades, por limitaciones de cémputo, en su trabajo sélo se
proporcionaron soluciones aproximadas. Poots (1962) realizé calculos manuales y mostré las
primeras gréficas para isotermas y lineas de corriente dentro de una cavidad. Hellums y
Churchill (1962) desarrollaron célculos numéricos y compararon sus resultados con datos
experimentales obtenidos anteriormente por Martini y Churchill (1960). Posteriormente
Ostrach (1967) realizo calculos para valores altos de Numero de Rayleigh, en ese mismo afio
Samuels y Churchill (1967) usaron el método de diferencias finitas para calcular la
inestabilidad hidrodinamica debido a la conveccidn natural en una region cerrada rectangular
horizontal. En estos primeros trabajos la conveccion natural es descrita por las ecuaciones de
conservacion de masa, energia y cantidad de movimiento. Los célculos que se presentan
suponen que el movimiento del fluido es bidimensional y se utilizan ecuaciones basadas en la
formulacion funcion de corriente-vorticidad.
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Posteriormente, Leonardi en 1984 presenta un trabajo que considera los efectos
tridimensionales, el autor realizé un estudio numérico de los efectos que se tienen en la
conveccion natural al variar las propiedades de un fluido almacenado en un contenedor
rectangular; Las pruebas numéricas se realizaron para aire y agua como fluidos y los efectos
que se analizaron estan relacionados con la variacion de densidad, presion, viscosidad y
conductividad térmica. Los resultados muestran que todas estas propiedades tienen efectos
importantes sobre el flujo y perfiles de temperatura para cavidades que contienen aire,
mientras que para aquellas que contienen agua, sélo la densidad y viscosidad tienen un efecto
considerable. Continuando con los estudios en tres dimensiones, Le Peutrec y Lauriat (1990)
consideraron los efectos de la transferencia de calor por conveccion natural en las paredes
laterales dentro de cavidades, los autores investigaron los efectos de las pérdidas de calor por
conduccidn en las paredes laterales, los resultados reportados por estos permiten evaluaciones
cuantitativas de los efectos de las pérdidas de calor a los alrededores.

Aunque desde 1980 se tenian soluciones numéricas para cavidades tridimensionales,
los estudios en dos dimensiones continuaron presentandose, aunque ahora los estudios se
realizaron para aspectos especificos del fendmeno, asi pues, Barakos y col. (1994) al igual que
Hanjalic (1994) realizaron estudios para analizar la transicion de flujo laminar a turbulento en
una cavidad bidimensional, mientras que Bian y col. (1994) y Martins-Costa y Saldanha de
Gama. (1994) analizan los efectos de la conveccion natural en la cercania de las paredes,
Poujol y col. (2000) presentan un estudio experimental para la conveccién natural en una
cavidad cubica, los autores enfocan su estudio a fluidos con alto numero de Prandtl (230), los
resultados experimentales fueron comparados con la solucion numérica de las ecuaciones
gobernantes en un sistema bidimensional, Prud"homme y col. (2003) realizaron estudios de
estabilidad numérica para una cavidad vertical bidimensional sujeto a diferencias de
temperatura en las cuatro paredes, estableciendo los rangos del nimero de Prandtl para los
cuales se presenta estabilidad; Dong. y Li (2004) analizan el método vorticidad-funcién de
corriente para analizar la transferencia de calor en el proceso de conveccién natural aplicado a
geometrias complejas.

Respecto a los estudios numéricos para el analisis de la conveccion en cavidades, se
puede observar que se enfocan al andlisis de varios aspectos del flujo confinado, dentro de
éstos se encuentran las interacciones entre las partes cercanas a las fronteras con las partes
medias (Aziz y Hellums, 1985; Ostrach, 1988), los efectos geométricos de las cavidades como
el relacion de aspecto y la inclinaciéon (Bennacer y Gobin ,1996; Catton, 1978; Hoogendoorn,
1986; Fusegi y Hyun, 1994), mejoras a los métodos numericos basados en la discretizacion en
diferencias finitas (Ding y col., 2004) y consideraciones a modelos en tres dimensiones para
bajos numeros de Prandtl (Wakitani, 2001).

Los avances en el campo computacional han contribuido a que en afos recientes los
estudios numeéricos se enfoquen a la utilizacion de métodos combinados o0 mejoras a los
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utilizados tradicionalmente. Como ejemplos se tiene que Peng y col. (2003), utilizan un
método al que denominan “modelo térmico de Lattice Boltzmann” para simular la
conveccion natural en una cavidad tridimensional, mientras que Colomer y col. (2004),
utilizan el “meétodo de ordenadas discretas” para encontrar la solucion del mismo problema.
Por otra parte Ding y col. (2004) utilizan un metodo combinado de expansion en series de
Taylor con minimos cuadrados ponderados para analizar el flujo convectivo en una cavidad
bidimensional. Adicionalmente Wakashima y Saitho (2004) utilizan un método tiempo-
espacio de alto orden para analizar los efectos del NUmero de Rayleigh en una cavidad
tridimensional conteniendo aire.

La revision realizada a flujos en cavidades muestra que se cuenta con una solucion del
problema general, esta solucién se ha incluido en paquetes de computo comerciales de
dindmica de fluidos, de igual forma, se han publicado textos con revisiones de los
fundamentos de flujo convectivo en cavidades (Kaviany, 1991; Nield y Bejan, 1992), sin
embargo, la vigencia del problema es evidente con la publicacion de estudios recientes, estos
avances se enfocan a reducir el tiempo de computo, a explorar nuevos metodos de solucion o
analizar detalles de la transferencia en las proximidades de las paredes.

1.3 Flujo convectivo de calor en medios porosos.

La transferencia de calor por conveccion en un medio poroso saturado con un fluido,
ha adquirido una atencion considerable en las décadas recientes debido a su relevancia en una
amplia gama de aplicaciones, tales como: Disefio de aislamientos térmicos, almacenamiento y
preservacion de granos y cereales (Jiménez-lIslas y col. 2004; Jiménez Islas, 1999) y la
explotacion eficiente de yacimientos petroliferos. De igual forma, muchas operaciones
industriales en las areas de ingenieria quimica, bioquimica y metaldrgica involucran el paso de
un fluido a traves de un lecho empacado con particulas sélidas, lo anterior para obtener areas
de contacto interfacial fluido-solido o bien un mejor mezclado de fluido. Algunos ejemplos
tipicos de aplicaciones que involucran a tales sistemas incluyen reacciones heterogéneas con
catalizador y cromatograficas, sistemas de filtracion, torres empacadas de adsorcion y
destilacion, filtros empacados, migracion de desechos radiactivos a traves del suelo entre otras
(Greenkorn, 1983; Nield y Bejan, 1992).

En 1984, Prasad y Kulacki (a,b) presentaron uno de los primeros trabajos que
consideran la geometria y los efectos basicos en el fendmeno de conveccion natural en medios
porosos, los estudios se realizaron en una cavidad bidimensional conteniendo medio poroso
inmerso en un fluido, los autores consideraron una cavidad rectangular sometida a un
gradiente de temperatura en sus paredes laterales, asi como el efecto de una fuente calorifica
en una pared lateral. Posteriormente Prasad (1987) analiza el efecto de la generacion
volumétrica de calor para un sistema con las mismas caracteristicas fisicas utilizadas en sus
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trabajos de 1984. En todas las publicaciones anteriores la solucién numérica del problema se
obtiene mediante el método del volumen finito de control (Patankar, 1980), los autores
reportan los efectos del nimero de Rayleigh para medio poroso y del aspecto geométrico
sobre patrones de flujo, las isotermas, el numero de Nusselt promedio, asi como un analisis de
la generacion del flujo multicelular.

La mayoria de los estudios efectuados para analizar el fendmeno de conveccion natural
en un medio poroso, toman como ecuacion de transferencia de cantidad de movimiento la Ley
de Darcy (Whitaker, 1986). No obstante, se reconoce que los efectos no Darcianos son
significativos en materiales de alta porosidad y permeabilidad (Lauriat, 1989). Existe un
numero considerable de estudios que han considerado estos efectos, entre ellos se pueden
mencionar los trabajos reportados por Hsu y Cheng (1985) y Kim y Vafai (1989), en ambos
casos se estudiaron los efectos de frontera basados en la correccion de Brinkman a la ecuacion
de Darcy. Por otro lado Bejan y Poulikakos (1984) y Plumb y Huenefeld (1981), han utilizado
la correccion de Forschheimer a la ecuacion de Darcy para incluir los efectos inerciales.

Varias aplicaciones relacionadas con el medio poroso requieren de un analisis
detallado de la transferencia de calor por conveccion en diferentes geometrias (Prasad y Chui,
1989; Jimenez-Islas y col., 1999), orientaciones y configuraciones (Prasad y col., 1985; Dong
y Li, 2004).

De igual forma, la aplicacion de la conveccion en medios porosos asociado con tejidos
bioldgicos ha mostrado gran interés, como ejemplo se tienen los trabajos presentados por:
Dash y col. (1996); Preziosi y Farina (2002); Shih y col. (2002); Nield y col. (2004);
Kuznetsov y Jiang (2001) y Kuznetsov y Avramenko (2002). Una revision sobre los trabajos
que abarcan este tema la realizaron Khaled y Vafai (2003), en éste se realiza una division de
las aplicaciones de la conveccidn en tejidos biologicos.

La dependencia con el tiempo en el proceso de conveccion natural en una cavidad
bidimensional fue estudiada por Saeid y Pop (2004), los autores reportan el tiempo para
alcanzar el estado estacionario en funcion del Ndmero de Rayleigh, la cavidad analizada
considera el gradiente de temperatura en las paredes verticales. Por otra parte, Tan y col.
(2003) presentaron un estudio similar para el analisis de una cavidad horizontal calentada por
el fondo.

Al igual que para el proceso de conveccion natural en cavidades con un fluido, para
medios porosos se han publicado recopilaciones sobre flujo y transporte de energia, entre los
que destacan Nield y Bejan (1992) e Ingham y Pop (1998), en ellos se ya se incluyen trabajos
que incluyen el proceso turbulento en medios porosos, mismos que han adquirido importancia
en afios recientes (Silva y col., 2003; De Lemos y Mesquita, 2003).
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1.4 Sistema fluido-medio poroso.

Para dar una vision de la importancia que adquiere el acoplar los problemas de flujo en
cavidades formados por un fluido homogéneo, con el fenébmeno que ocurren en medios
porosos (condiciones de salto en la frontera fluido-medio poroso), a continuacién se presenta
un resumen de los antecedentes y revisiones recientes, incluyendo los trabajos que consideran
los métodos de solucion del sistema de ecuaciones.

Se ha realizado un gran numero de estudios en sistemas bidimensionales para el
proceso de conveccion natural en sistemas fluido-medio poroso (Whitaker, 1986; Poulikakos y
col., 1986; Chen y Chen, 1988; Nishimura y col., 1986; Beckermann y col., 1987,1988; Sathe
y col., 1988); dentro de estos estudios se encuentran los que consideran el caso de un fluido
superpuesto horizontalmente sobre un medio poroso (Tien y Hong, 1985; Nield, 1977). Por
otro lado se encuentran trabajos que consideran un almacenamiento vertical rectangular y
dentro de ellos los que toman en cuenta una separacion permeable (Poulikakos y Bejan, 1983),
o bien aquellos que consideran que las regiones estan divididas por un medio impermeable
(Tong y Subramanian, 1986).

De los trabajos que consideran el sistema fluido medio poroso, son muy pocos los que
analizan un sistema tridimensional (Singh y col., 1993; Jiménez Islas, 1999). Los autores
generalmente utilizan aproximaciones para definir las condiciones de frontera en la interregion
fluido-medio poroso. La aproximacion més frecuente para representar la transferencia de
cantidad de movimiento en la regién porosa es la que involucra la correccion de Brinkman a la
ecuacion de Darcy. En este caso las ecuaciones diferenciales que gobiernan la transferencia de
cantidad de movimiento en el fluido y el medio poroso son de segundo orden por lo que es
posible el acoplamiento matematico. Un ejemplo de esto lo presentaron Singh y col. (1993)
mediante un estudio numérico sobre conveccion natural en una cavidad tridimensional con un
sistema fluido-medio poroso utilizando la correccion de Brinkman a la ecuacion de Darcy.

En algunos casos cuando es utilizada la correccion de Brinkman, la viscosidad efectiva
del medio poroso se considera mediante un pardmetro empirico. Recientemente Ochoa-Tapia
y Whitaker (1995-a,b) desarrollaron una condicion de salto para acoplar la ecuacion de
Navier-Stokes en la parte fluida con la ecuacion de Darcy con la correccion de Brinkman en la
region porosa. Estos autores demostraron que no existe ninguna razon tedrica para utilizar la
viscosidad efectiva como un parametro empirico. Como una extension de este trabajo Silva 'y
De Lemos (2003) aplican el procedimiento para analizar el efecto turbulento en la interregion
fluido-medio poroso.

Otro método para acoplar las ecuaciones de transferencia de cantidad de movimiento
entre un fluido y un medio poroso es hacer uso de expresiones semiempiricas propuestas por
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Beavers y Joseph (1967), estas correcciones aunque sencillas, requieren de la determinacion
de parametros empiricos dependientes del medio poroso.

1.5 Difusion Doble.

Cuando la conveccion en una cavidad es resultado de gradientes de temperatura y
concentracion recibe el nombre de “conveccion doblemente difusiva” o simplemente “difusion
doble”. EI fendmeno ocurre en una amplia variedad de campos como la oceanografia, geologia
y metalurgia. Particularmente el fendmeno de conveccion de calor y masa en cavidades que
contienen un medio poroso ha sido de gran interés debido a sus maltiples aplicaciones como:
Reactores cataliticos y almacenamiento de granos.

Nield (1968) realizo uno de los primeros estudios para estudiar el flujo convectivo en
arreglos horizontales con condiciones de frontera verticales para concentracion y temperatura,
éste fue continuado por Khan y Zebib (1981) para una superficie vertical en un medio poroso,
Poulikakos (1986) realizé un estudio de difusion doble en medios porosos utilizando la
extension de Brinkman a la ecuacion de Darcy; Rudraiah y col. (1982) y Trevisan y Bejan
(1985) estudiaron los efectos de los Numeros de Prandtl, Lewis y Darcy en un sistema
consistente de un medio poroso. Lee y col. (1988) reportan los efectos de la difusion de calor y
masa en sistemas homogéneos (aire y agua principalmente) formados por superficies
verticales. Trevisan y Bejan (1987), realizaron un estudio teérico y numérico de transferencia
de masa en un sistema bidimensional consistente de un medio poroso calentado en la parte
inferior. EI mismo sistema fue estudiado por Rosenberg y Spera (1992) considerando
diferentes condiciones de frontera e iniciales. Un estudio experimental de difusion doble en
medios porosos lo llevaron a cabo Murray y Chen (1989) encontrando buena concordancia de
desarrollos tedricos con los experimentales. Mamou y col. (1998) estudiaron la estabilidad
numérica en el proceso de conveccion doble para una cavidad porosa bidimensional sujeto al
movimiento horizontal, provocado por gradientes opuestos de temperatura y concentracion.
Los estudios de estos autores permitieron determinar el valor critico del Nimero de Rayleigh
y la estructura del flujo dentro de la cavidad. Gobin y col. (1998), se enfocaron al estudio del
fendmeno de difusion doble en una cavidad bidimensional consistente de un fluido y un medio
poroso, los autores utilizan la formulacion matematica de un dominio.

Sezai y Mohamad (1999) desarrollaron un modelo matematico basado en la extension
de Brinkman a la ecuacion de Darcy, para el estudio de la difusion doble en cavidades
tridimensionales. El sistema considerado es una cavidad con un medio poroso impregnado de
un fluido y sujeto a gradientes horizontales de temperatura y concentracion impuestas a lo
largo de dos paredes verticales opuestas. Por otro lado Mahidjiba y col. (2000) enfocan su
estudio de difusion doble a considerar condiciones de frontera independientes para masa y



Revision Bibliografica Capitulo 1

energia, mostrando resultados numéricos para diversas condiciones de frontera mediante
perfiles de temperatura y concentracion.

Sezai y Mohamad (2000) estudiaron una cavidad tridimensional con una sola region
(fluida), y con paredes isotérmicas con gradientes de temperatura y concentracion en paredes
opuestas, haciendo variar diferentes parametros como el Ndmero de Rayleigh, Lewis, y la
relacion de flotacion. Gracias a los resultados de este trabajo se pudo demostrar que el flujo
convectivo con doble difusion con fuerzas de flotacion opuestas es estrictamente
tridimensional para ciertos rangos de los pardmetros. Los resultados para cavidades
conteniendo fluido fueron contrastados con aquellos obtenidos para una cavidad
tridimensional consistente de un medio poroso (Sezai y Mohamad, 1999; Diersch y Kolditz,
1998).

Posteriormente, un trabajo sobre difusién doble fue realizado por Mamou y caol.
(2001), los autores enfocaron su andlisis al estudio de estabilidad numérica en cavidades
bidimensionales conteniendo un fluido. Bajo el mismo enfoque pero aplicado a un medio
poroso fue realizado un estudio afios antes por Mamou y col. (1998), Otro trabajo relacionado
con doble difusion es el estudio analitico realizado en una cavidad con un lecho horizontal con
gradientes de temperatura y concentracion verticales (Kalla y col., 2001 a), en este caso, el
estudio se enfoca a los efectos cruzados de transferencia de masa y calor al combinar las
condiciones de frontera en paredes opuestas de una cavidad bidimensional. Gobin y col.
(2005) presentan un estudio matematico basado en la formulacion de un dominio, los autores
presentan resultados ara una cavidad bidimensional con un arreglo poroso orientado
verticalmente, el estudio numeérico considera el analisis de las fuerzas de flotacion, la
transferencia de masa y calor como funcién de la permeabilidad del medio poroso (efectos
sobre los numeros de Nuselt y Lewis en funcion del nimero de Darcy).

En cuestiones de métodos de solucion, Wang y col. (2003) obtienen una solucion
explicita (previamente planteada por Liao, 1995; 1997; 1999 a,b; 2002 y Liao y Campo 2002)
al fenomeno de difusion doble en una pared vertical porosa. Chakraborty y Dutta (2003)
presentan un modelo matematico para el proceso de doble difusion en la solidificacion de una
mezcla binaria en una cavidad tridimensional enfriada lateralmente, los resultados muestran
variaciones importantes al comparar los resultados obtenidos en dos dimensiones.

Para analizar los aspectos geométricos, Costa (2004) utiliza las formulaciones
presentadas por Chamkha (2002); Kalla y col. (2001 a,b) y Bera y Khalili (2002) para
presentar un modelo de difusion doble para una geometria paralelogramica haciendo variar la
relacion de aspecto y el angulo de inclinacion para determinar las condiciones para las cuales
se tiene una mayor transferencia de energia. Jiménez y col. (2004) presentan un estudio
numérico para el fenomeno de difusion doble en una cavidad cilindrica considerando un
sistema bidimensional, los autores muestran la aplicacion directa del fendémeno al



Revision Bibliografica Capitulo 1

almacenamiento de granos alimenticios, especificamente para analizar la dinamica del
almacenamiento de sorgo, los autores establecen el tiempo de almacenamiento para obtener el
equilibrio entre el contenido de humedad en el grano y la humedad del aire, concluyendo la
necesidad de analisis considerando las tres dimensiones.

1.6 Condiciones en la interregion.

Las caracteristicas del tipo de flujo de fluidos y la transferencia de calor en la interfase
de un sistema que consta de dos regiones: un fluido y un medio poroso ha tenido gran interés
por el ndmero de aplicaciones en ingenieria tales como el enfriamiento electrénico,
enfriamiento por transpiracion, proceso de secado, aislamiento térmico, colectores solares,
extraccion de crudo e ingenieria geotérmica.

Uno de los primeros trabajos que se enfocaron a estudiar las condiciones de frontera
para cantidad de movimiento fue presentado por Beavers y Joseph (1967). Los autores
desarrollaron experimentos y detectaron un deslizamiento en la velocidad en la cercania de la
interregion. Por su parte, Neale y Nader (1974) proponen una continuidad en la velocidad y
los gradientes en la interfase al introducir un término de segundo orden (término de Brinkman)
en la ecuacion de cantidad de movimiento para modelar el medio poroso. Posteriormente
Vafai y Kim (1990) presentaron una solucion exacta para el flujo en la interfase entre un
fluido y un medio poroso incluyendo los efectos inerciales. En estudios posteriores en los que
se analizan los efectos de la interregion entre un medio poroso y un fluido homogéneo, fue
desarrollada la condicion de salto para el flux, basada en la forma no-local de las ecuaciones
de promedio para el transporte de cantidad de movimiento (Ochoa-Tapia y Whitaker, 1995a,b
y 1998a) y para transferencia de calor (Ochoa-Tapia y Whitaker, 1997, 1998b). En la
condicion de salto para la transferencia de cantidad de movimiento Ochoa-Tapia y Whitaker
(1995a) muestran resultados tedricos, los cuales fueron comparados con datos experimentales
(Ochoa-Tapia y Whitaker, 1995b), esta propuesta de la condicion de salto para la transferencia
de cantidad de movimiento, ha sido utilizada en diferentes trabajos para su comprobacion y/o
aplicacion a diferentes sistemas por Kuznetsov (1996,1997,1998a,b y 1999). De igual forma,
se han presentado otras condiciones de frontera donde los efectos inerciales llegan a ser
importantes en la region frontera (Ochoa-Tapia y Whitaker, 1998a).

Los avances en el desarrollo de condiciones de salto no se limitan a la ecuacion de
transferencia de cantidad de movimiento, asi pues, la condicion de salto que se aplica en la
frontera entre un medio poroso y un fluido cuando la condicion de equilibrio térmico local no
es valida, fue igualmente desarrollada por Ochoa-Tapia y Whitaker (1997), estos autores
aplican las ecuaciones de transporte separadamente para describir el comportamiento de cada
una de las fases y encontraron una condicion que contiene un término superficial de exceso de
intercambio de calor que controla la forma de como es distribuido el flux total entre ambas
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fases. Posteriormente Ochoa-Tapia y Whitaker (1998b) desarrollaron la condiciéon de salto
cuando la condicion de equilibrio térmico es impuesta y encontraron que la forma no local
simplifica al modelo clasico de una ecuacién para el transporte de energia. Alazmi y Vafai
(2001), han analizado diferentes tipos de condiciones interfaciales, catalogandolas como
condiciones interfaciales con y sin deslizamiento, dichos autores han marcado las diferencias
entre las diferentes formulaciones poniendo especial interés en las presentadas por Ochoa-
Tapia y Whitaker (1998b).

Por otro lado, el proceso de transporte de masa en la frontera de un medio poroso y un
fluido homogéneo ocurre en una amplia variedad de aplicaciones tecnologicas y por lo tanto
ha sido objeto de gran variedad de estudios. Como ejemplos se tienen las columnas de
adsorcion (Aris, 1959), y el fendomeno de dispersién convectiva que resulta como
consecuencia de la transferencia de masa interfacial en cavidades cilindricas (Lenhoff y
Lightfoot, 1984) incluyendo aquellas que consideran reacciones de primer orden (Lenhoff y
Lightfoot, 1986). La cromatografia de flujo radial para la separacion de varios productos
bioldgicos ha sido reportado por diferentes autores (Chen and Hou, 1985; Saxena y col., 1987;
Huang y col., 1988; Lee y col., 1990; Saxena y Weil, 1987). Una extension de las separaciones
cromatograficas puede ser encontrada en los reactores empacados de lecho fijo con flujo
radial. Estos son usados en una gran variedad de aplicaciones industriales como la sintesis de
metanol, regeneracion de catalizadores, desulfuracion en fase vapor (Balakotaiah y Luss,
1981), por mencionar algunas. Los trabajos para determinar la condicion de salto para la
transferencia de masa son limitados y especificos para cada problema (Ochoa y Soria, 1995),
lo anterior muestra la importancia del desarrollo de una condicién de salto para la ecuacion de
transferencia de masa en la interregion fluido-medio poroso.

En 2003, Goyeau y col. presentaron un estudio sobre la condicion interfacial entre un
fluido y un medio poroso basado en la formulacion de Beavers y Joseph y la formulacion de
un dominio, los autores desarrollaron un modelo que incluye un coeficiente de deslizamiento
dependiente de la velocidad del fluido y de las propiedades efectivas del medio poroso, en sus
resultados muestran que las formulaciones de uno y dos dominios son equivalentes cuando el
medio poroso es homogéneo. Dentro de sus conclusiones los autores consideran su analisis
como un paso intermedio para obtener el problema de cerradura para el problema del
acoplamiento interfacial de las ecuaciones de transferencia de cantidad de movimiento.

RESUMEN:

La revision bibliografica desarrollada muestra que el flujo convectivo en cavidades y
en medios porosos ha sido ampliamente estudiado y los avances que se tienen van desde
aspectos teoricos hasta geométricos y numéricos. Para el fendmeno de difusion doble se
dispone de estudios realizados en cavidades conteniendo un fluido o un medio poroso, sin

10
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embargo cuando se tiene que acoplar un sistema fluido-medio poroso los avances son mas
limitados, pues los estudios se reducen a analizar sistemas bidimensionales utilizando la
extension de Brinkman a la ecuacion de Darcy.

Por otro lado, existen algunos autores que han desarrollado trabajos tedricos para el
acoplamiento de las ecuaciones, principalmente para las ecuaciones de transferencia de
cantidad de movimiento y las de energia. Por lo que el presente trabajo tiene tres objetivos
principales: Primero se pretende analizar los efectos tridimensionales de la conveccion natural
y hacer un estudio comparativo entre las formas de acoplar la ecuacion de transferencia de
cantidad de movimiento (Darcy y extension de Brinkman). El segundo objetivo es realizar
una comparacion del modelado con un sistema bidimensional, y en el tercero el desarrollo de
la condicion de salto para la transferencia de masa en un sistema fluido medio poroso.

11



Capitulo 2

Planteamiento del modelo.

Considerando la revision bibliogréafica sobre flujo en cavidades, flujo en medios
porosos y condiciones de salto presentadas en el capitulo anterior y teniendo en cuenta los
objetivos especificos, en el presente capitulo se desarrollan las ecuaciones utilizadas en los
modelos matematicos que describen la conveccion natural en cavidades causada por gradientes
de temperatura y masa.

Se ha dividido este planteamiento considerando cada una de las ecuaciones utilizadas
en ambas regiones, es decir, se presenta el desarrollo de cada una de las ecuaciones de
transporte para cada una de las regiones y se establecen las condiciones de frontera e
interregionales asi como el cambio a variables adimensionales. Posteriormente para su
solucion se replantea la ecuacion de cantidad de movimiento a la formulacién vorticidad-
vector potencial. Finalmente se presenta un resumen de los conjuntos de ecuaciones utilizadas
para cada uno de los modelos.

Dentro de los objetivos del presente trabajo se encuentra el desarrollo de la condicion
de salto para la transferencia de masa en el fenomeno de difusion pasiva. El procedimiento
detallado de este desarrollo se presenta en el Apéndice A. Para el caso de la condicion de salto
de las ecuaciones de transferencia de cantidad de movimiento y energia se presentan los
resultados finales ya que fueron desarrollados previamente (Ochoa Tapia y Whitaker,
1995a,b,c, Ochoa y Whitaker, 1997,1998a,b). De cualquier forma, los fundamentos del
método del promedio volumétrico se presentan en los apéndices Ay B.
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2.1 Sistema.

Aunque el modelo matematico se desarrollard de forma general, se tomara un sistema
simplificado para realizar las pruebas al modelo numérico. Este sistema esta formado por una
cavidad rectangular, la cual contiene un fluido (fase /£) y un material granular (fase o)

distribuido en dos regiones como se muestra en la Figura 2.1. La region superior (region 7)

estd constituida por el fluido homogéneo vy la parte inferior por un medio poroso (region ),
este ultimo esta formado por las fases o y A. El sistema con las dimensiones y ejes utilizados

se selecciond de tal forma que el eje x esta dirigido en la direccion del vector gravedad,
mientras que los ejes y y z se encuentran en el plano horizontal como se muestra en la

Figura 2.1.

El medio poroso se considera macroscépicamente homogéneo, mientras que la
interregion se establece horizontal y permeable de tal manera que existe flujo entre ambas
regiones. Adicionalmente se considera flujo incompresible con propiedades fisicas constantes
excepto la densidad, la simplificacion anterior es conocida como la aproximacion de
Boussinesq (Dong y Li, 2004; Bird y col., 2002; Ravi y col., 1994; Singh y col., 1993; Gray y
Giorgini, 1976), misma que se explica posteriormente.

Para evitar la complejidad que se tiene al considerar los detalles de la geometria del
medio poroso, se plantean las ecuaciones en términos de ecuaciones de transporte promedio
para ambas regiones. De acuerdo con Ochoa-Tapia y Whitaker (1995a,b,c) las ecuaciones
promedio en la region fluida tienen la misma forma que las ecuaciones puntuales de
transporte, debido a que las restricciones de escalas establecidas por el método de promedio
volumétrico son satisfechas (Whitaker, 1999), con respecto al promedio de las ecuaciones en
la region porosa, a continuacion se describe el procedimiento utilizado.

2.2 Ecuaciones del medio poroso.

La forma usual para la obtencion de las ecuaciones en medios porosos en términos de
variables macroscopicas comienza planteando las ecuaciones estandar que gobiernan la region
fluida, posteriormente se obtienen las ecuaciones macroscopicas mediante un promedio sobre
el volumen o el éarea. Existen varias formas para realizar el promediado, entre éstas se
encuentran el promedio espacial y el promedio estadistico. En la aproximacién espacial, una
variable macroscépica se define como un promedio apropiado sobre un elemento de volumen
suficientemente grande, la longitud del elemento diferencial es mucho mas grande que la del
poro, pero considerablemente inferior que la longitud del dominio del fluido. En la
aproximacion estadistica el promedio se lleva a cabo sobre un conjunto de la estructura del
poro, el cual tiene su equivalente macroscépico. Una dificultad de esta aproximacién es que
usualmente la informacion estadistica acerca del medio poroso se basa sobre una muestra, y
esto es posible solamente si se asume homogeneidad estadistica.

13
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L.
’
N , A A _:__‘ _—-—-‘-:E"'-' __;____.1-—
— — — _—
I :"_ _El;gléﬂ.ﬂuida
L
— L —— Region Porosa
I3 ——
4
Y K
= Fase B
ion fluida
Region Porosa ‘
Fase ©

Figura 2.1.- Cavidad y regiones utilizadas para el desarrollo de las ecuaciones.
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En el desarrollo del presente trabajo se utilizd un promedio espacial, considerando el
uso del método del promedio volumétrico (Howes y Whitaker, 1985; Whitaker, 1999) para la
obtencion de las ecuaciones en su forma promediada, este método ya ha sido previamente
probado para describir fendmenos de transferencia de calor (Carbonell y Whitaker, 1984),
masa (Whitaker,1967; Ochoa-Tapia y col.,1994) y cantidad de movimiento en medios porosos
(Whitaker, 1966, 1969, 1986 a, b).

2.3 Transferencia de calor.

En la conveccidn natural, una de las causas que propicia el movimiento del fluido
dentro de la cavidad lo constituye la diferencia de temperatura que existe entre las paredes, y
es precisamente el problema en particular que aborda el presente trabajo. En las secciones
siguientes se plantean las ecuaciones de energia y las simplificaciones realizadas para cada una
de las regiones consideradas.

2.3.1 Ecuacion de transferencia de calor en la region fluida.

En la regién fluida (77) para la ecuacion de transferencia de calor en régimen

permanente se consideran los términos convectivo y conductivo. Como se menciond
anteriormente, todas las propiedades se consideran constantes, excepto la densidad en el
término de flotacion. La forma dimensional para la ecuacion de transferencia de energia
utilizada es la siguiente:

Vi), V' (Ta), =(a,), V2 (Ty), (2.1)

Término convectivo Término conductivo

Donde (aﬂ)” es la difusividad térmica del fluido, (v’ >”y (T

p ﬂ>” representan el

promedio superficial de la velocidad y temperatura en la region fluida respectivamente. La
definicion de los diferentes promedios utilizados se presentan en el desarrollo de la condicién
de salto para la transferencia de masa (Apéndice A).

La ecuacion (2.1) se expresa en funcion de variables primitivas dimensionales

(<v'ﬁ>y<Tﬂ> ) La forma adimensional se obtiene mediante la utilizacion de los siguientes
n

grupo de variables:

15
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<V'ﬂ>ﬂ LX

vV, = (a—) para A=n, (2.2)
£),

T,) -T
0, = <ﬁ>£—_|_ef para A=n, (2.3)
V=LV (2.4 a)
V?=12v"? (2.4 b)
X = Ll (2.4 ¢c)
Y :Ll (2.4 d)

X

En las ecuaciones (2.2) y (2.4 a,b) se ha tomado como longitud caracteristica L,, que

es la altura de la cavidad (Figura 2.1). Aplicando las variables anteriores a la ecuacién (2.1) se
tiene la version adimensional para la transferencia de energia.

V-(v,8,)= v’ (2.5)
Convecci6n CMH

En la ecuacién (2.5) desaparece el simbolo de promedio < > debido a la definicion

de las variables adimensionales, la decision se tomo para simplificar la notacion en las
ecuaciones, sin embargo, hay que tener en cuenta que la ecuacion resultante considera
variables promedio.

2.3.2 Ecuacidn de transferencia de calor en la region porosa.

Para la ecuacién de energia en la regidn porosa se utilizo el resultado del desarrollo del
modelo de una ecuacion para la transferencia de calor en medios porosos, el desarrollo se
encuentra en los trabajos de Whitaker (1991, 1992b)

Vo), V' (Ta), = (), V2 (Ts), (2.6)

Término convectivo Término conductivo

Utilizando las variables adimensionales especificadas por las ecuaciones. (2.2)-(2.4), la
ecuacion de energia en la region porosa queda como:

V-(v,6,)=K, V0, (2.7)

Conveccion Conduccion

16
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Donde K, representa la relacion de difusividades térmicas entre la region porosa y
fluida, la cual esta expresada por:

K = (%), (2.8)

2.3.3 Condiciones de frontera y ecuacion en la interregion para la
transferencia de calor.

Las condiciones de frontera en las paredes se imponen dependiendo de las pruebas que
se realicen, éstas se especifican en el Capitulo 4. De manera general se podrdn manejar
condiciones de pared o areas isotérmicas sobre paredes, consideraciones de gradientes de
temperatura en paredes opuestas en combinacion con paredes adiabaticas (Dirichlet, Newman
y Cauchy o Robins), especificamente:

(0,),=a A=1,0 Dirichlet (2.9a)
(%j =a A=n0 Newman (2.9b)
dn ),
de, .
o +a(d,),=c A=nw Cauchy o Robins (2.9¢c)
b

Donde el subindice b indica cualquier pared de la cavidad, n la componente normal a
la pared b, mientras que a y ¢ son constantes.

Una vez que la conductividad térmica en el medio poroso ha sido determinada, la
aplicacion de las condiciones de frontera en la interregion es usualmente sencilla. En la zona
que divide el medio poroso y el fluido se puede establecer la continuidad de la temperatura,
aplicando la suposicion de equilibrio térmico local (Haddad y col., 2004; Duval y col., 2004;
Whitaker, 1986b, 1991 y Quintard y Whitaker, 1995) y la continuidad de las componentes
normales al flux.

6, =0 Continuidad en el campo en x=Lg (2.10a)

-n,, -K,v8,=-n, Vo Continuidad enel flux ~ en x=Lg (2.10b)

wn ® @
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2.4 Transferencia de masa en el problema de difusion
doble.

El problema de conveccion doblemente difusiva se considera como un proceso
simultaneo de transferencia de calor y masa debido a las fuerzas de flotacion. Los gradientes
que provocan las fuerzas son inducidos por efectos combinados de temperatura y
concentracion de especies presentes en el fluido saturado.

Debido a la inclusion simultanea de los términos de difusion térmica y méasica surge
un efecto importante en la conveccion debido a que el calor se difunde mas rapidamente que
una substancia disuelta, esto sin considerar la posibilidad de la difusién cruzada: efecto Soret y
Dufour (Postelnicu, 2004). El efecto Soret se refiere al flux masico producido por gradientes
de temperatura y el efecto Dufour a efectos de flux de calor producidos por gradientes de
concentracion, los cuales se consideran despreciables en el presente trabajo.

2.4.1 Ecuacidn de transferencia de masa en la region fluida.
Para la ecuacion de transferencia de masa en la region fluida se consideran los términos

convectivo y difusivo, la ecuacion que incluye estos dos términos en funcion de variables
primitivas queda expresada mediante:

(v), V'{Cu), =(B4),V*(Cus), 211

Término convectivo Término difusivo

Utilizando las variables adimensionales definidas por las ecuaciones (2.2)-(2.4) junto
con la definicién adimensional para la concentracion definida por la ecuacion (2.13), se tiene
la ecuacion adimensional para la transferencia de masa en la region fluida:

1
v, V4, =L_e,7vz¢" (2.12)

Donde

C -C
4, = <Aﬂ>2—c’*ﬂfef para A=73,® (2.13)

En la ecuacion (2.12) se ha incorporado el nimero de Lewis (Leﬂ), el cual considera la

relacion entre las difusividades térmica y masica mediante:

18
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(2.14)

2.4.2 Ecuacion de transferencia de masa en la region porosa.

De igual forma que en la regién fluida, la forma dimensional para la ecuacion de
transferencia de masa en el medio poroso se expresa en términos de variables promedio. Se
considera la forma méas simple de transporte convectivo en un medio poroso que es el que
toma en cuenta la conveccidn pasiva y difusion en un medio poroso rigido e impermeable. El
término pasivo se refiere a que no se considera adsorcion o reaccién en la interfase solido-
liquido. Este problema ya ha sido investigado previamente por Whitaker (1999). La ecuacion
resultante en términos de variables primitivas promedio es la siguiente:

(Vj) -V'(Cyy) =DyV?(Cyy) (2.15)

Donde D, es la difusividad efectiva, y su dependencia con respecto a la difusividad
en lafase S se muestra en el Apéndice B.

Haciendo el cambio a variables adimensionales utilizando las ecuaciones (2.2)-(2.4),
(2.13) y (2.14), la ecuacion (2.15) se reescribe como:

v, Vg =—V4, (2.16)

El ndmero de Lewis (Le,) en la region porosa involucra la relacion de la

conductividad térmica en la region fluida con respecto a la difusividad masica en la regién
porosa:

Le, = (2.17)
2.4.3 Condiciones de frontera y ecuacion en la interregién para la
transferencia de masa.

Al igual que en la ecuacion de energia, para la ecuacién de transferencia de masa las
condiciones de frontera en las paredes se impondran dependiendo de las pruebas que se
realicen, éstas se especifican en el Capitulo 4. En forma general los tipos de condiciones de
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frontera que considera el modelo para las paredes, estan dadas por formas similares a las
ecuaciones (2.9).

Uno de los desarrollos importantes en el presente trabajo es la deduccién de una
condicidn de salto para el proceso de difusion pasiva en la zona que divide el medio poroso y
el fluido, los detalles del desarrollo para esta condicidn se presentan en el Apéndice A, los
resultados finales son:

$,=9, (2.17b)

-n,,-|D,-V¢,-D,V4,|=0 (2.17¢)

2.5 Transferencia de cantidad de movimiento.

En el caso de la transferencia de cantidad de movimiento se utilizara la ecuacién de
Navier-Stokes para la region fluida, mientras que para la region porosa la tendencia general en
el modelamiento de la conveccion libre esta basada en la formulacion derivada de la ecuacion
de Darcy o en alguna de sus extensiones (Nield y Bejan, 1992).

En sistemas donde la conveccion natural es el transporte predominante, la variacion de
la densidad con la temperatura tiene una gran importancia y es conveniente modificar la
ecuacion de movimiento para tener en cuenta los efectos de flotacidn, esto es, la inclusion del

término gravitacional (pg). Debido a lo anterior se necesita una ecuacion de estado para las

ecuaciones de masa, cantidad de movimiento y energia, sin embargo esto ocasionaria que las
ecuaciones diferenciales aumenten su grado de no linealidad y por consecuencia la solucion se
complica.

La forma préctica que han utilizado muchos autores para resolver este problema
consiste en suponer las propiedades constantes excepto la densidad en el término de fuerzas
volumétricas (Nield y Bejan, 1992; Nield, 1977; Gebhart y col., 1988 y Bird y col., 2002), a
esta simplificacion se le conoce como la aproximacion de Boussinesq, estudios sobre la
validez de esta aproximacion han sido realizados por Gray y Giorgini (1976), Jiménez-Islas y
col. (2004).

Sin embargo, en la conveccidn con doble difusion el acoplamiento se lleva a cabo
debido a que la densidad de la mezcla liquida depende no solo de la temperatura, sino también
de la concentracion (y en general, de la presion). En este caso la aproximacion de Boussinesq
se continu6 aplicando teniendo en cuenta que para cambios isobaricos suficientemente
pequefios en temperatura y concentracion la densidad del fluido tiene una dependencia lineal
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con respecto a la temperatura y concentracion, quedando la siguiente aproximacion en
términos de variables dimensionales promedio como:

p2n (M- ale) )] e

Donde 4, y B, son los coeficientes de expansion térmica y masica respectivamente, y

ambos son evaluados con respecto al estado de referencia:

0
ye) B Coeficiente de expansion masica  (2.19a)
¢

Po 6<CAﬂ> -

0
B, = L ﬁj Coeficiente de expansion térmica  (2.19b)
Po 6<T> pC

2.5.1 Ecuacion para la transferencia de cantidad de movimiento en la
region fluida.

Con las observaciones realizadas al término de flotacion, la ecuacion de cantidad de
movimiento para la region fluida (ecuacion de Navier-Stokes) en términos de variables

primitivas en su forma dimensional es:
\% .(<vﬁ>”<vﬂ>q):—p \% <pﬂ>:+vﬂv 2<Vﬁ>n

s
— Transporte viscoso
Fuerzas de presion

+igp,| 4 ((T,), T )= A ((Cus), ~Cun, )| @20)

Flotacion

Conveccion

RV L - A
Donde < Py >77 representa el promedio intrinseco para la presion (ver Apéndice A).

Expresando la ecuacion (2.20) en términos de variables adimensionales definidas por
las ecuaciones (2.2), (2.3) y (2.13) para las variables vector velocidad, temperatura y
concentracion respectivamente e incluyendo la adimensionalizacion de la presion, definida

mediante:

’ 2
P, —% para A=n,o (2.21)
p), Hp
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Con lo anterior, la ecuacion de Navier-Stokes en términos de la presion adimensional
queda expresada por:

V-(v v ):_ /Uﬂ) Vpn+( i iy ai gB,ATL - 9B8,AC,L;

ay) (%)i (D), (@),

Reordenando la ecuacién (2.22) junto con la incorporacion de los siguientes nimeros
adimensionales

p (2.22)

Numero de Rayleigh térmico

3
Ra, _ 9B,ATL, (2.23)
(e ),, Ve

NUmero de Rayleigh masico

AC, L3
Ra, = 958G (2.23 a)
(Dﬂ ),, Vg
NUmero de Prandtl
Pr=—2t -t (2.24)

(“ﬂ ),7 Pp (“ﬂ ),,
Introduciendo el nimero de Lewis definido por la ecuacion (2.14), la ecuacion (2.22)
en términos de 4 nimeros adimensionales es:

Ra,/j Pr

- _ 2 H _
V-(vﬂvq)_ Prvp, + Prv’v, +i|Ra,Pro, é, (2.25)
" S —_— n
Conveccion Fuerzas de presion ~ Término viscoso Difusion térmica  « ,

Difusion masica

Flotacion

En la ecuacion (2.25) Ra,y Ra, incluyen la difusividad térmica y difusividad masica

respectivamente, estos nimeros afectan al término de flotacion. Puede verse que el proceso
convectivo esta sujeto a dos términos difusivos, razén por la cual este fendmeno recibe el
nombre de conveccion doblemente difusiva.
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ECUACION DE CONTINUIDAD

Adicionalmente a la ecuacion de cantidad de movimiento, se tiene que satisfacer la
ecuacion de continuidad, para el caso de un flujo incompresible la ecuacion en términos de
variables adimensionales es:

Vv, =0 (2.26)

El desarrollo de la forma promediada de la ecuacion de continuidad se puede consultar
en los trabajos reportados por Ochoa-Tapia y Whitaker (1995 a, b).

2.5.2 Ecuacidn para la transferencia de cantidad de movimiento en la
region porosa.

Para establecer el modelo de la transferencia de cantidad de movimiento en la region
porosa, se cuenta con varios estudios (Chan y col., 1970; Hirt y Cook, 1972; Ettefagh y col.,
1991; Holst y Aziz, 1972; Hickox y col., 1996; Jiménez-Islas y col., 1999; Lauriat y Prasat,
1987). En la presente seccion se discutiran algunas de las formas de la ecuacion de cantidad de
movimiento consideradas como una analogia a la ecuacién de Navier-Stokes en el medio
poroso. En particular se pondré especial interés en la ley de Darcy y en una de sus extensiones
denominada como la correccion de Brinkman a la ecuacion de Darcy o simplemente como la
correccion de Brinkman.

a) Ecuacion de Darcy.

La ecuacion fundamental para representar el movimiento de un fluido a través de un
medio poroso es la ley de Darcy (Nield y Bejan, 1992), la cual ha sido ampliamente utilizada
como ecuacion de transferencia de cantidad de movimiento para describir al medio poroso con
flujo unidireccional (Vafai, 2000; Ingram y Pop, 1998). Esta ley revela una proporcionalidad
entre la velocidad de flujo y la diferencia de presion aplicada. Esto queda expresado mediante:

u = KP, 2.27)
Ly OX

Donde el coeficiente K se le conoce como permeabilidad especifica o permeabilidad
intrinseca del medio poroso, el cual es independiente de la naturaleza del fluido pero

dependiente de la geometria del medio y tiene unidades de longitud al cuadrado. aaﬁ es el
X

gradiente de presion en la direccion del flujoy x, es la viscosidad cinematica del fluido. En
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el caso de flujo en una fase K simplemente se conoce como permeabilidad, la expresion en su
forma tridimensional para la ecuacion (2.27) queda:

% :—£ - Vp, (2.28)

Donde la permeabilidad K es un tensor simétrico de segundo orden.

Sobre la postulacion de la ley de Darcy se han hecho varias consideraciones tales
como: ignorar los efectos inerciales, las pérdidas por friccion y se han considerado solamente
con la caida de presion y las fuerzas volumétricas. Por lo tanto, esta ley es valida solamente
para pequefas velocidades de flujo (Greenkorn, 1983; Gebhart y col., 1988).

Muchos autores han utilizado conceptos estadisticos para soportar la ley de Darcy y
algunos han realizado suposiciones importantes para obtener el sistema de ecuaciones de
forma cerrada. No obstante, Whitaker (1986a) ha derivado la ecuacién de Darcy para el caso
de flujo incompresible sin considerar ninguna suposicion constitutiva, en el desarrollo tedrico,
se asume que no existen cambios abruptos en la estructura del medio, la forma general que
presenta este autor para la ecuacion de Darcy es:

<Vﬁ>w L [V<p}f>w —pﬂg} (2.29)
Hp

Incorporando la aproximacion de Boussinesq expresada por la ecuacion (2.17a) a la
ecuacion (2.29) la ley de Darcy en su forma dimensional queda como:

0=—v'{p;). +i00,]((T), T ) ((Cur), ~Cop, )] Ko (v3), 220
B

En la ecuacion anterior no se han incluido los términos inerciales teniendo en cuenta
las sugerencias realizadas por Whitaker (1986a,1996) al llevar a cabo su desarrollo teorico.
Cambiando a variables adimensionales especificadas por las ecuaciones (2.2), (2.3) y (2.13) e
incluyendo los nimeros de Rayleigh y Prandtl establecidos por las ecuaciones (2.23)-(2.24), la
ecuacion de Darcy queda como:

0=—Prvp. +i| Ra Pro— P4 Pr, (2.31)
= — -|— — —_ .
P % Le Da “

(2

Flotacion
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En la ecuacion (2.31) se ha incluido el Ndmero de Darcy (Da). Para el caso de un
medio poroso isotropico, el tensor se transforma en el escalar K, que es el término clasico que
representa la permeabilidad del medio poroso.

Da:% (2.32)

b) Extensiones a la ecuacion de Darcy.

La utilizacion de la ley de Darcy implica que en las fronteras del sistema existe
deslizamiento, ya que este modelo carece de términos difusivos que expliquen la distorsion de
los perfiles de velocidad en las proximidades de una frontera solida. Para solventar esta
situacion, Brinkman (1947) sugirié que a la ley de Darcy se le podria adicionar un término de

segundo orden (ﬁvzv) que representa las pérdidas de energia por transporte viscoso, esta

alternativa es la que comdnmente se conoce como la correccion de Brinkman a la ecuacién de
Darcy o simplemente como la correccion de Brinkman (Nazar y col., 2003):

V() =K (V) + (V) (2.33)

Correccion de Brinkman

En la extensién de Brinkman se cuenta con dos términos que involucran la viscosidad.
El primero es el término de la ecuacion de Darcy y el segundo es un término analogo al
Laplaciano que aparece en la ecuacién de Navier-Stokes. Brinkman también propone que
M= aunque, en un sentido riguroso, estos parametros solamente son aproximadamente

iguales (Neale y Nader, 1974).

Con la extension de Brinkman a la ecuacion de Darcy, es factible la aplicacién de la
condicion de no deslizamiento en las paredes, aunque en la mayoria de las situaciones el
efecto del transporte viscoso es despreciable, generalmente para valores del nimero de Darcy
menores de 10 (Jiménez-Islas y col., 1999), No obstante, es conveniente proporcionar un
soporte tedrico para justificar el uso del criterio de no deslizamiento y para el acoplamiento de
ecuaciones en la frontera interregional que se presentan en problemas con interfase fluido-
medio poroso. Ochoa-Tapia y Whitaker (1995a,b) han propuesto una condicion de salto para
acoplar la ecuacion de Darcy con la extension de Brinkman a la ecuacion de Navier-Stokes, lo
que permite obtener un campo de velocidades continuo en todo el dominio.

A continuacién se muestra la ecuacion de Darcy con la correccion de Brinkman, a esta
ecuacion se le incluy6 el término convectivo para obtener todos los términos de la ecuacién de
Navier-Stokes, aungque se ha demostrado que este término tiene poca importancia para flujo
incompresible en medios porosos (Nield y Bejan, 1992), Jiménez y col., (1999) en sus
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resultados muestran que esté término tiene importancia para medios porosos permeables, con
un valor del nimero de Darcy a partir de 10™.

vf.(<v;j>n<v;j>”):_piﬂv<prﬁ>j7+ V()

Fuerzas de presion

+igp,| By((Ty), ~T )= Bs((Cas), ~Cin )| (v, 234

Flotacion

%\/—J
Conveccion Correccion de Brinkman

Transformando la ecuacién (2.34) a variables y nimeros adimensionales, se tiene la
correccion de Brinkman a la ecuacion de Darcy:

5 . Ra, Pr Pr
v-(v,v,)=— Prvp, + Prv’v, +i|Ra,Prg, - 4, |-—vVv, (2.35)
— : S —_—— Lea, Da
Conveccion Fuerzas de presion ~ Correccion de Brinkman Difusion térmica
Difusion masica _|
Flotacion
CONTINUIDAD

Sin importar el modelo utilizado para la transferencia de cantidad de movimiento en la
region porosa, la ecuacion de continuidad para esta region fue desarrollada previamente en su
forma promediada por Ochoa-Tapia y Whitaker (1995 a,b), y su forma adimensional es:

V-v,=0 para A=w,n (2.36)

2.5.3 Formulacion vorticidad-vector potencial

Como una alternativa para resolver la ecuacion de cantidad de movimiento se expresa
en términos de la formulacion vorticidad-vector potencial en lugar de establecerlas en
términos de la presion, (Raul y col., 1990; Bird y col., 2002) donde la vorticidad se define

mediante:
€,=Vxv, (2.37)

Y las componentes del vector vorticidad en funcion de las componentes de la velocidad
se obtienen al desarrollar la ecuacion (2.37):

oW ov
= 2.37a
Cx oY o7 ( )
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ou ow
=Y 237b
Sy 27 X ( )
ov ou
_ _ 237c
62 oX oY ( )

El vector velocidad en términos del vector potencial como:
V,=Vx¥, (2.38)

Las componentes del vector velocidad en términos de las componentes del vector
potencial desarrollando la ecuacion (2.38) son:

u= v, oFy (2.38 a)
oY oz

_ 0¥« 0¥, (2.38 b)
0z  oX

we Iy ¥y (2.38 ¢)
X oY

Como resultado de la aplicacion de las definiciones anteriores, la ecuacion de
continuidad queda automaticamente satisfecha ya que la divergencia del rotacional de
cualquier vector es cero.

Aplicando las ecuaciones (2.37) y (2.38) a cada una de las ecuaciones de transferencia
de cantidad de movimiento, se tendrd una ecuacién para el vector potencial y otra para el
vector vorticidad, omitiendo el desarrollo las ecuaciones seran:

Region fluida: Navier-Stokes
VY, = (2.39)

n

Vx(cnxvn)= Prv¢, +(Ra, Pr)Vx(iew)—(Ri"’ PrJVx(i(ﬁw) (2.40)

Conveccion Fuerzas viscosas Difusién térmica

Difusion mésica

Flotacion

Medio poroso: Darcy
VY =—( (2.41)

w

0=(Ra, pr)vX(m)—[Rﬁ«’eprjw(w)—(%jcw (2.42)

(2

Difusién térmica

Difusién mésica

Flotacion
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Medio poroso: Correccién de Brinkman

VY = ¢, (2.43)
Ra. P
Ve(Exv)= P, {pa POveGa)| BT vx(io) (gl @

Difusiéon masica

Flotacion

Las ecuaciones para la transferencia de cantidad de movimiento en términos del vector
vorticidad también se pueden expresar en funcién del nimero de flotacion (N) el cual

relaciona los términos de flotacion debido al transporte de energia con respecto al transporte
de masa, quedando para cada uno de los modelos:

Navier-Stokes

Vx(G,xV,)=Prv’g, +(Ra, Pr) Vx(i6,)- NVx(ig, )] (2.45)
Darcy:
0=(Ra, Pr)[Vx(ieﬂ)—NVx(i¢ﬂ)}—(g—;j§w (2.46)
Brinkman:
Vx(¢, xv,)=Prvic, +(Ra, Pr)[Vx(i6,)- NVx(i¢w)]—(g—;J§w (2.47)

Donde el niimero de flotacion esta definido mediante:

N = 2RO _ R, (2.48)
BAS Ra,

2.5.4 Condiciones de frontera y ecuacion en la interregion para la
transferencia de cantidad de movimiento.

Las condiciones de frontera para resolver las ecuaciones de cantidad de movimiento se
escriben en términos de las variables vorticidad-vector potencial.

VECTOR POTENCIAL.:
Las condiciones de frontera para el vector potencial fueron discutidas por varios

autores (Leonardi, 1984; Singh y cal., 1993; Hirasaki y Hellums, 1968; 1970; Aziz y Hellums,
1985, entre otros) llegando a la conclusion que en las superficies las componentes del vector
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potencial deben de satisfacer el no deslizamiento y la no penetracion, esto implica que para la
derivada normal del componete normal es cero, mientras que las componentes tangenciales
son cero:

oY

on
¥ =0 (2.50)

t

n -0 (2.49)

Donde “n” indica la componente normal y “t” cualquiera de las componentes
tangenciales.

INTERREGION

Cuando se utiliza la correccion de Brinkman, a la ecuacion de Darcy, en la interregion
se tienen las siguientes condiciones para el vector potencial:

Y, =Y, (2.51)
oY
1= N, (2.52)
OX OX

VORTICIDAD

Para obtener las condiciones de frontera para la vorticidad se utiliz6 una aproximacion
sugerida por Mallinson y De Vahl Davis (1973, 1997) y utilizadas posteriormente por
Leonardi (1984), teniéndose las siguientes relaciones:

¢ =0 (2.53)
Y,

G, =— - (2.54)
ol 4

G, =- an;z (2.54 a)

Donde nindica la coordenada cartesiana normal a la pared y t1 y t2 son las restantes
coordenadas.

Las condiciones en la interregion quedan expresadas por:

¢ =6, (2.55)
AL %Ky .56
OX OX
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a) Condicion de Beavers y Joseph para la transferencia de
cantidad de movimiento en la interregion.

Si el medio poroso se encuentra adyacente a una region fluida con la cual esta saturada
el medio poroso (ver Figura 2.2), entonces de acuerdo con Beavers y Joseph (1967), la
condicion de frontera en la interregion puede expresarse mediante la siguiente relacion
empirica para el caso bidimensional:

ou Ay,

[2]

x =)

(2.57)

De acuerdo a la Figura 2.2, u, se evalla a una distancia relativamente pequefia del

plano interregional, de tal forma que existe una pequefia zona dentro del medio poroso donde
tiene lugar la transicion de la velocidad. La cantidad «,; es un parametro adimensional que es

independiente de la viscosidad del fluido, pero es dependiente de las propiedades del material
que caracteriza a la region permeable. En sus experimentos Beavers y Joseph (1967) han
determinado valores de «,; para diferentes materiales.

En el presente trabajo se aplico la expresidn generalizada utilizada por Ochoa-Tapia y
Whitaker (1995 a) para las condiciones de Beavers y Joseph expresada mediante la ecuacion
(2.58); en ella se consideran los términos que involucran las derivadas de las componentes del
vector velocidad :

ov ay,

. @ =

—t
wn ax [ Da

Estas condiciones se expresan en términos de las componentes de la vorticidad en
funcion del vector potencial mediante la aplicacion de las ecuaciones (3.37 a)-(3.37 ¢):

t,,-(v,-v,)  parat, =jk (2.58)

; :(a\PZ_a‘PYj _(8‘1’2_6‘%) +(5\_N_ﬂj (2.59)
Loy oz ), Loy oz ) \oY oz),
ay [(ow, 8‘I’x) (8‘PY 8‘I’xj o,

_ _ — - + 2.60

v JDa H oxX oy ), \Lox oY ), | oz o8
oy [(0%, a‘ilzj (G‘PX G‘I’zj u,

- B _ _ ] 2.61

Sz \/ﬁ{( 6z oX ), \oz oX J,| oY R
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b“"' =—" —— Region fluida
-_— ——

Deslizamiento

Figura 2.2.- Condicion interregional de Beavers y Joseph.
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Los términos que involucran las derivadas de las componentes del vector velocidad en
las ecuaciones (2.59)-(2.61) se pueden evalian en una iteracion anterior en el método
numérico, o bien utilizar la definicién de las componentes de la velocidad en términos del
vector potencial especificadas por las ecuaciones (2.38 a)-(2.38 c) para tener las siguientes
condiciones interregionales para los componentes de la vorticidad:

2 2 2 2
‘o :(a\PZ _6\PY) _(6‘}’2 _a\PY) +[a ¥, 0 ‘{‘X] _(a ¥, 0 \sz (2.62)
@ n n n

oy oz oY oz oXoY oY’ 0z*  ozoX
g = [a‘Pv_a‘ij _(@P_v_a‘l'_xj ik A & (2.63)
" Jpallox oy ), \ax oy ), | \ezoy oz* )
[ (a‘l’x_a‘hj _(&PX—@\PZJ | k-2 (2.64)
“  Jpa|léz ox ), \aez ox),| \ay? avoz) '

2.6 Resumen de ecuaciones para los dos modelos.

En las secciones anteriores se han desarrollado cada una de las ecuaciones en la region
fluida, y para el caso del medio poroso se ha puesto particular atencion a la ecuacion de
cantidad de movimiento, considerando dos modelos, estos son: la ecuacion de Darcy y su
acoplamiento en la interregion mediante la condicién de Beavers y Joseph (Darcy-Beavers y
Joseph) y el segundo método que considera la correcciéon de Brinkman a la ecuacion de Darcy
para la ecuacion de cantidad de movimiento en la region porosa (Brinkman), a continuacion se
presenta un resumen de los dos modelos:

Brinkman
REGION FLUIDA
VY, =-¢ (2.39)
Vx(¢,xv,)=Prvi¢, +(Ra, Pr)Vx(i&n)—(Ralli’epr]Vx(i@) (2.40)
v(v,0,)=V’, (2.5)
v, Vg, =Ly (2.12)
Le
REGION POROSA.
VY, =-¢, (2.43)
Vx(¢,xVv,)=Prvi, +(Ra, Pr)Vx(iew)—( R?epr)Vx(i%)—(%)Cw (2.44)
v(v,0,)=K,V?, (2.7)
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v, V4 =LV (2.16)
Le
Condiciones de frontera
TEMPERATURA
(0,),=a Dirichlet (2.9a)
(deﬁ j =a Newman (2.9b)
dn ),
(d@ j +a(0,), =c Cauchy (2.9¢c)
dn J,
0,=0, (2.10a)
-n, -K,vé,=-n, -Vo, (2.10b)
CONCENTRACION
(4,),=a Dirichlet
(d@ J =a Newman
dn ),
dg, )
+a =c Cauch
(%] +a(s), y
9,=9, (2.17b)
-n,,-[D,-V4,-D,Vg,]|=0 (2.17c)
VECTOR POTENCIAL.:
My _ 0 (2.49)
on
¥, =0 (2.50)
Las condiciones interregionales:
¥, =Y, (2.51)
v, ¥
L=—FP (2.52)
OX OX
VORTICIDAD
£, =0 (2.53)
ol 4
(;t == 8n2t (254)
y en la interregion:
¢ =¢, (2.55)
0 0
% & 250
OX OX
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Darcy-Beavers y Joseph.
REGION FLUIDA
VY, =

n

Vx(g,xV,)=Prvi, +(Ra, Pr)Vx(iH,,)—{

v(v,0,)=V’,

1o
v, V9, :EV ¢,

REGION POROSA

Condiciones de frontera
TEMPERATURA

(6,),=a Dirichlet

=a Newman

VR
o
o
S 5
N N
+
Q
—~
NQD
N—
o
Il
o
O
fe))
[
O
=
<

-n,, K, vo,=-n, -Vo,
CONCENTRACION
) =a Dirichlet

=a Newman

(d@) +a(¢,), =c Cauchy

¢, =9,
-n,,-[D,-V4,-D,Vg,|=0
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(2.39)
(2.40)

(2.5)

(2.12)

(2.41)
(2.42)
2.7)

(2.16)

(2.93)

(2.9b)

(2.9¢)

(2.10a)
(2.10b)

(2.17b)
(2.17¢)
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Condiciones de frontera para el vector vorticidad
£, =0 (2.53)
O*Y,
Go=- on’
Condiciones interregionales para el vector potencial

2 2 2 2
gxu:(a‘Pz_é‘PYj _(8‘1’2_8\PY] +[a ¥, 0 ‘ij _(a ¥, 8‘PZJ (2.62)
2] n n n

(2.54)

oy oz oY oz oXoY  oY? 0z ozoX
Lo (a\PY_a\PXj _(a\PY_a\PXj [o¥, oY, (263)
" Jpballax oy ) \ax oy ), | \ezoy oz )
Lo (6‘1’)( _a\PZj _(G‘PX _G‘PZ] (e, oM, (2640
“ Jpa|llez ox ), Loz ox )| \oy® avez) '

La discretizacion de estos modelos matematicos, su planteamiento numérico y solucion
se presentan en el siguiente capitulo.
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Capitulo 3

Procedimiento Numérico.

En el presente capitulo se muestra el procedimiento numérico utilizado para la solucién
de los sistemas de ecuaciones diferenciales. El procedimiento incluye la forma para discretizar
las ecuaciones, el método para resolver el sistema resultante y la secuencia jerarquica de
ejecucion adoptada.

De las dos regiones que constituyen la cavidad, la fluida esta gobernada por el mismo
sistema de ecuaciones para ambos modelos, es decir, en el caso de la ecuacion de cantidad de
movimiento, la ecuacion de Navier-Stokes, por lo que el método utilizado es el mismo. Para el
caso de la region porosa se tomara el modelo que utiliza la correccion de Brinkman a la
ecuacion de Darcy para mostrar la forma de discretizar las ecuaciones y la secuencia de
evaluacion. Los detalles que son exclusivos del modelo que utiliza la ecuacion de Darcy en la
region porosa y el acoplamiento interregional con las condiciones de Beavers y Joseph (1967)
se mostraran en una seccién independiente. Para el caso del modelo en dos dimensiones, la
formulacion matematica y la parte numérica se presentan en el Apéndice C.

El sistema de ecuaciones diferenciales no-lineales en términos de las variables:
temperatura (), concentracion (¢), vector verticidad (¢) y vector potencial (V) se resolvié

usando un procedimiento similar al presentado por Mallinson y De Vahl Davis (1973) para
conveccion natural en flujos de una sola fase y utilizada posteriormente por Singh y col.,
(1993). En este método las ecuaciones gobernantes son transformadas a la forma parabolica
por la adicion del término transitorio, éstas posteriormente se representan en forma
discretizada utilizando  diferencias finitas. Las ecuaciones discretizadas son resueltas
utilizando el método de integracion implicita de direccidn alternada (ADI) propuesto por
Peaceman y Rachford (1955) y aplicado en varios trabajos recientes (Bubnovich y col., 2002;
Provisky, 2002; Dai y col., 2000), los detalles de cada uno de estos puntos se muestran en las
secciones siguientes.
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3.1 Ecuaciones Elipticas.

El hecho de que las ecuaciones gobernantes de flujo multidimensional sean acopladas y
elipticas ocasiona una gran complejidad matematica. Para el problema que se presenta se
tendrian que resolver simultdneamente para cada una de las dos regiones: 3 ecuaciones
diferenciales parciales para el vector vorticidad, 3 ecuaciones para el vector potencial, 1
ecuacion para la temperatura y 1 ecuacion para la concentracion, dando un total de 16
ecuaciones diferenciales parciales por cada regién, cada sistema de ecuaciones incluye sus
correspondientes condiciones de frontera e interregionales, lo anterior sugiere que la solucién
del sistema de ecuaciones debe obtenerse mediante un procedimiento numérico. Aln con esta
simplificacion, las formas discretizadas de las ecuaciones deben de ser resueltas
simultaneamente por un método que requiere un procedimiento doblemente iterativo. Sin
embargo, una revision bibliografica (Mallinson y De Vahl Davis, 1973, 1977; Peaceman y
Rachford, 1955) recomienda el método de integracion implicita de direccion alternada (ADI);
La aplicacion especifica de este método se encuentra en la solucion de ecuaciones
diferenciales no-lineales parabodlicas. EI método indica que para su utilizacion se requiere de la
transformacion de las ecuaciones gobernantes (elipticas), esto se lograra al utilizar el método
del falso estado transitorio, el cual consiste en la adicion de la dependencia artificial del
tiempo con el fin de encontrar el estado estacionario, esto es, cuando la variacion con respecto
al tiempo es significantemente pequefia se alcanza la convergencia; una explicacion detallada
se encuentra en: Behnia y col. (1996) y Mallinson y De Vahl Davis (1973) y los puntos
especificos para el sistema en particular se desarrollan a partir de la seccién 3.3.

3.2 Ecuaciones Parabdlicas.

La transformacion de las ecuaciones a la forma parabdlica para la aplicacion del
método del falso estado transitorio se puede realizar para cada una de las ecuaciones
gobernantes y en cada region mediante la adicion artificial del tiempo, esto incluye la
incorporacion de un parametro que ayuda a la estabilidad, asi por ejemplo, para el modelo que
considera la correccion de Brinkman a la ecuacion de Darcy se puede expresar el sistema de
ecuaciones de la siguiente manera:

Region fluida 77

e Cantidad de movimiento: Vorticidad-vector potencial

Vector potencial
1 o¥

(@), ot

:Cﬂ +v2‘Pn (3.1)
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Vector vorticidad

(a; %=—Vx(c,,xv,,)+Prv2§,,+(Rag Pr)Vx(ie,7)—[Ra¢ Prjw(i@) (3.2)
e Energia
@a@—f =V?0,-V+(v,0,) (3.3)
o Masa
(aj)” aa—f = Lievzqﬁn -v,-V4, (3.4)

Region porosa @

e Cantidad de movimiento: Vorticidad-vector potencial

Vector potencial

! a—\P=CM+V2‘Pw (3.5)

(ag), ot

Vector vorticidad

1 &

(a ) E=—Vx(§wwi)+PrV2Cw
o
: Ra, Pr , Pr
+(Ra6.Pr)Vx(|¢9w)—( " ij(l%)—(chw (3.6)

e Energia

1 00 2 .

(%)wa—Ka)V 6,-V (vwew) (3.7
e Masa

1 0¢_1 ooy _y .

(a¢)w 8t LeV @ Va) V¢a) (38)
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En este conjunto de ecuaciones (ag)q, (@), (a),, (%)”, (@) (@), (@), y

(%) representan pardmetros de magnitud positiva propios del método del falso estado

transitorio, la buena eleccion de valores para estos parametros contribuye a incrementar o
disminuir la velocidad de convergencia de las ecuaciones y la estabilidad del método. Los
valores de los parametros que incrementan la velocidad de convergencia dependen de varios
factores, entre los cuales se pueden mencionar: el tamafio de la red, el incremento del tiempo
artificial, las condiciones de frontera en las paredes, el tipo de espaciamiento (constante o
variable), entre otros. Varios autores han sugerido diferentes valores para los coeficientes,
coincidiendo en establecer un valor relativamente pequefio para la ecuacién de vorticidad en
comparacion con los coeficientes de las ecuaciones restantes, en la Tabla 3.1 se muestran los
valores utilizados por Leonardi (1984) para una cavidad fluida y por Singh y col. (1993) para
un sistema fluido-medio poroso. Cabe hacer la aclaracion que estos valores se establecieron al
utilizar un modelo que considera la correccién de Brinkman como ecuacion de transferencia
de cantidad de movimiento en la region porosa.

Autor Ecuacién Fluido Medio poroso
Leonardi Vorticidad 0.05
1984 Energia 1
Singh ycol. | Vorticidad 0.1 2.5
1993 Energia 5 5

Tabla 3.1 Coeficientes utilizados para el método del falso estado transitorio

De acuerdo a la revision bibliografica realizada no existe una dependencia especifica
para establecer los valores de dichas constantes. Por otra parte, dentro de los objetivos del
presente trabajo no se tiene contemplada la optimizacion del método numeérico, por lo que los
valores de los pardmetros anteriores se establecerdn tomando las recomendaciones de Singh y
col. (1993), y en algunas pruebas se utilizara el conjunto de valores que garanticen la
estabilidad y convergencia del método (Valencia, 1993).

3.3 Diferencias finitas.

El sistema considerado para las pruebas numéricas se encuentra en coordenadas
cartesianas y con una interregion plana y horizontal, razones por las cuales se eligid la
discretizacion de las ecuaciones mediante diferencias finitas. En la discretizacion se tiene
cuidado de utilizar incrementos variables para considerar los cambios bruscos que ocurren en
las fronteras o en la interregion.
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Para la generacion de los espaciamientos variables se opt6 por la aproximacién a la
distribucion normal mediante el polinomio de Newton (Brockwell y Davis, 2002), utilizando
la siguiente expresion para el espaciamiento k+1:

Ak+1 — (:] anfkbk

Donde a=b = 0.5y nes el nUmero de espaciamientos

La forma simétrica para el eje X se muestra en la Figura 3.1 a). Los espaciamientos se
incluyen en un archivo de datos para ser leidos por el programa computacional, de tal forma
que pueden asignar arbitrariamente con alguna distribucion especifica.

El espaciamiento en la direccion X, por ser la direccion que considera la interregion,
estd compuesta por dos distribuciones, una por cada region (ver Figura 2.1 ), los detalles de la
discretizacion con espaciamiento variable se puede consultar en el Apéndice D, dicha
variacion de los incrementos en la malla computacional se puede observar en la Figura 3.1
b).

A continuacion se mostrara la forma en que se llevo a cabo la discretizacion de las
ecuaciones y la secuencia utilizada en el método de integracién implicita de direccién
alternada (ADI).

3.3.1 Discretizacion de la ecuacidn de energia.

Con la adimensionalizacion de la temperatura especificada por las ecuaciones (3.3) y
(3.7) se obtienen las ecuaciones de energia para cada region. Cualquiera de estas ecuaciones
puede ser representada mediante la siguiente ecuacion:

L %:sz@ —FV-(v,6,) (3.9)

(aﬁ ),1 ot

Donde los coeficientes del Laplaciano y Divergencia G y F adquieren los siguientes
valores para cada una de las regiones

Fluido | Medio poroso
G 1 K

1 [

F 1 1
Tabla 3.2 Coeficientes utilizados en la ecuacion de energia.
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AX,
i=1
AX,
i=2
AX,
i=3
- -
- .
- .

i=NX-2

i=NX-1

b)

Figura 3.1.- Asignacién del espaciamiento variable y celda computacional para el sistema
tridimensional.
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Desarrollando el Laplaciano y la Divergencia se obtiene:

0%, 0%0
+G 2
oY? % oz?

(3.10)

1 00, E 0(u,6,) .\ o(v,0,) .\ o(w,0,) %0,
oX oY oZ X oX?

(aﬁ)z ot ~© +GY

Utilizando diferenciacion en el tiempo artificial para discretizar el término de
acumulacion se tiene la siguiente expresion:

1 96, _ 0I:+1_0I:
(a,), &t (a,), At

(3.11)

Definiendo la variable de iteracion como la razon del incremento de la temperatura
sobre el incremento del tiempo mediante

9k+l _ek
W =2 2 3.12
b At (3.12)
O bien en términos de la temperatura adimensional en la iteracion k +1
6t =W,At + 6 (3.13)

Donde el superindice k+1 indica la iteracion en el tiempo actual, por lo que la
ecuacion (3.13) se puede expresar simplemente como:

6 =W,At+6" (3.14)

Sustituyendo (3.11) y (3.12) en (3.10), se obtiene:

W, e 0(u,0,) . o(v,0,) . o(w,0;) | _ G 0°0, +G, 0%, LG 0%, (3.15)
(), X oY oz “ox* eyt Ttz

Agrupando en términos de la variacion en cada una de las direcciones

2 2 2
W, polWl) o 06, oW0) o 00, p0W0) o 00 5 (315
(), X X aY aY oz oz
Variacion en X Variacion en Y Variacion en Z
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Factorizando en 6,

W g gO) g O
(a,), | ox TTox?

Variacion en X

[ a(v,) 0’
"oy _GYaYZ}

Variacién en Y

+0,

[ a(wﬂ) 52
+0,| F -G -0 3.15b
A 0z s ( )

Variacién en Z

La ecuacion anterior se puede simplificar con la inclusién de operadores diferenciales
que involucran la diferencia de términos de segundo y primer orden, quedando la ecuacién
(3.15b) de la siguiente forma:

W _ 0,6, +0,0,+0,0, (3.16)

(at9 )z

Los operadores diferenciales dependientes de cada direccion quedan definidos
mediante las siguientes expresiones:

2 2 2
6x=(G 0 Fa“], 8Y=[GY6 Fa"j, az=(eza——F2‘—gj (3.17)

XoxX?  oX oY: oY 7>

Sustituyendo @ en términos del valor de la iteracion anterior especificado por la

ecuacion (3.14), factorizando y reordenando la ecuacién resultante para la transferencia de
energia:

WH

(aﬁ ),1

Para resolver la expresion anterior, se puede dividir en un sistema de tres ecuaciones
cuya caracteristica sea la dependencia de cada una de ella con una sola direccion de los ejes
coordenados (ADI), de tal manera que con la suma de las tres ecuaciones se tenga como
resultado la ecuacion original. Para la ecuacion de energia este sistema toma la siguiente
forma:

[1-(a,), At(0y +8, +2, )| =(ox +0, +0,)0" A=no (3.18)

43



Procedimiento Numérico Capitulo 3

ﬁ—mx W, =(0x +0,+0,)05  Implicitoen X (3.19)
R

L — Ao, |W, =W, Implicito en Y (3.20)
_(aH)x

L —At8, |W, =W, Implicito en Z (3.21)
_(ae)z

- - - 4
Para obtener los valores de las variables intermedias W, , W," y W, se resuelven las
ecuaciones implicitamente en la direccion correspondiente (ver Figura 3.2); de tal manera que

14 -, - ;- - -7
para encontrar el valor de W, en la ecuacion (3.19) se resuelve implicitamente en la direccion
X', la forma total para la ecuacion (3.19) es:

0%0" %0~
+ +
G oY?: % pz?
Conduccion
o(ukgk) o(vkek) o(wkek
_F (ﬂﬂ,)+ (lﬂ,)+ ( /Ii) (322)
oX oY oZ

" " 0 ukW" 2 nk
W, —Ath—azwf +AtF—( ) c, 2%
(059)/I oX

oX X oX?

Conveccion

Para tener la forma en diferencias finitas de la ecuacion anterior se requiere de la forma
discretizada de las derivadas utilizando espaciamiento variable, a continuacion se presenta la
discretizacion centrada para la primer y segunda derivada, los detalles de la discretizacion se
pueden consultar en el Apéndice D o bien en trabajos previos (Leonardi, 1984 y Valencia,
1993).

e Derivada centrada de primer orden
Para ejemplificar la discretizacion de las derivadas se toma cualquier propiedad (.f)y

su variacion con respecto a la coordenada X en la posicion i, la discretizacion de la primera
derivada se muestra a continuacion:

0
8_)§ =Cy, G1ix +Cx,, Gk +Cx,, Sunix (3.23)
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Implicito en X

Implicito en Y

Implicito en Z

-7

Figura 3.2.- Secuencia de evaluacion en el método ADI.
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Los valores de C, ,C, ,C, involucran los espaciamientos variables que estan
dados por:

= ) (3.24)
Y AX,(AX,)T + AX (AX,)
_ (sz)z _(Axl)z (3.25)
EAX, (AX,)" + AX, (AX, )
_ (A%, )
O, = AX, (AX,)" +AX, (AX, )’ (3.26)

La ubicacion de cada uno de los incrementos para la obtencion de las constantes se
puede observar en la Figura 3.3. Las derivadas en las direcciones restantes tendran férmulas
equivalentes.

e Derivada centrada de segundo orden
De forma similar, para la derivada de segundo orden se tiene la siguiente expresion

0°&
oX?

:Cx‘,jgifl"'cxsvigi +Cxﬁyi98i+1 (3.27)

Donde las constantes de los incrementos variables son:

c, - 2 (3.28)
“AX (AX, + AX,)

C, =- 2 (3.29)
S AXAX,

C, —- 2 (3.30)
B AX, (AX +AX,)

Sustituyendo las ecuaciones (3.23)-(3.27) se obtiene como resultado el siguiente
sistema tridiagonal para el lecho fluido, en las ecuaciones no se consideran las fronteras ni la
interregion, el calculo para la actualizacion de estos valores se determinan por separado.

AW, +BW, +C.W, =D i=2.,NXI-1;NXI+1,... NX-1 (3.31)

1+1
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Figura 3.3.-

: (]
Ax
Adelante ] — !
&x;
142
i-2

Interregion m-—n Ax, A Atris

Incrementos variables para la discretizacion de las ecuaciones.

47

Capitulo 3



Procedimiento Numérico Capitulo 3

Donde:
A= —At(G Cy,, —FCy, Uy ) (3.32)
B = ( —AI(G Cy,, —FCy, U, i) (3.33)
= —-FC, U, k) (3.34)
—le+C 0k1k+c all-(i-ljk)
%0k
X ox?

k K Kk k k
-F (Cxli Uy jk0s ik +Cx,, Uik +Cx,, ui+1,j,k‘9i+1,j,k)

Fa(u,%e;)
oX
k k
c-:‘Y(CY 9|11k+CY k+CY 9IJ+1K)
0%k
GYOY;
k
_F(CYUVIJ—lk |]1k+CY V|]k9 k+CY |]+1k Ij+lk)
Fa(v,ﬂl)
oY

+G; (Cy, 08 41 +Co 0 +Cy 0 )

G, 226
e
F (Czlvkvvijfj,k—leil,(j,k—l +C, W|kJ rint Czs,kwilfj,kugil,(j,ku) (3.35)
)
E

l74

La expansion de la ecuacion (3.31) forma una matriz tridiagonal:

B, C, 0 W, D, - AW,
Ai BS C3 VV3 D3
0 A B, C, W, D,
- : : : : b= : (3.36)
A\IXI -3 BNXI -3 C:NXI -3 0 WILJIX| -3 DNXI -3
0 A\IXI—Z BN)(I -2 C:NXI—Z WILJIXI—Z DNXI 2
| 0 0 A B | W] | Duas—Cra W |
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El sistema tridiagonal se resuelve utilizando el algoritmo de Thomas (Ames, 1992;
Dagtekin y Oztop, 2001; Provitsky y Morris, 2000) para obtener el valor de W", con este se
puede calcular W' (implicito en Y) aplicando el mismo procedimiento de discretizacion y
solucion tridiagonal anterior, ver (Figura 3.2), el sistema en esta direccion esta dado por el
siguiente conjunto de ecuaciones:

AW, +BW, +CW, =D, j=2,.,NY-1 (3.37)
Con

A =-At(G,C, —FC, U, 1] (3.38)

B, =1-At(G,C, ~FC, U, ) (3.39)

C, =-At(G,C, ~FC, U 1) (3.40)

D, =W (3.41)

Finalmente con el valor de W' se calcula W, que es la variable que involucra la
temperatura adimensional en la iteracién actual, el sistema resultante de la discretizacion en
diferencias finitas es el siguiente:

AW, +BW, +CW, =D, k=2,.NZ-1 (3.42)
Con

A =-At(G,C, ~FC, U] (3.43)

B, =1-At(G,C, -FC, u ) (3.44)

G =—At(G,C,,, ~FCy Uy 1) (3.45)

D, =W (3.46)

Con el vector W se evalua la ecuacion (3.14) para obtener los nuevos valores de la
temperatura adimensional. El proceso iterativo se aplica en forma semejante para cada una de
las direcciones de la region porosa.

Vector potencial

A diferencia de la variable temperatura, para el caso de una variable vectorial se tiene
que desarrollar el método ADI para cada una de las componentes del vector. Para ejemplificar
lo anterior se mostrard el procedimiento para la componente “n” del vector potencial,
expresando las ecuaciones (3.1) y (3.5) mediante:

1 %, Oy W O, vz (3.47)
— = : : —— = [ 1 =nw .
(ay), ot ox* oyt v 7
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Realizando un procedimiento similar al presentado para la ecuacién de energia, se
tiene la ecuacion para el vector potencial en términos de la variable W, :

¥ =W AL+ (3.48)

Sustituyendo (3.48) en (3.47) se obtiene:

wl_wk 29 Y MY
v,y vy _ LA "y €, (3.49)
(o), At OX oY oz 7

0 bien en términos de operadores diferenciales de segundo orden

W = At(8% +05 +05 ) ¥, —¢

(ay ),7

En la ecuacion anterior, los operadores diferenciales quedan definidos por términos de
segundo orden, a diferencia de la ecuacion de temperatura en la cual se incluia una diferencia
de términos de primer y segundo orden:

(3.50)

ny

0’ o’ o’
oy = e oy = 2 05 = =7 (3.51)
Ahora, sustituyendo (3.48) en (3.50) se obtiene:
(W‘I‘) = At(85% +05 +05 )W + (0% +05 +05 )Wk, —&,, (3.52)
Oy .
Factorizando y reordenando la ecuacion anterior, se tiene:
— 2 2 2 \My _(A? 2 2 ko
1-(ay), At(0% +05 +03) (0% +05 +03 )Wk, —&,, (3.53)

(ay ),7

La descomposicion para la integracion implicita en cada una de las direcciones es la
siguiente:

[ ﬁ — At }Wy = (8% +8% +05 )Wy, —G,, Implicito en X (3.54)
¥y
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( 1) — A0 W, =W, Implicito en Y (3.55)
Qy . |

L —At0% (W, =W, Implicito en Z (3.56)
_(a“’ )'7 i

Como cada una de las ecuaciones (3.54), (3.55) y (3.56) dependen de una direccion, se
pueden resolver implicitamente en la direccion del eje correspondiente (Samarskii y
Andreyev, 1963), haciendo notar que cuando se alcanza el estado estacionario (artificial) la
suma de las tres ecuaciones tiene como resultado la ecuacion (3.47). La discretizacion y
solucion de la ecuacion (3.48) (implicitoen X)) es:

' WL oY, oY, oO'%
W, TV, ZL ny 9 Fny WJ_C’”” (3.57)

(o), ox? xX: oyt | oz

La discretizacion de las derivadas espaciales se realiza en diferencias centradas
utilizando las ecuaciones (3.23)-(3.26) o sus formas similares con sus correspondientes
constantes, obteniéndose la expresion:

,01\/\(;4jk + B,\/\L]",ijk +Cin"xM,-k =D i=2,...,NXI -1 (3.58)
Con las siguientes expresiones para las constantes A, B, C y D

A =—(ay), MICy, (3.59)
B =—(ay) AC, -1 (3.60)
C, =—(ay), AtC, (3.61)
D=y, +¥ (CXSJ +C, +C,, )+\PXW (CXM )+ v, (Cxﬁyi )

P, (CY“ )+\quka (CYM )+ v, (CZM )+\PXW (Cze,k ) (3.62)

=S

El sistema tridiagonal adquiere la forma presentada en la ecuacion (3.36), el cual se
resuelve por el algoritmo de Thomas (Dagtekin y Oztop, 2001; Provitsky y Morris, 2000;
Lapidus y Pinder, 1982), posteriormente se resuelven las ecuaciones (3.55) y (3.56) y
finalmente se aplica la ecuacién (3.48) para obtener el valor de la componente del vector
potencial.
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3.3.2 Ecuacion de transferencia de masa

La similitud que tienen las ecuaciones de energia y masa simplifica la aplicacion de la
discretizacion y del método de integracion (ADI).

Cualquiera de las ecuaciones de transferencia de masa ecuaciones (3.4) o (3.8) se
puede representar mediante:

LY ()=

(% )w ot

Siguiendo el mismo procedimiento presentado para la ecuacién de transporte de
energia, primero se resuelve para la direccion X:

o? o? o?
¢7+J ¢7+J 9

3.63
Xox? TV oay? T ozt (363)

W aZWI! 0 uk " 2 sk 2 4k 2 1k
b AL, — L+ AtH (4 "’>=Jx 00: 13,99 3,94
(@), oX oX X oY oz
Difusién
k 1k k 1k k
B a(uz@ ) N 8(V/1¢/1 ) N a(Wl,{@ ) (3.64)
oX oY oz

Conveccion

Después de aplicar las ecuaciones (3.9)-(3.16) se obtiene el siguiente sistema
tridiagonal

AW, +BW, +CW, =D (3.65)
Donde:
A =-At(3,Cy —HC, U, ) (3.66)
Bot At(JXCXS‘i ~HC, U, j,k) (3.67)
(a¢)i
C, =—At(3,Cy, —HC, U, ) (3.68)
D, =Jy (CXM ¢ik-1,j,k + st,‘ ¢il,(j,k + Cxev, ¢ii-<+1,j,k)
3, 2
ox2
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k k k 4k k k
-H (Cxu ui—l,j,k¢|—1,j,k + sz,\ ui,j,k¢i,j,k + st,\ ui+l,j,k¢i+l,j,k)

o(useh)

H
oX

+Jy (Cm B+ Co B+ Cy, ¢‘|fHLk)

A2k
¢y
J i
" ov?

K k Kk k k
—-H (CYLJ-Vi,j—l,k¢i,j—1,k +C‘(Ziji,j,k¢i,j,k +C\(3,jvi,j+1,k¢i,j+1,k)

o)
oY

+J; (CZA‘k¢ii,<j,k—l +C,, ¢ii,<j,k + Cze‘k¢ii,<1,k+1)

R
z az?

k k k
-H (CZLKVVik,j,k—1¢i,j,k—l + sz,kwnk,j,k¢i,j,k + CZ3_kvvilfj,k+l¢i,j,k+l)

o(wigk)

H
l74

Ecuacién vector vorticidad

Capitulo 3

(3.69)

Para la discretizacion del vector vorticidad se realiza un procedimiento similar al

utilizado por el vector potencial, de tal manera que para la componente A se tiene:

1 ow”
(ag)q ot o X

—(Ra, Pr)Vx(iH‘j)—(

— At Prﬂbw(g;xv;)wrvzgﬁ

! ]w(@)

(3.70)

Con la adimensionalizacién del vector vorticidad se tiene el siguiente sistema de

ecuaciones:
AW'f , +B,V\/; +CiVV; =D,
i-1,jk ijk i+l,jk

A =-AtPrC,

1
B =-AtPrC, —-——
N (ag)ﬂ

C =-AtPrC, .

Di = _ézxiyj,lkaYLjVi,j—l,k - é/Xiyjychziji,j,k _gxi,jﬂykcvajvi,ju,k

d(¢xv)

dy
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+é’vi‘j,1‘kcvlyj Uikt ézvi,j,kCYz,j Uikt é/xi,jﬂykcvs‘j Uk

d(4vu)
dy
_é/xljklczlk 1,j,k=1 é/Y]k Zy k 'Jk §X|Jk+1CZSkVVIJk+1
d(¢xw)
dz
T é,zi‘j‘kflczl,k ui,j,k—l + é/zi,j,kczz,kui’j’k + ézzi‘j‘kﬂczs,k ui,j,k+1
d(¢xw)
dz
+Pr (C:Xiflvjvkcxa,i + é/xi j kCXS,i + é/xiﬂ,i,kcxﬁ,i )
e
dX
* Pr (é/x'*l’l*kCYA‘J + é/XI‘J.kCYS‘J + §X|‘J+1‘kCY6,| )
2
s
dy
+Pr (é,x' k1 Zak + é/xi,j,kczs,k + é,xi,j,kﬂcz(i,k)
2
Prd (ix)
dz

_( Raepr)(ei,j—l,kczl‘j - ei,i,kczz‘j N Hi‘ju‘kczii,j )

d*(¢)
(RayPr) 4z
+( Ra‘tgl:)r)(Hi,j,k—lc:\(l_J - ei,J,kCYz,, - 0|,],k+1CY3.J )
d?(6,)
(RayPr) a2
Ra,Pr
- Le (¢| -1k Z1J ¢| i, kC - ¢i,j+1,kCZ3‘J)
( RayPrd?(gy)
L%EJ dz?
( Ra,Pr)
+ Le )(¢i,j,leY“- _¢i,J}k 2 _¢i,j,k+lCY3,j) (375)
( Ra,Prd?(¢,)
"o Jav?

El procedimiento de integracion para las diferentes direcciones se realiza como en las
ecuaciones anteriores.
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3.4 Condiciones de frontera e interregionales.

Las condiciones de frontera e interregionales (ver Figura 3.4) se establecen para las
variables temperatura, masa, vector potencial y vector vorticidad, para estas Gltimas las
condiciones de frontera quedan determinadas por las condiciones de no-deslizamiento y no
penetracion del vector velocidad planteadas en el Capitulo 2. En la presente seccion se
plantean las condiciones de frontera e interregionales en téerminos de diferencias finitas.

e Vector potencial
Para el vector potencial se debe de cumplir la condicién de no penetracion en las
paredes, expresada mediante:

o(¥)
on

n_0 i=y,p (3.76)

Para ser congruentes con el desarrollo que se realizo para el potencial, se ejemplificara
el planteamiento de las condiciones frontera para ¥ ,. El desarrollo es idéntico al presentado

para obtener las ecuaciones generales para el vector vorticidad obteniéndose una matriz
tridiagonal cambiando el término independiente D, .

Para j =1
Di - Cxil.k +\Pxi1,k (sti +CY51 +Czsk )—I—\leifll,kcxzti +\Pxi+l,j,kcxei
+\PXiOkCY4i +\PXiZkCY6j +lPXijk4CZ4k +\PXi i k+1CZGi (377)

De la ecuacién (3.77), utilizando discretizacion hacia adelante se obtiene:
W, =Y., Sustituyendo esta expresion se obtiene:

Di = é/x‘ 1k + lPXi:t.k (sti + CYSL + CZSk )+ ¥ Xi11k Cx4i +¥ Xx411k CXGi

+2\Pxi,2,kCYGL +\lei,j ,k—lCZ4k +\Pxi‘j,k+1 Zgy (378)
Donde:

c, :CYT (3.79)

CYSL :CYSL +CY5] (380)

Este mismo desarrollo se realiza para j = NY, en las direcciones restantes y para cada
una de las regiones.
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Condiciones de frontera

Il

Condiciones de frontera

Figura 3.4.- Secuencia para la evaluacion de las condiciones frontera e interregional.
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e Condiciones de frontera para la ecuacion de energia

La forma discretizada de las condiciones frontera (2.9a)-(2.9c) son:

Dirichlet

0, noxn =@ 0<ax<l, A=w,n, xn=1 XN,YN,ZN (3.81)
Newman:

a@% =a 0<ax<l, A=w,n, xn=1XN,YN,ZN (3.82)
Cauchy:

% :beﬂynz,m+c 0<b,c<l, A=w,n, xn=1 XN,YN,ZN (3.83)

La forma adimensional para las condiciones tipo Dirichlet, ecuacion (3.81) esta dada
por:

6 =0, Discretizacion hacia adelante (3.84)
6, =6, Discretizacion hacia atras (3.84a)

Newman

En las condiciones tipo Newman se aplican diferencias finitas hacia adelante o hacia
atras dependiendo de la posicion en que se encuentre como se muestra en la Figura 3.3. Para
las fronteras ubicadas en xn=1, se utilizan diferencias hacia delante

Discretizacion hacia delante:

00,

onl.” CF,6 +CF,0,,+CF,6,,=a (3.85)
Donde:
CF, = AN 240, (3.85 a)
Ani+1 (Ani + ArE+l)
Fn _ Ani +Ani+l (385 b)
*  AnAn,
CF ——— ANy (3.85 ¢)

®  An(An+An,)
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Discretizacion hacia atras:

00,

— :CBnﬁi +CB, 6?i71+CBr136?i72 =a (3.86)
on iy i
Donde:
An _, +2An
CB = 1-2 -1 3.86 a
"7 an, (an, +an,) (8809
CB, = _An,+An, (3.86 b)
’ Ani—ZAni—l
CB A, (3.86 ¢)

" T An, (A0, +An,)

De igual manera para las condiciones tipo Cauchy, su forma depende del tipo de
discretizacion, para las fronteras ubicadas en i =1, se utilizan diferencias hacia delante,
mientras que para i = N diferencias hacia atras (ver Figura 3.3)

Discretizacion hacia delante:

26,
on

=CF, 6 +CF, 6., +CF 0,,=bd +c (3.87)

n, i+l n,i+2
i=1

Donde el valor de las constantes se especifican en las ecuaciones (3.85 a) — (3.85 b)

Discretizacion hacia atras:

on

=CB,§+CB, 6, +CB,6_,=b +c (3.88)

i=N

Donde el valor de las constantes se especifican en las ecuaciones (3.86 a) — (3.86 b)

La ecuacion de energia también debe satisfacer igualdad de campo y de flux en la
interregion, las cuales quedan especificadas por las ecuaciones (2.10a) y (2.10b), y en forma
adimensional son:

0,=0, en X =X, (3.89)

k 06 00
I K~ en X =X 3.90
k, oX > oX : (3.90)
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La discretizacion en las derivadas de la ecuacion anterior dependeran de la fase en la
que se evalua, aplicando discretizacion hacia atras para la region fluida y discretizacion hacia
delante en la region porosa:

Aplicando las condiciones interregionales junto con la discretizaciones de las
derivadas: se obtiene:

Kk
k_ﬂ CBnl '9N><| + Can eNXI a7t CBn3 GNXI 2= CFnl HNXI + CI:nz 9N><| aTt CFNXI +2 (3.91)

@

e Condicion de frontera para el vector vorticidad

La discretizacion para las condiciones frontera de la vorticidad se realiz6 utilizando
una aproximacion propuesta por Woods (1954). Para ejemplificar esta discretizacion se toma
como ejemplo la direccion X en la pared.

O°Y, i 4
¢n=0, ;tl == :

et 6= (3:92)

De acuerdo con la definicion de vorticidad la componente X es:

oV, oY, oY,
- 2 T 2 T 2
oX oY o0z

—Cx (3.93)
Donde
Yy _ O ¥y
0Z* oX?  oY?

—{x (3.94)

Para obtener el valor de la componente correspondiente del vector potencial se realiza
una expansion en series de Taylor

¥, = ‘leAZl(

alPx] N Azlz (GZ\PX\ N AZf (ag\Px\ +O|:Azl4:| (395)

oz 2 Kazle 6 LazSJl

Sustituyendo la segunda derivada (3.94) en (3.95) y despejando para ¢ se obtiene:

2 2 (0¥ AZ, (W, )
é/xl ( X, x2)+ ( xj + - 3
1

v Az, \ oz 3 (a2 ),
() (3,
ox? Jl a2 Jl

+0[ AZ! | (3.96)
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De la relacién entre velocidad y vector potencial se pueden obtener las condiciones de
no-desplazamiento de la pared en Y=0

u= oY, My _ 0 (3.97)
N oz

Ik S 'Y (3.98)
iz ov

w=TFy 0¥y (3.99)
X oY

Derivando con respecto a la direccion Z la ecuacion (3.94) se obtiene:

0z  ox® ay® oz

P, P, PY, 9

(3.100)

: 0¥, O°Y, :
Sustituyendo los valores de y pog de las ecuaciones (3.98) y (3.99)

0Z
respectivamente, en la ecuacion (3.96) se obtiene:

5 2 (0¥ AZ, (6°9, )
o= gaa( v g (G + 2 )
(9,) (%W, 2
_ - +0| AZ (3.101)
L@XZ Jl L@YZ Jl [ 1:|

Las dos ultimas derivadas de la ecuacién (3.101) se eliminan de acuerdo a

2
(2 \{;“\ =0 n=X)Y,Z (3.102)
L on

2
(8635\ =0 Por no desplazamiento (3.103)

Despreciando las derivadas de orden superior a 2, la ecuacion adquiere la siguiente
forma

2 2 ( oY j AZ [6; j )
=—(¥, -, |+ v+ —=| +—F £1+0|AZ 3.104
o, Azf( X Xz) AZ, oX/, 3 \az [azE], @109
. - e ey . . . aé/x _ é,XZ - é/Xl
Ahora, sustituyendo la definicion de derivada hacia adelante en la pared: 27 ) = a7
1 1

y eliminando el término del potencial en la pared se obtiene:
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3 3 [ o j Cx
=——— (¥, | +—| V+—&| - =2 3.105
o Azf( Xz) AZ, oX /), 2 (3.105)

El resumen de la secuencia de evaluacién de las ecuaciones y condiciones de frontera
se muestra en la Figura 3.5

3.5 ESTABILIDAD Y CONVERGENCIA

En la deduccion y solucién de las ecuaciones se generaron diferentes tipos de
parametros, entre ellos los relacionados con el método del falso estado transitorio, factores de
relajacion en el esquema numeérico, entre los mas importantes y aunque se ha demostrado que
el método del falso estado transitorio es estable para la solucién del sistemas de ecuaciones,
los valores del incremento del tiempo tienen gran influencia en la velocidad de convergencia.
Por ejemplo Leonardi (1984) sugiere para un sistema en dos dimensiones con una sola region

un valor del incremento expresado mediante At < O.8[min(AX,AY)]Z, cuando los valores de

a,=a,=1.

Para sistemas de ecuaciones acopladas el valor del incremento del tiempo asi como los
valores de las constantes del método del falso estado transitorio quedan relacionadas entre si, y
los valores reportados proveen de estabilidad pero no de rapidez de convergencia. En lo que
respecta a los parametros de relajacion para las ecuaciones de vorticidad, potencial y
temperatura se cuentan también con algunos valores reportados. Sin embargo, al utilizar dos
regiones los valores de los pardmetros cambian ya que las constantes estdn fuertemente
relacionadas, por lo que es muy conveniente determinar la combinacion de los valores de estas
constantes con el fin de incrementar la velocidad en la convergencia. Las pruebas que
muestran la dependencia de estos parametros se reportaron anteriormente (Valencia, 1993).

En cuanto a la convergencia se dice que se alcanza en el momento en que se satisface
un determinado criterio, entonces en el método del falso estado transitorio se tiene el estado
estable cuando el siguiente criterio de convergencia para cualquier variable satisface la
siguiente expresion:

1 i=My j=My k=M

M- M. M. M A@]
My My M, 21: ; ; [Agi" -~ Agf| < error, (3.106)
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¥ condiciones de frontera

(0‘ ) =a

dn \dn J,

[t

Leer datos fisicos, numéricos, geométricos

Inicio —> ® (ft ) =a
(&)-e (%)

| i — o {db
tE]ﬁm(ﬁ..)ﬁ—t L%J_..""(d" )=c

Inicializar campos

By W

Evaluacion, energia, region fluida

A

1o v, -V '("-.D-. )

[
Y

Evaluacion, energia, region porosa
1 a8
(o), &

=KV, -V(v0,)

v

Condiciones de frontera e interregionales
6, =0,

-n,, K, VO, =-n_ -VB,]

'

Evaluacion, masa, region fluida
L
{unl o L('\ &V Ve,

Evaluacion, masa, region porosa

LI J ;
(“-). a !.4-‘_0‘ Y. Ve

7

Condiciones de frontera e interregionales
b, =9,

-n,, (DL Vo, - %94, ]=0

v

Evaluacion, potencial, region fluida

= .
@), & =L 4V,

L]
Evaluacion, potencial, region porosa

L
(y), a0 ™ "

A4

Condiciones de frontera e interregionales

Capitulo 3

cConverge? »—m———p

Evaluacién, velocidad
v, =Vx'¥,

Y

Impresion de resultados

;

Fin

Condiciones de frontera e interregionales

. a . o v, 9, t _(‘. . )
T T Ay fpe Mt
dx  Ox

Evaluacion, vorticidad, region fluida

1o ( Ra, Pr)

@)

VG, v, - PrVE + (Ra, Prv<(io, )-

(e )\?x(i@l)

Evaluacion, vorticidad, region porosa

oY v, v,
(. . =2
on ox ox
¥, =0 v, =,

Figuras 3.5.- Secuencia de evaluacion de las ecuaciones.

R

R P ooy
+(Ra, Pr)V < (i6, }-| °:_' |7 = (16 )| :; -
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No obstante, en algunos casos se utiliza el criterio de convergencia basado en el error

relativo tomando en cuenta el efecto de la variable con respecto al tiempo artificial (Mallinson
y de Vahl Davis, 1973):

1 % JZM %Z Api =A@l
MXMYMZ i=1  j=1 k=l At

‘ Agj,

<error, (3.207)

max

Donde M, indica el nimero de nodos en la direccion k, Ag,, es la correccion al
campo obtenido con el método ADI después de haber realizado el barrido en las tres
direcciones en la iteracion N,y ¢! es el valor maximo del campo después de la iteracion

N . Este criterio de convergencia fue impuesto a todas las variables en la regién fluida y
porosa, estos son: vector potencial, vector vorticidad, temperatura y concentracion.
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Pruebas e interpretacion de resultados.

En un sistema consistente de una cavidad, con una fase fluida en la que se presenta
flujo convectivo provocado por diferencias de temperatura y concentracion, el gran nimero de
posibilidades de flujo estda dado por el numero (relativamente grande) de parametros
adimensionales que gobiernan el fendmeno, entre ellos el nimero de Rayleigh (Ra), el nUmero
de Lewis (Le), la relacion de flotacion (N) y la relacion de longitudes entre otros, en el caso de
un sistema con dos regiones se requiere considerar adicionalmente los parametros que

involucran la permeabilidad del medio poroso (Da), relacion de conductividades (Rc) etc.,

lo anterior implica la realizacion de un gran numero de pruebas para analizar el modelo
completo; En el presente capitulo se presentan solo algunas de las pruebas realizadas, en las
cuales los cambios muestran efectos importantes, la eleccion de las condiciones se tomo
considerando los trabajos publicados con anterioridad, por ejemplo, en el caso tridimensional
se utilizaron las condiciones utilizadas por Singh y col. (1993).

Para simplificar el nimero de pruebas a realizar, el flujo convectivo bajo consideracion
fue dividido en dos clases: a) flujo por fuerzas debidas a la transferencia de calor, en donde los
efectos de flotacion son dominados por los cambios de temperatura y b) fuerzas debidas a la
transferencia de masa, donde los efectos de flotacién son controlados por los cambios de
densidad asociados con los cambios de concentracion; al primer grupo se le realizaran pruebas
a los modelos en dos y tres dimensiones, mientras que las del segundo grupo sélo al modelo en
dos dimensiones. Para cada uno de los modelos tridimensionales se analizaron los siguientes
niveles para cada variable:
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Con el fin de presentar la validacion de los modelos y de analizar los efectos que
muestran en la interregion se realizaron una serie de pruebas a los modelos desarrollados, los
resultados se compararon con los obtenidos por el modelo tridimensional que considera la
correccion de Brinkman a la ecuacién de Darcy para modelar la transferencia de cantidad de
movimiento (modelo presentado por Singh y col.,1993), para el caso bidimensional se
desarrollé un modelo, el cual se compard con los resultados obtenidos previamente por
diversos autores entre los que se encuentran: Nishimura y col.(1986), el desarrollo del modelo
bidimensional se presenta en el Apéndice C.

Ra Da Rc Interregion | Tamafio de la malla
10* 103 1 0.00 113
10° 10 5 0.25 21°
10° 10 0.50 41°
0.75 81°
1.00

Tabla 4.1 Niveles de los parametros analizados en el caso tridimensional

4.1 Condiciones de frontera.

Como ya se menciono en el Capitulo 2, el modelo fue desarrollado para manejar
diferentes condiciones de frontera, sin embargo gran parte de las pruebas se adaptaron a las
condiciones previamente presentadas por otros autores, por ejemplo, para el caso
tridimensional Singh y col.(1993) consideran los planos X'y Z adiabaticos y la diferencia de
temperatura fue fijada entre los planos Y =0 y Y =1, lo anterior para analizar los efectos de
las fuerzas de flotacion, estas condiciones se muestran de manera esquematica en la Figura
4.1, para la mayoria de las pruebas presentadas en este trabajo se utilizaron estas condiciones,
lo anterior para poder realizar las comparaciones entre modelos en tres dimensiones, en el caso
de modelos bidimensionales se utilizan las condiciones adecuadas dependiendo de la prueba y
del trabajo con el que se compara.
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Figura 4.1.- Condiciones de frontera para la ecuacion de energia.
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4.2 Parametros numeéricos.

En la solucion numérica se debe de tener cuidado al establecer diferentes pardmetros
propios del método, por ejemplo, al incluir el falso transitorio se debe de establecer un valor

para el incremento del tiempo artificial (At) éste tiene una fuerte dependencia con el tamafio

minimo del espaciamiento de la malla, ademas debe de ser suficientemente grande para
asegurar estabilidad en la convergencia y rapidez para encontrar la solucién; en el presente
trabajo se utiliza la expresion presentada por Singh y col. (1993) para determinar el tamafio de
At (ver seccion 3.5).

Otro conjunto de pardmetros que influyen en la estabilidad del método son los
relacionados con el método del falso transitorio, estos incluyen valores para las variables
temperatura, concentracion, vector vorticidad y vector potencial para cada una de las regiones
(Valencia, 1993). Los valores que se utilizaron para las condiciones de frontera mostradas en
la Figura 4.1 se presenta en la Tabla 4.2:

Region Fluida | Medio Poroso
a, 5.0 5.0
a, 5.0 5.0
a, 0.1 2.5
ay, 5.0 25

Tabla 4.2 Valores de los pardmetros para el método de falso estado transitorio en ambas
regiones.

Sin embargo, estos valores tienen una dependencia de diversos parametros fisicos y
numéricos tales como espaciamiento y tamafio de la malla computacional e incremento en el
nimero de Rayleigh (Ra, y/o Ra,), para la mayoria de las pruebas se utilizaron los

parametros mostrados en la Tabla 4.2, en algunos casos se mejord la velocidad de
convergencia modificando el valor de uno o varios parametros durante el proceso iterativo,
sin embargo el objetivo del trabajo radica en encontrar los valores que muestren estabilidad
numérica, un estudio sobre los efectos de estos parametros sobre la velocidad de convergencia
se presento previamente (Valencia 1993), concluyendo que aunque el método es estable, para
cierto conjunto de valores de los pardmetros se presenta un comportamiento asintotico y
periddico en la convergencia.
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Para escribir el programa de computo (MURPHY 3D) se utilizd el lenguaje
FORTRAN 90 y para mostrar la variacion del tiempo de computo requerido por los modelos
de Brinkman en comparacién con el que utiliza las condiciones de Beavers y Joseph, en la
Tabla 4.3 se muestran los resultados obtenidos utilizando una computadora con procesador
Pentium IV a 3.2 GHz, Los tiempos de ejecucién se reportan para las condiciones de frontera
mostradas en la Figura 4.1 con una relacion de conductividades Rc=1 y haciendo variar el
tamafio de malla, Ra, Da y modelo tridimensional utilizado, como se mencioné anteriormente
el nimero de iteraciones para llegar a la convergencia depende fuertemente de los parametros
del método del falso estado transitorio, para las pruebas que se presentan se utilizaron los
valores reportados en la Tabla 4.2.

En la Tabla 4.3 se muestra como a tamafios de malla pequefio, el tiempo de coémputo es
muy corto y similar en ambos casos, lo anterior sin importar que se tenga una diferencia en el
numero de iteraciones, sin embargo, a medida que se incrementa el tamafio de malla el modelo
que utiliza las condiciones empiricas de Beavers y Joseph requieren de un mayor nimero de
iteraciones, lo anterior es consecuencia del acoplamiento en ambas regiones, sobre todo por la
convergencia de las ecuaciones de vorticidad y que muestran sus efectos en los mapas de
contorno mostrados para la componente Z del vector potencial (ver Figura 4.11), en este
punto se puede concluir que el modelo de Brinkman presenta un mejor comportamiento en
cuanto a la convergencia y tiempo de computo requerido, los resultados de las variables se
mostraran posteriormente.

Para mostrar el efecto que tiene la eleccion de los parametros del método del falso
estado estacionario en la convergencia del modelo computacional, se realizaron pruebas con
una cavidad clbica tomando un Ra=10°% y un Da=107, la mitad inferior de la cavidad
ocupada por el medio poroso, las condiciones de frontera son las especificadas por la Figura
4.1, el espaciamiento es constante para una malla de 41° Los resultados se muestran en la
Tabla 4.4 en funcion de las iteraciones y del tiempo de computo, para la variacion de los
parametros de la ecuacion de la vorticidad y potencial, se eligieron las variables anteriores por
ser las que muestran mayor sensibilidad a la convergencia, la tabla muestra como los valores
para la region fluida utilizados en la ecuacion de la vorticidad muestran gran variacion en el
tiempo de convergencia para un rango de 0.1-0.5, en contraste, los valores para la region
porosa tiene poca influencia inclusive para un rango de 2.5-40 la diferencia en el nimero de
iteraciones para alcanzar la convergencia es minima.
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Beavers y Joseph con
Brinkman al /. P =10
Puntos X re
en la Ra | Da | Iteraciones Tiempo CPU | Iteraciones Tiempo CPU
malla (seq) (seg)
118 10* | 10* 3,120 11 2,727 10
213 10* | 10* 2,537 89 2,450 83
413 10* | 10* 2,315 825 2,352 814
81° 10* | 10* 2,184 8,833 3,489 13,877
113 10* | 103 3,133 12 2,774 10
21° 10* | 103 2,566 90 2,487 84
41° 10* | 103 2,370 843 2,385 825
81° 10* | 103 2,286 9,242 3,525 14,021
118 10° | 10* 2,283 8 1,759 7
213 10° | 10* 1,777 62 1,479 50
413 10° | 10* 1,592 568 1,348 466
81° 10° | 10* 1,525 6,181 1,976 7,933
113 10° | 10° 2,397 8 1,784 6
21° 10° | 10° 2.081 73 1,672 56
41° 10° | 10° 1,871 664 1,561 540
81° 10° | 10° 1,762 7,120 1,962 7,876

Tabla 4.3 Iteraciones y tiempos de computo para diferentes Ra, Da y tamafio de malla.

De igual manera los valores del parametro para la ecuacion del vector potencial toman
importancia en la regién fluida, el rango utilizado para este parametro se encuentra entre 1-20,
el valor de este parametro en conjunto con el de la vorticidad determinan la velocidad de
convergencia, para las condiciones que se estadn analizando la combinacién que ofrece el
minimo numero de iteraciones es 0.5, 20 para la vorticidad y vector potencial respectivamente
con 26 iteraciones, y la combinacion con un mayor ndmero de iteraciones es 0.4, 1 con 3276
para un mismo conjunto de condiciones.
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Vorticidad Potencial Iteraciones Tiempo de
Cdémputo
(e ),7 (), | (@), | (@), (seg)
0.1 25 1 25 1422 134
0.1 2.5 1 40 1422 133
0.1 25 5 25 1309 123
0.1 25 5 40 1309 123
0.1 2.5 10 25 1331 124
0.1 25 10 40 1331 123
0.1 40 1 25 1422 135
0.1 40 1 40 1422 134
0.1 40 5 25 1309 125
0.1 40 5 40 1309 125
0.1 40 10 25 1331 123
0.1 40 10 40 1331 123
0.25 2.5 1 25 1308 121
0.25 2.5 1 40 1308 121
0.25 2.5 5 25 512 47
0.25 2.5 5 40 512 48
0.25 2.5 10 25 519 48
0.25 2.5 10 40 519 49
0.4 2.5 1 25 3276 304
0.4 2.5 1 40 3276 322
0.4 2.5 5 25 862 83
0.4 2.5 5 40 862 83
0.4 2.5 10 25 352 34
0.4 2.5 10 40 352 34
0.5 2.5 6 25 4569 447
0.5 2.5 6 40 4569 467
0.5 2.5 10 25 686 68
0.5 2.5 10 40 686 67
0.5 2.5 20 25 268 26
0.5 2.5 20 40 268 26

Capitulo 4

Tabla 4.4.- Efecto de los parametros del método del falso estado transitorio en la convergencia

y tiempo de computo.
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Para contar con graficas que muestren la variacion en los perfiles de temperatura,
concentracion, componentes del vector potencial y del vector velocidad, los resultados se
presentan en forma de superficies y mapas de contorno tomando una seccion transversal
ubicada en la parte media de eje Z tal y como se muestra en la Figura 4.2, quedando la
superficie y/o mapa de contorno sobre los ejes X y Y, esto ayuda de igual manera a tener un
monitoreo de la interregion y los efectos que el acoplamiento de ecuaciones tiene en ambas
regiones, adicionalmente se presentan perfiles bidimensionales ubicados a lo largo del eje X en
la parte media del eje Y del mapa de contorno. Ademas, ya que los planos comprendidos entre
X=0 hasta X=1 y Z=0 hasta Z=1 son adiabaticos y el gradiente de temperatura es impuesta
entre los planos Y=0 y Y=1, las variables fisicas cambian de forma significativamente en la
direccién Yy en la direccion X como resultado de las fuerzas de flotacion, por esta razén los
mapas de contorno son reportados en el plano Z=0.5 para el caso tridimensional y comparados
con aquellos calculados en el modelo en dos dimensiones, en los cuales se ha utilizado el
tamafo de espaciamiento constante.

4.3 Efecto de los Numeros de Rayleigh y Darcy

El objetivo de la prueba que considera la variacion de los numeros de Rayleigh y
Darcy es analizar los efectos sobre el perfil de temperatura, velocidad y vector potencial para
verificar de manera cualitativa las tendencias en el régimen laminar, los resultados reportados
en esta seccién son para una cavidad cubica con la mitad inferior del volumen llena de medio
poroso.

Los resultados que se reportan con el nombre de modelo de “Brinkman” coinciden con
los obtenidos con la formulacion presentada por Singh y col. 1993, se omite la comparacion
por no mostrar diferencias.

En la Figura 4.3 se muestran los mapas de contorno para la temperatura, en ellos se
muestran simultaneamente los resultados para el modelo que utiliza la correccion de Brinkman
a la ecuacion de Darcy, con lineas continuas y el modelo que utiliza la condicion de Beavers y
Joseph con lineas segmentadas.
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04 06 08 1

Temperatura

b)

Regidn porosa =

¢)

Figura 4.2.- Superficies y mapas de contorno para las pruebas del modelo tridimensional.
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Respecto a las isotermas se puede observar que la conveccion natural comienza a ser
importante conforme aumenta el Nimero de Rayleigh se incrementa de 10* a 10°, esto se hace
evidente por la inclinacion de las isotermas y el tamafio entre las lineas al acercarse a las
paredes, sobre todo en la region fluida, una vista comparativa de las figuras indican que las
isotermas son mas densas cerca de las paredes caliente y fria a Ra=10 y 10° como una
consecuencia del incremento de las fuerzas de flotacion asociadas con el incremento del Ra, y
que en la region porosa se tiene una contribucion conductiva a bajos Rayleigh. De igual
manera para el efecto del NGmero de Darcy, al incrementarse de 10* a 10 se puede observar
que los efectos de la conveccion natural también comienzan a hacerse significantivos en la
region porosa, notdndose que para un NUumero de Darcy determinado, la velocidad del flujo
que penetra desde la region fluida a la regién porosa queda en funcion del Numero de
Rayleigh.

En cuanto a la comparacion entre los modelos de Brinkman y las condiciones de
Beaver y Joseph se puede observar que para valores bajos de Ra las isotermas son iguales en
ambas regiones, sin embargo conforme se aumenta el Da los efectos muestran diferencias,
sobre todo en la region porosa, lo anterior por los efectos de la permeabilidad. EI caso mas
drastico se tiene para Ra=10°, Da=10"° en la que los efectos de permeabilidad en la region
porosa y de términos de flotacion en la region fluida son de gran importancia.

La isoterma 0.8 para el modelo de Beavers y Joseph muestra un méaximo a la distancia
0.19, este valor también se observa en la isoterma 0.7 para el modelo de Brinkman, este efecto
se observa por los fuertes efectos convectivos en la reion fluida muy cercanos a la pared
caliente, a valores de Ra=10° se presentan efectos marcados en las cercanias con la pared
caliente comenzando a presentar valores maximos para las isotermas de la region fluida, este
punto se muestra claramente en la Figura 4.4.

En la Figura 4.4 se presenta una comparacion de los modelos en tres dimensiones en
los planos Y =10.25y Y = 0.5 para la ecuacion de energia, se tomaron las condiciones extremas
de Ra = 10° y Da =107 para mostrar las isotermas, en la figura se puede observar como no
existen diferencias entre el mismo modelo para los diferentes planos, sin embargo la diferencia
entre modelos es muy notoria sobre todo en las partes cercanas a la interregion.
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Figura 4.3.- Mapas de contorno de temperatura modelos tridimensionales: I BylJ; .
Brinkman, Xs=0.5.
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En la Figura 4.5 se presenta la comparacion de la temperatura para los modelos en dos
y tres dimensiones mostrando isotermas a Y=0.25, en ella se observa que las diferencia se
notan entre los modelos mientras que estas diferencia son minimas para la misma formulacion
sin importar las dimensiones. Las diferencias mas notorias se ubican cerca de la interregion,
mientras que en las paredes los valores de temperatura son muy cercanos, lo anterior
nuevamente hace notar que para valores altos de Rayleigh y Darcy las formulaciones muestran
gran discrepancia en la cercania de la interregion, esto indica que las diferencias no son
afectadas por el hecho de resolver el modelo en tres dimensiones sino por la forma de acoplar
las ecuaciones de transferencia de cantidad de movimiento, lo anterior sugiere un analisis mas
detallado en esta region, en estas situaciones es donde las condiciones de salto son Utiles para
definir con mas formalidad los efectos interregionales.

La comparacién en tres dimensiones para las condiciones de Ra y Da antes
mencionadas se muestran en la Figura 4.6, en ella se nota como a Y = 0 los perfiles de
temperatura muestran valores mayores para el modelo que considera la ecuacion de Beavers y
Joseph para el acoplamiento de la ecuacién de cantidad de movimiento ya que depende del
valor del parametro de Beavers y Joseph.

El valor que en la figura 4.3 aparece como un maximo en las isotermas 0.8 y 0.7 para
los modelos de Beavers-Joseph y Brinkman respectivamente, en la Figura 4.4 se presenta
como un punto de inflexion a un valor de 0.18 en la posicion del eje X, este efecto es causa de
la influencia convectiva en la region fluida cerca de la pared caliente.

La mayor diferencia entre modelos se encuentra en la interregion mientras que al
mismo tiempo este punto representa la diferencia minima para el mismo modelo en posicion
diferente, la diferencia en la interregion es consecuencia de la forma de acoplar las ecuaciones,
en el caso del modelo de Beavers y Joseph esta diferencia puede ser reducida al modificar el
valor del pardmetro semiempirico, sin embargo esto no garantiza el comportamiento en la
region fluida,
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4.3.1 NUumero de Nusselt.

Desde el punto de vista practico, resulta de gran interés la evaluacién de la velocidad
de transferencia de calor resultado de las diferencias de temperatura entre las paredes fria y
caliente. En este trabajo los efectos de transferencia de calor son reportados en términos del
numero de Nusselt para las paredes fria y caliente mostradas en la Figura 4.1, teniéndose las
siguientes definiciones

NUmero de Nusselt (promedio lateral)

:-J (4.1)

NUmero de Nusselt (promedio global)

L J j @2

En donde el subindice Y* indica la evaluacién en Y=0 o Y=L, /Ly, y Nu(X,Z)

indica el Numero de Nusselt local en las paredes fria y caliente para cualquier region, y esta
dado por:

00

-—7I, para 0< X < X,
oY

00

Nu(X,Z)=hLX= —1( ”+K(uae“’] X=X, (4.3)
, 2\ oY oY

—KQ%, para X, < X<1

oY
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Figura 4.7.- Mapas de contorno para el Numero de Nusselt: modelos tridimensionales:

I ByJ,; .Brinkman, Xs=0.5.
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La Figura 4.7 muestra simultaneamente los efectos al variar los niUmeros de Rayleigh y
Darcy, sobre el numero de Nusselt. EI valores del Nu(X,Z)es usado como parametro para

estimar la velocidad de transferencia de calor local, los valores en el plano Y=1 se muestra en
la Figura 4.7. En ella se observa que cuando el Nimero de Rayleigh =10° el NUmero de
Nusselt local en el medio poroso tiende a incrementarse conforme el Darcy se incrementa, esto
es de esperarse ya que el flujo del fluido es mas vigoroso en esta region. En contraste, el
numero de Nusselt es en la region fluida relativamente insensible al numero de Darcy,
indicando que el mecanismo de transferencia de calor en el medio poroso no afecta la region
fluida, lo anterior no es tan sorprendente, ya que anteriormente se habia hecho notar que la
conduccion juega un papel dominante a bajos numeros de Rayleigh. Cuando el nimero de
Rayleigh se ubica entre 10° y 10° , el nimero de Nusselt local es mas alto, y la fase fluida
contribuye significativamente a la transferencia de calor.

Los efectos sobre el Nusselt promedio se muestran en las figuras 4.8 y 4.9, en ellas se
puede observar que el mx (X)

..decrece en la region fluida y se incrementa en la region

porosa conforme se incrementa el Da. En el caso cuando Ra=10"" el fenémeno conductivo es
més importante, aqu los valores de Nu,, (X)

. Son mas uniformes. En la pared fria Y=1, los

campos de flujo resultan por el espaciamiento mayor de los perfiles de temperatura, aqui los
valores altos del Nu, (X)

,.S€ encuentran a valores altos del Numero de Rayleigh altos

valores del nimero de Rayleigh, y cuando el Da=10", es Nusselt es mucho més grande que
cuando el Daes 10y 10,
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Figura 4.8.- Comparacion del nimero de Nusselt local en la pared fria, obtenida mediante
a)Brinkman y b) By J: Ra=10°, Da=10"?, parametro de Beavers y Joseph =
1.0
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Figura 4.9.- Comparacion del numero de Nusselt local en la pared fria a)Brinkman b) B y J:
Da =107, parametro de Beavers y Joseph =1.0
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La convergencia del método numérico se muestra en la Tabla 4.5 en términos del
numero de Nusselt promedio de las paredes fria y caliente, para cada valor de Da y Ra, el
namero de Nusselt en ambas paredes tiene una tendencia al valor reportado en la columna
“adoptado”. ElI numero de Nusselt que se tomo para la comparacion entre las aproximaciones
de Darcy y Brinkman y para la prueba de exactitud del balance de calor promedio fue obtenido
por una extrapolacion lineal del namero de Nusselt usando el inverso del tamafio de malla
como variable independiente. Como se indica en la Tabla 4.5, para la extrapolacién a

Ra =10"® fueron usados solo el nimero de Nusselt calculado para 41° y 81°. La comparacion
del Nusselt promedio indica que las diferencias entre las predicciones para la situacion con Ra
=10° y Da=10" con ambos tipos de malla es 3.3%. Esta diferencia es mucho mas pequefia que
la obtenida entre la malla que utiliza espaciamiento constante obtenidos del modelo que utiliza
el modelo de Darcy con la extension de Brinkman (4.6%) reportado en la tabla, por tanto, la
precision de los resultados mostrados en la Tabla 4.1 son suficientes para el proposito de
comparar ambas aproximaciones del modelado de la transferencia de cantidad de movimiento
en la regién porosa.

Los resultados de la Tabla 4.5 muestran que para cualquier valor establecido del Ra 'y
Da, el balance global de energia en el sistema es satisfecho con un error menor al 2.2%, lo
anterior debido a que el Nusselt promedio de las paredes fria y caliente tienen una tendencia al
mismo valor conforme se incrementa el nimero de puntos en la malla.

En la Tabla 4.6 se presenta la comparacion del nimero de Nusselt promedio obtenido
en el presente trabajo respecto al reportado por Singh y col. 1993 las diferencias son minimas
lo que lleva a concluir la fuerte concordancia con los resultados en el modelo que utiliza la
correccion de Brinkman a la ecuacion de Darcy en comparacion con la formulacion de
Beavers y Joseph la cual tiene la dependencia de los parametros semiempiricos.
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Brinkman Beavers y Joseph con
Puntos Ra | Da al, /[P, =10
enla e
malla Caliente | Frio | Adoptado | Caliente | Frio | Adoptado
113 10* | 10* | 1.42* 1.78 1.26* 1.62*
213 10* | 10* | 1.42* 1.60* 1.36* 1.54*
413 10* | 10* | 1.42* 1.50* 1.40* 1.48*
81° 10* | 10* | 1.42* 1.45* 1.42* 1.46*
0 10* | 107 | 1.42 1.40 1.42 1.45 1.44 1.45
113 10* | 10° | 151 1.83* 1.34 1.67
213 10* | 10° | 1.52* 1.66* 1.45* 1.60*
41° 10* | 10° | 1.52* 1.57* 1.48* 1.54*
81° 10* | 10° | 1.52* 1.54* 1.50* 1.52*
0 10* | 10° | 1.52 1.49 151 152 1.49 151
113 10° | 10* | 3.62 3.83 3.28 3.59
21° 10° | 10* | 3.34* 3.66* 3.25 3.50*
41° 10° | 10* | 3.20* 3.35* 3.19* | 3.34*
81° 10° | 10* | 3.17* 3.22* 3.20* | 3.26*
0 3.10 3.07 3.09 3.21 3.14 3.18
113 10° | 10° | 4.02 4.10 3.76 3.98
213 10° | 10° | 3.81* 4.00* 3.92 4.16*
413 10° | 10° | 3.64* 3.72* 3.93* | 4.00*
81° 10° | 10° | 3.59* 3.62* 3.93* | 3.94*
0 10° | 10° | 3.51 3.48 3.50 3.93 3.86 3.90
113 10° | 10* | 6.26 5.45 6.17 5.13
213 10° | 10% | 7.45*% 7.30 7.30 7.18
413 10° | 10* | 6.85* 7.11* 6.86* | 7.17*
813 10° | 10* | 6.54* 6.67* 6.70* | 6.84*
0 10° | 10* | 6.24 6.23 6.24 6.54 6.51 6.53
113 10° | 10° | 6.56 6.60 6.39* | 6.78
21° 10° | 10° | 8.74 8.73 8.85* | 90.92
41° 10° | 10° | 8.48* 8.53* 10.2* | 11.1*
81° 10° | 10° | 8.05* 8.07* 11.0 | 11.2*
0 10° | 10° | 7.62 7.61 7.62 11.5 11.3 11.4

Tabla 4.5 Efecto del nimero de Rayleigh, Darcy y tamafio de la red sobre el numero de
Nusselt promedio de las paredes fria y caliente obtenidos con los modelos de Darcy
y con la correccion de Brinkman
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Nusselt promedio

Puntos Ra | Da Singhy Presente

enla col. 1993 | trabajo

malla
113 10* | 10° | 1.605 1.67
213 10* | 10° | 1.556 1.59
113 10* | 10* | 1.524 1.60
213 10* | 10* | 1.468 151
113 10° | 10° | 4.105 4.06
213 10° | 10° | 3.844 3.90
113 10° | 10* | 3.774 3.72
213 10° | 10* | 3.408 3.50
113 10° | 10* | 6.146 5.86
213 10° | 10* | 7.526 7.35

Tabla 4.6 Comparacion del Nusselt promedio con los reportados con Singh y col. 1993

En la Figura 4.11 se muestran los mapas de contorno para las lineas de corriente
(componente “Z” del vector potencial), en los mapas de contorno se muestran
simultaneamente los resultados para el modelo que utiliza la correccién de Brinkman a la
ecuacion de Darcy (con lineas continuas) y el modelo que utiliza la condicion de Beavers y
Joseph (lineas segmentadas), de esta manera se puede realizar una comparacion simultanea
entre ambos modelos para dos nimeros adimensionales.

Respecto a las lineas de corriente, se puede observar al igual que para las isotermas, la
conveccién natural comienza a ser fuerte al aumentar el nimero de Rayleigh (pasando de 10* a
109, esto se hace evidente con la deformacion de la célula (minimo) en la region fluida,
llegando al grado de tener dos células asimétricas para un Ra de 10° y Da 10°, una
comparacion de las figuras indican que las lineas de corriente son més densas cerca de las
paredes caliente y fria a Ra=10° y 10° como una consecuencia del incremento de las fuerzas de
flotacién asociadas con el incremento del Ra; y que en la region porosa se tiene una
contribucién conductiva a bajos Ra, esto se hace patente al presentar el maximo en la regién
fluida. De igual manera para el efecto del Niimero de Darcy, al incrementarse de 10 a 10 se
puede observar que los efectos de la conveccidén natural también comienzan a hacerse
significativos en la regién porosa. Notdndose que para un NUmero de Darcy fijo, la velocidad
del flujo que penetra desde la region fluida a la region porosa queda en funcion del Namero de
Rayleigh.
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Figura 4.11.- Mapas de contorno para el potencial (‘I’Z) modelos tridimensionales: I ByJ;
l Brinkman; Xs=0.5, Rc=1.0
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Conforme el Da se incrementa de 10™ a 10° se puede observar como los efectos
convectivos comienzan a ser mas significativos sobre todo la contribucién de transferencia de
calor en el medio poroso, este fenémeno reflejado en la componente del vector potencial,
indicando una alta actividad convectiva a altos valores de los nimeros de Rayleigh y Darcy.

En cuanto a la comparacion entre los modelos de Brinkman y las condiciones de
Beavers y Joseph se puede observar que para valores bajos de Ra las lineas de corriente son
iguales en ambas regiones, sin embargo conforme se aumenta el Da los efectos muestran
diferencias, sobre todo en la regién porosa, lo anterior por los efectos de la permeabilidad. El
caso més dréstico se tiene para Ra=10°, Da=10 en la que los efectos de permeabilidad la
region porosa y de términos de flotacion en la region fluida son de gran importancia.

La comparacién de los modelos en tres dimensiones se presenta en la Figura 4.12 en
los planos Y = 0.25y Y = 0.5 para la componente “Z” del vector potencial, las condiciones
extremas de Ra = 10° y Da =10 para mostrar las comparaciones, en la figura se puede
observar como no existen diferencias entre el mismo modelo para los diferentes planos, sin
embargo la diferencia entre modelos es muy notoria sobre todo en las partes cercanas a la
interregion.

En la Figura 4.13 se presenta la comparacion de la temperatura para los modelos en dos
y tres dimensiones mostrando isotermas a Y=0.25, en ella se observa que las diferencias se
notan entre los modelos mientras que estas diferencias son minimas para la misma
formulacion sin importar las dimensiones. Las diferencias mas notorias se ubican cerca de la
interregion, mientras que en las paredes los valores de temperatura son muy cercanos, lo
anterior nuevamente hace notar que para valores altos de Rayleigh y Darcy las formulaciones
muestran gran discrepancia en la cercania de la interregion, esto indica que las discrepancias
no son afectadas por resolver el modelo en tres dimensiones sino por la forma de acoplar las
ecuaciones de transferencia de cantidad de movimiento, lo anterior sugiere un analisis mas
detallado en esta region, es en estas condiciones donde las condiciones de salto serian (Utiles
para definir los efectos interregionales

La comparacion en tres dimensiones para las condiciones de Ra y Da antes
mencionadas se muestran en la Figura 4.14, en ella se nota como a Y =0 los perfiles de
temperatura muestran valores mayores para el modelo que considera la ecuacion de Beavers y
Joseph para el acoplamiento de la ecuacién de cantidad de movimiento.
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Para mostrar los efectos sobre el vector velocidad se evaluaron los componentes en
cada direccion mediante la ecuacion (2-38), la evaluacion se lleva a cabo al final del proceso
iterativo, hay que recordar que el vector velocidad no se considera como variable de iteracion
(ya que se sustituyo la formulacion en términos de variables primitivas por la formulacion
vorticidad-vector potencial), de acuerdo a las condiciones de frontera utilizadas so6lo la

componente en la direccién “Z” (¥, ) muestra variaciones importantes.

En la Figura 4.16 se muestran los mapas de contorno la componente “Z” del vector
velocidad, en los mapas de contorno se muestran simultaneamente los resultados para el
modelo que utiliza la correccion de Brinkman a la ecuacion de Darcy (con lineas continuas) y
el modelo que utiliza la condicién de Beavers y Joseph (lineas segmentadas), de esta manera
se puede realizar una comparacion simultanea entre ambos modelos para la variacion de dos
numeros adimensionales.

Respecto a la componente “Z” del vector velocidad se puede observar que la
conveccion natural tiene su influencia conforme aumenta el Numero de Rayleigh, esto es al
pasar 10* a 10, lo anterior se hace evidente con la deformacion de la célula (maximo) en la
region fluida, Ilegando al grado de ubicarse el maximo en la parte superior izquierda para un
Rade 10° y Da 10, una comparacién de las figuras indican que los perfiles de velocidad son
mas densas en la region fluida cerca de las paredes caliente y fria a Ra=10 y 10° como una
consecuencia del incremento de las fuerzas de flotacion asociadas con el incremento del Ra, y
que en la region porosa se tiene una contribucién conductiva a bajos Ra.

Conforme el Da se incrementa de 10%* a 10 se puede observar como los efectos
convectivos comienzan a ser importantes en el medio poroso, este fenémeno reflejado en la
componente del vector velocidad,, indicando una alta actividad convectiva a altos valores de
los numeros de Rayleigh y Darcy.
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En cuanto a la comparacion entre los modelos de Brinkman y las condiciones de
Beaver y Joseph se puede observar que para valores bajos de Ra los perfiles para la
componente de la velocidad son iguales en ambas regiones, sobre todo para el modelo que
considera la correccion de Brinkman, sin embargo esta similitud es menor conforme se
aumenta el Da, sobre todo en la regidn porosa, lo anterior por los efectos de la permeabilidad.
Para caso de Ra=10°, Da=10" en la que los efectos de permeabilidad la regién porosa y de
términos de flotacién en la regidn fluida las diferencias son muy marcadas. Otro aspecto para
considerar es la necesidad de utilizar una mejor interpolacion en para la evaluacion en los
pontos interregionales sobre las paredes caliente y fria para el modelo que considera las
condiciones de Beavers y Joseph (ver células en el mapa de contorno para Ra=10°, Da=10"
en la Figura 4.16)

En la Figura 4.17 se presenta la comparacion para el perfil de la componente “Z” del
vector velocidad para los modelos en dos y tres dimensiones mostrando los perfiles a Y=0.25 y
0.5, en ella se observa que las diferencias se notan entre los modelos, mientras que estas
diferencias son minimas para la misma formulacion. Las diferencias mas notorias se ubican en
la region fluida en la parte en donde la velocidad adquiere el méximo valor, lo anterior
nuevamente hace notar que las discrepancias no son afectadas por resolver el modelo en tres
dimensiones sino por la forma de acoplar las ecuaciones de transferencia de cantidad de
movimiento.

La comparacién de los modelos en tres dimensiones se presenta en la Figura 4.18 en
los planos Y = 0.25 y Y = 0.5 para la componente “Z” del vector velocidad, se tomaron las
condiciones de Ra = 10° y Da =107 para mostrar las comparaciones, en la figura se puede
observar como las diferencias son notorias al comparar la formulacion.
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El efecto del Ra para ambos modelos se presenta en la Figura 4.19, los perfiles de
velocidad se ubican a Y=0.50, en ella se observa que las diferencias entre modelos para un Da
constante son minimas cuando se comparan diferentes Ra, se esperaria que los efectos
interregionales para la velocidad son importantes al incrementar el valor del Da o bien la
relacion de las conductividades entre el fluido y el medio poroso, esto ultimo se analizara en la
siguiente seccion.

La comparacion en tres dimensiones para las condiciones de Ra y Da antes
mencionadas se muestran en la Figura 4.20, en ella se nota como a Y =0 para Ra=10°, Da=10"
los perfiles de velocidad muestran asimetria en ambos modelos con valores extremos en la
formulacién que utiliza las condiciones de Beavers y Joseph.
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4.4 VVariacion de la Relacién de Conductividades.

Autores como Le Peutrec y Lauriat (1990), han concluido que para fluidos de baja
conductividad térmica se tienen pérdidas despreciables de calor y que su influencia comienza a
ser considerable, en cuanto se incrementa el Numero de Rayleigh. Todo lo anterior fue
concluido para un sistema tridimensional y considerando una sola region, en la presente
seccion se muestran las gréaficas realizadas para analizar el efecto en la relacién de
conductividades cuando se tienen dos regiones en una cavidad tridimensional; los valores
utilizados para la variacion de la relacion de conductividades (Rc) son: 1, 5y 10.

En la figura 4.21 se muestran los mapas de contorno para las isotermas, comparando la
formulacién que consideran la correcciones de Brinkman a la ecuacion de Darcy con la que
utiliza las ecuaciones de Beavers y Joseph, los mapas de contorno se muestran para un Da fijo
y haciendo variar el Ra desde 10* a 10° y una relacién de conductividades que van desde 1
hasta 10, Incrementando el valor de la relacién de conductividades resulta en un claro dominio
de la transferencia conductiva de calor en la regién porosa, mientras que la conveccién
continua dominando en la region fluida. La diferencia entre los tipos de transferencia de calor
son notorios inclusive a bajos Ra, el efecto que tiene un valor grande de conductividad en la
regién porosa afecta los perfiles de temperatura en la regién fluida, asi pues para el mapa de
contorno a Ra=10° y Rc =10 se observa como no existe una diferencia importante entre
modelos en la regién porosa, sin embargo en la region fluida se tienen isotermas que
comienzan a alejarse a partir de la interregion, nuevamente surge la necesidad de utilizar
condiciones interregionales que garanticen el adecuado acoplamiento entre las ecuaciones en
el fluido y medio poroso, en este aspecto los resultados reportados por Ochoa y Whitaker
(1997; 1998 a,b) seran de gran utilidad.
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Figura 4.21- Isotermas para analizar la relacion de conductividades, modelos tridimensionales:
M By J.; B Brinkman.
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4.5. Variacion de la interregion.

Como se ha mencionado en las pruebas anteriores los efectos convectivos se presentan
en la region fluida mientras que en el medio poroso a bajos Ra el fendmeno predominante es
el conductivo, el objetivo de variar la interregion es analizar la influencia de los efectos
conductivos sobre la region fluida, con un Ra constante se comienza con una cavidad llena de
medio poroso hasta terminar con una cavidad vacia (ver Figura 4.22)

En la Figura 4.23 se ilustra el efecto de la posicion de la interfase fluido-medio poroso
sobre las isotermas, velocidad, lineas de corriente y NUumero de Nusselt. Cuando se tiene
Unicamente medio poroso en la cavidad, se forma flujo unicelular (ver lineas de corriente) el
cual empieza a ubicarse en la region fluida conforme se presenta la region fluida. La magnitud
de las lineas de corriente va disminuyendo a medida que aumenta la posicion de la interregion,
lo que es consecuencia de la resistencia de flujo mucho mas lento que se forma cerca de la
frontera en Y=0.

El efecto sobre las isotermas no es considerable ya que se utilizé una relacion de
conductividades =1, de igual forma los perfiles para la componente “Z” de la velocidad no
muestran gran diferencia entre modelos.

Como consecuencia de agregar un término de segundo orden a la ecuacidén de
transferencia de cantidad de movimiento en el modelo de Brinkman, los mapas de contorno
para la componente Z del vector potencial muestran diferencias significantes en para la
cavidad completamente llena de medio poroso, este mismo efecto se observa para los mapas
de contorno de la velocidad.

Para realizar pruebas al modelo numérico, se comparé con datos proporcionados por el
Dr. Jiménez-Islas para la cavidad cubica llena de medio poroso en donde se usé la ley de
Darcy con la extension de Brinkman. Esta cavidad estd calentada diferencialmente como se
muestra en la Figura 4.1 y en ambos casos se nutilizd el criterio potencial-vorticidad, en
cuanto al método numérico el Dr. Jiménez resolvio el sistema de ecuaciones diferenciales
mediante el método Runge-Kutta-Fehlberg con control adaptivo de etapa. El problema lo
considera un Pr = 0.71, Ra= 10° y Da=10" con 15x1x15 puntos de diferencias finitas en
malleo constante. En la Figura 4.24 se muestra la compracion de ambos modelos
observandose diferencias insignificativas resultado del método numerico y tipo de malla
utilizada.
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]

Figura 4.22- Posicion de la interregion para las pruebas en tres dimensiones.
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i

Figura 4.23- Variacién de la interregion: a)lsotermas b)Componente Z del vector velocidad
c)lineas de corriente d)NGmero de Nusselt, modelos tridimensionales: B By J;
l Brinkman, Rc= 1.0
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Figura 4.24.-Mapas de contorno para la componente z de la velocidad (W) modelos
tridimensionales: IJiménez-lslas,.Brinkman, Xs=0.5, Rc= 1.0
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4.6. Efecto del Término convectivo

Todos los resultados mostrados previamente no toman en consideracién los efectos
inerciales en el medio poroso, en la Figura 4.24 se comparan los mapas de contorno de
temperatura y la componente Z del vector potencial, a Y=0.5 incluyendo los efectos inerciales
en ambos modelos tridimensionales, la comparacion muestra que las predicciones utilizando la
correccion de Brinkman es menos afectada por la inclusién de los efectos inerciales. Los
resultados sugieren que los efectos que la adicion del término convectivo en la ecuacion de
momentum para la region porosa puede tener efectos importantes en la transferencia de
energia, por lo que se necesitaria realizar un estudio sistematico de los efectos convectivos en
la region porosa, sin embargo, de acuerdo con desarrollos realizados por Whitaker (1996) y
Ochoa-Tapia y Whitaker (1998a), demuestran que previamente deben de agregarse otros
términos a la condicion interregional.

Varios autores ( Lauriat y Prasad 1987; Jiménez-Islas y col. 1999) han concluido que
los efectos viscosos en el medio poroso son importantes a partir de valores del nimero de
Darcy de 10, en las figuras 4.26 y 4.27 se comprueba lo anterior, aunque en la Figura 4.26
no es muy notoria la conclusion anterior, en la Figura 4.27 se muestran los perfiles para la
velocidad, en ellas se observa como a valores de 107 y 107 existen cambios importantes entre
modelos lo anterior es insignificante a partir de valores de Da=10"
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Figura 4.25.- Término convectivo: mapas de contorno para la componente Z de la velocidad
(w) modelos tridimensionales: IB yJ; iBrinkman.
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Z=0 =1 =0 z=1
Ra=10",Da=10"
Figura 4.26.- Mapas de contorno para la componente z de la velocidad (w) e isotermas .
Con término convectivo : B Sin término convectivo: Modelo de Brinkman.
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4.7. Pruebas considerando efectos tridimensionales.

En la mayor parte de las pruebas se utilizan las condiciones de frontera especificadas
en la Figura 4.1, ya sea en su forma tridimensional o en la simplificacion para el modelo en
dos dimensiones, lo anterior para analizar los efectos de las fuerzas de flotacién. La siguiente
prueba tiene como objetivo analizar los efectos tridimensionales en una cavidad
completamente llena de medio poroso con las condiciones de frontera especificadas en la
Figura 4.28, los resultados se comparan con los reportados por Jiménez (1999) para ello se
utilizan nimeros de Rayleigh de medio poroso, Ra,= RaDa de 10 y 1000, con una malla de
25° nodos.

En la Figura 4.29 se muestran los mapas de contorno para las isotermas, y las
componentes X y Z del vector potencial, ambos modelos muestran resultados similares con
algunas diferencias en la prueba de Rap=1000, aun mas en las isotermas ya que a este valor
del Rayleigh las fuerzas de flotacién son muy importantes, las diferencias se hacen notar an la
parte superior de la grafica y se le atribuyen a cuestiones numéricas, sobre todo por la
utilizacion de espaciamiento constante.
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Figura 4.28 Condiciones de frontera para analizar efectos tridimensionales.
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Ra, =10, ¥, Ra, =1000, ¥,

Figura 4.29.- Mapas de contorno para la temperatura y las componente Xy Y del potencial:
l Presente trabajo (Brinkman), g Jiménez (1999).
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4.8. Pruebas al modelo de difusion doble

4.8.1 Variacion de la interregion

En pruebas anteriores se ha demostrado que los efectos convectivos adquieren
importancia en la region fluida y se ven influenciados en gran medida por la forma de acoplar
las ecuaciones en ambas regiones, para analizar los efectos del término de flotacidn
(combinado) con efectos térmicos y masicos, se presenta la siguiente prueba que consiste en
incrementar la posicion de la interregion fluido-medio poroso, la variacion del espesor se lleva
a cabo considerando primeramente una cavidad completamente llena por el medio poroso, con
paredes horizontales a diferentes temperatura y concentracion, la segunda serie de resultado se
obtiene con una cavidad compuesta por tres cuartas partes de medio poroso y una cuarta parte
de fluido en la parte superior, y asi sucesivamente hasta tener la cavidad con fluido, como se
muestra en la Figura 4.30.

En la Figura 4.31 se muestra el efecto de la posicion de la interfase fluido-medio poroso sobre
las isotermas, lineas de concentracion, lineas de corriente y velocidad, la prueba se llevo a
cabo para un valor Ra=10* Da=10" en la figura puede observar que cuando se tiene
Unicamente medio poroso en la cavidad, se forma flujo unicelular centrado (ver lineas de
corriente) el cual empieza a subir conforme se presenta la regién fluida. La magnitud de las
lineas de corriente va disminuyendo a medida que aumenta la posicion de la interregion, lo
gue es consecuencia de la resistencia de flujo mucho mas lento que se forma cerca de la
frontera en Y=0. La figura muestra también como manteniendo todos los parametros
constantes los perfiles de temperatura y principalmente los perfiles de concentracion tienen
cambios considerables, alcanzando los valores maximos cuando se tiene una cavidad llena de
fluido, los perfiles para esta situacion coinciden con los presentados por Sezai y Mohamad
(1999; 2000)
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Figura 4.30.- Condicion de frontera para la variacion de la interregion, modelo bidimensional.
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Figura 4.31.- Mapas de contorno para la prueba de la variacion de la interregion: a)lsotermas
b)lineas de concentracidn c)lineas de corriente d) velocidad.
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4.8.2 Variacion del NUumero de Flotacion.

El flujo convectivo considerado en difusion doble puede ser dividido en dos tipos:

a) Fuerzas de ocasionado por la transferencia de calor, por ejemplo flujos dominados
por los efectos de flotacion debido a los cambios de temperatura, y

b) flujo por transferencia de masa, donde los efectos de flotacion son dominados por
cambios de la densidad asociados con variaciones de concentracion.

En el primer caso el nimero de flotacion es igual a cero (ver ecuacion 2.48), esto
significa que los campos de temperatura estan acoplados a los campos de flujo y no a los
campos de concentracion, sin embargo, el campo de concentracién depende de los campos de
temperatura y de flujo, la diferencia entre los campos de temperatura y concentracion estan
indicadas por el nimero de Lewis (ver ecuacion 2.17), en otras palabras, los campos de
temperatura y concentracion son idénticos sélo en el caso en que el Lewis sea igual a la
unidad.

Para llevar a cabo la prueba se considera una cavidad completamente llena de medio
poroso con las condiciones de frontera mostradas en la Figura 4.32 y haciendo variar el
numero de flotacion mediante la modificacion del namero de Rayleigh masico y fijando el
Rayleigh térmico en un valor de 10° lo anterior para poder realizar la comparacién con
trabajos previos (Trevisan y Bejan, 1985; 1987)

La caracteristica mas impactante del efecto de N es la supresion de la conveccion
como mecanismo de transporte: la supresion es mas dramatica en la vecindad de N =1.03,
esto es, en flujos donde los efectos de flotacion por temperatura y concentracién son del
mismo orden de magnitud y en direcciones opuestas.

La Figura 4.33 muestra el paso del flujo convectivo ocasionado por el término térmico,
al flujo por fuerzas masicas y en sentido opuesto, esto es claro en las isotermas y en las lineas
de concentracion, observandose un movimiento de las lineas en el sentido contrario a las
manecillas del reloj, este efecto es mas claro en la Figura 4.34, en la cual se muestran las
superficies para la componente “Z” del vector potencial, observandose como a un valor del
nimero de flotacion igual a 1, los efectos se anulan quedando sin efecto los términos
convectivos.
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Figura 4.32.- Condiciones de frontera para el andlisis de fuerzas de flotacion.
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Capitulo 5

Conclusiones y recomendaciones

5.1 Conclusiones

Se presentd la formulacién para el fendmeno de conveccién natural ocasionada por
gradientes de temperatura y concentracién para una cavidad rectangular en dos y tres
dimensiones conteniendo dos regiones, una fluida y un medio poroso, concluyendo en la
necesidad de utilizar condiciones de salto para acoplar las ecuaciones constitutivas en ambas
regiones, de estas condiciones se desarrollé6 la que acopla la transferencia de masa, se
realizaron pruebas a los modelos concluyendo que se cuenta con una herramienta confiable
para posteriores estudios que consideren los fendmenos interregionales.

Se desarrollé6 un modelo que considera los efectos tridimensionales en la formulacion
vorticidad - vector potencial para el modelado de flujo convectivo en cavidades fluido-medio
poroso, la alternativa que se presenta al utilizar las condiciones interregionales propuestas por
Beavers y Joseph no muestra cambios significativos en cuanto al comportamiento de los
perfiles de temperatura comparada con las formulaciones que utilizan la correccion de
Brinkman a la ecuacion de Darcy en la regién porosa para cavidades rectangulares, sin
embargo las comparaciones sobre los perfiles de velocidad muestran la necesidad de utilizar
ecuaciones con un fundamento mas sélido, sobre todo a valores grandes del numero de
Rayleigh, que es cuando los el término de flotacion toma importancia..

De los modelos probados, se concluye que aquel que utiliza la correccion de Brinkman
a la ecuacion de Darcy presenta mejor estabilidad, una mejor convergencia numérica y
resultados continuos en la interregion comparados con aquellos que se obtienen al utilizar las
condiciones de Beavers y Joseph, lo anterior no implica una conclusién contundente en cuanto
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a su utilizacion, lo que queda claro con la comparacion es que existen diferencias y se
requiere de una solucion tedrica para respaldar el uso de cualquiera de los modelos
presentados. Lo anterior queda respaldado con los resultados presentados por Goyeau y col.
2003, al concluir que los modelos de Brinkman y las condiciones de Beavrs y Joseph no
muestran diferencias al considerarse un medio poroso homogéneo.

Se presentaron pruebas para la comparacion de cuatro modelos que consideran
cavidades fluido-medio poroso: dos tridimensionales y dos bidimensionales, en ellos se
incluye el transporte de calor por fuerzas de flotacion. En la primera de las aproximaciones el
transporte de cantidad de movimiento fue modelado en términos de la ecuacion de Navier
Stokes y la ley de Darcy para la region fluida y porosa respectivamente. Una extension de la
condicion semiempirica propuesta por Beavers y Joseph fue utilizada para acoplar las
ecuaciones del fluido y del medio poroso. La segunda aproximacién considera la correccion
de Brinkman a la ecuacion de Darcy. En este caso la continuidad de la velocidad y el vector de
esfuerzos fueron usados como condiciones interfaciales.

La comparacion de las predicciones entre ambas formulaciones muestran claras
diferencias en los detalles de los mapas de contorno para temperatura y velocidad, Las
diferencias comienzan a ser importantes cuando el nimero de Nusselt local y promedio es
comparado para valores altos del nimero de Rayleigh, mostrando una clara indicacion que la
transferencia de calor en las paredes del contenedor predichas por ambos modelos muestran
grandes diferencias cuando el Ra 'y Da son suficientemente grandes.

Se cuenta con una formulacion confiable para hacer las pruebas a la condicién de salto
que se desarrolld, asi como las ya existentes, este modelo tiene la limitante de que considera el
estado estacionario, pero la estabilidad del mismo en la validacion de las condiciones de salto
sera de gran ayuda para tener el modelo final.

Se realiz6 un analisis para la ecuacion de transferencia de masa (considerando difusion
y adsorcion) en la frontera entre un fluido homogéneo y un medio poroso, partiendo de las
ecuaciones usualmente utilizadas, el desarrollo ha impuesto la condicién de continuidad en la
frontera para la concentracion del soluto y se derivé una condicion de salto para el flux que
asegura el cumplimiento de la ecuacion generalizada para el transporte de masa.
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5.2 Perspectivas.

Con el modelo tridimensional se pretende hacer pruebas para determinar la influencia
del término convectivo en la ecuacién de transferencia de cantidad de movimiento en la region
porosa, ademas de la inclusion de la correccion de Fochheimer (Whitaker, 1996) a la ecuacion
de Darcy en la ecuacion de transferencia de cantidad de movimiento en la region porosa.

El modelo no considera los cambios de porosidad en las proximidades de las paredes
por lo que se sugiere desarrollar las condiciones de salto para la interregion solido-medio
poroso.

Los resultados muestran la necesidad de un programa experimental para aclarar cual es
la forma correcta de modelar la ecuacidn de transferencia de cantidad de movimiento en un
medio poroso. El contar con el programa experimental podria ser orientado a obtener medidas
de la velocidad temperatura promedio.

Con el modelo tridimensional se puede llevar a cabo la evaluacion de la transferencia
de calor y masa mediante el Numero de Nusselt y Sherwood local y global en la interregion
fluido-medio poroso y con ello la evaluacion de coeficientes de transferencia de calor y masa
interregionales.

Parte importante del desarrollo del modelo tridimensional es probar las condiciones de
salto entre un fluido y un medio poroso previamente desarrolladas para las ecuaciones de
transferencia de energia, cantidad de movimiento y transferencia de masa. Se pretenden
realizar dichas pruebas utilizando el modelo mostrado en el presente trabajo.
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Apéndice A

Condicién de salto para el transporte de masa en la
frontera de un medio poroso y un fluido homogéneo

Para el modelado de la transferencia de masa en el sistema utilizado en este trabajo se
usan ecuaciones de medio efectivo para cada una de las regiones homogéneas o multifasicas.
Una opcion para obtener estas ecuaciones que gobiernan las concentraciones promedio es el
método del promedio volumétrico. Para acoplar estas ecuaciones y analizar los cambios en la
interregion se generaran condiciones de salto en la zona fluido-medio poroso (interregion). El
objetivo del presente apéndice es el mostrar el desarrollo de la condicion de salto para el
transporte de un soluto, la forma final de la condicion de salto se mostré en el Capitulo 2.

El proceso de transporte de masa en la frontera de un medio poroso y un fluido
homogéneo ocurre en una amplia variedad de aplicaciones tecnoldgicas y por lo tanto ha sido
objeto de gran variedad de estudios. Como ejemplos se tienen las columnas de adsorcién
(Aris, 1959), y el fendbmeno de dispersion convectiva que resulta como consecuencia de la
transferencia de masa interfacial en cavidades cilindricas (Lenhoff y Lightfoot, 1984;1986)

Diferentes tipos de condiciones interregionales entre un medio poroso y un fluido
fueron analizadas por Alasmi y Vafai (2001). Estos autores mostraron que, en general, las
diferencias tienden a mostrar efectos mas pronunciados en los campos de velocidad y efectos
substancialmente pequefios en los campos de temperatura y adn mas pequefios en la
distribucion del nimero de Nusselt.

El procedimiento para obtener la condicion de salto para transferencia de masa
involucra el desarrollo de una ecuacion general promedio, esto es, ella es valida en cualquier
parte del sistema fluido-medio poroso. Una vez encontrada esta ecuacion se seguird un
procedimiento analogo al establecido para la derivacidn de la condicién de salto interfacial
entre fases homogéneas (Slattery, 1990; Whitaker, 1992a). Dicho procedimiento fue propuesto
y usado con anterioridad para analizar la transferencia de cantidad de movimiento entre un
fluido y un medio poroso Ochoa-Tapia y Whitaker (1995a,b). Posteriormente para la
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transferencia de calor en el mismo sistema Ochoa-Tapia y Whitaker (1998b) y de igual forma
para la transferencia de masa en sistemas de emulsiones dobles Ochoa-Tapia y Soria(1995),
Soria 'y col.(1997).

A.1 Ecuaciones puntuales

Bajo la suposicion de solucién diluida para un sistema que sélo considera la adsorcion,
la ecuacion gobernante para el transporte del soluto A en el fluido que conforma la fase gy

que se localiza en ambas regiones @ y 7 (ver Figura A.1) es:

oC,
o

+V+(Cyv,)=V-(D,VC, | (A-1)

La solucion de la ecuacion (A-1) esta sujeta a la siguiente condicion de frontera en la
interface fluido-solido:

oC

_ As
_nﬂa . DﬂVCAﬁ = 7 en A (A'2)

po
Es a través de esta expresion que se consideran el fenomeno de adsorcion. Aqui n, es
el vector unitario normal dirigido de la fase g alafase o , A ,

o

representa cualquier punto
del area interfacial entre el solido y el fluido, y C, representa la concentracion molar

superficial. Esta concentracion esta relacionada a la del fluido por la siguiente isoterma de
adsorcion lineal:

=K,C

A «Ca, en A

o (A-3)

en donde K, es el coeficiente en la relacion de distribucion lineal de equilibrio. Es claro que
se esta considerando el caso mas sencillo posible ya que la isoterma de adsorcién es lineal.

De igual forma, la solucion de la ecuacion (A-1) estd sujeta a las condiciones de
frontera y a la siguiente condicidn inicial:

Condicion de frontera N (r,t) enA , (A-4)

C. =F
Condicion inicial C, =G (r) a t (A-5)

I
o
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Figura A-1 Sistema considerado.
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En la ecuacion (A-4)F (r,t) representa una funcionalidad en el &rea de entradas y
salidas A ,, definida por el vector de posicion r en la frontera de la region macroscopica del
promedio. Similarmente G (r) representa la funcionalidad de la condicién inicial definida en
cualquier punto del sistema multifasico.

Adicionalmente a las condiciones dadas por las ecuaciones (A-2) a (A-5), la solucién
de la ecuacion (A-1) requiere conocer el campo de velocidad v, resultante de la solucion de

las ecuaciones de continuidad

V-v,=0 en la fase g (A-9)
y Navier-Stokes.
oV, 2
Po| ¢ Ve VWV |TTVRe P8 F VY, en lafase j (A-10)

El desarrollo de la condicion de salto para las ecuaciones de continuidad y de
momentum fue realizado por Ochoa-Tapia y Whitaker (1995a,b) y Whitaker (1996). Los
resultados obtenidos por esos investigadores permiten la completa definicion del problema del
movimiento del fluido en términos de las ecuaciones promedio de continuidad y cantidad de
movimiento (ecuacion de Darcy con la correccion de Brinkman).

Con el propdsito tener un modelo factible de solucion para el proceso de transferencia
de masa en un sistema como el mostrado en la Figura Al, es conveniente obtener las
ecuaciones (A-1), (A-2) y (A-3) en su forma volumetricamente promediada en la region o.
Para el seno del lecho poroso, el desarrollo del modelo matematico es relativamente directo ya
que las restricciones en las longitudes de escala caracteristicas establecidas por el método del
promedio volumétrico en general son satisfechas facilmente (Zanotti y Carbonell, 1984a,b,c;
Carbonell y Whitaker, 1984). Sin embargo, en las vecindades de la interregion dichas
restricciones en las longitudes no son satisfechas (ver Figura A.2), obligando a buscar otras
opciones para acoplar las ecuaciones de transporte de ambas regiones.

A.2 Volumen Promedio.

El método del promedio volumétrico es una técnica que puede ser usada para derivar
de forma rigurosa las ecuaciones del continuo para sistemas multifasicos. Esto significa que
las ecuaciones que son validas dentro de una fase particular pueden ser homogeneizadas
espacialmente para obtener ecuaciones que son validas en cualquier lugar. Por ejemplo en un
sistema fluido-sélido, es necesario saber como el fluido es transportado a través de los poros.
El andlisis directo de este proceso, en términos de ecuaciones de transporte que son validas

141



Condicidn de salto para la transferencia de masa Apéndice A

dentro de los poros, es esencialmente imposible por lo complejo de la estructura del medio
poroso. En lugar de atacar este problema en términos de ecuaciones y condiciones de frontera
que son validas en los poros, se hard uso de la informacion a escala del poro para derivar las
ecuaciones en cualquier parte.

En el planteamiento del modelo para la region porosa se requieren ecuaciones
homogeneizadas espacialmente, tomando las ecuaciones que son validas dentro de una fase
particular y de esta manera obtener ecuaciones validas en cualquier punto, la técnica que se
utiliza para desarrollar de manera rigurosa estas ecuaciones es conocida como el método del
promedio volumétrico.

Para el sistema bifésico bajo consideracion el volumen promedio V (ver Figura A-2)
puede contener las dos fases, y esto se indica mediante:

V =V, (X)+V,(X) (A-6)
En donde V, y V, representan el volumen ocupado por la fase By o dentro del

volumen promedio. En términos de estos volumenes la porosidad o fraccion hueca esta
definida por:
V;(X)

£5(X) = (A-7)

En la Figura A-2, se muestra que esta propiedad promedio del medio poroso, formado
por las fases fluida y solida es funcion de la posicion, ain si el medio poroso es homogeéneo.

Para el proceso de promediado se usaran los promedios superficial e intrinseco
definidos por:

Concentracion promedio superficial <CAﬁ > = Vi j Ch, (x+ Yy ) av, (A-8)
Vp(x)

Concentracion promedio intrinseca <CAﬂ >ﬂ = Vi j Ca, av (A-9)
Y,
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Figura A-2. Posible ubicacion del volumen promedio que muestra que la fraccion volumétrica
en funcion de la posicion del volumen promedio.
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En el presente estudio se desarrollara la ecuacion volumétricamente promediada de
transferencia de masa valida en cualquier parte del sistema ilustrado en la Figura A-1. Este
procedimiento lo iniciamos al reconocer que el volumen promedio puede estar localizado en
cualquier parte del espacio en consideracion. Hay tres posibilidades claramente diferentes y
ellas son mostradas en la Figura A-2. Los detalles del volumen promedio y los vectores
involucrados que definen su posicion y puntos dentro de él son presentados en la Figura A-3.
En ésta se incluyen el vector de posicion r que localiza cualquier punto en el espacio
tridimensional R?, el vector de posicion x que localiza el centroide del volumen promedio, el
cual puede ubicarse tanto en la fase fluida (4 ) como en la sélida (o), y el vector de posicion

Y, que es usado para representar puntos en la fase g relativos al centroide del volumen
promedio.

Los dos tipos de concentraciones promedio estan relacionadas por la fraccion de
huecos mediante:

(cy)=¢,(c, >ﬂ (A-10)

Cabe hacer notar que en la frontera de las regiones wy 7 la fraccion volumétrica (&)

experimenta cambios significativos como consecuencia de las variaciones del radio del
volumen promedio r, .

El procedimiento para la obtencién de la ecuacion generalizada se comienza al aplicar
el operador que define el promedio superficial de la ecuacion ecuacion (A-1):

dV + - V-(v,C, )av =Viva-(Dﬂchﬂ Jav (A1)
B

Vs \Z

Acumulacién Conveccion Difusién

De ésta, el término de acumulacién puede escribirse como

oC o(C
iJ‘_Aﬁ av=2 ich av :—< A”> (A-12)
V v ot ot|V v ’ ot
B B

ya que V, es funcion de la posicion, (x), pero no del tiempo.
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Figura A-3. Volumen promedio y vectores de posicion asociados para el sistema fluido-medio
pOroso.
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Al introducir la relacion entre el promedio superficial y el promedio intrinseco, dado
por la ecuaciéon (A-10), y restringir el estudio a un medio poroso rigido el término de
acumulacion toma la forma

=¢ A-13
Por ello la ecuacion (A-11) puede escribirse como:
B
o(C
€p % + <V : (CAﬂ Vi )> = <V : (DﬁVCA,, )> (A-14)
Acumulacién Conveccion Difusion

Con el fin de intercambiar integracion y diferenciacion en los términos convectivo y
difusivo, se hara uso del teorema del promedio volumétrico (Howes y Whitaker, 1985). Este
indica que en el sistema de dos fases, 8y o, cualquier variable vectorial &, asociada con la

fase B, puede expresarse como:
1
<V-§ﬁ>=v.<gﬁ>+v—jnﬁg~gﬁdxx
Ao (A-15)

En donde A, representa el area de la interfase o contenida dentro del volumen promedio

V  (Whitaker, 1967). A continuacion se procedera al desarrollo de las ecuaciones promedio
de forma separada de los términos convectivo y difusivo.

Desarrollo del término de transporte convectivo

Una primera aplicacion del teorema del promedio volumétrico al término convectivo lleva a la
siguiente ecuacion:

<V-(cAﬂvﬂ)>=v.<vﬂcAﬂ>+ViJ' o (V,C, ) A (A-16)
Ass

Aqui es momento de hacer notar que la fase o es un sélido impermeable, y por ello
para la velocidad se tiene:

v, =0 en la interfase fo (A-17)
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Al aplicar esta condicion de frontera en la ecuacion (A-16), ella se simplifica a:
(V-(vsCs ))=V+(v,Cs) (A-18)

La forma tradicional de representar el flux convectivo en términos de desviaciones
espaciales (Carbonell y Whitaker, 1983) esta dada por:

(v,Cy )=e,(v,)"(c, ) +(v,C, ) (A-19)

En donde las definiciones para las desviaciones espaciales de velocidad y
concentracion (Gray, 1975) estan dadas por las siguientes expresiones:

B -
C,, =<CAﬁ> +C, (A-20)
B
vﬂ=<vﬂ> +V, (A-21)
Sin embargo, el uso de la ecuacion (A-19) requiere de la imposicion de restricciones de
longitud de escala (Carbonell y Whitaker, 1984; Quintard y Whitaker, 1994a,b,c,d,e). Para
establecer la condicion de salto se necesita desarrollar una ecuacion que no involucre tales

restricciones ya que debe poder usarse en las vecindades de la frontera entre las regiones o y
n. Con este proposito se define el flujo dispersivo de exceso, en la misma forma de los

trabajos de Ochoa y Whitaker (1997, 1998a), mediante:

(v,Cy ) ={v,Cy)-e,(v,)(c,) ~(v,C, ) (A-22)

Con la idea que:

(V,Crp)e =0, en la regién homogénea. (A-23)

El flujo dispersivo de exceso definido por la ecuacion (A-22) no sera igual a cero en
la frontera @ —7, donde las restricciones de longitud de escala desarrolladas por Carbonell y

Whitaker (1984) no son validas.

Entonces, el término convectivo puede expresarse como:
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v-<vﬂcAﬁ>=v-(gﬂ<vﬂ>ﬁ<cAﬂ>ﬂ)+ V(v,C, ) +V-(v,Cy ) (A-23a)

Transporte convectivo Transporte dispersivo Dispersion no-local

Ahora se procederd al desarrollo detallado del término difusivo.
Desarrollo del término de transporte difusivo

La aplicacion del teorema del promedio volumétrico sobre el lado derecho de la
ecuacion (A-14), lleva al resultado

(v-(pve, ))=v-(pve, ) +Vi j n, -D,VC, dA (A-24)
Aso

Flux interfacial

El término integral superficial en esta ecuacion puede modificarse, al aplicar la
condiciones de frontera interfacial dada por las ecuaciones (A-2) y (A-3), para obtener

(v-(p,ve,, )) :V.<DﬂVCAﬂ>—Vi J' (Keq a%\ﬁ] dA (A-25)
Ao

En este punto, primero se hace notar que los cambios de la difusividad molecular con
la presién, temperatura y concentracién, son muy pequefios en longitudes equiparables a la del
tamafio del volumen promedio. Asi es razonable ignorar las variaciones de este coeficiente
molecular de transporte dentro del volumen, V . A continuacién, una nueva aplicacion del
teorema del promedio volumétrico, ahora al primer término del miembro derecho de la
ecuacion. (A-25), promedio, lleva a:

(v-(o,ve, )=V D, V<CAﬂ>+ViJ’nﬂaCAﬂdA —Vij(Keqag—tA"JdA (A-26)

Ass Ago

Ahora es conveniente reemplazar la concentracién promedio superficial en términos de
su promedio intrinseco, y asi se obtiene:

(v-(p,vC,, ))=v:|D,| v (C, >ﬂ+<cAﬁ>ﬂVgﬂ+Vi J ,,C,, dA

As
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Lk Cy, dA (A-27)
Y, < ot

o

Al momento, se ha logrado expresar parte del término derecho de esta ecuacién en
funcion de cantidades promedio. No asi en los términos que involucran integrales en la
superficie interfacial, ya que contienen la concentracion puntual. Estos son:

1 C, dA by * K 0Cs, dA A-28
a)V—AjnﬂaAﬂ )V—Af " (A-28)
o o

Cuando se desarrollan ecuaciones en las que no se toma en cuenta la interregion, el
término que considera la concentracién puntual se puede desarrollar en series de Taylor,
establecer restricciones de escala y poder despreciar los términos de orden superior (Whitaker,

1999). Para evitar esta limitacion en el desarrollo, primeramente se hace notar que a partir del
teorema del promedio volumétrico se puede establecer que:

Vi [ nnaa-—ve, (A-29)

Ag

La cual es una expresion que no tiene restricciones adicionales, este resultado nos lleva
a escribir:

Vi J o <CAﬂ >ﬂ

Aso

da=-(c, )’

ve,=—(C, ) Ve, (A-30)

X

Es necesario aclarar que las cantidades promedio fuera de una integral son evaluadas
en el centroide x del volumen promedio (Quintard y Whitaker, 1990), pero obviaremos esta

notacion a menos que se crea indispensable. Usando la ecuacién (A-30) en la (A-28) se tiene
la siguiente expresion para el término difusivo:
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Jon

1 aC,,
K e dA (A-31)
Ago

<v.(Dﬂchﬂ )>=v. D, gﬂv<c%>ﬂ+vi J nﬁg(c% -(c, >ﬂ

Aso

Difusién no-local

Esta forma de la ecuacion para el flux es similar a la obtenida para el de conduccion de
calor (Nozad y col., 1985; Kaviany 1991; Ochoa y Whitaker 1998). El Gltimo término de la
ecuacion (A-31) puede rescribirse como:

(v-(p,ve,, ))=v-ip, gﬁv<cAﬁ>ﬁ+ViJ'nﬂa(cAﬁ—<cAﬂ>ﬁJdA
> Difusion no-local
—Keqa\,% (A-32)

Aqui se ha supuesto que las variaciones de K dentro del volumen promedio son
despreciables, y se han introducido las siguientes definiciones:

Concentracion promedio interfacial <CAﬁ> _ J. CAﬁgdA (A-33)
o A, :

4 o - - _ " Po (X)

Area volumétrica interfacial a,(x)= N (A-34)

Para no expresar la ecuacién (A-32) en términos de concentraciones puntuales se hace
uso de la definicidn de desviacion espacial para la concentracion dada por la ecuacion (A-20),
y asi se llega a:
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X+yﬂ

Difusién no-local

o(Cy,),,

_Keqa\/ 61:

(A-35)

Ahora se pueden usar en la ecuacion (A-14) los resultados parciales para los términos
convectivo y difusivo, ecuaciones (A-23) y (A-35), para obtener:

5ﬁa<CTA">+V-(gﬂ<vﬂ>ﬂ<CA/}>ﬁ)+V-<\7ﬁC~Aﬂ>+V-<VﬂCAﬁ>@(

Dispersion Dispersion no-local

-v.-iD, gﬁV<CAﬂ>ﬁ+Vi.[A,, nﬂgéAﬁdA+ViJ.nﬂa(<CAﬂ>ﬂ
. A

X+yﬂ

difusion no-local

a<CAﬁ >ﬂo‘

_Keqav at

(A-36)

Reordenando la ecuacién (A-36) para que tome la forma similar de las ecuaciones de
transporte de un soluto en un medio poroso con adsorcion, se obtiene

oo Lo oy ey o vle, T sate)

€p
o(c,, >ﬂg o, )’
ot ot

— Keqav (A-37)

fuente de no-equilibrio

En la ecuacion anterior se ha introducido las siguientes definiciones:
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Tensor de dispersion efectiva total

D" =Dy +D, (A-38)

Que involucra al Tensor de difusividad effectiva(Deff )

&:D g -V<CAﬂ>=gﬂDﬂ V<CAﬂ>ﬁ +Vij N, Cy, dA

o

JdA (A-39)

B
. -(s)

ol fe)
A/)‘J

difusion no—local

y al Tensor de dispersion

¢,Dp -V <CAﬂ > =—¢, (v . <\7ﬂc~Aﬁ >— V. <vﬂCAﬂ >ex) (A-40)
Fuente de no-equilibrio

o(Cy),, “afe, ) (A-41)
o o

O =-K 3,

Notese que se han introducido en ambos miembros de la ecuacion (A-39) el término

B
o(Cy, )
V] - -7 - agse -
a Ky, ———— para dar lugar a la contribucion denominada fuente de no-equilibrio. Esto

porgue en el desarrollo de la condicion de salto dicha fuente involucra diferencias entre la
concentracion interfacial promedio y su promedio intrinseco que llevara a un resultado con un

significado fisico mas claro.

Cuando las restricciones de tamafio son satisfechas la ec. (A-37) se reduce al siguiente

resultado:
B

. [1+ a”;’ﬁKeqja<Z‘”>w +V-(gﬂw<vﬂ>j (c, >j)=v-(gﬂmD;-v<cAﬁ >i) (A-42)

@
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En el Apéndice B se presenta el desarrollo en detalle de la ecuacion promedio valida en
la region homogénea del medio poroso (region ). En esta ecuacion el subindice w en a,,,

&4, ¥ D,, indica que los pardmetros son los correspondientes a la parte homogénea del medio
poroso (region ). En el Apéndice B, ademas de la deduccidn de la ecuacion se presentan las

restricciones que las longitudes caracteristicas deben satisfacer, y se deduce el método para la
prediccion de los coeficientes de transporte efectivo D, y Dy, Y por lo tanto D, .

Por otro lado en la parte homogénea del fluido (region 77)

a<c;+>’7+v.(<vﬂ>f<CAﬂ>:):V-(DﬂV-<CAﬁ>:) (A-43)

La fraccion volumétrica de la fase (Eﬂn) es igual a uno, esto implica que a, =0y

el término no-local es nulo, aqui el subindice 7 indica que la velocidad y la concentracién
corresponden a la solucion de las ecuaciones de transferencia de cantidad de movimiento
(Ochoa y Whitaker, 1995) y continuidad del soluto A validas en el seno del medio poroso. En
el Apendice B también se presentan las restricciones que deben satisfacerse para que la
ecuacion (A-46) pueda reemplazar a (A-34) sin error significativo. En este punto del analisis
contamos con lo necesario para comenzar el desarrollo de la condicién de salto que permitira
acoplar las ecuaciones. (A-42) y (A-43).

Los coeficientes efectivos y la fuente de no-equilibrio en la ecuacion generalizada (A-
34), sufriran variaciones bruscas en la inter-region, lo cual significard una gran complicacion
en la solucién de esa ecuacion. Para evitar este problema se usaran las ecuaciones que son
validas estrictamente en las zonas homogéneas de cada una de las regiones. Asi, esto significa

que los valores obtenidos, (CAﬁ>£ y <CAﬂ>§, de las ecuaciones (A-42) y (A-43) no seran
iguales en la inter-region a los de (CA/M, obtenidos de la solucion de (A-37). Esta idea se
muestra esquematicamente en la Figura A-4 para los casos n,, .D n,>D, vy
* - ﬁ ﬁ -
n,, D -n,, <D,.Esimportante comprender que los valores de (C,;), ¥ (C,;), , obtenidos
por el procedimiento descrito no seran extrapolaciones, sino soluciones de las ecuaciones que
son validas en las regiones homogeéneas 77y @ pero que se aplicaran a todos los puntos de la
region correspondiente, incluidos los de la inter-region. Debe enfatizarse también que la
fraccion volumétrica ¢, es una funcién continua de la posicion, que toma el valor ¢,, en la

zona homogenea del medio poroso y &, en la parte homogénea del fluido. Por ello la
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concentracion superficial (C,;), es también una funcion continua en cualquier lugar del
sistema de dos fases, incluyendo puntos en la inter-region.

Desarrollo dela condicién de salto para el flux de A

Para la condicion de salto se considera un volumen promedio a gran escala mostrado
en la Figura A-5 y recordando que dentro del cual es valida la ecuacion de transferencia de
masa obtenida en la seccion anterior en cualquiera de sus puntos, ya que no se establecieron
restricciones de escala en el desarrollo de la ecuacién general, esta limitada exclusivamente
por la forma de las ecuaciones puntuales y por las condiciones de frontera.

Durante el siguiente desarrollo se hace uso de la idea que la ecuacion generalizada de
transferencia de masa debe de satisfacerse en promedio dentro del volumen macroscépico
mostrado en la Figura A-5. Los volimenes de las regiones @ y 7 contenidas dentro de V_ se

designan por V,, y V, respectivamente, de tal forma que:
V, =V, +V,

Notese que estos tres volumenes son independientes del tiempo y por ello la velocidad
de desplazamiento de las superficies relacionadas por A , = A + A es nula.

El procedimiento para el desarrollo de la condicién de salto asociada con la frontera
@ —n incluye los siguientes pasos:

¢ Integracion de la ecuacion de transporte generalizada sobre el volumen total (V).

Integracion de las ecuaciones que son validas en las regiones homogéneas w y 7
sobre sus correspondientes volimenes (V,, y V, ). La definicion de regiones homogéneas o y

n se refiere a las partes que no son afectadas por los cambios rapidos en la estructura cerca de
las fronteras fisicas del sistema y ello incluye la inter-region.
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frontera ®-—m

region de frontera

frontera ®-

Figura A-4.Continuidad del campo intrinseco y la aproximacién en la solucion de las
ecuaciones validas en la parte homogénea de las regiones.
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Ahora se procede a realizar tales pasos:

Asi se comenzara por la integracion de (A-37), en la totalidad del volumen
macroscopico, para obtener el resultado:

Ko |3(Cpy)” Ko |3(Cpy)”
J £ 14 2K | XCn) dV+I £ 14 3K | ACw) 4,
v &g ot v, £y ot

@

+ (e © A [ (5,00, (C A
A A
- J' n, -(D*-V(CAﬂ>)dA+I n, (D" V(C,,))dA
Ay A

—j DAV — j DAV (A-45)
Vo v,

Para obtener este resultado se ha utilizado el teorema de la divergencia para cambiar
varias de las integrales de volumen que originalmente contenian divergencias de flux
convectivo y del difusivo. También, se involucr6 la descomposicion de la superficie A _ en

AYA.
La descomposicion de la integral mencionada para el flux & ,, se expresa como
jv-gﬂdv='fnw-gﬂdA+.[n,7-§ﬂdA (A-46)
A Au A]
Los vectores unitarios involucrados en las ecuaciones (A-45) y (A-46) se muestran en

la Figura A-5. Ahora se procede a integrar las ecuaciones (A-42) y (A-43) en los volimenes
V, Yy V, respectivamente. Después de aplicar el teorema de la divergencia en los términos

pertinentes se procede a la adicion de las dos ecuaciones resultantes para obtener:
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Region

Figura A-5. Volumen promedio a gran escala en la interregion fluido - medio poroso.
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K. &C,,)” XC,,)’
J €50 14 20 Cale av +I MdA
v, &g ot v, Ot

[0

# [ N L CDAA [ 0, (v, (S, dA
Ay A,

o] Ny ) Can)l ()]G A

o1

=I n, '(gﬁwD; 'V<CAﬁ>£)dA+ J‘A] n, '(qu<CAﬂ>5)dA

Yo

; J'% N, (£,D5, - V(Cy,)! —D, V(C,, )" )dA (A-47)
En este resultado A, = A 6 para representar el area de la superficie que separa las

regiones @ y n dentro del volumen V. También se ha utilizado la siguiente nomenclatura
para representar el vector unitario en esa superficie, n, =-n
Restando (A-47) de (A-45) se obtiene:

B Y
J gy 1+ AKg | XC) — &g, | 1+ AKe | XCs2% dv
v, &g ot &g ot

no "

@ 0]

B B
o o) s

&g ot ot

+J'% N, (£,(V ;) (Cuy) — £, (V)P (Cp ) YA
] 16,00, (C) " ~(v, )],y A

P (e (VG (9,1 Co A

oy

:j n, (D “V(Cys) —gﬂwD; -V(CAﬂ>£)dA
A,

" J‘ n,-(D"-V(Cy,) ~D,V(C,,)")dA

7

—IA N, (gﬂwD; 'V<CAﬁ>£ - DUV(CAﬁ>f)dA

or)

- I DAV — I DAV (A-48)
v, v,
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El tipo de términos contenidos en las integrales en las superficies A, y A es la

caracteristica que Gibbs (1928) definio como una funcion de exceso en la interfase, una
explicacion que es aplicable al problema bajo investigacion es dado por Ochoa-Tapia y
Whitaker 1995a . Introduciendo las definiciones de exceso como:

Acumulacion superficial de exceso

o(c, Y a(c, YV a(c, Y
%quﬂs—< a’:”>s dA =V_[ gﬂ(uav‘:ﬂ <a:ﬁ> —gﬂ{uavgiﬂ <a’:”>w dv
Acumulacion superficial de exceso
B B
+f gﬂ[n anKe‘*]a<Ca’:f’> -a<(;:ﬂ>” av (A-49)
v, [

Donde ¢, representa la porosidad superficial de exceso y <CAﬂ> es la concentracion
S

superficial.

Transporte convectivo superficial de exceso

g‘}}cns.gﬁs<vﬂ>§<cAﬂ>fda
_ L N, (8,40 1) (Cpp)” = 2,0 (V )2(Cp )" YA

¥ L N, (£,(V )7 (Cap) —(V,)/(C,,))dA (A-50)

En esta ecuacion como puede verse en la Figura A-5, C representa una curva cerrada a
lo largo de la linea divide la superficie A, , mientras n representa el vector unitario que es

tangente a la frontera @ —n y normal a la curva C, y o representa la longitud del arco a lo
largo de esta curva. La velocidad superficial es representada por ¢, <vﬁ>sﬂ (Ochoa-Tapia y
Whitaker, 1995a)
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Transporte difusivo superficial de exceso
qscns-gﬂsD:-VS@Aﬁ)fda
:j n, (D" -V(Cyy) —£,,D., - V(C,,))dA
A,
+j n,-(D"-V(C,,) —D,V(C,,)")dA (A-51)
A,

Aqui se uso V, para representar el operador gradiente superficial y esta asociado con
el operador nabla por V, =(1-n,,n, )V (Ochoa-Tapiay col., 1993)

No-equilibrio superficial de exceso

j ®_dA= I CDdV+I DAV (A-52)
on v, Vf?

En donde @ queda definido por la ecuacion (A-41). Esta definicion de acuerdo con
trabajos previos (Ochoa-Tapia y Whitaker, 1998b) sugiere que el término de no-equilibrio
superficial de exceso puede ser representado como:

O =5 (A-53)

Donde o representa el espesor asociado con la regién de frontera y puede ser
estimada como la raiz de la norma del tensor permeabilidad en la ley de Darcy.

Substituyendo las ecuaciones. (A-49)-(A-52) en la ecuacion (A-48), dando el siguiente
resultado:

KCpp)?t
[ oG

o)

dA+<'f>Cns-gﬂs<vﬂ>§<cAﬂ>fda

o, M C ()] (G

7l

= _J N, - (gﬁ(uD; 'V<CA,B>£ - qu<CAﬂ>f)dA

2

+q§cns-gﬂso’;-vs<cAﬁ>§da— J'% o dA (A-54)
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Usando el teorema de la divergencia superficial (Ochoa-Tapia y col., 1993) para
escribir todos los términos bajo la misma area de integracion, y entonces el integrando es igual
a cero, se obtiene una ecuacién de transporte superficial o condicion de salto:

(Cpy)Y

Eps ot +Vs'[8ﬂ3<vﬂ>£<CAﬂ>§ _8ﬁSD:'VS<CAﬂ>§}

transporte superficial de exceso

N, (£5,V ) 0(Cs )ty = (V)7 (Cpp)))

Transporte convectivo
=-n,, -(gﬂwD; -V(CAﬁ>£ — DUV(CAﬂ)f - D, (A-55)

transporte difusivo no-equilibrio superficial de exceso

Se debe recordar que hasta este punto no se ha impuesto ninguna condicion sobre la
concentracion promedio en la superficie divisoria del medio poroso y la regiéon fluida.

Entonces, basado en la continuidad de los campos (Cpgz) Y <CAﬂ>ﬁ mostrados en la Figura

A-4, se elige la imposicion de continuidad del volumen intrinseco de la continuidad en la
frontera w—n.

(Cpp)s =(Cup)7 en la frontera -7 (A-56)

Lo anterior también implica que la concentracion superficial debe satisfacer:

(Cap)d =(Cpp) =(Cyy)7,  enlafrontera w-n (A-57)

La ecuacion (A-61) junto con la continuidad de la velocidad superficial genera la
siguiente ecuacion:

Ny (€50 {V g)0(Capdh —(V 5)P(Cpg)P)=0 enlafrontera -7 (A-58)

Con lo anterior, la ecuacion (A-55) se reduce a:

&C,,), )
B 4V [ £V ) (Cup) — £, DLV (Cy) |

ot
Transporte superficial de exceso
_ * B B _
=-n,, -(5ﬂwa “V(Cps)% —DHV(CAﬂ%])— O (A-59)
\_ﬁr__/
Transporte Difusivo no-equilibrio superficial de exceso

Entonces, si el transporte superficial de exceso y el término de no-equilibrio son
despreciables, la condicion toma la siguiente forma:
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n,, (6,0, -V(Cy,)! =D, V(C,,)!) =0 (A-60)

on

Aunque ésta es una ecuacion simplificada, se debe de recordar que debe de ser
utilizada junto con las condiciones de velocidad y concentracion.

Forma general dela condicion de salto

A continuacion se seguiran las ideas propuestas por Ochoa-Tapia y Whitaker (1995b) para el
estudio del trasporte de cantidad de movimiento. Con base en las definiciones de los términos
superficiales de exceso dados por las ecuaciones (A-49)-(A-52) se proponen las siguientes
representaciones.

Acumulacién superficial de exceso

A-61
e ot T ot (A-6D)
Transporte difusivo superficial de exceso
vs ' (gﬂsD: ' VS<CA/}>£) =74 nwn ’ (gﬂwDZ) 'V<CAﬁ>£ - qu<CAﬁ>f) (A'62)
No-equilibrio superficial de exceso
0(C,,)”
ch =7s 8 Keq % (A-63)

Note que debido a la forma de la ecuacion (A-58), no es necesario introducir una ecuacion
para el transporte convectivo superficial de exceso. En las ecuaciones. (A-61)-(A-63), 7., 74

y y.son pardmetros adimensionales de orden uno.
Usando las ecuaciones (A-61)-(A-63) en la ecuacion (A-59) se tiene:

5<CAﬂ>ﬁ
Yafs 5t

%/—/
Acumulacion superficial de exceso

+74N,, ~(5ﬂwD; -V(CAﬁ)ﬁ - DHV(CA/Qf)

Transporte superficial de exceso

8<CAﬁ)£
ot

no-equilibrio superficial de exceso

== na)n : (gﬁwDZ) 'V<CA/3>£ - DUV<CAﬁ>g) — 7 & Keq

Transporte difusivo

(A-64)

La cual se puede escribir en términos de solo un parametro ajustable

G(CAﬂ>£

-n,, '(gﬂa)DZ) 'V<CA/3>£ - qu<CAﬁ>;/;) =74 Keq ot

(A-65)
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En esta ecuacion el parametro » involucra los valores adimensionales y,, 7, Y 7.- ES

claro que para las condiciones de estado estable la condicion se reduce a aquella que considera
la suposicion de efectos superficiales de exceso despreciables dado por la ecuacion (A-60). En
este punto finalmente se debe de reconocer que el término de acumulacion de exceso en la
ecuacion (A-65) es importante.
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Apéndice B

Problema de cerradura para la ecuacion de
transferencia de masa en un medio poroso.

En el Apéndice A se mostré el desarrollo de una ecuacion para la condicion de salto
valida en cualquier region del sistema fluido-medio poroso. Parte importante al aplicar el
procedimiento consiste en tener en cuenta los cambios de porosidad al acercarse a la
interregion, al final, la ecuacion general podria reducirse a la ecuacién puntual en la region
fluida o bien a la ecuacion volumétricamente promediada en la regién porosa. El objetivo del
presente apendice es mostrar la aplicacion tradicional del método del promedio volumétrico
cuando el sistema consiste sélo del medio poroso, muchas de las ecuaciones ya se
mencionaron al desarrollar la condicién de salto interregional, por lo que se omitiran detalles y
solo se realizara referencia a las ecuaciones del Apéndice A, enfocando el desarrollo detallado
al problema de cerradura para la ecuacién de transferencia de masa en el medio poroso, asi
como las restricciones de longitud de escala mencionadas con anterioridad en el Apéndice A.

El sistema considerado es la region porosa mostrada en el la Figura B.1, consisten de
una fase soélida inmersa en un fluido. Las ecuaciones consideradas para la transferencia de
masa en el medio poroso, se presentaron en el Capitulo 2 y el Apéndice A.

oc,

~ +V+(Cyv,)=V+(D,vC, ) (A-1)
oC,.
—Ny, -D,VC, = en A 4, (A-2)
Ca = KaCy, enA 4 (A-3)
Condicion de frontera C, =F (r,t) enA , (A-4)
Condicidn inicial C, =G (r) a t=0 (A-5)
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Soélido Fase [3

Fluido Fase O

Figura B-1 Transporte convectivo en un sistema poroso (Fluido-solido)
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De acuerdo con el desarrollo presentado en el Apéndice A, para el término convectivo
se tiene la siguiente expresion:

B
a(c
gﬁ%%v(%v 2))=(v-(pve,, ) (A-14)
Acumulacion Conveccion Difusién

B.1 Transporte convectivo.

Después de aplicar el promedio volumétrico y la condicidn de frontera la ecuacién para
el término convectivo es:

(V-(vsCs ))=V+(v,Cs) (A-18)

En donde las definiciones para las desviaciones espaciales de velocidad y
concentracion (Gray, 1975) estan dadas por las siguientes expresiones:

c, =(Cy ) +C, (B-1)

vﬂ:<vﬂ>ﬁ+vﬂ (B-2)

Por lo que el término convectivo expresado en funcion de desviaciones (Carbonell y
Whitaker, 1983) queda expresado mediante:

<vﬁCAﬂ > = <<vﬂ>ﬂ <CAﬂ >ﬂ +7, <CAﬂ >ﬂ +<vﬂ>ﬂ Cp, + vﬂéAﬂ> (B-3)

En este punto se hace uso de la hipdtesis de despreciar las variaciones de las cantidades
promedio dentro del promedio, quedando:

<VﬂCAﬁ> =&, <vﬂ>ﬁ <CAﬁ >ﬂ + <\75><CA/} >ﬁ +<vﬁ >ﬂ <CA,, > + <\7ﬂCAﬂ> (B-4)

Utilizando las siguientes definiciones:
(V,)=0 (B-5)

<éAﬁ > -0 (B-6)
De tal manera que la ecuacion B-4 se reduce a:
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(@]

(v,Cy ) =2,(v,) (c, ) +{v,

De donde la ecuacion (A-18) adquiere la siguiente forma:

o) (B-7)

V-<vﬂcAﬂ>=V-(5ﬁ<vﬂ>ﬁ <CAﬂ>ﬁ)+ v-(9,C,, ) (B-8)

Transporte dispersivo

Transporte Convectivo

En este punto s6lo queda determinar para el termino convectivo, el problema para las
desviaciones (problema de cerradura), sin embargo antes analizaremos las restricciones
asociadas con la ecuacion (B-8).

B.2 Transporte difusivo.

El desarrollo término difusivo se tomaréa del Apéndice A hasta la ecuacion (A-27), la
cual tiene la siguiente forma:

(v-(D,ve, )=+ D, 5,v(c, ) +(c, ) Vgﬂ+vijn 2.Ca dA

Asr

SRR PR A (A-27)
V2 oot

Al momento, se ha logrado expresar parte del término derecho de esta ecuacion en
funcion de cantidades promedio. No asi en los términos que involucran integrales en la
superficie interfacial, ya que contienen la concentracion puntual y son:

Ag

L C, dA b) = K 0Cs, dA A-28
) - [ e s (29
Yo

Utilizando la descomposicion de la concentracidn en términos de desviaciones mostrada
en la ecuacién (B-1) sobre la primera integral y la definicién de concentracion promedio
interfacial expresado por la ecuacion (A-33) sobre la segunda integral se tiene:

<V (p,ve,, )> -
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v.D, gﬂv<CAﬁ>ﬂ+<cAﬂ>ﬂV5ﬂ+ViJ'nﬂa<CAﬂ>’B dA+ViInﬁgéAﬂdA
Aso Aso

8<CAﬁ >ﬂc

p (B-9)

_Keqav
Whitaker (1999) ha demostrado que la concentracion superficial promedio es

esencialmente igual a la concentracién promedio siempre y cuando se cumplan las siguientes
restricciones de escala.

[r—(’j <1 ( o j<<1 (B-10)
L. Lole

Ademas que los términos <CAﬁ>ﬁVgﬁ y Vijnﬁa< > dA pueden despreciarse

Asr
cuando se cumplen las siguientes restricciones:

|
(ﬁ] <1
rO

De tal manera que la ecuacion para el término difusivo queda:

r ]
[ L } <1 (B-11)

B
(v-(p,vC, )=V D,| &,V +—jn ¢, dA —Keqava<C6—/:’) (B-12)

Sustituyendo los términos convectivo (B-8) y difusivo (B-12) en la ecuacion (A-14)

gﬁa<ca—/:”>+V~(gﬁ<vﬂ>ﬂ <CAﬂ>ﬁ)+ V.<\7ﬂéAﬂ>

Acumulacion Transporte Convectivo

Transporte dispersivo

B
-v.|D, gﬁV<CAﬂ>ﬁ+Vijnﬂd(§AﬂdA —Keqava<ca—/:”> (B-13)
Ao

Reagrupando (B-13)
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gﬁ(1+ antha<c;’;ﬁ> ‘ +V-(gﬂ<vﬁ>ﬁ<c%>ﬂ)+ v-(v,C,)

X Transporte Convectivo Transporte dispersivo.

= V.{Dﬂ [gﬂv<cAﬂ >ﬂ +ViIA nﬂJCAﬂdA}} (B-13a)

En este punto s6lo queda determinar el problema para las desviaciones (problema de
cerradura).

B.3 Problema de cerradura.

El objetivo del problema de cerradura es encontrar una expresion para la ecuacién
gobernante de las desviaciones de la concentracion, primeramente hay que recordar la
definicidn de las desviaciones:

¢, =Cy -(C, ) (B-14)

La ecuacion puntual esta definida por (A-1) y la ecuacién promedio por la (B-12),
dividiendo esta Ultima entre &,

L Lol ) v o)

B
= iv . {Dﬁ (%V <CAﬂ >ﬁ’ +VijA/ nﬂgéA dAﬂ_ a Ky 8<CAﬁ> (B-15)

&p

Donde el término convectivo es:

év.(5ﬁ<vﬁ>”<CAﬁ>ﬁ)=V.<vﬂ>”<cAﬂ>ﬂ+i<vﬂ>ﬂ (c,) Ve, (B-16)

y el difusivo

év.[[)ﬂ (gﬂV <CAﬁ >/’ +Vi.fAﬁg nﬂUCAﬁdAﬂ = V.(DﬂV <CA/1 >ﬂ)

_ B ~ Dﬂ .
+gﬂ1Vgﬂ-(DﬁV<CAﬂ> )+gﬂ1V.|:V— Jon ﬁUCAﬁdA} (B-17)

Sustituyendo (B-16) y (B-17) en (B-15) se tiene:
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@WLV.(«%V <CA,] >ﬂ)+g;Vgﬂ .<Vﬁ>ﬂ <CA5 >ﬁ =V.(DﬁV <CA5 >ﬁ)

= 7\, o | Pp 2
+tey Ve, -(DﬂV<CAﬂ > )+ &, V- [V_J-Aﬁg nﬂUCAﬂdA}

B
— anKeq a<(:;':ﬂ> _ 8;31V . <\7ﬂéAﬂ> (B-18)
B

De acuerdo con la definicién de la ecuacién (B-14), la ecuacién para las desviaciones se
obtienen restando (A-1) de (B-18):

oC,,

+v.(vﬂcAﬂ (v, <cAﬂ>”)—gﬂ1Vgﬁ (v,)'{c,) =v-(p,vE,)

Termino Difusivo

- B\ D, ~
—&, Ve, '(DﬁV<CAﬁ > )— £, V- {V—J.Aﬁg N4 Ca, dA}

Fuente Difusivo

Termino no local

B
+a‘;—keqa<(:a—’:f>+gﬂlv.<\7ﬁéAﬂ> (B-19)
Fﬂuente Adsortiva Termino o ocal

En la ecuacion anterior se tienen dos términos no locales, llamados asi porque
involucran a la variable dependiente evaluada a lo largo del volumen promedio, no en el
centroide. El segundo término en la ecuacion (B-19) puede ser reordenado mediante:

V-(cAﬂvﬁ -(c,, >ﬁ<vﬂ>’3) =v-(<cAﬂ )’ vﬂ)w-(éAﬂvﬂ) (B-20)
Desarrollando el lado derecho de la ecuacion y aplicando V-v ;=0
V-(cAﬂvﬁ —<cAﬂ>ﬂ<vﬁ>ﬁ)=<CAﬁ V'vv,+v,v(c, ) +v, v,  (B2D)
De la ecuacion de continuidad en términos del promedio intrinseco:
Vv, =V-(v,) 4V, =—eXv,) Ve, +V-¥,=0 (B-22)
Para la desviacion de la velocidad.
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V.V, = 5;,1<Vﬂ>ﬂ-Vgﬂ (B-23)
Por lo que (B-20) queda:

V-(CAﬂvﬂ—<cAﬂ>ﬂ<vﬁ>ﬁ)=gﬂ1<cAﬂ>ﬂ<vﬂ>ﬂ.Vgﬂ+\7ﬂ.V<CAﬂ>ﬂ+vﬂ-véAﬂ (B-24)

Sustituyendo (B-24) en (B-19):

o, p ) ]
- +9,-v(C, ) + v,-vC, =v:(D,vC, )
R . o . . .
Acumulacién Fuente Convectiva Término Convectivo Término Difusivo

- B _ D, ~
—gﬂlVeﬁ.-(DﬂV<CAﬁ> )—gﬂlv-{v— AﬁanﬁaCAﬁdA}

Fuente Difusivo

Termino no local

o(C .
+ avgieq < a':/f > + gil:nmg :/flci:’ > (B-25)
Fuente Adsortiva

Igualmente para la condicion de frontera (A-2) se usa la definicidn de desviaciones:
~ B
(cAﬁ -c, -(c, ) ) :
o(c,) oC
B ~ A A,
-n,,-D,V(C, ) -n,, -D,VC, = k= rka > (B:26)

SIMPLIFICACIONES

Las ecuaciones (B-25) y (B-26) muestran el problema para las desviaciones con todos
los términos involucrados, sin embargo alguno de los términos pueden despreciarse al
establecer restricciones de longitud de escala. La primer simplificacion se realizara al término
de acumulacién al limitar el problema de cerradura a la condicién de quasi-estado
estacionario, esto significa establecer las siguientes restricciones (Whitaker, 1999):

aC -

TA” <<V- (DﬂVCAﬂ ) Para la ecuacion gobernante (B-27)
Ay = Y

K= << DﬂVCAﬂ Para la condicion de frontera (B-28)
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Realizando una analisis de orden de magnitud para los términos en las ecuaciones (B-
27) y (B-28) se tiene:

oC C
al o( al (B-29)
ot t
Ve, = ﬁ (B-30)
Ay |ﬂ
i C
v°C, =o[|—§f’] (B-31)
B

Por lo que las restricciones de escala para los términos de acumulacion son:

*

Dt
|/32 >>1 Para la ecuacion gobernante (B-32)
B
Dt -
>>1 Para la condicion de frontera (B-33)
o

Con lo anterior el sistema de ecuacion gobernante (B-25) y condicion de frontera (B-26)
quedan:

- B ~ ~
v,-v(C, ) + v,-VC, =Vv:(D,vC, )
| S

Fuente Convectiva Término Convectivo Término Difusivo

] 5\ o [D, )
—&, Ve, -(DﬁV<CAﬁ> )—gﬂlv-{v—j%n ﬁGCAﬁdA}

Fuente Difusiva Término no local

s
+a\’g—l;eqa<ca—/;”>+gﬂlv-<\7ﬂé%> (B-34)

Término no local

B
-n,,-D,VC, =n,,-D,V(C, ) +k, 8<C%> en A, (B-35)

Fuente Adsortiva

El siguiente término para analizar es el difusivo no local, para ello primeramente se
hace notar el orden de magnitud para la integral:

[Vi [n,,E,da/=0(as, ) (B-36)
Ass
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Y la divergencia como:

1 = a\/éAﬂ
v.{v_ [ n,ChdA =o[ - J (B-37)

Ass

Para la mayoria de los medios porosos, un estimado razonable del orden de magnitud del
area por unidad de volumen est& dado por:

a,=0(1;) ©39
Con lo anterior el término no local esta dado por
D ~ &.'D,C
eV|—L[n,C,dA|=0| L2 (B-39)
AR bR | L
A/ia ﬁ

Por otro lado el orden de magnitud del término difusivo queda expresado por:

D,C
~ ﬂ A
V-(DﬂVCAﬁ)=O[ ; ,,] (B-40)

Haciendo una comparacion del orden de magnitud se puede despreciar el término
difusivo no local de acuerdo con:

“ly b, C,dA|<<V-(D,VC B-41
V| ] 0G| <<V-(D.5C, @
Aﬁa

Es facil demostrar que el término de la fuente difusiva pude ser despreciada en relacion
con la fuente convectiva, esto es:

v,v(C, ) > &, Ve, -(Dﬂv<cAﬂ >ﬁ) (B-42)

Fuente Convectiva

Fuente Difusiva

. - p . : . .
Estimando V, como <vﬁ> ya que la condicion de no desplazamiento requiere que V, y

s : : : - L
<vﬁ> sean del mismo orden de magnitud, se tiene la siguiente restriccion:

B 4 €
(V) >,/ D, (B-43)

&
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Multiplicando por |,y reagrupando (B-43)

s
o)y >>Li (B-44)

B
v, ) |
Donde Pe= < ﬂ[z L. por lo que la restriccion para despreciar la fuente difusiva es
f;

|
Pe>> Li (B-45)

g

Esta restriccion es automaticamente satisfecha en la region homogénea del medio poroso
ya L, que es infinito.

Al despreciar los términos difusivo no local y la fuente difusiva, la ecuacién gobernante
para las desviaciones de la concentracion es:

v,-v(c, ) + v, V¢, =V-(DﬂvéA)+an—keqa<Ca—‘t\”>+g;v-<\7ﬁéAﬁ> (B-46)
B

Fuente Convectiva Término Convectivo Término Difusivo | S — Término no local
Fuente Adsortiva

El siguiente término a analizar es el término no local de transporte dispersivo, la
comparacion con la parte difusiva es:

&'v-(v,C, )<V-(D,vC, ) (B-47)

El orden de magnitud del transporte no local puede ser estimado acorde con:

ﬂ ~
&'V-(v,C, )=0 ch’*ﬁ (B-48)

En el resultado anterior nuevamente se estimo vV, como <vﬂ>'g, el orden de magnitud de
la parte difusiva queda expresado por (B-40) quedando:

ggléAﬁ <Vﬁ>ﬂ - DﬂéAﬁ

2
L 52

(B-49)
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Donde &, es la pequefia longitud de escala asociada con EA, cuando el transporte es
puramente difusivo se puede concluir que:

= Proceso difusivo (B-50)

BB

Reagrupando (B-49) en términos del Numero de Peclet, la restriccion para despreciar el
término no local de transporte difusivo es:

I,L
Pe<< 5— (B'51)

2
B

Al despreciar este ultimo término, la ecuacién gobernante y condiciones de frontera
para las desviaciones son:

B
N B < = a(C 5
v, .V<CAﬁ> + v,-VC, :V~(DﬁVCAﬂ )+%% (B-52)
—_— ——— €p t
Fuente Convectiva Termino Convectivo Termino Difusivo Fente Kasortiva
B
) a(c
-n,,-D,VE, =n,,-D,v(C, ) +k, % (B-53)
Fuente Difusiva Fuente Adsortiva
C, =F (rt) en A, (B-54)
C,, =G (r) a t=0 (B-55)

Los términos diferentes de las desviaciones (Cpb) 0 sus derivadas o combinaciones de

B
o(c, ) , _ 3 -
estas son: T y V<CAﬂ> . Lo cual sugiere que la solucién para las desviaciones debe

de ser una combinacion de la forma:

B
V'+s _a<c;:ﬂ> (B-56)

Sustituyendo (B-56) en (B-52) se tiene:
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B
o(C 5 5
v, ~V(b-V<CAﬂ> )+vﬂ Vs < 6’?> +9,-v(C, )" =D,v*b-v(C, )
B B
2(C
+D,V?’s < A"> + ke < Aﬁ>
&y ot
Obteniéndose los siguientes problemas paraby s
V,-Vb+V,=D,V’b
V,-Vs= Dﬂvzs+%
€p
Para las condiciones frontera se sustituye (B-56) en (B-53)
B B
2(Cy) 2(Cy)
B Ay _ B Ay
—nﬂG-Dﬂv(b-V<cAﬁ> )—nﬁU-DﬂVs — =n,,-D,V(C, ) g —
Por lo que las condiciones de frontera para b y sson:
: . B
-n, -Vb=n, para los términos que involucran V<CAﬂ>
B
ke s aue 2(Cy)
-n,, -Vs=—" paralos términos que involucran
D, ot
Las ecuaciones para b y sincluyendo condiciones de frontera son:
Problema para b
V;-Vb+V,=D,V’b
N, -Vb=n,
b(r; +1,)=b(r) Periodicidad

Problema para s
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K
vﬂ-Vs=Dﬂvzs+av = (B-67)
€p
K
N, -Vs=—4 (B-68)
D
s
sr +1)=9r) Periodicidad (B-69)
Regresando a (B-13) y aplicando la solucion para las desviaciones (B-56)
B
ke é’<CAﬂ> d g
ot v otur )
B
2(Cy)
A Ap
+V-{ v, b-V(C +S5————
p < Aﬁ> ot
B
£ o1 B §<CA/,,>
=V-1D; | &,V(Cy ) +5-], N |DV(Cy) +s——rb-dA ] (B-70)
Definiendo la difusividad efectiva mediante:
1
Dy =D, |+W jAﬂanﬂgbdA (B-71)
Sustituyendo (B-71) en (B-70) se tiene:
B B
aKyq ﬁ<CAﬂ> s o §<CAﬂ>
gﬂ(1+ , ] ot +V-(5ﬂ<vﬁ> <CAﬂ> )+V- V,S————
B
1 2(C, )
=V~(5ﬁDeﬁ_-V<CAﬁ> )+V- gﬁ\TﬂIAﬁonﬂ”(Dﬁs)dA o
s
—V-<vﬂb-V<CAﬂ> > (B-72)

Reordenando (B-72) se tiene:
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g (1+ Ght ] 7{0,) +V.(gﬁ (v, (c,, >ﬁ)

€p

Donde:
1
u:%f%anﬂa(Dﬂs)dA

D=—<vﬁb>ﬁ
D'=D, +D

, B
u'=—(v,s

u =u+u’

Apéndice B

(B-73)

(B-74)

(B-75)
(B-76)
(B-77)
(B-78)

Finalmente se analizara el dltimo término de la ecuacién (B-73) para definir si se puede
despreciar. De las ecuacion (B-68), (B-74) y (B-77) se estiman el orden de magnitud de s, u

y u’respectivamente:

s= O(—Keqlﬂ]
Dy

u=0(Kg)

u'=0 Vs Kaly
Dy

Por lo que el orden de magnitud de u” es:

1J_r—v’3|ﬂD
Dﬂ

u = O(Keq

(B-79)
(B-80)

(B-81)

(B-82)

. acy _ . . -
Yaque u y <6—:> son cantidades promedio, la longitud caracteristica es L, esto da

los estimados:
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De esto se puede concluir que el término de transporte convectivo es despreciable en
comparacion con el término adsortivo.

p p
V.[gﬁu*%J <<a K, a<§?> (B-84)
La ecuacion final queda:
aK, 10(C,) B~ \B . s
gﬂ[1+ g;*} 21V (2,(v,) (€)' )=V-(,0"-v(C.)) (B-85)

Esta ultima ecuacion es la utilizada en el desarrollo de la condicion de salto (A-42), con
la ventaja que ahora se tienen las restricciones asociadas y una expresion para el tensor
asociado con la difusividad.
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Apéndice C

Desarrollo del modelo en dos dimensiones

Para el estudio de sistemas fluido-medio poroso en dos dimensiones se cuenta con:
trabajos que muestran resultados numéricos involucrando difusion doble para un sistema con
un medio poroso en una de las paredes horizontales o bien para sistemas formados por una
cavidad con fase fluida, debido a la flexibilidad del modelo tridimensional y al hecho de no
contar con resultados que consideren el sistema especificado, en el presente trabajo se
desarroll6 un modelo en dos dimensiones que considera el proceso de difusién doble para una
cavidad rectangular con un sistema fluido-medio poroso, los resultados de este modelo
permiten realizar una comparacion parcial con el modelo tridimensional.

A continuacion se muestra el planteamiento de las ecuaciones del modelo en dos
dimensiones asi como la implantacion del método numérico. El desarrollo se presenta para el
modelo que considera la correccion de Brinkman a la ecuacion de Darcy en la ecuacion de
cantidad de movimiento para la region porosa, sin embargo en la secciéon de condiciones de
frontera se presentan las condiciones utilizadas en el modelo bidimensional para sus similares
en tres dimensiones presentados en el Capitulo 2.

C.1 Sistema

El sistema bajo consideracion consta de una cavidad rectangular con dimensiones
X, Y, COMO se muestra en la Figura C-1, los ejes X y y estan orientados de tal forma que exista

una inclinacion de ¢ vy K%)—(p} grados respectivamente. La parte inferior de la cavidad se

encuentra llena de un medio poroso, se asume fluido homogéneo. El medio poroso es saturado
por el mismo fluido que se encuentra ubicado en la parte superior de la cavidad. El flujo
bidimensional se asume laminar e incompresible, el fluido binario es Newtoniano, las
fronteras de la cavidad son estacionarias, rigidas e impermeables, por lo que la masa total en la
cavidad permanece constante y no se consideran fuentes internas de generacion de calor en la
cavidad.
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\J

Figura C-1.- Sistema en dos dimensiones con inclinacion ¢ .
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C.2 Formulacion matematica

En e sistema considerado en este estudio, las paredes estan sujetas a una diferencia de
temperatura AT y concentracion AC en la misma direccion. Para los efectos de variacion de
concentracion y temperatura debido a variaciones de densidad se considera la aproximacién de
Boussinesq (ver seccion 2.5), la cual es valida para pequefias variaciones de la densidad como
consecuencia de gradientes de temperatura y/o concentracién a presion constante.

Las ecuaciones gque se toman en cuenta para la continuidad, conservacion de energia,
masa y cantidad de movimiento son las versiones bidimensionales del modelo presentado en el
Capitulo 2, realizando esta simplificacion para cada una de las regiones se tiene las siguientes
ecuaciones:

REGION FLUIDA (7)

Continuidad:

-0 (C-1)

Ecuacion de energia:

=k, V"*(T"), (C-2)

Ecuacion de transferencia de masa:

), S50 ) 2,

~ L=D,v"*(C},) (C-3)

Ecuaciones de movimiento:
Componente x

o p X p V7
~goos(e)| 4, ((T)~(T))+ ,((Ch), ~(C), ) | (€4

iy 1% o
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Componente y

oy’ p X p ’
—gsen(go)[ﬁg (<T’> _<T2'>)+ s, (<C2\>,, _<C/’\2>,, )} (C-5)

o(V oV, o(p.
Y\ S LSV

REGION POROSA (o)

Continuidad:
o) o). cs)
Ecuacion de transferencia de energia:
<%Lﬂ%@+wnag%=avwww €D
Ecuacidn de transferencia de masa:
o(C, o(C,
<u;>w%+<v;>w <a;7 ). =D,v"*(C, ) (C-8)

Ecuaciones de movimiento:
Componente x

o p X p
—geos(p)| £, ((T)=(T))+ 5, ((Ch), ~(Cl), ) | (C-9)

Componente y

), A L), sy

o1, e Ao LA oy

% p X p ’
—gsen((p)[ﬂg (<T’> _<T2'>)+ By (<C’A>w _<C2\2>m)] (C-10)

Donde <Ty'> representa la temperatura local de equilibrio del fluido y el medio poroso,
n

(Whitaker, 1992b), mientras que <C;\> es la concentracion del constituyente de interes, o

explicitamente el nimero de kilogramos de constituyente por unidad de volumen de medio
poroso (solido y fluido)
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C.3 Formulacion vorticidad-funcion de corriente.

Con la formulacién anterior se tendran las variables <u;>ﬂ, <v;>ﬂ, <p;>l, <T'>1 y

<C,’\>Z (variables primitivas), mientras que si no se hubiera utilizado la aproximacion de

Boussinesq se tendria que incluir la dependencia densidad, ademas, en un enfoque mas
riguroso, las propiedades termodindmicas involucradas en las ecuaciones de transporte como
la viscosidad, conductividad térmica y difusividad también estan en funcién de la temperatura,
por lo que la estructura de las ecuaciones se complicaria mas y como consecuencia su solucion
numeérica.

Para evitar resolver de manera directa el problema de cantidad de movimiento en
términos de la presion, se plantean las ecuaciones de movimiento en términos de la vorticidad
(¢') y la funcién de corriente (W), las relaciones entre estas variables con respecto al vector
velocidad en un sistema bidimensional quedan especificadas mediante las siguientes
expresiones:

C’/l _ a<a\f;’>g _ a<auy;’,>ﬂ para ﬂ, =, 77 (C‘ll)
) =5
/4 !
o para A=w,n (C-12)
, oY,
<V7 >Z. - ax’

Obteniendo una relacion de vorticidad con respecto a la funcion de corriente mediante
las ecuaciones (C-11) y (C-12)

, 62 1P! 62 lP’
g, = 6<x21>_ 8<y2/1> para A=w,7 (C-13)

¢, =-V¢ para A=a,n (C-13a)

La combinacién de las ecuaciones de transferencia de movimiento en ambas regiones,
por diferenciacion cruzada de las ecuaciones (C-4), (C-5), (C-9) y (C-10), la resta junto con la
definicion bidimensional de vorticidad da como resultado las ecuaciones en términos del
vector vorticidad:
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REGION FLUIDA (7)

o(u’ o(u! 10(p,
), 2t <a§f>" e - v,

~geos(o)| 4, ((T)=(T)+ A,((Ch), ~(Ci), )| (C14)

REGION POROSA (o)

oV, o(p.
+<V;/ >” <ay7,>77 _ _% <a):,>” +%V,2 <V;>77

—~gsen(p) [Ige ((T)=(T))+ 5, (<C/'\>,7 ~(Cl), )J (C-15)

C.4 Ecuaciones adimensionales.

), 20

/4 axr

El uso de variables adimensionales es deseable ya que esto reduce el nimero de

parametros independientes que son necesarios (0 alternativamente incrementa la generalidad
de la solucién para un nimero dado de pardmetros).

Para expresar la formulacion en forma adimensional se utilizan las variables

adimensionales previamente definidas en el Capitulo 2, junto con la adimensionalizacién de
las longitudes:

(C-16)
(C-16a)

Las variables y numeros adimensionales utilizadas previamente, se resumen en las
tablas C-1y C-2.

A partir de aqui y para evitar sobrecargar la nomenclatura las variables promedio se
mostraran en forma simplificada evitando el simbolo { > de tal manera que las ecuaciones

adimensionales en términos de la vorticidad-funcion de corriente para cada region son:
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Variable Expresién Ecuacion
% V=LV (2.4 a)
\% V2 = 2v"” (2.4 b)
v, AN (2.2)

v, =~ —
(aﬂ ),1
0, <Tﬁ>l ~T, (2.3)
N
4, (Cy), —Chus, | 213
hTT e
. () [@2
=77V —
(aﬁ)z Mg
Cﬂ C.m =Vxv, (2.37)

Tabla C-1. Variables adimensionales

No. Adimensional Expresion Ecuacion
Da 5 a—% (2.31)
98,ATL
Ra, Ra, = (a‘g) ) (2.23)
£), Vs
gp,AC L3X
Ra, Ra, =———= (2.23a)
(Dy), s
Vg Hy
Pr Pr= = (2.24)
(“ﬁ)ﬂ Pp (aﬂ)q
a
Le Le :( ”)v (2.17)
7D
eff

Tabla C-2. NUmeros adimensionales
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REGION FLUIDA (7)

Ecuacion de energia:

a(u'ieﬂ) + a(\éﬂye’l) — kqug (C‘l?)

OoX 7

Ecuacion de transferencia de masa:

a(u’7¢’7) + a(v’7¢’7) 1

ox oy Le Ve, (C-18)
Ecuacién de movimiento:
1 a(uﬂgﬂ) a(vﬂgﬂ) _\72 6077 8077
ﬁ{ > + Y =V uﬂ—Rag[sen((p)Ejtcos(go)gj
Ra, o4, o4, _
_L_Q](sen((p)EJrcos((p)aj (C-19)

REGION POROSA (o)

Ecuacion de energia:

0(u.0,) , 0(%b,) _ K V0, (C-20)
OX oy

Ecuacion de transferencia de masa:

6(uw¢m)+6(vw¢w)= 1 vy
OX oy Le, °

(C-21)

Ecuacion de movimiento:

Para la formulacion que utiliza la correccion de Brinkman a la ecuacion de Darcy (ver
seccion 2.5.2) se tiene:

1 o(u,g,) A(v.¢.) | oo ~ 00, 00,
Pr[ PV Y }_Vuw Rag[sen(¢)ay+cos(¢>) ax]

_&[%ﬂ(@)%-f- cos(w)agjz’] (C-22)
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C.5 Condiciones en las paredes del sistema

Para las condiciones de frontera en las paredes para la temperatura y concentracion, el
modelo tiene la opcién de considerar los mismos tipos de condiciones especificados para el
modelo en tres dimensiones (Newman, Dirichlet y Cauchy, ver seccion 2.3.3), de tal forma
que las condiciones utlizadas para la comparacion con el modelo tridimensional son:

0=1 g=1 a Y=0 y X, <X<X, (C-23)
0<X <X

9 _o @0 av=0 y ’ (C-24)

oY oY X, < X <X,

=0, $=0 a Y=1 y X <X<X, (C-25)
0<X<X

9 0, 9% o avel y ; (C-26)

oY oY Xy <X <X,

CONDICIONES DE FRONTERA PARA LA FUNCION DE CORRIENTE

Para el caso en que las paredes son estacionarias, no existe deslizamiento ni
penetracion, las condiciones de frontera en términos de variables primitivas son:

Uy =V, =0 (c-27)

Donde el subindice b denota el valor en la pared de la cavidad, sustituyendo en la
ecuacion (C-12) se obtienen las condiciones de frontera en términos de la funcién de
corriente:

Y, = constante (C-28)
(a_‘{’j =0 (C-29)
on ),
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Pared adiabatica

B el

Region Fluidan

Pared adiabatica

Figura C.2 Notacion para condiciones de frontera en la transferencia de energia.
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Donde n indica la direccion normal a la pared, el valor de la constante en la ecuacién
(C-28) es un valor arbitrario y puede tomar el valor de cero.

CONDICIONES DE FRONTERA PARA LA VORTICIDAD

Las condiciones de frontera para la vorticidad se obtienen de la ecuacion (C-13a), las
ecuaciones en las paredes son

Y oO°Y
= — C-30
L [af z on’ jb ( )

Donde los subindices f y n indican las coordenadas tangencial y normal a la pared

respectivamente. De la ecuacion (C-28) se observa que cualquier derivada de ¥ en la
direccién tangencial es cero, con lo anterior la ecuacién (C-30) queda:

HEEE
of ) Lat? )

Cuando se sustituye la ecuacion (C-31) en (C-30) se obtiene la condicion de frontera
para la vorticidad en términos de la funcion de corriente

G =—(‘Wj (C-32)

on?

CONDICIONES EN LA INTERREGION.

Las condiciones interregionales en su forma adimensional para la ecuacion de energia
quedan determinadas por la continuidad de la temperatura y del flux:

(T, =(T), enx'=x (C-33)
-n,, -K,-V(T) =-n, - kyV’<Ty’>n enx =X, (C-34)

Para la ecuacion de cantidad de movimiento las condiciones interregionales estan
especificadas por la continuidad de la velocidad en la direccion normal para el modelo que
utiliza la correccion de Brinkman:

(u) = <u>” (C-35)
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Y para el modelo que utiliza la ecuacion de Darcy con la correccion de Beavers y Joseph

%M,, = a[(v), ~(v), ] (C-36)
Donde
o= Eﬂw (C-37)

C.6 Método numérico.

El método numérico que se adoptd para el caso bidimensional tiene mucha semejanza
con el desarrollado para el modelo en tres dimensiones, pero también algunas limitaciones,
una de ella es el espaciamiento entre nodos, en el caso del modelo bidimensional el
espaciamiento es constante, a diferencia del utilizado en el modelo tridimensional, en el cual
se puede modificar el espaciamiento, esta diferencia no causa gran problema, ya que los
arreglos bidimensionales utilizados no consumen memoria de cémputo considerable.

Se cuenta con una red rectangular y uniforme en cada direccidn, la red estd compuesta
por m nodos en la direccion X y n en la direccion Y, el espaciamiento constante en cada
direccion queda determinada por:

AX = Ll (C-38)

m
Ay =2 (C-38a)
n-1

Donde A= Yo es la relacion de aspecto de la cavidad
0

DISCRETIZACION DE LA ECUACION DE ENERGIA
La ecuacion de energia considerando la dependencia artificial del tiempo al utilizar el

método del falso transiente (ver seccion 3.2), adquiere la siguiente forma para ambas
regiones:

1 60 {a %0,
(aﬁ)ﬂ ot |

0 0%0
&(uﬁﬂ)+a—Y(vﬁi)}+Td {@(2 (ul)+ﬁ} (C-39)

Donde A =7,® Yy los valores de las variables T, y T, son:
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Temperatura | Regién n | Region @
T 1 Ky
K,
T, 1 1

Tabla C-3 Parametros utilizados en la ecuacion de energia

La forma discretizada de la ecuacion (C-39) es la siguiente:

1 0-0_ . {“(u)ﬁ(nm Yo, G, Vi, S, Voo, Y, }

(ap), At 2AX 2AY
2
0., —20, +0 . O . 20, +6,
+Td{ ( 1)4 A)((); ( 1)/1 + (] 1)1 A$)2/1 (] 1)1} (C_40)

De acuerdo con la discretizacion propuesta por Peaceman y Rachford (1955), los
valores intermedios(*) son evaluados por una aproximacion en diferencias finitas, el cual es
implicita en la direcciobn X vy explicito en la direccién Y, esto es, las derivadas en la
direccion X son encontradas usando los nuevos valores (en el tiempo intermedio) y las
derivadas en Y usando los valores anteriores, la ecuacion discretizada mediante diferencias

finitas esta definida mediante el reagrupamiento: en términos de 6"

{(agmu(.lh (ae)ﬂd}g* +{2 M}e

2AX AXZE [0 A AxE [T
N (aﬁ)g Tiu(i+l)l _(059 )/1 T o . = (O[@)/I Tiu(i—l);, + (aﬁ)i Tq 0
24X NG 20Y AY? U,

+{£+—2(%);1 T }0.
At AY (),

+{_ (% )ﬂ Tiu(i+lh + (0‘9 )/1 T }9

2AY NG e

(C-41)

Para cualquier valor de " j" y asumiendo que &, y 6, son conocidos de la condicion
de frontera en la iteracion anterior, la ecuacion (C-42) es la (j—1)"" de un total de (m-2)

ecuaciones simultaneas para (m— 2) variables.
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A0, +B.0 +C 0 ,=D_ para i =2,..m-1 (C-42)

Donde:
A,=-Cu, -C, para i =2,.m-1  (C-43)
B, =C para i=2,.m-1  (C-44)
C.,=Cu,-C, para i =2,.m-1  (C-45)

Doy =(CraVi1 +Crs) 6y, +Crebs +(~CraVs+Crs )0,y Para i=2,.m-1  (C-46)
Donde las constantes que involucran incrementos en la direccion x:

a,T;

Cr= IAX (C-47)

C,- Ze_XTg (C-48)
2

. Z[AXA ;Z(ZAtTd] (C-49)

oy (e

Y las constantes que involucran incrementos en la direccion y:

Ar

Crs =212 (C-51)
2| AY? —a, AtT,

CoT At (¢-52)
2| AY? +a, AtT,

CrE A (C-53)
2| AX? — o, ALT,

Gt A (¢-53)

El sistema tridiagonal se resuelve mediante el algoritmo de Thomas comenzando un
nodo después de la condicion de frontera y terminando un nodo antes de X = X, para la parte
porosa, para los valores de la interregion se toman los valores obtenidos de la iteracién
anterior (la actualizacion de los valores de la interregion se realiza al evaluar las condiciones
de frontera), posteriormente se continua con la region fluida hasta un nodo antes de la
condicion de frontera. Terminado el barrido en la direccion X en la region fluida y con el
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valor del campo para €, se continlia con el segundo paso en el método de Peaceman y
Rachford (1955), el cual considera las derivadas implicitas en la direccion Y .

k+1

+ * * _ * _ k+1
l Hk ' B 9 — _T u(i+l);_ 0(“'1)/1 u(i_l)/l e(i_l)z + V(j+l)/1 9( j+1)), V(j_l)z 9(1_1)A
(), At ' 2AX 2AY

2

(C-56)

* * * k+1 k+1 k+1
7 1%, =%, T, | G, — %0, o,
g 2 + 2
AX AY

Reagrupando en términos de **:

{(%)ATV(H)X (Ofe)le}ekA +{2 +M}gk”

2AY  AY? [ U T At AY? (1)

) {(aamv(% (@), T, }6, _ {(“e)leu(nln (@), T, }9*

B (i+1),
2(a,) T .
+ £+(9—);d 9([)
At AX 2

2AY AY?
a Tiui+ 124 T *
N _( 0)4 (i+1), +( 9)12 d 49(i+1) (C-57)
2AX AX ’

Para cualquier valor de "i" y asumiendo que &, y 6, son conocidos de la condicion de
frontera , la ecuacion (C-58) es la (i —1)ava de un total de (n—2) ecuaciones simultaneas para
(n—2) variables.

A0 +B 0 +C 05 =D, parai=2,..m-1 (C-58)

Donde
A =-Cru,_,—Cy para i =2,.m-1  (C-59)
B, =C, para i =2,..m-1  (C-60)
C,i=CrVv,,1—Crs para i=2,.m-1  (C-61)
D, =(Cru_,+ CTZ)Q(’;&)X +Cpg0; +(—Cry, + Crz)é?;% para i =2,..m-1  (C-62)

DISCRETIZACION DE LA ECUACION DE VORTICIDAD

La ecuacién de vorticidad (C-19), (C-22) incluyendo el término artificial del tiempo,
para cualquier region queda:
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105, 110(ug), 0l | oo ( 20, %)
a, 8t+Pr{ X ov |7V R snle) 5y reos(e) Ty

Ra

0, A ]
o (sen( )—= o +cos(¢) 8x] (C-63)

Las dos ecuaciones resultantes al aplicar la discretizacion propuesta por Peaceman-

Rachford a la ecuacion de vorticidad son:

Implicito en X
(_C21u(i—1)l _sz)é/(?—nﬂ +CZS§(i (C21u|+1) sz)é/(’:ﬂ (CZAV +CZS)§(]—1)A

+C264(i)1 +(_Cz4u (i+1), +CZZ)§(]+1)A

+Czs (6’(141)i _6(1—1)1 )
_Cz7 (0(i+l)l - e(i—l)l ) (C-64)

Implicitoen Y
(_CZ4u(j—l)A _Czs)é/k;rll +C29§k+1 (CZ4VJ+1) Czs)é/(k:l (C21u +sz)é/(11)i

+CZlOé/(i)l ( C21u|+1 +sz)é/(|+1)

+Czg (‘9(141);, _‘9(1—1)4)
Cor(Op, ~Oi, ) (C-65)
Donde:
a
C,, =—-= C-66
2 2PraX (C-66)
C,, =% (C-67)
2AX?
C, = i +2C,, (C-68)
(04
C,,6=—2= C-69
4 2PrAY (C-69)
a
Cs = AYgZ (C-70)
2
C,e :E—zczs (C-71)
a.Ral sin
Cz7: 4 I: (¢)i| (C'72)
2AX
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o, Ra| cos(¢
e = ¢ [ ( )] (C-73)
2AY
2
C,, = m +2C,, (C-74)
2
c:210 = E -2C,, (C-75)

El método de solucion de (C-64) y (C-65) es el mismo al utilizarlo para la ecuacion de
energia

DISCRETIZACION DE LA ECUACION DE FUNCION DE CORRIENTE

2 2
L 8;? = aa;f; + 86\\?; +<, (C-76)
Ay

En la ecuacion (C-76) no existen términos convectivos para ¥ ni tampoco existen
coeficientes dependientes. Las dos ecuaciones resultantes al aplicar la adimensionalizacion
son:

Implicito en X

—Cpl\y’(}fl)ﬁ +Cp, ¥, - CP;P(*M)E =Cpy¥ .y, +Cos¥ () +Coa¥ 1y +aul (C-77)
Implicitoen Y

~Cos (1) +Cos i —Coy¥ (]l =Cor¥ () +Cos¥() +Cor¥ () +au (C-78)
Donde:

Cop = A“)z'z (C-79)

Cp, = % -2C,, (C-80)

Cpy = A“;’z (C-81)

Cp, = i -2C,, (C-82)

Cps = Ait +2C,, (C-83)

Cpg = Ait -2C,, (C-84)
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Para las condiciones interregionales utilizando las condiciones de Beavers y Joseph se
tiene la siguiente expresion:

Saa ==V, =V, ) - (%‘;) (C-85)

Sustituyendo la definicion de las componentes de la velocidad en funcién del potencial

(5,5, (5) ©o
ox \ ox ), ox ), \ox ),

Aplicando discretizacion hacia delante en la region porosa y hacia atras en la region
fluida de acuerdo a los espaciamientos mostrados en la Figura C.3 se tiene la siguiente
expresion para la funcién de corriente:

aAX (S\P NXI-1 4v nxi—2 ks NXI —3)

NXI,j
! 4

(3\PNXI -1, _4lPNXI -2,j +lPNXI—3,j )_(_lPNXI +3,j +4\PNX|+2,1 _3‘PNXI+1,j) (C'87)

Region fluida Region porosa

Sustituyendo las definiciones de las componentes de la velocidad y de la derivada
expresada por la ecuacion (C-12) se tiene la condicion interregional para la vorticidad

o¥ oY o (o¥
[P I (OCI o I Nl S B A k. C-88
é/NXI,j a ( X l ( oX jw ay(ayl ( )
Hacia atras Hacia adelante Hacia atras

Aplicando diferenciacion hacia adelante en la region porosa y hacia atras en la regién
fluida se tiene la expresion discretizada utilizada en la condicion interregional:

(04 2lI]NX| -1, _5LPNXI -2,j +4\PNXI -3.j _\PNXI—4,j
é,NXI,j = +

2AX (AX )2

(3\PNXI -1, _4\PNXI—2,]' +\PNXI—3,j )_(_\PNXI +3,] +4\PNXI+2,j _SIPNXIJrl,j) (C‘89)

Region fluida Regién porosa
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Region Fluida m

' L
. NXI+4
SATE

Figura C-3 Espaciamiento en la interregion para la discretizacion de la condicién de Beavers y
Joseph
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Apéndice D

Discretizacion en diferencias finitas con espaciamiento
variable.

En el Capitulo 3 se presentaron las formas discretizadas de las ecuaciones en
diferencias finitas, en ella se utilizaron diferencias centradas, hacia delante y hacia atras para
las primera y segunda derivada, parte importante de las del método numeérico radica en la
utilizacion de espaciamientos variables. A continuacion se presentan el desarrollo para de las
formas discretizadas de las derivadas, en la Figura D.1 se muestra la notacion para los
incrementos asi como los subindices utilizados:

D.1 Diferenciacién centrada.

Las diferencias centradas se utilizan a partir del segundo nodo y hasta el penaltimo
nodo en cada direccién

D.1.1 Primer derivada.

Para las diferencias centradas se comienza expandiendo en series de Taylor para los
puntos alrededor del nodo i en la direccion correspondiente.

08 (M%) ¢ (M%) % (ax) o'
0

S =0 +AX 21 ox? 31 ox 41 ox

(D-1)

_ 06 (M) o6 (M) 3¢ (ax,)' o'
Ga=6 —A)(i_1&+ N ol 3 of + TR +... (D-2)




Discretizacion en diferencias finitas con espaciamiento variable Apéndice D

‘ > 1-2

% ; Adelante Beires

Figura D.1.- Celda computacional utilizada para la discretizacion de las ecuaciones
diferenciales en diferencias finitas.

200



Discretizacion en diferencias finitas con espaciamiento variable

Realizando la operacion: (D-l)*(A)gfl)Z-(D-Z)*(Ax )2

0,

2 2 2 2 2 20
(A%)" G = (A% ) Sy = (M%) & (A% )& +Ax (Ax ) — -+ A%, (AX ) =

S (. () (o) 25

Despejando la primer derivada de (D-3)

o¢ AX () ~(&x.)" AX

X AX (A%, +AX) Gt

O{(Ax ) (8%.)" (4 +A>§_1)]
Y1 AXAX L (A +AX )

[Ax A% ]

Reagrupando términos se tiene la expresion para la primer derivada:
¢
&‘ =Cy164 +Cy8 +Cyéiy

Donde:
B (Ax)’
2 2
AX (A% )"+ A%, (AX)
(ax)" = (ax,)’
X2 — 2 2
AX (A% ) +Ax, (AX)
C _ (A)g—l)z
X3 = 2 2
AX (A% ) +A%, (Ax)

X1

D.1.2 Segunda derivada.

Realizando la operacion: (D-1)*(Ax_, ) +(D-2)*(AX )

1 2 2 82 ;
(896.2) s ()6 = (8 + )& o () v () ] S+
1 3 3 535
E[A)ﬁ—l(A)ﬁ) —AX (Axi—l) }%
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Discretizacion en diferencias finitas con espaciamiento variable Apéndice D

Despejando la segunda derivada de la ecuacién (D-9)

aZé:: 2A)§—1 - 2(A)§_1+A)ﬂ) §+
O [AXLAX (AX,+AX )] [AXAX (AX, +A%)] ™

_ AX_AX (AX — AX
24 s vo| M X (A% - AX,) (0-10)
[ A% A% (A%, +AX) ] AX A% (AX —AX, )
[A% +Ax% 4]
Reagrupando términos se tiene la expresion para la segunda derivada:
o’
£ = G481 T Cyis&i + Cybin (D-11)
2
= (D-12)
A% (A% +AX)
2
Cys =— D-13
% = A% AX (D-13)
C. = 2 (D-14)

A (A%, +AX)
D.2 Diferenciaciéon hacia adelante.

Las diferencias hacia delante se utilizan en las paredes cuyo sentido del eje es el mismo
a la direccion de la discretizacion y en la interregion para el medio poroso (ver Figura D.1)

D.2.1 Primer derivada.

Para las derivadas hacia delante se realiza una expansion en series de Taylor para los
nodos i+1 e i+2 obteniéndose las siguientes expresiones:

_ 05 (Ax)" % (ax)’ 8% (ax)' o
VTRV TR R TR SO (D-15)

_ 0& (A% +Ax,) 8% (Ax +Ax.,) 8%
O T~ TR

(Ax +4x.,)" 8%

i ate (D-16)
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Discretizacion en diferencias finitas con espaciamiento variable Apéndice D

Realizando la operacion: (D-15)*(Ax +A>g+l)2-(C-16) por (AXx )2 y despejando la
primer derivada se tiene:

D5 | _ A% (AX +2A%,1)& (A% + A%, ) & +(AX) &

+
ox| —AXAX, (AX +AX,,)
AX 1) (A% + A%, ) — (8% ) (A% +A%,)°
o {5 (45 +.0) ()" (5 5., )} .17
A)QA)QH
Reagrupando (D-17):
oG
~ ‘ =CF, & +CF &, +CF, &, (D-18)
AX +2A%
CF, =- (D-19)
A, (A +AX,)
_AX A%, D-20
TAXAX, (020
AX
CF - _ +1 (D'Zl)
T A (A% AX,)
D.2.2 Segunda derivada.
Realizando: (D-15)* (AX + Ax,,, ) -(D-16)* (AX )
1 0%&
(A% +A%1) &0 = (AX) &0 = AXEG + - (-AXAX +AX]) axf +
1( —2AXCAX,, —3AXEAX,, — A )a3 (D-22)
3| )g )g-#l )g X+1 )g+l X
Despejando la segunda derivada de la ecuacion (D-22):
62 || AX_{—AXH §|+1+2A)g§|+2 2A)§+l§| +
ox’ | A% (A%, ~AX)
O 2AXAX; +3ACAX,, +AX, (D-23)

AX1 (A%, =A%)
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Reagrupando (D-23):

2
[;Xé:i ZCFX4§+CFX5§+1+CFXG§+2 (D-24)
CFy =—% (D-25)
) A)ﬁ+l—A)§
2(AX +AX
CF, = (A% + m)z (D-26)
AX, (A%, ~AX)
CF, 2% (D-27)

A% (A%, —AX)

D.3 Diferenciacién hacia atras.

Las diferencias hacia atras se utilizan en las paredes cuyo sentido del eje es el contrario
a la direccion de la discretizacion y en la interregion para la region fluida (ver Figura D.1)

D.3.1 Primer derivada.

Para las derivadas hacia atras se realiza una expansion en series de Taylor para los
nodos i-1 e i-2 (ver Figura D-1), obteniéndose las siguientes expresiones:

_ o (ax,) d% (Ax.)' @%¢  (Mx,)' o
N T T T (D-28)
~ 08 (Ax  +AX,) & (Ax, +Ax,) 8%
é:i—z _égi _(A)ﬁ—l"'A)ﬁ—z)&"' 21 Ve - 31 o +
4 A4
(A% +A%,)" 0 S, (0-20)
41 X

Realizando la operaci6n: (D-28)*(Ax_, +Ax_,) -(C-16)*(Ax_,)" y despejando la
primer derivada se tiene:

aé:i | A)ﬁz (A)ﬁfz + 2A)§—1)§i +(A)§71)2 §i—l _(A)ﬁfz + A)g—l )2 é:i—z

+
ox | AX_,AX (A% +AX,)
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o (A%) (A%, +4% ,)(AX ,) (D-30)
AX _,AX (A)ﬁi + A)ﬁfl)

Reagrupando (D-30):

%‘ = CBxl‘é:i + CBXZ‘:H + CBxsgng (D-31)
AX _, +2AX%
B, = (D-32)
A% (A%, +AX )
OB, =Nty (D-33)
AX _,AX
CB, S (D-34)

P A, (A%, + A%,
D.3.2 Segunda derivada.

Realizando (D-28)* (Ax_; +AX_, ) -(D-29)*(Ax )

(A)g—l + A)ﬁfz )é:i—l _(Axi—l)é:i—z = A)ﬁfzé:i +
(M%) (A%, +AX_, )+ Ax (A%, + A%, ) 62

+
2! ox°
1 Foadd
a(—ZAfAm —3AXP A%, — AXY ) axi' (D-42)
Despejando la segunda derivada de (D.42)
a2§i| — 2[(A)§71+A)§72)§H_A)§71 i—l_A)g—Zé:i]
O | (M%) (A% 3+ AX )+ (A%, ) (A%, + A%, )’
2 2
Q (A)ﬁ—l_mﬁ—z) _(A)ﬁ—l) (D-43)
2A% 4 =A%,
Reagrupando (D-43):
8Z§i
2 = CBX4§i + CBx5 Sat CBxegi—z (D-44)
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CB

X,

A% (A% + A%, ) (2A%, +AX )

2AX ,

2

CB, =
AX L (28%, +AX,)

CB

Xe

2

(A%, +AX_,)(2A%_, +AX_,)
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(D-45)
(D-46)

(D-47)
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