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Resumen. 
 
 El transporte convectivo provocado por gradientes de temperatura y/o concentración 
frecuentemente se encuentra en problemas de la ingeniería química. En particular, la situación 
es importante cuando este tipo de transporte se presenta en cavidades, sean cerradas o abiertas. 
La mayor parte de los estudios de convección natural reportados son para sistemas de una fase 
o un medio multifásico homogéneo. Sin embargo, muchos de los problemas en ingeniería 
química se refieren al intercambio de masa, energía y cantidad de movimiento entre un fluido 
(región I) y un medio poroso (región II). 
 

La complejidad de los modelos para este sistema aumenta, debido a que es necesario 
considerar las ecuaciones de transporte en cada región y las condiciones de frontera que las 
acoplan. Al respecto, la mayoría de los estudios realizados previamente se refieren a sistemas 
en los que existe sólo transporte bidimensional. Así, como la mayor parte de los estudios 
encontrados en la literatura se limitan a sistemas de una sola fase, hay también pocos estudios 
que se refieren a la validez de las condiciones de frontera que se han usado. De esta manera el 
desarrollo de modelos para el transporte entre un medio poroso y un fluido, en términos de 
ecuaciones diferenciales y condiciones de frontera, no es trivial. 
 

Motivado en lo anterior, el presente trabajo tiene como objetivo el desarrollo, solución 
y pruebas numéricas de dos modelos para el proceso de convección natural en una cavidad 
ocupada parcialmente por un medio poroso en términos de ecuaciones de medio efectivo. En 
el análisis numérico se imponen gradientes de temperatura y concentración para analizar el 
efecto sobre los coeficientes de transferencia de los dos modelos mencionados y de la 
naturaleza bidimensional o tridimensional del transporte. 
 
 Los objetivos específicos del presente trabajo son: 
 
1. El estudio del fenómeno de convección natural tridimensional en cavidades fluido-medio 

poroso. 
 
2. El desarrollo de un modelo de difusión doble con transporte bidimensional, y  
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3. El desarrollo de la condición de salto en la interregión fluido-medio poroso para 
transferencia de masa. 

 
La presentación del trabajo se estructura en cinco capítulos y tres apéndices. A 

continuación se da una breve descripción de cada uno de ellos. 
 
 En el Capítulo 1, se presenta una revisión bibliográfica de los diversos temas alrededor 
de este trabajo, considerando: flujo en cavidades, flujo en medios porosos, convección natural 
en sistemas con una región,  en sistemas con dos  regiones y flujo tridimensional. También se 
revisan trabajos enfocados al estudio de difusión doble y acoplamiento de ecuaciones en 
ambas regiones. 
 

En el Capítulo 2, se establece el sistema físico y las simplificaciones impuestas para el 
análisis de la convección natural considerando un sistema en tres dimensiones; posteriormente 
se plantean las ecuaciones de transporte de energía, masa y cantidad de movimiento utilizadas 
para establecer dos modelos que consideran el transporte en cada una de las regiones. El 
primer modelo utiliza la ecuación de Darcy con la corrección de Brinkman, mientras que el 
segundo considera solamente la ecuación de Darcy para la transferencia de cantidad de 
movimiento en la región porosa, ocasionando que para la condición interregional se requiera 
la condición semi-empírica de Beavers y Joseph. Al final, se presentan en forma de resumen 
las ecuaciones que conforman cada uno de los dos modelos tridimensionales. 
 

En el Capítulo 3, se presenta el esquema para la solución numérica de las ecuaciones 
diferenciales parciales (EDP) que conforman los modelos; esto incluye la discretización de las 
EDP y la descripción del esquema numérico. 
 

En el Capítulo 4, se presentan las pruebas realizadas con el modelo computacional, 
ellas incluyen el análisis del efecto sobre la convección natural de los grupos adimensionales 
de Rayleigh , Darcy  y Lewis ( )Ra (Da) ( )Le . 
 

En el Capítulo 5, se presentan las conclusiones y perspectivas relacionadas al estudio 
presentado en los capítulos  3 y 4. 
 

El desarrollo de las condiciones de salto para la transferencia de masa y las ecuaciones 
promedio utilizadas se presenta en los Apéndices A y B respectivamente, en el Apéndice C se 
reporta el desarrollo del modelo bidimensional para el proceso de convección natural 
ocasionada por gradientes simultáneos de masa y temperatura en una cavidad con un fluido y 
un medio poroso en la parte inferior, finalmente, en el Apéndice D se muestran las formas 
discretizadas en diferencias finitas para las derivadas involucradas en el modelo 
computacional. 
 

   II



Resumen  

 Como aportaciones importantes del trabajo se tienen: 
 

• El desarrollo de un modelo que considera los efectos tridimensionales en la 
formulación vorticidad-vector potencial para el modelado de flujo convectivo en 
cavidades fluido-medio poroso, considerando la ley de Darcy o la corrección de 
Brinkman para representar el flujo en el medio poroso. 

 
• Los resultados para la formulación tridimensional de los efectos de los números de 

Rayleigh, Prandtl y Lewis sobre el fenómeno de convección natural. Estos resultados 
se comparan con los obtenidos mediante un modelo que considera sólo efectos 
bidimensionales. 

 
• El análisis de la ecuación de transferencia de masa (considerando difusión y adsorción) 

en la frontera entre un fluido homogéneo y un medio poroso, partiendo de las 
ecuaciones usualmente utilizadas. El desarrollo ha impuesto la condición de 
continuidad en la frontera para la concentración del soluto  y se derivó una condición 
de salto para el flux que asegura el cumplimiento de la ecuación generalizada para el 
transporte de masa.  
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A
V

βσ ; Área interfacial por unidad de volumen ( )1m− . 
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σ
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  Exceso superficial de la capacidad calorífica ρCp sd i ( )3/J m K . 

  Cp =
+ε ρ ε ρ

ρ

β β σ σ
C Cp pd i d i

; Capacidad calorífica volumétrica ponderada por la 

fracción másica ( )/  J Kg K . 
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β η

η
β η

α
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D
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D

β η
ω
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ρ α
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β βη
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α ν
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Capítulo 1 
 
Revisión Bibliográfica. 
 
1.1 Introducción. 
 
 El flujo por convección natural se presenta cuando se generan fuerzas de flotación 
debido a un gradiente de temperatura y/o concentración en una cavidad, (Leonardi, 1984). La 
importancia que ha adquirido este fenómeno en años recientes ha obligado a que los avances 
sean específicos para cada problema particular tanto en el aspecto físico, geométrico, métodos 
de solución, y condiciones de frontera entre otros aspectos.   
 

Considerando que uno de los objetivos del presente trabajo es desarrollar un modelo 
tridimensional para la convección natural en un sistema fluido-medio poroso, en el presente 
capítulo se presenta una revisión bibliográfica,  cuyo objetivo es analizar las alternativas que 
se han utilizado para plantear y resolver dicho problema, ya sea bidimensional o 
tridimensional; considerando una o dos regiones, así como las diferentes alternativas 
numéricas para su solución. Para ello se presenta una revisión bibliográfica que se ha dividido 
en los siguientes temas: 
 
 

1) Flujo convectivo en cavidades: Se muestran los trabajos publicados para analizar la 
convección natural en sistemas considerando dos o tres dimensiones, en cavidades 
que contienen un fluido. 

2) Flujos convectivo en medios porosos: Se presentan los trabajos que consideran un medio 
multifásico homogéneo en el fenómeno de convección natural. 

3) Flujo en cavidades fluido-medio poroso: Considera los trabajos que resuelven el 
problema de convección libre en cavidades formadas por un fluido y un medio 
poroso, la mayoría de lo trabajos reportados cubren solo cavidades 
bidimensionales.  
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4) Fenómeno de difusión doble: La revisión abarca los trabajos bidimensionales realizados 
al fenómeno de convección natural provocado por gradientes simultáneos de 
temperatura y de concentración en cavidades con un fluido o un sistema fluido-
medio poroso. 

5) Condiciones para acoplar las ecuaciones en sistemas multirregionales: Se presentan los 
trabajos que muestran las diferentes formas que se han utilizado para acoplar las 
ecuaciones de transporte (básicamente la ecuación de transferencia de cantidad de 
movimiento) en un sistema fluido-medio poroso. 

 
 En cada uno de los temas en que se ha dividido la revisión se presenta una pequeña 
introducción para analizar su aplicación y posteriormente una revisión de los trabajos 
publicados, finalmente como conclusión del capítulo se presentará un resumen para mostrar 
los aspectos que se consideran en el problema que se aborda en este trabajo. 
 
 
1.2 Flujo convectivo en cavidades. 
  

El análisis de flujo convectivo en cavidades tiene muchas aplicaciones tecnológicas en 
ingeniería térmica, tales como el enfriamiento de mecanismos electrónicos, aislamiento 
térmico de edificios, sistemas de almacenamiento de energía, colectores de energía solar, 
seguridad en reactores nucleares y compartimientos de seguridad para incendios. Otras 
aplicaciones están relacionadas a ventanas de doble cristal para aislamiento térmico, cavidades 
de aislamiento edificios (Ciofalo y Karayiannis, 1991; Kelkar y Patankar, 1990). El problema 
es de igual forma interesante para los geofísicos en simulación de las condiciones reales de 
movimiento de fluido como resultado de las fuerzas de flotación por gradientes de temperatura 
dentro de los pozos. 
 
 Batchelor (1954) fue uno de los primeros autores en establecer la formulación 
matemática para flujo en cavidades, por limitaciones de cómputo, en su trabajo sólo se 
proporcionaron soluciones aproximadas.  Poots (1962) realizó cálculos manuales y mostró las 
primeras gráficas para isotermas y líneas de corriente dentro de una cavidad. Hellums y 
Churchill (1962) desarrollaron cálculos numéricos y compararon sus resultados con datos 
experimentales obtenidos anteriormente por Martini y Churchill (1960). Posteriormente 
Ostrach (1967) realizó cálculos para valores altos de Número de Rayleigh, en ese mismo año 
Samuels y Churchill (1967) usaron el método de diferencias finitas para calcular la 
inestabilidad hidrodinámica debido a la convección natural en una región cerrada rectangular 
horizontal. En estos primeros trabajos  la convección natural es descrita por las ecuaciones de 
conservación de masa, energía y cantidad de movimiento. Los cálculos que se presentan 
suponen que el movimiento del fluido es bidimensional y se utilizan ecuaciones basadas en  la 
formulación función de corriente-vorticidad. 
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Posteriormente, Leonardi en 1984 presenta un trabajo que considera los efectos 
tridimensionales, el autor realizó un estudio numérico de los efectos que se tienen en la 
convección natural al variar las propiedades de un fluido almacenado en un contenedor 
rectangular; Las pruebas numéricas se realizaron para aire y agua como fluidos y los efectos 
que se analizaron están relacionados con la variación de densidad, presión, viscosidad y 
conductividad térmica. Los resultados muestran que todas estas propiedades tienen efectos 
importantes sobre el flujo y perfiles de temperatura para cavidades que contienen aire, 
mientras que para aquellas que contienen agua, sólo la densidad y viscosidad tienen un efecto 
considerable. Continuando con los estudios en tres dimensiones, Le Peutrec y Lauriat (1990) 
consideraron los efectos de la transferencia de calor por convección natural en las paredes 
laterales dentro de cavidades, los autores investigaron los efectos de las pérdidas de calor por 
conducción en las paredes laterales, los resultados reportados por estos permiten evaluaciones 
cuantitativas de los efectos de las pérdidas de calor a los alrededores.  

 
Aunque desde 1980 se tenían soluciones numéricas para cavidades tridimensionales, 

los estudios en dos dimensiones continuaron presentándose, aunque ahora los estudios se 
realizaron para aspectos específicos del fenómeno, así pues, Barakos y col. (1994) al igual que 
Hanjalic (1994) realizaron estudios para analizar la transición de flujo laminar a turbulento en 
una cavidad bidimensional, mientras que Bian y col. (1994) y Martins-Costa y Saldanha de 
Gama. (1994) analizan los efectos de la convección natural en la cercanía de las paredes, 
Poujol y col. (2000) presentan un estudio experimental para la convección natural en una 
cavidad cúbica, los autores enfocan su estudio a fluidos con alto número de Prandtl (230), los 
resultados experimentales fueron comparados con la solución numérica de las ecuaciones 
gobernantes en un sistema bidimensional, Prud´homme y col. (2003) realizaron estudios de 
estabilidad numérica para una cavidad vertical bidimensional sujeto a diferencias de 
temperatura en las cuatro paredes, estableciendo los rangos  del número de Prandtl para los 
cuales se presenta estabilidad; Dong. y Li (2004) analizan  el método vorticidad-función de 
corriente para analizar la transferencia de calor en el proceso de convección natural aplicado a 
geometrías complejas.  
 
 Respecto a los estudios numéricos para el análisis de la convección en cavidades, se 
puede observar que se enfocan al análisis de varios aspectos del flujo confinado, dentro de 
éstos se encuentran las interacciones entre las partes cercanas a las fronteras con las partes 
medias (Aziz y Hellums, 1985; Ostrach, 1988), los efectos geométricos de las cavidades como 
el relación de aspecto y la inclinación (Bennacer y Gobin ,1996; Catton, 1978; Hoogendoorn, 
1986; Fusegi y Hyun, 1994), mejoras a los métodos numéricos basados en la discretización en 
diferencias finitas (Ding y col., 2004) y consideraciones a modelos en  tres dimensiones para 
bajos números de Prandtl  (Wakitani, 2001).  
 

Los avances en el campo computacional han contribuido a que en años recientes los 
estudios numéricos se enfoquen a la utilización de métodos combinados o mejoras a los 
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utilizados tradicionalmente. Como ejemplos se tiene que Peng y col. (2003), utilizan un 
método al que denominan  “modelo  térmico de Lattice Boltzmann” para simular la 
convección natural en una cavidad tridimensional, mientras que Colomer y col. (2004), 
utilizan el “método de ordenadas discretas” para encontrar la solución del mismo problema. 
Por otra parte  Ding y col. (2004) utilizan un método combinado de expansión en series de 
Taylor con mínimos cuadrados ponderados para analizar el flujo convectivo en una cavidad 
bidimensional. Adicionalmente Wakashima y Saitho (2004) utilizan un método tiempo-
espacio de alto orden para analizar los efectos del Número de Rayleigh en una cavidad 
tridimensional conteniendo aire.  
 
 La revisión realizada a flujos en cavidades muestra que se cuenta con una solución del 
problema general, esta solución se ha incluido en paquetes de cómputo comerciales de 
dinámica de fluidos, de igual forma, se han publicado textos con revisiones de los 
fundamentos de flujo convectivo en cavidades (Kaviany, 1991; Nield y Bejan, 1992), sin 
embargo, la vigencia del problema es evidente con la publicación de estudios recientes, estos 
avances se enfocan a reducir el tiempo de cómputo, a explorar nuevos métodos de solución o 
analizar detalles de la transferencia en las proximidades de las paredes. 
 
 
1.3 Flujo convectivo de calor en medios porosos. 
 
 La transferencia de calor por convección en un medio poroso saturado con un fluido, 
ha adquirido una atención considerable en las décadas recientes debido a su relevancia en una 
amplia gama de aplicaciones, tales como: Diseño de aislamientos térmicos, almacenamiento y 
preservación de granos y cereales (Jiménez-Islas y col. 2004; Jiménez Islas, 1999) y la 
explotación eficiente de yacimientos petrolíferos. De igual forma, muchas operaciones 
industriales en las áreas de ingeniería química, bioquímica y metalúrgica involucran el paso de 
un fluido a través de un lecho empacado con partículas sólidas, lo anterior para obtener áreas 
de contacto interfacial fluido-sólido o bien un mejor mezclado de fluido. Algunos ejemplos 
típicos de aplicaciones que involucran a tales sistemas incluyen reacciones heterogéneas con 
catalizador y cromatográficas, sistemas de filtración, torres empacadas de adsorción y 
destilación, filtros empacados, migración de desechos radiactivos a través del suelo entre otras 
(Greenkorn, 1983; Nield y Bejan, 1992). 
 

En 1984, Prasad y Kulacki (a,b) presentaron uno de los primeros trabajos que 
consideran la geometría y los efectos básicos en el fenómeno de convección natural en medios 
porosos, los estudios se realizaron en una cavidad bidimensional conteniendo medio poroso 
inmerso en un fluido, los autores consideraron una cavidad rectangular sometida a un 
gradiente de temperatura en sus paredes laterales, así como el efecto de una fuente calorífica 
en una pared lateral. Posteriormente Prasad (1987) analiza el efecto de la generación 
volumétrica de calor para un sistema con las mismas características físicas utilizadas en sus 
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trabajos de 1984. En todas las publicaciones anteriores la solución numérica del problema se 
obtiene mediante el método del volumen finito de control (Patankar, 1980), los autores 
reportan los efectos del número de Rayleigh para medio poroso y del aspecto geométrico 
sobre patrones de flujo, las isotermas, el número de Nusselt promedio, así como un análisis de 
la generación del flujo multicelular. 
 

La mayoría de los estudios efectuados para analizar el fenómeno de convección natural 
en un medio poroso, toman como ecuación de transferencia de cantidad de movimiento la Ley 
de Darcy (Whitaker, 1986). No obstante, se reconoce que los efectos no Darcianos son 
significativos en materiales de alta porosidad y permeabilidad (Lauriat, 1989). Existe un 
número considerable de estudios que han considerado estos efectos, entre ellos se pueden 
mencionar los trabajos reportados  por Hsu y Cheng (1985) y Kim y Vafai (1989), en ambos 
casos se estudiaron los efectos de frontera basados en la corrección de Brinkman a la ecuación 
de Darcy. Por otro lado Bejan y Poulikakos (1984) y Plumb y Huenefeld (1981), han utilizado 
la corrección de Forschheimer a la ecuación de Darcy para incluir los efectos inerciales. 
 

Varias aplicaciones relacionadas con el medio poroso requieren de un análisis 
detallado de la transferencia de calor por convección en diferentes geometrías (Prasad y Chui, 
1989; Jiménez-Islas y col., 1999), orientaciones y configuraciones (Prasad y col., 1985; Dong 
y Li, 2004).  
 

De igual forma, la aplicación de la convección en medios porosos asociado con tejidos 
biológicos ha mostrado gran interés, como ejemplo se tienen los trabajos presentados por: 
Dash y col. (1996); Preziosi y Farina (2002); Shih y col. (2002); Nield y col. (2004); 
Kuznetsov y Jiang (2001) y Kuznetsov y Avramenko (2002). Una revisión sobre los trabajos 
que abarcan este tema la  realizaron Khaled y Vafai (2003), en éste se realiza una división de 
las aplicaciones de la convección en tejidos biológicos. 
 

La dependencia con el tiempo en el proceso de convección natural en una cavidad 
bidimensional fue estudiada por Saeid y Pop (2004), los autores reportan el tiempo para  
alcanzar el estado estacionario en función del Número de Rayleigh, la cavidad analizada 
considera el gradiente de temperatura en las paredes verticales. Por otra parte, Tan y col. 
(2003) presentaron un estudio similar para el análisis de una cavidad  horizontal calentada por 
el fondo. 
 

Al igual que para el proceso de convección natural en cavidades con un fluido, para 
medios porosos se han publicado recopilaciones sobre flujo y transporte de energía, entre los 
que destacan Nield y Bejan (1992) e Ingham y Pop (1998), en ellos se ya se incluyen trabajos 
que incluyen el proceso turbulento en medios porosos, mismos que han adquirido importancia 
en años recientes (Silva y col., 2003; De Lemos y Mesquita, 2003). 
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1.4 Sistema fluido-medio poroso. 
 
 Para dar una visión de la importancia que adquiere el acoplar los problemas de flujo en 
cavidades formados por un fluido homogéneo, con el fenómeno que ocurren en medios 
porosos (condiciones de salto en la frontera fluido-medio poroso), a continuación se presenta 
un resumen de los antecedentes y revisiones recientes, incluyendo los trabajos que consideran 
los métodos de solución del sistema de ecuaciones. 
 

Se ha realizado un gran número de estudios en sistemas bidimensionales para el 
proceso de convección natural en sistemas fluido-medio poroso (Whitaker, 1986; Poulikakos y 
col., 1986; Chen y Chen, 1988; Nishimura y col., 1986; Beckermann y col., 1987,1988; Sathe 
y col., 1988); dentro de estos estudios se encuentran los que consideran el caso de un fluido 
superpuesto horizontalmente sobre un medio poroso (Tien y Hong, 1985; Nield, 1977). Por 
otro lado se encuentran trabajos que consideran un almacenamiento vertical rectangular y 
dentro de ellos los que toman en cuenta una separación permeable (Poulikakos y Bejan, 1983), 
o bien aquellos que consideran que las regiones están divididas por un medio impermeable 
(Tong y Subramanian, 1986). 
 
 De los trabajos que consideran el sistema fluido medio poroso, son muy pocos los que 
analizan un sistema tridimensional (Singh y col., 1993; Jiménez Islas, 1999). Los autores 
generalmente utilizan aproximaciones para definir las condiciones de frontera en la interregión 
fluido-medio poroso. La aproximación más frecuente para representar la transferencia de 
cantidad de movimiento en la región porosa es la que involucra la corrección de Brinkman a la 
ecuación de Darcy. En este caso las ecuaciones diferenciales que gobiernan la transferencia de 
cantidad de movimiento en el fluido y el medio poroso son de segundo orden  por lo que es 
posible el acoplamiento matemático. Un ejemplo de esto lo presentaron Singh y col. (1993) 
mediante un estudio numérico sobre convección natural en una cavidad tridimensional con un 
sistema fluido-medio poroso utilizando la corrección de Brinkman a la ecuación de Darcy.  
 

En algunos casos cuando es utilizada la corrección de Brinkman, la viscosidad efectiva 
del medio poroso se considera mediante un parámetro empírico. Recientemente Ochoa-Tapia 
y Whitaker (1995-a,b) desarrollaron una condición de salto para acoplar la ecuación de 
Navier-Stokes en la parte fluida con la ecuación de Darcy con la corrección de Brinkman en la 
región porosa. Estos autores demostraron que no existe ninguna razón teórica para utilizar la 
viscosidad efectiva como un parámetro empírico. Como una extensión de este trabajo Silva y 
De Lemos (2003) aplican el procedimiento para analizar el efecto turbulento en la interregión 
fluido-medio poroso.  
 

Otro método para acoplar las ecuaciones de transferencia de cantidad de movimiento 
entre un fluido y un medio poroso es hacer uso de expresiones semiempíricas propuestas por 
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Beavers y Joseph (1967), estas correcciones aunque sencillas, requieren de la determinación 
de parámetros empíricos dependientes del medio poroso.  
 
 
1.5 Difusión Doble. 
 

Cuando la convección en una cavidad es resultado de gradientes de temperatura y 
concentración recibe el nombre de “convección doblemente difusiva” o simplemente “difusión 
doble”. El fenómeno ocurre en una amplia variedad de campos como la oceanografía, geología 
y metalurgia. Particularmente el fenómeno de convección de calor y masa en cavidades que 
contienen un medio poroso ha sido de gran interés debido a sus múltiples aplicaciones como: 
Reactores catalíticos y almacenamiento de granos. 
 

Nield (1968) realizó uno de los primeros estudios para estudiar el flujo convectivo en 
arreglos horizontales con condiciones de frontera verticales para concentración y temperatura, 
éste fue continuado por Khan y Zebib (1981) para una superficie vertical en un medio poroso, 
Poulikakos (1986) realizó un estudio de difusión doble en medios porosos utilizando la 
extensión de Brinkman a la ecuación de Darcy; Rudraiah y col. (1982) y Trevisan y Bejan 
(1985) estudiaron los efectos de los Números de Prandtl, Lewis y Darcy en un sistema 
consistente de un medio poroso. Lee y col. (1988) reportan los efectos de la difusión de calor y 
masa en sistemas homogéneos (aire y agua principalmente) formados por superficies 
verticales. Trevisan y Bejan (1987), realizaron un estudio teórico y numérico de transferencia 
de masa en un sistema bidimensional consistente de un medio poroso calentado en la parte 
inferior. El mismo sistema fue estudiado por Rosenberg y Spera (1992) considerando 
diferentes condiciones de frontera e iniciales. Un estudio experimental de difusión doble en 
medios porosos lo llevaron a cabo Murray y Chen (1989) encontrando buena concordancia de 
desarrollos teóricos con los experimentales. Mamou y col. (1998) estudiaron la estabilidad 
numérica en el proceso de convección doble para una cavidad porosa bidimensional sujeto al 
movimiento horizontal, provocado por gradientes opuestos de temperatura y concentración. 
Los estudios de estos autores permitieron determinar el valor crítico del Número de Rayleigh 
y la estructura del flujo dentro de la cavidad. Gobin y col. (1998), se enfocaron al estudio del 
fenómeno de difusión doble en una cavidad bidimensional consistente de un fluido y un medio 
poroso, los autores utilizan la formulación matemática de un dominio.  

 
Sezai y Mohamad (1999) desarrollaron un modelo matemático basado en la extensión 

de Brinkman a la ecuación de Darcy, para el estudio de la difusión doble en cavidades 
tridimensionales. El sistema considerado es una cavidad con  un medio poroso impregnado de 
un fluido y sujeto a gradientes horizontales de temperatura y concentración impuestas a lo 
largo de dos paredes verticales opuestas. Por otro lado Mahidjiba y col. (2000) enfocan su 
estudio de  difusión doble a considerar condiciones de frontera independientes para masa y 
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energía, mostrando resultados numéricos para diversas condiciones de frontera mediante 
perfiles de temperatura y concentración. 
 
 Sezai y Mohamad (2000) estudiaron una cavidad tridimensional con una sóla región 
(fluida), y con paredes isotérmicas con gradientes de temperatura y concentración en paredes 
opuestas, haciendo variar diferentes parámetros como el Número de Rayleigh, Lewis, y la 
relación de flotación. Gracias a los resultados de este trabajo se pudo demostrar que el flujo 
convectivo con doble difusión con fuerzas de flotación opuestas es estrictamente 
tridimensional para ciertos rangos de los parámetros. Los resultados para cavidades 
conteniendo fluido fueron contrastados con aquellos obtenidos para una cavidad 
tridimensional consistente de un medio poroso (Sezai y Mohamad, 1999; Diersch y Kolditz, 
1998). 
 

Posteriormente, un trabajo  sobre difusión doble fue realizado por Mamou y col. 
(2001), los autores enfocaron su análisis al estudio de estabilidad numérica en cavidades 
bidimensionales conteniendo un fluido. Bajo el mismo enfoque pero aplicado a un medio 
poroso fue realizado un estudio años antes por Mamou y col. (1998), Otro trabajo  relacionado 
con doble difusión es el estudio analítico realizado en una cavidad con un lecho horizontal con 
gradientes de temperatura y concentración verticales (Kalla y col., 2001 a), en este caso, el 
estudio se enfoca a los efectos cruzados de transferencia de masa y calor al combinar las 
condiciones de frontera en paredes opuestas de una cavidad bidimensional.  Gobin y col. 
(2005) presentan un estudio matemático basado en la formulación de un dominio, los autores 
presentan resultados ara una cavidad bidimensional con un arreglo poroso orientado 
verticalmente, el estudio numérico considera el análisis de las fuerzas de flotación, la 
transferencia de masa y calor como función de la permeabilidad del medio poroso (efectos 
sobre los números de Nuselt y Lewis en función del número de Darcy). 
  
 En cuestiones de métodos de solución, Wang y col. (2003) obtienen una solución 
explícita (previamente planteada por Liao, 1995; 1997; 1999 a,b; 2002  y Liao y Campo 2002) 
al fenómeno de difusión doble en  una pared vertical porosa. Chakraborty  y Dutta (2003) 
presentan un modelo matemático para  el proceso de doble difusión en la solidificación de una 
mezcla binaria en una cavidad tridimensional enfriada lateralmente, los resultados muestran 
variaciones importantes al comparar los resultados obtenidos en dos dimensiones.  
 

Para analizar los aspectos geométricos, Costa (2004) utiliza las formulaciones 
presentadas por Chamkha (2002); Kalla y col. (2001 a,b) y Bera y Khalili (2002)  para 
presentar un modelo de difusión doble para una geometría  paralelográmica haciendo variar la 
relación de aspecto y el ángulo de inclinación para determinar las condiciones para las cuales 
se tiene una mayor transferencia de energía. Jiménez y col. (2004) presentan  un estudio 
numérico para el fenómeno de difusión doble en una cavidad cilíndrica considerando un 
sistema bidimensional, los autores muestran la aplicación  directa del fenómeno al 
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almacenamiento de granos alimenticios, específicamente para analizar la dinámica del 
almacenamiento de sorgo, los autores establecen el tiempo de almacenamiento para obtener el 
equilibrio entre el contenido de humedad en el grano y la humedad del aire, concluyendo la 
necesidad de análisis considerando las tres dimensiones. 
 
 
1.6 Condiciones en la interregión. 
 
 Las características del tipo de flujo de fluidos y la transferencia de calor en la interfase 
de  un sistema que consta de dos regiones: un fluido y un medio poroso  ha tenido gran interés 
por el número de aplicaciones en ingeniería tales como el enfriamiento electrónico, 
enfriamiento por transpiración, proceso de secado, aislamiento térmico, colectores solares, 
extracción de crudo e ingeniería geotérmica.  
 

Uno de los primeros trabajos que se enfocaron a estudiar las condiciones de frontera 
para cantidad de movimiento fue presentado por  Beavers y Joseph (1967). Los autores 
desarrollaron experimentos y detectaron un deslizamiento en la velocidad en la cercanía de la 
interregión. Por su parte, Neale y Nader (1974) proponen una continuidad en la velocidad y 
los gradientes en la interfase al introducir un término de segundo orden (término de Brinkman) 
en la ecuación de cantidad de movimiento para modelar el medio poroso. Posteriormente 
Vafai y Kim (1990) presentaron una solución exacta  para el flujo en la interfase entre un 
fluido y un medio poroso incluyendo los efectos inerciales. En estudios posteriores en los que 
se analizan los efectos de la interregión entre un medio poroso y un fluido homogéneo, fue 
desarrollada la condición de salto para el flux, basada en la forma no-local de las ecuaciones 
de promedio para el transporte de cantidad de movimiento  (Ochoa-Tapia y Whitaker, 1995a,b 
y 1998a) y para transferencia de calor (Ochoa-Tapia y Whitaker, 1997, 1998b). En la 
condición de salto para la transferencia de cantidad de movimiento Ochoa-Tapia y Whitaker 
(1995a) muestran resultados teóricos, los cuales  fueron comparados con datos experimentales 
(Ochoa-Tapia y Whitaker, 1995b), esta propuesta de la condición de salto para la transferencia 
de cantidad de movimiento,  ha sido utilizada en diferentes trabajos para su comprobación y/o 
aplicación a diferentes sistemas por Kuznetsov (1996,1997,1998a,b y 1999). De igual forma, 
se han presentado otras condiciones de frontera donde los efectos inerciales llegan a ser 
importantes en la región frontera (Ochoa-Tapia y Whitaker, 1998a). 
 

Los avances en el desarrollo de condiciones de salto no se limitan a la ecuación de 
transferencia de cantidad de movimiento, así pues, la condición de salto que se aplica en la 
frontera entre un medio poroso y un fluido cuando la condición  de equilibrio térmico local no 
es válida, fue igualmente desarrollada por Ochoa-Tapia y Whitaker (1997), estos autores 
aplican las ecuaciones de transporte separadamente para describir el comportamiento de cada 
una de las fases y encontraron una condición que contiene un término superficial de exceso de 
intercambio de calor que controla la forma de cómo es distribuido el flux total entre ambas 

 9



Revisión Bibliográfica Capítulo 1

fases. Posteriormente Ochoa-Tapia y Whitaker (1998b) desarrollaron la condición de salto 
cuando la condición de equilibrio térmico es impuesta y encontraron que la forma no local 
simplifica al modelo clásico de una ecuación para el transporte de energía. Alazmi y Vafai 
(2001), han analizado diferentes tipos de condiciones interfaciales, catalogándolas como 
condiciones interfaciales con y sin deslizamiento, dichos autores han marcado las diferencias 
entre las diferentes formulaciones poniendo especial interés en las presentadas por Ochoa-
Tapia y Whitaker (1998b).  
 
 Por otro lado, el proceso de transporte de masa en la frontera de un medio poroso y un 
fluido homogéneo ocurre en una amplia variedad de aplicaciones tecnológicas y por lo tanto 
ha sido objeto de gran variedad de estudios. Como ejemplos se tienen las columnas de 
adsorción (Aris, 1959), y el fenómeno de dispersión convectiva que resulta como 
consecuencia de la transferencia de masa interfacial en cavidades cilíndricas (Lenhoff y 
Lightfoot, 1984) incluyendo aquellas que consideran reacciones de primer orden (Lenhoff y 
Lightfoot, 1986). La cromatografía de flujo radial para la separación de varios productos 
biológicos ha sido reportado por diferentes autores (Chen and Hou, 1985; Saxena y col., 1987; 
Huang y col., 1988; Lee y col., 1990; Saxena y Weil, 1987). Una extensión de las separaciones 
cromatográficas puede ser encontrada en los reactores empacados de lecho fijo con flujo 
radial. Estos son usados en una gran variedad de aplicaciones industriales como la síntesis de 
metanol, regeneración de catalizadores, desulfuración en fase vapor (Balakotaiah y Luss, 
1981), por mencionar algunas.  Los trabajos para determinar la condición de salto para la 
transferencia de masa son limitados y específicos para cada problema (Ochoa y Soria, 1995), 
lo anterior muestra la importancia del desarrollo de una condición de salto para la ecuación de 
transferencia de masa en  la interregión fluido-medio poroso. 
 
 En 2003, Goyeau y col. presentaron  un estudio sobre la condición interfacial entre un 
fluido y un medio poroso basado en la formulación de Beavers y Joseph y la formulación de 
un dominio, los autores desarrollaron un modelo que incluye un coeficiente de deslizamiento 
dependiente de la velocidad del fluido y de las propiedades efectivas del medio poroso, en sus 
resultados muestran que las formulaciones de uno y dos dominios son equivalentes cuando el 
medio poroso es homogéneo. Dentro de sus conclusiones los autores consideran su análisis 
como un paso intermedio para obtener el problema de cerradura para el problema del 
acoplamiento interfacial de las ecuaciones de transferencia de cantidad de movimiento. 
 
 
 RESUMEN: 
 
 La revisión bibliográfica desarrollada muestra que el flujo convectivo en cavidades y 
en medios porosos ha sido ampliamente estudiado y los avances que se tienen van desde 
aspectos teóricos hasta geométricos y numéricos. Para el fenómeno de difusión doble se 
dispone de estudios realizados en cavidades  conteniendo un fluido o un medio poroso, sin 
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embargo cuando se tiene que acoplar un sistema fluido-medio poroso los avances son más 
limitados, pues los estudios se reducen a analizar sistemas bidimensionales utilizando la 
extensión de Brinkman a la ecuación de Darcy.  
 

Por otro lado, existen algunos autores que han desarrollado trabajos teóricos para el 
acoplamiento de las ecuaciones, principalmente para las ecuaciones de transferencia de 
cantidad de movimiento y las de energía. Por lo que el presente trabajo tiene tres objetivos 
principales: Primero se pretende analizar los efectos tridimensionales de la convección natural 
y hacer un estudio comparativo entre las formas de acoplar la ecuación de transferencia de 
cantidad de movimiento (Darcy y extensión de  Brinkman). El segundo objetivo es realizar 
una comparación del modelado con un sistema bidimensional, y en el tercero el desarrollo de 
la condición de salto para la transferencia de masa en un sistema fluido medio poroso. 
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Capítulo 2 
 
Planteamiento del modelo. 
 
 Considerando la revisión bibliográfica sobre flujo en cavidades, flujo en medios 
porosos y condiciones de salto presentadas en el capítulo anterior y teniendo en cuenta los 
objetivos específicos, en el presente capítulo se desarrollan las ecuaciones utilizadas en los 
modelos matemáticos que describen la convección natural en cavidades causada por gradientes 
de temperatura y masa.  
 

Se ha dividido este planteamiento considerando cada una de las ecuaciones utilizadas 
en ambas regiones, es decir, se presenta  el desarrollo de cada una de las ecuaciones de 
transporte para cada una de las regiones y se establecen las condiciones de frontera e 
interregionales así como el cambio a variables adimensionales. Posteriormente para su 
solución se replantea la ecuación de cantidad de movimiento a la formulación vorticidad-
vector potencial. Finalmente se presenta un resumen de los conjuntos de ecuaciones utilizadas 
para cada uno de los modelos.  
 
 Dentro de los objetivos del presente trabajo se encuentra el desarrollo de la condición 
de salto para la transferencia de masa en el fenómeno de difusión pasiva. El procedimiento 
detallado de este desarrollo se presenta en el Apéndice A. Para el caso de la condición de salto 
de las ecuaciones de transferencia de cantidad de movimiento y energía se presentan los 
resultados finales ya que fueron desarrollados previamente (Ochoa Tapia y Whitaker, 
1995a,b,c, Ochoa y Whitaker, 1997,1998a,b). De cualquier forma, los fundamentos del 
método del promedio volumétrico se presentan en los apéndices A y B. 
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2.1 Sistema. 
 
 Aunque el modelo matemático se desarrollará de forma general, se tomará un sistema 
simplificado para realizar las pruebas al modelo numérico. Este sistema está formado por una 
cavidad rectangular, la cual contiene un fluido (fase β ) y un material granular (fase σ ) 
distribuido en dos regiones como se muestra en la Figura 2.1. La región superior (región η ) 
está constituida por el fluido homogéneo  y la parte inferior por un medio poroso (región ω ), 
este último está formado por las fases σ  y β . El sistema con las dimensiones y ejes utilizados 
se seleccionó de tal forma que el eje  está dirigido en la dirección del vector gravedad,  
mientras que los ejes 

x
y  y  se encuentran en el plano horizontal como se muestra en la 

Figura 2.1.  
z

 
El medio poroso se considera macroscópicamente homogéneo, mientras que la 

interregión se establece horizontal y permeable de tal manera que existe flujo entre ambas 
regiones. Adicionalmente se considera flujo incompresible con propiedades físicas constantes 
excepto la densidad, la simplificación anterior es conocida como la aproximación de 
Boussinesq (Dong y Li , 2004; Bird y col., 2002; Ravi y col., 1994; Singh y col., 1993; Gray y 
Giorgini, 1976), misma que se explica posteriormente.  

 
Para evitar la complejidad que se tiene al considerar los detalles de la geometría del 

medio poroso, se plantean las ecuaciones en términos de ecuaciones de transporte promedio 
para ambas regiones. De acuerdo con Ochoa-Tapia y Whitaker (1995a,b,c) las ecuaciones 
promedio en la región fluida tienen la misma forma que las ecuaciones puntuales de 
transporte, debido a que las restricciones de escalas establecidas por el método de promedio 
volumétrico son satisfechas (Whitaker, 1999), con respecto al promedio de las ecuaciones en 
la región porosa, a continuación se describe el procedimiento utilizado. 

 
 

2.2 Ecuaciones del medio poroso. 
 
 La forma usual para la obtención de las ecuaciones en medios porosos en términos de 
variables macroscópicas comienza planteando las ecuaciones estándar que gobiernan la región 
fluida, posteriormente se obtienen las ecuaciones macroscópicas mediante un promedio sobre 
el volumen o el área. Existen varias formas para realizar el promediado, entre éstas se 
encuentran el promedio espacial y el promedio estadístico. En la aproximación espacial, una 
variable macroscópica se define como un promedio apropiado sobre un elemento de volumen 
suficientemente grande, la longitud del elemento diferencial es mucho más grande que la del 
poro, pero considerablemente inferior que la longitud del dominio del fluido. En la 
aproximación estadística el promedio se lleva a cabo sobre un conjunto de la estructura del 
poro, el cual tiene su equivalente macroscópico. Una dificultad de esta aproximación es que 
usualmente la información estadística acerca del medio poroso se basa sobre una muestra, y 
esto es posible solamente si se asume homogeneidad estadística. 
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Figura 2.1.- Cavidad y regiones utilizadas para el desarrollo de las ecuaciones. 
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En el desarrollo del presente trabajo se utilizó un promedio espacial, considerando el 

uso del método del promedio volumétrico (Howes y Whitaker, 1985; Whitaker, 1999) para la 
obtención de las ecuaciones en su forma promediada, este método ya ha sido previamente 
probado para describir fenómenos de transferencia de calor (Carbonell y Whitaker, 1984), 
masa (Whitaker,1967; Ochoa-Tapia y col.,1994) y cantidad de movimiento en medios porosos 
(Whitaker, 1966, 1969, 1986 a, b). 
 
 
2.3 Transferencia de calor. 
 
 En la convección natural, una de las causas que propicia el movimiento del fluido 
dentro de la cavidad lo constituye la diferencia de temperatura que existe entre las paredes, y 
es precisamente el problema en particular que aborda el presente trabajo. En las secciones 
siguientes se plantean las ecuaciones de energía y las simplificaciones realizadas para cada una 
de las regiones consideradas. 
 
 
 2.3.1 Ecuación de transferencia de calor en la región fluida. 
 
 En la región fluida ( )η , para la ecuación de transferencia de calor en régimen 
permanente se consideran los términos convectivo y conductivo. Como se mencionó 
anteriormente, todas las propiedades se consideran constantes, excepto la densidad en el 
término de flotación. La forma dimensional para la ecuación de transferencia de energía 
utilizada es la siguiente: 
 
 ( )

Término convectivo Término conductivo

Tβ β β Tβη η η
α′ ′ ′=v 2⋅∇ ∇

η
 (2.1) 

 
Donde ( )β η

α  es la difusividad térmica del fluido, β η
′v y Tβ η

 representan el 

promedio superficial de la velocidad y temperatura en la región fluida respectivamente. La 
definición de los diferentes promedios utilizados se presentan en el desarrollo de la condición 
de salto para la transferencia de masa (Apéndice A). 
 
 La ecuación (2.1) se expresa en función de variables primitivas dimensionales 

( y Tβ β )η′v . La forma adimensional se obtiene mediante la utilización de los siguientes 

grupo de variables: 
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 ( )
xLβ λ

λ
β η

α

′
=

v
v  para ,λ η ω=  (2.2) 

 refT T
T

β λ
λθ

−
=

∆
 para ,λ η ω=  (2.3) 

 xL ′=∇ ∇   (2.4 a) 
 2

xL ′=2 2∇ ∇  (2.4 b) 

 
x

xX
L

=  (2.4 c) 

 
x

yY
L

=  (2.4 d) 

En las ecuaciones (2.2) y (2.4 a,b) se ha tomado como longitud característica , que 
es la altura de la cavidad (Figura 2.l). Aplicando las variables anteriores a la ecuación (2.1) se 
tiene la versión adimensional para la transferencia de energía. 

xL

 
 ( )

ConducciónConvección

η η ηθ θ=v 2∇ ⋅ ∇  (2.5) 

 
En la ecuación (2.5) desaparece el símbolo de promedio “ ” debido a la definición 

de las variables adimensionales, la decisión se tomó para simplificar la notación en las 
ecuaciones, sin embargo, hay que tener en cuenta que la ecuación resultante considera 
variables promedio. 
 
 
 2.3.2 Ecuación de transferencia de calor en la región porosa. 
 
 Para la ecuación de energía en la región porosa se utilizó el resultado del desarrollo del 
modelo de una ecuación para la transferencia de calor en medios porosos, el desarrollo se 
encuentra en los trabajos de Whitaker (1991, 1992b) 
 
 ( )

Término convectivo Término conductivo

Tβ β β Tβω ω ω
α′ ′ ′=v 2⋅∇ ∇

ω
 (2.6) 

 
 Utilizando las variables adimensionales especificadas por las ecuaciones. (2.2)-(2.4), la 
ecuación de energía en la región porosa queda como: 
 

 ( )
ConducciónConvección

Kω ω ω ωθ θ=v 2∇ ⋅ ∇  (2.7) 
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Donde Kω  representa la relación de difusividades térmicas entre la región porosa y  
fluida, la cual está expresada por: 

 
( )
( )K β ω

ω
β η

α

α
=  (2.8) 

 
 2.3.3 Condiciones de frontera y ecuación en la interregión para la 

transferencia de calor. 
 

Las condiciones de frontera en las paredes se imponen dependiendo de las pruebas que 
se realicen, éstas se especifican en el Capítulo 4. De manera general se podrán manejar 
condiciones de pared o áreas  isotérmicas sobre paredes, consideraciones de gradientes de 
temperatura en paredes opuestas en combinación con paredes adiabáticas (Dirichlet, Newman 
y Cauchy o Robins), específicamente: 
 
 
  ( )b

aλθ = ,λ η ω=  Dirichlet (2.9a) 

 
b

d a
dn

λθ⎛ ⎞ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

 ,λ η ω=  Newman (2.9b) 

 ( )b
b

d a c
dn

λ
λ

θ θ⎛ ⎞ + =⎜ ⎟
⎝ ⎠

 ,λ η ω=  Cauchy o Robins (2.9c) 

 
Donde el subíndice b  indica cualquier pared de la cavidad, n la componente normal a 

la pared b, mientras que  y  son constantes. a c
 
 Una vez que la conductividad térmica en el medio poroso ha sido determinada, la 
aplicación de las condiciones de frontera en la interregión es usualmente sencilla. En la zona 
que divide el medio poroso y el fluido se puede establecer la continuidad de la temperatura, 
aplicando la suposición de equilibrio térmico local (Haddad y col., 2004; Duval y col., 2004; 
Whitaker, 1986b, 1991 y Quintard y Whitaker, 1995) y la continuidad de las componentes 
normales al flux. 
 
 
 ω ηθ θ=  Continuidad en el campo en Sx L=  (2.10a) 
 
 Kωη ω ω ωη ηθ θ=n n− ⋅ ∇ − ⋅∇  Continuidad en el flux en Sx L=  (2.10b) 
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2.4 Transferencia de masa en el problema de difusión 
doble. 

 
 El problema de convección doblemente difusiva se considera como un proceso 
simultáneo de transferencia de calor y masa  debido a las fuerzas de flotación. Los gradientes 
que provocan las fuerzas son inducidos por efectos combinados de temperatura y 
concentración de especies presentes en el fluido saturado. 
 

Debido a la inclusión simultánea de los términos de difusión térmica y másica  surge 
un efecto importante en la convección debido a que el calor se difunde más rápidamente que 
una substancia disuelta, esto sin considerar la posibilidad de la difusión cruzada: efecto Soret y 
Dufour (Postelnicu, 2004). El efecto Soret se refiere al flux másico producido por gradientes 
de temperatura y el efecto Dufour a efectos de flux de calor producidos por gradientes de 
concentración, los cuales se consideran despreciables en el presente trabajo. 
 
 
 2.4.1 Ecuación de transferencia de masa en la región fluida. 
 
 Para la ecuación de transferencia de masa en la región fluida se consideran los términos 
convectivo y difusivo, la ecuación que incluye estos dos términos en función de variables 
primitivas queda expresada mediante: 
 
 ( )

Término convectivo Término difusivo

A AC Cβ β β βη η η

2′ ′ ′= ∇v ⋅∇ D
η

 (2.11) 

 
 Utilizando las variables adimensionales definidas por las ecuaciones (2.2)-(2.4) junto 
con la definición adimensional para la concentración definida por la ecuación (2.13), se tiene 
la ecuación adimensional para la transferencia de masa en la región fluida: 
 

 1
Leη η η

η

φ φ2= ∇v ⋅∇  (2.12) 

 
Donde 

 refA AC C
C

β λ
λφ

−
=

∆
β  para ,λ η ω=  (2.13) 

 
En la ecuación (2.12) se ha incorporado el número de Lewis ( )Leη , el cual considera la 

relación entre las difusividades térmica y másica mediante: 
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( )
( )

Le
β η

η
β η

α
=

D
 (2.14) 

 
 
 2.4.2 Ecuación de transferencia de masa en la región porosa. 
 
 De igual forma que en la región fluida, la forma dimensional para la ecuación de 
transferencia de masa en el medio poroso se expresa en términos de variables promedio. Se 
considera la forma más simple de transporte convectivo en un medio poroso que es el que 
toma en cuenta la convección pasiva y difusión en un medio poroso rígido e impermeable. El 
término pasivo se refiere a que no se considera adsorción o reacción en la interfase sólido-
líquido. Este problema ya ha sido investigado previamente por Whitaker (1999). La ecuación 
resultante en términos de variables primitivas promedio es la siguiente: 
 
 A eff ACβ β C βω ω

2′ ′ ′= ∇v D⋅∇
ω

 (2.15) 
 

Donde  es la difusividad efectiva, y su dependencia con respecto a la difusividad 
en la fase 

effD
β  se muestra en el Apéndice B.  

 
 Haciendo el cambio a variables adimensionales utilizando las ecuaciones (2.2)-(2.4), 
(2.13) y (2.14), la ecuación (2.15) se reescribe como:  
 

 1
Leω ω

ω
ωφ φ2= ∇v ⋅∇  (2.16) 

 
 El número de Lewis ( Leω ) en la región porosa involucra la relación de la 
conductividad térmica en la región fluida con respecto a la difusividad másica en la región 
porosa: 
 

 
( )

eff

Le
D
β η

ω

α
=  (2.17) 

 
 2.4.3 Condiciones de frontera y ecuación en la interregión para la 
transferencia de masa. 
 

Al igual que en la ecuación de energía, para la ecuación de transferencia de masa las 
condiciones de frontera en las paredes se impondrán dependiendo de las pruebas que se 
realicen, éstas se especifican en el Capítulo 4. En forma general los tipos de condiciones de 
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frontera que considera el modelo para las paredes,  están dadas por formas similares a las 
ecuaciones (2.9).
 
 Uno de los desarrollos importantes en el presente trabajo es la deducción de una 
condición de salto para el proceso de difusión pasiva en la zona que divide el medio poroso y 
el fluido, los detalles del desarrollo para esta condición se presentan en el Apéndice A, los 
resultados finales son: 
 
 ω ηφ φ=  (2.17b) 
 
 0ωη ω ω η ηφ φ⎡ ⎤− =⎣n− ⋅ ⋅∇ ∇D*D ⎦

)

 (2.17c) 
 
 
2.5 Transferencia de cantidad de movimiento. 
 

En el caso de la transferencia de cantidad de movimiento se utilizará la ecuación de 
Navier-Stokes para la región fluida, mientras que para la región porosa la tendencia general en 
el modelamiento de la convección libre está basada en la formulación derivada de la ecuación 
de Darcy o en alguna de sus extensiones (Nield y Bejan, 1992). 
 
 En sistemas donde la convección natural es el transporte predominante, la variación de 
la densidad con la temperatura tiene una gran importancia y es conveniente modificar la 
ecuación de movimiento para tener en cuenta los efectos de flotación, esto es, la inclusión del 
término gravitacional (ρg . Debido a lo anterior se necesita una ecuación de estado para las 
ecuaciones de masa, cantidad de movimiento y energía, sin embargo esto ocasionaría que las 
ecuaciones diferenciales aumenten su grado de no linealidad y por consecuencia la solución se 
complica. 
 

La forma práctica que han utilizado muchos autores para resolver este problema 
consiste en suponer las propiedades constantes excepto la densidad en el término de fuerzas 
volumétricas (Nield y Bejan, 1992; Nield, 1977; Gebhart y col., 1988 y Bird y col., 2002), a 
esta simplificación se le conoce como la aproximación de Boussinesq, estudios sobre la 
validez de esta aproximación han sido realizados por Gray y Giorgini (1976), Jiménez-Islas y 
col. (2004).  

 
Sin embargo, en la convección con doble difusión el acoplamiento se lleva a cabo 

debido a que la densidad de la mezcla líquida depende no solo de la temperatura, sino también 
de la concentración (y en general, de la presión). En este caso la aproximación de Boussinesq 
se continuó aplicando teniendo en cuenta que para cambios isobáricos suficientemente 
pequeños en temperatura y concentración la densidad del fluido tiene una dependencia lineal 
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con respecto a la temperatura y concentración, quedando la siguiente aproximación en 
términos de variables dimensionales promedio como: 
 
 ( ) ( )ref A ArefT T C Cβ θ φ βρ ρ β β⎡ ⎤≅ − − −⎣ ⎦  (2.18) 

 
Donde θβ  y φβ  son los coeficientes de expansión térmica y másica respectivamente, y 

ambos son evaluados con respecto al estado de referencia: 
 

 
0

1

A P,T
C

β
φ

β

ρ
β

ρ

⎛ ⎞∂
⎜= −
⎜ ∂⎝ ⎠

⎟
⎟

 Coeficiente de expansión másica (2.19a) 

 

 
0

1

P,C
T
β

θ

ρ
β

ρ
⎛ ⎞∂

= − ⎜ ⎟⎜ ⎟∂⎝ ⎠
 Coeficiente de expansión térmica (2.19b) 

 
 
 2.5.1 Ecuación para la transferencia de cantidad de movimiento en la 

región fluida. 
 
 Con las observaciones realizadas al término de flotación, la ecuación de cantidad de 
movimiento para la región fluida (ecuación de Navier-Stokes) en términos de variables 
primitivas en su forma dimensional es: 

 ( )
Transporte viscosoConvección

Fuerzas de presión

1 p
β

β β β β βη η η
β

ν
ρ

2′ ′ ′ ′ ′ ′ ′= − ∇v v v
η

∇ ⋅ ∇ +   

 ( ) ( )
Flotación

refref A Ag T T C Cβ θ β φ β βη η
ρ β β⎡ ⎤+ − − −⎢ ⎥⎣ ⎦

i   (2.20) 

 
 Donde p

β

β η
′  representa el promedio intrínseco para la presión (ver Apéndice A).  

 
Expresando la ecuación (2.20) en términos de variables adimensionales definidas por 

las ecuaciones (2.2), (2.3) y (2.13) para las variables vector velocidad, temperatura y 
concentración respectivamente e incluyendo la adimensionalización de la presión, definida 
mediante: 
 

 ( )
2
xp L

p β λ
λ

β βλ
α µ

′
=  para ,λ η ω=   (2.21) 
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Con lo anterior, la ecuación de Navier-Stokes en términos de la presión adimensional 
queda expresada por: 
 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
33

2
A xx g C Lg TLpβ β φθ

η η η η
β β β β β βη η η η

µ ν ββ

η

θ φ
ρ α α α α

2
⎡ ⎤∆∆⎢ ⎥= − ∇ + −⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

v v v i∇ ⋅ ∇ +
D

 (2.22) 

 
 Reordenando la ecuación (2.22) junto con la incorporación de los siguientes números 
adimensionales 
 
 Número de Rayleigh térmico 
 

 
( )

3
xg TLRa θ

θ

β βη

β

α ν

∆
=  (2.23) 

Número de Rayleigh másico 
 

 
( )

3
A xg C L

Ra φ
φ

β βη

β

ν

∆
=

D
 (2.23 a) 

 Número de Prandtl 
 

 
( ) ( )

Pr β β

β β βη η

ν µ

α ρ α
= =  (2.24) 

Introduciendo el número de Lewis definido por la ecuación (2.14), la ecuación (2.22) 
en términos de 4 números adimensionales es: 
 

 ( )
Fuerzas de presión Término viscoso Difusión térmicaConvección

Difusión másica

Flotación

Ra Pr
Pr p Pr Ra Pr

Le
φ

η η β η θ η
η

ηθ φ2

⎡ ⎤
⎢ ⎥

= − ∇ + −⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

v v v i∇ ⋅ ∇ +  (2.25) 

 
 En la ecuación (2.25) Raθ y Raφ  incluyen la difusividad térmica y difusividad másica 
respectivamente, estos números afectan al término de flotación. Puede verse que el proceso 
convectivo está sujeto a dos términos difusivos, razón por la cual este fenómeno recibe el 
nombre de convección doblemente difusiva. 
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 ECUACIÓN DE CONTINUIDAD 
 
 Adicionalmente a la ecuación de cantidad de movimiento, se tiene que satisfacer la 
ecuación de continuidad, para el caso de un flujo incompresible la ecuación en términos de 
variables adimensionales es: 
 
 0η =v∇ ⋅  (2.26) 
 
 El desarrollo de la forma promediada de la ecuación de continuidad se puede consultar 
en los trabajos reportados por Ochoa-Tapia y Whitaker (1995 a, b).  
 
 

2.5.2 Ecuación para la transferencia de cantidad de movimiento en la 
región porosa. 

 
 Para establecer el modelo de la transferencia de cantidad de movimiento en la región 
porosa, se cuenta con varios estudios (Chan y col., 1970; Hirt y Cook, 1972; Ettefagh y col., 
1991; Holst y Aziz, 1972; Hickox y col., 1996; Jiménez-Islas y col., 1999; Lauriat y Prasat, 
1987). En la presente sección se discutirán algunas de las formas de la ecuación de cantidad de 
movimiento consideradas como una analogía a la ecuación de Navier-Stokes en el medio 
poroso. En particular se pondrá especial interés en la ley de Darcy y en una de sus extensiones 
denominada como la corrección de Brinkman a la ecuación de Darcy o simplemente como la 
corrección de Brinkman. 
 
 

a) Ecuación de Darcy. 
 
 La ecuación fundamental para representar el movimiento de un fluido a través de un 
medio poroso es la ley de Darcy (Nield y Bejan, 1992), la cual ha sido ampliamente utilizada 
como ecuación de transferencia de cantidad de movimiento para describir al medio poroso con 
flujo unidireccional (Vafai, 2000; Ingram y Pop, 1998). Esta ley revela una proporcionalidad 
entre la velocidad de flujo y la diferencia de presión aplicada. Esto queda expresado mediante: 
 

 K pu
x
ω

ω
βµ
∂

= −
∂

 (2.27) 

 
 Donde el coeficiente K  se le conoce como permeabilidad específica o permeabilidad 
intrínseca del medio poroso, el cual es independiente de la naturaleza del fluido pero 

dependiente de la geometría del medio y tiene unidades de longitud al cuadrado. p
x
ω∂

∂
 es el 

gradiente de presión en la dirección del flujo y βµ  es la viscosidad cinemática del fluido.  En 
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el caso de flujo en una fase K  simplemente se conoce como permeabilidad, la expresión en su 
forma tridimensional para la ecuación (2.27) queda: 
 

   pω β
βµ

= −v ⋅ ∇
K  (2.28) 

 
Donde la permeabilidad K  es un tensor simétrico de segundo orden. 

 
 Sobre la postulación de la ley de Darcy se han hecho varias consideraciones tales 
como: ignorar los efectos inerciales, las pérdidas por fricción y se han considerado solamente 
con la caída de presión y las fuerzas volumétricas. Por lo tanto, esta ley es válida solamente 
para pequeñas velocidades de flujo (Greenkorn, 1983; Gebhart y col., 1988). 
 
 Muchos autores han utilizado conceptos estadísticos para soportar la ley de Darcy y  
algunos han realizado suposiciones importantes para obtener el sistema de ecuaciones de 
forma cerrada. No obstante, Whitaker (1986a) ha derivado la ecuación de Darcy para el caso 
de flujo incompresible sin considerar ninguna suposición constitutiva, en el desarrollo teórico, 
se asume que no existen cambios abruptos en la estructura del medio, la forma general que 
presenta este autor para la ecuación de Darcy es: 
 

   pβ βω ω
β

ρ
µ β

⎡ ⎤= − −′⎣ ⎦v g⋅ ∇
K  (2.29) 

 
 Incorporando la aproximación de Boussinesq expresada por la ecuación (2.17a) a la 
ecuación (2.29) la ley de Darcy en su forma dimensional queda como: 
 

 ( ) ( ) 110
ref

-
ref A Ap g T T C C

β

β β β β β β βω ω ω
β

ρ β µ
ρ

⎡ ⎤′ ′ ′= − + − − − −⎣ ⎦i vi∇ K
ω

 (2.30) 

 
 En la ecuación anterior no se han incluido los términos inerciales teniendo en cuenta 
las sugerencias realizadas por Whitaker (1986a,1996) al llevar a cabo su desarrollo teórico. 
Cambiando a variables adimensionales especificadas por las ecuaciones (2.2), (2.3) y (2.13) e 
incluyendo los números de Rayleigh y Prandtl establecidos por las ecuaciones (2.23)-(2.24), la 
ecuación de Darcy queda como: 
 

 

Flotación

0
Ra Pr PrPr p Ra Pr

Le Da
φ

ω θ
ω

θ φ
⎡ ⎤

= − + − −⎢ ⎥
⎣ ⎦

i∇ ωv  (2.31) 
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 En la ecuación (2.31) se ha incluido el Número de Darcy (Da). Para el caso de un 
medio poroso isotrópico, el tensor se transforma en el escalar K, que es el término clásico que 
representa la permeabilidad del medio poroso. 
 

 2
x

KDa
L

=  (2.32 ) 

 
 

b) Extensiones a la ecuación de Darcy. 
 
 La utilización de la ley de Darcy implica que en las fronteras del sistema existe 
deslizamiento, ya que este modelo carece de términos difusivos que expliquen la distorsión de 
los perfiles de velocidad en las proximidades de una frontera sólida. Para solventar esta 
situación, Brinkman (1947) sugirió que a la ley de Darcy se le podría adicionar un término de 
segundo orden ( )2µ∇ v  que representa las pérdidas de energía por transporte viscoso, esta 

alternativa es la que comúnmente se conoce como la corrección de Brinkman a la ecuación de 
Darcy o simplemente como la corrección de Brinkman (Nazar y col., 2003): 
 
 1 2

Corrección de Brinkman

pβ β β βω
µ µ−′ ′ ′ ′ ′∇ = − + ∇vi

ω
vK  (2.33) 

 
 En la extensión de Brinkman se cuenta con dos términos que involucran la viscosidad. 
El primero es el término de la ecuación de Darcy y el segundo es un  término análogo al 
Laplaciano que aparece en la ecuación de Navier-Stokes. Brinkman también propone que 
µ µ=  aunque, en un sentido riguroso, estos parámetros solamente son aproximadamente 
iguales (Neale y Nader, 1974).  
 
 Con la extensión de Brinkman a la ecuación de Darcy, es factible la aplicación de la 
condición de no deslizamiento en las paredes, aunque en la mayoría de las situaciones el 
efecto del transporte viscoso es despreciable, generalmente para valores del número de Darcy 
menores de 10-4 (Jiménez-Islas y col., 1999), No obstante, es conveniente proporcionar un 
soporte teórico para justificar el uso del criterio de no deslizamiento y para el acoplamiento de 
ecuaciones en la frontera interregional que se presentan en problemas con interfase fluido-
medio poroso. Ochoa-Tapia y Whitaker (1995a,b) han propuesto una condición de salto para 
acoplar la ecuación de Darcy con la extensión de Brinkman a la ecuación de Navier-Stokes, lo 
que permite obtener un campo de velocidades continuo en todo el dominio. 
 
 A continuación se muestra la ecuación de Darcy con la corrección de Brinkman, a esta 
ecuación se le incluyó el término convectivo para obtener todos los términos de la ecuación de 
Navier-Stokes, aunque se ha demostrado que este término tiene poca importancia para flujo 
incompresible en medios porosos (Nield y Bejan, 1992), Jiménez y col., (1999) en sus 
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resultados muestran que esté término tiene importancia para medios porosos permeables, con 
un valor del número de Darcy a partir de 10-4. 
 

 ( )
Corrección de BrinkmanConvección

Fuerzas de presión

1 p
γ

β β β β βη η η
β

ν
ρ

2′ ′ ′ ′ ′ ′ ′= − ∇v v v
η

∇ ⋅ ∇ +   

 ( ) ( )
Flotación

refref A Ag T T C C
Kβ θ β φ β β βω ω ω

νρ β β⎡ ⎤ ′+ − − − −⎣ ⎦i v   (2.34) 

 
 Transformando la ecuación (2.34) a variables y números adimensionales, se tiene la 
corrección de Brinkman a la ecuación de Darcy: 
 

 ( )
Fuerzas de presión Corrección de Brinkman Difusión térmicaConvección

Difusión másica

Flotación

Ra Pr PrPr p Pr Ra Pr
Le Da
φ

ω ω ω ω θ ω ω
ω

θ φ2

⎡ ⎤
⎢ ⎥

= − ∇ + − −⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

v v v i v∇ ⋅ ∇ + ω  (2.35) 

 
 CONTINUIDAD 
 
 Sin importar el modelo utilizado para la transferencia de cantidad de movimiento en la 
región porosa, la ecuación de continuidad para esta región  fue desarrollada previamente en su 
forma promediada por Ochoa-Tapia y Whitaker (1995 a,b), y su forma adimensional es: 
 
 0  para λ =v∇ ⋅ ,λ ω η=  (2.36) 
 
 
 2.5.3 Formulación vorticidad-vector potencial 
 
 Como una alternativa para resolver la ecuación de cantidad de movimiento se expresa 
en términos de la formulación vorticidad-vector potencial en lugar de establecerlas en 
términos de la presión, (Raul y col., 1990; Bird y col., 2002) donde la vorticidad se define 
mediante: 
 

 λ λ= vζ ∇×  (2.37) 
 

Y las componentes del vector vorticidad en función de las componentes de la velocidad 
se obtienen al desarrollar la ecuación (2.37): 
 

 X
w
Y Z

ζ v∂ ∂
= −
∂ ∂

 (2.37 a) 
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 Y
u w
Z X

ζ ∂ ∂
= −
∂ ∂

 (2.37 b) 

 Z
v u
X Y

ζ ∂ ∂
= −
∂ ∂

 (2.37 c) 

 
El vector velocidad en términos del vector potencial como: 

 
 λ λ=v ∇×Ψ  (2.38) 
 
 Las componentes del vector velocidad en términos de las componentes del vector 
potencial desarrollando la ecuación (2.38) son: 

 

 Z Yu
Y Z

∂Ψ ∂Ψ
= −

∂ ∂
 (2.38 a) 

 Xv Z

Z X
∂Ψ ∂Ψ

= −
∂ ∂

 (2.38 b) 

 Yw X

X Y
∂Ψ ∂Ψ

= −
∂ ∂

 (2.38 c) 

 
 Como resultado de la aplicación de las definiciones anteriores, la ecuación de 
continuidad queda automáticamente satisfecha ya que la divergencia del rotacional de 
cualquier vector es cero. 
 
 Aplicando las ecuaciones (2.37) y (2.38) a cada una de las ecuaciones de transferencia 
de cantidad de movimiento, se tendrá una ecuación para el vector potencial y otra para el 
vector vorticidad, omitiendo el desarrollo las ecuaciones serán: 
 
 Región fluida: Navier-Stokes 
 η η

2∇ Ψ = −ζ  (2.39) 

 ( ) ( ) ( ) ( )
Difusión térmicaFuerzas viscosasConvección

Difusión másica

Flotación

Ra Pr
Pr Ra Pr

Le
φ

η η η θ ω
η

ωθ φ2
⎛ ⎞

= ∇ + −⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

v i i∇× ζ × ζ ∇× ∇×  (2.40) 

  
 Medio poroso: Darcy 
 ω ω

2∇ Ψ = −ζ  (2.41) 

 ( ) ( ) ( )
Difusión térmica

Difusión másica

Flotación

0
Ra Pr PrRa Pr

Le Da
φ

θ ω
ω

θ φ
⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝ ⎠
i i∇× ∇× ζ  (2.42) 
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Medio poroso: Corrección de Brinkman 
 

 ω ω
2∇ Ψ = −ζ  (2.43) 

 ( ) ( ) ( ) ( )
Corrección de BrinkmanConvección Difusión térmica

Difusión másica

Flotación

Ra Pr PrPr Ra Pr
Le Da
φ

ω ω ω θ ω ω
ω

θ φ2 ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= ∇ + − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

v i∇× ωiζ × ζ ∇× ∇× ζ  (2.44) 

 
 Las ecuaciones para la transferencia de cantidad de movimiento en términos del vector 
vorticidad también se pueden expresar en función del número de flotación ( , el cual 
relaciona los términos de flotación debido al transporte de energía con respecto al transporte 
de masa, quedando para cada uno de los modelos: 

)N

 
 Navier-Stokes 
 ( ) ( ) ( ) ( )Pr Ra Pr Nη η η θ η ηθ φ2 ⎡ ⎤= ∇ + −⎣ ⎦v i∇× ζ × ζ ∇× ∇× i  (2.45) 
 
 Darcy: 

 ( ) ( ) ( )0 PrRa Pr N
Daθ η ηθ φ ⎛ ⎞⎡ ⎤= − − ⎜ ⎟⎣ ⎦ ⎝ ⎠

i i ω∇× ∇× ζ  (2.46) 

 
Brinkman: 

 ( ) ( ) ( ) ( ) PrPr Ra Pr N
Daω ω ω θ ω ωθ φ2 ⎛ ⎞= ∇ + − −⎡ ⎤ ⎜ ⎟⎣ ⎦ ⎝ ⎠

v i i∇× ωζ × ζ ∇× ∇× ζ  (2.47) 

 
 Donde el número de flotación está definido mediante: 
 

 
RaN
Ra

θ θ

φ φ

β θ
β φ
∆

= =
∆

 (2.48) 

 
 
 2.5.4 Condiciones de frontera y ecuación en la interregión para la 

transferencia de cantidad de movimiento. 
 
 Las condiciones de frontera para resolver las ecuaciones de cantidad de movimiento se 
escriben en términos de las variables vorticidad-vector potencial.  
 
 VECTOR POTENCIAL: 
 
 Las condiciones de frontera para el vector potencial fueron discutidas por varios 
autores (Leonardi, 1984; Singh y col., 1993; Hirasaki y Hellums, 1968; 1970; Aziz y Hellums, 
1985, entre otros) llegando a la conclusión que en las superficies las componentes del vector 
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potencial deben de satisfacer el no deslizamiento y la no penetración, esto implica que para la 
derivada normal del componete normal es cero, mientras que las componentes tangenciales 
son cero: 
 

 0n

n
∂

=
∂
Ψ  (2.49) 

 0tΨ =  (2.50) 
 
 Donde “n” indica la componente normal y “t” cualquiera de las componentes 
tangenciales. 
 
 INTERREGIÓN 
 

Cuando se utiliza la corrección de Brinkman, a la ecuación de Darcy, en la interregión 
se tienen las siguientes condiciones para el vector potencial: 
 η ω=Ψ Ψ  (2.51) 

 
x x
η ω∂ ∂
=

∂ ∂
Ψ Ψ  (2.52) 

 
 VORTICIDAD 
 Para obtener las condiciones de frontera para la vorticidad se utilizó una aproximación 
sugerida por Mallinson y De Vahl Davis (1973, 1997) y utilizadas posteriormente por 
Leonardi (1984), teniéndose las siguientes relaciones: 
 
 0nζ =  (2.53) 

 1

1

2

2
t

t n
∂

= −
∂

Ψ
ζ  (2.54) 

 2

2

2

2
t

t n
∂

= −
∂

Ψ
ζ  (2.54 a) 

 
Donde n indica la coordenada cartesiana normal a la pared y t1 y t2 son las restantes 

coordenadas.  
 
Las condiciones  en la interregión quedan expresadas por: 

 
 f pζ ζ=  (2.55) 

 f p

x x
∂ ∂

=
∂ ∂
ζ ζ

 (2.56) 
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a) Condición de Beavers y Joseph para la transferencia de 
cantidad de movimiento en la interregión. 

 
 Si el medio poroso se encuentra adyacente a una región fluida con la cual está saturada 
el medio poroso (ver Figura 2.2), entonces de acuerdo con Beavers y Joseph (1967), la 
condición de frontera en la interregión puede expresarse mediante la siguiente relación 
empírica para el caso bidimensional: 
 

 (bju u u
X K
ω )η ω

α∂
−

∂
=  (2.57) 

 
 De acuerdo a la Figura 2.2, uω  se evalúa a una distancia relativamente pequeña del 
plano interregional, de tal forma que existe una pequeña zona dentro del medio poroso donde 
tiene lugar la transición de la velocidad. La cantidad bjα  es un parámetro adimensional que es 
independiente de la viscosidad del fluido, pero es dependiente de las propiedades del material 
que caracteriza a la región permeable. En sus experimentos Beavers y Joseph (1967) han 
determinado valores de bjα  para diferentes materiales. 
 
 En el presente trabajo se aplicó la expresión generalizada utilizada por Ochoa-Tapia y 
Whitaker (1995 a) para las condiciones de Beavers y Joseph expresada mediante la ecuación 
(2.58); en ella se consideran los términos que involucran las derivadas de las componentes del 
vector velocidad :  
 

 (bj

X Da
ω )ωη ωη ω η

α∂
−

∂
vt t v− ⋅ = ⋅ v k para ,ωηt j=  (2.58) 

 
Estas condiciones se expresan en términos de las componentes de la vorticidad en 

función del vector potencial mediante la aplicación de las ecuaciones (3.37 a)-(3.37 c): 
 

 Z Y Z Y
X

w v
Y Z Y Z Y Zη

ω η η

ζ Ψ Ψ Ψ Ψ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛= − − − + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝
⎞
⎟
⎠

 (2.59) 

 bj Y X Y X
Y

u
X Y X YDa Z

η
η

η ω

α
ζ

⎡ ⎤ ∂∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − − −⎢⎜ ⎟ ⎜ ⎟ +⎥
∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦

Ψ Ψ Ψ Ψ
∂

 (2.60) 

 bj X Z X Z
Z

u
Z X Z XDa Y

η
η

η ω

α
ζ

⎡ ⎤ ∂∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − − − − −⎢⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎥
∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦

Ψ Ψ Ψ Ψ
∂

 (2.61) 
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Figura 2.2.- Condición interregional de Beavers y Joseph. 
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Los términos que involucran las derivadas de las componentes del vector velocidad en 
las ecuaciones (2.59)-(2.61) se pueden evalúan en una iteración anterior en el método 
numérico, o bien utilizar la definición de las componentes de la velocidad en términos del 
vector potencial especificadas por las ecuaciones (2.38 a)-(2.38 c) para tener las siguientes 
condiciones interregionales para los componentes de la vorticidad: 
 

 
2 2 2 2

2 2
Z Y Z Y Y X X Z

X Y Z Y Z X Y Y Z Z Xη
ω η η η

ζ
⎛ ⎞ ⎛∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − − − + − − −⎜ ⎟ ⎜⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝

Ψ Ψ Ψ Ψ Ψ Ψ Ψ Ψ ⎞
⎟
⎠

 (2.62) 

 
2 2

2
bj Y X Y X Z Y

Y X Y X Y Z Y ZDaη
η ω η

α
ζ

⎡ ⎤ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − − − + −⎢ ⎥ ⎜⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥ ⎝ ⎠⎣ ⎦

Ψ Ψ Ψ Ψ Ψ Ψ
⎟  (2.63) 

 
2 2

2
bj X Z X Z Z Y

Z Z X Z X Y YDaη
η ω Z η

α
ζ

⎡ ⎤ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − − − − − −⎢ ⎥ ⎜⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥ ⎝ ⎠⎣ ⎦

Ψ Ψ Ψ Ψ Ψ Ψ
⎟  (2.64) 

 
 

2.6 Resumen de ecuaciones para los dos modelos. 
 
 En las secciones anteriores se han desarrollado cada una de las ecuaciones en la región 
fluida, y para el caso del medio poroso se ha puesto particular atención a la ecuación de 
cantidad de movimiento, considerando dos modelos, estos son: la ecuación de Darcy y su 
acoplamiento en la interregión mediante la condición de Beavers y Joseph (Darcy-Beavers y 
Joseph) y el segundo método que considera la corrección de Brinkman a la ecuación de Darcy 
para la ecuación de cantidad de movimiento en la región porosa (Brinkman), a continuación se 
presenta un resumen de los dos modelos: 
 

Brinkman  
 
REGIÓN FLUIDA 
 η η

2∇ Ψ = −ζ  (2.39) 

 ( ) ( ) ( ) ( )Ra Pr
Pr Ra Pr

Le
φ

η η η θ η ηθ φ2 ⎛ ⎞
= ∇ + −⎜ ⎟

⎝ ⎠
v i∇× ζ × ζ ∇× ∇× i  (2.40) 

 ( ) 2
η η ηθ θ∇ = ∇vi  (2.5) 

 1
Leη η ηφ φ2= ∇v ⋅∇  (2.12) 

REGIÓN POROSA. 
 ω ω

2∇ Ψ = −ζ  (2.43) 

 ( ) ( ) ( ) ( )
Ra Pr PrPr Ra Pr

Le Da
φ

ω ω ω θ ω ωθ φ2 ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= ∇ + − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

v i i∇× ωζ × ζ ∇× ∇× ζ  (2.44) 

 ( ) 2Kω ω ω ωθ θ∇ = ∇vi  (2.7) 
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 1
Leω ω ωφ φ2= ∇v ⋅∇  (2.16) 

 Condiciones de frontera 
 
 TEMPERATURA 
 ( )b

aλθ =  Dirichlet (2.9a) 

 
b

d a
dn

λθ⎛ ⎞ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

 Newman (2.9b) 

 ( )b
b

d a
dn

λ
λ

θ θ⎛ ⎞ c+ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

 Cauchy (2.9c) 

 ω ηθ θ=  (2.10a) 
 Kωη ω ω ωη ηθ θ=n n− ⋅ ∇ − ⋅∇  (2.10b) 
 CONCENTRACIÓN 
 ( )b

aλφ =  Dirichlet  

 
b

d a
dn

λφ⎛ ⎞ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

 Newman  

 ( )b
b

d a
dn

λ
λ

φ φ⎛ ⎞ c+ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

 Cauchy  

 ω ηφ φ=  (2.17b) 

 0ωη ω ω η ηφ φ⎡ ⎤− =⎣n− ⋅ ⋅∇ ∇D*D ⎦  (2.17c) 
 
 VECTOR POTENCIAL: 

 0n

n
∂

=
∂
Ψ  (2.49) 

 0tΨ =  (2.50) 
Las condiciones interregionales: 

 f pΨ Ψ=  (2.51) 

 f p

x x
∂ ∂

=
∂ ∂
Ψ Ψ

 (2.52) 

 VORTICIDAD 
 0nζ =  (2.53) 

 
2

2
t

t n
∂

= −
∂
Ψ

ζ  (2.54) 

 y en la interregión: 
 f pζ ζ=  (2.55) 

 f p

x x
∂ ∂

=
∂ ∂
ζ ζ

 (2.56) 
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Darcy-Beavers y Joseph. 

REGIÓN FLUIDA 
 η η

2∇ Ψ = −ζ  (2.39) 

 ( ) ( ) ( ) (Ra Pr
Pr Ra Pr

Le
φ )η η η θ η ηθ φ2 ⎛ ⎞

= ∇ + −⎜ ⎟
⎝ ⎠

v i∇× ζ × ζ ∇× ∇× i  (2.40) 

 ( ) 2
η η ηθ θ∇ = ∇vi  (2.5) 

 1
Leη η ηφ φ2= ∇v ⋅∇  (2.12) 

REGIÓN POROSA 
 ω ω

2∇ Ψ = −ζ  (2.41) 

 ( ) ( ) ( )0
Ra Pr PrRa Pr

Le Da
φ

θ ωθ φ
⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝ ⎠
i i∇× ∇× ζ  (2.42) 

 ( ) 2
η η ηθ θ∇ = ∇vi  (2.7) 

 1
Leω ω ωφ φ2= ∇v ⋅∇  (2.16) 

 Condiciones de frontera 
 TEMPERATURA 
 ( )b

aλθ =  Dirichlet (2.9a) 

 
b

d a
dn

λθ⎛ ⎞ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

 Newman (2.9b) 

 ( )b
b

d a
dn

λ
λ

θ θ⎛ ⎞ c+ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

 Cauchy (2.9c) 

 ω ηθ θ=  (2.10a) 
 Kωη ω ω ωη ηθ θ=n n− ⋅ ∇ − ⋅∇  (2.10b) 
 CONCENTRACIÓN 
 ( )b

aλφ =  Dirichlet  

 
b

d a
dn

λφ⎛ ⎞ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

 Newman  

 ( )b
b

d a
dn

λ
λ

φ φ⎛ ⎞ c+ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

 Cauchy  

 ω ηφ φ=  (2.17b) 

 0ωη ω ω η ηφ φ⎡ ⎤− =⎣n− ⋅ ⋅∇ ∇D*D ⎦  (2.17c) 
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Condiciones de frontera para el vector vorticidad 
 0nζ =  (2.53) 

 
2

2
t

t n
∂

= −
∂
Ψ

ζ  (2.54) 

Condiciones interregionales para el vector potencial 
 

 
2 2 2 2

2 2
Z Y Z Y Y X X Z

X Y Z Y Z X Y Y Z Z Xη
ω η η η

ζ
⎛ ⎞ ⎛∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − − − + − − −⎜ ⎟ ⎜⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝

Ψ Ψ Ψ Ψ Ψ Ψ Ψ Ψ ⎞
⎟
⎠

 (2.62) 

 
2 2

2
bj Y X Y X Z Y

Y X Y X Y Z Y ZDaη
η ω η

α
ζ

⎡ ⎤ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − − − + −⎢ ⎥ ⎜⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥ ⎝ ⎠⎣ ⎦

Ψ Ψ Ψ Ψ Ψ Ψ
⎟  (2.63) 

 
2 2

2
bj X Z X Z Z Y

Z Z X Z X Y YDaη
η ω Z η

α
ζ

⎡ ⎤ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − − − − − −⎢ ⎥ ⎜⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥ ⎝ ⎠⎣ ⎦

Ψ Ψ Ψ Ψ Ψ Ψ
⎟  (2.64) 

 
 La discretización de estos modelos matemáticos, su planteamiento numérico y solución 
se presentan en el siguiente capítulo. 
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Capítulo 3 
 
Procedimiento Numérico. 
 
 En el presente capítulo se muestra el procedimiento numérico utilizado para la solución 
de los sistemas de ecuaciones diferenciales. El procedimiento incluye la forma para discretizar 
las ecuaciones, el método para resolver el sistema resultante y  la secuencia jerárquica de 
ejecución adoptada. 
 
 De las dos regiones que constituyen la cavidad, la fluida está gobernada por el mismo 
sistema de ecuaciones para ambos modelos, es decir, en el caso de la ecuación de cantidad de 
movimiento, la ecuación de Navier-Stokes, por lo que el método utilizado es el mismo. Para el 
caso de la región porosa se tomará el modelo que utiliza la corrección de Brinkman a la 
ecuación de Darcy para mostrar la forma de discretizar las ecuaciones y la secuencia de 
evaluación. Los detalles que son exclusivos del modelo que utiliza la ecuación de Darcy en la 
región porosa y el acoplamiento interregional con las condiciones de Beavers y Joseph (1967) 
se mostrarán en una sección independiente. Para el caso del modelo en dos dimensiones, la 
formulación matemática y la parte numérica se presentan en el Apéndice C. 
 
 El sistema de ecuaciones diferenciales no-lineales en términos de las variables: 
temperatura ( )θ , concentración ( )φ , vector verticidad ( )ζ  y vector potencial ( se resolvió 
usando un procedimiento similar al presentado por Mallinson y De Vahl Davis (1973) para 
convección natural en flujos de una sola fase y utilizada posteriormente por Singh y col., 
(1993). En este método las ecuaciones gobernantes son transformadas a la forma parabólica 
por la adición del término transitorio, éstas posteriormente se representan en forma 
discretizada utilizando  diferencias finitas. Las ecuaciones discretizadas son resueltas 
utilizando el método de integración implícita de dirección alternada (ADI) propuesto por 
Peaceman y Rachford (1955) y aplicado en varios trabajos recientes (Bubnovich y col., 2002; 
Provisky, 2002; Dai y col., 2000), los detalles de cada uno de estos puntos se muestran en las 
secciones siguientes. 

)Ψ

 



Procedimiento Numérico Capítulo 3

3.1 Ecuaciones Elípticas. 
 

El hecho de que las ecuaciones gobernantes de flujo multidimensional sean acopladas y 
elípticas ocasiona una gran complejidad matemática. Para el problema que se presenta se 
tendrían que resolver simultáneamente para cada una de las dos regiones: 3 ecuaciones 
diferenciales parciales para el vector vorticidad, 3 ecuaciones para el vector potencial, 1 
ecuación para la temperatura y 1 ecuación para la concentración, dando un total de 16 
ecuaciones diferenciales parciales por cada región, cada sistema de ecuaciones incluye sus 
correspondientes condiciones de frontera e interregionales, lo anterior sugiere que la solución 
del sistema de ecuaciones debe obtenerse mediante un procedimiento numérico. Aún con esta 
simplificación, las formas discretizadas de las ecuaciones deben de ser resueltas 
simultáneamente por un método que requiere un procedimiento doblemente iterativo. Sin 
embargo, una revisión bibliográfica (Mallinson y De Vahl Davis, 1973, 1977; Peaceman y 
Rachford, 1955) recomienda el método de integración implícita de dirección alternada (ADI); 
La aplicación específica de este método se encuentra en la solución de ecuaciones 
diferenciales no-lineales parabólicas. El método indica que para su utilización se requiere de la 
transformación de las ecuaciones gobernantes (elípticas), esto se logrará al utilizar el método 
del falso estado transitorio, el cual consiste en la adición de la dependencia artificial del 
tiempo con el fin de encontrar el estado estacionario, esto es, cuando la variación con respecto 
al tiempo es significantemente pequeña se alcanza la convergencia; una explicación detallada 
se encuentra en: Behnia y col. (1996) y Mallinson y De Vahl Davis (1973) y  los puntos 
específicos para el sistema en particular se desarrollan a partir de la sección 3.3.  
 
 
3.2 Ecuaciones Parabólicas. 
 

La transformación de las ecuaciones a la forma parabólica para la aplicación del 
método del falso estado transitorio se puede realizar para cada una de las ecuaciones 
gobernantes y en cada región mediante la adición artificial del tiempo, esto incluye la 
incorporación de  un parámetro que ayuda a la estabilidad, así por ejemplo, para el modelo que 
considera la corrección de Brinkman a la ecuación de Darcy se puede expresar el sistema de 
ecuaciones de la siguiente manera: 
 
Región fluida η  
 
• Cantidad de movimiento: Vorticidad-vector potencial 
 
 Vector potencial 

 
( )

1
t η η

η
α

2∂
= +∇

∂Ψ

Ψ
ζ Ψ  (3.1) 
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 Vector vorticidad  

 
( ) ( ) ( ) ( ) (1 Ra Pr

Pr Ra Pr
t L

φ )eη η η θ η
ζ η

ηθ φ
α

2 ⎛ ⎞∂
+ ∇ + −⎜ ⎟∂ ⎝ ⎠

v iζ
= −∇× ζ × ζ ∇× ∇× i  (3.2) 

 
• Energía 
 

 
( ) (1

t )η η η
θ η

θ θ θ
α

∂
−

∂
v2= ∇ ∇ ⋅  (3.3) 

• Masa 
 

 
( )

1 1
t Le η η

φ η

η
φ φ φ

α
2∂

= ∇ −
∂

v ⋅∇  (3.4) 

 
Región porosa ω  
 
• Cantidad de movimiento: Vorticidad-vector potencial 
 
 Vector potencial 

 

 
( )

1
t ω ω

ω
α

2∂
= ∇

∂Ψ

Ψ
ζ + Ψ  (3.5) 

 
 Vector vorticidad 
 

 
( ) ( )1 Pr

t ω ω ω
ζ ω

α
2∂

+ ∇
∂

vζ
= −∇× ζ × ζ  

 ( ) ( ) ( )
Ra Pr PrRa Pr

Le Da
φ

θ ω ωθ φ
⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝ ⎠
i i ω∇× ∇× ζ  (3.6) 

 
• Energía 
 

 
( ) (1 K

t
)ω ω ω

θ ω
ω

θ θ θ
α

∂
=

∂
v2∇ −∇ ⋅  (3.7) 

 
• Masa 
 

 
( )

1 1
t Le ω ω

φ ω

ω
φ φ φ

α
2∂

= ∇ −
∂

v ⋅∇  (3.8) 
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 En este conjunto de ecuaciones ( )ζ η

α , ( )ηαΨ , ( )θ η
α , ( )φ η

α , ( )ζ ω
α , ( )ωαΨ , ( )θ ω

α  y 

( )φ ω
α  representan parámetros de magnitud positiva propios del método del falso estado 

transitorio, la buena elección de valores para estos parámetros contribuye a incrementar o 
disminuir la velocidad de convergencia de las ecuaciones y la estabilidad del método. Los 
valores de los parámetros que incrementan la velocidad de convergencia dependen de varios 
factores, entre los cuales se pueden mencionar: el tamaño de la red, el incremento del tiempo 
artificial, las condiciones de frontera en las paredes, el tipo de espaciamiento (constante o 
variable), entre otros. Varios autores han sugerido diferentes valores para los coeficientes, 
coincidiendo en establecer un valor relativamente pequeño para la ecuación de vorticidad en 
comparación con los coeficientes de las ecuaciones restantes, en la Tabla 3.1 se muestran los 
valores utilizados por Leonardi (1984) para una cavidad fluida y por Singh y col. (1993) para 
un sistema fluido-medio poroso. Cabe hacer la aclaración que estos valores se establecieron al 
utilizar un modelo que considera la corrección de Brinkman como ecuación de transferencia 
de cantidad de movimiento en la región porosa.  
 
 

Autor Ecuación Fluido Medio poroso 
Leonardi Vorticidad 0.05 … 

1984 Energía 1 … 
Singh y col. Vorticidad 0.1 2.5 

1993 Energía 5 5 
 

Tabla 3.1 Coeficientes utilizados para el método  del falso estado transitorio 
 
 De acuerdo a la revisión bibliográfica realizada no existe una dependencia específica 
para establecer los valores de dichas constantes. Por otra parte, dentro de los objetivos del 
presente trabajo no se tiene contemplada la optimización del método numérico, por lo que  los 
valores de los parámetros anteriores se  establecerán tomando las recomendaciones de Singh y 
col. (1993), y en algunas pruebas se utilizará el conjunto de valores que garanticen la 
estabilidad y convergencia del método (Valencia, 1993). 
 
 
3.3 Diferencias finitas. 
 
 El sistema considerado para las pruebas numéricas se encuentra en coordenadas 
cartesianas y con una interregión plana y horizontal, razones por las cuales se eligió la 
discretización de las ecuaciones mediante diferencias finitas. En la discretización se tiene 
cuidado de utilizar incrementos variables para considerar los cambios bruscos que ocurren en 
las fronteras o en la interregión. 
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Para la generación de los espaciamientos variables se optó por la aproximación a la 

distribución normal mediante el polinomio de Newton (Brockwell y Davis, 2002), utilizando 
la siguiente expresión para el espaciamiento k+1: 
 

1
n k k

k

n
a b

k
−

+

⎛ ⎞
∆ = ⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

 
Donde a = b = 0.5 y n es el número de espaciamientos 

 
La forma simétrica para el eje X se muestra en la Figura 3.1 a).  Los espaciamientos se 

incluyen en un  archivo de datos para ser leídos por el programa computacional, de tal forma 
que pueden asignar arbitrariamente con alguna distribución específica. 
 

El espaciamiento en la dirección X, por ser la dirección que considera la interregión, 
está compuesta por dos distribuciones, una por cada región (ver Figura 2.1 ),  los detalles de la 
discretización con espaciamiento variable se puede consultar en el Apéndice D, dicha 
variación de los incrementos en  la malla computacional  se puede observar en la Figura 3.1 
b). 
 
 A continuación se mostrará la forma en que se llevó a cabo la discretización de las 
ecuaciones y la secuencia utilizada en el método de integración implícita de dirección 
alternada (ADI). 
 
 

3.3.1 Discretización de la ecuación de energía. 
 
 Con la adimensionalización de la temperatura especificada por las ecuaciones (3.3) y 
(3.7) se obtienen las ecuaciones de energía para cada región. Cualquiera de estas ecuaciones 
puede ser representada mediante la siguiente ecuación: 
 

 
( ) (1 F

t
)λ λ λ

θ λ

θ θ θ
α

∂
=

∂
G 2∇ − ∇ ⋅ v  (3.9) 

 
Donde los coeficientes del Laplaciano y Divergencia G  y  adquieren los siguientes 

valores para cada una de las regiones 
F

 
 Fluido Medio poroso 

iG  1 Kω  
F  1 1 

Tabla 3.2 Coeficientes utilizados en la ecuación de energía. 
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Figura 3.1.- Asignación del espaciamiento variable y celda computacional para el sistema 

tridimensional. 
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Desarrollando el Laplaciano y la Divergencia se obtiene: 

 

 
( )

( ) ( ) ( ) 2 2

2 2

1
X Y Z

u v w
F G G

t X Y Z X Y
λ λ λ λ λ λ

2

2G
Z

λ λ λ

θ λ

θ θ θ λθ θ θ
α

⎡ ⎤∂ ∂ ∂∂ ∂
+ + + = + +⎢ ⎥∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎣ ⎦

θ∂ ∂
∂

 (3.10) 

 
 Utilizando diferenciación en el tiempo artificial para discretizar el término de 
acumulación se tiene la siguiente expresión: 
 

 ( ) ( )
11 k k

t t
λ λλ

θ θλ λ

θ θθ
α α

+∂
∂ ∆

−
=  (3.11) 

 
 Definiendo la variable de iteración como la razón del incremento de la temperatura 
sobre el incremento del tiempo mediante 
 

 
1k k

W
t

λ λ
θ

θ θ+

=
∆

−
 (3.12) 

 
 O bien en términos de la temperatura adimensional en la iteración  1k +
 
 1k W t k

λ λθθ θ+ = ∆ +  (3.13) 
 

Donde el superíndice 1k +  indica la iteración en el tiempo actual, por lo que la 
ecuación (3.13) se puede expresar simplemente como: 
 
 kW t

λ λθθ θ= ∆ +  (3.14) 
 
 Sustituyendo (3.11) y (3.12) en (3.10), se obtiene: 
 

 
( )

( ) ( ) ( ) 2 2

2 2X Y Z

u v wW F G G
2

2G
X Y Z X Y
λ λ λ λ λ λ

Z
θ λ λ

θ λ

θ θ θ λθ θ
α

⎡ ⎤∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ + + = + +⎢ ⎥∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎣ ⎦

θ  (3.15) 

 
 Agrupando en términos de la variación en cada una de las direcciones  
 

 
( )

( ) ( ) ( )2 2

2 2

      Z

0X Y

Variación en X Variación en Y Variación en

u v wW F G F G F G
X X Y Y Z Z
λ λ λ λ λ λθ λ λ

θ λ

θ θ θθ θ
α

∂ ∂ ∂∂ ∂
+ − + − + −

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

2

2Z
λθ∂ =  (3.15a) 
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Factorizando en λθ  
 

  
( )

( ) 2

2

  

X

Variación en X

uW F G
X X
λθ

λ
θ λ

θ
α

⎡ ⎤∂ ∂
+ −⎢ ⎥∂ ∂⎣ ⎦

 

 
( ) 2

2

  

Y

Variación en Y

v
F G

Y Y
λ

λθ
⎡ ⎤∂ ∂

+ −⎢ ⎥∂ ∂⎣ ⎦
 

  
( ) 2

2

  Z

0Z

Variación en

w
F G

Z Z
λ

λθ
⎡ ⎤∂ ∂

+ −⎢ ∂ ∂⎣ ⎦
=⎥  (3.15b) 

 
La ecuación anterior se puede simplificar con la inclusión de operadores diferenciales 

que involucran la diferencia de términos de  segundo y primer orden, quedando la ecuación 
(3.15b) de la siguiente forma: 
 

 
( ) X Y Z

Wθ
γ γ

θ λ
γθ θ

α
= ∂ + ∂ + ∂ θ  (3.16) 

 
 Los operadores diferenciales dependientes de cada dirección quedan definidos 
mediante las siguientes expresiones:  
 

 2X XX X
uG F

2⎛ ⎞∂ ∂
∂ = −⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

, 2Y Y
vG F

Y Y

2⎛ ⎞∂ ∂
∂ = −⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

, 2Z Z
wG F

2⎛ ⎞∂ ∂
∂ = −⎜ ∂Ζ ∂Ζ⎝ ⎠

⎟  (3.17) 

 
 Sustituyendo 

λ
θ  en términos del valor de la iteración anterior especificado por la 

ecuación (3.14), factorizando y reordenando la ecuación resultante para la transferencia de 
energía: 
 

 ( ) ( ) ( ) ( )1 k
X Y Z X Y Z

Wt θ
θ λλ

θ λ

α θ
α

⎡ ⎤− ∆ ∂ + ∂ + ∂ = ∂ + ∂ + ∂⎣ ⎦  ,λ η ω=  (3.18) 

 
 Para resolver la expresión anterior, se puede dividir en un sistema de tres ecuaciones 
cuya característica sea la dependencia de cada una de ella con una sola dirección de los ejes 
coordenados (ADI), de tal manera que con la suma de las tres ecuaciones se tenga como 
resultado la ecuación original.  Para la ecuación de energía este sistema toma la siguiente 
forma: 
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( ) (''1 k

X X Y Zt W )θ λ
θ λ

θ
α

⎡ ⎤
− ∆ ∂ = ∂ + ∂ + ∂⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦
 Implícito en X  (3.19) 

 
( )

' '1
Yt W W '

θ θ
θ λ

α

⎡ ⎤
− ∆ ∂ =⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦
 Implícito en Y  (3.20) 

 
( )

'1
Zt W Wθ θ

θ λ
α

⎡ ⎤
− ∆ ∂ =⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦
 Implícito en Z  (3.21) 

 

Para obtener los valores de las variables intermedias Wθ , Wθ
′  y Wθ

′′  se resuelven las 
ecuaciones implícitamente en la dirección correspondiente (ver Figura 3.2); de tal manera que 

para encontrar el valor de Wθ
′′  en la ecuación (3.19) se resuelve implícitamente en la dirección 

X , la forma total para la ecuación (3.19) es: 
 

 
( )

( )2 2 2

2 2

Conducción

k k k

X X Y

u WW WtG tF G G G
2

2 2

k

ZX X X Y
λ θ

Z
θ θ λ

θ λ

λ λθ θ
α

′′∂′′ ′′∂ ∂ ∂
− ∆ + ∆ = + +

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
θ∂   

 ( ) ( ) ( )

Convección

k k k k k ku v w
F

X Y Z
λ λ λ λ λ λθ θ θ⎡ ⎤

⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

∂ ∂ ∂
− + +

∂ ∂ ∂
  (3.22) 

 
Para tener la forma en diferencias finitas de la ecuación anterior se requiere de la forma 

discretizada de las derivadas utilizando espaciamiento variable, a continuación se presenta la 
discretización centrada para la primer y segunda derivada, los detalles de la discretización se 
pueden consultar en el Apéndice D o bien en trabajos previos (Leonardi, 1984 y Valencia,  
1993 ). 
 
• Derivada centrada de primer orden 
 Para ejemplificar la discretización de las derivadas se toma cualquier propiedad ( )ξ y 
su variación con respecto a la coordenada X  en la posición , la discretización de la primera 
derivada se muestra a continuación: 

i

 

 
1 2 31,i ,i ,iX i , j ,k X i , j ,k X i , j ,kC C C

X 1
ξ ξ ξ−

∂
= + +

∂
ξ +  (3.23) 
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Figura 3.2.- Secuencia de evaluación en el método ADI. 
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 Los valores de , ,  involucran los espaciamientos variables que están 
dados por: 

1,iXC
2,iXC

3,iXC

 ( )
( ) ( )1,

2
2

2
2 1 1 2

iX
X

C
X X X X

∆
= −

∆ ∆ + ∆ ∆ 2  (3.24) 

 ( ) ( )
( ) ( )2,

2 2
2 1

2
2 1 1 2

iX
X X

C
X X X X

∆ − ∆
=
∆ ∆ + ∆ ∆ 2  (3.25) 

 ( )
( ) ( )3,

2
1

2
2 1 1 2

IX
X

C
X X X X

∆
= −

∆ ∆ + ∆ ∆ 2  (3.26) 

 
 La ubicación de cada uno de los incrementos para la obtención de las constantes se 
puede observar en la Figura 3.3. Las derivadas en las direcciones restantes  tendrán  fórmulas 
equivalentes.  
 
• Derivada centrada de segundo orden 
 De forma similar, para la derivada de segundo orden se tiene la siguiente expresión 
 

 
4 5 6

2

12 ,i ,i ,iX i X i X iC C C
X
ξ

1ξ ξ ξ− +
∂

= + +
∂

 (3.27) 

 
 Donde las constantes de los incrementos variables son: 
 

 
( )4,

1 1 2

2
iXC

X X X
=
∆ ∆ + ∆

 (3.28) 

 
5,

1 2

2
iXC

X X
= −

∆ ∆
  (3.29) 

 
( )6,

2 1 2

2
iXC

X X X
= −

∆ ∆ + ∆
 (3.30) 

 
 Sustituyendo las ecuaciones (3.23)-(3.27) se obtiene como resultado el siguiente 
sistema tridiagonal para el lecho fluido, en las ecuaciones no se consideran las fronteras ni la  
interregión, el cálculo para la actualización de estos valores se determinan por separado. 
 
  i = 2,.., NXI-1; NXI+1,…,NX-1 (3.31) '' '' ''

1 1i, j,k i, j,k i, j,ki i iA W BW C W Dθ θ θ− ++ + = i
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Figura 3.3.- Incrementos variables para la discretización de las ecuaciones. 
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Donde: 

 
  (3.32) ( 4, 1, 1, ,i ii X X X iA t G C FC u −= −∆ − )j k

 
( ) ( 5, 2, , ,

1
i ii X X XB t G C FC

θ λ
α

= −∆ − )i j ku

)j k

 (3.33) 

  (3.34) ( 6, 3, 1, ,i ii X X X iC t G C FC u += −∆ −

 ( )4, 5, 6 ,

2

2

1, , , , 1, ,i i i

k

X

k k k
i X X i j k X i j k X i j k

G
X

D G C C C

λθ

θ θ θ− +

∂
∂

= + +  

 ( )
( )

1, 2, 3,1, , 1, , , , , , 1, , 1, ,i i i

k k

k k k k k k
X i j k i j k X i j k i j k X i j k i j k

u
F

X

F C u C u C u

λ λθ

θ θ− − + +

∂

∂

− + + θ  

 ( )4, 5, 6 ,

2

2

, 1, , , , 1,j j j

k

Y

k k k
Y Y i j k Y i j k Y i j k

G
Y

G C C C

λθ

θ θ θ− +

∂
∂

+ + +  

 ( )
( )

1, 2, 3,, 1, , 1, , , , , , 1, , 1,j j j

k k

k k k k k k
Y i j k i j k Y i j k i j k Y i j k i j k

v
F

Y

F C v C v C v

λ λθ

θ θ− − + +

∂

∂

− + + θ  

 ( )4, 5, 6 ,

2

2

, , 1 , , , , 1k k k

k

Z

k k k
Z Z i j k Z i j k Z i j k

G
Z

G C C C

λθ

θ θ θ− +

∂
∂

+ + +  

 ( )
( )

1, 2, 3,, , 1 , , 1 , , , , , , 1 , , 1k k k

k k

k k k k k k
Z i j k i j k Z i j k i j k Z i j k i j k

w
F

Z

F C w C w C w

λ λθ

θ θ− − + +

∂

∂

− + + θ

8

 (3.35) 

 
La expansión de la ecuación (3.31) forma una matriz tridiagonal: 
 

 

" "
2 2 2 2 2 1

"
3 3 3 3 3

"
4 4 4 4 4

"
3 3 3 3

"
2 2 2 2

"
1 1 1

0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

NXI NXI NXI NXI

NXI NXI NXI NXI

NXI NXI NXI

B C W D A W
A B C W D

A B C W D

A B C W
A B C W

A B W

− − − −

− − − −

− − −

−

=

⎡ ⎤⎡ ⎤
⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

3

2
"

1 1

NXI

NXI

NXI NXI

D
D

D C W

−

−

− −−

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

 (3.36) 
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El sistema tridiagonal se resuelve utilizando el algoritmo de Thomas (Ames, 1992;  
Dagtekin y Oztop, 2001; Provitsky y Morris, 2000) para obtener  el valor de W , con este se 
puede calcular W  (implícito en Y ) aplicando el mismo procedimiento de discretización y 
solución tridiagonal anterior, ver (Figura 3.2), el sistema en esta dirección está dado por el 
siguiente conjunto de ecuaciones: 

′′
′

 
  j = 2,..,NY-1 (3.37) 

1

' ' '
i, j ,k i, j,k i, j kj j jA W B W C W Dθ θ θ−

+ + =
1, j+

)k

)i j k

)k

Con 
  (3.38) ( 4, 1, , 1,j jj Y Y Y i jA t G C FC u −= −∆ −

  (3.39) ( 5, 2, , ,1
j jj Y Y YB t G C FC u= −∆ −

  (3.40) ( 6, 3, , 1,j jj Y Y Y i jC t G C FC u += −∆ −

 "
jD W=  (3.41) 

Finalmente con el valor de  se calcula W , que es la variable que involucra la 
temperatura adimensional en la iteración actual, el sistema resultante de la discretización en 
diferencias finitas  es el siguiente: 

'W

 
  k = 2,..,NZ-1 (3.42) 

1i, j,k i, j,k i, j,kk k kA W B W C W Dθ θ θ−
+ + =

1 k+

)k

)i j k

)k

Con 
  (3.43) ( 4, 1, , , 1k kk Z Z Z i jA t G C FC u −= −∆ −

  (3.44) ( 5, 2, , ,1
j kk Z Z ZB t G C FC u= −∆ −

  (3.45) ( 6, 3, , , 1k kk Z Z Z i jC t G C FC u += −∆ −

  (3.46) '
kD W=

 
 Con el vector W  se evalúa la ecuación (3.14) para obtener los nuevos valores de la 
temperatura adimensional. El proceso iterativo se aplica en forma semejante para cada una de 
las direcciones de la región porosa. 
 
Vector potencial 
 
 A diferencia de la variable temperatura, para el caso de una variable vectorial se tiene 
que desarrollar el método ADI para cada una de las componentes del vector. Para ejemplificar 
lo anterior se mostrará el procedimiento para la componente “n” del vector potencial, 
expresando las ecuaciones (3.1) y (3.5) mediante: 
 

 
( ) ,2 2 2

1 n, n, n,
nt X Y

γ γ γ γ
γ

η
α

2 2 2

Ψ

∂ ∂ ∂ ∂
+ + −

∂ ∂ ∂ ∂Ζ
ν,Ψ Ψ Ψ Ψ

= ζ  n X ,Y ,Z=  ; ,γ η ω=  (3.47) 
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 Realizando un procedimiento similar al presentado para la ecuación de energía, se 
tiene la ecuación para el vector potencial en términos de la variable W : Ψ

 
 

n, n,

kW t
γ γΨ= ∆ +Ψ Ψ  (3.48) 

 
 Sustituyendo  (3.48) en  (3.47) se obtiene: 
 

 
( )

1

,2 2 2

k k
n, n, n,

nt X Y
γ γ γ γ γ

γ
η

α

+ 2 2 2

Ψ

− ∂ ∂ ∂
= + + −

∆ ∂ ∂ ∂Ζ
ν, ν,Ψ Ψ Ψ Ψ Ψ

ζ  (3.49) 

 
 o bien en términos de operadores diferenciales de segundo orden 
 

 
( ) ( )2 2 2

,X Y Z n, n
W t γ γ

η
αΨ

= ∆ ∂ + ∂ + ∂ −Ψ Ψ ζ  (3.50) 

 
 En la ecuación anterior, los operadores diferenciales  quedan definidos por términos de 
segundo orden, a diferencia de la ecuación de temperatura en la cual  se incluía una diferencia 
de términos de primer y segundo orden: 
 

 2
2XX

2∂
∂ =

∂
 2

2Y Y

2∂
∂ =

∂
 2

2Z

2∂
∂ =

∂Ζ
 (3.51) 

 
Ahora, sustituyendo (3.48) en (3.50) se obtiene: 

 

 
( ) ( ) ( )2 2 2 2 2 2

,
k

X Y Z X Y Z n n
W t W ,γ γ

η
αΨ

= ∆ ∂ + ∂ + ∂ + ∂ + ∂ + ∂ Ψ −Ψ
Ψ ζ  (3.52) 

 
 Factorizando y reordenando la ecuación anterior, se tiene: 
 

 ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2 2 2
,1 k

X Y Z X Y Z n n
Wt ,γ γη

η

α
αΨ

Ψ

⎡ ⎤− ∆ ∂ + ∂ + ∂ = ∂ + ∂ + ∂ Ψ −⎣ ⎦
Ψ ζ  (3.53) 

 La descomposición para la integración implícita en cada una de las direcciones es la 
siguiente: 
 

 
( ) ( )2 ' 2 2 2

, ,
1 k

X X Y Z nt W nγ γ
η

αΨ

⎡ ⎤
⎢ ⎥− ∆ ∂ = ∂ + ∂ + ∂ Ψ −
⎢ ⎥⎣ ⎦

Ψ ζ   Implícito en X  (3.54) 
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( )

2 '1
Yt W W

η
αΨ

⎡ ⎤
⎢ ⎥− ∆ ∂ =
⎢ ⎥⎣ ⎦

Ψ
''
Ψ  Implícito en Y  (3.55) 

 
( )

21
Zt W W

η
αΨ

⎡ ⎤
⎢ ⎥−∆ ∂ =
⎢ ⎥⎣ ⎦

Ψ
'
Ψ  Implícito en Z  (3.56) 

 
 Como cada una de las ecuaciones (3.54), (3.55) y (3.56) dependen de una dirección, se 
pueden resolver implícitamente en la dirección del eje correspondiente (Samarskii y 
Andreyev, 1963), haciendo notar que cuando se alcanza el estado estacionario (artificial) la 
suma de las tres ecuaciones tiene como resultado la ecuación (3.47). La discretización y 
solución de la ecuación  (3.48) (implícito en X ) es: 
 

 
( )

'' ''

,2 2 2 2
X X n, n, n,

n

W W
t

X X Y
γ γ γ

γ
η

α

2 2 2 2

Ψ

⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂
−∆ = + + −⎜⎜∂ ∂ ∂ ∂Ζ⎝ ⎠

Ψ Ψ Ψ Ψ Ψ
⎟⎟ ζ  (3.57) 

 
 La discretización de las derivadas espaciales se realiza en diferencias centradas 
utilizando las ecuaciones (3.23)-(3.26) o sus formas similares con sus correspondientes 
constantes, obteniéndose la expresión: 
 
  

1 1

'' '' ''
i , j,k i, j,k i , j,ki i iAW BW CW D
− +

+ + =Ψ Ψ Ψ i 2,..., 1i NXI= −  (3.58) 
 
Con las siguientes expresiones para las constantes A, B, C  y D 
 
 ( )

4,ii XA tC
η

αΨ= − ∆  (3.59) 

  (3.60) ( )
5,

1
iiB tC

η
αΨ= − ∆ −X

XtC  (3.61) ( )
6,iiC

η
αΨ= − ∆

 ( ) ( ) (, , , , 5, 5, 5, 1, , 4, 1, , 6 ,i j k i j k i j k i j k i i j k ii X X X Y Z X X X XD C C C C
− +

= + + + + +ζ Ψ Ψ Ψ )C  

 ( ) ( ) ( ) (, 1, 4, 1, 1, 6 , , , 1 4, , , 1 6,i j k j i j k j i j k k i j k kX Y X Y X Z X ZC C C
− + − +

+ + + +Ψ Ψ Ψ Ψ )C  (3.62) 

 
 El sistema tridiagonal adquiere la forma presentada en la ecuación (3.36), el cual se 
resuelve por el algoritmo de Thomas (Dagtekin y Oztop, 2001; Provitsky y Morris, 2000; 
Lapidus y Pinder, 1982), posteriormente se resuelven las ecuaciones (3.55) y (3.56) y 
finalmente se aplica la ecuación (3.48) para obtener el valor de la componente del vector 
potencial. 
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3.3.2 Ecuación de transferencia de masa 
 
La similitud que tienen las ecuaciones de energía y masa simplifica la aplicación de la 

discretización y del método de integración (ADI). 
 
Cualquiera de las ecuaciones de transferencia de masa ecuaciones (3.4) o (3.8) se 

puede representar mediante: 
 

 ( ) ( )
2 2

2 2

1
X Y ZH J J J

t X Y

2

2Z
η γ γ

γ γ
φ ω

γφ φ φ
φ

α
∂ ∂ ∂

+ ∇ = + +
∂ ∂ ∂ ∂

v⋅
φ∂

 (3.63) 

 
 Siguiendo el mismo procedimiento presentado para la ecuación de transporte de 
energía, primero se resuelve para la dirección X: 
  

 ( )
( )2 2 2

2 2

Difusión

k k k

X X Y

u WW W
tJ tH J J J

2

2 2

k

ZX X X Y
λ φφ φ

Z
λ λ

φ λ

λφ φ φ
α

′′∂′′ ′′∂ ∂ ∂ ∂
−∆ + ∆ = + +

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
  

 ( ) ( ) ( )

Convección

k k k k k ku v w
H

X Y Z
λ λ λ λ λ λφ φ φ⎡ ⎤

⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

∂ ∂ ∂
− + +

∂ ∂ ∂
 (3.64) 

 
Después de aplicar las ecuaciones (3.9)-(3.16) se obtiene el siguiente sistema 

tridiagonal 
 
 

1

'' '' ''
i , j,k i, j,k i , j,ki i iAW BW CW Dφ φ φ− 1 i+

+ + =

)j k

 (3.65) 
 

Donde:  
 
  (3.66) ( 4, 1, 1, ,i ii X X X iA t J C HC u −= −∆ −

 ( ) ( 5, 2, , ,
1

i ii X X XB t J C HC
φ λ

α
= − ∆ − )i j ku

)j k

 (3.67) 

  (3.68) ( 6, 3, 1, ,i ii X X X iC t J C HC u += −∆ −

 ( )4, 5, 6 ,

2

2

1, , , , 1, ,i i i

k

X

k k k
i X X i j k X i j k X i j k

J
X

D J C C C

λφ

φ φ φ− +

∂
∂

= + +  
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 ( )
( )

1, 2, 3,1, , 1, , , , , , 1, , 1, ,i i i

k k

k k k k k k
X i j k i j k X i j k i j k X i j k i j k

u
H

X

H C u C u C u

λ λφ

φ φ− − + +

∂

∂

− + + φ  

 ( )4, 5, 6,

2

2

, 1, , , , 1,j j j

k

Y

k k k
Y Y i j k Y i j k Y i j k

J
Y

J C C C

λφ

φ φ φ− +

∂
∂

+ + +  

 ( )
( )

1, 2, 3,, 1, , 1, , , , , , 1, , 1,j j j

k k

k k k k k k
Y i j k i j k Y i j k i j k Y i j k i j k

v
H

Y

H C v C v C v

λ λφ

φ φ− − + +

∂

∂

− + + φ  

 ( )4, 5, 6,

2

2

, , 1 , , , , 1k k k

k

Z

k k k
Z Z i j k Z i j k Z i j k

J
Z

J C C C

λφ

φ φ φ− +

∂
∂

+ + +  

 ( )
( )

1, 2, 3,, , 1 , , 1 , , , , , , 1 , , 1k k k

k k

k k k k k k
Z i j k i j k Z i j k i j k Z i j k i j k

w
H

Z

H C w C w C w

λ λφ

φ φ− − + +

∂

∂

− + + φ  (3.69) 

 
Ecuación vector vorticidad 
 Para la discretización del vector vorticidad se realiza un procedimiento similar al 
utilizado por el vector potencial, de tal manera que para la componente λ se tiene:  
 

 ( ) ( )1 k kW Wt Pr Pr
t X

k
λ λ λ

ζ η
α

2∂ ∂′′ ′′
+ ∇

∂ ∂
v− ∆ = −∇ × ζ × ζ  

 ( ) ( ) ( )k kRa Pr
Ra Pr

Le
φ

θ λ λθ φ
⎛ ⎞

− − ⎜ ⎟⎝ ⎠
i∇ × ∇ × i

1 i+

X

 (3.70) 

 
 Con la adimensionalización del vector vorticidad se tiene el siguiente sistema de 
ecuaciones: 
  (3.71) 

1

'' '' ''
i , j,k i, j,k i , j,ki i iAW BW CW Dζ ζ ζ−

+ + =

4,iiA tPrC= −∆  (3.72) 

( )5,

1
ii XB tPrC

ζ λ
α

= −∆ −  (3.73) 

6,iiC tPrC= −∆ X  (3.74) 
 

( )
, 1, 1, , , 2 , , 1, 3,, 1, , , , 1,i j k j i j k j i j k j

X

i X Y i j k X Y i j k X Y i j k

d v
dY

D C v C v C v
ζ

ζ ζ ζ
− +− += − − −  
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( )
, 1, 1, , , 2 , , 1, 3,, 1, , , , 1,i j k j i j k j i j k j

Y

Y Y i j k Y Y i j k X Y i j

d u
dY

C u C u C u
ζ

kζ ζ ζ
− +− ++ + +  

 

( )
, , 1 1, , , 2 , , , 1 3,, , 1 , , , , 1i j k k i j k k i j k k

X

X Z i j k Y Z i j k X Z i j k

d w
dZ

C w C w C w
ζ

ζ ζ ζ
− +− +− − −  

 

( )
, , 1 1, , , 2 , , , 1 3,, , 1 , , , , 1i j k k i j k k i j k k

X

Z Z i j k Z Z i j k Z Z i j k

d w
dZ

C u C u C u
ζ

ζ ζ ζ
− +− ++ + +  

 ( )
( )

1, , 4, , , 5, 1, , 6,

2

2

i j k i i j k i i j k i

X

X X X X X X

d
Pr

dX

Pr C C C

ζ

ζ ζ ζ
− +

+ + +  

 ( )
( )

, 1, 4, , , 5, , 1, 6

2

2

i j k j i j k j i j k i

X

X Y X Y X Y

d
Pr

dY

Pr C C C

ζ

ζ ζ ζ
− +

+ + +
,

 

 ( )
( )

, , 1 4, , , 5, , , 1 6

2

2

i j k k i j k k i j k k

X

X Z X Z X Z

d
Pr

dZ

Pr C C C

ζ

ζ ζ ζ
− +

+ + +
,

 

 ( ) ( )
( ) ( )

1, 2, , 1, 3,

2

2

, 1, , ,j j i j k

Y

i j k Z i j k Z Z

d
Ra Pr

dZ

Ra Pr C C C

θ

θ

θ

θ θ θ
+−− − −

j
 

 ( ) ( )
( ) ( )

1, 2, , , 1 3,

2

2

, , 1 , ,j j i j k

Z

i j k Y i j k Y Y

d
Ra Pr

dY

Ra Pr C C C

θ

θ

θ

θ θ θ
+−+ − −

j
 

 ( )
( )

1, 2, , 1, 3,

2

2

, 1, , ,j j i j k j

Y

i j k Z i j k Z Z

Ra Pr d
Le dZ

Ra Pr
C C C

Le
φ

φ

φ

φ φ φ
+−

⎛ ⎞
⎜ ⎟⎝ ⎠

⎛ ⎞
− − −⎜ ⎟⎝ ⎠

 

 ( )
( )

1, 2, , , 1 3,

2

2

, , 1 , ,j j i j k j

Z

i j k Y i j k Y Y

Ra Pr d
Le dY

Ra Pr
C C C

Le
φ

φ

φ

φ φ φ
+−

⎛ ⎞
⎜ ⎟⎝ ⎠

⎛ ⎞
+ − −⎜ ⎟⎝ ⎠

 (3.75) 

 
 El procedimiento de integración para las diferentes direcciones se realiza como en las 
ecuaciones anteriores. 
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3.4 Condiciones de frontera e interregionales. 
 
 Las condiciones de frontera e interregionales (ver Figura 3.4) se establecen para las 
variables temperatura, masa, vector potencial y vector vorticidad, para estas últimas las 
condiciones de frontera quedan determinadas por las condiciones de no-deslizamiento y no 
penetración del vector velocidad planteadas en el Capítulo 2. En la presente sección se 
plantean las condiciones de frontera e interregionales en términos de diferencias finitas. 
 
• Vector potencial  
 Para el vector potencial se debe de cumplir la condición de no penetración en las 
paredes,  expresada mediante: 
 

 
( )

0i n

n
∂ Ψ

=
∂

 i ,γ β=  (3.76) 

 
 Para ser congruentes con el desarrollo que se realizó para el potencial, se ejemplificará 
el planteamiento de las condiciones frontera para X ,βΨ . El desarrollo es idéntico al presentado 
para obtener las ecuaciones generales para el vector vorticidad obteniéndose una matriz 
tridiagonal cambiando el término independiente .  iD
 
Para  1j =

  ( )1 1 5 5 5 1 1 4 1i , ,k i , ,k i j k i , ,k i i , j ,k ii X X X Y Z X X X XD C C C Cζ
− +

= +Ψ + + +Ψ +Ψ
6

C

C

0

6
C

C

  (3.77) 
0 4 2 6 1 4 1 6i , ,k i i , ,k j i , j ,k k i , j ,k iX Y X Y X Z X ZC C C

− +
+Ψ +Ψ +Ψ +Ψ

 
 De la ecuación (3.77), utilizando discretización hacia adelante se obtiene: 

. Sustituyendo esta expresión se obtiene: 1 1i , ,k , ,kΨ = Ψ

 
  ( )1 1 5 5 5 1 1 4 1 1i , ,k i , ,k i L k i , ,k i X , ,k ii X X X Y Z X X X XD C C C Cζ

− +
= + Ψ + + +Ψ +Ψ

  (3.78) 
2 6 1 4 1 6

2
i , ,k L i , j ,k k i , j ,k kX Y X Z X ZC C

− +
+ Ψ +Ψ +Ψ

 
Donde: 

 6

6 2
j

L

Y
Y

C
C =   (3.79) 

 
5 5 5L L jY YC C CY= +  (3.80) 

 
 Este mismo desarrollo se realiza para j NY= , en las direcciones restantes y para cada 
una de las regiones. 
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Figura 3.4.- Secuencia para la evaluación de las condiciones frontera e interregional. 
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• Condiciones de frontera para la ecuación de energía 
 
 La forma discretizada de las condiciones frontera (2.9a)-(2.9c) son: 
 
Dirichlet 
 ,n n aλ κθ = =  0 1a≤ ≤ , ,λ ω η= , 1, , ,n XN YN ZNκ =  (3.81) 

Newman: 

 
n n

a
n
λ

κ

θ

=

∂
=

∂
 0 1a≤ ≤ , ,λ ω η= , 1, , ,n XN YN ZNκ =  (3.82) 

Cauchy: 

 ,n n
n n

b c
n
λ

λ κ
κ

θ θ =
=

∂
= +

∂
 0 , 1b c≤ ≤ , ,λ ω η= , 1, , ,n XN YN ZNκ =  (3.83) 

 
 La forma adimensional para las condiciones tipo Dirichlet, ecuación (3.81)  está dada 
por: 
 
 1 2θ θ=  Discretización hacia adelante (3.84) 
 1L Lθ θ −=  Discretización hacia atrás  (3.84 a) 
 
Newman 
 En las condiciones tipo Newman se aplican diferencias finitas hacia adelante o hacia 
atrás dependiendo de la posición en que se encuentre como se muestra en la Figura 3.3. Para 
las fronteras ubicadas en  , se utilizan diferencias hacia delante 1nκ =
 
Discretización hacia delante: 
 

 
1 2 31 2

1
n i n i n i

i

CF CF CF a
n
λθ θ θ θ+ +

=

∂
= + +

∂
=  (3.85) 

 
 Donde: 

 
( )1

1

1 1

2i i
n

i i i

n nCF
n n n

+

+ +

∆ + ∆
= −

∆ ∆ + ∆
 (3.85 a) 

 
2

1

1

i i
n

i i

n nCF
n n

+

+

∆ + ∆
=

∆ ∆
 (3.85 b) 

 
( )3

1

1

i
n

i i i

nCF
n n n

+

+

∆
= −

∆ ∆ + ∆
 (3.85 c) 
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Discretización hacia atrás: 
 

 
1 2 31 2

i
n i n i n i

i N

CB CB CB a
n
θ θ θ θ− −

=

∂
= + +

∂
=  (3.86) 

 Donde: 

 
( )1

2 1

1 2

2i i
n

i i i

n nCB
n n n

− −

− − −

∆ + ∆
=
∆ ∆ + ∆ 1

 (3.86 a) 

 
2

2

2 1

i
n

i i

n nCB
n n
−

− −

∆ + ∆
= −

∆ ∆
1i−  (3.86 b) 

 
( )3

1

2 2

i
n

i i i

nCB
n n n

−

− − −1

∆
=
∆ ∆ + ∆

 (3.86 c) 

 
 

De igual manera para las condiciones tipo Cauchy, su forma depende del tipo de 
discretización, para las fronteras ubicadas en 1i = , se utilizan diferencias hacia delante, 
mientras que para  diferencias hacia atrás (ver Figura 3.3) i N=

 
Discretización hacia delante: 
 

 
1 2 31 2

1
n i n i n i i

i

CF CF CF b c
n
λθ θ θ θ θ+ +

=

∂
= + + =

∂
+  (3.87) 

 
 Donde el valor de las constantes se especifican en las ecuaciones (3.85 a) – (3.85 b) 
 
Discretización hacia atrás: 
 

 
1 2 31 2

i
n i n i n i i

i N

CB CB CB b c
n
θ θ θ θ θ− −

=

∂
= + + =

∂
+  (3.88) 

 
 Donde el valor de las constantes se especifican en las ecuaciones (3.86 a) – (3.86 b) 
 
 La ecuación de energía también debe satisfacer igualdad de campo y de flux en la 
interregión, las cuales quedan especificadas por las ecuaciones (2.10a) y (2.10b), y en forma 
adimensional son: 
 η ωθ θ=  en sX X=  (3.89) 

 XX

k
K

k X X
η η ω

ω

θ θ∂ ∂
= −

∂ ∂
 en sX X=  (3.90) 
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 La discretización en las derivadas de la ecuación anterior dependerán de la fase en la 
que se evalúa, aplicando discretización hacia atrás para la región fluida y discretización hacia 
delante en la región porosa:  
 
 Aplicando las condiciones interregionales junto con la discretizaciones de las 
derivadas: se obtiene: 
 

 
1 2 3 1 21 2 1n NXI n NXI n NXI n NXI n NXI NXI

k
CB CB CB CF CF CF

k
η

ω

θ θ θ θ θ 2− − ++ + = + + +  (3.91) 

 
• Condición de frontera para el vector vorticidad 
 
 La discretización para las condiciones frontera de la vorticidad se realizó utilizando 
una aproximación propuesta por Woods (1954). Para ejemplificar esta discretización se toma 
como ejemplo  la dirección X  en la pared. 

 0nζ = , 1

1

2

2
t

t n
ζ

∂ Ψ
= −

∂
,  2

2

2

2
t

t n
ζ

∂ Ψ
= −

∂
 (3.92) 

 
De acuerdo con la definición de vorticidad la componente X es: 

 

 
2 2 2

2 2
X X X

X 2X Y Z
ζ ∂ Ψ ∂ Ψ ∂ Ψ
− = + +

∂ ∂ ∂
 (3.93) 

 
Donde  

 
2 2 2

2 2 2
X X X

XZ X Y
ζ∂ Ψ ∂ Ψ ∂ Ψ

= − − −
∂ ∂ ∂

 (3.94) 

 
 Para obtener el valor de la componente correspondiente del vector potencial se realiza 
una expansión en series de Taylor 
 

 
2 1

2 2 3 3
41 1

1 12 3
1 1 12 6

X X X
X X

Z ZZ O Z
Z Z Z

⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂Ψ ∆ ∂ Ψ ∆ ∂ Ψ⎛ ⎞ ⎡ ⎤Ψ = Ψ ∆ + + + ∆⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎣⎝ ⎠∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎦  (3.95) 

 
 Sustituyendo la segunda derivada (3.94) en (3.95) y despejando para ζ  se obtiene: 
 

 ( )1 1 2

3
1

2 3
11 1 1

2 2
3

X X
X X X

Z
Z Z Z

ζ
⎛ ⎞∂Ψ ∆ ∂ Ψ⎛ ⎞= Ψ −Ψ + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠∆ ∆ ∂ ⎝ ⎠Z∂

 

 
2 2

2
12 2

1 1

X X O Z
X Y

⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ Ψ ∂ Ψ ⎡ ⎤− − + ∆⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎣∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎦  (3.96) 
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 De la relación entre velocidad y vector potencial se pueden obtener las condiciones de 
no-desplazamiento de la pared en Y=0 
 

 0Z Yu
Y Z

∂Ψ ∂Ψ
= − =

∂ ∂
 (3.97) 

 X Xv
Z Y

∂Ψ ∂Ψ
= −

∂ ∂
 (3.98) 

 0Y Xw
X Y

∂Ψ ∂Ψ
= − =

∂ ∂
 (3.99) 

 
 Derivando con respecto a la dirección  Z  la ecuación (3.94) se obtiene: 
 

 
3 3 3

3 3 3
X X X X

Z X Y Z
ζ∂ Ψ ∂ Ψ ∂ Ψ ∂

= − − −
∂ ∂ ∂ ∂

 (3.100) 

 

 Sustituyendo los valores de X

Z
∂Ψ
∂

 y 
3

3
X

Z
∂ Ψ
∂

 de las ecuaciones (3.98) y (3.99) 

respectivamente, en la ecuación (3.96) se obtiene: 
 

 ( )1 1 2

3
1

2 3
11 1 1

2 2
3

X X
X X X

Z
Z Z Z

ζ
⎛ ⎞∂Ψ ∆ ∂ Ψ⎛ ⎞= Ψ −Ψ + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠∆ ∆ ∂ ⎝ ⎠Z∂

 

 
2 2

2
12 2

1 1

X X O Z
X Y

⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ Ψ ∂ Ψ ⎡ ⎤− − + ∆⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎣∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎦  (3.101) 

 
 Las dos últimas derivadas de la ecuación (3.101) se eliminan de acuerdo a  
 

 
2

2 0n

n
⎛ ⎞∂ Ψ

=⎜ ⎟∂⎝ ⎠
 , ,n X Y Z=  (3.102) 

 
2

2 0X

Y
⎛ ⎞∂ Ψ

=⎜ ⎟∂⎝ ⎠
 Por no desplazamiento (3.103) 

 
 Despreciando las derivadas de orden superior a 2, la ecuación adquiere la siguiente 
forma 

 ( )1 1 2

21
12 1

11 1

2 2
3

Z X
X X X

Zv O
Z Z X Z

ζζ ∂Ψ ∆ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎡ ⎤= Ψ − Ψ + + + + ∆⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎣ ⎦⎝ ⎠ ⎝ ⎠∆ ∆ ∂ ∂
Z  (3.104) 

 

Ahora, sustituyendo la definición de derivada hacia adelante en la pared: 2 1

1 1

X XX

Z Z
ζ ζζ −∂⎛ ⎞ =⎜ ⎟⎝ ⎠∂ ∆

 

y eliminando el término  del potencial en la pared se obtiene: 
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 ( ) 2

1 22
11 1

3 3
2
XZ

X X v
Z Z X

ζ
ζ ∂Ψ⎛ ⎞= − Ψ + + −⎜ ⎟⎝ ⎠∆ ∆ ∂

 (3.105) 

 
 El resumen de la secuencia de evaluación de las ecuaciones y condiciones de frontera 
se muestra en la Figura 3.5 
 
 
3.5 ESTABILIDAD Y CONVERGENCIA 
 
 En la deducción y solución de las ecuaciones se generaron diferentes tipos de 
parámetros, entre ellos los relacionados con el método del falso estado transitorio, factores de 
relajación  en el esquema numérico, entre los más importantes y aunque se ha demostrado que 
el método del falso estado transitorio es  estable para la solución del sistemas de ecuaciones, 
los valores del incremento del tiempo tienen gran influencia en la velocidad de convergencia. 
Por ejemplo Leonardi (1984) sugiere para un sistema en dos dimensiones con una sola región 
un valor del incremento expresado mediante ( 2

0.8 min ,t X )Y∆ ≤ ⎡ ∆ ∆ ⎤⎣ ⎦ , cuando los valores de 
1ζ θα α= = .  

 
Para sistemas de ecuaciones acopladas el valor del incremento del tiempo así como los 

valores de las constantes del método del falso estado transitorio quedan relacionadas entre sí, y 
los valores reportados proveen de estabilidad pero no de rapidez de convergencia. En lo que 
respecta a los parámetros de relajación para las ecuaciones de vorticidad, potencial y 
temperatura se cuentan también con algunos valores reportados. Sin embargo, al utilizar dos 
regiones los valores de los parámetros cambian ya que las constantes están fuertemente 
relacionadas, por lo que es muy conveniente determinar la combinación de los valores de estas 
constantes con el fin de incrementar la velocidad en la convergencia. Las pruebas que 
muestran la dependencia de estos parámetros se reportaron anteriormente  (Valencia, 1993).  
 
 En cuanto a la convergencia se dice que se alcanza en el momento en que se satisface 
un determinado criterio, entonces en el método del falso estado transitorio se tiene el estado 
estable cuando el siguiente criterio de convergencia para cualquier variable satisface la 
siguiente expresión: 

 1

1 1 1

1 X Y Zi M j M k M
n n
ijk ijk

i j kX Y Z

error
M M M ϕϕ ϕ

= = =
+

= = =

∆ − ∆ ≤∑ ∑ ∑  (3.106) 
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Figuras 3.5.- Secuencia de evaluación de las ecuaciones. 
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No obstante, en algunos casos se utiliza el criterio de convergencia basado en el error 

relativo tomando en cuenta el efecto de la variable con respecto al tiempo artificial (Mallinson 
y de Vahl Davis, 1973): 
 

 

1

1 1 1

max

1 X Y Z n ni M j M k M
ijk ijk

i j kX Y Z
n
ijk

M M M t
errorϕ

ϕ ϕ

ϕ

+= = =

= = =

∆ − ∆
∆

≤
∆

∑ ∑ ∑
 (3.107) 

 

 Donde  kM  indica el número de nodos en la dirección , k , ,
N
i j kϕ∆  es la corrección al 

campo obtenido con el método ADI después de haber realizado el barrido en las tres 
direcciones en la iteración , y N max

Nϕ  es el valor máximo del campo después de la iteración 
. Este criterio de convergencia fue impuesto a todas las variables en la región fluida y 

porosa, estos son: vector potencial, vector vorticidad, temperatura y concentración. 
N
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Capítulo 4 
 
Pruebas e interpretación de resultados. 
 

En un sistema consistente de una cavidad, con una fase fluida en la que se presenta 
flujo convectivo provocado por diferencias de temperatura y concentración, el gran número de 
posibilidades de flujo está dado por el número (relativamente grande) de parámetros 
adimensionales que gobiernan el fenómeno, entre ellos el número de Rayleigh (Ra), el número 
de Lewis (Le), la relación de flotación (N) y la relación de longitudes entre otros, en el caso de 
un sistema con dos regiones se requiere considerar adicionalmente los parámetros que 
involucran la permeabilidad del medio poroso ( )Da , relación de conductividades ( )Rc  etc., 

lo anterior implica la realización de un gran número de pruebas para analizar el modelo 
completo; En el presente capítulo se presentan sólo algunas de las pruebas realizadas, en las 
cuales los cambios muestran efectos importantes, la elección de las condiciones se tomó 
considerando los trabajos publicados con anterioridad, por ejemplo, en el caso tridimensional 
se utilizaron las condiciones utilizadas por Singh y col. (1993).  
 

Para simplificar el número de pruebas a realizar, el flujo convectivo bajo consideración 
fue dividido en dos clases: a) flujo por fuerzas debidas a la transferencia de calor, en donde los 
efectos de flotación son dominados por los cambios de temperatura y b) fuerzas debidas a la 
transferencia de masa, donde los efectos de flotación son controlados por los cambios de 
densidad asociados con los cambios de concentración; al primer grupo se le realizarán pruebas 
a los modelos en dos y tres dimensiones, mientras que las del segundo grupo sólo al modelo en 
dos dimensiones. Para cada uno de los modelos tridimensionales se analizaron los siguientes 
niveles para cada variable: 
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Con el fin de presentar la validación de los modelos y de analizar los efectos que  
muestran en la interregión se realizaron una serie de pruebas a los modelos desarrollados, los 
resultados se compararon con los obtenidos por el modelo tridimensional que considera la 
corrección de Brinkman a la ecuación de Darcy para modelar la transferencia de cantidad de 
movimiento (modelo presentado por Singh y col.,1993), para el caso bidimensional se 
desarrolló un modelo, el cual se comparó con los resultados obtenidos previamente por 
diversos autores entre los que se encuentran: Nishimura y col.(1986), el desarrollo del  modelo 
bidimensional se presenta en el Apéndice C. 
 

Ra  Da  Rc  Interregión Tamaño de la malla 
104 10-3 1 0.00 113

105 10-4 5 0.25 213

106  10 0.50 413

   0.75 813

   1.00  
 

Tabla  4.1 Niveles de los parámetros analizados en el caso tridimensional 
 
 
4.1 Condiciones de frontera. 
 
 Como ya se mencionó en el Capítulo 2, el modelo fue desarrollado para manejar 
diferentes condiciones de frontera, sin embargo gran parte de las pruebas se adaptaron a las 
condiciones previamente presentadas por otros autores, por ejemplo, para el caso 
tridimensional Singh y col.(1993) consideran los planos X y Z  adiabáticos y la diferencia de 
temperatura fue fijada  entre los planos Y = 0  y Y = 1, lo anterior  para analizar los efectos de 
las fuerzas de flotación, estas condiciones se muestran de manera esquemática en la Figura 
4.1, para la mayoría de las pruebas presentadas en este trabajo se utilizaron estas condiciones, 
lo anterior para poder realizar las comparaciones entre modelos en tres dimensiones, en el caso 
de modelos bidimensionales se utilizan las condiciones adecuadas dependiendo de la prueba y 
del trabajo con el que se compara. 
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Figura 4.1.- Condiciones de frontera para la ecuación de energía. 
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4.2 Parámetros numéricos. 
 
 En la solución numérica se debe de tener cuidado al establecer diferentes parámetros 
propios del método, por ejemplo, al incluir el falso transitorio se debe de establecer un valor 
para el incremento del tiempo artificial ( )t∆  éste tiene una fuerte dependencia con el tamaño 

mínimo del espaciamiento de la malla, además debe de ser suficientemente grande para 
asegurar estabilidad en la convergencia y rapidez para encontrar la solución; en el presente 
trabajo se utiliza la expresión presentada por Singh y col. (1993) para determinar el tamaño de  

(ver sección 3.5). t∆
 

Otro conjunto de parámetros que influyen en la estabilidad del método son los 
relacionados con el método del falso transitorio, estos incluyen valores para las variables 
temperatura, concentración, vector vorticidad y vector potencial para cada una de las regiones 
(Valencia, 1993). Los valores que se utilizaron para las condiciones de frontera mostradas en 
la Figura 4.1 se presenta en la Tabla 4.2: 
 
 

 Región Fluida Medio Poroso 
θα  5.0 5.0 

φα  5.0 5.0 

ζα  0.1 2.5 

αΨ  5.0 25 
 

Tabla 4.2 Valores de los parámetros para el método de falso estado transitorio en ambas 
regiones. 

 
 

Sin embargo, estos valores tienen una dependencia de diversos parámetros físicos y  
numéricos tales como espaciamiento y tamaño de la malla computacional e incremento en el 
número de Rayleigh ( Raθ  y/o Raφ ), para la mayoría de las pruebas se utilizaron los 

parámetros mostrados en la Tabla 4.2, en algunos casos se mejoró la velocidad de 
convergencia  modificando el valor de uno o varios parámetros durante el proceso iterativo, 
sin embargo el objetivo del trabajo radica en encontrar los valores que muestren estabilidad 
numérica, un estudio sobre los efectos de estos parámetros sobre la velocidad de convergencia 
se presentó previamente (Valencia 1993), concluyendo que aunque el método es estable, para 
cierto conjunto de valores de los parámetros se presenta un comportamiento asintótico y 
periódico en la convergencia. 
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 Para escribir el programa de cómputo (MURPHY 3D) se utilizó el lenguaje 
FORTRAN 90 y para mostrar la variación del tiempo de cómputo requerido por los modelos 
de Brinkman en comparación con el que utiliza las condiciones de Beavers y Joseph, en la 
Tabla 4.3 se muestran los resultados obtenidos utilizando una computadora con procesador 
Pentium IV a 3.2 GHz, Los tiempos de ejecución se reportan para las condiciones de frontera 
mostradas en la Figura 4.1 con una relación de conductividades Rc=1 y haciendo variar el 
tamaño de malla, Ra, Da y modelo tridimensional utilizado, como se mencionó anteriormente 
el número de iteraciones para llegar a la convergencia depende fuertemente de los parámetros 
del método del falso estado transitorio, para las pruebas que se presentan se utilizaron los 
valores reportados en la Tabla 4.2. 
 

En la Tabla 4.3 se muestra como a tamaños de malla pequeño, el tiempo de cómputo es 
muy corto y similar en ambos casos, lo anterior sin importar que se tenga una diferencia en el 
número de iteraciones, sin embargo, a medida que se incrementa el tamaño de malla el modelo 
que utiliza las condiciones  empíricas de Beavers y Joseph requieren de un mayor número de 
iteraciones, lo anterior es consecuencia del acoplamiento en ambas regiones, sobre todo por la 
convergencia  de las ecuaciones de vorticidad y que muestran sus efectos en los mapas de 
contorno mostrados para la componente Z del vector potencial  (ver Figura 4.11), en este 
punto se puede concluir que el modelo de Brinkman presenta un mejor comportamiento en 
cuanto a la convergencia y tiempo de cómputo requerido, los resultados de las variables se 
mostraran posteriormente. 
 
 Para mostrar el efecto que tiene la elección de los parámetros del método del falso 
estado estacionario en la convergencia del modelo computacional, se realizaron pruebas con 
una cavidad cúbica tomando un Ra=106, y un  Da=10-3, la mitad inferior de la cavidad 
ocupada por el medio poroso, las condiciones de frontera son las especificadas por la Figura 
4.1, el espaciamiento es constante para una malla de 413. Los resultados se muestran en la 
Tabla 4.4 en función de las iteraciones y del tiempo de cómputo, para la variación de los 
parámetros de la ecuación de la vorticidad y potencial, se eligieron las variables anteriores por 
ser las que muestran mayor sensibilidad a la convergencia, la tabla muestra como los valores 
para la región fluida utilizados en la ecuación de la vorticidad  muestran gran variación en el 
tiempo de convergencia para un rango de 0.1-0.5, en contraste, los valores para la región 
porosa tiene poca influencia inclusive para un rango de 2.5-40 la diferencia en el número de 
iteraciones para alcanzar la convergencia es mínima.  
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Brinkman 

Beavers y Joseph con 
/ 1xL Pγωα = .0  

 
 
Puntos  
en la  
malla 

 
 
 

Ra 

 
 
 

Da Iteraciones Tiempo CPU 
(seg) 

Iteraciones Tiempo CPU 
(seg) 

113 104 10-4 3,120 11 2,727 10 
213 104 10-4 2,537 89 2,450 83 
413 104 10-4 2,315 825 2,352 814 
813 104 10-4 2,184 8,833 3,489 13,877 

113 104 10-3 3,133 12 2,774 10 
213 104 10-3 2,566 90 2,487 84 
413 104 10-3 2,370 843 2,385 825 
813 104 10-3 2,286 9,242 3,525 14,021 

113 105 10-4 2,283 8 1,759 7 
213 105 10-4 1,777 62 1,479 50 
413 105 10-4 1,592 568 1,348 466 
813 105 10-4 1,525 6,181 1,976 7,933 

113 105 10-3 2,397 8 1,784 6 
213 105 10-3 2.081 73 1,672 56 
413 105 10-3 1,871 664 1,561 540 
813 105 10-3 1,762 7,120 1,962 7,876 

 
Tabla 4.3 Iteraciones y tiempos de cómputo para diferentes Ra, Da y tamaño de malla. 

 
 

De igual manera los valores del parámetro para la ecuación del vector potencial toman 
importancia en la región fluida, el rango utilizado para este parámetro se encuentra entre 1-20, 
el valor de este parámetro en conjunto con el de la vorticidad determinan la velocidad de 
convergencia, para las condiciones que se están analizando la combinación que ofrece el 
mínimo número de iteraciones es 0.5, 20 para la vorticidad y vector potencial respectivamente 
con 26 iteraciones, y la combinación con un mayor número de iteraciones es 0.4, 1 con 3276 
para un mismo conjunto de condiciones. 
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Vorticidad Potencial 

( )ζ η
α  ( )ζ ω

α  ( )ηαΨ  ( )ωαΨ  
Iteraciones Tiempo de 

Cómputo 
(seg) 

0.1 2.5 1 25 1422 134 
0.1 2.5 1 40 1422 133 
0.1 2.5 5 25 1309 123 
0.1 2.5 5 40 1309 123 
0.1 2.5 10 25 1331 124 
0.1 2.5 10 40 1331 123 
0.1 40 1 25 1422 135 
0.1 40 1 40 1422 134 
0.1 40 5 25 1309 125 
0.1 40 5 40 1309 125 
0.1 40 10 25 1331 123 
0.1 40 10 40 1331 123 

0.25 2.5 1 25 1308 121 
0.25 2.5 1 40 1308 121 
0.25 2.5 5 25 512 47 
0.25 2.5 5 40 512 48 
0.25 2.5 10 25 519 48 
0.25 2.5 10 40 519 49 

0.4 2.5 1 25 3276 304 
0.4 2.5 1 40 3276 322 
0.4 2.5 5 25 862 83 
0.4 2.5 5 40 862 83 
0.4 2.5 10 25 352 34 
0.4 2.5 10 40 352 34 

0.5 2.5 6 25 4569 447 
0.5 2.5 6 40 4569 467 
0.5 2.5 10 25 686 68 
0.5 2.5 10 40 686 67 
0.5 2.5 20 25 268 26 
0.5 2.5 20 40 268 26 

 
Tabla 4.4.- Efecto de los parámetros del método del falso estado transitorio en la convergencia 

y tiempo de cómputo. 
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 Para contar con gráficas que muestren la variación en los perfiles de temperatura, 
concentración, componentes del vector potencial y del vector velocidad, los resultados se 
presentan en forma de superficies y mapas de contorno tomando una sección transversal 
ubicada en la parte media de eje Z   tal y como se muestra en la Figura 4.2, quedando  la 
superficie y/o mapa de contorno sobre los ejes X  y Y , esto ayuda de igual manera a tener un 
monitoreo de la interregión y los efectos que el acoplamiento de ecuaciones tiene en ambas 
regiones, adicionalmente se presentan perfiles bidimensionales ubicados a lo largo del eje X en 
la parte media del eje Y del mapa de contorno. Además, ya que los planos comprendidos entre 
X=0 hasta X=1 y Z=0 hasta Z=1 son adiabáticos y el gradiente de temperatura es impuesta 
entre los planos Y=0 y Y=1, las variables físicas cambian de forma significativamente en la 
dirección Y y en la dirección X como resultado de las fuerzas de flotación, por esta razón los 
mapas de contorno son reportados en el plano Z=0.5 para el caso tridimensional y comparados 
con aquellos calculados en el modelo en dos dimensiones, en los cuales se ha utilizado el 
tamaño de espaciamiento constante. 
 
 
 

4.3 Efecto de los Números de Rayleigh y Darcy 
 
 El objetivo de la prueba que considera la variación de los números de Rayleigh y 
Darcy es analizar los efectos sobre el perfil de temperatura, velocidad y vector potencial para 
verificar de manera cualitativa las tendencias en el régimen laminar, los resultados reportados 
en esta sección son para una cavidad cúbica con la mitad inferior del volumen llena de medio 
poroso. 
 
 Los resultados que se reportan con el nombre de modelo de “Brinkman” coinciden con 
los obtenidos con la formulación presentada por Singh y col. 1993, se omite la comparación 
por no mostrar diferencias. 
 

En la Figura 4.3 se muestran los mapas de contorno para la temperatura, en ellos se 
muestran simultáneamente los resultados para el modelo que utiliza la corrección de Brinkman 
a la ecuación de Darcy, con líneas continuas y el modelo que utiliza la condición de Beavers y 
Joseph con líneas segmentadas.  
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Figura 4.2.- Superficies y mapas de contorno para las pruebas del modelo tridimensional. 
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Respecto a las isotermas se puede observar que la convección natural comienza a ser 

importante conforme aumenta el Número de Rayleigh se incrementa de 104 a 106, esto se hace 
evidente por la inclinación de las isotermas y el tamaño entre las líneas al acercarse a las 
paredes, sobre todo en la región fluida, una vista comparativa de las figuras indican que las 
isotermas son más densas cerca de las paredes caliente y fría a Ra=105 y 106 como una 
consecuencia del incremento de las fuerzas de flotación asociadas con el incremento del Ra, y 
que en la región porosa se tiene una contribución conductiva a bajos  Rayleigh. De igual 
manera para el efecto del Número de Darcy, al incrementarse de 10-4  a 10-3 se puede observar 
que los efectos de la convección natural también comienzan a hacerse significantivos en la 
región porosa, notándose que para un Número de Darcy determinado, la velocidad del flujo 
que penetra desde la región fluida a la región porosa queda en función del Número de 
Rayleigh.  
 

En cuanto a la comparación entre los modelos de Brinkman y las condiciones de 
Beaver y Joseph se puede observar que para valores bajos de Ra las isotermas son iguales en 
ambas regiones, sin embargo conforme se aumenta el Da los efectos muestran diferencias, 
sobre todo en la región porosa, lo anterior por los efectos de la permeabilidad. El caso más 
drástico se tiene para Ra=106, Da=10-3 en la que los efectos de permeabilidad en la región 
porosa y de términos de flotación en la región fluida son de gran importancia. 

 
La isoterma 0.8 para el modelo de Beavers y Joseph muestra un máximo a la distancia 

0.19, este valor también se observa en la isoterma 0.7 para el modelo de Brinkman, este efecto 
se observa por los fuertes efectos convectivos en la reión fluida muy cercanos a la pared 
caliente, a valores de Ra=106 se presentan efectos marcados en las cercanías con la pared 
caliente comenzando a presentar valores máximos para las isotermas de la región fluida, este 
punto se muestra claramente en la Figura 4.4. 
 

En la Figura 4.4 se presenta una comparación de los modelos en tres dimensiones en 
los planos Y = 0.25 y Y = 0.5 para la ecuación de energía, se tomaron las condiciones extremas 
de Ra = 106 y Da =10-3 para mostrar las isotermas, en la figura se puede observar como no 
existen diferencias entre el mismo modelo para los diferentes planos, sin embargo la diferencia 
entre modelos es muy notoria sobre todo en las partes cercanas a la interregión.  
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X=1

X=0

X=XS

0Y= 1Y=  
X=1

X=0

X=XS

0Y= 1Y=  
   Ra Da= =+ −10 104 4, Ra Da= =+ −10 104 3,
 

 
X=1

X=0

X=XS

0Y= 1Y=  
X=1

X=0

X=XS

0Y= 1Y=  
   Ra Da= =+ −10 105 4, Ra Da= =+ −10 105 3,
 

 
X=1

X=0

X=XS

0Y= 1Y=  
X=1

X=0

X=XS

0Y= 1Y=  
   Ra Da= =+ −10 106 4, Ra Da= =+ −10 106 3,
 
Figura 4.3.- Mapas de contorno de temperatura modelos tridimensionales: - - ByJ; ⎯ 

Brinkman,  Xs=0.5. 
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 En la Figura 4.5 se presenta la comparación de la temperatura para los modelos en dos 
y tres dimensiones mostrando isotermas a Y=0.25, en ella se observa que las diferencia se 
notan entre los modelos mientras que estas diferencia son mínimas para la misma formulación 
sin importar las dimensiones. Las diferencias más notorias se ubican cerca de la interregión, 
mientras que en  las paredes  los valores de temperatura son muy cercanos,  lo anterior 
nuevamente hace notar que para valores altos de Rayleigh y Darcy las formulaciones muestran 
gran discrepancia en la cercanía de la interregión, esto indica que las diferencias no son 
afectadas por el hecho de resolver el modelo en tres dimensiones sino por la forma de acoplar 
las ecuaciones de transferencia de cantidad de movimiento, lo anterior sugiere un análisis más 
detallado en esta región, en estas situaciones es donde las condiciones de salto son  útiles para 
definir con más formalidad los efectos interregionales. 
 
 La comparación en tres dimensiones para las condiciones de Ra y Da antes 
mencionadas se muestran en la Figura 4.6, en ella se nota como a Y = 0 los perfiles de 
temperatura muestran valores mayores para el modelo que considera la ecuación de Beavers y 
Joseph para el acoplamiento de la ecuación de cantidad de movimiento ya que depende del 
valor del parámetro de Beavers y Joseph. 
 
 El valor que en la figura 4.3 aparece como un máximo en las isotermas 0.8 y 0.7 para 
los modelos de Beavers-Joseph y Brinkman respectivamente, en la Figura 4.4 se presenta 
como un punto de inflexión a un valor de 0.18 en la posición del eje X, este efecto es causa de 
la influencia convectiva en la región fluida cerca de la pared caliente. 
 
 La mayor diferencia entre modelos se encuentra en la interregión mientras que al 
mismo tiempo este punto representa la diferencia mínima para el mismo modelo en posición 
diferente, la diferencia en la interregión es consecuencia de la forma de acoplar las ecuaciones, 
en el caso del modelo de Beavers y Joseph esta diferencia puede ser reducida al modificar el 
valor del parámetro semiempírico, sin embargo esto no garantiza el comportamiento en la 
región fluida, 
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Figura 4.4.- Comparación de los perfiles de temperatura a Y=0.25 y 0.5, Modelos en 3D, 

Rayleigh 106, Darcy 10-3. 
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Figura 4.5.- Comparación de los perfiles de temperatura a Y=0.25, Modelos en 2D y 3D, 

Rayleigh 106, Darcy 10-3. 
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a) Corrección de Brinkman a la ecuación de Darcy 

 
b) Condiciones de Beavers y Joseph en la interregión 

 
 
Figura 4.6.- Superficies, comparación de los perfiles de temperatura para los modelos de a) 

Brinkman y b) B y J. 
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 4.3.1 Número de Nusselt. 
 

Desde el punto de vista práctico, resulta de gran interés la evaluación de la velocidad 
de transferencia de calor resultado de las diferencias de temperatura entre las paredes fría y 
caliente. En este trabajo los efectos de transferencia de calor son reportados en términos del 
número de Nusselt para las paredes fría y caliente mostradas en la Figura 4.1, teniéndose las 
siguientes definiciones  
 
Número de Nusselt (promedio lateral) 

 Nu X L
L

Nu X Z dZX Y
X

Z
Y

L LZ X

( ) ,* *

/

= z b g0

 (4.1) 

Número de Nusselt (promedio glo al)b  

 Nu L
L

Nu X Z dZ dXY
X

Z
Y

L LZ X

* *

/

,= z z01

0

b g  (4.2) 

 

En donde el subíndice Y  indica la evaluación en * Y = 0  o Y L , y  

indica el Número de Nusselt local en las paredes fría y caliente para cualquier región, y está 
dado por: 

LY= / X Nu X Z,b g
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Figura 4.7.- Mapas de contorno para el Número de Nusselt: modelos tridimensionales:             

- - ByJ.;  ⎯ Brinkman,  XS=0.5. 
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 La Figura 4.7 muestra simultáneamente los efectos al variar los números de Rayleigh y 
Darcy, sobre  el número de Nusselt. El valores del es usado como parámetro para 
estimar la velocidad de transferencia de calor local, los valores en el plano Y=1 se muestra en 
la Figura 4.7. En ella se observa  que cuando el Número de Rayleigh =10

( , )Nu X Z

04 el Número de 
Nusselt local en el medio poroso tiende a incrementarse conforme el Darcy se incrementa, esto 
es de esperarse ya que el flujo del fluido es mas vigoroso en esta región. En contraste, el 
número de Nusselt es en la región fluida relativamente insensible al número de Darcy, 
indicando que el mecanismo de transferencia de calor en el medio poroso no afecta la región 
fluida, lo anterior no es tan sorprendente,  ya que anteriormente se había hecho notar que la 
conducción juega un papel dominante a bajos números de Rayleigh. Cuando el número de 
Rayleigh  se ubica entre 104 y 105 , el número de Nusselt local es mas alto, y la fase fluida 
contribuye significativamente a la transferencia de calor.  
 
 Los efectos sobre el Nusselt promedio se muestran en las figuras 4.8 y 4.9, en ellas se 
puede observar que el *( )X YNu X decrece en la región fluida y se incrementa en la región 

porosa conforme se incrementa el Da. En el caso cuando Ra=10+04 el fenómeno conductivo es 
más importante, aquí los valores de *( )X YNu X  son más uniformes. En la pared fría Y=1, los 

campos de flujo resultan por el espaciamiento mayor de los perfiles de temperatura, aquí los 
valores altos del *( )X YNu X se encuentran a valores altos del Número de Rayleigh altos 

valores del número de Rayleigh, y cuando el Da=10-03, es Nusselt es mucho más grande que 
cuando el Da es 10-4 y 10-5.    
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Figura 4.8.- Comparación del número de Nusselt local en la pared fría, obtenida mediante 

a)Brinkman y b) B y J: , 610Ra = 310Da −= , parámetro de Beavers y Joseph = 
1.0 
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Figura 4.9.- Comparación del número de Nusselt local en la pared fría a)Brinkman b) B y J: 

, parámetro de Beavers y Joseph =1.0 310Da −=

 83



Pruebas e interpretación de resultados Capítulo 4

 
 
 

 
Figura 4.10.- Superficie y mapa de contorno para  la componente Z de la velocidad 

( )w modelos tridimensionales:  - - B y J;  ⎯ Brinkman;  Xs=0.5, Rc= 1.0  
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 La convergencia del método numérico se muestra en la Tabla 4.5 en términos del 
número de Nusselt promedio de las paredes fría y caliente, para cada valor de Da  y , el 
número de Nusselt en ambas paredes tiene una tendencia al valor reportado en la columna 
“adoptado”. El número de Nusselt que se tomó para la comparación entre las aproximaciones 
de Darcy y Brinkman y para la prueba de exactitud del balance de calor promedio fue obtenido  
por una extrapolación lineal del número de Nusselt usando el inverso del tamaño de malla 
como variable independiente. Como se indica en la Tabla 4.5, para la extrapolación a 

 fueron usados sólo el número de Nusselt calculado para  y . La comparación 
del Nusselt promedio indica que las diferencias entre las predicciones para la situación con Ra 
=10

Ra

610Ra += 341 381

6 y Da=10-3 con ambos tipos de malla es 3.3%. Esta diferencia es mucho más pequeña que 
la obtenida entre la malla que utiliza espaciamiento constante obtenidos del modelo que utiliza 
el modelo de Darcy con la extensión de Brinkman (4.6%) reportado en la tabla, por tanto, la 
precisión de los resultados mostrados en la Tabla 4.1 son suficientes para el propósito de 
comparar ambas aproximaciones del modelado de la transferencia de cantidad de movimiento 
en la región porosa. 
 
 Los resultados de la Tabla 4.5 muestran que para cualquier valor establecido del Ra y 
Da, el balance global de energía en el sistema es satisfecho con un error menor al 2.2%, lo 
anterior debido a que el Nusselt promedio de las paredes fría y caliente tienen una tendencia al 
mismo valor conforme se incrementa el número de puntos en la malla.  
 
 En la Tabla 4.6 se presenta la comparación del número de Nusselt promedio obtenido 
en el presente trabajo respecto al reportado por Singh y col. 1993 las diferencias son  mínimas 
lo que lleva a concluir la fuerte concordancia con los resultados en el modelo que utiliza la 
corrección de Brinkman a la ecuación de Darcy en comparación con la formulación de 
Beavers y Joseph la cual tiene la dependencia de los parámetros semiempíricos. 
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Brinkman Beavers y Joseph con 

α γωL Px / = 1.0 
 
Puntos 
en la 
malla 

 
Ra 

 
Da 

Caliente Frío Adoptado Caliente Frío Adoptado 
         

113 104 10-4 1.42* 1.78 1.26* 1.62*  
213 104 10-4 1.42* 1.60* 1.36* 1.54* 
413 104 10-4 1.42* 1.50* 1.40* 1.48* 
813 104 10-4 1.42* 1.45* 

 

1.42* 1.46* 

 

∞  104 10-4 1.42 1.40 1.42 1.45 1.44 1.45 

113 104 10-3 1.51 1.83* 1.34 1.67  
213 104 10-3 1.52* 1.66* 1.45* 1.60* 
413 104 10-3 1.52* 1.57* 1.48* 1.54* 
813 104 10-3 1.52* 1.54* 

 

1.50* 1.52* 

 

∞  104 10-3 1.52 1.49 1.51 1.52 1.49 1.51 

113 105 10-4 3.62 3.83 3.28 3.59  
213 105 10-4 3.34* 3.66* 3.25 3.59* 
413 105 10-4 3.20* 3.35* 3.19* 3.34* 
813 105 10-4 3.17* 3.22* 

 

3.20* 3.26* 

 

∞    3.10 3.07 3.09 3.21 3.14 3.18 

113 105 10-3 4.02 4.10 3.76 3.98  
213 105 10-3 3.81* 4.00* 3.92 4.16* 
413 105 10-3 3.64* 3.72* 3.93* 4.00* 
813 105 10-3 3.59* 3.62* 

 

3.93* 3.94* 

 

∞  105 10-3 3.51 3.48 3.50 3.93 3.86 3.90 

113 106 10-4 6.26 5.45 6.17 5.13  
213 106 10-4 7.45* 7.30 7.30 7.18 
413 106 10-4 6.85* 7.11* 6.86* 7.17* 
813 106 10-4 6.54* 6.67* 

 

6.70* 6.84* 

 

∞  106 10-4 6.24 6.23 6.24 6.54 6.51 6.53 

113 106 10-3 6.56 6.60 6.39* 6.78  
213 106 10-3 8.74 8.73 8.85* 9.92 
413 106 10-3 8.48* 8.53* 10.2* 11.1* 
813 106 10-3 8.05* 8.07* 

 

11.0* 11.2* 

 

∞  106 10-3 7.62 7.61 7.62 11.5 11.3 11.4 
 
Tabla 4.5 Efecto del número de Rayleigh, Darcy  y tamaño de la red sobre el número de 

Nusselt promedio de las paredes fría y caliente obtenidos con los modelos de Darcy 
y con  la corrección de Brinkman 
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Nusselt  promedio  

Puntos 
en la 
malla 

 
Ra 

 
Da Singh y 

col. 1993 
Presente 
trabajo 

         
113 104 10-3 1.605 1.67 
213 104 10-3 1.556 1.59 

113 104 10-4 1.524 1.60 
213 104 10-4 1.468 1.51 

113 105 10-3 4.105 4.06 
213 105 10-3 3.844 3.90 

113 105 10-4 3.774 3.72 
213 105 10-4 3.408 3.50 

113 106 10-4 6.146 5.86 
213 106 10-4 7.526 7.35 

 
Tabla 4.6 Comparación del Nusselt promedio con los reportados con Singh y col. 1993 

 
En la Figura 4.11 se muestran los mapas de contorno para las líneas de corriente 

(componente “Z” del vector potencial), en los mapas de contorno se muestran 
simultáneamente los resultados para el modelo que utiliza la corrección de Brinkman a la 
ecuación de Darcy (con líneas continuas) y el modelo que utiliza la condición de Beavers y 
Joseph (líneas segmentadas), de esta manera se puede realizar una comparación simultánea 
entre ambos modelos para dos números adimensionales. 
 

Respecto a las líneas de corriente, se puede observar al igual que para las isotermas,  la 
convección natural comienza a ser fuerte al aumentar el número de Rayleigh (pasando de 104 a 
106), esto se hace evidente con la deformación de la célula (mínimo) en la región fluida, 
llegando al grado de tener dos células asimétricas para un Ra de 106 y Da 10-3, una  
comparación de las figuras indican que las líneas de corriente son  más densas cerca de las 
paredes caliente y fría a Ra=105 y 106 como una consecuencia del incremento de las fuerzas de 
flotación asociadas con el incremento del Ra; y que en la región porosa se tiene una 
contribución conductiva a bajos Ra, esto se hace patente al presentar el máximo en la región 
fluida. De igual manera para el efecto del Número de Darcy, al incrementarse de 10-4 a 10-3 se 
puede observar que los efectos de la convección natural también comienzan a hacerse 
significativos en la región porosa. Notándose que para un Número de Darcy fijo, la velocidad 
del flujo que penetra desde la región fluida a la región porosa queda en función del Número de 
Rayleigh.  
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Figura 4.11.- Mapas de contorno para el potencial ( )zΨ  modelos tridimensionales:  - - B y J;  

⎯ Brinkman;  Xs=0.5, Rc= 1.0  
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 Conforme el Da se incrementa de 10-4 a 10-3 se puede observar como los efectos 
convectivos comienzan a ser más significativos sobre todo la contribución de transferencia de 
calor en el medio poroso, este fenómeno reflejado en  la componente del vector potencial, 
indicando una alta actividad convectiva a altos valores de los números de Rayleigh y Darcy.  
 

En cuanto a la comparación entre los modelos de Brinkman y las condiciones de 
Beavers y Joseph se puede observar que para valores bajos de Ra las líneas de corriente son 
iguales en ambas regiones, sin embargo conforme se aumenta el Da los efectos muestran 
diferencias, sobre todo en la región porosa, lo anterior por los efectos de la permeabilidad. El 
caso más drástico se tiene para Ra=106, Da=10-3 en la que los efectos de permeabilidad la 
región porosa y de términos de flotación en la región fluida son de gran importancia. 
 

La comparación de los modelos en  tres dimensiones se presenta en la Figura 4.12 en 
los planos Y = 0.25 y Y = 0.5 para la componente “Z” del vector potencial,  las condiciones 
extremas de Ra = 106 y Da =10-3 para mostrar las comparaciones, en la figura se puede 
observar como no existen diferencias entre el mismo modelo para los diferentes planos, sin 
embargo la diferencia entre modelos es muy notoria sobre todo en las partes cercanas a la 
interregión. 
 
 En la Figura 4.13 se presenta la comparación de la temperatura para los modelos en dos 
y tres dimensiones mostrando isotermas a Y=0.25, en ella se observa que las diferencias se 
notan entre los modelos mientras que estas diferencias son mínimas para la misma 
formulación sin importar las dimensiones. Las diferencias más notorias se ubican cerca de la 
interregión, mientras que en  las paredes  los valores de temperatura son muy cercanos,  lo 
anterior nuevamente hace notar que para valores altos de Rayleigh y Darcy las formulaciones 
muestran gran discrepancia en la cercanía de la interregión, esto indica que las discrepancias 
no son afectadas por resolver el modelo en tres dimensiones sino por la forma de acoplar las 
ecuaciones de transferencia de cantidad de movimiento, lo anterior sugiere un análisis más 
detallado en esta región, es en estas condiciones donde las condiciones de salto serían  útiles 
para definir los efectos interregionales 
 
 La comparación en tres dimensiones para las condiciones de Ra y Da antes 
mencionadas se muestran en la Figura 4.14, en ella se nota como a Y =0 los perfiles de 
temperatura muestran valores mayores para el modelo que considera la ecuación de Beavers y 
Joseph para el acoplamiento de la ecuación de cantidad de movimiento. 
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Figura 4.12.- Comparación de los perfiles del potencial ( )zΨ  Y=0.25 y 0.5, Modelos en 3D, 

Ra = 106, Da = 10-3
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Figura 4.13.- Comparación de los perfiles del potencial ( )zΨ  Y=0.25, Modelos en 2 y 3D, 

Rayleigh 106, Darcy 10-3
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Figura 4.14.- Comparación de los perfiles del potencial ( )zΨ  Y=0.25, Modelos  3D, 

Darcy=10-3
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 Rayleigh 104, Darcy 10-3

 
 Rayleigh 105, Darcy 10-3

 
 Rayleigh 106 Darcy 10-3

 a) b) 
Figura 4.15.- Superficies, para el potencial ( )zΨ  modelos tridimensionales a) Brinkman  

b)Beavers y Joseph 
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Para mostrar los efectos sobre el vector velocidad se evaluaron los componentes en 
cada dirección mediante la ecuación (2-38), la evaluación se lleva a cabo al final del proceso 
iterativo, hay que recordar que el vector velocidad no se considera como variable de iteración 
(ya que se sustituyó la formulación en términos de variables primitivas por la formulación 
vorticidad-vector potencial), de acuerdo a las condiciones de frontera utilizadas sólo la 
componente en la dirección “Z” ( )ZΨ muestra variaciones importantes. 

 
En la Figura 4.16 se muestran los mapas de contorno la componente “Z” del vector 

velocidad, en los mapas de contorno se muestran simultáneamente los resultados para el 
modelo que utiliza la corrección de Brinkman a la ecuación de Darcy (con líneas continuas) y 
el modelo que utiliza la condición de Beavers y Joseph (líneas segmentadas), de esta manera 
se puede realizar una comparación simultánea entre ambos modelos para la variación de dos 
números adimensionales. 
 

Respecto a la componente “Z” del vector velocidad se puede observar que la 
convección natural tiene su influencia conforme aumenta el Número de Rayleigh, esto es al 
pasar 104 a 106, lo anterior se hace evidente con la deformación de la célula (máximo) en la 
región fluida, llegando al grado de ubicarse el máximo en la parte superior izquierda para un 
Ra de 106 y Da 10-3, una  comparación de las figuras indican que los perfiles de velocidad son  
más densas en la región fluida cerca de las paredes caliente y fría a Ra=105 y 106 como una 
consecuencia del incremento de las fuerzas de flotación asociadas con el incremento del Ra, y 
que en la región porosa se tiene una contribución conductiva a bajos Ra.  
 

Conforme el Da se incrementa de 10-04 a 10-03 se puede observar como los efectos 
convectivos comienzan a ser importantes en el medio poroso, este fenómeno reflejado en la 
componente del vector velocidad,, indicando una alta actividad convectiva a altos valores de 
los números de Rayleigh y Darcy.  
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Figura 4.16.-Mapas de contorno para la componente z de la velocidad (  modelos )w

tridimensionales:  - - B y J;  ⎯ Brinkman,  Xs=0.5, Rc= 1.0  
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En cuanto a la comparación entre los modelos de Brinkman y las condiciones de 
Beaver y Joseph se puede observar que para valores bajos de Ra los perfiles para la 
componente de la velocidad son iguales en ambas regiones, sobre todo para el modelo que 
considera la corrección de Brinkman, sin embargo esta similitud es menor conforme se 
aumenta el Da, sobre todo en la región porosa, lo anterior por los efectos de la permeabilidad. 
Para caso de Ra=106, Da=10-3 en la que los efectos de permeabilidad la región porosa y de 
términos de flotación en la región fluida las diferencias son muy marcadas. Otro aspecto para 
considerar es la necesidad de utilizar una mejor interpolación en para la evaluación en los 
pontos interregionales sobre las paredes caliente y fría para el modelo que considera las 
condiciones de Beavers y Joseph (ver células en el mapa de contorno para Ra=106, Da=10-3  
en la Figura 4.16) 
 
 En la Figura 4.17 se presenta la comparación para el perfil de la componente “Z” del 
vector velocidad para los modelos en dos y tres dimensiones mostrando los perfiles a Y=0.25 y 
0.5, en ella se observa que las diferencias se notan entre los modelos, mientras que estas 
diferencias son mínimas para la misma formulación. Las diferencias más notorias se ubican en 
la región fluida en la parte en donde la velocidad adquiere el máximo valor, lo anterior 
nuevamente hace notar que las discrepancias no son afectadas por resolver el modelo en tres 
dimensiones sino por la forma de acoplar las ecuaciones de transferencia de cantidad de 
movimiento. 
 

La comparación de los modelos en  tres dimensiones se presenta en la Figura 4.18 en 
los planos Y = 0.25 y Y = 0.5 para la componente “Z” del vector velocidad, se tomaron las 
condiciones de Ra = 106 y Da =10-3 para mostrar las comparaciones, en la figura se puede 
observar como las diferencias son notorias al comparar la formulación. 
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Figura 4.17.- Comparación de los perfiles de la componente Z de la velocidad a Y=0.25, Y=0.5 

Modelos en 2 y 3D, Ra =106, Da =10-3. 
 
 

 97



Pruebas e interpretación de resultados Capítulo 4

 
 
 
 
 
 

-100

-50

0

50

100

150

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Brinkman
Beavers y Joseph
Brinkman
Beavers y Joseph

V
el

oc
id

ad

X

Región Fluida Región Porosa

Y= 0.25
Y= 0.25

Y=0.5
Y= 0.5

 
Figura 4.18.- Comparación de los perfiles de la componente Z de la velocidad (  a Y=0.25, 

Y= 0.5; Modelos en 3D, Ra = 10
)w

6, Da =10-3. 
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 El efecto del Ra para ambos modelos se presenta en la Figura 4.19, los perfiles de 
velocidad se ubican a Y=0.50, en ella se observa que las diferencias entre modelos para un Da 
constante son mínimas cuando se comparan diferentes Ra, se esperaría que los efectos 
interregionales para la velocidad son importantes al incrementar el valor del Da o bien la 
relación de las conductividades entre el fluido y el medio poroso, esto último se analizará en la 
siguiente sección. 
 
 La comparación en tres dimensiones para las condiciones de Ra y Da antes 
mencionadas se muestran en la Figura 4.20, en ella se nota como a Y =0 para Ra=106, Da=10-3 
los perfiles de velocidad muestran asimetría en ambos modelos con valores extremos en la 
formulación que utiliza las condiciones de Beavers y Joseph. 
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Figura 4.19.- Comparación de los perfiles de la componente Z de la velocidad ( )w a Y=0.5, 

Modelos  3D, Da =10-4. 
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  Rayleigh 104, Darcy 10-3

 
 Rayleigh 105, Darcy 10-3

 
 Rayleigh 106 Darcy 10-3

 a)Brinkman  b)Beavers y Joseph 
Figura 4.20.- Superficies para la componente Z del vector velocidad ( , variación del Ra y 

Da, modelos tridimensionales 
)w
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4.4 Variación de la Relación de Conductividades. 
 
 Autores  como Le Peutrec y Lauriat (1990), han  concluido que para fluidos de baja 
conductividad térmica se tienen pérdidas despreciables de calor y que su influencia comienza a 
ser considerable, en cuanto se incrementa el Número de Rayleigh. Todo lo anterior fue 
concluido para un sistema tridimensional y considerando una sola región, en la presente 
sección se muestran las gráficas realizadas para analizar el efecto en la relación de 
conductividades cuando se tienen dos regiones en una cavidad tridimensional; los valores 
utilizados para la variación de la relación de conductividades (Rc) son: 1, 5 y 10. 
 

En la figura 4.21 se muestran los mapas de contorno para las isotermas, comparando la 
formulación que consideran la correcciones de Brinkman a la ecuación de Darcy con la que 
utiliza las ecuaciones de Beavers y Joseph, los mapas de contorno se muestran para un Da fijo 
y haciendo variar el Ra desde 104 a 106 y una relación de conductividades que van desde 1 
hasta 10, Incrementando el valor de la relación de conductividades resulta en un claro dominio 
de la transferencia conductiva de calor en la región porosa, mientras que la convección 
continua dominando en la región fluida. La diferencia entre los tipos de transferencia de calor 
son notorios inclusive a bajos Ra, el efecto que tiene un valor grande de conductividad en la 
región porosa afecta los perfiles de temperatura en la región fluida, así pues para el mapa de 
contorno a Ra=106 y Rc =10 se observa como no existe una diferencia importante entre 
modelos en la región porosa, sin embargo en la región fluida se tienen isotermas que 
comienzan a alejarse a partir de la interregión, nuevamente surge la necesidad de utilizar 
condiciones interregionales que garanticen el adecuado acoplamiento entre las ecuaciones en 
el fluido y medio poroso, en este aspecto los resultados reportados por Ochoa y Whitaker 
(1997; 1998 a,b) serán de gran utilidad. 
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Figura 4.21- Isotermas para analizar la relación de conductividades, modelos tridimensionales:  

- - B y J.; ⎯ Brinkman. 
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4.5. Variación de la interregión. 
 

Como se ha mencionado en las pruebas anteriores los efectos convectivos se presentan 
en la región fluida mientras que en el medio poroso a bajos Ra el fenómeno predominante es 
el conductivo, el objetivo de variar la interregión es analizar la influencia de los efectos 
conductivos sobre la región fluida, con un Ra constante se comienza con una cavidad llena de 
medio poroso hasta terminar con una cavidad vacía (ver Figura 4.22) 
 
 En la Figura 4.23 se ilustra el efecto de la posición de la interfase fluido-medio poroso 
sobre las isotermas, velocidad, líneas de corriente y Número de Nusselt. Cuando se tiene 
únicamente medio poroso en la cavidad, se forma flujo unicelular (ver líneas de corriente) el 
cual empieza a ubicarse en la región fluida conforme se presenta la región fluida. La magnitud 
de las líneas de corriente va disminuyendo a medida que aumenta la posición de la interregión, 
lo que es consecuencia de la resistencia de flujo mucho más lento que se forma cerca de la 
frontera en Y=0. 
 

El efecto sobre las isotermas no es considerable ya que se utilizó una relación de 
conductividades =1, de igual forma los perfiles para la componente “Z” de la velocidad no 
muestran gran diferencia entre modelos.  

 
Como consecuencia de agregar un término de segundo orden a la ecuación de 

transferencia de cantidad de movimiento en el modelo de Brinkman, los mapas de contorno 
para  la componente Z del vector potencial muestran diferencias significantes en para la 
cavidad completamente llena de medio poroso, este mismo efecto se observa para los mapas 
de contorno de la velocidad. 
 

Para realizar pruebas al modelo numérico, se comparó con datos proporcionados por el 
Dr. Jiménez-Islas para la cavidad cúbica llena de medio poroso en donde se usó la ley de 
Darcy con la extensión de Brinkman. Esta cavidad está calentada diferencialmente como se 
muestra en la Figura 4.1 y en ambos casos se nutilizó el criterio potencial-vorticidad, en 
cuanto al método numérico el Dr. Jiménez resolvió el sistema de ecuaciones diferenciales 
mediante el método Runge-Kutta-Fehlberg con control adaptivo de etapa. El problema lo 
considera un  Pr = 0.71, Ra= 106 y Da=10-4 con 15x1x15 puntos de diferencias finitas en 
malleo constante. En la Figura 4.24 se muestra la compración de ambos modelos 
observándose diferencias insignificativas resultado del método numérico y tipo de malla 
utilizada. 
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Figura 4.22- Posición de la interregión para las pruebas en tres dimensiones. 
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Figura 4.23- Variación de la interregión: a)Isotermas b)Componente Z del vector velocidad 

c)líneas de corriente d)Número de Nusselt, modelos tridimensionales:  - - B y J;  
⎯ Brinkman, Rc= 1.0 
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Figura 4.24.-Mapas de contorno para la componente z de la velocidad (  modelos )w

tridimensionales:  - - Jiménez-Islas, ⎯ Brinkman,  Xs=0.5, Rc= 1.0  

 107



Pruebas e interpretación de resultados Capítulo 4

 

4.6. Efecto del Término convectivo 
 
 Todos los resultados mostrados previamente no toman en consideración los efectos 
inerciales en el medio poroso, en la Figura 4.24 se comparan los mapas de contorno de 
temperatura y la componente Z del vector potencial, a Y=0.5 incluyendo los efectos inerciales 
en ambos modelos tridimensionales, la comparación muestra que las predicciones utilizando la 
corrección de Brinkman es menos afectada por la inclusión de los efectos inerciales. Los 
resultados sugieren  que los efectos que la adición del término convectivo en la ecuación de 
momentum para la región porosa puede tener efectos importantes en la transferencia de 
energía, por lo que se necesitaría realizar un estudio sistemático de los efectos convectivos en 
la región porosa, sin embargo, de acuerdo con desarrollos realizados por Whitaker (1996) y 
Ochoa-Tapia y Whitaker (1998a), demuestran que previamente deben de agregarse otros 
términos a la condición interregional. 
 
 Varios autores ( Lauriat y Prasad 1987; Jiménez-Islas y col. 1999) han concluido que 
los efectos viscosos en el medio poroso son importantes a partir de valores del número de 
Darcy de 10-4, en las figuras 4.26 y 4.27 se comprueba lo anterior,  aunque en la Figura 4.26 
no es muy notoria la conclusión anterior, en la Figura 4.27 se muestran los perfiles para la 
velocidad, en ellas se observa como a valores de 10-2 y 10-3 existen cambios importantes entre 
modelos lo anterior es insignificante a partir de valores de Da=10-4  
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Figura 4.25.- Término convectivo: mapas de contorno para la componente Z de la velocidad 

( )w  modelos tridimensionales:  - -B y J;  ⎯ Brinkman.  
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Figura 4.27.- Influencia del término convectivo: Componente Z de la velocidad . ( )w
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4.7. Pruebas considerando efectos tridimensionales. 
 
 En la mayor parte de las pruebas se utilizan las condiciones de frontera especificadas 
en la Figura 4.1, ya sea en su forma tridimensional o en la simplificación para el modelo en 
dos dimensiones, lo anterior para analizar los efectos de las fuerzas de flotación. La siguiente 
prueba tiene como objetivo analizar los efectos tridimensionales en una cavidad 
completamente llena de medio poroso  con las condiciones de frontera especificadas en la 
Figura 4.28, los resultados se comparan con los reportados por Jiménez  (1999) para  ello se 
utilizan números de Rayleigh de medio poroso, Rap= RaDa de 10 y 1000, con una malla de 
253 nodos. 
 
 En la Figura 4.29 se muestran los mapas de contorno para las isotermas, y las 
componentes X y Z del vector potencial, ambos modelos muestran resultados similares con 
algunas diferencias en la prueba de Rap=1000, aún más en las isotermas ya que a este valor 
del  Rayleigh las fuerzas de flotación son muy importantes, las diferencias se hacen notar an la 
parte superior de la gráfica y se le atribuyen a cuestiones numéricas, sobre todo por la 
utilización de espaciamiento constante. 
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Figura 4.28 Condiciones de frontera para analizar efectos tridimensionales. 
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Figura 4.29.- Mapas de contorno para la temperatura y las componente X y Y  del potencial:    

⎯ Presente trabajo (Brinkman),  - - Jiménez (1999). 
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4.8. Pruebas al modelo de difusión doble 
 
 4.8.1 Variación de la interregión 
 

En pruebas anteriores se ha demostrado que los efectos convectivos adquieren 
importancia en la región fluida y se ven influenciados en gran medida por la forma de acoplar 
las ecuaciones en ambas regiones, para analizar los efectos del término de flotación 
(combinado) con efectos térmicos y másicos, se presenta la siguiente prueba que consiste en 
incrementar la posición de la interregión fluido-medio poroso, la variación del espesor se lleva 
a cabo considerando primeramente una cavidad completamente llena por el medio poroso, con 
paredes horizontales a diferentes temperatura y concentración, la segunda serie de resultado se 
obtiene con una cavidad compuesta por tres cuartas partes de medio poroso y una cuarta parte 
de fluido en la parte superior, y así sucesivamente hasta tener la cavidad con fluido, como se 
muestra en la Figura 4.30. 
 
En la Figura 4.31 se muestra el efecto de la posición de la interfase fluido-medio poroso sobre 
las isotermas, líneas de concentración, líneas de corriente y velocidad, la prueba se llevó a 
cabo para un valor  Ra=104, Da=10-4, en la figura puede observar que cuando se tiene 
únicamente medio poroso en la cavidad, se forma flujo unicelular centrado (ver líneas de 
corriente) el cual empieza a subir conforme se presenta la región fluida. La magnitud de las 
líneas de corriente va disminuyendo a medida que aumenta la posición de la interregión, lo 
que es consecuencia de la resistencia de flujo mucho más lento que se forma cerca de la 
frontera en Y=0. La figura muestra también como manteniendo todos los parámetros 
constantes los perfiles de temperatura y principalmente los perfiles de concentración tienen  
cambios considerables, alcanzando los valores máximos cuando se tiene una cavidad llena de 
fluido, los perfiles para esta situación coinciden con los presentados por Sezai y Mohamad 
(1999; 2000) 
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Figura 4.30.- Condición de frontera para la variación de la interregión, modelo bidimensional. 
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Figura 4.31.- Mapas de contorno para la prueba de la variación de la interregión: a)Isotermas 

b)líneas de concentración c)líneas de corriente d) velocidad. 
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 4.8.2 Variación del Número de Flotación. 
 
 El flujo convectivo  considerado en difusión doble puede ser dividido en dos tipos: 
 

a) Fuerzas de  ocasionado por la transferencia de calor, por ejemplo flujos dominados 
por los efectos de flotación debido a los cambios de temperatura, y  

 
b) flujo por transferencia de masa, donde los efectos de flotación son dominados por 

cambios de la densidad asociados con variaciones de concentración.  
 
En el primer caso el número de flotación es igual a cero (ver ecuación 2.48), esto 

significa que los campos de temperatura están acoplados a los campos de flujo y no a los 
campos de concentración, sin embargo, el campo de concentración depende de los campos de 
temperatura y de flujo, la diferencia entre los campos de temperatura y concentración están 
indicadas por el número de Lewis (ver ecuación 2.17), en otras palabras, los campos de  
temperatura y concentración son idénticos sólo en el caso en que el Lewis sea igual a la 
unidad. 
 
 Para llevar a cabo la prueba se considera una cavidad completamente llena de medio 
poroso con las condiciones de frontera mostradas en la Figura 4.32 y haciendo variar el 
número de flotación mediante la modificación del número de Rayleigh másico y fijando el 
Rayleigh térmico en un valor de 104, lo anterior para poder realizar la comparación con 
trabajos previos (Trevisan y Bejan, 1985; 1987)  
 
 La característica más impactante del efecto de N  es la supresión de la convección 
como mecanismo de transporte: la supresión es más dramática en la vecindad de 1.03N = , 
esto es, en flujos donde los efectos de flotación por temperatura y concentración son del 
mismo orden de magnitud y en direcciones opuestas. 
  

La Figura 4.33 muestra el paso del flujo convectivo ocasionado por el término térmico, 
al flujo por fuerzas másicas y en sentido opuesto, esto es claro en las isotermas y en las líneas 
de concentración, observándose un movimiento de las líneas en el sentido contrario a las 
manecillas del reloj, este efecto es más claro en la Figura 4.34, en la cual se muestran las 
superficies para la componente “Z” del vector potencial, observándose como a un valor del 
número de flotación igual a 1, los efectos se anulan quedando sin efecto los términos 
convectivos. 
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Figura 4.32.- Condiciones de frontera para el análisis de fuerzas de flotación. 
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Figura 4.33.- Mapas de contorno para  a) Función de corriente, b)Isotermas y c)Líneas de iso-

concentración, flujo inverso, Ra  = 104, Pr  = 10.0, XI = 0.0 

 120



Pruebas e interpretación de resultados Capítulo 4

 
 

 
 N=0.1       N=0.8 

 
N=1.0 

 
 N=-0.2      N=-0.1 
Figura 4.34.- Superficies para la función de corriente, prueba para analizar el flujo inverso. 
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Capítulo 5 
 
Conclusiones y recomendaciones 
 
 
5.1 Conclusiones 
 
 Se presentó la formulación para el fenómeno de convección natural ocasionada por 
gradientes de temperatura y concentración para una cavidad rectangular en dos y tres 
dimensiones conteniendo dos regiones, una fluida y un medio poroso, concluyendo en la 
necesidad de utilizar condiciones de salto para acoplar las ecuaciones constitutivas en ambas 
regiones, de estas condiciones se desarrolló la que acopla la transferencia de masa, se 
realizaron pruebas a los modelos concluyendo que se cuenta con una herramienta confiable 
para posteriores estudios que consideren los fenómenos interregionales. 
 
 Se desarrolló un modelo que considera los efectos tridimensionales en la formulación 
vorticidad - vector potencial para el modelado de flujo convectivo en cavidades fluido-medio 
poroso, la alternativa que se presenta al utilizar las condiciones interregionales propuestas por 
Beavers y Joseph no muestra cambios significativos en cuanto al comportamiento de los 
perfiles de temperatura comparada con las formulaciones que utilizan la corrección de 
Brinkman a la ecuación de Darcy en la región porosa para cavidades rectangulares, sin 
embargo las comparaciones sobre los perfiles de velocidad muestran la necesidad de utilizar 
ecuaciones con un fundamento más sólido, sobre todo a valores grandes del número de 
Rayleigh, que es cuando los el término de flotación toma importancia..  
 
 De los modelos probados, se concluye que aquel que utiliza la corrección de Brinkman 
a la ecuación de Darcy presenta mejor estabilidad, una mejor convergencia numérica y 
resultados continuos en la interregión comparados con aquellos que se obtienen al utilizar las 
condiciones de Beavers y Joseph, lo anterior no implica una conclusión contundente en cuanto 
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a su utilización, lo que queda claro  con la comparación es que existen diferencias y se 
requiere de una solución teórica para respaldar el uso de cualquiera de los modelos 
presentados. Lo anterior queda respaldado con los resultados presentados por Goyeau y col. 
2003, al concluir que los modelos de Brinkman y las condiciones de Beavrs y Joseph no 
muestran diferencias al considerarse un medio poroso homogéneo. 
 
 

Se presentaron pruebas para la comparación de cuatro modelos que consideran 
cavidades fluido-medio poroso: dos tridimensionales y dos bidimensionales, en ellos se 
incluye el transporte de calor por fuerzas de flotación. En la primera de las aproximaciones el 
transporte de cantidad de movimiento fue modelado en términos de la  ecuación de Navier 
Stokes y la ley de Darcy para la región fluida y porosa respectivamente. Una extensión de la 
condición semiempírica propuesta por Beavers y Joseph fue utilizada para acoplar las 
ecuaciones del fluido y del medio poroso. La segunda aproximación considera la corrección 
de Brinkman a la ecuación de Darcy. En este caso la continuidad de la velocidad y el vector de 
esfuerzos fueron usados como condiciones interfaciales. 
 

La  comparación de las predicciones  entre  ambas formulaciones muestran claras 
diferencias en los detalles de los mapas de contorno para temperatura y velocidad, Las 
diferencias comienzan a ser importantes cuando el número de Nusselt local y promedio es 
comparado para valores altos del número de Rayleigh, mostrando una clara indicación que la 
transferencia de calor en las paredes del contenedor predichas por ambos modelos muestran 
grandes diferencias cuando el Ra y Da son suficientemente grandes. 
 
 Se cuenta con una formulación confiable para hacer las pruebas a la condición de salto 
que se desarrolló, así como las ya existentes, este modelo tiene la limitante de que considera el 
estado estacionario, pero la estabilidad del mismo en la validación de las condiciones de salto 
será de gran ayuda para tener el modelo final. 
 
 Se realizó un análisis para la ecuación de transferencia de masa (considerando difusión 
y adsorción) en la frontera entre un fluido homogéneo y un medio poroso, partiendo de las 
ecuaciones usualmente utilizadas,  el desarrollo ha impuesto la condición de continuidad en la 
frontera para la concentración del soluto  y se derivó una condición de salto para el flux que 
asegura el cumplimiento de la ecuación generalizada para el transporte de masa.  
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5.2 Perspectivas. 
 Con el modelo tridimensional se pretende hacer pruebas para determinar la influencia 
del término convectivo en la ecuación de transferencia de cantidad de movimiento en la región 
porosa, además de la inclusión de la corrección de Fochheimer (Whitaker, 1996) a la ecuación 
de Darcy en la ecuación de transferencia de cantidad de movimiento en la región porosa. 
 
 El modelo no considera los cambios de porosidad en las proximidades de las paredes 
por lo que se sugiere desarrollar las condiciones de salto para la interregión sólido-medio 
poroso. 
 

Los resultados muestran la necesidad de un programa experimental para aclarar cual es 
la forma correcta de modelar la ecuación de transferencia de cantidad de movimiento en un 
medio poroso. El contar con el programa experimental podría ser orientado a obtener medidas 
de la velocidad temperatura promedio. 
 
 Con el modelo tridimensional se puede llevar a cabo la evaluación de la transferencia 
de calor y masa mediante el Número de Nusselt y Sherwood local y global en la interregión 
fluido-medio poroso y con ello la evaluación de coeficientes de transferencia de calor y masa 
interregionales. 
 
 Parte importante del  desarrollo del modelo tridimensional es probar las condiciones de 
salto entre un fluido y un medio poroso previamente desarrolladas para las ecuaciones de 
transferencia de energía, cantidad de movimiento y transferencia de  masa. Se pretenden 
realizar dichas pruebas utilizando el modelo mostrado en el presente trabajo. 
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Apéndice A 
 
Condición de salto para el transporte de masa en la 
frontera de un medio poroso y un fluido homogéneo 
 

Para el modelado de la transferencia de masa en el sistema utilizado en este trabajo se 
usan ecuaciones de medio efectivo para cada una de las regiones homogéneas o multifásicas. 
Una opción para obtener estas ecuaciones que gobiernan las concentraciones promedio es el 
método del promedio volumétrico. Para acoplar estas ecuaciones y analizar los cambios en la 
interregión se generarán condiciones de salto en la zona fluido-medio poroso (interregión). El 
objetivo del presente apéndice es el mostrar el desarrollo de la condición de salto para el 
transporte de un soluto, la forma final de la condición de salto se mostró en el Capítulo 2. 

 
 El proceso de transporte de masa en la frontera de un medio poroso y un fluido 
homogéneo ocurre en una amplia variedad de aplicaciones tecnológicas y por lo tanto ha sido 
objeto de gran variedad de estudios. Como ejemplos se tienen las columnas de adsorción 
(Aris, 1959), y el fenómeno de dispersión convectiva que resulta como consecuencia de la 
transferencia de masa interfacial en cavidades cilíndricas (Lenhoff y Lightfoot, 1984;1986)  
 
 Diferentes tipos de condiciones interregionales entre un medio poroso y un fluido 
fueron analizadas por Alasmi y Vafai (2001). Estos autores mostraron que, en general, las 
diferencias tienden a mostrar efectos mas pronunciados en los campos de velocidad y efectos 
substancialmente pequeños en los campos de temperatura y aún más pequeños en la 
distribución del número de Nusselt. 
 
 El procedimiento para obtener la condición de salto para transferencia de masa 
involucra el desarrollo de una ecuación general promedio, esto es, ella es válida en cualquier 
parte del sistema fluido-medio poroso. Una vez encontrada esta ecuación se seguirá un  
procedimiento análogo al establecido para la derivación de la condición de salto interfacial 
entre fases homogéneas (Slattery, 1990; Whitaker, 1992a). Dicho procedimiento fue propuesto 
y usado con anterioridad para analizar la transferencia de cantidad de movimiento entre un 
fluido y un medio poroso Ochoa-Tapia y Whitaker (1995a,b). Posteriormente para la 
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transferencia de calor en el mismo sistema Ochoa-Tapia y Whitaker (1998b) y de igual forma 
para la transferencia de masa en sistemas de emulsiones dobles Ochoa-Tapia y Soria(1995),  
Soria y col.(1997). 
 
A.1 Ecuaciones puntuales 
 
 Bajo la suposición de solución diluida para un sistema que sólo considera la adsorción, 
la ecuación gobernante para el transporte del soluto A en el fluido que conforma la fase β  y 
que se localiza en ambas regiones ω  y η  (ver Figura A.1) es:  
 

 ( ) (A
A

C
C

t
β

β β β

∂
+ ⋅ = ⋅

∂
v D∇ ∇ ∇ )AC

β
 (A-1)  

 
La solución de la ecuación (A-1) está sujeta a la siguiente condición de frontera en la 

interface fluido-sólido:  

 SA
A

C
C

tββσ β

∂
− ⋅ ∇ =

∂
n D  en  A βσ  (A-2) 

 
Es a través de esta expresión que se consideran el fenómeno de adsorción. Aquí n  es 

el vector unitario normal dirigido de la fase 
βσ

β  a la fase σ  , A  representa cualquier punto 
del área interfacial entre el sólido y el fluido, y  representa la concentración molar 
superficial. Esta concentración está relacionada a la del fluido por la siguiente isoterma de 
adsorción lineal: 

βσ

CAs

 
 

sA eq AC K C
β

=  en A βσ  (A-3) 
 
en donde  es el coeficiente en la relación de distribución lineal de equilibrio. Es claro que 

se está considerando el caso más sencillo posible ya que la isoterma de adsorción es lineal. 

Keq

 
De igual forma, la solución de la ecuación (A-1) está sujeta a las condiciones de 

frontera y a la siguiente condición inicial: 
 
Condición de frontera ( ),AC

β
= rF t  en A β  (A-4) e

Condición inicial ( )AC
β
= rG  a  t = 0 (A-5) 

 
 

 139



Condición de salto para la transferencia de masa Apéndice A 

 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 

Figura A-1  Sistema considerado. 
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En la ecuación (A-4)F  representa una funcionalidad en el área de entradas y 

salidas A  definida por el vector de posición r en la frontera de la región macroscópica del 

promedio. Similarmente G  representa la funcionalidad de la condición inicial definida en 
cualquier punto del sistema multifásico.  

r, tb g
βe

rb g

 
Adicionalmente a las condiciones dadas por las ecuaciones (A-2) a (A-5), la solución 

de la ecuación (A-1) requiere conocer el campo de velocidad βv  resultante de la solución de 
las ecuaciones de continuidad  

 0β∇ ⋅ =v  en la fase β  (A-9) 

y Navier-Stokes. 

 2p
t
β

β β β β β β βρ
∂⎛ ⎞

+ ⋅∇ = −∇ + + ∇⎜ ⎟∂⎝ ⎠

v
v v ρ µg v  en la fase β  (A-10) 

 
 El desarrollo de la condición de salto para las ecuaciones de continuidad y de 
momentum fue realizado por Ochoa-Tapia y Whitaker (1995a,b) y  Whitaker (1996). Los 
resultados obtenidos por esos investigadores permiten la completa definición del problema del 
movimiento del fluido en términos de las ecuaciones promedio de continuidad y cantidad de 
movimiento (ecuación de Darcy con la corrección de Brinkman). 
 
 Con el propósito tener un modelo factible de solución para el proceso de transferencia 
de masa en un sistema como el mostrado en la Figura A1, es conveniente obtener las 
ecuaciones (A-1), (A-2) y (A-3) en su forma volumétricamente promediada en la región ω . 
Para el seno del lecho poroso, el desarrollo del modelo matemático es relativamente directo ya 
que las restricciones en las longitudes de escala características establecidas por el método del 
promedio volumétrico en general son satisfechas facilmente (Zanotti y Carbonell, 1984a,b,c; 
Carbonell y Whitaker, 1984). Sin embargo, en las vecindades de la interregión dichas 
restricciones en las longitudes no son satisfechas (ver Figura A.2), obligando a buscar otras 
opciones para acoplar las ecuaciones de transporte de ambas regiones. 

 A.2 Volumen Promedio. 
 
 El método del promedio volumétrico es una técnica que puede ser usada para derivar 
de forma rigurosa las ecuaciones del continuo para sistemas multifásicos. Esto significa que 
las ecuaciones que son válidas dentro de una fase particular pueden ser homogeneizadas 
espacialmente para obtener ecuaciones que son válidas en cualquier lugar. Por ejemplo en un 
sistema fluido-sólido, es necesario saber como el fluido es transportado a través de los poros. 
El análisis directo de este proceso, en términos de ecuaciones de transporte que son válidas 
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dentro de los poros, es esencialmente imposible por lo complejo de la estructura del medio 
poroso. En lugar de atacar este problema en términos de ecuaciones y condiciones de frontera 
que son válidas en los poros, se hará uso de la información a escala del poro para derivar las 
ecuaciones en cualquier parte.  
 

En el planteamiento del modelo para la región porosa se requieren ecuaciones 
homogeneizadas espacialmente, tomando las ecuaciones que son válidas dentro de una fase 
particular y de esta manera obtener ecuaciones válidas en cualquier punto, la técnica que se 
utiliza para desarrollar de manera rigurosa estas ecuaciones es conocida como el método del 
promedio volumétrico. 
 

Para el sistema bifásico bajo consideración el volumen promedio V  (ver Figura A-2) 
puede contener las dos fases, y esto se indica mediante: 
 
 ( ) ( )V Vβ σ= +xV x  (A-6) 

En donde V  y V  representan el volumen ocupado por la fase β σ β  y σ  dentro del 
volumen promedio. En términos de estos volúmenes la porosidad o fracción hueca está 
definida por: 

 
( )

( )
Vβ

βε =
x

x
V

 (A-7) 

 
 
 En la Figura A-2, se muestra que esta propiedad promedio del medio poroso, formado 
por las fases fluida y sólida es función de la posición, aún si el medio poroso es homogéneo. 
 Para el proceso de promediado se usarán los promedios superficial e intrínseco 
definidos por: 
 

Concentración promedio superficial ( )
( )

1
A A

V x

C C x y
β β

β

β= +∫V ydV  (A-8) 

 

Concentración promedio intrínseca 1
A

V

C C
Vβ

β

β

β

= A dV
β∫  (A-9) 
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Figura A-2. Posible ubicación del volumen promedio que muestra que la fracción volumétrica 
en función de la posición del volumen promedio. 
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En el presente estudio se desarrollará la ecuación volumétricamente promediada de 

transferencia de masa válida en cualquier parte del sistema ilustrado en la Figura A-1. Este 
procedimiento lo iniciamos al reconocer que el volumen promedio puede estar localizado en 
cualquier parte del espacio en consideración. Hay tres posibilidades claramente diferentes y 
ellas son mostradas en la Figura A-2. Los detalles del volumen promedio y los vectores 
involucrados que definen su posición y puntos dentro de él son presentados en la Figura A-3. 
En ésta se incluyen el vector de posición r que localiza cualquier punto en el espacio 
tridimensional R 3 , el vector de posición x que localiza el centroide del volumen promedio, el 
cual puede ubicarse tanto en la fase fluida (β  ) como en la sólida (σ ), y el  vector de posición  

 que es usado para  representar puntos en la fase yβ β  relativos al centroide del volumen 
promedio. 

 
 Los dos tipos de concentraciones promedio están relacionadas por la fracción de 
huecos mediante: 
 

 A AC C
β β

β

βε=   (A-10) 

 
 Cabe hacer notar que en la frontera de las regiones ω y η  la fracción volumétrica (ε β ) 
experimenta cambios significativos como consecuencia de las variaciones del radio del 
volumen promedio . 0r
 
 El procedimiento para la obtención de la ecuación generalizada se comienza al aplicar 
el operador que define el promedio superficial de la ecuación ecuación (A-1): 
 

 ( ) ( )1 1 1A
A A

V V V

Acumulación Convección Difusión

C
dV C dV C dV

t
β

β β

β β β

β β

∂
+ ∇ ⋅ = ∇ ⋅ ∇

∂∫ ∫ ∫v D
V V V

 (A-11) 

 
 De ésta, el término de acumulación puede escribirse como 
 

 1 1 AA
A

V V

CC
dV C dV

t t
ββ

β

β β

⎛ ⎞ ∂∂ ∂ ⎜ ⎟= =
⎜ ⎟∂ ∂ ∂
⎝ ⎠

∫ ∫V V t
 (A-12) 

ya que V  es función de la posición, , pero no del tiempo. β ( )x
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Figura A-3. Volumen promedio y vectores de posición asociados para el sistema fluido-medio 

poroso. 
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 Al introducir la relación entre el promedio superficial y el promedio intrínseco, dado 
por la ecuación (A-10), y restringir el estudio a un medio poroso rígido el término de 
acumulación toma la forma 
 

 
AC C

t t
β Aβ

β

βε
∂ ∂

=
∂ ∂

 (A-13) 

 
 Por ello la ecuación (A-11) puede escribirse como: 
 

 ( ) ( )A
A

Convección DifusiónAcumulación

C
C

t
β

β

β

β βε
∂

+ ⋅ = ⋅
∂

v AC
ββD∇ ∇ ∇  (A-14) 

 
 Con el fin de intercambiar integración y diferenciación en  los términos convectivo y 
difusivo, se hará uso del teorema del promedio volumétrico (Howes y Whitaker, 1985). Este 
indica que en el sistema de dos fases, β  y σ , cualquier variable vectorial  asociada con la 
fase 

ξβ

β ,  puede expresarse como: 
 

 
∇ ⋅ ξ ∇ ⋅ ξ ξβ β βσ

βσ

= + ⋅ βz1
V

n dA
A  (A-15) 

 
En donde representa el área de la interfase Aβσ βσ  contenida dentro del volumen promedio 

 (Whitaker, 1967). A continuación se procederá al desarrollo de las ecuaciones promedio 
de forma separada de los términos convectivo y difusivo. 
V

 
Desarrollo del término de transporte convectivo  
Una primera aplicación del teorema del promedio volumétrico al término convectivo lleva a la 
siguiente ecuación: 
 

 ( ) ( )1
A A

A

C C
β β

βσ

β β βσ β⋅ = ⋅ + ⋅∫v v n v
V

∇ ∇ AC dA
β

 (A-16) 

 
 Aquí es momento de hacer notar que la fase σ  es un sólido impermeable, y por ello 
para la velocidad se tiene: 
 
 nβσ β⋅ =v 0  en la interfase βσ  (A-17) 
 

 146



Condición de salto para la transferencia de masa Apéndice A 

 Al aplicar esta condición de frontera en la ecuación (A-16), ella se simplifica a: 
 

 ( )AC
ββ⋅ =v v∇ ∇ ⋅ AC

ββ   (A-18) 

 
 La forma tradicional de representar el flux convectivo en términos de desviaciones 
espaciales (Carbonell y Whitaker, 1983) está dada por: 
 

 A AC C
β β

ββ

β β β βε= +v v v AC
β

 (A-19) 

 
 En donde las definiciones para las desviaciones espaciales de velocidad y 
concentración (Gray, 1975) están dadas por las siguientes expresiones:  

 

 A AC C CAβ β

β
= +

β
 (A-20) 

 v v vβ β

β

β= + ~  (A-21) 

 
 Sin embargo, el uso de la ecuación (A-19) requiere de la imposición de restricciones de 
longitud de escala (Carbonell y Whitaker, 1984; Quintard y Whitaker, 1994a,b,c,d,e). Para 
establecer la condición de salto se necesita desarrollar una ecuación que no involucre tales 
restricciones ya que debe poder usarse en las vecindades de la frontera entre las regiones ω  y 
η . Con este propósito se define el flujo dispersivo de exceso, en la misma forma de los 
trabajos de Ochoa y Whitaker (1997, 1998a), mediante: 
 

 A A Aex
C C C

β β β

ββ

β β β β βε= − −v v v v AC
β

 (A-22) 

 
 Con la idea que:  

 , en la región homogénea. (A-23) 0A exCβ β〈 〉 =v

 
 El flujo dispersivo de exceso definido por la ecuación (A-22) no será igual a cero en 
la frontera ω η− , donde las restricciones de longitud de escala desarrolladas por Carbonell y 
Whitaker (1984) no son válidas. 
 
 
 
 
 
Entonces, el término convectivo  puede expresarse como: 
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 ( )
Transporte dispersivo Dispersión no-localTransporte convectivo

A A A ex
C C C

β β β

ββ

β β β β βε∇ ⋅ = ∇ ⋅ + ∇ ⋅ +∇ ⋅v v v v AC
β

  (A-23 a) 

 
 Ahora se procederá al desarrollo detallado del término difusivo. 
 
Desarrollo del término de transporte difusivo 
 
 La aplicación del teorema del promedio volumétrico sobre el lado derecho de la 
ecuación (A-14), lleva al resultado 
 

 ( )
Flux interfacial

1
A A

A

C C
β β

βσ

β β βσ β⋅ = ⋅ + ⋅∫ n AC dA
β

D D D
V

∇ ∇ ∇ ∇ ∇  (A-24) 

 
 El término integral superficial en esta ecuación puede modificarse, al aplicar la 
condiciones de frontera interfacial dada por las ecuaciones (A-2) y (A-3), para obtener 
 

 ( ) 1 A
A A eq

A

C
C C K

t
β

β β

βσ

β β

∂⎛ ⎞
⋅ = ⋅ − ⎜⎜ ∂⎝ ⎠∫D D

V
∇ ∇ ∇ ∇ dA⎟⎟  (A-25) 

 
 En este punto, primero se hace notar que los cambios de la difusividad molecular con 
la presión, temperatura y concentración, son muy pequeños en longitudes equiparables a la del 
tamaño del volumen promedio. Así es razonable ignorar las variaciones de este coeficiente 
molecular de transporte dentro del volumen, V . A continuación, una nueva aplicación del 
teorema del promedio volumétrico, ahora al primer término del miembro derecho de la 
ecuación. (A-25), promedio, lleva a: 
 

( ) 1 1 A
A A A eq

A A

C
C C C dA K

t
β

β β β

βσ βσ

β β βσ

⎡ ⎤⎛ ⎞ ∂⎛ ⎞⎢ ⎥⎜ ⎟⋅ = ⋅ + − ⎜⎜⎢ ⎥⎜ ⎟ ∂⎝ ⎠⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦
∫ ∫nD D

V V
∇ ∇ ∇ ∇ dA⎟⎟  (A-26) 

 
 Ahora es conveniente reemplazar la concentración promedio superficial en términos de 
su promedio intrínseco, y así se obtiene: 
 

 ( ) 1
A A A

A

C C C
β β β

βσ

β β

β β β β βσε ε
⎡ ⎤⎛ ⎞
⎢ ⎥⎜ ⎟⋅ = ⋅ + +
⎢ ⎥⎜ ⎟
⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

∫ nD D
V

∇ ∇ ∇ ∇ ∇ AC dA
β
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 1 A
eq

A

C
K

t
β

βσ

∂⎛ ⎞
− ⎜⎜ ∂⎝ ⎠∫V

dA⎟⎟  (A-27) 

 
 Al momento, se ha logrado expresar parte del término derecho de esta ecuación en 
función de cantidades promedio. No así en los términos que involucran integrales en la 
superficie interfacial, ya que contienen la concentración puntual. Estos son: 
 

a) 1
A

A

C dA
β

βσ

βσ∫ n
V

   b) 1 A
eq

A

C
K

t
β

βσ

∂⎛ ⎞
⎜⎜ ∂⎝ ⎠∫V

dA⎟⎟  (A-28) 

 
 Cuando se desarrollan ecuaciones en las que no se toma en cuenta la interregión, el 
término que considera la concentración puntual se puede desarrollar en series de Taylor, 
establecer restricciones de escala y poder despreciar los términos de orden superior (Whitaker, 
1999). Para evitar esta limitación en el desarrollo, primeramente se hace notar que a partir del 
teorema del promedio volumétrico se puede establecer que: 
 

 1

A

dA
βσ

βσ βε= −∇∫ n
V

 (A-29) 

 
 La cual es una expresión que no tiene restricciones adicionales, este resultado nos lleva 
a escribir: 
 

 1
A A A

A

C dA C C
β β β

βσ

β β β

βσ β βε ε= − = −∫ x x
n

V
∇ ∇  (A-30) 

 
 Es necesario aclarar que las cantidades promedio fuera de una integral son evaluadas 
en el centroide x  del volumen promedio (Quintard y Whitaker, 1990), pero obviaremos esta 
notación a menos que se crea indispensable. Usando la ecuación (A-30) en la (A-28) se tiene 
la siguiente expresión para el término difusivo: 
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 ( )
Difusión no-local

1
A A A A

A

C C C C
β β β β

βσ

β β

β β β βσε

⎧ ⎫⎡ ⎤
⎪ ⎪⎢ ⎥
⎪ ⎪⎛ ⎞⎢ ⎥⋅ = ⋅ + −⎨ ⎬⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎪ ⎪⎢ ⎥⎪ ⎪⎢ ⎥⎣ ⎦⎩ ⎭

∫ x
nD D

V
∇ ∇ ∇ ∇ dA  

 1 A
eq

A

C
K

t
β

βσ

∂⎛ ⎞
− ⎜⎜ ∂⎝ ⎠∫V

dA⎟⎟  (A-31) 

 
 Esta forma de la ecuación para el flux es similar a la obtenida para el de conducción de 
calor (Nozad y col., 1985; Kaviany 1991; Ochoa y Whitaker 1998). El último término de la 
ecuación (A-31) puede rescribirse como: 
 
 

 ( )
Difusión no-local

1
A A A A

A

C C C C
β β β β

βσ

β β

β β β βσε

⎧ ⎫⎡ ⎤
⎪ ⎪⎢ ⎥
⎪ ⎪⎛ ⎞⎢ ⎥⋅ = ⋅ + −⎨ ⎬⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎪ ⎪⎢ ⎥⎪ ⎪⎢ ⎥⎣ ⎦⎩ ⎭

∫ x
nD D

V
∇ ∇ ∇ ∇ dA  

 
A

eq v

C
K a

t
β βσ

∂
−

∂
 (A-32) 

 
 Aquí se ha supuesto que las variaciones de  dentro del volumen promedio son 
despreciables, y se han introducido las siguientes definiciones: 

Keq

 
 

Concentración promedio interfacial 1
A

A

C
Aβ

βσ

βσ
βσ

= AC dA
βσ∫  (A-33) 

Área volumétrica interfacial 
( )

( )v

A
a βσ=

x
x

V
 (A-34) 

 
 Para no expresar la ecuación (A-32) en términos de concentraciones puntuales se hace 
uso de la definición de desviación espacial para la concentración dada por la ecuación (A-20), 
y así se llega a: 
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( )AC
ββ∇ ⋅ ∇ =D  

 

Difusión no-local

1 1
A A A A

A
A

C C dA C C dA
β β β β

βσ β
βσ

β β

β β βσ βσε
+

⎧ ⎫⎡ ⎤
⎪ ⎪⎢ ⎥⎛ ⎞⎪ ⎪⎢ ⎥∇ ⋅ ∇ + + −⎜ ⎟⎨ ⎬⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎪ ⎪⎢ ⎥⎪ ⎪⎢ ⎥⎣ ⎦⎩ ⎭

∫ ∫ x y x
n nD

V V
β

 

 
A

eq v

C
K a

t
β βσ

∂
−

∂
 (A-35) 

 
 Ahora se pueden usar en la ecuación (A-14) los resultados parciales para los términos 
convectivo y difusivo, ecuaciones (A-23) y (A-35), para obtener: 
 

( )
Dispersión Dispersión no-local

A
A A ex

C
C C

t
β

β β

β

ββ

β β β βε ε
∂

+∇ ⋅ +∇ ⋅ +∇ ⋅
∂

v v AC
ββv  

 

difusión no-local

1 1
A A A A

A
A

C C dA C C dA
β β β β

βσ β
βσ

β β

β β βσ βσε
+

⎧ ⎫⎡ ⎤
⎪ ⎪⎢ ⎥

⎛ ⎞⎪ ⎪⎢ ⎥= ∇ ⋅ ∇ + + −⎜ ⎟⎨ ⎬⎢ ⎥⎜ ⎟
⎝ ⎠⎪ ⎪⎢ ⎥

⎪ ⎪⎢ ⎥⎣ ⎦⎩ ⎭

∫ ∫ x y x
n nD

V V
β

 

 
A

eq v

C
K a

t
β βσ

∂
−

∂
 (A-36) 

 
 Reordenando la ecuación (A-36) para que tome la forma similar de las ecuaciones de 
transporte de un soluto en un medio poroso con adsorción, se obtiene 
 

( ) *1
Av eq

A A eq

Ca K
C C K k a

t
β

β β

β

v AC
β

β β ββ

β β β
β

ε ε
ε

∂⎛ ⎞ ⎡ ⎤+ +∇ ⋅ = ∇ ⋅ ⋅∇ −⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎢ ⎥⎣ ⎦∂⎝ ⎠
v D σ  

 

fuente de no-equilibrio

A A
eq v

C C
K a

t t
β β

β

βσ
⎡ ⎤∂ ∂⎢ ⎥− −⎢ ⎥∂ ∂
⎢ ⎥⎣ ⎦

  (A-37) 

 
 
 

En la ecuación anterior se ha introducido las siguientes definiciones: 
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Tensor de dispersión efectiva total 
 
   (A-38) D D D* = +eff D

Que involucra al Tensor de difusividad efectiva ( )effD   

 

 1
eff A A A

A
C C C

β β
βσ

β

β β β βσε ε

⎡
⎢
⎢⋅∇ = ∇ +
⎢
⎢
⎣

∫ nD D
V

dA
β

 

 1
A A

A

C C

difusion no local

β β
β

βσ

β β

βσ
+

⎤
⎥
⎥⎛ ⎞

+ − ⎥⎜⎜ ⎥⎝ ⎠
⎥

− ⎥⎦

∫ x y x
n dA⎟⎟V

  (A-39) 

y al Tensor de dispersión 
 

 ( )D A A A ex
C C

β ββ β β βε ε⋅∇ = − ∇ ⋅ −∇ ⋅v vD C
β

 (A-40) 

 
Fuente de no-equilibrio 
 

 
A A

eq v

C C
K a

t t
β β

β

βσ
⎡ ⎤∂ ∂⎢ ⎥Φ = − −⎢ ⎥∂ ∂
⎢ ⎥⎣ ⎦

 (A-41) 

  
Nótese que se han introducido en ambos miembros de la ecuación (A-39) el término 

A
v eq

C
a K

t
β

β
∂

∂
 para dar lugar a la contribución denominada fuente de no-equilibrio. Esto 

porque en el desarrollo de la condición de salto dicha fuente involucra diferencias entre la 
concentración interfacial promedio y su promedio intrínseco que llevará a un resultado con un 
significado físico más claro. 
 
 Cuando las restricciones de tamaño son satisfechas la ec. (A-37) se reduce al siguiente 
resultado: 

 ( ) (1
Av eq

A

Ca K
C

t
β

β

β

)AC
β

β ββω ω
βω βω β βω ωω ω ω

βω

ε ε ε
ε

∂⎛ ⎞
+ + ⋅ = ⋅ ⋅⎜ ⎟⎜ ⎟ ∂⎝ ⎠

*v D∇ ∇ ∇  (A-42) 
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  En el Apéndice B se presenta el desarrollo en detalle de la ecuación promedio válida en 
la región homogénea del medio poroso (región ω). En esta ecuación el subíndice ω en va ω , 

βωε  y ω
*D  indica que los parámetros son los correspondientes a la parte homogénea del medio 

poroso (región ω). En el Apéndice B, además de la deducción de la ecuación se presentan las 
restricciones que las longitudes características deben satisfacer, y  se deduce el método para la 
predicción de los coeficientes de transporte efectivo DωD  y effωD , y por lo tanto ω

*D . 
 
Por otro lado en la parte homogénea del fluido (región η ) 
 

 ( ) (A

A

C
C

t
β

β

β

)AC
β

β ββη
β βη η η

∂
+ ⋅ = ⋅ ⋅

∂
v D∇ ∇ ∇  (A-43) 

 

 La fracción volumétrica de la fase β  ( )βηε  es igual a uno, esto implica que 0aνη =  y 

el término no-local es nulo, aquí el subíndice η  indica que la velocidad y la concentración 
corresponden a la solución de las ecuaciones de transferencia de cantidad de movimiento 
(Ochoa y Whitaker, 1995) y continuidad del soluto A válidas en el seno del medio poroso. En 
el Apéndice B también se presentan las restricciones que deben satisfacerse para que la 
ecuación (A-46) pueda reemplazar a (A-34) sin error significativo. En este punto del análisis 
contamos con lo necesario para comenzar el desarrollo de la condición de salto que permitirá 
acoplar las ecuaciones. (A-42) y (A-43).  
 

Los coeficientes efectivos y la fuente de no-equilibrio en la ecuación generalizada (A-
34), sufrirán variaciones bruscas en la inter-región, lo cual significará una gran complicación 
en la solución de esa ecuación. Para evitar este problema se usarán las ecuaciones que son 
válidas estrictamente en las zonas homogéneas de cada una de las regiones. Así, esto significa 
que los valores obtenidos, AC β

β ω〈 〉  y AC β
β η〈 〉 , de las ecuaciones (A-42) y (A-43) no serán 

iguales en la inter-región a los de AC β
β〈 〉 , obtenidos de la solución de (A-37). Esta idea se 

muestra esquemáticamente en la Figura A-4 para los casos *
ωη ωη⋅ ⋅Dn n > βD  y 

*
ωη ωη⋅ ⋅n nD < βD . Es importante comprender que los valores de AC β

β ω〈 〉  y AC β
β η〈 〉 , obtenidos 

por el procedimiento descrito no serán extrapolaciones, sino soluciones de las ecuaciones que 
son válidas en las regiones homogéneas η y ω pero que se aplicarán a todos los puntos de la 
región correspondiente, incluidos los de la inter-región. Debe enfatizarse también que la 
fracción volumétrica βε  es una función continua de la posición, que toma el valor βωε  en la 

zona homogénea del medio poroso y βηε  en la parte homogénea del fluido. Por ello la 
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concentración superficial AC β〈 〉 , es también una función continua en cualquier lugar del 
sistema de dos fases, incluyendo puntos en la inter-región. 
 
Desarrollo de la condición de salto para el flux de A 
 
 Para la condición de salto se considera un volumen promedio a gran escala mostrado 
en la Figura A-5 y recordando que dentro del cual es válida la ecuación de transferencia de 
masa obtenida en la sección anterior en cualquiera de sus puntos, ya que no se establecieron 
restricciones de escala en el desarrollo de la ecuación general, está limitada exclusivamente 
por la forma de las ecuaciones puntuales y por las condiciones de frontera. 
 
 Durante el siguiente desarrollo se hace uso de la idea que la ecuación generalizada de 
transferencia de masa debe de satisfacerse en promedio dentro del volumen macroscópico  
mostrado en la Figura A-5. Los volúmenes de las regiones ω  y η  contenidas dentro de ∞V  se 
designan por V  y V  respectivamente, de tal forma que: ω η

 
 V Vω η∞ = +V  
 

Nótese que estos tres volúmenes son independientes del tiempo y por ello la velocidad 
de desplazamiento de las superficies relacionadas por A Aω η∞ = +A  es nula. 
 
 El procedimiento para el desarrollo de la condición de salto asociada con la frontera 
ω η−  incluye los siguientes pasos: 
 
• Integración de la ecuación de transporte generalizada sobre el volumen total (V ). ∞

 
Integración de las ecuaciones que son válidas en las regiones homogéneas ω  y η  

sobre sus correspondientes volúmenes (V  y V  ). La definición de regiones homogéneas ω η ω  y 
η  se refiere a las partes que no son afectadas por los cambios rápidos en la estructura cerca de 
las fronteras físicas del sistema y ello incluye la inter-región. 
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Figura A-4.Continuidad del campo intrínseco y la aproximación en la solución de las 

ecuaciones válidas en la parte homogénea de las regiones. 
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Ahora se procede a realizar tales pasos: 
 
Así se comenzará por la integración de (A-37), en la totalidad del volumen 

macroscópico, para obtener el resultado:  
 

 1 1v eq A v eq A

V V

a K C a K C
dV dV

t tω η

β β
β β

β β
β β

ε ε
ε ε

⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂〈 〉 ∂〈 〉
+ + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠∫ ∫  

  ( ) ( )A A
A A

C dA C d
ω η

β β β β
ω β β β η β β βε ε+ ⋅ 〈 〉 〈 〉 + ⋅ 〈 〉 〈 〉∫ ∫n v n v A

A  * *( ) ( )A A
A A

C dA C d
ω η

ω β η β= ⋅ ⋅∇〈 〉 + ⋅ ⋅∇〈 〉∫ ∫n nD D

 
V V

dV dV
ω η

− Φ − Φ∫ ∫  (A-45) 

 
 Para obtener este resultado se ha utilizado el teorema de la divergencia para cambiar 
varias de las integrales de volumen que originalmente contenían divergencias de flux 
convectivo y del difusivo. También, se involucró la descomposición de la superficie ∞A  en 
Aω  y Aη . 
 
La descomposición de la integral mencionada para el flux βξ , se expresa como 
 

  (A-46) 
A A

dV dA dA
ω η

β ω β η

∞

⋅ = ⋅ + ⋅∫ ∫ ∫n n
V

∇ ξ ξ ξβ

 
 Los vectores unitarios involucrados en las ecuaciones (A-45) y (A-46) se muestran en 
la Figura A-5. Ahora se procede a integrar las ecuaciones (A-42) y (A-43) en los volúmenes 
Vω  y Vη  respectivamente. Después de aplicar el teorema de la divergencia en los términos 
pertinentes se procede a la adición de las dos ecuaciones resultantes para obtener: 
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Figura A-5. Volumen promedio  a gran escala en la interregión fluido - medio poroso. 
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 1 v eq A A

V V

a K C C
dV dA

t tω η

β β
β ω β η

βω
βω

ε
ε

⎛ ⎞ ∂〈 〉 ∂〈 〉
+ +⎜ ⎟⎜ ⎟ ∂ ∂⎝ ⎠∫ ∫  

  ( ) (A A
A A

C dA C d
ω η

β β β β
ω βω β ω β ω η β η β ηε+ ⋅ 〈 〉 〈 〉 + ⋅ 〈 〉 〈 〉∫ ∫n v n v ) A

dA

) A

)dAβ

  ( )A A
A

C C
ωη

β β β β
ωη βω β ω β ω β η β ηε+ ⋅ 〈 〉 〈 〉 − 〈 〉 〈 〉∫ n v v

  *( ) (A A
A A

C dA C d
ω η

β β
ω βω ω β ω η η β ηε= ⋅ ⋅∇〈 〉 + ⋅ ∇〈 〉∫ ∫n nD D

  (A-47) *( A A
A

C C
ωη

β
ωη βω ω β ω η β ηε+ ⋅ ⋅∇〈 〉 − ∇〈 〉∫ n D D

 
 En este resultado A Aωη ηω=  para representar el área de la superficie que separa las 

regiones ω  y η dentro del volumen ∞V . También se ha utilizado la siguiente nomenclatura 
para representar el vector unitario en esa superficie, ωη ηω= −n n . 
 Restando  (A-47)  de (A-45) se obtiene: 
 

 1 1v eq A v eq A

V

a K C a K C
dV

t tω

β β
β β

β βω
β βω

ε ε
ε ε

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂〈 〉 ∂〈 〉
+ − +⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

∫ ω  

 1 v eq A A

V

a K C C
dV

t tη

β β
β β η

β
β

ε
ε

⎡ ⎤⎛ ⎞ ∂〈 〉 ∂〈 〉
+ + −⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟ ∂ ∂⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦
∫  

  ( )A A
A

C C
ω

β β β β
ω β β β βω β ω β ωε ε+ ⋅ 〈 〉 〈 〉 − 〈 〉 〈 〉∫ n v v dA

dA

dA

dA

dAη

dA

  ( )A A
A

C C
η

β β β β
η β β β β η β ηε+ ⋅ 〈 〉 〈 〉 − 〈 〉 〈 〉∫ n v v

  ( )A A
A

C C
ωη

β β β β
ωη βω β ω β ω β η β ηε− ⋅ 〈 〉 〈 〉 − 〈 〉 〈 〉∫ n v v

  * *( )A A
A

C C
ω

β
ω β βω ω β ωε= ⋅ ⋅∇〈 〉 − ⋅∇〈 〉∫ n D D

  *( )A A
A

C C
η

β
η β η β+ ⋅ ⋅∇〈 〉 − ∇〈 〉∫ n D D

  *( )A A
A

C C
ωη

β β
ωη βω ω β ω η β ηε− ⋅ ⋅∇〈 〉 − ∇〈 〉∫ n D D

 
V V

dV dV
ω η

− Φ − Φ∫ ∫  (A-48) 
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 El tipo de términos contenidos en las integrales en las superficies Aω  y Aη  es la 
característica que Gibbs (1928) definió como una función de exceso en la interfase, una 
explicación que es aplicable al problema bajo investigación es dado por Ochoa-Tapia y 
Whitaker 1995a . Introduciendo las definiciones de exceso como: 
 
Acumulación superficial de exceso 
 

Acumulación superficial de exceso

1 1
A AAeq eqs

s
A V

C CCa K a K
dA dV

t t
β ββ

ωη ω

β ββ

ν ν ω
β β βω

β βω

ε ε ε
ε ε

⎡ ⎤∂ ∂∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎢ ⎥= + − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦
∫ ∫ t∂

 

 1
AAeq

V

CCa K
dV

t t
ββ

η

ββ

ν
β

β

ε
ε

⎡ ⎤∂∂⎛ ⎞⎢+ + −⎜ ⎟⎢ ⎜ ⎟ ∂ ∂⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦
∫ η ⎥

⎥  (A-49) 

 
 Donde sβε representa la porosidad superficial de exceso y A S

C
β

es la concentración 

superficial. 
 
Transporte convectivo superficial de exceso 
 

 s s s A s
C

C dβ β
β β βε σ⋅ 〈 〉 〈 〉∫ n v  

 ( )A A
A

C C
ω

β β β β
ω β β β βω β ω β ωε ε= ⋅ 〈 〉 〈 〉 − 〈 〉 〈 〉 dA∫ n v v  

 ( )A A
A

C C
η

β β β β
η β β β β η β ηε+ ⋅ 〈 〉 〈 〉 − 〈 〉 〈 〉 dA∫ n v v  (A-50) 

 

 En esta ecuación como puede verse en la Figura A-5, C representa una curva cerrada a 
lo largo de la línea divide la superficie Aωη , mientras sn  representa el vector unitario que es 
tangente a la frontera ω η−  y normal a la curva C, y σ  representa la longitud del arco a lo 

largo de esta curva. La velocidad superficial es representada por s s
v

β

β βε  (Ochoa-Tapia y 

Whitaker, 1995a) 
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Transporte difusivo superficial de exceso 

 *
s s s s A s

C
C dββ βε σ⋅ ⋅∇ 〈 〉∫ n D  

 * *( )A A
A

C C
ω

β
ω β βω ω βε= ⋅ ⋅∇〈 〉 − ⋅∇〈 〉 dAω∫ n D D  

 *( A A
A

C C
η

β
η β η β+ ⋅ ⋅∇〈 〉 − ∇〈 〉 )dAη∫ n D D  (A-51) 

 Aquí se uso s∇  para representar el operador gradiente superficial y está asociado con 

el operador nabla por  (Ochoa-Tapia y col., 1993) (s ωη ηω∇ = − ∇I n n i)
 
No-equilibrio superficial de exceso 
 

  (A-52) s
A V V

dA dV dV
ωη ω η

Φ = Φ + Φ∫ ∫ ∫
 

En donde Φ  queda definido por la ecuación (A-41). Esta definición de acuerdo con 
trabajos previos (Ochoa-Tapia y Whitaker, 1998b) sugiere que el término de no-equilibrio 
superficial de exceso puede ser representado como: 

 s δΦ = Φ  (A-53) 

 

Donde  δ  representa el espesor asociado con la región de frontera y puede ser 
estimada  como la raíz de la norma del tensor permeabilidad en la ley de Darcy. 
 

Substituyendo las ecuaciones. (A-49)-(A-52) en la ecuación (A-48), dando el siguiente 
resultado: 

 

 A s
s s s s

A C

C
dA C d

tωη

β
β β β

β β β A sβε ε σ
∂〈 〉

+ ⋅ 〈 〉 〈 〉
∂∫ ∫ n v  

  ( )A A
A

C C
ωη

β β β β
ωη βω β ω β ω β η β ηε− ⋅ 〈 〉 〈 〉 − 〈 〉 〈 〉∫ n v v dA

dA

A∫

  *( )A A
A

C C
ωη

β β
ωη βω ω β ω η β ηε= − ⋅ ⋅∇〈 〉 − ∇〈 〉∫ n D D

  (A-54) *
s s s s A s s

C A
C d d

ωη

β
β βε σ+ ⋅ ⋅∇ 〈 〉 − Φ∫ n D
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Usando el teorema de la divergencia superficial (Ochoa-Tapia y col., 1993) para 
escribir todos los términos bajo la misma área de integración, y entonces el integrando es igual 
a cero, se obtiene una ecuación de transporte superficial o condición de salto: 

 *

transporte superficial de exceso

A s
s s s s A s s s s A s

C
C C

t

β
β β β β

β β β β βε ε ε
∂〈 〉

⎡ ⎤β+∇ ⋅ 〈 〉 〈 〉 − ⋅∇ 〈 〉⎣ ⎦∂
v D  

 
Transporte convectivo

( )A AC Cβ β β β
ωη βω β ω β ω β η β ηε− ⋅ 〈 〉 〈 〉 − 〈 〉 〈 〉n v v  

  (A-55) *

no-equilibrio superficial de excesotransporte difusivo

( )A A sC Cβ β
ωη βω ω β ω η β ηε= − ⋅ ⋅∇〈 〉 − ∇〈 〉 − Φn D D

 
Se debe recordar que hasta este punto no se ha impuesto ninguna condición sobre la 

concentración promedio en la superficie divisoria del medio poroso y la región fluida. 
Entonces, basado en la continuidad de los campos AC β〈 〉  y AC β

β〈 〉  mostrados en la Figura 
A-4, se elige la imposición de continuidad del volumen intrínseco de la continuidad en la 
frontera ω η− . 

 A AC Cβ β
β ω β〈 〉 = 〈 〉η , en la frontera ω -η  (A-56) 

Lo anterior también implica que la concentración superficial debe satisfacer: 
 

 A s A AC C Cβ β β
β β ω β η〈 〉 = 〈 〉 = 〈 〉 , en la frontera ω -η  (A-57) 

La ecuación (A-61) junto con la continuidad de la velocidad superficial genera la 
siguiente ecuación: 

  en la frontera ( )A AC Cβ β β β
ωη βω β ω β ω β η β ηε⋅ 〈 〉 〈 〉 − 〈 〉 〈 〉 =n v v 0 ω -η  (A-58) 

 

Con lo anterior, la ecuación (A-55) se reduce a: 

 *

Transporte superficial de exceso

A s
s s s s A s s s s A s

C
C C

t

β
β β β β

β β β β βε ε ε
∂〈 〉

⎡ ⎤β+∇ ⋅ 〈 〉 〈 〉 − ⋅∇ 〈 〉⎣ ⎦∂
v D  

  (A-59) *

no-equilibrio superficial de excesoTransporte Difusivo

( )A A sC Cβ β
ωη βω ω β ω η β ηε= − ⋅ ⋅∇〈 〉 − ∇〈 〉 − Φn D D

Entonces, si el transporte superficial de exceso y el término de no-equilibrio son 
despreciables, la condición toma la siguiente forma: 
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  (A-60) *( A AC Cβ
ωη βω ω β ω η β ηε− ⋅ ⋅∇〈 〉 − ∇〈 〉 =n DD ) 0β

 Aunque ésta es una ecuación simplificada, se debe de recordar que debe de ser 
utilizada junto con las condiciones de velocidad y concentración.  
 
Forma general de la condición de salto 
A continuación se seguirán las ideas propuestas por Ochoa-Tapia y Whitaker (1995b) para el 
estudio del trasporte de  cantidad de movimiento. Con base en las definiciones de los términos 
superficiales de exceso dados por las ecuaciones (A-49)-(A-52) se proponen las siguientes 
representaciones. 
Acumulación superficial de exceso 

 A s A
s a

C C
t t

β β
β β ω

β βε γ ε
∂ 〈 〉 ∂ 〈 〉

=
∂ ∂

 (A-61) 

 
Transporte difusivo superficial de exceso 

 * *( ) (s s s s A s d A AC C )Cβ β β
β β ωη βω ω β ω ηε γ ε∇ ⋅ ⋅∇ 〈 〉 = ⋅ ⋅∇〈 〉 − ∇〈 〉n DD D β η  (A-62) 

 
No-equilibrio superficial de exceso 

 A
s s v eq

C
a K

t

β
β ωγ

∂ 〈 〉
Φ =

∂
 (A-63) 

Note que debido a la forma de la ecuación (A-58), no es necesario introducir una ecuación 
para el transporte convectivo superficial de exceso. En las ecuaciones. (A-61)-(A-63), aγ , dγ  
y sγ son parámetros adimensionales de orden uno. 
Usando las ecuaciones (A-61)-(A-63) en la ecuación (A-59) se tiene: 
 
 

 *

Transporte superficial de exceso
Acumulación superficial de exceso

( )A
a d A

C
C C

t

β
β ω β β

β ωη βω ω β ω ηγ ε γ ε
∂ 〈 〉

+ ⋅ ⋅∇〈 〉 − ∇〈 〉
∂

n D D Aβ η  

 *

Transporte difusivo
no-equilibrio superficial de exceso

( ) A
A A s v eq

C
C C a K

t

β
β ωβ β

ωη βω ω β ω η β ηε γ
∂ 〈 〉

= − ⋅ ⋅∇〈 〉 − ∇〈 〉 −
∂

n D D  (A-64) 

 
 La cual se puede escribir en términos de solo un parámetro ajustable 
 

 *( ) A
A A v eq

C
C C a K

t

β
β ωβ β

ωη βω ω β ω η β ηε γ
∂ 〈 〉

− ⋅ ⋅∇〈 〉 − ∇〈 〉 =
∂

n DD  (A-65) 
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 En esta ecuación el parámetro γ  involucra los valores adimensionales aγ , dγ  y sγ . Es 
claro que para las condiciones de estado estable la condición se reduce a aquella que considera 
la suposición de efectos superficiales de exceso despreciables dado por la ecuación (A-60). En 
este punto finalmente se debe de reconocer que el término de acumulación de exceso en la 
ecuación (A-65) es importante. 
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Apéndice B 
 

Problema de cerradura para la ecuación de 
transferencia de masa en un medio poroso. 
 
 En el Apéndice A se mostró el desarrollo de una ecuación para la condición de salto 
válida en cualquier región del sistema fluido-medio poroso. Parte importante al aplicar el 
procedimiento consiste en tener en cuenta los cambios de porosidad al acercarse a la 
interregión, al final, la ecuación general podría reducirse a la ecuación puntual en la región 
fluida o bien a la ecuación volumétricamente promediada en la región porosa. El objetivo del 
presente apéndice es mostrar la aplicación tradicional del método del promedio volumétrico 
cuando el sistema consiste sólo del medio poroso, muchas de las ecuaciones ya se 
mencionaron al desarrollar la condición de salto interregional, por lo que se omitirán detalles y 
sólo se realizará referencia a las ecuaciones del Apéndice A, enfocando el desarrollo detallado 
al problema de cerradura para la ecuación de transferencia de masa en el medio poroso, así 
como las restricciones de longitud de escala mencionadas con anterioridad en el Apéndice A. 
 
 El sistema considerado es la región porosa mostrada en el la Figura B.1, consisten de 
una fase sólida inmersa en un fluido. Las ecuaciones consideradas para la transferencia de  
masa en el medio poroso, se presentaron en el Capítulo 2 y el Apéndice A. 
 

 ( ) (A
A

C
C

t
β

β β β )AC
β

∂
+ ⋅ = ⋅

∂
v D∇ ∇ ∇  (A-1)  

 SA
A

C
C

tββσ β

∂
− ⋅ ∇ =

∂
n D  en  A βσ  (A-2) 

 
 

sA eq AC K C
β

=  en A βσ  (A-3) 

Condición de frontera ( ),AC
β
= rF t  en A β  (A-4) e

Condición inicial ( )AC
β
= rG  a  t = 0 (A-5) 
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Figura B-1 Transporte convectivo en un sistema poroso (Fluido-solido) 
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 De acuerdo con el desarrollo presentado en el Apéndice A, para el término convectivo 
se tiene la siguiente expresión: 
 

 ( ) ( )A
A

Convección DifusiónAcumulación

C
C

t
β

β

β

β βε
∂

+ ⋅ = ⋅
∂

v AC
ββD∇ ∇ ∇  (A-14) 

 
 
B.1 Transporte convectivo. 
 
 Después de aplicar el promedio volumétrico y la condición de frontera la ecuación para 
el término convectivo es: 
 
 ( )AC

ββ⋅ =v v∇ ∇ ⋅ AC
ββ   (A-18) 

 
 En donde las definiciones para las desviaciones espaciales de velocidad y 
concentración (Gray, 1975) están dadas por las siguientes expresiones:  
 

 A AC C CAβ β β

β
= +  (B-1) 

 v v vβ β

β

β= + ~  (B-2) 
 
 Por lo que el término convectivo expresado en función de desviaciones (Carbonell y 
Whitaker, 1983) queda expresado mediante: 
 

 A A A AC C C C
β β β β

β ββ β

β β β β β= + + +v v v v v AC
β

 (B-3) 

 
En este punto se hace uso de la hipótesis de despreciar las variaciones de las cantidades 

promedio dentro del promedio, quedando: 
 

 A A A AC C C C
β β β β

β ββ β

β β β β β βε= + + +v v v v v AC
β

 (B-4) 

 
Utilizando las siguientes definiciones: 

 ~vβ = 0  (B-5) 

 0AC
β
=  (B-6) 

 
 De tal manera que la ecuación B-4 se reduce a: 
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 CA AC C
β β

ββ

β β β βε= +v v v Aβ
 (B-7) 

 
De donde la ecuación (A-18) adquiere la siguiente forma: 

 

 ( )
Transporte dispersivoTransporte Convectivo

A AC C
β β

ββ

β β β βε⋅ = ⋅ + ⋅v v v AC
β

∇ ∇ ∇  (B-8) 

 
En este punto sólo queda determinar para el termino convectivo, el problema para las 

desviaciones (problema de cerradura), sin embargo antes analizaremos las restricciones 
asociadas con la ecuación (B-8). 
 
 
B.2 Transporte difusivo. 
 
  El desarrollo término difusivo se tomará del Apéndice A hasta la ecuación (A-27), la 
cual tiene la siguiente forma: 
 

 ( ) 1
A A A

A

C C C
β β β

βσ

β β

β β β β βσε ε
⎡ ⎤⎛ ⎞
⎢ ⎥⎜ ⎟⋅ = ⋅ + +
⎢ ⎥⎜ ⎟
⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

∫ nD D
V

∇ ∇ ∇ ∇ ∇ AC dA
β

 

 1 A
eq

A

C
K

t
β

βσ

∂⎛ ⎞
− ⎜⎜ ∂⎝ ⎠∫V

dA⎟⎟  (A-27) 

 
 Al momento, se ha logrado expresar parte del término derecho de esta ecuación en 
función de cantidades promedio. No así en los términos que involucran integrales en la 
superficie interfacial, ya que contienen la concentración puntual y son: 
 

a) 1
A

A

C dA
β

βσ

βσ∫ n
V

   b) 1 A
eq

A

C
K

t
β

βσ

∂⎛ ⎞
⎜⎜ ∂⎝ ⎠∫V

dA⎟⎟  (A-28) 

 
 Utilizando la descomposición de la concentración en términos de desviaciones mostrada 
en la ecuación (B-1)  sobre la primera integral  y la definición de concentración promedio 
interfacial expresado por la ecuación (A-33) sobre la segunda integral se tiene: 
 
 
 

( )AC
ββ⋅ =D∇ ∇  
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 1 1
A A A A

A A

C C C dA C dA
β β β β

βσ βσ

β β β

β β β βσ βσε ε
⎡ ⎤⎛ ⎞
⎢ ⎥⎜ ⎟⋅ + + +
⎢ ⎥⎜ ⎟
⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

∫ ∫n nD
V V

∇ ∇ ∇  

 
A

eq v

C
K a

t
β βσ

∂
−

∂
 (B-9) 

 
 Whitaker (1999) ha demostrado que la concentración superficial promedio es 
esencialmente igual a la concentración promedio siempre y cuando se cumplan las siguientes 
restricciones de escala. 
 

 0 1
C

r
L

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 
2

0

1

1
C C

r
L L

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (B-10) 

 Además que los términos 1    y   A

A

C
β

βσ

β

β βσε ∫ n
V

∇ AC dA
β

β
 pueden despreciarse 

cuando se cumplen las siguientes restricciones: 
 

 
0

1
r
β⎛ ⎞

⎜ ⎟
⎝ ⎠

l
 

2
0

1

1
C

r
L Lε

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (B-11) 

 
 De tal manera que la ecuación para el término difusivo queda: 
 

 ( ) 1 A
A A A eq v

A

C
C C C dA K a

t
β

β β β

βσ

β
β

β β β βσε
⎡ ⎤⎛ ⎞ ∂⎢ ⎥⎜ ⎟⋅ = ⋅ + −
⎢ ⎥⎜ ⎟ ∂
⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

∫ nD D
V

∇ ∇ ∇ ∇  (B-12) 

 
 Sustituyendo los términos convectivo (B-8) y difusivo (B-12) en la ecuación (A-14) 
 

 ( )
Transporte dispersivoAcumulación Transporte Convectivo

A
A

C
C

t
β

β

β
ββ

β β βε ε
∂

+ ⋅ + ⋅
∂

v AC
ββv∇ ∇   

 1 A
A A eq v

A

C
C C dA K a

t
β

β β

βσ

β
β

β β βσε
⎡ ⎤⎛ ⎞ ∂⎢ ⎥⎜ ⎟= ⋅ + −
⎢ ⎥⎜ ⎟ ∂
⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

∫ nD
V

∇ ∇  (B-13) 

 
 
 
 Reagrupando (B-13) 
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( )
Transporte dispersivo.Transporte Convectivo

1
Av eq

A A

Ca k
C C

t
β

β β

β

ββ

β β β
β

ε ε
ε

∂⎛ ⎞
+ + ⋅ + ⋅⎜ ⎟⎜ ⎟ ∂⎝ ⎠

x

v vβ∇ ∇  

 

 1
A A

C C
β

βσ

β

β β βσε⎧ ⎫
A dA
β

⎡ ⎤= ⋅ +⎨ ⎬⎢ ⎥⎣ ⎦⎩ ⎭
∫ nD

V
∇ ∇  (B-13a) 

 
En este punto sólo queda determinar el problema para las desviaciones (problema de 

cerradura). 
 
 
B.3 Problema de cerradura. 
 
 El objetivo del problema de cerradura es encontrar una expresión para la ecuación 
gobernante de las desviaciones de la concentración, primeramente hay que recordar  la 
definición de las desviaciones: 
 
 A A AC C C

β β β

β
= −  (B-14) 

 
La ecuación puntual esta definida por (A-1) y la ecuación promedio por la (B-12), 

dividiendo esta última entre ε β  
 

 ( )1 1A
A A

C
C C

t
β

β β

β
ββ

β β β
β β

ε
ε ε

∂
+ +

∂
v v∇ ⋅ ∇ ⋅  

 1 1 Av eq
A AA

Ca K
C C dA

t
β

β β
βσ

β
β

β β βσ
β β

ε
ε ε

∂⎡ ⎤⎛ ⎞= + −⎜ ⎟⎢ ⎥ ∂⎝ ⎠⎣ ⎦∫ nD
V

∇ ⋅ ∇  (B-15) 

 
 Donde el término convectivo es: 
 

 ( )1
A A AC C C
β β

β ββ β β1
β

β

β β β β
β β

βε ε
ε ε

= +v v v∇⋅ ∇ ⋅ ⋅∇  (B-16) 

 
 y el difusivo 
 

 ( )1 1
A AA

C C dA
β β

βσ
AC
β

β β

β β βσ β
β

ε
ε

⎡ ⎤⎛ ⎞+ =⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦
∫ nD D

V
∇ ⋅ ∇ ∇ ⋅ ∇   

 ( )1 1
A AA

C C
β β

βσ

β β
β β β β βσε ε ε− − dA

⎡ ⎤
+ + ⎢ ⎥

⎣ ⎦
∫ n

D
D

V
∇ ⋅ ∇ ∇⋅  (B-17) 

 
 Sustituyendo (B-16) y (B-17) en (B-15) se tiene: 
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( ) ( )1A
A A

C
C C

t
β

β β

β

AC
β

β β ββ β

β β β β βε ε−
∂

+ + =
∂

v v D∇ ⋅ ∇ ⋅ ∇ ⋅ ∇  

 ( )1 1
A AA

C
β β

βσ

β β
β β β β βσε ε ε− − C dA

⎡ ⎤
+ + ⎢ ⎥

⎣ ⎦
∫ n

D
D

V
∇ ⋅ ∇ ∇ ⋅   

 1Av eq
A

Ca K
C

t
β

β

β

β β
β

ε
ε

−
∂

− −
∂

v∇ ⋅  (B-18) 

 
 De acuerdo con la definición de la ecuación (B-14), la ecuación para las desviaciones se 
obtienen restando (A-1) de (B-18):  
 

( ) ( )1

Termino Difusivo

A
A A A

C
C C C

t
β

β β β

β ββ β

β β β β β βε ε−
∂

+ − − =
∂

v v v AC
β

D∇ ⋅ ∇ ⋅ ∇ ⋅ ∇  

 ( )1 1

Fuente  Difusivo Termino  no local

A AA
C C

β β
βσ

β β
β β β β βσε ε ε− − dA

⎡ ⎤
− − ⎢ ⎥

⎣ ⎦
∫ n

D
D

V
∇ ⋅ ∇ ∇ ⋅  

 1

Termino  no  local
Fuente  Adsortiva

Av eq
A

Ca k
C

t
β

β

β

β β
β

ε
ε

−
∂

+ +
∂

v∇ ⋅  (B-19) 

 
 En la ecuación anterior se tienen dos términos no locales, llamados así porque 
involucran a la variable dependiente evaluada a lo largo del volumen promedio, no en el 
centroide. El segundo término en la ecuación (B-19) puede ser reordenado mediante: 
 

 ( ) ( ) ( )A A A AC C C C
β β β β

β ββ

β β β− = +v v v∇⋅ ∇ ⋅ ∇ ⋅ βv  (B-20) 

 
 Desarrollando el lado derecho de la ecuación y aplicando ∇ ⋅ vβ = 0  
 

 ( )A A A AC C C C AC
β β β β β

β β ββ

β β β β β− = + +v v v v v∇⋅ ∇ ⋅ ⋅∇ ⋅∇  (B-21) 

 
 De la ecuación de continuidad en términos del promedio intrínseco: 
 
 ∇ ⋅ ∇ ⋅ ∇ ⋅ ⋅∇ ∇ ⋅v v v v vβ β

β

β β β

β

β βε ε= + = − +−~ 1 0=~  (B-22) 
 
 
 Para la desviación de la velocidad. 

 170



Problema de cerradura para la ecuación de transferencia de masa en un medio poroso Apéndice B 

 
 ∇ ⋅ ⋅∇~v vβ β β

β

βε= −1 ε  (B-23) 
 
 Por lo que (B-20) queda: 
 

 ( ) 1
A A A AC C C C AC
β β β β β

β β ββ β

β β β β β β βε ε−− = + +v v v v v∇⋅ ⋅∇ ⋅∇ ⋅∇  (B-24) 

 
Sustituyendo (B-24) en (B-19): 
 

( )
Término ConvectivoFuente Convectiva Término DifusivoAcumulación

A
A A

C
C C

t
β

β β

β

β β β

∂
+ + =

∂
v v AC

β
D⋅∇ ⋅∇ ∇ ⋅ ∇  

 ( )1 1

Fuente  Difusivo Termino  no local

A AA
C C

β β
βσ

β β
β β β β βσε ε ε− − dA

⎡ ⎤
− − ⎢ ⎥

⎣ ⎦
∫ n

D
D

V
∇ ⋅ ∇ ∇ ⋅  

 1

Termino  no  local
Fuente  Adsortiva

Av eq
A

Ca K
C

t
β

β

β

β β
β

ε
ε

−
∂

+ +
∂

v∇ ⋅  (B-25) 

 
 Igualmente para la condición de frontera (A-2) se usa la definición de desviaciones:  
 

( )A A AC C C
β β β

β
= − : 

 
A A

A A eq eq

C C
C C k k

t t
β β

β β

β
β

βσ β βσ β

∂ ∂
− − = +

∂ ∂
n nD D⋅ ∇ ⋅ ∇  (B-26) 

 
SIMPLIFICACIONES 
 Las ecuaciones (B-25) y (B-26) muestran el problema para las desviaciones con todos 
los términos involucrados, sin embargo alguno de los términos pueden despreciarse al  
establecer restricciones de longitud de escala. La primer simplificación se realizará al término 
de acumulación al limitar el problema de cerradura a la condición de quasi-estado 
estacionario, esto significa establecer las siguientes restricciones (Whitaker, 1999): 
 

 (A
A

C
C

t
β

ββ

∂
<<

∂
D∇⋅ ∇ )  Para la ecuación gobernante (B-27) 

 A
eq A

C
k

t
β C

ββ

∂
<<

∂
D ∇   Para la condición de frontera (B-28) 
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 Realizando una análisis de orden de magnitud para los términos en las ecuaciones (B-
27) y (B-28) se tiene: 

 *
AC C
t t
β

⎛ ⎞∂
⎜=
⎜∂ ⎝ ⎠

O Aβ ⎟
⎟

 (B-29) 

 A
A

C
C

l
β

β
β

⎛ ⎞
⎜=
⎜
⎝ ⎠

O∇ ⎟
⎟

 (B-30) 

 2
2
A

A

C
C

l
β

β
β

⎛ ⎞
⎜∇ =
⎜
⎝ ⎠

O ⎟
⎟

 (B-31) 

 Por lo que las restricciones de escala para los términos de acumulación son: 
 

 
*

2 1
t

l
β

β

>>
D

 Para la ecuación gobernante (B-32) 

 
*

.

1
eq

t
k l

β

β

>>
D

 Para la condición de frontera (B-33) 

 
 Con lo anterior el sistema de ecuación gobernante (B-25) y condición de frontera (B-26) 
quedan: 
 

 ( )
Término ConvectivoFuente Convectiva Término Difusivo

A AC C
β β

β

β β+ =v v AC
ββD⋅∇ ⋅∇ ∇ ⋅ ∇  

 ( )1 1

Fuente  Difusiva Término  no local

A AA
C C

β β
βσ

β β
β β β β βσε ε ε− − dA

⎡ ⎤
− − ⎢ ⎥

⎣ ⎦
∫ n

D
D

V
∇ ⋅ ∇ ∇ ⋅  

 1

Término  no  local
Fuente  Adsortiva

Av eq
A

Ca k
C

t
β

β

β

β β
β

ε
ε

−
∂

+ +
∂

v∇ ⋅  (B-34) 

 

 
A

A A eq

C
C C k

t
β

β β

β
β

βσ β βσ β

∂
− = +

∂
n nD D⋅ ∇ ⋅ ∇  en Aβσ  (B-35) 

 
 El siguiente término para analizar es el difusivo no local, para ello primeramente se 
hace notar el orden de magnitud para la integral: 
 

 (1
A v

A

C dA a C
β

βσ

βσ

⎡ ⎤
⎢ ⎥ =
⎢ ⎥⎣ ⎦

∫ n O
V )Aβ

 (B-36) 
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Y la divergencia como: 

 

 1 v A
A

A

a C
C dA

L
β

β

βσ

βσ

⎡ ⎤ ⎛ ⎞
⎜⎢ ⎥ =
⎜⎢ ⎥ ⎝ ⎠⎣ ⎦

∫ n O
V

i∇ ⎟
⎟

 (B-37) 

 
 Para la mayoría de los medios porosos, un estimado razonable del orden de magnitud del 
área por unidad de volumen está dado por: 
 
  (B-38) a lv =

−O β
1d i

 Con lo anterior el término no local está dado por 
 

 
1

1 A
A

A

C
C dA

l L
β

β

βσ

β ββ
β βσ

β

ε
ε

−
−

⎡ ⎤ ⎛ ⎞
⎜⎢ ⎥ = Ο
⎜⎢ ⎥ ⎝ ⎠⎣ ⎦

∫ n
DD

V
∇⋅ ⎟

⎟
 (B-39) 

 
 Por otro lado el orden de magnitud del término difusivo queda expresado por: 
 

 ( ) 2
A

A

C
C

l
β

β

β
β

β

⎛ ⎞
⎜=
⎜
⎝ ⎠

OD∇ ⋅ ∇
D

⎟
⎟

 (B-40) 

 
 Haciendo una comparación del orden de magnitud se puede despreciar el término 
difusivo no local de acuerdo con: 
 

 (1
A

A

C dA C
V β

βσ

β
β βσ βε −

⎡ ⎤
⎢ ⎥ <<
⎢ ⎥⎣ ⎦

∫ n
D

D∇⋅ ∇ ⋅ ∇ )Aβ  (B-41) 

 
 Es fácil demostrar que el término de la fuente difusiva pude ser despreciada en relación 
con la fuente convectiva, esto es: 
 

 ( )1

Fuente Convectiva Fuente  Difusiva

AC
β AC

β

β β

β β β βε ε−v D⋅∇ ∇ ⋅ ∇  (B-42) 

 
 Estimando ~vβ  como vβ

β
ya que la condición de no desplazamiento requiere que ~vβ  y 

vβ

β
sean del mismo orden de magnitud, se tiene la siguiente restricción: 

 

  1

L
β β

β β
ε

ε
ε −v Dβ  (B-43) 
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 Multiplicando por lβ y reagrupando (B-43) 
 

  
l l

L

β

β β β

β ε

v
D

 (B-44) 

 

 Donde 
v l

Pe
β

β β

β

=
D

, por lo que la restricción para despreciar la fuente difusiva es 

 Pe
l
L

>> β

ε

 (B-45) 

 
 Esta restricción es automáticamente satisfecha en la región homogénea del medio poroso 
ya  que es infinito.  Lε

 
 Al despreciar los términos difusivo no local y la fuente difusiva, la ecuación gobernante 
para las desviaciones de la concentración es: 

 ( ) 1

Término Convectivo Término DifusivoFuente Convectiva Término no local
Fuente  Adsortiva

Av eq
A A A

Ca k
C C C

t
β

β β β

β

β

β β β β
β

ε
ε

−
∂

+ = + +
∂

v v D⋅∇ ⋅∇ ∇ ⋅ ∇ ∇ ⋅ ACβv  (B-46) 

 
 El siguiente término a analizar es el término no local de transporte dispersivo, la 
comparación con la parte difusiva es: 
 
 ( )1

AC
ββ β βε − v∇ ⋅ ∇ ⋅ ∇D AC

β
 (B-47) 

 
 El orden de magnitud del transporte no local puede ser estimado acorde con: 
 

 1 A
A

C
C

L
β

β

β

β
β βε −

⎛ ⎞
⎜=
⎜
⎝ ⎠

v
v O∇⋅ ⎟

⎟
 (B-48) 

 
 En el resultado anterior nuevamente se estimó ~vβ  como vβ

β
, el orden de magnitud de 

la parte difusiva queda expresado por (B-40) quedando: 
 

 
1

2
AC C
L

Aβ β

β

β β β

β

ε

δ

− v D
 (B-49) 
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 Donde δ β  es la pequeña longitud de escala asociada con ,  cuando el transporte es 
puramente difusivo se puede concluir que: 

~CA

 
 δ β = lβ  Proceso difusivo (B-50) 
 
 Reagrupando (B-49) en términos del Número de Peclet, la restricción para despreciar el 
término no local de transporte difusivo es: 
 

 Pe
l L

<< β

βδ
2  (B-51) 

 
 Al despreciar este ultimo término, la  ecuación gobernante y condiciones de frontera 
para las desviaciones son:  

 ( )
Termino ConvectivoFuente Convectiva Termino Difusivo

Fuente  Adsortiva

Av eq
A A A

Ca k
C C C

t
β

β β β

β
β

β β β
βε

∂
+ = +

∂
v v D⋅∇ ⋅∇ ∇ ⋅ ∇  (B-52) 

 

 
Fuente Difusiva Fuente Adsortiva

A
A A eq

C
C C k

t
β

β β

β
β

βσ β βσ β

∂
− = +

∂
n nD D⋅ ∇ ⋅ ∇  (B-53) 

 
 ( ), tAC

β
= rF  en A  (B-54) eβ

 ( )AC
β
= rG  a  t = 0 (B-55) 

 
 Los términos diferentes de las desviaciones ( )AC

α
 o sus derivadas o combinaciones de 

estas son:  
AC

t
β

β
∂

∂
 y AC

β

β
∇ . Lo cual sugiere que la solución para las desviaciones debe 

de ser una combinación de la forma: 
 

 
A

A A

C
C C S

t
β

β β

β

β
⎛ ⎞∂⎜= + ⎜ ∂⎜ ⎟
⎝ ⎠

b ⋅∇ ⎟
⎟  (B-56) 

 
 
 
 
 
 Sustituyendo (B-56) en (B-52) se tiene: 
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 ( ) 2A
A A

C
C s C

t
β

β β β

β

AC
β β β

β β β β

⎡ ⎤⎛ ⎞∂⎢ ⎥⎜ ⎟+ + = ∇⎢ ⎥⎜ ⎟∂⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

v b v v bD⋅∇ ⋅∇ ⋅∇ ⋅∇ ⋅∇  

 2 A v eq
C Ca k

s
t t
β Aβ

β β

β
β

∂ ∂

∂ ε ∂

⎛ ⎞
⎜ ⎟+ ∇ +⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

D  (B-57) 

 
 Obteniéndose los siguientes problemas para b y s:  
 
 2

β β β+ = ∇v b v D⋅∇ b  (B-58) 

 2 v eqa k
s sβ β

βε
= ∇ +v D⋅∇  (B-59) 

 Para las condiciones frontera se sustituye (B-56) en (B-53) 
 

( ) A A
A A

C C
C s C k

t t
β β

β β eq

β β

β β

βσ β βσ β βσ β

∂ ∂

∂ ∂

⎛ ⎞
⎜ ⎟− − = +⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

n b n nD D D⋅ ∇ ⋅∇ ⋅ ∇ ⋅ ∇  (B-60) 

 
 Por lo que las condiciones de frontera para b y s son: 
 

    para los términos que involucran − =n b nβσ βσ⋅∇ AC
β

β
∇  (B-61) 

 .eqk
sβσ

β

− =n
D

⋅∇   para los términos que involucran 
AC

t
β

β
∂

∂
 (B-62) 

 
 Las ecuaciones para b y s incluyendo condiciones de frontera son: 
 

Problema para b  
 
 2

β β β+ = ∇v b v D⋅∇ b  (B-64) 
 − =n b nβσ βσ⋅∇  (B-65) 

  Periodicidad (B-66) b r l b ri i+ =b g b g
 
 
 
 
 
 
 

Problema para  s 
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 2 v eqa K
s sβ β

βε
= ∇ +v D⋅∇  (B-67)

 eqK
sβσ

β

− =n
D

⋅∇  (B-68) 

  Periodicidad (B-69) s i ir l r+ =b g b gs
 
 Regresando a (B-13) y aplicando la solución para las desviaciones (B-56) 
 

( )1
Av eq

A

Ca k
C

t
β

β

β
ββ

β β
β

∂
ε ε

ε ∂
⎛ ⎞
+ +⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
v∇ ⋅ β  

 
A

A

C
C s

t
β

β

β
β

β

∂

∂

⎛ ⎞
⎜ ⎟+ +⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

v b∇⋅ ⋅∇  

 1 A
A AA

C
C C s

t
β

β β
βσ

β
β β

β β βσ

∂
ε

∂

⎧ ⎫⎡ ⎤⎛ ⎞
⎪ ⎪⎢ ⎥⎜ ⎟+ +⎨ ⎬⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟⎪ ⎪⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦⎩ ⎭

∫ n bD
V

= ∇ ⋅ ∇ ⋅∇ dA  (B-70) 

 
 Definiendo la difusividad efectiva mediante: 
 

 .
1

eff A
dA

βσ
β β

β

⎛ ⎞
= +⎜⎜

⎝ ⎠
∫D I n bD

V σ ⎟⎟  (B-71) 

 Sustituyendo (B-71) en (B-70) se tiene: 
 

( )1
A Av eq

A

C Ca k
C s

t t
β β

β

β β

ββ

β β β
β

∂ ∂
ε ε

ε ∂ ∂
⎛ ⎞
+ + +⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
v v∇⋅ ∇ ⋅ β  

 ( ) ( ).
1 A

eff A A

C
C s

V t
β

β
βσ

β
β

β β βσ β
β

∂
ε ε

∂

⎛ ⎞
⎜ ⎟+ ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫D n D= ∇ ⋅ ⋅∇ ∇ ⋅ dA   

 AC
β

β

β− v b∇ ⋅ ⋅∇   (B-72) 

 
 
 
 
 
 Reordenando (B-72) se tiene: 
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 ( )1
Av eq

A

Ca k
C

t
β

β

β

ββ

β β
β

∂
ε ε

ε ∂
⎛ ⎞
+ +⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
v∇ ⋅ β  

 ( )* * A
A

C
C

t
β

β

β

β

β β

∂
ε ε

∂

⎛ ⎞
⎜+ ⎜⎜ ⎟
⎝ ⎠

D u= ∇ ⋅ ⋅∇ ∇ ⋅ ⎟
⎟  (B-73) 

 Donde: 

 ( )1
A

s dA
V βσ

βσ β
β

= ∫u n D  (B-74) 

 D v b= − β

β
 (B-75) 

  (B-76) D D D*
.= +eff

 ′ = −u vβ

β
s  (B-77) 

 u u u* = + ′  (B-78) 
 
 Finalmente se analizará el último término de la ecuación (B-73) para definir si se puede 
despreciar. De las ecuación (B-68), (B-74) y (B-77) se estiman el orden de magnitud de s ,  
y respectivamente: 

u
′u

 

 s
K leq=
F
HG
I
KJO β

βD
 (B-79) 

  (B-80) u O= Keqd i
 ′ =

F
HG

I
KJu O

v β β

β

K leq

D
 (B-81) 

 
 Por lo que el orden de magnitud de u  es: *

 

 u O
v* = ±

L
NMM

O
QPP

F
HG

I
KJK

l
eq 1 β β

βD
 (B-82) 

 

 Ya que u  y * ∂
∂
C

t
A

β

 son cantidades promedio, la longitud característica es , esto da 

los estimados: 

L

 

 ∇ ⋅ u O
v* ∂

∂
∂
∂

C
t

K
L

l C
t

A eq A
β

β β

β

βF
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I
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L
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O
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F
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I
KJ

1
D

 (B-83) 

 

 178



Problema de cerradura para la ecuación de transferencia de masa en un medio poroso Apéndice B 

 De esto se puede concluir que el término de transporte convectivo es despreciable en 
comparación con el término adsortivo. 
 

 ∇ ⋅ ε β

β β

u* ∂
∂

∂
∂

C
t

a K
C

t
A

v eq
A

F
HG

I
KJ <<

 (B-84) 

 La ecuación final queda: 
 

 ( ) ( *1 v eq A
A

a K C
C

t

β
β )ACβ β

β β β β
β

ε ε ε
ε

⎛ ⎞ ∂
+ + =⎜ ⎟⎜ ⎟ ∂⎝ ⎠

v D∇ ⋅ ∇ ⋅ ⋅∇  (B-85) 

 
 Esta última ecuación es la utilizada en el desarrollo de la condición de salto (A-42), con 
la ventaja que ahora se tienen las restricciones asociadas y una expresión para el tensor 
asociado con la difusividad. 
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Apéndice C 
 
Desarrollo del modelo en dos dimensiones 
 
 Para el estudio de sistemas fluido-medio poroso en dos dimensiones se cuenta con: 
trabajos que muestran resultados numéricos involucrando difusión doble para un sistema con 
un medio poroso en una de las paredes horizontales o bien para sistemas formados por una 
cavidad con fase fluida, debido a la flexibilidad del modelo tridimensional y al hecho de no 
contar con resultados que consideren el sistema especificado, en el presente trabajo se 
desarrolló un modelo en dos dimensiones que considera el proceso de difusión doble para una 
cavidad rectangular con un sistema fluido-medio poroso, los resultados de este modelo 
permiten realizar una comparación parcial con el modelo tridimensional. 
 
 A continuación se muestra el planteamiento de las ecuaciones del modelo en dos 
dimensiones así como la implantación del método numérico. El desarrollo se presenta para el 
modelo que considera la corrección de Brinkman a la ecuación de Darcy en la ecuación de 
cantidad de movimiento para la región porosa, sin embargo en la sección de condiciones de 
frontera se presentan las condiciones utilizadas en el modelo bidimensional para sus similares 
en tres dimensiones presentados en el Capítulo 2. 
 
C.1 Sistema 
 

El sistema bajo consideración consta de una cavidad rectangular con dimensiones 
0 0,x y  como se muestra en la Figura C-1, los ejes x y y están orientados de tal forma que exista 

una inclinación de ϕ  y 
2
π ϕ⎡⎛ ⎞ ⎤

−⎜ ⎟⎢⎝ ⎠⎣ ⎦
⎥ grados respectivamente. La parte inferior de la cavidad se 

encuentra llena de un medio poroso, se asume fluido homogéneo. El medio poroso es saturado 
por el mismo fluido que se encuentra ubicado en la parte superior de la cavidad. El flujo 
bidimensional se asume laminar e incompresible, el fluido binario es Newtoniano, las 
fronteras de la cavidad son estacionarias, rígidas e impermeables, por lo que la masa total en la 
cavidad permanece constante y no se consideran fuentes internas de generación de calor en la 
cavidad.  
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Figura C-1.- Sistema en dos dimensiones con inclinación ϕ . 
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C.2 Formulación matemática 
 

En e sistema considerado en este estudio, las paredes están sujetas a una diferencia de 
temperatura  y concentración T∆ C∆ en la misma dirección. Para los efectos de variación de 
concentración y temperatura debido a variaciones de densidad se considera la aproximación de 
Boussinesq (ver sección 2.5), la cual es válida para pequeñas variaciones de la densidad como 
consecuencia de gradientes de temperatura y/o concentración a presión constante. 
 

Las ecuaciones que se toman en cuenta para la continuidad, conservación de energía, 
masa y cantidad de movimiento son las versiones bidimensionales del modelo presentado en el 
Capítulo 2, realizando esta simplificación para cada una de las regiones se tiene las siguientes 
ecuaciones: 
 
 REGIÓN FLUIDA ( )η  
 
 Continuidad: 
 

 0
u v

x y
γ γη η
′ ′∂ ∂

+ =
′ ′∂ ∂

 (C-1) 

 
 Ecuación de energía: 
 

 2
T T

u v k
x y

η η
γ γ η T

ηη η

′ ′∂ ∂
′ ′+ = ∇

′ ′∂ ∂
′ ′  (C-2) 

 
 Ecuación de transferencia de masa: 
 

 2A A

A

C C
u v

x y
γ γη η

γ γ β C γη η

′ ′∂ ∂
η

′ ′+ = ∇
′ ′∂ ∂

D ′ ′  (C-3) 

 
 Ecuaciones de movimiento: 
 Componente x 
 

 21u u p
u v

x y x
γ γ γη η η

γ γ uγη η η

µ
ρ ρ

′ ′ ′∂ ∂ ∂
′ ′ ′+ = − + ∇

′ ′ ′∂ ∂ ∂
′  

 ( ) ( ) ( )2 2A Agcos T T C Cθ φ η
ϕ β β

η
⎡ ⎤′ ′ ′ ′− − + −⎣ ⎦  (C-4) 
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 Componente y 
 

 21v v p
u v

x y x
γ γ γη η η

γ γ vγη η η

µ
ρ ρ

′ ′ ′∂ ∂ ∂
′ ′ ′+ = − + ∇

′ ′ ′∂ ∂ ∂
′  

 ( ) ( ) ( )2 2A Agsen T T C Cθ φ η
ϕ β β

η
⎡ ⎤′ ′ ′ ′− − + −⎣ ⎦  (C-5) 

 REGIÓN POROSA ( )ω  
 
 Continuidad: 
 

 0
u v
x y
γ γω ω
′ ′∂ ∂

+ =
′ ′∂ ∂

 (C-6) 

 
 Ecuación de transferencia de energía: 
 

 2T T
u v k

x y
ω ω

γ γ ω T
ωω ω

′ ′∂ ∂
′ ′+ = ∇

′ ′∂ ∂
′ ′  (C-7) 

 
 Ecuación de transferencia de masa: 
 

 2A A
A

C C
u v

x y
γ γω ω

γ γ β C γω ω

′ ′∂ ∂
ω

′ ′+ = ∇
′ ′∂ ∂

D ′ ′  (C-8) 

 
 Ecuaciones de movimiento: 
 Componente x 
 

 21u u p
u v

x y x
γ γ γω ω ω

γ γ uγω ω ω

µ
ρ ρ

′ ′ ′∂ ∂ ∂
′ ′ ′+ = − + ∇

′ ′ ′∂ ∂ ∂
′  

 ( ) ( ) ( )2 2A Agcos T T C Cθ φ ω
ϕ β β

ω
⎡ ⎤′ ′ ′ ′− − + −⎣ ⎦  (C-9) 

 
 Componente y 
 

 21v v p
u v

x y x
γ γ γω ω ω

γ γ vγω ω ω

µ
ρ ρ

′ ′ ′∂ ∂ ∂
′ ′ ′+ = − + ∇

′ ′ ′∂ ∂ ∂
′  

 ( ) ( ) ( )2 2A Agsen T T C Cθ φ ω
ϕ β β

ω
⎡ ⎤′ ′ ′ ′− − + −⎣ ⎦  (C-10) 

 
 Donde Tγ η

′ representa la temperatura local de equilibrio del fluido y el medio poroso, 

(Whitaker, 1992b), mientras que AC′  es la concentración del constituyente de interés, o 
explícitamente el número de kilogramos de constituyente por unidad de volumen de medio 
poroso (sólido y fluido) 
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C.3 Formulación vorticidad-función de corriente. 
 
 Con la formulación anterior se tendrán las variables uγ λ

′ , vγ λ
′ , pγ λ

′ , T
λ

′  y 

AC
λ

′  (variables primitivas), mientras que si no se hubiera utilizado la aproximación de 
Boussinesq se tendría que incluir la dependencia densidad, además, en un enfoque más 
riguroso, las propiedades termodinámicas involucradas en las ecuaciones de transporte como 
la viscosidad, conductividad térmica y difusividad también están en función de la temperatura, 
por lo que la estructura de las ecuaciones se complicaría mas y como consecuencia su solución 
numérica. 
 
 Para evitar resolver de manera directa el problema de cantidad de movimiento en 
términos de la presión, se plantean las ecuaciones de movimiento en términos de la vorticidad 
( ′ζ ) y la función de corriente ( ′Ψ ), las relaciones entre estas variables con respecto al vector 
velocidad en un sistema bidimensional quedan especificadas mediante las siguientes 
expresiones: 
 

        para    ,
v u
x y
γ γλ λ

λ λ ω η
′ ′∂ ∂

′ = − =
′ ′∂ ∂

ζ  (C-11) 
 

 
u

y

v
x

λ
γ λ

λ
γ λ

′∂ ⎫′ = ⎪′∂ ⎪
⎬
′∂ ⎪′ = − ⎪′∂ ⎭

Ψ

Ψ
    para    ,λ ω η=  (C-12) 

 
 Obteniendo una relación de vorticidad con respecto a la función de corriente mediante 
las ecuaciones (C-11)  y (C-12) 
 

 
2 2

2 2        para    ,
x y

λ λ
λ λ ω η

′ ′∂ ∂
′ = − =

∂ ∂
Ψ Ψ

ζ  (C-13) 

 
 2                 para    ,λ λ ω η′ ′= −∇ =ζ Ψ  (C-13a) 
 
 La combinación de las ecuaciones de transferencia de movimiento en ambas regiones, 
por diferenciación cruzada de las ecuaciones (C-4), (C-5), (C-9) y (C-10), la resta  junto con la 
definición bidimensional de vorticidad da como resultado las ecuaciones en términos del 
vector vorticidad: 
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 REGIÓN FLUIDA ( )η  
 

 21u u p
u v

x y x
γ γ γη η η

γ γ uγη η η

µ
ρ ρ

′ ′ ′∂ ∂ ∂
′ ′ ′+ = − + ∇

′ ′ ′∂ ∂ ∂
′  

 ( ) ( ) ( )2 2A Agcos T T C Cθ φ η
ϕ β β

η
⎡ ⎤′ ′ ′ ′− − + −⎣ ⎦  (C-14) 

 
 REGIÓN POROSA ( )ω  
 

 21v v p
u v

x y x
γ γ γη η η

γ γ vγη η η

µ
ρ ρ

′ ′ ′∂ ∂ ∂
′ ′ ′+ = − + ∇

′ ′ ′∂ ∂ ∂
′  

 ( ) ( ) ( )2 A Agsen T T C Cθ φ η
ϕ β β 2 η

⎡ ⎤′ ′ ′ ′− − + −⎣ ⎦  (C-15) 

 
C.4 Ecuaciones adimensionales. 
 

El uso de variables adimensionales es deseable ya que esto reduce el número de 
parámetros independientes que son necesarios (o alternativamente incrementa la generalidad 
de la solución para un número dado de parámetros). 
 
 Para expresar la formulación en forma adimensional se utilizan las  variables 
adimensionales previamente definidas en el Capítulo 2, junto con la adimensionalización de 
las longitudes: 
 

 xx
L
′

=  (C-16) 

 yy
L
′

=   (C-16a) 

 
 Las variables y números adimensionales utilizadas previamente, se resumen en las 
tablas C-1 y C-2. 
 
 A partir de aquí y para evitar sobrecargar la nomenclatura las variables promedio se 
mostrarán en forma simplificada evitando el símbolo “ ”, de tal manera que las ecuaciones 
adimensionales en términos de la vorticidad-función de corriente para cada región son: 
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Variable Expresión Ecuación 
∇  xL ′=∇ ∇  (2.4 a) 
2∇  2

xL ′=2 2∇ ∇  (2.4 b) 

λv  

( )
xLβ λ

λ
β λ

α

′
=

v
v  

(2.2) 

λθ  refT T
T

β λ
λθ

−
=

∆
 

(2.3) 

λφ  
refA AC C

C
β λ

λφ
−

=
∆

β  
(2.13) 

pλ  

( )
2
xp L

p β λ
λ

β βλ
α µ

′
=  

(2.21) 

λζ  λ λ= vζ ∇×  (2.37) 
 

Tabla C-1. Variables adimensionales 
 
 
 
 
 

No. Adimensional Expresión Ecuación 
Da  

2
x

KDa
L

=  (2.31) 

 
Raθ  ( )

3
xg TLRa θ

θ

β βη

β

α ν

∆
=  

 
(2.23) 

 
Raφ  ( )

3
A xg C L

Ra φ
φ

β βη

β

ν

∆
=

D
 

 
(2.23a) 
 

 
Pr  ( ) ( )

Pr β β

β β βη η

ν µ

α ρ α
= =  

 
(2.24) 

 
Le  

( )
eff

Le
D
β η

β

α
=  

 
(2.17) 

 
Tabla C-2. Números adimensionales 
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 REGIÓN FLUIDA ( )η  
 
Ecuación de energía: 

 
( ) ( ) 2u v

k
x y
η η η η

η η

θ θ
θ

∂ ∂
+ = ∇

∂ ∂
 (C-17) 

 
Ecuación de transferencia de masa: 

 
( ) ( ) 21u v

x y Le
η η η η

η
η

φ φ
φ

∂ ∂
+ = ∇

∂ ∂
 (C-18) 

 
Ecuación de movimiento: 
 

 
( ) ( ) ( ) ( )21 u v

u Ra sen cos
Pr x y y x

η η η η η η
η θ

ζ ζ θ θ
ϕ ϕ

⎡ ⎤∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞
+ = ∇ − +⎢ ⎥ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎢ ⎥ ⎝ ⎠⎣ ⎦

 

 ( ) ( )
Ra

sen cos
Le y x

φ η

η

ηφ φ
ϕ ϕ

∂ ∂⎛ ⎞
− +⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

 (C-19) 

 REGIÓN POROSA ( )ω  
 
Ecuación de energía: 
 

 ( ) ( ) 2u v
k

x y
ω ω ω ω

ω ω

θ θ
θ

∂ ∂
+ = ∇

∂ ∂
 (C-20) 

 
Ecuación de transferencia de masa: 
 

 ( ) ( ) 21u v
x y Le
ω ω ω ω

ω
ω

φ φ
φ

∂ ∂
+ = ∇

∂ ∂
 (C-21) 

 
Ecuación de movimiento: 
 
 Para la formulación que utiliza la corrección de Brinkman a la ecuación de Darcy (ver 
sección 2.5.2) se tiene: 
 

 ( ) ( ) ( ) ( )21 u v
u Ra sen cos

Pr x y y x
ω ω ω ω ω ω

ω θ

ζ ζ θ θϕ ϕ
∂ ∂⎡ ⎤ ⎛ ⎞∂ ∂

+ = ∇ − +⎢ ⎥ ⎜ ⎟′ ′∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠⎣ ⎦
 

 ( ) ( )
Ra

sen cos
Le y x

φ ω

ω

ωφ φϕ ϕ
⎛ ⎞∂ ∂

− +⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠
 (C-22) 
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C.5 Condiciones en las paredes del sistema 
 
 Para las condiciones de frontera en las paredes para la temperatura y concentración, el 
modelo tiene la opción de considerar los mismos tipos de condiciones especificados para el 
modelo en tres dimensiones (Newman, Dirichlet y Cauchy, ver sección 2.3.3),  de tal forma 
que las condiciones utlizadas para la comparación con el modelo tridimensional son: 
 
 a1,           1     a   0     y          Y X bX Xθ φ= = = ≤ ≤  (C-23) 
 

 a

b 0

0
0,   0     a   0     y       

X X
Y

X X XY Y
θ φ ≤ <⎧∂ ∂
= = = ⎨ < ≤∂ ∂ ⎩

 (C-24) 

 
 c0,           0     a   1     y          Y X X dXθ φ= = = ≤ ≤  (C-25) 
 

 c

d 0

0
0,   0     a   1     y       

X X
Y

X X XY Y
θ φ ≤ <⎧∂ ∂
= = = ⎨ < ≤∂ ∂ ⎩

 (C-26) 

 
CONDICIONES DE FRONTERA PARA LA FUNCIÓN DE CORRIENTE 
 
 Para el caso en que las paredes son estacionarias, no existe deslizamiento ni 
penetración, las condiciones de frontera en términos de variables primitivas son: 
 
 0b bu v= =   (C-27) 
 
 Donde el subíndice b  denota el valor en la pared de la cavidad, sustituyendo en la 
ecuación (C-12) se obtienen las condiciones de frontera  en términos de la función de 
corriente: 
 
 constantebΨ =  (C-28) 
 

 
bn

∂⎛ ⎞
⎜ ⎟∂⎝ ⎠
Ψ

= 0  (C-29) 
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Figura C.2  Notación para condiciones de frontera en la transferencia de energía. 
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 Donde n  indica la dirección normal a la pared, el valor de la constante en la ecuación 
(C-28) es un valor arbitrario y puede tomar el valor de cero. 
 
 
CONDICIONES DE FRONTERA PARA LA VORTICIDAD 
 
 Las condiciones de frontera para la vorticidad se obtienen de la ecuación (C-13a), las 
ecuaciones en las paredes son 
 

 
2 2

2 2b
bf n

ζ
⎛ ⎞∂ Ψ ∂ Ψ

= − +⎜ ∂ ∂⎝ ⎠
⎟  (C-30) 

 
 Donde los subíndices  y  indican las coordenadas tangencial y normal a la pared 
respectivamente. De la ecuación (C-28) se observa que cualquier derivada de 

f n
Ψ  en la 

dirección tangencial es cero, con lo anterior la ecuación (C-30) queda: 
 

 
2

2 0
b bf f

⎛ ⎞⎛ ⎞∂Ψ ∂ Ψ
= =⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 (C-31) 

 
 Cuando se sustituye la ecuación (C-31) en  (C-30) se obtiene la condición de frontera 
para la vorticidad en términos de la función de corriente 
 

 
2

2b
bn

ζ
⎛ ⎞∂ Ψ

= −⎜ ∂⎝ ⎠
⎟  (C-32) 

 
 
CONDICIONES EN LA INTERREGIÓN. 
 
 Las condiciones interregionales en su forma adimensional para la ecuación de energía 
quedan determinadas por la continuidad de la temperatura y del flux: 
 
 T Tγω η

′ ′=  en sx x′ = ′  (C-33) 

 
 T kωη ω ωη γ γω

T
η

′ ′ ′− = −n K n⋅ ⋅∇ ⋅ ∇ ′  en sx x′ = ′  (C-34) 

 
 Para la ecuación de cantidad de movimiento las condiciones interregionales están 
especificadas por la continuidad de la velocidad en la dirección normal para el modelo que 
utiliza la corrección de Brinkman: 
 
 u u

ω η
=  (C-35) 
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 Y para el modelo que utiliza la ecuación de Darcy con la corrección de Beavers y Joseph 
 

 v v v
y η η

α
ω

∂ ⎡ ⎤= −⎣ ⎦∂
 (C-36) 

 Donde 

 
Kβω

δα =  (C-37) 

 
C.6 Método numérico. 
 
 El método numérico que se adoptó para el caso bidimensional tiene mucha semejanza 
con el desarrollado para el modelo en tres dimensiones, pero también algunas limitaciones, 
una de ella es el espaciamiento entre nodos, en el caso del modelo bidimensional el 
espaciamiento es constante, a diferencia del utilizado en el modelo tridimensional, en el cual 
se puede modificar el espaciamiento, esta diferencia no causa gran problema, ya que los 
arreglos bidimensionales utilizados no consumen memoria de cómputo considerable. 
 
 Se cuenta con una red rectangular y  uniforme en cada dirección, la red está compuesta 
por  nodos en la dirección m X  y  en la dirección , el espaciamiento constante en cada 
dirección queda determinada por: 

n Y

 

 1
1

X
m

∆ =
−

 (C-38) 

 

 
1

AY
n

∆ =
−

 (C-38a) 

 

 Donde 0

0

YA
X

=  es la relación de aspecto de la cavidad 

 
DISCRETIZACIÓN DE LA ECUACIÓN DE ENERGÍA 
 
 La ecuación de energía considerando la dependencia artificial del tiempo al utilizar el 
método del falso transiente (ver sección 3.2), adquiere la siguiente  forma para ambas 
regiones: 
 

 
( ) ( ) ( ) ( )

2 2

2

1
i dT u v T u

t X Y X Y
λ

λ λ λ λ λ
θ λ

2
λθ θθ θ θ

α
⎧ ⎫∂ ∂∂ ∂ ∂⎧ ⎫= − + + +⎨ ⎬ ⎨∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎩ ⎭ ⎩ ⎭

⎬  (C-39) 

 
 Donde ,λ η ω=  y los valores de las variables  y  son:   iT dT
 

 191



Desarrollo del modelo en dos dimensiones Apéndice C 

Temperatura Región η  Región ω  

iT  1 k
k
ω

η

 

dT  1 1 
 

Tabla C-3 Parámetros utilizados en la ecuación de energía 
 

 
 La forma discretizada de la ecuación (C-39)  es la siguiente: 
 

 
( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
* **

1 1 1 1 1 1 1 11
2 2

2

i i i i j j j j
i

u u v v
Tt X Y

λ λ λ λ λ λ λ λ

θ λ

θ θ θ θθ θ
α

+ + − − + + − −⎧ ⎫− −− ⎪ ⎪= − +⎨ ⎬∆ ∆ ∆⎪ ⎪⎩ ⎭
 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
* * *

1 1 1

2 2

2 2i i i j j j
dT

X Y
λ λ λ λ λ

θ θ θ θ θ θ+ − + 1 λ−⎧ ⎫− + − +⎪ ⎪+ +⎨ ⎬∆ ∆⎪ ⎪⎩ ⎭
 (C-40) 

 
 De acuerdo con la discretización propuesta por Peaceman y Rachford (1955), los 
valores intermedios(*) son evaluados por una aproximación en diferencias finitas, el cual es 
implícita en la dirección  X  y explícito en  la dirección Y , esto es, las derivadas en la 
dirección X  son encontradas usando los nuevos valores  (en el tiempo intermedio) y las 
derivadas en Y  usando los valores anteriores, la ecuación discretizada mediante diferencias 
finitas esta definida mediante el reagrupamiento: en términos de *θ  
 

( ) ( ) ( )
( )

( )
( )

1 * *
12 2

22
2

i i d d
i i

Tu T T
X X t X

λ

λ λ

θ λ θ θλ λ
α α α

θ θ−

−

⎧ ⎫ ⎧ ⎫⎪ ⎪ ⎪− − + +⎨ ⎬ ⎨∆ ∆ ∆ ∆⎪ ⎪⎪ ⎪ ⎩⎩ ⎭

⎪
⎬
⎭

 

 
( ) ( ) ( )

( )

( ) ( ) ( )
( )

1 1*
1 12 22 2

i ii jd d
i j

Tu TuT T
X X Y Y

λ λ

λ λ

θ θλ λθ θλ λ
α αα α

θ θ+ −

+ −

⎧ ⎫ ⎧⎪ ⎪ ⎪+ − = +⎨ ⎬ ⎨∆ ∆ ∆ ∆⎪ ⎪ ⎪⎩ ⎭ ⎩

⎫⎪
⎬
⎪⎭

 

 
( )

( )2

22 d
j

T
t Y λ

θ λ
α

θ
⎧ ⎫⎪ ⎪+ +⎨ ⎬
∆ ∆⎪ ⎪⎩ ⎭

 

 
( ) ( ) ( )

( )
1

122
i j d

j

Tu T
Y Y

λ

λ

θ λ θ λ
α α

θ+

+

⎧ ⎫⎪ ⎪+ − +⎨ ⎬∆ ∆⎪ ⎪⎩ ⎭
 (C-41) 

 
 Para cualquier valor de "  y asumiendo que "j 1θ  y mθ  son conocidos de la condición 

de frontera en la iteración anterior, la ecuación (C-42) es la  de un total de ( )ava1j − ( )2m−  

ecuaciones simultaneas para ( )2m−  variables. 
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 * * *
1 1 1 1 1i i i i i i 1A B C Dθ θ θ− − − − + −+ + =  para  2,... 1i m= −  (C-42) 

 
 Donde: 
 
   (C-43) 1 1 1i T iA C u C− −= − − 2T −para  2,... 1i m=
 1 3i TB C− =   (C-44) para  2,... 1i m= −

2T −   (C-45) 1 1 1i T iC C u C− += − para  2,... 1i m=

 ( ) ( ) ( ) ( )1 4 1 5 6 4 1 51 1ji T j T T T j TjD C v C C C v C
λ λ

λθ θ θ− − +−= + + + − + para  2,... 1i m= −+   (C-46) 

 
 Donde las constantes que involucran incrementos en la dirección x: 
 

 1 2
i

T
TC
X

θα=
∆

 (C-47) 

 2 2
d

T
TC
X
θα=
∆

 (C-48) 

 
2

3 2

2 d
T

X tT
C

X t
θα⎡ ⎤∆ + ∆⎣ ⎦=

∆ ∆
 (C-49) 

 4 2
i

T
TC
Y

θα=
∆

 (C-50) 

 
 
 
 Y las constantes que involucran incrementos en la dirección y: 
 

 5 2
d

T
TC
Y
θα=
∆

 (C-51) 

 
2

6 2

2 d
T

Y tT
C

Y t
θα⎡ ⎤∆ − ∆⎣ ⎦=

∆ ∆
 (C-52) 

 
2

7 2

2 d
T

Y tT
C

Y t
θα⎡ ⎤∆ + ∆⎣ ⎦=

∆ ∆
 (C-53) 

 
2

8 2

2 d
T

X tT
C

X t
θα⎡ ⎤∆ − ∆⎣ ⎦=

∆ ∆
 (C-55) 

 
 El sistema tridiagonal se resuelve mediante el algoritmo de Thomas comenzando un 
nodo después de la condición de frontera y terminando un nodo antes de sX X=  para la parte 
porosa, para los valores de la interregión se toman los valores obtenidos de la iteración 
anterior (la actualización de los valores de la interregión se realiza al evaluar las condiciones 
de frontera), posteriormente se continua con la región fluida hasta un nodo antes de la 
condición de frontera. Terminado el barrido en la dirección X  en la región fluida y con el 
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valor del campo para *θ , se continúa con el segundo paso en el método de Peaceman y 
Rachford (1955), el cual considera las derivadas implícitas en la dirección Y . 
 

 
( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
* * 1 11 *

1 1 1 1 1 1 11
2 2

2

k
i i i i j j j

i

u u v
Tt X Y

λ λ λ λ λ λ λ

θ λ

θ θ θ θθ θ
α

+ ++
+ + − − + + −1

k k
jv

λ−⎧ ⎫− −− ⎪ ⎪= − +⎨ ⎬∆ ∆ ∆⎪ ⎪⎩ ⎭
 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
* * * 1 1 1

1 1 1

2 2

2 2k k k
i i i j j j

dT
X Y

λ λ λ λ λ
θ θ θ θ θ θ+ + +

+ − + 1 λ−⎧ ⎫− + − +⎪ ⎪+ +⎨ ⎬∆ ∆⎪ ⎪⎩ ⎭
 (C-56) 

 
 Reagrupando en términos de 1kθ + : 
 

( ) ( ) ( )
( )

( )
( )

1 1 1
12 2

22
2

i i d dk k
j i

T v T T
Y Y t Y

λ

λ λ

θ λ θ θλ λ
α α α

θ θ− + +
−

⎧ ⎫ ⎧ ⎫⎪ ⎪ ⎪− − + +⎨ ⎬ ⎨∆ ∆ ∆ ∆⎪ ⎪⎪ ⎪ ⎩⎩ ⎭

⎪
⎬
⎭

 

 
( ) ( ) ( )

( )

( ) ( ) ( )
( )

1 11 *
1 12 22 2

i ii id dk
j i

T v TuT T
Y Y X X

λ λ

λ λ

θ θλ λθ θλ λ
α αα α

θ θ+ −+
+ −

⎧ ⎫ ⎧⎪ ⎪ ⎪+ − = +⎨ ⎬ ⎨∆ ∆ ∆ ∆⎪ ⎪ ⎪⎩ ⎭ ⎩

⎫⎪
⎬
⎪⎭

 

 
( )

( )
*

2

22 d
i

T
t X λ

θ λ
α

θ
⎧ ⎫⎪ ⎪+ +⎨ ⎬∆ ∆⎪ ⎪⎩ ⎭

 

 
( ) ( ) ( )

( )
1 *

122
i i d

i

Tu T
X X

λ

λ

θ λ θ λ
α α

θ+

+

⎧ ⎫⎪ ⎪+ − +⎨ ⎬∆ ∆⎪ ⎪⎩ ⎭
 (C-57) 

 Para cualquier valor de "  y asumiendo que "i 1θ  y nθ  son conocidos de la condición de 

frontera , la ecuación (C-58) es la (  de un total de )ava1i − ( )2n−  ecuaciones simultaneas para 

 variables. ( 2n− )

1

 
 1 1 1

1 1 1 1 1
k k k

j j j j j jA B Cθ θ θ+ + +
− − − − + −+ + = D  para  2,... 1i m= −  (C-58) 

 Donde: 
 
 1 4 1 5j T j TA C u C− −= − −   (C-59) para  2,... 1i m= −

 1 7j TB C− =   (C-60) para  2,... 1i m= −

5 1 4 1j T j TC C v C− += −   (C-61) para  2,... 1i m= −

 ( ) ( ) ( )
( )1

* *
1 1 1 2 8 1 1 21 ij T i T T T i TiD C u C C C u C

λ

*

λ
λθ θ θ

+− − +−= + + + − +   (C-62) para  2,... 1i m= −

 
DISCRETIZACIÓN DE LA ECUACIÓN DE VORTICIDAD 
 
 La ecuación de vorticidad (C-19), (C-22) incluyendo el término artificial del tiempo, 
para cualquier región queda: 
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 ( ) ( ) ( ) ( )21 1 u v
u Ra sen cos

t Pr X Y Y X
λ λ λ λλ λ λ

λ θ
ζ

ζ ζζ θ θϕ ϕ
α

∂ ∂⎡ ⎤∂ ∂⎛ ⎞+ + = ∇ − +⎢ ⎥ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠⎣ ⎦

∂
∂

 

 ( ) ( )
Ra

sen cos
Le y x

φ λ λφ φϕ ϕ
⎛ ⎞∂ ∂

− +⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠
 (C-63) 

 
 Las dos ecuaciones resultantes al aplicar la discretización propuesta por Peaceman-
Rachford a la ecuación de vorticidad son: 
 
 Implícito en X  

( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )
* * *

1 2 3 1 2 4 51 1 1 1 1Z Z Z Z Z Z Zi i i i i jC u C C C u C C v C 1jλ λ λ λ λ λ
ζ ζ ζ ζ− − + + −− − + + − = +

λ−  

 ( ) ( )( ) ( )6 4 21 1Z Z Zi jC C u C jλ λ λ
ζ ζ+ ++ + − +  

 ( ) ( )( )8 1 1Z j jC
λ λ

θ θ+ −+ −  

 ( ) ( )( )7 1 1Z i iC
λ

θ θ+ −− −
λ

 (C-64) 
 
 Implícito en Y  

( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )
1 1 1

4 5 9 4 5 1 21 1 1 1 1
k k k

Z Z Z Z Z Z Zj j j j j iC u C C C v C C u C *
1iλ λ λ λ λ λ

ζ ζ ζ ζ+ + +
− − + + −− − + + − = +

λ−  

 ( ) ( )( ) ( )
* *

10 1 21 1Z Z Zi iC C u C iλ λ λ
ζ ζ+ ++ + − +  

 ( ) ( )( )8 1 1Z j jC
λ λ

θ θ+ −+ −  

 ( ) ( )( )7 1 1Z i iC
λ λ

θ θ+ −− −  (C-65) 

 Donde: 

 1 2ZC
Pr X

ζα=
∆

 (C-66) 

 2 22ZC
X
ζα=

∆
 (C-67) 

 3
2 2 2Z ZC
t

= +
∆

C  (C-68) 

 4 2ZC
Pr Y

ζα=
∆

 (C-69) 

 5 2ZC
Y
ζα=

∆
 (C-70) 

 6
2 2 5Z ZC
t

= − C
∆

 (C-71) 

 
( )

7 2Z

Ra sin
C

X
ζα ϕ⎡ ⎤⎣ ⎦=

∆
 (C-72) 

 195



Desarrollo del modelo en dos dimensiones Apéndice C 

 
( )

8 2Z

Ra cos
C

Y
ζα ϕ⎡ ⎤⎣ ⎦=

∆
 (C-73) 

 9
2 2 5Z ZC
t

= + C
∆

 (C-74) 

 10 2
2 2Z ZC
t

= −
∆

C  (C-75) 

 
 El método de solución de (C-64) y (C-65) es el mismo al utilizarlo para la ecuación de 
energía 
 
DISCRETIZACIÓN DE LA ECUACIÓN DE FUNCIÓN DE CORRIENTE 
 

 
2 2

2 2

1
t X Y
λ λ λ

λζαΨ

∂Ψ ∂ Ψ ∂ Ψ
= + +

∂ ∂ ∂
 (C-76) 

 
 En la ecuación (C-76) no existen términos convectivos para  ni tampoco existen 
coeficientes dependientes. Las dos ecuaciones resultantes al aplicar la adimensionalización 
son: 

Ψ

 
Implícito en X  
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
* * *

1 2 1 3 4 31 1 1 1P P i P P P Pi i j j jC C C C C C
λ λ λ λ

,i j
λ

α ζΨ− + − +− Ψ + Ψ − Ψ = Ψ + Ψ + Ψ +  (C-77) 

 
 
Implícito en Y  
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1 1 * * *

3 5 3 1 6 11 1 1 1
k k k

P P i P P P Pj j i i iC C C C C C
λ λ λ λ

,i j
λ

α ζ+ + +
Ψ− + − +− Ψ + Ψ − Ψ = Ψ + Ψ + Ψ +  (C-78) 

 
 Donde: 

 1 2PC
X
αΨ=
∆

 (C-79) 

 2
2 2PC
t

= −
∆ 1PC  (C-80) 

 3 2PC
Y
αΨ=
∆

 (C-81) 

 4
2 2PC
t

= −
∆ 3PC  (C-82) 

 5
2 2PC
t

= +
∆ 3PC  (C-83) 

 6
2 2PC
t

= −
∆ 1PC  (C-84) 
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 Para las condiciones interregionales utilizando las condiciones de Beavers y Joseph se 
tiene la siguiente expresión: 

 ( ),NXI j
uv v
yη ω

η

ζ α
⎛ ⎞∂

= − − − ⎜ ⎟∂⎝ ⎠
 (C-85) 

 
Sustituyendo la definición de las componentes de la velocidad en función del potencial 
 

 
X X X Xη η

α
ω

⎡ ⎤∂ ∂Ψ ∂Ψ ∂Ψ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= −⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦
 (C-86) 

 
 Aplicando discretización hacia delante en la región porosa y hacia atrás en la región 
fluida de acuerdo a los espaciamientos mostrados en la Figura C.3 se tiene la siguiente 
expresión para la función de corriente: 
 

 ( )1 2
,

5 4
4

NXI NXI NXI
NXI j

Xα − −∆ Ψ − Ψ +Ψ
Ψ = 3−

)

 

  (C-87) ( ) (1, 2, 3, 3, 2, 1,

Región fluida Región porosa

3 4 4 3NXI j NXI j NXI j NXI j NXI j NXI j− − − + + +

⎡ ⎤
⎢ ⎥Ψ − Ψ +Ψ − −Ψ + Ψ − Ψ
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

 
Sustituyendo las definiciones de las componentes de la velocidad y de la derivada 

expresada por la ecuación (C-12) se tiene la condición interregional para la vorticidad 
 

 ,

Hacia adelanteHacia atrás Hacia atrás

NXI j X X Y Yη ω η

ζ α

⎡ ⎤
⎢ ⎥∂Ψ ∂Ψ ∂ ∂Ψ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛= − − − − −⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

⎞
⎟
⎠

 (C-88) 

 
 Aplicando diferenciación hacia adelante en la región porosa y hacia atrás en la región 
fluida se tiene la expresión discretizada utilizada en la condición interregional: 
 

 
( )

1, 2, 3. 4,
, 2

2 5 4
2

NXI j NXI j NXI j NXI j
NXI j X X

αζ − − − −
⎛ ⎞Ψ − Ψ + Ψ −Ψ

= +⎜ ⎟
⎜ ⎟∆ ∆⎝ ⎠

 

  (C-89) ( ) (1, 2, 3, 3, 2, 1,

Región fluida Región porosa

3 4 4 3NXI j NXI j NXI j NXI j NXI j NXI j− − − + + +

⎡ ⎤
⎢ ⎥Ψ − Ψ +Ψ − −Ψ + Ψ − Ψ
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

)
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Figura C-3 Espaciamiento en la interregión para la discretización de la condición de Beavers y 

Joseph 
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Apéndice D 
 
Discretización en diferencias finitas con espaciamiento 
variable. 
 
 En el Capítulo 3 se presentaron las formas discretizadas de las ecuaciones en 
diferencias finitas, en ella se utilizaron diferencias centradas, hacia delante y hacia atrás para 
las primera y segunda derivada, parte importante de las del método numérico radica en la 
utilización de espaciamientos variables. A continuación se presentan el desarrollo para de las 
formas discretizadas de las derivadas, en la Figura D.1 se muestra la notación para los 
incrementos así como los subíndices  utilizados: 
 
 
D.1 Diferenciación centrada. 
 
 Las diferencias centradas se utilizan a partir del segundo nodo y hasta el penúltimo 
nodo en cada dirección  
 
 D.1.1 Primer derivada. 

 
Para las diferencias centradas se comienza expandiendo en series de Taylor para los 

puntos alrededor del nodo i en la dirección correspondiente.  
 

 ( ) ( ) ( )2 3 42 3 4

1 2 3 ...
2! 3! 4!

i i ii i i
i i i

x x x
x

x x x x
ξ ξ ξ ξξ ξ+

∆ ∆ ∆∂ ∂ ∂ ∂
= + ∆ + + + +

∂ ∂ ∂ ∂ 4
i  (D-1) 

 

 ( ) ( ) ( )2 3 42 3 4
1 1 1

1 1 2 3 ...
2! 3! 4!
i i ii i i

i i i

x x x
x

x x x x
ξ ξ ξξ ξ − − −

− −

∆ ∆ ∆∂ ∂ ∂ ∂
= −∆ + − + +

∂ ∂ ∂ ∂ 4
iξ  (D-2) 

 
 
 
 



Discretización en diferencias finitas con espaciamiento variable Apéndice D 

 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 

Figura D.1.- Celda computacional utilizada para la discretización de las ecuaciones 
diferenciales en diferencias finitas. 

 200



Discretización en diferencias finitas con espaciamiento variable Apéndice D 

Realizando la operación: (D-1)* -(D-2)* ( )( 2
1ix −∆ ) 2

ix∆  
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2 2 2
1 1 1 1 1 1

i i
i i i i i i i i i i i ix x x x x x x x

x x
ξ ξξ ξ ξ ξ− + − − − −

∂ ∂
∆ − ∆ = ∆ − ∆ + ∆ ∆ + ∆ ∆

∂ ∂
+  

 ( ) ( ) ( ) ( )
3

3 2 3 2
1 1 3

1
3! i i i ix x x x

x
ξ

− −

∂⎡ ∆ ∆ + ∆ ∆⎣
⎤
⎦ ∂

 (D-3) 

 
 Despejando la primer derivada de (D-3) 
 

 
( )

( ) ( )
( ) ( )

2 2
11

1 1
1 1 1 1 1

i ii i
i i

i i i i i i i i i i

x xx x
x x x x x x x x x x x
ξ ξ ξ−−

+ −
− − − − −

∆ − ∆∆ ∆∂
= + −

∂ ∆ ∆ + ∆ ∆ ∆ ∆ + ∆ ∆ ∆ + ∆ iξ +  

 

 ( ) ( ) ( )
( )

[ ]1

2 2
1

1 1

i i

i i i i

i i i i

x x

x x x x
O

x x x x

−

−

− −

∆ ∆

⎡ ⎤∆ ∆ ∆ + ∆
⎢

∆ ∆ ∆ + ∆⎢ ⎥⎣ ⎦

1− ⎥  (D-4) 

 
 Reagrupando términos se tiene la expresión para la primer derivada: 
 

 1 1 2 3 1X i X i X i
i

C C C
x
ξ ξ ξ ξ− +
∂

= + +
∂

 (D-5) 

 
 Donde: 

 ( )
( ) ( )

2

1 2
1 1

i
X

i i i i

x
C 2x x x x− −

∆
= −

∆ ∆ +∆ ∆
 (D-6) 

 ( ) ( )
( ) ( )

2 2
1

2 2
1 1

i i
X

i i i i

x x
C 2x x x x

−

− −

∆ − ∆
=
∆ ∆ + ∆ ∆

 (D-7) 

 ( )
( ) ( )

2
1

3 2
1 1

i
X

i i i i

x
C 2x x x x

−

− −

∆
=
∆ ∆ + ∆ ∆

 (D-8) 

 
 D.1.2 Segunda derivada. 
 

Realizando la operación: (D-1)* ( )1ix −∆ +(D-2)* ( )ix∆ : 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

2 2
1 1 1 1 1 1 2

1
2!

i
i i i i i i i i i i ix x x x x x x x

x
ξξ ξ ξ− + − − − −

∂⎡ ⎤∆ + ∆ = ∆ + ∆ + ∆ ∆ + ∆ ∆⎣ ⎦ ∂
+  

 ( ) ( )
3

3 3
1 1 3

1
3! i i i ix x x x

x
ξ

− −

∂⎡∆ ∆ −∆ ∆⎣
⎤
⎦ ∂

 (D-9) 
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Discretización en diferencias finitas con espaciamiento variable Apéndice D 

 
Despejando la segunda derivada de la ecuación (D-9) 

 

 
( )

( )
( )

2
11

12
1 1 1 1

22 i ii
i i

i i i i i i i i

x xx
x x x x x x x x x
ξ ξ ξ−−

+
− − − −

∆ + ∆∆∂
= −

∂ ∆ ∆ ∆ + ∆ ∆ ∆ ∆ + ∆⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦
+  

 

 
( )

( )
( )

[ ]1

2 2
1

1
1 1 1 1

2

i i

i i i ii
i

i i i i i i i i

x x

x x x xx O
x x x x x x x x

ξ

−

−
−

− − − −

∆ +∆

1−
⎡ ⎤∆ ∆ ∆ −∆∆
⎢ ⎥+

∆ ∆ ∆ + ∆⎡ ⎤ ∆ ∆ ∆ −∆⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦
 (D-10) 

 Reagrupando términos se tiene la expresión para la segunda derivada: 
 

 
2

4 1 5 62 X i X i X i
i

C C C
x
ξ

1ξ ξ ξ− +

∂
= + +

∂
 (D-11) 

 

 
( )4

1 1

2
X

i i

C
ix x x− −

=
∆ ∆ + ∆

 (D-12) 

 5
1

2
X

i i

C
x x−

= −
∆ ∆

 (D-13) 

 
( )6

1

2
X

i i i

C
x x x−

= −
∆ ∆ + ∆

 (D-14) 

D.2 Diferenciación hacia adelante. 
 
 Las diferencias hacia delante se utilizan en las paredes cuyo sentido del eje es el mismo 
a la dirección de la discretización y en la interregión para el medio poroso (ver Figura D.1) 
 
 D.2.1 Primer derivada. 
  
 Para las derivadas hacia delante se realiza una expansión en series de Taylor para los 
nodos i+1 e i+2 obteniéndose las siguientes expresiones: 
 

 ( ) ( ) ( )2 3 42 3 4

1 2 3 ...
2! 3! 4!

i i ii i i
i i i

x x x
x

x x x x
ξ ξ ξ ξξ ξ+

∆ ∆ ∆∂ ∂ ∂ ∂
= + ∆ + + + +

∂ ∂ ∂ ∂ 4
i  (D-15) 

 

 ( ) ( ) ( )2 32 3
1 1

2 1 2 32! 3!
i i i ii i

i i i i

x x x x
x x i

x x x
ξ ξ ξξ ξ + +

+ +

∆ + ∆ ∆ + ∆∂ ∂
= + ∆ + ∆ + + +

∂ ∂
∂
∂

 

 

 ( )4 4
1

4 ...
4!

i i ix x
x
ξ+∆ + ∆ ∂
+

∂
 (D-16) 
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Discretización en diferencias finitas con espaciamiento variable Apéndice D 

 Realizando la operación: (D-15)* -(C-16) por ( 2
1i ix x +∆ + ∆ ) ( )2

ix∆  y despejando la 
primer derivada se tiene: 
 

 ( ) ( ) ( )
( )

2 2
1 1 1

1 1

2i i i i i i i i ii

i i i i i

x x x x x x
x x x x x

ξ ξξ + + +

+ +

∆ ∆ + ∆ − ∆ + ∆ + ∆∂
= +

∂ −∆ ∆ ∆ + ∆
2ξ +  

 

 
( ) ( ) ( ) ( ){ }3 2

1 1

1

i i i i i i

i i

x x x x x x
O

x x
+ + +

+

⎡ ⎤∆ ∆ + ∆ − ∆ ∆ + ∆
⎢ ⎥
⎢ ⎥∆ ∆
⎢ ⎥⎣ ⎦

2
1

 (D-17) 

 Reagrupando (D-17): 
 

 
1 2 31

i
2X i X i X i

i

CF CF CF
x
ξ ξ ξ ξ+ +

∂
= + +

∂
 (D-18) 

 

 
( )1

1

1 1

2i i
X

i i i

x xCF
x x x

+

+ +

∆ + ∆
= −

∆ ∆ + ∆
 (D-19) 

 
2

1

1

i i
X

i i

x xCF
x x

+

+

∆ + ∆
=

∆ ∆
 (D-20) 

 
( )3

1

1

i
X

i i i

xCF
x x x

+

+

∆
= −

∆ ∆ + ∆
 (D-21) 

 
 D.2.2 Segunda derivada. 
 
 Realizando: (D-15)* ( )1i ix x +∆ + ∆ -(D-16)* ( )ix∆  

 ( ) ( ) ( )
2

2 2
1 1 2 1 1 2

1
2!

i
i i i i i i i i i ix x x x x x x

x
ξξ ξ ξ+ + + + +

∂
∆ + ∆ − ∆ = ∆ + −∆ ∆ + ∆ +

∂
 

 

 ( )
3

3 2 4
1 1 1 3

1 2 3
3!

i
i i i i ix x x x x

x
ξ

+ + +

∂
− ∆ ∆ − ∆ ∆ −∆

∂
 (D-22) 

 
 Despejando la segunda derivada de la ecuación (D-22): 
 

 ( )
( )

2
1 1 2 1

2 2
1 1

2 2 2i i i i i i ii

i i ii

x x x x
x x x x

ξ ξ ξξ + + + +

+ +

∆ + ∆ + ∆ − ∆∂
= +

∂ ∆ ∆ −∆
 

 

 
( )

3 2
1 1

2
1 1

2 3i i i i i

i i i

x x x x xO
x x x
+ +

+ +

⎡ ⎤∆ ∆ + ∆ ∆ + ∆
⎢

∆ ∆ −∆⎢ ⎥⎣ ⎦

4
1+ ⎥  (D-23) 
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 Reagrupando (D-23): 
 

 
4 5 6

2

12
i

2X i X i X i
i

CF CF CF
x
ξ ξ ξ ξ+ +

∂
= + +

∂
 (D-24) 

 

 
4 2

1

2
X

i i

CF
x x+

= −
∆ −∆

 (D-25) 

 ( )
( )5

1
2

1 1

2 i i
X

i i i

x x
CF

x x x
+

+ +

∆ + ∆
=
∆ ∆ −∆

 (D-26) 

 
( )6 2

1 1

2 i
X

i i i

xCF
x x x+ +

∆
=
∆ ∆ −∆

 (D-27) 

 
 
D.3 Diferenciación hacia atrás. 
 
 Las diferencias hacia atrás se utilizan en las paredes cuyo sentido del eje es el contrario 
a la dirección de la discretización y en la interregión para la región fluida (ver Figura D.1) 
 
 D.3.1 Primer derivada. 
 
 Para las derivadas hacia atrás se realiza una expansión en series de Taylor para los 
nodos i-1 e i-2 (ver Figura D-1), obteniéndose las siguientes expresiones: 
 

 ( ) ( ) ( )2 3 42 3 4
1 1 1

1 1 2 3 ...
2! 3! 4!
i i ii i i

i i i

x x x
x

x x x x
ξ ξ ξξ ξ − − −

− −

∆ ∆ ∆∂ ∂ ∂ ∂
= −∆ + − + +

∂ ∂ ∂ ∂ 4
iξ  (D-28) 

 

 ( ) ( ) ( )2 32 3
1 2 1 2

2 1 2 2 32! 3!
i i i ii i

i i i i

x x x x
x x i

x x x
ξ ξ ξξ ξ − − − −

− − −

∆ + ∆ ∆ + ∆∂ ∂
= − ∆ + ∆ + − +

∂ ∂
∂
∂

 

 

 ( )4 4
1 2

4 ...
4!

i i ix x
x
ξ− −∆ + ∆ ∂
+

∂
 (D-29) 

 Realizando la operación: (D-28)* ( ) -(C-16)* (  y despejando la 
primer derivada se tiene: 

2
1 2i ix x− −∆ + ∆ )2

1ix −∆

 

 ( ) ( ) ( )
( )

2 2
2 2 1 1 1 2 1 2

2 1 1 1

2i i i i i i i i ii

i i i i i

x x x x x x
x x x x x

ξ ξ ξξ − − − − − − − −

− − − −

∆ ∆ + ∆ + ∆ − ∆ + ∆∂
= +

∂ ∆ ∆ ∆ + ∆
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 ( ) ( )( )
( )

2
1 2 1 2

2 1 2 1

i i i i

i i i i

x x x x
O

x x x x
− − − −

− − − −

⎡ ⎤∆ ∆ + ∆ ∆
⎢

∆ ∆ ∆ + ∆⎢ ⎥⎣ ⎦
⎥  (D-30) 

 
 Reagrupando (D-30): 
 

 
1 2 31

i
2X i X i X

i

CB CB CB
x
ξ

iξ ξ ξ− −

∂
= + +

∂
 (D-31) 

 

 
( )1

2 1

1 2

2i i
X

i i i

x xCB
1x x x

− −

− − −

∆ + ∆
=
∆ ∆ + ∆

 (D-32) 

 
2

2

2 1

i
X

i i

1ix xCB
x x
−

− −

∆ + ∆
= −

∆ ∆
−  (D-33) 

 
( )3

1

2 2

i
X

i i i

xCB
1x x x

−

− − −

∆
=
∆ ∆ + ∆

 (D-34) 

 
 D.3.2 Segunda derivada. 
 
 Realizando (D-28)* ( )1i i 2x x− −∆ + ∆ -(D-29)* ( )1ix −∆  
 
 ( ) ( )1 2 1 1 2 2i i i i i i ix x x xξ ξ ξ− − − − − −∆ + ∆ − ∆ = ∆ +  

 
( ) ( ) ( )2 2 2

1 1 2 1 1 2
22!

i i i i i i ix x x x x x
x
ξ− − − − − −∆ ∆ + ∆ + ∆ ∆ + ∆ ∂
+

∂
 

 ( )
3

3 2 4
1 1 1 3

1 2 3
3!

i
i i i i ix x x x x

x
ξ

+ + +

∂
− ∆ ∆ − ∆ ∆ −∆

∂
 (D-42) 

 
 Despejando la segunda derivada de (D.42) 
 

 ( )
( ) ( ) ( )( )

2
1 2 1 1 1 2

2 22
1 1 2 1 1 2

2 i i i i i i ii

i i i i i i i

x x x x
x x x x x x x

ξ ξ ξξ − − − − − −

− − − − − −

∆ + ∆ −∆ −∆⎡ ⎤∂ ⎣ ⎦= +
∂ ∆ ∆ + ∆ + ∆ ∆ + ∆

 

 

 ( ) ( )2 2
1 2 1

1 22
i i i

i i

x x x
O

x x
− − −

− −

⎡ ⎤∆ −∆ − ∆
⎢

∆ −∆⎢ ⎥⎣ ⎦
⎥  (D-43) 

 
 Reagrupando (D-43): 
 

 
4 5 6

2

12
i

2X i X i X i
i

CB CB CB
x
ξ ξ ξ ξ− −

∂
= + +

∂
 (D-44) 
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( )( )4

2

1 1 2 1 2

2
2

i
X

i i i i i

xCB
x x x x x

−

− − − − −

∆
= −

∆ ∆ + ∆ ∆ + ∆
 (D-45) 

 
( )5

1 1

2
2X

i i i

CB
x x x− − −

=
∆ ∆ + ∆ 2

)

 (D-46) 

 
( )(6

1 2 1

2
2X

i i i i

CB
x x x x− − − −

= −
∆ + ∆ ∆ + ∆ 2

 (D-47) 
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