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Resumen

Dados un semigrupo completamente positivo ® = {¢; };>0 y su generador L, nos pregun-
tamos qué tan grande es la maxima x-dlgebra dentro de D(L), el dominio de L. Iniciaremos
con la revisién de algunas topologias en B(H), el conjunto de operadores acotados sobre
un espacio de Hilbert separable H, y siguiendo a W. Arveson [3] discutiremos un criterio
que caracteriza a la maxima x-algebra A C D(L). Mediante un ejemplo mostraremos que la
maxima algebra puede llegar a ser tan trivial como CI.
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Introduccion

El concepto de Semigrupo Cuéntico de Markov (SCM) se introdujo en fisica cuantica
para describir la evolucion disipativa de un sistema cuantico que interaccion con su entorno,
al cual se le llama sistema cuantico abierto. Las primeras referencias al tema datan de los
anos setenta del siglo pasado, [19, 21]. Desde entonces la nociéon de SCM se usa ampliamente
en matematicas y fisica, aplicindose de manera exitosa para describir fenémenos tipicamente
cudnticos como la decoherencia, que corresponde al decaimiento de las caracteristicas (co-
rrelacciones) cuédnticas de un sistema. Por esta razén los SCM son herramienta fundamental
en areas donde la decoherencia juega un papel relevante, tales como 6ptica cuantica, compu-
tacion cuantica y teoria cuantica de la informacion y comunicacion, entre otras, asi como en
modelos de control y transporte cuanticos.

Si un SCM es uniformemente continuo y actia sobre el dlgebra de von Neumann B(H),
de todos los operadores acotados sobre un espacio de Hilbert separable, el teorema de Gorini-
Kossakowski-Sudarshan y Lindblad (GKSL) [14, 22] establece que su generador infinitesimal
L tiene la forma

L(z) =P(z)+ Gz +2G (1)

donde ® es una transformacion completamente positiva y G es el generador de un semigrupo
fuertemente continuo de contracciones. Este resultado fue extendido posteriormente al caso
de una C*-algebra arbitraria actuando sobre un espacio de Hilbert por Christensen y Evans
[8]. Si el semigrupo es continuo en una topologia mas débil que la uniforme, la caracterizaciéon
de su generador infinitesimal es un problema abierto.

Un resultado de A. Holevo [18] muestra la existencia de un SCM cuyo generador no
tiene una representacién estandar similar a (1). No obstante, existen trabajos como [13] y
otros maés recientes [2, 1] que estudian ciertas clases de semigrupos cuyo generador tiene una
representacion estandar. En particular, Androulakis y Ziemke demuestran la existencia de
una representacion estandar para cierta clase de SCM donde la parte completamente positiva
® es una transformacién que asocia a cada elemento x en el algebra dominio A del semigrupo,
una forma sesquilineal ®(x) definida sobre un subespacio de H. Pero, como demuestra Holevo
[17], el dlgebra dominio de un semigrupo puede consistir sélo de multiplos de la identidad, de
manera que la transformacién completamente positiva ® encontrada por Androulakis-Ziemke
y, consecuentemente, la representacion estandar del generador infinitesimal del semigrupo
pueden estar definidas sélo sobre un subespacio no denso.

El propédsito del presente trabajo es estudiar a fondo el concepto de algebra dominio de
un SCM introducido por Arveson [3] y el ejemplo de Holevo [17] de un SCM con algebra

VII



VIII INTRODUCCION

dominio trivial, elaborando una exposicién autocontenida de estos dos articulos. En nuestra
exposiciéon desarrollamos todos los detalles técnicos de las demostraciones que se han dado
por sentado en los articulos de investigacion en los que estd basado este trabajo.



Capitulo 1

Preliminares

1.1. Algunas clases de operadores sobre espacios de
Hilbert.

En este trabajo H denotard un espacio de Hilbert separable con producto interno
(-,+) : H xH — C que es lineal en la segunda componente y lineal conjugado en la pri-
mera, 1.e.

(au+v,Pw+ z) =af (u,w) + @ (u, z) + B (v,w) + (v, 2) .

Definicién 1.1.1 Sea H un espacio de Hilbert y sean £&,m € H. Definimos el operador
1€)(n] : H — H actuando de la siguiente manera

Y n|¢=(n.¢)¢,  VCeH.

El cual proyecta al vector ¢ en direccion del vector &, por un el escalar (n,(). A esta clase
de operadores los denominaremos proyectores.

Estos operadores resultan ser lineales, acotados y de rango finito.

Observaciéon 1.1.2 No debe confundir estos operadores con las proyecciones u opera-
dores proyeccién, ya que estos ultimos tienen la caracteristica de ser idempotentes, con el
producto de operadores.

Un subconjunto particular de B(H) es el conjunto de operadores de la clase de Traza,
el cual denotamos mediante Li(H), en el Apéndice B se detalla més al respecto. Sea {&, }nen
una base ortonormal de H, y la funcién tr : H — C, actuando de la siguiente manera

tr (|71) - Z(\T!gn,gn, 7| == VI°T.

Usando esto esto se define Lq(H),
Li(H) :={T € B(H) :tr (|T|) < oo}

1



2 CAPITULO 1. PRELIMINARES
Del inciso (d) de la siguiente proposicién se deduce que los proyectores son operadores
de la clase de traza.

Proposicién 1.1.3 Sean T € B(H) y ’5}(77’ un proyector, con &,n € H. Se tienen las
siguientes propiedades

) T|&)(n| = |T€)(n
b) &) (n|T = |&)(T*n

)

\5 Y| = |n)(¢

) tr (|€)n]) = (n,€).
Demostracién.
a) T)&)(n|¢ =T (n,¢) & = (n,¢) TE = |TE)(nC.
b) |&)|T¢ = (n, TC) & = (T*n,¢) & = |E)(T™n]¢.

¢) Sean (, ¢ € H, entonces:
(1€)(nl¢; @) = {0, )&, &) = (¢, m) (&, &) = (C, (&, d)m) = (¢, [m) (€] 9)-

d) Supongamos que &,n # 0, completando el conjunto {{} a una base ortonormal {&, }en,
donde & = | obtenemos

tr (|€)mn)) = D (& 1)l ) = D (0, €) (€0s€) = (0 €0)(61,€) = (m.€DIIEN = {n.€).

neN neN

Definicién 1.1.4 Sea H un espacio de Hilbert. Un operador A € B(H) se dice positivo si
(& A >0, vVEeH.

En este caso, usamos la notacion A > 0. Ademds, para dos operadores A, B € B(H) diremos
que A< B siB—AZ>0.

Lema 1.1.5 Sea H un espacio de Hilbert. Sean A, B € B(H) operadores positivos tales que
AB = BA, entonces el operador AB es positivo.

Demostracién. Como los operadores A y B son positivos, existen los operadores A2 y
B2, que son las raices cuadradas de A y B respectivamente. Ademés, dado que AB = BA,
tenemos que A/2BY? = BY/2A'/2 Entonces, para £ € H arbitrario,

<AB€,£> _ <Bl/2A1/2A1/2Bl/25,£> _ <(A1/2Bl/2)*A1/2B1/2§,5> > 0.

Por lo tanto el operador AB es positivo. [



1.2. TOPOLOGIAS SOBRE ALGEBRAS DE BANACH 3

Lema 1.1.6 Sea H un espacio de Hilbert complejo. Cada A € B(H) se puede expresar como
C-combinacion lineal de cuatro operadores positivos.

Demostracién. Primero, cada operador lineal A € B(H) se puede expresar de la forma
1 1
A=AT+iA-, AT .= Q(A + A*), A" = 2—(A — A"),
i

donde AT y A~ son operadores autoadjuntos. Ahora, bastard mostrar que cada operador
autoadjunto puede descomponerse como diferencia de operadores positivos.
. 1
Sea T' € B(H) un operador autoadjunto y sea |T| = (T?)2. Entonces

T=T,-T.,

con Ty :=L(|T|+T) y T- := 5(|T| — T). Observe que los operadores T}, y T_ son autoad-
juntos.

Para ver que ambos operadores son operadores positivos, sea P la proyeccion ortogonal
hacia N (7). Se cumple

1
LT = (T + DT =T) =0,
lo cual indica que R(T-) C N(T). En consecuencia PT_ =T_y

2PT =P(|T|+T)-P(T|-T)=T—-1|T| = |T|=(1-2P)T,
2P|T|=P(|T|+T)+ P(|T|-T)=1|T|-T = T=(1-2P)|T).
Las ecuaciones anteriores son consistentes, ya que (1 —2P)? = 1. Al tomar adjuntos en las

ecuaciones anteriores se observa que P conmuta con Ty |T|, asi los operadores Ty y T_
pueden ser escritos de la siguiente forma,

T, = S(T| +T) = 5 (T + (- 2P)|T]) = (1 - P)[T],

| =N =

T = (7| ~T) = 5 (|| - (1- 2P)|T]) = PIT]|.

2

Por ser T'y y T autoadjuntos obtenemos
(A= P)T|=|T|(1=P), y PIT|=IT|P.

Por esto dltimo y dado que los operadores P, 1— Py |T'| son positivos, el Lema 1.1.5 asegura
que Ty y T son positivos. Esto concluye la demostracion. [

1.2. Topologias sobre Algebras de Banach

En esta seccién presentaremos algunas topologias sobre B(H), y mostraremos las relacio-
nes entre ellas. Cabe resaltar que existen més topologias sobre B(H), pero solo presentaremos
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las que nos son pertinentes para este trabajo. Para consultar algunas de las topologias que
aqui no se incluyen se puede ver [26].

A continuacién daremos las definiciones de conjunto dirigido y red topoldgica, ademas
de convergencia de redes en espacios topoldgicos. Esto para definir algunas topologias sobre

B(H).
Definicién 1.2.1 Sea X un espacio topolégico.

1. Una relacion (<) que es reflexiva y transitiva en un conjunto D se llama una direccién
si para cualesquiera dy,dy € D eziste d3 € D tal que dy < d3 y dy < ds. El par (D, <) se
llama un conjunto dirigido.

Una red en un conjunto X es una funcion f: (D, <) — X, donde (D, <) es un conjunto
dirigido. Si f(d) = x4 € X denotaremos la red mediante (xq)aep.

2. Sea x € X. Un subconjunto U de X se llama una vecindad de x si hay un conjunto
abierto V de X tal que
xeV cU.

El conjunto V, de todas las vecindades de x se llama sistema de vecindades en x.

3. Si(24)aep es una red en X entonces se dice que (xq)qep estd finalmente en un conjunto
U C X si existe dy € D tal que x4 € U para todo d > dy. La red (r4)4ep converge a
x € X, escrito (xg) — x, si estd finalmente en cada vecindad de x.

Observaciéon 1.2.2 Para nuestra finalidad, la condicién de convergencia de una red nos
dice lo siguiente: Dada una red (T,)aer en B(H) diremos que converge a T € B(H) si dado
e > 0 existe ag € I tal que

|C’t(T—Ta)’ < e, Vo > ayp,

donde Ct(T) representa una condicién de convergencia en una determinada topologia, las
cuales veremos mas adelante.

Durante ésta seccién y para mayor comodidad al escribir algunas demostraciones, si
(T,,) — T en alguna topologia, simplemente escribiremos

ltm CH(T — T,,) = 0,

en vez de la expresion formal en la Observacion 1.2.2.
Ahora estamos en condiciones de definir algunas topologias sobre B(#), haciendo uso de
redes de operadores en este espacio. Para mdas detalles puede consultar [26] .

Definicién 1.2.3 Sea H un espacio de Hilbert y B(H) el dlgebra de Banach de operadores
lineales acotados T : H — M. Para (T4,),c;, una red de operadores en B(H), y T € B(H)
definimos:
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(1)

(i)

(iii)

(iv)

(v)

(vi)
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Topologia de convergencia uniforme (topologia uniforme) [r,]. Diremos que
(Tw)er converge uniformemente a T', denotado T, 5T, si

h'in HTCX - T”B(H) =0.

Topologia de convergencia ultra-fuerte (topologia o-fuerte o ultra-fuerte)

[7o—s]. Diremos que (Ty,),; converge ultra-fuertemente a T, denotado T, <= T, si
para todo operador positivo de la clase de traza p € Li(H),

I tr((T — To)*(T — Ta)p) > = 0

«

Observacion 1.2.4 La definicién original se establece mediante seminormas (ver [26]
definicién 2.2.), pero es posible ver que ambas definiciones son equivalentes si se piensa
la convergencia en el sentido de los abiertos.

Topologia de convergencia fuerte (topologia fuerte) [7,]. Diremos que (15,),c;

converge fuertemente a T, denotado T, = T, si para cada € € H,
lin T4 = ¢ = 0.

Topologia de convergencia fuerte® (topologia fuerte®) [r,.|. Diremos que (T,) ¢,

converge fuerte* a T, denotado T, AN T, si
lim |(T, — T + |(Ta — 7)€ =0, Ve € .
Es decir, si T, y T convergen respectivamente a T y T™ en la topologia fuerte.

Topologia de convergencia débil* (Topologia débil* o ultradébil) [r,.]. Dire-
mos que (Ty,),; converge ultradébilmente o T', denotado T, AN T, st para todo operador
de la clase de traza p € Li(H),

lim tr(p(T, — T')) = 0.

Topologia de convergencia débil (topologia débil) [r,]. Diremos que (T4),c;

converge débilemente a T, denotado T, = T, si para cada £,m € H,
lim (€, (T,, — T)n) = 0.

Estas condiciones de convergencia sirven para definir los abiertos bésicos en la topologia
correspondiente de la siguiente manera:

Dado T € B(H)y e > 0,

S(T) :={V e BH): |[CHT - V)| <e}. (1.1)

De la ecuacién (1.1) observamos que las topologias antes definidas pueden ser dotadas de
una base local numerable de vecindades abiertas Vr, para ver esto basta tomar ¢ = 1/n
en (1.1), esto para cada n € N. Esto indica que las topologias antes definidas son primero
numerables.
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Definicién 1.2.5 Dadas dos topologias 11 y To sobre un espacio topologico X, diremos que
71 es mas débil que 7, 0 » es mas fuerte que 7, si 7| C 7.

Proposicion 1.2.6 Sean 1 y 7o topologias sobre un espacio topologico X. Entonces, 11 es
mas débil que 5 si y solo si cada red que converge en (X, Ty) también converge en (X, 7).

Demostracién. Supongamos que 71 es mas débil que 75 y sea (24)aesr una red convergente
a (X, 1), digamos a x € X. Ahora para cada vecindad U de x, con U € 7y, se tiene U € 7,
y, por la convergencia en (X, 7y), existe ag € I tal que z, € U para todo o > «p.
Concluimos que (z4)aes converge en (X, 7).
Para la otra parte, supongamos que cada red que converge en (X, 73) también converge
en (X, 7). Mostraremos que cada conjunto cerrado en (X, 77) también es cerrado en (X, 73).
Sea C' C X cerrado en (X, 71), y sea (x4)aer una red en C' que converge a x en (X, ),
entonces (4 )acr converge en (X, 7). Por ser C' cerrado en (X, 1) obtenemos = € C.
Concluimos que C' es cerrado en (X, 7). [ |

Teorema 1.2.7 7, es de Hausdorff.

Demostracién. Sean T1,T, € B(H) operadores distintos, entonces existe x € H tal que
T\ (x) # Ty(x), por lo cual (17 — Ty)x # 0. Existe y € H tal que

{y, (Ty = Ty)x) # 0.
Tomemos € = 1| (y, (I — Tz)z) |, y sean
U, ::{SEB("H):‘(y,(Tj—S)x)‘<€}, j=12,

vecindades de los operadores T}, Ty, respectivamente, estos conjuntos son abiertos pues son
elementos de la base de 7,,. Supongamos que existe un operador Sy € B(H) con Sy € Uy NUs,
entonces tendriamos

| (y, (T = T3)x) ‘ < ‘ (y, (Ty — S)x) ‘ + ’ (y, (S —Tz)x) ‘ < %| (y, (T — Ty)x) ‘,

lo cual es una contradiccién. Esto muestra que 7, es de Hausdorff. [

Teorema 1.2.8 Para las topologias de la Definicion 1.2.3 tenemos las siguientes relaciones:

(a) La topologia uniforme es mds fuerte que las topologias o-fuerte y fuerte®;
(b) La topologia fuerte® es mds fuerte que la topologia fuerte;

(c) La topologia o-fuerte es mdas fuerte que las topologias fuerte y débil*;

)
)
)
)

(d) La topologia fuerte es mds fuerte que la topologia débil;
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(e)

La topologia débil* es mdas fuerte que la topologia débil.

En el siguiente diagrama expresamos las convergencias antes senaladas.

To— S=Tw

AP;

® ~°

Demostracién. Sea {T,} una red de operadores en B(H).

(a)

Supongamos que {T,} converge a un operador 7" en la topologia uniforme.

i)[7,- C 7,) Para cada operador acotado A se verifica || Al|g) = ||A*||5x). Entonces,

i [|(To = T)" || s0) = M [T = Tl = 0.
Asi, para cada & € H,

lim (T, - T =0, lim (T~ T)'€] = 0.

Es decir, las redes de operadores {T,} y {T} convergen a los operadores Ty T* respec-

tivamente en la topologia fuerte.
ii) [7,_s C 7,) Para cada operador positivo p € Ly(H)
60(To = T)" (T = T)p)| < [(Te = DIPllp 1,
por lo cual,
limtr((7, — 1) (To, — T)p) = 0.
Es decir, {T,} converge a T" en la topologia o-fuerte.

Se sigue de la definicién.

Supongamos que {7, } converge a T en la topologia o-fuerte.

i)[7s C 7,—5] Sea £ € H, tenemos

I(Toy = T)EIR, = (Ta = T)"(Ta = T)6, &) = tr((Ta = T)"(Ta = T)[E)(€]),

observe que el operador |§) (€ } es positivo y de la clase de traza, por lo cual

lim [|(Th, = T)¢ | = tim tr((To, = T)*(To = T)[€)¢ Ve =0
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Concluimos que {7,} converge a T" en la topologia fuerte.

ii)[7« C T,_s]. Para mostrar esto primero mostraremos que es cierto para un operador
positivo de la clase de traza, después usaremos que cada operador se puede descomponer
como C-combinacién lineal de cuatro operadores positivos.

Sea ¢ positivo y de la clase de traza, entonces el funcional lineal w(A) := tr(pA) es
positivo en el sentido de la Definiciéon 1.3.6, por la Proposicién 1.3.7 es continuo y
cumple,
2 .
w(A)|” < [lwllw(AA),

en nuestro caso,
ltr(p(To — T))|* < [lelitr(p(T — T)*(To = T)),  para A= (T, —T).

Usando que la red {7} converge o-fuertemente al operador 7" obtenemos

1/2

lim [tr(o(To = 7)) | < oy * timtr(o(T = T)*(Ta = 1)) " =0, (1.2)

Ahora, supongamos que ¢ € Lq(H). Este se puede descomponer como suma de dos
operadares autoadjuntos de la forma ¢ = (¢ + ¢*) + i3 (¢ — ¢*), los cuales pertenecen
a Li(H). Por el Lema 1.1.6 cada operador autoadjunto se puede descomponer como
diferencia de operadores positivos; por lo cual, si ¢ es autoadjunto, podemos afirmar que
cada operador positivo en su descomposicién es de la clase de traza (ver demostracién
del Lema 1.1.6).

Por lo anterior, si p € Li(H),
4
Y= ch%‘, ¢; € L1(H) positivo, ¢; €C, 1<j<4,
j=1

entonces, por (1.2),

h'gn ’tr(ap(Ta — T))| < Z {cj| lior[n |tr(<pj(Ta — T))| = 0.

j=1
Concluimos que {7, } converge a T en la topologia débil*.

Supongamos que {7} converge a T en la topologia fuerte. Para cada par £, € H se
cumple

[ (To = T)&m) | < (Ta = T)Elmlinllae,

por lo cual,
lim ((T,, — T)¢,m) =0,  para cada &,n € H.

Concluimos que {7, } converge a T en la topologia débil.
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(e) Supongamos que {71, } converge a T en la topologia débil*. Para cada par &,n € H se
cumple

(€ (To = Th) = tx(|(To = T)m)(¢]) = tr((Te — T)|m(g]).
donde |n)(¢| € Li(H). Por tanto

lim (¢, (To — T)n) = limtr ((Zo — T)[n)(¢]) =0,

es decir, {T,} converge a T en la topologia débil.

Corolario 1.2.9 Las topologias de la Definicion 1.2.3 son de Hausdorff.

Demostraciéon. Se sigue del Teorema 1.2.8 con el Teorema 1.2.7. [

Por ultimo mostraremos que existe una relaciéon mas fuerte entre algunas topologias antes

definidas.

Proposicién 1.2.10 Sea H un espacio de Hilbert. Para las topologias de la Definicion 1.2.3
tenemos

(1) Las topologias fuerte y o-fuerte coinciden sobre conjuntos acotados de (B(H), || - lap))-

(2) Las topologias débil y débil* coinciden sobre conjuntos acotados de (B(H), || - [|5p))-

Demostracién.

(1) Sea e > 0. Supongamos que la red de operadores {7, }4cr forma un conjunto acotado y
converge a un operador 7" en la topologia fuerte. Como {7, }.cs es acotado, existe M > 0
tal que,

| TollBer) < M, para todo a € I.

Es sencillo mostrar, bajo las suposiciones anteriores, que 1" tiene norma finita.

Por otro lado, sea £ € H. Entonces, para el operador p = ‘5>(§| se tiene

Hmtr(<To¢ - T)*(Toc - T)/O) = lim ”(Toc - T)€||2 =0.

«

De modo similar, para un conjunto ortogonal {&;,...,&,} C H, se muestra que

limtr(To = T)' (Lo = Thpa) =0, poi= Y [6(G].
k=1
Por tltimo, sea p € Li(H) positivo. Existe N € N tal que

8 n
lp—pnlli < . o= &) (€
2(1 4+ M 4 ||T| 5w ) ; |

, n=N,
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con {&1,...,&,} un conjunto ortogonal. Tomando n > N fijo, para este p, existe aq tal
que

|tr((Ta - )(T, — T)pn)‘ < %’ para cada o > «y.
Entonces,

‘tr((Ta —T)"(To — T)p)‘ < ‘tr((Ta —T)(To —T)(p - pn))| + }tr((Ta —T)(To — T)pn)‘
< \Za = Tl llo = pull + 5

2
< €.
Concluimos que {7, }, converge a T en la topologia o-fuerte.

2) Para este caso usaremos un resultado clasico de Topologia general que dice lo siguiente Si
gla g g
f: X =Y esuna funcion continua biyectiva sobre espacios topologicos con X compacto
y Y de Hausdorff, entonces f es un homeomorfismo.

Sean asi X la bola unitaria cerrada en (B(H), 7,+) la cual es débilmente compacta, y
Y la bola unitaria cerrada en (B(#),7,). Usando la funcién idxy : X — Y esta es
biyectiva por definicién y continua por el Teorema 1.2.8 inciso (e). Entonces idx y es un
homeomorfosmo, es decir idy x : Y — X es continua.

Esto muestra que que las topologias coinciden sobre conjutos acotados. [

1.3. Semigrupos completamente positivos

Definicién 1.3.1 Sea B un dlgebra. Diremos que B es un algebra unital si B es un dlgebra
con unidad.

Sea T' un mapeo sobre un dlgebra de operadores con unidad. Diremos que T es un mapeo
unital s es un mapeo que preserva la unidad.

Definicién 1.3.2 Sean H un espacio de Hilbert separable y A, B dos *-dlgebras con unidad
actuando sobre H.

1) Diremos que la aplicacion lineal T : A — B es n-positiva si para cada subconjunto
{ai,...,a,} de A y cada subconjunto {by,...,b,} de B, se cumple

Z b:‘T(afa])b] Z 0.

ij=1

2) Diremos que la aplicacion lineal T : A — B es completamente positiva si T es
n-positiva para cada n > 1.
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Definicién 1.3.3 Sea X un espacio de Banach. Una familia uniparamétrica ¢ = {¢t >0
de operadores lineales acotados ¢, : X — X es un semigrupo de operadores lineales
acotados en X si

(i) ¢o = lx, el operador identidad sobre X ; y

(ii) ¢s+t = ¢t¢s para todo s,t > 0.

Mas ain, si ||¢¢]|px) < 1 para cada t >0, se dice que ® es un semigrupo de contraccio-
nes.

Definicién 1.3.4 Sea A una *-dlgebra. Un semigrupo dindmico cudntico (qds) sobre
A es un semigrupo ® = {®;}+>0 de operadores acotados en A que es

a) Completamente positivo (C.P.), i.e., para cadat > 0, , : A — A es completamente
positivo.

b) Normal o o-débil continuo, i.c., para cada t > 0 y cada red creciente (x,) de

elementos positivos en A con cota superior, se tiene

aecl

d, <sup xa) = sup ®,(z,).

a€el a€el

c) Ultradébil o x-débil continuo en t, i.e., para cada operador de la clase de traza y
cada © € A se tiene:

lim tr (p®;(x)) = tr(pz).
t—0t
d) ®,(1) < 1 para todo t > 0.

Definicién 1.3.5 Un semigrupo dinamico cudntico se dice de Markov o conservativo
(resp. sub-Markov ) si

Ti(1) =1, (resp. T{(1) <1) paracadat > 0.
Definicién 1.3.6 Un funcional lineal w sobre una *-dlgebra A se dice positivo si
w(A*A) >0,  paratodo A € A.

Proposicién 1.3.7 Sea w un funcional lineal sobre una C*-dlgebra A, entonces los siguien-
tes enunciados son equivalentes.

(1) w es positivo

(2) w es continuo, y
ol = lim w(£7)

para alguna aproximacion a la identidad {Fy}ocr de A.

Ademds, si esas condiciones se satisfacen, i.e., si w es positivo entonces se cumple que
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(a) w(A%) = w(A);

(b) [w(A)]* < w(A*A)|w];

(¢) lw(A*BA)| <w(A*A)|B];
(d) [lw]l = sup{w(A=A), [|A]l = 1},

para todo A,B € A, y
]| = lim [|w(Ea)]]

donde {Eq}acr €s cualquier aproximacion a la identidad de A.

Demostracién. Ver [5] Proposicién 2.3.11 [ |

Definicién 1.3.8 Sea A un dlgebra de Von Neumann de operadores actuando sobre un
espacio de Hilbert H y sea w un funcional lineal sobre A. Diremos que w es normal si

supw(ay) = w (sup aa) , acl, a,€A (1.3)

« «

Teorema 1.3.9 Sea w un estado sobre un dlgebra de Neumann A C B(H), con H un espacio
de Hilbert. Son equivalentes:

(1) w es normal;
(2) w es o-débil continuo;
(3) Euxiste un operador positivo p € Li(H) tal que tr(p) =1 y w(x) = tr(px).

Demostracién. Ver [5] Teorema 2.4.21 [ |



Capitulo 2

El dominio del generador de un
semigrupo C.P.

En la primera seccion de este capitulo se estudiara el teorema de factorizacion de Sti-
nespring, referencia [11], donde se muestra que cada mapeo completamente positivo en una
C*-algebra con unidad se puede ver como un *-homomorfismo de algebras, via unos opera-
dores entre espacios de Hilbert. Esto nos sera de utilidad para la segunda seccién, en la cual,
dado un semigrupo completamente positivo de contracciones ® y su generador infinitesimal
L, se desarrollaran los resultados principales acerca del dominio del generador L, asi como de
la maxima algebra contenida en éste. Esta parte corresponde a la referencia [3], desarrollando
cada demostracién e incluyendo los resutados necesarios para una mejor comprensién de los
mismos.

2.1. Teorema de factorizaciéon de Stinespring

Teorema 2.1.1 (Factorizacién de Stinespring)

Sean B una sub C*-dlgebra de B(H) y A wuna C*-dlgebra wunital. Un mapeo lineal
T : A — B es completamente positivo si y solo existe un espacio de Hilbert K, un ope-
rador acotado V : H — K y un x-homomorfismo w : A — B(K) tal que

T(a) =V*r(a)V, Vae A (2.1)

Demostracién. Para la primera parte, si T puede representarse como en la ecuacién (2.1),
entonces para {ai,...,a,} C Ay {b1,...,b,} C B,

n n

> &bV m(aia)VhiE) = Y (m(a)Vhi€, m(a;)Vhi) >0, €M,

1,j=1 1,j=1

porque 7 es x-homomorfismo. Inversamente, supongamos que T es completamente positivo
y consideremos el espacio vectorial A ® H. En este espacio definimos la forma (-, -)

(2,y) = Y (& Tagb)n;)y,

ihj

13
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paraxz =y .a; &, y = Z]‘ b; ®n; en A® H. Esta forma resulta ser bilineal, ya que si
tomamos x,y como antes y w = Zk cr ® i, a € C, entonces

(ax +w,y) (Zdl@)Q, ) :Z<Cl, T(d;bj)n;)y
_Z §27 aaz +Z onn Ck 77j>

donde el ultimo término corresponde a a(z,y) + (w,y). De manera similar se muestra la
linealidad de la segunda coordenada.
Por ser T' completamente positivo se tiene

(l’,l’) = Z <£i7T<a;kaj)£j>H >0

7:7j
para todo z € A®H. Entonces, la forma bilineal (-, -) es positiva. Consideremos la seminorma
I lle: A®H —[0,00)

con ||z||3 = (z,z), para cada z € A ® H.
Considere el homomorfismo de algebras m : A — B(A ® H). Dado a € A, my(a) actia

de la siguiente manera
a) (Z a; & fi) = (aa;) ©¢&.

Fécilmente se verifican my(ab) = m(a)mo(b), mo(a + b) = me(a) + me(b) con a,b € A. Para
todo z,y € A® H se tiene

(.l’ 71—0 (Z a; @ 5@7 Zabj ® nj)
:Z &, T (a7 (abj)) nj)y

- Z 517 (l al )Wj)y
= (Wo( e, y).

Se sigue que para cada r € A® H, el mapeo
w:A—=C, w(a)=(z,m(a)r)
es un funcional lineal positivo en A dado que para a € B(H),

(x,mo(a"a)x) = (x,m(a) m(a)x) = (mo(a)x, mo(a)z) > 0.
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Mas aun,
Imo(a)z 5, = (2, mo(a"a)z) < [la*all aw (D) = [lal%]|=][5, (2.2)
esto 1ltimo consecuencia del inciso (c) del Teorema 1.3.7, con B = 1.

Sea N :={z € A®H : (z,z) =0}. Por la desigualdad de Cauchy-Schwarz para formas
bilineales positivas y por la ecuacién (2.2), N es lineal e invariante bajo my(a) para cada
a € A. Consideramos el espacio cociente pre-Hilbert A ® H /N, definiendo el pre-producto
escalar en A ® H /N como

(+ N, 2+ N) g /n = (T, 2).

Sea K el espacio de Hilbert que se obtiene al completar AQH /N . Por la anterior construccién
del x-homomorfismo 7y, es posible extenderlo a una representaciéon = de A en B(K) dada
por

m(a) (x + N) =m(a)r + N,

paraa € Ay xz € A® H. Consideramos el operador lineal V' : H — K actuando de la
siguiente manera

Vu=1®u+ N.

Este operador es acotado, ya que
IVulk = Q@ u+ N, 1@ u+N) qgpn = (u, T(Mu)yy < 1T |5l

Como K es la completacion de A @ H /N, bastard verificar la forma del operador adjunto
V* en los elementos simples de A @ H/N. Seanue H, z =3 .0, 9u; € AQH

(W, Vi (@+N)), = Vu,z+N)e =1®u,z) = < ZT(L, ,> :
H

De este modo se define al operador V* : I — H por
V¥ (z+N) = ZT&, Yu; x:Zai@)ui.

De la definicion se observa que V* es lineal.
Para verificar que esta bien definido notemos que

N={zeA®H : (v,y)=0, Vyec AR H}.
Sean 7,z € A® H tales que x — 2z € N, y u € H. Entonces,
(w,V(@—2+N))y =Vu,r—2+N) =1Qu,z—2) =0.

Tenemos que V*(z — 2z +N) =0 en H y, por linealidad, V*(x + N) = V*(z + N).
Por ultimo, sean u,w € H, a € A. Entonces,

(u, Vm(a)Vw), = (Vu,m(a)Vw),, = (1@ u,a®@w) = (u,T(a)w),, .
Esto muestra que T'(a) = V*7r(a)V. [ |
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Corolario 2.1.2 (Desigualdad de Kadison-Schwarz para mapeos unitales C.P.) Sea
A una C*-dlgebra unital y ¢ : A — B(H) un mapeo lineal completamente positivo unital.
Entonces para cada A € A se tiene

P(A"A) > p(A")p(A).

Demostraciéon. Por el Teorema de Stinespring existe un espacio de Hilbert I, un -
homomorfismo 7 : A — B(K), y operadores V : H — I, V* : K — H tales que

o(A) =V*r(A)V, Ae A
Es sencillo mostrar que V*V =1 en H y que el operador
VV*:K—- (1®H)+N CK,
es una proyeccion ortogonal en K. Entonces V*V < 1y por tanto, dado A € A, se tiene
O(A*A) =V r(A)m(A)V > V(A V*Vr(A)V = ¢p(A")p(A).

Esto demuestra lo deseado. [ |

2.2. Dominio del generador de un semigrupo C.P.

En esta seccion, bastara suponer que el semigrupo considerado es completamente positivo,
normal, conservativo y sélo débilmente continuo en ¢. A un semigrupo completamente posi-
tivo de esta clase le llamaremos continuo en sentido natural o méas brevemente, semigrupo

CP.

Lema 2.2.1 Sea H un espacio de Hilbert y ¢ : B(H) — B(H) un operador lineal positivo y
normal, tal que ||¢(1)| sy < 1. Entonces, ||| < 1.

Demostracién. Sea A € B(#H) un operador positivo. Por ser ¢ como en la hipdtesis, se tiene
que la aplicacion

we(A) = (P(A)E, &)y, paracada £ €H,

es un funcional lineal positivo y normal. Por el inciso (3) del Teorema 1.3.9, existe un operador
positivo de la clase de traza ¢.(), tal que

we(A) = tr(@(ﬁ)A), para cada £ € H,

y se cumple

(P(A)E, €)qy = tr(0(§)A) < [[ Al | 94(E)]I1-
Observe que ||, (€)]l1 = tr(¢.(€)1) = (¢(1)&, £),,. Entonces

(D(A)E, E)gy < 1Al (D(1)E, €Dy 5
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por lo cual

lo(Allsea < I Allsaolle(M) ey,  para A= 0. (2.3)

Ahora, tomando A € B(#) arbitrario de norma uno y usando la desigualdad de Kadison-
Schwarz, obtenemos ||¢(A)||%(H) < ||¢(A*A)||Bx)- Usando esto y la desigualdad (2.3), resulta

lo(A)lzay < 14" Allseo lo(D)[15¢0-

Por tltimo, usando que ||A*A||gm) = ||A||%(H) y tomando supremo sobre los operadores A
de norma uno, concluimos que ||¢| < 1. [ |

Sea ® = {¢;}+>0 un semigrupo CP. Entonces, se tienen las siguientes caracterizaciones
para el dominio del generador, ver Definicion 2.2.3.

Lema 2.2.2 Sea A € B(H). Los siguientes enunciados son equivalentes

(i) El limite
L(A) = lim * (64(4) - )

t—0t 1
existe respecto a la topologia fuerte* de B(H).
(i) EI limite
1
L(A) = lim 2 (6,(4) - 4)

t—0+ t

existe respecto a la topologia débil de operadores en B(H).

(iii)
1
sup — || (A) — Al < M < 0.
t>0 t

(iv) Eziste una sucesion t, — 07 para la cual

1
sup t—||qbtn(A) — Al <M < .

n

Demostracién. Las relaciones (i) implica (ii) y (iii) implica (iv) son inmediatas.
Para (ii) implica (iii), sean £,n € H. Los funcionales

Fl)i= (4 4) = A)n)

cumplen que I', (€) converge a algin z,(§) € C cuando t — 0F. Para € = 1 existe T' > 0 tal
que, para cada 0 <t < T,

Cen(©)] <1+ [2(E)]-
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Luego parat > T,

1 2 2
Cen(O1 < €l N0:(A) = Allseo < ZIEN0NIAls00 < FHEMnIIAls00.

esto para cada £ € H. Entonces, por Banach-Steinhaus,

1
T I(@e(A) = AJnll = [[Tepllzyr < 0o

esto tdltimo para toda t > 0, y cada n € H fija. Nuevamente, por Banach-Steinhaus, obtene-
mos para toda t > 0

1
;||¢>t(A) — Allpay < oo,

con lo cual queda demostrado (iii).

Para (iv) implica (i), dado que la bola unitaria en B(H) es compacta en la topologia
débil* y ésta coincide con la topologia débil sobre subconjuntos acotados de B(H), entonces
la bola unitaria es compacta en la topologia débil y, por tanto, débilmente secuencialmente
compacta.

Por la hipotesis (iv), existe una subsucesion {t,,} := {t,, } de {t,} tal que ¢,, = 0" y

1
t—(gbtm(A) — A) — T € B(H)
en la topologia débil de operadores. Afirmamos que para cada s > 0,

/0 CA(T)AN = Gu(A) — A, (2.4)

donde la integral anterior se interpreta como una integral débil; esto es, para &,n € H,

| @@ an= .6 - a0,
0
Para ver esto, fijemos A > 0. Como ¢, es normal y positivo, para cada &,n € H, el funcional

wx(B) :=(oA(B)S,n), B eB(H)

es un funcional lineal continuo wy : B(H) — C, el cual es normal y positivo. Por el inciso
(c) del Teorema 1.3.9, es 0-débil continuo y es débilmente continuo en subconjuntos acotados
de B(H), por tanto,

1

L (Onr0(4) = 2(4)) = 05 (%wtm (4) - A)) o)

en la topologia débil de operadores, cuando m — oc.
Sean &,n € H fijos, la funcién F;, : R, — C definida por

Fu()) = %«mm(m — oa(A)E )
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es continua y converge puntualmente a la funcién continua F'(\) = (¢pr(T)E, ).
Tomando s > 0, para cada m € N y para cada A € (0, s] se cumple,

[En(N)] < Mgl

Por el teorema de convergencia dominada se tiene

lim ( / (Orean (A7) A — / (e dA) -/ a@meman (25)

m— 00 m

Escribiendo f(A +t,,) + f(A) = F,,()), obtenemos

/th JaA — /f JaA = /S+tmf(>\)d/\—/0t7nf()\)

por lo que el lado izquierdo de la ecuacién (2.5) se vuelve

i - ([ e@ena- [T o@ena).

m

lo cual, por continuidad débil de ¢ en el pardmetro t, es (p(A)E, n) — (A&, n) como se afirmé.
Para mostrar la convergencia fuerte®, fijemos £ € H y usando la ecuacién (2.4) escribimos

/OS oA(T)EdN — /OS T{d/\H

> | loame = 7efax

XIRp) - 9
1 /s 1/2
= (& [ heseme-elfan)

La desigualdad del segundo renglén es Cauchy-Schwarz para las funciones ||¢\(T)¢ — T¢|| y
X[o,s) €n L?[0, s].
La ultima igualdad se desarrolla como

loA(T)E — TE|I* = (Da(T)"MT)E, €) — 2Re (pa(T)E, T€) + | TE|
< (A(T'T)E, &) — 2Re (A(T)E, T€) + || TE]I*.

La ultima desigualdad se debe a la desigualdad de Kadison-Schwarz; como ¢ (T*T") y ¢ (T)
convergen débilmente respectivamente a T*T y T cuando A — 07, se sigue

|5 0. - 26) 7] =

IN

IN

lfm sup é/ [oA(T)E — TE|PdN < (T*TE, &) — 2(T€,TE) + | TE|* = 0.

s—07+
Concluimos que 1(¢:(A) — A) Converge fuertemente a 7' cuando s — 07.
De manera sunllar se obtiene que 1(¢y(A) — A)* = (¢4 (A*) — A*) converge fuertemente

a T* cuando t — 0. [
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Definicién 2.2.3 Sea D el conjunto de operadores en B(H) que satisfacen alguna de las
condiciones del Lema 2.2.2. Entonces, L : D — B(H) denotard el generador del semigrupo
¢ definido por

L(A) = lim ~ (&(A)— A), AeD,

t—0t ¢

con el limite en la topologia débil o fuerte®. D se denomina el dominio del operador L.

Note que D es un subespacio lineal autoadjunto de B(H) para el cual L(A*) = L(A)*,
A € D. En algunos casos y para evitar confusiones se escribird D(L), en vez de D, haciendo
énfasis en el operador al cual corresponde el dominio. Como el semigrupo es continuo en
sentido natural, un procedimiento estandar permite demostrar que D es denso en la topologia
débil de operadores, vedse [24].

Lema 2.2.4 Para cada operador A € D tenemos
1
(A5 = sup —[|¢e(A) — Alls3a).-
>0 1

Demostracién. La desigualdad (<) se sigue del hecho que L(A) es el limite débil de
% (¢¢s(A) — A) cuando t — 07, es decir,

) 1 1
IL(A)][Baey < limsup —[[¢:(A) — Al < sup —[|¢:(A) — Allsry)-
>0 1 >0 t
Para la otra desigualdad, sea T'= L(A). Usando (2.5), para cada ¢ > 0 podemos escribir

1 1 t
;H@(A) — Allpy = ;‘ /0 OA(T)dA

1 t
<5 [ 16x@ oo < 17100,
B(H) 0

La tltima desigualdad se tiene dado que [|¢,|| < 1. [ |

2.2.1. El algebra dominio

Sea t > 0 fijo. Por el teorema de Stinespring, Teorema 2.1.1, existe un espacio de Hilbert

‘H;, con norma
||$||Ht = inf { Z ||A7’L||B(7‘[)||£n||'H T = ZAn & gn}v

un operador lineal acotado V; : ‘H — H; y un s-homomorfismo normal de algebras
m: B(H) — B(H:), tales que

o(X) = Vim(X)Vi, X € B(H). (2.6)
V; resulta una isometria, ya que

IViglz, = (1@ & 1@ &)y, = (AR 1@ E) = (€ du(D)E)y = lI€7,  VEEH.
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Como
ViVi(€) = V(1w ) = (1) =, VEEH,

resulta que V;*V; = 1. En consecuencia, P, := V;V}* es una proyeccién ortogonal sobre H,.
Para ¢t > 0 consideramos las seminormas py, ¢; definidas sobre B(#) mediante

pe(X) =t |on(X) = X,
6:(X) =t Py (X) = m(X) Pl X € B(H),

donde || - || es la norma en B(H), v || - ||+ es la norma en B(H;).
Usando lo anterios se puede probar el siguiente Lema.

Lema 2.2.5 Consideremos a ®, su generador infinitestimal L, y D el dominio de L.
Para cada operador X € B(H) tenemos las siguientes caracterizaciones.

(i) X € D siy solo si

sup p¢(X) < oo
t>0

y, en tal caso, || L(X)|| = sup;sqpe(X).
(ii)
XeA={AecD: A"Ac D AA* € D}

si y solo si ambas sup{p; : t > 0} y sup{q: : t > 0} son finitas y, en tal caso

max (||O'L(dX*dX)||1/2, llor(dX dX*)||1/2) < lim sup ¢;(X),

t—0t

donde o (dX*dX) y or,(dX dX*) son operadores en B(H) definidos como
or(dX*dX) = L(X*X) — X*L(X) — L(X*)X

2.7
oy (dX dX*) = L(XX*) — XL(X*) — L(X)X*. (2.7)
Demostracién. La afirmacién (i) se sigue de los Lemas 2.2.2 y 2.2.4,
Para probar (ii) usaremos lo siguiente,
1 12 14 1/2
00 2w | 2 000730 - 6007000 | [ ) - acome |
(2.8)

1/2

(XX = (X)au(X)")

Y

1/2}

() < V2 max{ | (°X) = 600°0,X)

Para probar esto, descompondremos el conmutador 7,(X )P, — P,m(X) en la suma
m(X) i — Bm(X) = (1 - B)m(X) P, — Pomy(X) (1 — ),
donde los operadores (1 — P,)m(X)P, y Py (X)(1 — P,) tienen rangos ortogonales, asi que
17 (X) P = Pemel[f = 111 — P)me(X) P l§ + | Pere(X) (1 = B)]IF. (2.9)
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Ahora, para z € H;

(1 = P)me(X) Px]|} = (1 = P)my(X) P, (1 — P)my(X) P,
= (1 - P)m(X)V;Viw, (1 = P)m(X)V; V)
= <fa V;*Wt(X*)(]l - Pt)ﬂ't(X)Vt@ )

t

donde & = V) z.

Por ser V;*m(X*)(1 — P,)m(X)V; un operador positivo y autoadjunto, es posible calcular
su norma a partir del producto (&, V;*m (X*)(1 — P,)m(X)Vi&). A partir de la norma || - ||
tenemos, para r =Y ,_, Ar ® &,

V=l < D I Akllseo 1€l

k=1

esto para cualquier representacion de x € H;, por lo cual
V7|3 < |23,
Por tanto [|[V*z|y < 1si||z]ly, <1,y

1M = P)m(X) P = sup (1= P)m(X) P, (1 — P)m(X)Pa),

llzll7, <1

< sup (& VIm(XT) (1 — P)m(X)VAVE) 4,

gl <1

= ||‘/;*7Tt(X*)(]l — P)m(X)Vil|.

Ahora, sea 1 € H con [|n]ly = 1. Como V;* es sobreyectivo, existe x € H; tal que V*z = n.
Supongamos

N N
77=Znnsonzzvlg{l)oz_;nks0kzzvlg{;;&,

neN k=

para {®, }neny una base ortonormal de H y 1, = (1, ¢,). Tomemos

T, =1® (ka> + WN.

k=1

La sucesién (xn)neN es tal que V)*z,, = ZZ:1 & Tomando x = lim,,_,, ©,, se cumple V*x = n

y n 2 n
ol < || 6], =Dl
k=1 k=1

En la tltima ecuacién, el lado izquierdo converge a ||z||5,, mientras que el lado derecho
converge a ||n||3, cuando n — oo.
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Si 1 estd en la bola unitaria de ‘H entonces x esta en la bola unitaria de H;, obteniendo

IV m (X)) (A — P)m(X)Vinllge = sup (n, Vim(XT) (1 = P )m(X)Vim)y,

Il <1

< sup ((1—P)m(X)Rz, (1 - F)m(X)Px)

e, <1 i
=1 - P)m(X)P|7,

lo cual muestra que

11— P)m(X) Pl = 1V me(X7) (1 = P (X) Vil

= [[Vim (X" X)Vi = Vim (X)) VIV m (X V]|

(2.10)
= [[¢e(X*X) = (X ™) e(X)]]-

Similarmente,

|| P (X)) (1 — Pt)”% = [V (X) (1 = B)me(X™)VA]] (2.11)
= [|oe(XX7) — ¢ (X) e (X7)]|- '
La ecuacién (2.8) se sigue de las ecuaciones (2.9), (2.10) y (2.11).

Ahora, si X € A, entonces los cuatro operadores X, X*, X*X, X X* estan en D. De este
modo, los limites

lim = (6,(X*X) — X*X) = L(X*X),

t—0t+ 1

lim © (6(XX*) — XX*) = LIXX"),

t—0t+ ¢

ltm © (6(X) — X) = L(X),

t—0+ ¢

1
lfm = (6, (X*) — X*
Jim - (e(X™) )

L(X7),

existen en la topologia fuerte de operadores.
Dado que

P(X*X) = dr(X7) e (X) = (d(X"X) — X™X) = X" (¢(X) — X) (2.12)
— ($u(X*) = X*) u(X), '

usando convergencia fuerte de la multiplicacion sobre subconjuntos acotados, tenemos que
el limite

T (9(X°X) — 6,(X*)0u(X) = L(XX) = X*L(X) ~ L(X")X

= O’L(dX*dX)
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existe en la topologia débil de operadores. Del mismo modo deducimos la existencia del limite
fuerte

lim 1((;St(XX*) — ¢ (X)) (X")) = L(XX*) — XL(X*) — L(X)X*

t—0+ ¢

Se sigue que para cada X € A, las seminormas ¢,(X) son acotadas para t > 0y, para tal X,
tenemos
max (||UL(dX*dX)H1/2, |lop(dX dX*)Hl/2) < lim sup ¢,(X).
t—0+
Reciprocamente, supongamos que tenemos dado un operador X € A para el cual las semi-
normas ¢; son acotadas para cada t > 0. Debemos mostrar que X*X y X X* estan en D.
Como D es cerrado bajo la toma de adjuntos y las seminormas ¢; son simétricas se tiene
¢ (X*) = q:(X). Asi serd suficiente mostrar que X*X € D.
La ecuacién (2.12) implica, para t > 0 fijo, que

e(X7X) = X7X = (¢(X7X) — 1 (X7) (X))
+ X" (0(X) = X) + (0:(X7) = X7) u(X).
Por la ecuacién (2.8), el primer término del lado derecho es acotado en norma por M;t. De
manera similar, como X y X* pertenecen a D, el segundo y tercer elementos también son
acotados en norma por Mst v M;st respectivamente, con cada My una constante positiva.

Por tanto,
[¢¢(X*X) — X" X|| < (My + Mo + M3)t

y, por el Lema 2.2.2, X*X pertenece a D. [
Siguiendo la notacién del Lema anterior, concluimos el capitulo con el resultado que

caracteriza la maxima *-dlgebra A, contenida en el dominio del generador L. La maximidad
se deduce inmediatamente de la definicion de A.

Teorema 2.2.6 Si ® es de Markov entonces
A={AecD:A"AecD,AA" € D}
es una x-subdlgebra de B(H).

Demostracion. De la definicién se observa que A es un conjunto de operadores autoadjun-
tos. Debemos mostrar que A es un espacio vectorial que satisface A - A C A.
El Lema 2.2.5 nos dice que D consiste de los operadores X € B(H) para los cuales

sup py(X) < o0, sup ¢;(X) < 0.
>0 >0

Como p; v ¢; son ambas seminormas, se sigue que A es un espacio vectorial complejo, el cual
es cerrado bajo la toma de adjuntos.
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Para ver que A es cerrado bajo multiplicacién, tomemos X,Y € A. De acuerdo al Lema
2.2.5, es suficiente mostrar

sup ¢;(XY) < o0 (2.13)
>0
y
supp:(XY) < o0. (2.14)
>0
Para probar (2.13) afirmamos que
@(XY) < @(X)[Y]| + [ X]]q(X). (2.15)

Para verificar esto, escribimos [A, B] = AB — BA, se tiene entonces que
[P, m(XY)] = [Py, m(X)]me (V) + m(X) [ B, (V)]
Entonces,

a(XY) = t'2)|[P, m(XY)]]
< 2P, (O e (V)] + /2| (O TP, e (Y]]

Dado que
|y (A)z]| < [|[Allsaollzlls,, entonces |lm(A)[| < [lA[l5@0),

para cada A € B(H) y = € H,. Esto verifica la ecuacién (2.13).

Ahora verificaremos la ecuacién (2.14). Por definicién de A, si A € A tenemos A*A € D.
Por ser A un espacio vectorial, si X,Y € A entonces (Y +i*X) € A y en consecuencia
(Y +i*X)*(Y +i*X) € D.

Por la formula de polarizacion,

1 3

XY =

=~ |

(Y 4+ X)*(Y 4+ X),
k=0

de este modo X*Y debe pertenecer a D. Como A* = A, podemos remplazar X* por X para
concluir que XY € D. Ahora, la ecuacién (2.14) se sigue del Lema 2.2.5 inciso (i). [ |
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Capitulo 3

Un algebra dominio minima.

En este capitulo, mediante el uso de la herramienta obtenida en el Capitulo 2, desarro-
llaremos un par de teoremas que nos permitiran demostrar la existencia de semigrupos de
contracciones completamente positivos para los cuales sus generadores infinitesimales poseen
algebra dominio minima. Los resultados corresponden a las referencias [10] y [17], pero he-
mos realizado algunas modificaciones que se pueden considerar como una extensién de los
mismos.

Durante este capitulo €2 representarda un estado sobre un espacio de Hilbert H, es decir
un operador de la clase de traza con la siguiente descomposicion espectral

Q= Z l9e)(ge|, vy QL =1, (3.1)
—1

con (gg)l>1 una base ortonormal de H.

También trabajaremos con los espacios L*(R,), el espacio de Hilbert, de clases de fun-
ciones sobre R, ; y los espacios de Sobolev W™P(RR, ), definido en el Apéndice B.

3.1. El semigrupo de desplazamientos a la izquierda.

Para esta seccion haremos uso del Teorema de Hille-Yosida, del cual omitiremos su demos-
tracién. Esta pueden ser consultada en [24]. El objetivo es mostrar que el operador derivada
es el generador infinitesimal de un semigrupo de contracciones fuertemente continuo, mismo
que sera de utilidad en las siguientes secciones.

Antes de citar el Teorema de Hille-Yosida, daremos la definicién del conjunto resolvente
de un operador L.

Definicién 3.1.1 Dado un operador L : X — X, no necesariamente acotado, actuando
sobre un espacio de Banach X, definimos el conjunto resolvente de L como

p(L) :={\ € C: el operador (A1 — L)™' existe c.d. en X, y pertenece a B(X)}.

Para X € p(L) definimos al operador resolvente de L en X\ mediante R(X\; L) := (A1 — L)™',

27
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Teorema 3.1.2 (Teorema de Hille-Yosida)
Sea X un espacio de Banach. Un operador lineal L : X — X es el generador de un semigrupo
de contracciones {¢pi}i>0 : X — X, si y solo si

(1) L es cerrado y D(L) = X,

(2) El conjunto resolvente p(L) contiene a R, y, para cada A > 0,

1RO D) <

> =

Demostracién. Ver Teorema 3.1 en [24]. [ |

Ahora daremos unos resultados auxiliares. La siguiente proposicién nos da una represen-
tacion integral del resolvente, la cual nos sera de utilidad para el objetivo de esta seccion.

Proposicién 3.1.3 Sea (¢1)i>0 : X — X un semigrupo de contracciones fuertemente conti-
nuo y L su generador infinitesimal. Definimos al operador Sy mediante

SH\A = / e Mg (A)ds, AeX.
0

Entonces Sy = R(\, L).

Demostracién. Por ser (¢;);>¢ un semigrupo de contracciones se cumple ||¢:(A)|| < ||A]l,
y por tanto
ISV <ATHA], AeX,  A>0

Esto muestra que el operador S esta bien definido para A > 0.
Ahora verificaremos que Sy = R(A, L). Aplicando L al operador S},

LS)\<A) = lim %((ﬁh(S)\A) — S)\A), A€ X,

h—0t+
en la topologia fuerte de operadores. Usando la definicién de S obtenemos,

Lon(5:4) —$14) = 7 ( | e o [ e‘%(mds)

0

:l - —A(s—h) OO —As )
- (/h e ¢S(A)ds+/0 e g5 (A)ds

A1 [ A h
_ / ey (A)ds — S [ eog,(A)ds.
hJo hJo

De modo que al tomar el limite cuando h — 0" resulta,

LS)\<A):)\S/\A—A, Ae X,
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en la topologia fuerte de operadores, i.e. (Al — L)SyA = A, para cada A € X.
Por tanto (Al — L)S) = 1, es decir Sy = R(\, L). [ |

Consideremos el espacio de Sobolev W12(R ), de las funciones absolutamente continuas
con la primera derivada en L*(R,)
Lema 3.1.4 Para cada f € W'2(R,) se cumple
lim f(x) = 0.
T—r00

Demostracién. Ver Corolario 8.9 en [6]. [ |

Observacién 3.1.5 La proposicién anterior tiene sentido ya que cada f € W2 puede ser
identificada con una funcién absolutamente continua, la que a su vez es continua y, por tanto,
las evaluaciones puntuales tienen sentido.

Observacién 3.1.6 En realidad este resultado se puede extender a cada ¢ € L?(R ). Usan-
do el resultado anterior méas un resultado de teoria de la medida, que establece que para cada
sucesién de funciones que converge en LP(R ) existe una subsucesion de funciones que con-
verge puntualmente c.d. al mismo limite de la sucesién original.

Proposiciéon 3.1.7 Supongamos que (f,) es una sucesion de funciones en W12(R,) tal que
converge a una funcion f y que la sucesion de derivadas (f])) converge a una funcidn g, todo
esto en L*(R,), entonces f' = g c.d.

Demostracién. Dado que f,, — f en L?(R,), para cada ¢ € C>°(R,) tenemos

[ (= no)aa] <115 = flalile

Por lo cual,

i [ (fup)(x)de = / (fo)@)dz, e C™(R,).

n—00 R4

Del mismo modo se prueba que

i [ (fio)ado= [ (@)@, ¢ e CX(R)

n—oo Jp. R,

Al integrar por partes, para cada n € N,
| th@te == [ (fowis,  pecr®s),
R, R,
Por 1ltimo, al tomar el limite cuando n — oo en la ecuacion anterior resulta,

| to@ar=- [ wowis  pecz®),

Ry

Por lo cual g es la derivada débil de f, i.e. f' = g casi dondequiera. [

Ahora pasaremos a la parte principal de la seccion.
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3.1.1. La derivada y el semigrupo de desplazamiento hacia la iz-
quierda.

Definicién 3.1.8 Dado un operador T', un conjunto E C D(T') se denomina una esencia
para T si al tomar S = T’E (la restriccion de T' al conjunto E), se obtiene que S =T.

Sean H = L*(Ry), K = —-, con este operador actuando de W*(R,) C H hacia H.
De la Proposicién 3.1.7 tenemos que la derivada es un operador cerrado, ademas por el
Teorema de Meyers-Serrin (Teo. A.4.1) tenemos que

w2
D" S WwiAR,),  donde Dy = CF(Ry) NWIA(R,).
Es decir, el conjunto D; es una esencia para el operador derivada. Entonces K es un buen
candidato para ser el generador de un semigrupo de contracciones (Teorema 3.1.2).
Consideremos al semigrupo de desplazamientos (W;)i>o definido sobre WH?(R,) de la

siguiente forma
Wip(x) =z +1),  @eW"(Ry), >0

y extendido por continuidad de Wt a todo H. Observe ademas que las propiedades Wy = 1
y Wsiy = WW,; son evidentes, ademéas cada W; es continuo y con norma menor o igual a
uno.

Proposicién 3.1.9 El semigrupo (W;)i>o es fuertemente continuo.

Demostracién. Para probar esto primero lo haremos para funciones en W12(R, ) con so-
porte compacto, después para funciones en W12(R ) arbitrarias, y para terminar usaremos
la densidad de W'%(R, ) en H.

Sea € > 0.

1. Sea ¢ € W2(R, ) con soporte compacto K, entonces podemos elegir a ¢ representante
continuo, y por tener soporte compacto es uniformemente continua. De este modo existe
0 > 0 tal que

0<t<d.

e+t —e@| < o

Por tanto, para 0 <t < ¢,
/ lo(z +t) — ap(x)‘de < €.
0

2. Supongamos ¢ € Wh?(R, ) arbitrario y continuo, entonces existe M € N tal que

/MOO ‘go(x +t) — go(x)fd:c < f,

t>0.
2

La funcién ¢ es uniformemente continua en el compacto [0, M], por lo cual existe § > 0
tal que [|€, ,,(Wip — @)|I3 < /2, para 0 < t < . Entonces

M 00
2 2
Wi = ¢li = [ lotw+0) = p@)'do+ [ fota 1) - o) Pde <
0 M
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3. Sea ¥ € H, existe una sucesion (¢, )nen tal que ¢, — 1 en la norma de H. Para este
e > 0 existe N € N tal que

€
”9071_¢H2< g, Vn > N.
Para n > N fijo, existe § > 0 tal que

0<t<d.

£
HWtQOn - SOnHZ < §7

En conclucién, para 0 <t < 4,
Wi = pll2 < [[We¥ — n)ll2 + [[Wipn — @ullz + [lon — ¢l <e.
Esto demuestra lo deseado. [ |

El generador infinitesimal del semigrupo (W;);>o esta dado por

(Ge)(z) :== lim plo+h) = <p(x)

h—0+ h

Este limite existe en W12(R, ), y por tanto el operador G esta definido en W12(R,).
Ahora mostraremos un resultado que conecta a G y K.

Proposicién 3.1.10 Para A > 0, el operador Sy, definido en la Proposicion 3.1.3 con
(D1)i>0 = (Wi)e>0, es el operador resolvente del operador — K, consecuentemente, (Wy)i>o es
el semigrupo generado por —K (i.e. G = —K).

Demostracién. Sean A > 0. El operador lineal Sy se define mediante
Sxp(x) = / eMpr+s), peW'(Ry), zeRy.
0

Para o € W12(R,) y # € R, se cumple

donde ga(y) = X ., (1),

Dado que g € L'(R,) y p € L*(R,) la desigualdad de Young, Proposicién A.1.4, indica

1
[Sx@ll2 = llgx * llz < llgallillellz = XHSOHI
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Entonces Sy es un operador lineal acotado en W1H2(R,), y puede ser extendido a todo H.
Para ¢ € Dy, y x € R, se tiene

(M + K)Sy(x) = ASah(x) + K Sy (x)
=\ /OO e M(x + s)ds — < /OO e (x + s)ds
0 dz /o
=\ —As ds — —As, 1/ d
/0 e *Y(x + s)ds /0 e Y (x + s)ds

§=00

= A e T+ s ds — e * T+ s
/0 W( ) P( )
= 1/)(x)

El intercambio de la integral se debe a la continuidad del integrando en ambas coordenadas
y que la parcial con respecto a x también es continua. Por otra parte,

- A /000 e MY (x 4 s)ds

s=0

Swie) = [ e vat s

S§=00

= e MY(x + 8) . + A /000 e (x + s)ds
= —¢(x) + AS(x),

en consecuencia, Sy(Al+ K)y(x) = ¢(z).
De lo anterior se obtiene que

S\(Al+ K) = (A1+ K)Sy =1, sobre D,

por lo cual (A\1+ K)~! = Sy en Dy, y por tanto en H.
Por otra parte tenemos que Sy = (Al — G)~!, entonces

(Ml—-G)=(A\1+K), sobre Dj.

Como D es una esencia de K, de lo anterior se concluye que G = —K en W12(R,). ]

3.2. Perturbacién del semigrupo dinamico cuantico in-
ducido por W,

3.2.1. Predual

Definicién 3.2.1 Al espacio de todos los funcionales o-débilmente continuos sobre un dlge-
bra de von Neumann X se le llama espacio predual de X, y se denota X..
El espacio X, resulta un espacio de Banach en la norma de X .
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Los semigrupos dindmicos cuanticos 7 = (7T;):>0 sobre un espacio & pueden ser vistos
como el dual de semigrupos dindmicos cuanticos S = (S;)¢>o en el espacio X..

Definicién 3.2.2 El semigrupo predual de un semigrupo dindmico cudntico (T;)i>0 en
X es el semigrupo (St)i>0 de operadores en X, definido mediante

(St(w) (X) =w(T(X)),  t=0,

para cada X € X yw € X,.
En el caso de X = B(H) tenemos que el semigrupo predual estd definido en Li(H)
mediante la relacion

tr(T¢(z)p) = tr(xSi(p)), x€B(H), p€ Li(H) t>0. (3.2)

Si el semigrupo T es continuo respecto a la topologia débil de operadores en B(H) entonces
el semigrupo predual S también resulta ser continuo en la topologia débil de Li(H). Mds
atn, por el Corolario 3.6 en [5], se tiene que S es un semigrupo fuertemente continuo en el
espacio de Banach Ly(H).

El generador L. del semigrupo predual (St)i>0 y el generador L del semigrupo (T¢)i>o
tienen la misma relacion de dualidad que la de sus semigrupos

tr (L(z)p) = tr (xL.(p)), re€B(H), pe€Li(H). (3.3)

3.2.2. Perturbacién del semigrupo inducido por W;

Recordando un poco —K denota al operador derivada con dominio D = W'%(R,), el
generador del semigrupo de contracciones (W;),-, fuertemente continuo sobre H = L*(Ry).
En la Seccién 3.1 se mostré que (W), es el semigrupo de desplazamientos a la izquierda.

Ahora, para cada ¢t > 0, el operador adjunto al operador W; se calcula de la siguiente
forma. Sean ¢, € D,

(o, Wi — / o@D+ t)dr = / @ = () de = / @ D) de,

para cada t > 0. De este modo se observa que el operador adjunto W} estd definido mediante
Wip(r) = Xo) (2)p(z = 1), ©€D.
Ademas se tienen las siguientes propiedades.
i) WilWio(z) = Wix, ., (@)e(r —t) = x, ., (@ +t)p(x) = p(2),

i) WiWip(x) = Wip(z +1t) = X[t,ooﬁp(x)-
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Es decir, W,W;} = 1 sobre D y, por densidad y continuidad, esta identidad se extiende a
todo H. De manera analoga se ve que y el operador W; W, es una proyeccién de H hacia el
subespacio de funciones en H que se anulan en [0,¢)(i.e., que su producto con o) es nulo).

Sea w : H — H un operador lineal, w € Ly(H), y consideremos el semigrupo dindmico
cuantico fuertemente continuo inducido por W;, que se define mediante

Sorw] == WwW), equivalentemente, Sp:lw|(z,y) =w(z+1t,y+1), (3.4)

actuando sobre L, (H), con el generador

/ / d
Low = w,(2,y) +w,(z,y) = EW(% +t,y+1) t

Definimos el dominio inicial de I, por

Dy = spanfe : w = [¢) (1

7¢,¢ € D} C Ll(H)

Siendo el span{A}, el conjunto de las F-combinaciones lineales de elementos en un espacio
vectorial (A, F').

Observacion 3.2.3 (a) La segunda igualdad de la ecuacién (3.4) cobra sentido cuando
usamos w = ‘@(n , con £, € D, y la representacion de los operadores de clase traza
mediante de una funcién de dos variables, también llamada kernel (Apéndice B). Ademas
se tiene

Soullé() = [Wi) (Wil é(z) = / T T + )6(y)dy.

(b) El semigrupo dual Ty, de Sp, puede definirse gracias a la relacién (3.2) de la siguiente
manera, para X € B(H) y w € L1(H),

tr (XSpt(w)) = tr (XWwW)') = tr (W, XWw) .

Por lo cual T [X] := W XW,.

El generador infinitesimal del semigrupo dual (7g;):>0 tiene la forma
Lo(X)=K'X+ XK
Ahora consideremos al generador perturbado
L.w] = Lou|w] + Alw], w € D(Los).

Donde,
Aw] = —Qtr LouJw] = Qw(0,0),
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con 2 un estado. La segunda igualdad se obtiene con el siguiente razonamiento, usando

Y, ¢ €D,
tr Loy [w] = tr Los| o) W‘
=tr (|¢/) (] + |8} (v'])
~ [ @) (s)as
= —1(0)¢(0).

Ahora, como

—1Kw><¢| — )

ol = Iw 1 + Iw
Alle)ol) =

oo

/=1

con los operadores L, : W12(R, ) — H, definidos por Ly = ¢(0)g, y los g, € H tales que

Q=190 (g

El generador del semigrupo dual perturbado tiene la forma
LX)=-K'X - XK+ LiXL
¢

Es decir, para 1,9 € D el semigrupo dual perturbado debe satisfacer la ecuacion del
semigrupo en forma débil

L6, T = tr (o) (0] LX)
- ( 93] + 36| + fj 1w><u¢\] wq)
— (TN + (6,7, +§; Lo, TIXIL) (3
(K6, XIS — (6 +§ L, TXI Lot

= (¢, L(T(X))¥).

Aunque conocemos bien al semigrupo no perturbado Spiw = WywW y a su dual 7o (X) =
Wi XW;, no es evidente que exista un semigrupo dinamico cuantico generado por el ope-
rador perturbado L, o por su dual £. La existencia de este semigrupo perturbado en su
representacion dual, se puede demostrar construyendo la solucién minima (semigrupo mini-
mo) de la ecuacién (3.5). Si ademds demostramos que este semigrupo minimo perturbado es
conservativo tendremos unicidad, vedse [11]. Esto es lo que haremos en la siguiente seccién.
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3.3. Semigrupo dindmico cuantico minimo (m.q.d.s.)

En esta seccién enunciaremos dos hipdtesis principales, para después definir lo que es un
semigrupo dindmico cuantico minimo. Estas hipdtesis seran esenciales para mostrar que un
determinado semigrupo dinamico cuantico minimo es de Markov. Basamos gran parte de
este capitulo en los resultados obtenidos en [10].

Hipoétesis:

A. El operador G es el generador infinitesimal de un semigrupo de contracciones (F;) >0
que es fuertemente continuo en H. El dominio de los operadores {L;}sen contienen a
D(G), el dominio del operador G. Ademés, para cada u,v € D(G) se tiene

(v, Gu) + (Gu,v) + Z (Lyv, Lyu) = 0.

leN

C. Un operador positivo autoadjunto C' satisface la condicién C si

(i) El dominio del operador C''/? contiene a D(G), y D(G) es una esencia para C/2.

(ii) Para cada ¢ € N, el subespacio lineal L, (D(G)) esta contenido en el dominio de

V2

(iii) Existe una constante positiva b > 0 tal que

2Re (C'?u, C'2Guy + Y ~(CY?Lyu, CLyuy < b||Cul®,  Vu € D(G?).

leN

Suponiendo que la hopdteis A se cumple, queremos construir un semigrupo dinamico
cuantico {T}}+>0 que satisfaga la ecuacién

(v, Ty(z)u) = (v, zu) +/0 (v, L(Ts(z))u) ds. (3.6)

Adema&s buscamos que para cada u,v € D(G)
o
(v, Ti(x)u) = (P, xPu) + Y / (L¢P, v, Ty(x) Lo P_su) ds. (3.7)
=170
Teorema 3.3.1 Supongamos que la hipdtesis A se cumple. Si para cada v € B(H) la familia
de operadores (Ti(x)), €s continua en la topologia débil*, y ademds se cumple
| T ()| By < ]| B34 » para cada t > 0.
Entonces las ecuaciones (3.6) y (3.7) son equivalentes.

Demostracién. Ver Proposicion 3.18 en [11]. [ |
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Definicién 3.3.2 Supongamos que la hipdtesis A se cumple.

Un semigrupo dindmico cudntico (ﬁ(mm)> se denomina semigrupo dindmico cuantico
>0

minino (m.q.d.s.) si satisface las ecuaciones (3.6) y (3.7) y tiene las siguientes propiedades
(i) ﬁ(min)(ﬂ) <1, para cada t > 0.

(ii) Para cada familia de operadores positivos (1})i>o débil* continua sobre B(H) que satis-
face las ecuaciones (3.6) y (3.7), y para cada operador positivo x € B(H), se tiene

T, (2) < To(z), para cada ¢ > 0.

Este semigrupo tiene la propiedad de ser sub-Markov, y es el inico con estas propiedades,
una prueba de esto puede encontrarse en [11], asi como la construccién de los m.q.d.s.

3.3.1. Conservatividad del m.q.d.s. perturbado

Consideremos el espacio H = L?(R,) y los operadores

D(G) = WH(R,), Gu=—Ku=u,
D(Lg) = W1’2<R+), Lgu = U(O)gz,

con g, € H, ¢ € N. Aqui las funciones {g,}sen satisfacen

> llgell3, = 1.

LeN

Observaciéon 3.3.3 El operador G coincide con el operador —K y los operadores Ly son los
mismos operadores de la perturbacion A de la seccion anterior.

Definicién 3.3.4 Sean los operadores Fy : H — H definidos como

F7:=> " (nLR(n;G))" (nL{R(n;G)),  neN,

mediante ellos podemos definir a los operadores F, := F°, que representan la extension
(inica) de los operadores F?.

Veremos que estos operadores son acotados. Para u,v € D(G),

(v, Flu) = Z (nLeR(n; G)v,nLyR(n; G)u)
LeN

= —n*({vg, Gug) + (G, up)), vo = R(n; G)v, up = R(n; G)u.
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Dado que R(n;G)H = D(G), GR(n;G) = R(n; G)G v ||R(n; G)|| < 1/n, se tiene

| (v, Fou) | = n®| (v, Guo) + (Guo, ug) |
= n2{ (vo, R(n; G)Gu) + (R(n; G)Gv, ug) ’
< n[lvollalGulla + [luollsl|Gvll)
< ol Gulla + [l /| Goll.

Como GR(n;G) es un operador acotado existe M > 0 tal que
IGR(n; G)wl < M|[wlls.
Si ademas u = R(n; G)uy y v = R(n; G)vy, con uy, vy € H, tenemos
| (v, Fpu) | < [|R(n; G)orllsl|GR(; G)unl3e + [[R(n; G ||| GR (1 G)on [l
2M

< —— lloallalluall
n

2M
< = (1R &7 el

Lo cual muestra la continuidad de los operadores F?, y en consecuencia los operadores Fj,
resultan ser acotados.

Definicién 3.3.5 Diremos que un generador infinitesimal L puede ser representado en la
forma de Davis-Lindblad si se cumple la hipdtesis A y ademds para cada u,v € D(G) y
cada X € D(L) se cumple

(u, L(X)v) = (u, XGv) + (Gu, Xv) + » _ (Leu, XLev) .

{eN

Los siguientes resultados corresponden al Teorema 2.4 en [4] asi como al Teorema 4.3 y
Lema 5.2 en [7], en el mismo orden, por lo cual omitiremos sus demostraciones.

Teorema 3.3.6 Sea L el generador infinitesimal de un semigrupo ' = (T;f)tZO‘ Supongamos
que L puede ser representado en la forma de Davis-Lindblad y sea T = (7;)1520 el m.q.d.s.
que satisface la ecuacion

t
(u, Ti(X )u) = (Pou, X Pu) + > / (LoPy_gu, T{(X) Ly P,_gu) ds, (3.8)
teN 70
para u,v € D(G). Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1) T es una extension de T,

2) T es de Markov,
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3) para todo X € B(H) la familia o-débil continua de operadores T es la unica solucion de
la ecuacion integral (3.8) que ademds satisface la condicion

IT:(X)| < «a|| X, para algin o > 0.

Teorema 3.3.7 Supongamos que la hipotesis A se cumple, y existe un operador C' el cual
satisface la hipotesis C, tal que

(u, Fou) < (u,Cu), Yu e D(G), n>1.
Entonces el m.q.d.s. es conservativo.
Lema 3.3.8 Sea C el operador Cu = —2u"”, con dominio
D(C) = {u € W**(Ry) : v/(0) = u(0)}.

Entonces, C es positivo y el espacio vectorial W12?(R, ) estd contenido en el dominio del
operador CY/?, ademds

/ 2
IC*2al, =2 (113, + [u(0)[) (3.9)
para toda u € WY (R ).

Usaremos estos resultados para demostrar la siguiente proposicion, la cual es una gene-
ralizacion de la Proposicién 3.1 en [10] con algunas modificaciones necesarias.

Proposicién 3.3.9 Supongamos que para cada £ € N, g, € W2(R, ). Ademds,

S (|9e(0)| + llghllZ,) < oo (3.10)

LeN

Entonces el m.q.d.s. T asociado con los operadores Gy {Ls}ien (m.q.d.s. perturbado) es de
Markov.

Demostracién. Primero veremos que los operadores G y {L;}sen cumplen la hipétesis A.
Sean u,v € D(G), tenemos

(Gv,u) + (v, Gu) + Z (Lov, Lyu) = Z /000 v(0)ge(t)u(0)ge(t)dt + /000 (v'u +vu') (t)dt

(=1

Esto verifica A, y podemos definir una forma sesquilineal sobre D(G) x D(G), mediante

(v, L(X)u) = (Gv, Xv) + i (Lov, X Lyu) + (v, XGu) . (3.11)
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Siguiendo [11] podemos construir el m.q.d.s. asociado a los operadores G'y {L;}¢>1. Ahora
mostraremos que el mqds es de Markov.

Consideremos el operador autoadjunto C' del Lema 3.3.8 y al dominio
D = D(G?) = W?**(R, ). Tenemos

(i) El dominio de C'/? contiene a W'2?(R,) = D(G) D D. Ademés D es una esencia para
C'2, por que este contiene a D(C), el cual es una esencia para C'/2.

(ii) Como W'2(R,) C D(CY?) y cada g, € W'?(R,), tenemos que el subespacio
L, (D(G)) c W12(R,), para cada ¢ € N.

(iii) Para cada u € W'?(R,) = D(G) se tiene

|u(0)‘2 = —2Re (u,Gu) <2 <||u’||3{ + }u(O)‘Q) = |]C1/2u||2. (3.12)

Para cada u € D tenemos

2Re (C"V?u, CM2Gu) + Y " [|CY? Lyulf3,
LeN
= 2Re (Cu, Gu) + [u(0)|* > €243,

leN

= —4Re (Gu/, ') +2[u(0)|* Y <||92||3{ +19:(0)

leN

1+ (il + \ge<o>\2)] .

leN

|2> (3.13)

= 2|u(0)|”

La ultima igualdad se obtiene usando integracién por partes en (Gu’, ') y la condicién
de frontera para D(C).

En resumen, por las ecuaciones (3.12) y (3.13), resulta

2Re (C'2u, C2Guy + Y || Loul3, < 2 |C1 2|2,

leN

1+ (bl + 19e0)])

/eN

El lado derecho es finito por hipdtesis. Esto muestra que C' cumple la condicion C.

Para mostrar que el m.q.d.s. asociado a los operadores Gy {Ls}sen es conservativo, y en
virtud del Teorema 3.3.7, es suficiente verificar la desigualdad

(u, Fpu) < (u,Cu), we D(C), n>1.
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Como los operadores F;, son la extencién acotada de los operadores F)?, bastara con hacer el
siguiente calculo:

(u, Fgu) = >~ n* (LeR(n; G)u, LeR(n; G)u)
/=1

o0 00 00 2
:Z/ nLg/ exp(—nt)Tyu(z)dt| dx
= Jo 0
00 00 00 2
= Z/ n/ exp(—nt)Louy(x)dt| dx
= Jo 0

n/ooo exp(—nt)u(0)dt

5 [i /OOO |g£(x)|2d:c] ,

con las funciones u;(x) := u(x + t), para cada t > 0.
Integrando por partes, usando el hecho de que 2ab < a? + b* para cualesquiera a,b € R,
y por la desigualdad de Cauchy-Schwarz obtenemos

2 2

n/ooo exp(—nt)u(t)dt

umyﬁéwwm—mmﬁmt

g(@mﬂ+‘£m@mpmow@ﬁD2
gﬂmmf+4émwm—mmﬁmﬁ

gﬂmmf+2<4wam—%@ﬁ)(AmmwM%Q

sz(@mﬂ?+wu@).

De este modo la hipotesis del Teorema 3.3.7 se satisface, por lo que el m.q.d.s. es de Markov.
La ultima parte del teorema se sigue de lo aqui mostrado y el Teorema 3.3.6. [

3.4. El algebra dominio del semigrupo perturbado

Lema 3.4.1 Sea Ly el generador del semigrupo no perturbado (To)i>0. Entonces el dominio
D(Ly) es una *-dlgebra y 1 ¢ D(Ly).

Demostracién. Como W W, es un proyector al subespacio de funciones que se desvanecen
en [0,1), entonces

* o 2
Wi W — o2, = / xoale@[2dx < ol
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Al tomar ¢ de norma uno, con sop(y) = [0, ¢] obtenemos
70,1} = Wigzey = W, Wi = Wl ey = 1.
De este modo, usando el inciso (iii) del Lema 2.2.2 tenemos que 1 ¢ D(Ly), ya que
1 1
sup — || 7o,:[1] — 1| sz) = sup — = oo.
t>0 1 t

t>0

De la definicién del semigrupo 7o se observa que D(Ly) es autoadjunto. Ahora, para probar
que D(Ly) es una *-algebra usaremos que W, W;* = 1. Nétese que

%(%,t[XY] — XY) = 1(76,t{X]76,t[Y] . XY)

—

= (Tod X] = X)To Y] + X%(%,t[Y] -Y),

por lo tanto,

1 1 1

IToaXY] = XVl < 1500X] = Xl Toul¥ s + 51Taul¥] = ¥ s I XLx
Tomando X,Y € D(Ly), nuevamente por (zi7) del Lema 2.2.2, obtenemos XY € D(L;). W

La ecuacién (3.5) es equivalente a la ecuacién integral

(0, T X)) = (&, Toa[X]0) +

(3.14)

= (0T X10 + [ 1r (96070 ds
— (o TaulXlw) + [

— (0. Tl X0+ [ D (LW T XL ) s,

U

para ¢, 1 € D. De la segunda igualdad de la ecuacién (3.14), restando (¢, X)) y dividiendo
entre t, resulta

(6,7 HT[X] = X)) = {6, t HTX] — X))

+t7! /Ot W(s)p(s) tr (QT;_s[X]) ds. (3.15)

Lema 3.4.2 Sea L el generador del semigrupo perturbado, si X € D(L), entonces
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Demostracién. Sea X € D(L). Como T;(1) = 1 para cada t > 0, tenemos
EUIT() — Wl = 0.
Esto indica que 1 € D(L), entonces Xg = X — tr(Q X)1 € D(L). Ademéds observe que
(T X)) = tr(QTX]) — QX )@ 1) = tr (ATX] — X)).

De este modo, para cada ¢, € D, (3.15) implica

(6,7 (Tou[Xo] = Xo)v) = (&, (Te[Xo] — Xy >w>
s / $(5)) (2 (Tr_[X] — X))ds.
Por el Lema 2.2.2 obtenemos
[ (71 (ToulXo] = Xa)) | < [ {047 (Toul Xo] - Xo>¢>\
‘/ D) B(8) e (U (Tru[X] — X))ds

< M6l + M / 1t — ) (s) ()| ds
< 20 ¢l

Esta ultima desigualdad se obtiene al usar t~!(t — s) < 1 y la desigualdad de Holder.
Esto prueba que la forma sesquilineal asociada con ¢ 1(75,[Xo] — Xo) es acotada, por
tanto, el operador asociado es acotado, y éste cumple

M To.[Xo] — Xollsey < 2M,

por el Lema 2.2.2 concluimos que Xy € D(Ly).
Ahora veremos que L[X] = L[ Xj]. Primero,

Lo[Xo] = (X —tr(QX)D)G + G*(X — tr(QX)1) = XG + G*X — tr(QX) (G + G¥).
Por otra parte,

LIX]=XG+GX+) LiXL,
/=1
pero,

o

<¢,ZL2XLew>:Z<Le¢,XLw > (0(0)ge, X0(0)ge) = H(0)¢(0)tr(2X).

(=1

Dado que los operadores G y {L;} cumplen la condicién A, usando que tr(€2) = 1 obtenemos
la siguiente igualdad

3(0)(0) = G(0)(0)tr(2) =~ ($(0)ge,12(0)ge) = —((G, ¥) + (¢, G¥)).
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Resumiendo,

<¢, > LZXL4¢> = —tr(QX)((Go, ¥) + (9, GY)) = —tr(QX) (9, (G" + G)) .

Por lo cual L[ X] = Ly[Xo], como se afirmé. [ |

Lema 3.4.3 Sea ' : B(H) x B(H) — C una forma sesquilineal positiva sobre B(H) x B(H),
entonces
ID(A, B)|* <T(A, AT(B,B),  A,B e B(H). (3.16)

Demostracién. Sea I' como en la hipotesis. Para verificar la desigualdad (3.16) usaremos
una demostracion analoga a la desigualdad de Cauchy-Schwarz en el caso conmutativo. Sean
A, B € B(H), tomemos o € C y A € R, tenemos
0<T(A-XaB,A— \aB)
=T(A,A) — Aal'(A, B) — A\al'(B, A) + X*|a|T'(B, B)
= 22|a|’T(B, B) — 2AReal'(A, B) + (A, A).
Si I'(B,B) = 0 basta usar @ = I'(4, B) y A positivo suficientemente grande para ver

que F( ,B) = 0. Supongamos que I'(A, B) y I'(B,B) son distintos de cero, usando
I'(A 7B)| (A7B)|_1 yA= |F(A, B)!(F(B,B))_1 obtenemos

_rapf e B
= I(B,B) [(B, B)

+T(A, A).

Despejando la expresién anterior obtenemos la ecuacién (3.16). [

Teorema 3.4.4 Sea Q un estado, T; un semigrupo que satisface la ecuacion (3.5), y L su
generador. Si X pertenece a A, el dlgebra dominio de L, entonces

[X — tr(QX)1]Q = Q[X — tr(QX)1] = 0. (3.17)

En particular, si Q) es no-degenerado, entonces X es un maltiplo de la identidad, es decir

A=CIL
Demostracién. Sea X € D(L) tal que X*X, X X* € D(L), entonces

X = [X — tx(QX)1] + tr(QX)1 = X, + tr(QX)1,
X*X = [X*X — tr(QX*X)1] + tr(QX*X)1 =Y, + tr(QX*X)1,

donde Xy, Y, € D(Ly) por el Lema 3.4.2. Asi
Yo+ tr(QX*X)1 = X*X = [Xo + tr(QX) 1] [Xo + tr(QX)1].
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Desarrollando y despejando la tltima expresién obtenemos
(tr(QX*X) — [tr(QX)]") 1 = X3 Xo + tr(QX)Xg + tr(Q2X) X, — Yo

El Lema 3.4.1 asegura que el lado derecho pertenece a D(Ly), ya que Ly es una x-dlgebra.
Pero 1 ¢ D(Ly) (Lema 3.4.1), entonces la identidad anterior solo es posible si

tr(QX*X) = [tr(QX)|".

La forma sesquilineal T'(A, B) = tr(Q2A*B) cumple con las condiciones del Lema 3.4.3. Por
la ecuacién (3.16), con A = X y B = 1, sabemos que la desigualdad siempre se tiene. Para
conseguir la igualdad en la demostracion del Lema 3.4.3, es necesario que
0 = tr(Q(X — tr(QX)1)*(X — tr(QX)1))
— tr [((X — tr(QX)1)QY2) (X — tr(QX)]l)QI/Q)].
De lo cual se deduce [X — tr(QX)1]QY? = 0.

Ahora sea X X* = Zy + tr(QXX*)1, con Zy = X X* —tr(QX X*)1. Entonces, usando las
expresiones de X y X* y despejando, obtenemos

(tr(QXX*) — [tr(QX )] 1 = XX + tr(QX*) X + tr(QX7) X — Zo.

Nuevamente, como el lado derecho pertenece al dominio de L y la identidad no, la tnica
? Esta igualdad se obtiene

manera de que la igualdad sea cierta es si tr(QXX*) = |tr(QX*)
solo si
tr(Q(X* — tr(QX)D)*(X* — tr(QX*)1)) =0,

i.e., [X*—tr(QX*)1]QY2 = 0. De estas identidades se obtiene (3.17).

Por dltimo, supongamos que €2 es no degenerado, es decir que no tiene valores propios
cero. Al ser () positivo, todos sus valores propios son positivos y existe una base ortonormal
{¢n} para la cual,

Q= Z |9¢)(ge] 9=V g, (EN
—1

Cada A, es un valor propio asociado al vector propio g, (descomposicién espectral de €2).
Entonces, para cada ¢y,

0= [X — tr(QX) 1] Qpr = A [X i — tr(QX) ],

por lo tanto X = tr(2X)1. Concluimos que A = CI. [ |
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Capitulo 4

Construccion de un operador ().

El objetivo de este capitulo sera mostrar, mediante un ejemplo, la existencia de funciones
en R, que cumplen las hipdtesis dadas en la Proposicion 3.3.9 del Capitulo 3. Para ello
usaremos los polinomios de Laguerre (ref. [15]).

4.1. Funciones de Laguerre.

Definicién 4.1.1 Definimos los polinomios de Laguerre mediante la formula

dTL
_ Tz nyn/{.,.n, —=x n .__
L,(z)=¢e"D"(z"e™™), D" = prL > 0.
Estos polinomios forman una base ortogonal numerable del espacio de las funciones medibles
con norma ||g|le < oo, i.e., satisface las relaciones

<g7g>e = ||g||za <LmaLn>e = m!nlém,ny

y el producto interno
()= | fagla)e i,
0

y sus combinaciones lineales finitas son densas. Una pequea modificacion de estos polinomios
nos permite obtener las funciones de Laguerre, que son elementos del espacio (Ly(Ry), (-, -)),
con su producto interno definido como

(f,g) = / T fg(@)dr,  f.ge IAR,).

Definicién 4.1.2 Definimos las funciones de Laguerre en el espacio (L*(Ry),(-,-)) de
la siguiente forma

1 1
L,(z) = me"”/QLn(ac) = mex/QD"(w”e’z), n > 0. (4.1)

47
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Ahora mostraremos que la colecciéon {L,},>¢ forma una base ortonormal del espacio
H(R,). Para ello, requerimos un pequeno lema.

Lema 4.1.3 Una funcion f(x) pertenece a (L2(R+), (- )) si y solo si ||g|le < oo, donde
g(z) = f(x)e*? y | - |l es la norma inducida por (-,-),.

Demostracién. Sea f € (L*(Ry),(,-)), tenemos que g(z) = f(z)e”/* es una funcién
medible y cumple

19l = {9, 9), = / (f(@)e"’2) e 2dz = | f]]? < oo.
0

—x/2

Ahora, si ||g||l. < oo, tomando f(z) = g(x)e tenemos que f es medible y

U f) = / " (gle)e ) = / " @) tde = (g,g), < oo,

Lo cual muestra que f € (L*(Ry), (-,-) ). Esto concluye la demostracion. [ |

Proposicién 4.1.4 La coleccion {L, },>0 forma una base ortonormal del espacio (L*(Ry), (-,-) ).

Demostracion. Primero verificaremos la ortogonalidad,

11 [ ., 11
<“L”:EMA L) L ()™ = (L L), = G 1 > 0,
De la ecuacién anterior se se obtiene que {L,},>¢ es un conjunto ortonormal.
Ahora supongamos que existe f € (L*(Ry), (-,-) ) ortogonal al conjunto {L,},>o. Usando
el Lema 4.1.3, para cada n € N, tenemos lo siguiente,

oquﬁzélewﬁmﬁ@m

[ L@ (@) el = (L),

n! Jo

(4.2)

donde f(x)e®/? = g(z) pertenece al espacio de las funciones medibles definidas en R, con
norma || - || finita, y al ser {L,},>0 una base de este espacio se tiene que g = 0, es decir
f = 0. Esto muestra que {L,},>0 es una base de (L*(R.), (-,-)).

De la ecuacién (4.2) se observa que para calcular los coeficientes de Fourier de una fun-
cién, [ € (L2(R+), (-, ) ), basta usar los coeficientes de Fourier de la funcién g = f(x)e/?
en el espacio (H(R.),(-,-) ), con los L, normalizados. [ |

Definicién 4.1.5 Para los polinomios de Laguerre se define su funcion generadora mediante

Y(x,t) = ", |t <1 (4.3)
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Usando la definicién de los polinomios de Laguerre se puede demostrar que

P(z,t) = 1 i ;EXP (1__332) : {t‘ < 1. (4.4)

Despejando la exponencial y derivando respecto a t se obtiene

%exp (1—ftt) == t)%—(x’w — @)

= L,(z nei = L,(x n

= (Ll(x) - Lo(x)) + Z (Ln+1($) —(n+ 1)Ln(x))§
Ahora, como
0 —at x —xt x
ot P <1 - t) BT P <1 - t) =7V,
despejando x 1 (x,t) de la ultima ecuacién, y usando (4.5) se obtiene
2900 = (L) = @) + 3 (Buale) = (14 VL)
o9 tn—i—l
— (L () ; ni1(z) = (n 4 1)L (x)) o (4.6)
= (Li(z) — Lo( )) + (La(z) — 3Ly () + Lo(x))t
+ Z a1 (2) = (20 + D) Lo(z) — nanl(x))g.

Por tltimo, usando (4.3) en (4.6) y comparando término a término, se llega a la férmula de
recurrencia

Lnii(z)=2n+1—2)L,(x) — n*L,_1(z). (4.7)

Proposicion 4.1.6 Para las funciones de Laguerre se tiene la siguiente relacion de recu-
rrencia,

Lpii(z) = 2n+1—x)L,(z) + nbypa(z)), n>1 (4.8)

PESi

Ademdas, para su derivada se cumple,

L (x) =L _,(z) — %(Ln(w) + L1 (). n> 1. (4.9)
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Demostracién. Observe que para obtener (4.7) solo se involucraron derivadas parciales
respecto a t. Entonces es valido hacer lo siguiente,

1 —x
Loyi(z) = (n+ 1)!6 /QLn+1($)

—x 1 -
=2n+1-—12) T 1)|e L (x) — e 1)'6 P02 L1 ()
= (2n+1—z)L,(x) + nkyiq(2)).

Para la derivada tenemos,
1 1
DLn(gj) = §Ln(x) + Eex/QDn+1($n€_I)
1 1
= éLn(m) + —'em/ZD"(nx”_le_m —z"e™™)
n!
1 1

IO A S

— Dby (z) — %(Ln(:c) L (@)

Estos calculos muestran (4.8) y (4.9) respectivamente. [ |

Es posible seguir desarrollando la ecuacién (4.9) y dejarla en términos de los Ly, con k
anteriores a n, asi obtenemos el siguiente resultado.

Lema 4.1.7 Para cada n > 1 se tiene

n—1

1
, f— p— —_—
L) (2) = =5 Ln () > Li().
k=0
Demostracién. Procederemos por induccién sobre n. Tenemos que Lo(x) = e™*/2 y Lj(z) =
—3Lo(2), ademés por la ecuacién (4.9)
1

B (@) = Ly(a) — 5 (Ea(a) + Eo()) = —3Ta(e) — Eo(a).

Vemos que la ecuaciéon se cumple para el caso base, ahora supongamos que

L (z) = —%Ln(x) — E_:Lk(x)
k=0

Veremos que se vale para n + 1. Por la ecuacién (4.9)

() = E(0) = 3 (B () £ ()
_ —%Ln(x) - 2_: Fi(x) — %(Lnﬂ(;@) 4 L)
k=0
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Esto demuestra lo deseado. [ ]

Por ultimo, es posible definir una funcién generadora para los {L, },>0 mediante el uso
de la funcién generadora de los {L,, },>o descrita en la ecuacion (4.4).

Definicién 4.1.8 Para las funciones de Laguerre definimos su funcion generadora mediante,

o(z,t) = ZLn(x)t” = e %Y(z,t) = 1 i - €Xp <_2T§1—+t§)> , (4.10)

esto para }t| < 1.

4.2. Construccion del operador ().

El objetivo de esta seccién serd construir un operador Q € Li(H) que cumpla las condi-
ciones de la Proposicién 3.3.9. Para ello usaremos las funciones de Laguerre y sus propiedades
estudiadas en la secciéon anterior.

Consideraremos el espacio de sucesiones cuadrado-sumables sobre C, definido mediante

PO = { (bu)sg 150 €C, Y [buf* < 00}

n>0

Definicién 4.2.1 [Propiedad O] Sean b = {b,},>0 en (*(N), y {£n}n>0 las funciones de
Laguerre. Tomando ¢ = {c, }n>0, con ¢, := %bn para cadan > 0, definimos al operador, que

depende de la sucesion b

_ el

= Z |gn><gn|> donde gn = ¢pb, ¢, = )
lelle,

n>0

n >0, (4.11)

Mostraremos que los operadores con la propiedad O satisfacen las hipotesis de la Propo-
sicion 3.3.9. Para esto usaremos los siguientes lemas.

Lema 4.2.2 Los operadores ), con la propiedad O, pertenecen a Ly(H) y son estados.

Demostracion. Como cada !bn| es no negativo tenemos,
1
0< |ea] = Q_n‘bn’ < |ba|,  entonces |lc[le, < [[b|e,-

Esto muestra que la sucesion c esté en £5(N), consecuentemente la sucesién ¢ que resulta de
normalizar la sucesién ¢ también pertenece a f5(N), y tiene norma igual a uno. Entonces, para
2 definido como en (4.11) y usando como base de H a las funciones de Laguerre, tenemos

190l =3 (L L) = > [ Ly ge) | = 1.
k>0 k>0

El operador €2 es positivo ya que esta representado en su forma espectral, y sus valores pro-
pios son no negativos. Esto prueba que es un estado. [
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Lema 4.2.3 Supongamos que €2 tiene la propiedad O. Para cada n > 0, las funciones g,
pertenecen a WY2A(R,). Mds ain,

> lghll3, < oc.

n>0

Demostracién. Por definicién de las funciones de Laguerre tenemos que cada g, € C'(R.),
y la suma de sus normas es igual a uno. Ahora debemos verificar que la norma de las g/, sea
finita. Para ello, usando el Lema 4.1.7 obtenemos

1 n—1
19,13 = [eal 1L, 13, = Jea|” <§|!Ln|!3{+ZHLkH%) < (n+ e,
k=1

esto para cada n > 0.
Por lo anterior, y usando la forma en que estan definidas las ¢, se verifica,

(n+1), 2 _ [Ibl7
lgn 5 < bn|” < Tt
2 Il < IICH@ Z g | IellZ,

n>0

Esto muestra lo deseado. [ |

Lema 4.2.4 Los operadores que cumplen con la propiedad O satisfacen

Z ‘gn(0)|2 < 0.

n>0

Demostracién. Para demostrar esto usaremos la expresion (4.10) en el punto (x,t) = (0, 1),

por lo cual tenemos
=1 1
—L,0)=¢(0,= ) =2
> el =0 (0.3)

n=0
Para que la serie converja, los términos deben converger a cero conforme n crece, asi la
sucesién {27"|L,(0)|} converge a cero. En consecuencia, existe una constante, M > 0, tal

que
1

on

= ol
" M2 2
> IO = Z’ O <0

n=0 62

IL.(0)| <M, Vn>o0.

Entonces,

Ahora estamos listos para probar la existencia de los operadores ).
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Teorema 4.2.5 Sea Q) un operador que satisface la propiedad O. Entonces ) es un estado
y cumple las condiciones de la Proposicion 3.3.9.

Demostracion. Por el Lema 4.2.3 las funciones g,, de la definicion 4.2.1, pertenecen a
W3R, ) y por el Lema 4.2.2 se obtiene que € L;(H) es un estado. Usando los Lemas
4.2.3 y 4.2.4, y el hecho que estas series convergen absolutamente, tenemos,

S~ (O +19,15) = D= an ()" + 3 Mgl < oo

n>0 n>0 n>0

Esto demuestra que el conjunto de operadores que satisfacen las hipotesis de la Proposicién
3.3.9 es no vacio. [
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Conclusiones y perspectivas

Hemos discutido el concepto de algebra dominio méxima del generador infinitesimal de
un semigrupo dinamico cudntico. Aunque para los semigrupos uniformemente continuos esta
algebra coincide con el dominio, mediante un ejemplo hemos demostrado que, en casos mas
singulares, esta algebra puede consistir sélo de los multiplos de la identidad.

No obstante, para los semigrupos completamente positivos continuos en una topologia
mas débil que la uniforme, existen varios puntos principales atin por estudiar:

1. ;Bajo qué condiciones el algebra dominio méxima es densa o trivial?

2. Para el caso cuando el algebra méaxima es densa ; Es posible caracterizar los correspon-
dientes generadores infinitesimales?

3. Las mismas preguntas para el caso cuando el dlgebra dominio maxima no es densa.

Para el caso del Teorema 3.3.9 ;Cuales son las condiciones necesarias y suficientes para
que se cumpla la ecuacién (3.10)?

95
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Apéndice A
Derivada débil y continuidad absoluta.

En este apéndice se compilan algunas definiciones y resultados sobre derivada débil y
los espacios de Sobolev en algin conjunto abierto 2 C R"™, con el objetivo de estudiar la
relacién que existe entre éstos, y sentar las bases para los resultados que se establecen en
los capitulos principales de esta Tesis. Por ultimo, se enuncia y demuestra el Teorema de
Meyers-Serrin, el cual establece que las funciones infinitamente diferenciables pertenecientes
a un determinado espacio de Sobolev, forman un subconjunto denso de este.

Durante este capitulo €2 denotara un subconjunto abierto de R™, con n € N.

A.1. Convolucion y funciones regularizantes

Gran parte de los resultados que aqui se presentan careceran de demostracion, pero estas
pueden ser consultadas en [9], u otros textos que abarquen estos temas. El objetivo es tener
en mente la existencia de varios resultados que nos fueron de ayuda durante la elaboracion
de esta tesis, sin apartar la atencién de lo mas importante.

Definicién A.1.1 Tenemos las siguientes definiciones,

i) Denotaremos al espacio de funciones continuas sobre un subconjunto Q2 de R™ mediante
C'(Q2). Ademds, para k > 1, definimos

CHQ):={feC(Q):dfexistey f € C(Q), para 1 <j < k}.
Donde & f representa cualquier derivada parcial de f de orden j.
ii) Definimos el conjunto de funciones k-diferenciables de soporte compacto, mediante

C*(Q) := {f € C¥(Q) : f tiene soporte compacto contenido en Q}.

ii1) Diremos que un subconjunto abierto U C ) estd compactamente contenido en )
st U es compacto y esta contenido en §); y la denotaremos mediante U & S).

Para 1 < p < oo definimos
LV (Q) :={f:Q — C medible : fx, € LP(2), para cada U € Q}.

loc

o7
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Note que, si f € C.(R"), g € L},.(R") y sop(f) C B,(0), entonces

loc

flx=y)g(y) = f(x —y)9(Y)xs.@(y) Vr,y € R™
Como
9W)xs.@(y) € L'R") y ¢, = flx—-) € L=(R"),

la funcién y — f(x — y)g(y) es integrable en R™ para cada = € R".
Esto da pie a la siguiente definicion.

Definicién A.1.2 Sea f € CP(R") y g € L}, .(R™). La convolucién de f con g es la funcion
f*g:R* = R dada por

(fxg)(x) = . flx —y)g(y)dy

A continuacion enlistaremos algunas de las propiedades mas elementales de la convolu-
cién.

Proposicién A.1.3 a) Si f € C'(R") y g € L}, (R™), entonces f x g € C°(R™), en parti-
cular f % g es medible.

b) Si f € CHR"™) y g € L}, (R™), entonces f * g : R" — R pertenece a C*(R™) y

loc
8 af

= 2L i =1.....n.
a:Ci(f*g) or. "9 Vi=1,...,n

c) Sea k € NU{oo}. Si f € CH(R™) y g € L}, (R"), entonces f* g € C*(R").
d) Si f e C.(R™) yge LP(R™) conp € [1,00], entonces f*g € LP(R") y
1+ gl < 1Al

Proposicién A.1.4 [Desigualdad de Young| Sean f € LP(R) y g € LY(R). Para r tal

que % = 113 + % — 1, la funcion f x g esta bien definida y se cumple

1f gl < [ £llpll9llq-

Ahora definiremos lo que es una sucesién de funciones regularizantes, asi como unas
propiedades de estas, que nos seran de utilidad mas adelante.

Definicién A.1.5 Una sucesion de funciones {(,}nen se llama una sucesién regulari-
zante si, para todo k € N, se cumple

G € C°(R™), (. >0, sop(¢x) C B™(0,1/k), G=1.

Rn
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Ejemplo A.1.6 Sea
eop (i) i llell <1,
o) ::{ felP—1

0 si ||z]| > 1,
Yy sea ¢ = fR" p. Definimos
pr = ck"p(kzx).
Se puede comprobar que (py) es una sucesion regqularizante. A este ejemplo se le llama su-

cesion regularizante estandar.

Lema A.1.7 Sean (py) una sucesién de funciones reqularizantes y f € L} .(Q) tal que
sop(f) C Q. Entonces

1

sop(f * pr) C {x € R" : dist(z, sop(f)) < E}

Proposicion A.1.8 Dadas g € C%(Q) y una sucesion regularizante (py,), existe kg € N tal
que pi * g € CX para todo k > ko y

kh’m lg—pe*gll,=0, Vpell, o00).
—00

A.2. Derivada débil

En esta seccion definimos a la derivada débil, para introducir el concepto de espacio de
Sobolev, asi como unas pequenas propiedades que seran necesarias para la demostraciéon del
teorema de Meyer-Serrin. Las demostraciones omitidas en esta seccién pueden ser consultadas
en [9].

Proposicién A.2.1 a) Si p € CH(Q), entonces

dp
Qaﬂﬁi B

0, Vi=1,...,n.
b) Si f € CYQ), p € CLQ) entonces

af dp .
anzgp—i_/s;faxz—o, VZ—]_,...77L.

El resultado anterior motiva la definicién de una funcién débilmente diferenciable, como
hacemos a continuacién.

Definicién A.2.2 Sea u € L}, (Q). Decimos que u es débilmente diferenciable en (2 si

existen vy, ..., v, € L},.(Q) tales que

0
/u L4 —i—/w(p =0 Vo € C°(9), (A.1)
o Oz Q
para toda 1 =1,....,n. A v; se le llama la i-ésima derivada débil de u en €2 y se denota

Dy == v;.
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Observacién A.2.3 Siv,w € L] () satisfacen

loc

Op /
— [ vo= [ u =— [ wey, Vo e C°(Q),
/Q Yo, we p (€2)

entonces v = w c.d. en €. Es decir, para cada ¢+ = 1,...,n la funcién v; que cumple la
ecuacion (A.1) es unica.

Observacién A.2.4 Siu € C'(Q), entonces u es débilmente diferenciable en € y

_ Ou

Di - )

1=1,...,n.
Los siguientes resultados establecen que el conjunto de las funciones débilmente diferenciables
forman un espacio vectorial, y su estructura es casi un algebra de funciones.

Proposicién A.2.5 Si u,v € L}, (Q) son débilmente diferenciables y A\, € R, entonces
A+ po es débilmente diferenciable y

D;(Au+ pv) = ADju + pD;v, Vi=1,...,n.

Proposicién A.2.6 Siu € L, .(Q) es débilmente diferenciable en Q2 y ¢ € C(Q), entonces
la extension trivial de Cu, es decir cero fuera del soporte de (, es débilmente diferenciable en

R™ y
¢
8567;

D;(Cu) = —u + ¢ Dyu.

Ahora introducimos el concepto del espacio de Sobolev W1P(Q).

Definicién A.2.7 Sea 1 < p < co. El espacio de Sobolev W?(Q) se define como
WP(Q) := {u € LP(Q) : u es débilmente diferenciable en Q, Dyu € LF(Q), k=1,...,n.}.

Para u € W'P(Q) definimos

1/ )
[ {(Hu\|§+ D2+ ...+ [ Dau|2)” si1<p<oo

mAX{ [[ulloc, | Drullsc, - -, [ Dntlloc} i p = o0,

Observacién A.2.8 En el caso de ) C R se tienen los espacios,

WP (Q) = {u € LP(Q) : u es débilmente diferenciable en 2, Du € LP(Q)}
W2P(Q) = {u € LP(Q) : u es débilmente diferenciable en 2, Du € W?(Q)}.

Estos son usados en el capitulo 3 de este trabajo.

Estos ultimos resultados seran relevantes en la parte final de este capitulo.
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Proposicién A.2.9 W'?(Q) es un espacio vectorial, y ||-|lwir() s una norma en W'?(Q)
para todo p € [1,00].

Lema A.2.10 Sean p € [1,00] y (ug) una sucesion en WHP(Q) tal que up — uw en LP(Q) y
Diur, — v; en LP(QQ), para cada i = 1,...,n. Entonces u es débilmente diferenciable en €,
Dy = v; para todo i = 1,...,n, yux — u en WHP(Q).

Teorema A.2.11 W'?(Q) es un espacio de Banach para todo p € [1, ).

Lema A.2.12 Sean p € [1,00) y (Y1) una sucesién en C=(R™) N WHP(R") tal que iy, — u
en WHP(R™). Entonces eriste una sucesion (o) en C°(R™) tal que @, — u en WHP(R™).

A.3. Funciones absolutamente continuas

En la primera parte de esta seccion veremos algunas definiciones y propiedades de las
funciones absolutamente continuas, cuyas demostraciénes pueden ser consultadas en [25]. En
la segunda parte se mostrara que cada funcién absolutamente continua sobre un intervalo de
R pertenece a cierto espacio de Sobolev sobre el mismo intervalo. En esta seccion definiremos
lo que es una funcion absolutamente continua asi como algunas propiedades que son de gran

utilidad.

Definicién A.3.1 Una funcidn f sobre el intervalo cerrado y acotado [a,b] se dice que es
absolutamente continua en [a,b] si para cada € > 0, existe un 6 > 0 tal que para cada
coleccion finita y disjunta {(ag,bx)}7—, de intervalos abiertos en (a,b),

n

si Z[bk —ay| < 0, entonces 2”: |f(br) — flar)] < e

k=1 k=1

De la definicion anterior se observa que cada funcién absolutamente continua es continua,
pero no necesariamente al revés.

Ejemplo: Si f es una funcién de Lipschitz en un intervalo cerrado y acotado [a, b,
entonces f es absolutamente continua en [a, b].

Teorema A.3.2 Sea f una funcion absolutamente continua en el intervalo cerrado y acota-
do [a,b]. Entonces f es diferenciable casi dondequiera en (a,b), su derivada f' es integrable
sobre [a,b], y

/ f(@)de = f(b) - f(a).

Definicién A.3.3 Sea [a,b] un intervalo cerrado y acotado de R, y supongamos que una
funcion g : [a,b] — R es Lebesque integrable sobre [a,b]. Decimos que una funcion f, definida
sobre [a, b], es la integral indefinida de la funcién g, si

f(z) = f(a)+ /xg(t)dt, Vz € |a,b].
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El siguiente resultado nos provee de una caracterizacién de las funciones absolutamente
continuas, la cual usaremos en vez de la definicién A.3.1. Denotaremos el conjunto de las
funciones absolutamente continuas sobre €2 mediante AC(£2).

Teorema A.3.4 Una funcion f : [a,b] — R es absolutamente continua en [a,b] si y solo si
es una integral indefinida sobre [a, b].

Ahora mostraremos un resultado que relaciona las funciones absolutamente continuas y
las funciones débilmente diferenciables. Antes definimos el conjunto AC(I), como el conjunto
de las funciones absolutamente continuas sobre I, un intervalo de R; y

ACP(I) := AC(I) nWhP(), 1<p< .
Proposicién A.3.5 Sea 2 = [a,b]. Entonces, f € ACP(QQ) si y solamente si f € WHP(Q).

Demostracién. La primera parte es inmediata de la definicién de ACP(2), pero la otra
direccion requiere un poco mas de trabajo, aunque ésta puede consultarse en la referencia
6], Teorema 8.2. [ |

Los anteriores resultados pueden ser extendidos al caso de un intervalo abierto acotado,
y después al caso de un intervalo no acotado. Para ello se debe modificar la definicién de
funcién absolutamente continua, de la siguiente forma.

Definicién A.3.6 Sea I C R un intervalo. Diremos que f : I — R es una funcién abso-
lutamente continua en [ si para cada intevalo cerrado acotado J C I se tiene que [ es
absolutamente continua en J.

La siguiente definicion estd motivada por el Teorema A.3.4.

Definicién A.3.7 Sea I un intervalo en R. Una funcion F' : I — C es absolutamente
continua si eziste una funcion medible f : I — C que es integrable sobre cada intervalo
cerrado y acotado contenido en I, y ademds

F(z) = F(a) + /f f(t)dt, para a,x € 1. (A.2)

De la definicién A.3.6 surge la siguiente incégnita, si al tomar dos intervalos Iy, I5, tales
que su interseccion es no vacia y sus respectivas funciones g; y g, deacuerdo con el teorema
A.3.4, ;Cual es la relacion entre las funciones g; y go?

El siguiente Teorema responde esta incognita.

Proposiciéon A.3.8 Sean I un intervalo en R, y f una funcion absolutamente continua en
I en el sentido de A.3.6. Dados dos intervalos acotados Jy, Jo C I con cada uno de la forma

Jk = [ak,bk], ak,bk el k= 1,2 ,

es posible escribir a f| , segun el Teorema A.3.4, mediante
Ji

f(x) = flag) + /w g(t)dt, kE=1,2. (A.3)

St J1 N Jy es no vacia, tenemos que g1 = go casi dondequiera en J; N Js.
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Demostracién. Si J; N J;y es no vacia tenemos dos casos:
(a) J1 N JQ = {CLQ}, donde a9 = bl, o)
(b) Jy N Jy = [ag, by], con as < by.

Para el caso (a) el enunciado se verifica facilmente. Para el caso (b) usaremos la Proposicion
A.3.5. Asi para cada ¢ € C°(Q2) se cumple

[ wawi=- [0 ["wewa

as a2 az
Lo cual implica,
b1
/ (61— @)Dt =0, Vi € ().
az

De lo cual concluimos que g; = go casi donde quiera en [asg, by]. [

Es posible ver que las definiciones A.3.6 y A.3.7 son equivalentes.
Proposicién A.3.9 Las definiciones A.3.6 y A.3.7 son equivalentes.
Demostracién. Se sigue del Teorema A.3.4, y las Proposiciones A.3.5 y A.3.8. [ ]

Observacién A.3.10 Es necesario hacer notar la equivalencia de la proposicién A.3.5, ya
que en el articulo de A.S. Holevo, referencia [17], se refiere al conjunto AC?(f2), mientras
que en este trabajo se realiza con el espacio de Sovoleb W12(Q2), del cual aprovechamos
algunas de las propiedades existentes, y damos un mayor desarrollo a diversos conceptos
que, tanto el autor del articulo [17] como investigadores adentrados en el tema, conocen y
da por conocidos.

A.4. Teorema de Meyers-Serrin

En esta seccién mostraremos que el espacio C*(Q2) N W™P(Q) es denso en W™P(2) bajo
la norma de este ultimo. La prueba que daremos fue dada por Norman G. Meyers y James
Serrin [23] en 1964. El teorema dice lo siguiente:

Teorema A.4.1 La cerradura, en la norma de W™P(Q), de C®(Q)NW™P(Q) es W™P(Q).

Antes de proceder con la prueba sera necesario introducir el concepto de particién de la
unidad.

Definicién A.4.2 Una familia (f,),c; de funciones continuas fo : X — R, con dominio en
un espacio topolégico, se dice que es una particion de la unidad en X si para cada x € X
se cumple que f,(x) =0 excepto para un conjunto numerable de indices F, C I, y

D falz) =1

acl
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La prueba del Teorema A.4.1 recae en el siguiente lema.

Lema A.4.3 Siu posee derivadas de orden m en Q con todas ellas en L} (), entonces para

cada € > 0 existe una funcion v € C*(Q) tal que v —v € W™P(Q) y ||[u — v|lwms) < €.

Demostracion. Definamos los conjuntos €2, mediante
Q= {z € Q: ||z| <k, dist(z,0Q) > 1/k},

donde k£ = 1,2, .... Por conveniencia definiremos Qy = €2_; = @. Observe que € C Qpy1,
para k =—1,0,1,2,...
Ahora sea (1)) una particién de la unidad en € tal que

sop(¥r) C Qig1 \ Qg1 E=1,2...

También, sea (p) una sucesiéon de funciones regularizantes que satisfacen las siguientes
condiciones

(1) sop(pr) = {z € R" : ||zl < 1/(k + 1)(k +2)},y
(2) ok * ru — brullwme) < /257, para k =1,2,...

Afirmacion: sop(py * Ypu) C Qya \ Qo
Sabemos que sop(¢ru) C Qg \ Qk_1. Entonces por el Lema A.1.7

sop(pr * Ypu) C {x € R™ : dist(z, Qpr1 \ Q1) < 1/(k+1)(k + 2)}.

Tomemos = € sop(pg * Yru), y € Q1 \ Qe_1 y 2 € 0. Como y € Ueyy, |yl < k+1y
dist(y, 0Q?) > 1/(k + 1), entonces

D flel <lle =yl +llyll <k +1+1/(k+ 1Dk +2) <k+2
i) [z =zl >z =yl = llz =yl > 1/ (k +1) = 1/(k + 1)(k +2) = 1/(k + 2).

Esto muestra que sop(pg * ¥gpu) C Qpyo.
Sea k > 2. Veremos que sop(pg * Yru) € Qg—2, como y ¢ Q_o se cumple alguna de las
siguientes afirmaciones

a) |lyll > k — 1, entonces para = € sop(py, * ¢ru)

el = Myl = llz —yll >k =1 =1/(k+1)(k+2) > k-2,

b) dist(y,00) < 1/(k — 1), entonces para x € sop(px * Yru), z € 052
e = zll < flz =yl + lly = 2l < 1/(k + 1)(k +2) + 1/(k = 1).

Por célculo directo se obtiene que

1 1 1
G0kt "o S
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Esto significa que sop(px * ¥ru) g_ Qk_2, lo cual muestra la afirmacion. A Afirmacion

Por esto, la serie
o0
Z Pk * i)
k=1
converge para cada x € R" y define una funcién en C*°(£2). Finalmente, eligiendo N = 1,2, ...
tenemos

N+1
Z (pk * hpu — Ppu)
k=1
N+1
<3 llow # e — oy < /2

k=1

|u = vllwmr@y) =

WmP(Qn)

Ahora, tomando el limite cuando N — o0, el resultado se sigue del Teorema de convergencia
mondétona de Lebesgue. [
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Apéndice B

Kernel de operadores de la clase de
traza

Durante este capitulo H denotara un espacio de Hilbert separable. Comenzaremos defi-
niendo lo que es un operador de Hilbert-Schmidt, y presentaremos algunas propiedades de
estos operadores.

B.1. Operadores de Hilbert-Schmidt

Definicién B.1.1 Sea T' € B(H). Tenemos las siguientes definiciones.

(a) Sea {pntnen una base ortonormal de H. Definimos tr : B(H) — C, la traza de T,

mediante
(o)

tr(T) := Z (Tns Py -

n=1

(b) Definimos el valor absoluto de T' como
IT| == VT*T.

(¢) Diremos que T es un operador de la clase de traza si y solo si
tr|7| < oo,
denotando la familia de operadores de la clase de traza por Li(H).
(d) Sea T € B(H). Diremos que T es un operador de Hilbert-Schmidt si y solo si
tr(7T77T) < oo.
Denotaremos la familia de operadores de Hilbert-Schmidt sobre H por Lo(H).

Proposicién B.1.2 Para T € B(H) se tienen las siguientes equivalencias

67
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1) T e LQ(H),
2) T*T = |T|* € Li(H),
3) D onen ITenll < 00, esto para cualquier base ortogonal {¢y}nen de H.

Demostracién. Se sigue inmediatamente de las definiciones. [ |
El siguiente lema nos dice que los operadores de rango finito pertenecen a Lo(H).

Lema B.1.3 Ll(H) C LQ(H)

Demostracion. Se sigue del lema anterior. [

El siguiente teorema es un resultado clésico, y lo presentaremos sin demostracion.

Teorema B.1.4 Los operadores de rango finito son || - ||o-densos en Lo(H), con

| T|lo := tr(T*T) = tr|T|.

B.2. Kernel de un operador de Hilbert-Schmidt

Durante esta seccién el par (M, ) repesentard un espacio de medida o-finito.

Lema B.2.1 Sea K € L*(M x M,u ® u) entonces el operador Ak estd bien definido y
Akl < 1Kl L2arx st pep), donde

AK : Lz(Ma lu) — LQ(Ma ,U),

actuando de la siguiente forma
(Axp)(a / Ko, )e)duly), Vo € L3(M, p).

Demostracién. Sea f(z,y) = |K(x,y)|?, f : M x M — R. Por hipétesis K pertenece a
L2(M x M, u®u) y por el Teorema de Fubini, existe un conjunto  C M con () = 0, tal que

f(x,-) € LY (M, p) para todo x € M \ Q. Esto significa que |K(z,-)|* € L*(M, p), lo cual
implica K(x,-) € L*(M, 1), es decir

(/ |K<x,y>|2du<y>)l/2 <o,

esto para x € M \ 2 y en consecuencia para estos x € M \ € tenemos

'/Kmy Wduly ‘ /IKwa@()Idu()

U!nyldu } U!s@ ) *du(y) }2,
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esta tultima desigualdad por Cauchy-Schwarz. Se sigue

’/MK(way)Qp(y)dﬂ(y)rS/M’K(aﬁ,y)IQdu(y)/M‘gp(y)ﬁdlu(y)

y
/M‘AK(x,y)w(y)du(y)qu(I)S/M/MIK(%y)I?du(y)dﬂ(fv)/M\w(y)|2du(y),
es decir,
| Mse@Panta) < [ K@) Pduwiduto) [ 1o)Pdut),

Esta desigualdad muestra que A € L*(M, p) v que ||[Axpll2 < ||K])3]¢ll3 [

Lema B.2.2 Si {0, }nen €s una base ortonormal de L*(M, 1), entonces {@nom} es una base
ortonormal para L*(M x M, ® ).

Demostracién. Veremos primero la ortonormalidad. Como

/M @@V e p) = /M on(@) e (@)du(z) /M ()2 @) (y).

se sigue que

(PnPm, 907’@>MxM = (©n, ©r) {@s, Pm) = On,rOmm,s-
Para verificar que es completo, sea f(z,y) € L*(M x M, ® p) tal que

/M Ny on(@)oiy) fx, y)du(z)du(y) = 0.

Por el Teorea de Fubini, la integral anterior puede escribirse como

/M (/M mdﬂ@)) ei(y)dp,

y al tener {(;};cn una base ortonormal de L?*(M, p) resulta

/M @ [ (@ g)dp(z) = 0,

excepto para y € S, C M con pu(Sy) = 0y asi, para y € S = [J, oy Sk con u(S) = 0, se tiene

/ka(x)f(x,y)du(x) =0, VkeN, VyeM\S.

Ahora, como {@y }ren es una base ortonormal de L?*(M, p), obtenemos que f(z,y) = 0 p-c.d.
En consecuencia f(x,y) =0, p x p -c.d.

118 = [ wealiue = [ ([ vl doo
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Corolario B.2.3 Todo K € L*(M x M, u ® i) puede escribirse como

= Z anvmgon(ﬁ)@m(y),

n,m=1

donde a,m son los coeficientes de Fourier en L*(M x M.u x p), dados por

Qp.m = <AK§0m Sam)L?(M,u) :

Demostracién. Por el lema anterior {©,¢m }n.men €s una base ortonormal para L*(M x M),
y los coeficientes de Fourier son

(@rtoms K) 120y :/M @ g)en(@)emy)dlp e p)
= /M /M K(z,y)pn(z)om(y)dp(z)du(y)
_ /M [ /M K (2, y)u () du() | oy dpy)

_ /M (Akn) (@) m(y)dpa(y)

— <S0m7 AKSD”>L2(M,M) =

Corolario B.2.4 Para todo K € L*(M x M) el operador A : L*(M) — L*(M) tal que

(Axep)(x /K:cy )dp(y)

estd en L*(L*(M)) y || Axll2 = | K|l L2 xan)-
Demostracién. Calcularemos la norma de Ax en L*(L*(M)),

1Ak |3 = tr(Ak Ax)

= 1 Akenlli2n
n=1
=3 1 Ax@n, om) 2

n=1 m=1

oo 00
=22 lonnl’

n=1 m=1

= HKH%Q(MXM) < 00,
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pues K € L*(M x M).
Entonces, Ax € L*(L*(M)) y || Axll2 = | K|l 2(vxm)- []

Terminamos con un teorema que caracteriza a los operadores de Hilbert-Schmidt.

Teorema B.2.5 Sea H = L*(M,pn). A € B(H) es de Hilbert-Schmidt si y solo si existe una
funcion K € L*(M @ M, x u) tal que

= /MK(%y)w(y)du(y)? Vo eH,

y ademds [|A|3 = [1; 0 1K (2, 9)]Pd(p @ p).

Demostracion. Por el corolario anterior sabemos que la asignacién K +— Ag es una iso-
metria de L*(M x M) en Ly(H), asi que su rango es cerrado.

A continuacién mostraremos que los operadores de rango finito estan en ese rango y, por
la densidad de éstos en Ly(H), el rango es todo L*(H). o

Sea R = [£)(n (,y) = &(x)n(y), ast Kr € L*(M x M)
pues

VKR rnn = 16T aran = /M et e )
- / (@) Pdu(x) / () Pduly) = Il €]2 < .
M M

Con esto

(Akpp) (x / E(x du(y) = &(x) /M n()e(y)du(y)
= (0, 0)y &(x) = \5 (n|¢) ()

Por tltimo, como los operadores de rango finito son || - ||2-densos y el rango es cerrado obte-
nemos lo deseado. [ ]
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