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Índice general

Resumen V

Introducción VII

1. Preliminares 1

1.1. Algunas clases de operadores sobre espacios de Hilbert. . . . . . . . . . . . . 1
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Resumen

Dados un semigrupo completamente positivo  = {t}t0 y su generador L, nos pregun-
tamos qué tan grande es la máxima ⇤-álgebra dentro de D(L), el dominio de L. Iniciaremos
con la revisión de algunas topoloǵıas en B(H), el conjunto de operadores acotados sobre
un espacio de Hilbert separable H, y siguiendo a W. Arveson [3] discutiremos un criterio
que caracteriza a la máxima ⇤-álgebra A ⇢ D(L). Mediante un ejemplo mostraremos que la
máxima álgebra puede llegar a ser tan trivial como C1l.
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Introducción

El concepto de Semigrupo Cuántico de Markov (SCM) se introdujo en f́ısica cuántica
para describir la evolución disipativa de un sistema cuántico que interacción con su entorno,
al cual se le llama sistema cuántico abierto. Las primeras referencias al tema datan de los
años setenta del siglo pasado, [19, 21]. Desde entonces la noción de SCM se usa ampliamente
en matemáticas y f́ısica, aplicándose de manera exitosa para describir fenómenos t́ıpicamente
cuánticos como la decoherencia, que corresponde al decaimiento de las caracteŕısticas (co-
rrelacciones) cuánticas de un sistema. Por esta razón los SCM son herramienta fundamental
en áreas donde la decoherencia juega un papel relevante, tales como óptica cuántica, compu-
tación cuántica y teoŕıa cuántica de la información y comunicación, entre otras, aśı como en
modelos de control y transporte cuánticos.
Si un SCM es uniformemente continuo y actúa sobre el álgebra de von Neumann B(H),

de todos los operadores acotados sobre un espacio de Hilbert separable, el teorema de Gorini-
Kossakowski-Sudarshan y Lindblad (GKSL) [14, 22] establece que su generador infinitesimal
L tiene la forma

L(x) = (x) +G⇤x+ xG (1)

donde  es una transformación completamente positiva y G es el generador de un semigrupo
fuertemente continuo de contracciones. Este resultado fue extendido posteriormente al caso
de una C⇤-álgebra arbitraria actuando sobre un espacio de Hilbert por Christensen y Evans
[8]. Si el semigrupo es continuo en una topoloǵıa más débil que la uniforme, la caracterización
de su generador infinitesimal es un problema abierto.
Un resultado de A. Holevo [18] muestra la existencia de un SCM cuyo generador no

tiene una representación estándar similar a (1). No obstante, existen trabajos como [13] y
otros más recientes [2, 1] que estudian ciertas clases de semigrupos cuyo generador tiene una
representación estándar. En particular, Androulakis y Ziemke demuestran la existencia de
una representación estándar para cierta clase de SCM donde la parte completamente positiva
 es una transformación que asocia a cada elemento x en el álgebra dominio A del semigrupo,
una forma sesquilineal (x) definida sobre un subespacio deH. Pero, como demuestra Holevo
[17], el álgebra dominio de un semigrupo puede consistir sólo de múltiplos de la identidad, de
manera que la transformación completamente positiva  encontrada por Androulakis-Ziemke
y, consecuentemente, la representación estándar del generador infinitesimal del semigrupo
pueden estar definidas sólo sobre un subespacio no denso.
El propósito del presente trabajo es estudiar a fondo el concepto de álgebra dominio de

un SCM introducido por Arveson [3] y el ejemplo de Holevo [17] de un SCM con álgebra

vii



viii INTRODUCCION

dominio trivial, elaborando una exposición autocontenida de estos dos art́ıculos. En nuestra
exposición desarrollamos todos los detalles técnicos de las demostraciones que se han dado
por sentado en los art́ıculos de investigación en los que está basado este trabajo.



Caṕıtulo 1

Preliminares

1.1. Algunas clases de operadores sobre espacios de

Hilbert.

En este trabajo H denotará un espacio de Hilbert separable con producto interno
h·, ·i : H ⇥ H ! C que es lineal en la segunda componente y lineal conjugado en la pri-
mera, i.e.

h↵u+ v, w + zi = ↵ hu, wi+ ↵ hu, zi+  hv, wi+ hv, zi .

Definición 1.1.1 Sea H un espacio de Hilbert y sean ⇠, ⌘ 2 H. Definimos el operador
|⇠ih⌘| : H ! H actuando de la siguiente manera



⇠ih⌘


⇣ = h⌘, ⇣i ⇠, 8⇣ 2 H.

El cual proyecta al vector ⇣ en dirección del vector ⇠, por un el escalar h⌘, ⇣i. A esta clase
de operadores los denominaremos proyectores.

Estos operadores resultan ser lineales, acotados y de rango finito.

Observación 1.1.2 No debe confundir estos operadores con las proyecciones u opera-
dores proyección, ya que estos últimos tienen la caracteŕıstica de ser idempotentes, con el
producto de operadores.

Un subconjunto particular de B(H) es el conjunto de operadores de la clase de Traza,
el cual denotamos mediante L1(H), en el Apéndice B se detalla más al respecto. Sea {⇠n}n2N
una base ortonormal de H, y la función tr : H ! C, actuando de la siguiente manera

tr


T






:=
1
X

n=1

⌦

T


⇠n, ⇠n
↵

,


T


 :=
p
T ⇤T .

Usando esto esto se define L1(H),

L1(H) := {T 2 B(H) : tr


T






<1}.

1
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Del inciso (d) de la siguiente proposición se deduce que los proyectores son operadores
de la clase de traza.

Proposición 1.1.3 Sean T 2 B(H) y


⇠ih⌘


 un proyector, con ⇠, ⌘ 2 H. Se tienen las
siguientes propiedades

a) T


⇠ih⌘


 =


T ⇠ih⌘


;

b)


⇠ih⌘


T =


⇠ihT ⇤⌘


;

c)


⇠ih⌘




⇤
=


⌘ih⇠


;

d) tr


⇠ih⌘






= h⌘, ⇠i.
Demostración.

a) T


⇠ih⌘


⇣ = T h⌘, ⇣i ⇠ = h⌘, ⇣iT ⇠ =


T ⇠ih⌘


⇣.

b)


⇠ih⌘


T ⇣ = h⌘, T ⇣i ⇠ = hT ⇤⌘, ⇣i ⇠ =


⇠ihT ⇤⌘


⇣.

c) Sean ⇣, 2 H, entonces:
h|⇠ih⌘|⇣,i = hh⌘, ⇣i⇠,i = h⇣, ⌘ih⇠,i = h⇣, h⇠,i⌘i = h⇣, |⌘ih⇠|i.

d) Supongamos que ⇠, ⌘ 6= 0, completando el conjunto {⇠} a una base ortonormal {⇠n}n2N,
donde ⇠1 =

⇠

k⇠k
, obtenemos

tr



⇠ih⌘






=
X

n2N

D

⇠n, |⇠ih⌘|⇠n
E

=
X

n2N

h⌘, ⇠nih⇠n, ⇠i = h⌘, ⇠1ih⇠1, ⇠i = h⌘, ⇠1ik⇠k = h⌘, ⇠i.

⌅

Definición 1.1.4 Sea H un espacio de Hilbert. Un operador A 2 B(H) se dice positivo si

h⇠, A⇠i  0, 8⇠ 2 H.
En este caso, usamos la notación A  0. Además, para dos operadores A,B 2 B(H) diremos
que A  B si B  A  0.

Lema 1.1.5 Sea H un espacio de Hilbert. Sean A,B 2 B(H) operadores positivos tales que
AB = BA, entonces el operador AB es positivo.

Demostración. Como los operadores A y B son positivos, existen los operadores A1/2 y
B1/2, que son las ráıces cuadradas de A y B respectivamente. Además, dado que AB = BA,
tenemos que A1/2B1/2 = B1/2A1/2. Entonces, para ⇠ 2 H arbitrario,

hAB⇠, ⇠i =
⌦

B1/2A1/2A1/2B1/2⇠, ⇠
↵

=
⌦

(A1/2B1/2)⇤A1/2B1/2⇠, ⇠
↵

 0.

Por lo tanto el operador AB es positivo. ⌅
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Lema 1.1.6 Sea H un espacio de Hilbert complejo. Cada A 2 B(H) se puede expresar como
C-combinación lineal de cuatro operadores positivos.

Demostración. Primero, cada operador lineal A 2 B(H) se puede expresar de la forma

A = A+ + iA, A+ :=
1

2
(A+ A⇤), A :=

1

2i
(A A⇤),

donde A+ y A son operadores autoadjuntos. Ahora, bastará mostrar que cada operador
autoadjunto puede descomponerse como diferencia de operadores positivos.
Sea T 2 B(H) un operador autoadjunto y sea |T | = (T 2)

1
2 . Entonces

T = T+  T,

con T+ :=
1
2
(|T | + T ) y T :=

1
2
(|T | T ). Observe que los operadores T+ y T son autoad-

juntos.
Para ver que ambos operadores son operadores positivos, sea P la proyección ortogonal

hacia N(T+). Se cumple

T+T =
1

4
(|T |+ T )(|T | T ) = 0,

lo cual indica que R(T) ⇢ N(T+). En consecuencia PT = T y

2PT = P (|T |+ T ) P (|T | T ) = T  |T | ) |T | = (1l 2P )T,
2P |T | = P (|T |+ T ) + P (|T | T ) = |T | T ) T = (1l 2P )|T |.

Las ecuaciones anteriores son consistentes, ya que (1l  2P )2 = 1l. Al tomar adjuntos en las
ecuaciones anteriores se observa que P conmuta con T y |T |, aśı los operadores T+ y T
pueden ser escritos de la siguiente forma,

T+ =
1

2
(|T |+ T ) = 1

2
(|T |+ (1l 2P )|T |) = (1l P )|T |,

T =
1

2
(|T | T ) =

1

2
(|T | (1l 2P )|T |) = P |T |.

Por ser T+ y T autoadjuntos obtenemos

(1l P )|T | = |T |(1l P ), y P |T | = |T |P.

Por esto último y dado que los operadores P , 1lP y |T | son positivos, el Lema 1.1.5 asegura
que T+ y T son positivos. Esto concluye la demostración. ⌅

1.2. Topoloǵıas sobre Álgebras de Banach

En esta sección presentaremos algunas topoloǵıas sobre B(H), y mostraremos las relacio-
nes entre ellas. Cabe resaltar que existen más topoloǵıas sobre B(H), pero solo presentaremos
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las que nos son pertinentes para este trabajo. Para consultar algunas de las topoloǵıas que
aqúı no se incluyen se puede ver [26].
A continuación daremos las definiciones de conjunto dirigido y red topológica, además

de convergencia de redes en espacios topológicos. Esto para definir algunas topoloǵıas sobre
B(H).

Definición 1.2.1 Sea X un espacio topológico.

1. Una relación () que es reflexiva y transitiva en un conjunto D se llama una dirección
si para cualesquiera d1, d2 2 D existe d3 2 D tal que d1  d3 y d2  d3. El par (D,) se
llama un conjunto dirigido.

Una red en un conjunto X es una función f : (D,)! X, donde (D,) es un conjunto
dirigido. Si f(d) = xd 2 X denotaremos la red mediante (xd)d2D.

2. Sea x 2 X. Un subconjunto U de X se llama una vecindad de x si hay un conjunto
abierto V de X tal que

x 2 V ⇢ U.

El conjunto Vx de todas las vecindades de x se llama sistema de vecindades en x.

3. Si (xd)d2D es una red en X entonces se dice que (xd)d2D está finalmente en un conjunto
U ⇢ X si existe dU 2 D tal que xd 2 U para todo d  dU . La red (xd)d2D converge a
x 2 X, escrito (xd)! x, si está finalmente en cada vecindad de x.

Observación 1.2.2 Para nuestra finalidad, la condición de convergencia de una red nos
dice lo siguiente: Dada una red (T↵)↵2I en B(H) diremos que converge a T 2 B(H) si dado
" > 0 existe ↵0 2 I tal que



Ct(T  T↵)


 < ", 8↵  ↵0,

donde Ct(T ) representa una condición de convergencia en una determinada topoloǵıa, las
cuales veremos más adelante.

Durante ésta sección y para mayor comodidad al escribir algunas demostraciones, si
(T↵)! T en alguna topoloǵıa, simplemente escribiremos

ĺım
↵
Ct(T  T↵) = 0,

en vez de la expresión formal en la Observación 1.2.2.
Ahora estamos en condiciones de definir algunas topoloǵıas sobre B(H), haciendo uso de

redes de operadores en este espacio. Para más detalles puede consultar [26] .

Definición 1.2.3 Sea H un espacio de Hilbert y B(H) el álgebra de Banach de operadores
lineales acotados T : H ! H. Para (T↵)↵2I , una red de operadores en B(H), y T 2 B(H)
definimos:
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(i) Topoloǵıa de convergencia uniforme (topoloǵıa uniforme) [⌧u]. Diremos que
(T↵)↵2I converge uniformemente a T , denotado T↵

u
! T , si

ĺım
↵

kT↵  TkB(H) = 0.

(ii) Topoloǵıa de convergencia ultra-fuerte (topoloǵıa -fuerte o ultra-fuerte)

[⌧s]. Diremos que (T↵)↵2I converge ultra-fuertemente a T , denotado T↵
s
! T , si

para todo operador positivo de la clase de traza ⇢ 2 L1(H),

ĺım
↵
tr


(T  T↵)
⇤(T  T↵)⇢

1/2
= 0

Observación 1.2.4 La definición original se establece mediante seminormas (ver [26]
definición 2.2.), pero es posible ver que ambas definiciones son equivalentes si se piensa
la convergencia en el sentido de los abiertos.

(iii) Topoloǵıa de convergencia fuerte (topoloǵıa fuerte) [⌧s]. Diremos que (T↵)↵2I
converge fuertemente a T , denotado T↵

s
! T , si para cada ⇠ 2 H,

ĺım
↵

kT↵⇠  T ⇠kH = 0.

(iv) Topoloǵıa de convergencia fuerte* (topoloǵıa fuerte*) [⌧s⇤]. Diremos que (T↵)↵2I

converge fuerte* a T , denotado T↵
s⇤
! T , si

ĺım
↵

k(T↵  T )⇠k+ k(T↵  T )⇤⇠k = 0, 8⇠ 2 H.

Es decir, si T↵ y T ⇤
↵ convergen respectivamente a T y T ⇤ en la topoloǵıa fuerte.

(v) Topoloǵıa de convergencia débil* (Topoloǵıa débil* o ultradébil) [⌧w⇤]. Dire-

mos que (T↵)↵2I converge ultradébilmente a T , denotado T↵
w⇤

! T , si para todo operador
de la clase de traza ⇢ 2 L1(H),

ĺım
↵
tr


⇢(T↵  T )


= 0.

(vi) Topoloǵıa de convergencia débil (topoloǵıa débil) [⌧w]. Diremos que (T↵)↵2I
converge débilemente a T , denotado T↵

w
! T , si para cada ⇠, ⌘ 2 H,

ĺım
↵

h⇠, (T↵  T )⌘i = 0.

Estas condiciones de convergencia sirven para definir los abiertos básicos en la topoloǵıa
correspondiente de la siguiente manera:
Dado T 2 B(H) y " > 0,

S"(T ) := { 2 B(H) :


Ct(T  )


 < "}. (1.1)

De la ecuación (1.1) observamos que las topoloǵıas antes definidas pueden ser dotadas de
una base local numerable de vecindades abiertas VT , para ver esto basta tomar " = 1/n
en (1.1), esto para cada n 2 N. Esto indica que las topoloǵıas antes definidas son primero
numerables.
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Definición 1.2.5 Dadas dos topoloǵıas ⌧1 y ⌧2 sobre un espacio topológico X, diremos que
⌧1 es más débil que ⌧2, o ⌧2 es más fuerte que ⌧1, si ⌧1 ⇢ ⌧2.

Proposición 1.2.6 Sean ⌧1 y ⌧2 topoloǵıas sobre un espacio topológico X. Entonces, ⌧1 es
más débil que ⌧2 si y solo si cada red que converge en (X, ⌧2) también converge en (X, ⌧1).

Demostración. Supongamos que ⌧1 es más débil que ⌧2 y sea (x↵)↵2I una red convergente
a (X, ⌧2), digamos a x 2 X. Ahora para cada vecindad U de x, con U 2 ⌧1, se tiene U 2 ⌧2
y, por la convergencia en (X, ⌧2), existe ↵0 2 I tal que x↵ 2 U para todo ↵  ↵0.
Concluimos que (x↵)↵2I converge en (X, ⌧1).
Para la otra parte, supongamos que cada red que converge en (X, ⌧2) también converge

en (X, ⌧1). Mostraremos que cada conjunto cerrado en (X, ⌧1) también es cerrado en (X, ⌧2).
Sea C ⇢ X cerrado en (X, ⌧1), y sea (x↵)↵2I una red en C que converge a x en (X, ⌧2),

entonces (x↵)↵2I converge en (X, ⌧1). Por ser C cerrado en (X, ⌧1) obtenemos x 2 C.
Concluimos que C es cerrado en (X, ⌧2). ⌅

Teorema 1.2.7 ⌧w es de Hausdor↵.

Demostración. Sean T1, T2 2 B(H) operadores distintos, entonces existe x 2 H tal que
T1(x) 6= T2(x), por lo cual (T1  T2)x 6= 0. Existe y 2 H tal que

hy, (T1  T2)xi 6= 0.

Tomemos " = 1
4



 hy, (T1  T2)xi


, y sean

Uj := {S 2 B(H) :


 hy, (Tj  S)xi


 < "}, j = 1, 2,

vecindades de los operadores T1, T2, respectivamente, estos conjuntos son abiertos pues son
elementos de la base de ⌧w. Supongamos que existe un operador S0 2 B(H) con S0 2 U1\U2,
entonces tendŕıamos



 hy, (T1  T2)xi


 


 hy, (T1  S)xi


+


 hy, (S  T2)xi


 <
1

2



 hy, (T1  T2)xi


,

lo cual es una contradicción. Esto muestra que ⌧w es de Hausdor↵. ⌅

Teorema 1.2.8 Para las topoloǵıas de la Definición 1.2.3 tenemos las siguientes relaciones:

(a) La topoloǵıa uniforme es más fuerte que las topoloǵıas -fuerte y fuerte*;

(b) La topoloǵıa fuerte* es más fuerte que la topoloǵıa fuerte;

(c) La topoloǵıa -fuerte es más fuerte que las topoloǵıas fuerte y débil*;

(d) La topoloǵıa fuerte es más fuerte que la topoloǵıa débil;
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(e) La topoloǵıa débil* es más fuerte que la topoloǵıa débil.

En el siguiente diagrama expresamos las convergencias antes señaladas.

⌧s
(c)

+3

(c)



⌧w⇤

(e)

%

⌧u

(a)
8@

(a)
&

⌧w

⌧s⇤
(b)

+3 ⌧s

(d)

8@

Demostración. Sea {T↵} una red de operadores en B(H).

(a) Supongamos que {T↵} converge a un operador T en la topoloǵıa uniforme.
i)[⌧s⇤ ⇢ ⌧u] Para cada operador acotado A se verifica kAkB(H) = kA⇤kB(H). Entonces,

ĺım
↵

k(T↵  T )⇤kB(H) = ĺım
↵

kT↵  TkB(H) = 0.

Aśı, para cada ⇠ 2 H,

ĺım
↵

k(T↵  T )⇠k = 0, ĺım
↵

k(T↵  T )⇤⇠k = 0.

Es decir, las redes de operadores {T↵} y {T ⇤
↵} convergen a los operadores T y T ⇤ respec-

tivamente en la topoloǵıa fuerte.

ii) [⌧s ⇢ ⌧u] Para cada operador positivo ⇢ 2 L1(H)


tr((T↵  T )⇤(T↵  T )⇢)


  k(T↵  T )k2k⇢k1,

por lo cual,
ĺım
↵
tr((T↵  T )⇤(T↵  T )⇢) = 0.

Es decir, {T↵} converge a T en la topoloǵıa -fuerte.

(b) Se sigue de la definición.

(c) Supongamos que {T↵} converge a T en la topoloǵıa -fuerte.

i)[⌧s ⇢ ⌧s] Sea ⇠ 2 H, tenemos

k(T↵)  T )⇠k2H = h(T↵  T )⇤(T↵  T )⇠, ⇠i = tr


(T↵  T )⇤(T↵  T )


⇠ih⇠






,

observe que el operador


⇠ih⇠


 es positivo y de la clase de traza, por lo cual

ĺım
↵

k(T↵  T )⇠kH = ĺım
↵
tr


(T↵  T )⇤(T↵  T )


⇠ih⇠




1/2
= 0.
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Concluimos que {T↵} converge a T en la topoloǵıa fuerte.
ii)[⌧w⇤ ⇢ ⌧s]. Para mostrar esto primero mostraremos que es cierto para un operador
positivo de la clase de traza, después usaremos que cada operador se puede descomponer
como C-combinación lineal de cuatro operadores positivos.

Sea ' positivo y de la clase de traza, entonces el funcional lineal !(A) := tr('A) es
positivo en el sentido de la Definición 1.3.6, por la Proposición 1.3.7 es continuo y
cumple,



!(A)




2
 k!k!(A⇤A),

en nuestro caso,



tr


'(T↵  T )




2
 k'k1tr



'(T↵  T )⇤(T↵  T )


, para A = (T↵  T ).

Usando que la red {T↵} converge -fuertemente al operador T obtenemos

ĺım
↵



tr


'(T↵  T )


  k'k1/21 ĺım
↵
tr


'(T↵  T )⇤(T↵  T )
1/2

= 0. (1.2)

Ahora, supongamos que ' 2 L1(H). Éste se puede descomponer como suma de dos
operadares autoadjuntos de la forma ' = 1

2
('+'⇤) + i 1

2i
(''⇤), los cuales pertenecen

a L1(H). Por el Lema 1.1.6 cada operador autoadjunto se puede descomponer como
diferencia de operadores positivos; por lo cual, si ' es autoadjunto, podemos afirmar que
cada operador positivo en su descomposición es de la clase de traza (ver demostración
del Lema 1.1.6).

Por lo anterior, si ' 2 L1(H),

' =
4
X

j=1

cj'j, 'j 2 L1(H) positivo, cj 2 C, 1  j  4,

entonces, por (1.2),

ĺım
↵



tr


'(T↵  T )


 
4
X

j=1



cj


 ĺım
↵



tr


'j(T↵  T )


 = 0.

Concluimos que {T↵} converge a T en la topoloǵıa débil*.

(d) Supongamos que {T↵} converge a T en la topoloǵıa fuerte. Para cada par ⇠, ⌘ 2 H se
cumple



 h(T↵  T )⇠, ⌘i


  k(T↵  T )⇠kHk⌘kH,
por lo cual,

ĺım
↵

h(T↵  T )⇠, ⌘i = 0, para cada ⇠, ⌘ 2 H.

Concluimos que {T↵} converge a T en la topoloǵıa débil.
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(e) Supongamos que {T↵} converge a T en la topoloǵıa débil*. Para cada par ⇠, ⌘ 2 H se
cumple

h⇠, (T↵  T )⌘i = tr


(T↵  T )⌘ih⇠






= tr


(T↵  T )


⌘ih⇠






,

donde


⌘ih⇠


 2 L1(H). Por tanto

ĺım
↵

h⇠, (T↵  T )⌘i = ĺım
↵
tr


(T↵  T )


⌘ih⇠






= 0,

es decir, {T↵} converge a T en la topoloǵıa débil.
⌅

Corolario 1.2.9 Las topoloǵıas de la Definición 1.2.3 son de Hausdor↵.

Demostración. Se sigue del Teorema 1.2.8 con el Teorema 1.2.7. ⌅

Por último mostraremos que existe una relación más fuerte entre algunas topoloǵıas antes
definidas.

Proposición 1.2.10 Sea H un espacio de Hilbert. Para las topoloǵıas de la Definición 1.2.3
tenemos

(1) Las topoloǵıas fuerte y -fuerte coinciden sobre conjuntos acotados de


B(H), k · kB(H)



.

(2) Las topoloǵıas débil y débil* coinciden sobre conjuntos acotados de


B(H), k · kB(H)



.

Demostración.

(1) Sea " > 0. Supongamos que la red de operadores {T↵}↵2I forma un conjunto acotado y
converge a un operador T en la topoloǵıa fuerte. Como {T↵}↵2I es acotado, existeM > 0
tal que,

kT↵kB(H) M, para todo ↵ 2 I.

Es sencillo mostrar, bajo las suposiciones anteriores, que T tiene norma finita.

Por otro lado, sea ⇠ 2 H. Entonces, para el operador ⇢ =


⇠ih⇠


 se tiene

ĺım
↵
tr((T↵  T )⇤(T↵  T )⇢) = ĺım

↵
k(T↵  T )⇠k2 = 0.

De modo similar, para un conjunto ortogonal {⇠1, . . . , ⇠n} ⇢ H, se muestra que

ĺım
↵
tr((T↵  T )⇤(T↵  T )⇢n) = 0, ⇢n :=

n
X

k=1



⇠kih⇠k


.

Por último, sea ⇢ 2 L1(H) positivo. Existe N 2 N tal que

k⇢ ⇢nk1 <
"

2(1 +M + kTkB(H))2
, ⇢n :=

n
X

k=1



⇠kih⇠k


, n  N,
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con {⇠1, . . . , ⇠n} un conjunto ortogonal. Tomando n  N fijo, para este ⇢n existe ↵0 tal
que



tr


(T↵  T )⇤(T↵  T )⇢n


 <
"

2
, para cada ↵  ↵0.

Entonces,



tr


(T↵  T )⇤(T↵  T )⇢


 


tr


(T↵  T )⇤(T↵  T )(⇢ ⇢n)


+


tr


(T↵  T )⇤(T↵  T )⇢n




 kT↵  Tk2B(H)k⇢ ⇢nk1 +
"

2
< ".

Concluimos que {T↵}↵ converge a T en la topoloǵıa -fuerte.

(2) Para este caso usaremos un resultado clásico de Topoloǵıa general que dice lo siguiente Si
f : X ! Y es una función continua biyectiva sobre espacios topológicos con X compacto
y Y de Hausdor↵, entonces f es un homeomorfismo.

Sean aśı X la bola unitaria cerrada en (B(H), ⌧w⇤) la cual es débilmente compacta, y
Y la bola unitaria cerrada en (B(H), ⌧w). Usando la función idX,Y : X ! Y esta es
biyectiva por definición y continua por el Teorema 1.2.8 inciso (e). Entonces idX,Y es un
homeomorfosmo, es decir idY,X : Y ! X es continua.

Esto muestra que que las topoloǵıas coinciden sobre conjutos acotados. ⌅

1.3. Semigrupos completamente positivos

Definición 1.3.1 Sea B un álgebra. Diremos que B es un álgebra unital si B es un álgebra
con unidad.

Sea T un mapeo sobre un álgebra de operadores con unidad. Diremos que T es un mapeo
unital si es un mapeo que preserva la unidad.

Definición 1.3.2 Sean H un espacio de Hilbert separable y A,B dos ⇤-álgebras con unidad
actuando sobre H.

1) Diremos que la aplicación lineal T : A ! B es n-positiva si para cada subconjunto
{a1, ..., an} de A y cada subconjunto {b1, ..., bn} de B, se cumple

n
X

i,j=1

b⇤iT (a
⇤
i aj)bj  0.

2) Diremos que la aplicación lineal T : A ! B es completamente positiva si T es
n-positiva para cada n  1.
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Definición 1.3.3 Sea X un espacio de Banach. Una familia uniparamétrica  = {t}t0

de operadores lineales acotados t : X ! X es un semigrupo de operadores lineales
acotados en X si

(i) 0 = 1lX , el operador identidad sobre X; y

(ii) s+t = ts para todo s, t  0.

Más aún, si ktkB(X)  1 para cada t  0, se dice que  es un semigrupo de contraccio-
nes.

Definición 1.3.4 Sea A una ⇤-álgebra. Un semigrupo dinámico cuántico (qds) sobre
A es un semigrupo  = {t}t0 de operadores acotados en A que es

a) Completamente positivo (C.P.), i.e., para cada t  0, t : A ! A es completamente
positivo.

b) Normal o -débil continuo, i.e., para cada t  0 y cada red creciente (x↵)↵2I de
elementos positivos en A con cota superior, se tiene

t

✓

sup
↵2I

x↵

◆

= sup
↵2I

t(x↵).

c) Ultradébil o ⇤-débil continuo en t, i.e., para cada operador de la clase de traza y
cada x 2 A se tiene:

ĺım
t!0+

tr (⇢t(x)) = tr(⇢x).

d) t(1l)  1l para todo t  0.

Definición 1.3.5 Un semigrupo dinámico cuántico se dice de Markov o conservativo
(resp. sub-Markov) si

Tt(1l) = 1l, (resp. Tt(1l)  1l) para cada t  0.

Definición 1.3.6 Un funcional lineal ! sobre una ⇤-álgebra A se dice positivo si

!(A⇤A)  0, para todo A 2 A.

Proposición 1.3.7 Sea ! un funcional lineal sobre una C⇤-álgebra A, entonces los siguien-
tes enunciados son equivalentes.

(1) ! es positivo

(2) ! es continuo, y
k!k = ĺım

↵
!(E2

↵)

para alguna aproximación a la identidad {E↵}↵2I de A.

Además, si esas condiciones se satisfacen, i.e., si ! es positivo entonces se cumple que
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(a) !(A⇤) = !(A);

(b) |!(A)|2  !(A⇤A)k!k;

(c) |!(A⇤BA)|  !(A⇤A)kBk;

(d) k!k = sup{!(A⇤A), kAk = 1},

para todo A,B 2 A, y
k!k = ĺım

↵
k!(E↵)k,

donde {E↵}↵2I es cualquier aproximación a la identidad de A.

Demostración. Ver [5] Proposición 2.3.11 ⌅

Definición 1.3.8 Sea A un álgebra de Von Neumann de operadores actuando sobre un
espacio de Hilbert H y sea ! un funcional lineal sobre A. Diremos que ! es normal si

sup
↵

!(a↵) = !

✓

sup
↵

a↵

◆

, ↵ 2 I, a↵ 2 A. (1.3)

Teorema 1.3.9 Sea ! un estado sobre un álgebra de Neumann A ⇢ B(H), con H un espacio
de Hilbert. Son equivalentes:

(1) ! es normal;

(2) ! es -débil continuo;

(3) Existe un operador positivo ⇢ 2 L1(H) tal que tr(⇢) = 1 y !(x) = tr(⇢x).

Demostración. Ver [5] Teorema 2.4.21 ⌅



Caṕıtulo 2

El dominio del generador de un
semigrupo C.P.

En la primera sección de este caṕıtulo se estudiará el teorema de factorización de Sti-
nespring, referencia [11], donde se muestra que cada mapeo completamente positivo en una
C⇤-álgebra con unidad se puede ver como un ⇤-homomorfismo de álgebras, via unos opera-
dores entre espacios de Hilbert. Esto nos será de utilidad para la segunda sección, en la cual,
dado un semigrupo completamente positivo de contracciones  y su generador infinitesimal
L, se desarrollarán los resultados principales acerca del dominio del generador L, aśı como de
la máxima álgebra contenida en éste. Esta parte corresponde a la referencia [3], desarrollando
cada demostración e incluyendo los resutados necesarios para una mejor comprensión de los
mismos.

2.1. Teorema de factorización de Stinespring

Teorema 2.1.1 (Factorización de Stinespring)
Sean B una sub C⇤-álgebra de B(H) y A una C⇤-álgebra unital. Un mapeo lineal
T : A ! B es completamente positivo si y solo existe un espacio de Hilbert K, un ope-
rador acotado V : H ! K y un ⇤-homomorfismo ⇡ : A ! B(K) tal que

T (a) = V ⇤⇡(a)V, 8a 2 A. (2.1)

Demostración. Para la primera parte, si T puede representarse como en la ecuación (2.1),
entonces para {a1, . . . , an} ⇢ A y {b1, . . . , bn} ⇢ B,

n
X

i,j=1

h⇠, biV ⇤⇡(a⇤i aj)V bj⇠i =
n
X

i,j=1

h⇡(ai)V bi⇠, ⇡(aj)V bj⇠i  0, ⇠ 2 H,

porque ⇡ es ⇤-homomorfismo. Inversamente, supongamos que T es completamente positivo
y consideremos el espacio vectorial A⌦H. En este espacio definimos la forma (·, ·)

(x, y) =
X

i,j

h⇠i, T (a⇤i bj)⌘jiH

13
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para x =
P

i ai ⌦ ⇠i, y =
P

j bj ⌦ ⌘j en A ⌦ H. Esta forma resulta ser bilineal, ya que si
tomamos x, y como antes y w =

P

k ck ⌦ 'k, ↵ 2 C, entonces

(↵x+ w, y) =

 

X

l

dl ⌦ ⇣l, y

!

=
X

l,j

h⇣l, T (d⇤l bj)⌘jiH

=
X

i,j

h⇠i, T ((↵ai))⇤bj)⌘jiH +
X

k,j

h'k, T (c
⇤
kbj)⌘jiH ,

donde el último término corresponde a ↵(x, y) + (w, y). De manera similar se muestra la
linealidad de la segunda coordenada.
Por ser T completamente positivo se tiene

(x, x) =
X

i,j

h⇠i, T (a⇤i aj)⇠jiH  0

para todo x 2 A⌦H. Entonces, la forma bilineal (·, ·) es positiva. Consideremos la seminorma

k · k⌦ : A⌦H ! [0,1)

con kxk2⌦ = (x, x), para cada x 2 A⌦H.
Considere el homomorfismo de álgebras ⇡0 : A ! B(A ⌦H). Dado a 2 A, ⇡0(a) actúa

de la siguiente manera

⇡0(a)

 

X

i

ai ⌦ ⇠i

!

=
X

i

(aai)⌦ ⇠i.

Fácilmente se verifican ⇡0(ab) = ⇡0(a)⇡0(b), ⇡0(a + b) = ⇡0(a) + ⇡0(b) con a, b 2 A. Para
todo x, y 2 A⌦H se tiene

(x, ⇡0(a)y) =

 

X

i

ai ⌦ ⇠i,
X

j

abj ⌦ ⌘j

!

=
X

i,j

h⇠i, T (a⇤i (abj)) ⌘jiH

=
X

i,j

h⇠i, T ((a⇤ai)⇤bj) ⌘jiH

= (⇡0(a
⇤)x, y).

Se sigue que para cada x 2 A⌦H, el mapeo

! : A ! C, !(a) = (x, ⇡0(a)x)

es un funcional lineal positivo en A dado que para a 2 B(H),

(x, ⇡0(a
⇤a)x) = (x, ⇡0(a)

⇤⇡0(a)x) = (⇡0(a)x, ⇡0(a)x)  0.
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Más aún,
k⇡0(a)xk2⌦ = (x, ⇡0(a

⇤a)x)  ka⇤akA!(1l) = kak2Akxk2⌦, (2.2)

esto último consecuencia del inciso (c) del Teorema 1.3.7, con B = 1l.
Sea N := {x 2 A⌦H : (x, x) = 0}. Por la desigualdad de Cauchy-Schwarz para formas

bilineales positivas y por la ecuación (2.2), N es lineal e invariante bajo ⇡0(a) para cada
a 2 A. Consideramos el espacio cociente pre-Hilbert A ⌦H/N , definiendo el pre-producto
escalar en A⌦H/N como

hx+N , x+NiA⌦H/N = (x, x).

Sea K el espacio de Hilbert que se obtiene al completarA⌦H/N . Por la anterior construcción
del ⇤-homomorfismo ⇡0, es posible extenderlo a una representación ⇡ de A en B(K) dada
por

⇡(a) (x+N ) = ⇡0(a)x+N ,

para a 2 A y x 2 A ⌦ H. Consideramos el operador lineal V : H ! K actuando de la
siguiente manera

V u = 1l⌦ u+N .

Este operador es acotado, ya que

kV uk2K = h1l⌦ u+N , 1l⌦ u+NiA⌦H/N = hu, T (1l)uiH  kT (1l)kHkuk2H.
Como K es la completación de A ⌦ H/N , bastará verificar la forma del operador adjunto
V ⇤ en los elementos simples de A⌦H/N . Sean u 2 H, x =Pi ai ⌦ ui 2 A⌦H

hu, V ⇤(x+N )iH = hV u, x+NiK = (1l⌦ u, x) =

*

u,
X

i

T (ai)ui

+

H

.

De este modo se define al operador V ⇤ : K ! H por

V ⇤(x+N ) =
X

i

T (ai)ui , x =
X

i

ai ⌦ ui.

De la definición se observa que V ⇤ es lineal.
Para verificar que está bien definido notemos que

N = {x 2 A⌦H : (x, y) = 0, 8y 2 A⌦H}.
Sean x, z 2 A⌦H tales que x z 2 N , y u 2 H. Entonces,

hu, V ⇤(x z +N )iH = hV u, x z +NiK = (1l⌦ u, x z) = 0.

Tenemos que V ⇤(x z +N ) = 0 en H y, por linealidad, V ⇤(x+N ) = V ⇤(z +N ).
Por último, sean u, w 2 H, a 2 A. Entonces,

hu, V ⇤⇡(a)V wiH = hV u, ⇡(a)V wiH = (1l⌦ u, a⌦ w) = hu, T (a)wiH .
Esto muestra que T (a) = V ⇤⇡(a)V . ⌅
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Corolario 2.1.2 (Desigualdad de Kadison-Schwarz para mapeos unitales C.P.) Sea
A una C⇤-álgebra unital y  : A ! B(H) un mapeo lineal completamente positivo unital.
Entonces para cada A 2 A se tiene

(A⇤A)  (A⇤)(A).

Demostración. Por el Teorema de Stinespring existe un espacio de Hilbert K, un ⇤-
homomorfismo ⇡ : A ! B(K), y operadores V : H ! K, V ⇤ : K ! H tales que

(A) = V ⇤⇡(A)V, A 2 A.

Es sencillo mostrar que V ⇤V = 1l en H y que el operador

V V ⇤ : K ! (1l⌦H) +N ⇢ K,

es una proyección ortogonal en K. Entonces V ⇤V  1l y por tanto, dado A 2 A, se tiene

(A⇤A) = V ⇤⇡(A⇤)⇡(A)V  V ⇤⇡(A⇤)V ⇤V ⇡(A)V = (A⇤)(A).

Esto demuestra lo deseado. ⌅

2.2. Dominio del generador de un semigrupo C.P.

En esta sección, bastará suponer que el semigrupo considerado es completamente positivo,
normal, conservativo y sólo débilmente continuo en t. A un semigrupo completamente posi-
tivo de esta clase le llamaremos continuo en sentido natural o más brevemente, semigrupo
CP.

Lema 2.2.1 Sea H un espacio de Hilbert y  : B(H)! B(H) un operador lineal positivo y
normal, tal que k(1l)kB(H)  1. Entonces, kk  1.

Demostración. Sea A 2 B(H) un operador positivo. Por ser  como en la hipótesis, se tiene
que la aplicación

!⇠(A) = h(A)⇠, ⇠iH , para cada ⇠ 2 H,
es un funcional lineal positivo y normal. Por el inciso (3) del Teorema 1.3.9, existe un operador
positivo de la clase de traza ⇤(⇠), tal que

!⇠(A) = tr


⇤(⇠)A


, para cada ⇠ 2 H,

y se cumple
h(A)⇠, ⇠iH = tr



⇤(⇠)A


 kAkB(H)k⇤(⇠)k1.
Observe que k⇤(⇠)k1 = tr(⇤(⇠)1l) = h(1l)⇠, ⇠iH. Entonces

h(A)⇠, ⇠iH  kAkB(H) h(1l)⇠, ⇠iH ,
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por lo cual

k(A)kB(H)  kAkB(H)k(1l)kB(H), para A  0. (2.3)

Ahora, tomando A 2 B(H) arbitrario de norma uno y usando la desigualdad de Kadison-
Schwarz, obtenemos k(A)k2B(H)  k(A⇤A)kB(H). Usando esto y la desigualdad (2.3), resulta

k(A)k2B(H)  kA⇤AkB(H)k(1l)kB(H).

Por último, usando que kA⇤AkB(H) = kAk2B(H) y tomando supremo sobre los operadores A

de norma uno, concluimos que kk  1. ⌅

Sea  = {t}t0 un semigrupo CP. Entonces, se tienen las siguientes caracterizaciones
para el dominio del generador, ver Definición 2.2.3.

Lema 2.2.2 Sea A 2 B(H). Los siguientes enunciados son equivalentes

(i) El ĺımite

L(A) = ĺım
t!0+

1

t
(t(A) A)

existe respecto a la topoloǵıa fuerte* de B(H).

(ii) El ĺımite

L(A) = ĺım
t!0+

1

t
(t(A) A)

existe respecto a la topoloǵıa débil de operadores en B(H).

(iii)

sup
t>0

1

t
kt(A) Ak M <1.

(iv) Existe una sucesión tn ! 0+ para la cual

sup
n

1

tn
ktn(A) Ak M <1.

Demostración. Las relaciones (i) implica (ii) y (iii) implica (iv) son inmediatas.
Para (ii) implica (iii), sean ⇠, ⌘ 2 H. Los funcionales

t,⌘(⇠) :=

⌧

⇠,
1

t
(t(A) A)⌘



cumplen que t,⌘(⇠) converge a algún z⌘(⇠) 2 C cuando t! 0+. Para ✏ = 1 existe T > 0 tal
que, para cada 0  t  T ,

|t,⌘(⇠)| < 1 + |z⌘(⇠)|.
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Luego para t  T ,

|t,⌘(⇠)|  k⇠kk⌘k1
t
kt(A) AkB(H) 

2

t
k⇠kk⌘kkAkB(H) 

2

T
k⇠kk⌘kkAkB(H),

esto para cada ⇠ 2 H. Entonces, por Banach-Steinhaus,
1

t
k(t(A) A)⌘k = kt,⌘kH0 <1,

esto último para toda t > 0, y cada ⌘ 2 H fija. Nuevamente, por Banach-Steinhaus, obtene-
mos para toda t > 0

1

t
kt(A) AkB(H) <1,

con lo cual queda demostrado (iii).
Para (iv) implica (i), dado que la bola unitaria en B(H) es compacta en la topoloǵıa

débil* y ésta coincide con la topoloǵıa débil sobre subconjuntos acotados de B(H), entonces
la bola unitaria es compacta en la topoloǵıa débil y, por tanto, débilmente secuencialmente
compacta.
Por la hipotesis (iv), existe una subsucesión {tm} := {tnm

} de {tn} tal que tm ! 0+ y

1

tm



tm(A) A


! T 2 B(H)

en la topoloǵıa débil de operadores. Afirmamos que para cada s > 0,
Z s

0

(T )d = s(A) A, (2.4)

donde la integral anterior se interpreta como una integral débil; esto es, para ⇠, ⌘ 2 H,
Z s

0

h(T )⇠, ⌘i d = hs(A)⇠, ⌘i hA⇠, ⌘i .

Para ver esto, fijemos  > 0. Como  es normal y positivo, para cada ⇠, ⌘ 2 H, el funcional

!(B) := h(B)⇠, ⌘i , B 2 B(H)

es un funcional lineal continuo ! : B(H) ! C, el cual es normal y positivo. Por el inciso
(c) del Teorema 1.3.9, es -débil continuo y es débilmente continuo en subconjuntos acotados
de B(H), por tanto,

1

tm
(+tm(A) (A)) =

✓

1

tm
(tm(A) A)

◆

! (T )

en la topoloǵıa débil de operadores, cuando m! 1.
Sean ⇠, ⌘ 2 H fijos, la función Fm : R+ ! C definida por

Fm() =
1

tm

⌦

+tm(A) (A)


⇠, ⌘
↵
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es continua y converge puntualmente a la función continua F () = h(T )⇠, ⌘i.
Tomando s > 0, para cada m 2 N y para cada  2 (0, s] se cumple,

|Fm()| Mk⇠kk⌘k.
Por el teorema de convergencia dominada se tiene

ĺım
m!1

1

tm

✓
Z s

0

h+tm(A)⇠, ⌘i d

Z s

0

h(A)⇠, ⌘i d
◆

=

Z s

0

h(T )⇠, ⌘i d. (2.5)

Escribiendo f(+ tm) + f() = Fm(), obtenemos
Z s

0

f(+ tm)d

Z s

0

f()d =

Z s+tm

s

f()d

Z tm

0

f(),

por lo que el lado izquierdo de la ecuación (2.5) se vuelve

ĺım
m!1

1

tm

✓
Z s+tm

s

h(A)⇠, ⌘i d

Z tm

0

h(A)⇠, ⌘i d
◆

,

lo cual, por continuidad débil de  en el parámetro t, es h(A)⇠, ⌘i hA⇠, ⌘i como se afirmó.
Para mostrar la convergencia fuerte*, fijemos ⇠ 2 H y usando la ecuación (2.4) escribimos









1

s



s(A)⇠  A⇠


 T ⇠









=
1

s









Z s

0

(T )⇠d

Z s

0

T ⇠d










1

s

Z s

0



(T )⇠  T ⇠


d


1

s



[0,s]





2









(T )⇠  T ⇠










2

=

✓

1

s

Z s

0



(T )⇠  T ⇠




2
d

◆1/2

.

La desigualdad del segundo renglón es Cauchy-Schwarz para las funciones k(T )⇠  T ⇠k y
[0,s] en L

2[0, s].
La última igualdad se desarrolla como

k(T )⇠  T ⇠k2 = h(T )
⇤(T )⇠, ⇠i 2Re h(T )⇠, T ⇠i+ kT ⇠k2

 h(T
⇤T )⇠, ⇠i 2Re h(T )⇠, T ⇠i+ kT ⇠k2.

La última desigualdad se debe a la desigualdad de Kadison-Schwarz; como (T
⇤T ) y (T )

convergen débilmente respectivamente a T ⇤T y T cuando  ! 0+, se sigue

ĺımsup
s!0+

1

s

Z s

0

k(T )⇠  T ⇠k2d  hT ⇤T ⇠, ⇠i 2 hT ⇠, T ⇠i+ kT ⇠k2 = 0.

Concluimos que 1
t
(t(A) A) converge fuertemente a T cuando s! 0+.

De manera similar se obtiene que 1
t
(t(A)A)⇤ = 1

t
(t(A

⇤)A⇤) converge fuertemente
a T ⇤ cuando t! 0+. ⌅
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Definición 2.2.3 Sea D el conjunto de operadores en B(H) que satisfacen alguna de las
condiciones del Lema 2.2.2. Entonces, L : D ! B(H) denotará el generador del semigrupo
 definido por

L(A) := ĺım
t!0+

1

t
(t(A) A) , A 2 D,

con el ĺımite en la topoloǵıa débil o fuerte*. D se denomina el dominio del operador L.

Note que D es un subespacio lineal autoadjunto de B(H) para el cual L(A⇤) = L(A)⇤,
A 2 D. En algunos casos y para evitar confusiones se escribirá D(L), en vez de D, haciendo
énfasis en el operador al cual corresponde el dominio. Como el semigrupo es continuo en
sentido natural, un procedimiento estándar permite demostrar que D es denso en la topoloǵıa
débil de operadores, veáse [24].

Lema 2.2.4 Para cada operador A 2 D tenemos

kL(A)kB(H) = sup
t>0

1

t
kt(A) AkB(H).

Demostración. La desigualdad () se sigue del hecho que L(A) es el ĺımite débil de
1
t
(t(A) A) cuando t! 0+, es decir,

kL(A)kB(H)  ĺımsup
t>0

1

t
kt(A) AkB(H)  sup

t>0

1

t
kt(A) AkB(H).

Para la otra desigualdad, sea T = L(A). Usando (2.5), para cada t > 0 podemos escribir

1

t
kt(A) AkB(H) =

1

t









Z t

0

(T )d









B(H)


1

t

Z t

0

k(T )kB(H)d  kTkB(H).

La última desigualdad se tiene dado que kk  1. ⌅

2.2.1. El álgebra dominio

Sea t > 0 fijo. Por el teorema de Stinespring, Teorema 2.1.1, existe un espacio de Hilbert
Ht, con norma

kxkHt
= ı́nf

n

X

n

kAnkB(H)k⇠nkH : x =
X

n

An ⌦ ⇠n

o

,

un operador lineal acotado Vt : H ! Ht y un ⇤-homomorfismo normal de álgebras
⇡t : B(H)! B(Ht), tales que

t(X) = V ⇤
t ⇡t(X)Vt, X 2 B(H). (2.6)

Vt resulta una isometŕıa, ya que

kVt⇠k2Ht
= h1l⌦ ⇠, 1l⌦ ⇠iHt

= (1l⌦ ⇠, 1l⌦ ⇠) = h⇠,t(1l)⇠iH = k⇠k2H, 8⇠ 2 H.
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Como
V ⇤
t Vt(⇠) = V ⇤

t (1l⌦ ⇠) = t(1l)⇠ = ⇠, 8⇠ 2 H,
resulta que V ⇤

t Vt = 1l. En consecuencia, Pt := VtV
⇤
t es una proyección ortogonal sobre Ht.

Para t > 0 consideramos las seminormas pt, qt definidas sobre B(H) mediante

pt(X) = t1kt(X)Xk,
qt(X) = t1/2kPt⇡t(X) ⇡t(X)Ptkt, X 2 B(H),

donde k · k es la norma en B(H), y k · kt es la norma en B(Ht).
Usando lo anterios se puede probar el siguiente Lema.

Lema 2.2.5 Consideremos a , su generador infinitesimal L, y D el dominio de L.
Para cada operador X 2 B(H) tenemos las siguientes caracterizaciones.

(i) X 2 D si y solo si
sup
t>0

pt(X) <1

y, en tal caso, kL(X)k = supt>0 pt(X).

(ii)
X 2 A := {A 2 D : A⇤A 2 D, AA⇤ 2 D}

si y solo si ambas sup{pt : t > 0} y sup{qt : t > 0} son finitas y, en tal caso

máx


kL(dX
⇤dX)k1/2, kL(dX dX⇤)k1/2



 ĺımsup
t!0+

qt(X),

donde L(dX
⇤dX) y L(dX dX⇤) son operadores en B(H) definidos como

L(dX
⇤dX) = L(X⇤X)X⇤L(X) L(X⇤)X

L(dX dX⇤) = L(XX⇤)XL(X⇤) L(X)X⇤.
(2.7)

Demostración. La afirmación (i) se sigue de los Lemas 2.2.2 y 2.2.4.
Para probar (ii) usaremos lo siguiente,

qt(X)  max

⇢







1

t
(t(X

⇤X) t(X)
⇤t(X))









1/2

,









1

t
(t(XX

⇤) t(X)t(X)
⇤)









1/2

qt(X) 
p
2 max

⇢







1

t
(t(X

⇤X) t(X)
⇤t(X))









1/2

,









1

t
(t(XX

⇤) t(X)t(X)
⇤)









1/2

.

(2.8)

Para probar esto, descompondremos el conmutador ⇡t(X)Pt  Pt⇡t(X) en la suma

⇡t(X)Pt  Pt⇡t(X) = (1l Pt)⇡t(X)Pt  Pt⇡t(X)(1l Pt),

donde los operadores (1l Pt)⇡t(X)Pt y Pt⇡t(X)(1l Pt) tienen rangos ortogonales, aśı que

k⇡t(X)Pt  Pt⇡tk2t = k(1l Pt)⇡t(X)Ptk2t + kPt⇡t(X)(1l Pt)k2t . (2.9)
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Ahora, para x 2 Ht

k(1l Pt)⇡t(X)Ptxk2t = h(1l Pt)⇡t(X)Ptx, (1l Pt)⇡t(X)Ptxit
= h(1l Pt)⇡t(X)VtV

⇤
t x, (1l Pt)⇡t(X)VtV

⇤
t xit

= h⇠, V ⇤
t ⇡t(X

⇤)(1l Pt)⇡t(X)Vt⇠i ,

donde ⇠ = V ⇤
t x.

Por ser V ⇤
t ⇡t(X

⇤)(1lPt)⇡t(X)Vt un operador positivo y autoadjunto, es posible calcular
su norma a partir del producto h⇠, V ⇤

t ⇡t(X
⇤)(1l Pt)⇡t(X)Vt⇠i. A partir de la norma k · kH

tenemos, para x =
Pn

k=1Ak ⌦ ⇠k,

kV ⇤xkH 

n
X

k=1

kAkkB(H)k⇠kkH,

esto para cualquier representación de x 2 Ht, por lo cual

kV ⇤xkH  kxkHt
.

Por tanto kV ⇤xkH  1 si kxkHt
 1, y

k(1l Pt)⇡t(X)Ptk2t = sup
kxkHt

1

h(1l Pt)⇡t(X)Ptx, (1l Pt)⇡t(X)Ptxit

 sup
k⇠kH1

h⇠, V ⇤
t ⇡t(X

⇤)(1l Pt)⇡t(X)VtV
⇤
t ⇠iH

= kV ⇤
t ⇡t(X

⇤)(1l Pt)⇡t(X)Vtk.

Ahora, sea ⌘ 2 H con k⌘kH = 1. Como V ⇤
t es sobreyectivo, existe x 2 Ht tal que V

⇤
t x = ⌘.

Supongamos

⌘ =
X

n2N

⌘n'n = ĺım
N!1

N
X

k=1

⌘k'k = ĺım
N!1

N
X

k=1

⇠k,

para {'n}n2N una base ortonormal de H y ⌘n = h⌘, 'ni. Tomemos

xn = 1l⌦

 

n
X

k=1

⇠k

!

+N .

La sucesión (xn)n2N es tal que V
⇤
t xn =

Pn
k=1 ⇠k. Tomando x = ĺımn!1 xn, se cumple V

⇤x = ⌘

y

kxnk2Ht







n
X

k=1

⇠k







2

H
=

n
X

k=1

k⇠kk2H.

En la última ecuación, el lado izquierdo converge a kxk2Ht
, mientras que el lado derecho

converge a k⌘k2H cuando n! 1.
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Si ⌘ está en la bola unitaria de H entonces x está en la bola unitaria de Ht, obteniendo

kV ⇤
t ⇡t(X

⇤)(1l Pt)⇡t(X)Vt⌘kH = sup
k⌘kH1

h⌘, V ⇤
t ⇡t(X

⇤)(1l Pt)⇡t(X)Vt⌘iH

 sup
kxkHt

1

h(1l Pt)⇡t(X)Ptx, (1l Pt)⇡t(X)PtxiHt

=k(1l Pt)⇡t(X)Ptk2t ,

lo cual muestra que

k(1l Pt)⇡t(X)Ptk2t = kV ⇤
t ⇡t(X

⇤)(1l Pt)⇡t(X)Vtk
= kV ⇤

t ⇡t(X
⇤X)Vt  V ⇤

t ⇡t(X
⇤)VtV

⇤
t ⇡t(X)Vtk

= kt(X
⇤X) t(X

⇤)t(X)k.
(2.10)

Similarmente,

kPt⇡t(X)(1l Pt)k2t = kV ⇤
t ⇡t(X)(1l Pt)⇡t(X

⇤)Vtk
= kt(XX

⇤) t(X)t(X
⇤)k. (2.11)

La ecuación (2.8) se sigue de las ecuaciones (2.9), (2.10) y (2.11).

Ahora, si X 2 A, entonces los cuatro operadores X,X⇤, X⇤X,XX⇤ están en D. De este
modo, los ĺımites

ĺım
t!0+

1

t
(t(X

⇤X)X⇤X) = L(X⇤X),

ĺım
t!0+

1

t
(t(XX

⇤)XX⇤) = L(XX⇤),

ĺım
t!0+

1

t
(t(X)X) = L(X),

ĺım
t!0+

1

t
(t(X

⇤)X⇤) = L(X⇤),

existen en la topoloǵıa fuerte de operadores.

Dado que

t(X
⇤X) t(X

⇤)t(X) = (t(X
⇤X)X⇤X)X⇤ (t(X)X)

 (t(X
⇤)X⇤)t(X),

(2.12)

usando convergencia fuerte de la multiplicación sobre subconjuntos acotados, tenemos que
el ĺımite

ĺım
t!0+

1

t



t(X
⇤X) t(X

⇤)t(X)


= L(X⇤X)X⇤L(X) L(X⇤)X

= L(dX
⇤dX)
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existe en la topoloǵıa débil de operadores. Del mismo modo deducimos la existencia del ĺımite
fuerte

ĺım
t!0+

1

t



t(XX
⇤) t(X)t(X

⇤)


= L(XX⇤)XL(X⇤) L(X)X⇤

= L(dXdX
⇤).

Se sigue que para cada X 2 A, las seminormas qt(X) son acotadas para t > 0 y, para tal X,
tenemos

máx


kL(dX
⇤dX)k1/2, kL(dX dX⇤)k1/2



 ĺımsup
t!0+

qt(X).

Rećıprocamente, supongamos que tenemos dado un operador X 2 A para el cual las semi-
normas qt son acotadas para cada t > 0. Debemos mostrar que X⇤X y XX⇤ están en D.
Como D es cerrado bajo la toma de adjuntos y las seminormas qt son simétricas se tiene
qt(X

⇤) = qt(X). Aśı será suficiente mostrar que X⇤X 2 D.
La ecuación (2.12) implica, para t > 0 fijo, que

t(X
⇤X)X⇤X =(t(X

⇤X) t(X
⇤)t(X))

+X⇤ (t(X)X) + (t(X
⇤)X⇤)t(X).

Por la ecuación (2.8), el primer término del lado derecho es acotado en norma por M1t. De
manera similar, como X y X⇤ pertenecen a D, el segundo y tercer elementos también son
acotados en norma por M2t y M3t respectivamente, con cada Mk una constante positiva.
Por tanto,

kt(X
⇤X)X⇤Xk  (M1 +M2 +M3)t

y, por el Lema 2.2.2, X⇤X pertenece a D. ⌅

Siguiendo la notación del Lema anterior, concluimos el caṕıtulo con el resultado que
caracteriza la máxima ⇤-álgebra A, contenida en el dominio del generador L. La maximidad
se deduce inmediatamente de la definición de A.

Teorema 2.2.6 Si  es de Markov entonces

A := {A 2 D : A⇤A 2 D, AA⇤ 2 D}

es una ⇤-subálgebra de B(H).

Demostración. De la definición se observa que A es un conjunto de operadores autoadjun-
tos. Debemos mostrar que A es un espacio vectorial que satisface A · A ⇢ A.
El Lema 2.2.5 nos dice que D consiste de los operadores X 2 B(H) para los cuales

sup
t>0

pt(X) <1, sup
t>0

qt(X) <1.

Como pt y qt son ambas seminormas, se sigue que A es un espacio vectorial complejo, el cual
es cerrado bajo la toma de adjuntos.
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Para ver que A es cerrado bajo multiplicación, tomemos X, Y 2 A. De acuerdo al Lema
2.2.5, es suficiente mostrar

sup
t>0

qt(XY ) <1 (2.13)

y
sup
t>0

pt(XY ) <1. (2.14)

Para probar (2.13) afirmamos que

qt(XY )  qt(X)kY k+ kXkqt(X). (2.15)

Para verificar esto, escribimos [A,B] = AB  BA, se tiene entonces que

[Pt, ⇡t(XY )] = [Pt, ⇡t(X)]⇡t(Y ) + ⇡t(X)[Pt, ⇡t(Y )].

Entonces,

qt(XY ) = t1/2k[Pt, ⇡t(XY )]k
 t1/2k[Pt, ⇡t(X)]kk⇡t(Y )k+ t1/2k⇡t(X)kk[Pt, ⇡t(Y )]k.

Dado que
k⇡y(A)xk  kAkB(H)kxkHt

, entonces k⇡t(A)k  kAkB(H),

para cada A 2 B(H) y x 2 Ht. Esto verifica la ecuación (2.13).
Ahora verificaremos la ecuación (2.14). Por definición de A, si A 2 A tenemos A⇤A 2 D.

Por ser A un espacio vectorial, si X, Y 2 A entonces (Y + ikX) 2 A y en consecuencia
(Y + ikX)⇤(Y + ikX) 2 D.
Por la fórmula de polarización,

X⇤Y =
1

4

3
X

k=0

ik(Y + ikX)⇤(Y + ikX),

de este modo X⇤Y debe pertenecer a D. Como A⇤ = A, podemos remplazar X⇤ por X para
concluir que XY 2 D. Ahora, la ecuación (2.14) se sigue del Lema 2.2.5 inciso (i). ⌅
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Caṕıtulo 3

Un álgebra dominio mı́nima.

En este caṕıtulo, mediante el uso de la herramienta obtenida en el Caṕıtulo 2, desarro-
llaremos un par de teoremas que nos permitirán demostrar la existencia de semigrupos de
contracciones completamente positivos para los cuales sus generadores infinitesimales poseen
álgebra dominio mı́nima. Los resultados corresponden a las referencias [10] y [17], pero he-
mos realizado algunas modificaciones que se pueden considerar como una extensión de los
mismos.
Durante este caṕıtulo ⌦ representará un estado sobre un espacio de Hilbert H, es decir

un operador de la clase de traza con la siguiente descomposición espectral

⌦ :=
1
X

`=1



g`ihg`


, y k⌦k1 = 1, (3.1)

con


g`


l1
una base ortonormal de H.

También trabajaremos con los espacios L2(R+), el espacio de Hilbert, de clases de fun-
ciones sobre R+; y los espacios de Sobolev W

n,p(R+), definido en el Apéndice B.

3.1. El semigrupo de desplazamientos a la izquierda.

Para esta sección haremos uso del Teorema de Hille-Yosida, del cual omitiremos su demos-
tración. Ésta pueden ser consultada en [24]. El objetivo es mostrar que el operador derivada
es el generador infinitesimal de un semigrupo de contracciones fuertemente continuo, mismo
que será de utilidad en las siguientes secciones.
Antes de citar el Teorema de Hille-Yosida, daremos la definición del conjunto resolvente

de un operador L.

Definición 3.1.1 Dado un operador L : X ! X, no necesariamente acotado, actuando
sobre un espacio de Banach X, definimos el conjunto resolvente de L como

⇢(L) := { 2 C : el operador (1l L)1 existe c.d. en X , y pertenece a B(X)}.

Para  2 ⇢(L) definimos al operador resolvente de L en  mediante R(;L) := (1l L)1.

27
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Teorema 3.1.2 (Teorema de Hille-Yosida)
Sea X un espacio de Banach. Un operador lineal L : X ! X es el generador de un semigrupo
de contracciones {t}t0 : X ! X, si y solo si

(1) L es cerrado y D(L) = X,

(2) El conjunto resolvente ⇢(L) contiene a R+ y, para cada  > 0,

kR(, L)k 
1


.

Demostración. Ver Teorema 3.1 en [24]. ⌅

Ahora daremos unos resultados auxiliares. La siguiente proposición nos da una represen-
tación integral del resolvente, la cual nos será de utilidad para el objetivo de esta sección.

Proposición 3.1.3 Sea (t)t0 : X ! X un semigrupo de contracciones fuertemente conti-
nuo y L su generador infinitesimal. Definimos al operador S mediante

SA :=

Z 1

0

ess(A)ds, A 2 X.

Entonces S = R(, L).

Demostración. Por ser (t)t0 un semigrupo de contracciones se cumple kt(A)k  kAk,
y por tanto

kSAk  1kAk, A 2 X,  > 0.

Esto muestra que el operador S está bien definido para  > 0.
Ahora verificaremos que S = R(, L). Aplicando L al operador S,

LS(A) = ĺım
h!0+

1

h



h(SA) SA


, A 2 X,

en la topoloǵıa fuerte de operadores. Usando la definición de S obtenemos,

1

h



h(SA) SA


=
1

h

✓
Z 1

0

ess+h(A)ds+

Z 1

0

ess(A)ds

◆

=
1

h

✓
Z 1

h

e(sh)s(A)ds+

Z 1

0

ess(A)ds

◆

=
eh  1

h

Z 1

0

ess(A)ds
eh

h

Z h

0

ess(A)ds.

De modo que al tomar el ĺımite cuando h! 0+ resulta,

LS(A) = SA A, A 2 X,



3.1. EL SEMIGRUPO DE DESPLAZAMIENTOS A LA IZQUIERDA. 29

en la topoloǵıa fuerte de operadores, i.e. (1l L)SA = A, para cada A 2 X.
Por tanto (1l L)S = 1l, es decir S = R(, L). ⌅

Consideremos el espacio de Sobolev W 1,2(R+), de las funciones absolutamente continuas
con la primera derivada en L2(R+)

Lema 3.1.4 Para cada f 2 W 1,2(R+) se cumple

ĺım
x!1

f(x) = 0.

Demostración. Ver Corolario 8.9 en [6]. ⌅

Observación 3.1.5 La proposición anterior tiene sentido ya que cada f 2 W 1,2 puede ser
identificada con una función absolutamente continua, la que a su vez es continua y, por tanto,
las evaluaciones puntuales tienen sentido.

Observación 3.1.6 En realidad este resultado se puede extender a cada ' 2 L2(R+). Usan-
do el resultado anterior más un resultado de teoŕıa de la medida, que establece que para cada
sucesión de funciones que converge en Lp(R+) existe una subsucesión de funciones que con-
verge puntualmente c.d. al mismo ĺımite de la sucesión original.

Proposición 3.1.7 Supongamos que (fn) es una sucesión de funciones en W 1,2(R+) tal que
converge a una función f y que la sucesión de derivadas (f 0

n) converge a una función g, todo
esto en L2(R+), entonces f 0 = g c.d.

Demostración. Dado que fn ! f en L2(R+), para cada ' 2 C1
c (R+) tenemos







Z

R+



(fn  f)'


(x)dx





 kfn  fk2k'k2.

Por lo cual,

ĺım
n!1

Z

R+

(fn')(x)dx =

Z

R+

(f')(x)dx, ' 2 C1
c (R+).

Del mismo modo se prueba que

ĺım
n!1

Z

R+

(f 0
n')(x)dx =

Z

R+

(g')(x)dx, ' 2 C1
c (R+).

Al integrar por partes, para cada n 2 N,
Z

R+

(fn'
0)(x)dx =

Z

R+

(f 0
n')(x)dx, ' 2 C1

c (R+).

Por último, al tomar el ĺımite cuando n! 1 en la ecuación anterior resulta,
Z

R+

(f'0)(x)dx =

Z

R+

(g')(x)dx ' 2 C1
c (R+).

Por lo cual g es la derivada débil de f , i.e. f 0 = g casi dondequiera. ⌅

Ahora pasaremos a la parte principal de la sección.
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3.1.1. La derivada y el semigrupo de desplazamiento hacia la iz-
quierda.

Definición 3.1.8 Dado un operador T , un conjunto E ⇢ D(T ) se denomina una esencia
para T si al tomar S = T





E
(la restricción de T al conjunto E), se obtiene que S = T .

Sean H = L2(R+), K =  d
dx
, con este operador actuando de W 1,2(R+) ⇢ H hacia H.

De la Proposición 3.1.7 tenemos que la derivada es un operador cerrado, además por el
Teorema de Meyers-Serrin (Teo. A.4.1) tenemos que

D1
W 1,2(R+)

= W 1,2(R+), donde D1 := C1(R+) \W 1,2(R+).

Es decir, el conjunto D1 es una esencia para el operador derivada. Entonces K es un buen
candidato para ser el generador de un semigrupo de contracciones (Teorema 3.1.2).
Consideremos al semigrupo de desplazamientos (Wt)t0 definido sobre W

1,2(R+) de la
siguiente forma

Wt'(x) = '(x+ t), ' 2 W 1,2(R+), t  0

y extendido por continuidad de Wt a todo H. Observe además que las propiedades W0 = 1l
y Ws+t = WsWt son evidentes, además cada Wt es continuo y con norma menor o igual a
uno.

Proposición 3.1.9 El semigrupo (Wt)t0 es fuertemente continuo.

Demostración. Para probar esto primero lo haremos para funciones en W 1,2(R+) con so-
porte compacto, después para funciones en W 1,2(R+) arbitrarias, y para terminar usaremos
la densidad de W 1,2(R+) en H.
Sea " > 0.

1. Sea ' 2 W 1,2(R+) con soporte compacto K, entonces podemos elegir a ' representante
continuo, y por tener soporte compacto es uniformemente continua. De este modo existe
 > 0 tal que



'(x+ t) '(x)




2
<

"

m(K)
, 0  t < .

Por tanto, para 0  t < ,
Z 1

0



'(x+ t) '(x)




2
dx < ✏.

2. Supongamos ' 2 W 1,2(R+) arbitrario y continuo, entonces existe M 2 N tal que
Z 1

M



'(x+ t) '(x)




2
dx <

"

2
, t > 0.

La función ' es uniformemente continua en el compacto [0,M ], por lo cual existe  > 0
tal que k⇠

[0,M ]
(Wt' ')k22 < "/2, para 0  t < . Entonces

kWt' 'k22 =
Z M

0



'(x+ t) '(x)




2
dx+

Z 1

M



'(x+ t) '(x)




2
dx < ✏.
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3. Sea  2 H, existe una sucesión ('n)n2N tal que 'n !  en la norma de H. Para este
" > 0 existe N 2 N tal que

k'n   k2 <
"

3
, 8n  N.

Para n  N fijo, existe  > 0 tal que

kWt'n  'nk2 <
"

3
, 0  t < .

En conclución, para 0  t < ,

kWt   k2  kWt(  'n)k2 + kWt'n  'nk2 + k'n   k2 < ".

Esto demuestra lo deseado. ⌅

El generador infinitesimal del semigrupo (Wt)t0 está dado por



G'


(x) := ĺım
h!0+

'(x+ h) '(x)

h
.

Este ĺımite existe en W 1,2(R+), y por tanto el operador G esta definido en W
1,2(R+).

Ahora mostraremos un resultado que conecta a G y K.

Proposición 3.1.10 Para  > 0, el operador S, definido en la Proposición 3.1.3 con
(t)t0 = (Wt)t0, es el operador resolvente del operador K, consecuentemente, (Wt)t0 es
el semigrupo generado por K (i.e. G = K).

Demostración. Sean  > 0. El operador lineal S se define mediante

S'(x) =

Z 1

0

es'(x+ s), ' 2 W 1,2(R+), x 2 R+.

Para ' 2 W 1,2(R+) y x 2 R+ se cumple
Z 1

0

es'(x+ s)ds =

Z 1

x

e(sx)'(s)ds

=

Z 1

0


(x,1)

(s)e(sx)'(s)ds

=

Z 1

0


(0,1)

(s x)e(sx)'(s)ds

= g ⇤ '(x),

donde g(y) =
(0,1)

(y)ey.

Dado que g 2 L1(R+) y ' 2 L2(R+) la desigualdad de Young, Proposición A.1.4, indica

kS'k2 = kg ⇤ 'k2  kgk1k'k2 =
1


k'k2.
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Entonces S es un operador lineal acotado en W
1,2(R+), y puede ser extendido a todo H.

Para  2 D1, y x 2 R+ se tiene

(1l +K)S (x) = S (x) +KS (x)

=

Z 1

0

es (x+ s)ds
d

dx

Z 1

0

es (x+ s)ds

=

Z 1

0

es (x+ s)ds

Z 1

0

es 0(x+ s)ds

=

Z 1

0

es (x+ s)ds es (x+ s)






s=1

s=0


Z 1

0

es (x+ s)ds

=  (x)

El intercambio de la integral se debe a la continuidad del integrando en ambas coordenadas
y que la parcial con respecto a x también es continua. Por otra parte,

S 
0(x) =

Z 1

0

es 0(x+ s)ds

= es (x+ s)






s=1

s=0
+

Z 1

0

es (x+ s)ds

=  (x) + S (x),

en consecuencia, S(1l +K) (x) =  (x).
De lo anterior se obtiene que

S(1l +K) = (1l +K)S = 1l, sobre D1,

por lo cual (1l +K)1 = S en D1, y por tanto en H.
Por otra parte tenemos que S = (1lG)1, entonces

(1lG) = (1l +K), sobre D1.

Como D1 es una esencia de K, de lo anterior se concluye que G = K en W 1,2(R+). ⌅

3.2. Perturbación del semigrupo dinámico cuántico in-

ducido por Wt

3.2.1. Predual

Definición 3.2.1 Al espacio de todos los funcionales -débilmente continuos sobre un álge-
bra de von Neumann X se le llama espacio predual de X , y se denota X⇤.
El espacio X⇤ resulta un espacio de Banach en la norma de X .
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Los semigrupos dinámicos cuánticos T = (Tt)t0 sobre un espacio X pueden ser vistos
como el dual de semigrupos dinámicos cuanticos S = (St)t0 en el espacio X⇤.

Definición 3.2.2 El semigrupo predual de un semigrupo dinámico cuántico (Tt)t0 en
X es el semigrupo (St)t0 de operadores en X⇤, definido mediante

(St(!)) (X) = ! (Tt(X)) , t  0,

para cada X 2 X y ! 2 X⇤.

En el caso de X = B(H) tenemos que el semigrupo predual está definido en L1(H)
mediante la relación

tr(Tt(x)⇢) = tr(xSt(⇢)), x 2 B(H), ⇢ 2 L1(H) t  0. (3.2)

Si el semigrupo T es continuo respecto a la topoloǵıa débil de operadores en B(H) entonces
el semigrupo predual S también resulta ser continuo en la topoloǵıa débil de L1(H). Más
aún, por el Corolario 3.6 en [5], se tiene que S es un semigrupo fuertemente continuo en el
espacio de Banach L1(H).

El generador L⇤ del semigrupo predual (St)t0 y el generador L del semigrupo (Tt)t0

tienen la misma relación de dualidad que la de sus semigrupos

tr (L(x)⇢) = tr (xL⇤(⇢)) , x 2 B(H), ⇢ 2 L1(H). (3.3)

3.2.2. Perturbación del semigrupo inducido por Wt

Recordando un poco K denota al operador derivada con dominio D = W 1,2(R+), el
generador del semigrupo de contracciones (Wt)t0 fuertemente continuo sobre H = L2(R+).
En la Sección 3.1 se mostró que (Wt)t0 es el semigrupo de desplazamientos a la izquierda.

Ahora, para cada t  0, el operador adjunto al operador Wt se calcula de la siguiente
forma. Sean ',  2 D,

h',Wt i =
Z 1

0

'(x) (x+ t) dx =

Z 1

t

'(x t) (x) dx =

Z 1

0


[t,1)

(x)'(x t) (x) dx,

para cada t  0. De este modo se observa que el operador adjuntoW ⇤
t está definido mediante

W ⇤
t '(x) =

[t,1)
(x)'(x t), ' 2 D.

Además se tienen las siguientes propiedades.

i) WtW
⇤
t '(x) = Wt[t,1)

(x)'(x t) =
[t,1)

(x+ t)'(x) = '(x),

ii) W ⇤
t Wt'(x) = W ⇤

t '(x+ t) =
[t,1)

'(x).
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Es decir, WtW
⇤
t = 1l sobre D y, por densidad y continuidad, esta identidad se extiende a

todo H. De manera análoga se ve que y el operador W ⇤
t Wt es una proyección de H hacia el

subespacio de funciones en H que se anulan en [0, t)(i.e., que su producto con ⇠[0,t) es nulo).

Sea ! : H ! H un operador lineal, ! 2 L1(H), y consideremos el semigrupo dinámico
cuántico fuertemente continuo inducido por Wt, que se define mediante

S0,t[!] := Wt!W
⇤
t , equivalentemente, S0,t[!](x, y) = !(x+ t, y + t), (3.4)

actuando sobre L1(H), con el generador

L0⇤! = !
0

x(x, y) + !
0

y(x, y) =
d

dt
!(x+ t, y + t)







t=0
.

Definimos el dominio inicial de Ko por

D0 = span{! : ! =


ih 


;,  2 D} ⇢ L1(H).

Siendo el span{A}, el conjunto de las F -combinaciones lineales de elementos en un espacio
vectorial (A,F ).

Observación 3.2.3 (a) La segunda igualdad de la ecuación (3.4) cobra sentido cuando
usamos ! =



⇠ih⌘


, con ⇠, ⌘ 2 D, y la representación de los operadores de clase traza
mediante de una función de dos variables, también llamada kernel (Apéndice B). Además
se tiene

S0,t[!](x) =


Wt⇠ihWt⌘


(x) =

Z 1

0

⌘(y + t)⇠(x+ t)(y)dy.

(b) El semigrupo dual T0, de S0, puede definirse gracias a la relación (3.2) de la siguiente
manera, para X 2 B(H) y ! 2 L1(H),

tr (XS0,t(!)) = tr (XWt!W
⇤
t ) = tr (W

⇤
t XWt!) .

Por lo cual T0,t[X] := W ⇤
t XWt.

El generador infinitesimal del semigrupo dual (T0,t)t0 tiene la forma

L0(X) = K⇤X +XK

Ahora consideremos al generador perturbado

L⇤[!] = L0⇤[!] + ⇤[!], ! 2 D(L0⇤).

Donde,

⇤[!] = ⌦ trL0⇤[!] = ⌦!(0, 0),
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con ⌦ un estado. La segunda igualdad se obtiene con el siguiente razonamiento, usando
 , 2 D,

trL0⇤[!] = trL0⇤



ih 




= tr


0ih 


+


ih 0






=

Z 1

0



 
0
(s)ds

=  (0)(0).

Ahora, como

L0⇤[


 ih


] =


 0ih


+


 ih0


 =


K ih





 ihK


,

⇤[


 ih


] = ⌦ (0)(0) =
1
X

`=1



L` ihL`


,

con los operadores L` : W
1,2(R+)! H, definidos por L` =  (0)g` y los g` 2 H tales que

⌦ =
1
X

`=1



g`ihg`


.

El generador del semigrupo dual perturbado tiene la forma

L(X) = K⇤X XK +
X

`

L⇤
`XL`

Es decir, para  , 2 D el semigrupo dual perturbado debe satisfacer la ecuación del
semigrupo en forma débil

d

dt
h, Tt[X] i = tr



K
⇥


 ih




⇤

Tt[X]


= tr

 "



 0ih


+


 ih0


+
1
X

`=1



L` ihL`




#

Tt[X]

!

= h0, Tt[X] i+ h, Tt[X] 
0i+

1
X

`=1

hL`, Tt[X]L` i

=  hK, Tt[X] i h, Tt[X]K i+
1
X

`=1

hL`, Tt[X]L` i

= h,L(Tt(X)) i.

(3.5)

Aunque conocemos bien al semigrupo no perturbado S0t! = Wt!W
⇤
t y a su dual T0t(X) =

W ⇤
t XWt, no es evidente que exista un semigrupo dinámico cuántico generado por el ope-

rador perturbado L⇤ o por su dual L. La existencia de este semigrupo perturbado en su
representación dual, se puede demostrar construyendo la solución mı́nima (semigrupo mı́ni-
mo) de la ecuación (3.5). Si además demostramos que este semigrupo mı́nimo perturbado es
conservativo tendremos unicidad, veáse [11]. Esto es lo que haremos en la siguiente sección.
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3.3. Semigrupo dinámico cuántico mı́nimo (m.q.d.s.)

En esta sección enunciaremos dos hipótesis principales, para después definir lo que es un
semigrupo dinámico cuántico mı́nimo. Estas hipótesis serán esenciales para mostrar que un
determinado semigrupo dinámico cuántico mı́nimo es de Markov. Basamos gran parte de
este caṕıtulo en los resultados obtenidos en [10].

Hipótesis:

A. El operador G es el generador infinitesimal de un semigrupo de contracciones (Pt)t0

que es fuertemente continuo en H. El dominio de los operadores {L`}`2N contienen a
D(G), el dominio del operador G. Además, para cada u, v 2 D(G) se tiene

hv,Gui+ hGu, vi+
X

`2N

hL`v, L`ui = 0.

C. Un operador positivo autoadjunto C satisface la condición C si

(i) El dominio del operador C1/2 contiene a D(G), y D(G) es una esencia para C1/2.

(ii) Para cada ` 2 N, el subespacio lineal L` (D(G)) está contenido en el dominio de
C1/2.

(iii) Existe una constante positiva b > 0 tal que

2Re
⌦

C1/2u, C1/2Gu
↵

+
X

`2N

⌦

C1/2L`u, C
1/2L`u

↵

 bkC1/2uk2, 8u 2 D(G2).

Suponiendo que la hopóteis A se cumple, queremos construir un semigrupo dinámico
cuántico {Tt}t0 que satisfaga la ecuación

hv, Tt(x)ui = hv, xui+
Z t

0

⌦

v,L


Ts(x)


u
↵

ds. (3.6)

Además buscamos que para cada u, v 2 D(G)

hv, Tt(x)ui = hPtv, xPtui+
1
X

`=1

Z t

0

hL`Ptsv, Ts(x)L`Ptsui ds. (3.7)

Teorema 3.3.1 Supongamos que la hipótesis A se cumple. Si para cada x 2 B(H) la familia
de operadores (Tt(x))t0 es continua en la topoloǵıa débil⇤, y además se cumple

kTt(x)kB(H)  kxkB(H), para cada t  0.

Entonces las ecuaciones (3.6) y (3.7) son equivalentes.

Demostración. Ver Proposicion 3.18 en [11]. ⌅
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Definición 3.3.2 Supongamos que la hipótesis A se cumple.

Un semigrupo dinámico cuántico
⇣

T (min)
t

⌘

t0
se denomina semigrupo dinámico cuántico

mı́nino (m.q.d.s.) si satisface las ecuaciones (3.6) y (3.7) y tiene las siguientes propiedades

(i) T (min)
t (1l)  1l, para cada t  0.

(ii) Para cada familia de operadores positivos (Tt)t0 débil⇤ continua sobre B(H) que satis-
face las ecuaciones (3.6) y (3.7), y para cada operador positivo x 2 B(H), se tiene

T (min)
t (x)  Tt(x), para cada t  0.

Este semigrupo tiene la propiedad de ser sub-Markov, y es el único con estas propiedades,
una prueba de esto puede encontrarse en [11], aśı como la construcción de los m.q.d.s.

3.3.1. Conservatividad del m.q.d.s. perturbado

Consideremos el espacio H = L2(R+) y los operadores

D(G) = W 1,2(R+), Gu = Ku = u0,

D(L`) = W 1,2(R+), L`u = u(0)g`,

con g` 2 H, ` 2 N. Aqúı las funciones {g`}`2N satisfacen
X

`2N

kg`k2H = 1.

Observación 3.3.3 El operador G coincide con el operador K y los operadores L` son los
mismos operadores de la perturbación ⇤ de la sección anterior.

Definición 3.3.4 Sean los operadores F o
n : H ! H definidos como

F o
n :=

X

`2N

(nL`R(n;G))
⇤ (nL`R(n;G)) , n 2 N,

mediante ellos podemos definir a los operadores Fn := F o
n , que representan la extensión

(única) de los operadores F o
n .

Veremos que estos operadores son acotados. Para u, v 2 D(G),

hv, F o
nui =

X

`2N

hnL`R(n;G)v, nL`R(n;G)ui

= n2(hv0, Gu0i+ hGv0, u0i), v0 = R(n;G)v, u0 = R(n;G)u.
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Dado que R(n;G)H = D(G), GR(n;G) = R(n;G)G y kR(n;G)k  1/n, se tiene



 hv, F o
nui



 = n2


 hv0, Gu0i+ hGv0, u0i




= n2


 hv0, R(n;G)Gui+ hR(n;G)Gv, u0i




 n(kv0kHkGukH + ku0kHkGvkH)
 kvkHkGukH + kukHkGvkH.

Como GR(n;G) es un operador acotado existe M > 0 tal que

kGR(n;G)wkH MkwkH.

Si además u = R(n;G)u1 y v = R(n;G)v1, con u1, v2 2 H, tenemos


 hv, F o
nui



  kR(n;G)v1kHkGR(n;G)u1kH + kR(n;G)u1kHkGR(n;G)v1kH

2M

n
kv1kHku1kH


2M

n



R(n;G)1




2kvkHkukH.

Lo cual muestra la continuidad de los operadores F o
n , y en consecuencia los operadores Fn

resultan ser acotados.

Definición 3.3.5 Diremos que un generador infinitesimal L puede ser representado en la
forma de Davis-Lindblad si se cumple la hipótesis A y además para cada u, v 2 D(G) y
cada X 2 D(L) se cumple

hu,L(X)vi = hu,XGvi+ hGu,Xvi+
X

`2N

hL`u,XL`vi .

Los siguientes resultados corresponden al Teorema 2.4 en [4] aśı como al Teorema 4.3 y
Lema 5.2 en [7], en el mismo orden, por lo cual omitiremos sus demostraciones.

Teorema 3.3.6 Sea L el generador infinitesimal de un semigrupo T = (Tt)t0. Supongamos
que L puede ser representado en la forma de Davis-Lindblad y sea T = (Tt)t0 el m.q.d.s.
que satisface la ecuación

hu, Tt(X)ui = hPtu,XPtui+
X

`2N

Z t

0

hL`Ptsu, Tt(X)L`Ptsui ds, (3.8)

para u, v 2 D(G). Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1) T es una extensión de T ,

2) T es de Markov,
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3) para todo X 2 B(H) la familia -débil continua de operadores T es la única solución de
la ecuación integral (3.8) que además satisface la condición

kTt(X)k  ↵kXk, para algún ↵ > 0.

Teorema 3.3.7 Supongamos que la hipótesis A se cumple, y existe un operador C el cual
satisface la hipótesis C, tal que

hu, Fnui  hu, Cui , 8u 2 D(G), n  1.

Entonces el m.q.d.s. es conservativo.

Lema 3.3.8 Sea C el operador Cu = 2u00, con dominio

D(C) = {u 2 W 2,2(R+) : u
0(0) = u(0)}.

Entonces, C es positivo y el espacio vectorial W 1,2(R+) está contenido en el dominio del
operador C1/2, además

kC1/2uk2H = 2
⇣

ku0k2H +


u(0)




2
⌘

, (3.9)

para toda u 2 W 1,2(R+).

Usaremos estos resultados para demostrar la siguiente proposición, la cual es una gene-
ralización de la Proposición 3.1 en [10] con algunas modificaciones necesarias.

Proposición 3.3.9 Supongamos que para cada ` 2 N, g` 2 W 1,2(R+). Además,
X

`2N



g`(0)




2
+ kg0`k2H



<1. (3.10)

Entonces el m.q.d.s. T asociado con los operadores G y {L`}`2N (m.q.d.s. perturbado) es de
Markov.

Demostración. Primero veremos que los operadores G y {L`}`2N cumplen la hipótesis A.
Sean u, v 2 D(G), tenemos

hGv, ui+ hv,Gui+
1
X

`=1

hL`v, L`ui =
1
X

`=1

Z 1

0

v(0)g`(t)u(0)g`(t)dt+

Z 1

0



v0u+ vu0


(t)dt

=

Z



vu
0
(t)dt+ v(0)u(0)

1
X

`=1

Z 1

0



g`(t)




2
dt

= v(t)u(t)






1

0
+ v(0)u(0) = 0.

Esto verifica A, y podemos definir una forma sesquilineal sobre D(G)⇥D(G), mediante

hv,L(X)ui := hGv,Xvi+
1
X

`=1

hL`v,XL`ui+ hv,XGui . (3.11)
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Siguiendo [11] podemos construir el m.q.d.s. asociado a los operadores G y {L`}`1. Ahora
mostraremos que el mqds es de Markov.

Consideremos el operador autoadjunto C del Lema 3.3.8 y al dominio
D = D(G2) = W 2,2(R+). Tenemos

(i) El domı́nio de C1/2 contiene a W 1,2(R+) = D(G)  D. Además D es una esencia para
C1/2, por que este contiene a D(C), el cual es una esencia para C1/2.

(ii) Como W 1,2(R+) ⇢ D(C1/2) y cada g` 2 W 1,2(R+), tenemos que el subespacio
L` (D(G)) ⇢ W 1,2(R+), para cada ` 2 N.

(iii) Para cada u 2 W 1,2(R+) = D(G) se tiene



u(0)




2
= 2Re hu,Gui  2

⇣

ku0k2H +


u(0)




2
⌘

= kC1/2uk2. (3.12)

Para cada u 2 D tenemos

2Re
⌦

C1/2u, C1/2Gu
↵

+
X

`2N

kC1/2L`uk2H

= 2Re hCu,Gui+


u(0)




2
X

`2N

kC1/2g`k2H

= 4Re hGu0, u0i+ 2


u(0)




2
X

`2N

⇣

kg0`k2H +


g`(0)




2
⌘

= 2


u(0)




2

"

1 +
X

`2N

⇣

kg0`k2H +


g`(0)




2
⌘

#

.

(3.13)

La última igualdad se obtiene usando integración por partes en hGu0, u0i y la condición
de frontera para D(C).

En resumen, por las ecuaciones (3.12) y (3.13), resulta

2Re
⌦

C1/2u, C1/2Gu
↵

+
X

`2N

kC1/2L`uk2H  2

"

1 +
X

`2N

⇣

kg0`k2H +


g`(0)




2
⌘

#

kC1/2uk2.

El lado derecho es finito por hipótesis. Esto muestra que C cumple la condición C.

Para mostrar que el m.q.d.s. asociado a los operadores G y {L`}`2N es conservativo, y en
virtud del Teorema 3.3.7, es suficiente verificar la desigualdad

hu, Fnui  hu, Cui , u 2 D(C), n  1.
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Como los operadores Fn son la extención acotada de los operadores F
o
n , bastará con hacer el

siguiente cálculo:

hu, F o
nui =

1
X

`=1

n2 hL`R(n;G)u, L`R(n;G)ui

=
1
X

`=1

Z 1

0









nL`

Z 1

0

exp(nt)Ttu(x)dt









2

dx

=
1
X

`=1

Z 1

0









n

Z 1

0

exp(nt)L`ut(x)dt









2

dx

=









n

Z 1

0

exp(nt)ut(0)dt









2
"

1
X

`=1

Z 1

0



g`(x)




2
dx

#

,

con las funciones ut(x) := u(x+ t), para cada t  0.
Integrando por partes, usando el hecho de que 2ab  a2 + b2 para cualesquiera a, b 2 R,

y por la desigualdad de Cauchy-Schwarz obtenemos









n

Z 1

0

exp(nt)u(t)dt









2

=









u(0) +

Z 1

0

exp(nt)u0(t)dt









2



✓



u(0)


+






Z 1

0

exp(nt)u0(t)dt






◆2

 2


u(0)




2
+ 2









Z 1

0

exp(nt)u0(t)dt









2

 2


u(0)




2
+ 2

✓
Z 1

0

exp(2nt)dt

◆✓
Z 1

0



u0(t)




2
dt

◆

 2
⇣



u(0)




2
+ ku0k2H

⌘

.

De este modo la hipótesis del Teorema 3.3.7 se satisface, por lo que el m.q.d.s. es de Markov.
La última parte del teorema se sigue de lo aqúı mostrado y el Teorema 3.3.6. ⌅

3.4. El álgebra dominio del semigrupo perturbado

Lema 3.4.1 Sea L0 el generador del semigrupo no perturbado (T0,t)t0. Entonces el dominio
D(L0) es una ⇤-álgebra y 1l /2 D(L0).

Demostración. Como W ⇤
t Wt es un proyector al subespacio de funciones que se desvanecen

en [0, t), entonces

kW ⇤
t Wt' 'k2H =

Z 1

0

[0,t]



'(x)




2
dx  k'k2H.
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Al tomar ' de norma uno, con sop(') = [0, t] obtenemos

kT0,t[1l] 1lkB(H) = kW ⇤
t Wt  1lkB(H) = 1.

De este modo, usando el inciso (iii) del Lema 2.2.2 tenemos que 1l /2 D(L0), ya que

sup
t>0

1

t
kT0,t[1l] 1lkB(H) = sup

t>0

1

t
=1.

De la definición del semigrupo T0,t se observa que D(L0) es autoadjunto. Ahora, para probar
que D(L0) es una ⇤-álgebra usaremos que WtW

⇤
t = 1l. Nótese que

1

t
(T0,t[XY ]XY ) =

1

t
(T0,t[X]T0,t[Y ]XY )

=
1

t
(T0,t[X]X)T0,t[Y ] +X

1

t
(T0,t[Y ] Y ),

por lo tanto,

1

t
kT0,t[XY ]XY kB(H) 

1

t
kT0,t[X]XkB(H)kT0,t[Y ]kB(H) +

1

t
kT0,t[Y ] Y kB(H)kXkX .

Tomando X, Y 2 D(L0), nuevamente por (iii) del Lema 2.2.2, obtenemos XY 2 D(L0). ⌅

La ecuación (3.5) es equivalente a la ecuación integral

h, Tt[X] i = h, T0,t[X] i+
Z t

0

tr


⇤
⇥

S0,s



 ih




⇤

Tts[X]


ds

= h, T0,t[X] i+
Z t

0

tr
⇣

⌦(s) (s)Tts[X]
⌘

ds

= h, T0,t[X] i+
Z t

0

tr

 

1
X

`=1



Tts[X](0 + s)g`ih (0 + s)g`




!

ds

= h, T0,t[X] i+
Z t

0

1
X

`=1

hL`Ws, Tts[X]L`Ws i ds,

(3.14)

para ,  2 D. De la segunda igualdad de la ecuación (3.14), restando h, X i y dividiendo
entre t, resulta

⌦

, t1(Tt[X]X) 
↵

=
⌦

, t1(T 0
t [X]X) 

↵

+ t1

Z t

0

 (s)(s) tr (⌦Tts[X]) ds.
(3.15)

Lema 3.4.2 Sea L el generador del semigrupo perturbado, si X 2 D(L), entonces

X0 = X  tr(⌦X)1l 2 D(L0) y L[X] = L0[X0].
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Demostración. Sea X 2 D(L). Como Tt(1l) = 1l para cada t > 0, tenemos

t1kTt(1l) 1lkH = 0.

Esto indica que 1l 2 D(L), entonces X0 = X  tr(⌦X)1l 2 D(L). Además observe que

tr(⌦Tt[X0]) = tr


⌦Tt[X]


 tr(⌦X)tr(⌦Tt[1l]) = tr


⌦(Tt[X]X)


.

De este modo, para cada ,  2 D, (3.15) implica
⌦

, t1(T0,t[X0]X0) 
↵

=
⌦

, t1(Tt[X0]X0) 
↵

 t1

Z t

0

 (s)(s)tr


⌦ (Tts[X]X)


ds.

Por el Lema 2.2.2 obtenemos




⌦

, t1(T0,t[X0]X0) 
↵

 




⌦

, t1(T0,t[X0]X0) 
↵



+









Z t

0

 (s)(s)tr


⌦ t1(Tts[X]X)


ds









MkkHk kH +M
Z t

0

t1(t s)


 (s)(s)


ds

 2MkkHk kH.

Esta última desigualdad se obtiene al usar t1(t s)  1 y la desigualdad de Hölder.
Esto prueba que la forma sesquilineal asociada con t1(T0,t[X0]  X0) es acotada, por

tanto, el operador asociado es acotado, y éste cumple

t1kT0,t[X0]X0kB(H)  2M,

por el Lema 2.2.2 concluimos que X0 2 D(L0).
Ahora veremos que L[X] = L0[X0]. Primero,

L0[X0] =


X  tr(⌦X)1l


G+G⇤


X  tr(⌦X)1l


= XG+G⇤X  tr(⌦X)


G+G⇤


.

Por otra parte,

L[X] = XG+G⇤X +
1
X

`=1

L⇤
`XL`,

pero,
*

,
1
X

`=1

L⇤
`XL` 

+

=
1
X

`=1

hL`, XL` i =
1
X

`=1

h(0)g`, X (0)g`i = (0) (0)tr(⌦X).

Dado que los operadores G y {L`} cumplen la condición A, usando que tr(⌦) = 1 obtenemos
la siguiente igualdad

(0) (0) = (0) (0)tr(⌦) =
1
X

`=1

h(0)g`,  (0)g`i = (hG,  i+ h, G i).
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Resumiendo,
*

,
1
X

`=1

L⇤
`XL` 

+

= tr(⌦X)(hG,  i+ h, G i) = tr(⌦X) h, (G⇤ +G) i .

Por lo cual L[X] = L0[X0], como se afirmó. ⌅

Lema 3.4.3 Sea  : B(H)⇥B(H)! C una forma sesquilineal positiva sobre B(H)⇥B(H),
entonces



(A,B)




2
 (A,A)(B,B), A,B 2 B(H). (3.16)

Demostración. Sea  como en la hipotesis. Para verificar la desigualdad (3.16) usaremos
una demostración análoga a la desigualdad de Cauchy-Schwarz en el caso conmutativo. Sean
A,B 2 B(H), tomemos ↵ 2 C y  2 R, tenemos

0  (A ↵B,A ↵B)

= (A,A) ↵(A,B) ↵(B,A) + 2


↵


(B,B)

= 2


↵




2
(B,B) 2Re↵(A,B) + (A,A).

Si (B,B) = 0 basta usar ↵ = (A,B) y  positivo suficientemente grande para ver
que (A,B) = 0. Supongamos que (A,B) y (B,B) son distintos de cero, usando

↵ = (A,B)


(A,B)




1
y  =



(A,B)


((B,B))1 obtenemos

0 



(A,B)




2

(B,B)
 2



(A,B)




2

(B,B)
+ (A,A).

Despejando la expresión anterior obtenemos la ecuación (3.16). ⌅

Teorema 3.4.4 Sea ⌦ un estado, Tt un semigrupo que satisface la ecuación (3.5), y L su
generador. Si X pertenece a A, el álgebra dominio de L, entonces

⇥

X  tr(⌦X)1l
⇤

⌦ = ⌦
⇥

X  tr(⌦X)1l
⇤

= 0. (3.17)

En particular, si ⌦ es no-degenerado, entonces X es un múltiplo de la identidad, es decir
A = C1l.

Demostración. Sea X 2 D(L) tal que X⇤X,XX⇤ 2 D(L), entonces

X =
⇥

X  tr(⌦X)1l
⇤

+ tr(⌦X)1l = X0 + tr(⌦X)1l,

X⇤X =
⇥

X⇤X  tr(⌦X⇤X)1l
⇤

+ tr(⌦X⇤X)1l = Y0 + tr(⌦X
⇤X)1l,

donde X0, Y0 2 D(L0) por el Lema 3.4.2. Aśı

Y0 + tr(⌦X
⇤X)1l = X⇤X =

⇥

X0 + tr(⌦X)1l
⇤⇤⇥

X0 + tr(⌦X)1l
⇤

.
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Desarrollando y despejando la última expresión obtenemos



tr(⌦X⇤X)


tr(⌦X)




2
1l = X⇤

0X0 + tr(⌦X)X
⇤
0 + tr(⌦X)X0  Y0.

El Lema 3.4.1 asegura que el lado derecho pertenece a D(L0), ya que L0 es una ⇤-álgebra.
Pero 1l /2 D(L0) (Lema 3.4.1), entonces la identidad anterior solo es posible si

tr(⌦X⇤X) =


tr(⌦X)




2
.

La forma sesquilineal (A,B) = tr(⌦A⇤B) cumple con las condiciones del Lema 3.4.3. Por
la ecuación (3.16), con A = X y B = 1l, sabemos que la desigualdad siempre se tiene. Para
conseguir la igualdad en la demostración del Lema 3.4.3, es necesario que

0 = tr


⌦(X  tr(⌦X)1l)⇤(X  tr(⌦X)1l)


= tr
h



(X  tr(⌦X)1l)⌦1/2
⇤

(X  tr(⌦X)1l)⌦1/2


i

.

De lo cual se deduce
⇥

X  tr(⌦X)1l
⇤

⌦
1/2 = 0.

Ahora sea XX⇤ = Z0 + tr(⌦XX
⇤)1l, con Z0 = XX⇤  tr(⌦XX⇤)1l. Entonces, usando las

expresiones de X y X⇤ y despejando, obtenemos



tr(⌦XX⇤)


tr(⌦X⇤)




2
1l = X0X

⇤
0 + tr(⌦X

⇤)X0 + tr(⌦X⇤)X⇤
0  Z0.

Nuevamente, como el lado derecho pertenece al dominio de L0 y la identidad no, la única

manera de que la igualdad sea cierta es si tr(⌦XX⇤) =


tr(⌦X⇤)




2
. Esta igualdad se obtiene

solo si
tr


⌦(X⇤  tr(⌦X⇤)1l)⇤(X⇤  tr(⌦X⇤)1l)


= 0,

i.e.,
⇥

X⇤  tr(⌦X⇤)1l
⇤

⌦
1/2 = 0. De estas identidades se obtiene (3.17).

Por último, supongamos que ⌦ es no degenerado, es decir que no tiene valores propios
cero. Al ser ⌦ positivo, todos sus valores propios son positivos y existe una base ortonormal
{'n} para la cual,

⌦ =
1
X

`=1



g`ihg`


, g` :=
p

`'`, ` 2 N.

Cada ` es un valor propio asociado al vector propio '` (descomposición espectral de ⌦).
Entonces, para cada 'k,

0 =
⇥

X  tr(⌦X)1l
⇤

⌦'k = k

⇥

X'k  tr(⌦X)'k

⇤

,

por lo tanto X = tr(⌦X)1l. Concluimos que A = C1l. ⌅
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Caṕıtulo 4

Construcción de un operador ⌦.

El objetivo de este caṕıtulo será mostrar, mediante un ejemplo, la existencia de funciones
en R+ que cumplen las hipótesis dadas en la Proposición 3.3.9 del Caṕıtulo 3. Para ello
usaremos los polinomios de Laguerre (ref. [15]).

4.1. Funciones de Laguerre.

Definición 4.1.1 Definimos los polinomios de Laguerre mediante la fórmula

Ln(x) = exDn(xnex), Dn :=
dn

dxn
n  0.

Estos polinomios forman una base ortogonal numerable del espacio de las funciones medibles
con norma kgke <1, i.e., satisface las relaciones

hg, gie := kgk2e, hLm, Lnie = m!n!m,n,

y el producto interno

hf, gie :=
Z 1

0

f(x)g(x)exdx,

y sus combinaciones lineales finitas son densas. Una pequeã modificación de estos polinomios
nos permite obtener las funciones de Laguerre, que son elementos del espacio (L2(R+), h·, ·i),
con su producto interno definido como

hf, gi =
Z 1

0

f(x)g(x)dx, f, g 2 L2(R+).

Definición 4.1.2 Definimos las funciones de Laguerre en el espacio


L2(R+), h·, ·i


de
la siguiente forma

 Ln(x) :=
1

n!
ex/2Ln(x) =

1

n!
ex/2Dn(xnex), n  0. (4.1)

47
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Ahora mostraremos que la colección { Ln}n0 forma una base ortonormal del espacio
H(R+). Para ello, requerimos un pequeño lema.

Lema 4.1.3 Una función f(x) pertenece a


L2(R+), h·, ·i


si y solo si kgke < 1, donde

g(x) = f(x)ex/2 y k · ke es la norma inducida por h·, ·ie.

Demostración. Sea f 2


L2(R+), h·, ·i


, tenemos que g(x) = f(x)ex/2 es una función
medible y cumple

kgk2e = hg, gie =
Z 1

0



f(x)ex/2
2
exdx = kfk2 <1.

Ahora, si kgke <1, tomando f(x) = g(x)ex/2 tenemos que f es medible y

hf, fi =
Z 1

0



g(x)ex/2
2
dx =

Z 1

0

g(x)2exdx = hg, gie <1,

Lo cual muestra que f 2


L2(R+), h·, ·i


. Esto concluye la demostración. ⌅

Proposición 4.1.4 La colección { Ln}n0 forma una base ortonormal del espacio


L2(R+), h·, ·i


.

Demostración. Primero verificaremos la ortogonalidad,

h Ln,  Lmi =
1

n!

1

m!

Z 1

0

Ln(x)Lm(x)e
x =

1

n!

1

m!
hLn, Lmie = n,m, n,m  0.

De la ecuación anterior se se obtiene que { Ln}n0 es un conjunto ortonormal.
Ahora supongamos que existe f 2



L2(R+), h·, ·i


ortogonal al conjunto { Ln}n0. Usando
el Lema 4.1.3, para cada n 2 N, tenemos lo siguiente,

0 = h Ln, fi =
1

n!

Z 1

0

ex/2Ln(x)f(x)dx

=
1

n!

Z 1

0

Ln(x)


f(x)ex/2


exdx =
1

n!
hLn, gie .

(4.2)

donde f(x)ex/2 = g(x) pertenece al espacio de las funciones medibles definidas en R+ con
norma k · ke finita, y al ser {Ln}n0 una base de este espacio se tiene que g = 0, es decir
f = 0. Esto muestra que { Ln}n0 es una base de



L2(R+), h·, ·i


.
De la ecuación (4.2) se observa que para calcular los coeficientes de Fourier de una fun-

ción, f 2


L2(R+), h·, ·i


, basta usar los coeficientes de Fourier de la función g = f(x)ex/2

en el espacio


H(R+), h·, ·i


, con los Ln normalizados. ⌅

Definición 4.1.5 Para los polinomios de Laguerre se define su función generadora mediante

 (x, t) :=
1
X

n=0

Ln(x)

n!
tn,



t


 < 1. (4.3)
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Usando la definición de los polinomios de Laguerre se puede demostrar que

 (x, t) =
1

1 t
exp

✓

xt

1 t

◆

,


t


 < 1. (4.4)

Despejando la exponencial y derivando respecto a t se obtiene

@

@t
exp

✓

xt

1 t

◆

= (1 t)
@ 

@t
(x, t)  (x, t)

= (1 t)
1
X

n=1

Ln(x)

(n 1)!
tn1

1
X

n=0

Ln(x)

n!
tn

=


L1(x) L0(x)


+
1
X

n=1



Ln+1(x) (n+ 1)Ln(x)
 tn

n!
.

(4.5)

Ahora, como

@

@t
exp

✓

xt

1 t

◆

=
x

(1 t)2
exp

✓

xt

1 t

◆

=
x

1 t
 (x, t),

despejando x (x, t) de la última ecuación, y usando (4.5) se obtiene

x (x, t) =


L1(x) L0(x)


+
1
X

n=1



Ln+1(x) (n+ 1)Ln(x)
 tn

n!




L1(x) L0(x)


t
1
X

n=1



Ln+1(x) (n+ 1)Ln(x)
tn+1

n!

=


L1(x) L0(x)


+


L2(x) 3L1(x) + L0(x)


t

+
1
X

n=2



Ln+1(x) (2n+ 1)Ln(x) n2Ln1(x)
 tn

n!
.

(4.6)

Por último, usando (4.3) en (4.6) y comparando término a término, se llega a la fórmula de
recurrencia

Ln+1(x) = (2n+ 1 x)Ln(x) n2Ln1(x). (4.7)

Proposición 4.1.6 Para las funciones de Laguerre se tiene la siguiente relación de recu-
rrencia,

 Ln+1(x) =
1

n+ 1



(2n+ 1 x) Ln(x) + n Ln+1(x)


, n  1. (4.8)

Además, para su derivada se cumple,

 L0
n(x) =  L0

n1(x)
1

2



 Ln(x) +  Ln1(x)


. n  1. (4.9)
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Demostración. Observe que para obtener (4.7) solo se involucraron derivadas parciales
respecto a t. Entonces es válido hacer lo siguiente,

 Ln+1(x) =
1

(n+ 1)!
ex/2Ln+1(x)

= (2n+ 1 x)
1

(n+ 1)!
ex/2Ln(x)

1

(n+ 1)!
ex/2n2Ln1(x)

=
1

n+ 1



(2n+ 1 x) Ln(x) + n Ln+1(x)


.

Para la derivada tenemos,

D Ln(x) =
1

2
 Ln(x) +

1

n!
ex/2Dn+1(xnex)

=
1

2
 Ln(x) +

1

n!
ex/2Dn(nxn1ex  xnex)

=
1

2
 Ln(x) + e

x/2D





ex/2


✓

1

(n 1)!
ex/2Dn1(xn1ex)

◆

= D Ln1(x)
1

2



 Ln(x) +  Ln1(x)


.

Estos cálculos muestran (4.8) y (4.9) respectivamente. ⌅

Es posible seguir desarrollando la ecuación (4.9) y dejarla en términos de los  Lk, con k
anteriores a n, aśı obtenemos el siguiente resultado.

Lema 4.1.7 Para cada n  1 se tiene

 L0
n(x) =

1

2
 Ln(x)

n1
X

k=0

 Lk(x).

Demostración. Procederemos por inducción sobre n. Tenemos que  L0(x) = ex/2 y  L0
0(x) =

1
2
 L0(x), además por la ecuación (4.9)

 L0
1(x) =  L0

0(x)
1

2



 L1(x) +  L0(x)


=
1

2
 L1(x)  L0(x).

Vemos que la ecuación se cumple para el caso base, ahora supongamos que

 L0
n(x) =

1

2
 Ln(x)

n1
X

k=0

 Lk(x).

Veremos que se vale para n+ 1. Por la ecuación (4.9)

 L0
n+1(x) =  L0

n(x)
1

2



 Ln+1(x) +  Ln(x)


=
1

2
 Ln(x)

n1
X

k=0

 Lk(x)
1

2



 Ln+1(x) +  Ln(x)


=
1

2
 Ln+1(x)

n
X

k=0

 Lk(x).
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Esto demuestra lo deseado. ⌅

Por último, es posible definir una función generadora para los { Ln}n0 mediante el uso
de la función generadora de los {Ln}n0 descrita en la ecuación (4.4).

Definición 4.1.8 Para las funciones de Laguerre definimos su función generadora mediante,

(x, t) :=
1
X

n=0

 Ln(x)t
n = ex/2 (x, t) =

1

1 t
exp

✓

x(1 + t)

2(1 t)

◆

, (4.10)

esto para


t


 < 1.

4.2. Construcción del operador ⌦.

El objetivo de esta sección será construir un operador ⌦ 2 L1(H) que cumpla las condi-
ciones de la Proposición 3.3.9. Para ello usaremos las funciones de Laguerre y sus propiedades
estudiadas en la sección anterior.
Consideraremos el espacio de sucesiones cuadrado-sumables sobre C, definido mediante

`2(N) :=
n

(bn)n0 : bn 2 C,
X

n0



bn




2
<1

o

.

Definición 4.2.1 [Propiedad O] Sean b = {bn}n0 en `2(N), y { Ln}n0 las funciones de
Laguerre. Tomando c = {cn}n0, con cn :=

1
2n
bn para cada n  0, definimos al operador, que

depende de la sucesión b

⌦ :=
X

n0



gnihgn


, dónde gn = cn  Ln, cn =



cn




kck`2
, n  0, (4.11)

Mostraremos que los operadores con la propiedad O satisfacen las hipótesis de la Propo-
sición 3.3.9. Para esto usaremos los siguientes lemas.

Lema 4.2.2 Los operadores ⌦, con la propiedad O, pertenecen a L1(H) y son estados.

Demostración. Como cada


bn


 es no negativo tenemos,

0 


cn


 =
1

2n


bn


 


bn


, entonces kck`2  kbk`2 .

Esto muestra que la sucesión c está en `2(N), consecuentemente la sucesión c que resulta de
normalizar la sucesión c también pertenece a `2(N), y tiene norma igual a uno. Entonces, para
⌦ definido como en (4.11) y usando como base de H a las funciones de Laguerre, tenemos

k⌦k1 =
X

k0

h⌦ Lk,  Lki =
X

k0



 h Lk, gki




2
= 1.

El operador ⌦ es positivo ya que está representado en su forma espectral, y sus valores pro-
pios son no negativos. Esto prueba que es un estado. ⌅
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Lema 4.2.3 Supongamos que ⌦ tiene la propiedad O. Para cada n  0, las funciones gn
pertenecen a W 1,2(R+). Más aún,

X

n0

kg0nk2H <1.

Demostración. Por definición de las funciones de Laguerre tenemos que cada gn 2 C1(R+),
y la suma de sus normas es igual a uno. Ahora debemos verificar que la norma de las g0n sea
finita. Para ello, usando el Lema 4.1.7 obtenemos

kg0nk2H =




cn





2k L0
nk2H =





cn





2

 

1

2
k Lnk2H +

n1
X

k=1

k Lkk2H

!

 (n+ 1)




cn





2
,

esto para cada n  0.
Por lo anterior, y usando la forma en que están definidas las cn, se verifica,

X

n0

kg0nk2H 
1

kck2`2

X

n0

(n+ 1)

22n


bn




2


kbk2`2
kck2`2

.

Esto muestra lo deseado. ⌅

Lema 4.2.4 Los operadores que cumplen con la propiedad O satisfacen

X

n0



gn(0)




2
<1.

Demostración. Para demostrar esto usaremos la expresión (4.10) en el punto (x, t) = (0, 1
2
),

por lo cual tenemos
1
X

n=0

1

2n
 Ln(0) =

✓

0,
1

2

◆

= 2.

Para que la serie converja, los términos deben converger a cero conforme n crece, aśı la
sucesión {2n



 Ln(0)


} converge a cero. En consecuencia, existe una constante, M > 0, tal
que

1

2n


 Ln(0)


 M, 8n  0.

Entonces,
1
X

n=0



gn(0)




2
=

1

kck2`2

1
X

n=0



bn




2






1

2n
 Ln(0)







2

M2kbk2`2
kck2`2

.

⌅

Ahora estamos listos para probar la existencia de los operadores ⌦.



4.2. CONSTRUCCIÓN DEL OPERADOR ⌦. 53

Teorema 4.2.5 Sea ⌦ un operador que satisface la propiedad O. Entonces ⌦ es un estado
y cumple las condiciones de la Proposición 3.3.9.

Demostración. Por el Lema 4.2.3 las funciones gn, de la definición 4.2.1, pertenecen a
W 1,2(R+) y por el Lema 4.2.2 se obtiene que ⌦ 2 L1(H) es un estado. Usando los Lemas
4.2.3 y 4.2.4, y el hecho que estas series convergen absolutamente, tenemos,

X

n0



gn(0)




2
+ kg0nk2H



=
X

n0



gn(0)




2
+
X

n0

kg0nk2H <1.

Esto demuestra que el conjunto de operadores que satisfacen las hipótesis de la Proposición
3.3.9 es no vaćıo. ⌅
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Conclusiones y perspectivas

Hemos discutido el concepto de álgebra dominio máxima del generador infinitesimal de
un semigrupo dinámico cuántico. Aunque para los semigrupos uniformemente continuos esta
álgebra coincide con el dominio, mediante un ejemplo hemos demostrado que, en casos más
singulares, esta álgebra puede consistir sólo de los múltiplos de la identidad.
No obstante, para los semigrupos completamente positivos continuos en una topoloǵıa

más débil que la uniforme, existen varios puntos principales aún por estudiar:

1. ¿Bajo qué condiciones el álgebra dominio máxima es densa o trivial?

2. Para el caso cuando el álgebra máxima es densa ¿Es posible caracterizar los correspon-
dientes generadores infinitesimales?

3. Las mismas preguntas para el caso cuando el álgebra dominio máxima no es densa.

Para el caso del Teorema 3.3.9 ¿Cuáles son las condiciones necesarias y suficientes para
que se cumpla la ecuación (3.10)?
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Apéndice A

Derivada débil y continuidad absoluta.

En este apéndice se compilan algunas definiciones y resultados sobre derivada débil y
los espacios de Sobolev en algún conjunto abierto ⌦ ⇢ Rn, con el objetivo de estudiar la
relación que existe entre éstos, y sentar las bases para los resultados que se establecen en
los caṕıtulos principales de esta Tesis. Por último, se enuncia y demuestra el Teorema de
Meyers-Serrin, el cual establece que las funciones infinitamente diferenciables pertenecientes
a un determinado espacio de Sobolev, forman un subconjunto denso de este.
Durante este caṕıtulo ⌦ denotará un subconjunto abierto de Rn, con n 2 N.

A.1. Convolución y funciones regularizantes

Gran parte de los resultados que aqúı se presentan carecerán de demostración, pero estas
pueden ser consultadas en [9], u otros textos que abarquen estos temas. El objetivo es tener
en mente la existencia de varios resultados que nos fueron de ayuda durante la elaboración
de esta tesis, sin apartar la atención de lo mas importante.

Definición A.1.1 Tenemos las siguientes definiciones,

i) Denotaremos al espacio de funciones continuas sobre un subconjunto ⌦ de Rn mediante
C(⌦). Además, para k  1, definimos

Ck(⌦) := {f 2 C(⌦) : @jf existe y @jf 2 C(⌦), para 1  j  k}.
Donde @jf representa cualquier derivada parcial de f de orden j.

ii) Definimos el conjunto de funciones k-diferenciables de soporte compacto, mediante

Ck
c (⌦) := {f 2 Ck(⌦) : f tiene soporte compacto contenido en ⌦}.

iii) Diremos que un subconjunto abierto U ⇢ ⌦ está compactamente contenido en ⌦

si U es compacto y esta contenido en ⌦; y la denotaremos mediante U b ⌦.

Para 1  p <1 definimos

Lp
loc(⌦) := {f : ⌦ ! C medible : f

U
2 Lp(⌦), para cada U b ⌦}.

57
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Note que, si f 2 Cc(Rn), g 2 L1
loc(R

n) y sop(f) ⇢ Br(0), entonces

f(x y)g(y) = f(x y)g(y)Br(x)(y) 8x, y 2 Rn.

Como

g(y)Br(x)(y) 2 L1(Rn) y x = f(x ·) 2 L1(Rn),

la función y 7! f(x y)g(y) es integrable en Rn para cada x 2 Rn.
Esto da pie a la siguiente definición.

Definición A.1.2 Sea f 2 C0
c (R

n) y g 2 L1
loc(R

n). La convolución de f con g es la función
f ⇤ g : Rn ! R dada por

(f ⇤ g)(x) :=

Z

Rn

f(x y)g(y)dy

A continuación enlistaremos algunas de las propiedades más elementales de la convolu-
ción.

Proposición A.1.3 a) Si f 2 C0
c (R

n) y g 2 L1
loc(R

n), entonces f ⇤ g 2 C0(Rn), en parti-
cular f ⇤ g es medible.

b) Si f 2 C1
c (R

n) y g 2 L1
loc(R

n), entonces f ⇤ g : Rn ! R pertenece a C1(Rn) y

@

@xi
(f ⇤ g) =

@f

@xi
⇤ g, 8i = 1, . . . , n.

c) Sea k 2 N [ {1}. Si f 2 Ck
c (R

n) y g 2 L1
loc(R

n), entonces f ⇤ g 2 Ck(Rn).

d) Si f 2 Cc(Rn) y g 2 Lp(Rn) con p 2 [1,1], entonces f ⇤ g 2 Lp(Rn) y

kf ⇤ gkp  kfk1kgkp.

Proposición A.1.4 [Desigualdad de Young] Sean f 2 Lp(R) y g 2 Lq(R). Para r tal
que 1

r
= 1

p
+ 1

q
 1, la funcion f ⇤ g está bien definida y se cumple

kf ⇤ gkr  kfkpkgkq.

Ahora definiremos lo que es una sucesión de funciones regularizantes, aśı como unas
propiedades de estas, que nos serán de utilidad más adelante.

Definición A.1.5 Una sucesión de funciones {⇣n}n2N se llama una sucesión regulari-
zante si, para todo k 2 N, se cumple

⇣k 2 C1
c (R

n), ⇣k  0, sop(⇣k) ⇢ Bn(0, 1/k),

Z

Rn

⇣k = 1.
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Ejemplo A.1.6 Sea

⇢(x) :=

(

exp
⇣

1
kxk21

⌘

si kxk < 1,
0 si kxk  1,

y sea c1 =
R

Rn ⇢. Definimos
⇢k := ckn⇢(kx).

Se puede comprobar que (⇢k) es una sucesión regularizante. A este ejemplo se le llama su-
cesión regularizante estándar.

Lema A.1.7 Sean (⇢k) una sucesión de funciones regularizantes y f 2 L1
loc(⌦) tal que

sop(f) ⇢ ⌦. Entonces

sop(f ⇤ ⇢k) ⇢

⇢

x 2 Rn : dist(x, sop(f)) 
1

k



.

Proposición A.1.8 Dadas g 2 C0
c (⌦) y una sucesión regularizante (⇢k), existe k0 2 N tal

que ⇢k ⇤ g 2 C1
c para todo k  k0 y

ĺım
k!1

kg  ⇢k ⇤ gkp = 0, 8p 2 [1,1).

A.2. Derivada débil

En esta sección definimos a la derivada débil, para introducir el concepto de espacio de
Sobolev, asi como unas pequeñas propiedades que serán necesarias para la demostración del
teorema de Meyer-Serrin. Las demostraciones omitidas en esta sección pueden ser consultadas
en [9].

Proposición A.2.1 a) Si ' 2 C1
c (⌦), entonces
Z

⌦

@'

@xi
= 0, 8i = 1, . . . , n.

b) Si f 2 C1(⌦), ' 2 C1
c (⌦) entonces
Z

⌦

@f

@xi
'+

Z

⌦

f
@'

@xi
= 0, 8i = 1, . . . , n.

El resultado anterior motiva la definición de una función débilmente diferenciable, como
hacemos a continuación.

Definición A.2.2 Sea u 2 L1
loc(⌦). Decimos que u es débilmente diferenciable en ⌦ si

existen v1, . . . , vn 2 L1
loc(⌦) tales que

Z

⌦

u
@'

@xi
+

Z

⌦

vi' = 0 8' 2 C1
c (⌦), (A.1)

para toda i = 1, . . . , n. A vi se le llama la i-ésima derivada débil de u en ⌦ y se denota
Diu := vi.
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Observación A.2.3 Si v, w 2 L1
loc(⌦) satisfacen



Z

⌦

v' =

Z

⌦

u
@'

@xi
=

Z

⌦

w', 8' 2 C1
c (⌦),

entonces v = w c.d. en ⌦. Es decir, para cada i = 1, . . . , n la función vi que cumple la
ecuación (A.1) es única.

Observación A.2.4 Si u 2 C1(⌦), entonces u es débilmente diferenciable en ⌦ y

Diu =
@u

@xi
, i = 1, . . . , n.

Los siguientes resultados establecen que el conjunto de las funciones débilmente diferenciables
forman un espacio vectorial, y su estructura es casi un álgebra de funciones.

Proposición A.2.5 Si u, v 2 L1
loc(⌦) son débilmente diferenciables y , µ 2 R, entonces

u+ µv es débilmente diferenciable y

Di(u+ µv) = Diu+ µDiv, 8i = 1, . . . , n.

Proposición A.2.6 Si u 2 L1
loc(⌦) es débilmente diferenciable en ⌦ y ⇣ 2 C1

c (⌦), entonces
la extensión trivial de ⇣u, es decir cero fuera del soporte de ⇣, es débilmente diferenciable en
Rn y

Di(⇣u) =
@⇣

@xi
u+ ⇣Diu.

Ahora introducimos el concepto del espacio de Sobolev W 1,p(⌦).

Definición A.2.7 Sea 1  p  1. El espacio de Sobolev W 1,p(⌦) se define como

W 1,p(⌦) := {u 2 Lp(⌦) : u es débilmente diferenciable en ⌦, Dku 2 Lp(⌦), k = 1, . . . , n.}.

Para u 2 W 1,p(⌦) definimos

kukW 1,p(⌦) :=

(



kukpp + kD1ukpp + . . .+ kDnukpp
1/p

si 1  p <1
máx{kuk1, kD1uk1, . . . , kDnuk1} si p =1.

Observación A.2.8 En el caso de ⌦ ⇢ R se tienen los espacios,

W 1,p(⌦) = {u 2 Lp(⌦) : u es débilmente diferenciable en ⌦, Du 2 Lp(⌦)}
W 2,p(⌦) = {u 2 Lp(⌦) : u es débilmente diferenciable en ⌦, Du 2 W 1,p(⌦)}.

Estos son usados en el caṕıtulo 3 de este trabajo.

Estos últimos resultados serán relevantes en la parte final de este caṕıtulo.
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Proposición A.2.9 W 1,p(⌦) es un espacio vectorial, y k·kW 1,p(⌦) es una norma en W 1,p(⌦)
para todo p 2 [1,1].

Lema A.2.10 Sean p 2 [1,1] y (uk) una sucesión en W 1,p(⌦) tal que uk ! u en Lp(⌦) y
Diuk ! vi en Lp(⌦), para cada i = 1, . . . , n. Entonces u es débilmente diferenciable en ⌦,
Diu = vi para todo i = 1, . . . , n, y uk ! u en W 1,p(⌦).

Teorema A.2.11 W 1,p(⌦) es un espacio de Banach para todo p 2 [1,1].

Lema A.2.12 Sean p 2 [1,1) y ( k) una sucesión en C1(Rn) \W 1,p(Rn) tal que  k ! u
en W 1,p(Rn). Entonces existe una sucesión ('k) en C1

c (R
n) tal que 'k ! u en W 1,p(Rn).

A.3. Funciones absolutamente continuas

En la primera parte de esta sección veremos algunas definiciones y propiedades de las
funciones absolutamente continuas, cuyas demostraciónes pueden ser consultadas en [25]. En
la segunda parte se mostrará que cada función absolutamente continua sobre un intervalo de
R pertenece a cierto espacio de Sobolev sobre el mismo intervalo. En esta sección definiremos
lo que es una función absolutamente continua aśı como algunas propiedades que son de gran
utilidad.

Definición A.3.1 Una función f sobre el intervalo cerrado y acotado [a, b] se dice que es
absolutamente continua en [a, b] si para cada ✏ > 0, existe un  > 0 tal que para cada
colección finita y disjunta {(ak, bk)}nk=1 de intervalos abiertos en (a, b),

si
n
X

k=1

[bk  ak] < , entonces
n
X

k=1

|f(bk) f(ak)| < ✏.

De la definición anterior se observa que cada función absolutamente continua es continua,
pero no necesariamente al revés.

Ejemplo: Si f es una función de Lipschitz en un intervalo cerrado y acotado [a, b],
entonces f es absolutamente continua en [a, b].

Teorema A.3.2 Sea f una función absolutamente continua en el intervalo cerrado y acota-
do [a, b]. Entonces f es diferenciable casi dondequiera en (a, b), su derivada f 0 es integrable
sobre [a, b], y

Z b

a

f 0(x)dx = f(b) f(a).

Definición A.3.3 Sea [a, b] un intervalo cerrado y acotado de R, y supongamos que una
función g : [a, b]! R es Lebesgue integrable sobre [a, b]. Decimos que una función f , definida
sobre [a, b], es la integral indefinida de la función g, si

f(x) = f(a) +

Z x

a

g(t)dt, 8x 2 [a, b].
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El siguiente resultado nos provee de una caracterización de las funciones absolutamente
continuas, la cual usaremos en vez de la definición A.3.1. Denotaremos el conjunto de las
funciones absolutamente continuas sobre ⌦ mediante AC(⌦).

Teorema A.3.4 Una función f : [a, b]! R es absolutamente continua en [a, b] si y solo si
es una integral indefinida sobre [a, b].

Ahora mostraremos un resultado que relaciona las funciones absolutamente continuas y
las funciones débilmente diferenciables. Antes definimos el conjunto AC(I), como el conjunto
de las funciones absolutamente continuas sobre I, un intervalo de R; y

ACp(I) := AC(I) \W 1,p(I), 1  p  1.

Proposición A.3.5 Sea ⌦ = [a, b]. Entonces, f 2 ACp(⌦) si y solamente si f 2 W 1,p(⌦).

Demostración. La primera parte es inmediata de la definición de ACp(⌦), pero la otra
dirección requiere un poco más de trabajo, aunque ésta puede consultarse en la referencia
[6], Teorema 8.2. ⌅

Los anteriores resultados pueden ser extendidos al caso de un intervalo abierto acotado,
y después al caso de un intervalo no acotado. Para ello se debe modificar la definición de
función absolutamente continua, de la siguiente forma.

Definición A.3.6 Sea I ⇢ R un intervalo. Diremos que f : I ! R es una función abso-
lutamente continua en I si para cada intevalo cerrado acotado J ⇢ I se tiene que f es
absolutamente continua en J .

La siguiente definición está motivada por el Teorema A.3.4.

Definición A.3.7 Sea I un intervalo en R. Una función F : I ! C es absolutamente
continua si existe una función medible f : I ! C que es integrable sobre cada intervalo
cerrado y acotado contenido en I, y además

F (x) = F (a) +

Z x

a

f(t)dt, para a, x 2 I. (A.2)

De la definición A.3.6 surge la siguiente incógnita, si al tomar dos intervalos I1, I2, tales
que su intersección es no vaćıa y sus respectivas funciones g1 y g2, deacuerdo con el teorema
A.3.4, ¿Cuál es la relación entre las funciones g1 y g2?
El siguiente Teorema responde esta incógnita.

Proposición A.3.8 Sean I un intervalo en R, y f una función absolutamente continua en
I en el sentido de A.3.6. Dados dos intervalos acotados J1, J2 ⇢ I con cada uno de la forma

Jk := [ak, bk], ak, bk 2 I k = 1, 2 ,

es posible escribir a f






Jk
, según el Teorema A.3.4, mediante

f(x) = f(ak) +

Z x

ak

gk(t)dt, k = 1, 2. (A.3)

Si J1 \ J2 es no vaćıa, tenemos que g1 = g2 casi dondequiera en J1 \ J2.
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Demostración. Si J1 \ J2 es no vaćıa tenemos dos casos:
(a) J1 \ J2 = {a2}, donde a2 = b1, ó

(b) J1 \ J2 = [a2, b1], con a2 < b1.

Para el caso (a) el enunciado se verifica fácilmente. Para el caso (b) usaremos la Proposición
A.3.5. Aśı para cada ' 2 C1

c (⌦) se cumple
Z b1

a2

(g1')(t)dt =

Z b1

a2

(f'0)(t)dt =

Z b1

a2

(g2')(t)dt.

Lo cual implica,
Z b1

a2

(g1  g2)(t)'(t)dt = 0, 8' 2 C1
0 (⌦).

De lo cual concluimos que g1 = g2 casi donde quiera en [a2, b1]. ⌅

Es posible ver que las definiciones A.3.6 y A.3.7 son equivalentes.

Proposición A.3.9 Las definiciones A.3.6 y A.3.7 son equivalentes.

Demostración. Se sigue del Teorema A.3.4, y las Proposiciones A.3.5 y A.3.8. ⌅

Observación A.3.10 Es necesario hacer notar la equivalencia de la proposición A.3.5, ya
que en el art́ıculo de A.S. Holevo, referencia [17], se refiere al conjunto AC2(⌦), mientras
que en este trabajo se realiza con el espacio de Sovoleb W 1,2(⌦), del cual aprovechamos
algunas de las propiedades existentes, y damos un mayor desarrollo a diversos conceptos
que, tanto el autor del art́ıculo [17] como investigadores adentrados en el tema, conocen y
da por conocidos.

A.4. Teorema de Meyers-Serrin

En esta sección mostraremos que el espacio C1(⌦)\Wm,p(⌦) es denso en Wm,p(⌦) bajo
la norma de este último. La prueba que daremos fue dada por Norman G. Meyers y James
Serrin [23] en 1964. El teorema dice lo siguiente:

Teorema A.4.1 La cerradura, en la norma de Wm,p(⌦), de C1(⌦)\Wm,p(⌦) es Wm,p(⌦).

Antes de proceder con la prueba será necesario introducir el concepto de partición de la
unidad.

Definición A.4.2 Una familia (f↵)↵2I de funciones continuas f↵ : X ! R, con dominio en
un espacio topológico, se dice que es una partición de la unidad en X si para cada x 2 X
se cumple que f↵(x) = 0 excepto para un conjunto numerable de ı́ndices Fx ⇢ I, y

X

↵2I

f↵(x) = 1.
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La prueba del Teorema A.4.1 recae en el siguiente lema.

Lema A.4.3 Si u posee derivadas de orden m en ⌦ con todas ellas en Lp
loc(⌦), entonces para

cada " > 0 existe una función v 2 C1(⌦) tal que u v 2 Wm,p(⌦) y ku vkWm,p(⌦) < ".

Demostración. Definamos los conjuntos ⌦k mediante

⌦k :=


x 2 ⌦ : kxk < k, dist(x, @⌦) > 1/k
 

,

donde k = 1, 2, . . .. Por conveniencia definiremos ⌦0 = ⌦1 = ?. Observe que ⌦k ⇢ ⌦k+1,
para k = 1, 0, 1, 2, . . .
Ahora sea ( k) una partición de la unidad en ⌦ tal que

sop( k) ⇢ ⌦k+1 \ ⌦k1, k = 1, 2 . . .

También, sea (⇢k) una sucesión de funciones regularizantes que satisfacen las siguientes
condiciones

(1) sop(⇢k) =


x 2 Rn : kxk < 1/(k + 1)(k + 2)
 

, y

(2) k⇢k ⇤  ku  kukWm,p(⌦) < "/2k+1, para k = 1, 2, . . .

Afirmación: sop(⇢k ⇤  ku) ⇢ ⌦k+2 \ ⌦k2.
Sabemos que sop( ku) ⇢ ⌦k+1 \ ⌦k1. Entonces por el Lema A.1.7

sop(⇢k ⇤  ku) ⇢ {x 2 Rn : dist(x,⌦k+1 \ ⌦k1) < 1/(k + 1)(k + 2)}.

Tomemos x 2 sop(⇢k ⇤  ku), y 2 ⌦k+1 \ ⌦k1 y z 2 @⌦. Como y 2 ⌦k+1, kyk < k + 1 y
dist(y, @⌦) > 1/(k + 1), entonces

i) kxk  kx yk+ kyk  k + 1 + 1/(k + 1)(k + 2) < k + 2,

ii) kx zk  kz  yk kx yk > 1/(k + 1) 1/(k + 1)(k + 2) = 1/(k + 2).
Esto muestra que sop(⇢k ⇤  ku) ⇢ ⌦k+2.
Sea k > 2. Veremos que sop(⇢k ⇤  ku) * ⌦k2, como y /2 ⌦k2 se cumple alguna de las

siguientes afirmaciones

a) kyk  k  1, entonces para x 2 sop(⇢k ⇤  ku)

kxk  kyk kx yk > k  1 1/(k + 1)(k + 2) > k  2,

b) dist(y, @⌦)  1/(k  1), entonces para x 2 sop(⇢k ⇤  ku), z 2 @⌦

kx zk  kx yk+ ky  zk < 1/(k + 1)(k + 2) + 1/(k  1).

Por cálculo directo se obtiene que

1

(k + 1)(k + 2)
+

1

(k  1)
<

1

(k  2)
.
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Esto significa que sop(⇢k ⇤  ku) * ⌦k2, lo cual muestra la afirmación. NAfirmación

Por esto, la serie

v(x) =
1
X

k=1

(⇢k ⇤  ku) (x)

converge para cada x 2 Rn y define una función en C1(⌦). Finalmente, eligiendoN = 1, 2, . . .
tenemos

ku vkWm,p(⌦N ) =









N+1
X

k=1

(⇢k ⇤  ku  ku)









Wm,p(⌦N )


N+1
X

k=1

k⇢k ⇤  ku  kukWm,p(⌦)  "/2

Ahora, tomando el ĺımite cuando N ! 1, el resultado se sigue del Teorema de convergencia
monótona de Lebesgue. ⌅
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Apéndice B

Kernel de operadores de la clase de
traza

Durante este caṕıtulo H denotará un espacio de Hilbert separable. Comenzaremos defi-
niendo lo que es un operador de Hilbert-Schmidt, y presentaremos algunas propiedades de
estos operadores.

B.1. Operadores de Hilbert-Schmidt

Definición B.1.1 Sea T 2 B(H). Tenemos las siguientes definiciones.

(a) Sea {'n}n2N una base ortonormal de H. Definimos tr : B(H) ! C, la traza de T ,
mediante

tr(T ) :=
1
X

n=1

hT'n, 'niH .

(b) Definimos el valor absoluto de T como

|T | :=
p
T ⇤T .

(c) Diremos que T es un operador de la clase de traza si y solo si

tr|T | <1,

denotando la familia de operadores de la clase de traza por L1(H).

(d) Sea T 2 B(H). Diremos que T es un operador de Hilbert-Schmidt si y solo si

tr(T ⇤T ) <1.

Denotaremos la familia de operadores de Hilbert-Schmidt sobre H por L2(H).

Proposición B.1.2 Para T 2 B(H) se tienen las siguientes equivalencias

67
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1) T 2 L2(H),

2) T ⇤T = |T |2 2 L1(H),

3)
P

n2N kT'nk <1, esto para cualquier base ortogonal {'n}n2N de H.

Demostración. Se sigue inmediatamente de las definiciones. ⌅

El siguiente lema nos dice que los operadores de rango finito pertenecen a L2(H).
Lema B.1.3 L1(H) ⇢ L2(H)
Demostración. Se sigue del lema anterior. ⌅

El siguiente teorema es un resultado clásico, y lo presentaremos sin demostración.

Teorema B.1.4 Los operadores de rango finito son k · k2-densos en L2(H), con

kTk2 := tr(T ⇤T ) = tr|T |2.

B.2. Kernel de un operador de Hilbert-Schmidt

Durante esta sección el par (M,µ) repesentará un espacio de medida -finito.

Lema B.2.1 Sea K 2 L2(M ⇥ M,µ ⌦ µ) entonces el operador AK está bien definido y
kAKk  kKkL2(M⇥M,µ⌦µ), donde

AK : L
2(M,µ) ! L2(M,µ),

actuando de la siguiente forma

(AK')(x) :=

Z

M

K(x, y)'(y)dµ(y), 8' 2 L2(M,µ).

Demostración. Sea f(x, y) = |K(x, y)|2, f : M ⇥M ! R. Por hipótesis K pertenece a
L2(M⇥M,µ⌦µ) y por el Teorema de Fubini, existe un conjunto ⌦ ⇢M con µ(⌦) = 0, tal que

f(x, ·) 2 L1(M,µ) para todo x 2 M \ ⌦. Esto significa que |K(x, ·)|2 2 L1(M,µ), lo cual
implica K(x, ·) 2 L2(M,µ), es decir

✓
Z

M

|K(x, y)|2dµ(y)
◆1/2

<1,

esto para x 2M \ ⌦ y en consecuencia para estos x 2M \ ⌦ tenemos








Z

M

K(x, y)'(y)dµ(y)











Z

M

|K(x, y)||'(y)|dµ(y)




Z

M

|K(x, y)|2dµ(y)
1/2 Z

M

|'(y)|2dµ(y)
1/2

,
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esta última desigualdad por Cauchy-Schwarz. Se sigue






Z

M

K(x, y)'(y)dµ(y)






2



Z

M

|K(x, y)|2dµ(y)
Z

M

|'(y)|2dµ(y)

y
Z

M







Z

M

K(x, y)'(y)dµ(y)






2

dµ(x) 

Z

M

Z

M

|K(x, y)|2dµ(y)dµ(x)
Z

M

|'(y)|2dµ(y),

es decir,
Z

M

|AK'(x)|2dµ(x) 
Z

M⇥M

|K(x, y)|2dµ(y)dµ(x)
Z

M

|'(y)|2dµ(y).

Esta desigualdad muestra que AK 2 L2(M,µ) y que kAK'k22  kKk22k'k22. ⌅

Lema B.2.2 Si {'n}n2N es una base ortonormal de L2(M,µ), entonces {'n'm} es una base
ortonormal para L2(M ⇥M,µ⌦ µ).

Demostración. Veremos primero la ortonormalidad. Como
Z

M⇥M

'n(x)'m(y)'r(x)'s(y)d(µ⌦ µ) =

Z

M

'n(x)'r(x)dµ(x)

Z

M

'm(y)'s(y)dµ(y),

se sigue que
h'n'm, 'r'siM⇥M = h'n, 'ri h's, 'mi = n,rm,s.

Para verificar que es completo, sea f(x, y) 2 L2(M ⇥M,µ⌦ µ) tal que
Z

M⇥M

'k(x)'l(y)f(x, y)dµ(x)dµ(y) = 0.

Por el Teorea de Fubini, la integral anterior puede escribirse como
Z

M

✓
Z

M

'k(x)f(x, y)dµ(x)

◆

'l(y)dµ,

y al tener {'l}l2N una base ortonormal de L2(M,µ) resulta
Z

M

'k(x)f(x, y)dµ(x) = 0,

excepto para y 2 Sk ⇢M con µ(Sk) = 0 y aśı, para y /2 S =
S

k2N Sk con µ(S) = 0, se tiene
Z

M

'k(x)f(x, y)dµ(x) = 0, 8k 2 N, 8y 2M \ S.

Ahora, como {'k}k2N es una base ortonormal de L2(M,µ), obtenemos que f(x, y) = 0 µ-c.d.
En consecuencia f(x, y) = 0, µ⇥ µ -c.d.

kfk22 =
Z

M⇥M

|f(x, y)|2d(µ⌦ µ) =

Z

M

✓
Z

M


M\S

|f(x, y)|2dµ
◆

dµ = 0.

⌅
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Corolario B.2.3 Todo K 2 L2(M ⇥M,µ⌦ µ) puede escribirse como

K(x, y) =
1
X

n,m=1

↵n,m'n(x)'m(y),

donde ↵n,m son los coeficientes de Fourier en L2(M ⇥M.µ⇥ µ), dados por

↵n,m = hAK'n, 'miL2(M,µ) .

Demostración. Por el lema anterior {'n'm}n,m2N es una base ortonormal para L
2(M⇥M),

y los coeficientes de Fourier son

h'n'm, KiL2(M⇥M) =

Z

M⇥M

K(x, y)'n(x)'m(y)d(µ⌦ µ)

=

Z

M

Z

M

K(x, y)'n(x)'m(y)dµ(x)dµ(y)

=

Z

M


Z

M

K(x, y)'n(x)dµ(x)



'm(y)dµ(y)

=

Z

M

(AK'n)(x)'m(y)dµ(y)

= h'm, AK'niL2(M,µ) = ↵n,m.

⌅

Corolario B.2.4 Para todo K 2 L2(M ⇥M) el operador AK : L
2(M)! L2(M) tal que

(AK')(x) =

Z

M

K(x, y)'(y)dµ(y)

está en L2(L2(M)) y kAKk2 = kKkL2(M⇥M).

Demostración. Calcularemos la norma de AK en L
2(L2(M)),

kAKk22 = tr(A⇤
KAK)

=
1
X

n=1

kAK'nk2L2(M)

=
1
X

n=1

1
X

m=1

| hAK'n, 'miL2(M) |2

=
1
X

n=1

1
X

m=1

|↵n,m|2

= kKk2L2(M⇥M) <1,
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pues K 2 L2(M ⇥M).
Entonces, AK 2 L2(L2(M)) y kAKk2 = kKkL2(M⇥M). ⌅

Terminamos con un teorema que caracteriza a los operadores de Hilbert-Schmidt.

Teorema B.2.5 Sea H = L2(M,µ). A 2 B(H) es de Hilbert-Schmidt si y solo si existe una
función K 2 L2(M ⌦M,µ⇥ µ) tal que

(A')(x) =

Z

M

K(x, y)'(y)dµ(y), 8' 2 H,

y además kAk22 =
R

M⇥M
|K(x, y)|2d(µ⌦ µ).

Demostración. Por el corolario anterior sabemos que la asignación K 7! AK es una iso-
metŕıa de L2(M ⇥M) en L2(H), aśı que su rango es cerrado.
A continuación mostraremos que los operadores de rango finito están en ese rango y, por

la densidad de éstos en L2(H), el rango es todo L2(H).
Sea R =



⇠ih⌘


, con ⇠, ⌘ 2 H. Tenemos que KR(x, y) = ⇠(x)⌘(y), aśı KR 2 L2(M ⇥M)
pues

kKRk2L2(M⇥M) = k⇠⌘k2L2(M⇥M) =

Z

M⇥M

|⇠(x)⌘(y)|2d(µ⌦ µ)

=

Z

M

|⇠(x)|2dµ(x)
Z

M

|⌘(y)|2dµ(y) = k⌘k2Hk⇠k2H <1.

Con esto

(AKR
') (x) =

Z

M

⇠(x)⌘(y)'(y)dµ(y) = ⇠(x)

Z

M

⌘(y)'(y)dµ(y)

= h⌘, 'iH ⇠(x) =


⇠ih⌘


'


(x).

Por último, como los operadores de rango finito son k · k2-densos y el rango es cerrado obte-
nemos lo deseado. ⌅
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