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Introducciéon

Existen muchos enigmas fiicos esperando por una respuesta satisfactoria y falta
mucho camino por recorrer si nuestro objetivo es tener una teoria que describa de ma-
nera completa y coherente al Universo en toda su complejidad. Actualmente el modelo
estandar de particulas y el Modelo Estandar cosmolégico son las mejores teorias fisicas
que tenemos para describir y entender, a pequenaas y grandes escalas nuestro Universo.
No obstante su éxito, es importante recordar que los modelos presentan aspectos y resul-
tados incompletos, por lo que cabe la posibilidad de que en el futuro surjan observaciones
y avances tedricos que incorporen ideas y planteamientos no convencionales que nos per-
mitan entender el Universo. Esta esperanza se basa en el importante nimero de nuevas
observaciones experimentales que se estan realizando tanto en fisica de particulas como
en cosmologia, entre las que se encuentran: los experimentos del LHC en el CERN, las
mediciones de la radiacion coésmica de fondo por Planck, la nucleosintesis, las superno-
vas la y las rotaciones galacticas, entre otros y la posibilidad de que estos experimentos
puedan guiar la investigacion actual.

Desde el punto de vista tedrico uno se pregunta qué ideas e hipotesis nos pueden
permitir resolver alguno de los problemas que enfrenta la fisica como: el problema de
jerarquia, el de la energia oscura, el de la materia oscura, etc. Una de las ideas posibles es
la de dimensiones espaciales extras. La premisa detras de esta idea es sencilla y consiste
en pensar que vivimos en un Universo de aparentemente una dimensiéon temporal y tres
dimensiones espaciales, pero que sin embargo puede ser que el universo tenga efectiva-
mente, un espacio de alta dimensionalidad, solamente que nos encontramos limitados en
nuestra capacidad para experimentar y comprender todas estas dimensiones. Historica-
mente las dimensiones extras han sido objeto de estudio desde que Gunar Nordstrom
introdujo la idea hace 99 anos [1] y después de que Theodor Kaluza y Oskar Klein la
reintrodujeron en la década de los 1920 [2], con el objetivo fallido de unificar la Re-
latividad General de Einstein y la teoria electromagnética de Maxwell. El surgimiento
de la teoria de supercuerdas en la década de los anos 70, gener6é una actividad consi-
derable en el estudio de las consecuencias de las dimensiones extras, ya que esta teoria
estd definida de manera natural en espacios-tiempo de 10-dimensiones. Con el paso del
tiempo, el interés de los cientificos se ha extendido a modelos inspirados en la teoria
de cuerdas aunque no necesariamente relacionados con ésta. Como consecuencia de la
intensa actividad de investigacion en este campo, a menudo escuchamos conceptos tales
como: cuerdas, membranas, dimensiones extras, compactificaciones, orbifolios, universos
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paralelos, multiuniversos, etc. Todos estos elementos e ideas emergentes brindan la posi-
bilidad de aproximarnos a un conocimiento méas amplio de la fisica-matematica, por ello
debemos mantener la mente abierta a todos estos conceptos hasta que los experimentos
y datos observacionales determinen si los modelos de dimensiones extras se ajustan en
alguna medida a la descripcion del Universo.

Hasta antes de 1998 las dimensiones extras fueron introducidas en la fisica a la
Kaluza-Klein (KK). Para que las dimensiones extras de KK sean compatibles con la
fisica observable, es necesario que éstas sean muy pequenas, del orden de la longitud
de Planck 1073 cm., sin embargo despties de la aparicion del articulo [3] El problema
de jerarquia y nuevas dimensiones a un milimetro de los autores Nima Arkani-Hamed,
Savas Dimopoulos y Gia Dvali (ADD), hubo un tremendo interés por entender las con-
secuencias que la idea de las dimensiones extras grandes pudieran tener en la fisica. La
premisa basica del modelo ADD es suponer que nuestro Universo 4D (3-brana) es una
subvariedad de un espacio-tiempo de mayor dimension, por ejemplo de 6D, y que la
materia estd confinada a la 3-brana mientras que la interacciéon gravitacional permea el
espacio-tiempo de mayor dimensionalidad, o dicho de otra manera, que la interaccion
gravitacional es la tinica que tiene acceso a las dimensiones extras. En este modelo se
habla de dimensiones extras grandes porque como el titulo del articulo lo indica, las di-
mensiones extras en este modelo pueden ser del orden de decimas de milimetros, esto
es, 10733 ordenes de magnitud mas grandes que el tamafio tipico de las dimensiones ex-
tras de Kaluza-Klein. Este modelo permite también reformular el problema de jerarquia
en términos del tamano de las dimensiones extras. Cabe senalar que aunque el modelo
ADD no esta necesariamente relacionado con la teoria de cuerdas, si esté inspirado en
las propiedades de algunos objetos definidos de manera natural en la teoria de cuerdas,
como lo son las D-branas. Este tipo especial de branas son superficies donde viven los
extremos de cuerdas abiertas y como consecuencia, tienen la propiedad de que la ma-
teria estd confinada a estas superficies. Poco despties de la apariciéon del modelo ADD
aparecieron varias otras construcciones similares, destactandose entre ellas los llamados
modelos de Randall-Sundrum (RS). El modelo de Randall-Sundrum I (RSI) [4] consiste
de dos 3-branas planas (métrica de Minkowski) encajadas en un espacio anti de Sitter 5-
dimensional (AdS5). La dimension espacial extra tiene la topologia de un orbifolio S1/22
y las dos membranas estan situadas en los puntos fijos de este orbifolio. Este modelo tiene
varias virtudes interesantes, entre ellas: es solucion de las ecuaciones de Einstein 5D con
constante cosmolégica A < 0 y replantea al igual que el modelo ADD el problema de
jerarquia en términos del tamano de la dimension extra. El modelo de Randall-Sundrum
IT (RSII) [5] es un modelo en donde so6lo existe una 3-brana plana encajada en AdS5 y
puede pensarse como un caso limite del modelo RSI en donde una brana es mandada al
infinito, como consecuencia, la dimensiéon extra es de tamano infinito. Los modelos RS
son modelos tipicos de lo que la gente refiere como mundos membrana y en particular
algunos utilizan el adjetivo membranas delgadas para enfatizar que las membranas se
introducen explicitamente como funciénes de distribucién delta de Dirac en la accién,
localizandolas en algin punto de la dimension extra. En contraste, existen también mo-
delos de mundos membrana denominados membranas gruesas o gordas, en estos modelos
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la membrana aparece como una pared de dominio o en general como un defecto topolo-
gico de la teoria hiper-dimensional y por tanto estd asociada a un campo, tipicamente
a un campo escalar, aunque no exclusivamente. En la literatura a menudo se dice que
la membrana estd hecha del campo al que esta asociado el defecto topoloégico y su gor-
dura esté asociada al tamano caracteristico no nulo del defecto. A nivel de la métrica
la diferencia fundamental entre el modelo de KK y los modelos de mundos brana tipo
RS es que en el primer caso el espacio-tiempo es factorizable en la forma: mundo 4D x
dimensiones extras, mientras que en los mundos brana la métrica no es factorizable ya
que la parte de la métrica 4D esta multiplicada por un factor llamado warping factor o
factor de doblamiento que depende de las dimensiones extras.

Al reconocerse las fuentes de las propiedades tan importantes de los modelos RS, la
gente se pregunt6 inmediatamente por posibles generalizaciones del modelo o construc-
ciones analogas. Una posibilidad utiliza la idea de espacios encajados en otros espacios
de mayor dimensio. Por ejemplo, el modelo RSII se puede visualizar como una 3-brana
plana encajada en AdS5. Ambos espacios son méximamente simétricos, entonces uno se
puede preguntar que otros espacios maximamente simétricos se pueden encajar en un
espacio maximamente simétrico de dimension mayor. De las diferentes posibilidades que
existen, en este trabajo estamos interesados en un mundo brana tipo de Sitter (dS) el
cual consiste en encajar una membrana con geometria dS, en un espacio-tiempo dSs. Esta
idea fue investigada en 2002 [7} [§], pero sélo recientemente se han reconocido propiedades
importantes del modelo al investigarlo con mayor detalle [9, 10l 11]. La construccion ha
sido realizada en las versiones de membrana delgada y gruesa y conserva muchas de las
caracteristicas importantes del modelo RSII. El interés fisico en esta construccion esté
relacionado con las observaciones de supernovas que nos llevaron a la conclusion de que
nuestro Universo se esta expandiendo de manera acelerada [12], [13] y el espacio més senci-
llo que nos genera un universo en expansion es el espacio dS, el cual por cierto, es solucion
de las ecuaciones de Einstein con constante cosmologica positiva. Dado que en los mundos
brana, nuestro universo es representado por la 3-brana, existen mejores posibilidades de
describir el comportamiento cosmolégico de nuestro universo, si la membrana esta dotada
de una constante cosmologica positiva.

El objetivo principal de esta tesis es presentar las caracteristicas importantes de los
mundos brana tipo dS y compararlos con las caracteristicas correspondientes del modelo
RSII. Para ello se ha dividido el trabajo en 4 capitulos. En el capitulo 1 se hace un repaso
de la idea de las dimensiones extras. Se comienza discutiendo las dimensiones extras d
la Kaluza-Klein y se analizan las caracteristicas basicas del modelo. A continuacion se
discute la idea de localizacion de campos en una pared de dominio, la cual constituye uno
de los dos pilares del modelo ADD. Posteriormente se revisan los modelos membrana mas
conocidos: ADD, RSI y RSII y se discuten sus propiedades. El capitulo finaliza con una
discusion de otras construcciones posibles de mundos brana. Dado que mayoritariamente
los modelos de mundos brana estan formulados en espacios maximamente simétricos, el
capitulo 2 estd dedicado a presentar las ideas basicas de estos espacios. En el capitu-
lo 3 nos especializamos en el espacio méximamente simétrico con curvatura positiva y



signatura Lorentziana, esto es, el espacio de Sitter. Se analiza este espacio en diferentes
coordenadas (globales, conformes, planas y estaticas), se estudian las geodésicas asi co-
mo sus diagramas de Penrose. De particular importancia es la secciéon donde se presenta
la relacion del espacio dS con la métrica de Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker. La
construccion del mundo brana dS se presenta y discute en el capitulo 4, se comienza plan-
teando la accién del modelo y se encuentran soluciones tanto de membrana delgada como
de membrana gorda. Se exponen en detalle las diferentes posibilidades para encajar una
membrana dS; en dSs, como se vera, estas posibilidades estan asociadas a la curvatura
k de las 3 dimensiones espaciales en la métrica dS,. El caso k = 0 es el que mejor se
conoce en la literatura, este caso permite soluciones de membrana delgada y gruesa, y
muy recientemente se present6 el estudio de la localizacion de los campos de espin: 0, 1/2
y 1 en el caso de membrana gruesa [14]. En este trabajo a manera de ejemplo se discute
el caso de la localizacion del campo escalar. En el capitulo también se estudia el modelo
en el caso k # 0. El trabajo finaliza con la seccién de conclusiones.
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Dimensiones extras

Dentro del marco de las teorfas convencionales permanecen muchas interrogantes
sin respuesta. ;En que marco o contexto existen 4, 9 o 25 dimensiones espaciales? ;Por
qué el valor de la constante cosmoldgica es tan pequeno? ;Qué sucedi6é realmente en el
Big Bang? ;Cual sera el destino del Universo? Estas y muchas otras cuestiones surgen
de la observacion y del analisis del comportamiento del Universo y nos dan motivo para
introducir y estudiar nuevas ideas que nos ayuden a responder estas interrogantes, en
particular a lo largo de los anos los fisicos han introducido en este contexto la idea de
dimensiones extras.

Percibimos un Universo con una dimensién temporal y tres dimensiones espaciales,
puede ser sin embargo que el Universo esté descrito efectivamente por un espacio de alta
dimensionalidad, solamente que nos encontramos limitados en nuestra capacidad para
experimentar y entender todas estas dimensiones. Las teorias de dimensiones extras y en
particular los llamados modelos de mundos brana son un camino posible para aproximar-
nos al entendimiento de la gravedad, sin abandonar la relatividad general de Einstein.
Ademas el paradigma de los mundos brana permite construir modelos que hacen posible
incorporar las restricciones fisicas del modelo estandar de particulas (ver por ejemplo
[15] y referencias alli citadas), del modelo estandar de la cosmologia (ver por ejemplo
[16] y referencias alli citadas), y entre muchas otras cosas permite realizar una propuesta
a la solucion de problemas como: el de jerarquia, el de la constante cosmologica, el de
materia y de energia oscura, entre otros. El estudio de los modelos de mundos brana ha
llegado a ser un tema muy fructifero, involucrando varias areas de la fisica tedrica. Es
justo decir, sin embargo, que muchas de las lineas de investigacion principales obedecen
a ideas especulativas mas que a hechos bien establecidos, no obstante, el estudio de los
mundos brana es guiado por los principios de la fisica y de la consistencia matematica, y
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por las posibilidad de conectar estos modelos con teorias mas fundamentales, y asi con
experimentos en un futuro cercano.

En los modelos de mundos brana se considera un espacio-tiempo de altas dimensio-
nes, con una topologia particular, el cual es llamado el bulk (volumen) y las branas las
constituyen hipersuperficies encajadas en el bulk, el cual es llamado "bulto", de forma tal
que, en los modelos de branas, se asume que el Universo observable, descrito en buena
aproximacion por el modelo estandar de particulas y el modelo estandar cosmologico,
queda restringido a la brana. En este capitulo haremos una revision breve de las caracte-
risticas principales de las diferentes formas en que se consideran a las dimensiones extras:
la idea de Kaluza-Klein (KK) y los modelos de mundos brana ADD, RSI y RSII.

1.1. Dimensiones extras a la Kaluza-Klein (KK)

El primer registro que se tiene de la idea de dimensiones extras se debe al fisico
Finlandés Gunnar Nordstrom en 1914 [I]. En esos anos dos de los problemas relevantes en
fisica eran: 1) construir una teoria de la gravitacion consistente con la Relatividad Especial
y 2) construir una teoria unificada de la gravitacion y la electrodindmica. Nordstrom
trabajo arduamente en el primer problema, sin embargo no lo pudo resolver debido a
que trabajo con una teoria escalar al igual que Newton, no obstante propuso una teoria
de la gravitacion escalar relativista. Una vez que tuvo esta teoria, Nordstrom tratd de
resolver el segundo problema, para ello consider6 la teoria de Maxwell en un espacio
de 5-dimensiones (5D) y requiriendo que los campos no dependieran de la coordenada
espacial extra, obtuvo una teoria 4-dimensional que incluia la teoria de Maxwell y su
teoria escalar de la gravitacion.

Con el surgimiento de la Relatividad General de Einstein en 1916, la cual describe
la interacciéon gravitacional de manera correcta a través de un tensor métrico, el primer
problema quedo resuelto y algunos cientificos concentraron sus esfuerzos en resolver el
segundo. En este contexto Theodor Kaluza en 1919 y Oskar Klein en 1926 [2] propusie-
ron una manera de unificar los campos electromagnético y gravitacional, al considerarlos
campo gravitatorio de cinco dimensiones, de modo similar a como lo habia hecho Nords-
trom. Ademaés, para obtener la fisica en el mundo 4D Nordstrom partié6 de una teoria
electromagnética en 5D, mientras Kaluza y Klein lo hicieron a partir de un campo gra-
vitatorio. Especificamente Kaluza y Klein partieron de la accion de Hilbert-Einstein de
la Relatividad General en 5D

C3
S=——— [ dzy/ R 1.1
167G () / 7/ 9ol R, (1.1)

donde g5y denota el determinante de la métrica y R es el escalar de curvatura del
espacio-tiempo 5D, y consideraron que la topologia del espacio-tiempo 5D esté descrita
por el producto directo: My ® S! donde My es una variedad pseudo-Riemanniana 4D y
S1 es un circulo de radio R. Si dividimos las coordenadas del espacio-tiempo 5D en la
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forma X* = (2, Rf) donde z* denota las coordenadas del espacio-tiempo 4D y 6 es la
coordenada angular de S* y por lo tanto satisface la condicion de periodicidad § = 6+ 2,
es posible hacer un desarrollo en serie de Fourier de las componentes del tensor métrico
en la direcciéon de la dimension extra

96w (T BO) =D gy in (@)™, (1.2)

donde g(4)§\%\,(a¢) denota el n-ésimo modo de Fourier, los cuales solo dependen de las

coordenadas del espacio-tiempo 4D y por lo tanto se interpretan como campos en 4D. Es
claro que como n € Z, hay un nimero infinito de estos campos. Como resultado se tiene
que los modos con n # 0 estdn asociados con campos masivos, mientras que aquellos
asociados con n = 0 son no masivos.

Figura 1.1: En esta figura se representa la topologia del espacio-tiempo considerada por
Kaluza y Klein. Cada punto de la red bidimensional representa un punto del espacio-
tiempo de Minkowski 4D. En cada punto la cuarta dimension espacial esta representada
por St

Con el objetivo de mantener la discusion tan simple como sea posible, mostremos
la validez de esta afirmacion en el caso de un campo escalar no masivo en 5D, para el
cual la métrica es el producto directo de la métrica de Minkowski 4D y S!. En este caso
la acciéon del campo escalar es

1
S = §/d4de9 O @M@, (1.3)

durante todo este trabajo los indices griegos corren de 0 a D — 1, la signatura para el
espacio-tiempo es (—, +,+,...,+) y la velocidad de la luz es ¢ = 1. El elemento de linea
para este caso sera

dsé) = Ny (z)datdz” + R*d6>. (1.4)
Debido a la topologia del espacio-tiempo 5D podemos desarrollar el campo escalar en
términos de la serie de Fourier

O (2t y) = Z ¢n(x“)em9. (1.5)
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con n € Z. La ecuacion de movimiento del campo escalar ® (z#, y) es la ecuacion de

Klein-Gordon 5D )
(aﬂa# + §892> P (:Cua y) =0, (16>

con lo cual cada modo ¢, (x#) satisface la ecuacion

(auaﬂ - %Z) n(2") = 0. (1.7)

Consecuentemente, cada modo de Kaluza-Klein (KK) se puede interpretar como un cam-
po escalar 4D de masa m,, = ‘lRl, lo cual muestra nuestra afirmacion. Técnicamente a este
procedimiento de ir de una teoria de dimensién mayor a una de dimensién menor se le
llama compactificacion. Queda claro entonces que al compactificar una teoria de campo
escalar no masivo 5D, uno obtiene una teoria de un campo escalar no masivo 4D asociada
al modo cero del desarrollo de Fourier, y un nimero infinito de campos escalares masivos
conocidos como la torre de Kaluza-Klein, asociados a los modos restantes en el desarrollo

en serie de Fourier. Si hacemos la compactificacion al nivel de la accion ((1.3) obtenemos

lo cual es consistente con la interpretacion anterior. El factor de 2 R en la accién proviene
de integrar en la coordenada RO y corresponde al volumen de la dimension extra. Adicio-
nalmente es posible truncar de manera consistente en este caso la torre de Kaluza-Klein,
y quedarse tinicamente con el modo cero del campo, técnicamente a este procedimiento
se le llama reduccion dimensional.

Kaluza y Klein realizaron la reduccion dimensional de la accion ((1.1)) y obtuvieron

c3 1 1
S=—— [ d'z/ Ry — =0,00"¢ — ~e V3F, Fm 1.9
167G / VA ( 4~ 3 oleio 1€ p ; (1.9)
donde la constante de Newton 4D estd dada en términos de la 5D en la forma G'(4) = g%.

gwa) denota el determinante de la métrica del espacio-tiempo 4D y R4 es el escalar
de curvatura 4D. Si uno impone el valor ¢ = 0 entonces uno obtiene una acciéon que
solo involucra las acciones de Hilbert-Einstein y Maxwell en 4D, sin embargo es posible
mostrar que esta eleccion es inconsistente y uno irremediablemente tiene que considerar
el campo escalar ¢ en la teoria 4D. Es necesario imponer que ¢ > 0 para obtener el signo
correcto relativo al termino de la accion de Einstein-Maxwell. Esto significa que la quinta
dimension sea tipo espacio. Tal restriccion de Kaluza conduce a dificultades tanto para
la ecuacion del campo escalar como para la traza de la ecuacion de Einstein.

La reduccion dimensional es consistente a bajas energias £ < 1/R, ya que en es-
te caso solamente los campos sin masa contribuyen significativamente a la acciéon 4D,
mientras que a energias F > 1/R las dimensiones extras (si existen) se pueden mani-
festar. Dado que no hay evidencia experimental de la existencia de la torre de KK para
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particulas ordinarias (electrones, fotones, etc.) la escala de energia 1/R debe ser por lo
menos algunos cientos de GeV segun los resultados experimentales del Modelo Estandar,
asi que el tamaiio de las dimensiones extras 4 la KK debe ser tal que R ~ 1073°m.
A pesar de ser una idea revolucionaria, el mecanismo de KK no prosperé, en parte por
la ausencia de aplicaciones realistas. Una forma de salir de esta restriccion fue sugerida
en 1998 por Nima Arkani-Hamed, Savas Dimopoulos, Gia Dvali (lo que llevo al modelo
ADD) [3], basado en una idea formulada en 1983 por Valerij A. Rubakov y Mikhail E.
Shaposhnikov [17] y que revisamos brevemente en la secciéon siguiente como preparativo
al modelo ADD.

1.2. Localizacion sobre defectos topolégicos

Una serie de ideas que ahora constituyen uno de los pilares del paradigma de las
dimensiones extras surgieron y fueron desarrolladas en las décadas de los 80 y 90 del siglo
pasado por diferentes cientificos, entre ellos dos articulos destacados se deben a Akama
[18] y Visser [19]. La idea consiste en localizar materia sobre defectos topolégicos y fue
formulada, en la forma mas clara por Rubakov y Shaposhnikov [17], en el articulo titulado
“; Vivimos dentro una pared de dominio?” En esta seccién discutiremos de manera general
esta idea siguiendo la presentacion hecha en [20].

Por conveniencia explicaremos la esencia de esta idea en un modelo simplificado
donde suponemos que “nuestro” mundo es (2+1)-dimensional, mientras que la coordena-
da z es pensada como una “dimensiéon extra”. Supongamos que la teoria bajo este estudio
tiene un numero discreto de vacios degenerados los cuales estéan etiquetados por diferen-
tes valores de un parametro de orden. Elijamos dos de estos vacios arbitrariamente y
llamémoslos vacios I y II (ver Fig. ) Existe una configuracion de campo estatico,
una pared de dominio, la cual divide el espacio 3D en dos partes, digamos por ejemplo
que al lado izquierdo de la pared el sistema esta en el vacio I, mientras que al lado dere-
cho el sistema se encuetra en el vacio II. La pared de dominio representa un dominio de
transicion y es topolégicamente estable. Una vez creada, ésta no puede ser destruida. La
anchura ¢ de la pared de dominio depende de los detalles de la teoria en consideracion.
A distancias > 0 podemos ver a la pared de dominio como una superficie 2D.

Es posible excitar la configuraciéon de campo que describe la pared de dominio al
desplazar la pared a cierto punto o transfiriendo energia de alguna otra forma. Todas las
excitaciones posibles caen de manera natural en dos categorias. Algunas de ellas estan
localizadas sobre la pared (su extension espacial en la direccion perpendicular es del orden
de ¢). Estas son usualmente asociadas con modos cero. Desde el punto de vista (14+2)D,
los modos cero representan paticulas no masivas que se pueden propagar Unicamente a
lo largo de la superficie de la pared. El otro tipo de excitaciones estan deslocalizadas y
pueden escapar de la pared (esto es, se pueden propagar en la direccion perpendicular).
Estas excitaciones estan representadas por modos no-cero con valores propios de energia
tipicos del orden de 1/6. Desde el punto de vista (1+2)D cada modo no-cero representa
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una particula con masa M, ~ 1/J.

) g )
vacio T« pgrPd -»vacio 11

Figura 1.2: [lustracién de una pared de dominio separando dos vacios degenerados.

Si suponemos que toda la materia que vemos a nuestro alrededor esta hecha de
los modos cero atrapados sobre la superficie de la pared de dominio, entonces ‘“nuestro
mundo”estara confinado a la pared y sera efectivamente (1+2)D. Para poder descubrir la
tercera dimension espacial (perpendicular) un observador hecho de los modos cero tendra
que tener acceso a energias mayores a 1/4.

Toda esta historia suena similar a la discutida en la seccion [I.1] para el modelo de
Kaluza-Klein, sin embargo una distincion obvia entre el modelo de KK y la localizacion
sobre la pared de dominio (u otro defecto topologico) es la escala de masa de los modos
excitados. En el modelo KK las masas estan relacionadas al inverso del tamano de una
dimensién extra, mientras que en el caso de las paredes de dominio la dimensiéon extra
es infinita y la escala de masa esta determinada por el inverso de la anchura de la pared.
Esta distincion resulta crucial en las aplicaciones fisicas.

La existencia de al menos un modo cero es facil de demostrar. De hecho, la teo-
ria bajo consideracion tiene invariancia traslacional en las 3 direcciones espaciales. La
pared de domino rompe, espontaneamente, la invariancia con respecto a traslaciones en
la direccion z. La fisica se vuelve dependiente de la distancia a la pared en la direccion
perpendicular. Debido a este rompimiento de simetria y de acuerdo con el teorema de
Goldstone, surge un boséon de Goldstone el cual esta confinado a la superficie de la pared.
Si conocemos el perfil del parametro de orden que describe la pared (y el cual llamaremos
¢(2)), entonces el perfil del modo cero traslacional esta dado por la derivada d¢/dz.

El boson de Goldstone (1+42)D que aparece en esta forma tiene espin cero. De
hecho, el trabajo original de Rubakov y Shaposhnikov fue motivado por el deseo de
tener un boséon de Higgs cuya masa estuviera protegida, por el teorema de Goldstone
de adquirir divergencias cuadréticas en el ultravioleta, tipicas de las masas de particulas
escalares en teoria de campos. La novedad de la idea y su potencial no fueron reconocidos
hasta mediados de los 1990 dado que poco después de la publicacion de [17], la idea de
supersimetria atrajo la atencion de los cientificos en esta érea.
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1.3. Dimensiones extras (grandes) a la (ADD)

El modelo ADD aparece en escena en 1998 y es llamado asi en referencia a sus
proponentes: N. Arkani-Hamed, S. Dimopoulos y G. Dvali [3]. Este se basa en la idea
sencilla de que las dimensiones extras son accesibles s6lo a la gravedad y no a los campos
del Modelo Estandar. Una consecuencia de esta hipotesis es que las dimensiones extras en
estos modelos pueden ser del orden de pum. Al comparar el tamafio de estas dimensiones,
con el tamano de las dimensiones extras en los modelos de KK que son del orden de la
longitud de Planck, se utilizo el adjetivo de grandes para denominarlas. Técnicamente
la propuesta del modelo ADD es realizar un matrimonio entre el escenario de Kaluza-
Klein y la localizacion sobre las paredes de dominio. Como veremos, el compactificar
las dimensiones extras & la Kaluza-Klein resuelve el problema de la gravedad, mientras
que localizar todos los otros campos sobre la pared de dominio resuelve el problema de
jerarquiaﬂ.

Es justo mencionar que en el contexto de teoria de cuerdas hubieron algunos tra-
bajos previos al modelo ADD donde se introdujeron ideas similares. Por ejemplo en 1990
Antoniadis [2I] sugirié que podrian existir dimensiones extras grandes en el contexto del
Modelo estandar, con campos de norma propagandose en el bulto y campos de materia
localizados en los puntos fijos de un orbifolio (a pesar de que la palabra membrana nunca
fue usada). Poco tiempo después Petr Horava y Edward Witten [22] sefialaron que una
sola dimensién extra de tamafio ~ 10%® cm., podria eliminar la brecha entre la escala de
gran unificacion y la escala de Planck.

El modelo ADD parte de la suposicion de que el espacio-tiempo es (4+n)D, n > 1,
mientras que su geometria es factorizable: My ® K,,, o a nivel del intervalo

dsyn = Guo(x)datda” + Z dy?, (1.10)

donde la parte 4D de la métrica no depende de las coordenadas extras y,,.

Ahora bien, el Gran Colisionador de Hadrones en el CERN alcanzara energias del
orden de 10 TeV y estas son las energias méas grandes a las que tenemos acceso hoy dia
en experimentos terrestres, por lo que si elegimos la anchura de la pared de dominio de
forma tal que & < (10 TeV)™!, entonces a energias < 10 TeV la fisica es efectivamente
4D en todo los experimentos, excepto aquellos que involucran a la gravedad. Dado que

'El problema de jerarquia consiste en tener en la naturaleza dos escalas de energia completamente
diferentes para describir fisica fundamental: la escala de la teoria de particulas, esto es, la escala electro-
débil Mgy ~ 103 GeV y la escala de Planck Mp; ~ 10'? GeV, escala a la cual la gravedad se vuelve tan
o mas fuerte que las interacciones electrodébiles y a la cual se espera que la gravedad cuéntica juegue
un papel relevante. No es sb6lo el hecho de que parezca antinatural tener dos escalas de energia tan
separadas para describir fisica fundamental, un problema realmente serio consiste en que si pudiéramos
construir una teoria cudntica donde todas las interacciones estén unificadas, la cual describiria también
a la gravedad, la escala Mp; entraria en las correcciones cuénticas de todas las cantidades a la escala
electrodébil, ya que éstas no estan protegidas, por ejemplo, por simetrias, estropeando asi el exitoso
Modelo Estandar de bajas energias.
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la gravedad escapa al bulto, ésta es 4D solo a distancias r > R. A distancias r < R la
gravedad es (4 4+ n)D.

Como veremos, en este escenario se satisface que R > 9. De hecho si comenzamos
preguntando ;qué tamano R de las dimensiones compactas es compatible con lo que sa-
bemos de nuestro mundo hoy dia? nos sorprendemos de la respuesta. Experimentalmente
la gravedad esta bien estudiada con certeza a escalas del sistema solar, donde esta es cier-
tamente 4D, sin embargo conocemos su validez a pequenas distancias con mucho menos
exactitud. De hecho, debajo de aproximadamente 0.1 mm. la fuerza gravitacional no ha
sido medida, y uno no puede excluir la posibilidad de que a esas distancias la gravedad
sea (4 + n)D. Es esta ignorancia que tenemos sobre la fuerza gravitacional la que nos
permite la posibilidad de tener dimensiones extras grandesﬂ

Analiticamente la accion se puede escribir como

M 24n
S = %/d‘”"az\/m]%mm +/d4$\/9(4) (T + Lap(Pur)), (1.11)

donde My es la constante fundamental de la gravedad, guyn) ¥ R(a+n) son la métrica
y el escalar de curvatura (4 + n)D respectivamente, g4 es la métrica 4D y Ly g es un
lagrangiano que describe simbolicamente todos los campos del Modelo Estandar (los
cuales estan confinados en la brana). La escala de una masa tipica asociada con Ly,
la cual serda denotada como My, g, es: My;s ~ 100 GeV. Finalmente, T' es una constante
que tiene que ser ajustada de forma tal que el término cosmologico total, el cual incluye
a T més todas las correcciones cuanticas, se anule. Este es la condicion usual de sintonia
de la constante cosmolégica. El modelo ADD no introduce nada nuevo a este respecto.

Apliquemos el desarrollo en modos del campo gravitacional & la KK, y concentre-
mosnos Unicamente en el modo cero, esto es, despreciemos todos los estados en la torre
KK con masas del orden 1/R. Dado que el modo cero es independiente de las dimensio-
nes extras y, podemos realizar la integral en las n dimensiones extras para el término
gravitacional de la accion obteniendo

(Mf)2+n (4+4n) (Mf)2+n 4
T d X /g(4+n)R(4+n) — TVR d :L‘w/g(4)R(4), (1.12)

donde g(4) y R4 son la métrica y el escalar de curvatura 4D evaluados sobre el modo
cero, y V,, es el volumen de las dimensiones extras

V, = (2nR)". (1.13)

La expresion del lado derecho de la ecuacion ((1.12) es aplicable a distancias r > R. A
estas distancias la fuerza gravitacional toma la forma estandar de Newton

G
F— _Zwmamz (1.14)

r2

2En 1998 las medidas de la gravedad se habian realizado a distancias de 1mm. Experimentos poste-
riores realizados después de la sugerencia del modelo ADD dieron origen a una mejora en las medidas
de un orden de magnitud.
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donde la constante de Newton 4D esta determinada por el lado derecho de la ecuacion

[T12)
ey —1
Gy = (Mp)*"V,) . (1.15)
Al mismo tiempo, si r < R debemos entonces regresar a la ecuacion (1.11)), la cual implica
la siguiente ley de fuerza en (4 + n)D

G(4+n)m1 ma 1 mima

F(T) == rnt2 - (Mf)2+n rnt2

(1.16)

Ahora bien, al inspeccionar la ecuacion ([1.15]), un observador 4D interpretara el producto
(M;)**™V}, como el cuadrado de la masa de Planck

(Mp)*"V, = M2, ~ (10"°GeV)2. (1.17)

Esta ecuacion representa la consecuencia fundamental de las dimensiones extras en el
modelo ADD. Lo que hemos hecho hasta el momento es proponer una nueva escala
fundamental de masa en el espacio (4+n)-dimensional, que denotamos por M?Jr” y que
a través de esta ecuacion resulta relacionada con la escala de Plank en 4D y con el radio
R de las n dimensiones extras. Recordemos que My es la energia a la cual la gravedad
(44 n)D es fuerte. Escribiendo explicitamente el volumen V,, obtenemos

1

_2
Mf = m(QT[’RMPl)”'W, (118)

o despejando R en términos de My y Mp; obtenemos

2

1 Mp\ "
R~ —_— . 1.19
2m My <Mf) 19

La ultima suposicion es que la escala fundamental M sea del orden de 10 TeV, esto es, del
orden de la méxima energia experimental disponible (la cual es muy cercana a la escala
electrodébil). Si n = 1 entonces R < 10 cm., lo cual es definitivamente inconsistente
con la bien establecida ley de Newton a esas distancias. Asi una sola dimensién extra es
excluida en el escenario ADD. Paran =2 R ~ 0,1 mm., la cual también esta descartada
debido a observaciones cosmologicas y astronémicas. Asi, la existencia de tres o mas
dimensiones extras en el modelo ADD no es inconsistente con los datos experimentales
existentes. Es importante senalar que ain para valores grandes de n, el tamano de las
dimensiones extras R es grande comparado con ¢ y atin mas con M ]Sll. Debemos enfatizar
que no existe razon tedrica alguna detras de la eleccion My ~ 10 TeV. La tnica razon
es el deseo de tener nueva fisica en el rango accesible de energias. Si una escala tipica
es mayor a 10 TeV, podemos ajustar My de manera apropiada y obtener nuevos valores
ntmericos para los fenémenos fisicos conocidos.

Concluimos entonces que en el escenario ADD, la debilidad de la gravedad en com-
paracion con las otras fuerzas encuentra una explicacion en el hecho de que la gravedad
se diluye en el gran volumen de las dimensiones adicionales. La jerarquia entre la escala
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de Planck 4D y la magnitud de la “escala fundamental” serfa en realidad s6lo aparente.
Sin embargo, esta solucion solo traduce el problema de la jerarquia en el problema de la
discrepancia entre el gran tamano de las dimensiones extra R ~ 1 mm y su valor natural
R~ lp, ~ 10723 cm.

Poco tiempo después del surgimiento de los modelos ADD, se propusieron modelos
con caracteristicas similares, los llamados modelos de Randall-Sundrum (RSI) y (RSII),
que describiremos brevemente a continuacion.

1.4. Modelo de Randall-Sundrum I (RSI)

En el escenario ADD la gravedad de la pared de dominio como tal tiene un papel
irrelevante. Dado que las tensiones de la brana son pequenas, esta es una buena apro-
ximacion. Sin embargo esta propiedad no necesita satisfacerse en todo tipo de modelo
de dimensiones extras. En el escenario sugerido por Lisa Randall y Raman Sundrum en
1999, la gravedad inducida por la membrana deforma fuertemente las dimensiones ex-
tras, lo cual es fundamental para garantizar una localizacién apropiada de los campos.
Una observacion general sobre la cual se basa la construcciéon consiste en notar que si
uno tiene 3-branas en 5D, uno puede en principio balancear los efectos gravitacionales
de las branas con una constante cosmolégica 5D del bulto, para obtener una teoria en la
cual la constante cosmolégica efectiva de nuestro mundo 4D se anule. El precio a pagar
por este ajuste fino es tener un espacio de fondo 5D fuertemente curvado. Existen dos

bulto 5D

Zall y
0 i

Figura 1.3: Representacion del modelo de RSI.

modelos propuestos por Randall y Sundrum, los cuales difieren por el nimero de mem-
branas consideradas. En el primer modelo propuesto por ellos introdujeron 2 membranas,
mientras que en el segundo se considera el limite en el que una de las dos membranas
se manda a infinito, quedando asi un modelo con solo una membrana. A estos modelos
se les conoce como los modelos RSI [4] y RSII [5, [6] respectivamente. En esta seccion
nos concentraremos en el modelo RSI, en el cual se consideran dos membranas o branas
de 4D, encajadas en un espacio-tiempo de anti-de Sitter 5D (AdSs), donde una de las
membranas representa el Universo fisico observable y la otra es la llamada membrana
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oculta (ver Fig. (1.3)). En este modelo se supone que la dimension extra es compacta y
tiene la topologia de un orbifolio S*/Z, y las membranas estan localizadas en los puntos
fijos del orbifolio, una en el origen y = 0 y la otra en y = 7R = [ (ver Fig. (1.4)).

El orbifold S'/Z, se obtiene al identificar los puntos opuestos de un circulo S* de
radio r, mediante la transformaciéon Zs : y — —y, por consiguiente la coordenada extra
se puede considerar como un segmento de linea recta cuya longitud es 7r, y donde los
extremos y = 0 y y = [ son puntos fijos bajo la transformacion Z,; de tal forma que las
branas se encuentran ubicadas en estos puntos fijos que a su vez constituyen los contornos
del espacio-tiempo en 5D.

\
+y
A ’
0 7R 0 R
~ 2R \ ~-R
' \
-y
y
¢

. >y
0 7R

Figura 1.4: Representacion gréafica del orbifold S*/Z,.

La accion que describe este modelo esta dada por

S = M}Z’/d%\/ l95)| (Resy — 205) + /d4$ [\/ 908 (Lor + Var) +/1gth | (Loz + Vb2)] ;

(1.20)
donde gé’i) y g?f) son las métricas inducidas en las branas que se localizaneny =0y y = [,
respectivamente. As, My y R son la constante cosmologica, la constante fundamental
de la gravedad y el escalar de Ricci en 5D respectivamente. Por otro lado tenemos que Ly
y Ly son los lagrangianos de los campos contenidos en las branas, cuyo valor esperado
del vacio es cero. Los términos Vi, v Vi son las contribuciones a la energia del vacio,
de campos cuyo valor esperado del vacio es distinto de cero, e stos actuan como fuentes
gravitatorias incluso en ausencia de excitaciones de las particulas. El primer paso es
encontrar la métrica para dicha configuracion. Puesto que estamos buscando soluciones
a las ecuaciones de Einstein en 5D que puedan ajustarse a la realidad, es necesario que
la métrica sobre las branas preserve la invariancia de Poincaré, de manera tal que el
universo 4D que se pueda derivar de esta teoria, aparecerd como plano y estatico. Esto
lleva al siguiente ansatz:

ds® = e_%(y)nwdm“dat” +r%dy®, con —1<y<lI, (1.21)

donde r es el radio de compactificacion, e 2 es una funcién de la dimension extra,
llamada factor de doblamiento y 7, es la métrica de Minkowski 4D. La métrica ((1.21))
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no es factorizable, aunque parece describir un escenario Kaluza-Klein usual, no es el
producto de un espacio de Minkowski con una variedad compacta, en realidad corresponde
a dos parches del espacio AdS; unidos a lo largo de la dimension extra, y donde las
hipersuperficies 4D son planas, es decir, la métrica inducida es la de Minkowski. Es
importante mencionar que debido a la invariancia de Poincaré 4D de la métrica, en
este fondo cada campo se puede descomponer en ondas planas 4D. Como resultado se
encuentra que los modos de vibracion inferiores estan sobre la brana o en una vecindad
de la misma, mientras que los modos superiores estan lejos de la brana. Esta propiedad
estd detras de muchas de las peculiaridades fisicas que emergen de la métrica de RSI.
Bajo estas observaciones realizamos una variaciéon sobre la accion para asi obtener
las ecuaciones de campo de Einstein en 5D:

1
\/196)] (RMN - §QMNR(5)) = 2M3 [2/\5\/ g + Viry /190 g5, 0% %0 (1) +

95923050y — D), (1.22)

con M, N =0,1,2,3,5. Puede observarse que la parte derecha corresponde al término
de fuente y la izquierda al tensor de curvatura. Llevando la métrica de prueba (1.21]) a
las ecuaciones de campo, se obtiene el siguiente sistema

2
d)/sz) = _GA_]\;;w (1.23)
<b’;(2y) = 62%5@) + 6]‘\/;;5(@/ —1), (1.24)
obteniendo como solucién para ¢(y), consistente con la simetria y — —y
As
¢(y) =rlylk, donde k= i (1.25)

Evidentemente una soluciéon real para ¢ so6lo existe si la constante cosmoldgica es A5 < 0,
lo que a su vez muestra que el espacio-tiempo entre las branas debe ser AdSs. El caso
en el que ¢ es puramente imaginario corresponde a un factor de doblamiento oscilante,
el cual no es de importancia en el modelo RSI. Esta restriccién se puede pensar como la
condicion de ajuste fino para una constante cosmologica efectiva en 4D. Si asumimos que
k < My, esto quiere decir que la curvatura del bulto es menor comparada con la escala
de Planck en altas dimensiones. Por tltimo, la métrica de fondo en el modelo de RSI esta
parametrizada por

ds* = e %Wy datda” + r2dy?. (1.26)

De la solucién que acabamos de encontrar para ¢, vemos que la primera derivada de ¢ es

¢'(y) = sgn(y)k. (1.27)
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El término sgn(y) puede ser escrito como una combinacion de funciones Heaviside

sen(y) = 0(y) — 0(—y). (1.28)

Asf la segunda derivada es
" (y) = 2krd(y). (1.29)

Esta funcion delta surgioé de la torsion de ¢ en el origen y = 0, la cual, se obtiene para
el caso de una sola membrana situada en el origen (ver Fig [1.5). De la misma manera,
el punto de torsion en y = [ da lugar a otra funcién delta, y la expresion completa para

¢ (y) es
¢"(y) = 2rk[o(y) — o(y — 1)]. (1.30)

Con el fin de satisfacer las ecuaciones de Einstein tenemos que imponer la relacion

a(y) &' (y) @"(y)

Figura 1.5: La funcion ¢(y) con su primera y segunda derivadas.

Vir = Vi = 6M 7k (1.31)
Ademas, por la definicién de k tenemos

2
Vii

As = — .
> 240}

(1.32)

Estas ultimas dos relaciones son consecuencia de la exigencia de que el universo 4D sea
plano y estéatico.

1.4.1. Jerarquia exponencial
Habiendo presentado y encontrado la métrica para la configuraciéon del modelo de

RSI, nos gustaria investigar cuéles serian las escalas fisicas que podrian estar involucradas
si los campos de materia estuvieran del modelo si los campos de materia estuvieran
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confinados sobre la segunda brana localizada en y = [, para ello considérese al campo
escalar de Higgs con la accion

v 2
SHiggs = /d4x |Q?Z)| [952 D#HTDVH— Va2 (HTH - 122) }
= / d*ze [emn"”DMHTDVH — Vi (H'H — 02)2] : (1.33)

Para obtener una accién canénicamente normalizada redefinimos el campo de Higgs como
H = eMH. La accion se convierte en

SHiggs = /d4513 |:77MVD;LHTDVFI - ‘/1;2 <[~{T[~{ — (€_klv)2>2:| . (1.34)

Pero esta es la accion de un escalar de Higgs habitual, excepto por el valor esperado del
vacio (vev), el cual esta suprimido exponencialmente:

Vep = € . (1.35)

Dado que el valor esperado del vacio (vev) del potencial del Higgs fija todos los parametros
de masa en el Modelo Estandar, todos los parametros de masa estan sujetos a una
supresion exponencial sobre la segunda brana. Si el valor de la masa desnuda del Higgs
E|es del orden de la escala de Planck, la masa fisica del Higgs podria ser suprimida a la
escala débil, donde sabemos que esta, segun los datos del LHC. Por esta razon, la primer
brana en y = 0 es llamada a menudo la brana de “Planck”, mientras que la segunda
brana se llama la brana “TeV” ,también a esta branas se les denomina, el universo fisico
observable o visible y la brana oculta respectivamente. Ya que Mgy ~ 10716 Mp;, el valor
adecuado para el tamafio de la dimension extra esta dado por kl ~ In 106 ~ 35.

Para entender si esta supresion exponencial es ttil para tratar el problema de la
jerarquia, hay que saber como la escala efectiva de la gravedad se comporta con respecto
a la dimension extra. Esta informacion se obtiene de la manera en que la acciéon (|1.20))
en cinco dimensiones contiene a la acciéon de cuatro dimensiones. Para ello, se toma una
pequena perturbacion alrededor de la métrica RSI

ds? = e W (5 + hog)da®da® 4 r2dy?, (1.36)

reemplazando esta métrica en la acciéon de cinco dimensiones e integrando sobre y se
obtiene la accion efectiva para la gravedad 4D

Supy = M;l/d4x./\g(4)yR(4). (1.37)

3En teoria cuantica de campos, especificamente en la teoria de renormalizacién, la masa desnuda
de una particula elemental es el limite de su masa cuando la escala de distancia se aproxima a cero o,
equivalentemente, cuando la energia de la colisién de una particula se aproxima a infinito. Esta masa
difiere de la masa invariante como es entendida habitualmente porque esta tultima incluye el “vestido’de
una particula constituido por pares de particulas virtuales que son creadas temporalmente por los campos
de fuerza alrededor de la particula. Esto nos permite escribir m = mqg + §,,,, donde m denota la masa
de la particula observable experimentalmente, mg es su masa desnuda y §,, es el incremento en la masa
debido a la interacciéon de la particula con el medio.
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Aqui R4 es el escalar de Ricci en cuatro dimensiones que es funcion de hy,(z), la cual
representa las fluctuaciones alrededor de la métrica de Minkowski y fisicamente repre-
sentan al graviton. Integrando sobre la coordenada extra se obtiene la accion efectiva
cuatridimensional, de la cual se puede leer la relacion entre la escala fundamental My y
la escala cuatridimensional de Planck Mp;, esto es

: k M? krl
2 3 —2kr —2kr
Mpl:Mfr/ dye =21yl :T(l—e ). (1.38)
Esta relacion implica que la escala de Planck 4D depende muy débilmente de la dimesion
extra, suponiendo que kl es moderadamente grande.

Poniendo los dos resultados juntos tenemos que la escala débil esta suprimida ex-
ponencialmente a lo largo de la dimensién extra, mientras que la escala de la gravedad
es casi independiente de ésta.

En el limite kr > 1 (tomando en cuenta que 7 en este modelo es pequeno) la
dependencia en r es cada vez mas pequena, esto es, el problema de jerarquia no recae en
el tamano de las dimensiones extras como en el caso de ADD ver Fig. (1.6]). Esto muestra
que escogiendo la escala 5D del orden de la escala de Planck dara el orden correcto de
magnitud para la escala de Planck 4D. En conclusiéon, en una teoria en la que los valores
de todos los parametros (M, As, V,1, v) estan determinadas por la escala de Planck, una
jerarquia exponencial puede ser generada de forma natural entre la escala débil y la escala
de gravedad. Asi, el modelo de Randall-Sundrum ofrece una solucién original al problema
de la jerarquia. Cabe destacar que la masa de Planck efectiva sigue siendo finita, incluso
si tomamos el limite [ — oo. Este caso en el que s6lo hay una brana se conoce como el
modelo de Randall-Sundrum II (RSII) que a continuacion presentaremos.

M ~ Mp,

Plank

Y

0 1

Figura 1.6: La representacion de una jerarquia exponencial.

1.5. Modelo RS 11

En el modelo RSII se considera el limite en el que la segunda membrana se manda
al infinito, quedando una 3-brana encajada en un espacio-tiempo 5D, esto traerda como
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consecuencia una posible soluciéon al problema de jerarquias ya que se logra explicar la
disminucion de la intensidad gravitacional sobre la 3-brana y entre otras cosas permite
deducir una cosmologia satisfactoria. En este modelo se considera que la dimensiéon extra
tiene como dominio —oo < y < oo. La acciéon gravitacional en presencia de la brana es

S = Mﬁ/d5x,/|g(5)y (Res) — 2As) +/d4x,/|gg>4)y (Ly+V3), (1.39)

donde g, es la métrica inducida en la brana ubicada en y = 0 y V} es la densidad de
energia en la membrana. La métrica para este escenario es

ds?* = a® (y) nudatde” + dy?,  a(y) = e " (1.40)

aqui 1/k es el radio de AdS5. Como en el caso del modelo de RSI las ecuaciones de Einstein
son resueltas y la relacion entre la tension de la brana y la constante cosmolédgica deben
ser ajustadas entre si. Realizamos una variacién sobre la accion , se obtiene las
ecuacion de campo de Einstein 5D:

Visol (RMN - égMNR(S)) B 4M3 [/l lanns + Vil lo2535%0)

(1.41)
Las ecuaciones de Einstein para la métrica ((1.40)) son
a’ a/2 Vb
- - = 25 1.42
20/2 A5
= —— 1.43
a? 12M} (143)

donde la prima denota la deriva con respecto a la coordenada extra y, si introducimos

a(y) = e "Wlen (1.43)) tenemos
A
2 5
K= ————. 1.44
24 M Ji)’ ( )
Y asi como se hizo para el caso de RSI, si derivamos a () = el dos veces y comparamos
(1.42) con (1.43]) se obtendréa una condicién para la tension de la brana. Esta condicion
nuevamente ajusta la constante cosmologica de cinco dimensiones y la tension de la brana
a través de

Vy = 12M} K% (1.45)

Debido a la invariancia de cuatro dimensiones de Poincaré, una propiedad de la mé-
trica ((1.40)) es que cada campo en este fondo puede ser descompuesto en ondas planas
cuatridimensionales como

Wb~ Py (y) (1.46)
donde el momento p,, coincide con el momento fisico en la brana, pero desde el punto de
vista de un observador que reside en y = 0, el momento fisico cuatridimensional seria

plfflco = —)pu. (1.47)
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Esta propiedad de escalamiento es una de las propiedades fisicas inherentes al fondo
(1.40)).

1.6. Otros mundos brana

1.6.1. Branas delgadas

A la luz de la discusion de los modelos de Randall-Sundrum, es posible visualizar
el problema de manera tal que nos permita construir ciertas generalizaciones. Podemos
considerar que el modelo de Randall-Sundrum consiste en un sistema constituido por el
encajamiento de una 3-brana plana (espacio de Minkowski 4D) en un espacio AdSs, y
donde el ajuste fino queda determinado por la ecuaciones de Einstein 5D. En este contexto
una pregunta plausible es ;jexisten otras geometrias 5D en las cuales sea posible encajar
una 3-brana con alguna geometria, no necesariamente plana? y més atn, jes posible que
si esto se puede permitir, el modelo asi obtenido conserve algunas de las caracteristicas
fisicas y geométricas que hacen interesante a los modelos RS? Esta pregunta ha sido
realizada ya en el pasado y parte de la respuesta es la siguiente. En [7] se encontré que
es posible encajar una brana tipo Friedmann—Robertson—WalkeIF_f] tanto en un espacio-
tiempo tipo de Sitter (dSs) como en uno AdSs, y mas atn, se encontrd también que
aunque el encajamiento se puede realizar en todos estos casos, sélo es posible localizar
a la gravedad sobre la brana si esta tiene una geometria dS, o Minkowski 4D. Pero atn
cuando existe localizacion, en [§] se mostro después de estudiar el encajamiento de una
brana tipo dS4 en dS5, AdS; y Minkowski 5D que las tinicas posibilidades que dan origen
a la ley de Newton convencional es cuando el espacio-tiempo 5D es dS; y AdSs. Note que
en todos estos modelos, al igual que en el modelo de Randall-Sundrum II, uno introduce
en la accion el término de la brana. Desde el punto de vista de la dimension extra, la
brana esta localizada en un s6lo punto. Por este motivo algunas veces se utiliza en la
literatura el nombre de branas delgadas para denotar a este tipo de modelos.

El interés en que la membrana que representa nuestro Universo tenga una geome-
tria tipo dS en vez de una geometria plana como es el caso en los modelos de Randall-
Sundrum, viene de la cosmologia. El espacio-tiempo de dS ha sido explorado desde dife-
rentes puntos de vista ya que esta geometria nos proporciona una explicaciéon bastante
directa de la expansion acelerada de nuestro Universo. Hoy dia existe una actividad consi-
derable de investigacion en el contexto de dimensiones extras, con el objetivo de construir
modelos y soluciones que nos provean de un espacio-tiempo 4D tipo dS. En el contexto
de la teoria de cuerdas el reto es escoger un espacio interno 6D apropiado, de manera tal
que al compactificar sobre el mismo, obtengamos una teoria 4D que acepte como solucion
el espacio dS;. Este ha resultado ser un problema bastante dificil [23], en el que incluso

4Un espacio-tiempo tipo Friedmann-Robertson-Walker es un espacio homogéneo e isotrépico donde
la parte espacial de la métrica tiene una curvatura constante que puede ser positiva, negativa o nula. En
la seccién presentamos esta métrica.
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se han establecido varios teoremas sobre la imposibilidad de lograrlo [24] y en el que se
ha llegado a proponer incluso ideas como compactificar sobre espacios no-geométricos
[25] para poder darle la vuelta al problema. No obstante recientemente, se han reportado
ejemplos en el que parece que la solucion al problema estéa cerca [26] 27, 28].

Los modelos membrana también han incursionado en este tipo de problemas, ya
hemos mencionado estudios realizados en este contexto en el pasado [7, [§]. Sin embargo
en la actualidad se han revivido modelos donde la membrana tiene una geometria dS.
Por ejemplo recientemente en este contexto se ha estudiado la posibilidad de que una
membrana con geometria dS,, se pueda encajar en un espacio dS,,.; para varios valores de
n [10] y también se han estudiado algunas consecuencias cosmolégicas de estos modelos.

Una propiedad interesante de esos modelos es que es posible tener una geometria
dS, atn cuando a nivel de la acciéon 5D no se introduzca la parte correspondiente a una
membrana [9]. Este tipo de soluciones es un ejemplo de lo que se conoce en la literatura
como membranas gordas y de las cuales mencionaremos sus propiedades principales en la
subseccion siguiente. Finalmente mencionemos que en este modelo han estudiado algunos
aspectos fenomenologicos en cosmologia [I1] y también algunos aspectos formales inclu-
yendo la localizacion de diferentes campos: escalar, de norma, gravitacional y fermiones
de espin 1/2 [I4].

1.6.2. Branas gruesas

Desde un punto de vista realista, una brana deberia tener un grosor no nulo en la
dimension extra. Esta consideracion viene de una idea que a muchos cientificos les parece
bésica y es el hecho de que si existe una teoria fundamental de las interacciones, esta
debe tener una longitud de escala minima. El incluir la idea de la anchura de la brana en
los modelos con dimensiones extras ha llevado a nuevas posibilidades y por tanto a una
variedad mas rica de modelos de mundos brana, ya que los efectos de la anchura pueden
ser importantes en algunas cantidades fisicas. Desde luego el incorporar la idea también
lleva a nuevos problemas, por ejemplo en algunos modelos lleva a ambigiiedades en la
definicion de las cantidades efectivas 4D [29].

De manera simplificada, los modelos de mundo membrana 5D tienen una métrica
de la forma

ds* = a*(y) g, datdz” + dy?, (1.48)

donde —oo < y < oo es la coordenada de la dimension extra, g,, es la métrica 4D
que como hemos discutido puede ser Minkowski, dS o AdS. a(y) es el llamado factor de
doblamiento, el cual es una funcién regular, tiene un valor maximo en la brana y cae
rapidamente a cero cuando nos alejamos de la misma. Si la membrana es delgada, este
factor tiene una derivada discontinua en la posicion de la brana (debido a que la brana es
introducida en la accion a través de una delta de Dirac), sin embargo para el caso de las
membranas gordas la derivada de la funcién es continua en la posiciéon de la membrana.
En la Fig. mostramos el comportamiento tipico de la funcién de doblamiento para
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soluciones de membranas delgadas y gruesas, cuando se supone valida la simetria Zs:
a(y) = a(—y). Se puede mostrar que la condicedén de normalizacion en el modo cero del
graviton produce la condicion

/ dya*(y)=c, con: c#0 y c<oo. (1.49)

[e.e]

factor de doblamiento

o Y

Figura 1.7: Esta figura muestra el comportamiento tipico de la soluciéon del factor de
doblamiento a(y) de una membrana delgada y otra gruesa. La linea punteada indica el
factor de doblamiento de la brana gruesa, mientras que la linea continua indica la brana
delgada.

En los modelos 5D, la aproximacion de membrana delgada es vélida siempre y
cuando la gordura de la membrana no sea accesible a las energias involucradas, esto es,
si la escala de energia de la gordura de la brana es mucho mayor a las escalas de energias
en el bulto o en la mebrana. Pero esta son exactamente las condiciones que discutimos
en la seccion [L3l

Una pregunta es jcoémo se construyen los modelos de membranas gordas? La res-
puesta es sencilla, uno comienza con la accion de Hilbert-Einstein con constante cosmo-
logica en el espacio-tiempo hiperdimensional, pero en vez de introducir en la accion la
densidad de energia de la membrana a través de un término delta como en 0
para el modelo RS, uno introduce en la accién algiin campo de materia acoplado a la
gravedad, por ejemplo campos escalares.

Todas las soluciones de membrana gorda que se conocen pueden clasificarse en dos
grupos: las soluciones estaticas y las soluciones dependientes del tiempo. A su vez las
soluciones estaticas se pueden dividir en dos grupos

= Branas gruesas topologicamente no triviales: Estas soluciones se basan en la suposi-
cion de la existencia de algin defecto topologico en el espacio-tiempo. En este caso
se dice que las membranas gordas estdn hechas de un campo escalar o de multiples
campos escalares que no interactiian entre si.
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= Branas gruesas topologicamente triviales: Estas soluciones pueden existir para cam-
pos escalares que interactuan, pero estan ausentes en el caso de un solo campo
escalar.

Desde luego existen ejemplos de modelos de membranas gordas que estan “hechas”
de campos diferentes a los escalares, pero aqui no abundaremos sobre el tema.

Queda claro que las posibilidades de estudiar modelos de dimensiones extras gran-
des va mas alla del modelo de Randall-Sundrum. El objetivo de este trabajo justamente
es estudiar algunos aspectos del modelo de membrana tipo dS. Como hemos mencionado
anteriormente, el interés principal en este tipo de escenarios viene de la cosmologia. Sin
embargo en este trabajo en vez de realizar estudios fenomenologicos, estamos interesados
en entender algunos aspectos formales del modelo, en particular la propiedad de loca-
lizacion del campo escalar. Como veremos el modelo tiene la propiedad de que puede
estudiarse introduciendo tanto membranas delgadas [10], como membranas gruesas [9].
En este ultimo caso la contruccion es bastante econdémica, ya que la membrana grue-
sa no estd hecha de campo escalar, sino es producida por la contante cosmologica del
espacio-tiempo de fondo.

Finalmente, dado que todos los modelos de dimensiones extras que hemos mencio-
nado involucran de alguna u otra manera espacios maximamente simétricos, en el capitulo
siguiente presentamos una introducciéon breve al tema, con el objetivo de tener un mejor
entendimiento de los modelos.



Espacios maximamente simétricos

Desde que en 1917 Albert Einstein desarroll6 la Teoria de la Relatividad General se
ha generado un gran interés por estudiar los origenes del Universo, asi como también su
destino final. En Relatividad General, el Universo fisico estd modelado por un espacio-
tiempo cuyos puntos representan eventos, es decir, instancias que se dan en un momento y
lugar definido. En esta teoria la geometria del espacio-tiempo se entrelaza con la materia y
otras fuerzas mediante la ecuacion de Einstein. Para que un espacio-tiempo represente de
manera acertada la realidad, es necesario que dicho espacio-tiempo satisfaga la ecuacion
de Einstein. A lo largo de los afios se han encontrado numerosas soluciones a dichas
ecuaciones, entre las cuales sobresalen las llamadas soluciones algebraicas exactas que se
caracterizan por su alto grado de simetria.

Como preparacion para esta discusion, veremos una de las maneras de formular
en términos matematicos las nociones de los espacios maximamente simétricos. Estos
son espacios que admiten el nimero maximo de vectores de Killing que resultan ser
igual a n (n + 1) /2 para un espacio n-dimensional y que ademaés estén caracterizados por
tener un escalar de curvatura constante. Entre los que discutiremos en este capitulo se
encuentran el espacio Euclideo R"”, la esfera S, el espacio-tiempo de Minkowski M, y el
espacio-tiempo de Sitter dS,,, este ltimo se analizara con mayor detalle en el siguiente
capitulo.

2.1. Simetrias y vectores de Killing

Todos hemos escuchado el mantra de la fisica moderna, y es verdad: simetrias llevan
a las leyes de conservacion. Asi que una cosa que uno se podria estar preguntando es jcémo

21
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podemos encontrar las simetrias en la teoria de la relatividad general?. Por ejemplo,
podriamos decir que la métrica estandar de una S? esfera o S esfera tiene simetria
de rotacion, ya que son invariantes bajo rotaciones de la esfera. Asi que, las simetrias
puede ser entendida como una invariancia de la métrica en una familia particular de las
transformaciones de coordenadas. Resulta que hay una manera sistematica para obtener
las simetrias si uno encuentra un tipo especial de vectores llamados vectores de Killing.
En concreto, considérese una métrica g,, () en un sistema coordenado {z*}, entonces
bajo una transformacion de coordenadas x# — z’¥ la métrica transforma como

oz’ 0x'°
o (1) = 207 (). 2.)

Una métrica g, (z) se dice que es invariante bajo una transformacion de coordenadas,
cuando la métrica transformada g/, (2) cumple la siguiente igualdad

9w =9uwy) Y v, (2.2)

una transformacion que satisface (2.2)) es llamada una isometria. Ahora toca turno pa-
ra obtener estas isometrias de la métrica y para ello se aplica una transformacién de

coordenadas infinitesimal en ({2.1]) dada por
= o =t 4 e (), (2.3)

donde el parametro |¢| < 1y &* es un campo vectorial. Al hacer un desarrollo en serie de
Taylor sobre esta transformacion infinitesimal y si solo consideramos términos a primer
orden en ¢ la transformacion en (2.1)) sera isométrica si cumple que
9" (x) 0¢” (x) 99p0 ()
0="—"—"g,, (x)+ () + &1 () =222 2.4
e @)+ 2 g () + € (1) (2.4

ozt
Esto puede ser escrito en términos de derivadas de las componentes covariantes &, =
Gual" :

o0& 0% 1090 094 O
0 = oxP + o0x° +< oz OxP 0x°
0 0§,
= — — 26 TH | 2.
0, de forma mas compactaﬂ
0="2E6p +&p0- (2.6)

A esta ultima expresion se le conoce como la ecuacion de Klling y cualquier campo
de vectores &,(x) que satisfacen se dice que forma un vector de Killing de la
métrica g, (). El problema de encontrar todas las isometrias infinitesimales de una
métrica dada, ahora se reduce al problema de determinar todos los vectores de Killing
de la métrica.

Observaciones :

!Esta forma compacta de la ecuacion de Klling se escribe con la ayuda de la definicién de la derivada
covariante de un vector covariante .., (x) = gi‘; — QI‘QD =&, — f)\f‘f;l,
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» Cualquier combinacion lineal de los vectores de Killing £ y €@, con coeficientes
constantes a v b, aé™®) + b¢P es un vector de Killing.

» El conmutador [, €] es un vector de Killing. Este es el algebra de Lie del grupo
de isometria.

= En general, si las componentes de la métrica son todas independientes de una
coordenada particular, por ejemplo, ds® = —d7?+r f (0) dr’+d6?, entonces, &, = 2

es un vector de Killing, es decir de la ecuacion (2.6)) se observa que

gg;w =0,Vu,v = ¢ = g, es un Vector de Killing
or or

2.2. Homogeneidad e isotropia de un espacio maxima-
mente simétrico

Con el objetivo de entender como definir y caracterizar a un espacio maximamente
simétricos, necesitaremos obtener alguna informacién mas sobre como los vectores de
Killing se pueden clasificar. Si un espacio n-dimensional es maximamente simétrico, en-
tonces la curvatura es la misma en todas partes, esto quiere decir que el espacio admite
n vectores de Killing de traslacion y es la misma en cualquier direccién, esto quiere decir
que admite n (n — 1) /2 vectores de Killing de rotacidn, es decir, un espacio maximamente
simétrico es necesariamente homogéneo e isotrépico sobre todos los puntos del espacio.
Por consiguiente, un espacio maximamente simétrico admite n (n + 1) /2 vectores de Ki-
lling. El hecho de tener una variedad n-dimensional maximamente simétrica implicara
tener las siguientes relaciones:

1. Los espacios méaximamente simétricos son los tnicos que son especificados por un
escalar de curvatura constante R,), es decir, si conocemos la curvatura en un punto,
entonces lo conocemos en todas partes,

Ry =kn(n—1), k = cte. (2.7)

2. El tensor de Ricci es proporcional al tensor métrico,

R

n

Rop = Jap (2.8)

3. El tensor de Riemann esta dado por

n 1
( )R;wpa = m (gupgua - g,uagup) R(n)- (29)
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2.3. [Espacios de curvatura constante

Hemos visto en la seccion anterior lo importante que pueden ser los vectores de
Killing. Los espacios altamente simétricas son importantes tanto en matematicas como
en fisica. Vamos a estudiar a los espacios maximamente simétricos con una métrica de
Riemann, R™ S™ M, y H,,. En esta seccién se abordaran algunos ejemplos para ilustrar
lo discutido en las posteriores secciones. El de mayor interés en nuestro estudio seran los
espacios hiperbolicos. Vamos a empezar con el mas familiar, el espacio euclidiano R".

2.3.1. El espacio euclideo R"

Ya estamos familiarizados con el espacio euclideo n-dimensional cuya métrica es de
la forma

ds? — (dm1)2 4t (dx”)Q = 5Z~jdxidmj (2.10)

donde los indices latinos ¢, j, ..., corren de 1 a n. Como afirmamos anteriormente, es-
te es un espacio maximamente simétrico, en consecuencia tiene %n (n+ 1) vectores de
Killing linealmente independientes. Hay que destacar que cuando se dice linealmente
independientes en este contexto, nos referimos a soluciones linealmente independientes
de las ecuaciones de Killing. Asi que, facilmente encontramos un conjunto de soluciones

linealmente independientes de la ecuacion (22.6)), las cuales son soluciones de la forma

- 0
S = ox®

(2.11)

que corresponden a n traslaciones espaciales y por otro lado se tendran soluciones de la
forma

- 0 )
=zt — 2.12
§ab) = T e % gt (2.12)

que corresponden a %n (n — 1) rotaciones espaciales independientes. Las soluciones E(a,,)
son antisimétricas en los indices. Asi, todas las soluciones n + in(n—1) = in(n+1)
son soluciones linealmente independientes de la ecuacion de Killing. Y como se habia
afirmado, los espacios euclideos admiten %n (n + 1) vectores de Killing linealmente inde-
pendientes y por lo tanto son espacios maximamente simétricos. Este espacio tiene como
escalar de curvatura R = 0.

Ejemplo 1. El espacio euclideo 3D R3.

En este ejemplo calculemos los vectores de Killing de un espacio plano 3D cuya
métrica en coordenadas cartesianas se escribe

ds® = (do')? + (do?)* + (dz?)? (2.13)
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la ecuacion de (2.6]) se reduce a lo siguiente

0= =2 = o "7 Bw g,

(2.14)

donde 7, j = 2!, 22, 23 con i # j. El anterior sistema de ecuaciones diferenciales producira

las siguientes soluc1ones
2 3 ! 1 3 2
(o = ar” +agr” +ag =&Y, 2 = —aqx +azx” + a5 =&

€0 = —asz’ — aza’ + ag = £ (2.15)

donde ay, as, asz, a4, asays son constantes. Y el vector de Killing més general se escribe
como

Xz Xz T X

i T8 a2 TS o oat ¥ o o2t ¥ 9
0 50 9 9 9
PO\ T T T s ) T g T Wgn Ty 5

Entonces la correspondiente base de vectores de Killing es

é = %7 52 = %7 3 - 6
x ox
c, 3 0 a, 55::638 — ! (97 gﬁzxzi—xli (2.16)
0x? Ox? Ox? ox3 Ox? Ox?

los cuales corresponden a las tres traslaciones de simetrias sobre los ejes z, y, z del espacio
plano y a tres rotaciones sobre los ejes x, y, z respectivamente. Ahora, para llevar a cabo
el calculo de sus conmutadores renombraremos de una forma conveniente los 6 vectores
de killing que fueron obtenidos con anterioridad. Esto para facilitar la notacién en el
algebra de sus conmutadores, asi que tendremos:
Tres vectores de Killing de traslaciones espaciales

P:{éaévé}:{ﬁlvﬁ%ﬁi%}- (217)
Tres vectores de Killing de rotaciones espaciales
L= {51755756} = {51752753}. (2.18)

Estos seis vectores de Killing definen la siguiente algebra de Lie
[Ei, E]:| = EijkEk> [fm ]33} = €ijkﬁk> (2-19)

donde los indices i, j, k corren de 1, 2, 3, y € es el tensor totalmente antisimétrico de
Levi-Civita
1, si ijk tiene una permutacion par

€k = § —1, si ijk tiene una permutacion impar (2.20)

0, si dos indices son los mismos
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2.3.2. La esfera n-dimensional S"

Una forma facil de sustituir la habitual geometria de los espacios euclideos a
un espacio geométrico curvo es mediante el encaje de esta hipersuperficiea en un espacio
euclideo de dimensiéon mayor a la hipersuperficie atra vez de una parametrizacion ade-
cuada de las coordenadas. Asi que uno de los modelos méas simples de un espacio curvo
es la superficie de una hiperesfera incrustada en una espacio euclideo (n+1)D

ds* = (dz')? + - 4 (d2"™)? = § 4 pda?da® (2.21)

donde los indices en maytuscula A, B, ..., corren de 1 an+1y d4p es la delta de Kronecker

que se define como
wefy T
Entonces la S™ esfera puede ser definida como una ecuacion algebraica de la forma
(1) 4 -+ ("2 = Sapa?a® =12 r = cte. (2.23)

encajada en (2.21)) y por lo tanto se obtendra la métrica inducida g;; de la esfera S™

X5
9ij = 0ij + ’ (2.24)

72 — Oppa ™’
Es facil mostrar que el escalar de curvatura de la esfera S™ es R = n(n — 1)/r?. Hay

n(n + 1)/2 vectores de Killing en el espacio de incrustacion que salen de la esfera S™
esfera, a saber

- 9 )
_ b G
Sab) =T 52— 5, (2.25)

que corresponden a rotaciones espaciales. Estos vectores de Killing generan el grupo de
rotacion SO(n + 1).

Ejemplo 2. La esfera S? encajada en R3,

Por lo mencionado anteriormente se entiende ahora que una esfera S? puede ser
vista encajada en un espacio euclideo R?® mediante ecuacién

(M2 + (22)* + (%) = r2 (2.26)

La esfera S? se ilustra en Fig. (2.1). Podemos introducir las coordenadas adecuadas
que sean solucién de (2.26), es decir, parametrizando la esfera S?, con ayuda de las
coordenadas esféricas

z' = rsenb; cos by, x° = rsenbsify, x> =rcosb;

donde 0 < 6; <7, 0 < 60y < 2x. Al substituir esta transformacion de coordenadas en

(2.24) obtendremos la métrica de la esferaS?
ds® = r?df? + r’sen0,db; (2.27)
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Figura 2.1: La esfera S? incrustada en un espacio euclideo 3D, R3.

El escalar de curvatura para este caso es R = 2/r?. Para esta métrica los simbolos de
Christoffel distintos de cero son Fg;(b = —senf; cos 01, I’gfaz) = I’g;gl = cot ;. Ahora ten-
dremos el siguiente sistema de ecuacones diferenciales a resolver debido a las ecuaciones

de (2.6)

0 0
a=Lf=0,= S0, = —&p,senfy cosby, a=p5=10, = S0, =0, = &, = f(0s)
692 891
08, | &y
=0, 8=10 ! 2 =2 t 0 2.2
a="0b,0=>0= 26, * 20, £p, cot 0y (2.28)
La solucion general del anteror sistema de ecuaciones estéd dado por.
o, = aqcosby+ agsenly = 7“2591,
&, = sen®d) (az — cot b (arsenfy — ag cos b)) = r2sen?, %2 (2.29)

donde aq, as, az son constantes y ademas se ocupo6 la relaciéon de las componentes cova-
riantes del vector de killing &, = g.s&” en las ecuaciones de arriba. Para este caso los
indices pueden tomar los siguinete posibles valores «a;, (,... = 6, 05 . Va a resultar que
para la esfera S? vamos a ser capaces de escribir el vector de killing en términos de los
operadores del momento angular. Por tltimo, terminemos por escribir el vector de killing
més general

- 0 0
_ 01~ 0 ~
= g T
. as 8 aq 6 0 a9 8 3
= 290 + = (cos 0, a0, cot 6;senfs 892> + = (sem% a0, + cot 6 cos 0, (9(%)
Y la base de vectores es
- Co8 Hgi _cot 91senegi g B senﬁgi n cot 0, cos GQi
L7 5, r2 00, > r2 06, r2 005
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> 1 0

£ = 7200, (2.30)

Los vectores &7, & y &3 son precisamente los operadores de momento angular los cuales
generan rotaciones alrededor de los ejes !, 2%, 2® respectivamente. El célculo de sus

conmutadores gener el dlgebra de Lie SO(3)

[57 é] = €ijne- (2.31)

2.3.3. El espacio de Minkowski n-dimensional M,

Tomando en consideracion la métrica plana R™ seré facil generalizar al caso de un
espacio-tiempo de Minkowski n-dimensional, esto es, si ponemos a la métrica 0oz — 743,
entonces podremos escribir a la métrica del espacio-tiempo de Minkowski n-dimensional
como

ds® = —(dz°)* + -+ + (dz"™')? = n,, dz"dz” (2.32)

Ya que este es un espacio maximamente simétrico implicaré que tenga %n (n + 1) vectores
linealmente independientes de la ecuacion de Killing (2.6). Los vectores de Killing para
este espacio-tiempo se clasificaran en tres clases, es decir, hay (n — 1) rotaciones espacio-

temporales o boosts:

- d o
_ 0 «
o) =T 5t 5, (2.33)

(n — 1) (n — 2) /2 rotaciones espaciales:

- 0 0
_ B L e T 2.34
g(aﬁ) x O x OB’ (2.34)
y por ultimo n traslaciones:
- 0
o) = — 2.35
S@) = 7.7 (2.35)
Ejemplo 3. Espacio de Minkowski M.
ds* = —(dz°)? + (dz')? + (d2*)? + (da*)? = ), datdx” (2.36)
Usando la métrica de Minkowski 4D en la ecuacion de Killing, este da
9, | 0%
0=_—* 2.37
Ox” T Oxt (237)

Para y=v =0,1,2,3 la ecuaciéon anterior produce las siguientes condiciones:

O _ 06 _ 08 _ 06 _ {50 — & (2 a2 %), & =& (20,22, 2%)

B N B 52 252 (xoaxlux?))v 53 :§3 ($0,$1,$2)

0= 0x0 Ozl 9x2 O3
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de aqui se sigue que las componentes de los vectores de Killing &, satisfacen las siguientes
seis relaciones:
0% n & 0= o5; | 0§
oxrt  0xY’ © Oxt O
donde 7,7 = 1,2,3 con j # 4. La soluciéon del anterior sistema de ecuaciones es dado por

0=

§u () = apa” + b,

donde a,, y b, son constantes, con a,, siendo antisimétrico, a,, = —a,,. Usando notaciéon
matricial, la ecuacién anterior se escribira de la siguiente forma

0

o 0 apr Qg2 o3 x bo
¢ — 0 1 b

1 . ao1 12 13 x 1
= 0 2 | Ty

) —Qp2 —a12 23 x 2

3
&3 —ap3 —aiz —asz 0 x b3

Las componentes covariantes del vector de killing £&# se puede obtener por.
38 (ZL‘) = 1" (I) = al'pz® + V",

donde a* , = n"¥ayq, b = n*¥b,. Por lo tanto, usando la notacién de matrices, obtendre-
mos

0 0 0
§ 0 —Qp1 —Qp2 —ap3 xz b
1 1 1
3 _ —ap1 0 ai12 ai13 T b
2 | =1 _ _ 0 2 | T b2
§ o2 @12 @23 X
3 3 3
§ —ap3 —aiz —azz 0 x b

Luego el vector de Killing mas general es

- 0 0 0 0 0 0 0 0
— 0 1 2 3~ _ bO bl b2 b3
§(@) ¢ 0x0 & Ox! & Ox? e Ox? 0x0 * Ox? * Ox? - ox3
2 0 3 0 0
T\ T TV 2 ) T\ Y oa T 0
0 0 0 0
3 2 1 0
0 0 0 0
2 0 3 0
asi que tenemos cuatro vectores de Killing de traslaciones
- 0 - 0 - 0 - 0
&1 = 970" 2 = ErsE 3 = Erol §a = 928 (2.38)
tres vectores de Killing de rotaciones espaciales
- 0 0 - 0 0
_ .3 2 _ .3 1
ST T T g T
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0 0

67 = 33'2@ - 1’1@ (239)
y por ultimo tres vectores de Killing tipo boosts
- 0 0 - 0 0
_ 1 0 _ 2 0
ST T 9T T g T g
- o, 0
10 = xdﬁ + wo@_ (2.40)

Ahora de la misma forma que en el ejemplo 1 renombraremos de una forma conveniente
los 10 vectores de Killing que fueron obtenidos con anterioridad para asi tener lo siguiente:

Una traslaciéon temporal
A= {51} - {130}. (2.41)

Tres traslaciones espaciales

P={& & &} ={P. P B}, (2.42)
Tres rotaciones espaciales
J={&.& &} ={0 b i} (2.43)
Tres boosts . o L
K ={& & &o} = {1 K2 Ry} (2.44)

Estos vectores obedecen las siguientes relaciones de conmutacion:
|:¢Z7 ﬁ0:| = |:p;7 ]30:| = 07 |:J_Z’7 J_;] = Eijkj;m
[ji, K]} = Eijk[?ka [Xu K]] = —Gijk:jk, [ju ﬁg} = Eijkﬁky
[kh ‘ﬁji| = 5ijﬁ07 |:I227 P)Oi| = F)z

donde 7, j, k corren de 1, 2y 3,y €, es el tensor totalmente antisimétrico de Levi-Civita.
Estas relaciones de conmutacion define el dlgebra de Lie del grupo de Poincaré.
2.3.4. Espacios hiperbélicos n-dimensionales H,
2.3.4.1. Hiperboloide n-dimensionales de escalar de curvatura R > 0

Como se hizo para la esfera S™, un espacio hiperbdlico puede ser visto como una
hipersuperficie en un espacio plano (n+1)D, pero ahora debemos usar el espacio plano
de Minkowski (n+1)D con la métrica

ds? = —(dX°)? + - - + (dX") = napdX1dX P (2.45)
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donde los indices en maytscula A, B, ..., corren de 0 a n y representan el espacio de
M, +1. Este espacio hiperbolico es definido como la hipersuperficie

— (X2 4+ (X" = ap XX =12 = cte. (2.46)

que llamaremos hiperboloide de una hoja de radio [. Sus vectores de killing pueden
ser encontradas usando los mismos algoritmo que se us6 para la esfera S™. Es decir, si
encajamos el hiperboloide en la métrica con ello se obtendra la métrica
inducida g, del hiperboloide n-dimensional H,

X, X,
52 — UagXO‘XfB '

uv = Nuw + (247)

La hipersuperficie (2.46) encajada en M, ,; define un hiperboloide con una métrica Lo-
rentziana de escalar de curvatura constante y positiva
n(n—1)

12
Los vectores de Killing para el hiperboloide n-dimensional encajado en M, pueden ser
de dos clases:

R= (2.48)

n boosts 5 5
o) = X° X 2.49
oy = X0+ X (2.49)
y 2n(n — 1) rotaciones espaciales
- 0 0
ap) = X" - X 2.50
Entonces las n + n(n—1)/2 = %n (n+ 1) son soluciones linealmente independientes

de la ecuacion de Killing (2.6) y generan el grupo de isometrias SO(n, 1), el cual es el
grupo de isometrias de Poincaré en el espacio encajado. Este es conocido como el espa-
cio de Sitter d.S,,. En la siguientes secciones estudiaremos con mayor detalle dicho espacio.

Ejemplo 4. El espacio de Sitter 2D encajado en Minkowski 3D.

De igual forma que en los anteriores ejemplos obtendremos con gran facilidad los
correspondientes vectores de killing de d.Ss, para ello primero consideremos la constriccion
algebraica de un hiperboloide

— (X2 (X 4+ (X2 =17, [ =cte. (2.51)

El espacio hiperbélico 2D se ilustra en la Fig. (2.2)). Una parametrizacién que es solucion
de (25T) es

X? = Isenh (%) ., X'=lcosh (%) cosf, X?=lcosh (%) senf
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donde —oo < 7 < 00, 0 <60 < 2w, asi que la métrica inducida debido al hiperboloide es

ds* = —dr?* + I* cosh (%) do>. (2.52)
Los simbolos de Christoffel distintos de cero de esta métrica son Iy, = [ cosh (7) sinh (7) ,

') = Jtanh (7), entonces tendremos el siguiente sistema de ecuacones diferenciales a
resolver debido a las ecuaciones ({2.6))

L 0 T T
a—b—€—>W—§Tlcosh(7) senh(j) cos 6y,
a=b=r 6§T=0, =& = f(0),
or
o o 859 857_ 1 T
a-@,b—7—>87+69—2§9ltanh<l>. (2.53)
XO

Figura 2.2: Espacio hiperbolico 2D de curvatura positiva incrustado en el espacio-tiempo
de Minkowski 3D.

Y la solucion general del anterior sistema de ecuaciones diferenciales esta dada por

& = cycosl 4 czsenf = —€7, &y = cosh? (%) (ltanh (%) (cosenf — c3cosf) + cl>

1 T
o+ 2 (T
&= PSeCh (l) &p, (2.54)
donde ¢y, ¢y, c3 son constantes y el vector de Killing es
- .0 g0 10 1 T 0 0
§ = ¢ 9 +& 5~ 112 5g + o (7 tanh (7) sen95 — COSQE)

1 T 0 0
+c3 (—7 tanh (7) cos 9% — sen9%> )
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Entonces la base vectores es

S 10 - 1 T 0 0
£ = R & = 7tanh (7> SGHG% — cos GE’
- 1 T 0 9
&= _itanh <7) cos 9% - sen9§. (2.55)

El célculo de sus conmutadores nos da lo siguiente
Lo . Lo 1= Lo 1-
G&] =& [6.6) =56 [6.6] -6 (2:56)

Esto nos define el algebra de Lie del grupo de isometrias de SO (2, 1), que al final viene
siendo un subgrupo de isometrias del grupo de Poincaré (2+1)-dimensional. El escalar
de curvatura para este caso es R = 2/I%.

2.3.4.2. Hiperboloide n-dimensional con escalar de curvatura R < 0.

Como en el caso anterior, este espacio hiperbolico n-dimensional puede ser visua-
lizado encajado en un espacio plano (n-+1)-dimensional pero ahora la signatura de la
métrica plana se modifica mediante la adicion de dos direcciénes tipo tiempo, de las cua-
les una juega el mismo rol como en el espacio-tiempo de Minkowski y (n — 1) direcciones
tipo espacio, por lo tanto este no es un espacio-tiempo en el sentido ordinario que he-
mos estado estudiando (una variedad Lorentziana con una dimension temporal y (n — 1)
dimensiones espaciales). La métrica en cuestion es

ds® = —(dX")* + (dX')> + -+ (dX"71)? — (dX™)? (2.57)
y el espacio hiperbélico es definido por la hipersuperficie
— (X2 (XY (XD (XM =a? a = cte. (2.58)

El encaje de esta hipersuperficie en la métrica plana (2.57) dara un escalar de curvatura

inducido R
n(n—1)
—

R=-— (2.59)

a
Este espacio también es conocido como el espacio de anti-de Sitter n-dimensional (AdS,,) .
Ademas es un espacio homogéneo que tiene n (n + 1) /2 vectores de Killing que generan el
grupo de isometrias de SO (n — 1, 2), asi que, AdS,, es un espacio maximamente simétrico.

Ejemplo 5. El espacio anti-de Sitter 2D AdJSs.

Como lo hemos venido haciendo consideraremos una parametrizaciéon que sea solu-

cion de (2.58]), la cual es
X% =acosh(p)sen(t), X?=acosh(p)cos(t), X'= asenh(p) (2.60)
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donde 0 < p < 0y —00 < t < 00, dicho hiperboloide se ve ilustrado en la Fig. (2.3).
Esta parametrizaciéon nos permitira tener la siguiente expresion para la métrica (2.57))

ds? = —a? cosh? (p) dt* + a>dp®. (2.61)

El calculo de sus vectores de Killing se obtiene de manera sencilla, estos seran los siguien-
tes:

- 10 -1 0 1 0
&= 25 & = cos( >8p ps tanh(p)sen(t)a,
- 1 0 1 0
&= —sen( )a_p = tanh(p )Cos(t)a, (2.62)
Ademas obedecen las siguientes relaciones de conmutaciéon
- . Lo 1 - Lo 1 -
&8 =6 [6.8] -6 [6.6]-56 (2.63)

Esto nos define el dlgebra de Lie del grupo de isometrias SO (1, 2). El escalar de curvatura
para este caso es R = —2/a?

Figura 2.3: Espacio hiperboélico 2D de curvatura negativa incrustado en un espacio plano
3D.



Espacio-tiempo de Sitter (dS)

En este capitulo se introduce la configuracion bésica para el estudio de la geometria
clasica del espacio tiempo de Sitter en dimensiones arbitrarias.

3.1. Soluciones maximamente simétricas a las ecuacio-
nes de Einstein

Comencemos con la accion de Einstein-Hilbert n-dimensional acoplada con materia:

1
= "4/ —2A 1

donde S,, representa la accion de la materia de nuestro interés, la cual se anula para
el limite de gravedad pura, gu), Rn), vy A, son la métrica, el escalar de curvatura y la
constante cosmologica n-dimensional y esta tltima la consideraremos positiva para el caso
de espacios de Sitter. Asi que las ecuaciones de Einstein se obtienen bajo un principio de
minima accion de la accion (3.1])

G,uz/ + Angm/ - 87TGT/J1/7 (32>

aqui los indices griegos representan al espacio-tiempo n-dimensional y el tensor de energia-
momento 7}, se define por

2 605,
T & =—— . .
g dagm 33)

35




36 3 ESPACIO-TIEMPO DE SITTER (DS)

Para el espacio de Sitter puro el tensor de energfa-momento de la materia, 7,,, se anula de

modo que este espacio-tiempo se puede interpretar como una solucion de las ecuaciones
de Einstein (|3.4])

G = —MNguw (3.4)

de un espacio-tiempo vacio con una energia de vacio constante y positiva (A, > 0):

Tvacio — An

= v 3.5
uv 87TG49M ( )

Tenemos asi que la Gnica componente no trivial de las ecuaciones de Einstein (3.4)) es

2
R =~ szn > 0. (3.6)

Esto quiere decir que el espacio tiempo de Sitter es un espacio méximamente simétrico-
como anteriormente ya se habia comprobado.

3.2. De Sitter como un hiperboloide en (n+1)D

Como vimos en la seccion anterior la topologia del espacio-tiempo n-dimensional de
curvatura constante y positiva dS,, que fue encajado en Minkowski (n+1)D podia visua-
lizar si introduciamos la constriccion algebraica en la métrica del espacio-
tiempo plano (n+1)D. Ahora juntaremos este estudio realizado de dS,, con las ecuaciones
de Einstein. Primero vemos que en un espacio-tiempo de Minkowski (n+1)D, la ecuacion
de Einstein también se satisface trivialmente

0= R(n+1) = gABRAB = R(n) + Rpp, (37)

donde R,.1, g*% y Rap son el escalar de curvatura, el tensor métrico y el tensor de
Ricci (n+1)D respectivamente y ademés Rpp es la componente n+1, con los indices en
mayusculas A, B,..., corriendo de 0 a n. Si hacemos Rpp = —%An la cual implica una
curvatura constante positiva del encaje del espacio, entonces la ecuaciéon de Sitter
se reproduce.

Enseguida aclararemos la relacion que guardan la constante cosmolégica A, y la
longitud [ mediante la sustituciéon de la restriccion en la ecuacion de Einstein
(3.6). Para especificar esto, primero vemos que el escalar de curvatura en (3.7) no se
anula, entonces podremos comparar (3.6 con (2.48) y asi determinar la relaciéon entre la
longitud [ y la constante cosmoldgica A

(n—1)(n—2)
212

A, = (3.8)
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3.3. De Sitter en diferentes coordenadas

Una vez que conocemos la geometria que representa el espacio-tiempo de Sitter, lo
que ahora realizaremos es especificar ciertas transformaciones de coordenadas que pueden
describir parte del espacio-tiempo de Sitter.

3.3.1. Coordenadas globales (7, 6;),i=1,2,...n—1

El espacio-tiempo de Sitter puede visualizarse como un hiperboloide n-dimensional

encajado en un espacio-tiempo de Minkowski (n+1)-dimensional describiendo una topo-
logia cilindrica R x S™~! ver Fig. (3.1)).

Un sistema de coordenadas conocidas para cubrir todo el hiperboloide n-dimensional
(2.46)) se obtiene de la siguiente observacion: Como se muestra en la Fig. (3.1)), la relacion
entre X y la longitud espacial de (X', X? ..., X™) es hiperbolica y la seccion espacial

de una X° constante define una esfera (n-1)D de radio /12 + (X°)>. Por lo tanto, una
eleccion conveniente que satisface la ecuacion ([2.46) es

X0 = lsenh% y X' =lw'cosh %, (3.9)

donde —0co < 7 < 00 y las w''s para las secciones espaciales de una 7 constante satisfacen

S () =1 (3.10)

i=1

Posteriormente, se tienen n variables angulares 6;:

wt = cosb, 0<6, <m,
w? = sinf; cosbs, 0<6y, <,
. . (3.11)
W' ? = sinfcosby---sinfy_zcosby_s, 0<0,5<m,
W'l = sinfcosby---sinfy_scos by, 0<0,,<m,
Ww" = sinf;cosby---sinf_osinfy_; 0<6,_1 < 2m.

Sustituyendo la ecuacion (3.9) y las relaciones de (3.11)), en la métrica (2.45]), obtenemos

una métrica prescrita en términos de las coordenadas (7, 6;):

ds? = —dr? + 12 cosh® G) A2,

(3.12)

donde dQ?2_, es el elemento de linea de una esfera S™!

n j—1
dQ? | = Z (H sen291~> de3. (3.13)
i=1

-1
Jj=1
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Figura 3.1: Hiperboloide n-dimensional de Sitter incrustado en el espacio-tiempo de Min-
kowki (n+1)-dimensional.

Dado un tiempo fijo 7 en estas coordenadas, la hipersuperficie espacial correspondera a
una esfera S"~! de radio [ cosh (7/1). Por lo tanto, su radio es infinitamente grande cuando
T — —o00, se reduce al radio minimo [ en 7 = 0 , y luego se incrementa a un tamano
infinito con 7 — oo. Nuevamente enfatizamos que la seccion espacial es compacta (finita)
excepto para el pasado y futuro mas lejano. En este sistema de coordenadas, 0/06,,_1 es
el tnico vector de killing, porque la métrica es isométrica bajo la rotacion de una
coordenada 6,,_;. Por otro lado, 9/07 no es un vector de Killing y perdiendo esta simetria
se rompe la conservacion de la energia de modo que no hay un Hamiltoniano definido
correctamente y esto traera como consecuencia que el procedimiento de cuantificaciéon no
se produzca de forma sencilla.

3.3.2. Coordenadas conformes (7, 6;),i=1,...,n—1

Una propiedad notable de Sitter es proporcionado del tensor de por el tensor de
Weyl (o conforme)

1
Cuvpe = Ruvpo + n—29 (Guo Bov + GupBop — GupBov — Guo Rpv)
1

+ (n _ 1) (n — 2) (gﬂpgplf - guﬂgol/) ) (314>

para n > 4, o el tensor de Cotton

1% e’ v 6VP
cm = Vo (R, — =LRy (3.15)
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para n = 3. Sustituyendo la ecuacién de Einstein (3.6) y la ecuacion (2.9) tensores
conformes de las ecuaciones (3.14]) y (3.15]),0btenemos que estos se anulen, por lo que se
demuestra que el espacio-tiempo de Sitter es conformemente plano:

1 2 1

Cuvpo = n(n—1) T h (n—2) + (n—1)(n—2) (Guopr — Guo9pv) Ry =0 (3.16)

1 er

4 /lgl

Por lo tanto, la condiciéon que el tensor de curvatura de Riemann esta determinado
tinicamente por el escalar de curvatura es equivalente a la condicién de que el tensor
conforme se anule en este sistema. En consecuencia, el tinico parametro de Sitter [ =
V/(n—1) (n — 2) /2A,,, puede ser escalado por una transformacion de Weyl.

" = V, (R —4A,) =0 (3.17)

La anterior propiedad conforme de Sitter nos sugiere que el sistema de coordenadas
conforme es un buen sistema de coordenadas. Asi que la métrica es escrita en términos
de un tiempo conforme 7' como

ds® = F (T/1)* (—dT* + 1?dQ2_,) (3.18)

Si se compara la métrica de las coordenadas globales ([3.12)) con la de las coordenadas de
conforme ([3.18)), entonces la transformacion de coordenadas entre estas dos se resume en
una ecuacion diferencial de primer orden de F (7'/1)

dl;)?F = +VF? 1, (3.19)

donde F'(T'/l) = cosh(r/l) > 1 proporciona una condicién de frontera de la forma
F(0) =1.Y la tnica solucion de la anterior ecuacion es

F(T/1) = sec (%) . (3.20)

Sustituyendo el resultado de (3.20) en la métrica (3.18)), obtenemos

1

cos? (%)

T
ds® = (—dT? 4 1?d2_)) con — < 7< g (3.21)

2

Ya que la métrica (2.20) es isométrica bajo la rotacion de 6,1, 9/00,_1 es un vector de
Killing y no habré otro. Por lo tanto, la tnica simetria que existe es la simetria axial.
Tenga en cuenta que existe una correspondencia biunivoca entre las coordenadas globales
y las coordenadas conforme , lo que significa que el sistema de coordenadas
conforme describe todo el espacio-tiempo de Sitter. Ademas, cualquier geodésica nula
con respecto a la métrica conforme es también nula en la métrica conformemente
transformada:

T
ds® = cos’ <7> ds® = —dT? + 1?dQ? . (3.22)
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Por lo tanto, el diagrama de Penrose para de Sitter puede facilmente ser identificado a
partir de la métrica , que contiene toda la informacién sobre la estructura causal
del de Sitter, pero las distancias son altamente distorsionadas. Sin embargo, vamos a
discutir el diagrama de Penrose para de Sitter en una seccién posterior. Como se mencioné
anteriormente, la topologia del espacio-tiempo de Sitter es cilindrica R x S"~! asi que
para procede a hacer el diagrama de Penrose es necesario cambiar el hiperboloide por
un cilindro de n dimensiones de una altura finita, siendo este I x S"~! (I = [0, n1]). Una
vez mas notese que el sistema de coordenadas conforme no incluye la simetria de
traslaciones temporales, asi que que el Hamiltoniano no puede ser escogido como una
cantidad conservada y la teoria cuéntica en estas coordenadas también esté inconclusa.

3.3.3. Coordenadas planas (t, x’) ,i1=1,....,n—1

Una caracteristica notable del espacio de Sitter es el hecho de que es maxi-
mamente simétrico. Consideremos un observador comovil en el espacio de Sitter puro,
entonces este puede encontrar hipersuperficies espaciales maximamente simétricas que
son ortogonales a su direcciéon temporal. La correspondiente métrica plana toma la forma

ds® = —dt® + o (t/1) yy;dada?, (3.23)

donde a (t/1) es el factor de escala cosmico o factor de expansion y la métrica espacial
75 (n-1)D esta caracterizada por tener un tensor de curvatura de la forma

REZJM =k (Yarvjt — YaVie) (3.24)

donde k£ = a?

(n—1)(n—2)
de curvatura (n-1)D.

R(,—1), donde RZ(;L,;I b y R(n—1) son el tensor de Riemann y el escalar

En el espacio-tiempo de de-Sitter de nuestro interés, solamente tenemos una energia
del vacio positiva (o equivalentemente una constante cosmolégica positiva) como la fuente
de materia dada en . Asi que esto lo podemos interpretar en términos de un fluido
perfecto cosmoldgico del cual podemos escribir su tensor de energia-momento como

Tp,l/ = (p + P) U,u,Ul/ +pg,ul/7 (325)

donde p y p son la densidad de energia y presion respectivamente medidos en el sistema
de referencia en reposo, y U, es la velocidad del fluido. Ya que el fluido esta en reposo
para un observador comoévil, la velocidad del fluido U, es

U* = (1,0,0,...,0), (3.26)

y entonces TH = diag (—p, p, p, ..., p). Por lo tanto, la ecuacion de estado es w = p/p =
—1 y esta nos dice que es un fluido perfecto con densidad constante y positiva y una
presion constante negativa:

Ay,
N s G4 '

p=-p (3.27)
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Obviamente esto también es consistente con la conservacion del tensor de energia-momento
3.5)), es decir, V,T# = 0. Debido a la homogeneidad e isotropia de la métrica espacial
3.23) 745 la podemos escribir como la métrica de Friedmann-Lamaitre-Robertson-Walker

en términos de las coordenadas esféricas (n-1)-dimensionales (7, 6,) , (a = 1,2,--- ;n —2) :
ds® = —dt* + a* (t/1) _ + r2dQ2 (3.28)
1—k(r/l)? "

donde k > 0, k =0 o k < 0. Para k > 0 las hipersuperficies espaciales tienen curvatura
constante positiva y son usualmente llamados modelos cerrados. Para k& = 0 las hiper-
superficies espaciales son espacios Euclideos y son llamados modelos planos. Por tltimo,
para k < 0 las hipersuperficies espaciales tienen curvatura constante negativa y son lla-
mados modelos abiertos. En virtud de la métrica , las ecuaciones de Einstein (3.4
se resumen en dos ecuaciones de Friedmann:

N\ 2

a 4G ) n k n—2 k

4y —(n—4 ——=—A\,— —, 3.29

(a) n—2 {n—lp (n )p] a> 2(n—1) a? (3:29)
b gnGy (L4 p) = 22 (3.30)
P Ol P R C2(n—1)"" '

donde el punto denota la derivada respecto al tiempo a = da (t/1) /d (t/1). El segundo
miembro de la ecuacion (3.30)) es siempre positivo en el caso de Sitter. Esto implica que
el universo representado por de Sitter esta acelerandose o equivalentemente

se observa que es negativo, esta ultima expresion se conoce como el pardmetro de dece-

at)®
cosh(t/l)\ i

et sinh(¢/1)
o 5 p t

Figura 3.2: Soluciones del factor de escala para distintos valores de k.
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leracion. Cuando k = 0 o0 k < 0, el lado derecho de la ecuacion (3.29)) es siempre positivo.
Esto quiere decir que una vez que el universo comenzo6 a expandirse, este lo hara por
siempre. O equivalentemente, una vez que el parametro de Hubble

H(t) =

ISHRSE

: (3.32)

fue observado como positivo, la tasa de expansion del universo queda siempre positiva.
Incluso para el caso de k = 1, y una vez que el factor de escala cosmico a (t/1) llega a un
tamaiio critico tal como a. = /2 (n — 1)/ (n — 2) A, el universo continuara expendién-
dose eternamente. Las soluciones exactas de las ecuaciones de Friedmann —

no son mas que soluciones de la inflacion, en consonancia se tendra lo siguiente (ver Fig.

(3-2))

lcosh(t/l), k>0,
a(t/l) = ¢ exp(£t/l), k=0, (3.33)
Isinh(t/1), k <0

Si interpretamos la singularidad en a = 0 como el “Big Bang” de la creacion del Universo,
entonces para un universo cerrado £ > 0, el universo se contrae en su pasado infinito
t — —oo y alcanza un minimo en ¢ = 0, posteriormente se expande en su futuro infinito
t — 00, en este caso el universo experimenta un rebote y no llega a una singularidad. Para
el caso k = 0, el Universo realmente no llega a ser de tamano cero en su pasado infinito ¢t —
—00, parece ser no tiene una singularidad para todo t. Para k < 0, tiene lo que pérese ser
una singularidad en ¢t = 0. La constricciéon del hiperboloide n—dimensional encajado
en Minkowski (n+1)D puede ser descompuesta en dos constricciones si se introduce un
parametro adicional ¢, una de las cuales sera un hiperboloide 2-dimensional de radio

- () e
X0\ 2 X 2 i\ 2
_ (T) N (T) - <x7) (211 (3.34)

y la otra una esfera (n-1)-dimensional de radio %iet/ !

X0 1 /21\? .

A _ (T

l senh (t/1) 5 ( 7 > e

XT = %et/l, 1=1,...,d—-1

X 1 /2"\>

= = cosh(t/l)—§(x7) ! (3.35)

donde —o0 < ¥ < 00, —00 < t < 00. Como —X + X" = [e!/! < 0, estas coordenadas
cubren unicamente la mitad inferior del espacio de Sitter como se muestra en la Fig.
3.3)). Insertando la transformacion en la métrica de Minkowski (n+1)-dimensional
@, esta toma la forma

ds? = —dt? + */!dz" (3.36)
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que coincide exactamente con la solucion para el caso de &k = 0 en (3.33]) que se encuentra
resolviendo las ecuaciones de Friedmann -. Ya que la métrica (3.36) no es
isométrica bajo traslaciones temporales, d/0t ni un vector de killing tipo tiempo, esto
implica que no hay conservacién de la energia y un Hamiltoniano bien definido, lo que
dificulta la descripcion de la gravedad cuantica en las coordenadas planas. Sin embargo,
la métrica (3.36)) es independiente de las %, por lo que satisface la forma invariante de
(2.2). Por lo tanto, 9/dz° son vectores de killing tipo espacio y la geometria espacial
implica simetrias de traslacion y simetrias de rotacion.

0
A* X0 = X»

Figura 3.3: Mitad inferior sombreada de d.S5,, cubierto por las coordenadas planas.

3.3.4. Coordenadas estaticas (¢, r, 0,),a=1,...,n—2
La constriccién del hiperboloide n-dimensional (2.46|) incrustado en el espacio-

tiempo de Minkowski (n+1)-dimensional es nuevamente descompuesta en dos constric-
ciones mediante la introducciéon de un parametro adicional r, una de las cuales uno es

una hipérbola 2-dimensional de radio 1/1 — (r/1)?

_ (XTO>2 N (XTd)2 1 (g)z (3.37)

y la otra es una esfera S"~! de radio r/I

(XTI>2+...+ (X’;_I)QZ (%)2 (3.38)

Por lo tanto, una buena parametrizacion de coordenadas para las anteriores constriccio-
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‘X 0 X0 = x»

XU —_Xn

Figura 3.4: La region acotada por el horizonte de Sitter (r <) se muestra sombreada.

nes es
X0 7\ 2 W]
T = Y- (7) sen e,
X .
7 = Cuﬂ i=1,....,n—1
X" 7\ 2
= = - 1—<7> cosh (t/1) | (3.39)

donde las w”s fueron introducidas en la parametrizacion de las coordenadas globales, y
(0 < r < 00) sera identificada con la coordenada radial del sistema de coordenadas estéti-
co. Yaque =X+ X" = —/I12 —rZexp (—t/1) < 0y X+ X" = —V/I2 — r2exp (—t/1) <0,
la region r < [ cubre una cuarta parte de todo dS,, como se muestra en la regién sombrea-
da en la Fig. . Luego, r = [ sera identificado por un horizonte del espacio-tiempo de
Sitter puro. Sustituyendo la transformacion en la métrica de Minkowski (n+1)D
, obtendremos la métrica estatica de dS,:

2 dr?
d52 = — |:1 — (Z) :| dt2 + [; + rde?l—Z? (340>
1

l - (3]

En este sistema de coordenadas 0/0t y 0/00,,_5 seran dos de los vectores de Killing
presentes en la métrica (3.40). En consecuencia, la geometria del espacio-tiempo tiene
simetria axial y traslacion temporal. Por lo tanto, el Hamiltoniano estéd bien definido
en las coordenadas estaticas, pero la unitariedad se ve amenazada por la existencia del
horizonte en r = [, es decir, la norma de /0t se anula.
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3.4. Geodésicas

En esta seccion se analizaran las posibles geodésicas de los cuatro sistemas coordena-
dos de Sitter, obtenidas en la seccién anterior. También se introducirédn varias cantidades
que seran de utilidad en cada sistema de coordenadas y se explicaran algunos caracteres
de las geodésicas obtenidas.

La estructura de un espacio-tiempo curvo fijo suele ser investigado por los movi-
mientos clasicos de una particula de prueba. La curva minima, la geodésica, que conecta
dos puntos en el espacio de Sitter, por un punto inicial P; y un punto final Py, esta deter-
minada por el minimo de su longitud de arco o y esté parametrizada por un parametro
arbitrario A como z* (\):

Py )‘f dz# dxv
o= do = / d/\— / Juw 3.41
/Pi Y AN dN ( )

Conforme al principio variacional, la geodésica debe obedecer la ecuaciéon de segundo
orden de Euler-Lagrange

A2t dx? dzP
e —o. 3.42
a2 TR (3-42)

3.4.1. Coordenadas globales

La Lagrangiana para el movimiento de las geodésicas (3.41]) es obtenido de la mé-
trica de las coordenadas globales:

s:—(;l—;) +l2cosh< )Z(Zl_lsm 9)( >2 (3.43)

donde A es un parametro afin. Las correspondientes ecuaciones de las geodésicas (3.42))
estan dadas por las siguientes ecuaciones acopladas

d2 T gy 2 dej 2
e + [sinh < l> cosh <7> Z <H sen 9i> (ﬁ) = 0, (3.44)

j=1 \i=1

d?0; 2senh (7/1)dr df; cosb; Zg —it+1 (HQ Sen29k> dg;\? 5 — cos b, df, \ db; B
dX2 "1 cosh (7/1) d\ dX  senb; [1—, sen26; (ﬁ) * Z; senf, d\ | dx

(3.45)
Puesto que 6,,_ es ciclica, df,,_;/d\ en la ecuacion se reemplaza por una constante
de movimiento .J tal que

n—2

dé,_
I? cosh? (1/1) H sin? §; ——
=1

=] 4
o (3.46)
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Conociendo el hecho de que dados dos puntos arbitrarios en una esfera S"!, la curva
contenida en la superficie esférica que une los dos puntos y tiene longitud minima es
la geodésica de circulo maximo entre los puntos y debido a la simetria de rotaciéon en
la esfera S™~!, uno siempre puede orientar el sistema de coordenadas de modo que la
proyeccién radial de la érbita coincida con el ecuador,

6’1:02:03:---:«9n_2:§, (3.47)
de las coordenadas esféricas. Esto también puede ser confirmado por una comprobacion
explicita que la ecuacion (3.47)) debe ser una solucion de la ecuacion (3.45). Por lo tanto,

el sistema de nuestro interés se reduce de d-dimensiones (1-+1)-dimensiones sin pérdida

de generalidad. Si insertamos la ecuacion (3.47)) en la ecuacion (3.46)) tendremos que
db, 1 J

= 3.48
d\ [2cosh (7/1)’ (3:48)

de modo que la ecuacion (3.44)) se convierte en
d*r  J*sinh (/1) (3.49)

dX BB cosh(r/l)
La integracion de la ecuacion (3.49)) nos lleva a la conservacion de la energia F

A X°=/7smh(@])

(0. 0)

Figura 3.5: Dos movimientos representativos de las geodésicas en las coordenadas globa-
les: (a) la linea en puntos rojos es para J = 0, (b) la linea en trazos amarillos es para
J #0.

E= (Z—D Vi (7)) (3.50)
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donde el potencial efectivo V,¢; es dado por

Vi S=0 (3.51)
efe= .
_%<}l)2005h21(7/l)’ J # 0

y por lo tanto otra constantes de movimiento £ debe ser limitada por £ > %(J /20)%.

Eliminando el parametro afin A, tanto en la ecuacion (3.48]) como en la (3.50)), la érbita,

la cual se integra como una ecuaciéon algebraica:

J inh (/1

tanf,_1 = 7 sinh (/1) )
V0?4 2E cos? (1)

(3.52)

Dado que las secciones espaciales son esferas S”~! de una curvatura constante positiva,
sus geodésicas normales de J = 0 son las lineas en la cuales se contraen a un minimo de
separacion espacial y luego se vuelven a expandir hasta el infinito (Vea la linea punteada
en Fig (3.5)). Otra movimiento de la geodésica de J # 0 (linea discontinua) es dibujada
también en Fig. . Por ejemplo, supongamos que el parametro afin A es identificado
con la coordenada temporal 7. Entonces, se puede confirmar a partir del anélisis anterior
que cada geodésica que proviene desde cualquier punto se puede extender a valores infi-
nitos de los parametros afines en ambas direcciones, A =7 € (—00,00), de modo que el
espacio-tiempo de Sitter se dice que es geodésicamente completo. Sin embargo, existen
puntos separados espacialmente que no pueden ser unidos por una geodésica.

3.4.2. Coordenadas conformes

Al igual que en el procedimiento anterior, podemos obtener de forma automaética
el Lagrangiano para las geodésicas a partir de la métrica conforme (|3.21}):

2 n—1 /j7—1 2
£ = sec’ (%) - (Z—?) + lzz (H sin’ 9i> (%) ] ) (3.53)
j=1 \i=1

y entonces las correspondientes ecuaciones de las geodésicas son

BT 1sin(T/1) (dT\? sin(T/1) 14 L, (b
)2 +Tcos(T/Z) (ﬁ) +lcos(T/l)j1_[ bi (d/\) =0 (3:54)

d?0; 2sin(T/1)dT df; cosb; Z?:il-&-l < ) sin’ 9k> do; \? 5 — cos 0, df, \ db;
D2 Tcos (T dh dn sinf [ sin?0 (ﬁ) * 2_; sin, d\ | dn

(3.55)
Puesto que 6,1 es ciclica, df,_1/d\ se sustituye por una constante de movimiento J de
la siguiente manera

dan—l
2(T/0) 20, =J :
2cos 2 (T/1) H sin ) J (3.56)
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- I Y
4 o) (W2, m2)
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Figura 3.6: Geodésicas sobre el plano (T, 6,_1): (a) la linea punteada en rojo es para
J =0, (b) la linea discontinua en azul es para J # 0.

Dado que las 6,,_; coordenadas angulares constituyen una esfera S"~!, el argumento que
se mencion en la previa secciéon en torno a la ecuacion serd nuevamente valido y
por lo tanto el sistema de nuestro interés se reduce de nuevo de n-dimensiones a (1+1)-
dimensiones sin pérdida de generalidad. Aplicando la condicién de la ecuacion en

la ecuacion (3.56)), tenemos
b, J

T cos® (T'/1) (3.57)
y la ecuacion (3.54) se podra reescribir como
ET 1 ar\’ b, 1\
e T Ytan (T/1) <ﬁ> + ltan (T'/1) ( ) > =0. (3.58)

Ahora el Lagrangiano 2-dimensional es:

_ (2_02 P <dil";>2] . (3.59)

De aqui obtendremos la siguiente cantidad conservada &:

£ = sec?

£= % (%)2 cos? (T/1) — % (%)2 cos™2 (T1) . (3.60)

Eliminando el parametro afin A, tanto en la ecuacion (3.57) y la ecuacion (3.60)), obtene-
mos la ecuacion de la 6rbita, la cual se integra como una ecuaciéon algebraica

tanf - — J tan (T'/1)
l \/(%)2 —2Esec? (T'/1)

(3.61)
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(T, 6,—1) representa un cilindro de altura finita, como se muestra en la Fig. (3.6). La
geodésica de energia cero, £ = 0, (o equivalentemente de momento angular cero, J = 0),
es mostrada como una linea de puntos, y la de energia positiva, £ > 0, (0 momento
angular distinto de cero, J # 0), se muestra como una linea discontinua en la Fig .

3.4.3. Coordenadas planas

El Lagrangiano para el movimiento de las geodésicas para el espacio plano de &k =0

se lee de la métrica (3.28)):

L= (j—i)QJre?t/’ (d—> /! 22 (szm 9) ( )2, (3.62)

y las correspondientes ecuaciones de las geodésicas son
Pt 1y, (AN 1?2 (o do;\
o0 /t —e2t/ in?6;, | (=] =0 3.63
e e (d)\) 1 ° ; Esm : (dA) ’ (3:63)
Er 2dtdr 2 o, \ >
- 427 in?d, | [ =) =0, 3.64
T Tdrdx T;(gsm (dA) (3:64)

n—2 j—1 .
26, 2dt db, 2dr by cos 6y, 2uj=ki1 <Hg—k+1 sin 91) (@ )2+2 (% cos B, d9a> A6

DT AN rd A smb, ] sinl6; a\ . inf, dX
(3.65)

Ya que 0,5 es ciclica, df,,_o/d\ es sustituida por una constante de movimiento J como

22/l 2l_Ism d@n 2= (3.66)

Si utilizamos el hecho bien conocido de que cualquier geodésica que conecta dos puntos
arbitrarios en una esfera S 2 se ubica en su mayor circulo, asf uno siempre puede escoger

sin pérdida de generalidad
T

01 :02:---:«9n_3:§, (3.67)
la cual debe ser una solucion de la ecuacion (3.65) debido a la simetria rotacional de
la esfera S"~2. Por lo tanto, el sistema de nuestro interés se reduce de n-dimensiones a
(2+1)D sin pérdida de generalidad. Aplicando la afirmacion de (3.67) en (3.66]) esta se

reduce a la siguiente expresion

db,,_s J
AN 222 (3.68)

de modo que las ecuaciones (3.63)) y (3.64) tomaran la siguiente forma

2t 1 ar\?> J?
— + /! (—T> + e =, (3.69)

axz 1 dA 4lr?

an
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d’r 2dtdr J* _,,

e A 3.70

T Tanay 4t (3.70)

Si eliminamos el tercer término de ambas ecuaciones ([3.69))-(3.70) por una resta, tendre-
mos la ecuaciéon combinada p 0t

ar e — o 3.71

dx* o (3.71)

donde C' es una constante. Finalmente, para C' = 0, la ecuacion radial (3.71)) tiene como
solucién particular

r

r =1, (3.72)
Para J = 0, la ecuacion ([3.71) se convierte en

d dr
/) =
"\ <e d)\) 0 (3.73)

—2t/1

Esto nos sugiere que dr/d\ = C'e con C” siendo una constante.

La informacion sobre el factor de escala a(t) esta en gran parte adquirida a través
de la observacion de los cambios en la longitud de onda de la luz emitida por las fuentes
distantes. Convencionalmente se mide en términos de los parametros del corrimiento al
rojo del parametro z entre dos eventos, que se define como el cambio fraccional en la
longitud de onda:

_ Ao~ A
=5
donde g es la longitud de onda observada por nosotros después de un viaje largo y
A1 es la que es emitida por una fuente lejana. Para mayor comodidad, nos situamos
en el origen r = 0 de coordenadas donde nuestro espacio de Sitter es homogéneo e
isotropo, y considerando un fotén que viaja con nosotros en la direccion radial con €/ s
fijas. Supongamos que una luz se emite desde la fuente en el tiempo ¢; y llega a nosotros
en el tiempo ty. Luego, a partir de la métrica , la geodésica nula que conecta
(t1,71,01, -+ ,0,_2) vy (to,0,601, - ,0,_2) relaciona la coordenada temporal y la distancia

de la siguiente forma
o dt n dr
— = —=f(r). 3.75
[ iw ) A== (375)

Si la proxima cresta de la onda deja r; en el tiempo t; + dt; y nos llega en el tiempo
to + d0tg, la independencia temporal de f(r;) proporciona

t1+0t1 dt to+dto dt
/ o / e (3.76)
t1 a (t) to a (t)

Para un tiempo suficientemente corto dty o (dt1) el factor de escala a(t) se aproxima por
una constante a lo largo de una integracioén temporal en la ecuacion (3.76)), y con la ayuda
de \g = 0ty < t1 — to| (0 A\ = dt1 < |t; — to]), la ecuacion (3.76) resulta

2 (3.74)

)\1 . a(tl)
o alto)

1
=1 + HQ (tl — to) — quHg (tl — t())Z —+ . s (377)
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donde Hy = H(to) y qo = q(to) son cantidades medidas hoy en dia. Substituyendo la
ecuacion (3.77) en la ecuacion (3.74]), obtendremos

L _ alto)
a(ty)

Por otro lado, la distancia comoévil 1 no es medible, de modo que podemos definir la
distancia de luminosidad dy, :

— 1. (3.78)

L
2 _

U= F
donde L es la luminosidad absoluta de la fuente y F' es el flujo medido por el observador.
En la expansion del universo, el flujo se diluye por el corrimiento al rojo de la luz por un
factor (14 z) y por la diferencia entre el tiempo de emision y el tiempo medido. Cuando
la distancia comovil entre el observador y la fuente de luz es r;, una distancia fisica d se
convierte en agr, donde ag es el factor de escala cuando la luz se observa. Por lo tanto,
tenemos que

(3.79)

F 1
— = 5 (3.80)
L 4ra2r? (1+ 2)
Substituyendo la ecuacion (3.80) en (3.79)), tenemos que
dL = ag”r (1-'-2) (381)
Usando la expansion de la ecuacion (3.77)), la ecuacion (3.78) se expresa por
1
= 14 Ho (t; —to) — —qoHZ (ty —to)” + -+ . 3.82
112 + Hy (t1 — to) 50 o (tt—to)” + (3.82)
Para valores pequenos de Hy (t; — to), la ecuacion (3.82)) puede ser invertida a
to—tlegl[z—<1+%) ] (3.83)

Cuando k£ = 0y con valores pequenos de Hy (t; — ty) la ecuacion (3.75)) da como resultado

lo siguiente
fo 1 aty) )
' /tl (a(tl) a?(ty)

. {(to—t1)+%H0(t0—t1)2+~~}

Qg

_ 1 {z—l(1+qo)z2+---}, (3.84)

G,OH() 2

donde a(ty) ~ ag+a (t; — to) + 2do (tito)*+- - - se utilizo en la segunda linea y la ecuacion
(3.83)) se inserto en la tercera linea. Reemplazando r; de la ecuacion (3.81)) en la ecuacion
anterior obtendremos finalmente la ley de Hubble:

1
dp = Hy'! [z—i—é(l—qo)zZ—i—---} (3.85)
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la cual se refiere a la distancia de una fuente con su corrimiento al rojo observado.
Tenga en cuenta que podemos determinar y el pardametro de Hubble presente Hy y
parametro de desaceleracion actual gy, medidos de la distancias de luminosidad y del
corrimiento al rojo. Como referencia, el valor observado de Hy en la actualidad es
Hy = 1000 km/sMpc (0,62 < h < 0,82), asi que la correspondiente escala de tiempo
Toniverso = Hy ! es alrededor de mil millones de afios y la escala de longitud Ly,iverso =
cH; ' es alrededor de varios miles de Mpc. Ya que el factor de escala estd dada por
una funciéon exponencial, a(t) = e/!, para el espacio-tiempo plano de k = 0, dado de la
ecuacion es integrada en una forma cerrada:

% — et/ _ o/l (3.86)

Ademas, el parametro del corrimiento al rojo z se expresa como

z=ellomt/l_q (3.87)
as{ la distancia de luminosidad dj, en la ecuacién se convierte en

dr =1(z+2%). (3.88)

Comparando la ecuacién (3.88|) con la ley de Hubble , finalmente nos confirma que
la solucién en expansion del espacio plano de £ = 0 tiene como parametro de Hubble
presente Hy = 1/1, y el universo de Sitter se acelera con un parametro de desaceleracion
presente gy = —1 como se esperaba.

3.4.4. Coordenadas estaticas

Escribamos el Lagrangiano de las coordenadas estaticas con la ayuda de la métrica
estatica (3.40)):

= [1 - (%)21 (%)2 + 1_;(7)2 (%)2 —|—r2§ (Esirﬁ 9i> (%)2. (3.89)

Puesto que el tiempo t y la variable angular 6,,_» son coordenadas ciclicas, obtendremos
las siguientes cantidades conservadas:

__9%t . [[sin?6; bz _ J, (3.90)
1

8(c?t§d)\) - [1 N (%)1 c% =V-25,  E<0 (390)

Por el mismo argumento que se vio en la anterior seccién, el sistema de nuestro interés
se reduce de n-dimensions a (2+1)D sin pérdida de generalidad, y entonces la ecuacion
se convierte en

db,—o J

= —. .92
d\ 72 (3.92)
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A partir de aqui vamos a utilizar las variables reescaldadas e = E/I*, x =r/ly j = J/I*
Tenga en cuenta que 7 no puede exceder de 1 debido a la limitacion de la velocidad de
la luz. Entonces la ecuacion de segundo orden de la geodésica radial que es obtenida a

partir del Lagrangiano ([3.90) sera

d*x x de\? x 1—a?
— — 2el -5 = 0. 3.93
d)\2+1—:c2(d>\) TR T T (3:93)
Y luego el Lagrangiano se puede reescribir como sigue
2 [(dz\® 122 2el?
£ = — — : 3.94
1—x2(d)\) +x2+1—x2 (3:54)
De aqui se obtiene la conservacion de la energia e
1 dx 2 ‘/eff
(= L —_e>0 3.95
> (dA) LT (3.95)

donde hemos fijado £ = [? y el potencial efectivo V., es dado por

V=S (L4 (1-2? 3.96
ot =5\ 2 z?). (3.96)

Como se muestra en la Fig. el movimiento de una particula que tienen una energia
e1; nunca puede ser menor a x = j debido a la fuerza centrifuga repulsiva, la cual llega a
ser 0 conforme j se aproxima a 0. Todos los rangos excepto j < r < 1, estan prohibidas
por el hecho de que la energia cinética debe ser positiva. Para e = e, indicada en la
Fig , una particula de prueba se mueve en una 6rbita delimitada dentro de los dos
puntos de retorno 7 y 3. El perihelio z; y el afelio x5 se obtuvieron de dx/d\

j2—|—1+2e—\/(j2—|—1+2e)2—4j2

ZL’I — 2 ,
, j2+1+26+\/(]’2+1+26)2—4j2
2 = 5 . (3.97)

Si la energia e tienen un valor minimo del potencial efectivo e = e3, entonces el mo-
vimiento so6lo es posible en x = x5, de modo que el movimiento de la 6rbita debe ser
circular. La region sombreada en la Fig. (3.7)) es la region permitida para un observador
estatico y esta limitada por el horizonte de de Sitter (z = 1). Esta corresponde a un
cuarto de la region global del hiperboloide de la Fig .

Resolviendo para dr/d\ de la ecuacion [3.95] obtenemos

dz?

A\ = .
2/ —xt+ (2 +2e+ 1) a2 — 52

(3.98)




54 3 ESPACIO-TIEMPO DE SITTER (DS)

x4

Figura 3.7: Potencial efectivo y diversos valores disponibles de la energia e: (a) e; = 0,

. 12 . 12
(b) —UZ <ey <0, (c) €3 = —U50

Entonces la integracion de esta ecuacion nos da como resultado

,  JE+1+42e
z =

donde C' es una constante de integracion. Si escogemos el perihelio x; dado en la ecuacion
para o = 0, la constante C' sera fijada por —m/2 y luego el afelio x5 serd o = 7/2.
Cuando la energia e toma el valor méaximo de e = 0, la posiciéon del afelio en 1 = 1 no es
mas que el horizonte de Sitter. Asi que el tiempo propio transcurrido para el movimiento
desde el perihelio al afelio es, —7/2, 7/2, es finito.

1
+ 5\/(]'2 +1+2e)* —45%sen (20 + C) | (3.99)

Cambiando el tiempo propio o en la ecuacion (3.98) para coordinar el tiempo ¢ de
un observador estatico por medio de la ecuacion (3.91]), nos encontramos con

V—2e

dt = dx® , —, (3.100)
(22 — 1) /=2 + (j2 4+ 2e + 1) 22 — 52
y la integracion para e = e; da lo siguiente
de — (52 —1+2¢) (1 — 22
tan [2 (t — ty)] = e (o142 (1) . (3.101)
V—=2e (22 — 1) y/2e + (1 — 22) (1 — j2/2?)
Note que los rangos son
. 1 2
j<x<l, 0<j<l, —(]2) < ey <0. (3.102)
En el caso de e = ey, la integracion de la ecuacion (3.100) dara
V=) (- a?) — (1 - a2’
t—tyg=1limlv—-2 : 3.103
0T Y T (1% (% 1) (3.103)
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Para alcanzar el horizonte de Sitter en x = 1, la energia e debe tener un valor de
e; independientemente del valor de j como se muestra en la Fig. . Para e = e3 =
—(j— 1)2 /2, x se fija por xy = /J. Cuando una particula de prueba se acerca al horizonte
de Sitter, el tiempo transcurrido diverge como

V2l 12

t—ty = K ~1
T ST 1-2Vi—a
~ lim — +o00. (3.104)

z—=1- /1 —x

Combinando el resultado de integrar las ecuaciones (3.92) y (3.98]), obtenemos la ecuacion

Figura 3.8: Geodésicas radiales en el tiempo ¢: (a) la linea de puntos y rayas es para eq,
(b) la linea continua es para es, (c) la linea de puntos es para e3.

de una orbita eliptica para e = es :
=252+ (14 j% + 2e) 2?
a2\ /[(1+ )% +2¢] [(1— ) + 2]

sen (204—2 + 0p) = (3.105)

Si elegimos a = como el perihelio en 035 = 0, 6y se convierte en —7 /2. De la ecuacion
(3.97), el semieje mayor de z? estd dado por

a_xf+x§_j2+1—|—26

3.106
5 5 (3.106)

La excentricidad € de la elipse puede escribirse como

e=1/1-2. (3.107)
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La dependencia de la orbita para € es la siguiente:

(3.108)

{ e <1, e<0: elipse,

=12 .

5 circulo.

e =0, e=—

Este esquema esté de acuerdo con la discusion cualitativa realizada mediante el uso del

potencial efectivo (3.96)) y el diagrama de energia en la Fig. (3.7)).

3.5. Diagramas de Penrose

Un diagrama de Penrose es simplemente un diagrama del espacio-tiempo ordinario
de una métrica sobre la cual se ha llevado a cabo una transformacion de coordenadas
particularmente inteligente que lleva puntos en el infinito a una posiciéon finita para
que todo el espacio-tiempo se comprima en una regiéon finita. Como nuestro objetivo es
representar la estructura causal del espacio-tiempo que se define por sus conos de luz,
“inteligente” significa que las nuevas coordenadas 2’ tiengan una coordenada tipo tiempo
y radial, con la caracteristica de que los conos de luz radiales pueden ser consistentemente
representados a 45° en un diagrama del espacio-tiempo.

Ya que nos gustaria encontrar las coordenadas en las que los conos de luz son a
45°, so6lo tenemos que encontrar las coordenadas en las que la métrica de interés esta
conformemente relacionada con una métrica distinta para la cual sabemos que los conos
de luz son de 45°. Para llevar acabo esto lo primero es construir un espacio-tiempo g,
que contenga al espacio-tiempo g,, en cuestion, de tal forma que las métricas estén
conformemente relacionadas, de la siguiente forma

Guw = () Gy (3.109)

para una funciéon Q%(z) no nula llamada factor conforme. Notemos que el inverso de la
transformacion conforme es g, = 27, Aqui, el factor conforme 2 es convenientemente
elegido para “llevar” puntos del infinito a una posicion finita y asi todo el espacio-tiempo
se comprime en una region finita la cual es llamada diagrama de Penrose.

3.5.1. Diagrama de Penrose del Espacio-tiempo de Minkowski

Vamos a comenzar con el espacio-tiempo de Minkowski para ver como funciona la
técnica de los diagramas de Penrose. Escribamos al espacio-tiempo de Minkowski M* en
las coordenadas (¢, zt, 22, 23):

ds? = —di* + (dz")” + (da?®)” + (dz®)”. (3.110)

Si usamos coordenadas esféricas polares (¢, r, 01, 6) dadas por 2° = t, 2! = rsinf; cos 0y, 2? =
rsin @) sinfy, 23 = rcosf; con rangos 0 < r < 00,0 < 6, < 7y 0 < 6 < 2, la métrica
toma la forma

ds® = —dt* + dr* + r*d03} + r* sin® 6,d0;. (3.111)
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A continuaciéon introducimos coordenadas nulas avanzadas y retardadas las cuales se

Figura 3.9: Representacion de las coordenadas (v, u) y (r,t) en el espacio de Minkowski.

obtienen al hacer la transformacion (t, r, 01, 65) — (u, v, 01, 05) y estan dadas por
u=t—ryuwv=t+r. Entonces v > u, y los rangos quedan definidos por —oo < v < 0o
y —o0 < u < co. La métrica toma la forma

1
ds®> = —dvdu + 2 (v —u)® (d67 + r?sin”® 6,db3) (3.112)

La ausencia en la métrica de los términos dv? y du? corresponde al hecho de que las
superficies u = cte. y v = cte. son nulas; ver Fig. (3.9).

Ahora se realizara la transformacion fundamental, en donde las coordenadas con
rangos infinitos v y w se transforman en coordenadas con rangos finitos V' y U. La
transformacion (v, u, 0y, 03) — (V, U, 61, 63) esta definida por V = arctan (v) y U =
arctan (u), donde =37 <V < ir, —ir < U < InyV > U ver Fig. . Asi la métrica
se transforma en

1
ds® = 1 sec” (V) sec? (U) [—4dVdU + sin® (V — U) (db7 + sin® 6,d63)] (3.113)

por lo que la métrica fisica (3.112)), es conforme a la métrica g dada por
ds* = —4dUdV + sin* (V — U) (d6 + sin® 6,d63) (3.114)
con factor conforme
Q=2cos(V)cos(U). (3.115)

Finalmente, para llevar la métrica a una forma més familiar, se introducen nuevas coor-
denadas (U, V, 61, 6) — (T, R, 0, 05) dadas por T =U +V y R =V — U. De esta
forma, los rangos son — 1 < T+ R< 7w, —n<T — R <7y R >0y entonces la métrica
g tendré la siguiente expresion

d3? = — (dT)* + (dR)? + sin® R (d6? + sin® 0, d63) . (3.116)
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Figura 3.10: Representacion de las coordenadas (V,U) y (r,t) en el espacio de Minkowski.

Observemos que esta expresion es localmente idéntica a la descripcion del universo es-
tatico de Einstein (R x S%), el cual es un espacio-tiempo completamente homogéneo.
Por lo tanto, M* es conforme a la region del universo estatico de Einstein acotada por
J = Q1(0). A este espacio se le conoce como el espacio de Minkowski compactificado,
que se muestra en Fig. . Esta estructura nos permite dividir el infinito en regiones
conformes diferentes. La frontera J esta formada por las superficies V' = 7/2 (denotada
por J7) y U = —m/2 (dotada por J ) y los puntos ¢ ", i e i~ definidos por V = U = 7/2,
V=-U=n/2yV =U = —n/2, respectivamente. Cualquier geodésica temporal se
origina en 7~ y termina en ¢7. De manera similar, las geodésicas espaciales empiezan y
terminan en i, mientras que las geodésicas nulas empiezan en J~ y terminan en J*.
Debido a la simetria esférica del espacio-tiempo de Minkowski, podemos representar el
espacio-tiempo de Minkowski compactificado por medio de un diagrama bidimensional,
basado en las coordenadas (7, R) y suprimiendo las coordenadas 6 y 6,. En este diagra-
ma, cada punto representa una S? esfera excepto los puntos i, i~, i y la linea v, que es
donde las coordenadas esféricas son singulares ver Fig. (3.12).

3.5.2. Diagrama de Penrose del Espacio-tiempo de Sitter

En el caso del espacio-tiempo de De Sitter sabemos que la métrica se puede escribir
en términos de las coordenadas globales (7, 0y, 6, 03), dadas por z° = Isinh (7/1), x! =
[ cos by cosh (7/1), #* = Isin 6, cos Oy cosh (7/1), 23 = Isin fsinb, cos O3 cosh (7/1) y x* =
[ sin 0 sin 0 sin O3 cosh (7/1), con rangos 0 < 01 < 1,0 < by <, 0 < 03 < 2wy —o0 <
T < 00, asi la métrica toma la forma

T

ds® = —dr? + 1% cosh? <l

) (6% + sin® 0y (d62 + sin® 0,d63) ) (3.117)
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Figura 3.11: El universo estatico de Einstein (R x S3), proyectado como un cilindro. La
region delimitada por el contorno rojo esta conformemente relacionada con el esacio de
Minkowski.

it = futuro infinito tipo — tiempo (T =z, R =10)

% = infinito espacial (T =0, R = x)

i~ = pasado infinito tipo — espacio (T = —n, R=10)
3T = futuro nuloinfinito (T =72 —R,0< R< 1)
3~ = pasado nuloinfinito (t = -7+ R0 < R < m)

t=constante

T, t

Figura 3.12: Diagrama de Penrose del espacio de Minkowski.
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Para estudiar el infinito conforme de dS4 recurrimos a la transformacion 7 — 7’ dada

por

1
7' = 2arctan (exp (7/1)) — 37 (3.118)

y en consecuencia, —5 < 7' < 7. De tal modo que la métrica se transforma en

1

cos2 1/

ds® = (— (dT’)2 + df? + sin® 0, (ng + sin? 92d9§)) (3.119)

que es conforme a la del universo estatico de Einstein con factor conforme
Q= cos (7). (3.120)

La frontera esta acotada por J = Q~ (0) y esta formada por las superficies 7+ deter-
minada por 7/ = 7 y J~ determinada por 7' = —7. A la regién del universo estatico de
Einstein delimitada por J se le conoce como el espacio de Sitter compactificado, ver la

Fig. (3.13).

Figura 3.13: El espacio de Sitter compactificado.



Mundos membrana tipo de Sitter y
localizacion de un campo escalar

El Universo estd dotado de una serie de misterios cosmologicos, pero el que mas
aflige a los fisicos es la pequenez de la densidad de energia del vacio observada en el
universo actual y sus efectos sobre la expansion acelerada del Universo en una época
tardia [12], 13]. Este enigma cosmologico ha desafiado hasta ahora una explicacion elegante
y directa.

Como hemos discutido en el capitulo 1, los modelos de mundos brana ofrecen nuevas
e interesantes posibilidades para tratar de explicar fenémenos fisicos para los que atn no
tenemos una explicacién convincente, como el problema de jerarquia. Los mundos brana
introducen también consecuencias interesantes para la fisica gravitacional y la cosmologia
(ver por ejemplo [16] y referencias citadas ahi). Historicamente los primeros modelos de
mundo brana que se construyeron fueron los modelos de Randall-Sundrum, en particular
en el modelo RSII se considera una 3-brana plana (espacio-tiempo de Minkowski 4D)
encajado en un espacio-tiempo AdS;. Dado que en este modelo nuestro mundo esta
mimificado por un espacio plano, esto es, con constante cosmologica nula, lo cual esta en
desacuerdo con observaciones cosmologicas recientes [12) [13], es interesante explorar la
posibilidad de tener un modelo donde la 3-brana que representa nuestro universo tenga
una constante cosmoldgica A > 0y el espacio més simple con esta propiedad es el espacio-
tiempo de Sitter (como vimos en el capitulo 2, este es un espacio-tiempo maximamente
simétrico).

En este capitulo estudiamos un mundo brana similar al modelo RSII (el cual con-
tiene solo una brana), pero en el que se reemplaza la 3-brana plana del modelo de RS por

61
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una brana dinamica o hipersuperficie fisica (3+1)D con un pardametro de expansion de
Hubble H no nulo, lo cual se logra dotando a la brana de una métrica tipo Friedmann-
Lamaitre-Robertson-Walker. Con esta modificacion de la geometria de la brana, a priori
no existe garantia de que las fluctuaciones del modo cero del graviton estén localizadas
sobre la brana, si el espacio-tiempo de bulto es AdS. Sin embargo, si el espacio-tiempo de
bulto es de Sitter o de curvatura positiva, entonces siempre existe un modo cero para el
graviton, que es normalizable y esté localizado sobre una brana dS [9} TT]. En estas teorias
la pequenez de la constante cosmologica 4D esté relacionada a la extension infinitamente
grande de la quinta dimension.

4.1. Brana dS, encajada en dS;

Los modelos de mundo brana tipo de Sitter en 5D estan caracterizados por una
dimensién extra y donde el espacio-tiempo del bulto tiene curvatura positiva. Estos per-
tenecen a una clase de modelos que intentan explicar la pequenez de la densidad de
energia del vacio cosmologica observada y la localizacion gravitacional. La idea bésica
detréas de la existencia de una solucion tipo de Sitter 4D (dS;) modificada por la defor-
macién de la dimensién extra, comienza por considerar una métrica 5D conforme de la
forma [11]

ds? = 249 (ds? + p?d¢?), (4.1)

donde p es un parametro libre con dimension de longitud y e24(%) es el factor de deforma-
cion (warp factor) como funcion de ¢. Buscamos soluciones para las cuales el elemento
de linea 4D toma la forma estandar de Friedmann-Lamaitre-Robertson-Walker (FLRW)

2

d
ds3 = g datds” = —dt* + a*(t) L _Tma

+ r2dQ§] , (4.2)
donde k es la constante de curvatura 3D de la parte espacial de la métrica y cuya dimen-
sion es el inverso del cuadrado de longitud como vimos en la seccion [3.3.3] El tensor de
Riemann 5D satisface la ecuacion ([2.9)

(5)

As (® (5)

®Rapep = —

G 940 P gpe). (4.3)

gac " "9Bp —
donde Rapcp ¥ gac son el tensor de Riemann y el tensor métrico 5D respectivamente.
Aqui los indices en maytsculas van de M, N,... =0, 1, 2, 3, 5. La acciéon de Einstein-

Hilbert de 5D con constante cosmologica toma la forma

Sgrafu = Mﬁ/d?f\/ |g(5)|(R(5) - 2A5)a (44)

donde My y A5 = 6/1? son la masa de Planck y la constante cosmoldgica 5D respectiva-
mente, siendo [ el radio de curvatura del espacio-tiempo en el bulto 5D como vimos en [I.4]
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y [L.5] Si queremos tratar el modelo de membranas gordas como se hizo en [9] es suficien-
te considerar la acciéon E| Sin embargo si queremos tratar el modelo de membranas
delgadas debemos adjuntar a la accién gravitacional la acciéon de una 3-brana

Sorana = —T / dzyflghy| = —7 / d2don /gy |6 (6 — 60) (4.5)

y como se realizoé antes, 7 denota la tension de la brana y 9?4) es la métrica inducida en
la brana. Las ecuaciones de campo de Einstein 5D son dadas por
Lty !, s

guy5 5 (¢ ¢0) ASgAB- (46)

\/\g

Las ecuaciones de Einstein para la métrica son

7_

1
Rap — ERABR(5)

6 dQ K 6 A/Z A// _ T 5 —5A 2\ 2A 4.7
;—FE —E( + ) = pM? (Cb_CbO)G + 5€ ()
a’ K 6 a
2(=+—= ) —= A*+A") +4- = = A LN (4.8
(a2+a2> p2( + )+ a ng (¢ ¢> + 2Ase ( )
6 a K a oA
;A’ -3 (@ + aQ) — 3— = —Ase (4.9)
Este conjunto de ecuaciones se puede reducir a 3 ecuaciones de movimiento independien-
tes
6A" @’ K 94
=6 (g + g) — Ase (4.10)
6AII
= —Ase?! — M3 5(¢ — o) (4.11)
a a? K
- = —+4+— 4.12
a a? + a?’ (4.12)

donde la prima y el punto denotan la derivada con respecto a la dimension extra y y al
tiempo t respectivamente. Aqui estamos interesados en estudiar una teoria de una sola
brana, esto es, tendremos una teoria con extension infinita tanto en la direccion positiva
y negativa de ¢.

4.2. Membrana gruesa espacialmente plana (k= 0)

4.2.1. Coordenadas conformes

Como se discute en [9], es posible encontrar una soluciéon de membrana gorda para
la accion (4.4)), sin necesidad de introducir un campo escalar. Esta solucion se obtiene

'Es importante mencionar que existen otro tipo de membranas gordas tipo de Sitter, en donde el me-
canismo de generacion de la membrana es através de un campo escalar. En este trabajo no abundaremos
sobre este caso, pero el lector interesado puede consultar [T1].
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en el caso en que K = 0 (universo espacialmente plano) y las ecuaciones de campo de
Einstein en 5D son resueltas para el factor de escala

a(t) = age™ (4.13)

y para el factor de doblamiento

2

A(6) = (2lof) ~ n (exp(pH0) +  exp(—pHo) (414)

donde ly y H son dos constantes de integracion. Podemos obtener el resultado estandar
en el espacio AdSj si reemplazamos [? con —I%,s 0 6/A5 [30]. De esta solucion podemos
obtener la accion efectiva en 4D, la cual es

Seff = Mzgz/d4$\/|g(4)|3(4) —/d4m\/|g(4)|K, (4.15)

donde la masa de Planck 4D es

M}, = 8pM}IGH? / <ePH¢+ oL W) d

—00

tan! (Io/1) + cot™ (/1)
= 8M}IGH? = —M}I’H? 4.1
Ml 813 /13 PR (4.16)
y K esté dada por
M3 9 2
K = —f/ e (12A’2+8A”+ 1?2’) e“) do
P S
% 4(3e* + 3\%e 20 — 2)) o

_ 373 774 QN33 Iy
— SMUH /_ e = s /_ Al @7

donde hemos definido ¢ = pH¢ y A = (2 /1%, Esto produce finalmente

K = 8M}IgH* 8; 7 = 6H>*M3,. (4.18)
La accion efectiva en 4D se puede rescribir en términos de la constante cosmologica
4D A4 como
Sh7t = M2, / a'e/lgw | (Ray — 24) (4.19)
por lo que

Ay = 3H>. (4.20)
Estos resultados son diferentes de los que se obtienen en el modelo RSII al menos en dos
aspectos. Primeramente, la reduccion de la féormula de la masa cosmologica

3 _ 2M3,

= rBBH?

(4.21)
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es claramente diferente de la que se obtiene en una configuraciéon de un mundo brana de
tipo AdS5 estética, para la cual

M3,
lags
En segundo lugar, y quizd mas importante, es que no tenemos que ajustar ningin para-
metro de la acciéon para mantener a Ay positiva.

M} = (4.22)

4.2.2. Meétrica deformada

En esta secciéon presentaremos un modelo simple de un mundo-membrana que se
genera por una interacciéon interesante entre una constante cosmoldgica 5D con una mé-
trica inducida en la 3-brana tipo de-Sitter sin la inclusion del campo escalar. Por lo tanto,
comenzamos con la siguiente accién 5D para un modelo de un mundo brana:

1
_ = — 4.2
167TG5 / zr\/|g 2A5). con Gs e (4.23)

f

A partir de la accion (4.23]) las ecuaciones de Einstein con constante cosmologica en cinco
dimensiones son faciles de conseguir:

1
Ryn — §R9MN = —Nsgun- (4.24)

La métrica 5D mas general que es compatible con una 3-brana inducida con un fondo
cosmologico espacialmente plano puede ser tomada de la siguiente manera

ds* = gMNddea:N =W (g, (z) datdz”] + dy?
e?AW [ dt* + a® (t) (dat + dai + da3) ] + dy?, (4.25)

9w (z) denota al tensor métrico 4D con (p, v =0, 1, 2, 3). Utilizando la propuesta (4.25)
podemos calcular las componentes del tensor de Einstein

-2
3 [% . eQA(y) (2A/2 + AH):| _ A5€2A, (426)
—2da — a* + 3a’*W) (247 + A") = —Asae*, (4.27)
.. . 2
—3e724W) (9 + a2> +64% = —As. (4.28)
a a

El conjunto de ecuaciones que resultan de (4.26])-(4.28)) pueden ser escritas de una forma
muy simple

. 2 ..
Al(y) = < <2a— - 59) e AW, (4.29)

Ay = 1 Kfﬁ - a—i) e AW — Ag,} : (4.30)
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2AY

10

Figura 4.1: Factor de doblamiento €*4®) de una brana gruesa localizada alrededor de
y = 0 con diferentes valores de H, para la linea punteada se tiene que H = 0.5, para la
linea delgada H = 1.0 y H = 1.5 para la linea punteada.

Al derivar la ecuacion (4.30]) con respecto a y y comparandola con la ecuacion (4.29)),
podremos obtener una ecuaciéon diferencial de segundo orden para el factor de escala

ai —a® = 0. (4.31)

La soluciéon general de la ecuacion (4.31) es a (t) = agef* con ay y H como constantes

arbitrarias, y podemos elegir el factor de escala correspondiente a un fondo cosmologico
de Sitter 4D
a(t) =e" (4.32)

Ya que la constante ag se puede absorber dentro de una redefiniciéon de coordenadas. Aqui
H es el parametro de Hubble y 3H? = A, siendo A4 la constante cosmologica efectiva
4D obtenida tras haber integrado la dimensién extra y. Por otro lado, la soluciéon para el
factor de doblamiento es

H
Aly) =1n |- cos(b(y — )|, (4.33)
donde yg es una constante que nos dice donde esté posicionada la brana, y 1/b parametriza
el espesor de la 3-brana y ademas esta relacionada con la constante cosmologica 5D de
la siguiente manera:

A5 = 6b°. (4.34)
Asi, la métrica relevante 5D con una 3-brana de Sitter inducida es obtenida
H2
ds* = 3 cos® (by) [—dt® + *"* (dat + da3 + da3)]| + dy”. (4.35)

De la forma que tiene la expresion del factor de doblamiento, podremos decir que una
brana tipo de Sitter se localiza alrededor y = 0 (ver Fig. (4.1))), y el rango de la dimension
extraes — | & |[<y <+ % |
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4.2.3. La métrica conforme a dS;

Dado que nuestro universo se esta expandiendo de forma acelerada, este puede ser
descrito por una 3-brana de dS; ya que una propiedad notable de este modelo cosmologico
es que d > 0. Por otra parte, como se ha indicado anteriormente, la constante cosmologica
efectiva 4D esté relacionado con el parametro de Hubble en la forma usual, es decir,
Ay = 3H?.

Bajo este escenario es importante escribir la métrica (4.35)) en una forma conforme
mediante la realizacion de la transformaciéon de coordenada

dz = e AWay. (4.36)

Entonces, la siguiente expresion para z se puede obtener

2 b
2 (y) = /eA(y)dy = Earctanh {tan (??J)} . (4.37)

Se puede ver con facilidad que z — foo0 cuando y — % | 5 |, por lo que el rango de 2
es —00 < z < +00. Debido a esta transformacion, el factor de doblamiento A puede ser
reescrita como una funcion de z

A(z) =In [%sech (Hz)} | (4.38)

y la métrica adopta la forma

ds* = e* [g,, (v)datda” + dz°]
H2
= ?sechz (Hz) [—dt* + " (dat + dad + da3) + d=?] . (4.39)

Aligual que en la seccion (4.2]) de la solucion de (4.38)) se podré obtener la accion efectiva

4D
Sepf = M]%l/d4x\/|g(4)’R(4) +/d4x 9w |K, (4.40)

asi que la masa de Planck 4D es

% MEH? [ TM3H?
- / (4.41)

2 _ r3 3A(2) 3 _
M, = M; /_ooe dz = 3 OOsech (Hz)dz = T

que resulta ser finita, como debe ser para una teoria 4D bien definida, por otro lado IC
es dada por
AH?M?3

[ 5 3rM7H! 2372
= / sech” (Hz) dz = o = 3H"Mp,. (4.42)

—00

Después de haber integrado sobre la coordenada extra z haremos una comparacion directa
de los resultados de la accién de Einstein-Hilbert 4D en la brana

Sbrana = M}, /d4$\/ 9| (R — 2A4) (4.43)
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como resultado se tendré
Ay = 3H? (4.44)

Este relacion también puede obtenerse a partir de las ecuaciones Friedmann y es derivada
directamente a partir de la variacion de la accion (4.43)).

4.2.4. De la membrana dS, encajada en dS; a RSII

Una cuestion interesante es verificar si hay un limite significativo cuando el paré-
metro de Hubble se anula H = 0. Para aclarar este punto, expresemos la soluciéon de las
ecuaciones de Einstein (4.33)) de la siguiente manera:

H? + ™ (b — V12— H?)
2b (b — Vb® — H?) ’

A(y) =In |e ™

(4.45)

que es equivalente a la ecuacion (4.33|) con byy = i1n (b’— Vlﬁ,’HQ) Cuando el parametro

H es pequeno, la solucién anterior se puede expresar como

12 1 o2iby (1;1_;)2
2b (55)

—iby

I

In

A(y)

= In :e“’y (1 + 2ty (gy)] : (4.46)

Por lo tanto, al tomar el limite de H — 0, esta solucién se reducira al caso de la 3-brana
espacialmente plana:

A(y) = —iby=—k|y|, (4.47)

donde hemos utilizado la simetria Zs a lo largo de la coordenada extra y y ademas se
impuso que ib = k. Como vemos este limite permitié6 pasar de un espacio de Sitter a
uno de anti de Sitter, ya que, el analisis de este limite produjo la soluciéon de Randall-
Sundrum, lo que implica que tenemos que anadir a la acciéon 5D la correspondiente delta
en el espacio-tiempo de 4D para tener consistencia matemaética. Este resultado se puede
ver dentro de la ecuaciones diferenciales —, ya que, si fijamos H = 0, de la
ecuacion vemos que la constante A5 debe ser negativa, puesto que es proporcional
a —A”, y asf finalmente se obtiene la soluciéon

Aly) =+~

[y, (4.48)

que justamente corresponde a la soluciéon de RSI. Por lo tanto, la conclusion es que una
brana plana debe estar encajada en un espacio-tiempo 5D de anti de Sitter.
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=20 -10 0 10 20

Figura 4.2: Factor de doblamiento e~ 2%/ de una brana delgada localizada alrededor de
y=0.

4.2.5. Localizaciéon de un campo escalar

En esta seccién mostraremos los mecanismos que permiten localizar al campo es-
calar sin masa en el modelo de una 3-brana tipo de Sitter. Empecemos por considerar la
accion de un campo escalar real sin masa acoplado a la gravedad

1

S = -5 / d°v\/—gg™ "N 0y POND. (4.49)

Al utilizar la métrica conforme (4.35), la ecuacién de movimiento que se obtiene al aplicar

una variacion en (4.49)) es

\/L_@L (V=3g"0,9) + e 0. (c*0.9) =0, (4.50)
-3

Luego, utilizando la descomposicion de KK @ (z, z) =) ¢, (x) Xy (2)
que satisfaga la ecuacion de Klein-Gordon con masa 4D

e—34/2 y exigiendo

{ﬁau ( —gg“”ay) - mi} n (2) =0, (4.51)

donde m,, es la masa 4D de KK del campo escalar, podemos obtener la ecuacion escalar
para el modo y, (z) de KK

(=02 4+ Vo (2)] xn (2) = mixn (2), (4.52)

el cual es una ecuacion de Schrodinger con el potencial efectivo dado por

Vo (2) = gA” + ZA’Q. (4.53)
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Es claro que el potencial Vj (z) definido en la ecuacion (4.53)) esta completamente determi-
nado por el factor de doblamiento y, por lo tanto, se trata de un potencial independiente
de masa 4D.

La acciéon completa 5D (|4.49) puede ser reducida a la accion estandar 4D mediante
una serie de escalares masivos de la siguiente forma

1
S = -5 zn: / d x/=§ (6" 0upnOuon + m242) (4.54)

cuando se integra sobre la dimension extra, con la condicion de que la ecuacion (4.52)) se
cumple, entonces se cumplen las siguientes condiciones ortonormalizacion

/ Xm (2) Xn (2) dz = 0. (4.55)
Para la solucién que se obtuvo en (4.38]), el potencial (4.53) adopta la forma
9 15
Vo(z) = ZHQ - Zsech2 (Hz). (4.56)
Este potencial tiene como minimo —% en z = 0 y como maximo % en z = +oo, ver
.' ff’/
4 - “'“\;\_____f/ 2 4
N/

Figura 4.3: Se muestra la forma del potencial de los modos escalares de KK V; (2) para
diferentes valores de H, paraa la linea gruesa se tiene el valor H = 0.5, para la linea
delgada, H = 1.0 y H = 1.5 para la linea punteada.

Fig (4.3). A continuacién, mediante la sustitucion de la ecuacion (4.56) en la ecuacion

1. . . ., . 2
4.52), esta tltima se convierte en la conocida ecuacion de Schrodinger con E,, = m? — %

-

Si realizamos el siguiente cambio de variable u = tanh (Hz), la ecuacion de arriba tomara
la siguiente forma de

% [(1 —u?) %xn (u)} + (% + ﬁ) Xn (u) =0, (4.58)

15H?

sech? (Hz)} Xn = EnXn. (4.57)
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o de forma equivalente la reescribimos como la conocidas ecuaciones diferenciales de
Legendre:

ooty Lo wl+ (osn-—L Y ww=o @)
du{ du (1 —u?)

de grado A = 3/2 y orden pu = 4/ % — "I}—%, con soluciéon general dada por
Xn (2) = C1P¥ (tanh (Hz)) 4+ C2Q's (tanh (Hz)) (4.60)

donde P y @' son las funciones asociadas de Legendre de primera y segunda clase
2

2
respectivamente. En este caso el espectro de energia de los estados base se lee de

3 2
E, = —H? (5 - n) (4.61)
o en términos de la masa al cuadrado 4D,

m2 =n(3—n)H? (4.62)
donde n es un nimero entero y acotado en 0 < n < %, de modo que es evidente que hay
dos estados ligados. El primero corresponde a un estado base sin masa, es decir, m2 = 0
con energia Fy = —%HQ ypu=3/2

T 0

Figura 4.4: Se muestra la forma del modo cero para el escalar x( (2) a diferentes valores
de H, para la linea gruesa se tiene el valor H = 0.5, para la linea delgada, H = 1.0 y
H = 1.5 para la linea punteada.

Xo (2) = \/gsechg (Hz), (4.63)

el cual es justamente el modo sin masa y también muestra que no hay un modo escalar
taquionico y el segundo corresponde a un estado excitado con m? = 2H?, energia £ =
—1H?y =3, y puede ser escrito como
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Figura 4.5: Se muestra la forma del primer estado excitado para el escalar y; (z) a dife-
rentes valores de H, para la linea gruesa se tiene el valor H = 0.5, para la linea delgada,
H =1.0y H = 1.5 para la linea punteada.

x1(2) =14/ %sechg (Hz)sinh (Hz), (4.64)

el cual también representa un gravitéon masivo localizado en la brana, y por tltimo tene-
. . . 2 .

mos una torre de modos continuos masivos que comienzan de m? > % descrito por las

siguientes funciones propias de orden imaginario p = ip

Xm (2) = C1PF" (tanh (Hz)) 4+ CoQE” (tanh (Hz)), (4.65)

2 . L.
donde p =/ 75 — %, que debe ser asintoticamente una onda plana.

Con el fin de encontrar este comportamiento consideramos 2m > 3H y Cs = O en la
ecuacion (4.65)) ya que el espectro continuo de funciones propias describe asintoticamente
ondas planas

V2r

El espectro continuo comienza en m? = 9H?/4. Asf que podemos concluir que cuando
la energia de los escalares es mayor que %, los escalares no pueden ser atrapados en la
brana, estos seran excitados en el bulto, lo cual se traduce en una buena oportunidad
para descubrir experimentalmente las dimensiones extra.

1 .
Xh = Z C’iniQ ~ eFiHrz, (4.66)
+

4.3. Membrana delgada dS;

4.3.1. Membrana espacialmente plana (x = 0)

En la presencia de una accién de una brana, tenemos que considerar la métrica de
una funcion de paso en ¢, cuando sean calculadas las derivadas de A(¢) (con respecto a ¢)
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. La solucion valida para —oo < ¢ < oo implica entonces que

4\p? H? N pH®_
o2 o,

A"+ (20 (¢ = ¢0)) =0, (4.67)
donde @, = erH? + \e PH? Se podria pensar en una brana de tipo de Sitter como la
localizacion de ¢ = ¢g (2 = z.) donde el modo cero de la funcion de onda del graviton
ha alcanzado su punto maximo. Las componentes de las ecuaciones de Einstein en 5
dimensiones producen

A\p*H? 2pHl,
o7 3MYL O,
Comparando las ecuaciones (4.67) y (4.68)), obtenemos

3M?
. l<5) (ePHo0 — NemPHO0) (4.69)
0

Particularmente, en el limite de A — 0, el espacio tiempo de 5 dimensiones llegara a ser

A"+ (76 (6 — o)) = 0. (4.68)

Adg)
95

@

Figura 4.6: La grafica de la funcion A (¢) con A = 0.4 para la linea gruesa, A = 0.6 para la
linea delgada y A = 0.8 para la linea punteada. Al igual que el factor de doblamiento e,
A (¢) es regular, tiene un pico en ¢ = ¢ y se decae rapidamente lejos de la membrana.

espacialmente plano y la gravedad no seré localizada en este caso. Para A > 0, el factor
de doblamiento se mantiene en la region ilustrada en la Fig. (4.6 y ademas definimos lo
siguiente

b= % (z +In %o) . (4.70)

La solucion para el factor de doblamiento (4.14]), y la tension de la brana puede ser escrita
en la siguiente forma estandar , es decir

[H B 6M(35)
cosh (Hz)’ B

sinh (Hz.), (4.71)
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donde z. > 0. La escala de la compactificacion de doblamiento es

2loppH Hl

- A 0P P

; : 4.72
fe=1¢ (erH® 4+ \e—PH?)  cosh (Hz) (472)

El limite p — oo da lugar a una teorfa con una dimensién extra semi-infinita. Tenga
en cuenta que, en términos de la coordenada conforme z, la solucién clésica presentada
anteriormente es regular en todas partes, en particular, cuando A5 > 0 y en la notacién
que hemos utilizado tenemos que A = I3 /1* = A5l2/6.

4.3.2. Membrana con curvatura espacial constante (x # 0)

En un universo espacialmente que no es plano (k # 0), las ecuaciones de Eintein de
cinco dimensiones son resueltas explicitamente y esta son

2 2 t 2 2 t
a(t) = S oouh () LT () (4.73)
Co P Co P

y para el factor de doblamiento

21 12
A(p) =In (70> —1In (exp () + l—gexp (—¢)) : (4.74)
El pardmetro de Hubble H (el cual apareci6 en caso anterior para k = 0) ya no es

arbitrario sino que ahora se fija en términos del pardmetro longitud p, es decir, H — 1/p.
La accion efectiva de cuatro dimensiones seguira tomando la forma de (4.15)), pero ahora

3 713 3 73

Pl — 2 p2 9 p4

(4.75)

Tenga en cuenta que, a diferencia de los modelos de mundos brana tipo RS, no se requirié
la simetria Zs con el fin de obtener una masa de Planck finita de cuatro dimensiones,
ahora esto ocurre siempre y cuando A > 0 o [2/1* > 0.

En el caso x # 0, la ecuacion (4.69) es modificada como

3M3
r=—0 © (%0 — \e=%) . (4.76)
0

La escala de la compactificacion de doblamiento es

2l 21
(e? + Xe=?) ~ coshy’

re = pelt = (4.77)
en la que y = ¢ — In(Iy/1). Esto es exponencialmente suprimido a manera que y — £o0.
Claramente, no hay ningin problema con tomar el limite p — oo de la soluciéon de fondo
dada arriba.



Conclusiones

En este trabajo se ha analizado y mostrado un estudio paralelo entre los modelos
de mundos brana tipo de Sitter y anti de Sitter. Dentro de este contexto se analiz6 el
caso mas general del encajamiento de una 3-brana tipo de Sitter en un espacio-tiempo 5D
también tipo de Sitter, lo cual da lugar a un ntimero finito de la masa de Planck 4D similar
a la de los modelos de mundos brana en Randall-Sundrum donde el espacio-tiempo de
fondo es un espacio anti de Sitter 5D. No obstante, la masa de Planck depende también
del parametro de Hubble, a diferencia de los modelos que tienen 3-branas planas. Este
resultado se obtiene independientemente de si uno considera una brana gorda (k =0y
7 =0) o delgada (7 # 0). En el caso de la membrana gorda se reporto recientemente en
la literatura la localizacion de los campos de espin: 0, 1/2, 1y 2 [0, [14]. En este trabajo
presentamos la localizacion del campo escalar y vimos que el espectro consiste de dos
estados discretos més una torre de KK continua separada de los estados discretos por
una brecha de masa. Importante en este modelo es el hecho de que el estado discreto mas
bajo es un estado sin masa, por lo cual no existen estados taquiénicos en el modelo. El
espectro para los otros campos, aunque no son discutidos aqui, tiene un comportamiento
similar. En este sentido el modelo posee caracteristicas importantes que pueden tener
consecuencias interesantes al analizar fenémenos fisicos en él.

Una caracteristica importante del modelo es la posibilidad de tener una constante
cosmologica 4D pequena que sea consistente con los datos cosmologicos. Ademas, el
modelo considerado en este trabajo también posee una brecha de masa en su espectro
KK, para las fluctuaciones de la métrica, el cual es proporcional a H y, por lo tanto,
proporcional a la raiz cuadrada de la constante cosmoldgica 4D, esto significa fisicamente
que la escala de energia a la que las fluctuaciones KK pueden ser excitadas serd grande
o pequena dependiendo de si el parametro de Hubble es grande o pequetnio. Al tener en
cuenta el limite en el que el parametro de Hubble tiende a cero H — 0, la escala de energia
de la brecha de masa de las diferentes fluctuaciones del espectro del campo también tiende
a desaparecer. Por lo tanto, para las fluctuaciones de la métrica, en este limite se recupera
una solucion exponencial para el factor de doblamiento con una métrica 4D con simetria
de Poincaré en lugar de la de Sitter. Mateméticamente, este procedimiento implica la
exigencia de un comportamiento de una extensiéon compleja del pardametro ib — k y la
imposicion de la simetria Z, sobre la variedad 5D. Asi, por consistencia, se debe colocar
una fuente de la configuracion a través de una funciéon delta, introduciendo asi una tension
de la brana para este modelo. En este limite también la constante cosmologica sufre un

I0)



cambio y va de un valor positivo a uno negativo, es decir, el espacio-tiempo de bulto
cambia de dS a AdS obteniéndose el modelo de Randall-Sundrum como limite del mundo

brana dS.

Este trabajo puede ser extendido en varias direcciones y aqui s6lo mencionamos
algunas posibilidades: 1) Una posibilidad inmediata es estudiar la localizacion de los
campos de materia en el modelo, cuando la curvatura s de la parte espacial de la 3-
brana dS es no nula (k # 0). 2) Otra posibilidad es estudiar fenémenos fisicos de altas
y bajas energias en el modelo, dado que ya se conoce la expresion de los modos de los
campos de materia para el caso de membranas gruesas, por ejemplo se podria estudiar el
efecto Casimir entre placas paralelas en la brana. 3) Se puede ahondar en el estudio de
la generalizacion a dimensiones D>5. 4) Se pueden estudiar fenémenos cosmologicos en
el marco de este modelo, por ejemplo, la “isotropizacion del Universo temprano". 5) El
estudio del posible establecimiento de la correspondencia dS/QFT.
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