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Resumen

El objetivo principal de este trabajo fue obtener una demostracién del Teore-
ma de Kronecker-Weber en campos de funciones sin usar la teoria de campos
de clases.

Como resultados preliminares se prueban el encaje de las extensiones de
Artin-Schreier y el encaje de las extensiones cuadraticas de un campo de
funciones racionales con campo de constantes finito en las extensiones ci-
clotomicas compuestas con extensiones de constantes. Se demuestra el teore-
ma, primero para el caso de extensiones moderadamente ramificadas y des-
pués se estudian las p-extensiones ciclicas en caracteristica p a través de los
vectores de Witt.

Se presenta una prueba de tipo combinatorio del Teorema de Kronecker-
Weber para campos globales de caracteristica positiva. Las principales he-
rramientas son el uso de los vectores de Witt y su desarrollo aritmético por
H. L. Schmid. La clave fue obtener, usando argumentos de conteo, cuantas
p-extensiones existen de grado fijo y conductor acotado donde sélo un divisor
primo se ramifica. Comparando este nimero con el nimero de subextensiones
de campos de funciones ciclotomicos del mismo tipo se verifica que los dos
nimeros son iguales.
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Introduccion

El Teorema de Kronecker-Weber establece que toda extensién abeliana de
los niimeros racionales estd contenida en un campo ciclotémico. El prime-
ro en enunciarlo fue Leopold Kronecker en 1853 pero su demostracién era
incompleta. En la demostracién de Heinrich Weber de 1886 habia todavia
un hueco y no fue sino hasta 1896 que David Hilbert dio una demostracion
completa, misma que se basa en los grupos de ramificacion. Este teorema es
una consecuencia sencilla de la teoria de campos de clases y también se puede
probar usando una version local del Teorema de Kronecker-Weber. Para el
caso de campos de funciones racionales sobre un campo de constantes finito,
David Hayes en 1974 obtuvo una demostraciéon del analogo al Teorema de
Kronecker-Weber basada en la teoria de campos de clases.

El objetivo de la tesis es obtener una demostracion en el espiritu de la de-
mostracion de Hilbert del andlogo en campos de funciones al Teorema de
Kronecker-Weber. Se consideraran separadamente los casos de ramificacion
moderada y ramificacion salvaje.

En el presente escrito se presentan como resultados preliminares el encaje de
las extensiones cuadraticas en las extensiones ciclotomicas compuestas con
extensiones de constantes y, para el caso de ramificacién salvaje, el encaje
de las extensiones de Artin-Schreier sobre un campo de funciones racionales
con campo de constantes finito en las extensiones ciclotomicas compuestas
con extensiones de constantes. En el primer capitulo se introduce la notacion
y se presentan algunos resultados acerca de los campos ciclotomicos sobre
campos de funciones, se introducen resultados generales acerca de las ex-
tensiones ciclicas de Kummer y las extensiones de Artin-Schreier y se dan
algunos ejemplos; se estudian los vectores de Witt y su relacién con las p-
extensiones ciclicas de grado p™ cuando la caracteristica de los campos es
p (Teorema y finalmente, en la iltima seccién, se escribe un resultado
auxiliar que nos va ser de gran utilidad. En el Capitulo 2 se estudian las



extensiones de Artin-Schreier, se cuentan las extensiones de Artin-Schreier
en las que hay solamente un divisor primo ramificado (Corolario [2.8)) y se es-
tima el niimero de tales extensiones que estan contenidas en la composicion
de un campo ciclotémico y una extensiéon de constantes (Proposicién [2.12)).
A continuacion se utilizan los resultados anteriores para obtener el encaje de
las extensiones de Artin-Schreier en la composiciéon de un campo ciclotémico
y una extensién de constantes (Teorema . En cuanto a las extensiones
cuadraticas, se estudia primero el caso moderadamente ramificado y se ob-
tiene el encaje de las extensiones cuadraticas moderadamente ramificadas en
la composicién de un campo ciclotémico y una extension de constantes (Pro-
posicion y, como consecuencia del Teorema , se obtiene el encaje de
las extensiones cuadraticas salvajemente ramificadas en la composicién de
un campo ciclotémico y una extensién de constantes (Corolario 2.16]). En el
Teorema se presentan juntos ambos casos. Por tltimo, en el Capitulo 3
se consideran separadamente los casos de ramificacién moderada y ramifica-
cién salvaje. Primeramente, toda extensién abeliana finita moderadamente
ramificada de un campo de funciones racionales con campo de constantes
finito esta contenida en el compuesto de un campo ciclotémico y una ex-
tension de constantes (Corolario [3.4)). Para el caso de ramificacién salvaje,
primero se reduce el problema, con ayuda de los vectores de Witt, a estudiar
las extensiones ciclicas de grado p™ en las que se ramifica totalmente un solo
divisor primo finito y el primo infinito se descompone totalmente. Se prueba
el resultado con argumentos de conteo y por induccién sobre n, siendo el
caso n = 1 el de las extensiones de Artin-Schreier. También con ayuda de los
vectores de Witt, se obtiene el paso de induccion. Alternativamente, se usan
los vectores de Witt de una manera simbdlica para dar otra demostracion,
mas directa, del resultado en este caso.
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Capitulo 1

Preliminares

En la primera seccién de este capitulo se trata el tema de campos ciclotémicos
dentro del contexto de campos de funciones. Mas adelante introducimos la
teoria de las extensiones de Artin-Schreier, después estudiamos los vectores
de Witt y su relaciéon con las extensiones ciclicas de grado p™. Por ltimo,
probaremos un resultado que nos serd de gran utilidad en el tercer capitulo.

1.1. Campos de funciones ciclotémicos

Sea I, el campo finito de ¢ elementos, ¢ = p*, p primo. Sea K un campo
de funciones racionales sobre F,, esto es K = F (T') y sea Ry = F,[T].
Denotamos por R al conjunto de polinomios irreducibles ménicos en Ry y
por P al divisor primo asociado al polinomio monico e irreducible P, esto es

P

(P)K:777

donde d = grP y P, es el divisor primo infinito. En ocasiones nos referiremos
al polinomio P y a su divisor asociado P de manera indistinta.

Denotamos por K a una cerradura algebraica de K. Sea A = Endy, (K°¢) =
{p: K*— K| p(u+v)=pu)+ p), plav) = a p(u) para todo a € F, y
para todos u,v € K} . Es decir, A es la F,-algebra (F,-médulo + anillo)
de los [F-endomorfismos del grupo aditivo de K.

Vamos a considerar dos elementos de A:

(1) Sea ¢ el homomorfismo de Frébenius de K sobre F,, es decir ¢ : K% —
K donde

o(u) = ul.
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(2)

Sea pr la multiplicacion por T, pur : K% — K% donde

pr(u) = Tu.

Tenemos un homomorfismo de anillos € : Ry — A, £(T) = p+pur, E(f(T)) =
f(o+ pr). Asi pues, K obtiene una estructura de Rp-médulo de la manera
siguiente: si u € K*, M € Rp, usamos la notaciéon

WM = Mo+ pr)(u).

Notemos que si M, N € Ry, entonces u¥ M = N 4+ M y VM = (V)M Si
a€F,ue K u" = a(p+ pur)’(u) = a(u) = au, por lo tanto la estruc-
tura de Rp-modulo respeta la estructura de F,-dlgebra de K. Se tienen los
siguientes resultados:

(1)

Si M =al?+---+a,T +ayg € Ry, ag # 0, entonces

donde [ ]\7/4 } es un polinomio en Ry de grado (d—1i)q’. Ademas se tiene

(4w (4]

Sea M € Rr\{0}. Denotamos por Ay, al conjunto de elementos de K
que corresponden a la M-torsion de K. Esto es

Ay = {u € K*lu™ = 0}
el conjunto de ceros del polinomio u en la variable u. Como polinomio
en u sobre K, uM es separable de grado ¢¢, d = grp M. Por tanto
Ay es finito con ¢? elementos. Més atin, Ay, es un espacio vectorial de
dimension d sobre ;. Tenemos

Ay = Ry /(M)

como Rp-médulos. En particular, Ay, es Ry-ciclico. Denotamos por A =
Ay a un generador de Ayy.
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(3) Sea M € Rr\{0}. Al campo K (Ay), que es el campo generado sobre K

al adjuntarle Ay, se le llamara el campo de funciones ciclotémico
determinado por M sobre K. Tenemos que la cerradura entera de
Ry en K(Ay) es

Yy = R[N

La extensién K(Ayr)/K es abeliana con grupo de Galois
Gy = Gal (K(Ay)/K) = (Rr/(M))"

El polinomio ciclotémico determinado por M es el polinomio irre-
ducible ¢(u) = Irr (A, u, K). La funcién ¢ de Euler esta dada por

(M) = [(Rr/(M))*|.
Tenemos las siguientes propiedades:
(a) Si M = P™ para algin polinomio irreducible P, entonces

(I)(Pn) _ qdn . qd(n7—1)

donde d = gr P.
(b) 1Si (M,N) =1, entonces (Rr/(MN))* = (Ry/(M))* x (Rr/(N))*,
uego

S(MN) = &(M)B(N).

Ademas K(Ay)/K es una extensién geométrica, es decir, el campo de
constantes de K (Ay/) es el mismo que el de K.

Sea M = P/'* --- P la factorizacién de M como producto de potencias
de polinomios irreducibles. Sea P un polinomio irreducible en Rp. Si
P & {Py,...,P} entonces ep = 1, fp = o(P méd M), hp = &(M)/fp
son el indice de ramificacién, el grado relativo y el niimero de primos
de K(Ap) que estan encima de P, respectivamente. Si P = P; para

M
algin 1 < i < r, entonces ep, = ®(FP), fp = 0<R- mod E) y
(M) ’
hp, = zrmey
(B fp,

3

heo = ®(M)/(q — 1). El diferente de la extension K(A,)/K estd dado

ou =TT (IT)" T ¥

=1 P T PP

. Para el divisor primo P, tenemos e, = ¢—1, foo =1,
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donde p y P son divisores primos en K(Ay), di = gr (P) y s =
a;®(P) — q%(®~Y para 1 < i < 7. Los primos que se ramifican en
K(Ay)/K son Py, y los polinomios P € R} tales que P|M, excepto en
el caso extremo ¢ = 2, M € {T,T + 1,T(T + 1)} porque en este caso
tenemos K (Ay) = K.

(5) Sean M € Ry, M # 0, y Gy el grupo de inercia de cualquier di-
visor primo de K(Ay) sobre Pu. El campo K(Ay)" = K(Ay)Co,
se llama el subcampo real maximal de K(Ay). Sea J = {0, €
Gal (K(Ax)/K)|a € F;} donde, para a € Fy, 0, @ K(Ay) — K(Aw)
estd dado por o,(A) = A\* = a\. Tenemos que K(Ap)* es el campo fijo
bajo J, es decir Go = J = F;. Se tiene que [K(Ay) : K(Ay)*]=q—1y
P se descompone totalmente en K (Ay)™ /K en ®(M)/(q—1) divisores
primos.

1.2. Divisores primos en extensiones de constantes

Sea E/k un campo de funciones congruente, esto es, su campo de constantes
k es finito y sea L = E{ una extension de constantes. El campo de constantes

de L es (. Dado que ¢/k es una extensién de Galois (de hecho ciclica), L/E
es una extensién de Galois. Ademds L/FE es no ramificada. Sean P un lugar

en B, cong/tP = p1---pp y d = dp/p(p;|P) para 1 < i < h. Tenemos
dh=1[L:E]=[l(:k].

Teorema 1.1. Sean E/k un campo de funciones congruente y L = E{ una
extension de constantes. Sean P un lugar en E, pq,...,pp los lugares de L

sobre P y [{, k] = m. Entonces:

(a) dr/e(piP) = An(P)m)’

(b) h = (dg(P),m),

N
(C) dL<pl) - (dE(P),m)

Demostracion. Ver [23, Theorem 6.2.1]. O
Ejemplo 1.1. Sean K = F3(T), L = Fo(T) y P = T3 - T + 1 € R}.
Consideremos (7% — T + 1)
pues h = (3,2) = 1.

K= D5 Observamos que P es inerte en L/K
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Ejemplo 1.2. Sean ahora K = F3(T), L=TFo(T)y P=T3~T +1 € R}.
Nuevamente, (T° — T + 1) g = z Esta vez P es totalmente descompuesto

=5
en L/K pues h = (3,3) = 3.

K = TFy(T) Fyr(T) = L

P P1pP2ps

Ejemplo 1.3. Sean K = F3(T), L = Foy(T) y M = T* — T? € Ry. Con-
P
sideremos (1% — T?) g = PoPoiP

TR Observamos que P, Py, P_1, y P1 son
inertes en L/K pues h = (1,3) = 1.

e}

K =T3(T) For(T) = L

Poo Poo

1.3. Extensiones ciclicas de Kummer y extensiones de

Artin-Schreier

Empezamos esta seccion con un teorema debido a Kummer y a Dedekind
que establece la descomposicién de un ideal primo, bajo ciertas condiciones.

Teorema 1.2 (Kummer-Dedekind). Sea E/k un campo de funciones y sea

P un lugar de E. Supongamos que F' = E(«), donde a es entero sobre Up,
el anillo de valuacion inducido por P. Sea f(X) = Irr (a, X, E) € 0p[X] el
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polinomio minimo de o sobre E, y sea

F(X) = f(X) mod P = [ [ fi(x)™

i=1
la descomposicion de f(X) en k(P)[X], donde k(P) = ¥p/P es el campo
residual. Sea f;(X) € ¥p[X] tal que gr f;(X) = gr fi(X) y fi(X) méd P =
fi(X) para 1 <i<r.
Entonces existen r lugares diferentes Bi,..., B, de F sobre P tales que
£ila) € s y diyp(BiIP) > g ().
Supongamos que a; = 1 para 1 < i <r o{l,q,...,a" '} es una base entera
para P, donde n = [F : E]. Entonces P, ..., B, son todos los lugares de F
sobre P,

T k(P)[X]
con g/rP = | | By, I,/ Bi & —~—,
S | T S)
y por lo tanto dp/p(Pi|P) = gr fi(X).

Demostracion. Ver |23, Theorem 5.8.2]. O

Ahora presentamos algunos hechos basicos acerca de las extensiones ciclicas
de Kummer y de Artin-Schreier.

Teorema 1.3 (Extensiones ciclicas de Kummer). SeancarE=p>0yn €N
tal que ptn (n se elige arbitrariamente en el caso p = 0). Supongamos que E
contiene una raiz primitiva de la unidad (,. Entonces F/E es una extension
ciclica de grado n si y solo es una extension ciclica de Kummer, esto es, si
eriste z € F tal que F' = E(2) y

Irr (2, X, F) = X" —a € E[X].
Demostracion. Ver [23, Theorem 5.8.5]. O

Sean £ = K =TF,(T) y F' = K(y) una extensién ciclica de grado n sobre K,
de manera que p { n si p = car F' (o bien car F' = 0). Supongamos que F’
contiene las raices n-ésimas de la unidad. Entonces, dado que F//K es una



1.3. Extensiones ciclicas de Kummer y extensiones de Artin-Schreier 7

extension de Kummer, podemos suponer 4" = f(T') con f(T) € Ry y f(T)
no es divisible por ninguna n-ésima potencia. Sea

Por...Ppas
(f(T)k = 177—d’ donde d=gr f(T) y 0<a; <n.
Los primos finitos ramificados en F'/E son precisamente Py, ..., Ps v P €s

ramificado si y s6lo si n t d. Observamos que en este tipo de extensiones la
ramificacién siempre es moderada.

Ejemplo 1.4. Sean K = F3(T), F = K(y) con y>* = T° — T + 1. En la

extensién ciclica de Kummer F/K tenemos (T° — T + 1) = donde

P
P
P =T3—T+1. Los lugares P y P4 son los lugares ramificados.

El diferente esta dado por

QF/K - sB;Boo
Sean los lugares Py, P_1, P1 y Q correspondientes a los polinomios irreduci-
bles T, T +1, T — 1y T? + 1, respectivamente. El polinomio f(X) = X? —
(T3 —T+1) es el polinomio minimo de y. Tenemos que f(X) := f(X) méd P;
= X?—-1=(X—-1)(X+1) es la descomposicién de f(X) en F3(P;)[X], para
i € {0,-1,1} y f(X) = f(X)méd Q@ = X2 — (T + 1) es irreducible en
F3(Q)[X]. Por el Teorema de Kummer-Dedekind, Py, P_1, y P; son total-

mente descompuestos y Q es inerte en la extensién F'/K.

F=Ky) %

K =T3(T) P
Sea E/ un campo de caracteristica p > 0. Paraa € F'y A C E, definimos

pa=ad’ —ay
o(A) = {a’ —ala € A}.
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La extensién F'/FE es llamada extension de Artin-Schreier si existe un
z € F tal que F = E(z), donde

2 —z2=aqa

para algin a € E con a & p(F).

Teorema 1.4 (Extensiones de Artin-Schreier). Sea E un campo de carac-
teristica p > 0. Entonces la extension F/E es ciclica de grado p si y sdlo si
es una extension de Artin-Schreier, esto es, si existe z € F tal que F = E(z)
conTrr(z, X, F) = XP—X —a € Ex] cona & p(E). Las raices del polinomio

anterior son de la forma z 4+ 1, donde 0 < i < p — 1.

Demostracion. Ver |23, Theorem 5.8.4]. O

Consideremos ahora E = k(T'), un campo de funciones racionales, donde k
es un campo perfecto de caracteristica p > 0. Sea F'//E una extension ciclica
de grado p. Entonces F' = E(y), donde es posible elegir y de tal manera que
y satisface una ecuacién de la forma

con s(T') € k(T), s(T) & p(E) y se tiene que Irr(y, X, k(T)) = XP— X —s(T),
donde

¢
™Mp = ——
(s(T)e PO par’

donde P; es un divisor primo en E, a; € N, (a;,p) = 1, € es un divisor entero
primo relativo a P; para todo i € {1, ...,r}. El divisor primo P, puede o no
estar incluido en este conjunto de divisores.

Conocemos a esta ecuacion de Artin-Schreier como ecuacién de Artin-
Schreier en su forma normal. Los primos ramificados en F'/FE son preci-
samente P4, ..., P, y son ramificados total y salvajemente (ver [4]). El diferente
de F/FE es

T

Dpyp = [ [PV

i=1
donde P; es el divisor en F' que divide a P;, para todo i € {1,...,r} (ver |23,
péginas 172-176]).
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Con ayuda del algoritmo de la divisiéon y usando fracciones parciales, las
extensiones de Artin-Schreier F'/K se pueden ver de la siguiente forma. Te-
nemos F := K(y) donde y satisface la ecuaciéon normalizada

— Q;
v —y=) o + /(D) (1.1)
=1 i
donde P’L € R;7 QZ € RT7 (Q’L?Pl) = 17 €; > 07 D * €i, &r Q’L < gr Pieia
1<i<rgr@; <> ,grP f(T)€ Ry, conptegrfcuando f(T) & F,y
f(T) & p(F,) cuando f(T) € F}.

Tenemos que los primos finitos ramificados en F'/ K son precisamente, P, . . .,
P, (ver []). Con respecto a P tenemos el siguiente resultado, que es bien
conocido y del cual ofrecemos una demostracion.

Proposicién 1.5. Sea F = K(y) dado por (1.1)). Entonces el primo Pa es
(a) descompuesto si f(T) =0,

(b) inerte si f(T) € F, y f(T) & p(F,) = {a® —ala € F,},

(¢) ramificado si f(T) ¢ F, (asipfer f).

Demostracion. Primero consideramos el caso f(7') = 0. Entonces vp_(«) =
gr (Pt,...,P) — gr @ > 0. Por lo tanto P, es no ramificado. Ahora
Y —y = Hf:_ol (y —1). Sea P, primo en F que divide a P,,. Entonces

v — ) = S v (g — 1) = (Bl P () = v () > 0.

i

3

Il
o

Por lo tanto, existe 0 <1 < p—1 tal que vy (y—%) > 0. Sin pérdida de gene-
ralidad podemos suponer que ¢ = 0. Sea o € Gal (F//K)\{Id}. Supongamos
que P = Po. Tenemos que y7 =y — j, 7 # 0. Asi, por un lado tenemos

(DU (y—j)= Yo (y7) = Va(moo)(y) = Up, (y) > 0.

Por otro lado, dado que vy (y) > 0 = vy (j), se sigue que

vyp. (y — j) = min{vp_ (y), vy, (j)} = 0.
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Esta contradiccion muestra que P, # Poo. Asi que Py se descompone en
F/K.
Ahora consideremos el caso f(7T) # 0. Si f(T) ¢ F,, entonces Py, se ramifica

pues estd en la forma normal descrita por Hasse [4].

El dltimo caso es cuando f(T) € F,, f(T') & p(F,). Sea b € Fpr con b’ — b =
a = f(T). Dado que gr P, = 1, Py es inerte en la extensién de constantes
K(b)/K (ver [23, Theorem 6.2.1]). Suponiendo que P, se descompone en
K(y)/K, tendriamos el siguiente diagrama.

K(y) —= K(y,b)

inerte

Poo se descompone

K —"=_ K(b)

inerte

El grupo de descomposicién de P, en K(y,b)/K es el grupo de Galois
Gal (K(y,b)/K(b)). Por lo tanto P, es inerte en cualquier campo de gra-
do p sobre K el cual es diferente al campo K (y). Dado que los campos de
grado p son K(y +1ib), K(b),0<i<p—1,en K(y+ b)/K tenemos

Q

p__ — p _ _ — — - - Y @
Y+ =(y+b) =@ -y + " -b)=a-a P Pe

con gr (a« — a) < 0. Por lo tanto, por la primera parte, P, se descompone
en K(y+0)/K y en K(y)/K lo cual es imposible. Asi P, es inerte en
K(y)/K. O

Ejemplo 1.5. Sean K = F3(T) y F' = K(y) con y* —y = T. La extensién
F/K es de Artin-Schreier. Tenemos
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F=K(y) pUS

K =T3(T) Poo
El tnico primo ramificado es P., es ramificado total y salvajemente. El

diferente esta dado por
Dr/k = Pao
Ejemplo 1.6. Sean K = F3(T) y F = K(y) con 3> —y =

extension F/K es de Artin-Schreier. Tenemos

(), =%
™-T+1), P’

El lugar P, asociado al polinomio ménico irreducible P = T% — T + 1, es el

1
T3—T+1" La

unico primo ramificado y es total y salvajemente ramificado.
El diferente esta dado por
Dy =P

Consideremos los lugares Py, P_1, P; v Q correspondientes a los polinomios
irreducibles T, T+ 1, T — 1 y T? + 1, respectivamente. El polinomio f(X) =
X3 - X — (T3+T+l) es el polinomio minimo de y. Tenemos que f(X) :=
f(X)mdd P; = X? — X — 1 es irreducible en F3(P;)[X], para i € {0,—1,1}
y f(X):=f(X)méd Q = X3 — X — 7 es irreducible en F3(Q)[X]. Por el
Teorema de Kummer-Dedekind, Py, P_1, P; v Q son inertes en la extension

F/K. El primo infinito P, es totalmente descompuesto en F/K.
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Ejemplo 1.7. Sean K = F3(T) y F = K(y) con y* —y = T* — T% La

extension L/K es de Artin-Schreier. Tenemos

PP P
(T4 o T2)K — 07)41 1 .

El lugar P, es el inico primo ramificado y es total y salvajemente ramificado.
El diferente esta dado por

Dk = Pie-
Consideremos los lugares Py, P_1, P1 y Q, correspondientes a los polinomios
irreducibles T, T+ 1, T — 1 y T? + 1, respectivamente. El polinomio f(X) =
X3 — X — (T* — T?) es el polinomio minimo de 3. Tenemos que f(X) :=
F(X)méd P; = X3 — X = X(X — 1)(X + 1) es la descomposicién de f(X)
en F3(P)[X], para i € {0,—-1,1} y f(X) := f(X) méd Q = X® — X + 1 es
irreducible en F3(Q)[X]. Por el Teorema de Kummer-Dedekind, Py, P_1 v Py
se descomponen completamente y Q es inerte en la extension F/K.
Sea T' = 7. Observamos que K = F3(T') = F5(T").

F=K(y) DU

K =T3(T") P

1.4. Vectores de Witt

Sea p un nimero primo fijo y sea n € N. Para un vector
a=(ay,as,...,a,)
con componentes usuales a,, formamos las componentes fantasmas

a(l) — aifi_l _|_pa127i_2 + ... +pi_1ai (12)

y, abusando de la notacién, expresamos esta situacion de la siguiente manera

a = (ar,as, ... a,)aV,a®, ... a™).
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Reciprocamente, a; se puede calcular recursivamente de la ecuacion
como un polinomio con coeficientes racionales en a®,...,a®. Un vector a
estd completamente determinado por sus componentes fantasmas.

Las componentes fantasmas se operan término a término y las componentes
usuales se calculan a partir del resultado que se obtenga en las componentes
fantasmas.

Lo anterior puede precisarse de la siguiente forma. Consideremos tres familias
{z4, 5, Zl}?,j,lzl donde n € N, de indeterminadas independientes y considere-
mos el anillo R = Q[z;, y;, z1]i ;. Sea R™ el producto R x --- x R.

n
Denotamos por R" al anillo que como conjunto base tiene al conjunto R™
y cuyas operaciones son término a término (esto corresponderia a las com-
ponentes fantasmas) y sea R, el anillo que como conjunto sigue siendo R"
pero con las siguientes operaciones de Witt: sea ¢ : R, — R"™ dado por
o(ar,as, ..., a,) = (aM,a?,. .. a™) donde

a® = a¥’ ' —|—pa’2’i_2 +otp ey, =12, 0.

Se tiene que ¢ es un mapeo biyectivo y el inverso ¢ : R* — R, esta dado
por ¥(aV,a®, ... a™) = (ay,as,...,a,) donde

1 - i i .
a; == pi_l(a(z) —ad} 1 — pab o —p?%dl ), i=1,2,...,n.

Definimos la suma, la diferencia y la multiplicacion de dos vectores,
componente a componente.

atb=(7,...,2a® D, . a£p™), (1.3)
X X X

. [ ] ° [ ] ,
Esto es, las operaciones +, —, x sobre R" estan dadas por

1

ath:=(a?+b¥)? = (a?+b?) (1.4)
X

En otras palabras, dados dos vectores en R, los trasladamos a R" y ahi los

operamos de la manera usual, es decir, componente por componente y el

resultado lo volveremos a R,. Como R" es conmutativo con identidad, R,

también es conmutativo con identidad. Por ejemplo si n = 2, tenemos

a = (a1, asaV,a?) = (a1, azlay, a® + pas),
b= (b17b2|b(1)>b(2)) = (by, ba|by, b + pbs),
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se tiene que

Cc= a—T—b = (01,C2|0(1)>C(2)) = (c1, ca|er, & + pes)
= (7,?]ay + by, af + pag + b + pby).

Esto es ¢; = ay + by, & + pcy = al + pag + O} + pby. Luego

(af + pag + V] 4 pba — (a1 + b1)?)

p—1
(paz +pby — > (2;) ayby™")

=1

pill b i 1p—1

=1

Cy =

[ QB

Por lo tanto

c=a-+b

p—1
1 N
=(a1 + b1, a2 + by — Z » (f)azlbzf a1 + by, @} + pag + by + pby).
i=1
Usaremos
af = (al,db, ... ab). (1.5)

Notese que a? no es la p-ésima potencia en el sentido de multiplicacién de
vectores.

Nuevamente abusando de la notacién, usaremos (a)® para denotar lo mismo
que a, a saber, la i-6sima componente fantasma del vector a. Similarmente,
usaremos (a); para denotar a;, la i-ésima componente de a.

Ejemplo 1.8. Aqui vemos el caso n =2, p =3, a = (aj,a2) y b = (b1, by).
Tenemos que

(CL‘T’b)l :a1+b1

(@a+b)y = as+ by —arbi(ag + by)

(CL X b)l = a1b1

(G, X b)g = a?bg + agb? + 3a2b2.
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Para cuando a:Lb =(0,0), a; +b; =0, a; = —by y ay = —by — b? por lo que

—b=(—by,—by),
luego
Cl/:b = (Cll — bl,CLQ — b2 + albl(al — bl)),
de donde, si b3 = (b3, b3), tenemos
b2 b= (b3 — by, b3 — by + b7 — 1Y),
Ejemplo 1.9. Paran =2y p = 2, tenemos que
a—T—b = (a1 + bl, as + b2 — albl),
b o= (b, —by—V2),
2 b = (b2 — by, b2 — by — b2+ D).

. [ J [ ] ° , [ J [ ] . . .
Si 4+ denota a +, — 6 X, entonces (a=+b); es un polinomio con coeficientes
X X

enteros en las variables ay, by, as, b, ..., a;, b;. Denotemos
(a—T—b)i = si(ay, by, ..., a;,b;) y
(a>.<b)i =m;(ay, by, ..., a;,b;),
para cada i € {1,2,...,n}.
Sea 2l una élgebra conmutativa sobre el campo finito F,. Sea
W) ={(ay,a2,...,a,)|a; €A,i=1,2,...,n}.

Sia,beW,(), cona=(a,as,...,a,)y b= (b1,bs,...,b,), entonces

alb=((aib)(atb),.. (alb)),

con .
(a+b);, =35i(a1,b1,...,a;,b),
donde
5;(a1,b1,...,a:,b;) = si(ar, by, ..., a;b;) méd p
y
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con
L]

(@ xb); =my(ar, by, ..., a;b),

donde

mi(a1, by, ..., a;,0;) = mi(ar, by, ..., a;b;) mod p.

Tenemos que W,,(2() es un anillo conmutativo, llamado el anillo de vectores
de Witt de longitud n sobre L.

Ejemplo 1.10. Consideramos elementos de W5(K), donde K = F3(T"). De
acuerdo con las reglas transformamos las componentes usuales en compo-
nentes fantasmas, operamos normalmente y regresamos a las componentes

usuales. Tenemos

aV =q, a; =al®
a? = a? + 3a, ag = %(a@) —a?)
1Y) o -1 . 1
bt — — — .
Obtengamos (O,T) + <T— 1,0) + (T+1’0)
Usuales Fantasmas
0 ! — (0 5
7T ’T )
—1 0) o —1 —1
T-1 T—-1(T-1)3)"

L) o 1 1
T+1 T+1 (T+1)3

Fantasmas

(0’ %) * (T_—ll’ (T_—11)3) * (Ti I (T+1 1)3>

(-1 1 3 —1 1

_(T—1+T+1’T+(T—1)3+(T+1)3>
(-2 3T —9T" —6T°+97T% — 2T —3
B (T?— 1 T(T? —1)3 )
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Usuales
0 Vs (=L o)1t o) = (2
T T—-1’ T+1 ") \12-1

1 /37T —9T* —6T%+972 —27 — 3 2
3 T(T? —1)3 (T2 —1)3

—2  T6_—37% 273 4372+ 2T — 1
<T2 -1 T(T2 —1)3 >
B 1 T54T73-T-1

B (T2 —17 T(T?—-1)3 )

1.5. Extensiones Ciclicas y Vectores de Witt

Sea E un campo arbitrario de caracteristica p. Queremos obtener extensiones
ciclicas de grado p™ sobre E. Estas extensiones son anédlogas a las extensiones
ciclicas de Kummer y también son una generalizacion de las de Artin-Schreier.
Del mismo modo que se introdujo la notacion pa = a” — a para ser usada en
las extensiones de Artin-Schreier, introducimos la siguiente para los vectores
de Witt

pa=a’"a=(d, . . . d) (a1,... a).

Tenemos el siguiente resultado que vincula a los vectores de Witt con las
extensiones ciclicas de grado p" de un campo de caracteristica p. Como refe-
rencias ver [26, Satz 13] y [13, Teoremas 1.2.2 y 1.2.3 y Corolario 1.2.1].

Teorema 1.6. Sean E un campo de caracteristica p > 0, n > 1 un entero

y F/E una extension algebraica de campos. Entonces F/E es una extension

ciclica de grado p™ si y solo si existen yi,Yys,...,yn € F tales que F =
E(y17y27"'7yn) Yy = (yla"'ayn) € Wn(F) S(ZtiSfCZC@ yp:y = /87 con /8 =
(B1, B2y -y PBn) € Wo(E) y B #b° — b, para todo b € E. ]

1.6. Un resultado auxiliar

El siguiente resultado nos serd de utilidad tanto en el estudio de las exten-
siones de Artin-Schreier, en el Capitulo 2, como en el caso de extensiones
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ciclicas de grado p™, donde p es la caracteristica de los campos, las cuales se
tratan en el Capitulo 3.

Denotamos por [z] a la parte entera del nimero real z y por [z] al techo de
x, esto es, el minimo entero mayor o igual que x.

Lema 1.7. Sean o € Z, p un numero primo y s € N. Se cumple:

o[- [8]- b0
o [3]- 5]

Demostracion. (a) Primero probamos [%] = [psﬂ] . En efecto, para el

-

caso cuando s = 0 se cumple la igualdad. Ahora, sea o = tp**t! + r con
0<r<p*t—1,donder = Ip*+r' con0 <7’ < p*—1.Noteque 0 <1 < p—1.
De donde L%] =tp+1,y @ = t+£, 0 <1l <p-—1.Por lo que se tiene

a
5
p

P p?

lm] =t= [psﬁl] . Ahora, probaremos la otra igualdad [@} = [@] .

Para cuando s = 0 6 s = 1 se tiene el resultado. Ahora, sea @ = mp+r" donde

o

0< 7"// <p—1. Tenemos [;} =m,ym= hp5+r/// con 0 < 7“/” <p1, luego
[[;;9]] = h. Por otro lado, tenemos a = (hp* + 7" p+1" = hp"L + 1" p+1"

con 0 < r''p+r" < ptl—p+p+1 = p*T' —1, lo cual implica que [#] = h.
Para probar (b) consideramos o« — 1 = p°q + r, donde 0 < r < p* — 1, por
loquel <r+1<p’ya=p’q+r+1. Luego, cuando r + 1 < p°, se

—1
sigue {a =qy L%—‘ = ¢ + 1, lo cual se queria probar. Y en el caso
pS

a—1

cuando r+1 =p* a=p¢+r+1=p¢+p° =p*(¢+1) luego [ps } =qy

L%-‘ = ¢+ 1, de donde se sigue el resultado.
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Capitulo 2

Extensiones cuadraticas y de
Artin-Schreier

En este capitulo estudiaremos extensiones cuadréticas y extensiones de Artin-
Schreier. Estos son casos particulares del resultado general, pero los incluimos
ya que son utiles como ejemplos concretos del caso general. Las extensiones
cuadraticas moderadamente ramificadas son un tipo de extensiones ciclicas de
Kummer. Dejamos al final las extensiones cuadraticas en general puesto que
las extensiones cuadraticas salvajemente ramificadas son un caso particular
de las extensiones de Artin-Schreier.

2.1. Extensiones cuadraticas moderadamente ramifi-

cadas

Dado que estamos considerando extensiones moderadamente ramificadas, en

esta seccidn se supone que la caracteristica p de los campos es diferente de

2. Necesitamos algunos lemas.

Lema 2.1. Sea K = F,(T), donde F, es el campo finito con q elementos,

q impar. Sea F/K una extension cuadrdtica. Entonces F = K(v/ M), donde
T

M = aHB es un polinomio no cero libre de cuadrado, o € ¥, P; € R} es
i=1

un polinomio monico irreducible para t € {1,...,r} con P, # P; para i # j.

Demostracion. Puesto que la caracteristica de K es diferente de 2, F' =

K(y), donde y satisface y* + biy + by = 0, para algunos by, b; € K, lue-



20 Capitulo 2. Extensiones cuadréaticas y de Artin-Schreier

—by 4 /b — 4b,

goy = 5 ,portantoF:K(\/M):K< @)Z

9(T)
K\ f(T)g(T)) = K(VM), donde M es un polinomio no cero libre de cua-

drado, M = aHR-, ael,, Pe R} es un polinomio ménico irreducible
i=1
para i € {1,...,r} con P; # P; para i # j. ]

Lema 2.2. Sean K = F,(T) con q impar y P € R} polinomio mdnico e

wrreducible de grado d. Entonces:

(a) Para d par se tiene K(v/P) C K(Ap),

(b) Para d impar se cumple K(/—P) C K(Ap).
Demostracion. Como ¢ es impar, existe [ € N tal que ¢ — 1 = 2[. Por [10],

Exercise 5, pagina 303] tenemos dos casos:

!
(a) Para d par tenemos K ( “V/P) C K(Ap), entonces P2 = piT = <Pq711>,

luego K (vP) C K(Ap).
(b) Para d imlpar tenemos K ( “v/—P) C K(Ap), luego (—P)% = (=P)e1
= ((—P)q%l), por lo que K(v/—P) C K(Ap). O

Lema 2.3. Sean K = F,(T) con q impar y P € RE polinomio mdnico e

wrreducible de grado d. Entonces se cumple
K(VP) C K(Ap)Fp.

Demostracion. Para el caso cuando d es impar, tenemos K (v P) = K(v/—1
V—P)C K(v-1,vV/—P) = K(V/-1)K(vV—P) C KFp-K(Ap) = K(Ap)F,
y para cuando d es par tenemos K (v P) C K(Ap) C K(Ap)F,. O

Proposicién 2.4. Sea K =F,(T), donde q es impar. Sea F// K una extension
cuadrdtica. Entonces F' = K(VM) C K(Ay)F g2, donde M = aH P; es un
i=1

polinomio no cero libre de cuadrado, o € Fy, P; € R es un polinomio mdnico

e irreducible para i € {1,...,r} con P; # P para i # j.
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r

Demostracion. Por los Lemas|2.1|y [2.3|existe M = « H P; polinomio no cero
i=1
libre de cuadrado, donde o € F, P} € R} es un polinomio ménico irreducible

para i € {1,...,r} con P, # P; para i # j, tal que F' = K(vV/M). Se tiene
F,(va) C Fye. Tomando 3T = \/ayP v/, € FpK(VE)K(VE) -+
K(V/P,) el cual estd contenido en K(Ap,) -+ K(Ap)Fz2 = K(Ap,..p,)Fpe =
K(Aap,..p)Fpe = K(Ay)F 2, luego F = K(VM) C K(Ay)F,e. O

¢ =

Ejemplo 2.1. Viene de los Ejemplos y[L4 Sean K =F3(T), F = K(y)
con y> = T3 — T + 1. El polinomio M = T3 — T + 1 es irreducible médulo
3. La extensién F'/K es de Kummer cuadratica, luego por la Proposicién
tenemos F' C K (A )Fy.

K(Ay) K(Ap)Fy
26 /F/
K =T3(T) 5 Fo(T)
p26 26
/
26 B2

2.2. Extensiones de Artin-Schreier

En esta seccién se dard una prueba tipo combinatoria de que cualquier exten-
sion de Artin-Schreier de un campo funciones racionales congruente esta con-
tenido en el compuesto de un campo de funciones ciclotémico y una extension
de campo de constantes que se describiran explicitamente.
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La demostracion se hara como sigue: primero consideraremos extensiones
de Artin-Schreier con un tnico primo ramificado. Calcularemos el ntimero
de tales extensiones cuyo conductor es un divisor de una potencia dada del
primo ramificado. Después, probaremos que este nimero es el mismo que el
nimero de extensiones de Artin-Schreier contenidas en el compuesto de un
campo de funciones ciclotémico generado por la misma potencia del primo
ramificado y una extension de constantes de grado p. Finalmente, el caso
general se sigue inmediatamente de este caso usando la descomposicién de
una funcién racional en fracciones parciales.

La siguiente proposicion presenta las diferentes formas de generar una exten-
sion de Artin-Schreier.

Proposicién 2.5. Sea p > 0 la caracteristica de E y sean Fy = E(y),
Fy = E(2), extensiones ciclicas de grado p sobre E dadas por y? —y = a; € E,

2P — 2z =ay € E. Entonces los siguientes enunciados son equivalentes:
(a) Fy = F.

(b) z=jy+bparal <j<p—1ybeE.

(c) ag=ja;+ (" =b) paral <j<p—1yb€E.

Demostracion. Ver |23, Proposition 5.8.6]. O

Ahora consideremos extensiones de Artin-Schreier donde precisamente un
divisor primo se ramifica. Primero tratemos el caso cuando el divisor corres-
ponde al polinomio ménico e irreducible P.

Proposicién 2.6. Sean K =F,(T), q=7p', P € R}, d=gr P, I} = K(y),
donde

» o f(T)
Yy —y= pa’

f(T) € Ry,gr f(T) <da, (f(T),P) =1, € N, (a,p) =1, o := [g], la

parte entera de e y Fy = K(z), donde
p
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g(T) € Rr,gr g(T) < da, (g(T),P) = 1. Tenemos que los siguientes enun-

citados son equivalentes:

(a) Fy = F.

T
(b) z = jy+c, donde j € {1,....p—1}, c = }gao) con h(T') € Ry, donde
h(T)=0 o grh(T) < day.
g(T) _ . f(T)
(C> Pa - j Pa
donde h(T) =0 o gr h(T) < daoy.

h(T
+cP—c, donde j € {1,...,p—1}, c = f()ao) con h(T) € Ry,

Demostracion. Las equivalencias se siguen de la Proposicién Verifique-
mos las condiciones que debe cumplir c.
Sea Q € R}, P # Q. Tenemos vg(c) > 0 pues si vg(c) < 0 tendriamos
T T
0<vg (%) = Vg (j%—kcp—c)

~ min {VQ (f]g)) (), VQ(C)} — prole) <0,

lo cual es una contradiccién. Andlogamente, se tiene vy (c) > 0. Finalmente,
tenemos ¢ = 0 6 vp(c) < 0 pues vp(c) > 0 implica 0 > gr (¢) = Z vo(c) >

QEPK
0, lo cual es una contradiccién.
Por lo tanto, tenemos las siguientes posibilidades:
(1) ¢=0.
(i) ¢ # 0, vp(c) = 0, lo cual implica c € FF;.
(1ii) Sivp(c) < 0,seay := —vp(c). Dado que (a, p) = 1, tenemos vp(?—c) =

min{pvp(c),vp(c)} = —py # —a. Luego

—a =vp L? =Vp L? —c
= mfn({]:p <>jf 1) )(iuicp j :: } )min{—oz, P}

Poz
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Lo cual implica —a < —p~, luego py < a. Por lo tanto v < 2 Asf vy < ay=
p

hi(T
m, luego ¢ = 1];) con hy(T) € F,[T], (h(T),P) = 1, gr h(T) < dy y
p
T)pP>—7
v < ay, lo cual implica que ¢ = %

En los primeros dos casos, ponemos h(T) = c¢P* y en el tercero h(T) =
hqy (T)Pao_’y.
hT)
Pao
Corolario 2.7. Sean K =F,(T), ¢ =p', P € R}, d = gr P. Sea F = K(y)
una extension de Artin-Schreier dada en forma normal, esto es,
f(T)

P

y Do
donde f(T) € Ry,gr f(T) < do, (f(T),P) =1, a € N, (a,p) =1, a9 =

{g} Entonces hay (p — 1)q\%0*) elementos z € F tales que F = K(z)
p
esta también dada en forma normal

p_ . _9(T)
o= (2.1)

Concluimos que ¢ = con h(T) =06 grh(T) < day. O

Ademds, estos elementos z estan dados por z = jy+c, donde 1 <j<p—1

T
), con h(T) € Ry, gr h(T) < doy.

Y¢= pa
Aun mds, hay
P (@)
p
distintas ecuaciones de la forma (2.1) con g(T) € Ry, grg(T) < da, (¢(T), P)
T T
= 1, de manera que z es como se indica arriba y ademds % = j% +

c? — c.

Demostracidn. Por la Proposicién [2.6] el niimero de posibilidades para j es
p — 1y el niimero de posibilidades para h(T) es ¢'?0*1  asi, el ntimero de

posibles z es (p — 1)gl4e0+1) Para obtener el niimero de posibles ecuaciones,
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sélo basta observar que ¢ — ¢ =dP — d siy sélo si (¢ — d)P = ¢ —d si y s6lo
sic—deT,. O

Corolario 2.8. Sean K = F(T), q = p', P € Rj.. Entonces el mimero de
diferentes extensiones de Artin-Schreier F' = K(y), donde

f(T)

Pa

con f(T) € Ry, gr f(T) <da, (f(T),P)=1, a €N, (a,p) =1, es

Y-y =

e p a—o
N, = 1 TP (Pa—20),

donde ag = [g].
p

Demostracion. Por el Algoritmo de la Divisién tenemos que f(7') = aP* +
h(T), donde a € Fy, h(T) € Ry, con grh(T) < da—1y (h(T),P) =16 bien
h(T)

h(T) =0. Luego y» —y = a+ “pa El nimero de ecuaciones de este tipo es

g®(P*) = q-¢“ (g~ 1).
Por el Corolario [2.7] tenemos que hay

qla=1)d(,d _ 1
Ny= LD P oty - L _gpo-en)

p— lq(dao+1) p— 1
p

distintas extensiones ciclicas F' de grado p sobre K en las que P es el tinico

primo ramificado y aparece a la potencia « en la ecuacién de Artin-Schreier

en su forma normal. O

Lema 2.9. Sean K =TF,(T), p un nimero primo, ¢ = p', P € Rf, d = gr P
yaeN, (a,p) =1.

(a) Sea F' = K(y), donde
p_y =4
) pa
con {(T) € Re, gr f(T) < ad, y (f(T), P) = 1.
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Suponemos F C K(Ay) para algin M € Rp \ {0}. Entonces F C
K(Apa+1) pero FF € K(Ape).

(b) Reciprocamente, si F'/K es una extension de Artin-Schreier tal que F C
K(Apa+1) pero F' € K(Apo), entonces F' = K(y), donde

f(T)

pa

con f(T) € Ry, gr f(T) < ad y (f(T),P) =1.

Y-y =

Demostracion. (a) Tenemos que P, el divisor primo asociado al polinomio P,

es el inico divisor primo ramificado en F'/K y el diferente de F/K es

@F/K — gjr_;(a+1)(p—l)’

donde ‘P es el tnico divisor primo en F' que divide a P. Entonces el discri-
minante de F'//K es
Op/K = plat)(p-1)

Puesto que F estd contenido en un campo ciclotémico y la extension F/K es
ciclica, I es el campo asociado a algun caracter © de orden p y de conductor
So (ver [23, Chapter 12]).

Por la Férmula del Conductor-Discriminante (ver [21, pdgina 104]) tenemos

que

Op/K = H §o = FooFor - For1 =T

p€E(O)

Luego PE+DE=1 = 5271 hor 1o que Fo = P, De donde concluimos que
F C K(Apa+1) pero F ¢ K(Apa) (ver [23, Chapter 12]).

(b) Dado que F C K(Apa+1), P es el tnico divisor primo ramificado en F'/K.
Entonces F' = K(y), donde
f(T)
pB
con f(T) € Ry, grf(T) < pd,y (f(T), P) = 1. Sesigue de (a) que f = . [

Y-y =
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Proposicién 2.10. Sean K =F,(T), q=p', P€ R}, d= gr P, B Ny
B > 2. Entonces el nimero de extensiones de Artin-Schreier contenidas en

el campo ciclotomico K(Aps) es

p—1

Demostracion. Puesto que la red de subgrupos de un grupo abeliano es
simétrica, por Teoria de Galois tenemos que Njp, que es igual al nimero
de subgrupos de grado p, también es igual al nimero de subgrupos de orden
p del grupo de Galois (Ry/P?)" de la extensién K (Aps)/K. Sear, el ntimero

de elementos de orden p en (RT /PP )* Consideramos la sucesion exacta

l——Dps p— (RT/PB)*H(RT/P)*HL

A méd PP —— Améd P.

Puesto que los 6rdenes de Dps p y (Rr/P)” son primos relativos, tenemos
(Rr/PP)" = Dps p x (Rp/P):

Tenemos Dps p = {A méd P’|A=1méd P} = {Amdd P’|A =1+ h(T)P,
donde A(T) € Ry y gr h(T) < (5 —1)d — 1}.

Observemos que | Dps p| = ¢®~D? También notemos que A méd P? = 1 méd
PP siy sélo si h(T) = 0. Por lo que A méd PP es de orden p si y sélo si
h(T) #0y (14+h(T)P)? = 1+h(T)PP = 1 méd PP siy sélo si P?|h(T)PPP.

Tenemos dos casos:

(1) Si B < p, lo anterior se cumple para todo A méd (RT/Pﬁ)* €Dpspy

asi r, = gP=d _ 1.

(ii) Si B > p, tenemos P’g(T) = h(T)PPP, para algin ¢(T) € Ry. Luego
PP=Pg(T) = W(T)P. Asi h(T) = P h,(T) para alginy € Ny hy(T) € Ry
con (hy(T), P) = 1. Tenemos P?~Pg(T) = P"hy(T)?. Luego vp > 3—p,



28 Capitulo 2. Extensiones cuadréaticas y de Artin-Schreier

DAsi, v+ 1 > [é—‘ . Por lo tanto A(T) =
p

luego r, = q(’8 -[51e _ 1 es el numero de elementos de orden p de
(Rr/PP)"

Entonces, en cualquier caso, el nimero de subgrupos de orden p de
(RT / Pﬁ)* es

(6-[21)d _ 4
_ ™ _ 4
No= i~ o1 -

Corolario 2.11. Sean K = F(T), ¢ = p', P € Rf, d = gr P, a € N,

(a,p) =1, ap = [g . Entonces el numero de extensiones de Artin-Schreier
p

contenidas en K(Apa+1) pero no en K(Apa) es

(Pa-ao)
p—1 ~

Demostracion. Por la Proposicién tenemos que el niimero de extensiones

de Artin-Schreier contenidas en K (Apa+1) pero no en K(Apa) es igual a
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(ar1=[=2])d _ g pla=51)d _
q q
Navt = No = p—1 B p—1
Jfon=T=)e _ (o-T3])e
p—1
qad (q(l_[aTH—l )d — q_“ﬂd> ad —| &
p—1 p—1
q(a_ [%—I >d<qd — 1) B q(a_[%]_l)d(qd — 1)
p—1 p—1
@ (P0)

p—1

1
st 2] ] i3 2] -] .
p p p p

Proposicién 2.12. Sean K = F,(T), ¢ =p', P € R}, d = gr P, a € N,

)

a
(a,p) = 1, ag = |—|. Consideramos extensiones de Artin-Schreier F =

K(y) de K donde

S(T)
Py = 2.2
VoY= (2.2)
con f(T) € Ry, gr f(T) <ad y (f(T),P) =1. Entonces existen al menos
N, = L _q(po—oo
p—1

extensiones F' del tipo descrito en (2.2)) contenidas en K(Apa+t1)Fgp.

Demostracion. Consideremos el siguiente diagrama:

K(APaJrl) K(APaJrl)qu
F—FF,
P
K——f5—— KF,
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Tenemos Fp = F,(§), donde P — & = p para p € F,\p(F,).
O(Par—)

F/K contenidas en K (Apa+1) pero no en K(Apa). Por el Lema 2.9] tal F es
del tipo (2.2). De una tal F, obtenemos p campos F; = K(y;), donde y; =
y—+ i€ para 0 < ¢ < p—1, de grado p sobre K y contenidos en K (Apa+1)Fyp.

Debido al Corolario [2.11} existen extensiones de Artin-Schreier

Verifiquemos que estos campos son del tipo prescrito, que son distintos y
también que si B, F' C K(Apa+1) son del tipo requerido y E # F, entonces
F, # E;, paratodo i,j € {0, ...,p—1}. Con lo anterior, se concluye que hay al

menos ] O (P*~*) extensiones F' del tipo indicado contenidas en alguna

extension ciclotémica compuesta con la extension de constantes.

Tenemos

(y+i&)" — (y+i&) =y’ —y+ & —if =y’ —y +i(& —¢)
(D) f(D)+ipPr gi(T)
- Pa +Zp - Pa o pa
con g;(T) € Ry, gr g;(T) < a para todo i € {0,...,p — 1}.
Luego F; = K(y+i€) es una extensién del tipo prescrito. Supongamos ahora
que 0 < 4,5 <p—1,i# jy F, =F;. Entonces y + i, y + jé € F, = F},

entonces (i — j)§ € F; = F;, por tanto £ € F; = F}, por lo que y € F; =

F; =F. Asi{ € F; = F; = F, lo cual es una contradiccién pues el campo de
constantes de F' es IF,.

Finalmente, supongamos que F'y E son extensiones del tipo requerido, con-
tenidas en K (Apa+1) con E # F'y F; = E; para algunos ¢,j € {0,...,p — 1}.

f<T), f(T) € Ry, gr f(T) < ay

Pa
E =K(z)con 2P — z = %, g(T) € Ry, grg(T) =«
Tenemos ¢ # 0, j # 0, pues de otra manera { € K(Apa+1), lo cual es una
contradiccién pues el campo de constantes de K (Apa+1) es Fy. Sea l =i71j.
Tenemos ly+j& = l(y+1i&), 2+ j€ € F; = E;. Entonces z—ly € F; = Ej;. Pero
z—ly & K, pues F' # E. Por tanto, Fpp C F;, = E; = K(2 —ly) C K(Apo+1),

lo cual es una contradiccién. O

Digamos que F' = K(y) con y? —y =
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El siguiente lema es primordial para probar el resultado principal (Teorema
de esta seccién. Probaremos que cualquier extension ciclica de grado p
sobre K en la cual P, el divisor asociado al polinomio P, es el tinico divisor
primo ramificado y aparece a la potencia a en la ecuacién de Artin-Schreier
en su forma normal esta contenida en algin campo ciclotémico compuesto
con una extension de constantes.

Lema 2.13. Sean p un nimero primo, ¢ = p' y P € Rf, d = gr P. Sean
K =F/(T) y F=K(y), donde

T
Py = f](Da)
con f(T) € Ry, gr f(T) <ad, (f(T),P)=1,a €N, y (a,p) = 1. Entonces

F C K(Apas1)Fyg.

Demostracion. Por el Corolario y la Proposicién [2.12] tenemos que el
nimero de extensiones ciclicas de grado p sobre K en las cuales P es el tinico
divisor primo ramificado y aparece a la potencia a en la ecuacion de Artin-
Schreier en su forma normal debe ser igual al nimero de tales extensiones
contenidas en el compuesto de la extensién ciclotomica y la extension de
constantes mencionados arriba. Por lo tanto, concluimos que cualquier tal

extensién F estd contenida en el compuesto K (Apat1)Fgp. ]

En el siguiente resultado se consideran las extensiones de Artin-Schreier en
las que el divisor primo infinito es el tinico divisor primo ramificado.

Lema 2.14. Sean p un nimero primo y ¢ = p'. Sean K =F,(T) y F = K(y),
donde y» —y = f(T) € Ry, gr f(T) =, « € N, y (o, p) = 1. Entonces

FCK(A 1 )F,p.

Ta+1

1
Demostracion. Se sigue del Lema [2.13[ dado que K(T') = K (T) . O

Observamos que para simplificar el enunciado de los resultados, hemos venido
incluyendo al campo K (A 1“) entre los campos ciclotémicos.
Ta
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Teorema 2.15. Sean p un nimero primo y ¢ =p'. Sean K =F,(T) y F/K

una extension de Artin-Schreier, es decir, F' = K(y), donde

con s(T) € K, s(T) & p(K),
B ¢
P par’

donde P; es un divisor primo en K, a; € N, (ay,p) = 1, € es un divisor

(s(T))x

entero primo relativo a P; para i € {1,...,1}.

(a) Si el divisor primo Py no se ramifica en F/K, es decir, si Py no €s

.
factor de HP{”, I Pai+1>]qu.
i=1 =1

entonces FF C K(A

(b) Si Py se ramifica en F/K, es decir, si Poo = Py es factor de HPZ%,

entonces se cumple F' C K(AT(&H )K(Aﬁ Pf‘i“)qu° -
Los divisores P; corresponden a los polinomios P;, para i € {1,...,r} en el
caso (a) y parai € {2,...,r} en el caso (b).
Demostracion. (a) Por el método de fracciones parciales tenemos:
1) = el D S AD @
donde f;(T) € Ry y gr fi(T) < a; gr P; para todo i € {1, ...,r}. Conside-
ramos F; = K(y;), donde y¥ —y; = fgz) parai € {1,...,7}. Por el Lema

1

2.13], se obtiene que F; € K (A po;+1)Fgr para i € {1,...,7}. Observamos

que podemos poner y = y;+- - -+y, pues y* —y = y{ —y1 +- - -+ yP —y, =
f(T)

——— Entonces
ar ., (o273
Pl Pr

N

F=K(y) (Aporsr) - K(AP;?‘T“)FqP

1

K P,
K(AP{X1+1'HP£L7~+1 )]qu .
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(b) En este caso P, = P; y tenemos

T
con gr (%) = €N, g(T) € Rpy Ps,...,P, € Rp. Por el
2 DY /r?”

Algoritmo de la Division

9(T) = (B - Br)A(T) + U(T),

con h(T), (T) € Ry, gr h(T) = oy y yasea grl(T) < Zaigr P, o bien
i=2

[(T) = 0. Entonces

Consideramos F; = K(y;), donde y — y; = h(T'). Como en el caso (a),

por el método de fracciones parciales tenemos:

1 P> - B Py

=2
donde ,(T) € Ry y gr l;(T) < aud; para todo i € {2,...,7}. Por los
Lemas y tenemos

UT) _L(@) (D)

1 )F paratodoi € {2,...,7}.
poitl

Tenemos y = y1 + -+ + ¥ puesyp—y:y{’_y1+...+yf_yr:
T
MT) + ()

r

I A"

=2
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Concluimos

F = K(y) C K(A__)K(A

Tal+1

p2‘*2+1> o 'K(AP;““)EJP

= K(A_ K (Apasr per)Fyp

o+l

= K(A_t KA s o) For
i=2

]

Ejemplo 2.2. Viene de los Ejemplos[1.3]y[L.6] Sean K = F3(T") y L = K(y)

1
con y3 —y =T*—T?. La extensién L/K es de Artin-Schreier. Sea T" = T
L=K(y),

K(A(T/)S) K(A(T/)5)]F27
162 K(y)
>
K = Fy(T") g For (T")
pl62 (0162
162 3
y
POO pOO

2.3. Extensiones cuadraticas

Como caso particular del Teorema tenemos el siguiente resultado.

Corolario 2.16. Sean K = F,(T'), donde q es una potencia de 2. Sea F/K

una extension cuadrdtica, F = K(y) donde

y' —y=s(T),



2.3. Extensiones cuadraticas 35

con s(T) € K, s(T) ¢ p(K),

¢

™ = ——
(S( ))K Piyl T Pgrv

donde P; es un divisor primo en K, a; € N, (a;,2) = 1, € es un divisor

entero primo relativo a P; para todo i € {1,...,7}.

(a) Si el divisor primo P mno se ramifica en F/K, es decir, si Py no €s

factor de HPiC”, entonces F' C K(Aﬁ p_aﬁl)]qu se cumple.
i=1 ¢

i=1
(b) Si Py se ramifica en F/K, es decir, si Py, = P1 es factor de HP;”,
i=1
entonces se cumple F C K(A_1 )K(A » JF 2.

T‘X1+1 H Piai+1
=2

Demostracion. Tomando p = 2 en el Teorema [2.15| se sigue el resultado. [

Finalmente, enunciamos el resultado general, analogo al caso de campos
numeéricos, para extensiones cuadraticas sobre un campo de funciones ra-
cionales.

Teorema 2.17. Sea K =F,(T) y F/K una extension cuadrdtica. Entonces
F estd contenido en el compuesto de una extension ciclotomica y la extension

de constantes F 2. Mds precisamente:

(a) Siq es impar, F = K(VM) C K(Am)F,2, para algin M € F,[T] no

cero y libre de cuadrado.
(b) Siq es par, F'= K(y), donde
v —y=s(T),

con s(T) € K, s(T) & p(K),

¢

™ — — —
(ST =

donde P; es un divisor primo en K, a; € N, (a;,2) = 1, € es un divisor

entero primo relativo a P; para todo i € {1,...,7}.
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(1) Si el divisor primo Ps no se ramifica en F/K, es decir, si Py 10

es factor de HP;”, entonces se cumple F C K(Aﬁ P%H)qu.

i=1 i=1

(17) SiPs se ramifica en F/ K, es decir, si P, = Py es factor de HPf”,

=1

entonces F' C K(ATO‘}le )K(Af{ P%H)qu se cumple.

%
=2

Demostracion. El resultado se sigue de la Proposicion [2.4]y el Corolario [2.16]
[
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Capitulo 3

La maxima extension abeliana

3.1. La maxima extensién abeliana de K
El objetivo principal de este trabajo es probar el siguiente resultado.

Teorema 3.1. (Kronecker-Weber,[6],[23, Theorem 12.8.31]) La mduxi-
ma extension abeliana de K =TF,(T) es A= KpELx.

Denotamos por A a la méxima extensién abeliana de K = F (7, la cual
se construye explicitamente (ver [23]), es decir, A es generada por ciertas
extensiones de grado finito sobre K, cada una de las cuales esta generada por
las raices de ciertos polinomios dados explicitamente.

La extension A es la composicion de tres extensiones linealmente disjun-

tas: E/K, Kr/K, y Lo/K. Las dos primeras son £ = |J Fm(T) y Ky =
m=1

U K(Aun). Nétese que EKr no puede ser la méxima extension abeliana
MERy
de K puesto que Py, es moderadamente ramificado en E K7 /K. Necesitamos
una extension en la cual P, sea salvajemente ramificado. Sea L, la méxima
subextension de K (A rn+1) donde Py es total y salvajemente ramificado,
n € NUO. Esto es, L, = K(Ayjpnn1) . Sea Lo := |J L.

neN

Para probar el Teorema [3.1| es suficiente mostrar que cualquier extension
abeliana finita de K estd contenida en K (Ay)F,m L, para algunos N € Ry,
m,e Nyn e NUDO.
Sean K = F,(T) y F//K una extension abeliana finita. Sea G := Gal (F//K).
Por el Teorema Fundamental de los Grupos Abelianos Finitamente Genera-
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dos tenemos

G=Cp, X xCy x Char X -+ x Cpa,

donde C,, denota al grupo ciclico de n elementos, (n;,p) = 1 para 1 <i <1
y aj € Nparal < j < h. Sea S; C F tal que Gal (5;/K) = C,, para
1 <i<lysea R; C F tal que Gal (R;j/K) = C,e;, 1 < j < h. Para probar
el Teorema basta con mostrar que cada S; y cada R; estdn contenidos
en K(Ay)F,mL, para algunos N € Ry y m,n € N. Por lo tanto, podemos
suponer que F/K es una extensién ciclica de grado h donde ya sea (h,p) = 1
o bien h = p" para algin n € N.

3.2. Extensiones moderadamente ramificadas

En esta seccion se probara la suficiencia del Teorema [3.1] para el caso parti-
cular de una extensién moderadamente ramificada. Sea F'/K una extensién
abeliana finita. Sean P € Ry polinomio ménico irreducible de grado d y P
el divisor primo asociado a P.

Proposicién 3.2. Sea P moderadamente ramificado en F/K. Si e denota el

indice de ramificacion de P en F. Entonces e|(q® — 1).

Demostracion. Primero consideremos en general una extension abeliana fini-
ta F'//K. Sean G_; = D el grupo de descomposicién de P, Gy = I el grupo
de inercia y G, con ¢ > 1, los grupos de ramificacion. Sea *J3 un divisor primo
en F' que divide a P. Entonces, si Oy denota el anillo de valuacién de ‘B,

tenemos

UD =14+P C O =0p\PB,i>1, U(O):O;;.

Sea l(P) = Og /B el campo residual de P. Los siguientes son monomorfismos:

[(B)*, i=0

Gi/Giry 5 UD /it o T
/G / Ri/P 2 U(R), i > 1

T — [om/7]

donde 7 denota un elemento primo para 3.
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Probaremos que si G_1/G; = D/G; es abeliano, entonces

¢ =y Go/G1 — UV U = (O /)

satisface que Im ¢ € Op/P = Rp/(P) = F . En particular se seguird que
|G0/G1| divide a |de’ = qd — 1.

Para probar esta afirmacién, notemos que

Aut ((Op/PB)/(0p/P)) = Gal ((Ox/B)/(Op/P))
= D/I =G_,/Gy

(ver |23, Corollary 5.2.12]).

Sean 0 € Gy vy ¢(0) = ¢(0c mdéd G1) = [a] € (Op/P)*. Entonces o =
am mod P2

Sea § € G_; = D arbitrario y sea m, := 6~ *(7). Entonces m; es un elemento
primo para . Dado que ¢ es independiente del elemento primo, se sigue que
om = am; méd P2, esto es, o7 1r = af~'r méd P2 Dado que G_1 /G es

un grupo abeliano, tenemos

om = (o0~ (7) = O(a)T méd P2

Asi o = 0(a)m méd P? y o = ar mdéd P2, De aqui se sigue que 6(a) =
a méd B para todo § € G_;.

Si escribimos # = # méd Gy, fla] = [a], esto es, [a] es un elemento fijo
bajo la accién de grupo G_1/Gy = Gal ((Op/B)/(Op/P)). Obtenemos que
[a] € Op/P. Por lo tanto Im ¢ C (Op/P)* v |Go/Gi|||(Op/P)*| = ¢¢ — 1.
Finalmente, dado que F//K es abeliana y P es ramificado moderadamente,
G, = {1}, se sigue que e = |G| = |Go/G1]|(¢* — 1). O

Ahora consideramos una extensién abeliana finita ramificada moderadamente
F/K donde Py, ..., P, son los primos finitos ramificados. Sean P € {Py, ..., P.}
y gr P = d. Sea e el indice de ramificacién de P en F. Por la Proposicion
tenemos e|¢? — 1. Ahora bien, P es totalmente ramificado en K (Ap)/K con
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indice de ramificacién ¢¢ — 1. En esta extension P, tiene indice de ramifica-
cion igual a ¢ — 1.

Sea K C E C K(Ap) con [E : K] = e. Sea P un divisor primo en FE que
divide a P. Sean q :=Blgp y P = P|r.

Tenemos e = e/ (P|P) = er/k(q|P). Por el Lema de Abhyankar (ver [23|
Theorem 12.4.4]) obtenemos

ere/k (B/P) = ler/k(BIP), ex/x(a|P)] = [e,e] = e.

Sea H C Gal(FE/K) el grupo de inercia de B/P. Sea L := (FE)". Entonces
P es no ramificado en L/K. Queremos ver que F' C LK(Ap). En efecto,
tenemos [F'E : L] =ey ENL = K dado que P es totalmente ramificado en
E/K y no ramificado en L/K. Se sigue que [LE : K| = [L : K][E : K]. Por
lo tanto

K — FE - T ] — o B K]
[FE: K] = [FE: L)L K] = oo
:e—[LE; K]:[LE:K].

Dado que LE C FFE se sigue que FE = LE = EL C K(Ap)L. Asi que
F C K(Ap)L. En L/K los primos finitos ramificados son a lo més Ps, . .., P,.
En caso de que r — 1 > 1, podemos aplicar el argumento anterior a L/K

y obtenemos Ls/K tal que a lo mas r — 2 primos finitos son ramificados y
L g K(APQ)LQ, asi I g K(Apl)L g K(API>K(AP2)L2 = K<AP1P2)L2-
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Realizando el proceso anterior a lo mas r veces tenemos

F C K(Ap,..n,) Lo, (3.1)

donde en la extensiéon Ly/K posiblemente el primo infinito P, sea el tinico
que se ramifique. Con ayuda de la siguiente proposiciéon veremos que no es el
caso que haya primos ramificados en Lo/ K.

Proposicién 3.3. Sean K = F,(T) y F/K una extensidn abeliana finita
donde a lo mas un primo Py de grado 1 se ramifica y lo hace moderadamente.

Entonces F/K es una extension de constantes (por lo que de hecho Py no se
ramifica en F/K ).

Demostracion. Por la Proposicién [3.2] tenemos e := ep/x(Po)|q — 1. Supon-
gamos e > 1. Sea H el grupo de inercia de Py. Entonces H es ciclico, |[H| = e
y Po es no ramificado en E := F# /K. Por lo tanto F/K es una extensién

no ramificada. Asi £//K es una extensiéon de constantes.

Sea m = [E : K]. Entonces, si Py es un divisor primo en F el cual divide a
Py, tenemos que el grado relativo dg/k(Po|Po) es igual a m, el nimero de
divisores primos en E/K es 1y el grado de P es 1 (ver el Teoremal[L.1]). Por
lo tanto By es el inico divisor primo ramificado en F'//E y éste es de grado 1

y totalmente ramificado. Ademds [F: E] = e|g — 1 = [F}].

Las raices (¢ — 1)-ésimas de 1 pertenecen a F, C K. Luego K contiene a las
raices e-ésimas de la unidad. Asi, F'/FE es una extensiéon de Kummer. Luego
F = E(y) con y¢ = «a (ver el Teorema cona € E=KFm =Fm(T).
Escribimos « en su forma normal como lo prescribe Hasse [4]: (a)g = s@
con 0 < a < e. Como, por otro lado, el grado de (a)g es 0, esto no es posible,
pues gr(a)g o gr(b)g no es miltiplo de e, por lo que hay al menos otro primo
ramificado en F'/K, lo cual contradice que Py es el tnico primo ramificado.

Por lo tanto F//K es una extensién de constantes. ]

Como un corolario de (3.1)) y la Proposicién obtenemos
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Corolario 3.4. Sean K = F,(T) y F'/K una extension abeliana moderada-
mente ramificada donde los divisores primos finitos ramificados son Py, ..., P;.
Entonces F' C K(Ap,...p,)Fym para algin m € N.

Demostracion. Puesto que no hay primos ramificados salvajemente, se sigue
de que existe una extensién abeliana finita no ramificada My/K tal
que F' C K(Ap,..p,)My en la cual tal vez el primo infinito es ramificado
moderadamente. Por la Proposicién [3.3] tenemos que My/K es una extensién
de constantes, es decir My = F m(T") para algin m € N. Por lo tanto tenemos
FC K(Ap,..p,)Fgm. O

3.3. Ramificacion en Extensiones de Witt

Como una consecuencia del Corolario [3.4, el Teorema se seguird si lo
demostramos para el caso particular de una extensién de Witt, esto es, una
extension ciclica K, /K de grado p" para algiun n € N. Se sigue del Teorema
1.6| que este tipo de extensién K, /K estd dada por un vector de Witt 8 €
W, (K), esto es K,, = K(y) donde

Y-y =5,
la operacién es la diferencia de Witt.

El siguiente resultado fue probado en [I4]. El objetivo es “separar” a los
divisores primos ramificados.

Teorema 3.5. Sea K,,/ K una extension ciclica de grado p™ donde Py, ..., P,
€ R} y posiblemente P, son los divisores primos ramificados. Entonces
K, = K(y) donde

yp:y:ﬁ:(sl;_..._T_ér_T_lJH
CO’I’L(S:((Sil,...,(sin>7 n = (Ml,...7ﬂn>’ (512%7 eij 20, Q” GRT,

)

(a) sie;; =0 entonces Q;; = 0;

(b) sie;; >0, entonces pt ey, (Qi, P) =1 ygrQiy < grP yu; = f;(T) €
Rt con
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(c) pterf; cuando f; € F, y
(d) p; & p(Fy) == {a? — ala € Fy} cuando p; € F}. O
El siguiente ejemplo ilustra la descomposicion del Teorema [3.5

Ejemplo 3.1. Viene del Ejemplo [1.10]
Sean K = F3(T") y n = 2. Consideremos Ky = K(y) donde

. 1 T4+71°-T-1
37 — = .
Yy -y=p0 con B (T2 T T o1y >

Usando fracciones parciales tenemos las componentes usuales

8 — ) S
T T-1  TH1
5_T6+T3—T—1_1 1/4+ 1 1/4 1/2
T T[T -1® T T-1 (T—-12 T+1 (T+1)?
Pasamos a las componentes fantasmas
~1 1
(1) —
p T—1+T+r
—1 I
(@) _
b (T—1+T+1)
1 1/4 1 1/4 1/2
+3(=— / - + 4 __Y
T T—-1 (T—12 T+1 (T+1)
) S 3 N -3 Lo !
S (T—-1p3 (T—-12T+1) (T—-1)(T+1)2 (T+1)3
1 1/4 1 1/4 1/2
+3(=- / - + 4 __Y
T T-1 (T—-12" T+1 (T+1)?
_§+—9/4+ 9/2 P +9/4+ 1
T T—-1 (T—-12 (I'—-13 T+1 (T+1)%
Luego

5.6%) = (0.7
<—1 —9/4  9/2 -1 )

L R e A G R (A

1 9/4+ 1
TH+1UT+1 (T+1)3)°
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03

(—1 —9/49/2 ~1 )

Tenemos

N

_|_

PE\T T Tl T (-1 (T 1)

1 9/4 1
V3= ) + 3 |-
T+1T+1 (T+1)

Volvemos a componentes usuales
1
51 = (07 T) )
-1 -=3/4 3/2 -1
09 = —(— 0
? (T—l’T—1+ (T—1)2) (T—l’ >
1 3/4 1
o (LAY (1)
T+1' T+1 T+1
Finalmente recuperamos

sy (0.2) 3 (—0) F (00
y y_ ’T T—l’ T—{—l’ .

Consideremos el campo L = K(y) donde Yy y =0, con 3= (Bi,--,Bn) y
se cumplen las siguientes condiciones

Bi = %, P € R}, Q; € Rrtalque \; > 0,

si \; = 0 entonces Q; = 0, (3.2)
si \; > 0 entonces (A, p) = 1, (Q;, P) = 1y gr Q; < gr P,

A1 > 0.

Un caso particular del Teorema|3.5adecuado para nuestro estudio se presenta
en la siguiente proposicion.

Proposicién 3.6. Supongamos que cualquier extension L/ K que cumpla las
condiciones (3.2) satisface que L C K(Apa) para algin o € N. Sea K,/ K
una extension definida por K, = K(y) donde p(y) = Yy y =08 con B =
(Brs.--,Bn), Bi dado en su forma normal: B; € F, o bien f; = P—)i_,
Qi € Rry XN >0, (\,p) =1, (Qi,P) =1 ygrQ; < gr P FEntonces
K, CFun K(Apa) para algin o € Fy.

con
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Demostracidn. Del Teorema [3.5] tenemos que podemos descomponer el vector
B como e+ con¢; € F, paratodo1 <i¢<ny~ =0o0bieny = _ con

Qi€RryXN>0,(N,p)=1,(Qi,P) =1y grQ; <grP*.

1
P ¢

Supongamos y; = -+ = % = 0y Y41 & Fy. Tenemos K,, € K(e)K(v).
Ahora bien, K(v) = K(0,...,0,%41,...,7) y K(g) CFm.

Para cualquier vector de Witt & = (z1,...,x,) tenemos la descomposicién
dada por el mismo Witt (ver [20]).

x =(z1,...,0)+(0,22,...,0)+ - 1(0,...,0,2;,0,...,0)

:L(O,...,O,xjﬂ, ey T)
para cada 0 < j < n — 1. Se sigue que K(v) = K(Vr41,---,7). Dado
que este campo cumple las condiciones (3.2)), tenemos K (v) C K (Apa) para
algin a € N. El resultado se sigue. O

Observacién 3.1. El primo P, se puede manejar de la misma manera.
Las condiciones para P., son las siguientes. Sea K, = K(u) con pu; =
f;(T) € Ry, con f;(0) = 0 para todo j y cada f;(T) = 0o f;(T) # 0y
p 1 gr f;(T). La condicién f;(0) = 0 significa que el primo infinito para
T" = 1/T o bien se descompone o bien se ramifica en cada nivel, esto es,
su grado de inercia es 1 en K, /K. En este caso, con el cambio de variable
T" = 1/T, las hipétesis en la Proposicién dicen que cualquier campo
que cumpla estas condiciones satisface K, C K(Apm) = K(Ap-=) para
algin m € N. Sin embargo, dado que el grado de la extensién K, /K es una

potencia de p debemos tener K,, C K (Ap-m)fa = L,,_;.

Observacién 3.2. Con la notacién del Teorema |3.5 obtenemos que si z¥ 2z
=0,1<i<ryv v =p, entonces K, = K(y) C K(z1,...,2,,v) =
K(z)--- K(2,)K(v). Por lo tanto, si el Teorema3.1]se tiene para cada K (2;),
1 <i <rypara K(v), entonces se tiene para K.

Del Teorema [3.5, la Proposicién y la Observacién (3.1, obtenemos que

para la prueba del Teorema [3.1] es suficiente mostrar que cualquier extensién
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de campos K, /K que cumpla con las condiciones (3.2)) satisface o bien que
K, C K(Apa) para algin « € N o bien que K,, C L, para algin m € N. Es
suficiente estudiar el caso para P € Rr.

A continuacién estudiaremos el comportamiento de P, en una extension
ciclica arbitraria K, /K de grado p".

Proposicién 3.7. Sea K,,/K dada como en el Teorema . Supongamos
pp == s =0, oy €F7, pgyy & p(Fy) y seat + 1 el primer indice para
el cual fri1 & Fy(y por tanto p 1 grfir1). Entonces el indice de ramificacion de
P es p"t, el grado de inercia de Py es p'™% y el nimero de descomposicion
de P es p°. Es decir, si Gal (K,/K) = (o) = Cyn, entonces el grupo de

inercia de Py esJ = (o) y el grupo de descomposicion de Psy s D = (o?°).

Demostracion. Dado que la extensién K,/ K es una extension ciclica de grado
potencia de un nimero primo, el campo de inercia es aquél a partir del cual
P se ramifica. El primer nivel donde esto sucede tiene indice ¢t + 1. Por
otra parte, por la misma razon, el campo de descomposicion es aquél a partir
del cual P,, empieza a ser inerte y el primer nivel donde esto sucede es el
s+ 1. O

Proposicién 3.8. 5i K, es un campo definido por una ecuacion del tipo
dado en , entonces K, /K es una extension de grado p™, P es el inico
primo ramificado, totalmente ramificado y Ps es totalmente descompuesto.
Andlogamente, si K,, = K(v) donde v; = fi(T) € Ry, fi(0) = 0 para todo
1 <i<nyfi(T) &F, p1egr fi(T), entonces P es el tinico primo
ramificado en K, /K, es totalmente ramificado y el divisor de ceros de T, el

cual es el primo infinito en Ry 7, es totalmente descompuesto.

Demostraciéon. De las Proposiciones [1.5] y [3.7] obtenemos el resultado. O

Hemos reducido la prueba del Teorema (3.1 a demostrar que cualquier exten-
sién del tipo dado en la Proposicién [3.§estd contenida en K (Apa) para algin
a € N o en L, para algin m € N. El segundo caso es una consecuencia del
primero con el cambio de variable 7" = 1/T.
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Sean n, a € N. Denotamos por v, («) al nimero de grupos ciclicos de orden
p™ contenidos en (Rr/(P%))* = Gal (K(Apo)/K). Tenemos que v,(a) es el
ntimero de extensiones ciclicas K, /K de grado p" tales que K,, C K(Apa).
Cualquier tal extensién satisface que su conductor §x, divide a P.

Sea t,(a) el nimero de extensiones ciclicas K, /K de grado p™ tales que P
es el unico primo ramificado y es totalmente ramificado, P, es totalmente
descompuesto y su conductor §g, es un divisor de P*. Dado que cualquier
extension ciclica K, /K de grado p" tal que K C K,, C K(Ap«) satisface las
condiciones, tenemos v, () < t,(a). Si probamos que t,(a) < v,(«) entonces
habremos probado que cualquier extension que satisface las condiciones ((3.2])
estd contenida en una extension ciclotéomica y el Teorema se sigue.

Por lo tanto, para demostrar el Teorema [3.1| es suficiente demostrar

tn(a) < v,(«) paratodosn, a € N. (3.3)

3.4. Extensiones salvajemente ramificadas

En esta seccién probaremos ([3.3]) por induccién sobre n. Primero calculare-
mos v, (a) para todos n, o € N.

Proposicién 3.9. El nimero v,(«) de grupos ciclicos de orden p"™ contenidos
en (Rp/P*)" es
a—[5 dla—[-7r dla=[m= 1) Al = 1=Tom
. (a):qd( [ 1)_q( =] :q( [ W)(Q((p 1-T3 1)_1)
n pn—l(p o 1) pn—l(p _ 1)
Demostracion. Tenemos el isomorfismo Gal(K (Apa)/K) = (Rr/(P*))* y la

sucesion exacta

0—= Dppe — (Ry/(P?))" == (Rr/(P))"—=0,  (3.4)
donde

¢ (Rr/(PY))" — (Rr/(P))"
A moéd P — A méd P

y Dppe = {N méd P*|N = 1 méd P}. Podemos considerar Dppo = {1 +
hP|h € Ry, gr h < gr P* = da}.
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Tenemos (Rr/(P%))* = (Rr/(P))* x Dppa y (Rr/(P))* = Cya_;. Primero
calculamos el nimero de elementos de orden p" contenidos en (Rp/(P®))*.
Estos elementos pertenecen a Dppa. Sea A =14 hP € Dppo de orden p".
Escribimos h = gP? con g € Ry (g, P) =1y v > 0. Dado que A es de orden
p", se tiene

AP" =1 4 ¢?" PP = 1 méd P2, (3.5)

AP = g PP £ 1 mgd PO (3.6)
de (3.5)) y (3.6) se sigue que

P+ y) <a<p(1+47) (3.7)

lo cual es equivalente a

ol e

Observemos que para la existencia de al menos un elemento de orden p™

necesitamos o > p" 1.

Ahora, para cada v que satisface (3.7) tenemos (¢, P) =1y grg+d(14+7) <
da, esto es, gr g < d(a — v — 1). Asf existen ®(P*771) tales ¢'s.

Por lo tanto, el nimero de elementos de orden p™ en Dp pa €s

Yoo = o). (3.9)
=[] Vo[ ]

Notemos que para cualquier 1 < r < s tenemos

Z @(Pi) _ qu(i—l)(qd . 1) _ (qd . 1)qd(r—1) quj
i=r i=r =0
d(s—r+1) __
= (¢% — 1)qd(r—1)q ( -1 — g% — gD

q‘—1
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Por lo tanto (3.9) es igual a

e[ _ gto=[ge ) _ o[ =Dy
Puesto que cada grupo ciclico de orden p" tiene p(p") = p"~!(p — 1) genera-
dores, obtenemos el resultado. O

Notese que si F'/K es cualquier campo contenido en K(Apa) entonces el
conductor §r de F' es un divisor de P%.

En el curso de la demostracion de la Proposicién calculamos t1(«), es
decir, el numero de extensiones ciclicas F//K de grado p tales que P es el
unico primo ramificado, Py, se descompone en F/K y §p|P* y obtenemos
(3.3) para el caso n = 1. Ya hemos resuelto este caso en el Lema m
Aqui presentamos otra prueba, que es mas adecuada para la generalizacién
al caso de extensiones ciclicas de grado p”™.

Proposicién 3.10. Cualquier extension ciclica F/K de grado p tal que el

primo finito P es el unico primo ramificado, Py es totalmente descompuesto
y §r|P*, estd contenida en K(Apa).

Demostracion. De la teoria de Artin-Schreier (ver la Seccién [1.3), tenemos
que el campo F estd dado por F' = K(y) con la ecuacién de Artin-Schreier

de y normalizada como describe Hasse (ver [4]). Esto es

Q
y”—y=ﬁ,

donde P € R, Q € Ry, (P,Q) =1, A >0, pt A, gr Q < gr P*. Ahora bien,

el conductor Fp satisface Fp = P!, luego A < a — 1.

Tenemos que si F' = K(z) con 27 — z = a entonces existen j € F; y c € K

tales que z = jy+cya = ¢ +p(c), donde p(c) = ¢ — ¢ (ver la Proposicién

PA
h
. Si a también esta dado en su forma normal entonces ¢ = By conpy <A
de hecho py < X dado que (\,p) = 1) y grh < gr P” o bien h = 0. Sea
BP0
Po

Por

Yo 1= —] . Entonces cualquier tal ¢ puede escribirse como ¢ =
p

h
lo tanto ¢ € G = {m|h € Ry, grh < gr P =dy,0oh=0}.
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SiceGyje{l,2,...,p— 1} tenemos

QW h
o T =i T oo T B
B jQ + PAPopp 4 pA=op, B O
- P - pN

a=1]

con gr @; < gr P*. Dado que A\ — py > 0y A — v > 0, tenemos que

(@1, P) = 1. Por lo tanto a estd en su forma normal.

Se sigue que el mismo campo tiene |F||o(G)| diferentes representaciones en
forma estandar. Ahora, G y p(G) son grupos aditivos y p : G — ©(G) es un
epimorfismo de grupos cuyo ntcleo es ker p = G N {c|p(c) = P —c =0} =
G NF, = {0}. Tenemos [p(G)| = |G| = [Rr/(P™)| = ¢™".

De lo anterior obtenemos que el nimero de diferentes extensiones ciclicas

F/K de grado p tales que el conductor de K es §p = P!, esigual a

L I G U VI S A VAR

Fllo@]  (p-Dg — p-1 (3.10)
_(I)(P/\—[%])

Por lo tanto, el nimero de diferentes extensiones ciclicas F// K de grado p tales

que el conductor §r de K es un divisor de P* estd dado por ti(a) = %
donde
a—1 \
w(a) = o(PMH, (3.11)
A=1
(Xp)=1

Para obtener w(«a) escribimos o« — 1 = ptg + 19, tg >0y 0 <19 < p— 1.
Ahora {A\[1 <A< a-1, (\,p) =1} = AUuBdonde A= {pt +7r|0 <t <
to—1,1<r<p—1}yB={pto+r|l <r <rg}.

Entonces
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=S o(P ) £ S e

AeA AeB
Donde entenderemos que si un conjunto A o B es vacio, la suma respectiva

es cero. Luego

T0
w(a) _ Z qd(pt+r—t—1)(qd _ 1) + qu(pto—i-r—to—l)(qd _ 1)

0<t<top—1 r=1
1<r<p—1

to—1 0
q _1 [ Zq p— 1)t qu(r 1) +qd(p 1)to qu(rl)]

=1 (3.12)

—(d—l) d(p 1)to_1qd(p n_1
=\ -0 1 qi_1

— qd(P—l)to —14 qd(P—l)to+dT’o _

dip-1)te 4~ — 1
e W—l}

qd(P—l)to — qd((P—l)to-H“o) -1

d(a—1-[21

_ qd(PtO*toJrTo) —1=gq —1.

Por lo tanto, el nimero de diferentes extensiones ciclicas F//K de grado p tal

que P es el tnico primo ramificado, Fr|P* v Ps se descompone, es

wla) qd(a—l—[%l]) _1

¢ — —
1(a) p—1 1
Por el Lema (b) se sigue que

d(a—1-[31+1) d(a—[3])
w(o q » -1 q P —1
ti(a) = (@) = = = v (). (3.13)
p—1 p—1 p—1
Luego de (3.13)), tenemos la demostracion de la Proposicion m H

La Proposicién prueba (3.3)) para n = 1 y para todo o € N.

Ahora consideremos cualquier extensién ciclica K, /K de grado p" tal que P
es el iinico primo ramificado y es totalmente ramificado, P, es descompuesto
totalmente en Kn/K v Sk, |P*. Queremos probar que K, C K(Apa), esto
es, - tn(a) < v,(a). Esto se demostrara por induccién sobre n. El caso
n =1es la Proposmlon .10} Supongamos que cualquier extensién ciclica

n_1 de grado p"~!, n > 2 tal que P es el tinico primo ramificado y es total-
mente ramificado, Ps, es descompuesto totalmente en K, /K v Sk, ,|P°
estd contenido en K (Aps), donde § € N.
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Sea K, cualquier extension ciclica de grado p™ tal que P es el tnico primo
ramificado y es totalmente ramificado, P, es descompuesto totalmente en
K,/K y§k,|P®. Sea K,_; el subcampo de K,, de grado p"~! sobre K. Ahora
consideramos K, /K generada por el vector de Witt B = (f1,. .., Bn-1,Fn),
esto es,

oy) =y y=p

y suponemos que 3 estd en su forma normal descrita por Schmid (ver [20]
y el Teorema . Entonces K,,_1/K estd dada por el vector de Witt 8" =

(ﬁlv e 7ﬁn71)-

SiA:=(A1,..., A1, An) es el vector de parametros de Schmid, esto es, cada
B; esta dado por
B @i donde Q; = 0 (estoes, 5; =0)y A\; = 00 bien

(Qzap) = ]-agrQi < gI‘PM, )"L > OY()‘wp) =1L

Dado que P es totalmente ramificado tenemos A; > 0.

Ahora se calcula la cantidad de extensiones diferentes K,,/K,_1 que pueden
ser construidas por medio de (,,.

Lema 3.11. Para un campo fijo K, _1 el numero de campos diferentes K,
es menor que o igual a

Lrw@) _ 1 oaa-rz), (3.14)
p p

Demostracion. Para (3, # 0, cada ecuaciéon en forma normal esta dada por

yﬁ —Yn = 2Zn-1+ ﬁn7 (315)

donde z,_1 es el elemento en K,,_; obtenido por la generacién de Witt de
K, 1 por el vector 3 (ver [20, pagina 161]). De hecho z,_; estd dado, for-

malmente, por

n—1
1 n—1i n—i n—i
Zn-1 = Z i [?Jf +80 = (Wit Btz |,
i=1

con zg = 0.
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Como en el caso n = 1, tenemos que existen ®(P**) diferentes 3, con A, > 0.

L|h € Ry, grh

< gr P =d~, o0h =0} donde v, = [%}, obtenemos (3, — 5, + p(c), tam-

bién en forma normal. Por lo tanto, el nimero de elementos diferentes [,

Con el cambio de variable vy, — vy, + ¢, ¢ € G\, = {

que proveen el mismo campo K, con este cambio de variable es qd[%n]. Por
lo tanto, obtenemos a lo més CID(PA"_[%"}) posibles campos K, para cada
An > 0 (ver . Maés precisamente, si para cada 3, con A\, > 0 proponemos
B,, = {Bn + p(c)|c € Gy, }, entonces cualquier elemento de 3, da el mismo

campo K,.

Sean

AAn = {E|U’P(/Bn) = _)‘n}7

a—1
A= U .A)\n.
An=1
()\n,p)=1

Entonces cualquier campo K, estd dado por 3, = 0 o 3, € A. De 1)
tenemos que el nimero de campos K,, que contienen al campo fijo K,,_1 que
obtenemos en ([3.15)) es menor que o igual a

1+ ‘A’ — 14+ ’U)(Oé) _ qd(a—l—[o‘TTl]) _ qd(a—l—f%-\—i-l)

samr]) (3.16)

=4q
Ahora, con la sustitucién y, — y, + jy1, j = 0,1,...,p — 1, en (3.15)) obte-

nemos

W +351)° — (Yn + 1) =8 —yn + 5 — 1) = 201 + B + J61.

Por lo tanto cada una de las extensiones obtenidas en (3.15) son repetidas
al menos p veces, esto es, para cada (3,, obtenemos la misma extensioén con

B, Bn + Bis .-, B+ (p — 1)B1. Vamos a probar que los diferentes 3, + j /5
corresponden a diferentes elementos de {0} U A.

Fijamos f,. Modificamos cada £, + j8; para llevarlo a su forma normal:

B+ 351+ p(cs, ;) para algin cg, ; € K. De hecho, 3, + jf estd siempre en
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su forma normal, con la posible excepcion en que A\, = A1 y en este caso se

tiene para a lo mas un indice j € {0,1,...,p— 1}:si A, # Ay,

_/\n Sljzo

vp(Bn +761) = { —méx{—A,, =\ } sij#0.

Cuando A, = Ay y si vp(A, + jA1) = u > =\, = =)\ y plu, tenemos para

i # J, vp(Bn + 361) = vp(Bn + 61 + (1 — j)B1) = =\ = —A1. En otras
palabras cg, ; = 0 con muy pocas excepciones.

Cada p = B, + jb1 + 9(cs,,;), 7 €{0,1,...,p — 1} satisface yasea p =0 o0
bien 7z € A. Veremos que todos estos elementos dan diferentes elementos de

{0} U A.

Si By

= 0, entonces para j # 0, vp(jB1) = —\y, asi jB, € A. Ahora, si
43, = if3,, entonces

JBr = B+ pler) y iy = B, + p(c2)

para algin 3/ # 0y algunos ¢; co € Gy, . Se sigue que (7 —1)8; = p(ca—¢1) €
©(K). Esto no es posible por la eleccién de /31, a menos que j = i.

Sea f3, # 0. El caso 3, + jf1 = 0 para algun indice j € {0,1,...,p — 1} ya
se ha considerado en el primer caso. Asi, consideramos el caso 3, + 51 +
©(cg,.;) # 0 para todo j. Si para algunos i,j € {0,1,...,p — 1} tenemos
Bn+ 361+ (s, ;) = Bn+ib1+ p(cs,:) entonces existen [, y ¢1 ca € K
tales que

B+ 01+ 9(cs, ;) = By + plcr) v Bn +1iB1 + p(cs,i) = B, + p(ca)
Se sigue que (j — )81 = p(c1 —ca + ¢, — cp,5) € p(K) asi que i = j.

Luego cada campo K, es representado por al menos p diferentes elementos
de {0} U A. El resultado se sigue. O

De acuerdo con Schmid (ver [20, pdgina 163]), el conductor de K, es P+t
donde M,, = max{pM, 1, \,} ¥y PMn-1+1 eg el conductor de K,,_;. Dado que
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Sk, |P* tenemos M, < a — 1. Luego pM,, 1 < a—1y A\, < a—1. Por lo
tanto Fr,_,|P? con

Proposicién 3.12. Recordemos que para n, a € N, denotamos por v,(a) al

nimero de grupos ciclicos de orden p™ contenidos en (Rr/(P%))*. Tenemos

d(a—[27) _
vn(@) _ 1 , donde ¢ = [a 1] + 1.
'Unfl(6> p p

Demostracion. De la Proposicion obtenemos

e T (@D
vp () =
Pt p—1)
dla—T—211)
a A 211 5%)
= (g7 -1y
(p 1)
) _q< ) (== T5D) _
P2 (p—1)
a6-T—251)
_a (=T g
P2 (p—1)

Del Lema [L.7 tenemos

7]~ [ =
|
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()
- -

pn—2

Luego

a([=54]-[5=x]) o
vn1(6) = & (qd((pn_ﬂ—w) B 1>

P —1)
Por lo tanto, de nuevo por el Lema [I.7]

o)) CRESIRELIY

vp(a) P (p—1)
vae1(9) qd<[a771]’{13%1}) S, N
p2(p—1) (qd([pn_ =1 1) — 1)
Lol o)
_ LTl 510+ (] ) Z Lo ),
p p
Esto prueba el resultado. O

Por lo tanto, de la Proposicién y del Lema (3.14) y como, por la

hipétesis de induccién, t,-1(d) = v,—1(0), obtenemos

o7

1(0) <t @0 1) = 0, @) 15D = o),

Esto prueba (3.3)) y, por lo tanto, el Teorema

3.5. Demostracion alternativa

Mantenemos la misma notacién que en la secciones anteriores. Sea F//K que
satisface las condiciones (3.2) y con conductor un divisor de P®. Daremos
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una demostracion alternativa de (3.3), la cual tiene la ventaja de ser mas
directa. Tenemos §r = PM»*+1 donde

M'rL = méx{pnil)\lapn72)‘27 s 7p)\n—17 )\n}v
(ver [20]). Por lo tanto
Sr|Psiysolosi M, +1 < asiysélosip" Ny <a—1, i=1,...,n.

a JR—

Asi )\ < { — 1 . Estas condiciones nos dan todas las extensiones ciclicas
=

de grado p™ donde P € R} es el tinico primo ramificado, es totalmente rami-

ficado, po es descompuesto totalmente y su conductor divide a P*. Ahora

estimaremos el nimero de formas diferentes de generar a F.

Sea F' = K(y). Primero, nétese que con el cambio de variable y; por y; + ¢;
para cada i, ¢; € K, obtenemos la misma extensién. Para estas nuevas formas
de generar a F' satisfaciendo (3.2]), debemos tener:

2) Si \; > 0, entonces ¢; € %he Rr, grh < gr P = dv;0h = 0},
PYi

Aq
donde v; = ’ﬂ . Luego tenemos a lo mas @(PM—[7]) extensiones para

este \; (ver (3.10))). Dado que 1 < \; < [;;%] y (i, p) = 1, si definimos

0; = [;’X";}Z} + 1, de (3.11))) ¥ (3-12)) obtenemos que hay a lo més

w) = 3 a(Ph ) = g5 (3.17)
vt

diferentes expresiones para todos los posibles A\; > 0.
Ahora por el Lema [1.7] tenemos

a—1
[@—1} [a—1] [p] [a—1] [a—l]
(51—1— - — - - — - _—1 .
P pn 1 P pn 7 pn 1+

Por lo tanto

w(s;) = qd([panili]‘[ﬁ;ilﬂb —1. (3.18)
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Cuando \; = 0, tenemos a lo mas w(d;) + 1 extensiones con pardmetro \;.
Por lo tanto, dado que \;y > 0y A\; > 0 para ¢ = 2,...,n, tenemos que el
nimero de extensiones que satisfacen las condiciones y con conductor
un divisor de P“ es a lo mas

Sn() == w(dy) - H(w(éi) +1).

=2

~

De ([3.18) obtenemos

(- D - -E

-5 - [5] e 5 )

Por lo tanto

Del Lema [1.7] (b) obtenemos

oo o fg] oo ] e ]

Asi, por la Proposicién [3.9

o

su(@) = T ]) — g2le=[5=]) Z et = 10, (a).

Finalmente, como en el caso Artin-Schreier, el cambio de variable y — j x Yy

con g € W, (F,)* = (Z/p"Z)* da el mismo campo y tenemos 3 — j >.<,B. Por
lo tanto
sn(@) _ sn(@)

o)  pip—1)

ta(a) < = v ().
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Esto prueba (3.3)) y, por lo tanto, el Teorema . Finalmente, presentamos
dos ejemplos que ilustran el resultado y las técnicas usadas.

Ejemplo 3.2. Viene del Ejemplo Consideremos n = 2, g = p = 3y

y = (y1,y2) de manera que

y* y = (T,0).
Tenemos
Ky = Ki(y9) DU
3
Ky = Ko(y1) p3

3

K = KO - Fg(T) Poo

Entonces yf —y1 =T donde (T)k, = 2>,y y3 — Y2+ 4] =47 =0, 93 — 12 =
—yt - T donde (—yi - T)g, = o = = pues Vo1 (Y7 — 11) = —3, luego

paopds plo
Voo,l (?/1) = —1.

La contribucién de P, al diferente D, x es Poo a la potencia

n

(p—1) Z(Mi+2—n +1)p'

i=1
(ver |12, Proposition 1]). Comon = 2, A\ = 0,y Ay = 1, tenemos M; = \; =1
y My = max{3*71(1), Ao} = 3. Se tiene

Dk = P2,
El exponente en el conductor es My + 1 (ver [20, pagina 163]). Luego el
conductor es
Sk, = PL.
Por la Proposicién [3.6] la extensién de constantes relevante corresponde a

Fpr = Fg32 = F39, por lo tanto,

KQ g ]F39 (T)(Al/T4)
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Obtengamos en qué ciclotomico se encaja K;. Por el Lema tenemos
Ky CFp(T)(Aypa+1), por lo tanto

K1 g F27(T) (AI/T2)-

Ejemplo 3.3. Viene del Ejemplo (3.1
Sean K = F3(T) y n = 2. Consideremos K, = K(y) donde

1 T6+T3—T—1>

3: = =

Por la Observacion [3.2] tenemos Ky = K(y) C K (21, 22, 23) donde

. 1
Z%*Zl = (0, ?),

. -1
Z -z = (mvo) ’

. 1
Z??:*Zg: (T—H,O) .

Estudiaremos separadamente las tres extensiones.

L. 23, — 211 =0y 23, — 212+ 2{; — 2} = 7. Podemos tomar z1; = 0, luego

Z%Q — 212 = % M1 = )\1 =0 y )\2 = 1, asi MQ = méx{32_1(0), 1} = 1.
Entonces la aportacién de Py al conductor es Pa.

2. 25, — 29 = T__—ll Y 2oy — 299 + 2o) — 25, = 0, luego 23, — 299 = ﬁzél.
Tenemos My = Ay = 1y Ay = 0, asi My, = max{3*7!(1),0} = 3. La

aportacién de Py al conductor es Py

3. zg’l — 231 = TLH y z§’2 — 239 + Z§1 — 25:)1 = 0, luego zgjz — 239 = T__+112§1'
Tenemos My = \; = 1y Ay = 0, asi My = max{3*71(1),0} = 3. La

aportacion de P_; al conductor es P?,.

La extension de constantes relevante corresponde a F» = F30. Concluimos
que en este caso
K2 g IF?,Q (T) (ATQ(T2—1)4)-
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Conclusiones y perspectivas

Se consideraron separadamente los casos de ramificacién moderada y ramifi-
cacion salvaje. La prueba del teorema en el caso moderadamente ramificado
es similar a la de Hilbert. Por otro lado, el hecho de que, a diferencia del
caso clasico, para campos de funciones haya una infinidad de extensiones
ciclicas de grado p sobre F,(7") donde precisamente un divisor primo fijo es
ramificado, hizo necesaria la bisqueda de una nueva estrategia. Un primer
paso fue, para el caso de ramificacién salvaje, el encaje de las extensiones
de Artin-Schreier en extensiones ciclotémicas compuestas con extensiones de
constantes y, en general, el encaje de las extensiones cuadraticas en extensio-
nes ciclotémicas compuestas con extensiones de constantes. El siguiente ob-
jetivo fue estudiar los vectores de Witt con el fin de encajar las p-extensiones
ciclicas en extensiones ciclotémicas compuestas con extensiones de constan-
tes. La experiencia con las extensiones de Artin-Schreier fue provechosa para
las demostraciones del caso de extensiones ciclicas de grado p™, tanto en el
argumento por induccion sobre n como en el directo.

Se plantea a futuro el estudio de caracteres sobre campos de funciones en una
variable con campo de constantes finito y no sélo sobre campos de funciones
racionales, para lo cual es necesario abordar el estudio de la maxima extension
abeliana de un campo de funciones arbitrario. Puesto que uno de los objetivos
de los médulos de Drinfeld es la generalizacién del Teorema de Kronecker-
Weber a este tipo de campos, serda importante tener en mente la estrategia
de conteo que resulté fructifera en el caso de campos de funciones racionales,
para la exploraciéon de este tema.
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