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Resumen

El objetivo principal de este trabajo fue obtener una demostración del Teore-
ma de Kronecker-Weber en campos de funciones sin usar la teoŕıa de campos
de clases.

Como resultados preliminares se prueban el encaje de las extensiones de
Artin-Schreier y el encaje de las extensiones cuadráticas de un campo de
funciones racionales con campo de constantes finito en las extensiones ci-
clotómicas compuestas con extensiones de constantes. Se demuestra el teore-
ma, primero para el caso de extensiones moderadamente ramificadas y des-
pués se estudian las p-extensiones ćıclicas en caracteŕıstica p a través de los
vectores de Witt.

Se presenta una prueba de tipo combinatorio del Teorema de Kronecker-
Weber para campos globales de caracteŕıstica positiva. Las principales he-
rramientas son el uso de los vectores de Witt y su desarrollo aritmético por
H. L. Schmid. La clave fue obtener, usando argumentos de conteo, cuántas
p-extensiones existen de grado fijo y conductor acotado donde sólo un divisor
primo se ramifica. Comparando este número con el número de subextensiones
de campos de funciones ciclotómicos del mismo tipo se verifica que los dos
números son iguales.
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Introducción

El Teorema de Kronecker-Weber establece que toda extensión abeliana de
los números racionales está contenida en un campo ciclotómico. El prime-
ro en enunciarlo fue Leopold Kronecker en 1853 pero su demostración era
incompleta. En la demostración de Heinrich Weber de 1886 hab́ıa todav́ıa
un hueco y no fue sino hasta 1896 que David Hilbert dio una demostración
completa, misma que se basa en los grupos de ramificación. Este teorema es
una consecuencia sencilla de la teoŕıa de campos de clases y también se puede
probar usando una versión local del Teorema de Kronecker-Weber. Para el
caso de campos de funciones racionales sobre un campo de constantes finito,
David Hayes en 1974 obtuvo una demostración del análogo al Teorema de
Kronecker-Weber basada en la teoŕıa de campos de clases.

El objetivo de la tesis es obtener una demostración en el esṕıritu de la de-
mostración de Hilbert del análogo en campos de funciones al Teorema de
Kronecker-Weber. Se considerarán separadamente los casos de ramificación
moderada y ramificación salvaje.

En el presente escrito se presentan como resultados preliminares el encaje de
las extensiones cuadráticas en las extensiones ciclotómicas compuestas con
extensiones de constantes y, para el caso de ramificación salvaje, el encaje
de las extensiones de Artin-Schreier sobre un campo de funciones racionales
con campo de constantes finito en las extensiones ciclotómicas compuestas
con extensiones de constantes. En el primer caṕıtulo se introduce la notación
y se presentan algunos resultados acerca de los campos ciclotómicos sobre
campos de funciones, se introducen resultados generales acerca de las ex-
tensiones ćıclicas de Kummer y las extensiones de Artin-Schreier y se dan
algunos ejemplos; se estudian los vectores de Witt y su relación con las p-
extensiones ćıclicas de grado pn cuando la caracteŕıstica de los campos es
p (Teorema 1.6) y finalmente, en la última sección, se escribe un resultado
auxiliar que nos va ser de gran utilidad. En el Caṕıtulo 2 se estudian las
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extensiones de Artin-Schreier, se cuentan las extensiones de Artin-Schreier
en las que hay solamente un divisor primo ramificado (Corolario 2.8) y se es-
tima el número de tales extensiones que están contenidas en la composición
de un campo ciclotómico y una extensión de constantes (Proposición 2.12).
A continuación se utilizan los resultados anteriores para obtener el encaje de
las extensiones de Artin-Schreier en la composición de un campo ciclotómico
y una extensión de constantes (Teorema 2.15). En cuanto a las extensiones
cuadráticas, se estudia primero el caso moderadamente ramificado y se ob-
tiene el encaje de las extensiones cuadráticas moderadamente ramificadas en
la composición de un campo ciclotómico y una extensión de constantes (Pro-
posición 2.4) y, como consecuencia del Teorema 2.15, se obtiene el encaje de
las extensiones cuadráticas salvajemente ramificadas en la composición de
un campo ciclotómico y una extensión de constantes (Corolario 2.16). En el
Teorema 2.17 se presentan juntos ambos casos. Por último, en el Caṕıtulo 3
se consideran separadamente los casos de ramificación moderada y ramifica-
ción salvaje. Primeramente, toda extensión abeliana finita moderadamente
ramificada de un campo de funciones racionales con campo de constantes
finito está contenida en el compuesto de un campo ciclotómico y una ex-
tensión de constantes (Corolario 3.4). Para el caso de ramificación salvaje,
primero se reduce el problema, con ayuda de los vectores de Witt, a estudiar
las extensiones ćıclicas de grado pn en las que se ramifica totalmente un solo
divisor primo finito y el primo infinito se descompone totalmente. Se prueba
el resultado con argumentos de conteo y por inducción sobre n, siendo el
caso n = 1 el de las extensiones de Artin-Schreier. También con ayuda de los
vectores de Witt, se obtiene el paso de inducción. Alternativamente, se usan
los vectores de Witt de una manera simbólica para dar otra demostración,
más directa, del resultado en este caso.
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2.1. Extensiones cuadráticas moderadamente ramificadas . . . . . 19
2.2. Extensiones de Artin-Schreier . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21
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Caṕıtulo 1

Preliminares

En la primera sección de este caṕıtulo se trata el tema de campos ciclotómicos
dentro del contexto de campos de funciones. Más adelante introducimos la
teoŕıa de las extensiones de Artin-Schreier, después estudiamos los vectores
de Witt y su relación con las extensiones ćıclicas de grado pn. Por último,
probaremos un resultado que nos será de gran utilidad en el tercer caṕıtulo.

1.1. Campos de funciones ciclotómicos

Sea Fq el campo finito de q elementos, q = pt, p primo. Sea K un campo
de funciones racionales sobre Fq, esto es K = Fq(T ) y sea RT = Fq[T ].
Denotamos por R+

T al conjunto de polinomios irreducibles mónicos en RT y
por P al divisor primo asociado al polinomio mónico e irreducible P, esto es

(P )K =
P
Pd∞

,

donde d = grP y P∞ es el divisor primo infinito. En ocasiones nos referiremos
al polinomio P y a su divisor asociado P de manera indistinta.
Denotamos por Kac a una cerradura algebraica de K. Sea A = EndFq (Kac) =
{ρ : Kac → Kac | ρ(u+ v) = ρ(u) + ρ(v), ρ(au) = a ρ(u) para todo a ∈ Fq y
para todos u, v ∈ Kac} . Es decir, A es la Fq-álgebra (Fq-módulo + anillo)
de los Fq-endomorfismos del grupo aditivo de Kac.
Vamos a considerar dos elementos de A:

(1) Sea ϕ el homomorfismo de Fröbenius de Kac sobre Fq, es decir ϕ : Kac →
Kac donde

ϕ(u) = uq.
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(2) Sea µT la multiplicación por T, µT : Kac → Kac donde

µT (u) = Tu.

Tenemos un homomorfismo de anillos ξ : RT → A, ξ(T ) = ϕ+µT , ξ(f(T )) =
f(ϕ+µT ). Aśı pues, Kac obtiene una estructura de RT -módulo de la manera
siguiente: si u ∈ Kac, M ∈ RT , usamos la notación

uM := M(ϕ+ µT )(u).

Notemos que si M,N ∈ RT , entonces uN+M = uN + uM y uNM = (uN)M . Si
a ∈ Fq, u ∈ Kac, ua = a(ϕ + µT )0(u) = a(u) = au, por lo tanto la estruc-
tura de RT -módulo respeta la estructura de Fq-álgebra de Kac. Se tienen los
siguientes resultados:

(1) Si M = adT
d + · · ·+ a1T + a0 ∈ RT , ad 6= 0, entonces

uM =
d∑
i=0

[
M
i

]
uq

i

donde

[
M
i

]
es un polinomio en RT de grado (d− i)qi. Además se tiene[

M
0

]
= M y

[
M
d

]
= ad.

(2) Sea M ∈ RT\{0}. Denotamos por ΛM al conjunto de elementos de Kac

que corresponden a la M -torsión de Kac. Esto es

ΛM = {u ∈ Kac|uM = 0}

el conjunto de ceros del polinomio uM en la variable u. Como polinomio
en u sobre K, uM es separable de grado qd, d = grT M. Por tanto
ΛM es finito con qd elementos. Más aún, ΛM es un espacio vectorial de
dimensión d sobre Fq. Tenemos

ΛM
∼= RT/(M)

como RT -módulos. En particular, ΛM es RT -ćıclico. Denotamos por λ =
λM a un generador de ΛM .
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(3) Sea M ∈ RT\{0}. Al campo K(ΛM), que es el campo generado sobre K
al adjuntarle ΛM , se le llamará el campo de funciones ciclotómico
determinado por M sobre K. Tenemos que la cerradura entera de
RT en K(ΛM) es

ϑM = RT [λ].

La extensión K(ΛM)/K es abeliana con grupo de Galois

GM = Gal (K(ΛM)/K) ∼= (RT/(M))∗.

El polinomio ciclotómico determinado por M es el polinomio irre-
ducible ψ(u) = Irr (λ, u,K). La función Φ de Euler está dada por

Φ(M) = |(RT/(M))∗|.

Tenemos las siguientes propiedades:

(a) Si M = P n para algún polinomio irreducible P, entonces

Φ(P n) = qdn − qd(n−1),

donde d = gr P.

(b) Si (M,N) = 1, entonces (RT/(MN))∗ ∼= (RT/(M))∗ × (RT/(N))∗,
luego

Φ(MN) = Φ(M)Φ(N).

Además K(ΛM)/K es una extensión geométrica, es decir, el campo de
constantes de K(ΛM) es el mismo que el de K.

(4) Sea M = Pα1
1 · · ·Pαr

r la factorización de M como producto de potencias
de polinomios irreducibles. Sea P un polinomio irreducible en RT . Si
P 6∈ {P1, . . . , Pr} entonces eP = 1, fP = o(P mód M), hP = Φ(M)/fP
son el ı́ndice de ramificación, el grado relativo y el número de primos
de K(ΛM) que están encima de P, respectivamente. Si P = Pi para

algún 1 ≤ i ≤ r, entonces ePi = Φ(Pαi
i ), fPi = o

(
Pi mód

M

Pαi
i

)
y

hPi =
Φ(M)

Φ(P ei
i )fPi

. Para el divisor primo P∞, tenemos e∞ = q−1, f∞ = 1,

h∞ = Φ(M)/(q − 1). El diferente de la extensión K(ΛM)/K está dado
por

DM =
r∏
i=1

(∏
p|Pi

p
)si ∏

P|P∞

Pq−2,
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donde p y P son divisores primos en K(ΛM), di = gr (Pi) y si =
αiΦ(Pαi

i ) − qdi(αi−1) para 1 ≤ i ≤ r. Los primos que se ramifican en
K(ΛM)/K son P∞ y los polinomios P ∈ R+

T tales que P |M, excepto en
el caso extremo q = 2, M ∈ {T, T + 1, T (T + 1)} porque en este caso
tenemos K(ΛM) = K.

(5) Sean M ∈ RT , M 6= 0, y G0 el grupo de inercia de cualquier di-
visor primo de K(ΛM) sobre P∞. El campo K(ΛM)+ = K(ΛM)G0 ,
se llama el subcampo real maximal de K(ΛM). Sea J = {σa ∈
Gal (K(ΛM)/K)|a ∈ F∗q} donde, para a ∈ F∗q, σa : K(ΛM) → K(ΛM)
está dado por σa(λ) = λa = aλ. Tenemos que K(ΛM)+ es el campo fijo
bajo J, es decir G0 = J ∼= F∗q. Se tiene que [K(ΛM) : K(ΛM)+] = q−1 y
P∞ se descompone totalmente en K(ΛM)+/K en Φ(M)/(q−1) divisores
primos.

1.2. Divisores primos en extensiones de constantes

Sea E/k un campo de funciones congruente, esto es, su campo de constantes
k es finito y sea L = E` una extensión de constantes. El campo de constantes
de L es `. Dado que `/k es una extensión de Galois (de hecho ćıclica), L/E
es una extensión de Galois. Además L/E es no ramificada. Sean P un lugar
en E, conE/LP = p1 · · · ph y d = dL/E(pi|P) para 1 ≤ i ≤ h. Tenemos
dh = [L : E] = [` : k].

Teorema 1.1. Sean E/k un campo de funciones congruente y L = E` una

extensión de constantes. Sean P un lugar en E, p1, ..., ph los lugares de L

sobre P y [`, k] = m. Entonces:

(a) dL/E(pi|P) =
m

(dE(P),m)
,

(b) h = (dE(P),m),

(c) dL(pi) =
dE(P)

(dE(P),m)
.

Demostración. Ver [23, Theorem 6.2.1].

Ejemplo 1.1. Sean K = F3(T ), L = F9(T ) y P = T 3 − T + 1 ∈ R+
T .

Consideremos (T 3 − T + 1)K =
P
P3
∞
. Observamos que P es inerte en L/K

pues h = (3, 2) = 1.
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K = F3(T )
2

F9(T ) = L

P p

Ejemplo 1.2. Sean ahora K = F3(T ), L = F27(T ) y P = T 3 − T + 1 ∈ R+
T .

Nuevamente, (T 3 − T + 1)K =
P
P3
∞
. Esta vez P es totalmente descompuesto

en L/K pues h = (3, 3) = 3.

K = F3(T )
3

F27(T ) = L

P p1p2p3

Ejemplo 1.3. Sean K = F3(T ), L = F27(T ) y M = T 4 − T 2 ∈ RT . Con-

sideremos (T 4 − T 2)K =
P2

0P−1P1

P4
∞

. Observamos que P∞,P0,P−1, y P1 son

inertes en L/K pues h = (1, 3) = 1.

K = F3(T )
3

F27(T ) = L

P∞ p∞

1.3. Extensiones ćıclicas de Kummer y extensiones de

Artin-Schreier

Empezamos esta sección con un teorema debido a Kummer y a Dedekind
que establece la descomposición de un ideal primo, bajo ciertas condiciones.

Teorema 1.2 (Kummer-Dedekind). Sea E/k un campo de funciones y sea

P un lugar de E. Supongamos que F = E(α), donde α es entero sobre ϑP ,

el anillo de valuación inducido por P. Sea f(X) = Irr (α,X,E) ∈ ϑP [X] el
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polinomio mı́nimo de α sobre E, y sea

f̄(X) := f(X) mód P =
r∏
i=1

f̄i(X)ai

la descomposición de f̄(X) en k(P)[X], donde k(P) = ϑP/P es el campo

residual. Sea fi(X) ∈ ϑP [X] tal que gr fi(X) = gr f̄i(X) y fi(X) mód P =

f̄i(X) para 1 ≤ i ≤ r.

Entonces existen r lugares diferentes P1, . . . ,Pr de F sobre P tales que

fi(α) ∈ Pi y dF/E(Pi|P) ≥ gr f̄i(X).

Supongamos que ai = 1 para 1 ≤ i ≤ r o {1, α, ..., αn−1} es una base entera

para P , donde n = [F : E]. Entonces P1, . . . ,Pr son todos los lugares de F

sobre P ,

con E/FP =
r∏
i=1

Pai
i , ϑPi/Pi

∼=
k(P)[X]

(f̄i(X))
,

y por lo tanto dF/E(Pi|P) = gr f̄i(X).

Demostración. Ver [23, Theorem 5.8.2].

Ahora presentamos algunos hechos básicos acerca de las extensiones ćıclicas
de Kummer y de Artin-Schreier.

Teorema 1.3 (Extensiones ćıclicas de Kummer). Sean carE = p ≥ 0 y n ∈ N
tal que p - n (n se elige arbitrariamente en el caso p = 0). Supongamos que E

contiene una ráız primitiva de la unidad ζn. Entonces F/E es una extensión

ćıclica de grado n si y sólo es una extensión ćıclica de Kummer, esto es, si

existe z ∈ F tal que F = E(z) y

Irr (z,X,E) = Xn − a ∈ E[X].

Demostración. Ver [23, Theorem 5.8.5].

Sean E = K = Fq(T ) y F = K(y) una extensión ćıclica de grado n sobre K,
de manera que p - n si p = car F (o bien car F = 0). Supongamos que F
contiene las ráıces n-ésimas de la unidad. Entonces, dado que F/K es una
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extensión de Kummer, podemos suponer yn = f(T ) con f(T ) ∈ RT y f(T )
no es divisible por ninguna n-ésima potencia. Sea

(f(T ))K =
Pα1

1 · · · Pαss
Pd∞

, donde d = gr f(T ) y 0 < αi < n.

Los primos finitos ramificados en F/E son precisamente P1, . . . ,Ps y P∞ es
ramificado si y sólo si n - d. Observamos que en este tipo de extensiones la
ramificación siempre es moderada.

Ejemplo 1.4. Sean K = F3(T ), F = K(y) con y2 = T 3 − T + 1. En la

extensión ćıclica de Kummer F/K tenemos (T 3 − T + 1)K =
P
P3
∞
, donde

P = T 3 − T + 1. Los lugares P y P∞ son los lugares ramificados.

El diferente está dado por

DF/K = PP∞.

Sean los lugares P0,P−1, P1 y Q correspondientes a los polinomios irreduci-

bles T, T + 1, T − 1 y T 2 + 1, respectivamente. El polinomio f(X) = X2 −
(T 3−T+1) es el polinomio mı́nimo de y. Tenemos que f̄(X) := f(X) mód Pi
= X2−1 = (X−1)(X+1) es la descomposición de f̄(X) en F3(Pi)[X], para

i ∈ {0,−1, 1} y f̄(X) := f(X) mód Q = X2 − (T + 1) es irreducible en

F3(Q)[X]. Por el Teorema de Kummer-Dedekind, P0,P−1, y P1 son total-

mente descompuestos y Q es inerte en la extensión F/K.

F = K(y)

2

P2

K = F3(T ) P

Sea E un campo de caracteŕıstica p > 0. Para a ∈ E y A ⊆ E, definimos

℘a = ap − a y

℘(A) = {ap − a|a ∈ A}.
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La extensión F/E es llamada extensión de Artin-Schreier si existe un
z ∈ F tal que F = E(z), donde

zp − z = a

para algún a ∈ E con a 6∈ ℘(E).

Teorema 1.4 (Extensiones de Artin-Schreier). Sea E un campo de carac-

teŕıstica p > 0. Entonces la extensión F/E es ćıclica de grado p si y sólo si

es una extensión de Artin-Schreier, esto es, si existe z ∈ F tal que F = E(z)

con Irr(z,X,E) = Xp−X−a ∈ E[x] con a 6∈ ℘(E). Las ráıces del polinomio

anterior son de la forma z + i, donde 0 ≤ i ≤ p− 1.

Demostración. Ver [23, Theorem 5.8.4].

Consideremos ahora E = k(T ), un campo de funciones racionales, donde k
es un campo perfecto de caracteŕıstica p > 0. Sea F/E una extensión ćıclica
de grado p. Entonces F = E(y), donde es posible elegir y de tal manera que
y satisface una ecuación de la forma

yp − y = s(T ),

con s(T ) ∈ k(T ), s(T ) 6∈ ℘(E) y se tiene que Irr(y,X, k(T )) = Xp−X−s(T ),
donde

(s(T ))E =
C

Pα1
1 · · · Pαrr

,

donde Pi es un divisor primo en E, αi ∈ N, (αi, p) = 1, C es un divisor entero
primo relativo a Pi para todo i ∈ {1, ..., r}. El divisor primo P∞ puede o no
estar incluido en este conjunto de divisores.
Conocemos a esta ecuación de Artin-Schreier como ecuación de Artin-
Schreier en su forma normal. Los primos ramificados en F/E son preci-
samente P1, ...,Pr y son ramificados total y salvajemente (ver [4]). El diferente
de F/E es

DF/E =
r∏
i=1

P
(αi+1)(p−1)
i

donde Pi es el divisor en F que divide a Pi, para todo i ∈ {1, ..., r} (ver [23,
páginas 172-176]).
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Con ayuda del algoritmo de la división y usando fracciones parciales, las
extensiones de Artin-Schreier F/K se pueden ver de la siguiente forma. Te-
nemos F := K(y) donde y satisface la ecuación normalizada

yp − y =
r∑
i=1

Qi

P ei
i

+ f(T ), (1.1)

donde Pi ∈ R+
T , Qi ∈ RT , (Qi, Pi) = 1, ei > 0, p - ei, gr Qi < gr P ei

i ,
1 ≤ i ≤ r, gr Qi <

∑r
i=1 gr P ei

i , f(T ) ∈ RT , con p - gr f cuando f(T ) 6∈ Fq y
f(T ) 6∈ ℘(Fq) cuando f(T ) ∈ F∗q.

Tenemos que los primos finitos ramificados en F/K son precisamente, P1, . . . ,
Pr (ver [4]). Con respecto a P∞ tenemos el siguiente resultado, que es bien
conocido y del cual ofrecemos una demostración.

Proposición 1.5. Sea F = K(y) dado por (1.1). Entonces el primo P∞ es

(a) descompuesto si f(T ) = 0,

(b) inerte si f(T ) ∈ Fq y f(T ) 6∈ ℘(Fq) = {ap − a|a ∈ Fq},

(c) ramificado si f(T ) 6∈ Fq (aśı p - gr f).

Demostración. Primero consideramos el caso f(T ) = 0. Entonces νP∞(α) =

gr (P e1
1 , . . . , P er

r ) − gr Q > 0. Por lo tanto P∞ es no ramificado. Ahora

yp − y =
∏p−1

i=0 (y − i). Sea P∞ primo en F que divide a P∞. Entonces

νP∞(yp − y) =

p−1∑
i=0

νP∞(y − i) = e(P∞|P∞)νP∞(α) = νP∞(α) > 0.

Por lo tanto, existe 0 ≤ i ≤ p−1 tal que νP∞(y− i) > 0. Sin pérdida de gene-

ralidad podemos suponer que i = 0. Sea σ ∈ Gal (F/K)\{Id}. Supongamos

que Pσ
∞ = P∞. Tenemos que yσ = y − j, j 6= 0. Aśı, por un lado tenemos

νP∞(y − j) = νP∞(yσ) = νσ(P∞)(y) = νP∞(y) > 0.

Por otro lado, dado que νP∞(y) > 0 = νP∞(j), se sigue que

νP∞(y − j) = mı́n{νP∞(y), νP∞(j)} = 0.
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Esta contradicción muestra que Pσ
∞ 6= P∞. Aśı que P∞ se descompone en

F/K.

Ahora consideremos el caso f(T ) 6= 0. Si f(T ) 6∈ Fq, entonces P∞ se ramifica

pues está en la forma normal descrita por Hasse [4].

El último caso es cuando f(T ) ∈ Fq, f(T ) 6∈ ℘(Fq). Sea b ∈ Fqp con bp − b =

a = f(T ). Dado que gr P∞ = 1, P∞ es inerte en la extensión de constantes

K(b)/K (ver [23, Theorem 6.2.1]). Suponiendo que P∞ se descompone en

K(y)/K, tendŕıamos el siguiente diagrama.

K(y)

P∞ se descompone

inerte

P∞
K(y, b)

K
inerte

P∞
K(b)

El grupo de descomposición de P∞ en K(y, b)/K es el grupo de Galois

Gal (K(y, b)/K(b)). Por lo tanto P∞ es inerte en cualquier campo de gra-

do p sobre K el cual es diferente al campo K(y). Dado que los campos de

grado p son K(y + ib), K(b), 0 ≤ i ≤ p− 1, en K(y + b)/K tenemos

(y + b)p − (y + b) = (yp − y) + (bp − b) = α− a =
Q

P e1
1 , . . . , P er

r

con gr (α − a) < 0. Por lo tanto, por la primera parte, P∞ se descompone

en K(y + b)/K y en K(y)/K lo cual es imposible. Aśı P∞ es inerte en

K(y)/K.

Ejemplo 1.5. Sean K = F3(T ) y F = K(y) con y3 − y = T. La extensión

F/K es de Artin-Schreier. Tenemos

(T )K =
P0

P∞
.
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F = K(y)

3

P2
∞

K = F3(T ) P∞
El único primo ramificado es P∞, es ramificado total y salvajemente. El

diferente está dado por

DF/K = P4
∞.

Ejemplo 1.6. Sean K = F3(T ) y F = K(y) con y3 − y = 1
T 3−T+1

. La

extensión F/K es de Artin-Schreier. Tenemos(
1

T 3 − T + 1

)
K

=
P3
∞
P
.

El lugar P , asociado al polinomio mónico irreducible P = T 3 − T + 1, es el

único primo ramificado y es total y salvajemente ramificado.

El diferente está dado por

DF/K = P4.

Consideremos los lugares P0,P−1, P1 y Q correspondientes a los polinomios

irreducibles T, T + 1, T − 1 y T 2 + 1, respectivamente. El polinomio f(X) =

X3 − X −
(

1
T 3−T+1

)
es el polinomio mı́nimo de y. Tenemos que f̄(X) :=

f(X) mód Pi = X3 −X − 1 es irreducible en F3(Pi)[X], para i ∈ {0,−1, 1}
y f̄(X) := f(X) mód Q = X3 −X − 1

T+1
es irreducible en F3(Q)[X]. Por el

Teorema de Kummer-Dedekind, P0,P−1, P1 y Q son inertes en la extensión

F/K. El primo infinito P∞ es totalmente descompuesto en F/K.

F = K(y)

3

P3

K = F3(T ) P
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Ejemplo 1.7. Sean K = F3(T ) y F = K(y) con y3 − y = T 4 − T 2. La

extensión L/K es de Artin-Schreier. Tenemos

(T 4 − T 2)K =
P2

0P−1P1

P4
∞

.

El lugar P∞ es el único primo ramificado y es total y salvajemente ramificado.

El diferente está dado por

DF/K = P10
∞.

Consideremos los lugares P0,P−1, P1 y Q, correspondientes a los polinomios

irreducibles T, T + 1, T − 1 y T 2 + 1, respectivamente. El polinomio f(X) =

X3 − X − (T 4 − T 2) es el polinomio mı́nimo de y. Tenemos que f̄(X) :=

f(X) mód Pi = X3 −X = X(X − 1)(X + 1) es la descomposición de f̄(X)

en F3(Pi)[X], para i ∈ {0,−1, 1} y f̄(X) := f(X) mód Q = X3 −X + 1 es

irreducible en F3(Q)[X]. Por el Teorema de Kummer-Dedekind, P0,P−1 y P1

se descomponen completamente y Q es inerte en la extensión F/K.

Sea T ′ = 1
T
. Observamos que K = F3(T ) = F3(T ′).

F = K(y)

3

P3
∞

K = F3(T ′) P∞

1.4. Vectores de Witt

Sea p un número primo fijo y sea n ∈ N. Para un vector

a = (a1, a2, . . . , an)

con componentes usuales am formamos las componentes fantasmas

a(i) = ap
i−1

1 + pap
i−2

2 + · · ·+ pi−1ai (1.2)

y, abusando de la notación, expresamos esta situación de la siguiente manera

a = (a1, a2, . . . , an|a(1), a(2), . . . , a(n)).
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Rećıprocamente, ai se puede calcular recursivamente de la ecuación (1.2)
como un polinomio con coeficientes racionales en a(1), ..., a(i). Un vector a
está completamente determinado por sus componentes fantasmas.
Las componentes fantasmas se operan término a término y las componentes
usuales se calculan a partir del resultado que se obtenga en las componentes
fantasmas.
Lo anterior puede precisarse de la siguiente forma. Consideremos tres familias
{xi, yj, zl}ni,j,l=1 donde n ∈ N, de indeterminadas independientes y considere-
mos el anillo R = Q[xi, yj, zl]i,j,l. Sea Rn el producto R× · · · ×R︸ ︷︷ ︸

n

.

Denotamos por Rn al anillo que como conjunto base tiene al conjunto Rn

y cuyas operaciones son término a término (esto correspondeŕıa a las com-
ponentes fantasmas) y sea Rn el anillo que como conjunto sigue siendo Rn

pero con las siguientes operaciones de Witt: sea ϕ : Rn → Rn dado por
ϕ(a1, a2, . . . , an) = (a(1), a(2), . . . , a(n)) donde

a(i) := ap
i−1

1 + pap
i−2

2 + · · ·+ pi−1ai, i = 1, 2, . . . , n.

Se tiene que ϕ es un mapeo biyectivo y el inverso ψ : Rn → Rn está dado
por ψ(a(1), a(2), . . . , a(n)) = (a1, a2, . . . , an) donde

ai :=
1

pi−1
(a(i) − ap

i−1

1 − pap
i−2

2 − · · · − pi−2api−1), i = 1, 2, . . . , n.

Definimos la suma, la diferencia y la multiplicación de dos vectores,
componente a componente.

a
•
±
×
b = (?, . . . , ?|a(1)±

×
b(1), . . . , a(n)±

×
b(n)). (1.3)

Esto es, las operaciones
•
+,

•
–,
•
× sobre Rn están dadas por

a
•
±
×
b := (aϕ±

×
bϕ)ϕ

−1

= (aϕ±
×
bϕ)ψ (1.4)

En otras palabras, dados dos vectores en Rn, los trasladamos a Rn y ah́ı los
operamos de la manera usual, es decir, componente por componente y el
resultado lo volveremos a Rn. Como Rn es conmutativo con identidad, Rn

también es conmutativo con identidad. Por ejemplo si n = 2, tenemos

a = (a1, a2|a(1), a(2)) = (a1, a2|a1, a
p
1 + pa2),

b = (b1, b2|b(1), b(2)) = (b1, b2|b1, b
p
1 + pb2),
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se tiene que

c = a
•
+ b = (c1, c2|c(1), c(2)) = (c1, c2|c1, c

p
1 + pc2)

= (?, ?|a1 + b1, a
p
1 + pa2 + bp1 + pb2).

Esto es c1 = a1 + b1, c
p
1 + pc2 = ap1 + pa2 + bp1 + pb2. Luego

c2 =
1

p
(ap1 + pa2 + bp1 + pb2 − (a1 + b1)p)

=
1

p
(pa2 + pb2 −

p−1∑
i=1

(
p

i

)
ai1b

p−i
1 )

= a2 + b2 −
p−1∑
i=1

1

p

(
p

i

)
ai1b

p−i
1 .

Por lo tanto

c = a
•
+ b

=(a1 + b1, a2 + b2 −
p−1∑
i=1

1

p

(
p

i

)
ai1b

p−i
1 |a1 + b1, a

p
1 + pa2 + bp1 + pb2).

Usaremos
ap = (ap1, a

p
2, . . . , a

p
n). (1.5)

Nótese que ap no es la p-ésima potencia en el sentido de multiplicación de
vectores.
Nuevamente abusando de la notación, usaremos (a)(i) para denotar lo mismo
que a(i), a saber, la i-ésima componente fantasma del vector a. Similarmente,
usaremos (a)i para denotar ai, la i-ésima componente de a.

Ejemplo 1.8. Aqúı vemos el caso n = 2, p = 3, a = (a1, a2) y b = (b1, b2).

Tenemos que

(a
•
+ b)1 = a1 + b1

(a
•
+ b)2 = a2 + b2 − a1b1(a1 + b1)

y

(a
•
× b)1 = a1b1

(a
•
× b)2 = a3

1b2 + a2b
3
1 + 3a2b2.
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Para cuando a
•
+ b = (0, 0), a1 + b1 = 0, a1 = −b1 y a2 = −b2− b2

1 por lo que

•
– b = (−b1,−b2),

luego

a
•
– b = (a1 − b1, a2 − b2 + a1b1(a1 − b1)),

de donde, si b3 = (b3
1, b

3
2), tenemos

b3 •– b = (b3
1 − b1, b

3
2 − b2 + b7

1 − b5
1).

Ejemplo 1.9. Para n = 2 y p = 2, tenemos que

a
•
+ b = (a1 + b1, a2 + b2 − a1b1),
•
– b = (−b1, −b2 − b2

1),

b2 •– b = (b2
1 − b1, b

2
2 − b2 − b2

1 + b3
1).

Si
•
±
×

denota a
•
+,

•
– ó

•
×, entonces (a

•
±
×
b)i es un polinomio con coeficientes

enteros en las variables a1, b1, a2, b2, . . . , ai, bi. Denotemos

(a
•
+ b)i = si(a1, b1, . . . , ai, bi) y

(a
•
×b)i = mi(a1, b1, . . . , ai, bi),

para cada i ∈ {1, 2, . . . , n}.

Sea A una álgebra conmutativa sobre el campo finito Fp. Sea

Wn(A) = {(a1, a2, . . . , an) | ai ∈ A, i = 1, 2, . . . , n}.

Si a, b ∈ Wn(A), con a = (a1, a2, . . . , an) y b = (b1, b2, . . . , bn), entonces

a
•
+ b = ((a

•
+ b)1, (a

•
+ b)2, . . . , (a

•
+ b)n),

con

(a
•
+ b)i = s̄i(a1, b1, . . . , ai, bi),

donde
s̄i(a1, b1, . . . , ai, bi) = si(a1, b1, . . . , ai, bi) mód p

y

a
•
× b = ((a

•
× b)1, (a

•
× b)2, . . . , (a

•
× b)n),
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con

(a
•
× b)i = m̄i(a1, b1, . . . , ai, bi),

donde

m̄i(a1, b1, . . . , ai, bi) = mi(a1, b1, . . . , ai, bi) mód p.

Tenemos que Wn(A) es un anillo conmutativo, llamado el anillo de vectores
de Witt de longitud n sobre A.

Ejemplo 1.10. Consideramos elementos de W2(K), donde K = F3(T ). De

acuerdo con las reglas transformamos las componentes usuales en compo-

nentes fantasmas, operamos normalmente y regresamos a las componentes

usuales. Tenemos

a(1) = a1 a1 = a(1)

a(2) = a3
1 + 3a2 a2 = 1

3
(a(2) − a3

1).

Obtengamos

(
0,

1

T

)
•
+

(
−1

T − 1
, 0

)
•
+

(
1

T + 1
, 0

)
.

Usuales Fantasmas(
0,

1

T

)
7→

(
0,

3

T

)
,(

−1

T − 1
, 0

)
7→

(
−1

T − 1
,
−1

(T − 1)3

)
,(

1

T + 1
, 0

)
7→

(
1

T + 1
,

1

(T + 1)3

)
.

Fantasmas(
0,

3

T

)
+

(
−1

T − 1
,
−1

(T − 1)3

)
+

(
1

T + 1
,

1

(T + 1)3

)
=

(
−1

T − 1
+

1

T + 1
,

3

T
+

−1

(T − 1)3
+

1

(T + 1)3

)
=

(
−2

T 2 − 1
,
3T 6 − 9T 4 − 6T 3 + 9T 2 − 2T − 3

T (T 2 − 1)3

)
.
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Usuales(
0,

1

T

)
•
+

(
−1

T − 1
, 0

)
•
+

(
1

T + 1
, 0

)
=

(
−2

T 2 − 1
,

1

3

(
3T 6 − 9T 4 − 6T 3 + 9T 2 − 2T − 3

T (T 2 − 1)3

)
−
(
− 2

(T 2 − 1)3

))
=

(
−2

T 2 − 1
,
T 6 − 3T 4 − 2T 3 + 3T 2 + 2T − 1

T (T 2 − 1)3

)
=

(
1

T 2 − 1
,
T 6 + T 3 − T − 1

T (T 2 − 1)3

)
.

1.5. Extensiones Ćıclicas y Vectores de Witt

Sea E un campo arbitrario de caracteŕıstica p. Queremos obtener extensiones
ćıclicas de grado pn sobre E. Estas extensiones son análogas a las extensiones
ćıclicas de Kummer y también son una generalización de las de Artin-Schreier.
Del mismo modo que se introdujo la notación ℘a = ap− a para ser usada en
las extensiones de Artin-Schreier, introducimos la siguiente para los vectores
de Witt

℘a = ap
•
– a = (ap1, . . . , a

p
n)
•
–(a1, . . . , an).

Tenemos el siguiente resultado que vincula a los vectores de Witt con las
extensiones ćıclicas de grado pn de un campo de caracteŕıstica p. Como refe-
rencias ver [26, Satz 13] y [13, Teoremas 1.2.2 y 1.2.3 y Corolario 1.2.1].

Teorema 1.6. Sean E un campo de caracteŕıstica p > 0, n ≥ 1 un entero

y F/E una extensión algebraica de campos. Entonces F/E es una extensión

ćıclica de grado pn si y sólo si existen y1, y2, . . . , yn ∈ F tales que F =

E(y1, y2, . . . , yn) y y = (y1, . . . , yn) ∈ Wn(F ) satisface yp
•
– y = β, con β =

(β1, β2, . . . , βn) ∈ Wn(E) y β1 6= bp − b, para todo b ∈ E.

1.6. Un resultado auxiliar

El siguiente resultado nos será de utilidad tanto en el estudio de las exten-
siones de Artin-Schreier, en el Caṕıtulo 2, como en el caso de extensiones



18 Caṕıtulo 1. Preliminares

ćıclicas de grado pn, donde p es la caracteŕıstica de los campos, las cuales se
tratan en el Caṕıtulo 3.

Denotamos por [x] a la parte entera del número real x y por dxe al techo de
x, esto es, el mı́nimo entero mayor o igual que x.

Lema 1.7. Sean α ∈ Z, p un número primo y s ∈ N. Se cumple:

(a)

[
[ αps ]
p

]
=

[
[αp ]
ps

]
=
[

α
ps+1

]
.

(b)
⌈
α
ps

⌉
=
[
α−1
ps

]
+ 1.

Demostración. (a) Primero probamos

[
[ αps ]
p

]
=
[

α
ps+1

]
. En efecto, para el

caso cuando s = 0 se cumple la igualdad. Ahora, sea α = tps+1 + r con

0 ≤ r ≤ ps+1−1, donde r = lps+r′ con 0 ≤ r′ ≤ ps−1. Note que 0 ≤ l ≤ p−1.

De donde
[
α
ps

]
= tp + l, y

[ αps ]
p

= t + l
p
, 0 ≤ l ≤ p − 1. Por lo que se tiene[

[ αps ]
p

]
= t =

[
α

ps+1

]
. Ahora, probaremos la otra igualdad

[
[ αps ]
p

]
=

[
[αp ]
ps

]
.

Para cuando s = 0 ó s = 1 se tiene el resultado. Ahora, sea α = mp+r
′′

donde

0 ≤ r
′′ ≤ p−1. Tenemos

[
α
p

]
= m, y m = hps+r

′′′
con 0 ≤ r

′′′ ≤ ps−1, luego[
[αp ]
ps

]
= h. Por otro lado, tenemos α = (hps + r

′′′
)p+ r

′′
= hps+1 + r

′′′
p+ r

′′

con 0 ≤ r
′′′
p+r

′′ ≤ ps+1−p+p+1 = ps+1−1, lo cual implica que
[

α
ps+1

]
= h.

Para probar (b) consideramos α − 1 = psq + r, donde 0 ≤ r ≤ ps − 1, por

lo que 1 ≤ r + 1 ≤ ps y α = psq + r + 1. Luego, cuando r + 1 < ps, se

sigue

[
α− 1

ps

]
= q y

⌈
α
ps

⌉
= q + 1, lo cual se queŕıa probar. Y en el caso

cuando r + 1 = ps, α = psq + r + 1 = psq + ps = ps(q + 1) luego
[
α−1
ps

]
= q y⌈

α
ps

⌉
= q + 1, de donde se sigue el resultado.



19

Caṕıtulo 2

Extensiones cuadráticas y de
Artin-Schreier

En este caṕıtulo estudiaremos extensiones cuadráticas y extensiones de Artin-
Schreier. Estos son casos particulares del resultado general, pero los incluimos
ya que son útiles como ejemplos concretos del caso general. Las extensiones
cuadráticas moderadamente ramificadas son un tipo de extensiones ćıclicas de
Kummer. Dejamos al final las extensiones cuadráticas en general puesto que
las extensiones cuadráticas salvajemente ramificadas son un caso particular
de las extensiones de Artin-Schreier.

2.1. Extensiones cuadráticas moderadamente ramifi-

cadas

Dado que estamos considerando extensiones moderadamente ramificadas, en
esta sección se supone que la caracteŕıstica p de los campos es diferente de
2. Necesitamos algunos lemas.

Lema 2.1. Sea K = Fq(T ), donde Fq es el campo finito con q elementos,

q impar. Sea F/K una extensión cuadrática. Entonces F = K(
√
M), donde

M = α
r∏
i=1

Pi es un polinomio no cero libre de cuadrado, α ∈ F∗q, Pi ∈ R+
T es

un polinomio mónico irreducible para i ∈ {1, ..., r} con Pi 6= Pj para i 6= j.

Demostración. Puesto que la caracteŕıstica de K es diferente de 2, F =

K(y), donde y satisface y2 + b1y + b0 = 0, para algunos b0, b1 ∈ K, lue-
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go y =
−b1 ±

√
b2

1 − 4b0

2
, por tanto F = K(

√
b2

1 − 4b0) = K

(√
f(T )

g(T )

)
=

K(
√
f(T )g(T )) = K(

√
M), donde M es un polinomio no cero libre de cua-

drado, M = α
r∏
i=1

Pi, α ∈ F∗q, Pi ∈ R+
T es un polinomio mónico irreducible

para i ∈ {1, ..., r} con Pi 6= Pj para i 6= j.

Lema 2.2. Sean K = Fq(T ) con q impar y P ∈ R+
T polinomio mónico e

irreducible de grado d. Entonces:

(a) Para d par se tiene K(
√
P ) ⊆ K(ΛP ),

(b) Para d impar se cumple K(
√
−P ) ⊆ K(ΛP ).

Demostración. Como q es impar, existe l ∈ N tal que q − 1 = 2l. Por [16,

Exercise 5, página 303] tenemos dos casos:

(a) Para d par tenemosK( q−1
√
P ) ⊆ K(ΛP ), entonces P

1
2 = P

l
q−1 =

(
P

1
q−1

)l
,

luego K(
√
P ) ⊆ K(ΛP ).

(b) Para d impar tenemos K( q−1
√
−P ) ⊆ K(ΛP ), luego (−P )

1
2 = (−P )

l
q−1

=
(

(−P )
1
q−1

)l
, por lo que K(

√
−P ) ⊆ K(ΛP ).

Lema 2.3. Sean K = Fq(T ) con q impar y P ∈ R+
T polinomio mónico e

irreducible de grado d. Entonces se cumple

K(
√
P ) ⊆ K(ΛP )Fq2 .

Demostración. Para el caso cuando d es impar, tenemos K(
√
P ) = K(

√
−1√

−P ) ⊆ K(
√
−1,
√
−P ) = K(

√
−1)K(

√
−P ) ⊆ KFq2 ·K(ΛP ) = K(ΛP )Fq2

y para cuando d es par tenemos K(
√
P ) ⊆ K(ΛP ) ⊆ K(ΛP )Fq2 .

Proposición 2.4. Sea K = Fq(T ), donde q es impar. Sea F/K una extensión

cuadrática. Entonces F = K(
√
M) ⊆ K(ΛM)Fq2 , donde M = α

r∏
i=1

Pi es un

polinomio no cero libre de cuadrado, α ∈ F∗q, Pi ∈ R+
T es un polinomio mónico

e irreducible para i ∈ {1, ..., r} con Pi 6= Pj para i 6= j.
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Demostración. Por los Lemas 2.1 y 2.3 existe M = α

r∏
i=1

Pi polinomio no cero

libre de cuadrado, donde α ∈ F∗q, Pi ∈ R+
T es un polinomio mónico irreducible

para i ∈ {1, ..., r} con Pi 6= Pj para i 6= j, tal que F = K(
√
M). Se tiene

Fq(
√
α) ⊆ Fq2 . Tomando

√
M =

√
α
√
P1 · · ·

√
Pr ∈ Fq2K(

√
P1)K(

√
P2) · · ·

K(
√
Pr) el cual está contenido en K(ΛP1) · · · K(ΛPr)Fq2 = K(ΛP1···Pr)Fq2 =

K(ΛαP1···Pr)Fq2 = K(ΛM)Fq2 , luego F = K(
√
M) ⊆ K(ΛM)Fq2 .

Ejemplo 2.1. Viene de los Ejemplos 1.1 y 1.4. Sean K = F3(T ), F = K(y)

con y2 = T 3 − T + 1. El polinomio M = T 3 − T + 1 es irreducible módulo

3. La extensión F/K es de Kummer cuadrática, luego por la Proposición 2.4

tenemos F ⊆ K(ΛM)F9.

K(ΛM)

26

K(ΛM)F9

F

K = F3(T )
2

2

F9(T )

P 26

26

℘26

P2

P

2

p

2.2. Extensiones de Artin-Schreier

En esta sección se dará una prueba tipo combinatoria de que cualquier exten-
sión de Artin-Schreier de un campo funciones racionales congruente está con-
tenido en el compuesto de un campo de funciones ciclotómico y una extensión
de campo de constantes que se describirán expĺıcitamente.
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La demostración se hará como sigue: primero consideraremos extensiones
de Artin-Schreier con un único primo ramificado. Calcularemos el número
de tales extensiones cuyo conductor es un divisor de una potencia dada del
primo ramificado. Después, probaremos que este número es el mismo que el
número de extensiones de Artin-Schreier contenidas en el compuesto de un
campo de funciones ciclotómico generado por la misma potencia del primo
ramificado y una extensión de constantes de grado p. Finalmente, el caso
general se sigue inmediatamente de este caso usando la descomposición de
una función racional en fracciones parciales.

La siguiente proposición presenta las diferentes formas de generar una exten-
sión de Artin-Schreier.

Proposición 2.5. Sea p > 0 la caracteŕıstica de E y sean F1 = E(y),

F2 = E(z), extensiones ćıclicas de grado p sobre E dadas por yp−y = a1 ∈ E,
zp − z = a2 ∈ E. Entonces los siguientes enunciados son equivalentes:

(a) F1 = F2.

(b) z = jy + b para 1 ≤ j ≤ p− 1 y b ∈ E.

(c) a2 = ja1 + (bp − b) para 1 ≤ j ≤ p− 1 y b ∈ E.

Demostración. Ver [23, Proposition 5.8.6].

Ahora consideremos extensiones de Artin-Schreier donde precisamente un
divisor primo se ramifica. Primero tratemos el caso cuando el divisor corres-
ponde al polinomio mónico e irreducible P.

Proposición 2.6. Sean K = Fq(T ), q = pt, P ∈ R+
T , d = gr P, F1 = K(y),

donde

yp − y =
f(T )

Pα
,

f(T ) ∈ RT , gr f(T ) ≤ dα, (f(T ), P ) = 1, α ∈ N, (α, p) = 1, α0 :=

[
α

p

]
, la

parte entera de
α

p
y F2 = K(z), donde

zp − z =
g(T )

Pα
,
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g(T ) ∈ RT , gr g(T ) ≤ dα, (g(T ), P ) = 1. Tenemos que los siguientes enun-

ciados son equivalentes:

(a) F1 = F2.

(b) z = jy + c, donde j ∈ {1, ..., p − 1}, c =
h(T )

Pα0
con h(T ) ∈ RT , donde

h(T ) = 0 o gr h(T ) ≤ dα0.

(c)
g(T )

Pα
= j

f(T )

Pα
+cp−c, donde j ∈ {1, ..., p−1}, c =

h(T )

Pα0
con h(T ) ∈ RT ,

donde h(T ) = 0 o gr h(T ) ≤ dα0.

Demostración. Las equivalencias se siguen de la Proposición 2.5. Verifique-

mos las condiciones que debe cumplir c.

Sea Q ∈ R+
T , P 6= Q. Tenemos νQ(c) ≥ 0 pues si νQ(c) < 0 tendŕıamos

0 ≤ νQ

(
g(T )

Pα

)
= νQ

(
j
f(T )

Pα
+ cp − c

)
= mı́n

{
νQ

(
f(T )

Pα

)
, pνQ(c), νQ(c)

}
= pνQ(c) < 0,

lo cual es una contradicción. Análogamente, se tiene ν∞(c) ≥ 0. Finalmente,

tenemos c = 0 ó νP (c) ≤ 0 pues νP (c) > 0 implica 0 ≥ gr (c) =
∑
Q∈PK

νQ(c) >

0, lo cual es una contradicción.

Por lo tanto, tenemos las siguientes posibilidades:

(i) c = 0.

(ii) c 6= 0, νP (c) = 0, lo cual implica c ∈ F∗q.

(iii) Si νP (c) < 0, sea γ := −νP (c). Dado que (α, p) = 1, tenemos νP (cp−c) =

mı́n{pνP (c), νP (c)} = −pγ 6= −α. Luego

−α = νP

(
g(T )

Pα

)
= νP

(
j
f(T )

Pα
+ cp − c

)
= mı́n

{
νP

(
j
f(T )

Pα

)
, νP (cp − c)

}
= mı́n{−α,−pγ}.
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Lo cual implica −α < −pγ, luego pγ < α. Por lo tanto γ <
α

p
. Aśı γ ≤ α0 =[

α

p

]
, luego c =

h1(T )

P γ
con h1(T ) ∈ Fq[T ], (h1(T ), P ) = 1, gr h1(T ) ≤ dγ y

γ ≤ α0, lo cual implica que c =
h1(T )Pα0−γ

Pα0
.

En los primeros dos casos, ponemos h(T ) = cPα0 y en el tercero h(T ) =

h1(T )Pα0−γ.

Concluimos que c =
h(T )

Pα0
con h(T ) = 0 ó gr h(T ) ≤ dα0.

Corolario 2.7. Sean K = Fq(T ), q = pt, P ∈ R+
T , d = gr P. Sea F = K(y)

una extensión de Artin-Schreier dada en forma normal, esto es,

yp − y =
f(T )

Pα
,

donde f(T ) ∈ RT , gr f(T ) ≤ dα, (f(T ), P ) = 1, α ∈ N, (α, p) = 1, α0 =[
α

p

]
. Entonces hay (p − 1)q(dα0+1) elementos z ∈ F tales que F = K(z)

está también dada en forma normal

zp − z =
g(T )

Pα
. (2.1)

Además, estos elementos z están dados por z = jy + c, donde 1 ≤ j ≤ p− 1

y c =
h(T )

Pα0
, con h(T ) ∈ RT , gr h(T ) ≤ dα0.

Aún más, hay
p− 1

p
q(dα0+1)

distintas ecuaciones de la forma (2.1) con g(T ) ∈ RT , grg(T ) ≤ dα, (g(T ), P )

= 1, de manera que z es como se indica arriba y además
g(T )

Pα
= j

f(T )

Pα
+

cp − c.

Demostración. Por la Proposición 2.6 el número de posibilidades para j es

p − 1 y el número de posibilidades para h(T ) es q(dα0+1), aśı, el número de

posibles z es (p− 1)q(dα0+1). Para obtener el número de posibles ecuaciones,
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sólo basta observar que cp − c = dp − d si y sólo si (c− d)p = c− d si y sólo

si c− d ∈ Fp.

Corolario 2.8. Sean K = Fq(T ), q = pt, P ∈ R+
T . Entonces el número de

diferentes extensiones de Artin-Schreier F = K(y), donde

yp − y =
f(T )

Pα

con f(T ) ∈ RT , gr f(T ) ≤ dα, (f(T ), P ) = 1, α ∈ N, (α, p) = 1, es

Nα :=
p

p− 1
Φ
(
Pα−α0

)
,

donde α0 =

[
α

p

]
.

Demostración. Por el Algoritmo de la División tenemos que f(T ) = aPα +

h(T ), donde a ∈ Fq, h(T ) ∈ RT , con grh(T ) ≤ dα− 1 y (h(T ), P ) = 1 ó bien

h(T ) = 0. Luego yp− y = a+
h(T )

Pα
. El número de ecuaciones de este tipo es

qΦ(Pα) = q · q(α−1)d(qd − 1).

Por el Corolario 2.7 tenemos que hay

Nα =
q · q(α−1)d(qd − 1)
p− 1

p
q(dα0+1)

=
p

p− 1
q(α−α0−1)d(qd − 1) =

p

p− 1
Φ(Pα−α0)

distintas extensiones ćıclicas F de grado p sobre K en las que P es el único

primo ramificado y aparece a la potencia α en la ecuación de Artin-Schreier

en su forma normal.

Lema 2.9. Sean K = Fq(T ), p un número primo, q = pt, P ∈ R+
T , d = grP

y α ∈ N, (α, p) = 1.

(a) Sea F = K(y), donde

yp − y =
f(T )

Pα

con f(T ) ∈ RT , gr f(T ) ≤ αd, y (f(T ), P ) = 1.
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Suponemos F ⊆ K(ΛM) para algún M ∈ RT \ {0}. Entonces F ⊆
K(ΛPα+1) pero F 6⊆ K(ΛPα).

(b) Rećıprocamente, si F/K es una extensión de Artin-Schreier tal que F ⊆
K(ΛPα+1) pero F 6⊆ K(ΛPα), entonces F = K(y), donde

yp − y =
f(T )

Pα

con f(T ) ∈ RT , gr f(T ) ≤ αd y (f(T ), P ) = 1.

Demostración. (a) Tenemos que P , el divisor primo asociado al polinomio P,

es el único divisor primo ramificado en F/K y el diferente de F/K es

DF/K = P(α+1)(p−1),

donde P es el único divisor primo en F que divide a P . Entonces el discri-

minante de F/K es

δF/K = P(α+1)(p−1).

Puesto que F está contenido en un campo ciclotómico y la extensión F/K es

ćıclica, F es el campo asociado a algún caracter Θ de orden p y de conductor

FΘ (ver [23, Chapter 12]).

Por la Fórmula del Conductor-Discriminante (ver [21, página 104]) tenemos

que

δF/K =
∏
ϕ∈〈Θ〉

Fϕ = FΘ0FΘ1 · · ·FΘp−1 = Fp−1
Θ .

Luego P(α+1)(p−1) = Fp−1
Θ , por lo que FΘ = P(α+1). De donde concluimos que

F ⊆ K(ΛPα+1) pero F * K(ΛPα) (ver [23, Chapter 12]).

(b) Dado que F ⊆ K(ΛPα+1), P es el único divisor primo ramificado en F/K.

Entonces F = K(y), donde

yp − y =
f(T )

P β

con f(T ) ∈ RT , grf(T ) ≤ βd, y (f(T ), P ) = 1. Se sigue de (a) que β = α.
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Proposición 2.10. Sean K = Fq(T ), q = pt, P ∈ R+
T , d = gr P, β ∈ N y

β ≥ 2. Entonces el número de extensiones de Artin-Schreier contenidas en

el campo ciclotómico K(ΛPβ) es

Nβ :=
q(β−d

β
pe)d − 1

p− 1
.

Demostración. Puesto que la red de subgrupos de un grupo abeliano es

simétrica, por Teoŕıa de Galois tenemos que Nβ, que es igual al número

de subgrupos de grado p, también es igual al número de subgrupos de orden

p del grupo de Galois
(
RT/P

β
)∗

de la extensión K(ΛPβ)/K. Sea rp el número

de elementos de orden p en
(
RT/P

β
)∗
. Consideramos la sucesión exacta

1 // DPβ ,P
//
(
RT/P

β
)∗ // (RT/P )∗ // 1

A mód P β � // A mód P.

.

Puesto que los órdenes de DPβ ,P y (RT/P )∗ son primos relativos, tenemos(
RT/P

β
)∗ ∼= DPβ ,P × (RT/P )∗.

Tenemos DPβ ,P = {A mód P β|A ≡ 1 mód P} = {A mód P β|A = 1 + h(T )P,

donde h(T ) ∈ RT y gr h(T ) ≤ (β − 1)d− 1}.
Observemos que |DPβ ,P | = q(β−1)d. También notemos que A mód P β ≡ 1 mód

P β si y sólo si h(T ) = 0. Por lo que A mód P β es de orden p si y sólo si

h(T ) 6= 0 y (1+h(T )P )p = 1+h(T )pP p ≡ 1 mód P β si y sólo si P β|h(T )pP p.

Tenemos dos casos:

(i) Si β ≤ p, lo anterior se cumple para todo A mód
(
RT/P

β
)∗ ∈ DPβ ,P y

aśı rp = q(β−1)d − 1.

(ii) Si β > p, tenemos P βg(T ) = h(T )pP p, para algún g(T ) ∈ RT . Luego

P β−pg(T ) = h(T )p. Aśı h(T ) = P γh1(T ) para algún γ ∈ N y h1(T ) ∈ RT

con (h1(T ), P ) = 1. Tenemos P β−pg(T ) = P γph1(T )p. Luego γp ≥ β−p,
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γ ≥ β

p
− 1, γ + 1 ≥ β

p
. Aśı, γ + 1 ≥

⌈
β

p

⌉
. Por lo tanto h(T ) =

P (dβpe−1)h2(T ), donde

gr h2(T ) = gr h(T )−
(⌈

β

p

⌉
− 1

)
d

≤ (β − 1)d− 1−
(⌈

β

p

⌉
− 1

)
d

=

(
β −

⌈
β

p

⌉)
d− 1,

luego rp = q(β−d
β
pe)d − 1 es el número de elementos de orden p de(

RT/P
β
)∗
.

Entonces, en cualquier caso, el número de subgrupos de orden p de(
RT/P

β
)∗

es

Nβ =
rp

p− 1
=
q(β−d

β
pe)d − 1

p− 1
.

Corolario 2.11. Sean K = Fq(T ), q = pt, P ∈ R+
T , d = gr P, α ∈ N,

(α, p) = 1, α0 =

[
α

p

]
. Entonces el número de extensiones de Artin-Schreier

contenidas en K(ΛPα+1) pero no en K(ΛPα) es

Φ(Pα−α0)

p− 1
.

Demostración. Por la Proposición 2.10 tenemos que el número de extensiones

de Artin-Schreier contenidas en K(ΛPα+1) pero no en K(ΛPα) es igual a
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Nα+1 −Nα =
q(α+1−dα+1

p e)d − 1

p− 1
− q(α−d

α
p e)d − 1

p− 1

=
q(α+1−dα+1

p e)d − q(α−d
α
p e)d

p− 1

=
qαd
(
q(1−dα+1

p e)d − q−d
α
p ed
)

p− 1
=
qαdq−d

α
p ed(qd − 1)

p− 1

=
q(α−d

α
p e)d(qd − 1)

p− 1
=
q(α−[αp ]−1)d(qd − 1)

p− 1

=
Φ (Pα−α0)

p− 1
,

pues como p - α,
⌈
α + 1

p

⌉
=

⌈
α

p

⌉
y, por el Lema 1.7,

⌈
α

p

⌉
=

[
α

p

]
+ 1.

Proposición 2.12. Sean K = Fq(T ), q = pt, P ∈ R+
T , d = gr P, α ∈ N,

(α, p) = 1, α0 =

[
α

p

]
. Consideramos extensiones de Artin-Schreier F =

K(y) de K donde

yp − y =
f(T )

Pα
(2.2)

con f(T ) ∈ RT , gr f(T ) ≤ αd y (f(T ), P ) = 1. Entonces existen al menos

Nα =
p

p− 1
Φ(Pα−α0)

extensiones F del tipo descrito en (2.2) contenidas en K(ΛPα+1)Fqp .

Demostración. Consideremos el siguiente diagrama:

K(ΛPα+1) K(ΛPα+1)Fqp

F

p

FFqp

K p KFqp
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Tenemos Fqp = Fq(ξ), donde ξp − ξ = ρ para ρ ∈ Fq\℘(Fq).

Debido al Corolario 2.11, existen
Φ(Pα−α0)

p− 1
extensiones de Artin-Schreier

F/K contenidas en K(ΛPα+1) pero no en K(ΛPα). Por el Lema 2.9, tal F es

del tipo (2.2). De una tal F, obtenemos p campos Fi = K(yi), donde yi =

y + iξ para 0 ≤ i ≤ p− 1, de grado p sobre K y contenidos en K(ΛPα+1)Fqp .
Verifiquemos que estos campos son del tipo prescrito, que son distintos y

también que si E,F ⊆ K(ΛPα+1) son del tipo requerido y E 6= F, entonces

Fi 6= Ej, para todo i, j ∈ {0, ..., p−1}. Con lo anterior, se concluye que hay al

menos
p

p− 1
Φ(Pα−α0) extensiones F del tipo indicado contenidas en alguna

extensión ciclotómica compuesta con la extensión de constantes.

Tenemos

(y + iξ)p − (y + iξ) = yp − y + ipξp − iξ = yp − y + i(ξp − ξ)

=
f(T )

Pα
+ iρ =

f(T ) + iρPα

Pα
=
gi(T )

Pα

con gi(T ) ∈ RT , gr gi(T ) ≤ α para todo i ∈ {0, ..., p− 1}.
Luego Fi = K(y+ iξ) es una extensión del tipo prescrito. Supongamos ahora

que 0 ≤ i, j ≤ p − 1, i 6= j y Fi = Fj. Entonces y + iξ, y + jξ ∈ Fi = Fj,

entonces (i − j)ξ ∈ Fi = Fj, por tanto ξ ∈ Fi = Fj, por lo que y ∈ Fi =

Fj = F. Aśı ξ ∈ Fi = Fj = F, lo cual es una contradicción pues el campo de

constantes de F es Fq.
Finalmente, supongamos que F y E son extensiones del tipo requerido, con-

tenidas en K(ΛPα+1) con E 6= F y Fi = Ej para algunos i, j ∈ {0, ..., p− 1}.

Digamos que F = K(y) con yp − y =
f(T )

Pα
, f(T ) ∈ RT , gr f(T ) ≤ α y

E = K(z) con zp − z =
g(T )

Pα
, g(T ) ∈ RT , gr g(T ) = α.

Tenemos i 6= 0, j 6= 0, pues de otra manera ξ ∈ K(ΛPα+1), lo cual es una

contradicción pues el campo de constantes de K(ΛPα+1) es Fq. Sea l = i−1j.

Tenemos ly+jξ = l(y+iξ), z+jξ ∈ Fi = Ej. Entonces z−ly ∈ Fi = Ej. Pero

z− ly 6∈ K, pues F 6= E. Por tanto, Fqp ⊆ Fi = Ej = K(z− ly) ⊆ K(ΛPα+1),

lo cual es una contradicción.
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El siguiente lema es primordial para probar el resultado principal (Teorema
2.15) de esta sección. Probaremos que cualquier extensión ćıclica de grado p
sobre K en la cual P , el divisor asociado al polinomio P, es el único divisor
primo ramificado y aparece a la potencia α en la ecuación de Artin-Schreier
en su forma normal está contenida en algún campo ciclotómico compuesto
con una extensión de constantes.

Lema 2.13. Sean p un número primo, q = pt y P ∈ R+
T , d = gr P. Sean

K = Fq(T ) y F = K(y), donde

yp − y =
f(T )

Pα

con f(T ) ∈ RT , gr f(T ) ≤ αd, (f(T ), P ) = 1, α ∈ N, y (α, p) = 1. Entonces

F ⊆ K(ΛPα+1)Fqp .

Demostración. Por el Corolario 2.8 y la Proposición 2.12, tenemos que el

número de extensiones ćıclicas de grado p sobre K en las cuales P es el único

divisor primo ramificado y aparece a la potencia α en la ecuación de Artin-

Schreier en su forma normal debe ser igual al número de tales extensiones

contenidas en el compuesto de la extensión ciclotómica y la extensión de

constantes mencionados arriba. Por lo tanto, concluimos que cualquier tal

extensión F está contenida en el compuesto K(ΛPα+1)Fqp .

En el siguiente resultado se consideran las extensiones de Artin-Schreier en
las que el divisor primo infinito es el único divisor primo ramificado.

Lema 2.14. Sean p un número primo y q = pt. Sean K = Fq(T ) y F = K(y),

donde yp − y = f(T ) ∈ RT , gr f(T ) = α, α ∈ N, y (α, p) = 1. Entonces

F ⊆ K(Λ 1
Tα+1

)Fqp .

Demostración. Se sigue del Lema 2.13 dado que K(T ) = K

(
1

T

)
.

Observamos que para simplificar el enunciado de los resultados, hemos venido
incluyendo al campo K(Λ 1

Tα+1
) entre los campos ciclotómicos.
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Teorema 2.15. Sean p un número primo y q = pt. Sean K = Fq(T ) y F/K

una extensión de Artin-Schreier, es decir, F = K(y), donde

yp − y = s(T ),

con s(T ) ∈ K, s(T ) 6∈ ℘(K),

(s(T ))K =
C

Pα1
1 · · · Pαrr

,

donde Pi es un divisor primo en K, αi ∈ N, (αi, p) = 1, C es un divisor

entero primo relativo a Pi para i ∈ {1, ..., r}.

(a) Si el divisor primo P∞ no se ramifica en F/K, es decir, si P∞ no es

factor de
r∏
i=1

Pαii , entonces F ⊆ K(Λ r∏
i=1

P
αi+1
i

)Fqp .

(b) Si P∞ se ramifica en F/K, es decir, si P∞ = P1 es factor de
r∏
i=1

Pαii ,

entonces se cumple F ⊆ K(Λ 1

Tα1+1
)K(Λ r∏

i=2
P
αi+1
i

)Fqp .

Los divisores Pi corresponden a los polinomios Pi, para i ∈ {1, . . . , r} en el

caso (a) y para i ∈ {2, . . . , r} en el caso (b).

Demostración. (a) Por el método de fracciones parciales tenemos:

s(T ) =
f(T )

Pα1
1 · · ·Pαr

r

=
f1(T )

Pα1
1

+ · · ·+ fr(T )

Pαr
r

,

donde fi(T ) ∈ RT y gr fi(T ) ≤ αi grPi para todo i ∈ {1, ..., r}. Conside-

ramos Fi = K(yi), donde ypi −yi =
fi(T )

Pαi
i

para i ∈ {1, ..., r}. Por el Lema

2.13, se obtiene que Fi ⊆ K(Λ
P
αi+1
i

)Fqp para i ∈ {1, ..., r}. Observamos

que podemos poner y = y1+· · ·+yr pues yp−y = yp1−y1+· · ·+ypr−yr =
f(T )

Pα1
1 · · ·Pαr

r

. Entonces

F = K(y) ⊆ K(Λ
P
α1+1
1

) · · ·K(ΛPαr+1
r

)Fqp

= K(Λ
P
α1+1
1 ···Pαr+1

r
)Fqp .
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(b) En este caso P∞ = P1 y tenemos

yp − y = s(T ) =
g(T )

Pα2
2 · · ·Pαr

r

con gr

(
g(T )

Pα2
2 · · ·Pαr

r

)
= α1 ∈ N, g(T ) ∈ RT y P2, ..., Pr ∈ RT . Por el

Algoritmo de la División

g(T ) = (Pα2
2 · · ·Pαr

r )h(T ) + l(T ),

con h(T ), l(T ) ∈ RT , gr h(T ) = α1 y ya sea gr l(T ) <
r∑
i=2

αigr Pi o bien

l(T ) = 0. Entonces

yp − y = h(T ) +
l(T )
r∏
i=2

Pαi
i

.

Consideramos F1 = K(y1), donde yp1 − y1 = h(T ). Como en el caso (a),

por el método de fracciones parciales tenemos:

l(T )
r∏
i=2

Pαi
i

=
l2(T )

Pα2
2

+ · · ·+ lr(T )

Pαr
r

donde li(T ) ∈ RT y gr li(T ) ≤ αidi para todo i ∈ {2, ..., r}. Por los

Lemas 2.13 y 2.14 tenemos

F1 ⊆ K(Λ 1

Tα1+1
)Fqp ,

Fi ⊆ K(Λ 1

P
αi+1
i

)Fqp para todo i ∈ {2, ..., r}.

Tenemos y = y1 + · · · + yr pues yp − y = yp1 − y1 + · · · + ypr − yr =

h(T ) +
l(T )
r∏
i=2

Pαi
i

.
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Concluimos

F = K(y) ⊆ K(Λ 1

Tα1+1
)K(Λ

P
α2+1
2

) · · ·K(ΛPαr+1
r

)Fqp

= K(Λ 1

Tα1+1
)K(Λ

P
α2+1
2 ···Pαr+1

r
)Fqp

= K(Λ 1

Tα1+1
)K(Λ r∏

i=2
P
αi+1
i

)Fqp .

Ejemplo 2.2. Viene de los Ejemplos 1.3 y 1.6. Sean K = F3(T ) y L = K(y)

con y3− y = T 4− T 2. La extensión L/K es de Artin-Schreier. Sea T ′ =
1

T
y

L = K(y),

K(Λ(T ′)5)

162

K(Λ(T ′)5)F27

K(y)

K = F3(T ′)
3

3

F27(T ′)

P 162
∞

162

℘162
∞

P3
∞

P∞

3

p∞

2.3. Extensiones cuadráticas

Como caso particular del Teorema 2.15 tenemos el siguiente resultado.

Corolario 2.16. Sean K = Fq(T ), donde q es una potencia de 2. Sea F/K

una extensión cuadrática, F = K(y) donde

y2 − y = s(T ),
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con s(T ) ∈ K, s(T ) 6∈ ℘(K),

(s(T ))K =
C

Pα1
1 · · · Pαrr

,

donde Pi es un divisor primo en K, αi ∈ N, (αi, 2) = 1, C es un divisor

entero primo relativo a Pi para todo i ∈ {1, ..., r}.

(a) Si el divisor primo P∞ no se ramifica en F/K, es decir, si P∞ no es

factor de
r∏
i=1

Pαii , entonces F ⊆ K(Λ r∏
i=1

P
αi+1
i

)Fq2 se cumple.

(b) Si P∞ se ramifica en F/K, es decir, si P∞ = P1 es factor de
r∏
i=1

Pαii ,

entonces se cumple F ⊆ K(Λ 1

Tα1+1
)K(Λ r∏

i=2
P
αi+1
i

)Fq2 .

Demostración. Tomando p = 2 en el Teorema 2.15 se sigue el resultado.

Finalmente, enunciamos el resultado general, análogo al caso de campos
numéricos, para extensiones cuadráticas sobre un campo de funciones ra-
cionales.

Teorema 2.17. Sea K = Fq(T ) y F/K una extensión cuadrática. Entonces

F está contenido en el compuesto de una extensión ciclotómica y la extensión

de constantes Fq2 . Más precisamente:

(a) Si q es impar, F = K(
√
M) ⊆ K(ΛM)Fq2 , para algún M ∈ Fq[T ] no

cero y libre de cuadrado.

(b) Si q es par, F = K(y), donde

y2 − y = s(T ),

con s(T ) ∈ K, s(T ) 6∈ ℘(K),

(s(T ))K =
C

Pα1
1 · · · Pαrr

,

donde Pi es un divisor primo en K, αi ∈ N, (αi, 2) = 1, C es un divisor

entero primo relativo a Pi para todo i ∈ {1, ..., r}.
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(i) Si el divisor primo P∞ no se ramifica en F/K, es decir, si P∞ no

es factor de
r∏
i=1

Pαii , entonces se cumple F ⊆ K(Λ r∏
i=1

P
αi+1
i

)Fq2 .

(ii) Si P∞ se ramifica en F/K, es decir, si P∞ = P1 es factor de
r∏
i=1

Pαii ,

entonces F ⊆ K(Λ 1

Tα1+1
)K(Λ r∏

i=2
P
αi+1
i

)Fq2 se cumple.

Demostración. El resultado se sigue de la Proposición 2.4 y el Corolario 2.16.
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Caṕıtulo 3

La máxima extensión abeliana

3.1. La máxima extensión abeliana de K

El objetivo principal de este trabajo es probar el siguiente resultado.

Teorema 3.1. (Kronecker-Weber,[6],[23, Theorem 12.8.31]) La máxi-

ma extensión abeliana de K = Fq(T ) es A = KTEL∞.

Denotamos por A a la máxima extensión abeliana de K = Fq(T ), la cual
se construye expĺıcitamente (ver [23]), es decir, A es generada por ciertas
extensiones de grado finito sobre K, cada una de las cuales está generada por
las ráıces de ciertos polinomios dados expĺıcitamente.
La extensión A es la composición de tres extensiones linealmente disjun-

tas: E/K, KT/K, y L∞/K. Las dos primeras son E =
∞⋃
m=1

Fqm(T ) y KT =⋃
M∈RT

K(ΛM). Nótese que EKT no puede ser la máxima extensión abeliana

de K puesto que P∞ es moderadamente ramificado en EKT/K. Necesitamos
una extensión en la cual P∞ sea salvajemente ramificado. Sea Ln la máxima
subextensión de K(Λ1/Tn+1) donde P∞ es total y salvajemente ramificado,

n ∈ N ∪ 0. Esto es, Ln = K(Λ1/Tn+1)F
∗
q . Sea L∞ :=

⋃
n∈N

Ln.

Para probar el Teorema 3.1 es suficiente mostrar que cualquier extensión
abeliana finita de K está contenida en K(ΛN)FqmLn para algunos N ∈ RT ,
m,∈ N y n ∈ N ∪ 0.
Sean K = Fq(T ) y F/K una extensión abeliana finita. Sea G := Gal (F/K).
Por el Teorema Fundamental de los Grupos Abelianos Finitamente Genera-
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dos tenemos
G ∼= Cn1 × · · · × Cnl × Cpa1 × · · · × Cpah ,

donde Cn denota al grupo ćıclico de n elementos, (ni, p) = 1 para 1 ≤ i ≤ l
y aj ∈ N para 1 ≤ j ≤ h. Sea Si ⊆ F tal que Gal (Si/K) ∼= Cni para
1 ≤ i ≤ l y sea Rj ⊆ F tal que Gal (Rj/K) ∼= Cpaj , 1 ≤ j ≤ h. Para probar
el Teorema 3.1 basta con mostrar que cada Si y cada Rj están contenidos
en K(ΛN)FqmLn para algunos N ∈ RT y m,n ∈ N. Por lo tanto, podemos
suponer que F/K es una extensión ćıclica de grado h donde ya sea (h, p) = 1
o bien h = pn para algún n ∈ N.

3.2. Extensiones moderadamente ramificadas

En esta sección se probara la suficiencia del Teorema 3.1 para el caso parti-
cular de una extensión moderadamente ramificada. Sea F/K una extensión
abeliana finita. Sean P ∈ RT polinomio mónico irreducible de grado d y P
el divisor primo asociado a P.

Proposición 3.2. Sea P moderadamente ramificado en F/K. Si e denota el

ı́ndice de ramificación de P en F. Entonces e|(qd − 1).

Demostración. Primero consideremos en general una extensión abeliana fini-

ta F/K. Sean G−1 = D el grupo de descomposición de P , G0 = I el grupo

de inercia y Gi, con i ≥ 1, los grupos de ramificación. Sea P un divisor primo

en F que divide a P . Entonces, si OP denota el anillo de valuación de P,

tenemos

U (i) = 1 + Pi ⊆ O∗P = OP \P, i ≥ 1, U (0) = O∗P.

Sea l(P) = OP/P el campo residual de P. Los siguientes son monomorfismos:

Gi/Gi+1

ϕi
↪→ U (i)/U (i+1) ∼=

{
l(P)∗, i = 0

Pi/Pi+1 ∼= l(P), i ≥ 1

σ 7→ [σπ/π]

donde π denota un elemento primo para P.
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Probaremos que si G−1/G1 = D/G1 es abeliano, entonces

ϕ = ϕ0 : G0/G1 → U (0)/U (1) ∼= (OP/P)∗

satisface que Im ϕ ⊆ OP/P ∼= RT/(P ) ∼= Fqd . En particular se seguirá que

|G0/G1| divide a |F∗
qd
| = qd − 1.

Para probar esta afirmación, notemos que

Aut ((OP/P)/(OP/P)) ∼= Gal ((OP/P)/(OP/P))

= D/I = G−1/G0

(ver [23, Corollary 5.2.12]).

Sean σ ∈ G0 y ϕ(σ̄) = ϕ(σ mód G1) = [α] ∈ (OP/P)∗. Entonces σπ ≡
απ mód P2.

Sea θ ∈ G−1 = D arbitrario y sea π1 := θ−1(π). Entonces π1 es un elemento

primo para P. Dado que ϕ es independiente del elemento primo, se sigue que

σπ1 ≡ απ1 mód P2, esto es, σθ−1π ≡ αθ−1π mód P2. Dado que G−1/G1 es

un grupo abeliano, tenemos

σπ = (θσθ−1)(π) ≡ θ(α)π mód P2.

Aśı σπ ≡ θ(α)π mód P2 y σπ ≡ απ mód P2. De aqúı se sigue que θ(α) ≡
α mód P para todo θ ∈ G−1.

Si escribimos θ̃ = θ mód G0, θ̃[α] = [α], esto es, [α] es un elemento fijo

bajo la acción de grupo G−1/G0
∼= Gal ((OP/P)/(OP/P)) . Obtenemos que

[α] ∈ OP/P . Por lo tanto Im ϕ ⊆ (OP/P)∗ y |G0/G1|||(OP/P)∗| = qd − 1.

Finalmente, dado que F/K es abeliana y P es ramificado moderadamente,

G1 = {1}, se sigue que e = |G0| = |G0/G1||(qd − 1).

Ahora consideramos una extensión abeliana finita ramificada moderadamente
F/K donde P1, . . . , Pr son los primos finitos ramificados. Sean P ∈ {P1, . . . , Pr}
y grP = d. Sea e el ı́ndice de ramificación de P en F. Por la Proposición 3.2
tenemos e|qd − 1. Ahora bien, P es totalmente ramificado en K(ΛP )/K con
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ı́ndice de ramificación qd− 1. En esta extensión P∞ tiene ı́ndice de ramifica-
ción igual a q − 1.

Sea K ⊆ E ⊆ K(ΛP ) con [E : K] = e. Sea P̃ un divisor primo en FE que

divide a P . Sean q := P̃|E y P := P|F .

P P̃

F FE

L
H

K e E K(ΛP )

P q

Tenemos e = eF/K(P|P) = eE/K(q|P). Por el Lema de Abhyankar (ver [23,
Theorem 12.4.4]) obtenemos

eFE/K(P̃/P) = [eF/K(P|P), eE/K(q|P)] = [e, e] = e.

Sea H ⊆ Gal(FE/K) el grupo de inercia de P̃/P . Sea L := (FE)H . Entonces
P es no ramificado en L/K. Queremos ver que F ⊆ LK(ΛP ). En efecto,
tenemos [FE : L] = e y E ∩ L = K dado que P es totalmente ramificado en
E/K y no ramificado en L/K. Se sigue que [LE : K] = [L : K][E : K]. Por
lo tanto

[FE : K] = [FE : L][L : K] = e
[LE : K]

[E : K]

= e
[LE : K]

e
= [LE : K].

Dado que LE ⊆ FE se sigue que FE = LE = EL ⊆ K(ΛP )L. Aśı que
F ⊆ K(ΛP )L. En L/K los primos finitos ramificados son a lo más P2, . . . ,Pr.
En caso de que r − 1 ≥ 1, podemos aplicar el argumento anterior a L/K
y obtenemos L2/K tal que a lo más r − 2 primos finitos son ramificados y
L ⊆ K(ΛP2)L2, aśı F ⊆ K(ΛP1)L ⊆ K(ΛP1)K(ΛP2)L2 = K(ΛP1P2)L2.
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Realizando el proceso anterior a lo más r veces tenemos

F ⊆ K(ΛP1···Pr)L0, (3.1)

donde en la extensión L0/K posiblemente el primo infinito P∞ sea el único
que se ramifique. Con ayuda de la siguiente proposición veremos que no es el
caso que haya primos ramificados en L0/K.

Proposición 3.3. Sean K = Fq(T ) y F/K una extensión abeliana finita

donde a lo más un primo P0 de grado 1 se ramifica y lo hace moderadamente.

Entonces F/K es una extensión de constantes (por lo que de hecho P0 no se

ramifica en F/K).

Demostración. Por la Proposición 3.2 tenemos e := eF/K(P0)|q − 1. Supon-

gamos e > 1. Sea H el grupo de inercia de P0. Entonces H es ćıclico, |H| = e

y P0 es no ramificado en E := FH/K. Por lo tanto E/K es una extensión

no ramificada. Aśı E/K es una extensión de constantes.

Sea m = [E : K]. Entonces, si P0 es un divisor primo en E el cual divide a

P0, tenemos que el grado relativo dE/K(P0|P0) es igual a m, el número de

divisores primos en E/K es 1 y el grado de P0 es 1 (ver el Teorema 1.1). Por

lo tanto P0 es el único divisor primo ramificado en F/E y éste es de grado 1

y totalmente ramificado. Además [F : E] = e|q − 1 = |F∗q|.

Las ráıces (q − 1)-ésimas de 1 pertenecen a Fq ⊆ K. Luego K contiene a las

ráıces e-ésimas de la unidad. Aśı, F/E es una extensión de Kummer. Luego

F = E(y) con ye = α (ver el Teorema 1.3) con α ∈ E = KFqm = Fqm(T ).

Escribimos α en su forma normal como lo prescribe Hasse [4]: (α)E =
Pa0a

b

con 0 < a < e. Como, por otro lado, el grado de (α)E es 0, esto no es posible,

pues gr(a)E o gr(b)E no es múltiplo de e, por lo que hay al menos otro primo

ramificado en F/K, lo cual contradice que P0 es el único primo ramificado.

Por lo tanto F/K es una extensión de constantes.

Como un corolario de (3.1) y la Proposición 3.3 obtenemos
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Corolario 3.4. Sean K = Fq(T ) y F/K una extensión abeliana moderada-

mente ramificada donde los divisores primos finitos ramificados son P1, . . . ,Pr.
Entonces F ⊆ K(ΛP1···Pr)Fqm para algún m ∈ N.

Demostración. Puesto que no hay primos ramificados salvajemente, se sigue

de (3.1) que existe una extensión abeliana finita no ramificada M0/K tal

que F ⊆ K(ΛP1···Pr)M0 en la cual tal vez el primo infinito es ramificado

moderadamente. Por la Proposición 3.3, tenemos que M0/K es una extensión

de constantes, es decir M0 = Fqm(T ) para algún m ∈ N. Por lo tanto tenemos

F ⊆ K(ΛP1···Pr)Fqm .

3.3. Ramificación en Extensiones de Witt

Como una consecuencia del Corolario 3.4, el Teorema 3.1 se seguirá si lo
demostramos para el caso particular de una extensión de Witt, esto es, una
extensión ćıclica Kn/K de grado pn para algún n ∈ N. Se sigue del Teorema
1.6 que este tipo de extensión Kn/K está dada por un vector de Witt β ∈
Wn(K), esto es Kn = K(y) donde

yp
•
– y = β,

la operación es la diferencia de Witt.

El siguiente resultado fue probado en [14]. El objetivo es “separar” a los
divisores primos ramificados.

Teorema 3.5. Sea Kn/K una extensión ćıclica de grado pn donde P1, . . . ,Pr
∈ R+

T y posiblemente P∞, son los divisores primos ramificados. Entonces

Kn = K(y) donde

yp
•
– y = β = δ1

•
+ · · ·

•
+ δr

•
+µ,

con δ = (δi1, . . . , δin), µ = (µ1, . . . , µn), δij =
Qij

P
eij
i

, eij ≥ 0, Qij ∈ RT ,

(a) si eij = 0 entonces Qij = 0;

(b) si eij > 0, entonces p - eij, (Qij, Pi) = 1 y grQij < grP
eij
i y µj = fj(T ) ∈

RT con
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(c) p - gr fj cuando fj 6∈ Fq y

(d) µj 6∈ ℘(Fq) := {ap − a|a ∈ Fq} cuando µj ∈ F∗q.
El siguiente ejemplo ilustra la descomposición del Teorema 3.5

Ejemplo 3.1. Viene del Ejemplo 1.10.

Sean K = F3(T ) y n = 2. Consideremos K2 = K(y) donde

y3 •– y = β con β =

(
1

T 2 − 1
,
T 6 + T 3 − T − 1

T (T 2 − 1)3

)
.

Usando fracciones parciales tenemos las componentes usuales

β1 =
1

T 2 − 1
=
−1

T − 1
+

1

T + 1
,

β2 =
T 6 + T 3 − T − 1

T (T 2 − 1)3
=

1

T
− 1/4

T − 1
+

1

(T − 1)2
+

1/4

T + 1
− 1/2

(T + 1)2
.

Pasamos a las componentes fantasmas

β(1) =
−1

T − 1
+

1

T + 1
,

β(2) =

(
−1

T − 1
+

1

T + 1

)3

+ 3

(
1

T
− 1/4

T − 1
+

1

(T − 1)2
+

1/4

T + 1
− 1/2

(T + 1)2

)
=

−1

(T − 1)3
+

3

(T − 1)2(T + 1)
+

−3

(T − 1)(T + 1)2
+

1

(T + 1)3

+ 3

(
1

T
− 1/4

T − 1
+

1

(T − 1)2
+

1/4

T + 1
− 1/2

(T + 1)2

)
=

3

T
+
−9/4

T − 1
+

9/2

(T − 1)2
+

−1

(T − 1)3
+

9/4

T + 1
+

1

(T + 1)3
.

Luego

(β(1), β(2)) =

(
0,

3

T

)
+

(
−1

T − 1
,
−9/4

T − 1
+

9/2

(T − 1)2
+

−1

(T − 1)3

)
+

(
1

T + 1
,

9/4

T + 1
+

1

(T + 1)3

)
.
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Tenemos

γ1 =

(
0,

3

T

)
,

γ2 =

(
−1

T − 1
,
−9/4

T − 1
+

9/2

(T − 1)2
+

−1

(T − 1)3

)
,

γ3 =

(
1

T + 1
,

9/4

T + 1
+

1

(T + 1)3

)
.

Volvemos a componentes usuales

δ1 =

(
0,

1

T

)
,

δ2 =

(
−1

T − 1
,
−3/4

T − 1
+

3/2

(T − 1)2

)
=

(
−1

T − 1
, 0

)
,

δ3 =

(
1

T + 1
,

3/4

T + 1

)
=

(
1

T + 1
, 0

)
.

Finalmente recuperamos

y3 •– y =

(
0,

1

T

)
•
+

(
−1

T − 1
, 0

)
•
+

(
1

T + 1
, 0

)
.

Consideremos el campo L = K(y) donde yp
•
– y = β, con β = (β1, . . . , βn) y

se cumplen las siguientes condiciones

βi =
Qi

P λi
, P ∈ R+

T , Qi ∈ RT tal que λi ≥ 0,

si λi = 0 entoncesQi = 0,

si λi > 0 entonces (λi, p) = 1, (Qi, P ) = 1 y grQi < gr P λi ,

λ1 > 0.

(3.2)

Un caso particular del Teorema 3.5 adecuado para nuestro estudio se presenta
en la siguiente proposición.

Proposición 3.6. Supongamos que cualquier extensión L/K que cumpla las

condiciones (3.2) satisface que L ⊆ K(ΛPα) para algún α ∈ N. Sea Kn/K

una extensión definida por Kn = K(y) donde ℘(y) = yp
•
– y = β con β =

(β1, . . . , βn), βi dado en su forma normal: βi ∈ Fq o bien βi =
Qi

P λi
, con

Qi ∈ RT y λi > 0, (λi, p) = 1, (Qi, P ) = 1 y gr Qi < gr P λi . Entonces

Kn ⊆ FqpnK(ΛPα) para algún α ∈ Fq.
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Demostración. Del Teorema 3.5 tenemos que podemos descomponer el vector

β como ε
•
+γ con εi ∈ Fq para todo 1 ≤ i ≤ n y γi = 0 o bien γi =

Qi

P λi
, con

Qi ∈ RT y λi > 0, (λi, p) = 1, (Qi, P ) = 1 y grQi < gr P λi .

Supongamos γ1 = · · · = γr = 0 y γr+1 6∈ Fq. Tenemos Kn ⊆ K(ε)K(γ).

Ahora bien, K(γ) = K(0, . . . , 0, γr+1, . . . , γn) y K(ε) ⊆ Fqpn .

Para cualquier vector de Witt x = (x1, . . . , xn) tenemos la descomposición

dada por el mismo Witt (ver [26]).

x =(x1, . . . , 0)
•
+(0, x2, . . . , 0)

•
+ · · ·

•
+(0, . . . , 0, xj, 0, . . . , 0)

•
+(0, . . . , 0, xj+1, . . . , xn)

para cada 0 ≤ j ≤ n − 1. Se sigue que K(γ) = K(γr+1, . . . , γn). Dado

que este campo cumple las condiciones (3.2), tenemos K(γ) ⊆ K(ΛPα) para

algún α ∈ N. El resultado se sigue.

Observación 3.1. El primo P∞ se puede manejar de la misma manera.

Las condiciones (3.2) para P∞ son las siguientes. Sea Kn = K(µ) con µj =

fj(T ) ∈ RT , con fj(0) = 0 para todo j y cada fj(T ) = 0 o fj(T ) 6= 0 y

p - gr fj(T ). La condición fj(0) = 0 significa que el primo infinito para

T ′ = 1/T o bien se descompone o bien se ramifica en cada nivel, esto es,

su grado de inercia es 1 en Kn/K. En este caso, con el cambio de variable

T ′ = 1/T, las hipótesis en la Proposición 3.6 dicen que cualquier campo

que cumpla estas condiciones satisface Kn ⊆ K(ΛT ′m) = K(ΛT−m) para

algún m ∈ N. Sin embargo, dado que el grado de la extensión Kn/K es una

potencia de p debemos tener Kn ⊆ K(ΛT−m)F
∗
q = Lm−1.

Observación 3.2. Con la notación del Teorema 3.5 obtenemos que si zpi
•
– zi

= δi, 1 ≤ i ≤ r y vp
•
– v = µ, entonces Kn = K(y) ⊆ K(z1, . . . ,zr,v) =

K(z1) · · ·K(zr)K(v). Por lo tanto, si el Teorema 3.1 se tiene para cadaK(zi),

1 ≤ i ≤ r y para K(v), entonces se tiene para Kn.

Del Teorema 3.5, la Proposición 3.6 y la Observación 3.1, obtenemos que

para la prueba del Teorema 3.1 es suficiente mostrar que cualquier extensión
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de campos Kn/K que cumpla con las condiciones (3.2) satisface o bien que

Kn ⊆ K(ΛPα) para algún α ∈ N o bien que Kn ⊆ Lm para algún m ∈ N. Es

suficiente estudiar el caso para P ∈ RT .

A continuación estudiaremos el comportamiento de P∞ en una extensión
ćıclica arbitraria Kn/K de grado pn.

Proposición 3.7. Sea Kn/K dada como en el Teorema 3.5. Supongamos

µ1 = · · · = µs = 0, µs+1 ∈ F∗q, µs+1 6∈ ℘(Fq) y sea t+ 1 el primer ı́ndice para

el cual ft+1 6∈ Fq(y por tanto p - grft+1). Entonces el ı́ndice de ramificación de

P∞ es pn−t, el grado de inercia de P∞ es pt−s y el número de descomposición

de P∞ es ps. Es decir, si Gal (Kn/K) = 〈σ〉 ∼= Cpn , entonces el grupo de

inercia de P∞ es J = 〈σpt〉 y el grupo de descomposición de P∞ es D = 〈σps〉.

Demostración. Dado que la extensión Kn/K es una extensión ćıclica de grado

potencia de un número primo, el campo de inercia es aquél a partir del cual

P∞ se ramifica. El primer nivel donde esto sucede tiene ı́ndice t + 1. Por

otra parte, por la misma razón, el campo de descomposición es aquél a partir

del cual P∞ empieza a ser inerte y el primer nivel donde esto sucede es el

s+ 1.

Proposición 3.8. Si Kn es un campo definido por una ecuación del tipo

dado en (3.2), entonces Kn/K es una extensión de grado pn, P es el único

primo ramificado, totalmente ramificado y P∞ es totalmente descompuesto.

Análogamente, si Kn = K(v) donde vi = fi(T ) ∈ RT , fi(0) = 0 para todo

1 ≤ i ≤ n y f1(T ) 6∈ Fq, p - gr f1(T ), entonces P∞ es el único primo

ramificado en Kn/K, es totalmente ramificado y el divisor de ceros de T, el

cual es el primo infinito en R1/T , es totalmente descompuesto.

Demostración. De las Proposiciones 1.5 y 3.7 obtenemos el resultado.

Hemos reducido la prueba del Teorema 3.1 a demostrar que cualquier exten-
sión del tipo dado en la Proposición 3.8 está contenida en K(ΛPα) para algún
α ∈ N o en Lm para algún m ∈ N. El segundo caso es una consecuencia del
primero con el cambio de variable T ′ = 1/T.
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Sean n, α ∈ N. Denotamos por vn(α) al número de grupos ćıclicos de orden
pn contenidos en (RT/(P

α))∗ ∼= Gal (K(ΛPα)/K). Tenemos que vn(α) es el
número de extensiones ćıclicas Kn/K de grado pn tales que Kn ⊆ K(ΛPα).
Cualquier tal extensión satisface que su conductor FKn divide a Pα.

Sea tn(α) el número de extensiones ćıclicas Kn/K de grado pn tales que P
es el único primo ramificado y es totalmente ramificado, P∞ es totalmente
descompuesto y su conductor FKn es un divisor de Pα. Dado que cualquier
extensión ćıclica Kn/K de grado pn tal que K ⊆ Kn ⊆ K(ΛPα) satisface las
condiciones, tenemos vn(α) ≤ tn(α). Si probamos que tn(α) ≤ vn(α) entonces
habremos probado que cualquier extensión que satisface las condiciones (3.2)
está contenida en una extensión ciclotómica y el Teorema 3.1 se sigue.

Por lo tanto, para demostrar el Teorema 3.1 es suficiente demostrar

tn(α) ≤ vn(α) para todos n, α ∈ N. (3.3)

3.4. Extensiones salvajemente ramificadas

En esta sección probaremos (3.3) por inducción sobre n. Primero calculare-
mos vn(α) para todos n, α ∈ N.

Proposición 3.9. El número vn(α) de grupos ćıclicos de orden pn contenidos

en (RT/P
α)∗ es

vn(α) =
qd(α−d α

pn
e) − qd(α−d α

pn−1 e)

pn−1(p− 1)
=
q
d(α−d α

pn−1 e)(q
d(d α

pn−1 e−d
α
pn
e) − 1)

pn−1(p− 1)
.

Demostración. Tenemos el isomorfismo Gal(K(ΛPα)/K) ∼= (RT/(P
α))∗ y la

sucesión exacta

0 // DP,Pα
// (RT/(P

α))∗
ϕ // (RT/(P ))∗ // 0 , (3.4)

donde

ϕ : (RT/(P
α))∗ → (RT/(P ))∗

A mód Pα 7→ A mód P

y DP,Pα = {N mód Pα|N ≡ 1 mód P}. Podemos considerar DP,Pα = {1 +

hP |h ∈ RT , gr h < gr Pα = dα}.
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Tenemos (RT/(P
α))∗ ∼= (RT/(P ))∗ × DP,Pα y (RT/(P ))∗ ∼= Cqd−1. Primero

calculamos el número de elementos de orden pn contenidos en (RT/(P
α))∗.

Estos elementos pertenecen a DP,Pα . Sea A = 1 + hP ∈ DP,Pα de orden pn.

Escribimos h = gP γ con g ∈ RT (g, P ) = 1 y γ ≥ 0. Dado que A es de orden

pn, se tiene

Ap
n

= 1 + gp
n

P pn(1+γ) ≡ 1 mód Pα, (3.5)

y

Ap
n−1

= 1 + gp
n−1

P pn−1(1+γ) 6≡ 1 mód Pα. (3.6)

de (3.5) y (3.6) se sigue que

pn−1(1 + γ) < α ≤ pn(1 + γ) (3.7)

lo cual es equivalente a ⌈
α

pn

⌉
− 1 ≤ γ <

⌈
α

pn−1

⌉
− 1 (3.8)

Observemos que para la existencia de al menos un elemento de orden pn

necesitamos α > pn−1.

Ahora, para cada γ que satisface (3.7) tenemos (g, P ) = 1 y grg+d(1 +γ) <

dα, esto es, gr g < d(α− γ − 1). Aśı existen Φ(Pα−γ−1) tales g′s.

Por lo tanto, el número de elementos de orden pn en DP,Pα es

⌈
α

pn−1

⌉
−2∑

γ=d αpn e−1

Φ(Pα−γ−1) =

α−d αpn e∑
γ′=α−

⌈
α

pn−1

⌉
+1

Φ(P γ′). (3.9)

Notemos que para cualquier 1 ≤ r ≤ s tenemos

s∑
i=r

Φ(P i) =
s∑
i=r

qd(i−1)(qd − 1) = (qd − 1)qd(r−1)

s−r∑
j=0

qdj

= (qd − 1)qd(r−1) q
d(s−r+1) − 1

qd − 1
= qds − qd(r−1).
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Por lo tanto (3.9) es igual a

qd(α−d αpn e) − qd(α−
⌈

α
pn−1

⌉
)

= q
d(α−

⌈
α

pn−1

⌉
)
(q
d(
⌈

α
pn−1

⌉
−d αpn e) − 1).

Puesto que cada grupo ćıclico de orden pn tiene ϕ(pn) = pn−1(p− 1) genera-

dores, obtenemos el resultado.

Nótese que si F/K es cualquier campo contenido en K(ΛPα) entonces el
conductor FF de F es un divisor de Pα.

En el curso de la demostración de la Proposición 3.10 calculamos t1(α), es
decir, el número de extensiones ćıclicas F/K de grado p tales que P es el
único primo ramificado, P∞ se descompone en F/K y FF |Pα y obtenemos
(3.3) para el caso n = 1. Ya hemos resuelto este caso en el Lema 2.13.
Aqúı presentamos otra prueba, que es más adecuada para la generalización
al caso de extensiones ćıclicas de grado pn.

Proposición 3.10. Cualquier extensión ćıclica F/K de grado p tal que el

primo finito P es el único primo ramificado, P∞ es totalmente descompuesto

y FF |Pα, está contenida en K(ΛPα).

Demostración. De la teoŕıa de Artin-Schreier (ver la Sección 1.3), tenemos

que el campo F está dado por F = K(y) con la ecuación de Artin-Schreier

de y normalizada como describe Hasse (ver [4]). Esto es

yp − y =
Q

P λ
,

donde P ∈ R+
T , Q ∈ RT , (P,Q) = 1, λ > 0, p - λ, grQ < gr P λ. Ahora bien,

el conductor FF satisface FF = Pλ+1, luego λ ≤ α− 1.

Tenemos que si F = K(z) con zp − z = a entonces existen j ∈ F∗q y c ∈ K

tales que z = jy+c y a = j
Q

P λ
+℘(c), donde ℘(c) = cp−c (ver la Proposición

2.6). Si a también está dado en su forma normal entonces c =
h

P γ
con pγ ≤ λ

(de hecho pγ < λ dado que (λ, p) = 1) y gr h < gr P γ o bien h = 0. Sea

γ0 :=

[
λ

p

]
. Entonces cualquier tal c puede escribirse como c =

hP γ0−γ

P γ0
. Por

lo tanto c ∈ G := { h

P γ0
|h ∈ RT , gr h < gr P γ0 = dγ0 o h = 0}.



50 Caṕıtulo 3. La máxima extensión abeliana

Si c ∈ G y j ∈ {1, 2, . . . , p− 1} tenemos

a = j
Q

P λ
+ ℘(c) = j

Q

P λ
+

hp

P pγ0
+

h

P γ0

=
jQ+ P λ−pγ0hp + P λ−γ0h

P λ
=
Q1

P λ
,

con gr Q1 < gr P λ. Dado que λ − pγ0 > 0 y λ − γ0 > 0, tenemos que

(Q1, P ) = 1. Por lo tanto a está en su forma normal.

Se sigue que el mismo campo tiene |F∗p||℘(G)| diferentes representaciones en

forma estándar. Ahora, G y ℘(G) son grupos aditivos y ℘ : G → ℘(G) es un

epimorfismo de grupos cuyo núcleo es ker ℘ = G ∩ {c|℘(c) = cp − c = 0} =

G ∩ Fp = {0}. Tenemos |℘(G)| = |G| = |RT/(P
γ0)| = qdγ0 .

De lo anterior obtenemos que el número de diferentes extensiones ćıclicas

F/K de grado p tales que el conductor de K es FF = Pλ+1, es igual a

Φ(P λ)

|F∗p||℘(G)|
=
qd(λ−1)(qd − 1)

(p− 1)qdγ0
=
qd(λ−[λ

p
]−1)(qd − 1)

p− 1

=
Φ(P λ−[λ

p
])

p− 1
.

(3.10)

Por lo tanto, el número de diferentes extensiones ćıclicas F/K de grado p tales

que el conductor FF de K es un divisor de Pα está dado por t1(α) = w(α)
p−1

donde

w(α) =
α−1∑
λ=1

(λ,p)=1

Φ(P λ−[λ
p

]). (3.11)

Para obtener w(α) escribimos α − 1 = pt0 + r0, t0 ≥ 0 y 0 ≤ r0 ≤ p − 1.

Ahora {λ|1 ≤ λ ≤ α − 1, (λ, p) = 1} = A ∪ B donde A = {pt + r|0 ≤ t ≤
t0 − 1, 1 ≤ r ≤ p− 1} y B = {pt0 + r|1 ≤ r ≤ r0}.
Entonces
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w(α) =
∑
λ∈A

Φ(P λ−[λ
p

]) +
∑
λ∈B

Φ(P λ−[λ
p

]).

Donde entenderemos que si un conjunto A o B es vaćıo, la suma respectiva

es cero. Luego

w(α) =
∑

0≤t≤t0−1
1≤r≤p−1

qd(pt+r−t−1)(qd − 1) +

r0∑
r=1

qd(pt0+r−t0−1)(qd − 1)

= (qd − 1)

[
(

t0−1∑
t=0

qd(p−1)t)(

p−1∑
r=1

qd(r−1)) + qd(p−1)t0

r0∑
r=1

qd(r−1)

]

= (qd − 1)

[
qd(p−1)t0 − 1

qd(p−1) − 1

qd(p−1) − 1

qd − 1
+ qd(p−1)t0

qdr0 − 1

qd − 1

]
= qd(p−1)t0 − 1 + qd(p−1)t0+dr0 − qd(p−1)t0 = qd((p−1)t0+r0) − 1

= qd(pt0−t0+r0) − 1 = qd(α−1−[α−1
p ]) − 1.

(3.12)

Por lo tanto, el número de diferentes extensiones ćıclicas F/K de grado p tal

que P es el único primo ramificado, FF |Pα y P∞ se descompone, es

t1(α) =
w(α)

p− 1
=
qd(α−1−[α−1

p
]) − 1

p− 1
.

Por el Lema 1.7 (b) se sigue que

t1(α) =
w(α)

p− 1
=
qd(α−1−dα

p
e+1) − 1

p− 1
=
qd(α−[α

p
]) − 1

p− 1
= v1(α). (3.13)

Luego de (3.13), tenemos la demostración de la Proposición 3.10.

La Proposición 3.10 prueba (3.3) para n = 1 y para todo α ∈ N.

Ahora consideremos cualquier extensión ćıclica Kn/K de grado pn tal que P
es el único primo ramificado y es totalmente ramificado, P∞ es descompuesto
totalmente en Kn/K y FKn|Pα. Queremos probar que Kn ⊆ K(ΛPα), esto
es, (3.3): tn(α) ≤ vn(α). Esto se demostrará por inducción sobre n. El caso
n = 1 es la Proposición 3.10. Supongamos que cualquier extensión ćıclica
Kn−1 de grado pn−1, n ≥ 2 tal que P es el único primo ramificado y es total-
mente ramificado, P∞ es descompuesto totalmente en Kn−1/K y FKn−1|Pδ
está contenido en K(ΛP δ), donde δ ∈ N.
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Sea Kn cualquier extensión ćıclica de grado pn tal que P es el único primo
ramificado y es totalmente ramificado, P∞ es descompuesto totalmente en
Kn/K y FKn|Pα. Sea Kn−1 el subcampo de Kn de grado pn−1 sobre K. Ahora
consideramos Kn/K generada por el vector de Witt β = (β1, . . . , βn−1, βn),
esto es,

℘(y) = yp
•
– y = β

y suponemos que β está en su forma normal descrita por Schmid (ver [20]
y el Teorema 3.5). Entonces Kn−1/K está dada por el vector de Witt β′ =
(β1, . . . , βn−1).

Si λ := (λ1, . . . , λn−1, λn) es el vector de parámetros de Schmid, esto es, cada
βi está dado por

βi =
Qi

P λi
, dondeQi = 0 (esto es, βi = 0) y λi = 0 o bien

(Qi, P ) = 1, grQi < gr P λi , λi > 0 y (λi, p) = 1.

Dado que P es totalmente ramificado tenemos λ1 > 0.

Ahora se calcula la cantidad de extensiones diferentes Kn/Kn−1 que pueden
ser construidas por medio de βn.

Lema 3.11. Para un campo fijo Kn−1 el número de campos diferentes Kn

es menor que o igual a

1 + w(α)

p
=

1

p
qd(α−dα

p
e). (3.14)

Demostración. Para βn 6= 0, cada ecuación en forma normal está dada por

ypn − yn = zn−1 + βn, (3.15)

donde zn−1 es el elemento en Kn−1 obtenido por la generación de Witt de

Kn−1 por el vector β′ (ver [20, página 161]). De hecho zn−1 está dado, for-

malmente, por

zn−1 =
n−1∑
i=1

1

pn−i

[
yp

n−i

i + βp
n−i

i − (yi + βi + zi−1)p
n−i
]
,

con z0 = 0.
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Como en el caso n = 1, tenemos que existen Φ(P λn) diferentes βn con λn > 0.

Con el cambio de variable yn → yn + c, c ∈ Gλn :=
{

h
P γn
|h ∈ RT , gr h

< gr P γn = dγn o h = 0} donde γn =
[
λn
p

]
, obtenemos βn → βn +℘(c), tam-

bién en forma normal. Por lo tanto, el número de elementos diferentes βn

que proveen el mismo campo Kn con este cambio de variable es qd[λn
p

]. Por

lo tanto, obtenemos a lo más Φ(P λn−[λn
p

]) posibles campos Kn para cada

λn > 0 (ver 3.10). Más precisamente, si para cada βn con λn > 0 proponemos

βn := {βn + ℘(c)|c ∈ Gλn}, entonces cualquier elemento de βn da el mismo

campo Kn.

Sean

Aλn := {βn|vP(βn) = −λn},

A :=
α−1⋃
λn=1

(λn,p)=1

Aλn .

Entonces cualquier campo Kn está dado por βn = 0 o βn ∈ A. De (3.12)

tenemos que el número de campos Kn que contienen al campo fijo Kn−1 que

obtenemos en (3.15) es menor que o igual a

1 + |A| = 1 + w(α) = qd(α−1−[α−1
p

]) = qd(α−1−dα
p
e+1)

= qd(α−dα
p
e).

(3.16)

Ahora, con la sustitución yn → yn + jy1, j = 0, 1, . . . , p − 1, en (3.15) obte-

nemos

(yn + jy1)p − (yn + jy1) = ypn − yn + j(yp1 − y1) = zn−1 + βn + jβ1.

Por lo tanto cada una de las extensiones obtenidas en (3.15) son repetidas

al menos p veces, esto es, para cada βn, obtenemos la misma extensión con

βn, βn + β1, . . . , βn + (p − 1)β1. Vamos a probar que los diferentes βn + jβ1

corresponden a diferentes elementos de {0} ∪ A.

Fijamos βn. Modificamos cada βn + jβ1 para llevarlo a su forma normal:

βn + jβ1 + ℘(cβn,j) para algún cβn,j ∈ K. De hecho, βn + jβ1 está siempre en
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su forma normal, con la posible excepción en que λn = λ1 y en este caso se

tiene para a lo más un ı́ndice j ∈ {0, 1, . . . , p− 1}: si λn 6= λ1,

vP(βn + jβ1) =

{
−λn si j = 0

−máx{−λn,−λ1} si j 6= 0.

Cuando λn = λ1 y si vP(λn + jλ1) = u > −λn = −λ1 y p|u, tenemos para

i 6= j, vP(βn + jβ1) = vP(βn + jβ1 + (i − j)β1) = −λn = −λ1. En otras

palabras cβn,j = 0 con muy pocas excepciones.

Cada µ = βn + jβ1 + ℘(cβn,j), j ∈ {0, 1, . . . , p − 1} satisface ya sea µ = 0 o

bien µ ∈ A. Veremos que todos estos elementos dan diferentes elementos de

{0} ∪ A.

Si βn = 0, entonces para j 6= 0, vP(jβ1) = −λ1, aśı jβ1 ∈ A. Ahora, si

jβ1 = iβ1, entonces

jβ1 = β′n + ℘(c1) y iβ1 = β′n + ℘(c2)

para algún β′n 6= 0 y algunos c1 c2 ∈ Gλ1 . Se sigue que (j− i)β1 = ℘(c2− c1) ∈
℘(K). Esto no es posible por la elección de β1, a menos que j = i.

Sea βn 6= 0. El caso βn + jβ1 = 0 para algún ı́ndice j ∈ {0, 1, . . . , p − 1} ya

se ha considerado en el primer caso. Aśı, consideramos el caso βn + jβ1 +

℘(cβn,j) 6= 0 para todo j. Si para algunos i, j ∈ {0, 1, . . . , p − 1} tenemos

βn + jβ1 + ℘(cβn,j) = βn + iβ1 + ℘(cβn,i) entonces existen β′n y c1 c2 ∈ K

tales que

βn + jβ1 + ℘(cβn,j) = β′n + ℘(c1) y βn + iβ1 + ℘(cβn,i) = β′n + ℘(c2)

Se sigue que (j − i)β1 = ℘(c1 − c2 + cβn,i − cβn,j) ∈ ℘(K) aśı que i = j.

Luego cada campo Kn es representado por al menos p diferentes elementos

de {0} ∪ A. El resultado se sigue.

De acuerdo con Schmid (ver [20, página 163]), el conductor de Kn es PMn+1,
donde Mn = máx{pMn−1, λn} y PMn−1+1 es el conductor de Kn−1. Dado que
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FKn|Pα tenemos Mn ≤ α − 1. Luego pMn−1 ≤ α − 1 y λn ≤ α − 1. Por lo
tanto FKn−1 |Pδ con

δ =

[
α− 1

p

]
+ 1.

Proposición 3.12. Recordemos que para n, α ∈ N, denotamos por vn(α) al

número de grupos ćıclicos de orden pn contenidos en (RT/(P
α))∗. Tenemos

vn(α)

vn−1(δ)
=
qd(α−dα

p
e)

p
, donde δ =

[
α− 1

p

]
+ 1.

Demostración. De la Proposición 3.9 obtenemos

vn(α) =
q
d(α−d α

pn−1 e)(q
d(d α

pn−1 e−d
α
pn
e) − 1)

pn−1(p− 1)

=
q
d(α−d α

pn−1 e)

pn−1(p− 1)
(q
d(d α

pn−1 e−d
α
pn
e) − 1) y

vn−1(δ) =
q
d(δ−d δ

pn−2 e)(q
d(d δ

pn−2 e−d
δ

pn−1 e) − 1)

pn−2(p− 1)

=
q
d(δ−d δ

pn−2 e)

pn−2(p− 1)
(q
d(d δ

pn−2 e−d
δ

pn−1 e) − 1)

Del Lema 1.7 tenemos⌈
δ

pn−2

⌉
−
⌈

δ

pn−1

⌉
=

([
δ − 1

pn−2

]
+ 1

)
−
([

δ − 1

pn−1

]
+ 1

)

=

[
δ − 1

pn−2

]
−
[
δ − 1

pn−1

]
=


[
α− 1

p

]
pn−2

−

[
α− 1

p

]
pn−1


=

[
α− 1

pn−1

]
−
[
α− 1

pn

]
=

(⌈
α

pn−1

⌉
− 1

)
−
(⌈

α

pn

⌉
− 1

)
=

⌈
α

pn−1

⌉
−
⌈
α

pn

⌉
,
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δ −
⌈

δ

pn−2

⌉
=

([
α− 1

p

]
+ 1

)
−
([

δ − 1

pn−2

]
+ 1

)

=

[
α− 1

p

]
−
[
δ − 1

pn−2

]
=

[
α− 1

p

]
−


[
α− 1

p

]
pn−2


=

[
α− 1

p

]
−
[
α− 1

pn−1

]
.

Luego

vn−1(δ) =
q
d
(
[α−1
p ]−

[
α−1

pn−1

])
pn−2(p− 1)

(
q
d
(
d α
pn−1 e−d

α
pn
e
)
− 1

)
Por lo tanto, de nuevo por el Lema 1.7,

vn(α)

vn−1(δ)
=

q
d

(
α−

⌈
α

pn−1

⌉)
pn−1(p−1)

(
q
d(d α

pn−1 e−d
α
pn
e) − 1

)
q
d

(
[α−1
p ]−

[
α−1
pn−1

])
pn−2(p−1)

(
q
d
(
d α
pn−1 e−d

α
pn
e
)
− 1

) =

=
1

p
q
d
(
α−
⌈

α
pn−1

⌉
−[α−1

p ]+
[
α−1

pn−1

])

=
1

p
q
d
(
α−
⌈

α
pn−1

⌉
−(dαp e−1)+

(⌈
α

pn−1

⌉
−1
))

=
1

p
qd(α−d

α
p e).

Esto prueba el resultado.

Por lo tanto, de la Proposición 3.12 y del Lema 3.11 (3.14) y como, por la
hipótesis de inducción, tn−1(δ) = vn−1(δ), obtenemos

tn(α) ≤ tn−1(δ)(
1

p
qd(α−d

α
p e)) = vn−1(δ)(

1

p
qd(α−d

α
p e)) = vn(α).

Esto prueba (3.3) y, por lo tanto, el Teorema 3.1.

3.5. Demostración alternativa

Mantenemos la misma notación que en la secciones anteriores. Sea F/K que
satisface las condiciones (3.2) y con conductor un divisor de Pα. Daremos
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una demostración alternativa de (3.3), la cual tiene la ventaja de ser más
directa. Tenemos FF = PMn+1 donde

Mn = máx{pn−1λ1, p
n−2λ2, . . . , pλn−1, λn},

(ver [20]). Por lo tanto

FF |Pα si y sólo siMn + 1 ≤ α si y sólo si pn−iλi ≤ α− 1, i = 1, . . . , n.

Aśı λi ≤
[
α− 1

pn−i

]
. Estas condiciones nos dan todas las extensiones ćıclicas

de grado pn donde P ∈ R+
T es el único primo ramificado, es totalmente rami-

ficado, p∞ es descompuesto totalmente y su conductor divide a Pα. Ahora
estimaremos el número de formas diferentes de generar a F.

Sea F = K(y). Primero, nótese que con el cambio de variable yi por yi + ci
para cada i, ci ∈ K, obtenemos la misma extensión. Para estas nuevas formas
de generar a F satisfaciendo (3.2), debemos tener:

(1) Si λi = 0, ci = 0.

(2) Si λi > 0, entonces ci ∈ { h
P γi
|h ∈ RT , gr h < gr P γi = dγi o h = 0},

donde γi =
[
λi
p

]
. Luego tenemos a lo más Φ(P λi−[λip ]) extensiones para

este λi (ver (3.10)). Dado que 1 ≤ λi ≤
[
α−1
pn−i

]
y (λi, p) = 1, si definimos

δi :=
[
α−1
pn−i

]
+ 1, de (3.11)) y (3.12)) obtenemos que hay a lo más

w(δi) =

δi−1∑
λi=1

(λi,p)=1

Φ(P λi−[λip ]) = qd(δi−1−[ δi−1

p ]) − 1 (3.17)

diferentes expresiones para todos los posibles λi > 0.
Ahora por el Lema 1.7 tenemos

δi − 1−
[
δi − 1

p

]
=

[
α− 1

pn−i

]
−


[
α−1
pn−i

]
p

 =

[
α− 1

pn−i

]
−
[
α− 1

pn−i+1

]
.

Por lo tanto

w(δi) = q
d
([

α−1

pn−i

]
−
[

α−1

pn−i+1

])
− 1. (3.18)
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Cuando λi = 0, tenemos a lo más w(δi) + 1 extensiones con parámetro λi.
Por lo tanto, dado que λ1 > 0 y λi ≥ 0 para i = 2, . . . , n, tenemos que el
número de extensiones que satisfacen las condiciones (3.2) y con conductor
un divisor de Pα es a lo más

sn(α) := w(δ1) ·
n∏
i=2

(w(δi) + 1).

De (3.18) obtenemos

sn(α) = (q
d
([

α−1

pn−1

]
−[α−1

pn ]
)
− 1) ·

n∏
i=2

q
d
([

α−1

pn−i

]
−
[

α−1

pn−i+1

])
.

Luego
n∏
i=2

(w(δi) + 1) = qdµ, donde

µ =
n∑
i=2

([
α− 1

pn−i

]
−
[
α− 1

pn−i+1

])
=

n∑
i=2

[
α− 1

pn−i

]
−

n−1∑
j=1

[
α− 1

pn−j

]
=

[
α− 1

pn−n

]
−
[
α− 1

pn−1

]
= α− 1−

[
α− 1

pn−1

]
.

Por lo tanto

sn(α) = (q
d
([

α−1

pn−1

]
−[α−1

pn ]
)
− 1) · qd

(
α−1−

[
α−1

pn−1

])

= q
d
([

α−1

pn−1

]
−[α−1

pn ]+α−1−
[
α−1

pn−1

])
− qd

(
α−1−

[
α−1

pn−1

])

= qd(α−1−[α−1
pn ]) − qd

(
α−1−

[
α−1

pn−1

])
.

Del Lema 1.7 (b) obtenemos

α− 1−
[
α− 1

pn

]
= α−

⌈
α

pn

⌉
y α− 1−

[
α− 1

pn−1

]
= α−

⌈
α

pn−1

⌉
.

Aśı, por la Proposición 3.9

sn(α) = qd(α−d
α
pn e) − qd

(
α−
⌈

α
pn−1

⌉)
= pn−1(p− 1)vn(α).

Finalmente, como en el caso Artin-Schreier, el cambio de variable y → j
•
×y

con j ∈ Wn(Fp)∗ ∼= (Z/pnZ)∗ da el mismo campo y tenemos β → j
•
×β. Por

lo tanto

tn(α) ≤ sn(α)

ϕ(pn)
=

sn(α)

pn(p− 1)
= vn(α).
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Esto prueba (3.3) y, por lo tanto, el Teorema 3.1. Finalmente, presentamos
dos ejemplos que ilustran el resultado y las técnicas usadas.

Ejemplo 3.2. Viene del Ejemplo 1.5. Consideremos n = 2, q = p = 3 y

y = (y1, y2) de manera que

y3 •– y = (T, 0).

Tenemos

K2 = K1(y2)

3

P9
∞

K1 = K0(y1)

3

p3
∞

K = K0 = F3(T ) P∞
Entonces y3

1 − y1 = T donde (T )K0 = P0

P∞ , y y3
2 − y2 + y7

1 − y5
1 = 0, y3

2 − y2 =

−y4
1 · T donde (−y4

1 · T )K1 = A
p4∞p3∞

= A
p7∞

pues ν∞,1(y3
1 − y1) = −3, luego

ν∞,1(y1) = −1.

La contribución de P∞ al diferente DK2/K es P∞ a la potencia

(p− 1)
n∑
i=1

(Mi+2−n + 1)pi−1,

(ver [12, Proposition 1]). Como n = 2, λ2 = 0, y λ1 = 1, tenemosM1 = λ1 = 1

y M2 = máx{32−1(1), λ2} = 3. Se tiene

DK2/K = P28
∞.

El exponente en el conductor es M2 + 1 (ver [20, página 163]). Luego el

conductor es

FK2 = P4
∞.

Por la Proposición 3.6, la extensión de constantes relevante corresponde a

Fqpn = F332 = F39 , por lo tanto,

K2 ⊆ F39(T )(Λ1/T 4).



60 Caṕıtulo 3. La máxima extensión abeliana

Obtengamos en qué ciclotómico se encaja K1. Por el Lema 2.13 tenemos

K1 ⊆ Fqp(T )(Λ1/Tλ1+1), por lo tanto

K1 ⊆ F27(T )(Λ1/T 2).

Ejemplo 3.3. Viene del Ejemplo 3.1.

Sean K = F3(T ) y n = 2. Consideremos K2 = K(y) donde

y3 •– y = β con β =

(
1

T 2 − 1
,
T 6 + T 3 − T − 1

T (T 2 − 1)3

)
.

Por la Observación 3.2, tenemos K2 = K(y) ⊆ K(z1, z2, z3) donde

z3
1

•
– z1 =

(
0,

1

T

)
,

z3
2

•
– z2 =

(
−1

T − 1
, 0

)
,

z3
3

•
– z3 =

(
1

T + 1
, 0

)
.

Estudiaremos separadamente las tres extensiones.

1. z3
11 − z11 = 0 y z3

12 − z12 + z7
11 − z5

11 = 1
T
. Podemos tomar z11 = 0, luego

z3
12 − z12 = 1

T
. M1 = λ1 = 0 y λ2 = 1, aśı M2 = máx{32−1(0), 1} = 1.

Entonces la aportación de P0 al conductor es P2
0 .

2. z3
21 − z21 = −1

T−1
y z3

22 − z22 + z7
21 − z5

21 = 0, luego z3
22 − z22 = 1

T−1
z4

21.

Tenemos M1 = λ1 = 1 y λ2 = 0, aśı M2 = máx{32−1(1), 0} = 3. La

aportación de P1 al conductor es P4
1 .

3. z3
31 − z31 = 1

T+1
y z3

32 − z32 + z7
31 − z5

31 = 0, luego z3
32 − z32 = −1

T+1
z4

31.

Tenemos M1 = λ1 = 1 y λ2 = 0, aśı M2 = máx{32−1(1), 0} = 3. La

aportación de P−1 al conductor es P4
−1.

La extensión de constantes relevante corresponde a Fqpn = F39 . Concluimos

que en este caso

K2 ⊆ F39(T )(ΛT 2(T 2−1)4).
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Conclusiones y perspectivas

Se consideraron separadamente los casos de ramificación moderada y ramifi-
cación salvaje. La prueba del teorema en el caso moderadamente ramificado
es similar a la de Hilbert. Por otro lado, el hecho de que, a diferencia del
caso clásico, para campos de funciones haya una infinidad de extensiones
ćıclicas de grado p sobre Fq(T ) donde precisamente un divisor primo fijo es
ramificado, hizo necesaria la búsqueda de una nueva estrategia. Un primer
paso fue, para el caso de ramificación salvaje, el encaje de las extensiones
de Artin-Schreier en extensiones ciclotómicas compuestas con extensiones de
constantes y, en general, el encaje de las extensiones cuadráticas en extensio-
nes ciclotómicas compuestas con extensiones de constantes. El siguiente ob-
jetivo fue estudiar los vectores de Witt con el fin de encajar las p-extensiones
ćıclicas en extensiones ciclotómicas compuestas con extensiones de constan-
tes. La experiencia con las extensiones de Artin-Schreier fue provechosa para
las demostraciones del caso de extensiones ćıclicas de grado pn, tanto en el
argumento por inducción sobre n como en el directo.

Se plantea a futuro el estudio de caracteres sobre campos de funciones en una
variable con campo de constantes finito y no sólo sobre campos de funciones
racionales, para lo cual es necesario abordar el estudio de la máxima extensión
abeliana de un campo de funciones arbitrario. Puesto que uno de los objetivos
de los módulos de Drinfeld es la generalización del Teorema de Kronecker-
Weber a este tipo de campos, será importante tener en mente la estrategia
de conteo que resultó fruct́ıfera en el caso de campos de funciones racionales,
para la exploración de este tema.
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BIBLIOGRAFÍA
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