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Introduccion

Si bien existen referencias aisladas previas del concepto de prerradical como
cierto tipo de funtor sobre la categoria de R—moddulos, son los matematicos
de origen checo L. Bican, P. Jambor, T. Kepka y P. Némec los primeros en
manifestar la necesidad de proveer, en sus propias palabras, “un antecedente
de la teoria de prerradicales” ([2], pdg. 75), asi como de investigar més pro-
fundamente sus propiedades.

En nuestro pais, el grupo de Teoria de Anillos, constituido por los investi-
gadores’ Rogelio Fernandez-Alonso, Francisco Raggi, Hugo Rincén, José Rios
y Carlos Signoret, de tres distintos centros de investigacién (el Departamen-
to de Matemaéticas de la UAM-Iztapalapa, el Instituto de Matematicas de la
UNAM vy la Facultad de Ciencias de la UNAM), ha estudiado la teoria de
prerradicales sobre un anillo R (asociativo, con elemento unitario y no nece-
sariamente conmutativo) desde un punto de vista reticular, el cual ha probado
ser muy Uutil no sélo en diversas ramas del Algebra, sino de la matemética en
general. En este contexto aparece el problema de describir la estructura de la
reticula de prerradicales sobre R. Al respecto, surge la cuestiéon de saber en

qué casos es posible dar respuesta a preguntas como las siguientes:

1) (Es la reticula de prerradicales sobre R un conjunto? Y, de serlo, ;es

finito?

2) (Es distributiva la reticula de prerradicales sobre R?

'En riguroso orden alfabético.
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VIII INTRODUCCION

3) (Es posible describir los elementos irreducibles y primos de la reticula

de prerradicales sobre R?

El objetivo principal del presente trabajo es ofrecer una descripcion de la
reticula de prerradicales sobre R y responder a las preguntas 1)—3), en el caso
especial de R = Zyn, donde p es un nimero primo y n > 1. Para tal propdsito
se hace uso de diversas teorias de la matemaética, tales como: la Teoria de
Reticulas? (que es posible ubicar dentro de la Combinatoria), la Teorfa de
Anillos y Médulos y, por supuesto, la Teoria de Prerradicales. Esta suerte de
“eclecticismo” desde el punto de vista metodoldgico es quizas la caracteristica
primordial de este trabajo, el cual se compone de cinco capitulos. Presentamos
a continuacién el contenido sintético de cada uno de ellos.

En el primer capitulo se establecen los conceptos y propiedades elementales
de la Teorfa de Reticulas y de la Teoria de Anillos y Mdédulos. Asimismo,
aunque de manera muy concisa, se presentan los elementos bésicos de la Teoria
de Categorias y Funtores. Lo anterior, con el fin de contar con los prerrequisitos
necesarios para introducir la nocién de prerradical.

En el segundo capitulo se presenta la teoria bésica de prerradicales y sus
propiedades.

En el tercer capitulo destaca un resultado de la Teoria de Grupos (abelianos)
probado en la década de los 40’s por el mateméatico ruso L. Ya. Kulikov, al
que en adelante nos referiremos como el Teorema de Kulikov, el cual ofrece un
criterio para determinar bajo qué condiciones un p—grupo es suma directa de
subgrupos ciclicos.

Por su parte, el cuarto capitulo estd destinado a presentar tres reticulas
que resultan ser isomorfas y que cuentan con propiedades muy importantes.

Finalmente, en el quinto capitulo desemboca, se unifica y cobra sentido el
material expuesto en los capitulos anteriores : como consecuencia del Teorema

de Kulikov, el comportamiento de los prerradicales sobre Z,» depende sélo de

2En inglés, ‘Lattice Theory’.



IX

su conducta sobre los ideales de éste tultimo, los cuales forman una cadena
de longitud n. Gracias a este comportamiento, y al hecho de que la reticula
de prerradicales sobre Z,» resulta ser isomorfa a las reticulas estudiadas en el
Capitulo 4, es posible llevar a cabo nuestro objetivo inicial de manera bastante
sencilla.

Ahora bien, una vez alcanzado este primer peldano, una pregunta nat-
ural es si se puede generalizar a una clase mas extensa de anillos la situacién
anterior. La respuesta es afirmativa si se consideran anillos R del tipo de
Zyn , es decir, anillos locales (con un tnico ideal maximo) y que cumplan una
propiedad anéloga a la del Teorema de Kulikov, esto es, que todo R—méddu-
lo (izquierdo y derecho) pueda escribirse como suma directa de submdédulos
ciclicos. Tales anillos reciben el nombre de anillos de Kéthe ([5]). En particu-
lar, todo anillo uniserial (artiniano de ideales principales) es de Kothe. Luego,
todo anillo uniserial local cumple con las condiciones deseadas y es posible
generalizar el tratamiento expuesto mas adelante para dicho tipo de anillos
(ver [10]). De esta manera, el presente trabajo abre la puerta a la biisqueda
de clases de anillos sobre los que se pueda hacer una descripcién similar de la

reticula de prerradicales.
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Capitulo 1

Preliminares

A fin de que el presente trabajo sea lo mas autocontenido posible, en este
primer capitulo se presentan las definiciones y propiedades basicas relativas a
conjuntos parcialmente ordenados y reticulas, grupos y médulos, asi como el
lenguaje categérico necesario y gran parte de la notacién y terminologia que se
usardn en lo subsecuente. Se suponen conocidos algunos conceptos elementales
como los de relacién y diagrama de Hasse. Ademds, omitimos la demostracién
de algunos resultados al considerarlos del dominio comtn, o bien, al ser ejer-
cicios de alguna fuente citada en la bibliografia. En este tltimo caso, se anexa

a la propiedad la referencia correspondiente.

1.1. Copos y reticulas

1.1.1. Conjuntos parcialmente ordenados

Definicion 1.1 Una relacion “ <7 sobre un conjunto P es un orden parcial

s1 es:

1) Reflexiva : ¥V a € P (a < a)

2) Antisimétrica : ¥ a,b€ P [(a<b y b<a)= a=1]
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3) Transitiva : ¥ a,b,c € P [(a<b y b<c¢)=a<(].

En tal caso, se llama a la pareja (P, <) un conjunto parcialmente ordenado o

copo.

Notacion 1.2 Denotaremos por a > b a la expresion b < a. Asimismo, se
usard la notacion a < b (b > a) para abreviar la condicion a < b, a # b

(a>0b, a#b).

Definicién 1.3 Sean (P, <) y (P',=<) dos copos y sea f : P — P’ una

funcion.

1.a) Se dice que f es un homomorfismo de copos que preserva el orden si

VabePla<b= f(a) = f(b)].

1.b) Se dice que f es un homomorfismo de copos que invierte el orden si

VabePla<b= f(a) = f(b)].

2.a) Decimos que f es un isomorfismo de copos si f es una funcion biyectiva

tal que ¥V a,b € P [a <b < f(a) = f(b)].

2.b) Decimos que f es un anti-isomorfismo de copos si f es una funcion

biyectiva tal que ¥V a,b € P [a < b < f(a) = f(b)].

Observacién 1.4 Sean (P, <) y (P', <) dos copos y sea f : P — P’ una
funcién biyectiva con inversa f~': P' — P. Entonces f es un (anti-) isomor-
fismo de copos si y solo si tanto f como su inversa f~! (invierten) preservan

el orden.

Definicién 1.5 Sean (P, <) un copo y Q@ C P. Entonces existe un orden

)

parcial natural “ <g 7 sobre Q, inducido por “ <7, tal que para a,b € Q) se
tiene que a <g b si y solo si a < b. Llamamos a (Q,<qg) (o, simplemente,

(Q, <)) un subcopo de (P,<).
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En adelante, denotaremos a la cardinalidad de un conjunto P por |P)|.

Sea (P, <) un copo. Diremos que (P, <) es finito si |P| < oc.

Definicién 1.6 Un copo (P, <) se llama plano si tiene un diagrama de Hasse

tal que ningun par de aristas se intersectan en un punto distinto de sus vértices.

Definicién 1.7 Dado un copo (P, <), con a,b € P tales que a < b, se define

el intervalo determinado por a y b como:
[a,b] :={c€ P|a<c<b}.

Definicién 1.8 Dado un copo (P,<), con a,b € P, se dice que a cubre a b

st b<a ymno existe c € P tal que b < c < a.

Observacién 1.9 Dado un copo (P, <), con a,b € P, se tiene que a cubre

ab siysolosib<ay [bal={a,b}.

Definicién 1.10 Sean (P, <) un copo y @ C P. Decimos que m € @ es:
1.a) el elemento menor de Q, si para todo a € Q, m < a;

1.b) el elemento mayor de Q, si para todo b € Q, b < m;

2.a) un elemento minimo de Q, si no existe a € Q tal que a < m;

2.b) un elemento mdximo de Q, si no existe b € Q tal que m < b.

Los elementos menor y mayor de un copo suelen denotarse por 0 y 1,

respectivamente.
Definicién 1.11 Sean (P, <) un copo y @ C P. Decimos que ¢ € P es:

1.a) una cota inferior de Q, si para todo a € @, ¢ < a;

1.b) una cota superior de Q, si para todo b € Q, b < ¢;
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2.a) el infimo de @, si es la mayor cota inferior de Q) (si existe);
2.b) el supremo de Q, si es la menor cota superior de Q (si existe).

Definicién 1.12 Sea (P, <) un copo con elemento menor y elemento mayor

0 y 1, respectivamente.

1) Un elemento a € P, a # 0, se llama dtomo si no existe b € P tal que

0<b<a.

2) Un elemento a € P, a # 1, se llama codtomo si no existe b € P tal que

a<b<l.

Observacién 1.13 Dado un copo (P, <) con elemento menor 0 y elemento

mayor 1, las siguientes afirmaciones son equivalentes para un elementob € P:
(a) b cubre a O (1 cubre a b).

(b) b es un elemento minimo (mdzimo) en el subcopo (P \ {0}, <)

(P\{1}, <))
(¢) b es un dtomo (codtomo).

Definicién 1.14 Sea (C,<) un copo. Si el orden parcial “ < 7 sobre C

satisface ademds la propiedad:
VabeC (a<b ¢ a>D),

decimos que es un orden total o lineal. En este ultimo caso, se dice que cua-

lesquiera dos elementos de C son comparables y se llama al copo (C, <) una

cadena.

Observacion 1.15 Si (C,<) es una cadena y @ C C, entonces m € Q es
un elemento menor (mayor) de Q si y sélo si m es un elemento minimo

(mdzimo) de Q. En tal caso, escribiremos:

m:=min@ (m:=mixQ).
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Definicién 1.16 Un copo (P, <) se llama inductivo si toda cadena en (P, <)

tiene una cota superior en P.

Lema 1.17 (Lema de Zorn)

Todo copo inductivo no vacio tiene (al menos) un elemento maximo.

Observacién 1.18 Si en el conjunto de cadenas en un copo no vacio (P, <)
consideramos el orden dado por la contencion, entonces, como la union de
una cadena de cadenas es también una cadena, se sigue del Lema de Zorn la

existencia de (al menos) una cadena mdzxima en (P, <).

Definicién 1.19 Sea (C, <) una cadena finita en un copo (P,<). Se define

la longitud de (C, <) como |C| — 1.

Un copo (P, <) satisface la Condicion de Cadena de Jordan-Dedekind si
todas las cadenas méaximas entre dos puntos fijos de P tienen la misma longi-

tud.

Definicién 1.20 Sea (P, <) un copo. Si toda cadena mdzima en (P, <) tiene

la misma longitud n decimos que (P, <) es graduado, de rango n.

El siguiente teorema nos ofrece una ttil caracterizacion de copo graduado.

Teorema 1.21 Para un copo finito (P, <) con elemento menor 0 y elemento

mayor 1, son equivalentes las siguientes condiciones:
(a) (P, <) satisface la Condicion de Cadena de Jordan-Dedekind.
(b) Todas las cadenas mdzximas en (P, <) tienen la misma longitud.
(c) Existe una funcion p: P — N, tal que:

(i) p(0) = 0.

(ii) Para cada a,b € P, si a cubre a b, entonces p(a) = p(b) + 1.
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Demostracion.
(a) = (b). Se sigue de inmediato del hecho de que toda cadena maxima

debe incluir a 0 y a 1.

(b) = (c). Seaac Pysea 0=qy<a1 < - <ar=a<--<ap,=1
una cadena méxima. Definimos p : P — N tal que p(a) := r. Nétese que esta
definicién no depende de la cadena ya que si 0 = by < by < - < bs =a <
-+ < by, = 1 es otra cadena méaxima, entonces, por hipétesis, debe ocurrir que
n = m Yy, por tanto, también debe suceder que r = s, pues de lo contrario
podriamos construir una cadena maxima de longitud distinta de n. Por lo
tanto, p es una funcién bien definida que claramente satisface las propiedades
(1) y (@) de (c).

(¢) = (a). Sean a,b € P y supongamos que las cadenas a = ap < a1 <
e <ap=bya=by<b <---<b, =b son maximas. Entonces se tiene
que p(a1) = p(a)+1 = p(b1), plaz) = p(a1)+1 = p(br)+1 = p(ba),..., p(b) =
plan) = plan—1) +1 = p(bp—1) + 1 = p(by). Luego, n = m, pues si n < m,
entonces p(b) = p(by) > p(by), una contradiccién. Similarmente, se obtiene

una contradicciéon de suponer que n > m. U

La funcién presentada en el inciso (c¢) del Teorema 1.21 recibe el nombre

de funcion de graduacion.

Definicién 1.22 Para un copo finito (P,<) con elemento menor 0, ele-
mento mayor 1 y con funcion de graduacion p : P — N, se define el

rango de un elemento a € P como p(a). Luego, (P,<) es de rango n si

p(1) =n.

1.1.2. Reticulas

Definicién 1.23 Un copo (L,<) es una reticula si para cada a,b € L exis-

ten el supremo y el infimo de {a,b} (que denotaremos por aVb y aADb,

respectivamente).
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Definicién 1.24 Sean (L,<,V,A) y (L', =<,V,A) dos reticulas. Una funcién

f:L— L esun

1) homomorfismo de reticulas, si:

Va,be L [fland) = fla) Af(b) y flaVb)=fla)V fb)];

2) anti-homomorfismo de reticulas, si:

Va,be L [fland) = f(a)V f(b) y flaVb)=fla)Afb)];

3) isomorfismo (anti-isomorfismo) de reticulas, si es un homomorfismo (anti-

homomorfismo) de reticulas biyectivo.

Sea (L, <,V,A) una reticula. En adelante denotaremos por Idy, al isomor-
fismo identidad de L en L. Ademés, como es natural, diremos que dos reticulas

son isomorfas si existe un isomorfismo de reticulas entre ellas.

Intuitivamente es plausible que todo (anti-)isomorfismo de reticulas es un
(anti-)isomorfismo de copos. No obstante, como las operaciones reticulares se
definen en términos del orden, también resulta que todo (anti-)isomorfismo de

copos es un (anti-)isomorfismo de reticulas, como lo afirma el siguiente:

Teorema 1.25 Sean (L, <,V,A) y (L', X,V,A) dos reticulas. Una funcion
h:L— L' esun isomorfismo (anti-isomorfismo) de copos si y sdlo si es un

isomorfismo (anti-isomorfismo) de reticulas.

Demostracién. Sea h : L — L' es un isomorfismo de copos. Por la Obser-
vacién 1.4, tanto h como su inversa h~!: L' — L preservan el orden. Luego,
h(a Ab) < h(a) y h(a Ab) = h(b), de donde h(a A b) < h(a) A h(b). Por otro
lado, h(a) A h(b) = h(a) y h(a) A h(b) = h(b), de donde h~(h(a) A h(b)) <
a 'y h7l(h(a) A k(b)) < b. Por tanto, h=1(h(a) A h(b)) < a A b; es decir,
h(a Ab) = h(a) A k(D). Se sigue que h(a A b) = h(a) A h(b). Andlogamente,

h(a Vv b) = h(a) V h(b). Concluimos que h es un isomorfismo de reticulas.
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Supongamos ahora que h : L — L’ es un isomorfismo de reticulas y sean
a,b € L tales que a < b. Por un lado, h(a) = h(a A b) = h(a) A h(b) < h(D).
Por tanto, h preserva el orden. Por otra parte, si a’,b’ € L, entonces existen
a,b € L tales que h(a) = a’ y h(b) = b. Luego, si a’ < b’ se tiene que h=1(a’) =
h=Ya Ab) = h=Y(h(a) Ah(D)) = h" Y (ha Ab) =aAb<b=h"1(hD) =
h=Y(V'). Por tanto, h~! preserva el orden. Se sigue de la Observacién 1.4 que
h es un isomorfismo de copos.

La demostracion para el caso en el que h es anti-isomorfismo es similar. O

Definicién 1.26 Una subreticula (K, <,V,A) de una reticula (L,<,V,A\) es
un subconjunto K de L tal que para cada a,b € K se tiene que aVbe K y
ahbeK.

Definicién 1.27 Decimos que (L, <,V,A) es una reticula completa si para
cada subcongunto {a;}icr de elementos de L existen el supremo de {a;}icr y el

infimo de {a;}icr (denotados por \/ a; y ) ai, respectivamente).
iel el

Definicién 1.28 Decimos que (L, <,V,A) es una reticula:
1) distributiva, si para cada a,b,c € L, a N (bVec)= (aAb)V (aAc);

2) modular, si para cada a,b,c € L, con b < a, se tiene que a A (bV ¢) =

bV (aNc);
3) autodual, si existe un anti-isomorfismo f: L — L;
4) graduada, si (L,<) como copo es graduado;
) finita, si (L, <) como copo es finito;

6) plana, si (L, <) como copo es plano.

Observacion 1.29 Toda reticula distributiva es modular.
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Figura 1.1: Diagramas pentagonal y de diamante.

Presentamos enseguida tutiles criterios que caracterizan a las reticulas dis-
tributivas y a las reticulas distributivas finitas planas, mismos que correspon-

den a los Ejercicios 2.6 de [1] y II1.1.45 de [12], respectivamente.

Teorema 1.30 Una reticula es distributiva si y solo si no contiene subreticu-
las cuyos diagramas de Hasse sean pentagonales o de diamante (véase la Figura

1.1).

Teorema 1.31 Una reticula distributiva finita (L, <,V,A\) es plana si y sdlo

st no existe un elemento cubierto por otros tres elementos en L.

Definicién 1.32 Dada una reticula (L,<,V,A) con elemento menor 0 y

elemento mayor 1, decimos que L es atémica (coatdmica), si para cada b € L,

b#0 (b+# 1), existe un dtomo (codtomo) a € L tal que a <b (a > b).
Definicién 1.33 Dada una reticula (L, <,V,A), un elemento a € L es:

1) A —irreducible, o simplemente irreducible, si:

Ve,de Lja=cANd= (a=c 6 a=d)].

2) V —irreducible, o coirreducible, si:

Ve,de Lja=cVd= (a=c 6 a=d)].
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Sea (L,<,V,A) una reticula con elemento menor 0 y elemento mayor
1. En adelante, denotaremos por [L], al conjunto de todos los elementos
irreducibles a # 1 de Lj;y, por [L]y, al conjunto de todos los elementos

coirreducibles a # 0 de L.

1.1.3. Producto de reticulas

Muchas reticulas importantes pueden ser representadas de manera mas
conveniente como combinaciones aritméticas de reticulas méas pequenas si se
usa una generalizacién de las operaciones aritméticas suma, producto y expo-

nenciacion. Nosotros nos restringiremos a hablar de las dos ultimas.

Definicién 1.34 Dadas dos reticulas (L, <,Vi,Ar) y (L', <.V, )t se

define el producto LL' como el conjunto:
LL :={(a,d') |a€ L,d €L'}.
Si definimos el orden “ <" en LL' como:
((a,d) 2 (0,V) & (a<b y o <"V,

resulta que (LL', <) es un copo.
Mads ain, se tiene que (LL', <,V,A\) es una reticula, con el supremo y el infimo

dados, de manera natural, por:
1) (a,a")V (b,b') = (aVvpb, d Vi V),
2) (a,d') A (b,0) = (aApb,a A V).

La definicién anterior se puede generalizar para el producto de n reticulas,
LiLy---L,,conn > 1. De hecho, se tiene una generalizaciéon atiin mayor, como

lo afirma la siguiente:

!Para evitar confusiones, en esta definicién distinguimos mediante la notacién a los supre-

mos e infimos de L y L.
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Definicién 1.35 Dadas dos reticulas (L, <,Vp,Ar) y (L', <',Vp,Ap), se
define a LY como el conjunto de todos los homomorfismos de reticulas f :
L' — L. Dicho conjunto, con el orden dado por f < g < f(a') < g(d’) para

cada a' € L', y con el supremo e infimo dados por:

1) fVg:=hy, con hy : L' — L un homomorfismo de reticulas tal que

para cada o' € L', hi(a’) = f(a') Vi g(d),

2) fANg:= ha, con hy : L' — L un homomorfismo de reticulas tal que

para cada o' € L', ha(a') = f(a’) A g(d'),
resulta ser una reticula.

Ejemplo 1.36 Presentamos un ejemplo al cual haremos referencia mds ade-
lante. Para cada n € N denotaremos por n+ 1 al conjunto {0,1,2,...,n}.
Claramente, (n + 1, <), con el orden heredado de (N, <), es una cadena. Mds

atn, (n+1,<,V,A), con el supremo e infimo dados por:
1) Vk,len+1, kVI=max{k,I}>?
2)Vk,len+1, kAl =min{k,l},

es una reticula.
Luego, para cadan > 1 (n+ 1)", X, V,A\) es una reticula, con el orden,
supremo e infimo dados de la siguiente manera.

Sean (ki,...,kn), (I1,...,1l,) € (n+1)". Entonces:
1) (ki,...,kn) 2 (l1,...,ln) & ki <l; para cada i € {1,...,n}.

2) (ki,....kn) V (I1,..., 1) = (m1,...,my), con m; = max{k;,l;} para

cada i € {1,...,n}.

3) (ki,....kn) A(ly,...,0,) = (my,...,m}), con m = min{k;,l;} para

cada i € {1,...,n}.

2Ver Observacién 1.15.
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1.1.4. Grandes reticulas

Gran parte de los conceptos de la Teoria de Conjuntos, tales como los
de contencién, unién, interseccién, producto cartesiano, relacién (de orden,
de equivalencia) e incluso el de funcién, pueden extenderse a clases que no
necesariamente son conjuntos. Esta afirmacion tiene una justificacién desde un
punto de vista axiomético dentro del Sistema de Godel-Bernays (o Teoria de
Clases) ([6], pdg. 9 y [14], pag. 23), en el que el objeto primitivo es la clase. En
este contexto mas general, podemos hablar de clase parcialmente ordenada,’
llamando a una clase parcialmente ordenada que cumple las propiedades de

reticula una gran reticula.

1.2. Grupos

En lo sucesivo, por “grupo” entenderemos un grupo abeliano bajo la no-
tacién aditiva, con elemento neutro 0. Asimismo, denotaremos por P al con-
junto de los nimeros primos y, por p, a un nimero primo fijo.

Sea A un grupo. Recordemos que el orden de un elemento a € A, que en
adelante denotaremos por o(a), es el menor entero positivo n tal que na = 0,
cuando éste existe. En tal caso, decimos que a es de orden finito; de lo contrario,
decimos que a es de orden infinito y escribimos o(a) = occ.

Por su parte, si B es un subgrupo de A, escribiremos B < A. También,

como es usual, el subgrupo trivial {0} serd denotado simplemente por 0.

Definicion 1.37 Dado un grupo A, decimos que:

3También es posible definir una clase parcialmente ordenada como una categorfa C (véase
la seccién 1.4) tal que para cada A, A’ € C' existe un tinico morfismo f: A — A’, en cuyo
caso se escribe A < A’, y que cumple las siguientes propiedades:

1) Para toda A € C, A < A.

2) Para cada A, A", A" € C,si A< A"y A’ < A”, entonces A < A”.

(Ver [6], pag. 239).
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1) A es un grupo de torsion, si todo elemento de A es de orden finito.

2) A es libre de torsidn, si ninguno de sus elementos, a excepcion del 0, es

de orden finito.

Definiciéon 1.38 Un grupo A se llama p—primario o p—grupo si para todo

a € A eriste k € N tal que o(a) = p".

Definiciéon 1.39 Un grupo A se llama elemental si para todo 0 # a € A,
o(a) = pip2...pn, CON D1,D2,...,Pn primos distintos; es decir, si todos los

elementos de A tienen drdenes finitos y libres de cuadrados.

Definicion 1.40 Sean A un grupo. Paran > 0 se definen los siguientes sub-
grupos de A:
nA:={nala€ A}

An]:={ala€ A, na=0}.

Luego, a € nA siy sélo si la ecuacién nx = a tiene una solucién = € A,

y a € An] siysolosi o(a) es finito y o(a)|n.

Definicion 1.41 Un grupo A es acotado si existe n >0 tal que nA =0. En

tal caso también se dice que A es n—acotado.

Observacion 1.42 Los p—grupos, grupos elementales y grupos acotados son

de torsion.
Definicion 1.43 Sea A un grupo y a € A.

1) Si p'x = a no es soluble para algin r € N,* entonces existe el mayor
entero no negativo rg para el cual p"°x = a es soluble para algin x € A.

En este caso, se llama a ro la p—altura de a.

4y, por tanto, en tal caso, p®z = a no es soluble V& > r.
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2) Si p"x = a es soluble para cada r, se dice que a es de p—altura infinita.

Observacion 1.44 De hecho, 0 es de altura infinita en cada primo.

Denotamos a la p—altura de un elemento a € A como hy(a). Si a es de

p—altura infinita, escribimos h,(a) = oco.
Definiciéon 1.45 Sea A un grupo. Se define la p-componente de A como:
Ay ={acAldneN, ofa)=p"} <A

Definicién 1.46 Sea A un grupo. Un conjunto { a1, as,...,a;} de ele-

mentos de A distintos de cero es llamado independiente si
niay + ngas + - - -+ ngap =0 (TLZ EZ)

implica que:

nia; = naag = -+ = NEap = 0.
Mads explicitamente, lo anterior significa que, para cada i = 1,2,...,k, se
tiene que:
o(a;) =0 y n;=0,
o bien,

o(a;) < oo y o(ai)‘ni.

Un conjunto de elementos no cero de A es dependiente si no es indepen-

diente.

Observacion 1.47 La definicion anterior puede ampliarse al caso de un sub-
conjunto infinito de A: si L = {aa}oer (con I un conjunto de indices
arbitrario) es un conjunto de elementos distintos de cero de A, entonces L
se dice independiente si todo subconjunto finito de L lo es. De este modo, la

independencia es, por definicion, una propiedad de cardcter finito.
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Definiciéon 1.48 Un conjunto independiente M de un grupo A es mdximo
st ningun conjunto independiente en A contiene a M propiamente; asi, si

0#a€ A\ M, entonces M U{a} ya no es un conjunto independiente.

Observaciéon 1.49 Por el Lema de Zorn, todo conjunto independiente en un

grupo A puede ser extendido a uno mdzximo.

1.3. Anillos y Mdédulos

1.3.1. Notacién y definiciones

En adelante, denotaremos por R a un anillo asociativo con 1 # 0.

Asimismo, asumiremos las definiciones de anillo, ideal izquierdo, ideal (bi-
lateral), anillo cociente, asi como los tres Teoremas de Isomorfismo de Noether.
A continuacion expondremos la notacion, definiciones y propiedades bésicas

de la Teoria de Médulos.

Definicién 1.50 Un R—mddulo (izquierdo)® es una pareja (M, \) donde M
esun grupoy A: R x M — M es una funcion dada por \(r,z)=r-x para

cadar € R, x € M, tal que:
1)VreR, Voe,ye M, r-(x4+y)=r-x+r-y;
2)Vr,seR, Ve eM, (r+s)-x=r-x+s-z;
3)Vr,se R, YeeM, (rs)-x=r-(s-x);
4)VYereM, 1-z=uzx.
Suele llamarse multiplicacion escalar a la funcién A antes definida.

Ejemplo 1.51 Si bien la lista de ejemplos de R—mddulos es grande y bastante
bien conocida, hacemos énfasis en un par de ellos por ser relevantes para la

teoria que presentaremos posteriormente:

5Una definicién anéloga se tiene para R—médulo derecho.
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1) Sea R = 7. Para cualquier grupo A la funcion X\ : Rx A — A dada por
A(n,a) = na para toda n € Z y para toda a € A claramente satisface
las propiedades de la Definicion 1.50. Luego, todo grupo abeliano es un

Z—mddulo.

2) R es R—mddulo, es decir, todo anillo resulta ser mddulo sobre si mismo.
En lo subsecuente denotaremos simplemente por M a un R—mdédulo (M, ).

Definicion 1.52 Sean M y N dos R—mddulos. Una funcion f: M — N

se llama:

1) Homomorfismo de R—mddulos o R—homomorfismo, si para cada r,s €

R y para cada x,y € M se tiene que:
fr-z+s-y)=r-f(z)+s-f(y)

2) Monomorfismo, si f es un R—homomorfismo inyectivo.
3) Epimorfismo, si f es un R—homomorfismo suprayectivo.

4) Isomorfismo, si f es un R—homomorfismo biyectivo.

Se dice que dos R—mdédulos M y N son isomorfos si existe un isomorfismo
entre ellos. En tal caso, se escribe M = N. Usaremos esta notacién mas
adelante.

Como es usual, para cada pareja de R—moddulos M y N denotaremos
por Homp(M, N) al conjunto de todos los R—homomorfismos f : M — N.

Presentamos a continuacion un resultado auxiliar bien conocido.

Lema 1.53 Sea M wun R—mddulo. Para cada © € M consideremos a los
R—homomorfismos dy : R — M tales que para cada r € R, dy(r) :=r - x.

Entonces:

Homp(R,M) ={d, |z € M}.
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Definiciéon 1.54 Sean M un R—mddulo y N C M. Decimos que N es
un R—submddulo (o, simplemente, un submddulo) de M (denotado también
como N < M) si N es un subgrupo del grupo M tal que es cerrado bajo la

multiplicacion escalar.
Ejemplo 1.55 Presentamos ensequida algunos ejemplos de submaodulos:

1) St M es un R—mddulo, entonces el mddulo cero {0} (que suele deno-
tarse simplemente por 0) y M son claramente submddulos de M. Se

llama a {0} el submddulo trivial de M.

2) Si consideramos a R como R—mddulo, se tiene que sus submddulos son

sus ideales izquierdos.

3) Sea f € Hompr(M, N). Entonces:

(a) La imagen de f, f(M), dada por:

es un submddulo de N.

(b) El nicleo de f, kerf, definido como:
kerf ={x e M| f(x) =0}

es un submddulo de M.

(c) La imagen inversa de N' < N bajo f, f~Y(N'), dada por:
fTHN) ={z e M| f(x) € N'}
es un submodulo de M.

Dado un R—moddulo M, la clase de todos los submddulos de M forma el

conjunto:

S(M):={NCM|N < M}
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Definicién 1.56 Dados un R—mddulo M y N,K € S(M), se definen a con-

tinuacion operaciones en S(M):
1) La interseccion N N K, dada por:
NNK={zxeM|xeNyaxecK}.
2) La suma N + K, dada por:

N+K={z+y|zeN, ye K}.

La definicién anterior puede generalizarse para una familia arbitraria de

submodulos de M como sigue:

Definicién 1.57 Dados un R—mddulo M y {Nu}aer C S(M), se definen:

1) La interseccion arbitraria () Ng, dada por:
acl

(Y Na={zeM|Vacl, ze N} <M.
ael

2) La suma arbitraria Y, N, dada por:
a€cl

> No={zi+z+ -+ 4z, |Vie{l,...,n}, zi € Ny} < M.
ael

Es bien sabido que, para un R—mddulo M, (S(M), <,>,()) es una reticula
completa (con elemento mayor M y elemento menor el submédulo 0), que es

modular y no necesariamente distributiva.

Definicion 1.58 Sea N wun submddulo de un R—mddulo M, entonces el

mddulo cociente M /N es el grupo cociente abeliano M/N, dotado de una
multiplicacion escalar A : Rx M/N — M/N, tal que N(r,x+N)=r-z+ N
para cadar € R, x+ N € M/N.
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Sea M un R—médulo. Para cada N € S(M) existen un monomorfismo
y un epimorfismo distinguidos : la inclusién canénica, que denotaremos por

N — M, y la proyeccién canénica, denotada como 7 : M — M/N.

Definicién 1.59 Dada una sucesion (finita o infinita) de homomorfismos de

R—mddulos:
fn—l

fn fn+1
F— My 22 My S My P

se dice que es exacta en My si fn_1(M,—1) = ker f,. Si es exacta en cada

R—mddulo, la llamamos una sucesion exacta . En particular, una sucesion
exacta de la forma:

0—K -2 N—0

se denomina sucesion exacta corta.

Ejemplo 1.60 Sean M un R—mddulo y N € S(M). Entonces:
0— N—M-"5M/N—0
es una sucesion exracta corta.

Observacién 1.61 Sean M, N dos R—mddulos y f € Homg(M,N). Se

tiene que:
f iy
1) f es monomorfismo < 0 — M —— N es una sucesion ezxacta.
. f . .
2) f es epimorfismo < M —— N — 0 es una sucesion ezacta.

. f hy;
3) f esisomorfismo < 0 — M — N — 0 es una sucesion ezacta.

Definicién 1.62 Sea M un R—mddulo y ) # X C M. Se define el conjunto:

RX = {im Ty

=1

n>1, r €R, xiGX}.

Observaciéon 1.63 Sea M un R—mddulo. Por convencion, se suele escribir

R =0.
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Observacién 1.64 Sea M un R—mdduloy X C M. Entonces RX € S(M).
Observacioén 1.65 N € S(M) siy solo si RN = N.

Definiciéon 1.66 Sea M un R—mddulo y X C M. Se define el submddulo de

M generado por X como la interseccion de todos los submddulos que contienen

a X, es decir, el menor submddulo de M que contiene a X.
Denotaremos por (X) al submédulo generado por X.
Proposicién 1.67 Sea M un R—mddulo y X C M. Entonces (X) = RX.

Demostracion. Por la Observacién 1.64, RX es un submédulo de M. Luego,
puesto que x = 1-x para toda x € M, se tiene que (X) C RX. Para la
otra contencién, basta observar que todo submddulo que contenga a X debe

contener a las combinaciones lineales de RX. O

Definicion 1.68 Sean M wun R—moddulo y X C M. Se dice que M es

finitamente generado si M = (X), con X = {x1,...,x,} (en tal caso, es-

cribimos M = ({z1,...,zn}) = (x1,...,2n) y llamamos a x1,...,x, los
generadores de M ). En particular, si X = {z} y M = (X), decimos que

M es ciclico.

Sea M un R—mobdulo; S, un anillo, y supongamos que existe un homo-
morfismo de anillos f : § — R. Entonces, se induce en M una estructura de

S—mébdulo con la multiplicacion escalar dada por:

para cada s € S y para cada x € M.

Luego, para cada R—modulo M y para cada homomorfismo de anillos
f 58 — R existen cuatro médulos: el R—mddulo M, gM; el S—moddulo M,
sM; el f(S)—médulo M, ;gyM; y el Z—mdbdulo M, zM .5 De lo anterior se

sigue la:

5Es bien sabido que, si R es un anillo, existe un tinico homomorfismo x : Z — R.
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Proposicién 1.69 Sea M un R—mddulo; S, un anillo, y supongamos que
existe un homomorfismo de anillos f : S — R. Se tienen las siguientes

inclusiones de reticulas:
S(rM) < S(sM) = S(y5yM) < S(zM).
O

Definicién 1.70 Sea M un R—mddulo. Se define el anulador de M, ann(M),

como el conjunto:
ann(M) :={re R|Vx e M, r-z=0}.
En particular, si x € M, definimos:
ann(z) :={re R | r-xz =0}

Observacién 1.71 Sea M un R—mddulo. Entonces ann(M) es un ideal (bi-

lateral) de R, mientras que ann(x) es un ideal izquierdo de R.

Como consecuencia de la Proposicién 1.69 y de la Definicion 1.70 se tiene

el siguiente corolario.

Corolario 1.72 Sea M un R—mddulo e I, un ideal de R tal que I C
ann(M). Entonces un submddulo N de M es un R—submddulo si y sélo si

N es un R/I—submddulo. Es decir,
S(rM) = S(r/1M).
O

Ademas, en lo que concierne a R—homomorfismos, si tenemos dos R—médu-
los M y N,y un homomorfismo de anillos f: S — R, entonces se sigue que
todo R—homomorfismo es también un S—homomorfismo. Por tanto, se tiene

el siguiente:
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Corolario 1.73 Sean M y N dos R—mddulos y sea f:S — R un homo-

morfismo de anillos. Se tiene que:
Hompg(M,N) < Homg(M,N) = Homy)(M,N) < Homgz(M, N).

En particular, si M,N son R—moddulos e I es un ideal de R tal que

I Cann(M) e I Cann(N), entonces:
Hompg(M,N) = Hompg,; (M, N).
O

Dados un R—médulo M y N € S(M), denotaremos por Sy (M) al sub-
conjunto de S(M) dado por:

Sn(M):={K <M|N <K}

Teorema 1.74 (Teorema de la Correspondencia)
Dados un R—mddulo M y N € S(M), las reticulas Sy(M) y S(M/N) son

isomorfas.
Definicién 1.75 Un R—mddulo M # 0 se llama simple si S(M) = {0, M}.

Denotaremos por S a la clase de todos los R—moddulos simples. Presenta-

mos a continuacién un resultado que caracteriza a los elementos de S.

Proposicién 1.76 S € S si y sélo si S = R/K, con K un ideal izquierdo

mazimo de R.

Demostracion. Si S € S, entonces S es ciclico. Se sigue que S = R/K, donde
K es un ideal izquierdo de R. En efecto, sea S = (z), con x € S, y definamos
K := ann(z). Si consideramos el R—homomorfismo d : R — S definido
en el Lema 1.53, se tiene que d,(R) = Rx = (x) y kerd, = K. Luego, la

dltima afirmacion se sigue del Primer Teorema de Isomorfismo de Noether.
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Ahora, por el Teorema de la Correspondencia las reticulas Sg(R) y S(R/K)
son isomorfas. Siendo S(R/K) isomorfa a S(S) = {0, S}, debe ocurrir que
K sea ideal izquierdo maximo de R. La suficiencia también es consecuencia

inmediata del Teorema de la Correspondencia. O
Observacién 1.77 Dado S € S, se puede hablar de su clase de isomorfismo:
[S]={M | M es R—mddulo y M = S}.

Luego, por la Proposicion 1.76, existe una correspondencia biunivoca entre
las clases de isomorfismo de R—mddulos simples y la clase de ideales izquierdos

mdzximos de R, la cual es un conjunto.
En virtud de la observaciéon anterior se tiene el siguiente:

Corolario 1.78 Las clases de isomorfismo de R—mddulos simples forman un

conjunto. Il

Podemos elegir un representante de cada clase de isomorfismo de R—mdédu-
los simples y obtenemos un conjunto completo e irredundante. Denotaremos
por R — simp a dicho conjunto.

1.3.2. Suma y Producto Directos

Definiciéon 1.79 Sean N, K submddulos de un R—mddulo M. Se dice que

M es la suma directa (interna) de N y K si:
1) N+ K=M;
2) NNK =0.

En este caso, se escribe M = N ® K.

Observaciéon 1.80 Sean N, K submddulos de un R—mddulo M. Una conse-
cuencia inmediata de la Definicion 1.79 es que todo elemento x € M = N K

se escribe de manera unica como x =n+k, con n € N, k € K.
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Definicién 1.81 Sean M un R—mddulo y {My}tacr € S(M). Decimos

que la familia {May}aer es independiente si para cada o € I se tiene que

M. (Z M5> =0.
f#a

La Definicién 1.79 puede generalizarse para una familia arbitraria de submédu-

los de un R—moédulo M como sigue:
Definicién 1.82 Sean M un R—mddulo y {My}acr € S(M), tales que:
1) M=> M,;

ael

2) {Ma}acr es una familia independiente.

Entonces decimos que M es la suma directa (interna) de {My}acr v escribi-

mos M = € M,,.
acl

Observacion 1.83 Como consecuencia de la Definicion 1.81, la Observacion

1.80 puede generalizarse como sigue: cada x € M = @@ M, tiene una repre-
aecl

sentacion unica como x =mj + ---+m,, con m; € My, y o; € I para cada

ie{l,...,r}.

Definicién 1.84 Sea {My}acr una familia de R—mddulos y consideremos su

producto cartesiano:

[T M. :{f:1—>UMa

a€cl ael

fla) € M, Vael}.

Entonces, tenemos en [[ My una estructura de R—mddulo, con:
acl

1) La suma:

+:HMa % HMa — HMa

acl ael ael

tal que, para toda f,g € [] Ma,
a€cl

f+g:1—>UMOL7
ael
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donde, para cada o € I,
(f +9)(a) = f(a) +g(a).
2) La multiplicacion escalar:

AR x HMa — HMa
acl acl

tal que, para cada r € R y para toda f € [] M,
ael

)\(7“>f):7"'f11—> UMav

acl

donde, para cada o € 1,

(r- ) =7r-(fla)).

Se llama producto directo de la familia {My}acr a la terna ([[ Ma,+, A).
ael

En particular, si M, = K Va € I, entonces se escribe [[ K = K' vy, si
ael

I=0, [[My=0=K".
0

Definicién 1.85 Dados {Ma}aer una familia de R—mddulos y f € [] Ma,
acl
se define el soporte de f (que denotaremos por sop (f)), como:

sop (f) =={a el f(e) # 0}.

Definicién 1.86 Sea {M,}acr una familia de R—mddulos. El conjunto:

P M., = {feHMa

ael ael

sop (f) es ﬁnito} < HMQ

ael

se llama la suma directa (externa).”

"En algunas ocasiones se denota por M, ala suma directa externa para distinguirla
acl

de la suma directa interna.
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En particular, si M, = K Va € I, entonces se escribe K = KO,

ael

Observacion 1.87 Claramente, si el conjunto de indices I es finito se tiene

que [[ Mo = @ M,.

acl ael

Definicién 1.88 Sea {M,}acr una familia de R—mddulos.

1) Para cada (8 € I se tiene un epimorfismo de R—mddulos:

2)

T8
[T Mo = Mg
ael

tal que, para cada f € [] My,

acl
ﬂ-ﬁ(f) = f(ﬂ)v
al que llamamos proyeccion natural del producto directo [ My en Mg.
a€el
En particular, se llama a la restriccion pg = 71'5‘ ® M, la proyeccion

acl
natural de la suma directa @ M, en Mg.
ael

Para cada 8 € I se tiene un monomorfismo de R—mddulos:

tal que, para cada x € Mg,

r, sia=0
ig(z)(a) =
0, sia#p,

que recibe el nombre de inclusion natural de Mg en la suma directa

@ M..

ael

Dados una familia de R—mdédulos {My}aecr v f € [] Ma, suele denotarse

a f(a

acl
) como f, y a los elementos de [[ M, por (fa)acr. Por comodidad, en
acl

adelante adoptaremos dicha notacién.
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1.3.3. Moddulos proyectivos e inyectivos

Definicién 1.89 Sean M un R—mddulo y N € S(M). Se dice que:

1) N es esencial en M (denotado por N I M), si para cada L < M se

tiene que N N L =0 implica que L = 0.

2) N es superfluo en M (denotado por N < M ), si para cada L < M se
tiene que N + L = M implica que L = M.

Definicion 1.90 Sean M, N, L tres R—mddulos. Entonces:

1) Un monomorfismo f: N — M se llama esencial si f(N) <M.

2) Un epimorfismo g: M — L se llama superfluo si ker(g) < M.

Definicion 1.91 Sea P un R—mddulo. Se dice que P es proyectivo si para
todo f € Hompg(P,N) y para todo epimorfismo g € Homp(M,N) existe

h € Homp(P, M) tal que el siguiente diagrama conmuta:

es decir, goh = f.

Definicion 1.92 Sea E un R—mddulo. Se dice que E es inyectivo si para
todo f € Homg(N, E) y para todo monomorfismo g € Homgr(N, M) existe

h € Hompr(M, E) tal que el siguiente diagrama conmuta:

es decir, hog=f.
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Denotaremos por £ a la clase de todos los R—médulos (izquierdos) inyec-

tivos.

Es bien sabido que todo R—mddulo M puede incluirse en un R—maodulo
inyectivo. Luego, es natural pensar en la “minima” inclusion de M en un

R—médulo inyectivo.

Definicién 1.93 Sea M un R—mddulo. Una pareja (E,i) es una cdpsula
inyectiva de M si E es un R—mddulo inyectivo e i € Homp(M, E) es un

monomorfismo esencial.
Presentamos enseguida un par de resultados bien conocidos:

Teorema 1.94 Sea M un R—mddulo y sean (E.1), (E',i) cdpsulas inyecti-
vas de M. Entonces existe un isomorfismo f: E — E' tal que el siguiente
diagrama conmuta:

El

T AN

4 N

AN
Al ser cualesquiera dos cdpsulas inyectivas de un R—mddulo M isomorfas,

se suele hablar de la capsula inyectiva de M. Bajo esta convencién, denotare-

mos por EM a la capsula inyectiva de un R—moddulo M.

Teorema 1.95 (Criterio de Baer)
Un R—mddulo E es inyectivo si y solo si todo R—homomorfismo f: I — E,

donde I es un ideal izquierdo de E, puede extenderse a R.

Definicién 1.96 Un anillo R se llama autoinyectivo izquierdo (derecho), si

como R—mddulo izquierdo (derecho) es inyectivo.

Proposicién 1.97 Si R es un DIP® e I # 0 es un ideal de R, entonces R/I

es autoinyectivo.

8Dominio de ideales principales.
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Demostracion. Sea I # 0 un ideal de R. Luego, por ser R un DIP, I = (r) =
rR para algin r € R. Ahora consideremos el anillo cociente R/I y sea I’ un
ideal de R/I. Entonces se tiene que I’ = (ro)/(r) para algin ro € R. Nétese
que para que el ideal I’ tenga sentido, debe ocurrir que (r) < (rg); esto es,
r =roa, con a € R, de donde I' = (ro)/(r) = roR/(rpa)R = R/aR.

Sea h: R/aR — R/I un R—homomorfismo y sea I’ — R/I la inclusién
canénica. Definimos h : R/I — R/I tal que para cada = + (rga)R € R/I =
R/(rpa)R, h(x+ (roa)R) := h(z + aR). No es dificil verificar que h estd bien

definida y que h = h, como lo ilustra el siguiente diagrama:

I'~R/aR

R/I

h AN

/=

R/aR = ['“——=R/I

Luego, por el Criterio de Baer, R/I es autoinyectivo. O

1.3.4. Generar y Cogenerar, la Traza y el Rechazo

Definicion 1.98 Sean A wuna clase de R—mddulos y M un R—mddulo.
Decimos que:
1) La clase A genera a M, si existe un epimorfismo @A — M — 0,

Ael
con I C A, un conjunto.

n
2) La clase A genera finitamente a M, si existe un epimorfismo @A; —
i=1

M — 0, con A; € A para cada i =1,2,...,n.

Definiciéon 1.99 Dados A, M dos R—mddulos, decimos que A genera a M
si {A} genera a M, es decir, si existe un epimorfismo AX) 5 M — 0,

con X wun conjunto.
Dualmente, se tiene:

Definicion 1.100 Sean A wuna clase de R—modulos y M un R—mddulo.

Decimos que:
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1) La clase A cogenera a M, si existe un monomorfismo 0 — M —

[T A, con I CA, un conjunto.
Ael

2) La clase A cogenera finitamente a M, si existe un monomorfismo 0 —
n n
M — J[Ai = @A, con A; € A para cada i =1,2,...,n.
i=1 i=1

Definicién 1.101 Dados A,M dos R—mddulos, A cogenera a M si {A}
cogenera a M, es decir, si existe un monomorfismo 0 — M — AX, con X

un conjunto.

Ejemplo 1.102 Presentamos algunos ejemplos bien conocidos que ilustran

los conceptos de generar y cogenerar.

1) Dado un Z—mdédulo A, {Z, | n > 1} genera a A siy solo si A es de

torsion.

2) Dado un Z—mddulo A, Q cogenera a A si y sdlo si A es libre de

torsion.
3) Dado un R—mddulo M, R genera a M.

4) Dado un R—mddulo M, [[ ES cogenera a M.

R—simp
Sea A una clase de R—mddulos. Se denota por:

(F)Gen(A), ala clase de todos los R—mddulos (finitamente) generados

por A.

(F)Cog(A), ala clase de todos los R—médulos (finitamente) cogenera-

dos por A.

Observacion 1.103 Sea A una clase de R—mddulos y sea B C A un con-

junto completo e irredundante de representantes de clases de isomorfismo de

A. Entonces Gen(A) = Gen(B) y Cog(A) = Cog(B).
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Definiciéon 1.104 Sean A wuna clase de R—mddulos y M un R—mddulo.

Definimos:
1) La Traza de M respecto a A (que denotaremos por Tr,(M)), como:

Tra (M) => {f(A) | f€ Homg(A, M), Ac A} <M.

2) El Rechazo de M respecto a A (que denotaremos por R, (M)), como:

REjp (M) := m{k:erg | g€ Homp(M,A), Ac A} <M.

En palabras, la Traza es el mayor submédulo K de M tal que K €
Gen(A) y el Rechazo es el menor submédulo K de M tal que M/K €

Cog(A). Como consecuencia inmediata se tiene la siguiente:

Proposicién 1.105 Sean A una clase de R—mddulos y M un R—mddulo.

Entonces:
1) M € Gen(A) siy solo si Try (M) = M.
2) M € Cog(A) siy solo st Rpj,(M)=0.

Definiciéon 1.106 En particular, si S es la clase de todos los R—mddulos

simples y M es un R—mddulo, entonces se definen:
1) El Zoclo de M (que denotaremos por Soc(M)), como:

Soc(M):TRS(M):Z{f(A) | f€ Homg(A, M), A es simple} < M.

2) El Radical’ de M (que denotaremos por Rad(M)), como:

Rad(M) = Rpjs(M) := ﬂ{kerg | g€ Homp(M,A), A es simple} < M.

Observacién 1.107 Para todo R—mddulo M, Trg(M) = Try_,,...(M) y
7?’E;JS (M) = REJR—simp(M)'

9de Jacobson
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Presentamos enseguida algunas propiedades de la Traza y el Rechazo.

Proposiciéon 1.108 Si A es una clase de R—mddulos, M, N son dos R—mddu-
los y h € Homp(M, N), entonces:

1) h(Tra(M)) < Tra (N).

2) h(Rejs(M)) < Reja(N).
Demostracion.

1) : Dado cualquier f € Hompg(A, M), con A € A, se tiene que ho f €

Hompg(A, N). Luego, h(f(A)) = (hof)(A) < Tr,(N),de donde h(Tr, (M)) <
Tra(N).

2): Sea g € Hompg(N,A), con A € A. Entonces go h € Homg(M, A).
Dado z € Rpj, (M), se tiene que (g o h)(x) = g(h(z)) = 0. Luego, h(x) €
kerg. Se sigue que h(Rpj, (M)) < ker g; es decir, h(Rpj, (M)) < REj, (N).

g

Proposicion 1.109 Sean A una clase de R—mddulos y M un R—mddulo.

Se tiene que:
1) Tra(Tra(M)) = Tra (M).
2) Reja(M/Rpjs(M)) = 0.

Demostracion.
1) : Como Tr, (M) € Gen(A), se sigue del inciso 1) de la Proposicién
1.105 que TRA(TRA(M)) = TRA(M)‘

La prueba de 2) es similar. O

1.4. Categorias y Funtores

Definicion 1.110 Una categoria C consiste de:
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1) Una clase no vacia de objetos.

2) Para cada par de objetos A,B € C, un conjunto C(A, B), cuyos ele-
mentos se llaman morfismos y se denotan f : A — B, que cumple la

siguiente condicion:

C(A,B)=C(D,E)=A=D y B=E.

3) Para cada terna de objetos A, B,C € C, una ley de composicion
0:C(A,B) xC(B,C) — C(A,C),
que satisface las siguientes propiedades:

(a) Para todo objeto A en C existe un morfismo 14 : A — A, tal que
para cualesquiera morfismos f: A— B y g: C — A en C se
tiene que fola=f y 140g=g.19

(b) Si f:A— B,g:B— C y h:C — D, entonces ho(go f) =
(hog)of.

Ejemplo 1.111 Presentamos a continuacion algunos ejemplos de categorias,

ast como la notacion que en adelante usaremos al referirnos a ellas:

1) La categoria de los conjuntos (que denotaremos por Conj), donde los 0b-
jetos son los conjuntos y los morfismos son las funciones de un conjunto

a otro.

2) La categoria de R—mddulos (que denotaremos por R — Mod), en la que
los morfismos son los R—homomorfismos de mdédulos. En particular, si

R = 7Z, denotaremos por Z — Mod a la categoria de grupos abelianos.

Definiciéon 1.112 Sea C una categoria. Un objeto B € C se llama inicial en

C si, para cada objeto A € C, existe sélo un morfismo B — A. Un objeto

10A] morfismo 14 se suele llamar morfismo identidad en A.
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C € C se llama terminal en C si, para cada objeto A € C, existe sdlo un
morfismo A — C.
Un objeto cero en C, denotado con O, es un objeto que es inicial y terminal

a la vez en C.
Definicion 1.113 Sea C una categoria. Un morfismo f en C se llama:

1) Monomorfismo, si para todo par de morfismos gi,g2 en C que cumplen
que fogy = fogo, se tiene que g1 = ga; es decir, si f es cancelable

por la izquierda.

2) Epimorfismo, si para todo par de morfismos g1, ge enC tales que giof =

go o f, se tiene que g1 = go; es decir, si f es cancelable por la derecha.

3) Isomorfismo, si f es cancelable por la izquierda y por la derecha.

Definicién 1.114 Dadas C y C' dos categorias, definimos un funtor covariante

F :C— C' como una regla que asocia:

1) A cada objeto A € C, un objeto A’ € C'.

2) A cada morfismo f € C(A, B), un morfismo F(f) € C'(F(A), F(B)), que

cumple las siguientes propiedades:

(a) F(fog)=F(f)oF(g),

(b) F(14) = 1p(a).

Definicién 1.115 Dadas C y C' dos categorias, definimos un funtor contravariante

F :C— C' como una regla que asocia:

1) A cada objeto A € C, un objeto A’ € C'.

2) A cada morfismo f € C(A, B), un morfismo F(f) € C'(F(B), F(A)), que

cumple las siguientes propiedades:
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(a) F(fog)=F(g)o F(f),
(b) F(1a) = 1p(a).
Ejemplo 1.116 Presentamos enseguida algunos ejemplos de funtores:

1) Dada una categoria C, el funtor identidad, 1c : C — C, que asigna a

cada objeto y a cada morfismo de C los mismos objeto y morfismo, es

claramente un funtor covariante.

2) Sea C una categoria y sea D una categoria con objeto cero, O. Se define

el funtor cero como el funtor 0:C — D tal que:

(i) A cada objeto A € C le asocia el objeto O € D.

(i) A cada morfismo f € C(A,B) le asocia el morfismo O — O en

D.

Claramente, el funtor 0 es covariante y contravariante.

3.a) Sea M € R— Mod. Se define el funtor F : R— Mod — Z— Mod como

stgque:

(i) Para cada N € R— Mod, F(N) = Homg(M,N).
(i1) Para cada homomorfismo de R—mddulos f: N — N’ se cumple
que F(f): Homp(M,N) — Hompg(M,N') es tal que, para cada
g € Homgr(M,N), F(f)(g) = fog; es decir, el siguiente diagrama
conmuta:
M
F(f)g) ,~ J{g

e
4

N’<if N

En tal caso, se llama a F' el funtor Hom covariante.

3.b) Sea N € R— Mod. Se define el funtor G : R — Mod — Z — Mod de

la siguiente manera:
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(i) Para cada M € R— Mod, G(M) = Homgr(M,N).

(i1) Para cada homomorfismo de R—mddulos f: M — M’ se cumple
que G(f): Homr(M',N) — Hompg(M,N) es tal que, para cada
g€ Homp(M',N), G(f)(g) = go f; es decir, el siguiente diagrama
conmuta:

N

A
/ | G(f)(g)
|

M'<—f M

En este ultimo caso, se llama a G el funtor Hom contravariante.

Definicion 1.117 Sea F : R — Mod — R — Mod un funtor. Si para toda

sucesion exacta corta:
00— K—M-—N—0

la sucesion:

también es exacta, se dice que F' es exacto izquierdo. Por su parte, si la suce-

sion:
es exacta, decimos que F' es exacto derecho.

Un funtor que es exacto izquierdo y derecho se llama exacto.

Definicion 1.118 Sean C y D dos categorias. Un funtor F : C — D se
llama fiel si para cada par de objetos A,B € C y cada par de morfismos

fig € C(A,B), F(f)=F(g) € C(F(A),F(B)) implica que f =g.

Definicién 1.119 Una categoria concreta es una pareja (C,F') tal que C es
una categoria y F : C — Conj es un funtor fiel, de manera que es posible
identificar a cada objeto A € C con el conjunto F(A) y a cada morfismo

fecC con la funcion F(f).
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Definicién 1.120 Sean C una categoria concreta, A,B € C y f € C(A, B).
Si f es monomorfismo, entonces A se llama un subobjeto y f se denomina

la inclusion de A en B.

Definicion 1.121 Sean C y D dos categorias y F,G : C — D dos funtores.

Una transformacion natural t de F' a G, que denotamos por t : F — G,

es una clase de morfismos ta : F(A) — G(A) en D, uno para cada objeto
A € C, tal que, para cada morfismo f: A— B en C, G(f)ota =tgoF(f);

es decir, el siguiente diagrama conmuta:

A continuacién presentamos un ejemplo de transformaciéon natural.

Definicion 1.122 Sea C una categoria con subobjetos e inclusiones y sean
F,.G : C — C dos funtores y t : FF — G una transformacion natural.
Diremos que F' es un subfuntor del funtor G si, para cada objeto A € C, el

morfismo tq : F(A) — G(A) es una inclusion.
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Capitulo 2

Prerradicales

Dedicamos este capitulo a las definiciones y propiedades basicas en la clase
de todos los prerradicales sobre el anillo R, que, como veremos, es denotada
por R—pr. Presentamos sus operaciones binarias y reticulares y definimos dos
importantes tipos de prerradicales (alfa y omega), los cuales permiten probar
que R — pr es una gran reticula atémica y coatémica (describiendo completa-
mente sus dtomos y codtomos), ademds de caracterizar a cualquier prerradical,
en particular a ciertas clases de ellos como los idempotentes, radicales y al-

gunos prerradicales primos.

2.1. Definicién y propiedades basicas

Definicion 2.1 Un prerradical sobre el anillo R es un subfuntor del funtor

identidad en la categoria R — Mod; es decir, es un funtor
c:R—Mod — R— Mod
tal que:

1) Para cada M € R — Mod se tiene que o(M) < M.
2) Para cada f € Homp(M,N) se cumple que f(o(M)) < o(N).

39
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Ejemplo 2.2 Dada A C R — Mod, se tiene que Tro() y Rpj,() son
prerradicales. En particular, Soc( ) = Trg( ) y Rad( ) = Rpjs( ) son pre-
rradicales.
Se denota por R — pr a la clase de todos los prerradicales sobre R.
Presentamos a continuacién propiedades relativas al comportamiento de

los prerradicales respecto a la suma y el producto directos.

Proposicién 2.3 Sean o € R—pr y {My}acr € R— Mod, entonces se tiene:

1) o <E|9Ma> = @o(M,).

acl acl

2) o <HMQ> < [1o(M.).

acl a€cl
Demostracion.
1) : Para cada § € I, sean Mg -, DM, v DM, s, Mpg las

acl acl
inclusiones y proyecciones naturales, respectivamente. Entonces, para cada

0 € I se tiene que:

iglc(Mg)) < o <@Ma> (2.1)

ael

Pg (o (@MQ)) < o(Mp). (2.2)

acl

Sea v = (Tq)acr € 0 (@Ma> Entonces, por (2.2), para cada o € I
ael
se tiene que x4 = po(x) € 0(M,), de donde z € @o(M,). Por tanto,
acl

o (@Ma> < Po(M,).
acl ael
Por otro lado, si x € @ o(M,), entonces © = (zq)acr, con o € (M)
acl
para cada o € I, por lo que existen 3; € I, con j € {1,2,...,n}, tales que para
n
cada f3; se tiene que x = ) ig.pg, (). Ahora, nuevamente por (2.2), pg, () €

Jj=1
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o(Mpg;), de donde, en virtud de (2.1), ig,pg,(v) € o <@1Ma) para cada
ae

Bielyje{l,2,...,n} Luego, z € o <@Ma> Por tanto, @@ o(M,) <
acl acl

o (@Ma), con lo que se tiene la igualdad.

ael
2) : Para cada € I consideremos las proyecciones naturales [[ M, 75,
ael
Mpg ysea x = (zq)acr €0 < I1 Ma> . Entonces se tiene que 73 <o ( I Ma>>
ael acl

< 0(Mp), de donde zg = mg(x) € o(Mp) para cada 3 € I. Luego, z €
[[ o(M,,). Por tanto, o <H M, ) < J[o(My), con lo que concluimos. O
acl acl acl

2.2. Operaciones y propiedades

Definicion 2.4 Para cada 0,7 € R—pr se definen las siguientes operaciones

binarias:

1) El producto ot, tal que para cada M € R— Mod se tiene que (o7)(M) =
o(r(M)).

2) El coproducto (o : T), tal que para cada M € R — Mod se cumple que
(o :7)(M)/o(M) =7(M/o(M)).

La siguiente definicion hace de R — pr una clase parcialmente ordenada

(ver seccién 1.1.4 en el Capitulo 1).

Definicion 2.5 Dados o, 7 € R—pr, diremos que 0 <X T si y sélo si para cada

M € R — Mod se tiene que o(M) < 7(M).
Enseguida definimos mas operaciones binarias en R — pr.
Definiciéon 2.6 Para cada o,7 € R — pr se definen:

1) La conjuncion o A T, tal que para cada M € R — Mod se tiene que

(cANT)(M)=0c(M)NT(M).
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2) La disyuncion o V 7, tal que para cada M € R — Mod se tiene que
(cVT)M)=0(M)+7(M).

Observacion 2.7 En la definicion anterior nos permitimos usar los simbolos
“A” y “V7 para denotar a la conjuncion y la disyuncion, pues estas opera-
ctones satisfacen las propiedades del infimo y el supremo, respectivamente, en

R—pr.

Observacion 2.8 En R — pr el producto, el coproducto, la conjuncion y la
disyuncion estdn bien definidas.! Mds atin, estas cuatro operaciones preservan
el orden y son asociativas, mientras que sélo la conjuncion y la disyuncion son

conmutativas.

Las operaciones dadas en las Definiciones 2.4 y 2.6 se pueden comparar tal

como se muestra en la siguiente proposicién.

Proposicion 2.9 Sean o,7 € R — pr. Entonces, se tiene que
oT o AT =XoVT=X(0:7)

Demostracion. Sea M € R — Mod, entonces or(M) = o(r(M)) < 7(M).
Ademids, como 7(M) < M, se tiene que o(7(M)) < o(M). Luego, o(r(M)) <
o(M)N7(M), de donde o7 < (o AT). Por su parte, claramente, (o A7)(M) =
oM)yNnt(M) < o(M)+7(M) = (6 VT1)(M), de donde 0 AT =< o V T.

Consideremos ahora la proyecciéon m : M — M /o(M). Se sigue que:
(r(M) +o(M))/o(M) = n(r(M)) < 7(M/o(M)) = (o : 7)(M)/0o(M).
Luego, por el Teorema de la Correspondencia,

(o V7)(M) = (7(M) +o(M)) < (0: 7)(M),

1Como consecuencia del Teorema de la Correspondencia, el coproducto en R—pr esta bien

definido.
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lo cual implica que o V7 < (o : 7), con lo que se prueba la desigualdad. O

La conjuncién y la disyuncién de prerradicales pueden generalizarse para

una clase arbitraria de ellos como sigue:

Definicién 2.10 Sean I una clase de indices, {oa}act € R—pr y M €
R — Mod. Definimos:?

1) La conjuncion arbitraria )\ o, tal que (/\ 0a> (M) = Noa(M).

a€l a€el a€el

2) La disyuncion arbitraria \/ o4, tal que <\/ O'a> (M) = > 04(M).

acl a€el a€cl
Notemos que, aunque I es una clase, no necesariamente un conjunto, para

cada M € R — Mod, (Noo(M) vy > 0a(M) son subconjuntos de M, pues

a€el a€cl
{0a(M) | a € I} es un conjunto.
Observacién 2.11 Como consecuencia de la definicion 2.10, (R—pr, <, V, A)
resulta ser una gran® reticula completa, con elemento mayor el funtor identi-
dad en R— Mod, que en adelante denotaremos simplemente por 1, y elemento

menor el funtor cero, 0 : R — Mod — R — Mod.

Si bien la reticula R — pr en general no es distributiva, en cambio si es
modular, como se afirma en la siguiente proposicién ficil de verificar. Presen-
tamos enseguida una serie de propiedades de distributividad del producto y el

coproducto respecto de la conjuncién y disyuncién arbitrarias.

Proposicién 2.12 (Ley Modular)

Dados o,7,m1 € R — pr, se cumple que:

o=xX1 = oV(TAn)=TA(cVn).

2V éase la Observacién 2.7.
3Ver la seccién 1.1.4 del Capitulo 1.
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Proposicién 2.13 Dados I una clase de indices, {oa}act € R—pr y v €

R — pr, se tiene que:

1.a) </\ 0a> 7= A (0a7).

a€el a€l

1.b) <\/ aa) 7=\ (0ar).

acl a€el

2.a) <T: /\aa> = A\ (7:04).

acl a€cl

2.b) <T: \/aa) =\ (1:0q).

acl
Demostracion.

1.a) : Dado M € R — Mod, se tiene que:

((/\%) T> (M) = (Noa(r(M)) = (((oar)(M) = /\ (0aT)(M).

acl a€l acl a€l

1.b) : Dado M € R — Mod, se tiene que:

((\/%) T) (M) = oa(r(M)) =Y (0a7)(M) = \/ (0a7)(M).

a€cl acl a€cl a€cl

2.a) : Dado M € R — Mod, se tiene que:

( /\aa) (M) / (M) = ( /\aa) (M/7(M)) =
acl acl
(oaM/7(M) = V(7 : 0a)(M)/7(M)) =

a€l a€cl

(ﬂ(T : aa)(M)> /T(M) = (/\(T : ga)> (M)/T(M).
a€el

acl

2.b) : Dado M € R — Mod, se tiene que:

( \/aa) (M) / (M) = (\/aa) (M/7(M)) =
acl acl
Y oa(M/T(M)) = ((r: 0a)(M)/T(M)) =

a€el a€el
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(Z(T : aa)(M)> /T(M) = (\/(T : aa)> (M)/T(M).
a€cl acl

A continuacién presentamos algunas clases especiales de prerradicales.

Definicion 2.14 Sea 0 € R — pr. Se dice que:

1) o es idempotente, si 0% = 0.

2) o es radical, si (0 :0)=o0.

3) o es exacto izquierdo, si o es un funtor exacto izquierdo.

4) o es t-radical, si o(M) = oc(R)M para cada M € R — Mod.
5) o es primo, si o #1 y para cada T,m1 € R — pr se tiene que:
™m=<0c = 70 0 n=xo.

5°) o es coprimo, si 0 #0 y para cada T,m € R — pr se tiene que:

s

o=X(t:n) = o317 6 o3

6) o es irreducible, si para cada T,m € R — pr se tiene que:
TAN=0 = T=0 06 n=o0.

6’) o es coirreducible, si para cada T,m € R — pr se tiene que:
TVn=0 = 7=0 0 n=o0.

Observacién 2.15 o € R — pr es radical si y sdlo si o(M/o(M)) =0 para
cada M € R — Mod. En efecto, si o es radical y M € R — Mod, entonces,
por definicion, o(M/o(M)) = (o :0)(M)/o(M) =o(M)/o(M) = 0.
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Proposicion 2.16 ¢ € R — pr es exacto izquierdo si y sdlo si para cada

M € R— Mod y para cada N < M se tiene que o(N) = N No(M).

Demostracion. Sea o un prerradical exacto izquierdo y sean M € R — Mod
y N < M. Consideremos la sucesién exacta 0 — N < M —— M/N — 0,
entonces la sucesion 0 — o(N) — o(M) Sl o(M/N) también es exacta,
de donde o(N) = kero(m) =o(M)NN.

Para la suficiencia, sea 0 — K TSN 0 una sucesién exacta
corta. Notemos primero que, puesto que f es monomorfismo, también o(f) :
o(K) — o(M) lo es. Ademas, como g o f = 0, también se cumple que
o(g) oo(f) = 0; es decir, o(f)(c(K)) < ker (g). Ahora, sea K' := f(K) =
ker g, entonces existe un isomorfismo h : K’ — K tal que, si y € o(K’),
entonces y = f(h(y)), con h(y) € o(K). Luego, y € o(f)(c(K)). Se sigue
que kero(g) = K'No(M) =o(K') < o(f)(c(K)). Por tanto, o(f)(c(K)) =

ker o(g); esto es, la sucesién 0 — o(K) o) o(M) ola) o(N) — 0 es exacta.

O

Observacion 2.17 Todo prerradical exacto izquierdo es idempotente y todo

t—radical es radical.

Ejemplo 2.18 Dada A C R — Mod, por la Proposicion 1.109 se tiene que

Tra () es idempotente y Rpj,( ) es radical.

En adelante, denotaremos por R — id a la clase de todos los prerradicales
idempotentes, por R — rad a la clase de todos los radicales, por R — ez a la
clase de todos los prerradicales exactos izquierdos y por R —trad a la clase de
todos los t—radicales.

La siguiente proposicién exhibe propiedades de cerradura de las clases
de prerradicales idempotentes, t—radicales, radicales y prerradicales exactos
izquierdos : las dos primeras, bajo disyunciones arbitrarias; las iltimas, bajo

conjunciones arbitrarias.
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Proposicién 2.19 Sean I una clase de indices y {0 }act C R—pr. Se tienen

las siguientes propiedades:

1) Si{oa}act € R —id, entonces \/ 0o € R —id.
acl

2) Si{oa}act C R — rad, entonces )\ 0o € R —rad.
a€cl

3) Si{oatact C R —ex, entonces )\ 0o € R —ex.
a€l

4) Si{oatact C R —trad, entonces \/ oo € R — trad.
acl

Demostracion.
1) : Supongamos que {04}act € R —id y sea o0 = \/ 04, entonces por

a€cl
el inciso 1.b) de la Proposicién 2.13 se tiene que:

o= \/O‘a = \/(Uaaa) = \/(O’aO') = (\/aa> oc=o00 =0,

acl a€el a€el a€cl

de donde oo = o; es decir, 0 = \/ 0, es idempotente.
a€l

2) : Supongamos que {04 }taer € R—rad y sea 7 = ) 04, entonces por
a€cl
el inciso 2.a) de la Proposicién 2.13 se tiene que:

Tj(T:T)z(T:/\Ua):/\(T:Ja)j/\(aa:aa):/\aazr

acl a€l a€l acl

Por tanto, (7:7) = T; esto es, 7 = A 0, es radical.
a€cl

3) : Supongamos ahora que {04}tacr € R—ex ysean M, N € R— Mod

tales que N < M. Sea n= A 04, entonces:
a€l

n(N) = (oa(N) = ((oa(M) N N) = <ﬂaa<M>> NN =n(M)NN.

a€cl a€cl a€el

Por tanto, n = A 04 € R — ex.
a€cl

4) : Finalmente, supongamos que {oq}act € R — trad y sea M €

R — Mod. Sea ¢ = \/ 04, entonces:
a€cl

(M) =3 oa(M) =) (0a(R)M) = (Z%(M) M = ¢(R)M.

a€el a€el a€cl



48 CAPITULO 2. PRERRADICALES
Por tanto, ¢ = \/ 04 € R — trad. O
acl

Presentamos enseguida un lema que nos sera de gran utilidad.

Lema 2.20 Sea 0 € R—pr. Si o(ES) =0 para cada S € R—simp, entonces

o=0.

Demostracion. Se sigue del inciso 4) del Ejemplo 1.102 que para cada M €

R — Mod existe un monomorfismo:

f:M— HES

R—simp
Luego, por el inciso 2) de la Proposicién 2.3:

X X

flo(M)) < o I ES <| [J «&9]| =o

R—simp R—simp

Por lo tanto, o(M) = 0. Concluimos que o = 0. O

2.3. Prerradicales alfa y omega

Definicién 2.21 Sean M € R — Mod y N € S(M). Se dice que N es un
submddulo totalmente invariante de M si para cada f € Homp(M,M) se

tiene que f(N) < N4,

Ejemplo 2.22 Presentamos a continuacion un par de ejemplos importantes

de submddulos totalmente invariantes.

1) Sea S € R— simp. Si f € Homgr(ES, ES), entonces f(S) =S, o bien,

f(S) = 0. Se sigue que S es totalmente invariante en ES.

2) Un ideal izquierdo I del anillo R es un submddulo totalmente invariante

de R si y sélo si I es un ideal (bilateral) de R.

“En tal caso, también suele llamarse a N un submddulo caracteristico (en inglés, ‘fully-

invariant’) de M.
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Definiciéon 2.23 Sea M € R — Mod y sea N un submddulo totalmente in-

variante de M. Se definen, para cada K € R — Mod, los siguientes funtores:
oy (K) =Y {f(N) | f€Homp(M, K)},
Wi (K) == (){g " (N) | g€ Homp(K,M)}.

Observacién 2.24 En la definicion anterior oX (K) y w¥ (K) son submddu-

los de K. Mas aun, a]\N/f Y W% son prerradicales sobre R.

Observacién 2.25 En particular, dados M, K € R — Mod,

af(K) =Y {f(M) | f € Homp(M,K)} = Tg,, (K)

W (K) = m{kerg | g€ Homp(K, M)} = Rgy,, (K)

(0 y M son, claramente, submddulos totalmente invariantes de M ).

Observacion 2.26 De hecho, en principio, o/\N/[ Y w% pueden ser definidos
para todo submddulo N de M; sin embargo, en caso de ser N totalmente

invariante en M, se tiene que oX (M) =N y w¥ (M) = N.

A los prerradicales de la forma Oé]\N/[ y w% (siendo N totalmente invariante

en M) se les llama prerradicales alfa y omega, respectivamente.

La propiedad que presentamos a continuacion es inmediata de la definicién

de prerradical alfa y omega.

Lema 2.27 Dado M € R — Mod, si K y N son submddulos totalmente

invariantes de M tales que K < N, entonces:

M M M M
ag <ay Yy wg <wy.

Proposicion 2.28 Sea M € R — Mod. Entonces N es un submaodulo total-

mente invariante de M si y sélo si existe o € R — pr tal que o(M) = N.
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Demostracion. La necesidad es consecuencia inmediata de la Observacion 2.26.
Para probar la suficiencia supongamos que N = o(M), con 0 € R — pr, y sea
f € Homg(M,M). Entonces, como f(N) = f(o(M)) < o(M) = N, se tiene

que N es submédulo totalmente invariante de M. O

Proposicion 2.29 Sean M € R — Mod y N un submddulo totalmente in-

variante de M. Se tiene que o(M) = N si y sdlo si ol <o < Wi,

Demostracion. Dado L € R — Mod, si N =o(M) y f € Homgr(M,L),
se tiene que f(N) = f(o(M)) < (L), de donde ol (L) < o(L). Por otra
parte, si g € Hompg(L, M), entonces g(o(L)) < o(M) = N, de donde
o(L) < g7 tg(o(L)) < g Yo(M)) = g71(N) < w¥(L). Por tanto, se ha
demostrado que a% <o = w%.

Ahora, si a]]‘\/,[ <0 = w%], entonces, por la Observacion 2.26 se tiene que
N = oM (M) < o(M) < w¥(M) = N, es decir, N = o(M), con lo que
concluimos. O

De la proposiciéon anterior se sigue que, si M € R — Mod y N es un

M

submodulo totalmente invariante de M, entonces a% y wy son, respectiva-

mente, el menor y el mayor prerradicales que mandan a M en N.
Definicion 2.30 Dados 1, n € R — pr, es posible definir el intervalo:
[rnl:={ceR-pr|7=20=n}
Observacion 2.31 Sean 7, n € R — pr. Entonces:
Tn< [, #£0.

Observacién 2.32 Asi como Tg,,(K) = oM(K) y Res,(K) = W} (K),
también, dada una clase A C R — Mod, se tiene, para todo K € R — Mod,

que:

Tra(K) =) aji(K) = (\/%%) (K)
A A
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)(K)-

v )

0= REJR—Mod( ) = ( w(]JW ) .

R—Mod

°R

Riia(K) = [wo' (K) = (/\w
A A

En particular,

S

1= TRRfl\/[od( ) = (

R

De hecho, se tiene que:
Proposicién 2.33 Dada o € R — pr,
_ M .
1) o=V{ak, | MeR-Mod};
_ M
2) o= /\{WU(M) | MeR- Mod}.

Demostracion.
1): Sea M € R—Mod. Por la Proposicién 2.29 se tiene que a%M) <=

wM  de donde V aM < o. Por otro lado, si L € R — Mod, en virtud
o(M) R Mod o(M)

de la Observacién 2.26 se sigue que o(L) = ag(L)(L) < ( V O‘%M)) (L),

es decir 0 X \/ O‘%M)' Se tiene la igualdad.
R—Mod

2) . La desigualdad o </ wév([ M) S€ sigue nuevamente de la Proposi-
R—Mod
cién 2.29. Similarmente, si L € R — Mod, de la Observacién 2.26 se sigue que

R—Mod
se prueba la igualdad. O

(R /]\\4 dwé\/([M)> (L) < w(f(L) (L) =0(L), estoes A wﬁ/([M) =< o, con lo que

Lema 2.34 Sea o € R — pr. Entonces 0 =1 si y sélo si o(R) = R.

Demostracion. La necesidad es inmediata. Para la suficiencia, supongamos

que o(R) = R. Por el Lema 1.53, para cada M € R — Mod, af(R)(M) =
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2Af(e(R) | f € Homp(R, M)} = > {d:(c0(R)) | © € M} = o(R)M.
Se sigue de la Observacién 1.65 y de la Proposicion 2.29 que M = RM =
o(R)M = af(R)(M) < o(M). Por otro lado, por definicién, o(M) < M, de
donde (M) = M; es decir, o = 1. O

Proposicion 2.35 R — pr es una gran reticula atémica. El conjunto de sus
atomos es:

{ags ’ S €R—simp}.

Demostracion. Sea S € R— simp ysea 7 € R—pr tal que 7 < a?s. Luego,
por la Proposicién 2.29, 7(ES) = 0. Sea S’ € R—simp, con S’ # S, entonces
7(ES") < aE%(ES") = 0. Se sigue del Lema 2.20 que 7 = 0. Por tanto, a5”
es un dtomo en R — pr. Ahora, sea 0 € R — pr tal que o # 0. Entonces,
nuevamente por el Lema 2.20, existe S € R — simp tal que o(ES) # 0. Se
sigue que S < o(ES). Luego, por el Lema 2.27 y por la Proposicién 2.29,
a?s = af(SE ) = 0. En particular, si ¢ € R — pr es un atomo, entonces existe

S € R—simp tal que 0 < ags =< o,dedonde o = ags, con lo que concluimos.

0

Proposicion 2.36 R —pr es una gran reticula coatomica. El conjunto de sus
codtomos es:

{w}% | I es un ideal maximo de R}.

Demostracion. Sea I un ideal médximo de R y sea 7 € R — pr tal que wﬁ < T.
Entonces, por la Proposicién 2.29 se tiene que I < 7(R). Luego, como 7(R)
es un ideal de R e I es un ideal maximo, debe ocurrir que 7 = 1 en virtud
del Lema 2.34. Se sigue que wf es un coatomo. Ahora, sea 0 € R — pr, con
o # 1. De nuevo por el Lema 2.34, o(R) # R, y, por tanto, debe existir
un ideal maximo I de R tal que o(R) < I. Por el Lema 2.27 y por la
Proposicion 2.29 se sigue que o =< wf(R) = wf. En particular, si ¢ € R — pr
es un coatomo, entonces existe un ideal méximo I de R tal que o < wﬁ =<1,

de donde o = w}%, con lo que concluimos. U
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Teorema 2.37 Dado o0 € R — pr, se tiene que:
1)06R—id<:>0:\/{a%‘a(M):M, MeR— Mod}.
2) s € R—rad < o= N\{w} | o(M)=0, M € R— Mod}.
B)UER—ea:@o:/\{wf(Q)‘QES}.
4) o es un radical exacto izquierdo @0:/\{%?‘0(62):0,@65}.

_ R
5) 0 € R—trad & 0 = agp.

Demostracion.

1) : Sea o0 € R — id. Luego, por la Proposicién 2.29, si M € R — Mod
es tal que o(M) = M, entonces se tiene que a% = 0. Por tanto, se sigue que
\/{a]\]\ﬁ[[ | o(M)=M, M € R—Mod} < o. Por otra parte, si L € R — Mod,
entonces, como o es idempotente, o(o(L)) = o(L). Ahora bien, consideremos
la inclusién canénica o(L) < L. De la Observacion 2.26 se sigue que o(L) =
aggg(a(L)) < aggg(L), dedonde o X \/{a}] | o(M) =M, M € R— Mod },
lo que prueba la igualdad.

Reciprocamente, para cada M € R — Mod se sigue del Ejemplo 2.18 y
de la Observacién 2.25 que a% = Tg,,( ) es idempotente. Luego, por el in-

ciso 1) de la Proposicién 2.19, o = \/ {a4] | o(M) =M, M € R— Mod } es

idempotente.

2) : Sea 0 € R — rad. De nuevo por la Proposicién 2.29, para cada
M € R — Mod tal que o(M) = 0 se tiene que o =< wl!. Por tanto, se
sigue que o < A {w)! ‘ o(M) =0, M € R— Mod }. Por otro lado, dado L €
R—Mod, como o es radical, se sigue de la Observacién 2.15 que o(L/o(L)) =
0. Consideremos ahora la proyeccién canénica 7 : L — L/o(L). Entonces
wi!"PN(L) < kerm = o(L), de donde A {wi! | o(M) =0, M € R— Mod } <

o, con lo que se tiene la igualdad.
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Para la suficiencia, sea M € R — Mod. Se sigue del Ejemplo 2.18 y de la
Observacién 2.25 que w)! = Rpy,, () es radical. Luego, por el inciso 2) de la

Proposicién 2.19, o = A {w}! | o(M)=0, M € R— Mod} es radical.

3): Seao € R—ex ysea @ € E. Luego, una vez mas por la Proposicién
2.29 se tiene que o X wg(Q). Por tanto, se sigue que o < A { w(?(Q) ‘ Qe }
Por otra parte, por la Proposicién 2.16, para cada L € R — Mod se cumple
que o(L) = LNo(EL) =i Y(0(EL)), donde i : L — EL es la inclusién en la
cépsula inyectiva. Luego, wf(IEL)(L) < o(L), de donde A { wS(Q) |lQe& } =
o, con lo que se verifica la igualdad.

Ahora supongamos que o = A { wf(Q) ‘ QRef } Sean M,N € R— Mod
tales que N < M,y @Q € &£. La contencién wg(Q)(N) C NN w? (M) es

(@)

inmediata. Ahora, sea x € N N w?(Q)(M). Entonces € g~ '(0(Q)) para
cualquier g € Hompg(M,Q). Sea f € Homp(N,Q). Como @ es inyectivo,

existe h € Homp(M, Q) tal que el siguiente diagrama conmuta:

AN

N——

Se sigue que z € h=1(0(Q)); esto es, f(z) = h(x) € o(Q), pues x € N. Luego,
r € f1{o(Q)), de donde = € wg@) (N). Por tanto, NﬂwS(Q)(M) - wf(Q)(N).
Por las Proposiciones 2.16 y 2.19,8) concluimos que o = A { wg(Q) { Qect }

es exacto izquierdo.

4) : Sea o un radical exacto izquierdo y sea @ € £. Luego, si 0(Q) = 0,
por la Proposicién 2.29 se tiene que o =< wé‘?.

Por tanto, o < /\{wé2 ‘ o(@Q)=0,Q 65}.

Por otra parte, dado L € R — Mod, como o es radical, se sigue de la
Observacién 2.15 que o(L/o(L)) = 0. Sea Qo := EL/o(L), la capsula inyec-
tiva de L/o(L). Como o es exacto izquierdo se tiene que L/o(L) No(Qop) =

o(L/o(L)) =0, de donde, al ser L/o(L) esencial en @y, se sigue que o(Qg) =
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0. Consideremos la proyeccién canénica 7 : L — L/o(L) y la inclusién
i: L/o(L) — Qo. Entonces, wy’(L) < ker(iom) = o(L). Por lo tanto,
A { wgz } o(Q)=0,Qe& } < o, lo que prueba la igualdad.

Para la suficiencia, dado @ € &, se tiene que wg') es un radical, por ser
wg) = REJo( ) yenvirtud del Ejemplo 2.18 y de la Observacién 2.25. Ademads,
si 0(Q) = 0, entonces wg? = wg(Q), que, por el inciso 3), es exacto izquierdo.
Finalmente, por la Proposicién 2.19, /\{wOQ ‘ o(Q)=0,Q¢€ 5} es exacto

izquierdo, siendo la clase de radicales exactos izquierdos cerrada bajo conjun-

ciones arbitrarias.

5) : Sea o € R — trad. Recordemos que, por el Lema 1.53, para cada

M € R— Mod tenemos que af(R)(M) => {f(c(R)) | f € Hompr(R, M)} =
Y {ds(o(R)) |z € M} =0 (R)M. Luego, o(M) = af’(R)(M).

Reciprocamente, si 0 = af(R), entonces, para cada M € R—Mod, o(M) =

af(R)(M) =o(R)M = oft R)(R)M = o(R)M, con lo que concluimos. O

o(

El siguiente lema no es dificil de verificar:
Lema 2.38 Sean {Mga}ger, {Ng}ger € R — Mod. Entonces:

1) Si M = @ Mg, N= @ Ng y N es submddulo totalmente invariante de
Bel Bel
M, entonces, para cada 3 € I, Ng es un submddulo totalmente invariante
de Mﬁ.
2) 8i M = [[ Mg, N= ][ Ng y N es submddulo totalmente invariante de
Bel Bel
M, entonces, para cada 3 € I, Ng es un submddulo totalmente invariante

de Mﬁ.

En virtud del lema anterior, la siguiente proposicién, que generaliza el

Lema 16 de [7], tiene sentido.

Proposicién 2.39 Sean {Mg}ger, {Ng}ser € R — Mod. Entonces:
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1) Si M = @ Mg, N= P Ns y N es un submddulo totalmente invariante
Bel Bel
de M, se tiene que:

Mg _ M
\/aNﬁ —OéN.

Bel

2) Si M = [[ Mg, N =[] Ng y N esun submodulo totalmente invariante
Bel Bel
de M, se cumple que:

Mg _ M
Awits =0l

Bel
Demostracion.
1) : Sean M = @ Mp y N = € Ng. Por definicién tenemos, para cada
Bel Bel

K € R— Mod, que:

anf (K) =Y S f | EPBNs ’feHomR P, K

Bel Bel

N (1) = S {F(Ns) | | € Homp(Mp, K)}.

Para cada 3 € I, sean Mg 2, DMz y PMpg 2, Mpg las inclusiones
pel pel
y proyecciones naturales, respectivamente. Por un lado tenemos, para cada

6 € I, que:
F(Ng) = fpg | EDNs | < aN (K).
Bel

. M
Se sigue que ﬁ\/IaN[f <ol
€

Por otra parte,
_ - Mg
7 @Ns | = S ristve) < S o ().
BEI Bel pel

Por tanto, \/ a]]\\f{f > a]]‘\/,l , con lo que se prueba la igualdad.
pel

2): Sean M = [[Mg y N = ][ Ng. Por definicién, para cada K €
Bel Bel
R — Mod,

Wi ()= £ | T8 ‘feHomR K, [[Ms

Bel Bel
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wn! (K) = ({7 (Ns) | f € Homp(K, Mp)}.

Nuevamente, consideremos para cada [ € I las inclusiones naturales
Mg LR [[ Mg y las proyecciones naturales [] Mg LR Mpg. Por un lado

Bel Bel
tenemos para cada 3 € I que:

Wi (K) < (ig £ [ ] Ns | = £ (Na).
Bel
Luego, /\wN@ = whl.

Bel
Por otro lado,

e (K) < ms N7 (Ng) = Vo),

Bel

de donde, B/\Iw Nﬁ < w¥, con lo que concluimos. O
€

2.4. Prerradicales y submoédulos primos

Presentamos a continuacién una util caracterizacion de prerradical primo.

Proposicién 2.40 Sea o € R—pr, con o # 1. Entonces las siguientes condi-

ctones son equivalentes:
(a) o es primo.
(b) Para cada 7, € R — pr tales que T = o, Tn = o implica que T = 0o J
n=o.
Demostracion.
(a) = (b). Es inmediata de la definicién de prerradical primo.

(b) = (a). Sean 7, n € R—pr tales que 71 < 0. Se sigue de la Proposicién
2.13 que (1Vo)n = 1nVon < o. Luego, por hipétesis, se tiene que (7Vo) < o

6 n=o0; esdecir, T 20 6 7 =X o. Concluimos que ¢ es un prerradical primo.
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O

Observacion 2.41 Todos los codtomos de R — pr son primos.

Antes de dar la definiciéon de submoédulo primo se presenta el producto de

submoédulos totalmente invariantes.

Definicion 2.42 Sea M € R — Mod y sean K, L submddulos totalmente in-
variantes de M. Se define el producto de K y L como KL = o’ (L).

Definicion 2.43 Sean M € R — Mod y N # M, un submddulo totalmente
mwvariante de M. Decimos que N es primo en M si para cualesquiera K, L
submddulos totalmente invariantes de M, se tiene que KL < N implica que

K<N ¢ L<N.
Como consecuencia de la definicién anterior se tienen las siguientes propiedades:
Proposicion 2.44 Sea M € R — Mod. Entonces:

1) Si N # M es un submddulo totalmente invariante mdzimo de M, en-

tonces N es primo en M.

2) Sean T, n € R —pr. Entonces T(M)n(M) < (tn)(M).

A continuacién se presenta una caracterizaciéon de submédulo primo en

términos de prerradicales.

Teorema 2.45 Sean M € R— Mod y N # M, un submddulo totalmente

invariante de M. Las siguientes condiciones son equivalentes:

(a) N es primo en M.

(b) W% es un prerradical primo.
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Demostracion.

(a) = (b). Como N # M se tiene que wi! # 1. Sean 7,7 € R — pr tales
que 71 < wi. En virtud de la Proposicién 2.44 se tiene que 7(M)n(M) <
(tn)(M) < wM (M) = N, de donde, por hipétesis, 7(M) < N 6 n(M) < N.
Se sigue de la Proposiciéon 2.29 que 7 =< w% 6n= w%. Por tanto, w% es

primo.

(b) = (a). Si wi es primo, entonces N # M. Sean K, L submédulos
totalmente invariantes de M tales que KL < N. Por definicién se tiene que
KL = oM (L) = aMaM (M), de donde, por la Proposicién 2.29 y el Lema 2.27,
a%ai‘/] =< w%L = w%. Luego, como w%[ es primo, a% = w%f o 04%4 = wf\v/[,

estoes, K <N 6 L < N. Se concluye que N es primo en M. O

Existen dos clases disjuntas de prerradicales primos o, dependiendo de
cuantos S € R — simp son tales que ag £ o. Dichas clases de prerradicales

son presentadas en la siguiente:
Definicion 2.46 Sea o un prerradical primo. Decimos que:

1) o es 1 — simple, si existe evactamente un S € R—simp tal que ag £o.
2) o es 0 — simple, si para todo S € R — simp se tiene que ag <o.

Teorema 2.47 Sea o un prerradical primo. Entonces o es 1 — simple ¢ o

es 0 — simple.

Demostracion. Supongamos que existen S, S’ € R — simp tales que S 2 5’ y

ol Ao, a@i # o. Entonces se tiene que o agj = 0 < o, en contradiccién con
el hecho de que ¢ es primo. Por tanto, o es 1—simple, o bien, o es 0—simple.

g

Teorema 2.48 Sea o un prerradical primo. Si o es 1 — simple, entonces

eriste S € R — simp tal que o = wf);.
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Demostracion. Sea o un prerradical primo 1—simple. Entonces existe S €
R — simp tal que ag £ o. Por tanto, o(S) = 0; es decir, o < wg. Por otro
lado, se tiene que w@g ag = 0. Luego, como ¢ es primo, debe ocurrir que

w§ = 0. Concluimos que o = wf. O

Notemos que los prerradicales primos 1—simples son radicales y también

son prerradicales primos minimos, como se muestra en el siguiente resultado.
Teorema 2.49 Para cada S € R—simp, wg es un prerradical primo minimo.

Demostracién. Sean S € R — simp y o un prerradical primo tal que 0 #

o =< wy. Si ag =< o, entonces se tiene que S = ag(S) < wy(S) = 0, una

contradiccion. Por tanto, ag £ oy, por el Teorema 2.48, o = wg . ]



Capitulo 3

El Teorema de Kulikov

Tal como el titulo lo indica, el objetivo principal de este capitulo es pre-
sentar un importante teorema debido a Kulikov ([13]), el cual caracteriza a
los p—grupos que son suma directa de grupos ciclicos. Posteriormente, como
consecuencia de este teorema y de las propiedades intrinsecas de Zjyn, seremos
capaces de describir a las reticulas de prerradicales sobre estos anillos.

Comenzamos presentando algunos teoremas de descomposicién de grupos
de torsién y, en particular, de p—grupos elementales, que habran de servirnos

mas adelante.

Teorema 3.1 Sea A un grupo de torsion. Entonces A es suma directa de sus

p—componentes.

Demostracion. Notemos primero que las p—componentes A, son subgrupos
de A. En efecto, como 0 € A,, A, # 0. Ademds, si a,b € A,, entonces existen
m,n € N tales que p"™a = 0 = p"b. Luego, si [ := max{m,n}, se tiene que
pl(a —b) = 0, de donde a — b € A,. Observemos también que la familia

{Ap, }p,ep es independiente. Sea a € Ay, N %;Apj, entonces:
Y

a=ai+az+---+ar,

con ay, € Apjk y jk # 1 para cada k € {1,2,...,7}. Por hip6tesis existe n; € N

61
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tal que p;“a = 0. Asimismo, para cada k € {1,2,...,r} existe n;, € N tal
que p:k”“ ap = 0. Sea ¢q := p?flp?f p?jr Entonces, por ser p;* y ¢ primos
relativos, existen s,t € Z tales que 1 = sp;"+tq, de donde a = sp;"“a+tga = 0.

Luego, Ay, N ZAI,]. = 0. Ahora, sea a € A y supongamos que o(a) = m =

J#i
py' ... pi, con pi,...,p, primos distintos y r; > 0 para cada ¢ € {1,...,n}.
Puesto que los nimeros m; := mp; " cumplen que mcd(m1,...,my,) =1, se
tiene que existen si,...,s, € Z tales que 1 = symq + -+ + spmy. Luego,

a = symia+ --- + spmpa, donde s;mia € Ay, (pues p,isimia = sima = 0).

Por tanto, a € Ay, +---+ Ay, < @ A,. Concluimos que A = P A,. O
peP peP

Lema 3.2 Sea A un grupo. Un conjunto L = { as }acs de elementos distintos

de cero de A es independiente si y solo si (L) = P (aq).
acl

Demostracion. Si L es independiente, entonces para cada o € I se tiene que
(aa)N(ag | B # a) = 0. En efecto, si a € (an) N (ag | B # a), entonces
a = naao para alguna n, € Z. Por otra parte, a = niag, + --- + n,ag,, con

Bi #ayn; €7, para cada i = 1,2,...,r. Luego,

0=a—a=nqaq — (n1ag, +---+nrag,).

Se sigue de la independencia de L que a = nqaq = —niag, = -+ = —n,gg, =
0. Ademds, es claro que (L) = > (aq ). Por tanto, (L) = @ (aq ).
ael ael

Reciprocamente, si el grupo generado por L es la suma directa de los
subgrupos ciclicos generados por los elementos a,, con a € I, entonces, en
particular, 0 = niaq, + - -+ niaq,, donde, para cadai=1,2,...,k, n; € Z
y los «; € I son distintos. Luego, para cada ¢ = 1,2,...,k se tiene que
—NiGn, = %;njaaj € (aqa;) N(aa; | j # 1) = 0. Por tanto, n1as, = - =

i

nkaq, = 0, lo que prueba la independencia de L. ]

Observacion 3.3 No es dificil verificar que todo p—grupo elemental A es

un espacio vectorial sobre Z,. Mds ain, el concepto de independencia de un
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conjunto dada en la Definicion 1.46 coincide con el de independencia lineal

en este caso. En efecto, si {ay,az,...,a;} es un conjunto independiente en
A y existen mi,ma,...,mp € Z tales que myiai; + moas + -+ + myag, = 0,
entonces mia; = maag = -+ = mygag = 0, lo cual implica que p = o(ai)‘mi

para toda i € {1,2,...,k}. Luego, m; = 0 (modp); es decir, m; =0 € Z, para

toda i € {1,2,...,k}, lo que prueba nuestra afirmacion.

Como consecuencia de la observacion anterior tenemos los siguientes coro-

larios:

Corolario 3.4 Todo p—grupo elemental es suma directa de grupos ciclicos de

orden p.

Demostracion. Sea A un p—grupo elemental. Entonces, por la Observacion 3.3,
A es un Zy—espacio vectorial y, por tanto, tiene una base {aq }acr. Luego,
A = (aq | @ € T), por ser {aq }aer un conjunto de generadores, y, por el

Lema 3.2, A = € (aq ), pues toda base es un conjunto independiente. O
ael

Corolario 3.5 En un p—grupo elemental, todo conjunto independiente mdxi-

mo es una base.

Demostracion. Sean A un p—grupo elemental y L = {aq }aer un conjunto
independiente maximo en A. Entonces, nuevamente por la Observacién 3.3,
L es un conjunto linealmente independiente en el Z,—espacio vectorial A,
que es maximo, lo cual significa que L es una base para A. Mds atn, por la

demostracién del Corolario 3.4, A= (L) = P (an). O
acl

El corolario anterior, junto con el lema que presentamos a continuacion,

nos seran de gran utilidad para probar el Teorema de Kulikov.

Lema 3.6 Sea { Ny },c; una familia de subgrupos de un p—grupo A que

cumple las siguientes condiciones:



64 CAPITULO 3. EL TEOREMA DE KULIKOV

1) Para toda a € A\ {0} y para toda a € I existe no € N tal que si
a € N, entonces hp(a) = ng.
2) Para cada o, € 1, si a# 3, entonces ng # ng.
Entonces, si N := |J Na, se tiene que (N ) = @ N,.
acl ael
Demostracion. Notemos primero que { Nq },c; s una familia independiente.

Seaa €l y seaaec NyN Y Ng, entonces:
B

a=a1+as+ -+ ap, (3.1)

con a; € Ng,, B # a'y a; # 0 para cada i € {1,2,...,r}. Supongamos que
a # 0. Por hipétesis hy(a) = n, para alguna n, € N; por tanto, a = p"*b,
con b € A. Del mismo modo, hy(a;) = ng, para alguna ng, € N, de donde
a; = p"Pib;, con b; € A para toda i € {1,2,...,r}. Luego, sustituyendo en
(3.1),

p"eb = p"Biby + - - + p"Brb,. (3_2)
Sea ng := min{ng,,...,ng,,na}. Observemos que todos los elementos
de {ng,,...,ng,,na } son distintos entre si por la condicién 2) del lema.

Tenemos los siguientes casos:

,

Caso 1. Si mg = ng, entonces a = p"°b = > p"fib; = p™c, con ¢ € A
i=1

y m > ng, donde m := min{ng,,...,ng. }. Por tanto, hy(a) > n,, una

contradiccién.

Caso 2. Si mg = ng, para algin ip € {1,2,...,r}, entonces, de (3.2),

aj, = p"Obi, = >, p"ib; — peb = p™', con ¢ € Ay m' > ng, donde m' :=
i#io
min{ng,,...,ng,,nq } \ {no}, lo cual implica que hy(a;,) > no; nuevamente

una contradiccién.

Por lo tanto, a = 0; es decir, N, N > Ng = 0. Por otra parte, claramente,
B#a
(N) = > N,. Se concluye que (N ) = @ N,. O
acl acl
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Ahora estamos en condiciones de probar el teorema central del capitulo.

Teorema 3.7 (Kulikov, 1941)

Sea A un p — grupo. Son equivalentes:

(a) A es suma directa de grupos ciclicos.
(b) Existe una cadena ascendente

A1 <A< <A, <.

de subgrupos de A que cumple las siguientes condiciones:

. o)
(i) U A, =A.
n=1
(i) Para todon > 1 existe k, > 1 tal que para todo 0 # a € A,, se tiene

que hp(a) < ky.

Demostracion.

(a) = (b). Si A es suma directa de subgrupos ciclicos, es decir, A =
P (aq ), con a, € A para cada « € I, tomemos por separado a los sumandos
3i€rlectos del mismo orden p™ para cada n € N, y denotemos por B, a la
correspondiente suma directa. Asi, Vn > 1, B, := @ {(aqa) | 0(aa) =p" }.

acl
Para cada n > 1 definimos: k,:=ny A, :=B1® By ®--- D By,.

Se afirma que GAn = A. En efecto, si a € A = @ (as), entonces
a = a1 + az + ~-Z—:1a7« para alguna r > 1, con a; € (az% para cada i €
{1,...,r}. Digamos que o(an,) = p™. Asi, a; € B,, < A,,. Sea m :=
méx{n; | i =1,2,...,r}, entonces a; € A,, para cada ¢ = 1,2,...,r. Luego,

(o)
a € |J Ay, con lo que se verifica la afirmacién.
n=1

Ademads, afirmamos que la p—altura de los elementos de A,, distintos de
cero es menor que la k, propuesta. Si 0 # a € A, y hy(a) > k, = n, digamos

hp(a) = n+1, con | > 0, entonces existe by € A tal que a = phr(@py =
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p”(plbg); o bien, haciendo b := plby € A, a = p™b. Luego, puesto que a # 0,
o(b) > p™. Ahora, por la condicién (i), b € Ay para algin k > n. Como
A, =B1®By®--- P By, entonces b = by + by + -+ -+ by, con b; € B, es decir
o(b;) < p' parai=1,2,...,k Luego, p"b; =0 Vi < n, de donde:

a=p"b=p"by +p"ba+ - +p" b =p"bpt1 + -+ pby.

Por otro lado, por hipétesis, a € A, := B1 ® By & --- ® B, lo cual implica
que a = ay +az + -+ an, con a; € B; para cada ¢ = 1,2,...,n. Por tanto,
a€ A, <A,:=B ®By®---® B, ®--- D By, tiene simultdneamente en Ay

expresiones de la forma:

a=0+0+ - +0+p"bys1 + - +p by

a=a+ay+--+ap,+0+---+0,

de donde: a1 = ag = -+ = ap = p"bpy1 = -+ = p"br, = 0. Se concluye que
a = 0, en contradiccién con nuestra suposicién inicial. Por lo tanto, Va € A,

(a # 0= hy(a) < ky), lo que prueba la implicacion.

(b) = (a). Supongamos ahora que los subgrupos A, < A satisfacen las

hipétesis (i) y (ii). Como podemos agregar ceros al inicio de la cadena
A <A< <A <L

y también repetir (un nimero finito de veces) algunos términos A,, no hay
pérdida de generalidad al asumir k, = n. El procedimiento anterior se puede

justificar de la siguiente manera. Se construye una nueva cadena:
!/ / /

a partir de la cadena original, pero con la peculiaridad de que k], la cota
superior de las p—alturas de los elementos de Al sea precisamente n. Para

ello, definimos primero la sucesién { N; } .., de niimeros naturales de manera

320
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recursiva como sigue: No := 0 y Nji1 = max{N; + 1,k;j41 }. Observemos
que:

N0<N1<"'<Nj<Nj+1<...

Sea Ap := 0. Para j >0 y n > 1 definimos los elementos A/, de la nueva

cadena como:

, Aj, si Nj—|—1§n<Nj+1;
A, =
Aj+1, si n= Nj+1.
Noétese que la nueva cadena ascendente A} < AL < ... < Al < ... sigue

[e.9]
satisfaciendo (7), pues, si a € A = |J A;, entonces a € A; para algiun j > 1.
=1

(o]
Luego, a € A), = Aj, con n = Nj; es decir, a € |J A),. Por tanto, A = J 4;,.
n>1 n=1
Ademas, la cadena obtenida cumple la propiedad:

Vn>1Va€e A, (a#0 = hy(a) <n.) (3.3)

En efecto, sean n > 1 y a € Al,. Supongamos que N;j+1 < n < Nji.

Tenemos dos casos:
CLEA;L:AJ‘, siNj+1§n<Nj+1,

o bien,

! .
a < An = Aj+1, Ss1n = Nj+1.

En el primer caso, hy(a) < kj <méx{N;_1+1,k;j} =N; < N; +1<n.

En el segundo caso, hy(a) < kji1 <max{N; +1,kj11} = Njp1 =n.

En resumen, de ambos casos se concluye que hy,(a) < n, con lo que se verifica

la propiedad (3.3).

Una vez construida la cadena A} < A, < ... < Al < ..., notemos que
Al Np"A =0, pues, si 0 # a € Al Np" A, entonces, por un lado, a = p™a para
algin a € A, de donde, hy(a) > n. Por otra parte, hy(a) < n, ya que a € Al;

una contradiccién.
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Consideremos el conjunto K de las cadenas ascendentes 7 < Cy < --- <
C, < ... de subgrupos C, < A tales que para cada n > 1 satisfacen las

siguientes condiciones:

A, <Gy (3.4)

CpNp"A=0 (3.5)

Para dicho conjunto de cadenas, las cuales seran denotadas en adelante por
(C1,Cq,...,Cy,...), se define el siguiente orden:

Sean C; = (C1,Cy,...,Ch,...) y Co = (B1,Bs,...,B,,...) cadenas que
satisfacen las condiciones (3.4) y (3.5), es decir, C;,C2 € K. Decimos que
C1 XCo=Vn(C, < By).

Se probara que con el orden antes definido K es un copo inductivo.

o “ =<7 define un orden parcial en K.

Reflerividad. Sea C; = (C1,C3,...,CL ...) € K. Claramente, Vn (C} <
Cl); es decir, C; < Cy.

Antisimetria. Sean C; = (C1,C3,...,CL ...), Co = (C?,C3,...,C2,...) €
K tales que C; X Cy y Co X Cy, estoes, Vn(Ct < C%) y ¥n(C2 < CL). En-
tonces Vn (CL = C2); es decir, C; = Co.

Transitividad. Sean C; = (C},Ca,...,CL ...), Co = (C?,C2,...,C2,...),
C3 = (C3,C3,...,C3,...) € K tales que C; = C2 y Ca = C3, es decir,
Vn(CL<C?) y Vn(C2 < C3). Luego, ¥n (C! < C3), de donde C; =< Cs.

Ademis, se tiene que:
e K es no vacio. En efecto, pues (A}, A5, ..., AL,...) € K.

e K es inductivo. Sea C := {C*}_.; C K, una cadena (de cadenas) en

K, donde, para cada a € I, C* = (C¢,C%,...,C4,...), y sea C' la cadena
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(C1,Ch,...,C, . ..) tal que:

cr=Jcp,
acl

Ch = U Cy,
acl

¢, = Jcy,
acl

Entonces C’ es una cota superior de C y C' € K. En efecto, como Cf* < 1 <

A para cada o € I y para cada i > 1, se tiene que:

Uer<Jecg vaer iz

acl ael

Luego, C1 < C) <--- < () <-.- < A. Porotrolado, A, <Cy < |JCY =C],

acl
y C/L,Np"A = < U Cﬁ‘) Np"A = |J(C¥Np"A) = 0; es decir, C’ satisface
acl acl
las condiciones (3.4) y (3.5).
Por el Lema de Zorn existe (al menos) una cadena (G1,Ga,...,Gp,...)

que es maxima en K, esto es, una cadena maxima que satisface (3.4) y (3.5).
Dicha cadena satisface ademés que |J G, = A ya que, por la condicién (3.4),

n>1
Vn>1, A <G,. Luego:

A< GA;IS GGngA.
n=1

n=1
Ahora, para cada n > 1 tomemos un conjunto independiente maximo,
Ly, de elementos en el subgrupo G, [p] N p"~'A4, lo cual siempre es posible
por la Observacién 1.49. Sea L := |J L,,. Enseguida, para cada ¢; € L con

n>1
m; := hp(c;), elegimos un a; € A tal que p™ia; = ¢;.

Se afirma que A =@ (a;).

La prueba de la ltima afirmacién se divide en dos etapas:
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Se demostrard que (L) = Alp].

Por el Corolario 3.5 se tiene que, Vn > 1, (L, ) = G, [p] N p" L A.

Afirmamos que los elementos distintos de cero de (L, ) son todos de
p—altura n — 1. Asf es, si 0 # @ € (L, ), entonces * € G, [p] N p" " LA4; es
decir, x = p"la para algiin a € A, ya que x € p"~'A. Ademas, si x = p"b,
con b € A, entonces, por la condicién (3.5), x € pP"ANG, =0, lo cual es una
contradiccion. Luego, k := n — 1 es el mayor entero no negativo para el cual
se satisface la ecuacién « = p¥a para algin a € A, es decir, hp(x) =n — 1.

Por tanto, del Lema 3.6 se sigue que @ (L, ) = (L).

Observemos ademas que, como A = |J G, A[p] = G G- [p].

Luego, se tiene que (L) < Alp|. L(Zzalnterior se siglle del hecho de que,
para cadan > 1, (L, ) < G, [p] < Ap]. Por tanto, (L) =& (L,) < Alp].

A continuacién probaremos por induccién sobre r que G, [p] < (L).

Si a € Gq[p], entonces pa = 0. Ademss, claramente a € p"A = A. Por
tanto, a € Gy [p] Np°A = (L1) < @ (L,) = (L). Supongamos que G, [p] <
(L).Sea b € Gry1[p] \ Gr. Entonces, como b ¢ G, se tiene (G,,b)Np"A # 0.
De no ser asi, contradecimos la maximalidad de la cadena (G1,Ga,...,Gp,...)
que cumple las condiciones (3.4) y (3.5).

Sea:

0#4£g +kb=:c ep A,

donde ¢’ € G, y k € Z. Si tuviéramos que p ’ k, entonces, como b € G,11 [p],
kb = 0. Luego,
04 =g €p"ANG, =0,

una contradiccién. Por tanto, pt k y existe k' € Z tal que kk’ = 1(modp). Se

sigue que, para algun [ € Z,
Kd=Kg +kkb=Kg + (b+plb) = kg + b,

es decir, c = g+ b, donde c:= k' € p"A, g:=kK¢ € G,.
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Ademas, ¢ # 0 (de otro modo, b € G, una contradiccién).
Notemos que ¢ € G411 (pues b € Gry1 y g € G < G,41). Por otro lado, ¢ €
p" A, de donde hy(c) > r. Luego, por (3.5), pc € Gy41Np" 1A = 0. Por lo tanto,
o(c)=p y hy(c)=r (c€p"™A implica ¢ =0, pues G,+1 Np"T1A=0). Se
sigue que ¢ € Gry1 [p]Np"A = (Ly41) < (L). Més atin, pg = pc — pb =0, de
donde g € G, [p]. Lo anterior, junto con la hipétesis de induccién, implica que
g€ (L). Por tanto, b=c—g € (L).

Se ha demostrado que, para r > 1, G, [p] < (L ). Luego, de la observacién
previa a la demostraciéon anterior se sigue que A[p] < (L). Concluimos que

(L) = Alp], que es lo que queriamos probar.
Se demostrard que A =@ (a;).

Dado a € A, se tiene que o(a) = p” para algin r > 0, ya que A es un
p—grupo. Para probar la dltima afirmacion usaremos el segundo principio de
induccién sobre r. Supongamos que todo a € A de orden p”, con r < n,
pertenece a @ (a; ). Ahora, sea b € A de orden p"*!, con n > 1. Entonces

p"b € Alp] = (L). Luego:
pnb = mjic1 +macCa + - -+ + MkCk

para algunas m; € Z, ¢; € L = |J L, y, por tanto, para cada i €
m2>1
{1,2,...,k} existe n; > 1 tal que ¢; € Ly, de donde h,(c;) =n; — 1.

Podemos suponer que:

ni—1>n, para 1 <13 < j;
n;—1<mn, para j+1<:<k.

Si escribimos mjc; = p™mlia;, con m) € A, para cada i = 1,2,...,j, entonces
!/ !/ /
pt(b—miai—msas—---—m'a;) = mjpicip1+mipacipot - Amjprcipr € Gy,

pues para j+ 1 <i <k se tiene que m;c; € (Lyp,) < Gy, < Gy.

!/

Por tanto, la condicién (3.5) implica que b—m/ay —myag — -+ —m)

aj; €8

de orden a lo mds p™. Lo anterior es cierto, pues p"(b—mja; — mhag — -+ —
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m;-aj) e p"Ay G,Np"A = 0. Luego, de la hipétesis de induccién se sigue

que b—miay —myag — -+ —mja; € P (a;); es decir, b € P (a;).

Se concluye que A = (a;). O

Corolario 3.8 Sea A un p— grupo acotado. Entonces A es una suma directa

de grupos cicilicos.
Demostracidon. Si consideramos la cadena:
A<A< - <A<...,

ésta claramente satisface la propiedad (b.i) del Teorema de Kulikov. Ademas,
por ser A acotado, existe n > 1 tal que nA = 0. Luego, Va € A(a # 0 =
hp(a) < m), es decir, la dltima cadena también satisface la condicién (b.i7)
del mismo teorema. Por tanto, se sigue que A es suma directa de subgrupos

ciclicos. O

De hecho, por el Teorema 3.1, el corolario anterior puede ser enunciado de

manera mas general:

Corolario 3.9 (Priifer, Baer)

Un grupo acotado es suma directa de grupos ciclicos.

Demostracion. Si A es un grupo acotado, entonces sus p—componentes, Ay,

también lo son. Consideremos la cadena:
Ay <A, <-- <A <...

Se sigue del Teorema de Kulikov que las p—componentes de A son suma di-
recta de subgrupos ciclicos, de donde, en virtud de la Observacion 1.42 y del
Teorema 3.1, A es suma directa de sus p—componentes y, por tanto, A es suma

directa de subgrupos ciclicos. O



Capitulo 4

Tres reticulas isomorfas

En este capitulo se presentan, para cada n > 1, tres reticulas que resultan
ser isomorfas: la reticula L,,, que se construye de manera recursiva, la reticula
de caminos 1—ascendentes, que llamaremos C),, y, finalmente, el conjunto
By, :={0,1}" o de sucesiones binarias de longitud n, el cual, al ser dotado de
un cierto orden, resulta ser una reticula distributiva, finita, de cardinalidad 2",
autodual y graduada. Dichas reticulas, en especial la de sucesiones binarias,
nos ofrecen una util forma de representar y describir a Z,» — pr, asi como
de conocer sus propiedades reticulares, ya que, como se vera en el siguiente
capitulo, Zy,»—pr y B, son isomorfas como reticulas. Una advertencia respecto
a la notacién: denotaremos con frecuencia en lo subsecuente a una reticula
(L,<,V,A\) simplemente por su conjunto subyacente, L (siempre que no se

preste a confusién).

4.1. Las reticulas L,

Definicion 4.1 Para n € N definimos recursivamente a los conjuntos Ly,
como sigue: sea Lo un conjunto con un sélo elemento, digamos, Ly = {*}. Para

cada n > 1 y suponiendo definido el conjunto Ly,_1, sea Ly, := L, x {0,1}.

73
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Por simplicidad, a lo largo de este capitulo y para cada n > 1, se usara el
subindice 1 en ambos elementos de una pareja ordenada en L, y para cada
n > 2, se empleara el subindice 2 en ambos elementos de una pareja ordenada
en L,_1. Asi, por ejemplo, denotaremos por (z1,d1) a un elemento de L, y

por (x2,d2) a un elemento tipico de L,_;.

Observacion 4.2 Para cada n € N, L, es un conjunto finito de cardinalidad

2",

Definicion 4.3 Sea n > 1. Definimos al hemisferio sur de Ly como el con-
Junto:

HY ={xel,|z=(x1,0), 21 € Lp_1},

n

y al hemisferio norte de L, como el conjunto:

H! ={ze€Ll,|z=(x1,1), 21 € Lp_1 }.

n

Definicién 4.4 Sea n > 2. Un puente de z a w en Ly, es una pareja (z,w) €

L, x Ly, tal que:
= (21’0)7 w = (wl’ 1)7 21 = (227 ]-)7 w1 = (w270)
con zo = wg € Ly_o.

Nétese que para n > 2 existe una correspondencia biunivoca entre los
puentes en L, y los elementos de L,_2, de manera que se tiene la siguiente

propiedad.

2n72

Observacién 4.5 Para cada n > 2 existen puentes en L.

Definicion 4.6 Para cada n € N definimos un orden para los conjuntos Ly

de la siguiente forma:

T
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Ahora, sea n > 2 y sean x = (x1,01), y = (y1,€1) € Ly tales que x; =
(x2,02), y1 = (y2,€2) € Lp—1. Decimos que x < y si se cumple alguno de los
n

stguientes casos:

1) 61 = &1 (es decir, x,y estan en el mismo hemisferio) y x1 < w1, o bien,
n—1

2) 01 =0, e1 =1 y existe un puente (z,w) en Ly, tal que z = (21,0), w =

(wi,1) € Ly, 1 < 21 y w1 < 1.

n—1 n—1

Observacion 4.7 Sean > 2. Si (z,w) es un puente en Ly, entonces z < w.
n

Lema 4.8 Sean > 1. Siz,y,z € L,y = <y < z con x,z en el mismo
n n

hemisferio H, entonces y € H.

Demostracion. Sean z = (x1,01),y = (y1,€1),2 = (21,¢1) € L. Como z, z
estdn en el mismo hemisferio, se tiene que §; = ¢1. Supongamos que &1 #
41,1, entonces, puesto que x < y y &1 # €1, debe ocurrir que 41 = 0 y
g1 = 1. Asimismo, ya que y < z ny €1 # 1, se sigue que €1 = 0, 1 = 1. Luego,
0=¢€; =1, una contradicciéril. Por lo tanto 1 = 01 = ¢y, es decir, y € H, que

es lo que queriamos probar. O

Observacién 4.9 Sean > 1. Si x = (x1,01), y = (y1,€1) son elementos en
el mismo hemisferio de L, , entonces y cubre a © en L, siy solo si y1 cubre

a x1 en Lp_q.

Teorema 4.10 Para n € N, <Ln,§> es un copo con elementos menor y
n

mayor.

Demostracion (por induccion sobre n). Resulta inmediato que para n = 0 se

cumple la afirmacién. Supongamos que <Ln1, < > es un copo con elementos
n—1

menor y mayor 0,_1 y 1,_1, respectivamente.

e Reflexividad. Sea x = (z1,01) € Ly. Por hipétesis de induccién tenemos

que 1 < x1, luego, por definicién, x < x.
n—1 n



76 CAPITULO 4. TRES RETICULAS ISOMORFAS

o Antisimetria. Sean x = (21,01), ¥y = (y1,61) € Ly, tales que z < y y
n
y < z. Por el Lema 4.8 z,y estan en el mismo hemisferio, esto es, d; = 1.
n

Luego, por definicion se tiene que 1 < y1 y y1 < x1. Por la hipotesis de
n—1 n—1

induccién se concluye que 1 = y1, de donde x = y.

e Transitividad. Sean = = (x1,01), y = (y1,€1), 2 = (21,¢1) € Ly, tales

que z <y vy y <z Se tienen los siguientes casos:
n n

Caso 1: 01 = ¢1 (x, z estan en el mismo hemisferio). Luego, por el Lema
4.8, y estd en el mismo hemisferio que z, z, es decir, §1 = €1 = 1. Luego,

por definicién, 1 < w1 y y1 < z1. Finalmente, por hipétesis de induccién
n—1 n—1

tenemos que 1 < 21, de donde z < 2.
n—1 n

Caso 2: 61 # ¢1. Tenemos a su vez los siguientes subcasos:

Subcaso 2.1: 1 = e1 =0y ¢1 = 1. Entonces, por la Definiciéon 4.6, por un

lado 1 < y;. Por otro lado, como €1 # 1 y y < z, existe un puente (u,w)
n—1 n

en Ly, tal que u = (u1,0), w = (w,1), yn < wp y wy < z;. Por tanto,
n—1 n—1

r1 < 11 < wug, de donde, por la hipétesis de induccién, x; < wu;. Luego,

n—1 n—1 n—1
como consecuencia del caso 2) de la Definicién 4.6, se tiene que = < z.

n
Subcaso 2.2: §1 # €1, por tanto, 1 = ¢1 (y, z estdn en el mismo hemisferio).
Luego, como z <y y y < z, se tiene que 43 =0y &1 = @1 = 1, de donde
n n
y1 < z1. Por otro lado, puesto que d; # ¢ y z < y, existe un puente
n

n—1

(u,w) en Ly, con: v = (u1,0),w = (wy,1), 11 < w3 y wy < y;. Por
n—1 n—1

tanto, w1 < y1 < 21y, por la hipétesis de induccién, wy < z;. Entonces,
n—1 n— n—1

nuevamente por el caso 2) de la Definicién 4.6, se tiene que z < z.
n
Hemos probado que, para n > 0, <Ln, <> es un copo.
n
e Elementos menor y mayor. Supongamos que On1 y T,—1 son los elementos

menor y mayor, respectivamente, de L, 1. Definimos 0, = (ﬁn_l, 0)y 1, =

(Tn,l, 1). Sea © = (x1,01) € L,. Analizamos los siguientes casos:
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Caso 1: 61 = 0. Entonces, por hipétesis de induccién se tiene que 6n—1 <
n—1

z1. Luego, 0, < z. Por otro lado, ((/1\71_2, 1),0), ((Tn_g,O), 1) es un puente en
n

L, tal que:

o~ o~ o~ ~

] S 1n—1:(1n—271) y (1n—270) S 1n—1‘

n—1 n—1

Por tanto, por el caso 2) de la Definicién 4.6 se sigue que = < Tn.
n

Caso 2: 61 = 1. En este caso, por hipdtesis de induccién, x1 < Tn_1. Por
n—1
tanto, z < 1,,. Por su parte, ((On_2,1),0), ((0n_2,0),1) es un puente en L, tal
n
que:

(an—2,0)=6n—1 <z y Opy < (an—271)-

n—1 n—1

Nuevamente, del caso 2) de la Definicién 4.6, se tiene que 6n <z
n

De lo anterior, se concluye que <Ln, §> es un copo con elemento menor
n

On y elemento mayor Tn, con lo que finaliza la prueba. (|
Presentamos a continuacion algunas propiedades utiles de los puentes.

Lema 4.11 Sean (z,y) y (z,w) puentes en L,. Entonces x < z si y solo si
n

y < w.
n
Demostracion. Sean (z,y) y (z,w) puentes en L,, tales que:

€T = ($170)7 y= (yh 1)7 z = (2170)7 w = (wla 1)7
€Tl = ($27 1)5 Y1 = (y270)7 zZ1 = (227 1)7 w1 = (w230)~

Si z < z, entonces por la Definicién 4.6 se tiene que 1 < 21 y que
P —

n

To < zo. Tenemos también que 9 = y2 y 2o = ws, de manera que yo < wo
n—2 n—2
y, por tanto, y; < wj. Se concluye que y < w. La reciproca es similar. O
n—1 n

Corolario 4.12 Sean x,y,x',y" € L, tales que (x,y) es un puente. Entonces

se cumplen las siguientes propiedades:

1) Si (z,y") es un puente, entonces y =1’ .
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2) Si (2',y) es un puente, entonces x = x'. O

Corolario 4.13 Sean (z,y) y (z,w) puentes en L,. Entonces z cubre a x

sty solo st w cubre a y.

Demostracion (por induccion sobre n). Para n = 2 la afirmacion es clara. Sean
(z,y) v (z,w) puentes tales como en la demostracién del Lema 4.11. Si z cubre
a x, entonces x 5 z. Luego, por el Lema 4.11 se sigue que y < w y, por el
Corolario 4.12, debe ocurrir que y # w. Supongamos ahora que ZXiste u € Ly
tal que y < u < w. Como y,w € H!, por la Observacién 4.8 se tiene que

n n

u € H}, de tal forma que y; u1 < wi. Entonces, por la hipdtesis de

<
n—1 n—1
o}

induccién se sigue que u; = y; 6 u; = wi, lo cual a su vez implica que u =y

6 u = w. Se concluye que w cubre a y. La reciproca es similar. g

Lema 4.14 Sea n > 1 y sean u,v € Ly. Las siguientes condiciones son

equivalentes:

(a) w y v estan en diferentes hemisferios y v cubre a wu.

(b) (u,v) es un puente en Ly,.

Demostracion. Supongamos que u = (u1,01), v = (v1,61) € L, y up =
(ug,d2), v1 = (v2,€2) € Lyp—1.
(a) = (b). Como v cubre a u, u < v, por tanto tenemos que §; =0, ¢ =1
n

y existe un puente (z,w) en Ly, tal que:
= (2170)7 w = (wlv 1)7 21 = (2’2, 1) w1 = (w270)

conu; < z1yw; < w. Luego, u <z < w < v. Mas ain, como v cubre a u,
n—1 n—1 n n n

debe suceder que u = z y w = v, es decir, (u,v) es un puente en L.

(b) = (a). Si (u,v) es un puente en L,, entonces, por la Observacién 4.7,

u < v, estando ambos en diferentes hemisferios. Supongamos que existe z € L,
n
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tal que u < 2 < v, con 2z = (21,91) € Lpy 21 = (22,92) € Ly_1. Si 2 € HY,
n n
entonces debe existir un puente (2/,v’) en L, tal que z < 2’ y v < v. Luego,
n n
por el Lema 4.11, 2/ < u, de donde, por transitividad se sigue que u = 2’ = z.
n

Si z € H} se concluye de manera similar que z = v. Por tanto, v cubre a u, lo

que concluye la demostracion. O
Necesitamos el siguiente lema para describir al supremo e infimo en L,,.

Lema 4.15 Sean n>2 y x,y € L, tales que x € HY, y € H!. Entonces los

conjuntos:

Py = {z € HY | para algin w € HL, (zw) es un puente en L, y & < z}
n

)

QY = {w € Hﬁb para algun z € Hg, (z,w) es un puente en L, y w % y}

tienen elemento menor y mayor, respectivamente.

Demostracion (por induccion sobre n). Primero notemos que, para toda x €
HY y € H! P® and Qj son conjuntos no vacios, pues, por una parte,
(((Tn-2,1),0),((Tn—2,0),1)) es un puente en L, tal que 2 < (1,_2,1),0), de
manera que ((1,_2,1),0) € P%. Similarmente, (((0,_2,1), O)T: ((0p—2,0),1)) es
un puente en L, tal que ((0,_2,0),1)) % y, de tal forma que ((0,_2,0),1) €
Qh-

Se verifica de manera inmediata que, para toda x € Hg vy € H21, Py
vy Qg tienen elemento menor y mayor, respectivamente. Ahora supongamos
cierta la afirmacién para n — 1. Sea z = (21,0) € HY. Si x1 = (x2,1) € H! |,
entonces (((x2,1),0), (z2,0),1) es un puente en L,, tal que x € PY es elemento
menor. De lo contrario, si x1 = (x2,0) € H)_;, entonces por la hipétesis de

. sz L1 3 / / /
induccién P!, tiene un elemento menor z; € L, tal que (z],w]) es un
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puente para algin w] € L,_;. Afirmamos que (w},0) es el elemento menor

de P¥. En efecto, sea z = (21,0) € P?

' entonces existe un puente (z,w) en

L, tal que z < z, de donde z1 < 21, lo cual, por la Definicién 4.6 a su vez
n n—1
implica que existe un puente (u1,v1) € Ly—1 tal que 1 < w3y v; < z1. Se
n—1 n—1
sigue que u1 € P!, luego z; < w;. Entonces, por el Lema 4.11 se tiene que

n

w) < v < z. Por tanto, (w],0) < (21,0) = 2, con lo que terminamos.
n—1 n—1 n

Dualmente se prueba que Q3 tiene elemento mayor. ]
Teorema 4.16 Para cada n € N, <Ln, §> es una reticula.
n

Demostracion (por induccion sobre n). Para n = 0 la afirmacién es clara.
Supongamos ahora que n > 1y <Ln_1, <, \/1, /\1> es una reticula. Sean
n—1 n—1 n—

x = (r1,01), ¥y = (y1,€1) € Ly. Tenemos los siguientes casos:

Caso 1: z,y estan en el mismo hemisferio. Entonces §1 = €1 y se definen
1 1
xVy = (x1 vlyl, 0) y zAy == (1 /\1y1, d1). Se verifica de inmediato que estos
n n— n n—
elementos satisfacen las propiedades de supremo e infimo, respectivamente, en

1 1
L,, de manera que en este caso, tVy=xzVyy xAy=xAy.
n n n n

Caso 2: x,y no estdn en el mismo hemisferio. Sin pérdida de generalidad,
podemos suponer que = € H? y y € H!. Luego, por el Lema 4.15, P tiene
un elemento menor, 2., tal que para algiin w, € H} se tiene que (2., w;) es un

1
puente en L, v ¢ < z,. Afirmamos que x V y = w, V y. En efecto, por el Caso
n n n

1 1
1 tenemos que y < w, Vy y w; < wy Vy. Por lo tanto, por la Definicion
n n n

1
4.6 y usando el puente (z,,w,), se tiene que z < w, V y. Ahora, sea ¢ € L,
n n
tal que z,y < c. Entonces ¢ € H! y, como x < ¢, existe un puente (u,v) en
n n
L, tal que x < uy v < c. Luego, puesto que z; es el menor elemento de P7,
n n

ze < wu,y por el Lema 4.11, se tiene que w, < v < ¢. Se sigue del Caso 1 que
n n n

1 1
wgy Vy < ¢, estando ¢ y w, Vy en el mismo hemisferio. Asi, hemos probado
n n n
que z Vy es supremo en L,, para x y y. Por otro lado, nuevamente por el Lema
n

4.15, @y tiene un elemento mayor, wy, tal que para algun z, € HY se tiene
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que (zy,wy) es un puente en L, y wy < y. De manera similar se prueba que
n

1
TNY =2 N 2y [
n n

En las Figuras 4.1 y 4.2 presentadas a continuaciéon se muestran los dia-
gramas de Hasse de las reticulas L, para n =0,1,2,3,4. Se ilustra también
la construccion recursiva de dichas reticulas, indicando los puentes mediante

lineas segmentadas.
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(),
[ ]
((0)1) "~ _
((+,1),0)
((+,0),0)

[ ) o
(((+0),0).1) "~ _ (((+,1),1),0)
2(((+,0),1),0)
2(((+,1),0),0)
®(((+,0),0),0)

Figura 4.1: Diagramas de Hasse de L,, para n=0,1,2,3.
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.\ / o(((+1),1):0).1)

((((+0).0).1).1) .

° T~ °
(=000~~~ _ ((((+1).1).1).0)
(D001 == U000

) T e (5 1)0).1).0)
((((+0).0).01.) <
. / \\ .
((((+0).0).1).0) ((((+1).1).0).0)
\ ./

((((+0).1).0).0)
2(((+1).00.0).0)
*(((+0).00.0).0)

Figura 4.2: Diagrama de Hasse de L.
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4.2. Las reticulas C,

Para cada n € N presentamos las siguientes definiciones:

1

Definicién 4.17 Un n—camino' es una sucesion finita (v, v1, ..., v,) tal que

v; € (n—l—l)2 para cada i =0,1,...,7.

Definicion 4.18 Un n—camino funcional es un n—camino

c=((0,c0),(L,¢1),...,(n,cn)),
tal que ¢; € n+ 1 para cada 1 € n + 1.

Con el fin de simplificar la notacion, identificaremos cada n—camino funcional
c = ((0,¢0),(1,¢1),...,(n,cy)) con una sucesion ¢ = (cg,¢1,...,¢n) € Fy,

donde F, :={c:n+1-—mn+1|c es funcién}.

Definicién 4.19 Dados dos n—caminos funcionales ¢ = (co,¢1,...,¢n) Y

/ 2

c = (¢, c,...,c,), definimos:
1) ¢ =c sic;<d para cada i € n+ 1.
n

2) eV = (to,t1,...,tn), con t; = méx{c;, c.} para cada i € n+ 1.

3) e Ac' = (s0,81,...,8n), con s; = min{c;, c;} para cada i € n+ 1.

Observacion 4.20 (F,,, =<,V,A) es una reticula finita y de cardinalidad
n

Definicién 4.21 Un n—camino funcional ¢ = (co,c1,...,¢n) es 1-ascendente

sicg=0 y 0<c¢iy1—¢; <1 para cadai € {0,1,...,n—1}.

'En inglés, “n-lattice path”.
2Nos permitimos emplear de antemano los sfmbolos “V” y “A” para los elementos

definidos en 2) y 3), toda vez que éstos claramente satisfacen las propiedades de supremo

e infimo, respectivamente, en Fj,.
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nen
/ ,

ZEREn

Figura 4.3: Un elemento particular de Cs.

En adelante denotaremos por C,, al conjunto de todos los n—caminos fun-
cionales 1-ascendentes. Otra forma de visualizar a los elementos de C,, es como
caminos en la cuadricula (n+ 1) X (n+ 1) desde (0,0) hasta algin punto de
la recta vertical x = n, con saltos horizontales o saltos diagonales (véase la

Figura 4.3).

La siguiente propiedad es facil de verificar.
Lema 4.22 Para cada a,b € N,

1) méx{a,b} < mix{a,b+ 1} <mdix{a,b} +1=miax{a+ 1,0+ 1};

2) min{a,b} <min{a,b+1} <min{a,b} +1=min{a+1,b+ 1}. O
Teorema 4.23 Para cada n € N, C,, es una subreticula de F,.

Demostracion. Se probara que, para cada n € N, C, es cerrado bajo supre-

mos e infimos. Sea ¢ = (co,c1,...,¢), € = (¢4, ), ....c,) € Cp. Por defini-
cién tenemos que ¢ V ¢’ = (to,t1,...,t,), con t; = max{¢;,c;} y cAc =
(S0, 81,---58n), con s; = min{ ¢;, ¢, }, para cada ¢ € n+ 1. Notemos primero

que tg = sop = 0 porque ¢g = ¢, = 0. Ahora, sea k € {0,1,...,n —1}. Como
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c,c € Cpsesigue que 0 < ¢y —¢p <1y 0< ¢y — ¢, < 1. Se tienen los
siguientes casos:

Caso 1: cpy1—Cp = ¢y —¢, = 0. Luego, cpy1 = cx ¥ ¢4 = ¢, Entonces
b1 = max { cpp1, ¢y } = méx{cp, ¢} =tr v spr1 = min{ cpqr, ¢4 } =
min { ¢, ¢}, } = si. Por lo tanto, tx41 — ty = sg41 — sk = 0.

Caso 2: cpy1 —cp = Gy — ¢, = 1. Luego, cppy = cx + 1y ¢y =
¢, + 1. Entonces, del Lema 4.22 se sigue que tp41 = mé.X{Ck-+17c;€+1} =
max{cy+1,¢, +1} =t +1 y también que s = mfn{ck+1,c;€+1 } =
min{c; + 1, ¢} + 1} = sp+1. Por tanto, en este caso, ty41—tx = sgp1—5k = 1.

Caso 3: cpp1—c, =0y ¢ —c, =1 Luego, cpp1 =cp y ¢ = ¢+ 1.
Entonces, por la parte 1) del Lema 4.22 tenemos que t;41 = max { Ckt1, C;C_H } =
méx { ¢, ¢, + 1} <méx{cy, ¢} }+1=1t,+1 y también t; = max{c, ¢, } <
max { cg, ) +1} = méX{Ck+1,C;€+1 } = tg11, dedonde 0 < tgy1—t; < 1. Por
otro lado, por el inciso 2) del Lema 4.22, s, = min { ¢, ¢}, } <min{cg, ¢, +1} =
min { ¢xi1,¢ g b = Skp1 ¥ Ske1 = min{ cpq1, ¢y b= min{ep,f +1} <
ml’n{ck,c;C } + 1= s+ 1, lo cual implica que 0 < sp41 — s < 1.

Caso 4: cpy1—cx =1y ¢, —c;, = 0. La prueba es similar a la del Caso

3. U

Nétese que C), tiene elemento menor 0 = (0,0,...,0) y elemento mayor

1=(0,1,...,n).3

4.3. Las reticulas B,

Definicion 4.24 Para cadan > 1 se define el conjunto de sucesiones binarias

de longitud n, que en adelante denotaremos por By, como el conjunto {0,1}".

3Si bien para cada n € N (), es una subreticula de F, en el sentido de que es un
subconjunto cerrado bajo supremos e infimos, el elemento mayor de C), no es el elemento

mayor de F,, que es (n,n,...,n).
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Definicién 4.25 Dados n > 1 y a = (a1,...,ay),b = (b1,...,b,) € By,

tenemos las siguientes definiciones:*

k k
1) a <b sipara toda k € {1,...,n} se tiene que Y a; < Y b;.
i=1 i=1

2) aVb:= (c1,...,¢pn), donde ¢ := max{ai,b1} y para cada k € {2,...,n},

k—1 k—1 k k

0, si méx{ > ai, sz} = méx { > ay, sz};
=1 =1 =1 =1
k=1 k-1 k k

1, si méx{ > ai, sz} # méX{Zai, sz}
=1 =1 i=1 =1

i

3) anb:= (dy,...,dy), donde dy :== min{ay,b1} v, para cada k € {2,...,n},

k—1 k-1 k k
0, si min { > ai, sz} = ml’n{Zai, sz};
djy = =1 =1 =1 =1
k=1 k-1 k k
1, si min { > a, sz} # ml’n{Zai, sz}
=1 =1 =1 =1

i

Observemos que, como consecuencia de la definicién anterior, si a V b :=
k

¢ = (e1,...,¢p), entonces para cada k € {1,...,n} se tiene que » ¢; =
i=1

k k
max { > a;, sz} Para verificarlo procederemos por induccién sobre k. La
i=1  i=1

afirmacion es clara para k = 1. Ahora supongamosla cierta para k — 1, con

k > 2. Tenemos dos casos:
k—1 k—1 k k
Si mzix{ doai, > bl} = mix { > ay, Zbi}, entonces, por la hipétesis de
=1 i=1 i=1 =1
induccién:

k-1 k-

k k—1 k—1 1 k k
Zci = Zci + ¢ = ch- + 0 = max Zai, b; » = max Zai, Zbi
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1 =1

i=1

4De nuevo usamos los sfmbolos “V” y “A” para los elementos definidos en 2) y 3),
pues, como se verifica enseguida, estas sucesiones binarias tienen las propiedades de supremo

e infimo, respectivamente, en B,,.
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k—1 k—1 k k
Si, por el contrario, méx{ > ai, sz} % méx{Zai, sz}7 entonces
=1 i=1 j '

k k k=1 k-1

a;, sz} = méx{ dai, Y bi} + 1. Luego, nueva-
i=1 =1 i =

mente por la hipdtesis de induccion:

debe ocurrir que méx{

k k—1 k—1

k—1 k—1 k k
Zci = Zci—kck = Zci—kl = max {Zai, Zbi}—i-l = max {Zai, Zbl} .
i=1 i=1 1 i=1  i=1 i=1 =1

1=

De manera similar se verifica que si a Ab := d = (dy,...,d,), entonces
k k k
Zdi:ml’n{ ai,Zbi} para cada k € {1,...,n}.
i=1 i=1 =1

En vista de la observacion anterior es inmediato que aVb y aAb satisfacen
las propiedades de supremo e infimo, respectivamente, de a y b en B,,.
Se sigue que (B, <,V, A) es una reticula con elemento menor 0 = (0,...,0)

y elemento mayor 1= (1,...,1).

El resultado que presentamos a continuacién nos sera de utilidad més ade-

lante.

Lema 4.26 Seann>1y a= (a1,...,an),b= (b1,...,by) € By,. Entonces a

cubre a b si y sélo si existe k € {1,...,n} tal que:

1) a; ="b; para i # k,k+ 1.
2) by =0, ap = 1.

3) Si k <n, entonces by11 =1y agy1 = 0.

Demostracion. Para la necesidad, supongamos que a cubre a b y sea k :=
min{i € {1,...,n} | b; < a;}. Entonces a; = b; parai < k y by =0, ar = 1,
de donde, si k = n, las condiciones se satisfacen. Ahora, si kK <n y by =0

6 ap+1 = 1, entonces existiria ¢ € By, tal que b < ¢ < a. En efecto, si bx11 =0,
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témese ¢ = (c1,...,c,) como sigue:

bi, paraic {l,...,k};
¢ =191, parai=k+1;

a;, parai€ {k+2,...,n}.
Por otro lado, si axy1 = 1, escdjase ¢ = (cy, ..., cp) tal que:
bi, paraie€{l,...,k—1};
a;, parai=k;

0, parat=k+1;

a;, parai€{k+2,...,n}.

89

Luego, en ambos casos contradecimos el hecho de que a cubre a b. Finalmente,

si aj # bj para algiin j > k 4 1, entonces debe ocurrir que b; < a; para algun

j > k+1. En tal caso, b; =0 y a; = 1. Luego, si tomamos ¢ = (cy,..

tal que

bi, paraie€{l,...,j—1}
C; 1=

a;, paraié€ {j,...,n},

.y Cn)

resulta que a < ¢ < b; nuevamente una contradiccion. Por lo tanto, las condi-

ciones 1) — &) se cumplen.

Reciprocamente, si se satisfacen las condiciones 1) — &), entonces, clara-

mente, b < a. Supongamos que existe ¢ € By, tal que b < ¢ < a. En virtud de

la condicién 1) se tiene que ¢; = a; = b; para i # k, k + 1. Por otra parte, no

es posible que suceda que ¢, = cx4+1 = 0, o bien, que ¢, = cx4+1 = 1. Por tanto,

c=0b 6 ¢ =a. Concluimos que a cubre a b.

4.3.1. Propiedades de B,

Presentamos a continuacién varias propiedades de las reticulas B,,.

O



90 CAPITULO 4. TRES RETICULAS ISOMORFAS

Teorema 4.27 Para cada n > 1, B, es una reticula distributiva y finita, de

cardinalidad 2™.

Demostracion. Sea n > 1. Es claro de la definicién de B, que |B,| = 2".

Definimos la funcién v : B, — (n+ 1)" como:

k n
v(ag,...,ay) = (al,...,Zai,...,Zai).
i=1 i=1

Claramente v estd bien definida. Mas adn, no es dificil verificar que v es

una funcién inyectiva que ademads satisface que para cada a,b € B,, a <

b < v(a) < v(b). En efecto, sean a = (ay,...,ay), (b1,...,b,) € By, entonces
k k

a <bsiysélosi > a; < > b para cada k € {1,...,n} siy sélo si v(a) =
i=1 i=1

k n k n
(@1y.ey iy doa;) < (b1y..y D biy..., > bi) = v(b). Se tiene que v es un
i=1 i=1 i=1 i=1
homomorfismo de copos inyectivo sobre su imagen v(B,,). Luego, del Teorema
1.25 se sigue que la reticula B,, es isomorfa a una subreticula de (n + 1)". Por

tanto, como (n + 1)" es una reticula distributiva, también B, lo es. O

En la Figura 4.4 se ilustra la inmersién de By, en la reticula (n+ 1)" bajo

el monomorfismo v definido en el Teorema 4.27.

Teorema 4.28 Para n > 5, B, no es una reticula plana.

Demostraciéon. Sean = = (0,1,0,1,0), v = (1,0,0,1,0), v = (0,1,1,0,0) y
w = (0,1,0,1,1) € Bs. Se sigue del Lema 4.26 que u,v y w cubren a z, de
donde, en virtud del Teorema 1.31, Bs no es plana. Por tanto, como para
cada n > 5 existe una subreticula de B,, que es isomorfa a Bj (definase la
funcién ¢ : Bs — B, tal que para cada a = (a1,a9,as,a4,a5) € By, t(a) =

(b1,...,by) € By, donde:

0, siie{l,...,n—5}

a; siie€{n—4,...,n}.



4.3. LAS RETICULAS By 91
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Figura 4.4: B,, como subreticula de (n+1)", con n = 2.

Luego, por un argumento analogo al usado en el Teorema 4.27 se tiene que ¢
es un isomorfismo de reticulas sobre su imagen). Concluimos que para n > 5

B,, no es una reticula plana. O
Para simplificar la notacién, definimos para cada = € {0,1}:

0, siz=1;

1, six=0.

Teorema 4.29 Para cadan > 1, B, es una reticula autodual.

Demostracion. Definimos a la funcién p : B, — B, como u(ay,...,a,) :=

*

(a3,...,a}) paracada (ai,...,a,) € By. Se sigue que p es un anti-isomorfismo

de reticulas. En efecto, claramente p es una funcién biyectiva. Ademads, si
k

k
a=(ay,...,an), b= (b1,...,b,) € By, entonces a < bsiysélosi Y a; < > b
i=1 i=1
k k
para cada k € {1,...,n} siy s6lo si p(a) = > af > > bf = p(b) para
i=1 i=1
cada k € {1,...,n}. Se sigue que p es un anti-isomorfismo de copos y, por el

Teorema 1.25, p es también un anti-isomorfismo de reticulas. U
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Maés adelante haremos referencia a la funcién p antes definida.

Teorema 4.30 Para cada n > 1, B, es una reticula graduada, con rango

n(n+1)

Demostracion. Sea n > 1. Definimos la funcién p : B, — N tal que para cada

n

(a1,...,a,) € By, p((a1,...,a,)) := > a;(n — i+ 1). Claramente p(0) = 0.
i=1

Ahora, sean a = (ay,...,a,), b = (b1,...,b,) € B, tales que a cubre a b.

Luego, para alguna k € {1,...,n}, las condiciones del Lema 4.26 se cumplen.

Si k < n,entonces p(a) = >, ain—i+1)+ar(n—k+1)+ap1(n—k)=
ik k41
> ai(n—i+1l)+n—k+1= > bi(n—i+1)+br(n—k+1)+bgi1(n—k)+1 =
itk k1 itk kA1

n—1
p(b) + 1. Si, por el contrario, k = n, entonces p(a) = > aj(n—i+ 1) +ay =
i=1
n—1
Y biln—i+ 1)+ 1 = p(b) + 1. Por lo tanto, B,, es graduada, con rango
i=1

p(I) — n(n2+1). |:|

4.4. L,, C, y B, son isomorfas

En los siguientes teoremas se prueba que, dada n > 1, las reticulas L,,, C,, y
B, son isomorfas. Los isomomorfismos correspondientes seran de gran utilidad,

por lo que nos referiremos a ellos mas adelante.
Teorema 4.31 Para cada n € N, las reticulas L, y C, son isomorfas.

Demostracion (por induccion sobre n). Por el Teorema 1.25 basta mostrar
que L, y C} son isomorfos como copos. Se definen los isomorfismos inversos
€0:Co— Lo y ¢o: Lo — Cp trivialmente: €3(0) = y @o(*) = 0.

Ahora supongamos definidos los isomorfismos inversos de copos:

€n—1:Cpo1 — Lp_1, Pn—1 - L, — Ch.
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Definimos los homomorfismos €, : C, — L, v ¢, : L, — C, de la

siguiente manera:

En(CO,Cl, e 7cn) = (671—1(01 - 61762 - cla e 7Cn - cl)acl)

on(z) = on(r1,01) == (0,01,¢1 + 01, .., 1+ 01),
donde @,—1(x1) = (co,c1,.-.,Cn-1) € Cp_1.
Entonces, se tiene lo siguiente:

©n Y €, Son inversas una de la otra.

Sea ¢ = (co, 1, €2, ..., ) € Cyp. Definimos:
c:=(cp—cr,c2—c1,...,cp —c1) € Cp.

Se sigue que (pn o en)(c) = @n(en(c)) = pn(en-1(c),c1) = (0,c1, (c2 —
c1) +ec,(cs —e1) ey (en —c1) + 1) = (co,c1,¢2,...,¢,) = €, pues
(¢n—1 © €n—1)(c) = c por la hipétesis de induccién. Ahora bien, sea = =
(z1,01) € L, y supongamos que @,_1(x1) = (do,d1,...,dp—1) € Cp_1.

Entonces (e, 0¢p)(2) = €n(on(r1,01)) = €,(0,01,d1 +01,...,dp—1+01) =
(€n—1(0, (d1 4+ 1) = d1,...,(dp—1+ 1) —01),01) = (€n—1(0,d1,...,dn—1),01) =
(en—1(pn-1(x1)),01) = (x1,01) = x, pues (én—1 © pn—1)(x1) = x1, de nuevo
por la hipétesis de induccién. Por tanto, ¢, o€, = Idc, v €, 0 ¢y, = Idr,,

con lo que se verifica la afirmacion.

en @ (Cpy=X) — (Lp,<) es un homomorfismo de copos que preserva el
n n

orden.
Sean ¢ =(cg,c1,...,¢n), ¢ = (¢, ¢},-..,¢),) € Cp y consideremos a los
elementos ¢ := (¢1 — ¢1,...,¢p — 1), € = (¢} —¢),...,c, — ) € Cp_1.

Supongamos que ¢ < ¢’. Entonces ¢; < ¢ para cada ¢ € n+ 1. Tenemos los
n

siguientes casos:
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Caso 1: ¢; = ¢|. Entonces ¢; — ¢; < ¢, — ¢} para cada i € {1,...,n}, es

decir, ¢ < ¢. Luego, como €, 1 : C,,_1 — L,_1 preserva el orden, se tiene
n—1

que €,-1(c) gl en—1(c’). Por tanto, se concluye que €,(c) = (e,-1(c),c1) <
n— n

(en-1(c)), c}) = en(c’).
Caso 2: ¢1 # c}. Se sigue que ¢; < ¢} y, como ¢, ¢’ son 1—ascendentes,
se tiene que ¢ = 0 y ¢; = 1. Consideremos a continuacién los n—caminos
d = (0,0,1,ds,...,d,) y d = (0,1,1,ds,...,dy), donde d; := max{l,¢;}

para i = 3,...,n. Nétese que d,d’ € C,,. Ahora, sean:

z = €p(d) = (€,-1(0,1,d3,...,d,),0)

w:=e,(d) = €,.1(0,0,d3 — 1,...,d, — 1),1).

De acuerdo a la notacién presentada después de la Definicién 4.1 se tiene que:

21 = Enfl(oa ]-7d37‘ . adn) = (6n72(03d3 - 17 .. '7dTL - 1)7 ]-)

w1 = en,l(0,0,dg — 1,...,dn — 1) = (en,Q(O,dg — 1,...,dn — 1),0),

de manera que 2o = €,-2(0,ds — 1,...,d, — 1) = wy. Se sigue que (z,w) es

un puente en L.
Ahora consideremos:
r=¢€p(c) =€p_1(c1 — 1,00 —cC1,y...yen —c1), 1) = (en—1(0,¢2,...,¢p),0)
y
y=en(c) = (en_1(c)—c),ch—c, ..., c,—c)), ) = (en_1(0,c5—1,...,c,—1),1).
Notemos que c3 < 1, por la 1—ascendencia de c. Luego, por la hipotesis

de induccién y puesto que (0, ¢a,c3,...,¢,) = (0,1,ds,...,d,), tenemos que
n—1

1 = 6n—1(07 €2,C3, - - ‘7cn) Sl 6n—1(07 17d37 .- 7dn) = Z1-
n—
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Por otro lado, nétese que 0 < ¢, — 1, por la 1—ascendencia de ¢’ y que
¢i—1<dc,—1paracadaie€ {3,...,n}, yaquec < . Ademds, de la definicién
dedsesiguequed; —1=06d;—1=¢;—1 pT;rai:?),...,n. En cualquier
caso, (0,0,ds —1,...,d, —1) 2 (0,c, — 1,4 —1,...,¢, — 1), de donde, por la

n
hipdtesis de induccién,

w1 = €,-1(0,0,d3 —1,...,d, — 1) < €,-1(0,¢5 — 1,5 —1,...,¢,, — 1) =y;.

n
n—1
Luego, por la Definicién 4.6 se tiene que €,(c) < e,(c’). Se concluye asi que
n

€n, preserva el orden.

on ¢ (Lp, <) — (Cy, =) es un homomorfismo de copos que preserva el
n n
orden.

Sean x = (x1,61), ¥y = (y1,€1) € Lp—1 X {0,1} tales que x < y. Entonces
n

(Pn(l') = @n(xl,él) = (0761761 +511 o3 Cp—1 + 51)

on(y) = on(y1,e1) = (0,e1,¢) +e1,..., 01 +€1),

donde ¢p_1(x1) = (co,C1y---n—1), en—1(y1) = (¢, 45 -y 1) € Cr1.

Tenemos los siguientes casos:

Caso 1: 01 = e1. Entonces debe ocurrir que x1 < 1. Por la hipétesis de
e

induccién tenemos que pp—1(x1) < ¢n—1(y1), de manera que ¢; < ¢ para
n—1

cadai € {0,1,...,n — 1}. Mdas ain, como 01 = €1, se tiene que ¢; +d1 < ¢, +¢;

para cada i € {0,1,...,n — 1}, lo cual implica que ¢, (z) < ©n(y).
n

Caso 2: 1 = 0, &1 = 1. En este caso, por la Definicién 4.6, debe existir
un puente (z,w) en Ly, tal que z = (21,0), w = (wy,1), con 23 = (22,1),

wy = (wa,0) € Ly,—1, donde 23 = wy, 1 < 2z y wi < 7. Consideremos:
n—1 n—1

gOn(Z) = (pn(Zl,O) = (0,0, dl, .. .,dnfl)

on(w) = pp(wy, 1) = (0,1,dy +1,...,d,_; + 1),
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donde (pn_l(zl) = (do,dl,...,dn_l), (pn_l(wl) = ( 6, /1,..., %71) c Cn—l'

Como x1 < 2z, tenemos por la hipdtesis de induccién que ¢,—1(x1) =

n—1 n—

©n—1(21), esto es, (co,c1,...,¢n—1) = (do,di,...,dp—1). Andlogamente, co-
=

mo wy < i, se sigue que ¢,_1(w1) =< @n—1(y1), lo cual significa que

1

n—1 n—

! ! ! / / / 4 .
(dy,dy,....d,_) jl (¢, Chs- -y ch_1). Ademds, tenemos que:
n_

(do, dl, ey dn—l) = gon_l(zl) = )\n_l(ZQ, 1) = (0, l,er+1,...,ep—9+ 1),

donde ¢, —2(22) = (eg, €1,...,en—2) € Cp_o. También:
( /07 &7 sy '/n—l) = Son_l(wl) - Qpn_l('l,UQ,O) - (0707 63_7 .. '7641,—2)7
con p_o(we) = (e), €y, ... €, _5) € Cra.

M4s atin, puesto que pp_2(22) = @n—2(w2), se sigue que e; = €, para cada
i€40,1,...,n—2}. Asimismo, tenemos que dy =0 =dj, dy =1,d; =0y
di=ei—1+1=¢€_;+1=d;+1 parai e {2,...,n—1}. Finalmente, como
01 = 0, se sigue que:

gOn(J?) = cpn(xl,O) = (0707017 cee 7CTL—1)-

Por su parte, como 1 = 1, se tiene que:

@n(y) = (Pn(ylv 1) - (07 1763 +1,..., Ciz—l + 1)
Por tanto, ya que para cada i € {1,...,n—1}, ¢; < d; =d, +1 <, +1, se
sigue que ¢, (z) < @n(y). Concluimos que ¢, preserva el orden.
n
Luego, como consecuencia de la Observaciéon 1.4, tanto €, como ¢, son
isomorfismos de copos, con lo que concluye la demostracion del Teorema. [J

Teorema 4.32 Para cada n > 1, las reticulas Cp, y By son isomorfas.

Demostracion. Nuevamente, por el Teorema 1.25, basta mostrar que C,, y
B,, son isomorfos como copos. Para cada n > 1 definimos a las funciones

Kkn:Cp— B,y 0,: B, — C, de la siguiente manera:
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Para cada ¢ = (cp,c1,...,¢n) € Cp, kp(c) := (ay,...,ay), donde, para
cada k € {1,...,n},

0, sicgp=cp1;
a =
1, sicg# cr1,

Para cada a = (a1, ...,an) € By, 0y(a) = (co,...,cn), donde:

0, para k = 0;
Cp = k
Y-a;, parake{l,...,n}
i=1
Sea ¢ = (cg,...,cn) € C, y supongamos que kn(c) := (ay,...,a,). Pro-
k
baremos por induccién sobre k que ¢ = a; para k € {1,...,n}. Es
i=1
claro que a; = ¢ +c¢1 = 04 ¢1 = c¢1. Supongamos cierta la afirmacion

para k — 1, con k£ > 2. Entonces ¢ = cx_1 0 ¢ = cp_1 + 1, pues ¢ es
1—ascendente. Luego, si ¢ = ci_1, entonces ar = 0 y, por la hipdtesis de

k—1 k—1 k
induccion, ¢ = cg—1 = >, a; +0 = > a; + ar = >_a;. De manera andlo-
i=1 i=1 ;

— = i=1
ga, si ¢ = cx_1 + 1, entonces ar = 1 y, por la hipdtesis de induccion,
k=1 k—1 k
ck=ck1+1=>a+1=>ai+ar=> a.
i=1 i=1 i=1

Ahora, tenemos que:

Kn Y 0n son inversas una de la otra.
Dado ¢ = (co, .. .,cn) € Cy, se tiene que ky(c) = (a1,...,ay), donde, para
cada k € {1,...,n},

0, sick=cp1;

ap =
1, si Cl 7& Cl—1-
Luego, por la iltima afirmacion se tiene que (0, 0 k,)(c) = Op(ay, ..., ay) =
k n
(0,a1,...,> aiy..., y.a;) = (co,C1,.. Chy-..,cn) = c. Por otro lado, si a =
i=1 i=1
k n
(a1,...,an) € By, entonces (ky o O,)(a) = kp(0,a1,...,> ai..., > a;) =:
i=1 =1
k—1 k ' '
(b1,...,by). Luego, si > a; = > a;, entonces by = 0 = aj. De manera andloga,
i=1 i=1

k—1 k
si > a; # Y a;, entonces by = 1 = ag. Por tanto, (ky, o 6,)(a) = a.
i=1 i=1
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Concluimos que 6,, o k, = Id¢c, v kpn © 0, = Idp,.

En : (Cpy=X) — (B, <) es un homomorfismo de copos que preserva el
orden. '

Sean ¢ = (cp,...,¢), d = (do,...,d,) € C, tales que ¢ < d. Entonces
¢; < d; para cada i € n+ 1. Supongamos que Hn(Ck) = (ay,... ,Zn) yk/-ﬁn(d) =

(b1,...,by). Entonces, por la observacion previa, » a; = ¢ < di, = > b; para
i=1 i=1
cada k € {1,...,n}. Por tanto, k,(c) < ky(c).

On 0 (Bp, <) — (Cn,X) es un homomorfismo de copos que preserva el
n

orden.
k
Sean a = (ai,...,an), b = (b1,...,b,) tales que a < b; es decir, Y a; =
i=1
k k "
> b; para cada k € {1,...,n}. Luego, O,(a) = (0,a1,...,> ai ...,y a;) =
i=1 i=1 i=1

k
(0,b1,..., b, ..
=1

3

.,ébi) — 0, (b).

De nuevo, de la Observacion 1.4 se sigue que k, y @, son isomorfismos de

copos, con lo que concluimos. O

Como consecuencia de los teoremas anteriores, las reticulas L, y C), com-

parten las propiedades de B, tal como se afirma en el siguiente:

Corolario 4.33 Para cada n > 1, <Ln, §> Y <Cn, j> son reticulas finitas,
n n

distributivas, autoduales, de cardinalidad 2" y graduadas, con rango w

Paran >5, L, y C, no son planas. O

Una consecuencia adicional es que los diagramas de Hasse de las reticulas

C, y By, son los mismos que los de L.



Capitulo 5

Las reticulas Z;» — pr

Consideremos el grupo ciclico finito de orden p", Zy», con n > 1. Como

anillo, Zyn» es conmutativo y su reticula de ideales es una cadena finita:
0< p"_lan < - < pQan < prn < an

que consta precisamente de los Z,»—submddulos totalmente invariantes de

Zyn . También, se sigue de inmediato que Z,» tiene un tnico ideal maximo:

pr’ﬂ = an,17

y un tnico (salvo isomorfismo) Z,»—submdédulo simple:
n—1 ~
D Zp” - D.

En este capitulo veremos que, en virtud de las propiedades inherentes a
Zyn antes mencionadas, del Corolario 3.8 y de la Proposicién 5.2 presentada
enseguida, el comportamiento de los prerradicales sobre Z,» se reduce al com-
portamiento de los prerradicales sobre los ideales del mismo. Esta conducta sin-
gular nos permitird, en primer lugar, describir completamente a Z,» — pr; en-
seguida, caracterizar a sus elementos idempotentes y radicales, (co)irreducibles
y (co)primos y, finalmente, dar una descripcién de los copos correspondientes

a estas clases especiales de prerradicales sobre Zpn.

99
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Las siguientes observacién y proposicion se siguen de los Corolarios 1.72 y

1.73.
Observacién 5.1 Todo Z,»—mddulo es un p—grupo acotado.
Proposicién 5.2 Todo Z,»—mddulo ciclico es isomorfo a un ideal de Zyn.

Demostracion. En efecto, dado un Z,» —médulo ciclico M, éste es también un
Z—moédulo ciclico que, ademas, es p—grupo. Luego, su generador es de orden
p* con k € n+ 1. Por tanto, M =2 p”*kan como Z—moddulos, pero dicho

isomorfismo también es un isomorfismo de Z,» —mddulos. O

Como consecuencia de la Observacion 5.1, de la Proposicién 5.2 y del Coro-

lario 3.8, se tiene el siguiente:

Corolario 5.3 Todo Zy»—mddulo es isomorfo a una suma directa de ideales

de an .

Se sigue del corolario anterior y del comportamiento de los prerradicales
respecto de la suma directa presentado en la Proposicién 2.3 que, dados n > 1
y D, todo prerradical sobre Z,» estd determinado por su valor sobre la cadena
de ideales de este anillo. Mas aun, el comportamiento de todo prerradical sobre
los ideales de Zyn esta sujeto a ciertas restricciones, mismas que presentamos

en los siguientes proposicién y corolario.

Proposicién 5.4 Sean o € Zyn —pr y m € {1,...,n}. Si o(p™Zy) = p*Zyn

para alguna k € {1,...,n}, entonces:
U(pm_Ian) = kapn é U(pm_Ian) = pk_lzpn.

Demostracion. Notemos primero que, como o € R — pr, a(pm_Ian) >
o(p"Zpn) = pFZyn. Luego, debe suceder que o(p™ 1Zyn) = p"Zyn, con r €
{0,1,...,k}.
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Consideremos el homomorfismo de Z,»—médulos f : p™ 1 Zyn — p"™Zyn
dado por f(Z) =p-=. Se sigue que p" 1 Zyn = f(p"Zyn) = f(o(p™ 1 Zpn)) <
o(p"ZLpn) = p*Lpn.

Luego, r+1 > k y, por tanto, k — 1 < r < k. Concluimos que r = k 6

r =k — 1, que es lo que se queria probar. O
Corolario 5.5 Sean o € Zyn —pr y m € {0,1,...,n—1}. Si o(p"Zpn) =
p*Zyn para alguna k € {0,1,...,n — 1}, entonces:

o(p" L) = PPl 6 o (p" T Zpn) = pF T L.
Demostracion. Supongamos que o(p"Zpn) = p*Zym y que o(p™ 1 Zpn) =

p"Zpn. Aplicando la Proposicién 5.4 se tiene que Kk = r 6 k = r —1; es

decir, r=k 6 r=k+ 1. O

Por simplicidad, en adelante denotaremos por In =0 < I < --- < I, =
Zyn ala cadena de ideales de Zy». Con esta notacién podemos reenunciar a la

Proposicién 5.4 como sigue:

Proposicién 5.6 Sean o € Zyn —pr y m € {0,1...,n—1}. Si o(Iy) = I

para alguna k € {0,1,...,n — 1}, entonces:
U(Im+1) = Ik- 0 O'(Im+1) = Ik+1.
El teorema que presentamos a continuacién nos permitird tener una ttil

representacion de las reticulas Zy» — pr como reticulas de sucesiones binarias

de longitud n definidas en el capitulo anterior.
Teorema 5.7 Para cadan > 1, Zyn —pr y B, son reticulas isomorfas.

Demostracion. Sea n > 1. Definimos la funcién ¢,, : Zyn —pr — By, tal que,

para toda o € Zyn — pr, ¢n(0) = (a1,...,an), donde:
0, sio(lx)=o0(lx-1);

1, si O'(Ik) 7& U(kal)
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para cada k € {1,...,n}.
Definimos también la funcién v, : B, — Z,» — pr, tal que, para cada

(ai,...,ayn) € By,
n
Up(ay,...,ap) = \/ozf’C

k
k=1 X a;
=1
Notemos en primer lugar que ambas funciones estan bien definidas. Pre-
sentamos enseguida una observacién importante.
Sea 0 € Zpyn — pr tal que o(ly) = Ij, 0(l2) = Ij,, ..., 0(ln) = I,
con jr € n+1 para cada k € {1,...,n}. De la Proposicién 5.6 se sigue que

Jk = Jk—1 O Jk = jk—1+1 paracada jp e n+1, k€ {1,...,n}. Supongamos
k

que ¢n(0) = (a1,as,...,a,) € B,. Entonces, se tiene que > a; = ji para
i=1
cada k € {1,...,n}. Probaremos por induccién sobre k esta aseveracién.
k—1
Claramente a; = j;. Supongamos que Y a; = jx—1 para k > 2. Si jr = jr_1,
i=1
k k—1
entonces ax = 0 y se tiene que » a; = a; +ar = Jr—1+0 = Jp—1 = Jg-
i=1 i=1
k
Si, por el contrario, jr = jx—1 + 1, entonces a; = 1 y tenemos que » a; =
i=1
k—1 ] )
Yo ai+ak = jr—1+1=ji.
i=1

Se tienen las siguientes afirmaciones:

On es una funcion biyectiva con inversa Y,.

Sea o € Zp» — pr. Entonces, se sigue de la Proposicién 2.33 que o =
\/{Oé%M) | M € Zyn—Mod}. Ahora, por el Corolario 5.3, cada M € Z,» —Mod
se escribe como M = I}wl) oS- -éBL(f"), donde, para cada k € {1,...,n}, I,gw’“)

designa a la suma directa de cardinal xj copias de I. Por tanto,

7= \/ {a%m

donde o(M) = (o(I)))*) @ --- @ (a(I,)) ).

M € Zyn — Mod, M:Ifxl)@...@jr(fn)}7

Luego, por el inciso 1) de la Proposicién 2.39,

(zg)
It

o=V {k\/la(o—(fk»(zw

M € Zyn — Mod, M = Ifxl) @...@]T(LG)} _ \/aclfk(lk)'
k=1
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Supongamos que o(l1) = I, o(l2) = Iy, ..., o(I,) = I, con j, €
n+ 1 para cada k € {1,...,n}, y que ¢,(0) = (a1,a2,...,a,) € By. De

n
la dltima observacién se sigue que ¥, (¢n(0)) = Yn(a,...,ay) = V aZf =
i=1 7k

n
V afr’“( 1) =0 Concluimos que ¥y, 0 ¢y, = Idz,,—pr-
k=1

Por otro lado, si a = (ai,...,a,) € By, entonces se tiene que ¥, (a)(ly) =
I, =1, con ji=jk1 6 jp=jr1+1 paracada ji € {1,...,n}, k €
S

{1,...,n}. Supongamos que ¢p (¢, (a)) = (b1,...,b,). Entonces, si jp = jr—1
se sigue que by = 0 = ag. De manera similar, si jx = jr—1 + 1, bpy = 1 = ai.
Por tanto, ¢, (¢¥n(a)) = (a1, ...,a,) = a. Se concluye que ¢, 01, = Idp,, con

lo que se prueba la afirmacién.

¢n €s un homomorfismo de copos que preserva el orden.

Sean 0,7 € Zyn — pr tales que o(Iy) = Ij, y 7(Iy) = Ij, con jk,jj €

n+ 1 para cada k € {1,...,n}. Supongamos que ¢,(0) = a = (ai,...,a,)
y ¢on(7) = b = (by,...,b,). Si 0 =X 7T, entonces, por la observacién previa,

Iy, =1, =0(y)<7(y)=1; =1, vparacadak € {l,...,n}. Se sigue
> a; k >obs
=1 i

i
i=1

k k
que > a; < Y b; para cada k € {1,...,n}; es decir, ¢,(0) = a < b= ¢n(7).
i=1 i=1

Py, es un homomorfismo de copos que preserva el orden.

Sean a = (ay,...,ap), b = (b1,...,b,) € B, tales que a < b. Entonces
k k
zai < »ﬂbi para cada k € {1,...,n}, de donde, por el Lema 2.27, aﬁ’ck =

i=1 = > ay
i=1

aﬁkk para cada k € {1,...,n}. Se sigue que ¥, (a) = 1, (b).
iglbi
Luego, en virtud de la Observacién 1.4, tanto ¢,, como 9, son isomorfismos
de copos y, por el Teorema 1.25, ¢, v 9, son isomorfismos de reticulas, con lo

que concluimos. Il

En adelante haremos referencia a los isomorfismos ¢,, y ¥, definidos en la

prueba del teorema anterior.
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Del Teorema 5.7 se sigue de inmediato el corolario que presentamos a

continuacién.

Corolario 5.8 Para n > 1, la reticula Zpyn — pr es distributiva, finita, de
cardinalidad 2" y graduada, con rango % Ademds, para n > 5, Zyn — pr

no es plana.

Una consecuencia adicional del Teorema 5.7 es que los diagramas de Hasse

de Zpn — pr son los mismos que los de L,,.

Los siguientes teoremas describen el algoritmo para calcular en B, las

operaciones correspondientes al producto y al coproducto en Z,» — pr.

Teorema 5.9 Sean o,7 € Zyn — pr tales que ¢p(0) = (a1,...,an), dn(T) =
(b1,...,bp) y dn(oT) = (P1,--.,pn). Supongamos que (1) = I, , con j, €
k

n+1 para cada k € {1,...,n}; es decir, jr = > b;. Entonces se cumplen las

stguientes condiciones: -
1) Sibp =0, entonces pr, = 0;
2) Siby, =1y a;, =0, entonces py = 0;
3) Sibp =1y aj =1, entonces p, = 1.
Demostracion. Sea k € {1,...,n} ysean 0,7 € Zy—pr tales que satisfacen las

hipétesis del teorema. Si by = 0, entonces 7(I) = 7(Ix—1). Luego, (o7)(Ix) =
(07)(Ig—1), de donde py = 0. Supongamos ahora que by = 1, esto es, 7(Ix) #
T(Ix—1). Entonces, por la Proposicién 5.6 se tiene que 7([—1) = Ij,—1. Se
tienen dos casos. Si aj, = 0, es decir, o(I;) = o(I,—1), entonces (o7)(l) =
(07)(Ix—1), de donde p;, = 0. Si, por el contrario, aj, = 1, es decir, o(I}) #
o(Ix—1), entonces (o7)(Ix) # (07)(Ixk—1) y, por tanto, p = 1. O

Dualmente, se tiene el siguiente:
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Teorema 5.10 Sean 0,7 € Zyn — pr tales que ¢p(0) = (a1,...,an), dn(T) =

(bi,...,bn) ¥y ou((7 2 o)) = (q1,---,qn). Supongamos que (1) = I, con
k
Jr €n+1 para cada k € {1,...,n}; es decir, jr = > b;. Entonces se cumplen

las siguientes condiciones: -
1) Sibp =1, entonces qp = 1;
2) Sib, =0y ay_;, =1, entonces q, = 1;
3) Sib, =0y ay—;, =0, entonces q; = 0.
Demostracion. Sea k € {1,...,n} ysean 0,7 € Zy» —pr tales que cumplen las

hip6tesis del teorema. Si by = 1, entonces 7(Ij) # 7(Ix_1). Nuevamente por
la Proposicién 5.6 se tiene que 7(Ix_1) = Ij,—1. Por tanto, (7 : o)(Iy)/7(I) =
o(Ir/T(Ix)) = o(lk/1j,) = o(Ip—j5,) = o(Ip—1/Ljp-1) = o(Ip—1/T(Ik-1)) =
(7 : 0)(Ik—1)/7(Ip—1). Luego, se sigue que (7 : 0)(lk) # (7 : 0)(Ip—1), de
donde ¢ = 1. Supongamos ahora que by, = 0, es decir, 7(I}) = 7(Iy—1) = Ij,.
Entonces se tiene que (7 :0)(Iy)/7(Ix) = o(Ix/T(I)) = o(I/1},) = o(Ix—j,)
y (71 0)k-1)/7(Ip—1) = oLp—1/T(Tx—1)) = o(Lp—1/1j,) = o(lk—j—1)-
Tenemos dos casos. Si ap—j, = 1, esto es, o(Iy—j,) # 0(Ix—j,—1), entonces
(1 :0){g) # (1 : 0){g—1), de donde g, = 1. Por otro lado, si ay—;, = 0, es
decir, o(Ix—;,) = o(Ip—j,—1), entonces (7 : o)(Iy) = (7 : 0)(Ip—1), esto es,

qr = 0. U

Si bien del Teorema 5.7 se deduce de inmediato la autodualidad de las
reticulas Z,» — pr, la importancia del teorema que se presenta a continuacién
radica en que se define un anti-isomorfismo de Zy» — pr en Zp» — pr que

manda productos en coproductos.

Teorema 5.11 Para cadan > 1, Zyn —pr es una reticula autodual. Mds ain,
existe un anti-isomorfismo de reticulas X\ : Zyn — pr — Zyn — pr tal que para

cada 0,7 € Zyn —pr, ANoT) = (A7) : A(0)).
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Demostracidn. Sea n > 1. Se define \ := 1, 0 yo ¢, donde ¢y, y 1, son los iso-
morfismos de copos definidos en el Teorema 5.7 y u es el anti-isomorfismo del
Teorema 4.29. Se sigue que A es un anti-isomorfismo de reticulas. Ahora bien,
sean 0,7 € Zy» — pr tales que ¢n(0) = (a1,...,an) ¥ On(7) = (b1,...,bp).
Supongamos que ¢,(07) = (p1,...,pn). Entonces, por el Teorema 5.9, si
(1) = 1Ij,, con j, € n+1 para cada k € {1,...,n}, esto es, j = ibi,

=1
se tiene que:

1) Si by = 0, entonces pi = 0;
2) Siby =1y aj, =0, entonces p;, = 0;

3) Siby =1y aj =1, entonces p, = 1.

Observemos que Zk:bf = k — ji para cada k € {1,...,n}. Sea k = 1,
entonces, si b] = 0 del tiene que by = 1, de donde j; = 1. Luego, b] =
0=1-1=1-— 7. Similarmente, si b] = 1 se sigue que j; = 0, de donde
b =1—-0=1-j;. Supongamos cierta la observacién para k—1, con k > 2.

k k—1
Tenemos que Y b7 = Y bf +b; = [(k — 1) — jr—1] + b; por la hipétesis de
' i=1

=1
induccién. Se siguen dos casos: si b;, = 0, entonces se tiene que b, = 1, de
k k—1 k
donde ji = > b; = Y bi+br = jr—1+1. Luego, > b7 = [(k—1) —jx—1] + b} =
i=1 i=1 i=1

[k — (1 +jr—1)] +0 =k — ji. De manera similar, si bj =1, entonces by, =0 y
jx = jr_1, de donde ib;‘ k1) — o]+ b =[k—1— ] 1=k —jp,
con lo que se veriﬁcaZTal observacién.

Afirmamos que A(7)(I) = Ix—;,. Enefecto, A\(7)(Ix) = [(Ynopod,)(T)](I) =
[(¢m 0 ) (b1, ... bp)](Ik) = [(Yn (b7, ..., 00)] (1) = Iij " Luego, nuestra afir-

- K2
i=1

macién es consecuencia inmediata de la ultima observacion.

Se afirma que ¢u(M0)) = (al,-.-,a3) ¥ que 6a(r(0)) = (],-..,b%).
Para verificarlo, supongamos primero que ¢,(A(0)) = (c1,...,¢,). Sea k €

{1,...,n}. Si ¢y =0, entonces I, = (A0))Ix) = AN0))Lg=1) = L1 .
> ay > aj
i=1 i=1
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Se sigue que iaf = kila;‘, de donde a; = 0 = c¢;. Si, por el contrario,
= = k k—1 k=1
¢k = 1, entonces (A(0))(Ix) # (\(0))(Le-1) ¥ Doaf = Y af +aj # > aj, de
donde aj = 0 = ¢. De manera totalmente anézk:)éa se \;:rliﬁca que gzﬁ:b?;(a)) =
(b%,...,0%).
Por tanto, ¢, ((A(7) : A(0))) = (q1,---,qn), donde, por el Teorema 5.10 y

por una afirmacién anterior:

1) Si by =1, entonces g = 1;
2) Sib; =0y al:—(k—jk) = aj =1, entonces ¢ = 1;

*

e = 0, entonces g = 0.

Esto es, paracada k € {1,...,n}, gy = 1 < pr, = 0, de donde u(¢,(o7)) =
dn((A(T) : A(0))). Aplicando v, a ambos miembros de la dltima igualdad se
tiene que A\(o7) = (A(T) : AM(0)). O

Notemos que el anti-isomorfismo A definido en el Teorema 5.11 es su propio

inverso, pues p lo es. Mas adelante haremos referencia a dicho anti-isomorfismo.

5.1. Idempotentes y radicales en Z,. — pr

. .. . . I
Por simplicidad, si 0 <7 < m < n, denotaremos a los prerradicales a;™ y
s
T m m . . .,
wy™ en Zpn — pr por o, 'y w,", respectivamente. Comenzamos esta seccién
dando la descripcion de los elementos en B, que corresponden a o' y w;"

en Zyn — pr.
Teorema 5.12 Sean n > 1y 0 <r < m < n. Entonces:
1) ¢n(al) = (a1,...,ay), donde:
0, si1l<k<m-—r;
g =931, st m—r<k<m;

0, st m<k<n.
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2) ¢p(W™) = (b1,...,by), donde:

1, si 1<k<r;
by =140, sir<k<m;

1, si m<k<n.

Demostracion. Sean > 1. Supongamos que a;”(Ik) I, , con jr € n+ 1 para
cada k € {1,...,n}. Ya hemos visto que jj = Zaz para cada k € {1,...,n}.
Ahora, sean m,r tales que 0 < r < m < n. Notemos que a := (a,...,ay),
tal como ha sido definida en 1), es el menor elemento de B, tal que j,, = 7.
En efecto, si existe ¢ := (¢1,...,¢,) € By tal que c<a y Zmlci = r, entonces
i=
necesariamente ¢, = 0 para 1 < k < m—r y ici < Y. a; para alguna
le{m-r+1,...,m —1}. Entonces ¢ = 0 y,l:clomo 61;1: 1 para k €
{m—r+1,...,m— 1}, se sigue que:

I+1 I+1

Z c; < Z a;
=1 i=1

m m
r= E c < E a; =171,
i=1 i=1

una contradiccién. Por tanto, ¢, (a) es el menor o € Zyn — pr tal que o(I,,) =
I, = I. En virtud de la Proposicién 2.29 se concluye que 9,(a) = ", de
donde ¢, (o)) = a.

Por otra parte, b := (by,...,b,) es el mayor elemento de B, tal que
Jjm = 7. De lo contrario, existirfa d := (di,...,d,) € B tal que b < d
y Edz—r de donde dy = 1 para 1 < k < r y Zb <Zd para
alguna le{r+1,. — 1}. Entonces d; = 1 vy, dado que bk = 0 para
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kEe{m—r+1,...,m— 1}, por un argumento similar al empleado en el caso

anterior se llega a la contradiccién:

m m
r=>b<y di=r
i=1 i=1
Luego, 9y (b) es el mayor o € Zyn — pr tal que o(ly) = I, = I,.
Nuevamente por la Proposicién 2.29 se concluye que ¢, (b) = w)"; es decir
¢n(w") = b, con lo que se verifican las expresiones 1)y 2). O

Corolario 5.13 Sean n > 1 y 0 < r < m < n. Entonces A(a)') = w]?

donde X\ es el anti-isomorfismo del Teorema 5.11.

Demostracion. Sean a = (ay,...,an) = ¢p(al’) y b= (b1,...,bn) = én(w_,).
Luego, por el Teorema 5.12:

0, sil<k<m-—r;

ag = g1, sim—r<k<m

0, sim<k<n

1, sil<k<m-—r

b =190, sim—r<k<m;

1, sim<k<n.

Luego, p(a) = b, donde pu es el anti-isomorfismo definido en el Teorema
4.29. Se tiene entonces que p(¢n (")) = p(a) = b = ¢n(wy_,). Aplicando 1,
a ambos miembros de la tltima igualdad se obtiene que A\(«)") = w?'_,., que

es lo que se queria verificar. O

Los teoremas que presentamos a continuacién nos ofrecen caracterizaciones
de los prerradicales idempotentes y de los radicales sobre Zyn», paran > 1. En
el caso particular de estos anillos se tiene que todo prerradical idempotente es

exacto izquierdo y todo radical es t-radical.
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Teorema 5.14 Sea o € Zyn —pr. Las siguientes condiciones son equivalentes:

(a) o =a) para alguna 0 < m < n.
(b) o es exacto izquierdo.

(c) o es idempotente.

Demostracion.

(a) = (b). Notemos que o/ = w?,. En efecto, por el Teorema 5.12 se tiene

n

que ¢p () = ¢n(wy,), de donde, como ¢, es inyectiva, se sigue que o/ = wy,.

Luego, puesto que I, = Zy» es un Zy—mdbdulo inyectivo (en virtud de la

Proposicién 1.97), y o)
Zpn

Otm (an

(I,) = L, sesigue del inciso &) del Teorema 2.37 que

n

mo_ _ N
o =W = w ) es exacto izquierdo.

(b) = (c). Se cumple para todo anillo (ver Observacién 2.17).

(¢) = (a). Supongamos que o # a/ para toda 0 < m < n. Entonces
On(0) # dn(al) para toda 0 < m < n. Sea ¢,(0) =a = (ai,...,a,). Luego,
existen 0 <4 < 7 < n tales que a; =0y a; = 1.

Sean s := min{i | a; = 0} y t :== min{j | j > s, a; = 1}. Entonces
Je = Zt:ai = s, de donde aj, = 0. Supongamos ahora que o = (p1,...,pn).
Se sigzl?e1 de la condicién 2) del Teorema 5.9 que, como a; = 1y a;, = 0,

necesariamente debe ocurrir que p; = 0. Por tanto, 02 # o; es decir, ¢ no es

idempotente. Se concluye que o = ] para alguna 0 < m < n. O
Teorema 5.15 Sea o € Zyn —pr. Las siguientes condiciones son equivalentes:

(a) o0 =wy' para alguna 0 < m < n.
(b) o es t-radical.

(c) o es radical.
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Demostracion.

n

(a) = (b). Por el Teorema 5.12 se tiene que w{i' = aj_,,, el cual es un

t-radical en virtud del Teorema 2.37 y del hecho de que w{*(Iy,) = Ijy—m.
(b) = (c). Se cumple para todo anillo (ver Observacion 2.17).

(¢) = (a). Si o es un radical, entonces (o) es idempotente, donde A es el
anti-isomorfismo del Teorema 5.11. En efecto, por un lado, (¢ : ) = o. Por

otra parte, del Teorema 5.11 se sigue que:
MA@ A0)) = (AN)(0) : AN)(@) = (0 : 0) = 0.

Luego, aplicando A a ambos miembros de la iltima igualdad se obtiene que
Ao) A(o) = A(o), que es lo que se queria verificar.
Por tanto, por el Teorema 5.14, A(o) = o para alguna 0 < m < n, de

donde, por el Corolario 5.13, o = A(ag}) = wi. g

Como consecuencia de los teoremas anteriores se tiene el siguiente resulta-

do:

Corolario 5.16 El subcopo de prerradicales idempotentes y el subcopo de

radicales en Zyn — pr son cadenas.

En las Figuras 5.1 y 5.2 presentadas a continuaciéon se muestran los dia-
gramas de Hasse de Zy» — pr, con n = 2,3 y 4, indicando mediante circulos
blancos a los radicales (o t-radicales), junto con sus imagenes bajo ¢,. Nétese
que, en vista del Corolario 5.13, los prerradicales idempotentes (o exactos
izquierdos) de Zp» —pr paran = 2,3 y 4 coinciden con los elementos indi-
cados en las Figuras 5.1 y 5.2 si los diagramas de dichas figuras son volteados

al revés.
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(071) =Wp

(@]
(070) = wg

Figura 5.1: Radicales (t-radicales) en Zy» — pr, n =2,3.
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. (1707171)
(1’15070) \
[ ) (@)
(10.10) \ 0111 =}
(1a07071). \ .(0’1’1’0)
° e (0,1,0,1)
(1’0’0’(\ / \
o O
(0,1,0,0)\ /(0,0,1,1)=wg
®0,0,1,0)
©(0,0,0,1) =3
©(0,0,0,0) = wi

Figura 5.2: Radicales (t-radicales) en Z,: — pr.
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5.2. Irreducibles y coirreducibles en Z,. — pr

A continuacién se caracterizan los elementos irreducibles y coirreducibles

en Zyn — pr.

Teorema 5.17 Sea o € Zyn —pr, con o # 1. Entonces o es irreducible si y

solo si o = w)* para algunas 0 < r <m < n.

Demostracién. Sea o # 1 irreducible y supongamos que ¢, (c) = (a1, ...,a,).
Definimos:
0, si ap =0;
ri=
méx{i|a; =---=a; =1}, si a3 #0.
Luego, como o # 1, se tiene que r < n, de donde a,;; = 0. Sea m :=
méx{i | ar41 = --- = a; = 0}. Se sigue que r < m. Luego, si m = n,

entonces ¢n(0) = ¢p(w)) y ya acabamos. Si, por el contrario, m < n, entonces
am+1 = 1. Sea j := max{i | apy1 = -+ = a; = 1} y supongamos que j < n.

Entonces aj;1 = 0. Ahora, sea d = (dy,...,d,) tal que:

1, sil<k<r+j—m;
dp =150, sir+j—-m<k<j;
ag, sij<k<n.

Luego, no es dificil verificar que ¢p,(0) = ¢n(w)*) A d, con ¢n(W), d >

¢n(0), contradiciendo el hecho de que o y, por tanto, ¢,(o), es irreducible.

m

Por lo tanto, j =n y ¢n(0) = dp(w]™); es decir, o0 = W

Reciprocamente, supongamos ahora que o = w,"* para algunas 0 < r <
m < n. Nétese que w™ # 1, pues w™(I,,) = I,. Supongamos que W™ =7 An
en Zyn — pr, de donde, por ser ¢, un isomorfismo de reticulas, ¢ (w*) =
On(T)ANGR(n) en By,. Digamos que ¢, (7) = (c1,...,¢n) ¥ dn(n) = (d1,...,dy).

m m m
Como (7 An)(Iy,) = Ir, se tiene que r = min{ > J¢;, Y d;}, esdecirr =) ¢; 6
=1 i=1 i=1

m
r=Y.d;, estoes, 7(I,,) = I, 6 n(I,,) = I,. Luego, por la Proposicién 2.29,
i=1
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%
e
e

I

Figura 5.3: Un elemento irreducible en Cj.

T 2w 6 n 2w Porlotanto, 7 =w* 6 n=w;". Concluimos que w," es

irreducible. O

En la Figura 5.3 presentamos la imagen bajo 6, o ¢, del elemento irre-

ducible wi € Zys — pr.

Corolario 5.18 Sea o € Zyn — pr, con o # 0. Entonces o es coirreducible si

y s6lo si o = ] para algunas 0 <r < m < n.

Demostracién. Supongamos que o # 0 es coirreducible. Entonces, claramente,
(o) es irreducible. Luego, por el Teorema 5.17, A(0) = w]* para algunas 0 <
r < m < n. Se sigue del Corolario 5.13 que o = A7} (w™) = A(w™) = a_,,
donde 0 <m —1r <m <n.

Para la suficiencia, supongamos ahora que o = ;" para algunas 0 < r <

m < n. Entonces, como (o) = W)

M. conm —1r < m (pues r > 0), se sigue

del Teorema 5.17 que A(o) es irreducible. Por tanto, o es coirreducible. O

En la Figura 5.4 presentamos la imagen bajo 6, o ¢, del elemento coirre-

ducible o3 € Zys — pr.
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NZEn

Figura 5.4: Un elemento coirreducible en Cj.

En las Figuras 5.5 y 5.6 presentamos los diagramas de Hasse de Zy» —
pr, para n = 2,3 y 4, indicando a sus elementos irreducibles distintos de 1

mediante circulos blancos.
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Figura 5.5: Elementos de [Zy» — pr|s, n =2,3.
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(11,10

©)
=(1,1,1,0)

(1,1,0,1) o

)

— (1,1,0,0) \

Figura 5.6: Elementos de [Z
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(0,1,1,1) =w}

(0,1,1,0)

(0,1,0,1)

/ (0,0,1,1) =

:wg

pt = DTIA
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5.2.1. Subcopos de irreducibles y coirreducibles en Z,» — pr

Gracias a los resultados previos es posible describir facilmente a los subcopos
de elementos irreducibles y coirreducibles en Z,n — pr.
Comenzamos con un lema que nos da una manera de comparar dos pre-

rradicales de la forma o] (w)") en términos de m y r.
Lema 5.19 Dada n > 1, sean m,r,l,s € {1,...,n}.

1) Si0<r<my 0<s<I, entonces & <X a, si y sdlo si r < s y

. S

l—s<m-—r.
2) Sir<my s<l, entonces w =W\ siysdlosir<syl—s<m-—r.

Demostracion.
1): Sean 0 <7 <m y 0 < s <. Supongamos que ¢ (a)") = (ai,...,an)

y ¢n(al) = (dy,...,ad,), donde, para cada i € {1,...,n}, las coordenadas

a; y a; son definidas de acuerdo al Teorema 5.12. Si o™ =< o,
n n

en particular, r = Y a; < > a; = s. Ahora, supongamos que m —r <[ — s.
i=1 i=1

entonces,

m—r+t m—r+t
Entonces l—s = m—r+t,cont > 0. Luego, t = > a; < E a;, = Za =0,
que es una contradiccién. Por tanto, debe ocurrzi?que l—s § m—r.
Reciprocamente, supongamos ahora que r < sy que [ —s < m —r. No
es dificil verificar que para toda k € {1,...,n} se tiene que Zk:ai < Zk:a’i. Por
tanto, ¢ (™) < ¢n(al), de donde o™ < ol . -

La prueba de 2) es similar. O

Sea n > 1. Consideremos en {1,...,n}? el siguiente orden: (i,j) =< (k,1)
siempre que i < k y j <. Entonces ({1,...,n}?, <) es un copo. Més atin, es

una reticula con supremo e infimo dados como sigue:
(1,5) V (k,1) = (méx{i, k}, max{j, [}),

(i,7) A (k,1) = (min{i, k}, min{j,1}).
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Sea T, := {(i,j) e N| 0 < i < j < n}. Obsérvese que T), es una subreticula
de {1,...,n}%

Teorema 5.20 Para cada n > 1 existen isomorfismos de copos:

1) fn . [an —p?"]/\ — Tn,
2) gn i [Lpn — prly — T,

Demostracion.

1) : Para cada n > 1 se define f,, como sigue. Sea o € [Zyn — pr]x. Por el
Teorema 5.17 se tiene que o = w;"* para algunas m,r talesque 0 <r <m < n.
Sea fp(0) = fo(w)) = (r+1,n—m+r+1). Entonces f,, es una funcién bien
definida de [Zpn — pr]jn a Ty,. Si (¢,7) € T, entonces fn(w?__le) = (i,7), con
0<i—1<n-—j+1i<mn,pues0<i<j<n.Por tanto, f, es suprayectiva.
Ahora, si w™, w! € [Zyn —pr]s entonces, por el Lema 5.19 tenemos que w™ <
wé siysblosi r<syl—s<m-—r, locual por la definicién de orden
en T, significa que f,(w™) =< fu(w!). Por lo tanto, f, es inyectiva y es un

isomorfismo de copos.

La prueba de 2) es similar. O

Como consecuencia del Teorema 5.20, y considerando el Teorema 1.25,

[Zpn — pr]n ¥ [Zyn — pr]y son reticulas que son ambas isomorfas a T,.

En la Figura 5.7 presentamos los subcopos de los elementos irreducibles
distintos de 1 en Zy — pr, para n = 2,3 y 4. Para el caso de n = 2

ilustramos la demostracion del Teorema 5.20.
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f2
° T o (2,2)=f2(w])

(1,2) = fa(wp)

| N,
o /

(1,1) = f2(w3)

o wi
\ 2
(0] o wi
4
wy /
3
O wj

Figura 5.7: Subcopos de [Zyn — prip, n=2,3,4.
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5.3. Primos y coprimos en Z,. — pr

Sea n > 1 y consideremos los isomorfismos de copos v, v kn, definidos
en los Teoremas 4.31 y 4.32, respectivamente. A lo largo de esta seccion lla-
maremos hemisferio sur de B, a la imagen bajo &y, o ¢, del conjunto H? en

L,,, y lo denotaremos por H{. Asi:
HY = (kn o n)(HY) = {(a1,...,an) € B, | a1 = 0}

Anslogamente, llamaremos hemisferio norte de By, a (kn 0 0,)(H}), y lo

denotaremos por H'. Esto es,
H}' = (ko pp)(HY) = {(ay,...,a,) € B, | a1 =1}

Usaremos también los términos hemisferio sur y hemisferio norte para
nombrar a las correspondientes imdgenes en Z,» — pr bajo el isomorfismo v,

del Teorema 5.7.

El lema técnico que presentamos a continuacién nos sera de gran utilidad

para caracterizar a los prerradicales primos sobre Zn.

Lema 5.21 Sea n > 2 y supongamos que o € Zyn — pr se encuentra en el
hemisferio norte. Supongamos también que ¢p(0) = (1,a2,...,a,). Si o es

primo en Zyn — pr, entonces Yn_1((az,...,an)) es primo en Zyn-1 — pr.

Demostracion. Sea nm > 2 y supongamos que o € Zy» — pr satisface las
hipétesis del lema. Definimos o1 := ¢, 1(az,...,an). Sean 71, m € Zyn-1 —
pr tales que 7171 < o1 y supongamos que ¢n_1(71) = (b2,...,b,) y que

¢n—1(m) = (c2,...,cn). Entonces, puesto que ¢p_1(11m1) < ¢p_1(01) ¥y

Gn—1(11m) = (p2,-..,pn), donde las p;’s satisfacen las condiciones 1) — 3)
k k
del Teorema 5.9 para cada k € {2,...,n}, se sigue que > p; < > a; para cada
i=2 i=2

k€ {2,...,n}. Se define 7 := ¢, ((1,b2,...,bn)) v 1 := ¥n((1,co,...,cn)).

Luego, como ¢, (1) = (1,p2,...,0n) ¥ ¢n(0) = (1,a2,...,a,), claramente se
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sigue que 71 = o, lo cual implica que 7 X ¢ 6 n = o, por ser ¢ primo. Por

tanto, 71 < 01 6 n = o1. Concluimos que o1 es primo en Lign—1 — pr. O

Ahora estamos en condiciones de dar una caracterizacién de los primos en

Lin — pr.

Teorema 5.22 Sea o € Zyn — pr, con o # 1. Entonces o es primo si y solo

m

st 0 =w'_, para alguna m tal que 0 < m < n.

Demostracion. Para la necesidad procedemos por induccién sobre n. La im-
plicacion es clara para n = 1. Supongamos que el conjunto de prerradicales
primos en Zyn-1 —pres {w;;_; | 0 <m < n —1}. Del Teorema 2.49 se sigue
que wé, que es el elemento mayor de H', es un prerradical primo minimo en
Zyn — pr; es decir, w} es el dnico prerradical primo en el hemisferio sur de

Zpn — pr. Ahora, supongamos que o € Zy» — pr se encuentra en el hemisfe-

rio norte. Entonces ¢,(c) = (1,a9,...,a,) € B,. Luego, por el Lema 5.21,
Yn-1((az,...,a,)) debe ser primo en Z,n-1 —pr, de donde, por la hipdtesis de
induccidn, ¥,—1((asz,...,an)) = w'_, para alguna m tal que 0 < m <n — 1.

Por tanto, o = wmt!.

Reciprocamente, si 0 < m < n, entonces se sigue del primer inciso de
la Proposicién 2.44 que I,,_1 es primo en I,,, por ser I,,_ 1 isomorfo a un
Zpyn —submodulo totalmente invariante maximo de un Z,» —médulo isomorfo a

Ip,. Luego, en virtud del Teorema 2.45, w;’_; es primo en Zy» — pr. O

Como consecuencia inmediata del Teorema 5.22, del Corolario 5.13 y de
la definicién del anti-isomorfismo A del Teorema 5.11, se tiene el siguiente

resultado dual:

Corolario 5.23 Sea o € Zyn — pr, con o # 0. Entonces o es coprimo si y

solo si 0 = al*, para alguna m tal que 0 < m < n. O

Tenemos como consecuencia de los resultados anteriores el siguiente:
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Corolario 5.24 El subcopo de prerradicales (co)primos sobre Zyn es una

cadena.

En la Figuras 5.8 y 5.9 presentamos los diagramas de Hasse de Zpn» — pr,

paran = 2,3 y 4, indicando a los elementos primos con circulos blancos.

Ahora bien, puesto que Z,» —pr es autodual mediante un anti-isomorfismo
que manda productos en coproductos, podemos obtener los diagramas de Has-
se que muestran a los prerradicales coirreducibles y coprimos sobre Z,» a
partir de los correspondientes diagramas en donde se localizan los elementos

irreducibles y primos, simplemente volteandolos al revés.
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(1}
O
w?=(1,0)
\ O
(LO) :wé
*0.0)

(1’]‘71).

w3 = (1,1,0)O

wi=(1,0,1) o

Figura 5.8: Elementos primos en Zy» — pr, n = 2, 3.
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(1,1,1,1)

©)
wi=(1,1,1,0)

w3 =(1,1,0,1) o

(1,1,0,0) \

(0,1,1,0)

/:/

° e (0,1,0,1)

W\
N /

(0,0,1,1)

Figura 5.9: Elementos primos en Z,s — pr.
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Notaciones y abreviaturas

Como es usual en la mayor parte de la bibliografia matematica, denotamos
por:
€, al simbolo de pertenencia;
vV (3), al cuantificador universal (existencial);
= (<), alaimplicacién (equivalencia) légica;
00, al infinito;
(), al conjunto vacio;
P C Q, al subconjunto P de Q;
P\ @, a la diferencia de los conjuntos Py Q;
N, al conjunto de los niimeros naturales: {0,1,... };
Z, al conjunto de los ntimeros enteros;
a‘b, con a,b € Z, para decir que “a divide a b”;
med(ay, ..., a,), al méximo comun divisor de ay,...,a, € Z;
a = b(modm), con a,b,m € Z, para afirmar que “a es congruente con b
médulo m”;
Zp, al conjunto de los enteros médulo m: {0,1,...,m —1};
@, al conjunto de los nimeros racionales;
f og, para designar la composicién de las funciones f y g¢;

f ‘ ,» Dara significar la restriccion de la funcién f : P — @ al conjunto

K CP.
Asimismo, adoptamos la convencién de superponer una diagonal a un
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simbolo para indicar la negacién de su condicién; v.gr. : #, &, €, 1, etc.

Finalmente, en el transcurso del trabajo aparecen las notaciones, simbolos

y abreviaturas siguientes (por orden de aparicién):

COPO .ottt e e e e e e e e 2
e R A /P 2
SUDCOPO . . e 2
72 3
0, L o 3
MTT, TIAX « ottt ettt e e e e e e e e e 4
7 7
[LIAy [L]y e e 10
I L 11
D e 12
0(@) e 12
NA, AN 13
hp(@), Ap o 14
R 15
M N 16
Homp(M,N) 16
B e 16
KT o 17
S (M ) o 17
N UK, () NG oo 18
acl
N A K Y N oo e 18
acl
M N 18
N oo M T 19
R 19
0 20



ann (M), anmn(T) ..o 21
SN (M ) e 22
S 22
R o— D oo 23
N D K 23
B M o 24
acl

LT Mo e 25
acl

SOD () e 25
T8y DBy 6B« e e e e e 26
R P 27
e 28
E M 28
(F)Gen(A), (F)Cog(A) ..o 30
TRA( )y RETA () oo 31
Soc( ), Rad( ) oo 31
R —Mod ... 33
Cong, O o 34
R o— pr 40
T, (O T ) et e 41
0, T ot 43
R—id, R—rad, R—ex, R—trad .............. ... ... ... ... ......... 46
a]\N/[, w% ................................................................. 49
Ly o 73
T I 74
H  H 74
e 74
5;, L o 76
g 0 79
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S 89
n

O et 85
0, L oo 86
B 86
0, L 88
1 91
L e 91
€y DI+ e et e e e e e 92
By O oo e e 96
O=Io <1 < - <In="Tpn oo 101
D+ e e e e 101
B e e e 102
PP 106
O W) 107
D oo 120
Ty Gn o 120
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